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Introduccion

A partir de la década de los afios cincuenta, en el drea de Ciencias de la
Computacién los primeros sistemas de tipos fueron usados para hacer compa-
raciones simples entre nimeros enteros y representaciones de punto flotante.
A finales de los anos cincuenta y principios de los afios sesenta la clasificacién
se extendié a datos estructurados como listas y arreglos, ademas de la intro-
duccién de funciones de primera clase. En los anos setenta aparecieron gran
cantidad de conceptos como tipos de datos abstractos, polimorfismo paramétri-
co, subtipificacién, médulos, entre muchos otros, en consecuencia los sistemas
de tipos representaron un campo de estudio. Mientras esto sucedié los cientificos
en computacién notaron la conexioén entre los sistemas de tipos encontrados en
lenguajes de programacién con aquellos presentados en el area de logica ma-
temdtica, conexién estudiada y desarrollada en el presente [13].

El estudio de los sistemas de tipos ha proporcionado a la evolucién de los
lenguajes de programacién dos corrientes dentro del andlisis de tipos, una de
ellas consiste en realizar el anélisis de tipos en tiempo de compilacién, lenguajes
pertenecientes a ésta corriente presentan a los tipos como parte de la sintaxis del
programa y son conocidos como lenguajes tipificados explicitamente. Mientras
la otra corriente lleva a cabo el andlisis de tipos en tiempo de ejecucién, en este
caso los tipos no son parte necesariamente de la sintaxis de un programa y los
lenguajes pertenecientes a esta categoria son conocidos como lenguages tipifica-
dos implicitamente [13].

Las ventajas y desventajas de cada corriente han sido largamente debatidas
en propiedades como la eficiencia en la correccién de errores de tipo, asi como
la expresividad y la deteccion de la mayor cantidad de errores entre otras. Los
escenarios de aplicacion a los que se ha dirigido esta discusién presentan dos
vertientes, por un lado el mundo de la academia y por otro lado el mundo de la
industria del software. Mientras los lenguajes con tipos explicitos como C, C++
y Java han dominado el mercado de software desde hace muchos anos, lengua-
jes con tipos implicitos como Ruby o JavaScript estan ganando cada vez maés
terreno sobre todo en el desarrollo web, mientras Racket tiene un gran impacto
en la investigacion. En este proyecto, se pone en perspectiva la evolucién de los
lenguajes de programacién de forma cronoldgica, de igual forma se exponen sus
principales caracteristicas destacando su andlisis de tipos [I].
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Para poner en contexto el desarrollo de este trabajo debemos considerar que
la implementacién de programas en un lenguaje tipificado explicitamente ayuda
al programador a evitar errores antes de la ejecucion del cédigo, incluso obliga
al programador a proporcionar cierta documentaciéon que facilita el manteni-
miento del programa. En pocas palabras, el sistema de tipos de estos lenguajes
de programacion impone una disciplina en el proceso de programacion. Sin em-
bargo, muchos programadores eligen lenguajes tipificados implicitamente para
llevar a cabo programas que interactiian con otros sistemas que cambian de for-
ma impredecible (la integracién y aplicacién de datos) o para el desarrollo de
prototipos [3].

Se implementara un intérprete llamado MinTyRacket, el cual traduce un
lenguaje tipificado explicitamente, implementado en Racket, un lenguaje per-
teneciente al paradigma funcional tipificado implicitamente. MinTyRacket serd
disenado, implementado y analizado de manera que podra ser utilizado en algin
curso de Lenguajes de Programacién a nivel Licenciatura o Maestria.

Se ha elegido el paradigma de programacién funcional debido a su creciente
popularidad en los tltimos anos, desde sus inicios en Lisp hasta llegar al dia
de hoy a través de sus lenguajes de propésito miltiple como Haskell, Racket
y Standard ML, entre otros. La causa principal de que se usen masivamente es
que poseen una facilidad de interaccidon que no sacrifica elegancia seméntica,
propiedad que los convierte en componentes de sistemas cada vez mas amplios.
La gran expresividad y adaptacién en tiempo de ejecucion de este paradigma
motiva el diseno de este lenguaje de programacion.

La teoria requerida para cumplir el propdsito de este proyecto nos indica
que el corazon de este trabajo es el desarrollo de notaciones y definiciones pre-
cisas cuyo fin es poder demostrar algunas propiedades formales acerca de la
sintaxis y semdntica de MinTyRacket. Se utilizara la técnica usual de definicién
de una gramatica libre de contexto en forma de forma de Backus-Naur para
denotar los simbolos y cadenas que conforman un programa interpretado por
MinTyRacket. Se describirdn con precision las transiciones de evaluacién, las
cuales describiran el comportamiento que una computadora seguird al ejecutar
un programa a través de MinTyRacket. Para el andlisis matematico se utilizara
una representacién abstracta que permitira utilizar el método de induccién para
formalizar la demostracién de algunas propiedades fundamentales de un lengua-
je de programacion. Se disefiard un sistema de tipos estatico, asociando tipos a
los términos del lenguaje definidos antes de la ejecucién y basados en tales tipos
se definiran las reglas de tipificacion. Posteriormente veremos la fundamentacion
de la propiedad llamada seguridad que establece que ciertos errores no suceden
durante la ejecucién de un programa, por ejemplo, que una constante booleana
sea sumada con un entero.

Basados en el diseno formal de nuestro intérprete se hard una implemen-
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tacién del mismo como un programa hecho en Racket, un lenguaje funcional
descendiente de Scheme, a partir de la cual, se describiran algunas propieda-
des que permitiran comparar el intérprete de MinTyRacket con el intérprete de
Racket.
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Capitulo 1

Historia de los lenguajes de
programacion

Los primeros lenguajes de programacion fueron los lenguajes de méquina di-
seniados para las primeras computadoras construidas en la década de 1940. Por
lo que a principios de la década de 1950, la programacién poseia una densidad
de informacién baja, es decir, cada proposicién dentro de cualquier lenguaje
contenia una cantidad de informaciéon minima, a esta propiedad se le conoce
como lenguagje de bajo nivel [13].

Por otro lado, programar en lenguaje de maquina requiere de un conoci-
miento muy profundo de la arquitectura correspondiente, ademas de un esfuer-
zo y tiempo considerable, ya que la construcciéon de un programa depende de
la arquitectura donde se va a ejecutar. Ahora bien, si consideramos que una
computadora ejecuta sus instrucciones sobre el sistema binario, a través del
reconocimiento de patrones, entonces es muy claro que corregir y depurar un
programa a partir de lenguaje de méquina, es una tarea muy complicada [19].

Ante este obstaculo se considerd construir funciones cuyos pardmetros forma-
les fueran las operaciones representadas como nemotecnias de dos o tres letras,
asi como diseniar direcciones de memoria en sistema octalll De estd manera
se conformé una representacion simbdlica del lenguaje méquina conocida como
lenguagje ensamblador. Entre sus principales tareas se encuentra la correccién y
depuracién de programas [13].

Sin embargo, la densidad de informacion seguia siendo baja, ademés la pro-
gramacién ain requeria de un conocimiento profundo de la arquitectura corres-
pondiente, incluso los programas no podian copiarse en maquinas distintas, por
lo que la programacién era lenta y escasamente accesible [13].

1Octal se refiere a un sistema numérico de base 8 [I3].
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A partir de estos problemas, los programadores consideraron:

= Generalizar las expresiones aritméticas, por lo que pusieron su atencién en
los estandares simplificados y estandarizados de la notacién matemaética.

= Crear procesadores de alto nivel que traduzcan un lenguaje de programa-
cion a lenguaje de méquina, ya sea antes del tiempo de ejecucién, hoy cono-
cidos como compiladores o como un procesador que combine traduccion y
ejecucién, llamado intérprete. El objetivo fue prescindir de la comprensién
del funcionamiento interno de la maquina.

= Disenar algoritmos y programas con la capacidad de ejecutarse en varias
arquitecturas.

El panorama anterior motivé el desarrollo de Fortran (FORmula TR ANsla-
tor) de 1954 a 1956, donde un grupo que trabajaba para IBM y cuyo lider fue
John Backus, planted facilitar la implementacion de célculos numéricos. Para
ello, introdujo la escritura de instrucciones en notacién matemaética. Fortran
fue el primer lenguaje de uso popular considerado lenguaje de alto mivel que
presentd subrutinas, arreglos, formatos para entrada y salida, asi como la al-
ternativa de un manejo de memoria manual, a través de instrucciones donde se
controlaban las direcciones de memoria que las variables y arreglos ocuparian.
Sin embargo, esta propiedad podria significar un reemplazo de datos no inten-
cionados por el programador si no tenia cuidado. Otra propiedad importante es
que las subrutinas no eran capaces de llamarse a si mismas ya que en esa época
no existia el concepto de recursién [13].

Eventualmente el panorama buscaba dar una notacién concisa y facil de
usar para la descripcion de archivos y de las distintas relaciones que guardan los
datos entre si, asi como de operaciones sencillas de comparacién y desplazamien-
to de informacién. Situacién que generd el primer disefio de Cobol (COmmon
Bussiness Oriented Language) en 1959, hecho por Grace Murray Hooper, cuya
sintaxis fue disenada para lucir como el idioma inglés. Es un lenguaje enfocado
a las aplicaciones de negocio, principalmente orientado a archivos y aplicacio-
nes, implementa autodocumentacion, posee solamente tres tipos de datos y una
estructura de cuatro niveles jerdrquicos en sus programas [19].

Posteriormente se deseaba un procesamiento de palabras, denominadas ca-
denas de caracteres. Fue en el ano de 1964 que aparece el lenguaje Snobol cuyas
funciones predefinidas poseen esta propiedad. Integré en sus funciones elemen-
tales la localizacién y manipulaciéon de patrones particulares. Por otro lado,
introdujo la extensibilidad de lenguajes mediante la definicién de funciones por
el usuario [13].

Mientras tanto el campo de inteligencia artificial demandaba un procesa-
miento de expresiones simbdlicas, por lo que en 1960 surge el lenguaje Lisp
(LISt Processor) disenado por John McCarthy. Su creador lo describié como:



“un esquema para representar las funciones parciales recursiva:ﬂ de
una cierta clase de expresiones simbdlicas [15].”

“Para entender lo que brindo Lisp se debe considerar el punto de
wista matemdtico en la programacion ya que si se consideran a las
funciones como elementos fundamentales de un lenguaje de progra-
macion, notamos que existen funciones para los cudles existen pro-
gramas que pueden calcular el resultado, llamadas funciones compu-
tables. Lisp se basd en el cdlculo lambd(ﬂ para representar a la clase
de funciones parciales recursivas computables.” segiin John Mitchell
[3].

Su estructura de datos basica fue la lista, un conjunto bésico de operacio-
nes sobre ellas como couns, car, cdr, eq y atom entre otras. Operadores para
definicién de funciones y estructuras de control como cond, lambda, define,
quote y eval [I3]. Lisp aporté funciones capaces de recibir funciones como
argumento o regresar funciones como resultado, llamadas funciones de primera
clase. La ejecucién de procesos ademads de evaluarse a un resultado no modifi-
caba su entorno, fenémeno conocido como efecto colateral. También desarrolld
un recolector automaético de direcciones de memoria que no son utilizadas en la
ejecucién de un programa, el cual es conocido como recolector de basura [13].

Posteriormente se desean implementar las siguientes propiedades:
= Claridad de programas.
= Facilidad de correccién.

= Consistencia.

Posibilidad de desarrollo a través de refinamientos del problema.

Con base en estas necesidades, la familia Algol (ALGOrithmic Language)
inicié su camino en la programacion. Comenz6 con Algol 58 a finales de la
década de 1950. Entre 1958 y 1963 donde un comité internacional que incluia
a importantes pioneros en computacion, tales como John Backus (disenador
de Fortran), John McCarthy (disenador de Lisp) y Alan Perlis disefiaron
Algol 60, cuyo objetivo fue crear un lenguaje de propdsito general, lo cual
en esa época involucraba un enfoque cientifico y aplicaciéon numérica. Compa-
rado con Fortran, Algol 60 incluy6 la representacion de datos, y apoyandose
en Lisp permitié el usé de funciones que se llaman recursivamente [I3]. Entre
sus principales caracteristicas se pueden mencionar las siguientes:

= Sintaxis simple orientada a procedimientos, incluyendo secuencias separa-
das de cada procedimiento.

2Funciones construidas en términos de si mismas, definidas en algunos argumentos y no
definidas en otros, debido a las operaciones basicas o a un calculo infinito [13].

3Sistema matematico enfocado a la definicién de funciones, prueba de ecuaciones de expre-
siones y cdlculo de valores de expresiones [13].
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= Bloques de cédigo indicados por las instrucciones begin y end.
= Funciones recursivas.
= Un sistema primitivo de chequeo de tipos en tiempo de compilacion.
= Expresiones regulares dentro de los indices de un arreglo.
Sin embargo, Algol 60 tuvo algunos inconvenientes como:

= Efectos colaterales. La ejecuciéon de procesos ademas de evaluarse a un
resultado puede modificar su entorno. Por ejemplo, modificar el estado de
variables globales o imprimir datos en pantalla.

= Un control de flujo con problemas de ejecucién, ya que el manejo de me-
moria en bloques anidados no estaba bien deﬁniddﬂ [13].

Posteriormente nacié Algol 68 cuyo objetivo fue sanar las deficiencias de
su antecesor, sin embargo, al final, este lenguaje resulté ser mas complicado,
situacién que repercutioé en su compilacién deficiente. Por ejemplo, la combina-
cién de parametros de procedimiento y valor de retorno, no fue suficientemente
comprendida en su tiempo. Otro inconveniente fue la definicién de una termino-
logia totalmente nueva, lo que complicé pasar de Algol 60 a Algol 68. Entre
sus contribuciones se encuentra su sistema de tipos sistematico y regular. Los
tipos eran conocidos como modos. Existian los modos primitivos que incluian
int, real, char, boolean, string, complex, bits, bytes, semaphore, format
(entrada-salida) y file. De igual manera contaba con modos compuestos como
array, structure, procedure, set y pointer. Las construcciones de tipos se
generan sin restriccién [19].

Entre las aportaciones trascendentales de Algol 68 se encuentra su manejo
de memoria a través de pilas en variables locales y almacenamiento dinamico
para datos sobrevivientes en toda llamada de funcién, asi como la integracion
de paso por valor y paso por referencia. Se agregaron los tipos apuntadores,
propiedades posteriormente heredadas a C y Pascal [19].

En 1961 surge APL(A Programming Language) que aporté claridad en la no-
tacion de operaciones entre vectores, matrices y arboles extendiendo el uso de
los operadores clasicos. Sin embargo, usa caracteres que no pertenecen a c¢6digos
estandares para el intercambio de informacién como ASCII o ISO-8859-1[13].

Afos més tarde el concepto de eventos simultdneos dentro del a&mbito naval,
provoca que Ole-Johan Dahl y Kristen Nygaard dentro del Centro de Cémputo
Noruego, en Oslo, disenien el lenguaje Simula 67, cuya base fue Algol 60. El
lenguaje Simula 67 aporta comunicacion entre dos eventos simultaneos imple-
mentando hilos de ejecucién y concurrencia. Mas alla de su propésito, Simula 67

48e refiere a la ausencia de ambigiiedad en su implementacién.



se convirtio en el primer lenguaje que introdujo el concepto de clase en la pro-
gramacion, busqueda dindmica, subtipos y herencia [13].

En los setentas aparece Pascal, disenado por Niklaus Wirth. Lenguaje que
hereda de Algol 68 su estilo de programacion por bloques ademas de la tipifica-
cién de sus variables. Aporta extensibilidad en los tipos de variables y simplifica
considerablemente su compilacién, propiedad que garantizé su mayor disponi-
bilidad. Su aplicacién principal se presentd dentro de la ensenanza, ademas del
disenio de sistemas operativos y la creacién de aplicaciones para Apple Macin-
tosh [13].

Posteriormente, la idea de disenar sistemas para computadoras como com-
piladores, sistemas operativos o editores a partir de un lenguaje de alto nivel,
hizo posible la combinacién de procesos de alto y bajo nivel. Asi se disené C,
en el periodo comprendido por 1969 y 1973, con el objetivo inicial de apoyar la
implementacién del sistema operativo Unix en los Laboratorios Bell. Su creador
es Dennis Ritchie. C posee tipos y reglas de chequeo de tipos. Su principal ca-
racteristica es el manejo de locaciones de memoria, arreglos y apuntadores. La
tolerancia de los compiladores de C a errores de tipo provoco su estandarizacién
por un comité ANSI en 1988. El chequeo de tipos de C fue mejorado posterior-
mente por C++ [19].

Pocos anos después, Xerox PARC desarrolla un proyecto llamado Smalltalk,
basado en la programacién orientada a objetos. Aunque el concepto de progra-
macion orientada a objetos proviene del lenguaje Simula 67 en sus distintas
versiones, Smalltalk no consiste en una extension sino en un lenguaje nuevo
con terminologia y sintaxis propia. Define el concepto de objeto: [13]

= Todo es un objeto, incluso una clase.
= Todas las operaciones son mensajes a los objetos.

= Considera a clases y objetos como conceptos organizados para construir
un ambiente de programacién.

= Definicién de alcances y visibilidad en variables, métodos y clases.

= Expresiones regulares dentro de los indices de un arreglo.

En 1930, Kurt Godel y Jacques Herbrand estudiaron la nocién de compu-
tabilida basada en derivaciones. Trabajo que representé un puente entre la
computacién y la deduccién. Posteriormente Herbrand utilizé el algoritmo de
unificaciéon para manipular ecuaciones algebraicas sobre términos. Asi en 1965
Alan Robinson muestra la deduccién automatizada como un campo de la compu-
tacién. En este contexto nace Prolog, implementado por Philippe Roussel, en

5Partiendo de las funciones computables y no computables, la computabilidad se define
como el conjunto de lenguajes de programacién capaces de definir funciones computables [13].
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principio Prolog es un intérprete escrito en Algol. Su estandarizacién se al-
canzo6 cuando David H. Warren propuso en 1983 una méaquina abstracta WAM
que permitié la portabilidad de Prolog [13].

Entre las aportaciones de Prolog se puede mencionar la comunicacién entre
l6gica matemaética y 1égica computacional. Ademds, los valores son asignados a
las variables de manera automatica a través de sustituciones llamadas unifica-
ciones mas generales. Por ltimo, el control se implementa mediante retroceso
automdtico (del inglés automatic backtracking) [19].

A mediados de los anos 70 en el MIT, inicié un experimento en el disenio
de lenguajes de programacion, desafiando algunos supuestos fundamentales del
diseno. Se trataba de un dialectdﬂ de Lisp, creado por Guy Lewis Steele Jr.
y Gerald Jay Sussman. Originalmente llamado Schemer, una limitacién de 6
caracteres en nombres de archivo provoco su reduccién a Scheme. Este lenguaje
fue disenado para apoyar una variedad de estilos de programacién incluyendo
los paradigmas funcional, orientado a objetos e imperativo [I§].

Las principales caracteristicas de Scheme son: [19)]

= Tipos polimérficos.

= Funciones de primera clase, es decir, funciones que pueden ser pasadas
como argumentos y devueltas como resultados de otras funciones.

= Evaluacién glotona. Se evalian las expresiones cuando son ligadas a una
variable.

= Extension sintdctica a través de programas para definir y utilizar nuevos
tipos de expresién derivados, conocidos como macros [9].

= Manejo de una operacién llamada continuacidn (del inglés continuation).

“Operacion capaz de crear una representacion del resto del cdlcu-
lo como un procedimiento de un argumento. Asi cuando tal pro-
cedimiento proporciona un valor, el resto del cdlculo se reini-
ciard con tal valor.” segin Shriram Krishnamurthi [9]

Desde el laboratorio de Inteligencia Artificial del MIT, Scheme trascendié a
diversos lugares. Dan Friedman y Mitch Wand lo utilizaron dentro de su gru-
po de investigaciéon en la Universidad de Indiana, para construir una versién
llamada Scheme84. La razon principal del uso popular de Scheme dentro de la
investigacion en lenguajes de programacion es tan simple y regular que es muy
posible estudiar los efectos de adherirle una nueva idea, o incluso de estudiar
modelos sintacticos. Posteriormente un grupo de investigadores en la Universi-
dad de Yale, cuyo lider fue Paul Hudak, crearon otro dialecto llamado T. Ellos

SLenguaje creado a partir de la extensién o variacién de otro lenguaje sin que éste pierda
su naturaleza [19].



consideraban a T como un proyecto de compilador, con el objetivo de compilar
un lenguaje expresivo en lenguaje méquina. En esos momentos se crearon una
gran cantidad de mezclas y extensiones de Scheme [13].

Una de esas implementaciones surgi6 en la Universidad Rice en Houston, Te-
xas. Mathias Felleisen, Robby Findler, Matthew Flatt y Shriram Krishnamurthi,
buscaban usar Scheme para ensenar matematicas basicas de una manera crea-
tiva. Debido al éxito de su objetivo, los cuatro investigadores construyeron un
amplio software en Scheme, obteniendo versiones de este lenguaje cada vez més
pequenias [13].

Estos lenguajes fueron evolucionando al incorporar sucesivamente estructu-
ras, sistemas de clases, bibliotecas para la construcciéon de interfaces graficas
de usuario, médulos, continuaciones, entre otras propiedades. Debido a la sa-
tisfaccion que les gener6 el proyecto, los investigadores mencionados decidieron
llamarle Racket a su nuevo lenguaje de programacion, cuyas propiedades se
verdn en el capitulo 4 [I3].

En 1987 se disena Haskell, un lenguaje de programacién puramente funcio-
nal cuyas principales caracteristicas son: [9]

= El concepto de ménada inmerso en la teorfa de categoriad’} tal innovacién
permite implementar modularidad en los programas.

= Implementé tipos abstractos.

= Capacidad de representar una funcién que recibe dos argumentos como
una funcién que recibe un argumento y regresa una funcién de un argu-
mento, propiedad conocida como curryficacion (del inglés curryfication)

[7.
= Tipos de datos algebraicos.
= Evaluacién perezosa.
= Listas por comprension.
= Emparejamiento de patrones.
= Concepto de funciones de primera clase.
= Tipos sinénimos.

= Tipos polimorficos.

"Teorfa inventada a principios de los afios cuarenta por Samuel Eilenberg y Sanders Mac
Lane, cuyo objetivo es axiomatizar diferentes campos de matematicas a través de estructuras
més abstractas llamadas morfismos [17].
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Java fue desarrollado por James Gosling en Sun MicroSystems en la década
de 1990, su sintaxis se basa en la sintaxis de C y C++. Omite instrucciones de ba-
jo nivel como apuntadores para el manejo de memoria. Implementa un sistema
de tipos nativos, los cuales no son objetos. Este lenguaje utiliza una Maquina
Virtual JVM (del inglés Java Virtual Machine) que traduce el cédigo compilado a
lenguaje maquina. Al igual que Lisp contiene un recolector de basura eficiente.
Java anade a las propiedades de C y C++ el manejo de excepciones, asi como
la introduccién de hilos de ejecucion, ademéas permite ejecutar codigo en otros
lenguajes mediante JNI (del inglés Java Native Interface). Su portabilidad lo
ha convertido en un lenguaje muy popular [13].

La Tabla presenta graficamente las propiedades mas relevantes de los
lenguajes de programacion de alto nivel, a partir de los cuales se derivan casi
todos los lenguajes de programacién existentes en la actualidad.

Figura 1.1: Basada en el libro Concepts in Programming Languages de John
Mitchel (pégina 8) [13].

Durante este capitulo se hablé de la historia de los lenguajes de programacién
con el fin de obtener una perspectiva general sobre las principales necesidades en
las que cada paradigma de programacion se ha enfocado. Situacién que ayudard
a entender el impacto de este trabajo de una manera mas detallada y precisa.
Incluso las diferencias conceptuales y practicas de los lenguajes vistos en este
capitulo ayudaran a considerar los caminos sobre los que se sitia esta investi-
gacion.



Capitulo 2

Sistema de tipos

Una variable puede tomar cierto rango de valores durante la ejecucién de un
programa. Dicho rango nos proporciona informacién sobre su comportamiento.
Por ejemplo, una variable x cuyo rango de valores lo conforman los enteros, si
se asume que solo recibird valores enteros, entonces la expresion x + x tendria
sentido en cada ejecucion del programa, a este concepto se le conoce como tipo,
sin embargo, su definiciéon no es simple debido a la poca precisién del concepto
valor. Por ello se incorpora la siguiente definicién:

“Un tipo es la abstraccion de un conjunto de valores” segin Shriram
Krishnamurthi [9].

A continuacién se presentan los tipos mas importantes en el disefio de un
lenguaje de programacion: [15]

= Bdsico o atomico. Conjunto de valores simples, no estructurados, tales
como numeros, booleanos o caracteres. Por ejemplo, Integer, Boolean,
String (como “hello”), Float (elementos como 3.1416) [I5].

= Unidad. Es el tipo interpretado de la manera mas simple. Sirve para indicar
solo un valor, el cual no posee contenido alguno. Se denota como Unit en
los lenguajes funcionales y como void en lenguajes como Java y C [I5].

= Producto. Es el tipo asociado a las estructuras de datos compuestas, las
cuéles son: [15]

e Pares. Forma mas simple de construir estructuras de datos compues-
tas, conocidas como pares de valores. Una notacién comin se da
usando llaves, por ejemplo, al par {t1,t2} posee el tipo T x T5. Esta
notacién representa la operacién producto cruz usada en el dlgebra,
en este caso denota conjuntos de valores con tipo T y tipo T5 .

e Tuplas. Generalizacién de productos binarios en productos de aridad
n. Por ejemplo, {1,2,true} es una tupla de aridad 3 que contiene
dos valores numéricos y un valor booleano. Su tipo es senialado por
la tupla {Integer, Integer,Booleano}.

9
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e Registros. Generalizacién de tuplas de aridad n a tuplas etiquetadas.
Por ejemplo, {x = 5 : Float}, representa un registro de aridad 1, don-
de la etiqueta es x, mientras {parte = 5224 : Integer, costo : Float}
representa un registro de aridad 2 con las etiquetas parte y costo.

= Funcion. Tipo asociado a las funciones o procesos definidos dentro de un

lenguaje de programacion. Por ejemplo, la funcién iszero de Scheme, la
cual recibe un entero y nos devuelve un booleano true si tal entero es
el cero o un booleano false en caso contrario, posee el tipo Integer —
Boolean [I5].

Suma. Tipo asociado a colecciones heterogéneas de valores, por ejemplo,
colecciones donde un nodo en un arbol binario puede ser una hoja o puede
ser un nodo interior con dos hijos. Su objetivo es describir un conjunto de
valores por dos tipos dados. Por ejemplo, supongamos que estamos usando
los siguientes registros (estructura de datos vista en el tipo Producto):

DirFisica = {nombre : String, dir : String}

DirVirtual = {id : String, email : String}

El objetivo es representar tipos de registros de un libro de direcciones.
Si se desean manipular ambos tipos de registros uniformemente, se puede
introducir el tipo suma:

Dir = DirFisica + DirVirtual

Donde cada uno de sus elementos puede ser de tipo DirFisica o de tipo
DirVirtual.

Variante. Generalizacién de sumas binarias a sumas etiquetadas. También
se les conoce como uniones disjuntas. Considerando el ejemplo anterior,
un manera de asignar tipo variante es:

Dir = fisica : DirFisica + virtual : DirVirtual

Recursivo. Tipo que permite definir estructuras en términos de sus ele-
mentos mas simples. Por ejemplo, si utilizando el lenguaje Racket se desea
definir la lista de todos los nimeros enteros List(Integer), se debe tomar
en cuenta que existen dos opciones, la lista es vacia, la cual en Racket se
denota por la primitiva nil o la lista es un par (estructura de datos vista
en el tipo producto) compuesta por un ndmero y otra lista. Entonces se
puede construir con la operaciéon de Racket llamada cons, la cual cons-
truye una nueva lista tomando como pardmetros un entero y una lista. A
continuacion se denota recursivamente la lista de los niimeros enteros:

List(Integer) =< nil : Unit, cons : {Integer, List(Integer)} >
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Donde los simbolos < y > denotan un tipo recursivo, en este caso com-
puesto por la lista vacia nil de tipo Unit y la primitiva cons, la cual posee
el tipo Producto denotado por la estructura par formada por los tipos
Integer y List(Integer).

= Universal. Para definirlo se debe introducir una operacién conocida como
sustitucion de tipos, la cual, es un mapeo finito de variables que denotan
tipos a tipos concretos. Por ejemplo, al escribir [U — V] se estd definiendo
la sustituciéon que asocia U por V.

Ahora se puede definir un tipo universal de la siguiente forma:

Un elemento de tipo VX.T es un valor que bajo un dominio de tipos S
a considerar, posee tipo [X — S]T para todas las elecciones de S. Su
principal aplicacién es llamada polimorfismo universal [15].

= FEristencial. De igual forma, se considera la operacién sustitucion de tipos
vista en el punto anterior para definir un tipo existencial de la siguiente
forma:

Un elemento de la tupla {3X,T} es un valor que posee tipo [X — S|T
para algin tipo de S. Su principal aplicacién se da en la implementacién
de tipo abstracto [15].

» Abstracto. Tipo que define el programador. Se compone por un nombre,
una representacion concreta de tipos ya existentes y la implementacion de
operaciones asociadas para manipularlo [15].

Los tipos presentes en un lenguaje de programacién permiten definir un
sistema de tipos cuyo propédsito es evitar algunos errores de ejecucion:

“Un sistema de tipos es una coleccion de reglas, conocidas formal-
mente como juicios de tipo, los cuales describen como determinar el
tipo de una expresion y un algoritmo para su implementacion.”

segin Shriram Krishnamurthi [9].

El proceso de andlisis de tipos es llamado verificacidn de tipos (del inglés
type checking) y el algoritmo para llevar a cabo dicho andlisis es conocido como
verificador de tipos (del inglés type checker) [15].

Un lenguaje es tipificado si posee un sistema de tipos, independientemente
de que los tipos aparezcan en el cédigo o no [15].

El sistema de tipos predice el comportamiento de un programa infiriendo su
informacién de tipos. Para comprender a lo que se refiere el término comporta-
miento, es importante notar que el chequeo de tipos no asegura la correctud de
un programa, solo garantiza que el programa no tendrd cierto tipos de errores,
conocidos como errores de tipo en tiempo de ejecucién. Por ejemplo, muchos



12 CAPITULO 2. SISTEMA DE TIPOS

sistemas de tipos no distinguen si un programa ordena a un conjunto de valores
ascendente o descendentemente [10].

2.1. Formalizacion del sistema de tipos

Con el objetivo de definir propiedades en un sistema de tipos, se debe de-
terminar la variedad de errores de ejecucién que existen. El sintoma mas obvio
de un error de ejecucién es la aparicién de una falla en el software que detiene
la ejecucién del programa al momento en que ocurre, conocidos como errores
cazados (del inglés trapped errors), por ejemplo, divisiones entre cero o el acceso
ilegal a direcciones de memoria. Sin embargo, existen errores que no presentan
un sintoma inmediato, es decir, que pasan desapercibidos temporalmente lla-
mados errores no cazados (del inglés untrapped errors), por ejemplo, acceder a
una regiéon de memoria legal pero no adecuada o sobrepasar la longitud de un
arreglo. Si en un programa no existen errores no cazados entonces se dice que
el programa es sequro [15].

Ahora se definird a un conjunto de errores de ejecucion (errores prohibidos),
el cual esta conformado por la totalidad de errores no cazados y algunos errores
cazados. Si en un programa no existen errores prohibidos entonces se le deno-
mina programa bien comportado. Ahora bien, si todos los programas legales en
un lenguaje de programacién son bien comportados entonces se dice que este
lenguaje es fuertemente verificado (del inglés strongly checked) [15].

La formalizaciéon de un sistema de tipos exige notacién precisa ademas de
definiciones. De esta manera, se pueden proveer pruebas formales de aspectos
importantes en la definicién de un lenguaje de programacién. Cuando el sistema
de tipos se cumple para todos los programas escritos en un lenguaje, se dice que
dicho lenguaje es correctamente tipificado (del inglés type sound) [I5].

A continuacidon, se senalan los pasos principales para formalizar sistema de
tipos:

1. Describir la sintaxis del lenguaje de programacién. Se puede definir for-
malmente usando la FNB (Forma Normal de Backus Naur). Los tipos
son asociados a los términos de un lenguaje de programacion. Los térmi-
nos son los elementos contenidos en su definicién, a partir de los cuales se
construyen todas las sentencias sintacticas validas, conocidas como expre-
siones, en dicho lenguaje [15].

2. Describir las reglas de alcance del lenguaje. Dicho alcance debe ser estético
en lenguajes tipificados, es decir, el alcance de cada identificador debe estar
bien establecido antes de la ejecucién [15].
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3. Se definen las reglas de tipificacién. Su objetivo es comprobar que un juicio
es valido. Se crean las relaciones entre términos y tipos de la forma X : T,
denotando que el término X es de tipo T [15].

4. Definir un conjunto que guarde la informacién de las variables no cazadas
en un fragmento de cédigo en un momento determinado durante el analisis
de tipos. Cada regla de tipificacién es formulada respecto a contextos
estaticos. La relacion se escribe como I' F X : T, lo que significa que X es
de tipo T en el contexto I" [15].

5. En este punto se disenan las reglas de tipificacion de la siguiente forma:

T FS ... Th kS,
TFS

Cada regla de tipificacién contiene cierta cantidad de premisas (I'; - ;)
sobre una linea horizontal y un solo juicio de conclusion (' + &) bajo la
linea. Cuando todas las premisas son ciertas, entonces es valida la conclu-
sién; en caso de que haya cero premisas se trata de un hecho. Cuando el
contexto es vacio decimos que nuestro juicio es una aseveracion [15]. Mdas
adelante, en el subcapitulo Semantica Estética de MinTyRacket se
pueden observar ejemplos de reglas de tipificacién utilizando la notacién
descrita.

Este punto nos permitird comprobar la validez de un juicio si se utilizan
derivaciones de tipo. Una derivacién de tipo estd compuesta por un arbol
de juicios con las hojas arriba y la raiz abajo. Cuando la raiz pueda ser
derivada mediante el sistema de tipos se puede concluir que el juicio es
valido.

6. Definir una relacién de valor entre los términos del lenguaje y una coleccién
de resultados. Dicha relacién es conocida como semdntica [15].

Las siguientes son caracteristicas importantes de los sistemas de tipos [15]:

= Documentacion. Los tipos documentan un programa de manera mas sim-
ple que los comentarios.

= Transparencia. La forma de escribir los tipos debe permitir al programador
predecir un error de tipo.

= Abstraccién. Un sistema de tipos debe permitir la implementaciéon de tipos
abstractos.

= Seguridad. Los programas fuertemente tipificados no pueden funcionar
mal.

= Deteccion de errores. Permiten detectar errores de programacién tempra-
namente.
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2.2. Lenguajes tipificados explicitamente

Los lenguajes tipificados explicitamente son aquellos en los que la verifica-
cion de tipos se realiza en tiempo de compilacién. El tipo de sus expresiones
forma parte de la sintaxis del lenguaje. Ejemplos de estos lenguajes son Ada, C,
C++, C#, Fortran, Java, ML y Scala entre otros [9].

Un sistema de tipos que pertenece a los lenguajes tipificados explicitamente
puede definirse de la siguiente manera:

“Un sistema de tipos es un método que monitorea la sintaxis de
un programa para probar la ausencia de comportamiento de ciertos
programas al clasificar sentencias de acuerdo al tipo de valores que
calculan.”

segin Benjamin Pierce [I5].

Esta definicién presenta a un sistema de tipos que realiza la verificacién de
tipos a partir de la informacion de tipos que ha sido senalada por el programa-
dor [15].

Una propiedad interesante es que debido a que los sistemas de tipos predicen
de manera estatica el comportamiento de un programa, necesariamente también
rechazan algunos programas semanticamente validos en tiempo de ejecucion:

“Ellos pueden probar categoricamente la ausencia de ciertos malos
comportamientos de programas, sin embargo, no pueden probar su
presencia, por lo que en ocasiones rechazan programas que se com-
portan adecuadamente en tiempo de ejecucion.”

segin Benjamin Pierce [15].

Existen lenguajes tipificados estaticamente que no son seguros, es decir, que
permiten errores no cazados en sus programas, a estos lenguajes se les llama
débilmente verificados (del inglés weakly checked), un ejemplo es C, debido a su
aritmética de punto flotante [15].

2.2.1. ;Por qué usar lenguajes tipificados explicitamente?

Es necesario comprender las consecuencias que se desprenden al indicar tipos
dentro de la sintaxis del c6digo y con base en ello determinar su utilidad.

Supongamos que se presenta el siguiente fragmento de programa escrito en
Java:

1 if (3 > 4) {
2 List<Integer> 1 = new Integer (4);
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3 1.add (3);
4 }

Cdédigo 2.1: Lineas con error de tipo [I1].

Dentro del Cédigo en la linea 1 se establece una condicional, que siem-
pre se evalta falso, por lo que el cuerpo del condicional contenido en las lineas
2 y 3 nunca se ejecuta, sin embargo, el sistema de tipos de Java (lenguaje
tipificado explicitamente) no evalia dichas condiciones, de hecho una vez he-
cho el andlisis de tipos en la condicional, hace un andlisis de tipos de las si-
guientes lineas. En la linea 2 encontrard un error ya que no coinciden los ti-
pos, por un lado se declara una lista de enteros List<Integer> 1, y en la
misma linea se inicializa un dato de tipo entero new Integer(4). El sistema
de tipos de Java detecta y senala esta disparidad de tipos a través del men-
saje Type mismatch: cannot convert from Integer to List<Integer>, es
decir, el cédigo mostrado en el Cédigo [2.1| no se ejecuta [I1].

La situacion anterior puede parecer un inconveniente en los lenguajes tipi-
ficados explicitamente, pero veamos que sucede si suponemos que un software
controla el transito aéreo, y tal software contiene el siguiente fragmento de cédi-
go escrito en Java:

1 if (interferencia > 400 + tiempo) {

2 List<Integer> 1 = new Integer (4);
3 1.add(3);

4 }

Cédigo 2.2: Lineas con error de tipo [I].

En el Cédigo en la linea 1, se establece un condicional, donde aparecen
dos variables llamadas inter ferencia y tiempo. La condicién puede evaluarse a
verdadero si el valor de la variable inter ferencia es mayor que el valor que se
obtiene al sumar 400 al valor contenido por la variable tiempo. En este caso, se
ejecutan las lineas 2 y 3 que como se vio en el Cédigo generan un error de
tipo. Es decir, si el sistema de tipos de Java permite la ejecucion de este frag-
mento de codigo el control de transito aéreo se interrumpiria, con el inminente
riesgo de provocar accidentes [I1].

A continuacién se mencionan las principales caracteristicas de los lenguajes
tipificados explicitamente: [5]

= Deteccion temprana de errores de tipo. El andlisis se realiza antes de eje-
cutar el programa.

= Una eficiente documentacién. Los tipos proporcionan al programador in-
formacion 1til sobre el comportamiento del programa.

= Economia en compilacién. Se puede clasificar en interfaces la informacion
que proporcionan los tipos, lo que permitiria compilar cada interface de
manera independiente.
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= Reducen el esfuerzo necesario para solucionar errores de tipo. La informa-
cién que proporcionan los tipos ayuda a detectarlos con mayor facilidad.

= Reduce estilos de codificacién que puedan dificultar el mantenimiento del
programa. El programador debe ajustarse a un estilo de sintaxis muy
rigido.

Los lenguajes tipificados explicitamente son muy populares en la actualidad
debido a que presentan una mayor legibilidad en sus programas lo cual facili-
ta su mantenimiento, ademads, presentan una mayor eficiencia del codigo que ha
sido aceptado por el sistema de tipos correspondiente una vez que se ejecutan [1J.

2.3. Lenguajes tipificados implicitamente

Los lenguajes tipificados implicitamente son aquellos en los que la verifi-
cacién de tipos se realiza en tiempo de ejecucién. El tipo de sus expresiones
no forma parte de la sintaxis del lenguaje. Como ejemplos podemos mencio-
nar a Groovy, JavaScript, Lisp, Objective-C, Perl, Python, Ruby, Scheme,
Smalltalk, Racket, entre otros [9].

En los lenguajes tipificados implicitamente, durante la traduccién de cade-
nas de caracteres que los programadores leen y escriben conocida como sintaxis
concreta a la representacién interna de los programas conocida como sintazis
abstracta, se etiqueta con un tipo X a cada variable que se define en el pro-
grama, esta etiqueta debe ser tinica, es decir, debe ser distinta a las etiquetas
definidas anteriormente. Posteriormente, en tiempo de ejecucion se lleva a cabo
la inferencia de tipos, cuyo propésito es encontrar los valores més generales para
dichas variables [15].

2.3.1. ;Por qué usar lenguajes tipificados implicitamente?

Es necesario comprender la utilidad de lenguajes donde los tipos no son par-
te de la sintaxis del c6digo y con base en ello determinar las propiedades que
generan. Es suficiente determinar a grandes rasgos su uso més comun en la ac-
tualidad.

Considerando el siguiente programa en Racket:

#lang racket

1
2
3 (define indeter ( lambda ( f )
+ (+ 3 (£ 5))))

Cédigo 2.3: Lineas con error de tipo indeterminado [9].
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En el Cédigo 2.3 linea 3 se define una funcién de nombre indeter que recibe
como pardmetro una funcién f, mientras en la linea 4 se describe el cuerpo de
indeter, donde se suma el nimero 3 al resultado de aplicar la funcién recibida
f al ndmero 5 [9].

La correctud de este c6digo depende de la funcién f, si al evaluar la funcién
f en 5 da como resultado un numero, ya que el cuerpo de indeter presenta
una suma que solo tiene sentido si ambos sumandos son un nimero. Debido a
que esta expresion se nos puede presentar en multiples contextos, no es posible
determinar su legalidad sin examinar cada aplicacién, las cuales dependen de
otras sustituciones, es decir, se deberia esperar a la ejecucion del programa para
determinar si regresa un valor esperado o no [9].

Con el propésito de tener mas claridad se exhibe el siguiente cédigo en
Racket:

1 #lang racket

3 (define (misterio f)
4 (if (equal? 0 (f 5))
5 5
6

(lambda (x) x)))

Cédigo 2.4: Lineas con tipo de resultado indeterminado [9].

En el Cédigo [2:4] en linea 3 se define una funcién de nombre misterio que
recibe como parametro una funcién f, mientras en las lineas 4, 5 y 6 se describe
el cuerpo de misterio, donde si al aplicar la funcién f al nimero 5 da como
resultado el nimero 0, entonces la funcién misterio nos dard como resultado el
nimero 5, como se indica en la linea 5, en caso contrario, la funcién misterio
dard como resultado una funcién anénima, como se puede observar en la linea

6 1.

Debido a que no se sabe nada de la funcién f, es imposible determinar a
que tipo de valor se evaluara la funcién misterio, lo que significa que sélo la
ejecuciéon de esta funcion determinara el tipo de valor que misterio dara como
resultado [9].

Considerando los dos ejemplos expuestos, se puede notar que dentro de esce-
narios donde se necesita una adaptacién y abstraccién alta es donde este tipo de
cédigos resultan muy interesantes. Como ejemplos de estos escenarios se puede
mencionar la construccion de aplicaciones que requieren adaptacién en tiempo
de ejecucion, la programacion Web y la implementacion de prototipos de siste-
mas entre otros escenarios [14].

A continuacién mencionamos las principales caracteristicas de los lenguajes
tipificados implicitamente: [10]
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= Cédigo compacto. Omitir informacién explicita de tipos no forza al usuario
a anotar partes excesivas de informacién ejecutable y no ejecutable de un
programa.

= Proveen sistemas de moédulos de diverso grado de complejidad, lo que
permite mayor facilidad en la creacién de grandes sistemas.

= Poseen una gran flexibilidad en tiempo de ejecucién, lo que permite adap-
tarse a escenarios donde los datos de entrada son impredecibles.

= Contienen funciones de primera clase. Funciones que pueden ser pasadas
como argumentos y devueltas como resultados de otras funciones.

Con base en estas propiedades, se puede decir que Racket es un lenguaje de
multiple aplicacién que permite programar desde un alto nivel, necesario para
producir sistemas concisos y comprensibles. Ademds dado que Racket tiene
excelentes herramientas de abstraccion es posible escribir sistemas sustanciales
para el proceso de creacién de lenguajes [I§].

2.4. Subtipos

Si no existieran subtipos las reglas de tipos serian muy rigidas, pues la in-
sistencia del sistema de tipos en que los tipos de los términos pertenecientes al
lenguaje correspondan a un solo tipo establecido en su definicién formal, obli-
garia al verificador de tipos a rechazar muchos programas tanto sintactica como
semanticamente validos. Por ejemplo, supongamos que definimos una funcién
que recibe como pardmetro {z : Integer}, el cual es un tipo registro formado por
un elemento z de tipo integer, y posteriormente aplicamos dicha funcién con el
argumento denotado por {z = 0,y = 1} de tipo {« : Integer,y : Integer}, de-
bido a que el tipo del argumento es distinto al tipo del pardmetro definido para
la funcién y suponiendo que no se ha definido una relacién entre ellos, entonces
no es tipificable la aplicacién de esta funcién al argumento {z = 0,y = 1}. Sin
embargo, la funcién solo requiere que el argumento sea una registro que conten-
ga un elemento x sin importar que también contenga otros campos [15].

El objetivo de los subtipos es refinar las reglas de tipificacion para rechazar
menos programas tanto sintactica como semanticamente validos. Intuitivamente
podemos decir que S es un subtipo de T', escribiendo S < T, si cualquier término
de tipo S puede usarse de forma segura en un contexto, donde un término de
tipo T es esperado. Esta perspectiva de los subtipos es llama principio de sus-
titucion segura [15].

A continuacion se presentan dos perspectivas simples de la relaciéon S < T*:

= Todo valor descrito por S también es descrito por 7.

= Los elementos de .S son un subconjunto de los elementos de T'.
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2.4.1. Relacion de subtipo

Para conectar esta relacion de subtipos con la relacién de tipos, se integra
una nueva regla de tipos llama regla de subsuncion:

I't:S S<T
I'tt:T

Esta regla dice que si S < T, entonces cada elemento t de .S es también un
elemento de T

Una regla fundamental de la relacién de subtipos es reflexividad: [L5]

'=s:S
Esta regla indica que todo tipo T' es un subtipo de si mismo.

Otra regla fundamental de la relacién de subtipos es transitividad: [15]

S<U U<T
I'LS:T

Esta regla dice que si un tipo S es un subtipo de un tipo U y U es un subtipo
de un tipo 7T, entonces el tipo S es un subtipo del tipo T

Para formalizar la relacion de subtipo se define un conjunto de reglas de
tipificacién y subtipificacién, incluyendo las tres anteriores, cuyo objetivo es
derivar sentencias de la forma S < T. Considerando de forma independiente
a cada forma de tipo (vistas al principio de este capitulo), para cada una de
ellas, se define una o mas reglas que formalmente indican cuando es seguro per-
mitir el uso de elementos de un tipo de esta forma en lugar de otra esperada [15].

En este capitulo se han presentado algunos aspectos tedricos tanto de los sis-
temas de tipos como de la relacién de subtipificaciéon. También se han analizado
distintas maneras de realizar la inferencia de tipos que ayudara a comprender el
diseno y formalizacién del intérprete MinTyRacket, lo cual se verd en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 3

MinTyRacket

En los capitulos anteriores se han introducido los conceptos necesarios pa-
ra desarrollar este trabajo. En este capitulo se presenta de manera formal un
lenguaje de programacion llamado MinTyRacket en alusién a un lenguaje de
programacién pequeno, tipificado explicitamente y derivado de Racket, el cual
se podra utilizar tentativamente en algiin curso de lenguajes de programacién
a nivel licenciatura o maestria. El objetivo es analizar las propiedades que se
presentan al implementar un andlisis estatico de tipos dentro de un lenguaje
funcional como Racket.

3.1. Sintaxis

La sintaxis describe la estructura de programas bien formados en dos face-
tas. La primera de ellas describe lo que el programador escribe como c¢6digo (un
programa). A menudo se utilizan graméticas libres de contexto para desarro-
llar esta faceta conocida como sintaris concreta. La segunda faceta modela la
estructura jerarquica de la sintaxis a través de arboles de sintaxis abstracta. la
cual es conocida como sintaxis abstracta [2)].

A continuacién se describe a un programa legal en MinTyRacket como una
de las siguientes expresiones:

= Variable.

= Valor literal entero.

= Valor literal flotante.

= Valor literal real.

= Valor literal verdadero.

= Valor literal falso.

21
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= Operacién aritmética. Aplicacion de un operador aritmético a dos operan-
dos, donde un operador aritmético puede ser:
o Adicién.
e Sustraccion.
e Multiplicacién.
e Divisién.
= Condicional. Considerando el valor de una expresién booleana se deter-
mina que expresién evaluar, si la rama descrita por la expresién then o
la expresién else, donde una expresion booleana es una de las siguientes
expresiones:
e Valor literal verdadero.
e Valor literal falso.

e Operacién relacional. Aplicacién de un operador relacional a dos ope-
randos, donde un operador relacional puede ser:

o Igual que.
o Menor que.
© Mayor que.

= Funcion. Definicién de una funcién compuesta por un argumento y el

cuerpo donde se utilizard dicho argumento para obtener alguna de las
siguientes expresiones:

e Valor literal verdadero.

e Valor literal falso.

e Valor literal entero.

e Valor literal flotante.

e Valor literal real.

» Aplicacion. Aplicacién de una funcidn, que recibe un argumento con el
cudl se evaluara su cuerpo.

» Aplicacion de funcion recursiva. Aplicaciéon de una funcidn que sustituye
el cuerpo de la funcién recibida como argumento en su mismo cuerpo.

= Lista vacia. Expresién que denota a una lista sin elementos.

» Verificador de lista vacia. Expresién que se evalia al valor literal verdadero
si la lista que recibe como argumento es vacia. En caso contrario se evalia
a valor literal falso.

» Atémico. Descomposicién de una expresion compleja en partes mas pe-
quenas. Recibe un argumento que utiliza para la evaluaciéon de su cuerpo.
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= Constructor de lista. Aplicaciéon de un operador que construye una lista
formada por el primer elemento que recibe como argumento y la lista que
recibe como segundo argumento.

= Primer elemento de lista. Aplicaciéon de un operador que obtiene el primer
elemento de una lista que recibe como argumento.

= Resto de lista. Aplicaciéon de un operador que devuelve la lista que recibe
como argumento sin el primer elemento.

= Error. Expresién que denota una forma de terminar un programa a partir
de alguna excepcién.

= Término. Una expresion de MinTyRacket se conforma por las expresiones
definidas anteriormente incluyendo a las operaciones aritméticas y relacio-
nales.

3.1.1. Sintaxis concreta

Se utilizara la técnica usual de definicién de una gramatica libre de contexto
en forma de Backus-Naur o BNF (en inglés Backus Naur Form) para defi-
nir el conjunto de cadenas que conforman un programa en MinTyRacket. Esta
gramatica se compone por un conjunto de producciones, donde cada produccién
describe la forma de una cierta clase de los elementos del lenguaje como ins-
trucciones, expresiones y rutinas, entre otras. “Un constructor que aparece del
lado izquierdo de al menos una produccion dentro de la gramdtica es conocido
como constructor no terminal. Mientras un constructor que no aparece en el
lado izquierdo de alguna produccion es conocido como constructor terminal. Los
simbolos no terminales describirdn los constructores sintdcticos, en tanto los
stmbolos terminales representardn los simbolos (cadenas de caracteres) vdlidos,
mientras las reglas de produccion dictardn la estructura de la sintaxis a través
de reglas recursivas.” [2]

A continuacién se mostrard la sintaxis concreta de MinTyRacket:

TipoAritm ::= integer |float |double
TipoRel ::= boolean

TipoElem ::= TipoAritm | TipoRel |Max | Min
7 := TipoElem|TipoElem — TipoElem |List TipoElem
OpAritm == +| — | = | /

OpRel =< | > | ==
Op ::= OpAritm | OpRel
Var ::= < identi ficador >

De acuerdo a la definicién anterior, un programa en MinTyRacket posee ti-
pos como tipo funcién, booleanos, enteros, flotantes, dobles o tipo lista donde
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cada uno de sus elementos posee algiin tipo. El tipo Min como se vera mas
adelante serd subtipo de todos los tipos asi como el tipo Max sera el supertipo
de todos los tipos, el objetivo es darle flexividad a MinTyRacket. Para hacer
uso de operaciones primitivas como suma, resta, multiplicacién o division se ha
anadido la categoria OpAritm. Para usar operaciones relacionales se ha agrega-
do la categoria OpRel. Por tltimo, para denotar identificadores se ha anadido
la categoria Var.

Elem ::= n|Var| true | false

|(if Elem Elem Elem (1))

|(Lambda (Var 7) Elem (7))
(Elem Elem (1))
(fix (Var Elem) (1) (Var Elem) (1)
(let (Var T Elem) Elem (7))
(nul ())
(isempty? Elem (7))
(1ist Elem ... Elem)
(cons Elem Elem( )
(fst Elem (1))
(rst Elem (1))
(error)

Exp ::= Elem|(Op Exp Exp (1))
n puede ser cualquier nimero entero, flotante y real.

La gramatica Exp nos permite establecer la combinacion de los posibles pro-
gramas que conforman MinTyRacket. De estas lineas partira el andlisis léxico y
sintdctico con el fin de construir el drbol de sintaxis abstracta necesario para el
diseno e implementacién del sistema de tipos.

Es importante notar que de acuerdo a la gramatica Exp no se permiten
funciones de primera clase, la causa es que como veremos en el subcapitulo
introducir subtipos a MinTyRacket complica calcular el minimo supertipo
comun de dos tipos asociados a funciones en caso de que exista, el cual es un
tema extenso fuera del alcance principal de este trabajo.

Cuando se escribe una expresién compleja, con el fin de evitar su repeticién
y facilitar la lectura de un programa, resulta conveniente dividir la expresién
en expresiones mas pequenas y posteriormente darles un nombre. Razén por la
cual, se introduce en MinTyRacket el enunciado (let (Var 1 Exp) Exp (7)).
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3.1.2. Sintaxis abstracta

La técnica usual de definicién de una gramética libre de contexto en forma
de Backus-Naur y sus variantes no representan una base para realizar estudios
mas profundos en los lenguajes de programacion, debido a que sus especifica-
ciones incluyen detalles irrelevantes como lo son las palabras clave (en inglés
keywords), as{ como otras convenciones de sintaxis concreta que afladen com-
plejidad [I8]. No obstante, para definir la sintaxis abstracta de MinTyRacket se
utilizara la forma de Backus-Naur, la cual describira la estructura jerarquica de
los componentes del intérprete en lugar de describir una gramatica.

La sintaxis abstracta cubre la necesidad de razonar cada relacién definida en
sintaxis concreta con el objetivo de establecer algunas propiedades matematicas.
Se estableceran representaciones abstractas para definir la verificacién de tipos
y la evaluacién de programas en MinTyRacket ya que proporcionar definiciones
y demostraciones utilizando solo cadenas es extremadamente tedioso e inapro-
piado [2].

A continuacién se describe la sintaxis abstracta de MinTyRacket.

Abs ::= 0P Op Abs Abs
| IF Abs Abs Abs
| LAMBDA VAR < identificador > T Abs
| VAR < identificador >
|LET VAR < identificador > T Abs Abs
|FIX VAR < identificador > T Abs
| NULL 7
|LIST Absy ... Abs,
| CONST Abs Abs
| ISEMPTY? Abs
| FST Abs
| RST Abs
| APP Abs Abs
| ERROR

< tdentt ficador > es cualquier identificador.

3.2. Semantica

La semdntica nos revela el significado de cadenas de caracteres sintactica-
mente vélidas dentro de un lenguaje, es decir, describe el comportamiento que
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una computadora seguird al ejecutar un programa dentro del lenguaje. Es im-
prescindible definir de manera formal la seméantica de un lenguaje ya que ayuda
a evitar errores en el disefio y ademds es una herramienta de optimizacién [15].

La seméantica debe presentarse de manera dinamica y opcionalmente de for-
ma estatica:

= Semdéntica estatica. Se determina si un programa estd bien definido me-
diante criterios sintacticos. Se concluye si hay presencias de variables libres
o si son correctos los tipos asignados a los programas.

= Seméantica dindmica. Se define el valor o los pasos de evaluaciéon de un
programa. Se realiza en tiempo de ejecucién.

3.2.1. Semantica estatica

En esta vertiente se parte del enfoque sintctico para determinar si un pro-
grama estd legalmente construido [15].

A continuacién se definird de manera inductiva la seméantica estatica del
lenguaje MinTyRacket, usando juicios de tipo, de la forma I" - ¢ : 7 donde la
expresion I' = {x; : 71, @2 : T2, ..., Ty : T} describe un conjunto finito de
variables, llamado contexto de tipificacion, t es una expresion de sintaxis abs-
tracta y 7 es la metavariable que representa a los tipos definidos en el lenguaje
de programacion [3]. La razén por la que se introduce un contexto de tipificacién
es que los términos pueden contener abstracciones LAMBDA anidadas, por lo que
se deben considerar diversas suposiciones.

Primero se define un contexto de tipificacién:

=0
|Tid: T

Esta definicién dice que un contexto de tipificacion I' es una secuencia de va-
riables y de sus respectivos tipos, la coma indica que la extensiéon del contexto
se realiza por la derecha. El contexto vacio es denotado por @, aunque general-
mente se omite, por ejemplo - ¢ : 7 denota que el término cerrado ¢t posee tipo
7 bajo el conjunto vacio de suposiciones. Para evitar confusion al extender el
contexto de tipificacién con nombres de variables ya existentes se renombraran
las variables ligadas por las abstracciones LAMBDA cuando sea necesario.

Ahora definiremos las reglas de tipificacion:

z:T7el

m Regla 1:(T—Var)

La Regla 1:(T-var) dice que el tipo asumido por x en IT" es 7.
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Tx:mbty:m
I'HLAMBDA x 7 tg : 71 — To

Regla 2:(T-abs)

La Regla 2:(T-abs) indica que se extiende el contexto de tipificacién con el
tipo indicado explicitamente en el argumento de la funcién, si bajo este contexto
de tipificacién extendido se infiere que t5 posee tipo 7 entonces la expresion
LAMBDA posee tipo 71 — To.

F|_t12711—>’7'12 F}_tQ:Tll
T'F APP ¢ to : T19

Regla 3:(T-app)

La Regla 3:(T-app) define que si ¢; se evalia a una funcién que envia valores
de argumentos de tipo 711 a resultados de tipo 712 (bajo la hipétesis de que los
valores representados por sus variables libres posean los tipos asumidos en I') y
si to evalia a un resultado de tipo 71 entonces si se aplica t; a t3 se obtiene un
valor de tipo 71s.

I'Hti:m Tyx:mbity:m
I' - LET Xr T1 tl tQZTQ

Regla 4:(T-let)

La Regla 4:(T-let) dice que el tipo de una expresién LET puede calcularse
a partir del tipo asociado al término ligado de LET. Se extiende el contexto
de tipificacién con una ligadura de tal tipo y sobre el contexto de tipificacion
extendido se calcula el tipo del cuerpo de LET, el cual resulta ser el tipo de toda
la expresién LET.

T'F ity : TipoAritm Tty : TipoAritm
' - 0P OpAritm tq to : TipoAritm

Regla 5:(T-opAritm)

La Regla 5:(T-opAritm) indica que si se considera el contexto I' y bajo tal
contexto se puede determinar que cada término de la operacién aritmética posee
tipo TipoAritm entonces el término correspondiente a las operaciones aritméti-
cas tendrd tipo TipoAritm.

T'Fty:TipoRel T Fty: TipoRel
I' = 0P OpRel tq ty : TipoRel

Regla 6:(T-opRell)

La Regla 6:(T-opRell) dice que si en presencia del contexto I' se puede deter-
minar que cada término de la operacién relacional posee tipo TipoRel entonces
el término correspondiente a las operaciones relacionales con operandos de tipo
relacional tendrd tipo TipoRel.

'ty : TipoAritm Tk ty: TipoAritm

Regla 7:(T-opRel2
I' - 0P OpRel ty ty : TipoRel egla 7:(T-opRel2)
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La Regla 7:(T-opRel2) indica que si se considera el contexto I' y bajo tal con-
texto se puede determinar que cada término de la operacién relacional posee tipo
TipoAritm entonces el término correspondiente a las operaciones relacionales
con operandos de tipo aritmético tendra tipo TipoRel.

I'x:7kHt:7
I'FIXzrtt:T

Regla 8:(T-fix)

La Regla 8:(T-fix) dice que se extiende el contexto de tipificacién con el tipo
indicado explicitamente en el argumento de la funcién, si bajo este contexto de
tipificacién extendido se infiere que t posee tipo 7 entonces la funcién recursiva
posee tipo 7.

Las caracteristicas de tipificacién que se han desarrollado hasta ahora pueden
clasificarse en tipos base como booleanos, nimeros y tipos constructores como
— que permiten construir nuevos tipos a partir de otros. A continuacién se
introduce un tipo constructor llamado List. Para cada tipo 7, el tipo List 7
describe listas de longitud finita cuyos elementos son de tipo List 7 .

I'tty:7 ... TkHt, 7T
I'HLIST¢ ... t,:List 7

Regla 9:(T-list)
La Regla 9:(T-list) define el tipo de una lista verificando que el tipo de sus
elementos sea el mismo.

' NULL 7:List T Regla 10:(T-null)

La Regla 10:(T-null) dice que una lista vacia describe una lista de longitud
finita en la que sus elementos son de tipo 7.

I'Fti:7 T'Hity:List 7
I' - CONST t; to : List T

Regla 11:(T-const)

La Regla 11:(T-const) indica el tipo que se obtiene al construir una lista a
partir de dos argumentos, si bajo el contexto I' el tipo del pardmetro t; es 7y
bajo el mismo contexto I, el tipo del pardmetro t5 es List 7 donde 7 es €l tipo
que recibe la expresiéon CONST, entonces el tipo de CONST es List 7.

I'Ht;:List 7
I' = ISEMPTY? ¢ : boolean

Regla 12:(T-isEmpty?)

La Regla 12:(T-isEmpty?) define que para tipificar la expresién ISEMPTY? se
debe verificar que el tipo del pardametro ¢; es List 7 , donde 7 es el tipo que
recibe la expresion ISEMPTY?, si es asi entonces se evaluard la expresién a un
booleano (boolean).
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'ty :List 7

TEFST 6 7 Regla 13:(T-fst)

La Regla 13:(T-fst) indica el tipo del primer elemento de una lista, es decir, si
el tipo del parametro t; es List 7, donde 7 es el tipo que aparece en la sintaxis
de la expresién FST, entonces la expresion completa referente a FST tendra tipo
T.

I'Ht;:List 7
I'FRST t; : List 7

Regla 14:(T-rst)

La Regla 14:(T-rst) dice el tipo resultante al quitarle el primer elemento a
una lista, de modo que si el tipo del pardmetro t; es List 7, donde 7 es el tipo
aparece en la sintaxis de RST, entonces la expresion completa RST tendrd tipo
List 7.

I' - ERROR : Min Regla 15:(T-err)

Debido a que se disenard subtipificacién en MinTyRacket, la Regla 15:(T-
err) garantiza que la expresién ERROR puede ir cambiando de tipo cuando sea
necesario. Por esa razon la expresién ERROR posee como tipo el subtipo de todos
los tipos.

'ty :boolean I'Fity:7 T'F 713:7
I'FIFtytotg: T

Regla 16:(T-if)

La Regla 16:(T-if) define el tipo de una condicional verificando que el tipo
de sus ramas sea el mismo.

'ty :Min Tkt :m
' APP t; ty : Min

Regla 17:(T-appMin)

La Regla 17:(T-appMin) determina que si la expresién a la que se le pasa el
argumento posee tipo Min entonces la aplicacién posee tipo Min.

3.2.2. Semantica dinamica

Ya establecida la sintaxis de un lenguaje de manera rigurosa, se debe definir
formalmente como seran evaluados los términos de dicho lenguaje y determinar
que es lo que devuelve la ejecucion de un programa , es decir, la semantica del
lenguaje. Existen tres enfoques para formalizar la evaluacién de un lenguaje de
programacion:
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= Semadntica operacional. Se define una mdquina abstracta para especificar
el comportamiento de un lenguaje de programacién. Esta méquina toma
como entrada a los términos del lenguaje conocidos en este contexto como
estados y a través de una funcion de transicion se completa la definicién
del comportamiento del lenguaje. El significado de un término ¢ puede
considerarse como el estado final que la méquina alcanza al iniciar con ¢
como su estado inicial [T5].

= Semdntica denotativa. Consiste en encontrar una coleccién de dominios
semdnticos. Posteriormente encontramos una funcion de interpretacion
que asigne a cada término elementos de tales dominios. El drea que inves-
tiga este tipo de semdntica es conocida como teoria de dominios [15].

= Seméntica axiomdtica. Establece axiomas como la propia definicién del
lenguaje. El significado de un término consiste sélo en lo que se pueda
demostrar acerca de él [I5].

En este trabajo se utilizara la semantica operacional debido a su simpleza y
flexibilidad para explicar el comportamiento de un programa.

A continuacién se usa la técnica usual de definicién de una gramatica libre
de contexto en forma de BNF para definir los estados finales de MinTyRacket,
donde v es la metavam’ableﬂ que los describe.

v i= true
| false
| integerV
|floatV
| doubleV
|LISTvy ... v,
| NULL 7
|LAMBDAz 7 t

Esta definicion dice que las constantes booleanas, los nimeros, las abstrac-
ciones LAMBDA y los términos NULL y LIST son walores, es decir, son estados
finales de la seméntica operacional de MinTyRacket, los cuales permitiran de-
mostrar algunas de sus propiedades fundamentales.

Es importante mencionar que no se ha incluido la expresion ERROR en la
sintaxis de valores para evitar que se traslapen con las reglas de evaluacién de
la aplicacién, posteriormente se veran las consecuencias de esta situacion en las
demostraciones de las propiedades de MinTyRacket.

IVariable que no pertenece a la sintaxis del lenguaje que se define [15].
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Para poder definir las reglas de evaluacion se va a definir el operador susti-
tucion.

Definiciéon 1 La sustitucion de un término s por el término n dentro de un
término t, escrita como tn := s| es definida de la siguiente forma: [15]

(VAR x)n:=s] = ssx=a
x en cualquier otro caso
(IFt1 tats)[n :=s] = (IF t1[n := 8] ta[n := 8| t3[n :=s])
LAMBDA x7t9) six=n
LAMBDA x T t2[n := s]) en cualquier otro caso

(LAMBDA x7t5)[n :=s| = { E
(LET x7tty) six =n
(
(

(LET x71tp)[n := s] = LET x7t1[n:= s]t2[n := s]) en cualquier otro caso

FIX x7t)six=n

(FIX x7t)[n:=s] = (FIX x7t[n:= s]) en cualquier otro caso

LISTtn:=s] ... ty[n:=s])

La operacién sustitucion permitird a los términos correspondientes de MinTyRacket
sustituir sus parametros por valores.

Las funciones de transicién se describen a través de las siguientes reglas de
evaluacién: [15]

tl—)t;
LISTwvy ... vi_1t; ... t, — LIST vy ... v;_1 t; R

Regla 18:(E-list)

La Regla 18:(E-list) dice que para evaluar la expresién LIST primero se evalda
cada uno de sus elementos partiendo de izquierda a derecha.

t1 — tll
CONST tq to — CONST t/l to

Regla 19:(E-const1)

La Regla 19:(E-constl) dice que para evaluar la expresién CONST se debe
evaluar primero la expresion t¢;.
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to —> t/Q
CONST vy t9 — CONST vy t/2

Regla 20:(E-const2)

La Regla 20:(E-const2) indica que después de evaluar la expresién ¢; descrita
en la Regla 19:(E-constl), al valor vy, el paso siguiente es evaluar la expresién ty
a la expresion t).

Regla 21:(E-const3)
CONST vy (LIST vy ... v,) —> LIST vy ... v,

La Regla 21:(E-const3) senala que si la expresiéon CONST recibe como argumen-
to un valor vy y el valor denotado por la expresién LIST, entonces la expresién
CONST se evaluard a la lista construida por los dos argumentos.

t, — tll
ISEMPTY? t; — ISEMPTY? tll

Regla 22:(E-isEmpty?1)

La Regla 22:(E-isEmpty?1) define que si la expresién ¢; se evalia a t] en-
tonces la expresién ISEMPTY? se evaluard considerando a la expresién t] como
argumento, es decir, se debe evaluar primero el término ¢;.

Regla 23:(E-isEmpty?2
ISEMPTY? (NULL 7) —> true egla 23:(E-isEmpty?2)

La Regla 23:(E-isEmpty?2) postula que si a la expresién ISEMPTY? se le pasa
como argumento la expresion NULL entonces la expresion ISEMPTY? se evaluard
a true.

Regla 24:(E-isEmpty?3
ISEMPTY? (LIST v ... v,) — false & ( Pty?3)

La Regla 24:(E-isEmpty?3) senala que si la expresiéon ISEMPTY? recibe co-
mo argumento la expresiéon LIST entonces la expresion ISEMPTY? se evaluara a
false.

t, — tll
FST ¢, —> FST t/

Regla 25:(E-fst)

La Regla 25:(E-fst) considera que si la expresién ¢; se evalia a ¢} entonces
la expresién FST se evaluard a la expresiéon FST tomando a la expresién ¢} como
argumento.

FST (LIST vy ... vy) — 11 Regla 26:(E-fstList)
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La Regla 26:(E-fstList) indica que la expresién FST devuelve el primer ele-
mento de una lista, es decir, se evalia al valor v; si la expresién FST recibe como
argumento la expresién LIST.

T — t/l
RST ¢ty — RST tll

Regla 27:(E-rst)

La Regla 27:(E-rst) define que si la expresién ¢; se evalia a t; entonces la
expresién RST tomard como argumento a la expresién t].

Regla 28:(E-rstList)
RST (LIST vy vg ... vp) —> LIST vy ... vy,

La Regla 28:(E-rstList) afirma que la expresién RST regresa la lista que que-
da al eliminar su primer elemento, es decir, se evalia al valor descrito por la
expresiéon LIST, la cual es tomada como argumento de la expresién RST.

to — t/2
0P Opwvyta — OP Opuy t

Regla 29:(E-opl)

La Regla 29:(E-op1l) indica que la evaluacién se realiza de izquierda a derecha,
es decir, que la evaluacién de las operaciones primitivas es estricta.

V1 V2
0P Opwvy vy — v1 Opug

Regla 30:(E-op2)

La Regla 30:(E-op2) dice que para evaluar una operacién primitiva antes se
debe evaluar cada unos de sus operandos hasta conseguir sus valores respectivos
para poder aplicar las operaciones elementales, es decir, el lenguaje MinTyRacket
poseerd como propiedad la evaluacién glotona.

tq —)tll
IF t1 to t3 — IF tll to t3

Regla 31:(E-if)

La Regla 31:(E-if) determina una estrategia de evaluacién en los valores ter-
minales ya que indica que siempre se debe evaluar la condicién del IF antes de
evaluar to t3.

Regla 32:(E-ifTrue)
IF true ty t3 —> 1o

La Regla 32:(E-ifTrue) dice que en caso de que la condicién de la expresién
IF sea la constante true entonces se evaluara la expresién ts.
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Regla 33:(E-ifFalse)
IF false ty t3 —> i3

La Regla 33:(E-ifFalse) dice que en caso de que la condicién de la expresién
IF sea la constante false entonces se evaluard la expresién ts.

t1 —)tll
LET x7t1to — LET :th/ltg

Regla 34:(E-let)

La Regla 34:(E-let) dice que si el término ¢; conocido como término de li-
gadura ya que en él se va a sustituir la variable x se evalda a t| entonces la
expresion LET se evaluard a su misma estructura ahora asignando al término de
ligadura la expresién t}.

Regla 35:(E-letV)
LET 2 7oy ty — to [x 1= v1]

La Regla 35:(E-letV) indica que el término de ligadura de LET debe ser eva-
luado antes de que la evaluacién del cuerpo del LET pueda iniciar, es decir, se
debe evaluar el término ligadura hasta llegar a un valor.

t, — t/l
APP tq to —> APP tll to

Regla 36:(E-app)
La Regla 36:(E-app) dice que siempre se debe evaluar t; antes de evaluar ¢s.

to —)té
APP v ty — APP v t},

Regla 37:(E-app2)

La Regla 37:(E-app2) indica que después de evaluar t; el siguiente paso es
evaluar to.

Regla 38:(E-
APP (LAMBDA 2 7 t2) v — fo [z = 1] egla 38:(E-app3)

La Regla 38:(E-app3) dice que para evaluar toda la expresién APP se debe
asegurar que t; sea una funcién anénima donde la variable ligada sera sustituida
por v en la expresion ts.

FIXz 7t — t[z :=FIX z T { Regla 39:(E-fix)

La Regla 39:(E-fix) describe la regla de transicién de las funciones recursivas
donde se sustituye toda la funcién en su mismo cuerpo.



3.2. SEMANTICA 35

A continuacién se describen las reglas de evaluacién acerca del término
ERROR.

APP ERROR t2 —> ERROR Regla 40:(E-appErrorl)

La Regla 40:(E-appErrorl) dice que si se encuentra el término ERROR mientras
se reduce el lado izquierdo de una aplicacién a un valor, entonces ERROR es el
resultado de nuestra evaluacién.

APP v; ERROR — ERROR Regla 41:(E-appError2)

La Regla 41:(E-appError2) dice que después de reducir el lado izquierdo de
una aplicacion a un valor, en caso de encontrar el término ERROR al tratar de
reducir el argumento de tal aplicacién, entonces se debe concluir que ERROR es
el resultado de la evaluacién.

FST NULL 7 — ERROR Regla 42:(E-fstError)

La Regla 42:(E-fstError) dice que si encontramos el término NULL como argu-
mento a la expresion FST se evaluarda a ERROR, lo que significa que no se puede
obtener el primer elemento de una lista vacia.

RST NULL 7 —> ERROR Regla 43:(E-rstError)

La Regla 43:(E-rstError) dice que si encontramos el término NULL como argu-
mento a la expresion RST se evaluara a ERROR, lo que significa que no se puede
obtener el resto de lista a partir de una lista que no posee ningiin elemento.

FST ERROR 7 — ERROR Regla 44:(E—fStError2)

La Regla 44:(E-fstError2) dice que si el término ERROR es argumento de la
expresion FST, entonces se evaluard a ERROR.

RST ERROR 7 — ERROR Regla 45:(E-rstError2)

La Regla 45:(E-rstError2) dice que si el término ERROR es un argumento de la
expresiéon RST, entonces se evaluarda a ERROR.

LISTwv; ... v;_1 ERROR ... t,, — ERROR Regla 46:(E-listError)

La Regla 46:(E-listError) dice que la expresiéon LIST propaga la expresién
ERROR.
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CONST ERROR ¢t —> ERROR Regla 47:(E-constErrorl)

La Regla 47:(E-constErrorl) dice que la expresién CONST en caso de que t1 se
evaliie a ERROR entonces se propaga la expresionERROR.

CONST ¢; ERROR — ERROR Regla 48:(E-constError2)

La Regla 48:(E-constError2) dice que la expresién CONST en caso de que to se
evaliie a ERROR entonces se propaga la expresién ERROR.

0P OpERRORt; —> ERROR Regla 49:(E-op2Errorl)

La Regla 49:(E-op2Errorl) dice que para evaluar una operacién primitiva si
el primer operando se evaliia a ERROR entonces se propaga la expresion ERROR.

0P Opt; ERROR — ERROR Regla 50:(E-op2Error)

La Regla 50:(E-op2Error) dice que para evaluar una operacién primitiva si el
segundo operando se evaliia a ERROR entonces se propaga la expresién ERROR.

IF ERRORty t3 — ERROR Regla 51:(E-ifError)

La Regla 51:(E-ifError) dice que en caso de que la condicién de la expresién
IF sea la expresion ERROR entonces se propagard dicha expresion.

IF true ERROR t3 —> ERROR Regla 52:(E-ifTrueError)

La Regla 52:(E-ifTrueError) dice que en caso de que la condicién de la expre-
sién IF sea la constante true y la expresiéon t, sea la expresion ERROR entonces
se propagard dicha expresion.

IF falsety ERROR — ERROR Regla 53:(E-ifFalseError)

La Regla 53:(E-ifFalseError) dice que en caso de que la condicién de la expre-
sién IF sea la constante false y la expresion t3 sea la expresiéon ERROR entonces
se propagara dicha expresion.

FIX z 7 ERROR — ERROR Regla 54:(E-fixError)

La Regla 54:(E-fixError) describe la regla de transicién de las funciones re-
cursivas cuando el cuerpo es la expresion ERROR, de manera que se propaga.



3.3. SUBTIPIFICACION 37

Regla 55:(E-letErrorl)
LET x 7 ERROR?2 — ERROR

La Regla 55:(E-letErrorl) indica la propagacién de la expresién ERROR cuando
el término de ligadura de LET es la expresiéon ERROR.

LET x 7t; ERROR — ERROR Regla 56:(E-letError2)

La Regla 56:(E-letError2) define la propagacién de la expresién ERROR cuando
el cuerpo de LET es la expresién ERROR.

ISEMPTY? ERROR — ERROR Regla 57:(E-isEmpty?Error)

La Regla 57:(E-isEmpty?Error) postula que si a la expresion ISEMPTY? se
le pasa como argumento la expresién ERROR entonces la expresién ISEMPTY?
propaga la expresién ERROR.

3.3. Subtipificacién

Basados en la Seccién y utilizando la notaciéon A <: B para indicar que
A es un subtipo de B, en otras palabras, se indica que cualquier expresion de
tipo A puede ser usada en cualquier contexto donde una expresién que posee
tipo B es esperada [I5]. A continuacién se definirén las reglas de subtipificacién
de MinTyRacket:

Min< - Regla 58:(Sub-Min)

La Regla 58:(Sub-Min) indica que el tipo Min es subtipo de todo tipo definido
en el lenguaje.

T <:Max Regla 59:(Sub-Max)

La Regla 59:(Sub-Max) dice que el tipo Max es supertipo de todo tipo definido
en el lenguaje.

Regla 60:(Sub-float)

float <: double

La Regla 60:(Sub-float) determina que es seguro usar el tipo double en el
lugar que ocupaba el tipo float.



38 CAPITULO 3. MINTYRACKET

Regla 61:(Sub-int 1
integer <: double egla 61:(Sub-integerl)

La Regla 61:(Sub-integerl) define que que es seguro usar el tipo double en
el lugar que ocupaba el tipo integer.

Regla 62:(Sub-int 2
integer <: float egla 62:(Sub-integer2)

La Regla 62:(Sub-integer2) indica que es seguro usar el tipo float en el lugar
que ocupaba el tipo integer.

El tipo integer posee dos supertipos que contribuyen a implementar tran-
sitividad dentro de las reglas de subtipificacién, ademés de generar subderiva-
ciones en la verificaciéon de tipos que reducen el tiempo de interpretacion.

A continuacién se agregardn reglas referentes al tipo boolean, integer,

float y double que posteriormente se utilizaran para demostrar que la pro-
piedad reflexiva puede ser derivada de éstas.

Regla 63:(Sub-boolean)

boolean <: boolean

La Regla 63:(Sub-boolean) dice que el tipo boolean es subtipo de si mismo.

- , Regla 64:(Sub-integer3)
integer <: integer

La Regla 64:(Sub-integer3) indica que el tipo integer es subtipo de s{ mismo.

_— Regla 65:(Sub-float2)
float <: float

La Regla 65:(Sub-float2) define que el tipo float es subtipo de s{ mismo.

Regla 66:(Sub-double)
double <: double

La Regla 66:(Sub-double) dice que el tipo double es subtipo de s{ mismo.

o1 <!Tp

- - Regla 67:(Sub-list)
List 01 <:List 7y

Sean oy 11 dos tipos definidos por la categoria TipoElem, la Regla 67:(Sub-
list) determina que un tipo List o7 es un subtipo de List 7 si el tipo o1 es un
subtipo de 7.
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71 <:01 09 <: Ty

Regla 68:(Sub-arr)
01— 09 <:T1 — T2

La Regla 68:(Sub-arr) indica que un tipo de una funcién o1 — o4 es subtipo
de 7; — 79 si 7y es un subtipo de o1 y T2 es un supertipo de os.
I'tt:0 o<
I'Ht:r

La Regla 69:(Subsuncién) dice que si o es un subtipo de 7, entonces cada
elemento ¢ de tipo ¢ es también un elemento ¢ de tipo 7.

Regla 69:(Subsuncién)

o<:io Regla 70:(Sub-ref)

La Regla 70:(Sub-ref) declara que todo tipo es un subtipo de si mismo.

c<ipo<:T

TFo< 7 Regla 71:(Sub-trans)

La Regla 71:(Sub-trans) define que si un tipo o es un subtipo de un tipo p
y o es un subtipo de un tipo 7 entonces el tipo o es un subtipo del tipo 7. Por
ejemplo, supongamos que existe una expresién ¢ de tipo integer, con base en
las reglas de subtipificacién de MinTyRacket se tiene tanto que integer es un
subtipo del tipo float como que float es un subtipo de double, entonces la
Regla 71:(Sub-trans) determina que el tipo integer es subtipo del tipo double.

La implementacion hasta este punto de MinTyRacket no es posible ya que
la Regla 69:(Subsuncién), la Regla 70:(Sub-ref) y la Regla 71:(Sub-trans) poseen
variables en el consecuente que pueden ser aplicadas a cualquier expresién defi-
nida en el lenguaje, como consecuencia toda implementacién de subtipificacion
y tipificacién basada en estas reglas no sabria cual de las dos reglas usar.

La razén por la cual la Regla 69:(Subsuncién) no se puede implementar es
que en su conclusién la expresion se especifica con la metavariable ¢, traslapando
las conclusiones de las otras reglas de tipificacién. Si se considera la Regla 1:(T-
var) se puede notar que solo se puede aplicar a variables, andlogamente la Regla
2:(T-abs) solo se aplica a la expresiéon LAMBDA, mientras la Regla 69:(Subsuncién)
aplica a cualquier expresion, es decir no es sintdcticamente directa [15].

La Regla 70:(Sub-ref) presenta un problema similar a la Regla 69:(Subsun-
cién), en este caso traslapando conclusiones de reglas de subtipificacién [15].

La Regla 71:(Sub-trans) ademds de presentar un problema similar a la Re-
gla 70:(Sub-ref) y la Regla 69:(Subsuncién) usa en sus premisas la metavariable
v, la cual no aparece en la conclusién por lo que en la implementacién se de-
berfa adivinar que tipo es v, situacién que tiene pocas posibilidades de éxito [I5].
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3.4. Subtipificacion algoritmica

Con el objetivo de solucionar los problemas para la implementaciéon de
MinTyRacket se introduciran reglas de tipificaciéon y subtipificacién conocidas
como relaciones algoritmicas de tipificacion y relaciones algoritmicas de subti-
pificacion respectivamente que son sintdcticamente directas. Posteriormente se
creard un algoritmo de subtipificacion que trabaja con tipos, dicho algoritmo
nos indicara si un tipo es subtipo de otro.

La funcién del algoritmo de subtipificacion consiste en decidir si la sentencia
o <: T es derivable a partir de las reglas de subtipificaciéon definidas. En otras
palabras, verifica si (o,7) pertenece a la relacién de subtipificacién, escrito co-
mo — o <: 7, (o algoritmicamente es un subtipo de 7), lo cual es definido de
tal manera que decidir si (o,7) pertenece a la relacién de subtipificacién pueda
determinarse solamente a partir de la definicién de los tipos.

A continuacién se describirdn las reglas algoritmicas de subtipificacién del
lenguaje MinTyRacket: [15]
— o <:Max Regla 72:(SA-max)

La Regla 72:(SA-max) indica a través del algoritmo de subtipificacién si Max
es un supertipo de o.

=1 <:01 = 09 <! Ty
=01 —> 09 <! T — T2

Regla 73:(SA-fun)

La Regla Regla 73:(SA-fun) dice que a través del algoritmo de subtipificacién
es posible determinar el supertipo de un tipo correspondiente a una funcién.
— Min <: 7 Regla 74:(SA-Min)

La Regla 74:(SA-Min) indica a través del algoritmo de subtipificacién si Min
es un subtipo de 7.

— float <: float Regla 75:(SA-float)

La Regla 75:(SA-float) indica a través del algoritmo de subtipificacién que
float es un subtipo de si mismo.

— float <: double Regla 76:(SA-float2)
La Regla 76(SA-float2) dice que float es un subtipo del tipo double.

— integer <: integer Regla 77:(SA-integer)
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La Regla 77:(SA-integer) define a través del algoritmo de subtipificacién que
integer es un subtipo de si mismo.

— integer <: double Regla 78:(SA-integer2)

La Regla 78:(SA-integer?) determina a través del algoritmo de subtipificacién
que integer es subtipo de double.

— integer <: float Regla 79:(SA-integer3)

La Regla 79:(SA-integer3) indica a través del algoritmo de subtipificacién que
integer es subtipo de float.

— boolean <: boolean Regla 80:(SA-boolean)

La Regla 80:(SA-boolean) senala a través del algoritmo de subtipificacién que
boolean es supertipo de si mismo.
— o1 <!T
— List 07 <:List 7y

Regla 81:(SA-list)

La Regla 81:(SA-list) define algoritmicamente el supertipo de una expresién List.

3.5. Tipificacion algoritmica

Ya que se han establecido las reglas algoritmicas de subtipificacién corres-
pondientes a la definicién declarativa de las reglas de subtipificacion haremos lo
analogo con la definicién declarativa de las reglas de tipificacién definiendo las
reglas algoritmicas de tipificacién de MinTyRacket:

rx:7el

To1 - Regla 82:(TA-var)

La Regla 82:(TA-var) dice que el tipo asumido por x en un contexto I' usando
el algoritmo de tipificacion es 7.

Lz:m—=ty:m
I'— LAMBDA x 71 to: 71 — T

Regla 83:(TA-abs)

La Regla 83:(TA-abs) dice que se extiende el contexto de tipificacién T' con el
tipo indicado explicitamente en el argumento de la funcién, si bajo este contexto
de tipificacién extendido I', x : 7y es posible inferir algoritmicamente que t5 posee
tipo 19 entonces la expresién LAMBDA algoritmicamente posee tipo 7 — To.

P'—ti1:m =711 =12 T'=tsim = To <! T11
F'—)APPtl to 1 T2

Regla 84:(TA-app)
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La premisa 71 = 711 — 712 en la Regla 84:(TA-app) representa un orden en
la secuencia de operaciones durante la verificaciéon de tipos para la aplicacion
de funciones. Primero se calcula un tipo 71 para ti, posteriormente se verifica
si 7y posee la forma 711 — 712, si 7 la tiene, entonces se calcula el tipo 7 de la
expresion ty. Por ultimo, si 79 es subtipo de 717 se determina algoritmicamente
que la expresién APP posee tipo Tio.

'ty Dx:m—ty:m
ID'— LET 271 t1t2: 7

Regla 85:(TA-let)

La Regla 85:(TA-let) dice que para verificar el tipo de una expresién LET, se
extiende el contexto de tipificaciéon I' con una ligadura de tal tipo y sobre el
contexto de tipificacién extendido I', x : 7 calculamos el tipo del cuerpo de LET,
el cual resulta ser el tipo de toda la expresion LET.

I'ox:7—t:7
' FIXx7t:7T

Regla 86:(TA-fix)

La Regla 86:(TA-fix) dice que para verificar el tipo de la funcién recursiva se
extiende el contexto de tipificacion I' con el tipo indicado explicitamente en el
argumento de la funcién, si bajo este contexto de tipificacién extendido I',z : 7
se infiere que t posee tipo 7 entonces la funcién recursiva posee tipo 7.

I'>ti:7 ... —t,: 7
L —LISTt; ... ty:7

Regla 87:(TA-list)

La Regla 87:(TA-list) define algoritmicamente el tipo de una lista verificando
que el tipo de sus elementos sea el mismo.

' — NULL 7 : List 7 Regla 88:(TA-null)

La Regla 88:(TA-null) define algoritmicamente que una lista vacia describe
una lista de longitud finita en la que sus elementos son de tipo 7

I'—>ti:7 I'=>ty:List 7
I'+— CONST ¢y t5 : List 7

Regla 89:(TA-const)

La Regla 89:(TA-const) indica algoritmicamente que el tipo de la expresién
CONST se obtiene al construir una lista a partir de dos argumentos, si bajo el
contexto I' el tipo del parametro t; es 7 y bajo el mismo contexto I, el tipo
del pardametro t5 es List 7 donde 7 es el tipo que recibe la expresién CONST,
entonces el tipo de CONST es List 7.

I'—ty:List 7
I' — ISEMPTY? t; : boolean

Regla 90:(TA-isEmpty?)
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La Regla 90:(TA-isEmpty?) define que para tipificar algorftmicamente la ex-
presién ISEMPTY?, se debe verificar que el tipo del pardametro t; es List 7 ,
donde 7 es el tipo que recibe la expresién ISEMPTY?, entonces se evaluara la
expresién a un booleano (boolean).

I'—t;:List 7

Regla 91:(TA-f
I'—FSTt;:7 egla 91:( st)

La Regla 91:(TA-fst) indica algoritmicamente el tipo asociado a la expresién
FST, es decir, define el tipo del primer elemento de una lista, de manera que si
el tipo del parametro t; es List 7, donde 7 es el tipo que aparece en la sintaxis
de la expresién FST, entonces la expresion completa referente a FST tendra tipo
T.

I'—t;:List 7
I'— RST ¢y : List 7T

Regla 92:(TA-rst)

La Regla 92:(TA-rst) determina algoritmicamente el tipo que posee la expre-
sién completa RST, es decir, determina el tipo resultante al quitarle el primer
elemento a una lista, de modo que si el tipo del pardmetro ¢t es List 7, donde
T es el tipo aparece en la sintaxis de RST, entonces la expresiéon completa RST
tendra tipo List 7.

I' — ERROR : Min Regla 93:(TA-err)

La Regla 93:(TA-err) determina algoritmicamente que el tipo que posee la
expresion ERROR es Min, el cual es subtipo de todos los tipos definidos en el
lenguaje.

Para asignarle tipo a la expresion condicional de MinTyRacket se utilizard un
tipo conocido como la conjuncién de las posibilidades de flujo condicional
(en inglés join), ya que cuando se introduce la subtipificacién existen diversas
formas de asignar el mismo tipo a las ramas de una expresién condicional. La
idea es calcular el tipo minimo tanto de la rama de la expresién then como de la
expresion else para asi poder determinar el minimo supertipo comun, conocido
como join [15].

Definicién 2 Un tipo J es llamado un join de un par de tipos o y 7, denotado
comoo VT =Jsio<:J,7<Jyparatodo tipov sic <:v yT < v entonces
J<w [15]

Basados en la Definicién [2] y en la subtipificacién, se definird la siguiente
regla algoritmica para la expresién IF:

I'—>ti:mm 7 =boolean I'—>ty:m I't— t3:73 T V73 =

T
Regla 94:(TA-if
FHIFtthtgiT cela ( I)
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La Regla 94:(TA-if) permite determinar el tipo de la expresién condicional a
través de calcular el minimo supertipo comun de sus ramas. El objetivo de esta
regla es rechazar menos programas vélidos semanticamente.

Ahora se definirdn la siguientes reglas de tipificacién algoritmicas para la
expresién OP:

I'— t1: TipoAritm T w to: TipoAritm 7 V1 =
' — 0P OpAritm t1 ty : TipoAritm

i Regla 95:(TA-opAritm)

La Regla 95:(TA-opAritm) sefiala que si se considera el contexto I' y bajo tal
contexto se puede determinar que cada operando posee tipo TipoAritm y si el
minimo supertipo comin de los tipos asociados a los operandos es TipoAritm
entonces el término OP tendrd tipo TipoAritm.

I'+—t1: TipoRel T >ty :TipoRel V=T
I' — 0P OpRel t1 ty : TipoRel

Regla 96:(TA-opRell)

La Regla 96:(TA-opRell) dice que si se supone el contexto I' y bajo tal con-
texto se puede concluir que cada operando posee tipo TipoRel, ademas si el
minimo supertipo comun de los tipos asociados a los operandos es TipoRel en-
tonces el término OP tendrd tipo T'ipoRel.

' =ty : TipoAritm T'w— tg: TipoAritm 1V Tg =

-
Regla 97:(TA-opRel2
I' — OP OpRel ty ty : TipoRel egla 97:(TA-opRel2)

La Regla 97:(TA-opRel2) sefiala que si se considera el contexto I' y bajo tal
contexto se puede determinar que cada operando posee tipo TipoAritm y si el
minimo supertipo comun de los tipos asociados a los operandos es TipoAritm
entonces el término OP tendra tipo TipoRel.

Por ultimo se definira la regla de tipificacién algoritmica para la expresion
Min:
I'—=ti:m 71 = Min I'—=ty:m
I''— t1 to : Min

Regla 98:(TA-appMin)
La Regla 98:(TA-appMin) determina algoritmicamente si una aplicacién posee

tipo Min para evitar traslapar la conclusién de la regla declarativa correspon-
diente a la aplicacién.

3.6. Seguridad de MinTyRacket

Para demostrar la propiedad de seguridad de MinTyRacket, debido a que
se presenta subtipificacion, primero se demostrara la seguridad que aportan las
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reglas de tipificacién y subtipificacion declarativas y las reglas de evaluacion de
MinTyRacket. Posteriormente se demostrara la equivalencia que existe entre las
reglas de tipificacién declarativas y las reglas de tipificacién algoritmicas.

Para demostrar la seguridad que aportan las reglas de tipificacion y subtipifi-
cacion declarativas y las reglas de evaluacién de MinTyRacket se debe considerar
la propiedad de preservacion, la cual establece que las transiciones de evalua-
cién conservan los tipos, mientras la propiedad de progreso asegura que todas
las expresiones bien tipificadas o son valores (en tal caso su evaluacién termina
con éxito) o en caso de que no sean valores seguirdn evaludandose, es decir, la
evaluacién no puede detenerse en un estado para el cual no exista una transicién
de evaluacién posible. Para demostrar dichas propiedades se deben considerar
las siguientes definiciones: [15]

Definicién 3 Un término se denomina cerrado, si no contiene variables li-
bres.

Definicién 4 Un wvalor se denomina cerrado, si es un término cerrado.

Posteriormente se debe demostrar el siguiente lema, el cual dice consiste en
conjunto de propiedades que indican que cada forma sintactica bien tipificada
presenta subtérminos de formas especificas.

Lema 5 (Inversidn)

1. SiTFx : w, entoncesx : w €I

SiT F IF ty to t3 @ w, entonces ' F 1 : boolean y I' F to , t3 : w.

8. SiT'F LAMBDA x 7 t : wy, entonces wy = T — wa para algun wy tal que

NS S

10.
11.
12.

F,x:7Ft: ws.

Si '+ APP t; to : w, entonces existe un 7 tal que 't : 7 > wyl FHiy 2 7.
SiTFFIX x7t: w, entoncesT ,x : whkt: w.

Si T+ NULL 7 : w, entonces w = List .

Si ' = CONST t; to : w, entonces w = List 7 tal que ' Ft1 : 7 y ' F ¢y :
List 7.

Si ' LET x t1 to : wa, entonces wy = To para algin wy tal que
'kt :wyl,x s wa bt wy.

Si '+ ISEMPTY? t1 : w entonces w = boolean.

SiI'HLISTty ... ty, :w entoncesw =List 7 tal que'Fty:7 ... T'Ht, : 7.
SiTFFST t; : w entonces w = 7 tal que '+ ¢; : List 7.

Si T RST t1 : w entonces w = List 7 tal que I' -ty : List 7.
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Si ' F ERROR : w entonces w = Min.
Si T'F OP OpAritm t1 to : w entonces w = OpAritm tal que I' -ty : OpAritm
'k ty: OpAritm.

Demostracion.

Cada caso se sigue inmediatamente de la definicién de reglas de tipificacién
de MinTyRacket. ®

A continuacién se indicaran las formas posibles que puede poseer un valor
de acuerdo al tipo que posee.

Lema 6 (Formas candnicas)

. Si v es un valor de tipo boolean, entonces v solo puede ser una de dos formas,

0 es la expresion true ¢ es la expresion false.

2. Siv es un valor de tipo 71 — To entonces v.= LAMBDA x Ty ts.

3. Siv es un valor de tipo List T entonces v solo puede tomar una de dos formas

posibles, ¢ es NULL ¢ es LIST vy ... vy,.

. Si v es un valor de tipo integer entonces v es un wvalor entero definido en el

lenguage.

Si v es un valor de tipo £loat entonces v es un valor flotante definido en el
lenguage.

Si v es un valor de tipo double entonces v es un wvalor real definido en el
lenguage.

Demostracion.

Caso 1. Si v es un valor de tipo boolean, entonces de acuerdo al Lema 4
(Inversion) se puede inferir que v puede ser la expresiéon ISEMPTY? ¢ y por
definicién, v puede tomar sélo una de las expresiones true y false. Los casos
respectivos a los otros valores no pueden suceder.

Caso 2. Si v es un valor de tipo 7y — 72 entonces considerando el Lema 4
(Inversion) se concluye que v = LAMBDA 77 x to. Similarmente al caso 1, estas
son las unicas formas que v puede tomar.

Caso 3. Si v es un valor de tipo List 7, tomando en cuenta el Lema 4
(Inversion) se puede determinar que v solo puede tomar una de dos formas
posibles, 6 es v = NULL 7 6 es v = LIST ¢; ... t,. Andlogamente al caso 1, son
las tinicas formas que v puede tomar.

Caso 4. Si v es un valor de tipo integer entonces por definicién v es un
valor entero en el lenguaje.
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Caso 5. Si v es un valor de tipo float entonces por definicién v es un valor
flotante en el lenguaje.

Caso 6. Si v es un valor de tipo double entonces por definicién v es un valor
real en el lenguaje. ]

Se utilizaré el Lema [6] (Formas candnicas) y la Definicién [3] (péginas
43 y 44 respectivamente) para demostrar el Teorema [7| (Progreso).

Teorema 7 (Progreso). Suponiendo que t sea un término cerrado y bien tipi-
ficado, es decir, t : T para algin T, entonces t es un valor, t = ERROR 6 eziste t’
tal que t — t/

Es importante notar que debido a que se agregd el término ERROR en el
intérprete de MinTyRacket se ha agregado al Teorema 6 (Progreso) el caso
en que el término sea una salida emergente dentro de un programa interpretado
en este lenguaje [15].

Demostracion.
Se aplicard induccién estructural sobre las derivaciones de tipos.

Caso (Regla 1:(T-var)) No aplica ya que t es un término cerrado.
Caso (Regla 2:(T-abs)) Se sigue inmediatamente ya que LAMBDA es un valor.

Caso (Regla 3:(T-app))
Sean t = APP tq to F|_t12T11—>T12 Fl_tQ:Tll T = T12

Por hipétesis de induccién, t; es un valor 6 existe una regla de evaluacién que
puede tomar 6 en otro caso es la expresién ERROR; situacién similar a ¢5. Si t;
puede seguir una regla de evaluacién entonces la Regla 36:(E-app) se aplica a
t. En caso de que t; sea un valor y ty pueda seguir una regla de evaluacién
entonces la Regla 37:(E-app2) se asigna a t. Si tanto t; como ¢ son valores, el
Lema 5 (Formas candnicas) dice que t; tiene la forma LAMBDA x 011 t15 por
lo que se puede aplicar la Regla 38:(E-app3) a t. Si ¢; es ERROR entonces se puede
aplicar la Regla 40:(E-appErrorl) y finalmente si ¢ es ERROR entonces se puede
aplicar la Regla 41:(E-appError2).

Caso (Regla 4:(T-let))

Sean t =LET x 7 t; o I'Fit1:7m Tax:mbt:m
Por hipdtesis de induccién ¢; puede ser un valor 6 puede seguir una regla de
evaluacién 6 ser la expresion ERROR. En caso de que a t; se pueda aplicar una
regla de evaluacién entonces a ¢ se puede aplicar la Regla 34:(E-let). En caso de
que t; sea un valor entonces se aplica la Regla 35:(E-letV) a ¢. Finalmente si t;
es ERROR entonces es posible aplicar la Regla 55:(E-letErrorl). Para el caso en
que ty sea ERROR entonces se puede aplicar la Regla 56:(E-letError2).
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Caso (Regla 5:(T-opAritm))

Sean t = 0P OpAritm ty to ' F t1 : TipoAritm T'F ty:
TipoAritm
Por hipétesis de induccién, sea 1 < i < 2 entonces se pueden dar tres casos, 6 t;
sea un valor 6 ¢; puede seguir alguna regla de evaluacion 6 ¢; puede ser la expre-
sién ERROR. En caso de que t; pueda seguir alguna regla de evaluacién entonces
la Regla 29:(E-opl) se puede aplicar a t. Por otro lado, si t; es un valor entonces
la Regla 30:(E-op2) se puede asignar a t. Finalmente si ¢; es la expresién ERROR
se puede aplicar la Regla 49:(E-opErrorl) o Regla 50:(E-opError2) segin sea el
caso.

Caso (Regla 6:(T-opRell))
Sean t = 0P OpRel t; to 'k ty: TipoRel 'ty : TipoRel

Por hipétesis de induccién, sea 1 < i < 2 entonces se pueden dar tres casos, 6 t;
sea un valor 6 ¢; puede seguir alguna regla de evaluacion 6 ¢; puede ser la expre-
sién ERROR. En caso de que t; pueda seguir alguna regla de evaluacién entonces
la Regla 29:(E-opl) se puede aplicar a t. Por otro lado, si t; es un valor entonces
la Regla 30:(E-op2) se puede asignar a t. Finalmente si ¢; es la expresién ERROR
se puede aplicar la Regla 49:(E-opErrorl) o Regla 50:(E-opError2) segiin sea el
caso.

Caso (Regla 7:(T-opRel2))

Sean t = 0P OpRel t; ty I'Fty: TipoAritm T'F ity : TipoAritm
Por hipétesis de induccién, sea 1 < i < 2 entonces se pueden dar tres casos, 6 t;
sea un valor 6 t; puede seguir alguna regla de evaluacion 6 ¢; puede ser la expre-
sion ERROR. En caso de que ¢; pueda seguir alguna regla de evaluacién entonces
la Regla 29:(E-opl) se puede aplicar a t. Por otro lado, si ¢; es un valor entonces
la Regla 30:(E-op2) se puede asignar a t. Finalmente si ¢; es la expresién ERROR
se puede aplicar la Regla 49:(E-opErrorl) o Regla 50:(E-opError2) segiin sea el
caso.

Caso (Regla 8:(T-fix))
Sean t=FIXz Tt I'z:r7kHt1:7
Ya sea que t; sea un valor 6 pueda tomar una regla de evaluacién t siempre
puede tomar la Regla 39:(E-fix). Si ¢; es la expresién ERROR se puede aplicar la
Regla 54:(E-fixError).

Caso (Regla 9:(T-list))
Sea t=LISTt ... t,

Por hipétesis de induccién, sea 1 < i < entonces se pueden dar tres casos, 6
t; es un valor 6 t; puede seguir alguna regla de evaluacion 6 ¢; es la expresion
ERROR. En caso de que t; pueda seguir alguna regla de evaluacién entonces la
Regla 18:(E-list) se puede aplicar a t. Por otro lado, si ¢; para todo 1 <i < esun
valor, ya que LIST v; ... v, es un valor de MinTyRacket entonces el teorema
se cumple. Si la expresion t; es es la expresion ERROR se puede aplicar la Regla
46:(E-listError).
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Caso (Regla 10:(T-null))
Sea t = NULL 7
Se sigue inmediatamente ya que NULL es un valor.

Caso (Regla 11:(T-const))
Sean t = CONST t; to F'Ft:7 I'Hty:List 7

Por hipétesis de induccidn, 6 t; es un valor, en otro caso existe una regla de eva-
luacién que puede tomar 6 t; es la expresion expresiéon ERROR; situacion similar
a to. Si t; puede seguir una regla de evaluacién entonces la Regla 19:(E-constl)
se aplica a t. En caso de que t; sea un valor y t5 pueda seguir una regla de
evaluacién entonces la Regla 20:(E-const2) se asigna a ¢. Finalmente, si tanto ¢;
como to son valores, se puede aplicar la Regla 21:(E-const3). Finalmente si t; es
la expresién error se puede aplicar la Regla 47:(E-constErrorl), mientras si ¢2 es
la expresion error se puede aplicar la Regla 48:(E-constError2).

Caso (Regla 12:(T-isEmpty?))
Sean t = ISEMPTY? ¢ 't :List 7

Por hipétesis de induccién t; 6 es un valor 6 puede seguir una regla de evalua-
cién 6 ser la expresion ERROR. En caso de que a t; se pueda aplicar una regla
de evaluacién entonces a t se puede aplicar la Regla 22:(E-isEmpty?1). En caso
de que t; sea un valor entonces el Lema 5 (Formas candnicas) dice que t;
puede tomar sélo dos formas, una de ellas es NULL 7 y la otra es LIST vy ... v,.
En caso de que ¢ sea de la forma NULL 7 entonces se aplica la Regla 23:(E-
isEmpty?2) a t. Finalmente, si ¢; es de la forma LIST vy ... v, se puede aplicar
la Regla 24:(E-isEmpty?3) a t. Finalmente si ¢; es ERROR se puede aplicar la Regla
57:(E-isEmpty?Error).

Caso (Regla 13:(T-fst))
Sean t = FST t; 'kt :List 7
Por hipétesis de induccion ¢ 6 es un valor 6 puede seguir una regla de evaluaciéon
6 ser la expresiéon ERROR. En caso de que a t; se pueda aplicar una regla de eva-
luacién entonces a t se puede aplicar la Regla 25:(E-fst). En caso de que ¢; sea un
valor entonces el Lema 5 (Formas candnicas) dice que t; puede tomar sélo
dos formas, una de ellas es NULL 7 y la otra es LIST vy ... v,. En caso de que t;
sea de la forma NULL 7 entonces se aplica la Regla 42:(E-fstError) a ¢. Finalmente,
si t1 es de la forma LIST vy ... v, se puede aplicar la Regla 26:(E-fstList) a ¢. Por
ultimo si ¢y es la expresiéon ERROR se puede aplicar la regla Regla 44:(E-fstError2).

Caso (Regla 14:(T-rst))
Sean ¢t =RST t; I'Ht;:List 7
Por hipétesis de induccién ¢; 6 es un valor 6 puede seguir una regla de evalua-
cién 6 ser la expresion ERROR. Si a t; se pueda aplicar una regla de evaluacién,
entonces a t se puede aplicar la Regla 27:(E-rst). En caso de que t; sea un valor
entonces el Lema 5 (Formas candnicas) dice que t; puede tomar sélo dos
formas, una de ellas es NULL 7 y la otra es LIST vy ... v,. En caso de que t;
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sea de la forma NULL 7 entonces se aplica la Regla 43:(E-rstError) a ¢t. Finalmen-
te, si t; es de la forma LIST vy ... v, se puede aplicar la Regla 28:(E-rstList) a
t. Por ultimo si ¢1 es la expresién ERROR se puede aplicar la Regla 45:(E-rstError2).

Caso (Regla 15:(T-err))
Sea t = ERROR
Se sigue inmediatamente por el enunciado del teorema que se desea demostrar.

Caso (Regla 16:(T-if))

Sean t = IF t; to t3 I'+t1 : boolean T'kto: 7 ' m3:7
Por hipdtesis de induccién se tiene que 6 ¢1 es un valor 6 existe alguna regla de
evaluacién que puede aplicarse a t; 6 t; es la expresién ERROR. En caso de que
exista alguna regla de evaluacién que puede aplicarse a t; entonces se aplica la
Regla 31:(E-if) a t. Finalmente, si ¢; es un valor, debido al Lema 5 (Formas
candnicas) t; puede tomar sélo dos formas. Si la forma que toma t; es true
entonces se aplica la Regla 32:(E-ifTrue) a t. Mientras si la forma de ¢; es false
entonces se puede asignar la Regla 33:(E-ifFalse) a ¢. En caso de que se presente
la expresiéon ERROR en alguno de los términos se pueden aplicar Regla 51:(E-
ifError), Regla 52:(E-ifTrueError) 6 Regla 53:(E-ifFalseError) segin corresponda.

Caso (Regla 17:(T-appMin))
Sean t = APP ty to 'ty : Min I'kEty:m T = Min

Por hipdtesis de induccién, 6 t; es un valor, en otro caso existe una regla de
evaluacién que puede tomar; situacién similar a t5. Si t; puede seguir una regla
de evaluacion entonces la Regla 36:(E-app) se aplica a t. En caso de que ¢; sea
un valor y 5 pueda seguir una regla de evaluacién entonces la Regla 37:(E-app2)
se asigna a t. Considerando el diseno de MinTyRacket, existe el caso en que t;
es el término ERROR, por lo que se puede aplicar la Regla 40:(E-appErrorl) a t.
Por otro lado, si el término t; es un valor y t5 es el término ERROR entonces se
puede asignar la Regla 41:(E-appError2) a t. ]

Antes de demostrar que un término bien tipificado se evaluard de acuerdo
a la semantica dindmica y que dicho término al que se evalia es también bien
tipificado, es necesario demostrar que los términos bien tipificados siguen con-
servando dicha propiedad cuando las variables son sustituidas por términos de
tipos apropiados.

Lema 8 (Sustitucion). SiT, z:0F t: 7 yademdsT + s : o, entonces
FEtlae:=s1:7

Demostracion. Utilizando induccion estructural sobre la derivacion de ti-
pos.

Caso (Regla 1:(T-var))
Sean t=u,u:7€(l,x:0)
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SubCaso (u = x). Se sigue que u[ x := s | = s. Si se consideran las
hipotesis del lema es posible inferir que I' F s : o, por lo que el lema se cumple.

SubCaso (u # x). Se sigue que u[ x := s | = u, como I' - u : o entonces
el lema se cumple.

Caso (Regla 16:(T-if))
Sean t = IF t; t5 3
', x:0F t; : boolean
' x:okFty: T

I' x:oFt3:7

Usando la hipétesis inductiva sobre t1, to, t3 se concluye que:

' t[x :=s ] = boolean

FFi[x:=s]=71

FkHits[x:=s]=71

Usando ahora la (Regla 16:(T-if)) entonces I' - t : 7, por lo tanto el lema se
cumple.

Caso (Regla 2:(T-abs))
Sean t = LAMBDA z 75 t1
T =Ty — T1
I''x:0,z:mFti:m

Analizando las derivaciones dadas se tiene que:
I'z:m,x:0kFt;:7.

También se puede determinar que:

I'kFs:o.

Por lo que se obtiene:

Nz:nks:o.

Si se usa la hipotesis de induccién entonces:
Dyz:mbt[x:=s]:7.

Aplicando la (Regla 2:(T-abs)) se tiene que:

LAMBDA z : T t1[x =8 ] :7a =& 71

Por lo tanto si se considera que t[ x := s ] = LAMBDA z 75 ¢;| x := s | entonces
el lema se cumple.

Caso (Regla 3:(T-app))
Sean t = APP ¢ t»
F,X:O’"tltTg—>T1
I'xioFty: 1y

T =1T1

Por hipétesis de induccién se obtienen dos hechos:
F'ttifx:=s]:mm—>mn
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Fkitx:=s5]:m

Usando la (Regla 3:(T-app)):
F'kti[x:=s]tx[x:=s]:7esdecir, (t; t2)[x : =8 ] : 7.

Caso (Regla 4:(T-let))
Sean t = LET z 71 ¢1 to
I'xobFti:m

I xio, yimy Fta 1

T = T3

Analizando las derivaciones I', xio - t1 : 7y y I, xi0, yimy F to @ o
Iy:m,x:0kF1ty: 7.

Por lo tanto en la derivacion I' - s : o se infiere que:
Ny:mkEs:o.

Por hipétesis de induccién y definiciéon de sustitucién se tiene que:
Dy:mFtlx=s]:mn.

Fkt[x:=s]:m7.

Si ahora se aplica la (Regla 4:(T-let)):
PHLET x71 t1[x:=s ] ta] x:= 8] : 79, es decir, t[ x := s |, lo cual es lo

que se deseaba demostrar.

L,

Caso (Regla 5:(T-opAritm))
Sean t = 0P OpAritm ty to
T=TipoAritm

I',x:0kF t1: TipoAritm

I',x:0kF ty: TipoAritm

Aplicando la hipétesis de induccién en cada operando de la premisa
X: 0kt TipoAritm

se puede determinar que:

r,

I'k ¢y x:=s]: TipoAritm, asf como que I' F t5] x := s | : TipoAritm.
Usando ahora la (Regla 5:(T-opAritm)) se concluye que:
'k t[x:=s]:7 queeslo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 6:(T-opRell))
Sean t = OP OpRel t1 to
T=TipoRel

I', x:0Ft1: TipoRel
I', x:0kF ty: TipoRel

Aplicando la hipétesis de induccién en cada operando de la premisa
x 0kt TipoRel

se puede determinar que:

T'kt[x:=s]: TipoRel, asi como que I' I to] x := s | : TipoRel.
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Usando ahora la (Regla 6:(T-opRell)) se concluye que:
'k t[x:=s]:7 que eslo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 7:(T-opRel2))
Sean t = OP OpRel tq to
T=TipoRel
I',x:0kFty: TipoAritm
I',x:0t ty: TipoAritm

Aplicando la hipétesis de induccién en cada operando de la premisa
', x:0F ty: TipoAritm
se puede determinar que:
'k t1[x:=s]: TipoAritm, as{ como que I' F to] x := s | : TipoAritm.
Usando ahora la (Regla 7:(T-opRel2)) se concluye que:
' t[x:=s]:7 que es lo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 8:(T-fix)):
Seant =FIXz 11 t1

T =1T1
I'x:o,z:1Ft;:m

Analizando las derivaciones dadas se tiene que:
I'Nz:m,x:0Ft;:7.

También se puede determinar que I' - s : o, por lo tanto:
I'z:nkFs:o.

Usando la hipétesis de induccién:

Tyzn Fti[x:=s]:m.

Aplicando ahora la (Regla 8:(T-fix)) se determina que:

FIXz 711 t1] x := s | : 71. Es decir,

t[x:=s]|=FIXz 7 t1] x := s | por lo que el lema se cumple.

Caso (Regla 9:(T-list))

Sean t = LIST ¢y ...t,

T=List 7y

' x:oFti:m...T ) x:0Ft,:7

Aplicando la hipétesis de induccién en cada operando de la premisa:
' x:oFbt;:m...T ,x:0Ft,:7

se puede determinar que:
Fktyfx:=s]:m...TkHt,[x:=s]:7.

Usando ahora la (Regla 9:(T-list)) se concluye que:

'k t[x:=s]:7 que eslo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 10:(T-null))
Sean t = NULL 7y
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7 =List 7y

Considerando que NULL 71 [ x := s ] = NULL 74, y considerando por reglas
de tipificacién, I' F NULL 7y: List 7y se sigue que I' F t[ x := s | : 7 y por lo
tanto el lema se cumple.

Caso (Regla 11:(T-const)):
Sean t = CONST ¢ to

7 =List 7y

' x:okFt;:m

I' x:0kFty:List 7.

Aplicando la hipétesis de induccién en las premisas se concluyen dos cosas:

F'ti[x=s]:m

I'kty[x:=s]:List 7.

Usando la (Regla 11:(T-const)) se obtiene I' - t[ x := s | : 7 que es lo que se
deseaba demostrar.

Caso (Regla 12:(T-isEmpty?)):
Sean t = ISEMPTY?

7 = boolean

I' x:0kFt;:List 7.

Aplicando la hipétesis de induccién en las premisas se concluye que:
'kt[x:=s]:List 7.

Por lo tanto se se aplica la (Regla 12:(T-isEmpty?)) entonces:

I'F t[x:=s]:7 que eslo que se querfa demostrar.

Caso (Regla 13:(T-fst)):
Sean t = FST ¢;

T =T

I' x:0kFt;:List 7.

Aplicando la hipétesis de induccién en las premisas se concluye que:
I'kt[x:=s]:List 7.

Aplicando ahora la (Regla 13:(T-fst)) se concluye que:
PFt[x:=s]:7 que es lo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 14:(T-rst)):
Sean t = RST t;

7 =List 7y

I' x:0kFt;:List 7.

Aplicando la hipétesis de induccién en las premisas se determina que:
I'kt[x:=s]:List 7.
Usando la (Regla 14:(T-rst)) se concluye que:
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'k t[x:=s]: 7 que es lo que se querfa demostrar.

Caso (Regla 15:(T-err))

Sean t = ERROR

7T = Min

Considerando que ERROR| x := s |= ERROR, ya que ERROR: Min entonces:
F'kt[x:=s]:7.

Caso (Regla 69:(Subsuncién)):
Sean t = t;

T =T

' x:0F1t:07.

o1 <! Ty

Aplicando la hipétesis de induccién en las premisas se determina que:

F'Etifx:=s]:01.

Por lo que si considerando ademéas que una de las premisas es o1 <: T se
puede usar la (Regla 69:(Subsuncién)) y por lo tanto:

'k t[x:=s]:7 que es lo que se querfa demostrar. [

Se utilizard el Lema |8 (Sustitucion) para demostrar que un término bien
tipificado, el cual se evalia de acuerdo a la seméantica dindmica seguira siendo
bien tipificado.

Teorema 9 (Preservacion). SiT'Ft: 7yt —t' entoncesT 1t : 1.

Demostraciéon. Se aplicard induccion estructural sobre las derivaciones de ti-
pos.

Caso (Regla 1:(T-var)) Por vacuidad se cumple ya que ¢ no posee reglas de
evaluacion.

Caso (Regla 2:(T-abs)) Se sigue inmediatamente ya que LAMBDA es un valor.

Caso (Regla 3:(T-app))
Sean t = APP tq to T'Ety:m1 — 19 'ty T = T2

SubCaso (Regla 36:(E-app))
Sean t; — t] t' =1t ty
Por hipétesis de induccién en ¢y, I' b ¢} : 711 — 712, ademds por hipdtesis
'k ¢ : 711. Si se aplica a estos hechos la (Regla 3:(T-app)) entonces I' -t/ : 712,
lo cual es lo que se deseaba demostrar.

SubCaso (Regla 37:(E-app2))
Sean  ty — t) t' = th
Por hipétesis de induccién en o, ' -t} : 711, ademéds por hipdtesis se concluye
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que T' ¢y : 711 — T12. Si se aplica a estos hechos la (Regla 3:(T-app)) entonces
't : 719, lo cual es lo que se deseaba demostrar.

SubCaso (Regla 38:(E-app3))

Sean tl = LAMBDA x 011 tlg t2 = V2 t = tlg[ X = Vg ]
Analizando las premisas se tiene que 717 <: 011 y ', x : 011 F t12 : 712 por
lo que usando la Regla 69:(Subsuncién) entonces I - ¢5 : 011. Por el Lema 7
(Sustitucion) se concluye que I' - ¢/ @ 7y9.

Caso (Regla 4:(T-let))
Sean t:LETSUTltth F}—tlzﬁ F,(EZTll_tQZTQ T = T2

SubCaso (Regla 34:(E-let))
Sean t; — t] ' =LETz 1 t] to
Por hipdtesis de induccién se tiene que T' - ¢] : 71. Considerando las hipdtesis
descritas en el Caso (Regla 4:(T-let)) y aplicando la (Regla 4:(T-let)) se concluye
que LET z 7y ] t2 posee tipo 72. Debido a que ¢/ = LET = 7 t} t2 : 72 entonces
t' : 75, que es lo que se queria demostrar.

SubCaso (Regla 35:(E-letV))
Sean ¢ = t =ty [z :=v]
Por premisa t; = v; y como I' - ¢; : 7y entonces I" - v : 71. Por otro lado se
tiene que I', « : 7y F {2 : 72. Utilizando el Lema 7 (Sustitucion) se obtiene
que T' F t3]x := v1] : 72 por lo que el teorema se cumple.

Caso (Regla 5:(T-opAritm))
Sean t = 0P OpAritm ty to '+ ty : TipoAritm
'ty : TipoAritm 7 = TipoAritm

SubCaso (Regla 29:(E-opl))
Sean to — t/2 t1 =nm
Utilizando la premisa I" - t5 : TipoAritm y usando la hipétesis de induccién
se infiere que ' F t} : TipoAritm. Considerando ademés las hipGtesis descritas,
si aplicamos la (Regla 5:(T-opAritm)) se obtiene que bajo el contexto I' la ex-
presién denotada por OP op vy t}, posee tipo TipoAritm que es lo que se queria
demostrar.

Subcaso (Regla 30:(E-op2))
Sean t; =wv; paral <i<?2
Considerando ademds las hipStesis descritas en caso (Regla 5:(T-opAritm)) se
tiene que I' F ¢; : TipoAritm con 1 <1< 2. Yaquet; = v; paral <i <2
entonces I' - v; : TipoAritm considerando que 1 < i < 2. Por lo que si se aplica
la hipétesis de induccién y la (Regla 5:(T-opAritm)) se concluye que la expresién
I' - vy OpAritm vy : TipoAritm, es decir, se cumple el teorema.

Caso (Regla 6:(T-opRell))
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Sean t = 0P OpRel t; to ' t1 : TipoRel
I' -ty : TipoRel 7 = TipoRel

SubCaso (Regla 29:(E-opl))
Sean ty — th t1 = vg
Utilizando la premisa I' F t5 : TipoRel y usando la hipétesis de induccién
se infiere que T' F ¢ : TipoRel. Considerando ademés las hipdtesis descritas,
si aplicamos la (Regla 6:(T-opRell)) se puede concluir que bajo el contexto T’
la expresién denotada por OP opRel vy t, posee tipo TipoRel que es lo que se
queria demostrar.

Subcaso (Regla 30:(E-op2))
Sean t; =v; paral <i <2
Considerando ademds las hipdtesis descritas en caso (Regla 6:(T-opRell)) se tie-
neque I' -¢; : TipoRel con 1 <i< 2. Yaquet; =v; paral <i < 2 entonces se
cumple I' F v; : TipoRel considerando que 1 < i < 2. Por lo que si se aplica la
hipétesis de induccién y la (Regla 6:(T-opRell)) se concluye que I' F v; OpRel
ve : OpRel, es decir, se cumple el teorema.

Caso (Regla 7:(T-opRel2))
Sean t = 0P OpRel ty tg T'Fty : TipoAritm
'ty : TipoAritm 7 = TipoRel

SubCaso (Regla 29:(E-opl))
Sean ty — t) t1 =0
Utilizando la premisa I' - 5 : TipoAritm y usando la hipotesis de induccién
se infiere que T' I ¢} : TipoAritm. Considerando ademds las hipdtesis descritas,
si aplicamos la (Regla 7:(T-opRel2)) se puede concluir que bajo el contexto I'
la expresién denotada por OP opRel vy t, posee tipo TipoRel que es lo que se
queria demostrar.

Subcaso (Regla 30:(E-op2))
Sean t; =wv; paral <i<?2
Considerando ademds las hipdtesis descritas en caso (Regla 7:(T-opRel2)) se tie-
ne que I' - ¢; : TipoAritm con 1 <i< 2. Ya que t; = v; para 1 < i < 2 entonces
se cumple I' - v; : TipoAritm considerando que 1 < i < 2. Por lo que si se
aplica la hipdtesis de induccién y la (Regla 7:(T-opRel2)) es posible concluir que
I' - v1 OpRel vy : OpRel, es decir, se cumple el teorema.

Caso (Regla 16:(T-if))
Sean t = IF t] ty t3 t1 : boolean to: T ta: T

Subcaso (Regla 32:(E-ifTrue))
Sean t; = true t =t
Utilizando las hipétesis del Caso (Regla 16:(T-if)) se obtiene ¢5 : 7, por lo tanto
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t' : 7, por lo que el teorema se cumple.

Subcaso (Regla 33:(E-ifFalse))
Sean t; = false ' =t3
Utilizando las hipétesis del Caso (Regla 16:(T-if)) obtenemos que ¢3 : 7, entonces
t' : 7, por lo que el teorema se cumple.

Subcaso (Regla 31:(E-if))
Sean t; — t/l t' = IF tll to t3
Considerando las hipétesis del caso (Regla 16:(T-if)) se tiene que ¢; : boolean,
por hipdtesis de induccién t’' : boolean. Si ademds se aplican las hip6tesis res-
tantes del caso (Regla 16:(T-if)) entonces se puede aplicar la regla de tipificacién
(Regla 16:(T-if)) y se obtiene que IF ¢} to t3 : 7, es decir, ¢’ : 7, por lo que el
teorema se cumple.

Caso (Regla 10:(T-null))
Sean ¢t = NULL 7 T =List T
Se cumple por vacuidad ya que no existen reglas de evaluacién.

Caso (Regla 11:(T-const))
Sean ¢t = CONST t; to I'Hti:m I'bHty:Listny T=List 7y

Subcaso (Regla 19:(E-constl))
Sean t; —»t|  t' = CONST t, t,
Por hipétesis de induccién I' - ¢} : 7. Si se aplica la (Regla 11:(T-const)) vemos
que CONST #] ¢ : List 7, es decir, ¢’ : List 7 por lo que el teorema se cumple.

Subcaso (Regla 20:(E-const2))
Sean  ty — t) t' = CONST v t}
Por hipétesis de induccién I' F ¢, : List 71 y I' F v; : 7y Aplicando ahora la
(Regla 11:(T-const)) se tiene que CONST vy t5 : List 71, es decir, se determina
que t’' : List 7y, por lo que el teorema se cumple.

Subcaso (Regla 21:(E-const3))
Sean ¢t — vq to — LIST vy ... v, ' =LIST v ... v,
Por hipétesis de induccién T' - ¢}, : List 71 y ' F v : 7 Aplicando ahora la
(Regla 11:(T-const)) se tiene que LIST vy ... v, : List 71, es decir, se determina
que t' : List 71, por lo que el teorema se cumple.

Caso (Regla 12:(T-isEmpty?))
Sean t = ISEMPTY? t; 'ty :Listny 7 = boolean

Subcaso (Regla 22:(E-isEmpty?1))
Sean t; —t,  t/ = ISEMPTY? )
Como t; —> ¢, si se aplica la hipdtesis de induccién entonces se concluye que
't :List
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Aplicando a estas conclusiones la regla (Regla 12:(T-isEmpty?)) concluimos que
t' : boolean por lo que el teorema se cumple.

Subcaso (Regla 23:(E-isEmpty?2))
Sea  t' = true t; = NULL

Basados en el sistema de tipos se tiene que true : boolean por lo que inmedia-
tamente se cumple el teorema.

Subcaso (Regla 24:(E-isEmpty?3))
Sea t' = false
Basados en el sistema de tipos se tiene que false : boolean por lo que inme-
diatamente se cumple el teorema.

Caso (Regla 8:(T-fix))
Sean t=FIXxz 1 t1 Iae:mbFti:n T=T

(Regla 39:(E-fix))
Sea t' =t1[z:=FIXz 7T ¢
Aplicando el Lema 7 (Sustitucion) es posible concluir el enunciado
t' =t [x:=FIX x 7 €] : 71, lo cual es lo que se deseaba demostrar.

Caso (Regla 9:(T-list))
Sean t=LIST¢t ... t, Tty ... Hit,:m T=Listny

(Regla 18:(E-list))
Sean t; — t; t' = LIST V1 «.. Vi1 t; U 7
Por hipétesis de induccién en las subderivaciones se tiene que t; : 71 por lo que
si se aplica la Regla 9:(T-list) entonces t' : List 7, lo cual es lo que se deseaba
demostrar.

Caso (Regla 13:(T-fst))
Sean t = FST t; 't :List ny T =T

Subcaso (Regla 25:(E-fst))
Sean t; — t} t' = FST t}
Por hipétesis de induccién en t1, se concluye que I' F ¢} : List 7. Por lo que
aplicando ahora la Regla 13:(T-fst) se demuestra que I' - FST ¢} : 7.

Subcaso (Regla 26:(E-fstList))
Sean ¢ =LISTwv; ... v, =
Considerando las premisas de este Caso (Regla 13:(T-fst)) se puede determinar
que LIST vq ... v, = t1 : List 7 Aplicando el Lema 4 (Inversidn) se concluye
que vy : 1.
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Caso (Regla 14:(T-rst))
Sean ¢ =RST ¢ I'Ft:Listny T =List 711

Subcaso (Regla 27:(E-rst))
Sean t; — t} t' =RST ¢
Por hipétesis de induccién en t1, se concluye que I' F ¢} : List 4. Por lo que
aplicando ahora la Regla 14:(T-rst) se demuestra que I' - RST ¢} : List 7.

Subcaso (Regla 28:(E-rstList))
Sean t; = LIST v vy ... U t' =LIST vy ... v,
Considerando las premisas de este Caso (Regla 14:(T-rst)) se puede determinar
que LIST vy vy ... v, : List 71. Aplicando ahora el Lema 4 (Inversidn) se
concluye que LIST vy ... v, : List 7.

Caso (Regla 15:(T-err))
Sea ¢t = ERROR
Se cumple por vacuidad ya que no existe regla de evaluaciéon que se pueda apli-
car a t = ERROR. |

Con el objetivo justificar la creacion de reglas de subtipificacién algoritmicas
sintacticamente directas, se debe demostrar que éstas reglas y las reglas declara-
tivas son equivalentes. El primer paso es demostrar que para todo tipo definido
en MinTyRacket, utilizando las reglas de subtipificaciéon se puede concluir que
todo tipo es subtipo de si mismo.

Lema 10 (Redundancia de la Regla 70:(Sub-ref)). La relacion o <: o puede
derivarse para todo tipo o sin usar la Regla 70:(Sub-ref) .

Demostracién. Se aplicard induccién sobre la estructura de o.

Caso (Min) Sea o=Min
Usando la Regla 58:(Sub-Min), sea 7=Min entonces el lema se cumple.

Caso (Max) Sea o=Max
Utilizando la Regla 59:(Sub-Max), sea 7=Max entonces el lema se cumple.

Caso (boolean) Sea o=boolean
Usando la Regla 63:(Sub-boolean) en lugar de la Regla 70:(Sub-ref) en la deriva-
cién el lema se cumple.

Caso (integer) Sea o=integer
Utilizando la Regla 64:(Sub-integer3) en lugar de la Regla 70:(Sub-ref) en la de-
rivacién obtenemos el resultado deseado.
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Caso (float) Sea o=float
Usando la Regla 65:(Sub-float2) en lugar de la Regla 70:(Sub-ref) en la derivacién
el lema se ha demostrado.

Caso (double) Sea o=double
Usando la Regla 66:(Sub-double) en lugar de la Regla 70:(Sub-ref) en la deriva-
cion el lema se cumple.

Caso (List) Sea o=List oy
Por hipétesis de induccién en las subderivaciones se cumple que o <: o1 para
todo tipo definido en el lenguaje. Usando la Regla 67:(Sub-list) en la derivacién
el lema se cumple.

Caso (Flecha) Sea o=01 — 02
Por hipétesis de induccion en las subderivaciones se cumple que o1 <: 01 y
también se cumple que o9 <: oy para todo tipo definido en el lenguaje. Usando
la Regla 68:(Sub-arr) en la derivacién el lema se cumple. |

El segundo paso para demostrar la equivalencia entre las reglas de tipifica-
cién declarativa y las reglas de tipificacién algortitmica es demostrar que para
cualesquiera dos tipos definidos en MinTyRacket, utilizando las reglas de sub-
tipificacién se puede concluir si un tipo es un subtipo de otro es una sentencia
derivable, no se necesita usar la regla de transitividad.

Lema 11 (Redundancia de la Regla 71:(Sub-trans)). o <: 7 es derivable,
entonces puede ser derivada sin usar la Regla 71:(Sub-trans).

Demostracion. Notemos que el Lema (Redundancia de la Regla 70:(Sub-
ref)) dice que si existe alguna derivacién de o <: T, entonces existe una derivacién
que no utiliza la Regla 70:(Sub-ref). Se aplicard induccién sobre el tamano de
derivaciones que no utilizan tal regla. La hipdtesis de induccion dice que todas
las subderivaciones de la regla final de tipificaciéon pueden ser remplazadas por
derivaciones que no contengan la Regla 71:(Sub-trans).

Si la regla final en la derivacién es cualquier otra cosa que la Regla 71:(Sub-
trans), por hipétesis de induccién se tiene que la derivacién cumple la propiedad
que se queria demostrar.

Suponiendo que la regla final de tipificacién es la Regla 71:(Sub-trans)), es
decir, existen subderivaciones con conclusiones ¢ <: v y v <: 7 para algin tipo
v, se demostrara por casos en el par de reglas finales de tipificaciéon que confor-
man su subderivacion.

Caso (- / Regla 58:(Sub-Min)) Sea v = Min
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 58:(Sub-Min), por hipdte-
sis de induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
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71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se puede ver que la regla
final de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 58:(Sub-Min),
por lo tanto el resultado se sigue de tal regla.

Caso (Regla 58:(Sub-Min) / -) Sea o = Min
Si la derivacién izquierda finaliza con la Regla 58:(Sub-Min), como Min <: 7
puede ser derivado usando la Regla 58:(Sub-Min) sin importar que forma tenga
T entonces se cumple el lema.

Caso (- / Regla 59:(Sub-Max)) Sea 7 = Max
Si la derivacién derecha finaliza con la Regla 59:(Sub-Max), como ¢ <: Max pue-
de ser derivado usando la Regla 59:(Sub-Max) sin importar que forma tenga o
entonces se cumple el lema.

Caso (Regla 59:(Sub-Max) / -) Sea v = Max
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 59:(Sub-Max), por hipétesis de
induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla 71:(Sub-
trans). Analizando las reglas de tipificacién puede notar que la regla final de
subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 59:(Sub-Max), por lo tan-
to el resultado se sigue de tal regla.

Caso (Regla 60:(Sub-float) / -) Sean o = float v = double
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 66:(Sub-double), por hipdte-
sis de induccién es posible suponer que dicha subderivacion no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se puede resaltar que la regla
final de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 66:(Sub-double),
aplicando la Regla 60:(Sub-float) se obtiene el resultado deseado.

Los casos restantes se demuestran similarmente y se pueden consultar en el
Apéndice A.

Segun la forma que poseen las reglas de subtipificacion de MinTyRacket se
concluye que estas combinaciones de derivaciones son las tinicas posibles. [

Es importante notar que cada regla de tipificacién declarativa posee su re-
gla andloga de tipificacién algoritmica a excepcién de la Regla 71:(Sub-trans)
y la Regla 60:(Sub-ref). Si se aplican el Lema [10| (Redundancia de la Regla
60:(Sub-ref)) y Lema 11| (Redundancia de la Regla 71:(Sub-trans)) ademés de
los casos respectivos a cada regla de tipificacién declarativa y su correspondiente
regla de tipificacién algoritmica se podra concluir su equivalencia.

Primero se demostrara si un término es tipificable por las reglas de tipifi-
cacion algoritmicas entonces ese mismo término es también tipificable por las
reglas de tipificacién declarativas, es decir, no se agrega nada que genere con-
flicto a las demostraciones ya hechas.
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Teorema 12 (Correctud). SiT' — t : 7 entonces ' -t : 7.

Demostraciéon. Se aplicara induccién sobre las derivaciones de tipos.

Caso (Regla 82:(TA-var))
Sean t =x I'x)=r7
Por (Regla 1:(T-var)) es posible concluir que t : 7 por lo que el teorema se cumple.

Caso (Regla 83:(TA-abs))
Sean t = LAMB x 7 to x:mp—=ty 7y T=T1 — T
Por hipétesis de induccién T, x : 71 F to : 72. Si ahora se aplica la (Regla 2:(T-
abs)) entonces ' F t : 7y — 79, es decir, t : 7.

Caso (Regla 84:(TA-app))
Sean t =t o I'—t1:m T1 = T11 — T12 'ty :m
= 7o <! T11 T = T12
Por la completez del algoritmo de subtipificacion se infiere que - 79 <: 77.
Por hipétesis de induccién se tiene que I' -ty : 7, I' - t5 : 5. Ya que
71 = T11 — T2 entonces I' F ¢1 : 711 — 7y2. Si se aplica la (Regla 3:(T-app))
finalmente se concluye que I' F t; t5 : 012 por lo que el teorema se cumple.

Caso (Regla 85:(TA-let))
Sean t=LETx 7 t1te I'e—=>ti:m Tyrx:me—=th:mm 7T=m
Por hipétesis de induccién se infiere que I' -1 : 71 y ', x : 7y F t5 : 79, Aplicando
ahora la Regla 4:(T-let) se concluye que LET x 71 t t3 : to.

Caso (Regla 94:(TA-if))

Sean t =1IFtytatys I'+—t;:m 7 =Dboolean I'+>1ty: 7

I'—>t3:73 to Vig =17
Basandonos en las premisas se concluye que I' — t; : boolean. Por hipétesis de
induccién I' F ¢; : boolean. Ademds se puede concluir que I' F ¢35 : 79 asi como
'+ t3 : 73. Como 7 es el join de los tipos 71 y 79, por definicién, tanto 7 <: 7
como 71 <: 7. Usando transitividad se determina tanto que I' F t5 : 7 como que
I' I t3 : 7 respectivamente. Aplicando ahora la (Regla 16:(T-if)) se infiere que
I' = IF t1 ty t3 : T que es lo que se queria demostrar.

Caso (Regla 95:(TA-opAritm))

Sean t = 0P OpAritmtyty T >ty :TipoAritm T > ty: TipoAritm
TipoAritm V TipoAritm = 1
Por hipétesis de induccion I' F ¢1 : TipoAritm asi como I' & to : TipoAritm.
Como 7 es el join de los tipos TipoAritm y TipoAritm, por definicién y transi-
tividad tenemos que I' - t; : T'ipoAritm, ademds es posible probar la sentencia
denotada I" — to : TipoAritm. Ahora es posible aplicar la Regla 5:(T-opAritm)
concluyendo que OP Op t; t2 : 7 que es lo que se queria demostrar.

Caso (Regla 96:(TA-opRell))
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Sean t = 0P OpRel t; to I' — t1 : TipoRel I' — to : TipoRel
OpRel V OpRel =1
Por hipétesis de induccion I' - ¢4 : TipoRel asi como I' F ¢y : TipoRel. Como T
es el join de los tipos TipoRel y TipoRel, por definicién y transitividad tenemos
que I'  t1 : TipoRel, ademés podemos probar I' +— to : TipoRel. Ahora es
posible aplicar la Regla 6:(T-opRell) concluyendo que OP OpRel 1 to : T que es
lo que se queria demostrar.

Caso (Regla 97:(TA-opRel2))

Sean t = 0P OpRel t1 to T+ ty: TipoAritm T — tg : TipoAritm
MV To=T
Por hipoétesis de induccion I' F ¢1 : TipoAritm asi como I' F to : TipoAritm.
Como 7 es el join de los tipos 71 y 7o, por definicién y transitividad tenemos
que I' F ¢1 : TipoAritm, ademéas podemos probar I' — to : TipoAritm. Ahora
es posible aplicar la Regla 7:(T-opRel2) concluyendo que 0P OpRel t; ts : T que
es lo que se queria demostrar.

Caso (Regla 86:(TA-fix))
Sean t=FIXx Tt Fx:mm—t:n T=m"
Por hipétesis de induccién I', x : 71 F ¢ : 7.
Aplicando ahora la Regla 8:(T-fix) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 87:(TA-list))
Sean t =LISTt; ...t, I'e—=>ti:7...T—=t,:7T
Por hipétesis de inducciéon ' ¢y : 7 ... ' - ¢, : List 7. Aplicando ahora la
Regla 9:(T-list) se concluye que LIST ¢; ... ¢, : List 7 que es lo que se queria
demostrar.

Caso (Regla 88:(TA-null))
Sean t = NULL 71 7 =List 7
Aplicando la Regla 10:(T-null) se cumple el teorema.

Caso (Regla 89:(TA-const))
Sean t = CONST ¢ to I'—>t1:n
I'—ty:List 74 7 =Listn
Por hipétesis de induccion se tiene que I' ¢y : 7 y I' - ¢5 : List 7. Por lo
que si se aplica la Regla 11:(T-const) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 90:(TA-isEmpty?))
Sean t = ISEMPTY? t; I'—t;:List 7 T = boolean
Por hipétesis de induccién I' F ¢ : List 7.
Aplicando Regla 12:(T-isEmpty?) se concluye el resultado deseado.

Caso (Regla 91:(TA-fst))
Sean t = FST t; I'—t;:List 71 T=7
Por hipétesis de induccién ' - ¢; : List  71. Aplicando ahora la Regla 13:(T-fst)
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se infiere el resultado deseado.

Caso (Regla 92:(TA-rst))
Sean t = RST t; I'+—t;:List 71 T=1List 7T
Por hipétesis de induccién I" = ¢; : List 7. Por lo que si se aplica la Regla
14:(T-rst) se demuestra que el teorema es valido.

Caso (Regla 93:(TA-err))
Sean t = ERROR 7 = Min
Aplicando la Regla 15:(T-err) se cumple el teorema.

Caso (Regla 98:(TA-appMin))

Sean t=tijty I'—>t;:7m 71 =Min TI'—ty:7 7 =NMin
Utilizando las premisas se tiene que I' — ¢; : Min. Por hipétesis de induccién se
infiere que I' - ¢; : Min y que I' F 5 : 7o Aplicando ahora la Regla 17:(T-appMin)
se concluye que t; to : Min, lo cual es lo que se queria demostrar. [

El segundo y tltimo paso para demostrar la equivalencia entre la relaciones
de tipificacién y subtipificacién declarativas y algoritmicas consiste en demos-
trar que si un término es tipificable por las reglas de tipificacion declarativas
entonces ese mismo término es también tipificable por las reglas de tipificacién
algoritmicas, es decir, la relacién de subtipificacién algoritmica contiene todo lo
derivable por las relaciéon de subtipificaciéon declarativa.

Teorema 13 (Completez). SiT F t : 7 entonces T' — t : o para algin
o <:T.

Demostracién. Se aplicara induccién estructural sobre las derivaciones de ti-
pos.

Caso (Regla 1:(T-var)
Sean t = x Ix)=r1
Por (Regla 82:(TA-var)) el teorema se cumple.

Caso (Regla 2:(T-abs))
Sean t = LAMB x 71 t I'x:mmbty:m T=T] — Ty
Por hipétesis de induccién T', x : 71 — t3 : 09 para algin o9 <: T5. Por la (Re-
gla 83:(TA-abs)) se determina que I' +— t : 71 — 09. Si ahora se aplica (Regla
68:(Sub-arr)) entonces 71 — 02 <: 71 — T2 que es lo que se queria demostrar.

Caso (Regla 3:(T-app))
Sean t =ty g 'ty 11— 12 to 1 T T = T12
Por hipétesis de induccion I' — ¢1 : 07 para algin o7 <: 731 — 712 asi como
I' — to : 09 para algin o9 <: 717. Por el Lema 4 (Inversion) o1 debe poseer
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la forma 017 — o012 para algun o117 y 012 con 111 <: 011 ¥y 012 <: T12. Usan-
do transitividad se tiene que o9 <: 011 Si se toma en cuenta el Teorema 77
(Correctud y Completez de Subtipos) entonces — oo <: o11. Finalmente
aplicando la (Regla 84:(TA-app)) tenemos que I' — 1 t3 : 012.

Caso (Regla 4:(T-let))

Sean t=LETxmt1ts T'Fty:mm DT,x:mbto:m 7=mn
Por hipétesis de induccién I' +— ¢; : oy talque mp <ty y Iy ximp F tg @ o9
ademds de que o9 <: 7. Por subsunciéon I' — ¢ : 7y y I', x : 7y F 9 @ 79. Si
ahora se aplica la Regla 85:(TA-let) entonces LET = 7y t1 t3 : to.

Caso (Regla 69:(Subsuncién))
Sean t:o o<:T
Por hipétesis de induccién — t : oy para algin o; <: o. Utilizando transitividad
se concluye que o1 <: T.

Caso (Regla 16:(T-if))

Sean t = IF t; to t3 I' -t : boolean I'Fty: 703 T'Fts: 703

T = Ty3
Basandonos en las premisas se infiere que I' - ¢; : o1 para algin o7 <: boolean.
Analizando las reglas de subtipificacion se infiere que boolean es el tinico sub-
tipo posible, entonces tenemos que I' - ¢; : boolean. Por hipétesis de induccién
se tiene que I' — t1 : boolean. También por hipdtesis de induccién se concluye
que I' — t5 : 09 para algin tipo o2 <: 793 asi como que I' I ¢3 : 09 para algtin
09 <: Toz. El Unico caso que importa sucede cuando el tipo join de o1 y o9 es
To3. Aplicando (Regla 94:(TA-if)) se demuestra el teorema.

Caso (Regla 5:(T-opAritm))
Sean t = 0P OpAritm ty ty 'k ty : TipoAritm I'tty : TipoAritm
7 = TipoAritm
Por hipétesis de induccion se cumple que I' — ¢1 : 07 y ' — 5 : 09 tales que
o1 <: TipoAritm ... o9 <: TipoAritm. El caso que se necesita ocurre cuando oy
V o9 = TipoAritm. Por lo que aplicando la Regla 95:(TA-opAritm) se concluye
el resultado deseado.

Caso (Regla 6:(T-opRell))
Sean t = 0P OpRel t; to T'Fty : TipoRel T'F ty : TipoRel

7 = TipoRel
Por hipétesis de induccién se cumple que I' +— ¢ : 01 y ' — t5 : 0o tales que
01 <: TipoRel ... oo <: TipoRel. El caso que se necesita ocurre cuando se

cumple oo V o3 = TipoRel. Por lo que aplicando la Regla 96:(TA-opRell) se
concluye el resultado deseado.

Caso (Regla 7:(T-opRel2))
Sean t = 0P OpRel ty to 'ty : TipoAritm 'ty : TipoAritm
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7 = TipoRel
Por hipétesis de induccion se cumple que I' — ¢1 : 07 y I’ — 5 : 09 tales que
o1 <: TipoAritm ... oo <: TipoAritm. El caso que se necesita ocurre cuando

o2 V o3 = TipoAritm. Por lo que aplicando la Regla 97:(TA-opRel2) se concluye
el resultado deseado.

Caso (Regla 8:(T-fix))
Sean t=FIXx 1t x:mbHt:n T=7
Por hipétesis de induccién T’y z : 71 +— t : 01 tal que o1 <: 71. Utilizando tran-
sitividad Ty ¢ : 7y — ¢ : 7. Aplicando ahora la Regla 86:(TA-fix) se obtiene el
resultado deseado.

Caso (Regla 9:(T-list))
Sean t =LIST ¢ ... 1, 'Ft1:79...T 1, 170 T =List g
Por hipétesis de induccién se cumple que I' — t1 : 01 ... ' — ¢, : 0, tales que
o1 <: Ty ... 0p <: Tg. Aplicando la Regla 87:(TA-list) se concluye el resultado
deseado.

Caso (Regla 10:(T-null))
Sean t = NULL 7y T=List 7
Por Regla 88:(TA-null) se cumple el teorema.

Caso (Regla 11:(T-const))
Sean t = CONST ¢4 to 'ty :m I'Fty:List 7 T =List 7y
Por hipétesis de inducciéon se tiene que I' — t1 : o1 tal que o1 <: 71 asi como
que I' — t9 : List o7 tal que List o7 <: List 7. Utilizando subsuncién y
Regla 67:(Sub-List) respectivamente, se puede concluir que I' — #; : 71, ademas
de que I' - t5 : List 71 por lo que si se aplica la Regla 89:(TA-const) se obtiene
el resultado deseado.

Caso (Regla 12:(T-isEmpty?))
Sean t = ISEMPTY? ¢; 'ty :List 7y 7T = boolean
Por hipétesis de induccién I' +— t1 : List oy tal que List oy <: List 7y
Utilizando subsuncién y aplicando la Regla 90:(TA-isEmpty?) se obtiene el re-
sultado deseado.

Caso (Regla 13:(T-fst))
Sean t =FST t; 'kt :List 7y T=71
Por hipétesis de induccién I' +— t1 : List oy tal que List oy <: List 7y
Aplicando subsuncién y la Regla 91:(TA-fst) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 14:(T-rst))
Sean t = RST t; I'kt¢;:List 7 T=List 7
Por hipétesis de induccion I' F ¢1 : List o7 tal que List o7 <: List 7y
Aplicando subsuncién y la Regla 92:(TA-rst) se demuestra que el teorema es
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valido.

Caso (Regla 15:(T-err))
Sean t = ERROR 7 = Min
Aplicando la Regla 93:(TA-err) se cumple el teorema.

Caso (Regla 17:(T-appMin))
Sean t =ty ts 'ty : Min 'ty :m T = Min.
Por hipétesis de induccion se infiere que I' — ¢ : ¢ para algin o <: Min y que
I' — t5 : 75. Analizando las reglas de tipificacion es posible inferir que el tinico
subtipo de Min es él mismo, es decir, I' — ¢; : Min. Aplicando ahora la Regla
98:(TA-appMin) se concluye que t; t2 : Min. [

Ya que se ha demostrado la equivalencia entre las relaciones de tipificacién y
subtipificacion, ahora MinTyRacket posee reglas de tipificacion y subtipificacion
sintacticamente directas, es decir, reglas que pueden constituir un algoritmo
que siempre puede saber que hacer en cada derivacién de tipos posible, evitan-
do traslapar términos en las conclusiones.



Capitulo 4

Implementacion

En este capitulo se presenta una descripcién de la implementacién del len-
guaje MinTyRacket, utilizando el lenguaje Racket, un lenguaje de programacién
funcional y con evaluacién glotona que soporta funciones de primera clase.

Racket es un lenguaje descendiente de Scheme que posee las siguientes ca-
racteristicas [16]:

= Continuaciones. Representaciones del resto de un calculo como un proce-
dimiento de un argumento, de manera tal que cuando el célculo se reinicie
lo hara con ese valor.

= Funciones de primera clase. Es posible pasar funciones como argumentos
en la implementacién de funciones.

= Médulos. Unidades de organizaciéon de un programa dentro de archivos
definidos en directorios relacionados entre si por referencias.

= Recoleccién de basura. Esta propiedad se ejecuta de manera automaética,
adicionalmente posee funciones como (collect-garbage) que solicitan y
liberan localidades de memoria, asi como la funcién (current-memory-use)
que nos regresa una estimacion de la memoria usada.

= Hilos de ejecucién. Diversos flujos de operacion pueden ejecutarse simultanea-
mente.

= Macros. Formas sintacticas que amplian la sintaxis original del lenguaje.

= Emparejamiento de patrones. Reconocimiento de expresiones regulares pa-
ra calcular patrones.

Para implementar el lenguaje MinTyRacket se ha utilizado el ambiente grafi-
co de desarrollo DrRacket versién 5.3.6 donde se han desarrollado los médu-
los DefinicionesMTR, Parser MTR, VerificadorTiposMTR, EvaluadorMTIR e
interpMIR correspondientes a las secciones que se describirdn a continuacion.

69
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En general, en los ejemplos se denota la linea de comandos con el simbolo >,
mientras el resultado de cada procedimiento se denota con el caracter —>.

4.1. Analisis sintactico de MinTyRacket

Para llevar a cabo el andlisis sintdctico disenado en el Capitulo[3]se ha defini-
do el procedimiento parse (analizador sintdctico) que implementa la transicién
de sintaxis concreta a sintaxis abstracta. Dicho procedimiento recibe como
parametro una sexp que es una cadena de caracteres, los cuales son tratados
como un solo elemento en el lenguaje Racket, conocido como datum, y que es
definido por la forma ’datum o por su equivalente (quote datum) [I6]. A conti-
nuacion se mostraran algunos ejemplos de la ejecucion del procedimiento parse.

1 > (parse ’(fst (list 1.5 2.5 3.5 4.5)(float)))
2 -> (FST

3 (LIST

4 (list

5 (flot 1.5)

6 (flot 2.5)

7 (flot 3.5)

8 (flot 4.5))))

Cédigo 4.1: Ejemplo de ejecucion del analizador sintactico con operador de listas.

En el Cédigo linea 1 se llama al procedimiento parse con una expresién
constante como parametro que recibe tres expresiones sintacticas concretas:

e fst. Operacién que obtiene el primer elemento de una lista.

e (list 1.5 2.5 3.5 4.5). Representacién de las listas en nuestro lengua-
je.

e (float). Tipo que el programador asigna a la expresion sintactica.

Entre las lineas 2 y 8 se muestra el resultado de la llamada al procedimiento
parse, obteniendo una expresion FST que contiene una expresiéon LIST y que
a su vez contiene una lista con los elementos denotados en la expresién cons-
tante. Tal resultado de la llamada al procedimiento parse es la representacién
abstracta de la expresion fst.

1 > (parse ’(if true (+ 5.6 5) (¥ 5 5) (float) ))
2 -> (IF

3 (bool #t)

4 (0P ’+ (flot 5.6) (num 5))

5 (0P ’* (num 5) (num 5)))

Cédigo 4.2: Ejemplo de ejecucién del analizador sintactico con la condicional.
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En la linea 1 del Cédigo se ejecuta el procedimiento parse con una
expresion constante conformada por cinco expresiones sintacticas concretas:

e if. Expresion que denota la operacién condicional en nuestro lenguaje.

true. Condicién booleana de la operacién condicional.

(+ 5.6 5). Rama a evaluar en caso de que la condicional se evalia a
verdadero.

(* 5 5). Rama a evaluar en caso de que la condicién se evaltie a falso.

(float). Tipo escrito por el programador para indicar el tipo de la ex-
presion sintéctica.

Entre las lineas 2 y 5 podemos ver el resultado de la llamada al procedimien-
to parse descrito, obteniendo una expresién que conforma la representacion
abstracta de la expresién if que contiene tres elementos, el primer elemento
es la condicional (bool #t). En la linea 4 se puede ver el segundo elemento

(OP ’+ (flot 5.6) (num 5)) que es la representacién abstracta de la rama a
evaluar si la condicién se evalia a verdadero. Se puede ver que en este ejemplo la
expresion abstracta se conforma por una operacion binaria denotada por el ele-
mento OP. En la linea 5 se ve el ultimo elemento (0P ’* (num 5) (num 5))),
el cual es la representacién abstracta de la rama a evaluar si la condicién se
evalia a falso.

1 > (parse ’(fix (fac (lambda (n integer)

2 (if (== n 0) 1 ( * n (fac (+ n -1))))) (integer ->
float))

3 (fac 6) (float)))

4 -> (FIX

5 ’fac

6 (LAMBDA

7 ’(n)

8 ’(integer)

9 (IF

10 (0P ’== (VAR ’n) (num 0))

11 (num 1)

12 (oP

13 7 *

14 (VAR ’n)

15 (APP (VAR ’fac) (list (OP ’+ (VAR ’n) (num -1)))))

))
16 (APP (VAR ’fac) (list (num 6))))

Cédigo 4.3: Ejemplo de ejecucion del analizador sintactico con funciones
recursivas.

En el Cédigo en la linea 1 se llama al procedimiento parse utilizando
como parametro una expresién sintactica que recibe cuatro expresiones:
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e fix. Expresién que denota la definicién de funciones recursivas.

e (fac (lambda (n integer) (if (==n 0) 1 (* n (fac(+ n -1)))))
(integer -> float)). Cuerpo de la funcién recursiva.

e (integer -> float). Tipo indicado por el programador de la funcién
recursiva descrita como se puede observar en la linea 2.

e (fac 6). Aplicacion de la funcién recursiva como se puede ver en la linea
3.

e (float) Tipo escrito por el programador para senalar el tipo de la llamada
de la funcién recursiva.

Entre las lineas 4 y 16 se puede ver la representacién abstracta de la expresion
fix de este ejemplo, la cual es construida al obtener la representacion abstracta
de cada una de las expresiones que recibe la expresion sintactica con que se
realizé la llamada al procedimiento parse, como son LAMBDA, VAR, IF, OP y APP.

4.2. Verificador de tipos de MinTyRacket

Con base en el Capitulo 3 y con el objetivo de determinar si un programa
estd legalmente construido en tiempo de compilacién, se han implementado de-
finiciones de tipos y procedimientos que calculan las interacciones entre tales
definiciones y la representacién abstracta de las expresiones pertenecientes al
lenguaje MinTyRacket. En este capitulo primero se verd tanto la definicién de
los tipos elementales, como los no elementales, permitidos en dicho lenguaje,
mientras en las subsecciones posteriores se describirdn las implementaciones de
los algoritmos de subtipificacién y tipificacién disenados en el capitulo anterior.

#lang plai

(define-type tipo_elem
[int]
[float]
[double]
[boolean]
[Min]
[Max]

© 0 N O ;oA W N R

10 )

Cédigo 4.4: Definicién de los tipos elementales.

En el Cédigo [4-4] linea 2 se declaran los tipos elementales de MinTyRacket
como tipo_elem, desde la linea 4 hasta la linea 9 se definen sus seis posibles
representaciones abstractas, como son entero, flotante, doble, booleano, minimo
y maximo.
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#lang plai

(define-type tipo
[lista (elementos tipo_elem?)]
[flecha (antec tipo_elem?) (consec tipo_elem?)]

)

o A W N =

Cédigo 4.5: Definicion de tipos a partir de los tipos elementales.

En el Cédigo en la linea 3 se declaran los tipos de MinTyRacket como
lista y flecha que mas adelante se asociardan a las listas y a las funciones
lambda respectivamente, mientras que en las lineas 4 y 5 se puede observar su
definicién utilizando los tipos elementales vistos en el Cédigo

4.2.1. Algoritmo de subtipificaciéon

A continuacion se describira la implementacién del algoritmo de subtipifi-
cacion disenado en el capitulo anterior. Por ello se ha creado el procedimiento
esSubtipo que determina si un tipo es subtipo de otro tipo. También se ha crea-
do el procedimiento JOIN que calcula, en caso de exista, el minimo supertipo
comtn de dos tipos [I5].

1 #lang plai
2
3 (define (esSubtipo sigma tau)
4 (cond
5 [(Min? sigma) true]
6 [(Max? tau) true]
7 [(and (booln? sigma) (booln? tau) ) truel
s [(and (int? sigma) (int? tau) ) truel
9 [(and (float? sigma) (float? tau) ) truel]
10 [(and (float? sigma) (double? tau) ) truel
11 [(and (int? sigma) (double? tau) ) true]
12 [(and (double? sigma) (double? tau) ) true]
13 [(and (int? sigma) (float? tau) ) truel
14 [(and (flecha? sigma) (flecha? tau) )
15 (and (esSubtipo(flecha-antec tau) (flecha-antec sigma
))
16 (esSubtipo(flecha-consec sigma)(flecha-consec tau)
)1
17 [(and (lista? sigma) (lista? tau) ) (esSubtipo(lista-
elementos sigma) (lista-elementos tau))]
18 [else falsel))

Cédigo 4.6: Implementacion del algoritmo de subtipificacién a partir de la
definicién de tipos [4.5

En el Cédigo en la linea 3 se declara el procedimiento esSubtipo que
recibe dos pardametros, sigma y tau, la cual implementara el algoritmo de sub-
tipificacién definido en el subcapitulo A partir de la linea 4 hasta la linea
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18 dependiendo de los valores de sigma y tau se evalia a verdadero (true) si se
cumple alguna regla de subtipificacién denotada en el subcapitulo en caso
de que no se cumpla alguna regla de subtipificacién entonces el procedimiento
esSubtipo se evalia a falso (false).

A continuacién se expondran ejemplos de ejecucién del procedimiento lla-
mado esSubtipo.

1 > (esSubtipo (int) (float))
2 -> #t

Cédigo 4.7: Ejemplo de ejecucién del algoritmo de subtipificaciéon en tipos
elementales.

En el Cédigo [£.7] en la linea 1 se llama al procedimiento esSubtipo con
dos parametros como son los tipos int y float, tipos pertenecientes a la ca-
tegorizacién de tipos [£5] Mientras en la linea 2 se muestra el valor booleano
#t indicando que de acuerdo al algoritmo de subtipificacion el tipo int es un
subtipo del tipo float.

1 > (esSubtipo (lista (double)) (lista (float)) )
2 => #f

Cédigo 4.8: Ejemplo de ejecucién del algoritmo de subtipificacién con tipos
asociados a listas.

En la linea 1 del Coédigo se ejecuta el procedimiento esSubtipo con los
tipos lista (double) y lista (float) como parametros, tales tipos pertene-
cen a la definicién de los tipos asociados a las listas en MinTyRacket. Mientras
en la linea 2 se exhibe el resultado de la llamada, el valor booleano #£f, senalando
que de acuerdo al algoritmo de subtipificacién el tipo lista (double) no es un
subtipo del tipo lista (float).

1 > (esSubtipo (flecha (int) (float)) (flecha (int) (double)
))
2 -> #t

Cédigo 4.9: Ejemplos de ejecucién del algoritmo de subtipificaciéon en tipos
asociados a funciones 5]

En el Cédigo[f.9] en la linea 1 se llama al procedimiento esSubtipo con los ti-
pos flecha (int) (float) y flecha (int) (double) como parametros, tipos
correspondientes a las funciones de nuestro lenguaje. En la linea 2 se muestra el
valor booleano #t indicando que el tipo flecha (int) (float) es un subtipo
del tipo flecha (int) (double).
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Para obtener el minimo supertipo comin de dos tipos definidos en el intérpre-
te MinTyRacket, también conocido como el join de dos tipos, se ha construido
el procedimiento JOIN:

1 #lang plai

3 (define (JOIN v_1 v_2)

4 (let ([listaSupertiposTotal (obtenerSupertiposComunes v_1
v_2 TOTALTIPOS supertiposComunes)])
5 (elemMin listaSupertiposTotal

6 (car listaSupertiposTotal))))

Cédigo 4.10: Definicién del procedimiento que calculara el supertipo minimo
comun de dos tipos.

En el Cédigo en la linea 3, se define el procedimiento JOIN, el cual entre
las lineas 4 y 5 utiliza funciones auxiliares como join la cual regresa la lista
de supertipos comunes entre dos tipos, recibe cuatro parametros, el primero y
segundo son v_1 y v_2 respectivamente, el tercer parametro es TOTALTIPOS el
cual contiene las combinaciones posibles de acuerdo a los tipos definidos en nues-
tro lenguaje, por ultimo el cuarto parametro es supertiposComunes que es la
lista donde se almacenaran los supertipos comunes. El procedimiento elemMin
evaluard el tipo minimo comun de ese conjunto de supertipos.

A continuacion se describiréan los procedimientos necesarios para calcular el
minimo supertipo comun de dos tipos, utilizados por el procedimiento JOIN.

1 (define (obtenerCombinacionesFunc listaTiposl listaTipos?2
combinacionTipos)
2 (if (null? listaTipos1l)

3 combinacionTipos

4 (obtenerCombinacionesFunc (cdr listaTipos1)
listaTipos2 (cons (flecha (car listaTipos1l)

5 (car listaTipos2)) combinacionTipos))))

Cédigo 4.11: Definiciéon del procedimiento que obtiene las combinaciones de tipos
de funciones.

En el Cédigo[4.11] en la linea 1 se define obtenerCombinacionesFunc, el cual es
un procedimiento que recibe tres parametros, el primero es 1listaTipos1i, lista
que como se puede ver entre las lineas 2 y 5 se recorre para formar las com-
binaciones de los tipos asociados a funciones utilizando la lista 1istaTipos2,
el segundo parametro. Las combinaciones resultantes se almacenan en la lista
combinacionTipos.

1 (define (obtenerCombinacionesLista listaTiposl
combinacionTiposLista)
2 (if (null? listaTipos1)
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3 combinacionTiposLista
4 (obtenerCombinacionesLista
5 (cdr listaTiposl) (cons(lista (car listaTiposl))

combinacionTiposLista))))

Cébdigo 4.12: Definicién del procedimiento que obtiene las combinaciones de tipos
de listas.

En el Cédigo[d.12] linea 1 se crea el procedimiento obtenerCombinacionesLista,
el cual recibe tres parametros, el primero es listaTipos1, lista que como se ob-
serva entre las lineas 2 y 5, se recorre para formar las combinaciones de los tipos
asociados a listas utilizando la lista listaTipos2, el segundo parametro. Las
combinaciones resultantes se almacenan en la lista combinacionTiposLista.

1 (define TOTALTIPOS (append (append
2 (append (list (int) (Min) (Max) (booln) (double) (float))

3 (obtenerCombinacionesLista listaTypes2
combinacionTiposLista))
4 (obtenerTotalComb listaTypes2 combinacionTipos))))

Cédigo 4.13: Definicién del procedimiento que concatena las combinaciones de
tipos.

En el Cédigo en la linea 1 se crea el procedimiento TOTALTIPOS, el cual no
recibe parametros ya que su funcién es concatenar los tipos elementales defini-
dos en MinTyRacket, asi como los tipos asociados a listas y funciones calculados
en los dos procedimientos anteriores.

1 (define (obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2 listaTipos
supertiposComunes)
2 (if (null? listaTipos) supertiposComunes

3 (cond

4 [(and (esSubtipo tipo_1 (car listaTipos))

5 (esSubtipo tipo_2 (car listaTipos)))

6 (obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2

7 (cdr listaTipos)

8 (cons (car listaTipos) supertiposComunes))]
9 [else (obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2

10 (cdr listaTipos) supertiposComunes)])))

Cédigo 4.14: Definicién del procedimiento que obtiene los supertipos de dos
tipos.

En el Cédigo[d.14] en la linea 1 se defineobtenerSupertiposComunes, el cual es
un procedimiento recibe cuatro parametros, el primero y segundo son tipo_1
y tipo_2 respectivamente, tipos a partir de los cuales se desean conocer los
supertipos comunes. El tercer pardmetro es listaTipos, la cudl debe contener
todas las combinaciones posibles de tipos en MinTyRacket. El dltimo pardmetro
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es supertiposComunes, la cudl es una lista donde se almacenaran los superti-
pos comunes calculados mediante el operador l6gico and, de forma que entre las
lineas 4 y 5 se determina si cada combinacién posible de tipos es un supertipo
comun de los dos tipos tipo_1 y tipo_2 ingresados como pardmetros.

(define elemMin
(lambda (1ls min)
(if (null? 1ls) min
(elemMin (cdr 1ls) (minimo (car 1ls) min)))))

(define minimo
(lambda(ls1 1s2)
(if (esSubtipo 1sl 1s2)
10 1s1
11 1s2 )))

Cédigo 4.15: Definicién del procedimiento que calcula el minimo supertipo
comun.

En el Cédigo [4.15] se definen dos procedimientos estrechamente relacionados,
entre las lineas 1 y 4 se crea el procedimiento elemMin, el cual recibe dos parame-
tros, el primero es ls, lista que debe contener los supertipos comunes de dos
tipos, como se puede observar entre las lineas 3 y 4, se recorre la lista 1s para
obtener con la ayuda del procedimiento minimo, definido entre las lineas 7 y 11
el minimo supertipo comtn de una lista de supertipos comunes entre dos tipos.

A continuacién se mostraran ejemplos del procedimiento JOIN:

1 > (JOIN (double) (Max))
2 -> (Max)

Cédigo 4.16: Ejemplos del procedimiento que evaluard el supertipo minimo
comun de tipos elementales.

En el Cédigo en la linea 1 se llama al procedimiento JOIN con los tipos
double y Max como parametros, mientras en la linea 2 se muestra el tipo Max
inferido en la llamada, el cual representa el minimo supertipo comun evaluado
por el procedimiento mencionado.

1 > (JOIN (flecha (int) (double)) (flecha (double) (Max)))
2 => (flecha (int) (Max))

Cédigo 4.17: Ejemplos del procedimiento que evaluard el supertipo minimo
comun de tipos asociados a funciones.

En el Cédigo en la linea 1 se ejecuta el procedimiento JOIN con los
tipos flecha (int) (double) y flecha (double) (Max) como pardmetros. En
la linea 2 se muestra el tipo (flecha (int) (Max) evaluado por la llamada
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descrita, el cual es el minimo supertipo comun.

1 > (JOIN (lista (double)) (float))
2 =-> (Max)

Cédigo 4.18: Ejemplos del procedimiento que evaluard el supertipo minimo
comun de tipos asociados a listas.

En el Cédigo [4.18] en la linea 1 se llama al procedimiento JOIN con los tipos
lista (double) y float como parametros. En la linea 2 se muestra el tipo Max,
el cual es el minimo supertipo comiin evaluado por el procedimiento mencionado.

4.2.2. Algoritmo de verificacion de tipos

En este subcapitulo se describira la implementacién del algoritmo de verifi-
cacién de tipos disenado en el capitulo anterior. Se ha creado el procedimiento
verificador, el cual es el verificador de tipos y devuelve el tipo correspon-
diente a la expresién abstracta de la sentencia escrita por el programador. A
continuacién se describird la implementacién del procedimiento VERIFICADOR,
el cual se evalia a verdadero (true) si el tipo inferido por el verificador de ti-
pos (verificador) es subtipo del tipo indicado por el programador, y en caso
contrario el procedimiento VERIFICADOR se evalia a falso (false).

1 #lang plai
2
3 (define (VERIFICADOR exp envTipo)
4
5 (cond
6 [(and (FIX? (abs exp)) (esSubtipo (verificador (abs
exp) envTipo) (car (parseTipos exp))))
(if
8 (esSubtipo (flecha-consec (verificador (abs exp)
envTipo)) (second (parseTipos exp)))
9 true
10 false)]
11 [else
12 (if
13 (esSubtipo (verificador (abs exp) envTipo) (parseTipos
exp))
14 true
15 false

16 )1))

Cédigo 4.19: Definicién del procedimiento que determina si el tipo inferido es
subtipo del tipo indicado sintdcticamente por el usuario.

En el Cédigo en la linea 3, se define el procedimiento VERIFICADOR, el
cual recibe como pardametros una expresion exp y un ambiente de tipos envTipo
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que permitird almacenar tipos durante la verificaciéon de los mismos, como se
puede observar en el siguiente c6digo[d.24] El procedimiento verificador evalia
los tipos correspondientes a la expresion abstracta exp.

A continuacién se muestra la defincién de los ambientes de tipos.

#lang plai

1

2

3 (define-type EnvTipos

4 [mtEnvTipos]

5 [anEnvTipos (name symbol?) (value tipo_elem?)
6 (env EnvTipos?)]

Cédigo 4.20: Definicién de los ambientes de tipos.

En el Cédigo [£:20] se definen los ambientes de tipos de MinTyRacket, en
la linea 4 se define el ambiente vacio mtEnvTipos. En la linea 5 y 6 se define
recursivamente un ambiente de tipos que se forma por un identificador name, un
valor value y un ambiente.

El procedimiento verificador mencionado en el Cédigo [4.19 implementa
las reglas de tipificacién definidas en el Subcapitulo donde a partir de la
representacion abstracta de las expresiones de MinTyRacket se determinan sus
respectivos tipos. A continuacién se exhibirdn algunos ejemplos de su ejecucion.

> (verificador

1

2 (IF

3 (bool #t)

4 (0P ’+ (flot 5.6) (num 5))

5 (0P ’* (num 5) (num 5))) (mtEnvTipos))
6 -> (float)

Cédigo 4.21: Ejemplo del verificador de tipos en la expresiéon condicional.

Entre las lineas 1 y 5 del Cédigo se ejecuta el procedimiento verificador
que recibe dos parametros:

e Representacion abstracta de la expresién if, la cual contiene tres elemen-
tos:

¢ (bool #t). Condicién booleana que determina cual de las ramas de
la condicional se evaluara.

¢ (0P ’+ (flot 5.6) (num 5)). Rama a evaluar en caso de que la
condicion se evalie verdadero.

o (0P ’* (num 5) (num 5)). Rama a evaluar en caso de que la con-
dicién se evalie a falso.

e mtEnvTipos. Ambiente de tipos.



80 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION

El procedimiento verificador en caso de que se infiera el tipo bool en la
condicion calculard el minimo supertipo comun de las ramas de la expresion
condicional descrita en las lineas 4 y 5. En la linea 6 se muestra el tipo float
como resultado de la llamada al procedimiento JOIN, el cual es el minimo su-
pertipo comun calculado.

> (verificador (APP
(LAMBDA
(%)
> (double)
(0P ’+ (VAR ’x) (num 2)))
(1ist (num 1))) (mtEnvTipos))
-> (double)

N o oA W N e

Cédigo 4.22: Ejemplo del verificador de tipos en la aplicacién de funciones.

En el Cédigo entre las lineas 1 y 6, se ejecuta el procedimiento llamado
verificador que recibe:

e Representacion abstracta de la expresion app, la cual se conforma con dos
elementos:

o Representacién abstracta de la expresién lambda, la cual posee tres
componentes:

> ’(x). Identificador de una variable (linea 3).

> ’(double). Tipo de la variable definida en el inciso anterior
(linea 4).

> (OP ’+ (VAR ’x) (num 2)). Cuerpo del procedimiento defini-
do (linea 5).

¢ (list (num 1)). Parametro con el que se llama al procedimiento
descrito en la expresién LAMBDA (linea 6).

e mtEnvTipos. Ambiente de tipos inicialmente vacio.

El procedimiento verificador extenderd el ambiente de tipos con el tipo de-
clarado en la linea 4 y bajo este ambiente de tipos extendido verificara el tipo
asociado al cuerpo. En la linea 6 se muestra el tipo double, el cual es el tipo del
cuerpo inferido por el verificador de tipos, siendo este el resultado de nuestra
ejecucién del procedimiento verificador.

1 > (verificador

2 (LAMBDA

3 ? (x)

4 >(integer)

5 (0P ’+ (VAR ’x) (num 2))) (mtEnvTipos))
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6 =-> (flecha (int) (int))

Cédigo 4.23: Ejemplo del verificador de tipos en la expresiéon condicional.

En el Cédigo entre las lineas 1 y 6, se ejecuta el procedimiento llamado
verificador que recibe:

e Representacién abstracta de la expresion lambda, la cual se conforma con
tres elementos:

¢ ?(x). Identificador de una variable (linea 3).

¢ ’(integer). Tipo de la variable definida en el inciso anterior (linea
4).

o (OP ’+ (VAR ’x) (num 2)).Cuerpo del procedimiento definido (linea
5).

e mtEnvTipos. Ambiente de tipos.

El procedimiento verificador extenderd el ambiente de tipos con el tipo de-
clarado en la linea 4 y bajo este ambiente de tipos extendido verificara el tipo
asociado al cuerpo, el cual es de tipo flecha correspondiente a una funcion en el
lenguaje MinTyRacket. En la linea 6 se muestra el tipo (flecha (int) (int)),
el cual es el tipo del cuerpo inferido siendo el resultado de nuestra ejecucion del
procedimiento verificador.

4.3. Algoritmo de Evaluacion de MinTyRacket

Con el objetivo de implementar la seméntica operacional diseniada en el Sub-
capitulo [3.2.2] se vera en el siguiente cédigo la definicién de los ambientes de
valores que sirven para realizar las sustitusiones de identificadores por sus valo-
res en la evaluacion de un programa.

1 #lang plai

2

3 (define-type Env

4 [mtEnv]

5 [anEnv (name symbol?) (value MinTyRacket_Valores?) (env
Env?)]

6 [aRecSub (name symbol?)

7 (value isInMinTyRacket_Valores?)

8 (env Env?)])

Cédigo 4.24: Definicién de los ambientes de valores.
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En el Cédigo se definen los ambientes de valores de MinTyRacket, en
la linea 4 se define el ambiente vacio mtEnv. En la linea 5 y 6 se define recur-
sivamente un ambiente para funciones que se forma por un identificador name,
un valor value y un ambiente. Andlogamente se define un ambiente de valores
aRecSub para funciones recursivas entre las lineas 6 y 8.

A continuaciéon se mostrara la definicién de los valores de MinTyRacket,
los cuales son los estados finales posibles de las reglas de evaluacién que se
analizardn posteriormente.

1 #lang plai

N

3 (define-type MinTyRacket_Valores

4 [numV (n number?)]

5 [floatV (n flotnum?)]

6 [doubleV (n real?)]

7 [closureV (params (listof symbol?))
8 (body MinTyRacket?)

9 (env Env?)]

10 [booleanV (n boolean?)]

11 [nullVv (1s 1list?)]

12 [1listV (1s comns?)] )

Cédigo 4.25: Definicion de los estados finales.

En el Cédigo [4:25] entre las lineas 3 y 12 se declaran los estados finales
de MinTyRacket (MinTyRacket_Valores), como son numV que representa a los
nimeros enteros, floatV, el cual representa a los flotantes y doubleV que re-
presenta a los reales. Entre las lineas 7 y 9 se muestra la variante closureV
asociada a las funciones, conocida como cerradura ya que conecta el cuerpo de
cada funcién con las sustitusiones indicadas en su definicién. Un closureV estd
formado por una lista de parametros, indicada por una lista de identificadores
params, asi como por el cuerpo body donde se sustituirdn tales identificadores
por los valores definidos en el ambiente env, el cual, es un mapeo de identifi-
cadores a valores evaluados en la ejecucién de un programa visto en el cédigo
anterior. En la linea 10 se exhibe otro estado final denotado por booleanV co-
rrespondiente a las expresiones booleanas. Mientras en la linea 11 se encuentra
nullV, estado final asociado a la lista vacia. Por ltimo, en la linea 12 se puede
ver la expresién 1istV que representa a las listas.

Una vez definidos los valores del lenguaje MinTyRacket se describira la im-
plementacién de las reglas de la semantica dinamica utilizando el procedimiento
eval, el cual recibe como parametro la expresion abstracta de los términos per-
mitidos en nuestro lenguaje y un ambiente que contendra los valores asociados
a variables, operadores y aplicaciones de funciones en la evaluacién respectiva.
A continuacién se mostraran algunos ejemplos del procedimiento eval.

1 > (eval (RST
2 (LIST
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(list

3

4 (num 1)

5 (num 2)

6 (num 3)

7 (num 4)))) (mtEnv))

8 -> (listV (integerV 2) (integerV 3) (integerV 4))

Cédigo 4.26: Ejemplos del procedimiento que implementa la semantica dindmica
correspondiente a las operaciones con listas.

En el Cédigo entre las lineas 1 y 7 se ejecuta el procedimiento eval que
recibe dos parametros:

e Representacion abstracta de la expresién rst, la cual contiene la repre-
sentacién abstracta de la expresién LIST formada por:

¢ (list (num 1) (num 2) (num 3) (num 4)). Lista de representacio-
nes abstractas (entre lineas 3 y 7).

e mtEnv. Ambiente de valores.

El procedimiento eval regresa la lista que queda al eliminar el primer elemen-
to del componente de la representaciéon abstracta LIST, resultado que podemos
notar en la linea 8 (1istV (integerV 2) (integerV 3) (integerV 4)).

> (eval (ISEMPTY?

(num 3)))) (mtEnv))
-> (booleanV #f)

1

2 (LIST

3 (1list

4 (num 45)
5 (num 785)
6

7

Cédigo 4.27: Ejemplos del intérprete que implementa la seméntica dindmica
correspondiente verificar si una lista estd vacia.

En el Cédigo entre las lineas 1 y 6 se ejecuta el procedimiento eval que
recibe como pardmetros:

e Representacion abstracta de la expresion ISEMPTY?, la cual contiene la
representacién abstracta de la expresién LIST cuyo componente es:

¢ (list (num 45) (num 785) (num 3)). Lista de representaciones abs-
tractas (entre lineas 3 y 6).

e mtEnv. Ambiente de valores.

El procedimiento eval devolverd verdadero si la lista representada por el primer
elemento del componente de la representacion abstracta LIST es vacia, en caso
contrario se evalda a falso como se puede ver en la linea 7 del Cédigo
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o)
~

> (eval (APP
(LAMBDA
7 (x)
’(double)
(op
)4
(num 5)
(0P ’+ (VAR ’x) (num 6))))
(list (num 1))) (mtEnv))
-> (doubleV 12)
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Cédigo 4.28: Ejemplos del intérprete que implementa la seméntica dindmica
correspondiente a la aplicacién de funciones.

En el Cédigo entre las lineas 1 y 9 se ejecuta el procedimiento eval que
recibe dos pardmetros:

e Representacion abstracta de la expresién app, la cual se conforma con dos
elementos:

o Representacién abstracta de la expresiéon lambda, cuyos componen-
tes son:
> ’(x). Identificador de una variable (linea 3).

> ’(double) que corresponde al tipo de la variable definida en el
inciso anterior (linea 4).

> (OP ’+ (num 5) (0P ’+ (VAR ’x) (num 6))). Cuerpo del pro-
cedimiento definido (entre las linea 5 y 8).

¢ (list (num 1)). Parametro con el que se llama al procedimiento
descrito en la expresién LAMBDA (linea 6).

e mtEnv. Ambiente de valores.

El procedimiento eval extenderd el ambiente de valores con el valor declarado
en la linea 9 y bajo este ambiente de valores extendido verificara el valor aso-
ciado al cuerpo. En la linea 10 se muestra el valor (doubleV 12), el cual es el
valor del cuerpo inferido por el procedimiento eval.

4.4. Intérprete de MinTyRacket

En esta seccién se expondran algunos ejemplos del intérprete de MinTyRacket.

1 #lang plai
2

3 (define (interpMTR expr)
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4 (if (equal? true (VERIFICADOR expr (mtEnvTipos)))

5 (getValorMTR (eval (parse expr) (mtEnv)) (parseTipos
expr))

6 (error "Error_ de, tipo: El,tipo,declaradonoy,

correspondeaglasreglasyde tipificacidénydey
MinTyRacket")
7 ))

Cédigo 4.29: Definicién del intérprete.

En Cédigo en la linea 3 se define el procedimiento interpMTR, el cual
recibe como pardmetro una expresion sintdctica expr (determinada por el pro-
gramador). Se utiliza el procedimiento VERIFICADOR para determinar si los tipos
correspondientes a la expresion abstracta obtenida por el procedimiento parse
son subtipos de los tipos establecidos por el programador, si dicho procedimiento
se evaliia a verdadero entonces se llama al procedimiento eval que implementara
la evaluacion del arbol abstracto en MinTyRacket. En caso de que el procedi-
miento VERIFICADOR se evalie a falso, entonces se muestra al usuario el error
de incompatibilidad de tipo a través del mensaje:

“El tipo declarado no corresponde a
las reglas de tipificacién de MinTyRacket”

A continuacién se mostraran algunos ejemplos del procedimiento interpMTR.

1 > (interpMTR ’(let (x integer 1) (+ 5 (+ x 6)) (double)))
2 -> (doubleV 12)

Cédigo 4.30: Ejemplo del intérprete.

En el Cédigo en la linea 1, se llama al procedimiento interpMTR con
una expresion constante que recibe cuatro expresiones sintacticas concretas:

e let. Expresiéon para dividir cada caso complejo en casos mas simples.
e (x integer 1). Denota la variable acotada, su tipo y valor respectivo.

e (+ 5 (+ x 6)). Cuerpo donde se evaluard la variable descrita en el inciso
anterior.

e (double). Tipo asociado a toda la expresién escrito por el programador.

Como el tipo correspondiente a la expresion abstracta obtenida por el procedi-
miento parse es subtipo del tipo establecido por el usuario, dicho procedimiento
se evaltia a verdadero y entonces es llamado el procedimiento eval, por lo que
en la linea 2 se muestra el valor (doubleV 12) que es el resultado obtenido
asociado a la llamada de interpMTR, el cual pertenece al conjunto de valores
definidos en MinTyRacket.
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1 > (interpMTR ’((lambda (x integer) (+ x 2)) 1 (float)))
2 => (floatV 3)

Cédigo 4.31: Ejemplos del intérprete de nuestro lenguaje en la aplicacion de
funciones

En el Codigo en la linea 1 se ejecuta el procedimiento interpMTR uti-
lizando como parametro una expresion constante que recibe tres expresiones
sintacticas concretas:

e (lambda (x integer) (+ x 2)). Denota una funcién anénima.
e 1. Valor de ligado con que se ejecutara la aplicacién de funcién.
e (float). Tipo indicado por el programador.
Ya que el procedimiento VERIFICADOR se evalia a verdadero en la linea 2 se

puede ver el valor (floatV 3), el cual es el resultado de la evaluacién asociada
a la sentencia con la que se llamé el procedimiento interpMTR.

1 > (interpMTR ’(fix (fac (lambda (n integer)

2 (if (== n 0) 1 ( * n (fac (+ n -1))))) (integer ->
float))
3 (fac 6) (float)))

4 => (floatV 720)

Cédigo 4.32: Ejemplos de nuestro intérprete en aplicaciones de funciones
recursivas.

En el Cédigo [£:37] en la linea 1, se llama al procedimiento interpMTR utili-
zando como parametro una expresién sintactica que recibe cuatro expresiones:

e fix. Expresién que denota la definicién de funciones recursivas.

e (fac (lambda (n integer) (if(==n 0) 1 (* n(fac(+ n -1)))))
(integer -> float)). Cuerpo de la funcién recursiva.

e (fac 6). Aplicacién de la funcién recursiva.

e (float). Tipo escrito por el usuario respecto al resultado de la llamada
al procedimiento interpMTR.

En la linea 2 se muestra la expresion (floatV 720), la cual es el resultado de la
evaluacién de la expresion sintactica llevada a cabo por el procedimiento eval
debido a que el verificador de tipos de MinTyRacket (VERIFICADOR) lo evalué a
verdadero.
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4.5. Analisis de propiedades

A continuacion se exhibiran las principales propiedades que presenta el intér-
prete MinTyRacket, un lenguaje perteneciente al paradigma funcional tipificado
estaticamente.

4.5.1. Deteccién temprana de errores

Con el objetivo de permitir la menor cantidad de errores en tiempo de eje-
cucién, por ejemplo, sumar expresiones de tipo booleano, resulta muy plausible
detectar tales errores antes de la ejecucién del programa. A continuacién se
muestra un ejemplo de deteccion de error en tiempo de compilacién.

1 > (interpMTR ’(fix (misterio (lambda (n boolean)
2 (if (== n true) n ( * n (misterio n)))) (boolean ->
boolean)) (misterio false) (boolean)) )
3 -> Error de tipo: se esperaba un nimero, se ha dado una
expresién de tipo boolean.

Cédigo 4.33: Ejemplo donde se evita sumar un booleano.

En el Cédigo en las linea 1 y 2 se llama al procedimiento interpMTR
utilizando como parametros:

e fix. Expresién que denota la definicion de funciones recursivas.

e (misterio (lambda (n boolean) (if (== n true) n ( * n
(misterio n)))) (boolean -> boolean)). Cuerpo de la funcién recur-
siva, el cual recibe una variable de ligadura de tipo boolean asi como
posee la subexpresion ( * n (misterio n)), donde el operador * denota
una multiplicacion, la cual debe recibir operandos de tipo numérico.

e (misterio false). Aplicacién de la funcién recursiva, la cual recibe la
expresién false cuyo tipo es booleano.

e (boolean). Tipo escrito por el usuario respecto al resultado de la llamada
al procedimiento interpMTR.

Debido a que la llamada al procedimiento recursivo misterio a través de la
expresion (misterio false) recibe la expresiéon false cuyo tipo es booleano,
entonces el procedimiento VERIFICADOR (verificador de tipos de MinTyRacket)
devuelve en la linea 3 el siguiente mensaje:

“Error de tipo: se esperaba un nudmero,
se ha dado una expresién de tipo boolean”

Es importante notar que si el procedimiento VERIFICADOR (verificador de
tipos de MinTyRacket) no arrojara errores antes de la ejecucién de un programa
entonces el procedimiento misterio entraria en un ciclo infinito, restriccién
que ademds depende del programador detectar y corregir. A continuacién se
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mostrard un ejemplo de un ciclo infinito implementado en el lenguaje Racket,
el cual pudo ser evitado por la deteccién de errores en tiempo de compilacién.

#lang plai

1

2

3 (define misterio

4 (lambda (n)

5 (if

6 (equal? n true) n

. ( * n (misterio n)))))
8

9

(display (misterio false))
10
11 ->

Cédigo 4.34: Ejemplo donde no se detectan errores en tiempo de compilacién.

En el Cédigo [10], en las linea 3 y 7 se define el procedimiento misterio,
la expresién lambda recibe como pardmetro una variable de ligadura llamada
n. En la linea 5 se muestra el cuerpo de la funcién recursiva en las mismas
condiciones vistas en el Codigo En la linea 9 se llama al procedimiento
misterio con parametro false, debido a la forma del cuerpo de la funcién
recursiva, el resultado de este programa se queda atrapado en un ciclo infinito,
situacién que en cualquier escenario es indeseable.

4.5.2. Mantenimiento del cédigo

Los programas en el lenguaje MinTyRacket proporcionan una manera muy
efectiva de documentacién, situacién que los hace mas legibles y en consecuencia
facilita el mantenimiento del cédigo, ya que las lineas de c6digo pueden crecer
indefinidamente pudiendo poseer una abstraccién que le impida al programador
su manipulacion.

Otro beneficio del verificador de tipos de MinTyRacket es que permite en-
contrar errores de tipo en tiempo de compilacién, lo cual reduce el esfuerzo del
programador para corregir los errores de tipo, acortando las posibilidades de
errores provenientes de flujos impredecibles.

A su vez MinTyRacket proporciona una documentacién del cédigo debido a
que tener tipos explicitos aporta, sin haber ejecutado el programa, informacién
1til sobre el comportamiento del programa al programador.

4.5.3. Propiedad de seguridad

En el Capitulo [3] se han demostrado dos propiedades del sistema de tipos
disenado para MinTyRacket, la primera de ellas se llama preservacién, la cual
establece que las transiciones de evaluacién conservan sus tipos, mientras la se-
gunda propiedad se llama progreso, la cual asegura que todas las expresiones
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bien tipificadas o son valores, en tal caso su evaluacién termina con éxito o en
caso de que no sean valores seguiran evaluandose, es decir, la evaluacién no pue-
de detenerse en un estado para el cudl no exista una transicién de evaluacion
posible, por lo que dichas propiedades convierten a MinTyRacket en un lenguaje
confiable.

4.5.4. Expresividad

Existen situaciones donde los programadores pueden utilizar funciones o va-
riables ligadas a cualquier valor de cualquier tipo, especialmente donde el flujo
en tiempo de ejecucion es impredecible. A continuacién se describiran algu-
nos ejemplos del nivel de flexibilidad tanto del lenguaje MinTyRacket como de
Racket.

1+ > (interpMTR ’((lambda (x integer) (if (== x 0) (error)
(/ 5 x))) 0 (float) ))
2 -> (ERROR)

Cédigo 4.35: Ejemplo de notificaciéon de excepciéon en MinTyRacket.

En el Cédigo en la linea 1 se ejecuta el procedimiento interpMTR uti-
lizando como pardmetro una expresién constante que recibe tres expresiones
sintacticas concretas:

e (lambda (x integer) (if (== x 0)(error) (/ 5 x))). Definicion de
una funcién.

e 0. Valor de acotamiento con que se ejecutard la aplicacion de la funcién
definida en la expresién anterior.

e (float). Tipo asociado a la expresion constante indicado por el progra-
mador.

De acuerdo al cuerpo de la funcién definida en la expresién ((if (== x 0)
(error) (/ 5 x))), si el valor ligado a la variable x es igual a 0, entonces re-
gresa la expresién (ERROR), la cual denota una forma excepcional de terminar
programas en MinTyRacket, en caso contrario se calcula el valor obtenido al
dividir 5 entre el valor ligado a la variable x. Es por ello que en la linea 3 se
muestra la expresién (ERROR) como respuesta a la llamada al procedimiento
interpMTR.

Tanto el algoritmo de tipificacién como el de subtipificacién juegan un papel
trascendental en el diseno e implementacién de la expresién (error), ya que
segun la regla de tipificacién tal expresion posee tipo Min, mientras el algoritmo
de subtipificaciéon de MinTyRacket dice que el tipo Min es subtipo de cualquier
otro tipo definido en dicho lenguaje, entonces utilizando el célculo del minimo
supertipo comin en expresiones condicionales if se obtiene una forma para ex-
presar una evaluacién emergente a este tipo de programas.
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A continuacién se exhibird una funcién andloga implementada en el lenguaje
Racket.

1 #lang plai

3 ((lambda (x)

4 (if

5 (equal? x 0)

6 (error "La,divisién_ entre, cero_ noesta_ definida")
7 (/5 x))) 0)

8

9 -> La divisidn entre cero no estd definida

Cédigo 4.36: Ejemplo de notificacién de excepcion en Racket.

En el Cédigo [£:36] en las linea 3 y 7 se llama a la aplicacién de una fun-
cién formada por la expresion lambda que recibe como parametro una variable
de ligadura llamada x. Entre las lineas 4 y 7 vemos el cuerpo de la expresion
lambda en condiciones idénticas a las analizadas en el Cédigo [1.35 En la linea
9 se muestra la cadena La divisién entre cero no estd definida, la cual
es el resultado de la aplicacion de funcién definida.

Comparando los dos ejemplos anteriores se puede concluir que la capaci-
dad de definir maneras emergentes de evaluar programas es muy similar entre
Racket y MinTyRacket.

A continuacién se mostrardn dos ejemplos acerca de la capacidad de nuestro
lenguaje para utilizar funciones y variables ligadas a cualquier valor de cualquier
tipo, el primer ejemplo es implementado en MinTyRacket mientras el segundo
se ha escrito en Racket .

2 > (interpMTR ’(fix (satisfacible

3 (lambda (n boolean)

4 (if

5 (== n true)

6 n

7 (satisfacible (n #t))))

8 (boolean -> boolean))

9 (satisfacible (lambda (y boolean) (lambda (z boolean
) (== 3y 2))))(boolean)))

10 -> Error de tipo: el tipo declarado no corresponde a las

reglas de tipificacién de MinTyRacket

Cédigo 4.37: Ejemplo de tipo indeterminado en MinTyRacket.

En el Cédigo[4.37] en la linea 1 se llama al procedimiento interpMTR, el cual
recibe como parametro una expresion sintactica que recibe cuatro expresiones:
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e fix. Expresién que denota la definicién de funciones recursivas.

e (satisfacible (lambda (n boolean) (if (== n true) n
(satisfacible (n #t)))) (boolean -> boolean)). Cuerpo de la fun-
cién recursiva (entre lineas 2 y 8).

e (satisfacible (lambda (y boolean) (lambda (z boolean)
(== y 2)))). Aplicacién de la funcién recursiva definida (linea 8).

e (boolean). Tipo escrito por el usuario respecto al resultado de la llamada
a la funcion recursiva satisfacible

Debido a que el parametro con el cual se llama a la funcién recursiva llamada
satisfacible no es un valor booleano sino una funcién booleana denotada por
la expresién ((lambda ((y boolean))(lambda ((z boolean)) (== y 2z))))
entonces el verificador de tipos de MinTyRacket (VERIFICADOR) notifica al pro-
gramador un error de tipo se puede ver en la linea 9:

“Error de tipo: el tipo declarado no corresponde a las reglas
de tipificacién de MinTyRacket”

A continuacién se describird una funciéon analoga implementada en el len-
guaje Racket.

1 #lang plai

2

3 (define satisfacible

4 (lambda (n)

5 (if (equal? n true)

6 n

7 (satisfacible (n #t)))))

8

9 (display (satisfacible (lambda (y)(lambda (z) (equal?

y 2z)))))

10
11 -> #t

Cédigo 4.38: Ejemplo de tipo indeterminado en Racket

En el Cdédigo 4,31, en las linea 3 y 7 se define el procedimiento recursivo
satisfacible, la expresion lambda recibe como parametro una variable de li-
gadura llamada n. En la linea 5 se puede ver el cuerpo de la funcién recursiva en
las mismas condiciones analizadas en el Cédigo En lalinea 9 se llama al pro-
cedimiento satisfacible con la funcién booleana (lambda (y)(lambda (z)
(equal? y z))) como parametro. Considerando la forma del cuerpo de la fun-
cién recursiva el intérprete del lenguaje Racket evalia la funciéon booleana uti-
lizando la constante booleana #t como parametro. Debido a que la expresion
( ((lambda (y) (lambda (z) (equal? y z)))#t )#t) seevalia a verdade-
ro entonces en la linea 11 se puede ver que el procedimiento satisfacible se
evalia a verdadero (#t).
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Al introducir subtipos en MinTyRacket, se han disenado e implementado
reglas que le permiten a los tipos de los parametros de procedimientos no nece-
sariamente ser fijos, es decir, se ha alcanzado mayor flexibilidad ya que permiten
aceptar una mayor cantidad de programas que se comportan correctamente.

4.6. Comparacion general de algunas propieda-
des

Basados en el anilisis de las propiedades de MinTyRacket realizado en el
Subcapitulo se presenta la Tabla la cual exhibe las propiedades princi-
pales asociadas a la verificacién de tipos correspondientes tanto al intérprete de
Racket como al intérprete MinTyRacket.

Figura 4.1: Comparacién de algunas propiedades de los dos intérpretes.

En la Tabla [{.1] se puede observar que el intérprete MinTyRacket brinda la
propiedad de seguridad. Asimismo se puede notar que MinTyRacket brinda una
version de un lenguaje de programacion funcional con evaluacién glotona capaz
de detectar errores en tiempo de compilacién. Incluso aporta documentacion al
c6digo fuente lo que mejora su mantenimiento. También ofrece una manera més
rapida de detectar errores de tipo que el intérprete de Racket. No obstante,
Racket posee una mayor capacidad para manejar excepciones, asi como una
mayor expresividad, es decir, es posible definir una cantidad mayor de funciones
que en MinTyRacket. Ademds, Racket se adapta mejor a los posibles datos que
se presentan en tiempo de ejecucién.

En este capitulo se ha descrito de forma general la implementacién del
intérprete MinTyRacket, en el anexo B se puede ver el cédigo completo de la
implementaciéon descrita. Posteriormente se han analizado tanto sus propieda-
des como las propiedades del intérprete de Racket en torno a la verificacion de
tipos, dicho analisis se compone por ejemplos de cédigos andlogos evaluados por
ambos intérpretes.



Capitulo 5

Conclusiones

Algunos cientificos interesados en el drea de lenguajes de programacién no-
taron la conexién que existia entre los sistemas de tipos con aquellos expuestos
en el area de la légica matematica, relacion que permitié el desarrollo de defini-
ciones formales en torno a éstos. Es asi como en el Capitulo 2 se ha presentado
una introduccion a los sistemas de tipos.

En el Capitulo 3 se ha disenado un lenguaje llamado MinTyRacket usan-
do la técnica usual de definicién de una gramaética libre de contexto en forma
de Backus-Naur para establecer la sintaxis concreta y abstracta. También
se ha definido inductivamente la seméntica estédtica través de juicios de la for-
ma I' - ¢ : 7. Se ha creado una representacion abstracta de las expresiones de
MinTyRacket que ha permitido utilizar el método de induccién estructural pa-
ra formalizar la demostracion de propiedades fundamentales como reflexividad,
transitividad y seguridad [15].

A continuacién se muestran los principales elementos por los que MinTyRacket
ha sido disenado con el objetivo de implementar su anélisis de tipos en tiempo
de compilacién sin convertirlo en un lenguaje muy rigido.

= Se integran elementos similares a los que forman a Racket como la con-
dicional if, definicién tanto de funciones recursivas fix como de funcio-
nes andénimas lambda, aplicacién de funciones , expresiones que permiten
dividir expresiones complejas en expresiones mas simples let, asi como
representaciones y operaciones asociadas a listas como rst, fst, cons,
isempty? y null.

= Se han anadido tipos booleanos como true y false, tipos numéricos como
integer, double y float asi como tipos asociados a funciones y listas.

= Con el objetivo de alcanzar mayor flexibilidad se han disenado reglas de
subtipificacién tanto semantica como algoritmicamente equivalentes, esta-
bleciendo que nuestro sistema de tipos es computable.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Se ha diseniado e implementado un algoritmo que permite calcular en caso
de que exista, el minimo supertipo comun de dos tipos.

Se ha involucrado la expresién error para formalizar terminaciones que
involucren célculos no razonables denotando al programador que un pro-
grama aborta.

Se ha agregado el tipo Min para expresar que algunas operaciones como
abortar programas no regresaran valor alguno, asi como le indican al ve-
rificador implementado en este trabajo de tipos que algunas expresiones
pueden ser usadas de forma segura en contextos que esperan cualquier
tipo de valor.

Se ha incluido el tipo Max para proporcionar un mayor nimero de funciones
en nuestro lenguaje.

Con base en el andlisis de propiedades realizado en el Capitulo 4 se puede
concluir que MinTyRacket brinda una versién de un lenguaje de programacion
funcional con evaluacion glotona que ofrece los siguientes elementos:

Capacidad para detectar errores en tiempo de compilacién.
Documentacién aportada por el cédigo fuente.

Facilidad de mantenimiento de cédigo.

Rapidez en la correccién de errores de tipo.

Manejo de excepciones para indicar evaluaciones emergentes en un pro-
grama.

Algoritmo de subtipificacién que le aporta mas expresividad.



Apéndice A

Redundancia de la Regla
71:(Sub-trans)

En este apéndice se incluyen los casos que completan la demostracién del
Lema 10 (Redundancia de la Regla 71:(Sub-trans)).

Caso (- / Regla 60:(Sub-float)) Sean v = float 7 = double

Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 62:(Sub-integer2), por hipdte-
sis de induccion se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se infiere que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 62:(Sub-integer2), apli-
cando la Regla 61:(Sub-integerl) se obtiene el resultado deseado.

Por otro lado, si la subderivacién izquierda termina con la Regla 65:(Sub-float2),
por hipétesis de induccion se puede suponer que dicha subderivacion no utiliza
la Regla 71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién vemos que la regla
final de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 65:(Sub-float2),
aplicando la Regla 60:(Sub-float) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 61:(Sub-integerl) / -) Sean o = integer v = double
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 66:(Sub-double), por hipdte-
sis de induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién vemos que la regla final de
subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 66:(Sub-double), aplican-
do la Regla 61:(Sub-integerl) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 61:(Sub-integerl)) Sean v = integer 7 = double
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 64:(Sub-integer3), por hipéte-
sis de induccion se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se infiere que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 64:(Sub-integer3), apli-
cando la Regla 61:(Sub-integerl) es posible obtener el resultado deseado.
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Caso (Regla 62:(Sub-integer2) / -) Sean o = integer v = float
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 65:(Sub-float2), por hipdte-
sis de induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién concluimos que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 65:(Sub-float2),
aplicando la Regla 62:(Sub-integer2) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 62:(Sub-integer2)) Sean v = integer T = float
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 64:(Sub-integer3), por hipdte-
sis de induccion se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se concluye que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 64:(Sub-integer3),
aplicando la Regla 62:(Sub-integer2) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 63:(Sub-boolean) / -) Sean o = boolean v = boolean
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 63:(Sub-boolean), por hipdte-
sis de induccion se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se infiere que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 63:(Sub-boolean), apli-
cando la Regla 63:(Sub-boolean) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 63:(Sub-boolean)) Sean v = boolean T = boolean
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 63:(Sub-boolean), por hipéte-
sis de induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién concluimos que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 63:(Sub-boolean),
aplicando la Regla 63:(Sub-boolean) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 64:(Sub-integer3) / -) Sean o = integer v = integer
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 64:(Sub-integer3), por hipdte-
sis de induccién es posible suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se infiere que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 64:(Sub-integer3), apli-
cando la Regla 64:(Sub-integer3) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 64:(Sub-integer3)) Sean v = integer T = integer
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 64:(Sub-integer3), por hipdte-
sis de induccién es posible suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se concluye que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 64:(Sub-integer3),
aplicando la Regla 64:(Sub-integer3) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 65:(Sub-float2) /-) Sean o = float v = float
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 65:(Sub-float2), por hipéte-
sis de induccién es posible suponer que dicha subderivacion no utiliza la Regla
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71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se concluye que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 65:(Sub-float2),
aplicando la Regla 65:(Sub-float2) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 65:(Sub-float2)) Sean v = float 7 = float
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 65:(Sub-float2), por hipdte-
sis de induccion se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién se infiere que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 65:(Sub-float2), apli-
cando la Regla 65:(Sub-float2) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 66:(Sub-double) / -) Sean o = double v = double
Si la subderivacién derecha termina con la Regla 66:(Sub-double), por hipdte-
sis de induccién es posible suponer que dicha subderivacion no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién concluimos que la regla fi-
nal de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 66:(Sub-double),
aplicando la Regla 66:(Sub-double) se obtiene el resultado deseado.

Caso (- / Regla 66:(Sub-double)) Sean v = double 7 = double
Si la subderivacién izquierda termina con la Regla 66:(Sub-double), por hipdte-
sis de induccién se puede suponer que dicha subderivacién no utiliza la Regla
71:(Sub-trans). Analizando las reglas de tipificacién tenemos que la regla final
de subtipificacién en esta subderivacién debe ser la Regla 66:(Sub-double), apli-
cando la Regla 66:(Sub-double) se obtiene el resultado deseado.

Caso (Regla 68:(Sub-arr) / Regla 68:(Sub-arr)) Sean o = 01 — 02
UV =vU1 — Uy T=T1 — T2 v <:01 o9 <: U2 71 <:VU1 Vo <: To

Usando la Regla 71:(Sub-trans), se pueden construir derivaciones de la forma
T <: 01y 02 <: To de las subderivaciones dadas. Como estas subderivaciones
serfan mas pequenas que la derivacién original, entonces al aplicar la hipotesis de
induccién se obtienen derivaciones de 7, <: 01 y 02 <: T3 que no utilizan la Regla
71:(Sub-trans). Combinando dichas subderivaciones con la Regla 68:(Sub-arr) se
obtiene una derivacién de o1 — 09 <: 71 — T2 que no usa la Regla 71:(Sub-trans).

Caso (Regla 67:(Sub-list) / Regla 67:(Sub-list)) Sean o = List o3

v = List v; T =List 1y o1 <: U v < T

Usando la Regla 71:(Sub-trans), es posible construir derivaciones de o1 <: 7y
de las subderivaciones dadas. Como estas subderivaciones serian mas pequenas
que la derivacion original, entonces se puede aplicar la hipétesis de induccién
para obtener derivaciones de o1 <: 71 que no utilizan la Regla 71:(Sub-trans).
Combinando dichas subderivaciones con la Regla 67:(Sub-list) se obtiene una
derivacién de List o1 <: List 71 que no usa la Regla 71:(Sub-trans).



98 APENDICE A. REDUNDANCIA DE LA REGLA 71:(SUB-TRANS)



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

Apéndice B

Cddigo Fuente

B.1. DefinicionesMTR.rkt

#lang plai

#lang plai

#|Definicién de las expresiones |#
(define-type MinTyRacket
[NULL (tipo tipo_elem?)]
[FST(1ls MinTyRacket?)]
[ISEMPTY? (1ls MinTyRacket?)]
[CONST (elem MinTyRacket?) (1ls MinTyRacket?)]
[RST (1ls MinTyRacket?)]
[ERROR]
[0P (op symbol?) (lhs MinTyRacket?) (rhs MinTyRacket?)]
[VAR (nombre symbol?)]
[LAMBDA (argus (listof symbol?)) (types (listof symbol?))
(body MinTyRacket?)]
[IF (cond MinTyRacket?) (true MinTyRacket?) (else
MinTyRacket?)]
[APP (f MinTyRacket?) (args (listof MinTyRacket?))]
[FIX (varlig symbol?) (nombre MinTyRacket?) (cuerpolig
MinTyRacket?)]
[true_]
[false_]
[LIST (1s 1list?)]
[bool (n boolean?)]
[num (n integer?)]
[flot (n flonum?)]
[doub (n real?)])
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30
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71
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#|Definicién de la operacidén aritmética -|#
(define (resta c d)
((getSupertipo ¢ d) (- (typeV-n c) (typeV-n d))))

#|Definicién de la operacidén aritmética divisioén|#
(define (division m n)
(cond
([equal? (typeV-n n) 0] (ERROR))
(else (cond
([integer? (/ (typeV-n m) (typeV-n n))]
(integerV (/ (typeV-n m) (typeV-n n))))
([real? (/ (typeV-n m) (typeV-n n))]
(doubleV (/ (typeV-n m) (typeV-n n))))
))))

#|Definicién de la operacidén booleana menor que |#
(define (menorque a b) (booleanV (< (typeV-n a) (typeV-n b)
)))

#|Definicién de la operacién booleana menor que |#
(define (mayorque a b) (booleanV (> (typeV-n a) (typeV-n b)
)))

#|Definicién de la operacidén aritmética multiplicacidnl#
(define (multiplicacion j k) ((getSupertipo j k) ( * (
typeV-n j) (typeV-n k))))

#|Definicidén de la operacidén aritmética sumal#
(define (suma a b) ((getSupertipo a b) (+ (typeV-n a) (
typeV-n b))))

#|Definicién de la operacién auxiliar de igualdad |#
(define (igualdad a b)
(booleanV (equal? (getComponente a) (getComponente b))))

#|Definicién de la operacidén que obtiene los componentes de
los valores|#
(define (getComponente expr)
(cond
((MinTyRacket? expr) (MintyRacket-n expr) )
((MinTyRacket_Valores? expr) (typeV-n expr) )
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(else (append "La operacidén,nopuede realizarse cony
tales argumentos"))))

#|Definicién del conjunto de operaciones binarias|#
(define opbinarias (list

(list ’+ suma)

(list ’< menorque)

(list ’> mayorque)

(list ’== igualdad)
(list ’- resta)

(list ’* multiplicacion)
(list ’/ division)))

#|Definicidén de los valores|#
(define-type MinTyRacket_Valores

[integerV

(n integer?)]

[floatV (n flonum?)]

[doubleV
[closureV

[booleanV

(n real?)]
(params (listof symbol?))
(body MinTyRacket?)
(env Env?)]
(n boolean?)]

[1istV (1s 1list?)1])

#|Procedimiento que comprueba cuando se trata de un valor |#
(define (isInMinTyRacket_Valores? lo)
(and (box? 1lo)
(MinTyRacket_Valores? (unbox lo))))

#|Definicidén del ambiente de valores|#
(define-type Env

[mtEnv]

[anEnv (name symbol?) (value MinTyRacket_Valores?) (env

Env?)]
[aRecSub

(name symbol?)
(value isInMinTyRacket_Valores?)
(env Env?)])

#|Definicién de los tipos elementales|#
(define-type tipo_elem

[int]
[float]
[double]
[booln]
[Min]
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[Max]

#|Definicién de los tipos|#
(define-type tipo
[lista (elementos tipo_elem?)]
[flecha (antec tipo_elem?) (consec tipo_elem?)])

#|Definicién de valores simples|#
(define (typeV-n value)
(type-case MinTyRacket_Valores value
[1istV (n) nl
[integerV (m) nl]
[floatV (n) nl
[doubleV (n) n]
[booleanV (n) nl]
[consV (n) n]
{else (append "El,tipo,no haysidoydefinido")} ))

(define (MintyRacket-n exp)
(type-case MinTyRacket exp

[num (n) n]

[flot (n) n]

[doub (n) nl]

[bool (n) nl

{else (append "Lajexpresién no,permite obtener sus

componentes")} ))

#|Definicidén de tablas hash con los valores asociados|#
(define htV (make-hash))
(hash-set! htV integerV integerV)
(hash-set! htV floatV floatV)
(hash-set! htV doubleV doubleV)
(hash-set! htV booleanV booleanV)
(hash-set! htV integerV-n integerV-n)
(hash-set! htV floatV-n floatV-n)
(hash-set! htV doubleV-n doubleV-n)
(hash-set! htV booleanV-n booleanV-n)
(hash-set! htV float floatV)
(hash-set! htV double doubleV)
(hash-set! htV booln booleanV)
(hash-set! htV int integerV)
(hash-set! htV list 1listV)
(hash-set! htV #t true)
(hash-set! htV #f false)



172

179

180

181

182

184

185

186

187

188

189

190

191

201

202

203

204

206

207

208

209

211

212

213

214

2

et

5

216

217

218

B.1. DEFINICIONESMTR.RKT

(define (exprV expresionV)
(cond
[(integerV? expresionV) (hash-ref htV integerV)]
[(floatV? expresionV) (hash-ref htV floatV)]
[(doubleV? expresionV) (hash-ref htV doubleV)]
[(booleanV? expresionV) (hash-ref htV booleanV)]))

(define (exp-V expresionV)
(cond
[(integerV? expresionV) (hash-ref htV integerV-n)]
[(floatV? expresionV) (hash-ref htV floatV-n)]
[(doubleV? expresionV) (hash-ref htV doubleV-n)l]
[(booleanV? expresionV) (hash-ref htV booleanV-n)]
))

(define htVJ (make-hash))
(hash-set! htVJ integerV 0)
(hash-set! htVJ floatV 1)
(hash-set! htVJ doubleV 2)
(hash-set! htVJ booleanV 3)

#|Definicién de operaciones que generan la jerarquia de
valores |#
(define (jerarquiaValores a b)
(if (< (hash-ref htVJ a) (hash-ref htVJ b)
)
(hash-ref htV b) (hash-ref htV a)))

(define (gettypeV value)
(type-case MinTyRacket_Valores value
[integerV (n) (hash-ref htV integerV)]
[floatV (n) (hash-ref htV floatV)]
[doubleV (n) (hash-ref htV doubleV)]
{else (append "El,tipoynopha,sidoydefinido")} ))

(define (getSupertipo a b)
(jerarquiaValores (gettypeV a) (gettypeV b)))

#|Definicién de asocia un valor aritmético a una expresidn
de MinTyRacket |#
(define (asociarValorMTR_Tipo value)
(type-case tipo_elem value
[int () (hash-ref htV int)]
[float () (hash-ref htV float)]
[double () (hash-ref htV double)]
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{else (append "El,tipoynopha,sidoydefinido")} ))

#|Definicién de asocia un valor a una expresién de
MinTyRacket |#
(define (getValorMTR evalResult tipoProg)
(cond
[(ERROR? evalResult) evalResult]
[(or (float? tipoProg) (double? tipoProg))
(integerV? evalResult)
((hash-ref htV (asociarValorMTR_Tipo tipoProg))
(+(typeV-n evalResult) 0.0))]
[(floatV? evalResult)
((hash-ref htV (asociarValorMTR_Tipo tipoProg))
evalResult)]
[(doubleV? evalResult)
((hash-ref htV (asociarValorMTR_Tipo tipoProg))
evalResult)]
[(booleanV? evalResult)
((hash-ref htV booleanV)evalResult)]
[(boolean? evalResult)
((hash-ref htV booleanV) (hash-ref htV evalResult))]
[(1ist? evalResult)
(listV (construirlList getValorMTR evalResult (
getTipoProglist tipoProg)))]
[(1ist? tipoProg) (getValorMTR evalResult (second
tipoProg))]
[else evalResult]

))

(define (construirList fn 1ls getTipoProgListResul)
(if (null? 1s)
>0
(cons (fn (car 1ls) getTipoProgListResul)
(construirlist fn (cdr 1ls) getTipoProgListResul)
)))

#|Definicién de asocia un valor 1listV a una expresién de
MinTyRacket | #
(define (getTipoProglList tipoProg)
(type-case tipo tipoProg
[lista (n)
(cond
[(integer? n) (int)]
[(float? n) (float)]
[(double? n) (double)]
[else "noyexisteyasociaciényalytipogyindicadoyporyel
uprogramador"]
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261 )
262 :l
263 [else (append "El,tipo,no,hasido,definido")] ))
B.2. ParserMTR.rkt
1 #lang plai
2
3
4
6 (require "DefinicionesMTR.rkt")
7
8
9
10
11 #|Regresa la lista de identificadores de acotamiento |#
12 (define Arg
13 (lambda (1s)
14 (if (null? 1s) ° Q)
15 (cons (car 1s) () ))))
16
17
18
19 #|Regresa la lista de valores de ligadol#
20 (define val
21 (lambda (1s)
22 (if (null? 1s) ’ Q)
23 (cons (third 1s) () ))))
24
25
26
27 #|Regresa la lista de tipos|#
2s (define types
29 (lambda (1s)
30 (if (null? 1s) ’Q)
31 (cons (second 1s) () ))))
32
33
34
35 #|0Obtiene la representacién abstracta de cada elemento de
una listal#
36 (define identidadAbstracta
37 (lambda (1lista)
38 (if (= (length lista) 0)
39 null
40 ( append (identidadAbstracta (remove (last lista)

lista) ) (1list (parse(last lista)))))))
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41

42

43

144 #|Funcidén que traduce expresiones escritas en sintaxis
concreta a sintaxis abstractal#

45 (define (parse sexp)

46 (cond

47

48 ((boolean? sexp) (bool sexp))

49 ((integer? sexp) (num sexp))

50 ((flonum? sexp) (flot sexp))

51 ((real? sexp) (double sexp))

52 ((equal? sexp ’true) (parse true))

53 ((equal? sexp ’false) (parse false))

54 ((symbol? sexp) (VAR sexp))

55 ((equal? (first sexp) ’null) (NULL (parseTiposAuxiliar
(first(second sexp))) ))

56 ((and (not(equal? sexp ’cons))

57 (and (symbol? sexp)

58 (and (not(equal? sexp ’false_)))))

59 (VAR sexp) )

60 ((equal? (first sexp) ’fst) (FST (parse (second sexp)))
)

61 ((equal? (first sexp) ’list) (LIST (identidadAbstracta
(rest sexp))))

62 ((equal? (first sexp) ’rst) (RST (parse (second sexp)))
)

63 ((equal? (first sexp) ’isempty?)

64 (ISEMPTY? (parse (second sexp)))

)

65 ((equal? (first sexp) ’cons) (CONST (parse (second sexp)
) (parse (third sexp)) ))

66 ((equal?(first sexp) ’error ) (ERROR))

67 ((equal? (first sexp) ’let)

68 (APP (LAMBDA (Arg (second sexp))

69 (types (second sexp))

70 (parse (third sexp)))

71 (map parse(rest (append ’(’a) (val

(second sexp)))))))

72 ((equal? (first sexp) ’if)

73 (IF (parse (second sexp))

74 (parse (third sexp))

75 (parse (fourth sexp))))

76 ((equal? (first sexp) ’lambda)

77 (LAMBDA (Arg (second sexp) )

78 (types (second sexp))

79 (parse (third sexp))))

80 ((equal? (first sexp) ’+) (0P ’+ (parse (cadr sexp))

81 (parse (caddr sexp))))

82 ((equal? (first sexp) ’==) (0P ’== (parse (cadr sexp))
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(parse (caddr sexp))))
((equal? (first sexp) ’<) (0P ’< (parse (cadr sexp))
(parse (caddr sexp))))
((equal? (first sexp) ’>) (0P ’> (parse (cadr sexp))
parse (caddr sexp))))

((equal? (first sexp) ’fix) (FIX (first (second sexp))

(parse (second (second
sexp)))

(parse (third sexp))))
((equal? (first sexp)’/) (0P ’/ (parse (cadr sexp))

(parse (caddr sexp))))
((equal? (first sexp) ’-) (0P ’- (parse (cadr sexp))

(parse (caddr sexp))))
((equal? (first sexp)’*) (OP ’x (parse (cadr sexp))

(parse (caddr sexp))))
(else (APP (parse (first sexp)) (map parse (list (

second sexp)))))))

107

(

#|Funcién que traduce tipos escritos en sintaxis concreta a

sintaxis abstractal#
(define (parseTipos sexp)
(cond
((boolean? sexp) (bool sexp))
((integer? sexp) (num sexp))
((flonum? sexp) (flot sexp))
((real? sexp) (double sexp))
((equal? sexp ’true) (parseTiposAuxiliar ’true_))
((equal? sexp ’false) (parseTiposAuxiliar ’false_))

((equal? (first sexp) ’null) (lista (parseTiposAuxiliar

(second sexp))))

((and (not(equal? sexp ’cons)) (and (symbol? sexp) (and

(not (equal? sexp ’false_))))) (VAR sexp))
((equal? (first sexp) ’fst) (parseTiposAuxiliar (third
sexp)))

((equal? (first sexp) ’list) (LIST (identidadAbstracta

(rest sexp))))

((equal? (first sexp) ’rst) (parseTiposAuxiliar (third

sexp)))
((equal? (first sexp) ’isempty?)
(parseTiposAuxiliar (third sexp)))

((equal? (first sexp) ’cons) (parseTiposAuxiliar (fourth

sexp)))
((equal? (first sexp) ’let)

(parseTiposAuxiliar (fourth sexp))) ; (error "TIPOS_DE,

ARGUMENTOS ,DADOS,INCORRECT0S")))

((equal? (first sexp) ’if) (parseTiposAuxiliar(fifth
sexp)))

((equal? (first sexp) ’lambda)
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(LAMBDA (Arg (second sexp) ) (types (second sexp))
(parse (third sexp))))
((equal? (first sexp) ’+) (parseTiposAuxiliar (fourth
sexp)))
[(equal? (first sexp) ’fix) (cons
(parseTiposAuxiliar (third (second

sexp)))
(list (parseTiposAuxiliar (fourth
sexp))))]
((equal? (first sexp)’/) (parseTiposAuxiliar (fourth sexp
)))
((equal? (first sexp) ’-) (parseTiposAuxiliar (fourth
sexp)))
((equal? (first sexp)’*) (parseTiposAuxiliar (fourth
sexp)))

(else (parseTiposAuxiliar (third sexp)))))

#|Funcién que ayuda a transformar los tipos obtenidos en
sintaxis concreta a sintaxis abstractal#
(define (parseTiposAuxiliar n)
(cond
[ (equal? n ’boolean) (booln)]

[ (and (1ist? n) (equal? (first n) ’boolean)) (booln)]
[ (equal? n ’float) (float)]

[ (equal? n ’integer) (int)]

[ (equal? n ’double) (double)]

[ (equal? n ’Min) (Min)]

[ (equal? n ’Max) (Max)]

[ (equal? n ’true) (booln)]

[ (equal? n ’false) (boolmn)]

[ (equal? n ’null) ’list_]

[ (and (> (length n) 1)

(and (1list? n) (equal? (second n) ’->)))
(flecha (parseTiposAuxiliar (first
n))
(parseTiposAuxiliar (third n)))]
[ (and (1list? n) (equal? (first n) °’List))
(lista (parseTiposAuxiliar (second n)))]
[ (equal? (first n) ’lambda) ’fun]
[ (and (list? n) (member (first n) ’(+ - * /))) (
parseTiposAuxiliar (fourth n))]
[ (and (> (length n) 1) (nand (equal? (first n) ’float)
(equal? (second n) ’->))) (float)]
(and (1list? n) (equal? (first n) ’integer)) (int)]
(and (1list? n) (equal? (first n) ’float)) (float)]
(and (1list? n) (equal? (first n) ’double)) (double)]
(and (1list? n) (equal? (first n) ’Max)) (Max)]
(and (1list? n) (equal? (first n) °’Min)) (Min)]

L I e B e B s B |
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[ (and (1ist? n) (equal? (first n) ’boolean)) (booln)]
[else (error "Tipo,no_definido,en, MinTyRacket")] ))

#|Funcién que abstrae una expresion escrita en sintaxis
concreta a sintaxis abstractal#
(define (abs expr)
(parse expr))

B.3. VerificadorTiposMTR.rkt

#lang plai

(require "DefinicionesMTR.rkt")
(require "ParserMTR.rkt")
(require "EvaluadorMTR.rkt")

#|Procedimiento que extiende el ambiente para el verificador
de tipos|#
(define (extender_env params argu_list foo_env arg_env)
(cond
((and (empty? params)
(empty? argu_list))
foo_env)
((or (and (empty? params)
(not (empty? argu_list)))
(and (not (empty? params))
(empty? argu_list)))
(error "Lista_de,pardmetros,yylista,de argumentos no
son_de_la misma,longitud"))

(else
(extender_env (cdr params)

(cdr argu_list)

(anEnvTipos (car params)

(parseTiposAuxiliar (car
argu_list))
foo_env)
arg_env))))
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#|Procedimiento que implementa el algoritmo de tipificacién
| #
(define (verificador expr ds)

(type-case MinTyRacket expr

[ERROR () (Min)]

[num (n) (int)]

[flot (n) (float)]

[doub (n) (double)]

[bool (n) (booln)]

[LIST (1s)

(cond

[((listof num?) 1s) (lista (int))]
[((listof flot?) 1s) (lista (float))]
[((listof doub?) 1s) (lista (double))]
[((listof bool?) 1s) (lista (booln))]

)]
[ISEMPTY? (1s)
(letx[
(tipoT1l (verificador 1s ds))
]

(type-case tipo tipoTl
[lista (tipoLista) (booln)]
[else "Tipo,listaesperado"]))]
[CONST(elem 1s)
(let*[
(tipoTl (verificador elem ds))
(tipoT2 (verificador 1ls ds))

]
(
if (equal? (lista-elementos tipoT2) tipoT1)
tipoT2
(error "La,listayrecibida,comoypardmetro_no
correspondegalasreglasdetipificacién"
)
)]
[FST(1s)
(let*[
(tipoT1l (verificador 1ls ds))
]
(lista-elementos tipoT1)
)]
[RST (1s)
(let*[
(tipoT1l (verificador 1ls ds))
]
(lista (lista-elementos tipoT1) )
)]

[true_ () (booln)]
[NULL (tipo) (lista tipo)]
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[false_
[0P (op

() (booln)]
1ZQ DER)
(cond
[(equal? ’== op) (booln)]
[(equal? ’> op) (booln)]
[
(let*
([tipo_0P_IZQ (verificador IZQ ds)]
[tipo_OP_DER (verificador DER ds)])
(cond
[(equal? (ERROR) tipo_0P_DER) (Min)]
[(equal? (booln) tipo_0P_IZQ)

(error "Error de,tipos, sejesperaba, un,ni
mero ,yse ha dadounayexpresiéndey tipo
uboolean")]

[(equal? (booln) tipo_0P_DER)

(error "Error,deytipos,,se esperabajun ni
mero ,seyha;dadouna  expresiéndetipo
uboolean")]

[else (JOIN tipo_OP_IZQ tipo_OP_DER)])
DN

[VAR (v) (lookupTipo v ds)]
[IF (cond true else)
(if (booln? (verificador cond ds))

[LAMBDA

(let*
([tipo_rama_true (verificador true ds)]
[tipo_rama_else (verificador else ds)]
)
(JOIN tipo_rama_true tipo_rama_else))
(error "Lagcondiciéng no,es, de,tipo boolean: "
(eval cond ds)))]
(paramlist types body)
(let* ([env_extendido
(extender_env paramlist types ds ds)]
[tipo_body (verificador body
env_extendido)])
(flecha (parseTiposAuxiliar (car types))
tipo_body))]

[FIX (varlig named cuerpolig)

(type

-case MinTyRacket named

[LAMBDA (paramlist types body)

(let* ([env_extendido

(extender_env paramlist types ds ds)] [
tipo_body (verificador body env_extendido)
D

(flecha (parseTiposAuxiliar (car types))
tipo_body))]

[else (error "Layfunciénynoyperteneceal lenguajey

)]

MinTyRacket")]
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[APP (f_expr arglist)
(if (VAR? f_expr) (Min)

(let*

([tipoT1 (verificador f_expr ds)]
[tipoT2 (verificador (car arglist)
)

(cond

[(Min? tipoT1) (Min)]
[else (type-case tipo tipoTil
[flecha (antec consec)
(if (esSubtipo tipoT2
(flecha-antec tipoT1))
(flecha-consec tipoT1)
(error "Parametros deytipos,
inconsistentes"))]
[else (error "Tipo,de,funciény
esperado")]

)13))1))

#|Definicién del ambiente de tipos|#
(define-type EnvTipos

[mtEnvTipos]

[anEnvTipos (name symbol?) (value tipo_elem?) (env

EnvTipos?)]

[aRecSubTipos (name symbol?)
(value isInMinTyRacket_Valores?)
(env EnvTipos?)1)

ds)]

#|Procedimiento que busca el tipo recibido en un ambiente de

tipos |#

(define (lookupTipo nombre ds)
(type-case EnvTipos ds
(mtEnvTipos () (error "mogexisteyligaduragparagely
identificador:_ " nombre))
(anEnvTipos (nombre_lig valor_lig env)
(if (equal? nombre_lig nombre)

[aRecSubTipos

valor_1lig

(lookupTipo nombre env)))
(nombrelig valorlig soc)
(if (symbol=7 nombrelig nombre)

(unbox valorlig)
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(lookupTipo nombre soc))]))

#|Procedimiento que implementa las reglas de subtipificacién
| #
(define (esSubtipo sigma tau)
(cond
[(Min? sigma) true]
[(Max? tau) truel

[(and (booln? sigma) (booln? tau) ) truel
[(and (int? sigma) (int? tau) ) true]
[(and (float? sigma) (float? tau) ) truel
[(and (float? sigma) (double? tau) ) true]
[(and (int? sigma) (double? tau) ) truel
[(and (double? sigma) (double? tau) ) truel
[(and (int? sigma) (float? tau) ) truel
[(and (flecha? sigma) (flecha? tau) )

(and (esSubtipo(flecha-antec tau) (flecha-antec sigma))
(esSubtipo(flecha-consec sigma) (flecha-consec tau)

)]
[(and (lista? sigma) (lista? tau) )
(esSubtipo(lista-elementos sigma) (lista-elementos tau)
) ]

[else falsel))

#|Definicién de la lista compuesta por todos los tipos en
MinTyRacket | #

(define listaTypes (list (int) (Min) (Max) (booln) (double)
(float)))

#|Definicién de la lista que almacena los supertipos comunes
de dos tipos|#
(define supertiposComunes ’())

#|Procedimiento que obtiene los supertipos comunes de dos
tipos | #
(define (obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2 listaTipos
supertiposComunes)
(if (null? listaTipos) supertiposComunes
(cond
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[(and (esSubtipo tipo_1 (car listaTipos))
(esSubtipo tipo_2 (car listaTipos)))
(obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2
(cdr listaTipos) (comns (car listaTipos)
supertiposComunes))]
[else (obtenerSupertiposComunes tipo_1 tipo_2
(cdr listaTipos) supertiposComunes)])))

(define listaTypes2 (list (int) (Min) (Max) (booln) (double)
(float)))

#|Definicién de la lista donde se almacenan todas las
combinaciones de tipos definidos en MinTyRacket |#
(define combinacionTipos ’())

#|Procedimiento que regresa todas las combinaciones de tipos
definidos en MinTyRacket |#
(define (obtenerCombinacionesFunc listaTiposl listaTipos2
combinacionTipos)
(if (null? listaTiposl)
combinacionTipos
(obtenerCombinacionesFunc
(cdr listaTiposl) listaTipos2
(cons (flecha (car listaTiposl)(car listaTipos2))
combinacionTipos))))

(define combinacionTipos2 ’())
(define (obtenerTotalComb lista combinacionTipos)
(if (null? lista)
combinacionTipos
(obtenerTotalComb (cdr lista) (append (
obtenerCombinacionesFunc listaTypes 1lista
combinacionTipos2) combinacionTipos))))

#|Procedimiento que obtiene las combinaciones de tipos
posibles |#

(define combinacionTiposLista ’())

(define (obtenerCombinacionesLista listaTiposl
combinacionTiposLista)
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(if (null? listaTiposl)
combinacionTiposLista
(obtenerCombinacionesLista (cdr listaTiposl) (cons(
lista (car listaTiposl)) combinacionTiposLista))))

#|Procedimiento que almacena todas las combinaciones de

tipos posibles|#

(define TOTALTIPOS (append (append (append (list (int) (Min)
(Max) (booln) (double) (float))
(obtenerCombinacionesLista listaTypes2

combinacionTiposLista))
(obtenerTotalComb listaTypes2 combinacionTipos)

)))

#|Procedimiento que calcula el minimo supertipo comiun de dos
tipos |#
(define (JOIN v_1 v_2)
(let([listaSupertiposTotal (obtenerSupertiposComunes v_1
v_2 TOTALTIPOS supertiposComunes)])
(elemMin listaSupertiposTotal(car 1listaSupertiposTotal)
)
)

#|Procedimiento que calcula el tipo que es subtipo de los
demds tipos en una listal#
(define elemMin
(lambda (1ls min)

(if (null? 1s) min
(elemMin (cdr 1ls) (minimo (car 1s) min)))))

#|Procedimiento que regresa el subtipo entre dos tipos|#
(define minimo
(lambda(1ls1l 1s2)
(if (esSubtipo 1s1 1s2)
1s1
1s2 )))
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#|Procedimiento que aplica el algoritmo de tipificacién dada
una expresién escrita en sintaxis abstractal#
(define (VERIFICADOR exp envTipo)
(cond
[(and (FIX? (abs exp)) (esSubtipo (verificador (abs
exp) envTipo) (car (parseTipos exp))))
(if
(esSubtipo (flecha-consec (verificador (abs exp)
envTipo)) (second (parseTipos exp)))
true
false)]
[else
(if
(esSubtipo (verificador (abs exp) envTipo) (parseTipos
exp))
true
false

)1))

B.4. EvaluadorMTR.rkt

#lang plai

(require "DefinicionesMTR.rkt")

#|Procedimiento que regresa los valores respectivos a cada
elemento de una listal#
(define identidadV
(lambda (lista ds)
(if (= (length lista) 0)
null
(append (identidadV (remove (last lista) lista) ds)
(list (eval(last lista) ds))))))

#|Procedimiento que implementa el algoritmo de evaluacidn|#
(define (eval expr ds)
(type-case MinTyRacket expr
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[CONST (elem 1ls) (cons (eval elem ds) (eval 1s ds))]
[ISEMPTY? (1s)
(cond [(and (1listV? (eval 1ls ds))
(equal? empty (1listV-1ls (eval 1s
ds)))) truel
[else (empty? (eval 1ls ds))]1)]

[ERROR () (ERROR)]
(FST(LS)

(car (eval LS ds)))
[LIST (1s) (identidadV 1ls ds) ]
(RST (LS)

(cdr (eval LS ds)))
[true_ () (booleanV true_)]
[NULL (tipo) (1listV empty)]
[false_ () (booleanV false_)]

[bool (n)

(if (equal? n #t) (booleanV true) (booleanV

false) )]
[num (n)
(integerV n)]

[doub (n)

(doubleV n)]
[flot (n)

(floatV n)l
[0P (op IZQ DER)
((cadr (assoc op opbinarias))
(eval IZQ ds)
(eval DER ds))]
[VAR (v) (lookup v ds) 1]
[IF (cond true else)
(if (booleanV? (eval cond ds))
(if (equal? (booleanV-n (eval cond ds)) #t)
(eval true ds)
(eval else ds))
(error "condicional_no,esyde,tipo,booleano: "
(eval cond ds)))]
[LAMBDA (paramlist types body)
(closureV paramlist body ds)]
[FIX (varlig named cuerpolig)
(eval cuerpolig
(ciclico varlig named ds))]
(APP (f_expr arglist)
(if (closureV? (eval f_expr ds))
(eval (closureV-body (eval f_expr ds))
(args_env (closureV-params (eval f_expr
ds))
arglist
(closureV-env (eval f_expr ds
))
ds))
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(error "Unagaplicacién,requiereseraplicada en
punay,funcién: " (eval f_expr ds))

))))

#|Procedimiento que dada una lista de argumentos, una lista
de valores, y ambientes, comprueba que cada argumento
tenga un valor asociado, en caso que asi sea extiende el
ambiente recibido con los nuevos argumentos y valores
recibidos |#

(define (args_env params argu_list foo_env arg_env)

(cond
((and (empty? params)
(empty? argu_list))
foo_env)
((or (and (empty? params)
(not (empty? argu_list)))
(and (not (empty? params))
(empty? argu_list)))
(error "lista,de,pardmetros,y,lista de argumentos noy
son_ deylaymismalongitud"))
(else
(args_env (cdr params)
(cdr argu_list)
(anEnv (car params)
(eval (car argu_list) arg_env)
foo_env)
arg_env))))

#|Procedimiento que busca el identificador en un ambiente de
valores
y regresa el valor ligado en caso de que existal#
(define (lookup nombre ds)
(type-case Env ds
(mtEnv () (error "mno_existe,ligaduragpara;ely
identificador:_ " nombre))
(anEnv (nombre_lig valor_lig env)
(if (equal? nombre_lig nombre)
valor_lig
(lookup nombre env)))
[aRecSub (nombrelig valorlig soc)
(if (symbol=7 nombrelig nombre)

(unbox valorlig)
(lookup nombre soc))]))
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#| Implementacién
(define (ciclico
(local([define
[define
[define

(begin

de los ambientes ciclicos procedurales |#
liga expr env)

valor (box (numV 2830))]

nuevo_env (aRecSub liga valor env)]
expr_valor (eval expr nuevo_env)])

(set-box! valor expr_valor)
nuevo_env)))

B.5. InterpMTR.rkt

#lang plai

(require "DefinicionesMTR.rkt")
(require "ParserMTR.rkt")

(require "VerificadorTiposMTR.rkt")
(require "EvaluadorMTR.rkt")

#|Intérprete

de MinTyRacket |#

(define (interpMTR expr)
(if (equal? true (VERIFICADOR expr (mtEnvTipos)))

(getValorMTR (eval (parse expr)

expr))

(error "Error,de,tipo: El tipoydeclaradono
correspondea;las reglas de,tipificaciéndey
MinTyRacket")

))

119

(mtEnv)) (parseTipos
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