UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

VARIEDADES TORICAS SIN LA CONDICION
DE NORMALIDAD

TESIS QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
ENRIQUE CHAVEZ MARTINEZ

DIRECTOR DE LA TESIS: DR. ANDRES DANIEL DUARTE
CONACYT-UNIVERSIDAD AUTONOMA DE ZACATECAS
UNIDAD ACADEMICA DE MATEMATICAS

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX. NOVIEMBRE 2016



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






A mis padres y a mi abuela.



11



Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mi familia, por todo el apoyo que me
han dado desde que comencé este largo viaje, que me han educado y han
sido un ejemplo de vida en todo momento para mi llevindome por un buen
camino y ayudandome a corregir mis errores. Y mas que nada por darme la
oportunidad llegar hasta aqui.

Me encuentro particularmente agradecido con mi asesor de tesis el doctor
Daniel Duarte por su incondicional ayuda y apoyo en todo momento durante
la elaboracién de este trabajo, su gran paciencia, dedicacién y todo el tiempo
que invirtié en este proyecto, que a pesar de haber sido una decisién de ultima
hora, decidié tomarme bajo su tutela. Por sus grandes consejos y apoyo tanto
académicos como personales, que me ayudaron durante todo este recorrido.
Gracias a ellos logre que la transicién a una nueva ciudad fuera mas rapida
y llevadera. Ademas, gracias a su gran carisma y pasién por las matematicas,
logro que todo este trabajo se volviera una experiencia sumamente divertida
y enriquecedora.

Al doctor Jawad Snoussi que fue la persona que se encargo de mi durante
mis estudios de maestria, quien siempre lograba hacer un espacio en su apre-
tada agenda para atenderme y que gracias a el comenzo este viaje. Ademas,
agradezco su apoyo en este trabajo en el drea de algebra lineal.

A todos mis companieros y maestros del IMATE-Cuernavaca quienes me
acompanaron a lo largo de todos mis estudios de maestria, que con sus en-
senanzas logre superarme académicamente y con su buena compania y largas
platicas, lograron que los estudios de maestria se volvieran algo que disfrute
mucho.

A toda la gente de la Unidad Académica de Matematicas de la UAZ, tanto
profesores como estudiantes que me recibieron con los brazos abiertos durante
mi estancia de elaboracion de tesis, que gracias a su gran hospitalidad, lograron
que todo este proceso se volviera algo de disfrute de principio a fin. Con su
amistad logre salir de la rutina y olvidarme por momentos del estrés causado
por este trabajo, haciéndolo una experiencia que nunca olvidaré.

A todos mis comparnieros y amigos que estan en Ciudad Juarez, que siempre

II1



AGRADECIMIENTOS

me apoyaron en todo momento a pesar de la distancia. Muy en particular a
Luis Albino que siempre estuvo en contacto conmigo y que siempre me dio los
animos para continuar con este proceso y con sus buenas platicas y consejos
no dejo que perdiera el rumbo durante mi maestria.

Al doctor Gregor Weingart que me apoyo en este trabajo en el area de
algebra lineal y al doctor Homero Gallegos por su apoyo en el area de curvas
elipticas, que con su basto conocimiento en estas areas, logre superar algunos
de los retos que aparecieron durante este trabajo.

A la UNAM y a la UAZ las dos instituciones que me abrieron sus puertas
y me extendieron su mano durante todo mi proceso de maestria.

Expreso mi sincero agradecimiento al Consejo Nacional de Ciencia y Tecno-
logia ya que sin el apoyo econémico proporcionado a lo largo de estos dos anos
el mero hecho de estudiar un programa de posgrado hubiera sido simplemente
impensable.

Y por ultimo a la DGAPA-UNAM por ofrecerme apoyo econémico durante
la primera parte de mi estancia para la culminacién de este trabajo a través
del proyecto PAPIIT IN-107614 y al instituto de matematicas unidad Cuerna-
vaca por el apoyo econdémico durante la segunda parte de la estancia para la
culminacion de este trabajo.

v



Indice general

Introduccién
I Variedades Téricas
1. Variedades Téricas Afines
1.1. Toros Algebraicos . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2. Variedades Téricas Afines . . . . ... ... ... ... .....
1.2.1. Definicién de Variedad Toérica Afin . . . . . . ... ...
1.2.2. Semigrupos Afines . . . . .. .. ... L.
1.2.3. Equivalencia entre Variedades Asociadas a Semigrupos
y Variedades Téricas . . . . . . .. .. ... ... ....
1.2.4. Equivalencia de Ideales Téricos e Ideales Binomiales Pri-
INOS + v o e e e e e e e e
1.3. Morfismos de Variedades Téricas Afines. . . . . . . . . . .. ..
1.4. Normalizacion . . . . . . . .. . .. ... ... ..
2. Propiedades Basicas de Variedades Téricas Afines

3.

2.1. Correspondencia entre Caras y Orbitas . . . ... ........

2.2. Abiertos Afines Invariantes . . . . . . . . . . ... ... ...

Variedades Toricas

3.1. Definicion . . . . . . . ...
3.2. Un Ejemplo Particular . . . . .. ... .. ... ... ... ...
3.3. Variedades Toricas Bien Cubiertas . . . . .. ... ... .. ..

3.4. Morfismos de Variedades Téricas Bien Cubiertas . . . . . . . . .

A%

VII



INDICE GENERAL

IT Algunas Aplicaciones 47
4. Algunas Consecuencias de Prescindir de la Normalidad 49
4.1. Imterseccion Completa . . . . . . . .. ... ... 49
4.1.1. Dimension 1 . . . . . .. . .. .. ... ... ... 49

4.1.2. Dimensién 2 . . . . . .. ... 52

4.2. Cohen-Macaulay . . . . .. .. .. .. ... 55

5. Modificacién de Nash de Variedades Tdricas 59
5.1. Explosiones de Ideales Monomiales en Variedades Téricas Afines 59
5.2. Modificaciéon de Nash de Variedades Téricas Afines . . . . . . . 65
5.2.1. Modificacibon de Nash . . . . . . ... ... .. ... ... 66

5.2.2. Modificacién de Nash en el Caso Térico. . . . . . . . .. 67

5.3. Superficies A, . . . . . . 73
5.4. Modificacion de Nash vs. Conjunto Singular . . . . . . . .. .. 77
5.4.1. TV Superficie Térica Normal . . . . . . .. .. ... ... 7

5.4.2. T' Superficie Térica con dim(Sing(TV))=1 . . . . . . .. 80

A. Conos 87
Bibliografia 91

VI



Introduccion

Las variedades téricas son variedades algebraicas definidas por informacién
combinatoria. La interaccion entre el dlgebra, la geometria y la combinatoria
ha guiado a muchos resultados en esta area. Las variedades téricas tienen
aplicaciones en diversas areas como la fisica, la teoria de cédigos, la estadistica
algebraica y el modelado geométrico. Mas atin como es notado por W. Fulton
en el prefacio de su libro [Ful]: “las variedades téricas han proporcionado un
campo de pruebas muy fértil para las teorias generales”.

Originalmente, la definicién de variedad térica incluia la condicién de nor-
malidad. Con esta condicién, es bien sabido que existe una descripciéon combi-
natoria de tales variedades en términos de abanicos dados por conos poliédricos
racionales. Tal descripcién es consecuencia de un resultado de H. Sumihiro,
que afirma que toda variedad toérica normal tiene una cubierta por varieda-
des toricas afines. Sin embargo, existen variedades toricas no normales que no
cumplen el teorema de Sumihiro y por esta razén no se les puede asociar un
objeto combinatorio en el espiritu del caso normal.

El objetivo de la tesis es estudiar una definicién alternativa de variedad
torica no necesariamente normal a la que se le puede asociar objetos combi-
natorios. Esta definicion es debida a P. Gonzalez y B. Teissier, y aparece en
el articulo [GyT]. Nosotros las llamaremos variedades tdricas bien cubiertas.
Tal definicién generaliza a las variedades téricas normales. La esencia de esta
definicién es dar como condicion el resultado del teorema de Sumihiro y de es-
ta manera asociar un objeto combinatorio de manera analoga al caso normal.
Enseguida, exploramos algunas consecuencias de esta nueva definiciéon. Vere-
mos que algunas propiedades conocidas de las variedades toricas normales no
se conservan sin la condiciéon de normalidad, como ser anillo Cohen-Macaulay
y la clasificacion de variedades téricas que son interseccion completa en el caso
de superficie, aunque, por otro lado también habra nuevas propiedades que no
se tenian en el caso normal, tal es el caso de las explosiones monomiales.

A continuacion describimos el contenido de la tesis. El objetivo de la prime-
ra parte de la tesis es utilizar la teoria de variedades téricas afines descrita en
[CLS] y [GyT], con el propésito de entender la definicién de variedades téricas

VII



INTRODUCCION

bien cubiertas y caracterizarlas de manera combinatoria. Esta parte es la base
de todo nuestro trabajo.

En la segunda parte de la tesis utilizaremos lo aprendido en la primera
parte para explorar algunos aspectos positivos y negativos de prescindir de
la normalidad en la definicién de variedad térica. En esta parte utilizaremos
algunos resultados generales de variedades toricas normales o de geometria
algebraica sin dar su demostracion, con el fin de concentrarnos en sus versiones
sin la condicién de normalidad.

En el capitulo 1 daremos un pequeno repaso sobre toros algebraicos, que
son parte fundamental de la definicion de variedad térica. Después de esto da-
remos la definicién de variedades téricas afines, asi como su equivalencia con
semigrupos afines e ideales binomiales primos. Ademas, definiremos y caracte-
rizaremos como son los morfismos entre variedades téricas afines. Concluimos
el capitulo con un estudio de la normalizacién de estas variedades.

En el capitulo 2, a partir del semigrupo asociado a una variedad torica,
describiremos algunos cerrados y abiertos de Zariski de la variedad dada. Los
resultados que probaremos de estos conjuntos seran las herramientas principa-
les para entender la definicién de variedad térica bien cubierta, asi como para
probar muchos resultados posteriores.

En el capitulo 3, después de enunciar la definicién de variedad térica (no
necesariamente normal), estudiaremos el ejemplo cldsico de la curva nodal
C C P2, definida por la ecuacién y?z = z%(z + 2), que cumple con la defi-
nicién de variedad tdrica, pero no tiene una cubierta por variedades toricas
afines. Este ejemplo motiva la definicion de variedades toéricas bien cubiertas.
El resultado principal de este capitulo afirma que tales variedades tienen una
descripcion combinatoria en términos de semigrupos, conos y abanicos. Final-
mente, estudiaremos los morfismos entre tales variedades.

En el capitulo 4, veremos como algunos resultados generales de variedades
toricas normales, referentes a anillos Cohen-Macaulay e interseccion completa,
no se cumplen para el caso no normal.

En el capitulo 5, estudiaremos la explosién de una variedad torica afin
centrada en un ideal monomial. Veremos que dicha explosién da lugar a una
variedad torica bien cubierta, lo que nos da una descripcién combinatoria de
estas explosiones. Enseguida aplicaremos estos resultados en el caso particu-
lar de la modificacién de Nash. Concluimos el capitulo explorando algunos
aspectos geométricos de la modificacion de Nash de una superficie térica afin.
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Parte 1

Variedades Toricas






Capitulo 1

Variedades Toricas Afines

1.1. Toros Algebraicos

En esta seccién daremos algunos resultados basicos sobre la estructura
fundamental usada para la construccion de nuestro objeto de estudio.

Definicién 1.1. Definimos el conjunto (C*)" := (C\{0})". Este conjunto es
una variedad afin isomorfa a V(z1y1 — 1, ..., 2,9, — 1). Ademads, es un grupo
con la multiplicacion

(al, e ,Gn) X (bh Ce >bn) = (albl, N ,anbn).

Definicién 1.2. Un toro algebraico T' es una variedad afin isomorfa a (C*)",
que hereda su estructura de grupo por el diagrama:

(C7)" >x (C7)" —(C7)"

-k

TxT—2 T.

Enseguida mostramos una manera de construir toros algebraicos.

Definicién 1.3. Una reticula M de rango d, es un Z-mdédulo libre de rango
d. A partir de esta reticula definimos:

C[tM] = { Z a;it™a; € Cy |a; # 0] < oo}
m;EM
C[tM] es una C-algebra, con la siguiente operacion:

Z aitmi Z bjtmj = Z Z aibjtmierj.

i€A jeB i€A jEB



CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Si {m;}%_, es una base para M, entonces:
@[tM] — ([j[trm’ o ’tmd’t*ml’ o ,timd].

Notacién 1.4. Dada una C-algebra finitamente generada R, denotamos como
Specm(R) a la variedad afin correspondiente.

Proposicién 1.5. Sea M wuna reticula. Entonces T := Specm(C[tM]) es
un toro algebraico. A este toro algebraico lo llamaremos el toro asociado a la
reticula M.

Demostracion. Supongamos que M es una reticula de rango dy sea {m1, ..., mg}
una base de M. Definimos un homomorfismo sobreyectivo de C-algebras

0 :Clry,. .., Ta,Tagat,- -, Tog] = (D[tM]

dado por:
" si 1<i<d
p(z;) =
t™™ st d+1<:<2d

Se sigue que C[z1, . . ., 224]/ ker o ~ C[t], de lo que obtenemos un isomorfismo
V (ker p) ~ T™. Por otro lado, como {my, ..., mg} es base de M, tenemos que
ker p = (z17q41 — 1,...,7q799 — 1). Entonces V (ker @) ~ (C*)? y por lo tanto
TM es un toro algebraico. O]

En la demostracion de la proposicion anterior se escogioé una base particular
para M, pero se pueden tomar diferentes conjuntos generadores de M como
semigrupo, es decir, un conjunto finito A = {a4,...,a,} tal que:

ZZOA = {Z mlallmz S ZEO} =M.
=1

Definicién 1.6. Sea M una reticula de rango d y sea A = {ay,...,a,} C M un
conjunto generador de M como semigrupo, es decir, Z>oA = M. Consideremos
el homomorfismo sobreyectivo de C-algebras

Y Clay, ... 2, — C[tY] (1.1)

definido por z; — t%. Definimos la realizacién geométrica de T asociada al
conjunto A, denotada por T}, como V (ker ).

Veamos que el isomorfismo dado por el cambio de conjunto generador es
un isomorfismo monomial.



1.1. Toros Algebraicos

Proposicién 1.7. Sea M una reticula de rango d y sean A, B dos conjuntos
generadores de M, es decir, Z>oA = M = Z>oB. Entonces se tiene que las rea-
lizaciones geométricas del toro algebraico TAY y TA!, asociadas a los conjuntos
A y B respectivamente, son isomorfas por un isomorfismo monomial.

Demostracion. Sea A ={ay,...,a,} y B ={b1,...,b,} dos conjuntos de ge-
neradores de la reticula M. Las dlgebras asociadas a M con respecto a los
sistemas de generadores A y B son C[t®, ... t%]y C[t%, ... t*=] respectiva-
mente.

Demostraremos que estas C-dlgebras son isomorfas y a partir de este iso-
morfismo de C-algebras obtendremos que el isomorfismo entre las variedades
correspondientes es monomial. Como ambos son conjuntos generadores de M
como semigrupo se tiene que:

bj = Z/\kﬂ'ak V) € {17 R ,m},
k=1

a; = Z’}/kﬂbk Vi € {1, R ,n}.
k=1

Lo anterior implica

m n
ai:E E %,i)\l,ial-

k=1 I=1
Definimos los siguientes homomorfismos de C-algebras:

U Cltn, .. ] — Clt, ..t
1%y k=1 Veibk

O:Clth, ... ] — C[tv,... t%]
i s k=1 k50K

Probaremos que ® o ¥ = Idgypar . gon):

do \I/(tai) — q;(tZZLl 'Yk,ibk)
— tzznzl Dol Yk, ALl

1
De manera similar se prueba que Wo® = Idgs,  pmi- Se sigue que Clthr, ... o]
y C[t™, ..., t%™] son isomorfas y el isomorfismo entre T{! y T3" proveniente del

isomorfismo ® esta dado de la siguiente manera:
. TV - TY

5



CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

T A T A
D(z1,...,2,) = (Ha:j”l,. ,Hx]J )
j=1 j=1
O
Corolario 1.8. Sea M una reticula de rango d y sea A = {c1,...,cs} C M
d

conjunto generador de M. La estructura de grupo de T heredada de (C*)
coincide con la multiplicacion entrada a entrada.

Demostracion. Sea {my,...,mg} C M una base de M. Sea B = {m4,...,my,
Mgy, - -, Mag}, donde mgy; = —m;, para todo i = 1,...,d. Por lo visto en
la proposicién 1.1, T = V(ziwgy1 — 1,..., 24729 — 1) y el isomorfismo O :
TX — (C*)? esta dado por la proyeccién en las primeras d coordenadas,
ademds O~ Yz, ..., xq) = (z1,...,2g,27 ", ..., 2;").

Como A y B son conjuntos generadores de M como semigrupo, considere-
mos

m; = Z/\k’jck V) € {1, ey 2d},
k=1

2d
C; = Z’yk,imk Vie{l,... s}
k=1

De esto obtenemos que

S S

2d 2d
=YY i = (O i)

k=1 I=1 =1 k=1

Por la proposicion 1.7, tenemos que

O N

S S
Aj1 Aj2d
<I>(zl,...,zs):(szj N L st
j=1 j=1
y que
.M M
U:Tg =Ty
2d 2d
4,1 s
(2, .,ng):(HZj] "“’HZJ] )
j=1 j=1
Tenemos el diagrama
M —2 g —2 d
*
Ty Ts (€7)
v o1



1.1. Toros Algebraicos

Sean a = (ay,...,as),b = (b1,...,bs) € TY. Un calculo directo muestra
que:

U(O71(O(®(a)) x O(B(D)))) = (aib, .., a.by).
O

Definicién 1.9. Un caracter de un toro 7" es un homomorfismo de grupos
¢ TM — C*, que también es un morfismo de variedades. Un subgrupo a un
parametro de 7™ es un homomorfismo de grupos 1 : C* — T™, que también
es un morfismo de variedades.

El siguiente resultado fue tomado del libro [ByG]J. Para los detalles de la
prueba ver capitulo 3, seccién 2, proposicion 3.2.17.

Lema 1.10. Si ¢ : (C*)" — (C*)™, es un homomorfismo de toros algebraicos,
entonces existen iy, ..., Uy € Z" tal que:

o(x) = (xM, ... akm)

Nota 1.11. A partir de aqui, cuando escribamos T™, el toro asociado a la
reticula M, estaremos haciendo referencia a alguna realizacion geométrica, es
decir, T4, con A un conjunto generador de M.

Proposicién 1.12. Sea M una reticula de rango d. El grupo de caracteres de
un toro algebraico TM es isomorfo a M.

Demostracién. Tenemos que T™ ~ (C*)¢, y por la proposicién 1.7, se tiene
que este isomorfismo es monomial. Ahora, por el lema 1.10 se obtiene que
Homy,. a1, ((C*)?, C*) ~ 74, donde Hom,,. 4, son los morfismos de variedades
algebraicas tales que también son homomorfismos de grupos. Entonces del
siguiente diagrama conmutativo

™ —— C*

iy

(€)1
se deduce que
Hom,,. alg.(TM, C*) ~ Hom,,. alg,((@*)d, ")

y dado que la flecha vertical es un isomorfismo monomial, concluimos que
Homy,. a1y (TM, C*) ~ 74 ~ M. O



CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Observacién 1.13. Consideremos el grupo N := Homyg,. 4, (C*, 7). De ma-
nera analoga a la prueba de la proposicién 1.12, se tiene que N ~ Z<.

Mas atn tenemos que N ~ Hom(M, 7Z). En efecto , dado n € N, podemos
definir x : M — 7. Sea m € M. Por la proposicién 1.12, m induce un homo-
morfismo de grupos m : T™ — C*. Componiendo, obtenemos mon : C* — C*.
Por el lema 1.10, m o n define un entero ¢q. Haciendo x(m) = ¢, tenemos el
isomorfismo N ~ Hom (M, Z).

Ademads podemos definir un producto denotado por { , ): N x M — Z,
definido por (n,m) = n(m).

1.2. Variedades Toricas Afines

En esta seccion damos la definicidén de variedades téricas afines. Mostrare-
mos algunas propiedades basicas, asi como algunas equivalencias.

1.2.1. Definicion de Variedad Tdrica Afin

Definicién 1.14. Una variedad torica afin es una variedad afin irreducible
que contiene un abierto de Zariski isomorfo a un toro algebraico, tal que la
accion del toro algebraico se extiende a toda la variedad.

Nota 1.15. Si X es una variedad torica afin con toro algebraico T', entonces
dim X =dimT.

Ejemplo 1.16. Consideremos la curva plana C = V(23 — »?). Notemos que:
C\{0} ={(&*, ")t e C"} = T,

donde el isomorfismo esta dado por t — (¢2,¢). Este es un abierto de Zariski
para la curva C. Ademés, C hereda la accién de C* de la siguiente manera:

<t27 tg) ) (827 83> = ((t8>27 (ts)g)a
Por tltimo, esta accién se extiende a (0,0) tomando
(t*,£°)(0,0) = (0,0),

es decir, (0,0) es un punto fijo de la accién. Concluimos que C es una variedad
torica afin.

Ejemplo 1.17. Consideremos la variedad V = V(22 — y*2). Notemos que:
V(T = {(uw, u,v%)|(u,v) € (C7)*} = (C7)°

8



1.2. Variedades Téricas Afines

donde el isomorfismo esta dado por (u,v) — (uv, u,v?). Este es un abierto de
Zariski para la variedad V. Ademés V hereda la accién de (C*)? de la siguiente
manera:

(uv, u,v?) - (ts, t, %) = (uvts, ut, (vs)?),

Por 1ltimo, esta accién se extiende a (z,y, 2) € V\(V N (C*)?) tomando
(ut,1,0%)(, 1, 2) = (v, 0%2).

Concluimos que V es una variedad toérica afin.

1.2.2. Semigrupos Afines

Definicién 1.18. Un semigrupo afin [ es un conjunto con operacién binaria
asociativa y un elemento identidad, que satisface las siguientes condiciones:

i) La operacién en I' es conmutativa.

ii) El semigrupo es finitamente generado, es decir, existe un conjunto finito
A CT tal que ZsoA=T.

iii) Existe una reticula M tal que I' C M.

Observacion 1.19. Sea I un semigrupo de M, y sea {71, ...,7,} un conjunto
generador de I'; es decir, Z>o(71,...,7) = [. Sea

WIZT%M, €; — Y-

Notemos que I' = 7(7Z%,).
El homomorfismo de semigrupos 7 induce un homomorfismo de C-algebras

7:Clay,...,v] —» C[t'] c C[tM] = C[, ..., t31].
Concluimos que
Clzy,...,x,]/ ker(7) ~ C[t"]. (1.2)
Sea T := V(ker 7). Decimos que T" es la variedad asociada al semigrupo T

Observacién 1.20. Como C[t"] es una subdlgebra de un dominio entero, se
tiene que C[t'] también es un dominio entero. Por lo que ker 7 es un ideal
primo y T es irreducible.

Ahora veamos algunas propiedades basicas de las variedades asociadas a
semigrupos afines, las cuales nos permitiran ver la equivalencia con las varie-
dades toricas.



CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Nota 1.21. Un elemento m € Z" se puede escribir de manera tnica como
m =m, —m_, donde my,m_ € Z%,.

Lema 1.22. FEI kernel del homomorfismo de C-dlgebras 7@ : Clzy. ..., x,] —
C[t'] definido en la observacidén 1.19, esta generado como espacio vectorial por
los binomios ™+ — x™~ donde m(my) = w(m_).

Demostracion. Sea x™+ — z™~ tal que m(my) = m(m_). Aplicando el homo-
morfismo 7 obtenemos

(2™ — 2™o) = ) o) =

Y

por lo tanto ™+ — ™~ € ker 7.

Veamos ahora que si f € kerT, entonces se puede escribir como combi-
nacion lineal de =™+ — 2™, con m(my) = m(m_). Consideremos el orden
lexicografico en lo monomios de Clzy, ..., .|, que denotaremos por >.,. Da-
do f € Clxy,...,x,], denotaremos el monomio mas grande de f bajo >,
como ins,, (f) = a"

Procedemos por contradiccion. Sea f € kerw tal que no puede ser escrito
como combinacion lineal de estos binomios. Entre todos los posibles polino-
mios con dicha propiedad, escogemos f tal que in-, (f) = 2" es minimo.
Observemos que

T(f)=f@",...,t") =0,

ya que f € ker7. En particular, el monomio t™™ se debe cancelar. Entonces
existe otro monomio z¥ en f tal que " >, ¥ y m(v) = 7(u). Consideremos
el polinomio f' := f — x" + 2V, este polinomio pertenece a ker7w. Si ' =
Yo ai(x™ —a™), con w(my) = m(m_), se tiene que

f:f/+xu_xv7

lo que contradice el hecho de que f no puede ser escrito como combinacién
lineal de binomios de la forma 2™+ — 2™~ con 7(m,) = m(m_). Concluimos
que f’ no puede ser escrito como combinacién lineal de binomios de la forma
m m_— _ - - /
™t — ™ con m(my) = m(m_). Por otro lado ins,  (f) >ies ins,., (f), lo
que es una contradiccién a la minimalidad de in-,_ (f). O

Ahora caracterizaremos los puntos de la variedad asociada a un semigrupo

r.

Proposicién 1.23. Sea T' la variedad asociada al semigrupo T, entonces
existe una correspondencia biyectiva entre:

(a) Puntospe T.
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1.2. Variedades Téricas Afines

(b) Ideales mazimales m C C[t'].

(¢) Homomorfismos de semigrupos I' — C, donde C es considerado semi-
grupo bajo la multiplicacion.

Demostracion. La correspondencia entre (a) y (b) es la estdandar de geometria
algebraica, la correspondencia entre (a) y (c¢) es especial del caso térico.

Para (a) = (c). Sea p € TT. A partir de este punto tenemos que definir
un homomorfismo de semigrupos ¢ : I' — C. Sea {71,...,7-} un conjunto
generador del semigrupo I'. Dado v € I', existen ny,...,n, € Zs( tales que
v = Y iy n7. Definimos f, := z*... 27, donde ~+~ denota la clase en el
cociente de la ecuacién (1.2). Definimos ¢ : I' = € como v — ¢(7) := f,(p). Si
SUPONEmOs que vy = » . WY, = » ., My, se tiene que [[7_; 2" =[], 7"
y como p € TV, se tiene que ¢ esta bien definida. Veamos ahora que ¢ es un
homomorfismo de semigrupos, es decir, ¢(0) = 1y ¢(y+7') = ¢(7)d(7'). Para
el caso v = 0, tenemos que v = Y., 09;, por lo tanto ¢(y) = f,(p) = 1. Por

T

otroladosiy=>"_ vy v =>_ v

ni+n/ (e e V  —— n
Sy +7) =P =Pt = 6(n)o(Y).

Ahora mostraremos que (c¢) implica (a). SiT' = Zso(71,. .., %)y ¢ : I = C
es un homomorfismo de semigrupos, definimos p := (¢(71), . .., #(7,)). Para ver
que este punto estd en T, por el lema 1.22, es suficiente ver que p anula todos
los binomios de la forma 2 — z°, con a = (a1,...,a,) y 8 = (by,...,b.), tales

que m(a) = w(B), es decir, Y., a;vi = i, biyi. Pero esto se tiene ya que:

p* =00 = o> am) = (> _bv) = [ [ o0 = »".
=1 =1 =1 =1

Enseguida mostraremos que esta asociacion entre puntos y homomorfis-
mos es biyectiva. Sea ¢ : I' — C un homomorfismo de semigrupos, a este
homomorfismo de semigrupo le corresponde el punto p = (¢(71), ..., d(7)),
que a su vez le corresponde el homomorfismo de semigrupos ¢’ : I' — C,
definido por ¢'(v;) = pi = ¢(y:). Se sigue que ¢ = ¢'. Ahora sea p =
(p1,...,pr) € TT, a este punto le corresponde el morfismo ¢ : I' — €, de-
finido por v = > nyy; — [[_, pi*, que a su vez le corresponde el punto
P = (o(n),.-.,0(7)) = (p1,--.,pr). Se tiene entonces que p = p’. Conclui-
mos que es una biyeccion.

]

Observacién 1.24. En el caso de que I' sea una reticula, a un punto p € T
le corresponde un homomorfismo de semigrupos ¢ : I' — C*, debido a que los
elementos de I' son todos invertibles.
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CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Proposiciéon 1.25. Sea M wuna reticula de rango d. La estructura de gru-
po de TM heredada de (C*)? coincide con la accién dada por multiplicar los
morfismos v : M — C* con los que se identifican los puntos de la variedad
™.

Demostracion. Sea {mq,...,ms} un conjunto generador de M. Sean p,q €
T donde p = (p1,...,ps) Y ¢ = (q1,--.,qs). Por el corolario 1.8, la accién
heredada de (C*)¢ es pg = (p1qu, - - -, psqs). Sean 7, 7, los homomorfismos de
semigrupos asociados a p, q.

Por la proposicién 1.23, el homomorfismo de semigrupos v, : M — C*
correspondiente al punto p, esta dado por m; — p;. De manera analoga se
define v,(m;) = ¢;. El producto de estos homomorfismos de semigrupos ,7, :
M — C* esta dado por

m; — Pid;-
Entonces el punto que le corresponde a este nuevo homomorfismo de semigru-
pos esta dado por

(Vo Yg(ma), -+ s Y Yg(ma)) = (p1aa, - - - Pss),

que coincide con la accién heredada de (C*)%, O

1.2.3. Equivalencia entre Variedades Asociadas a Semi-
grupos y Variedades Toricas

Ahora probaremos la equivalencia entre las variedades asociadas a un se-
migrupo [' y las variedades téricas.

Observacién 1.26. T™ induce una accién sobre C[t"]. En efecto, sea t € T
y f € C[tM], con C[tM] el anillo de funciones regulares de 7. Definimos la
accién t - f € C[tM] como p s f(t-p) parap € TM.

Para la demostracién de la equivalencia necesitamos el siguiente resultado
de toros algebraicos.

Lema 1.27. Sea A C C[tM] un subespacio vectorial invariante bajo la accidn
de TM . Entonces
A=Pc-tm
tmeA
Demostracion. Ver [CLS], capitulo 1, lema 1.1.16. O

Teorema 1.28. Sea I' un semigrupo afin, entonces T es una variedad térica
con toro T, donde M = ZT'. Reciprocamente, si X es una variedad torica
afin con toro T ~ (C*)?, entonces existe un semigrupo afin I', contenido en
una reticula M de rango d, con ZI' = M, tal que X ~T".
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1.2. Variedades Téricas Afines

Demostracion. Sea TH C C" la variedad asociada al semigrupo afin I' =
Zso(V1,---,7) y M =7ZI'. Vamos a demostrar que 7T es una variedad térica
con toro TM.

Sea p € T™, por la proposicién 1.23, a este punto le corresponde un homo-
morfismo de semigrupos v, : M — C*. Como M = ZI', podemos restringir -,
a I', para obtener un homomorfismo de semigrupos 7,|r : I' = C* C C. Esto
induce una aplicacién

o:T™ — TF
T P e

Veamos ahora que ¢ es inyectivo. Sean p,q € TM tales que v,|r = v,|r-
Como M = ZI', y,|r se extiende de manera tnica a M de la siguiente manera.
SimeM,m=>y"_ny,conn; €Zy~ €T, entonces

W(m) =Y nivle(),
=1

de donde se infiere que la extension v, en M es igual a 7,. De manera andloga
se tiene que 7, = 4. Por otro lado, como 7,[r(7i) = Y,|r(7i), para toda i =
1,...,s, se sigue que 7, = 7, y por lo tanto p = ¢. Concluimos que ¢ es
inyectivo.

Veamos ahora que la imagen de ¢ es un abierto de Zariski de 7. Sea
p = (p1,...,p,) € TT. Supongamos p; # 0 para toda i = 1,...,r. Por la
proposicién 1.23, la imagen de ¢ correspondiente a p esta contenida en C*.
Esto implica que ¢ se extiende de manera tinica a ¢ : M — C*, lo que a su vez
determina un tinico punto en 7M. Ahora, si suponemos que p; = 0 para algtin
1, 5(%) = 0. Inferimos que ¢ no se puede extender a un morfismo de M — C*.
En particular p no es un punto en la imagen de . De todo lo anterior se sigue
que Imy ~ TM es el abierto de Zariski z; ...z, # 0.

La accién de TM se extiende a 7T multiplicando los homomorfismos de
semigrupos de T™ restringidos a I', con los homomorfismos de semigrupos de
TM. Concluimos que T" es una variedad térica.

Reciprocamente, sea V' una variedad térica de dimension d, en particular se
tiene que V' contiene un toro algebraico T’ =~ (C*)¢ como un abierto de Zariski.
Esto induce un homomorfismo inyectivo de C-algebras:

C[V] —=C[T] .

Por otro lado, fijamos un isomorfismo 7' = T™  donde M es alguna reticula
de rango d. Esto induce un isomorfismo

C[T] 2~ C[tM] .
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CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Consideremos A = ¢(p(C[V])), que es una subalgebra de C[tM].

Dados t € T™M y f € A, definimos v : V — C, dado por p — f'(t' - p),
donde f' = ¢ 1 (¢71(f)) y t' = ¢~ 1(t). Como ' - p es una funcién algebraica, se
sigue que 1 es una funcién regular de V', por lo que ¢ € C[V] y por lo tanto
t-f=¢(p(v)) € A. Se sigue que A es estable bajo la accién de T™. Por el
lema 1.27, obtenemos

A=PpcC -t

tmeA
Esto implica que A = C[t'], donde I es el semigrupo {m € M|t™ € A}. Ahora,
como C[V] es una C-dlgebra finitamente generada, existen fi,..., fs € C[V]

tales que C[V] = Clfi,..., fs], de donde obtenemos que A = C[f],..., f.],
donde f/ = ¢(p(fi)). Pero tenemos que f; = > °7* a;;t%. De lo anterior,
consideremos I el semigrupo generado por el conjunto {v;;} paraj=1,...,n;
yi=1,...,s Como los polinomios f! generan a A como C-élgebra, entonces
[' = I"y por lo tanto, I es finitamente generado. Concluimos que C[V] ~ C[t"],
con I un semigrupo afin y por lo tanto V ~ T". El hecho de que ZI' = M se
sigue de la proposiciéon siguiente. O

Para la siguiente proposicién vamos a utilizar algunos resultados referentes
a morfismos de variedades toricas afines que demostraremos en la seccién 1.3.

Proposicién 1.29. Sea ¢ : TM < T un morfismo inyectivo, donde TM es
un toro algebraico y TV es la variedad asociada a un semigrupo I'. Si T C M
y @ esta inducido por la inclusion de I' en M, entonces Z1I' = M.

Demostracion. Sea p € TM | por la proposicién 1.23, se tiene que a p le corres-
ponde un homomorfismo de semigrupos ¢ : M — C*. En esta demostracion
vamos a usar el hecho de que el homomorfismo de semigrupos correspondiente
a¢(p) €T es Ylr =1 oid: T — C* (ver corolario 1.35).

Procedemos por contrapositiva, supongamos que M’ := ZI" # M y tenemos
que ver que ¢ no es inyectivo. Sea ¢ € T y ¢’ : I' — C el homomorfismo
correspondiente. Supongamos que p(I') C C*. Entonces ¢’ se extiende de
manera Unica a un homomorfismo de semigrupos ¢ : M’ — C*.

Como M’ C M, seax € M tal que x ¢ M’'. Como veremos en el lema 1.38,
se tiene que existe n € N tal que nz € M’. Supongamos que n es minimo, es
decir, n'z ¢ M’ para todo 1 < n’ < n. Como ¢ esta definido en nx, se tiene
que @(nx) = u", para algun u € C*.

Sea ¢y : M' + Zx — C*, definido por ¢1(z + ma) = ¢(z) - u™. Se tiene
que ©1|pr = ¢ y p1 es homomorfismo de semigrupos. Por otro lado, sea ¢, :
M' + Zz — C*, definido por @o(z +mz) = ¢(z) - (§,u)™, donde &, es una raiz
n-ésima de la unidad diferente de 1. Se sigue que ps|yr = @ y que @y es un
homomorfismo de semigrupos. Por definicién, p; # @q, pero v1|ar = wa|nr-
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1.2. Variedades Téricas Afines

Sean ¢ y ¢, las extensiones de ¢ y w2 a M (el hecho de que ¢; se puede
extender a ¢} es un resultado no trivial que requiere el lema de Zorn, ver [Lan],
capitulo XX, lema 4.2). De esto obtenemos que ¢} # @5 v @) |amr = @b, en
particular ¢ |r = ¢} |r. Por lo tanto, ¢} y ¢4 corresponden a puntos distintos en
TM que tienen la misma imagen bajo ¢. Concluimos que ¢ no es inyectiva. [

1.2.4. Equivalencia de Ideales Toricos e Ideales Bino-
miales Primos

Definicién 1.30. Sea I' un semigrupo afin. Definimos el ideal tdrico asociado
a I', denotado por I, como el ideal ker 7, definido en la ecuacion (1.2).

Nota 1.31. En este trabajo, cuando nos refiramos a ideales binomiales, nos
referimos a ideales generados por binomios de la forma 2 — z7.

Proposicion 1.32. [ es un ideal binomial primo si y solo si existe un semi-
grupo I' tal que I = Ir.

Demostracion. Por la observacion 1.20 y el lema 1.22 se tiene que I es un
ideal primo binomial.

Reciprocamente tomemos un ideal primo I C C[zy,...,x,] generado por
binomios de la forma x® — 2. Definimos la siguiente relacién en Z%,: u ~ v si
2% —2v € I. Una verificacién directa muestra que ~ es realcién de equivalencia.

Sea I' = 7%,/ ~. Este es un semigrupo con la operacién heredada de
7", que esta bien definida ya que ~ es una relacién de equivalencia. Como I
es finitamente generado, solo hace falta ver que ZI" es libre de torsion, para
mostrar que I' es semigrupo afin. Supongamos que ZI" tiene un elemento de
torsion, es decir, existe ¥ € ZI' no nulo y un natural n > 1 tal que ny = 0.
Tomemos un representante de 4 en Z", digamos . Consideremos v = v, —y_.
Como n7y = 0, se tiene que ny, ~ ny_, de lo que se sigue que 2™+ — 2™~ € [I.
Factorizando este binomio, obtenemos

g+ — g™ = (7 — IW—)<I("*1)V+ 4= tr- Ly J;("*l)'Y—)'
Como 7 # 0, el binomio 27+ — 27~ ¢ I, ademés, como z(™ 7+ 4 g(r=2r++7- 4
oo 4 (D= 1o se anula en (1,...,1), se sigue que a2V 4 g2 4
<o 4 2= & [ Esto contradice que I es ideal primo. Concluimos que ZI

es una reticula.
Ahora veamos que Ir = I. Tenemos el homomorfismo de semigrupos

definido por 7(e;) = ¢;. Lo que da lugar al homomorfismo de C-dlgebras

7:Clay, ...,z — C[t"],
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CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

definido por 7(z;) = t°. Recordemos que I+ = ker 7. Sea 2% —z” € I. Entonces
7(x® — 2P) = 7@ — 78 Por definicién de ~, se tiene que o ~ 3, por lo que
7(a) = m(B). Se sigue que x* — 2° € Ip. Ahora, sea f € Ip. Por el lema
1.22, se tiene que f = Y7 a;(x* — 2%), donde 7(a;) = w(B;), para toda

1 =1,...,s. Por la definiciéon de 7 se sigue que «; ~ ;. Por lo tanto se tiene
que 2% — 2% € I, para toda i =1,...,s. Por lo tanto f € I. Concluimos que
1 =1Ir. O

1.3. Morfismos de Variedades Toricas Afines

En esta seccion definimos los morfismos entre variedades téricas afines.

Definicién 1.33. Sea 7" la variedad térica afin asociada al semigrupo I';
para i = 1,2. Entonces un morfismo ¢ : T"* — T"2 es térico si el homomor-
fismo de C-dlgebras correspondiente ¢* : C[t'2] — C[t"!] es inducido por un
homomorfismo de semigrupo ¢ : [y — 'y, es decir, (1) = 190,

Proposicién 1.34. Sean T ¢ variedades toricas con toros TMi. Entonces un
morfismo ¢ : T'' — T2 es térico si y solo si ¢(TM) C TM2 y ¢|pay : TM —
T2 es un morfismo de grupos.

Demostracion. Por lo visto en la prueba de la proposicion 1.28, las reticulas M;
que definen a T™: estan dadas por ZI'; = M;. Sea ¢ : T"* — T2 un morfismo
torico. Por definicién ¢ esta inducido por un homomorfismo de semigrupos ¢ :
'y — I'y. Extendemos ¢ a gz_S : My — M, de la siguiente manera: consideremos
my € M,, dado que ZI'y = My, my = >0 nyy, conn; € Zy 7y € s
Definimos ¢(ms) = Y7, nip(v;) € M.

De lo anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

O[] - O[]

L

C[tMe] 2 o],

Lo que nos induce el diagrama en variedades

T _¢> TT2

I

TM > T2,
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1.3. Morfismos de Variedades Téricas Afines

En particular ¢(T*) € T™2. Ahora mostraremos que ¢|pay : TM — TM2

es un homomorfismo de grupos. Sean {v1,...,7,:} y {01, ..., ds} conjuntos gene-
radores para I'; y I'y respectivamente. Consideremos ¢(d;) = > 5_; bj ;. Aho-

ra, usaremos coordenadas en las variedades T, que estan dadas por los isomor-
fismos de C-dlgebras C[t] = Cley, ... 2] /Ir, y C[t"?] = Clyy, - - -, ys) /I,
Obtenemos que ¢*([z;]) = ¢*(t%) = %00 = [T°_, .

j=1Yj
Esto implica que para a = (ay,...,a,) € T'', ¢ esta dado por
T '
b; bj.s
da) = ([ a7, T[a/).
j=1 j=1
Asi, para a,c € T se tiene que
' T
o(ac) = ([(asey) ... [ (ase))) =
j=1 j=1
' T T T
b; bj.s b; bis
Le7" - TLe )T T o) = ¢la)éle).
j=1 j=1 j=1 j=1

Reciprocamente, supongamos que ¢ satisface que ¢(T*) c T™2 y que
@|an es un homomorfismo de grupos ¢(T*) € TM2. Como ¢(T™) C Tz,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

TF1 ¢ TFQ

J, ]

TM > TN,

que a su vez induce el diagrama en las C-dlgebras:

O[] - ]

L

C[tM2] — C[tM].

Sabemos que ¢(a) = (fi(a),..., fs(a)), con cada f; € C[t'], es decir,
fi = S bot’ con &, € T'y. Como ¢|par, es un homomorfismo de grupos, por
el lema 1.10, el isomorfismo ¢ : T™ — (C*)" es monomial. Ademds, por
la proposicién 1.7, ¢ : (C*)" — (C*)® es monomial, lo que implica que f;
son monomios ménicos, es decir, f; = t%, para algin 3; € M;. Se sigue que
¢*(t%) = tPi y como ¢* : C[t'2] — C[t'], se tiene que f; € I';. Concluimos que
¢* esta inducido por el homomorfismo de semigrupos qg : 'y — I'y, definido
por &; — [;. n
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CAPITULO 1. Variedades Téricas Afines

Corolario 1.35. Sea ¢ : T** — T2 un morfismo térico. Sea p € T y sea  :
M, — C el homomorfismo de semigrupos asociado a p (ver proposicion 1.23).
Entonces al punto ¢(p) € T 2 le corresponde el homomorfismo de semigrupos
po gg: 'y — C, donde gg es el homomorfismo de semigrupos inducido por ¢.

Demostracion. Como ¢ es morfismo térico, esta inducido por (Z Iy — Ty
Sea {71,...,%} y {d1,...,0s} conjuntos generadores de I'; y Ty, respectiva-
mente. Consideremos ¢(d;) = Z;Zl bjivj con bj; € Zg. Sea ¢ : I't = C un
homomorfismo de semigrupos. Por la proposicién 1.23, le corresponde el punto
(p(11),---,9(7)). Aplicando ¢ a este punto obtenemos

é(p) = (H o), H o(7;)"),

que a su vez le corresponde el homomorfismo de semigrupos ¢’ : I'y — ©C,
definido por ¢'(&;) = [T;_; ¢ (7;).

Por otro lado ¢(¢;) = >y bjayj, por lo tanto @(¢(d;)) = TGy ().
Concluimos que ¢’ = ¢(¢). O

1.4. Normalizacion

En esta seccién analizaremos la propiedad de la normalizacion de una va-
riedad afin. En el caso de variedades téricas, veremos que su normalizacién
tiene una descripcién combinatoria.

Definicién 1.36. Sea M una reticula y sea I' C M un semigrupo afin. Defi-
nimos Sat(I") como el conjunto de los m € M, tales que nm € I' para algin
n € N. Notemos que I' C Sat(I"). Decimos que I' es saturado si I' = Sat(T").

Notacién 1.37. Sea M una reticula de rango d y N = Hom(M, Z). Denota-
remos por Mp el espacio vectorial real d-dimensional M ®7 R. El semigrupo
afin I', visto en Mp, genera el cono ¢ := R>oI' C My. El cono dual de & es el
cono:

o= {V € Nr |<V77> > O,V’}/ € 6—}a

donde (-,-) es el producto entre (,) : M x N — Z que se extiende de manera
natural a Mr x Ngr aplicando el tensor por R.

Lema 1.38. Sea M una reticula y I' C M un semigrupo afin. Entonces &N M
es saturado. Mds aiun, ¢ N M = Sat(I").
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Demostracion. Veamos primero que ¢ N M es saturado. Sean m € M yn € N
tal que nm € 6N M. Como ¢ = R>ol', nm = ay,cony €'y o € R>(. Como
m € M, concluimos que m = £y € 7.

Veamos ahora que 6 N M = Sat(I"). Como I' C 6N M y 6 N M es saturada,
se tiene que Sat(I') C N M.

Para ver que ¢ N M C Sat(I') tenemos que ver que para todo m € ¢ N M
existe n € N tal que nm € I'. Sea m € ¢ N M, por definiciéon de &, m = \vy,
con A € Rsgy v € I'. Comom € M, se tiene que A = p/q, con p,q € N.
Concluimos que gm € T.

O

Definicién 1.39. Sea X una variedad algebraica afin. Decimos que X es
normal si el anillo de funciones regulares C[X] es enteramente cerrado sobre
su campo de fracciones.

Lema 1.40. Sea o un cono racional en Ng y sea & C Mg el cono dual de o.
Entonces la variedad torica asociada al semigrupo 6 N M es normal.
Demostracién. Para ver que T°™™ es normal tenemos que ver que C[t°"M] es
enteramente cerrado sobre su campo de fracciones. Si o = {d°1_, \ju;| A; €
R>o} con {vi,...,v,} C N, entonces tenemos que o = {> . w;| w; € 7},
donde 7; es el rayo generado por v;. Por la proposicién A.7 (ver apéndice), se
tiene que ¢ = N;_,7;. Por lo tanto tenemos que:

C [tﬁmM} — m£:1® [tﬂ-ﬂM] )

Como C[t""M] ~ Clay, 23", ..., 21!, tenemos que C[t"] es enteramente cerra-
do en su campo de fracciones ya que la variedad afin asociada es no singular.
Como la interseccién de dominios enteros que son enteramente cerrados es en-
teramente cerrado, concluimos que C[t?™M] es enteramente cerrado sobre su
campo de fracciones. O

Proposicién 1.41. Sea M una reticula y sea I' un semigrupo afin. Conside-

remos & C Mg el cono generado por I'. Entonces la normalizacion de TT es
T&QM

Demostracion. Para mostrar el enunciado tenemos que ver que la cerradura
entera de C[t'] en su campo de fracciones, denotada por C[t'], es C[t7"M].

Para mostrar que C[t°"™] C C[t!], basta mostrar que t* € C[t°™™] es entero

sobre C[t'], pues C[t'] es un anillo (ver [AyM] capitulo 5, corolario 5.3). Sea
yeFNMytre C[t°"™]. Por el lema 1.38 6N M = Sat(T) , por lo que existe
n € N tal que ny € T. Se sigue que t7 satisface el polinomio 2™ — "7 € C[t'][x]

y por lo tanto ¢7 € C[t']. Ahora, para ver que C[t'] C C[t°™™], observemos
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que C[t'] € C[t°™™], adema4s, por el lema 1.40 sabemos que la variedad térica
T9"M es normal, por lo que C[t?™M] = C[t?"M], de lo que se obtiene que

C[tr] c C[tenM] = C[t7™M].

Concluimos que C[t°"M] = C[¢t"].
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Capitulo 2

Propiedades Basicas de
Variedades Toricas Afines

En este capitulo daremos la caracterizacion de las orbitas bajo la accion
del toro. Con estos resultados sobre érbitas, podremos caracterizar los abiertos
afines invariantes de una variedad torica afin. El material que aparece en este
capitulo esta basado en la seccion 3 parte I de [GyT].

Estas caracterizaciones seran de extrema utilidad para capitulos posterio-
res, debido a que una forma de construir variedades toricas es pegando varie-
dades toricas afines por medio de los abiertos afines invariantes.

Notacion 2.1. A partir de aqui, como solo usaremos semigrupos afines, los
llamaremos solamente semigrupos y los denotaremos por I'. A la reticula donde
esta contenido el semigrupo I' la denotaremos por M y la reticula dual de M
la denotaremos por N. Al cono generado por I' lo denotaremos por & y su cono
dual por o.

2.1. Correspondencia entre Caras y Orbitas

En esta seccion describiremos las 6rbitas de una variedad térica X bajo la
accion del toro Ty su relacién con las caras del semigrupo asociado.

Definicién 2.2. Dado un semigrupo I'; un semigrupo F' C I' es una cara de
I' si dados z,y € T" tales que x +y € F', se tiene x,y € F'.

Proposicién 2.3. Sea I' un semigrupo. F' es cara de I si y solo si el espacio
vectorial de sumas finitas Ir == {3 s5cp p ast’} es un ideal primo en C[t'].

Demostracion. Sea F' una cara de I'. Veamos primero que Ir es un ideal en
C[t']. Es claro que el 0 y la suma pertenecen a Ip. Sean x = Y - a;it" € I,
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donde v, € I\F'yy = >, b;t% € C[t']. Aplicando la operacién de esta

(C-4lgebra obtenemos:

Ty = Z Z abt"i o
i=1 j=1
Si v; + 6; € F entonces 7;,0; € F, pues F' es cara de I'. Esto es una con-
tradiccion, pues v; ¢ F. Por lo tanto 7; + 9; € T'\F, es decir, z -y € Ip.
Concluimos que I es un ideal de C[t']. Veamos ahora que Ir es un ideal pri-
mo. Sean x = Y i a;t" yy = >0, b;t% elementos de C[t'] y supongamos
que = -y € I, es decir,

Ty = Zn: zm: a;b it

i=1 j=1

con v;+0; € F'. Como F es un semigrupode I', 7, € F' 0 6; € F. De lo anterior
obtenemos que v; € F', para todo i, 0 d; € F', para toda j. Por lo tanto x € Ip
oy € Ir. Concluimos que Iz es un ideal primo.

Ahora supongamos que I es un ideal primo en C[t']. Sean v,d € F, por
definicién t7,t° ¢ Ip. Como Ip es un ideal primo, t77% & Ip. Se infiere que
v+ 6 € F, por lo tanto F' es un subsemigrupo de I'. Veamos ahora que F' es
una cara de I'. Sean 6,7 € I tales que § + v € F, esto implica que t°77 & Ip.
Como I es un ideal, se tiene que 7 y t° no pertenecen a Ir. Concluimos que
v,0 € F. m

El siguiente teorema fue tomado del articulo [KyK].

Teorema 2.4. Sea I' C M un semigrupo finitamente generado tal que ZI' =
M. Entonces existe g € I' tal que d N M + oy C I

Demostracion. Sea A = {ay,...,as} un conjunto generador de I' y considere-
mos P C Mg el conjunto de los vectores x que pueden ser representados de
la forma x = > Na;, donde 0 < \; < 1y a; € A, paratodoi =1,...,s.
Definimos () = PN M, notemos que este es un conjunto finito. Para cada g € )
tomamos una representaciéon de ¢ de la forma ¢ = 3, ki(q)a;, con k;(q) € Z
y a; € A. Sea 0 = Y _;_, mya;, donde m; = 1 — mingeq{ki(q),0}. Es claro que
m; € Z>o, por lo que dy € I'.

Sea g € N M C &, por lo que podemos expresar a g = »_._, \;ja;, con
N€Rsoya; €A Seanx =" [ N]a;yy=>: (N — [N])a;, donde | \;]
es la funcion piso de \;. Claramente g =z +y, x € I' y y € P. Veamos ahora
que g+ 6y € I'. Como g € M, se tiene que y = g —x € M, por lo que y € Q.
Ahora

S

y+0o= Z ki(y)ai + Zmiai = Z(/ﬂ(y) +m;)a
i=1 i=1

=1
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Por la eleccién de m;, k;(y) +m; > 0, por lo tanto y + §y € I'. Como z € T,
concluimos que g+ dp =x +y + 9y € I O

Notacién 2.5. Usaremos la notacion 7 < o, para denotar que 7 es cara de o
y la notacién 7+ para denotar el espacio ortogonal de 7.

Lema 2.6. Sea I' un semigrupo. Las caras del semigrupo I' son de la forma
rnrt, cont<o.

Demostracion. Sea F una cara de I'. Sea 7 una cara de o tal que N7+ contiene
a F y tiene dimensién minima. Como I' N 7+ es un semigrupoy F C I'N 7+,
se sigue que F' es una cara de I' N 7+, Por la minimalidad de la dimensién de
T existe un elemento v, € F que pertenece al interior relativo del cono & N7+.

Ahora veamos que F' = I'N7+. Sea v € I'N7+. Por el teorema 2.4, existe un
elemento dy € I'Nint(6N7+) tal que dp+ & N M esta contenido en T'. En otras
palabras, la saturacién de I' esta contenida en I' bajo una cierta traslacion.

Veamos que existe n € Zq tal que nyg— (y+dg) € (6N7+)N M. Para esto
solo hace falta ver que existe n € Z tal que nyy — (y+d) € 5 N7+, o lo que
es lo mismo, ver que (v,n7yy) > (v, (v + o)), para todo v € (5§ N 7+)Y. Por la
proposicién A.7 y la proposicién A.9 (ver apéndice), se tiene que (6 N7+)Y =
o+ (1), por lo que v = v; + v9, con vy € oy vy € (7).

Como 7,7 + dp € 7+, solo hace falta ver que existe n € Zs, tal que
(v1,n7y) > (v1, (Y+0p)). Veamos que si (vq,70) = 0, se tiene que (vy,y+dp) = 0,
para todo v; € 0. Supongamos que (vq, ) = 0, de esto se sigue que v; € fyOLﬂa.
Dado que en particular 7y € int(5 N 71) y por el lema A.12 (ver apéndice), se
tiene que v € %L No = 7y como y+Jy € 71, obtenemos asf que {(v,74+3d0) = 0.

Sea {uy,...,us} un conjunto generador de o, es decir R>q(uy,...,us) = o.
Por el péarrafo anterior y dado que {uy,...,us} es un conjunto finito, podemos
escoger n € Zwo tal que n{u;, v0) > (u;, (v + dp)). Por la linealidad de (-,-) se
tiene que (vy,ny) > (v1, (7 + do)) para todo v; € o. Concluimos que existe
n € Zwo tal que nyo — (v + &) € (6N7H) N M.

Como F' es una cara, notemos que si v € I'N 7L, cumple que (y+T'N7t)N
Z0y0 # 0, se tiene que v € F. Como 0y +& N7-N M C T, obtenemos que

ny € (Y+d)+onNTNMcCcy+TNrt,

De esto se obtiene que (y+T'N71) N Zsgyo es no vacia para toda v € T N7t
de lo que se sigue que v € F.
O

Corolario 2.7. Las caras de un semigrupo I' estan en biyeccion con las caras
de o. Esta biyeccion invierte las inclusiones.
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Demostracion. Por el lema anterior toda cara de I es de la forma ' 7+, para
alguna 7 cara de o. Entonces solo hace falta ver que I' N\ 7+ es cara de I' para
toda 7 cara de 0. Sean 7,7, € I tales que v, + v, € I' N 7+. Tenemos que
(v,71+72) = 0 paratodav € 7, pero (v,71) > 0y (v,7) > 0, yaque y1,7, € &
y v € T C o, de lo que se infiere que (v,71) =0y (v,7) = 0. Concluimos que
V1,72 € T

Si 7 < 6 < o, entonces 8+ C 7+, por lo tanto 0+ NT C 7+ NT. Concluimos
que esta biyeccién invierte inclusiones. O

Notacién 2.8. Si 7 < o, el conjunto I' N 7+ es un subsemigrupo finitamente
generado de I', ya que estd generado por el conjunto generador finito de I'
interseccién con 7+. Definimos la reticula de rango finito M (7,T) := Z(T'N7t).

Observacion 2.9. Por lo visto en la demostracion del teorema 1.28, el toro de
la variedad térica afin 7777 es TM(™D | A continuacién definimos un morfismo
inyectivo de variedades

P LN )
Sea u € TmTL, por la proposicion 1.23, podemos identificar a u con un homo-
morfismo de semigrupos u : I' N 7+ — C. Definimos 4, (u) : I' — C como

u(y) st yert
v (2.1)
0 otro caso

Notemos que la imagen de i, es igual a 7" N {z;, ...x;, = 0} siguiendo la
notacién de la ecuacién (1.2). Siguiendo aquella notacién v;; ¢ I'N 7+, por lo
que la imagen de i, es un cerrado de TT.

Lema 2.10. Sea TV la variedad torica asociada al semigrupo I'. Sea u € TV,
entonces existe T < o tal que i, (TMTD)) = {t . ult € TV},

Demostracién. Sea u € TV, por el proposicién 1.23 podemos ver a u como
u : ' — € un homomorfismo de semigrupos. Vamos a demostrar que u~(C*)
es una cara de I'. Sean z,y € u™'(C*). Como u(x + y) = u(x) - u(y) # 0,
tenemos que x +y € u~(C*), se sigue que u~(C*) es un subsemigrupo de T
Ahora, consideremos z,y € T tal que z+y € u=*(C*). Asf u(x+y) # 0, por lo
tanto u(z) - u(y) # 0 de lo que se infiere que z,y € u~'(C*). Concluimos que
u~1(C*) es una cara de I' y por el corolario 2.7, u=*(C*) = I'N 7+ para algin
T <o0.

Como im(u|pn,1) C C*, podemos definir a v’ : M(7,T') — C* de la siguien-
te manera. Sea {71, . .., 7, jun conjunto generador de 'N7+. Dado x € M(7,T),
escribimos x = »7 | a;y;, con a; € Z. Definimos «'(z) = [];_; u(y;)*. Note-
mos que efectivamente u/(z) € C*, pues u(y;) # 0 para todai =1,...s. Por la
proposicién 1.23 el homomorfismo de semigrupos v’ define un punto en 70,

24
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Ahora, dado un homomorfismo v : M(7,T') — C*, definimos un morfismo
de semigrupos i.(v) : I' = C dado por:

v(y) si yelnth,
vy
0 otro caso.

Notemos que i, (u') = u.
Vamos a demostrar que dado u € TT, se tiene

{t-ult e TV} =i ({t - /|t € TMTDY),

Primero veamos que i, ({t - u/|t € TM™DY}) c {t-u|t € TM}. Como C* es un
grupo divisible, se tiene que para toda g : M(7,I') — C*, existe g : M — C*,
tal que g extiende a g (ver [Lan], capitulo XX, seccién 4), por lo que i,(g-u') =
g - u.

Para probar la otra contencién, como M (7,I') C M se tiene que para
todo g € T™, § = glmery) € M(7,T) y ademds tenemos u(y) = 0 para todo
v & T'Nn7t. Por lo tanto se tiene que 4,(§ - u') = g - u. Se tiene entonces
que i, ({t - u'[t € TMODY) = {t - ut € TM}. Para ver que i, es inyectiva
supongamos que existe g, go € TM™  tales que i,(g; - v') = i-(gs - u'). Pero
i-(gi - W)|rare = gi - uw. Por lo tanto g1 - u' = gy - v'. Concluimos que es una
biyeccidn.

Ahora, queremos ver que {t - u/|t € TMTD} = TM@D " eg decir, si v €
TMED) existe g € TM™D) tal que g-u = v. Pero esto se tiene ya que u, v estan
definidas sobre C*, por tanto podemos definir g(y) = v(y)/u(y). De esto se
sigue que {t - ult € TM} =i (TMTD), O

Corolario 2.11. Sea T" la variedad térica asociada al semigrupo I'. La funcion
7 = orb(7,T) == i (TMTD)

define una biyeccion entre las caras de o y las orbitas de la accion del toro en
T".

Demostracién. Por lo visto en el lema anterior tenemos que para cada u € TV,
existe 7 < ¢ tal que i (TMTD) = {t-ult € TM}. Entonces solo hace falta
ver que dados u,v € TT, se tiene que u1(C*) = v=1(C*) = 'N 7t si y solo
si existe t € T™ tal que ¢ - u = v. Supongamos que v~ }(C*) = v 1(C*) =
' N7t por lo que u(y) # 0 si y solo si v(y) # 0, para v € I'. Més aun
u, v definen un homomorfismo de semigrupos de I' N 7+ en C*. Sean v/, v’ las
extensiones de estos homomorfismos a M (7,I") y sean @, v las extensiones de
estos homomorfismos a M. Seat = v - @~ € T™. Entonces t - u = v.
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Ahora supongamos que existe t € TM tal que t-u = v. Sea v € T, por
como esta definido el producto de homomorfismos se tiene

t-u(y) =t(y) uly) =v(y),

pero t(y) # 0 para todo v € T, por lo que u(y) # 0 si y solo si v(y) # 0.
Concluimos que v~ (C*) = v (C*). O

Corolario 2.12. Sea T" la variedad térica asociada al semigrupo I'. La funcién
T i (T

define una biyeccion que invierte inclusiones entre las caras de o y las cerra-
duras de las orbitas de la accion del toro en T .

Demostracion. Por el corolario anterior y por la observacién 2.9 tenemos que
existe una biyeccion entre la caras de o y las cerraduras de las orbitas de la
accién del toro TM. Por lo que solo hace falta ver que invierte inclusiones, es
decir, si # < 7 < o, entonces i.(TT"7")) C ig(TT7")). Por el corolario 2.7 se
tiene que si < 7, ' N7+ C I' N 6+, entonces para todo u € TmTl7 existe
u' € T definido por:

u(y) si yelnrt,

u'(y) =
0 en otro caso.

Por como esta definido i,, se tiene que i,(u) = ig(u’), por lo que ir(T77)) C
ig(TT0)). O

Observacién 2.13. Del corolario 2.11 tenemos una particién de 7T por 6rbitas
de la accion del toro de la forma:

T = |_| orb(7,T")

7<o

Observacién 2.14. Sea F' = I' N 7+ un cara de I'. La inclusién cerrada de
T en TT corresponde al homomorfismo sobreyectivo de C-dlgebras

C[t"] = C[t")/Ip ~ C[t7].

2.2. Abiertos Afines Invariantes

En esta seccion describiremos los abiertos afines invariantes de una variedad
torica y al igual que en el caso de las dérbitas, estaran en correspondencia con
las caras de su semigrupo asociado.
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Definicién 2.15. Para toda cara 7 de o definimos:
[, =T+ M(r,T)

Lema 2.16. I'; es un semigrupo finitamente generado. Por otro lado R>ol';
es iqual a T.

Demostracion. T'; es finitamente generado ya que ambos sumandos lo son.

L = 7. Se tiene que 7 C N (71)*. En particular

Veamos ahora que oM (71)
7 C (71H)*. Como dim(74)* = codim(71) = dim(7), se sigue que Rt = (71)*.
Sea x € o N (71)*. De lo anterior tenemos que x = v; — vy, con vy, vy € T. Se
sigue que x + v = vy € 7. Como x,v5 € 0 y T es cara de o se tiene que = € 7.
Concluimos que o N (7))t = 7.

Aplicando la proposicién A.9 (ver apéndice), a 7+, obtenemos que
r=on(H)t =on(rH)V
y por la proposicién A.7 se tiene que
F=06+7" =Ryl + RxoZ(I'N7H) = Rxo(T5).
[

Lema 2.17. (i) La cara minimal de un semigrupo I' es una subreticula de
M igual a T Not.

(ii) Para cualquier m € T en el interior relativo de 5 N T+ se tiene que:

F‘r = F + Zz()(—m)

(i) Si T < 6 < o se tiene entonces que M(1,Ty) = M(7,I';) y que ', =
Fg + M(T, F@).

Demostracion. (i) Por el corolario 2.7 existe una correspondencia biyectiva
que invierte inclusiones entre las caras de o y las caras de I', entonces se
tiene que la cara minima de I' es igual a ' N o+.

Ahora bien, Z(I'Not) = M(o,T), es decir, la minima reticula que contie-
neal'Notes M(o,T). Si Rso(I'Not) # M(o,T)g, el cono Rso(I'Not)
tiene frontera en el espacio vectorial M (o,T")g. Como la frontera de un
cono es igual a la unién de sus caras propias (ver apéndice, lema A.5),
R>o(I' N o) tiene una cara propia, esto da lugar a una cara propia de
I Not, que a su vez da lugar a una cara de I'. Eso contradice la mi-
nimalidad de T' N o, de lo que se sigue que Rxo(I'Not) = M(0,T)R.
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Por lo anterior basta probar que si I es un semigrupo tal que ZI' = M
y R>ol' = My entonces I' = M.

Bajo estas condiciones se tiene que M es la saturacién de I', es decir,
para cada m € M existe un n € N tal que nm € I'. Queremos probar
que I' = M. Sea m € M. Por lo anterior, existe n € N tal que nm € I.
Sea M' =Z(m)y I" = M'NT. Como M’ ~ Z, el problema se reduce a
suponer M = Z.

Tenemos que ver que 1 o —1 pertenecen a I' pues R>oI' = Mr = R. De
la condicién R>oI' = Mr = R, I' contiene un elemento positivo y uno
negativo. Sea x el menor positivo en I' y y el mayor negativo. Supongamos
que no son 1, —1 respectivamente.

Six = —y. Como Z = M existe z € I tal que = { z y, sin perdida de
generalidad, supongamos que es positivo. Por el algoritmo de la division
z=nx+mcon 0 <m <z, luego m = z+ny € I', lo que contradice la
minimalidad de x.

Ahora si x # —y, sin perdida de generalidad, supongamos x > —y.
Asiz+yel'y0<z+y <z, lo que contradice la minimalidad de x.
Concluimos que x =1 o y = —1, de lo que se infiere que ' = M.

Sea m € int(6 N 71) N T. Tenemos que ¢ N mt = 7 (ver lema A.12)
y por dualidad & + R(m) = 7 (ver proposicién A.7). Por otro lado,
'+ Zso(—m) =T +Z(m), por lo que R>¢(T' 4+ Z>o(—m)) = 5+ R(m) =
7. Por lo tanto la cara minima del semigrupo I' + Zso(—m) es (I" +
Z>o(—m)) N 7%, que es una reticula por lo visto en (4).

Es claro que I'N 7t C (T + Zso(—m)) N7t y como (T + Zso(—m)) N7t
es una reticula se sigue que

M(r,T) =Z(T N7 C (T + Zso(—m)) N1t (2.2)

Veamos que (' + Zso(—m)) N7t = T N7t + Zso(—m). Sea z = v +
n(—m) € N7t +Zso(—m), con y e N7ty n € Zsg. Como 7+ es un
espacio vectorial y m € 7+, —m € 7+, Por lo tanto x € 7+, de lo que se
infiere que € (I'+ Zso(—m))N7t. Ahora, sea z € (I'+ Zso(—m))N7t.
Entonces z € 7+ y 2 = y+n(—m), cony € 'y n € Zsq. Como m € 7+,
se sigue que vy = x +nm € 71 y por lo tanto x € T N7t + Zso(—m).
Concluimos que estos dos conjuntos son iguales.

Finalmente como m € T N7t —m € M(7,T) y como I' N7+ C M(7,T).
Por el parrafo anterior y la ecuacién 2.2, tenemos que PNTL+Z>o(—m) =
M (7,T). Comparando estas igualdades obtenemos

[, =T+ M(T1,T)=T+TN7"+Zso(—m) =T + Zso(—m).
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(iii) Vamos a probar que M(7,Ty) = M(7,I'). La contenciéon M (7,I') C
M(7,Ty) es consecuencia de

M(1,Ty) =Z(T +Z(T NnoH))nrh)

y I C T+Z(I'N6+). Para la otra contencién sea y+ > A\yy; € (T +Z(I'N
0N nNnrtconyel, v e Nty N\ € Z Como 7 < 6 implica que
6+ C 71, se tiene que 7; € TN 7t y por lo tanto > N\iy; € Z('N7t). En
particular como 7+ es un espacio vectorial > —\;y; € 74, de lo que sigue
que v € I'N 7. Se infiere de lo anterior que v+ > A\iy; € Z(T' N 7t).
Concluimos que M (1,T9) = M (7,T").

Finalmente recordando que #+ C 7+ y del hecho de que M(1,Ty) =
M(7,T'), tenemos

g+ M(1,Tg) =T+ Z(T N+ Z([TN7") =T+ ZT Nr") =T,
O

Lema 2.18. Sean I' C A dos semigrupos tales que ZI' = M = ZA. Sean o y 0
los conos duales a & = R>ol' y 0 = RsoA respectivamente. Si int(0) Nint(o) #
(), se tiene que

M\(etNT) c A\(B+NA).
Demostracion. Sea v € int(f) Nint(o). Por el lema A.12, obtenemos que
ctNl=snvinT cldnvtnA=0"'NA.

Veamos ahora que I' N (§+ N A) = I' N o+, Para esto, notemos primero que
I'N(61NA) es una cara de I'. En efecto, si x,y € T tales que z+y € TN(ALNA),
como 0+NA es una carade A y ademds I' C A, se tiene que z,y € §-NA y por lo
tanto z,y € TN (6 NA). Para la otra inclusién procedemos por contradiccion.
Supongamos que I' N ot esta contenido propiamente en I' N (- N A). Como
I'N(6+NA) es una cara de I, por el corolario 2.7 se tiene que I'N(#+NA) = TN+
para alguna cara 7 de 0. Como I' N o+ esta contenido propiamente en I' N 7+,
se tiene que 7 es una cara propia de o. Por el lema 2.16 se tiene que 7 = R>oI';
y por el lema 2.17, T'; = T + Z>o(—m), con m € int(5 N 7+) NT. De esto se
sigue que

T = Rzo(r + ZZQ(—m)) = ]RZ()F + ]RZO(—m) =0+ Rzo(—m).

Por el lema 2.17 inciso (i), se tiene que A N 6+ es una reticula y como en
particular m € A N6+, se tiene que —m € A NG+, De esto obtenemos que

T=0+ Rzo(—m) C 0.

Y por dualidad 6 C 7, lo que contradice que int(f) Nint(o) # @). Concluimos
que I'N (- NA)=TnNot yporlo tanto I'\ (o NT) C A\(6L N A). O
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Definicién 2.19. Sean 7" variedades téricas asociadas a los semigrupos Iy,
con toros TMi parai=1,2, ysea ¢ : T'* — T2 un morfismo térico. Decimos
que ¢ es equivariante, si para toda t € T y a € T, se tiene que ¢(t - a) =

¢(t) - ¢(a).

Lema 2.20. Si 7 < o, la inclusion de semigrupos I' C ', induce una inclusion
TM _equivariante T' C T" como un abierto afin. Reciprocamente, si X C T"
es un encaje TM -equivariante de un abierto afin, entonces existe un nico
7 <o tal que X es T™ -equivariante isomorfo a T'".

Demostracion. Sea 7 < 0. Por el lema 2.17 tenemos que I'; = I' + Z>o(—m),
para algin m € T'. Consideremos f = t™ € C[t']. Localizando C[t'] en f, ob-
tenemos C[t']; = C[t'"], entonces T"\V(f) ~ T, que es un abierto principal
de la variedad térica T".

Reciprocamente, sea X un abierto afin T™-equivariante de 7. Entonces
X es una variedad térica con toro T™. Por el teorema 1.28 X es de la forma
T%, donde A es un semigrupo de M, tal que ZA = M.

Sea 6 := RxoA. Como T C TT es encaje TM-equivariante, por la propo-
sicién 1.34, el homomorfismo de C-algebras C[t'] — C[t"] esta inducido por
una inclusion de semigrupos I' C A. Se sigue que & C 0 y por dualidad 6 C o.
Ahora probaremos que si 7 es la cara mas pequena de o tal que contiene a 6,
entonces I'; = A. Bajo esta condiciones basta probar que si int(6) Nint(c) # 0,
entonces A =T.

Por la observacién 2.14 la reticula ' = o= NT es la cara minima de I y el
ideal primo I de C[t'] define la 6rbita orb(o, '), que es un encaje cerrado de
TT. Por el lema 2.18 se tiene que I'\ (o NT) C A\(9+ N A). Esto implica que
IpC[tY] C Ig, donde G = AN @+, En particular 1 ¢ [rC[t"]. De lo anterior
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ct'] Clt']/Ir
Ct"] —C["]/IrC[tY

.

Ct"/Ie

Este diagrama de C-4lgebras nos induce el siguiente diagrama conmutativo en

las variedades:
TI‘ i T!l"ﬁal

1

A f TAN0L
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Sea z € TA™". Por el diagrama anterior tenemos que g(x) = f(x), de lo que
se infiere que T N TT No £ () y como T* es TM-equivariante, del corolario
2.12, obtenemos que orb(co,T') C T,

Por el corolario 2.12 orb(c,I') = orb(o,I') C orb(7,I'), para toda 7 < o.
Como T? es abierto y contiene a orb(c,T'), orb(7,I) N T* # @ y como T*
es TM-invariante, se tiene que orb(r,I') C T*, para toda 7 < ¢. Dado que
TV = || ., orb(r,T) concluimos que 7" C T* y por lo tanto T = T, lo que
implica que I' = A. O]

Proposicién 2.21. La inclusion de abiertos afines T™ -equivariante en una
variedad torica afin TV es compatible con la normalizacion.

Demostracion. Como vimos en la demostracion del lema 2.20, cualquier abierto
TM_equivariante de TU es de la forma TY\V(f) con f =17 y v € T. Por otro
lado ¢ N M + Zso(—7) es la saturacién de I' + Z>o(—7). Entonces tenemos
el siguiente diagrama conmutativo, donde las flechas verticales son morfismos
inyectivos y las flechas horizontales son las funciones de normalizacién:

T&ﬁM TF

]

MM T
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Capitulo 3

Variedades Toricas

En la teoria cléasica de variedades toricas, un resultado fundamental es que
toda variedad torica normal tiene una cubierta por abiertos afines invariantes
por la accién del toro. Este resultado es la clave para dar una descripcion com-
binatoria de una variedad térica normal. En este capitulo veremos un ejemplo
de una variedad térica no normal que no tiene tal cubierta y por ende, no se
le puede asociar un objeto combinatorio como en el caso normal.

Como consecuencia de esta situacion, se han propuesto diversas maneras
de replantear la definiciéon de variedad torica con miras a estudiarlas desde un
punto de vista mas general. Estas propuestas se pueden consultar en [GKZ,
Oda, Stu, Th1, Th2, Th3].

Nosotros estudiaremos la propuesta hecha por P. Gonzéalez y B. Teissier
que aparece en el articulo [GyT]. De eso se tratard este capitulo.

3.1. Definicion

En esta seccién daremos la definiciéon de una variedad térica e ilustraremos
esta definiciéon con un ejemplo.

Definicién 3.1. Una variedad térica X es una variedad algebraica irreducible,
separada, que contiene un abierto de Zariski isomorfo a un toro algebraico T',
tal que la accion de T se extiende a todo X algebraicamente.

Ejemplo 3.2. Consideremos el espacio proyectivo P, que se define como:
Py = C" — {0}/ ~,
donde = ~ y si existe A € C* tal que z = \y. Podemos ver a (C*)" contenido
en P¢ a través del siguiente morfismo inyectivo:
i (CH — P&
(1, .oy @) = [Lrixyo.ay).
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

Para ver que es un abierto de Zariski, recordemos que P¢. esta cubierto por
las cartas afines

Entonces tenemos que ver que i((C*)") NU; es un abierto de Zariski para toda
i=0,...,n. Pero esto se tiene, ya que i((C*)") N U; = U;\(U,,; V(z;)), para
todai=1,...,n.

(C*)™ induce una accién de manera natural en ¢((C*)™), como sigue:

Moay o cx][liyr oty =1 zyn oo 2yl

Veamos que esta accién estd bien definida. Tomamos dos representantes [\ :
ATyt AT, Y [ ayr oo ayy], con Ay € CF. Aplicando la accién
obtenemos que

Ao dxy s Ao ayy o ayn] = [a adxiyr s e,y

=Xl izyr Ty = [Ty Y-
Veamos que la accién se puede extender a todo Pf,. Definimos:
i((C™) x P — PE,
Lz oo unl) = [Wo:yimc . Ynyl,

Esta es una accion ya que

Mol ooy Un)l =[Wo:y1: .t Ynl,
ademas
(1, zn)(Z1, oz Wo s yn oot yn] = (@120, o Zn2n) Yot Y1 5 - Y
=yo:m1z21y1 ¢ - TnZnYn) = (@1, ) (21, 20) [Yo Y1 o Yn))-

Como P, es una variedad irreducible y separada, concluimos que Pg es una
variedad torica.

3.2. Un Ejemplo Particular

En esta seccion veremos un ejemplo de una variedad torica no normal que
no satisface el siguiente teorema de H. Sumihiro.

Teorema 3.3. Una variedad torica normal X tiene una cubierta finita dada
por variedades toricas afines normales T-invariantes.
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3.2. Un Ejemplo Particular

Demostracion. Ver [Sum]. O

Ejemplo 3.4. Consideremos la curva cubica nodal proyectiva C C P?, que
estd definida por la ecuacién y?*z = 2% + x22. El tinico punto singular de esta
curva es p = [0: 0 : 1] y tiene un tnico punto en la linea al infinito z = 0, que
esq=1[0:1:0].

Afirmamos que C es una variedad térica con toro C\{p} ~ C*. Asumiendo
esto por el momento, supongamos que tenemos un abierto U invariante por
la accion que contiene al punto p. Ahora, como U es abierto, se tiene que
UN(C\{p}) # 0. Por otro lado, como U es invariante bajo la accién, C\{p} C U.
Pero entonces se tiene que C = U. Por lo tanto, no existen abiertos afines C*-
invariantes que contengan a p, de lo que se sigue que el teorema 3.3 falla.

Vamos a mostrar que C es una variedad térica con toro C\{p} ~ C*.
Consideremos la parametrizacién de la curva y? = 2 + 22, dada por:

p(t) = (t* = L(t* = 1))).

Con esta parametrizacién se tiene para t = £1, ¢(t) = p. Reemplacemos ¢ con

%, con lo que obtenemos la parametrizacion

(e, S) si 11

o(t) =
q st t=1

Entonces ¢(0) = ¢(c0) =py ¢ : C* — C\{p} es isomorfismo.
¢|c+ induce una accién sobre C\{p} utilizando el siguiente diagrama con-
mutativo:

C* x C* By

o

C\{p} x C\{p} —=C\{p}

Sean t, s € C*, usando el diagrama definimos:

[ 4 At(t+1) 1) 4s  4s(s+1) 1= dts  Ats(ts+1) 1
(t—1)2" (t—13  THs—=1)2" (s—1)3 7 ‘(ts—1)2" (ts—1)3
(3.1)
Notemos ademés que = - ¢ = ¢ - ¢ = x, para toda € C\{p}. Esta operacién
define una accién de C\{p} en C\{p} que se puede extender a p haciendo
x - p = p, para todo = € C\{p}.
Ahora tenemos que ver que esta accién es algebraica, es decir, esta dada
por cocientes de polinomios. Para esto veremos que la ley de grupo dada por
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

la teoria de curvas elipticas coincide con la accion. Después probaremos que la
ley de grupo dada por la teoria de curvas elipticas es algebraica.

= Primero veamos como esta definida la ley de grupo. La ley de grupo esta
definida solo en la parte suave de la curva y esta dada de la siguiente
manera. Sean u,v € C\{p}. Sea L la recta que pasa por z,y. Se define
u X v := w, donde w se obtiene como sigue. Por el teorema de Bezout
|ILNC| = 3,seaw’ = [a : b: c] el tercer punto en la interseccién. Definimos
w = [a: —b:c|. En el caso de que u = v, tomamos la recta tangente a
la curva y definimos u x v de manera analoga. Con esta operaciéon C\{p}
es un grupo (ver figura 3.1, para mas detalle de la ley grupo ver [SyT],
capitulo 1).

Figura 3.1: Ley de Grupo

= Veamos ahora que esta ley de grupo y la accion definida en la ecuacién
(3.1) coinciden en . Necesitamos mostrar que ¢ X u = u, para toda
u € C\{p}. Tenemos que una recta esta dada de la forma az+by+cz = 0,
pero estamos suponiendo que pasa por el punto ¢, por lo que b = 0, de lo
que obtenemos az + cz = 0. Si a = 0, se tiene que la recta es z = 0, que
es la recta al infinito en el espacio proyectivo y esta recta se intersecta
con C solo en el punto ¢, es decir, tiene multiplicidad 3, se infiere que
g X q=q.Sia#0,se tiene la recta vertical x = —c/a en la carta afin
z = 1. Como C es simétrica (si [uy : ug : 1] es solucién a y?z — 2% — 2%z,
[ug : —usg : 1] también es solucién), se sigue que g X u = u.

» Ahora, demostraremos que la accién definida en la ecuacién (3.1) y la
ley de grupo coinciden para todo u,v € C\{p, ¢}, tenemos que ver que

| 4t ‘4t(t+1)_1“ 4s '4s(s+1)'1“ 4ts '_4ts(ts+1)']
=12 (t—1)3 T (s—=1)2 (s—1)3 Ti(ts—1)2 (ts—1)3 7

son colineales. Pero esto se sigue de un calculo directo. Concluimos que
la ley de grupo coincide con la accién dada en la ecuacién (3.1).
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3.2. Un Ejemplo Particular

= Ahora veamos que la ley de grupo efectivamente es algebraica para dos
elementos distintos. Para esto calcularemos de manera explicita la ope-
racién de grupo. Sean [z : y; : 1], [z2 : yo : 1] € C\{p,q}, tales que
(x1,11) # (x9,y2). La ecuacién de la recta que pasa por estos puntos es:

y= (2=

T — 1) + Y1
To — X1

Sea A = 2= Sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos:
2+ 22 (1— N?) + 220\ — 20y1) — A%0] — 22y — 7 = 0.

Dividiendo esta ecuacién de grado 3 por sus factores © — x1,x — xo,
obtenemos:
=X\ —x; —x9 — 1.

Sustituyendo en nuestra ecuacién para y y multiplicandolo por —1 obte-
nemos:
Y= =X+ Ax; + vy + A — .

Concluimos que la acciéon dada en dos puntos distintos es algebraica.

= Veamos ahora que la accién definida sobre un mismo punto también es
algebraica. Consideremos un punto [a : b : 1] € C\{p, ¢}, la recta tangente
a este punto esta dada por:

(—=3a* — 2a)z + 2by = —d®,
de donde se obtiene que:

(3a* +2a)r @

2 2
Sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos
2 5 4 6
3 o (3a® + 2a) 3a° + 2a a
11— (————= —)—— =0.
v+ (1= (o)) te(—5n—) —
Dividimos esta ecuacién de grado 3, por el factor (z — a)?, de lo que se
obtiene:
9a* N 3a® N a? S
T="—+—7+—5—2a—1.
4b? b2 b?
Sustituyendo esto en nuestra ecuacién de y y multiplicando por —1, ob-
tenemos:
(3a' +2a), ,9a* 3a® a® 3a?
=(——) =+ —+—=5—-2a—-1)— —.
y= gt T Uy

Por lo tanto es una acciéon algebraica.
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

= Solo nos falta extender la accion a todo C. Para extender la accion, proce-
demos de la misma manera, tomando una recta que pase por (z1,y;) € C
y por el punto p, esta recta esta definida por la ecuacion y = (%)x,
sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos:

24+ 22(1— (L)),
xy

dividiendo por las raices x,z — x1, obtenemos que z = 0, y por lo tanto
y = 0, es decir, el punto p. Se infiere que es un punto fijo de la accion.
Se concluye que C es una variedad toérica.

3.3. Variedades Todricas Bien Cubiertas

En esta seccion damos la definicién de variedad bien cubierta y las carac-
terizamos de manera combinatoria.

Definicién 3.5. Sea N una reticula de rango finito. Un abanico ¥ es un
conjunto de conos poliédricos, racionales, fuertemente convexos del espacio
vectorial real Nk (ver apéndice A), tal que:

(i) Sioc e Xy 7 <0, entonces 7 € X.
(ii) Sio,0’ € ¥, entonces o No’ <oyono <o

Definicién 3.6. Consideremos una terna (N, 3, I') que consiste de una reticula
N, un abanico ¥ en Ny y una familia de semigrupos finitamente generados I' =
{T'y C N Mo € X}, donde M = Hom(N,7Z) con las siguientes condiciones:

i. ZI'y = M y R>ol'y; = 7, para todo o € Y.
ii. 'y =T, + M(7,T',), para cada 0 € ¥ y cualquier cara 7 de o.

Cada T', da lugar a la variedad térica T"¢. Definimos la variedad 7% como
el cociente | |, 5, TYe/ ~, donde ~ esta dado de la siguiente manera, sean
0,0’ € ¥, identificamos 777 y T'+" por su abierto comtin 7% ene' (ver lema
2.20).

Nota 3.7. La reticula N en la terna (N, %, T") esta determinado por I' (ver
condicién i. de la definicién). Por esto omitimos la referencia de la reticula N
en la notacién 7.

Ejemplo 3.8. Sea X el abanico dado por los conos:
01 = ]REO((O? 1)7 (47 _2))7
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3.3. Variedades Téricas Bien Cubiertas

Figura 3.2

02 = ]R‘ZO((47 _2)7 (47 _3))
y sus respectivas caras (ver figura 3.2): 7 = R>0((0,1)), 2 = R>o((4,—2)),

73 = R>0((4,-3)) vy 0 ={(0,0)}.
Sea I' el conjunto de los siguientes semigrupos:

o1 = R>0((1,0),(1,1),(2,3),(2,4)),
o2 = Rx0((1,1), (3,4), (=2, -4),(0, 1)),
I = 7>0((1,0),(1,1),(2,3),(2,4), (=1,0)),
[ry = Z>0((1,0),(1,1),(2,3),(2,4), (=2, -4)),
[y = Z0((1,1),(3,4), (=2, —4), (0, 1), (=3, —4)),
Fo = Z>0((1,0),(1,1),(2,4), (=1, -1)).
Un célculo directo muestra que la terna (72, %, T') cumple la definicién 3.6. En

el capitulo 5, mostraremos que la variedad Tx asociada a la terna (Z2 X, T)
corresponde a la explosién de la variedad V(zz — y*) centrada en el ideal
(xy,yz,x2).

Notemos que la variedad 7% no es una variedad térica normal, pues el
semigrupo I'; no es saturado, le falta el punto (1, 2).

Sabemos que para toda variedad térica normal X con toro isomorfo a T
existe un abanico ¥ en Ng tal que X ~ Ty (ver [CLS] corolario 3.1.8). A
continuacién veremos que estas variedades estan incluidas en nuestra definicién

3.6.

Proposicién 3.9. Sea X un abanico y Tx, la variedad torica normal asociada
a X. Entonces existe una terna (N, %, T) tal que Ts = T%.

Demostracion. Sea Y un abanico, consideremos la familia de semigrupos [' =
{T, := 5§ N M|o € X}. Por la construccién de Tk, se tiene que Ts = Tv.
Entonces solo hace falta ver que la terna (N, 3, ') cumple con las condiciones
de la definicién.
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

Para el inciso i., sea ¢ € 3. Por el lema 1.38, 6 N M es saturado. Ademas
como o es fuertemente convexo, por el lema A.14, se tiene que dim(5) = n.
Se tiene entonces que Z(d N M) = M. Por otro lado R>o(6 N M) = &. Por
lo tanto cumple el primer inciso de la definicién. Para el inciso . solo hace
falta ver que I'; = 7N M es igual a I', + M (7,T,). Por la observacién 2.16,
se tiene que R>o(I'y + M(7,T,)) = 7. Esto nos reduce el problema a ver que
Iy + M(1,T',) es saturado. Sea § € Sat(I', + M(7,T',)), entonces existe n € N
tal que nd € T', + M(1,T,), por lo que nd = 73 + 72, con v, € I'y, ¥y 72 €
M(7,T,). Como M(1,T',) = Z(I'y N 71), podemos escribir a 5 = Yo, — V2,
con Yap,v2— € 'y N 7L, Se sigue que 7o +nd =1 + 724 € ', lo que implica
que ny,_ +nd € I'y, y como I', es saturado, se obtiene que vo_ + 6 € I',. Se
infiere que § € I', + M (7,T',) =. Concluimos que I'; + M(7,I';) =7NM. O

Por el resultado anterior podemos ver que el caso de variedades toéricas
normales esta incluido en nuestra definicién. Ahora tenemos que ver que las
variedades asociadas a las ternas (IV, X, I") son variedades téricas. Para esto
necesitaremos un lema preparatorio.

Lema 3.10. Sea (N, %,T) como en la definicion 3.6 y T la variedad corres-
pondiente. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) Sio,0 €eX ysiT=0N80, entonces I'; =T, + Ty.
i) La variedad TL es separada.

Demostracion. Sea T = oNf. Por definicién tenemos que I', = Iy +M(7,T,) =
Ly + M(7,Ty). Por lo tanto I',,I'y C I';, lo que implica que I', + Ty C T,

Ahora mostraremos que I'; C I', +T'y. Afirmamos que int(6 N (—0))NT, N

(—Ty) # 0. Suponiendo esto por el momento, sea u € int(dN(—0))NT,N(—Ty).
En particular, u € int(& N (—0)). Por el lema A.11 (ver apéndice), para todo
u € int(d N (—0)), se tiene que 7 = o Nu' = # Nut. Ademss, por el lema
A.12 (ver apéndice), u € int(6 N7+). Por el lema 2.17 inciso (i7), tenemos que
I'y =T+ Zso(—u), pero —u € I'y, por lo que I'; =Ty + Zso(—u) C I'y + .
Asi, I'; C Ty + T

Para mostrar que int(6 N (=) N T, N (=Ty) # @, solo hace falta ver que
Rso(loN=Ty) =0an —0. La inclusién R>o(Ty N —Ty) C 5N —0 es inmediata,
pues I', C &y =Ty C —0. Para la otra inclusién, sea v € 6 N —6 N M. En
particular v € N M. Como ¢ N M es la saturacién de I',, existe n € N tal que
ny € I',. De manera anédloga existe m € N tal que my € —I'y. Se sigue entonces
que nmy € I';N—T, con lo que v € R>¢(I';N—Iy). Por lo tanto, FN—0NM C
Rso(I', N —Ty). Concluimos entonces que int(5 N (—60))NT, N (=Ty) # 0. Esto
concluye la demostracién de 7).
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3.3. Variedades Téricas Bien Cubiertas

Para mostrar que Tt es separada es suficiente demostrar que la imagen
del morfismo diagonal A : Ttene — TTe x TTe es un cerrado de Zariski. Re-
cordemos que el morfismo A esta dado por las inclusiones de T "¢ en T'e y
T definidas en el lema 2.20. Consideremos el homomorfismo de C-4lgebras
A*: C[tT] @ C[tFe] — C[t'~], definido por ¥ ® ¢ — 777, que es sobreyec-
tivo por el inciso 7). Por lo tanto C[t'?] Q) C[t'7]/ ker(A*) ~ C[t'"]. Se sigue
que la imagen de A : TVer¢ — T e x TT% es un cerrado de Zariski para todo
0,0 € ¥. Concluimos que T es separada. ]

Teorema 3.11. La variedad que define la terna (N,%,T") es una variedad
torica.

Demostracion. Por el lema 3.10 tenemos que Te es una variedad separada.
Recordemos que
= T~

ceY

donde la relacién ~ identifica el abierto afin T77°¢ comuin a T ° y T ¢, para
todo 0,0 € ¥ (ver lema 2.20). Pero T™ C T'~, para todo 7 < o, en particular,
TM C TTens, para todo 0,0 € 3. De esto se sigue que T™ es un abierto de
Zariski en Ty y como TM actia en cada T"7, entonces T™ extiende su accién
a todo T%. Como cada TT7 es una variedad irreducible se tiene que T% es
irreducible. Concluimos que 7% es una variedad térica.

]

Observacion 3.12. La definicion 3.6 incluye tanto variedades toricas normales
como no normales. Basta que algin semigrupo de la familia I" sea no saturado
(ver ejemplo 3.8). Desafortunadamente, no incluye todas las variedades no
normales como vimos en el ejemplo 3.4.

Proposicién 3.13. Sea Ty, la variedad térica asociada a una terna (N, X, T).
Entonces la funcion

7 = orb(7,T,) == i (TMT)

define una biyeccion entre los conos de X3 y las orbitas de la accion del toro en
T

Demostracion. Esto es consecuencia directa de la definicion y el corolario 2.11.
O

Enseguida vamos a caracterizar a las variedades téricas que se obtienen a
partir de la definicion 3.6.
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

Definicién 3.14. Decimos que una accién de un grupo en una variedad alge-
braica X es buena si X tiene una cubierta finita de abiertos afines que sean
invariantes por la accion.

Definicién 3.15. Una variedad térica bien cubierta X es una variedad torica
tal que la accion del toro es buena.

Observacién 3.16. Como vimos en el ejemplo 3.4, no toda variedad térica es
bien cubierta.

Veamos ahora que toda variedad térica bien cubierta es isomorfa a alguna
variedad térica asociada a una terna (N, X, T).

Teorema 3.17. Si X es una variedad torica bien cubierta con toro T, entonces
existe una terna (N, 3, ") que cumple las condiciones de la definicion 3.6 y un
isomorfismo ¢ : T — TM, tal que la pareja (T, X) es isomorfa a (T™,TL).

Demostracion. Como X es una variedad térica bien cubierta, se tiene que exis-
ten Vi, ..., V, cubierta finita de abiertos afines de X tales que V; es invariante
por T'. Por la proposicion 1.28, se tiene que para cada V;, existe un semigrupo
['; C M, con M reticula de rango d tal que V; ~ T%i. En particular, cada V;
es una variedad torica afin. Sea d; := R>¢l'; C My y sean o; C Ny sus conos
duales, donde N es la reticula dual a M. Sea X el conjunto de los conos o; y
sus respectivas caras.

Veamos primero que Y es un abanico. Dada la construccién de ¥, solo hace
falta ver que 0;Mo; es cara de 0; y de 0. Como X es una variedad separada, se
tiene que V;NV; es un abierto afin de V;. Ademas, como V; y V; son invariantes
bajo la accién de T', se tiene que V; NV} es un abierto afin invariante de V;.
Como V; ~ T sea U el abierto afin de T correspondiente a V; N V. Por
lo visto en la demostracién del lema 2.20 los abiertos afines TM-invariantes de
T' son de la forma 777, con 7 < 0;. De manera analoga se ve que 7 < 0j.
Veamos que 7 = o; N 0j. Como X es una variedad separada, la imagen de
la inclusion V; N'V; en V; x V; es cerrada, esto da lugar a que la imagen de
la inclusién de T77 en T'¢ x T% es cerrada. Algebraicamente esto implica la
sobreyectividad del homomorfismo de C-algebras

CH Q) CE™] = ], ¢ @t s £,

De esto se sigue que I'r C I'; +1'; y como I';,I'; C I';, se obtiene que I'; =
I'; + I';. Por lo tanto, usando el lema 2.16, se tiene:

T = RzoFT - Rz()(ri + FJ) - OV',L -+ dj

y por el lema A.7 (ver apéndice), 7 = 0;N ;. Concluimos que X es un abanico.
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Consideremos la familia de semigrupos I' = {I';} U{Ti-|7 < o; p.a. i},
donde si 7 < oy, I'; ; = I'; + M(7,T';). Veamos que la terna (N, X, I") cumple
las condiciones de la definicion 3.6. Para el inciso i. de la definicién, se tiene
que ZI'; = M para todo ¢, lo que implica que ZI'; ; = M, para todo 7 < 0.
Ademas, por el lema 2.16 se tiene que R>ol'; ; = 7. Para el inciso ii., solo hay
que ver que [ 4.n0; = ['jo,n0,, Para todo 4, j. Pero en efecto, esto se debe a
que estos semigrupos definen abiertos isomorfos en las variedades T ¢ y T3, Si
7 <0,y 7 <0 entonces I'; , =T, por el lema 2.17 inciso 4ii). Concluimos
que (N,3,T)) cumple las condiciones de la definicién 3.6 y por tanto Tv es
isomorfa a X.

m

3.4. Morfismos de Variedades Toricas Bien Cu-

biertas

Recordemos que un morfismo ¢ : T — TM de toros algebraicos esta
determinado por cualquiera de los siguientes homomorfismos de grupos

¢ M— M y é,: N — N,

donde M y M’ son las reticulas de caracteres de T y TM' respectivamente y
N y N’ son las reticulas de subgrupos de un pardmetro de T™ y TM' respecti-
vamente. Notemos que los homomorfismos ¢* y ¢, se determinan uno al otro
por dualidad. Esto determina el morfismo

¢: CtM] = CM], tm = t*"™ me M,
que a su vez determina ¢ : TM — TM,

Definicién 3.18. Sean (N, X, T), (N, X' T”) dos ternas como en la definicién
3.6. Sea ¢, : N — N un homomorfismo de reticulas y ¢* : M — M’ su
homomorfismo dual. Decimos que ¢, es una funcion de abanicos que preserva
semigrupos (N, X, T") — (N, X/, I"), si para cualquier ¢’ € ¥/ existe o0 € ¥ tal
que ¢o*(I'y) C I7,.

Proposicién 3.19. Sea ¢ : TM' — TM un morfismo de toros algebraicos.
Si ¢, define una funcion de abanicos que preserva semigrupos (N, %, 1) —
(N’ T"), entonces ¢ se extiende a un morfismo ¢ : TS, — TL que es equi-
variante respecto a ¢. Reciprocamente, si f : TS, — Ty es un morfismo que
extiende a ¢ y que es equivariante respecto a ¢, entonces ¢, define una funcion
de abanicos que preserva semigrupos (N, 3, T) — (N', ¥/ ") tal que f = ¢.
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Demostracion. Sea ¢ : T™' — TM un morfismo de toros algebraicos y supon-
gamos que ¢, es una funcién de abanicos que preserva semigrupos (N, %, T") —
(N’ ¥, T"). Veamos que ¢ se extiende a un morfismo ¢ : T% — T&. Como
¢, define una funciéon de abanicos que preserva semigrupos, se tiene que para
cualquier ¢/ € Y/ existe un cono o € ¥ tal que ¢* determina un homomor-
fismo de semigrupos I'; — I[",. Esto a su vez define a un homomorfismo de
C-dlgebras C[t'"] — C[t'~']. Lo que induce un morfismo entre variedades

Goro: TV — T,

Sea z € T'+ y consideremos el homomorfismo de semigrupos asociado
xz : IV, — C. Por el corolario 1.35 se tiene que ¢, () le corresponde el
homomorfismo de semigrupos = o ¢*|r,. Sea y € TM y x € T"+, observemos
que

éo’,a(y ) x) = (y ) J}) o ¢*|Fa = (y © Qb*) ) (l’ © ¢*|PU) = ¢(y) ) ég/,o(x),

lo que nos dice que el morfismo QEC,/,U es equivariante.

Consideremos la funcién ¢ : T ZF,' — TL definida de la siguiente manera.
Sea x € Tg, sea o’ € Y tal que  pertenezca al abierto afin 7"+, definimos
o(x) = Qba’,a(x)-

Veamos ahora que este morfismo esta bien definido. Sea z € T%, . Supon-
gamos que z € T'+ v z € T'o. Entonces x € T+ donde 7/ = o' NH € Y.
Ademéds, por el lema 2.20, T'+ esta contenido en 7'+ y TV o como un abierto
afin. Como ¢, es un morfismo de abanicos que preserva semigrupos, existen
7,0,0 € ¥ y morfismos:

Gor g TFor — T,

Q_Sgl’g : TFG’ — TFG,
- !
Gpr T — T

Supongamos que T, o, # son minimales con esta condicién, es decir, si A < o,
entonces ¢*(I'a) ¢ I'yr. Andlogo para 7y 6.

Veamos que 7 < oy 7 < 6. Como 7" < ¢’ y como (N',3' T”) es una terna
que cumple la definicién 3.6, se tiene que IV, = 1", + M (7/,I",), de lo que se
concluye que I, C I, por lo que ¢*(I';) C I/, C I'/,. Supongamos que 7 no
es cara de o y consideremos 7N o. Como 7No < o, tenemos que 7N o es cara
propia de 7. Por el lema 3.10 y dado que ¢* es homomorfismo de semigrupos
tenemos

¢*(FTOU) = ¢*(FT + FJ) = ¢*(FT> + ¢*(F0) - F/r’v
lo que contradice la minimalidad de 7. Concluimos que 7 < ¢ y por lo tanto
T' esta contenido en T 7. Andlogamente se puede ver que 7' C TT¢. Esto
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induce el siguiente diagrama conmutativo:

T 2

|,

TF:-/ & TFT

I

Ty 24 7Ty

La conmutatividad del diagrama diagrama muestra que la funcién ¢ esta bien
definida. Como ¢, , es equivariante en cada carta afin, se sigue que ¢ es
equivariante respecto a ¢.

Reciprocamente, supongamos que tenemos f equivariante respecto a ¢. Sea
o' € Y, por el corolario 2.12, se tiene que si 7/ < o', se tiene orb(o’,I",) C

orb(7/,17,). Como f es equivariante respecto a ¢, existen o, 7 € ¥ tales que:
f(orb(¢",T7,)) C orb(o,T',),

florb(7',T.))) C orb(r,T,).

Por otro lado la continuidad de f implica que

florb(o’,T,)) C f(orb(7/,T%,)) C f(orb(7/,T",)) C orb(r,T;).

Se sigue que orb(7, ;) Norb(e,T,) # (). Por lo tanto orb(o,T',) C orb(7,T;),
y por el corolario 2.12 se concluye que 7 < 0.

Como T = | ], orb(r',T"), tenemos que f(T"+) C TTe. Inferimos
que f ]Tp; L T" — T % es un morfismo equivariante entre variedades. Ahora,
tenemos que f|yar = ¢ y ¢ es un homomorfismo de grupos, tenemos que
F(TMY C TM y que f(t, - ta) = f(t1) - f(ta), con t1,ty € TM'. Por proposicién
1.34, se tiene que f ‘Tr‘; , esta definido por un homomorfismo de semigrupos
con ¢*(I',) C I'!,. Concluimos que ¢, es una funcién de abanicos que preserva
abanicos tal que f = ¢. O

Corolario 3.20. La categoria de objetos de las ternas (N,3,T') de la defi-
nicion 3.6 con morfismos entre abanicos que preservan Semigrupos como en
la definicion 3.18, es equivalente a la categoria de objetos de variedades tori-
cas bien cubiertas, donde los morfismos son morfismos equivariantes que se
extienden de los morfismos entre los correspondientes toros algebraicos.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 3.17 y de la proposicién
3.19. O
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CAPITULO 3. Variedades Téricas

Observacion 3.21. En este capitulo obtuvimos el diagrama:

Variedades Toricas C Variedades Toricas C Variedades Téricas
Normales Bien Cubiertas
U
Variedades Toricas
Afines

Notemos que todas estas son contenciones propias, por los ejemplos 3.4 y 3.8.
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Algunas Aplicaciones

47






Capitulo 4

Algunas Consecuencias de
Prescindir de la Normalidad

En este capitulo haremos una comparaciéon entre las variedades toéricas
afines sin la condiciéon de normalidad y las normales. Veremos que algunos
resultados conocidos de variedades téricas normales no se cumplen para el
caso no normal.

4.1. Interseccion Completa

En esta seccién hablaremos sobre interseccion completa en el caso de va-
riedades toricas.

Definicién 4.1. Sea V' C C" una variedad algebraica afin de dimensién r.
Decimos que V' es interseccién completa si existe {f1,..., fr} C Clzy, ..., z,)],
con k =n —r, tales que I(V') = (f1,..., fr).

Existen criterios en dimensiones 1 y 2 que clasifican a las variedades toricas
normales que son interseccién completa. Veremos a continuacién que estos
criterios fallan cuando no se tiene la condiciéon de normalidad.

4.1.1. Dimension 1

El caso de variedades toricas normales de dimension 1 es bastante limitado
ya que, salvo isomorfismo, solo existen dos, que son C y C* y estas son inter-
seccién completa. Sin la condiciéon de normalidad existe una gama mas amplia
de curvas téricas. En general las curvas toricas no son intersecciéon completa,
aunque si existen algunas que lo son, por ejemplo las curvas téricas planas sin-
gulares. En la siguiente proposicion estudiamos otra familia de curvas toricas
que son interseccién completa.
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Proposicién 4.2. Sean a,b,c € N y sea I' = Z>(a, b, c) C Z tal que ZI" = Z.
Supongamos que {a,b,c} es un conjunto generador minimal de I'. Sean e =
med(a,b), f = med(b,c¢), g = med(a,c) y h = med(a/e,c/f) y supongamos
que efh]— Entonces T es interseccion completa.

Demostracion. Como el}—ch|§, se tiene que el}—ah|§, de lo que se sigue que
—=—A -=—\ 4.1
i (1)

Consideremos I = (xe ¢ —yl,yt —zf> Afirmamos que Iy = I. Como (2, —2,0)
y (0, J‘ﬁ, _f) son relaciones entre a, b y ¢, por el lema 1.22, se tiene que I C Ir.
Ahora, sabemos que It esta generado por binomios, los cuales a su vez
estan dados por las soluciones enteras a la ecuacion auy + bus + cug = 0. La

solucion general a esta ecuacién es:

b c

uy =m— —l—,
e g

c a
ngk?—mg,
a b

ug =Il— — k—,
g f

donde m, [, k € 7Z (ver [Coh], seccién 6,2). Entonces solo hace falta ver que todo
binomio inducido por esta ecuacion diofantica pertenece a I. Supondremos
siempre que u; > 0, ya que en caso contrario solo hace falta multiplicar la
ecuacion por —1.

Entonces tenemos los siguientes casos:

|

) u
IT) up #£0, us <0y ug <O0.
) uy #0, us <0y uz>0.
V)

u17ﬁ0 U2>OyU3<0.

Caso I. Supongamos que u; = 0. Sin perdida de generalidad supongamos
que us > 0y uz < 0. Entonces la ecuacién buy = —cusz da lugar al binomio
y*? — 27" € I y tenemos que ver que este binomio pertenece a I. Por la
ecuacién (4.1) y como uz < 0, obtenemos que

b b ab b
O<—u3:k——l =k—-—l—A=—
g f efh f

20
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Ademds, dado que hla/e, se sigue que k — 13\ € N. Ahora, como y% —ziel
y como k — -3\ € N, se obtiene que:

k=15

b c ac b ab
— 27( N — ykf_leth — Zk7_lefh>‘ e 1.

Y7

Como uq = 0, se tiene que m? = l§ y por la ecuacién (4.1), se sigue que

e

Obteniendo asi que:

c_j_ac
ks—15GA

b b >
a Kol bX ok

(9]
Yy z efh y f e — 27

Concluimos que y*2 — 27 € [.

A partir de aqui podemos suponer u; > 0. Observemos que por la ecuacién
(4.1) se tiene que

b c b be b c

——l-=m-—l—XA=-(m—1-—=\). 4.2
e g e efh e(m fh ) (42)
Como hl|e/f y I,\ € N, se tiene que lf—ch)\ € N y por lo tanto m — lf—ch)\ € 7,
como estamos en el supuesto de que u; > 0, m — lf—chz\ e N.

Caso II. Supongamos que us < 0 y uz < 0. Entonces la ecuacién au; =
—bus — cug da lugar al binomio z"* — y="227" € [p y tenemos que ver que
. . b a

este binomio pertenece a I. Dado que ze —ye € I y como m — lf—chx\ e N:

b (m—1-&X) L (m—1-S ) é(m-lﬁ )

a c [ ac
. N gt Fid) — g me—kS+kS 12

Y efh E[,

donde todos los sumando estdn en N por las condiciones de la proposicién.
Como ug,uz < 0, se tiene que 0 < —uy = m? — k% y0< —ug = k% — lg =

c b
k% —1 e‘}lh)\. Debido a que y/ — 27 € I y a las desigualdades anteriores se tiene
que

b c a c c ac b c a c b ab
ge MUY gtk IEEA = peOnolgEA) ek kY med T
y por la ecuacién (4.2) se sigue que
b (m—1-5)\) me—kS kL_jab ) mbi—_j< me—k< kL2 —uy _—
qTe TR — e TR 2N T e Rt = e T g — e TN 2N Ty = gt — T2 TS,

Esto demuestra que x"t —y~"2z7% € [.

El caso III y el caso IV, se demuestran de manera analoga al caso I y II.
Como ZI' = 7Z, se tiene que T+ C €3 es de dimensién 1 y como It esta generado
por dos elementos, se tiene entonces que T es interseccién completa. O
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Ejemplo 4.3. Consideremos I' = Z>((4,6,9). Como % %, por el resultado

anterior tenemos que T es interseccién completa y ademés
T" =V(a® —y,y° = 2%).

Estas condiciones suficientes fueron construidas en este trabajo. Pero el
problema de caracterizar a las curvas téricas dadas por tres generadores que
son interseccion completa fue resuelto en la tesis doctoral de J. Herzog. Para
enunciar su resultado necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.4. Sea I' un semigrupo tal que ZI' = Z. Sea M = I'\{0} y
M~ ={z€Z| z+ M C T'}. Decimos que I' es simétrico si M~ = {m} UT,
donde m es el mayor entero tal que m & I'.

Teorema 4.5. Sea I’ C 7 generado minimamente por tres elementos positivos.
Entonces T es simétrico si y solo si T es interseccion completa.

Demostracion. Ver [Her], teorema 3.10. O

Para el caso de I' = Z>¢(ay, as, . . ., a,) tenemos casos particulares donde se
preserva que es interseccion completa. Mas aun, las condiciones de la proposi-
cién se pueden generalizar para una cantidad arbitraria de generadores, pero
la falta de una solucién general explicita a la ecuacién diofantica

a1r1 + asxo + ...+ apz, =0

nos impide ver si estas condiciones son realmente suficientes para que sea
interseccién completa.

Ejemplo 4.6. Consideremos I' = Z>((210, 1155, 5005,17017,46189). Imple-
mentando el algoritmo (4.5) de [Stu] en SINGULAR, obtenemos que

_ 11 2 13 3 .17 5 19 7
[F_<U —wh,w o =T, —YLY _"7’>'

Como T" C C?, vemos que T es interseccién completa.

4.1.2. Dimension 2

En el caso de superficies toricas normales, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.7. Una superficie torica normal es interseccion completa si y
solo si es hipersuperficie.

Demostracion. Ver [Ril, Ri2]. O
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Este resultado no es necesariamente cierto si no se pide la condicién de nor-
malidad. A continuacién construiremos dos familias de ejemplos de superficies
toricas no normales que son interseccién completa, pero no son hipersuperficies.

Ejemplo 4.8. Por lo visto en la sub-seccién anterior tenemos la familia de
superficies que son producto de dos curvas que son interseccién completa. Por
ejemplo:

I' = Zo((4,0), (6,0), (9,0), (0,210), (0, 1155), (0, 5005), (0, 17017), (0, 46189)),

I'y =7Z>0(4,6,9),
Iy = 7Z>¢(210, 1155, 5005, 17017, 46189).
De donde se obtiene que
TV =T" x T,

De esto obtenemos que la superficie térica 7T es interseccién completa y no es
hipersuperficie.

Proposicién 4.9. Sea I' generado por elementos de la forma {(l,0), (k,m),
(0,m),(0,n)}, conl # 1, med(l,k) = 1, med(m,n) =1 y m > n. Entonces T"
es interseccion completa y no es hipersuperficie.

Demostracion. Por el lema 1.22; sabemos que el ideal térico It esta genera-
do por las relaciones entre los elementos del semigrupo. En este caso dichas
relaciones provienen del siguiente sistema de ecuaciones:

luy + kus = 0,
muy + mus + nuy = 0. (4.3)
Por [Coh], la solucién general para ecuaciones diofénticas lineales es:
uy = aqk,

Uy = —aql = ay — agn,
U3 = qN — Qg,

Ug = Q31 — Qg

con ay, o, a3, 04 € Z. Sea I = (2" — w™, 282! — y!). Vamos a demostrar que

n
I = Ir. Dado que (0,0,n,—m) y (k,—(,(,0) son solucién a la ecuacién (4.3),
se tiene que [ C Ir.

Ahora veamos que It C I. Procederemos de manera similar a la proposicion
4.2. Podemos suponer que u; > 0, ya que de caso contrario, solo tenemos
que multiplicar las ecuaciones por —1. En particular, us < 0. A partir de
aqui consideraremos los casos dados por los signos de ug y uy.

Con lo anterior tenemos los siguientes casos:

93



CAPITULO 4. Algunas Consecuencias de Prescindir de la Normalidad

) up =0 =uy.
) uy >0, u3 >0y ug>0.
II) uy >0, u3 >0y ug <O0.
) up >0, u3 <0yuy >0,
V) up >0, uz <0y uy <O0.

Caso 1. Supongamos que u; = 0, lo que implica que us = 0. Se sigue que
uz # 0y uy # 0. Sin perdida de generalidad supongamos que uz > 0y uy < 0,
esto da lugar al binomio z“* —w™"* € Ir. Veamos que este binomio pertenece
a I. Como 0 < —ug = m(ay — ag), entonces oy — a3 € N. Tenemos que
2" —w™ e Iy como ay —asg € N, se tiene que:

Zn(a4—a3) . wm(a4—a3) — Ln—a3n _ . 0qm—azm cl.

Ahora, como uy = 0, se tiene que asn = asg, por lo que

ZOC47’I—062 _ ,woc4m—043m E I'

Concluimos que z" —w™" € [.

A partir de aqui podemos suponer que u; # 0, que a su vez implica que
U9 7é 0.

Caso II. Supongamos que uz > 0y uqy > 0. Tenemos que demostrar que
Tyt — y=¥2 € [. Tenemos que z¥2! —y' = 0 en R = Clx,y, 2,w]/I. Por
la condicion de que u; > 0 se sigue que

xalkzall o yall — xalkza3n7a4n+a4nfa2 o yall =0 en R

Como 2" = w™ en R y dado que ug = ayn —ag > 0y ugy = agm — ay > 0,
obtenemos:

xa1kwa3m—a4mza4n—a2 o yall =0 en R,
de lo que se concluye que

128w —y " =0 en R.

Caso III y IV. Se procede de manera anéloga al caso I y II.
Caso V. El caso us,us < 0 no se puede dar, ya que el sistema

musg + mus + nuy = 0

no tendria solucién, dado que uy < 0. Concluimos que T C C* es interseccién
completa, pero no es hipersuperficie. O

Estas dos familias de intersecciones completas nos dan pie a pensar que
no existe una clasificaciéon general de intersecciones completas en superficies
toricas como en el caso normal.
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4.2. Cohen-Macaulay

4.2. Cohen-Macaulay

Una propiedad importante de las variedades téricas normales es que son
Cohen-Macaulay. En esta seccién daremos ejemplos de variedades tdricas no
normales que no son Cohen-Macaulay. Empezaremos dando un repaso de la
definicién de anillo Cohen-Macaulay asi como de sus propiedades bésicas (ver
[Sha] o [JyP] para las pruebas).

Definicién 4.10. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y sea {ay, ..., a,} C
R. Decimos que aq, ..., a, es una sucesion regular de R si:

<1> R 7& (ab cee 7an)R'

(ii) Para todo ¢ = 1,...,n, el elemento a; no es un divisor de cero en

R/(al, ce ,ai_l)R.

Proposicion 4.11. Sea R un anillo noetheriano. Entonces toda sucesion re-
gular mazximal de R tiene la misma longitud.

Definicién 4.12. Sea (R, m) un anillo conmutativo noetheriano local. Defini-
mos la profundidad de R, la cual denotaremos por depth(R), como el méximo
de las longitudes de las sucesiones regulares contenidas en m.

Teorema 4.13. Sea (R, m) un anillo conmutativo noetheriano local. Entonces
depth(R) < dim(R).

Definicién 4.14. Sea (R, m) un anillo conmutativo noetheriano local. Deci-
mos que R es un anillo Cohen Macaulay si

depth(R) = dim(R).

Definicién 4.15. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Decimos que R es
un anillo Cohen-Macaulay si Ry, es Cohen-Macaulay, para todo ideal maximal

m de R.

Proposicién 4.16. Sea (R,m) un anillo noetheriano local, sea f € R un
elemento no divisor de cero. Entonces

depth(R) = depth(R/(f)R) — 1.

El siguiente resultado nos muestra una propiedad muy importante de las
variedades toricas normales.

Teorema 4.17. Sea M una reticula y sea & un cono poliédrico racional con-
tenido en Mg. Entonces C[t°™™] es un anillo Cohen-Macaulay.

95



CAPITULO 4. Algunas Consecuencias de Prescindir de la Normalidad

Demostracion. Ver [Dan], teorema 3.4, pagina 106. [

El resultado anterior nos dice que la C-algebra de una variedad torica
normal es Cohen-Macaulay. Pero esto no es cierto, en general, para el caso no
normal. Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.18. Este ejemplo fue tomado de [JyP]. Consideremos I' el semi-
grupo generado por

{(1,0),(1,1),(0,2),(0,3)} C Z*.

Notemos que I' no es saturado, es decir, 7' no es normal. Vamos a mostrar
que C[t"] no es Cohen-Macaulay. Implementando el algoritmo (4.5) de [Stu]
en el programa SINGULAR encontramos que

It = (y* — 22%, yz — ux, 2% — uy, u® — 2°).

Entonces C[t'] ~ Clz,y, z,u]/Ir. Sea R := (Clz,y, z,u)/Ir) (zy,5u)-

Vamos a mostrar que depth(R) = 1. Afirmamos que la clase de z — z en
R no es un divisor de cero. Veamos primero que x — z & Ir. Esto se sigue de
que V(Ir) ¢ V(z — 2), pues (0,0,1,1) € V(Ir) y (0,0,1,1) &€ V(z — z). Esto
implica que x — z # 0 en C[t']. Ahora, como C[t'] es dominio entero, se tiene
que el homomorfismo natural entre un anillo y su localizado

v:C[t"] = R

es inyectivo, por lo tanto x — 2z # 0 en R y como R es un dominio entero, se
tiene que x — z no es un divisor de cero en R. Sea

Ry = (R/(x — ) = Cla,y,ul /(s — 2 2y —w),2® — ug,w® — 0o

ysea I' := (y*>— a3, 2(y—u), 2° —uy, u? — 2*). Usando el programa SINGULAR
obtenemos que la descomposicién primaria de I’ es

(y - U,$3 - UQ) N (U, y27xy>x3)a

por lo que los primos asociados a I’ son P} = (y — u,2®> —u?) y Py = (x,y, u).

De lo anterior obtenemos que los divisores de cero de R son el ideal (z,y,u),

de lo que se infiere que todo elemento es divisor de cero, lo que implica que
Por la proposicién 4.16, obtenemos que

depth(C[t"]) = depth(R;) +1 = 1.

Como dim(C[t']) = 2, concluimos que C[t'] no es un anillo Cohen-Macaulay.
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4.2. Cohen-Macaulay

Observacion 4.19. Este ejemplo es también un ejemplo de una superficie
no normal con singularidad aislada. Esto se puede verificar a partir de los
polinomios que la definen y el criterio jacobiano.

El ejemplo anterior muestra que hay superficies téricas no normales que
no son Cohen-Macaulay. Podemos usar este ejemplo para construir una varie-
dad torica de cualquier dimensién que no sea Cohen-Macaulay por medio del
semigrupo

T, = Z=0((1,0,...,0),(1,1,0,...,0),(0,2,0...,0),(0,3,0,...,0),e3,...,e,) C Z".
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Capitulo 5

Modificacion de Nash de
Variedades Toricas

En este capitulo nos centraremos en algunos aspectos positivos de prescindir
de la normalidad en la definicién de variedades toricas. El principal objetivo es
estudiar las explosiones monomiales en variedades toricas afines y enseguida
estudiar el caso particular de la modificaciéon de Nash. En la primera seccion
veremos que las explosiones monomiales de estas variedades son variedades
toricas bien cubiertas, lo que muestra la naturalidad de esta definicién.

5.1. Explosiones de Ideales Monomiales en Va-
riedades Toricas Afines

En esta seccion definiremos la explosion de un ideal en una variedad y
veremos que la explosion de un ideal monomial en una variedad térica es una
variedad torica bien cubierta.

Definicién 5.1. Sea X una variedad afin y sea {go, ..., gs} C C[X]. La explo-
sién de X centrada en I = (go, ..., gs), denotada por Bl;(X), es la cerradura
de Zariski de p(Y'), donde Y = X\V(I) y ¢ : Y — X X P* esta definido por

o(x) = (z,[go(x) : ... : gs(x)]) € X x P*.

Resumimos en el siguiente lema las propiedades bésicas de la explosiéon de
ideales que necesitaremos (ver [Hts| y [Hau]).

Lema 5.2. Sea X wuna variedad algebraica, sea R su anillo de funciones re-

gulares y sea I = (f1,..., fs) un ideal de R. Entonces se tienen los siguientes
resultados.
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CAPITULO 5. Modificacién de Nash de Variedades Téricas

i) Las cartas afines de la explosion de X centrada en I estin dada por las
inclustones de anillos

R%Rj::R[é £

T

donde los anillos R; son subanillos de los anillos R[fi] Ademas, el pegado

]

de las cartas afines esta dado por la igualdad (Rj)ﬁjz (R;)s; en el anillo

11 ! i
ii) Sea J un ideal principal. Entonces la explosion de X centrada en I es
1somorfa a la explosion de X centrada en IJ.

Ahora, a partir de un ideal monomial I definido en C[t'], para algin semi-
grupo ', vamos a construir una variedad térica bien cubierta, después veremos
que esta variedad que construimos coincide con la explosién de T centrada
en [.

Consideremos un semigrupo I' de una reticula M de rango d, tal que ZI' =
M. Sea ¢ = R>( y sea o su cono dual. Asumamos que la dimensién de o es d,
lo que es equivalente a que & es fuertemente convexo.

Sea I un ideal en C[t'] generado por los monomios ™ ... t™ donde
{mq,...,my} C I'. Construimos el poliedro de Newton N, (I), definido como
la cerradura convexa en My del conjunto {m; + d|i = 1,...,k}. Por conve-
niencia denotamos con la misma letra I el conjunto {my,...,my}. El conjunto
I determina la funcién:

ordj:0 - R, v— mirll(v, m), (5.1)
me