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álgebra lineal y al doctor Homero Gallegos por su apoyo en el área de curvas
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1.3. Morfismos de Variedades Tóricas Afines . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4. Normalización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2. Propiedades Básicas de Variedades Tóricas Afines 21
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Introducción

Las variedades tóricas son variedades algebraicas definidas por información
combinatoria. La interacción entre el álgebra, la geometŕıa y la combinatoria
ha guiado a muchos resultados en esta área. Las variedades tóricas tienen
aplicaciones en diversas áreas como la f́ısica, la teoŕıa de códigos, la estad́ıstica
algebraica y el modelado geométrico. Mas aún como es notado por W. Fulton
en el prefacio de su libro [Ful]: “las variedades tóricas han proporcionado un
campo de pruebas muy fértil para las teoŕıas generales”.

Originalmente, la definición de variedad tórica inclúıa la condición de nor-
malidad. Con esta condición, es bien sabido que existe una descripción combi-
natoria de tales variedades en términos de abanicos dados por conos poliédricos
racionales. Tal descripción es consecuencia de un resultado de H. Sumihiro,
que afirma que toda variedad tórica normal tiene una cubierta por varieda-
des tóricas afines. Sin embargo, existen variedades tóricas no normales que no
cumplen el teorema de Sumihiro y por esta razón no se les puede asociar un
objeto combinatorio en el esṕıritu del caso normal.

El objetivo de la tesis es estudiar una definición alternativa de variedad
tórica no necesariamente normal a la que se le puede asociar objetos combi-
natorios. Esta definición es debida a P. González y B. Teissier, y aparece en
el art́ıculo [GyT]. Nosotros las llamaremos variedades tóricas bien cubiertas.
Tal definición generaliza a las variedades tóricas normales. La esencia de esta
definición es dar como condición el resultado del teorema de Sumihiro y de es-
ta manera asociar un objeto combinatorio de manera análoga al caso normal.
Enseguida, exploramos algunas consecuencias de esta nueva definición. Vere-
mos que algunas propiedades conocidas de las variedades tóricas normales no
se conservan sin la condición de normalidad, como ser anillo Cohen-Macaulay
y la clasificación de variedades tóricas que son intersección completa en el caso
de superficie, aunque, por otro lado también habrá nuevas propiedades que no
se teńıan en el caso normal, tal es el caso de las explosiones monomiales.

A continuación describimos el contenido de la tesis. El objetivo de la prime-
ra parte de la tesis es utilizar la teoŕıa de variedades tóricas afines descrita en
[CLS] y [GyT], con el propósito de entender la definición de variedades tóricas
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INTRODUCCIÓN

bien cubiertas y caracterizarlas de manera combinatoria. Esta parte es la base
de todo nuestro trabajo.

En la segunda parte de la tesis utilizaremos lo aprendido en la primera
parte para explorar algunos aspectos positivos y negativos de prescindir de
la normalidad en la definición de variedad tórica. En esta parte utilizaremos
algunos resultados generales de variedades tóricas normales o de geometŕıa
algebraica sin dar su demostración, con el fin de concentrarnos en sus versiones
sin la condición de normalidad.

En el caṕıtulo 1 daremos un pequeño repaso sobre toros algebraicos, que
son parte fundamental de la definición de variedad tórica. Después de esto da-
remos la definición de variedades tóricas afines, aśı como su equivalencia con
semigrupos afines e ideales binomiales primos. Además, definiremos y caracte-
rizaremos como son los morfismos entre variedades tóricas afines. Concluimos
el caṕıtulo con un estudio de la normalización de estas variedades.

En el caṕıtulo 2, a partir del semigrupo asociado a una variedad tórica,
describiremos algunos cerrados y abiertos de Zariski de la variedad dada. Los
resultados que probaremos de estos conjuntos serán las herramientas principa-
les para entender la definición de variedad tórica bien cubierta, aśı como para
probar muchos resultados posteriores.

En el caṕıtulo 3, después de enunciar la definición de variedad tórica (no
necesariamente normal), estudiaremos el ejemplo clásico de la curva nodal
C ⊂ P2, definida por la ecuación y2z = x2(x + z), que cumple con la defi-
nición de variedad tórica, pero no tiene una cubierta por variedades tóricas
afines. Este ejemplo motiva la definición de variedades tóricas bien cubiertas.
El resultado principal de este caṕıtulo afirma que tales variedades tienen una
descripción combinatoria en términos de semigrupos, conos y abanicos. Final-
mente, estudiaremos los morfismos entre tales variedades.

En el caṕıtulo 4, veremos como algunos resultados generales de variedades
tóricas normales, referentes a anillos Cohen-Macaulay e intersección completa,
no se cumplen para el caso no normal.

En el caṕıtulo 5, estudiaremos la explosión de una variedad tórica af́ın
centrada en un ideal monomial. Veremos que dicha explosión da lugar a una
variedad tórica bien cubierta, lo que nos da una descripción combinatoria de
estas explosiones. Enseguida aplicaremos estos resultados en el caso particu-
lar de la modificación de Nash. Concluimos el caṕıtulo explorando algunos
aspectos geométricos de la modificación de Nash de una superficie tórica af́ın.
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Parte I

Variedades Tóricas
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Caṕıtulo 1

Variedades Tóricas Afines

1.1. Toros Algebraicos

En esta sección daremos algunos resultados básicos sobre la estructura
fundamental usada para la construcción de nuestro objeto de estudio.

Definición 1.1. Definimos el conjunto (C∗)n := (C\{0})n. Este conjunto es
una variedad af́ın isomorfa a V(x1y1 − 1, . . . , xnyn − 1). Además, es un grupo
con la multiplicación

(a1, . . . , an)× (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

Definición 1.2. Un toro algebraico T es una variedad af́ın isomorfa a (C∗)n,
que hereda su estructura de grupo por el diagrama:

(C∗)n × (C∗)n //

'
��

(C∗)n

'
��

T × T ϕ // T.

Enseguida mostramos una manera de construir toros algebraicos.

Definición 1.3. Una ret́ıcula M de rango d, es un Z-módulo libre de rango
d. A partir de esta ret́ıcula definimos:

C[tM ] := {
∑
mi∈M

ait
mi|ai ∈ C y |ai 6= 0| <∞}.

C[tM ] es una C-álgebra, con la siguiente operación:∑
i∈A

ait
mi
∑
j∈B

bjt
mj =

∑
i∈A

∑
j∈B

aibjt
mi+mj .

3



CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Si {mi}di=1 es una base para M , entonces:

C[tM ] = C[tm1 , . . . , tmd , t−m1 , . . . , t−md ].

Notación 1.4. Dada una C-álgebra finitamente generada R, denotamos como
Specm(R) a la variedad af́ın correspondiente.

Proposición 1.5. Sea M una ret́ıcula. Entonces TM := Specm(C[tM ]) es
un toro algebraico. A este toro algebraico lo llamaremos el toro asociado a la
ret́ıcula M .

Demostración. Supongamos queM es una ret́ıcula de rango d y sea {m1, . . . ,md}
una base de M . Definimos un homomorfismo sobreyectivo de C-álgebras

ϕ : C[x1, . . . , xd, xd+1, . . . , x2d]→ C[tM ]

dado por:

ϕ(xi) =


tmi si 1 ≤ i ≤ d

t−mi si d+ 1 ≤ i ≤ 2d

Se sigue queC[x1, . . . , x2d]/ kerϕ ' C[tM ], de lo que obtenemos un isomorfismo
V(kerϕ) ' TM . Por otro lado, como {m1, . . . ,md} es base de M , tenemos que
kerϕ = (x1xd+1− 1, . . . , xdx2d− 1). Entonces V(kerϕ) ' (C∗)d y por lo tanto
TM es un toro algebraico.

En la demostración de la proposición anterior se escogió una base particular
para M , pero se pueden tomar diferentes conjuntos generadores de M como
semigrupo, es decir, un conjunto finito A = {a1, . . . , an} tal que:

Z≥0A := {
n∑
i=1

miai|mi ∈ Z≥0} = M.

Definición 1.6. Sea M una ret́ıcula de rango d y sea A = {a1, . . . , an} ⊂M un
conjunto generador de M como semigrupo, es decir, Z≥0A = M . Consideremos
el homomorfismo sobreyectivo de C-álgebras

ψ : C[x1, . . . , xn]→ C[tM ] (1.1)

definido por xi 7→ tai . Definimos la realización geométrica de TM asociada al
conjunto A, denotada por TMA , como V(kerψ).

Veamos que el isomorfismo dado por el cambio de conjunto generador es
un isomorfismo monomial.

4



1.1. Toros Algebraicos

Proposición 1.7. Sea M una ret́ıcula de rango d y sean A,B dos conjuntos
generadores de M , es decir, Z≥0A = M = Z≥0B. Entonces se tiene que las rea-
lizaciones geométricas del toro algebraico TMA y TMB , asociadas a los conjuntos
A y B respectivamente, son isomorfas por un isomorfismo monomial.

Demostración. Sea A = {a1, . . . , an} y B = {b1, . . . , bm} dos conjuntos de ge-
neradores de la ret́ıcula M . Las álgebras asociadas a M con respecto a los
sistemas de generadores A y B son C[ta1 , . . . , tan ] y C[tb1 , . . . , tbm ] respectiva-
mente.

Demostraremos que estas C-álgebras son isomorfas y a partir de este iso-
morfismo de C-álgebras obtendremos que el isomorfismo entre las variedades
correspondientes es monomial. Como ambos son conjuntos generadores de M
como semigrupo se tiene que:

bj =
n∑
k=1

λk,jak ∀j ∈ {1, . . . ,m},

ai =
m∑
k=1

γk,ibk ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Lo anterior implica

ai =
m∑
k=1

n∑
l=1

γk,iλl,ial.

Definimos los siguientes homomorfismos de C-álgebras:

Ψ : C[ta1 , . . . , tan ] → C[tb1 , . . . , tbm ]
tai 7→ t

∑m
k=1 γk,ibk

y
Φ : C[tb1 , . . . , tbm ] → C[ta1 , . . . , tan ]

tbj 7→ t
∑n
k=1 λk,jak

Probaremos que Φ ◦Ψ = IdC[ta1 ,...,tan ]:

Φ ◦Ψ(tai) = Φ(t
∑m
k=1 γk,ibk)

= t
∑m
k=1

∑n
l=1 γk,iλl,ial

= tai

De manera similar se prueba que Ψ◦Φ = IdC[tb1 ,...,tbm ]. Se sigue queC[tb1 , . . . , tbm ]

y C[ta1 , . . . , tan ] son isomorfas y el isomorfismo entre TMA y TMB proveniente del
isomorfismo Φ esta dado de la siguiente manera:

Φ∗ : TMA → TMB

5



CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Φ(x1, . . . , xn) = (
n∏
j=1

x
λj,1
j , . . . ,

m∏
j=1

x
λj,m
j ).

Corolario 1.8. Sea M una ret́ıcula de rango d y sea A = {c1, . . . , cs} ⊂ M
conjunto generador de M . La estructura de grupo de TMA heredada de (C∗)d

coincide con la multiplicación entrada a entrada.

Demostración. Sea {m1, . . . ,md} ⊂M una base de M . Sea B = {m1, . . . ,md,
md+1, . . . ,m2d}, donde md+i = −mi, para todo i = 1, . . . , d. Por lo visto en
la proposición 1.1, TMB = V(x1xd+1 − 1, . . . , xdx2d − 1) y el isomorfismo Θ :
TMB → (C∗)d, esta dado por la proyección en las primeras d coordenadas,
además Θ−1(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xd, x

−1
1 , . . . , x−1

d ).

Como A y B son conjuntos generadores de M como semigrupo, considere-
mos

mj =
s∑

k=1

λk,jck ∀j ∈ {1, . . . , 2d},

ci =
2d∑
k=1

γk,imk ∀i ∈ {1, . . . , s}.

De esto obtenemos que

ci =
2d∑
k=1

s∑
l=1

γk,iλl,kcl =
s∑
l=1

(
2d∑
k=1

γk,iλl,k)cl.

Por la proposición 1.7, tenemos que

Φ : TMA → TMB

Φ(z1, . . . , zs) = (
s∏
j=1

z
λj,1
j , . . . ,

s∏
j=1

z
λj,2d
j ).

y que
Ψ : TMB → TMA

Ψ(z1, . . . , z2d) = (
2d∏
j=1

z
γj,1
j , . . . ,

2d∏
j=1

z
λj,s
j ).

Tenemos el diagrama

TMA
Φ //

TMB
Ψ
oo

Θ //
(C∗)d

Θ−1
oo

6



1.1. Toros Algebraicos

Sean a = (a1, . . . , as), b = (b1, . . . , bs) ∈ TMA . Un calculo directo muestra
que:

Ψ(Θ−1(Θ(Φ(a))×Θ(Φ(b)))) = (a1b1, . . . , asbs).

Definición 1.9. Un caracter de un toro TM es un homomorfismo de grupos
φ : TM → C

∗, que también es un morfismo de variedades. Un subgrupo a un
parámetro de TM es un homomorfismo de grupos ψ : C∗ → TM , que también
es un morfismo de variedades.

El siguiente resultado fue tomado del libro [ByG]. Para los detalles de la
prueba ver caṕıtulo 3, sección 2, proposición 3.2.17.

Lema 1.10. Si ϕ : (C∗)n → (C∗)m, es un homomorfismo de toros algebraicos,
entonces existen µ1, . . . , µm ∈ Zn tal que:

ϕ(x) = (xµ1 , . . . , xµm)

Nota 1.11. A partir de aqúı, cuando escribamos TM , el toro asociado a la
ret́ıcula M , estaremos haciendo referencia a alguna realización geométrica, es
decir, TMA , con A un conjunto generador de M .

Proposición 1.12. Sea M una ret́ıcula de rango d. El grupo de caracteres de
un toro algebraico TM es isomorfo a M .

Demostración. Tenemos que TM ' (C∗)d, y por la proposición 1.7, se tiene
que este isomorfismo es monomial. Ahora, por el lema 1.10 se obtiene que
Homgr. alg.((C

∗)d,C∗) ' Zd, donde Homgr. alg. son los morfismos de variedades
algebraicas tales que también son homomorfismos de grupos. Entonces del
siguiente diagrama conmutativo

TM //

'
��

C
∗

(C∗)d

<<

se deduce que

Homgr. alg.(T
M ,C∗) ' Homgr. alg.((C

∗)d,C∗)

y dado que la flecha vertical es un isomorfismo monomial, concluimos que
Homgr. alg.(T

M ,C∗) ' Zd 'M .

7



CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Observación 1.13. Consideremos el grupo N := Homgr. alg.(C
∗, TM). De ma-

nera análoga a la prueba de la proposición 1.12, se tiene que N ' Zd.
Mas aún tenemos que N ' Hom(M,Z). En efecto , dado n ∈ N , podemos

definir χ : M → Z. Sea m ∈ M . Por la proposición 1.12, m induce un homo-
morfismo de grupos m : TM → C

∗. Componiendo, obtenemos m◦n : C∗ → C
∗.

Por el lema 1.10, m ◦ n define un entero q. Haciendo χ(m) = q, tenemos el
isomorfismo N ' Hom(M,Z).

Además podemos definir un producto denotado por 〈 , 〉 : N ×M → Z,
definido por 〈n,m〉 = n(m).

1.2. Variedades Tóricas Afines

En esta sección damos la definición de variedades tóricas afines. Mostrare-
mos algunas propiedades básicas, aśı como algunas equivalencias.

1.2.1. Definición de Variedad Tórica Af́ın

Definición 1.14. Una variedad tórica af́ın es una variedad af́ın irreducible
que contiene un abierto de Zariski isomorfo a un toro algebraico, tal que la
acción del toro algebraico se extiende a toda la variedad.

Nota 1.15. Si X es una variedad tórica af́ın con toro algebraico T , entonces
dimX = dimT .

Ejemplo 1.16. Consideremos la curva plana C = V(x3 − y2). Notemos que:

C\{0} = {(t2, t3)|t ∈ C∗} ' C∗,

donde el isomorfismo esta dado por t 7→ (t2, t3). Este es un abierto de Zariski
para la curva C. Además, C hereda la acción de C∗ de la siguiente manera:

(t2, t3) · (s2, s3) = ((ts)2, (ts)3),

Por último, esta acción se extiende a (0, 0) tomando

(t2, t3)(0, 0) = (0, 0),

es decir, (0, 0) es un punto fijo de la acción. Concluimos que C es una variedad
tórica af́ın.

Ejemplo 1.17. Consideremos la variedad V = V(x2 − y2z). Notemos que:

V ∩ (C∗)2 = {(uv, u, v2)|(u, v) ∈ (C∗)2} ' (C∗)2

8
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donde el isomorfismo esta dado por (u, v) 7→ (uv, u, v2). Este es un abierto de
Zariski para la variedad V . Además V hereda la acción de (C∗)2 de la siguiente
manera:

(uv, u, v2) · (ts, t, s2) = (uvts, ut, (vs)2),

Por último, esta acción se extiende a (x, y, z) ∈ V\(V ∩ (C∗)2) tomando

(uv, u, v2)(x, y, z) = (uvx, uy, v2z).

Concluimos que V es una variedad tórica af́ın.

1.2.2. Semigrupos Afines

Definición 1.18. Un semigrupo af́ın Γ es un conjunto con operación binaria
asociativa y un elemento identidad, que satisface las siguientes condiciones:

i) La operación en Γ es conmutativa.

ii) El semigrupo es finitamente generado, es decir, existe un conjunto finito
A ⊂ Γ tal que Z≥0A = Γ.

iii) Existe una ret́ıcula M tal que Γ ⊂M .

Observación 1.19. Sea Γ un semigrupo de M , y sea {γ1, . . . , γr} un conjunto
generador de Γ, es decir, Z≥0(γ1, . . . , γr) = Γ. Sea

π : Zr →M, ei 7→ γi.

Notemos que Γ = π(Zr≥0).

El homomorfismo de semigrupos π induce un homomorfismo de C-álgebras

π̂ : C[x1, . . . , xr] � C[tΓ] ⊂ C[tM ] = C[t±1
1 , . . . , t±1

d ].

Concluimos que
C[x1, . . . , xr]/ ker(π̂) ' C[tΓ]. (1.2)

Sea T Γ := V(ker π̂). Decimos que T Γ es la variedad asociada al semigrupo Γ.

Observación 1.20. Como C[tΓ] es una subálgebra de un dominio entero, se
tiene que C[tΓ] también es un dominio entero. Por lo que ker π̂ es un ideal
primo y T Γ es irreducible.

Ahora veamos algunas propiedades básicas de las variedades asociadas a
semigrupos afines, las cuales nos permitirán ver la equivalencia con las varie-
dades tóricas.

9



CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Nota 1.21. Un elemento m ∈ Zr se puede escribir de manera única como
m = m+ −m−, donde m+,m− ∈ Zr≥0.

Lema 1.22. El kernel del homomorfismo de C-álgebras π̂ : C[x1. . . . , xr] →
C[tΓ] definido en la observación 1.19, esta generado como espacio vectorial por
los binomios xm+ − xm− donde π(m+) = π(m−).

Demostración. Sea xm+ − xm− tal que π(m+) = π(m−). Aplicando el homo-
morfismo π̂ obtenemos

π̂(xm+ − xm−) = tπ(m+) − tπ(m−) = 0,

por lo tanto xm+ − xm− ∈ ker π̂.

Veamos ahora que si f ∈ ker π̂, entonces se puede escribir como combi-
nación lineal de xm+ − xm− , con π(m+) = π(m−). Consideremos el orden
lexicográfico en lo monomios de C[x1, . . . , xr], que denotaremos por >lex. Da-
do f ∈ C[x1, . . . , xn], denotaremos el monomio mas grande de f bajo >lex

como in>lex(f) = xu.

Procedemos por contradicción. Sea f ∈ ker π̂ tal que no puede ser escrito
como combinación lineal de estos binomios. Entre todos los posibles polino-
mios con dicha propiedad, escogemos f tal que in>lex(f) = xu es mı́nimo.
Observemos que

π̂(f) = f(tγ1 , . . . , tγr) = 0,

ya que f ∈ ker π̂. En particular, el monomio tπ(u) se debe cancelar. Entonces
existe otro monomio xv en f tal que xu >lex x

v y π(v) = π(u). Consideremos
el polinomio f ′ := f − xu + xv, este polinomio pertenece a ker π̂. Si f ′ =∑n

i=1 ai(x
m+ − xm−), con π(m+) = π(m−), se tiene que

f = f ′ + xu − xv,

lo que contradice el hecho de que f no puede ser escrito como combinación
lineal de binomios de la forma xm+ − xm− , con π(m+) = π(m−). Concluimos
que f ′ no puede ser escrito como combinación lineal de binomios de la forma
xm+ − xm− , con π(m+) = π(m−). Por otro lado in>lex(f) >lex in>lex(f

′), lo
que es una contradicción a la minimalidad de in>lex(f).

Ahora caracterizaremos los puntos de la variedad asociada a un semigrupo
Γ.

Proposición 1.23. Sea T Γ la variedad asociada al semigrupo Γ, entonces
existe una correspondencia biyectiva entre:

(a) Puntos p ∈ T Γ.
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(b) Ideales maximales m ⊂ C[tΓ].

(c) Homomorfismos de semigrupos Γ → C, donde C es considerado semi-
grupo bajo la multiplicación.

Demostración. La correspondencia entre (a) y (b) es la estándar de geometŕıa
algebraica, la correspondencia entre (a) y (c) es especial del caso tórico.

Para (a) ⇒ (c). Sea p ∈ T Γ. A partir de este punto tenemos que definir
un homomorfismo de semigrupos φ : Γ → C. Sea {γ1, . . . , γr} un conjunto
generador del semigrupo Γ. Dado γ ∈ Γ, existen n1, . . . , nr ∈ Z≥0 tales que
γ =

∑r
i=1 niγi. Definimos fγ := xn1

1 . . . xnrr , donde · · · denota la clase en el
cociente de la ecuación (1.2). Definimos φ : Γ→ C como γ 7→ φ(γ) := fγ(p). Si

suponemos que γ =
∑r

i=1 niγi =
∑r

i=1 miγi, se tiene que
∏s

i=1 x
mi
i =

∏s
i=1 x

ni
i

y como p ∈ T Γ, se tiene que φ esta bien definida. Veamos ahora que φ es un
homomorfismo de semigrupos, es decir, φ(0) = 1 y φ(γ+γ′) = φ(γ)φ(γ′). Para
el caso γ = 0, tenemos que γ =

∑r
i=1 0γi, por lo tanto φ(γ) = fγ(p) = 1. Por

otro lado si γ =
∑r

i=1 niγi y γ′ =
∑r

i=1 n
′
iγi

φ(γ + γ′) = p
n1+n′1
1 . . . p

nr+n′r
r = pn1

1 . . . pnrr p
n′1
1 . . . p

n′r
r = φ(γ)φ(γ′).

Ahora mostraremos que (c) implica (a). Si Γ = Z≥0(γ1, . . . , γr) y φ : Γ→ C

es un homomorfismo de semigrupos, definimos p := (φ(γ1), . . . , φ(γr)). Para ver
que este punto está en T Γ, por el lema 1.22, es suficiente ver que p anula todos
los binomios de la forma xα− xβ, con α = (a1, . . . , ar) y β = (b1, . . . , br), tales
que π(α) = π(β), es decir,

∑r
i=1 aiγi =

∑r
i=1 biγi. Pero esto se tiene ya que:

pα =
r∏
i=1

φ(γi)
ai = φ(

r∑
i=1

aiγi) = φ(
r∑
i=1

biγi) =
r∏
i=1

φ(γi)
bi = pβ.

Enseguida mostraremos que esta asociación entre puntos y homomorfis-
mos es biyectiva. Sea φ : Γ → C un homomorfismo de semigrupos, a este
homomorfismo de semigrupo le corresponde el punto p = (φ(γ1), . . . , φ(γr)),
que a su vez le corresponde el homomorfismo de semigrupos φ′ : Γ → C,
definido por φ′(γi) = pi = φ(γi). Se sigue que φ = φ′. Ahora sea p =
(p1, . . . , pr) ∈ T Γ, a este punto le corresponde el morfismo φ : Γ → C, de-
finido por γ =

∑r
i=1 niγi 7→

∏r
i=1 p

ni
i , que a su vez le corresponde el punto

p′ = (φ(γ1), . . . , φ(γr)) = (p1, . . . , pr). Se tiene entonces que p = p′. Conclui-
mos que es una biyección.

Observación 1.24. En el caso de que Γ sea una ret́ıcula, a un punto p ∈ T Γ

le corresponde un homomorfismo de semigrupos φ : Γ→ C
∗, debido a que los

elementos de Γ son todos invertibles.
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CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Proposición 1.25. Sea M una ret́ıcula de rango d. La estructura de gru-
po de TM heredada de (C∗)d coincide con la acción dada por multiplicar los
morfismos γ : M → C

∗ con los que se identifican los puntos de la variedad
TM .

Demostración. Sea {m1, . . . ,ms} un conjunto generador de M . Sean p, q ∈
TM , donde p = (p1, . . . , ps) y q = (q1, . . . , qs). Por el corolario 1.8, la acción
heredada de (C∗)d es pq = (p1q1, . . . , psqs). Sean γp, γq los homomorfismos de
semigrupos asociados a p, q.

Por la proposición 1.23, el homomorfismo de semigrupos γp : M → C
∗

correspondiente al punto p, esta dado por mi 7→ pi. De manera análoga se
define γq(mi) = qi. El producto de estos homomorfismos de semigrupos γpγq :
M → C

∗ esta dado por
mi → piqi.

Entonces el punto que le corresponde a este nuevo homomorfismo de semigru-
pos esta dado por

(γpγq(m1), . . . , γpγq(md)) = (p1q1, . . . , psqs),

que coincide con la acción heredada de (C∗)d.

1.2.3. Equivalencia entre Variedades Asociadas a Semi-
grupos y Variedades Tóricas

Ahora probaremos la equivalencia entre las variedades asociadas a un se-
migrupo Γ y las variedades tóricas.

Observación 1.26. TM induce una acción sobre C[tM ]. En efecto, sea t ∈ TM
y f ∈ C[tM ], con C[tM ] el anillo de funciones regulares de TM . Definimos la
acción t · f ∈ C[tM ] como p 7→ f(t · p) para p ∈ TM .

Para la demostración de la equivalencia necesitamos el siguiente resultado
de toros algebraicos.

Lema 1.27. Sea A ⊂ C[tM ] un subespacio vectorial invariante bajo la acción
de TM . Entonces

A =
⊕
tm∈A

C · tm.

Demostración. Ver [CLS], caṕıtulo 1, lema 1.1.16.

Teorema 1.28. Sea Γ un semigrupo af́ın, entonces T Γ es una variedad tórica
con toro TM , donde M = ZΓ. Rećıprocamente, si X es una variedad tórica
af́ın con toro T ' (C∗)d, entonces existe un semigrupo af́ın Γ, contenido en
una ret́ıcula M de rango d, con ZΓ = M , tal que X ' T Γ.
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Demostración. Sea T Γ ⊂ C
r la variedad asociada al semigrupo af́ın Γ =

Z≥0(γ1, . . . , γr) y M = ZΓ. Vamos a demostrar que T Γ es una variedad tórica
con toro TM .

Sea p ∈ TM , por la proposición 1.23, a este punto le corresponde un homo-
morfismo de semigrupos γp : M → C

∗. Como M = ZΓ, podemos restringir γp
a Γ, para obtener un homomorfismo de semigrupos γp|Γ : Γ → C

∗ ⊂ C. Esto
induce una aplicación

ϕ : TM → T Γ

γp 7→ γp|Γ.

Veamos ahora que ϕ es inyectivo. Sean p, q ∈ TM tales que γp|Γ = γq|Γ.
Como M = ZΓ, γp|Γ se extiende de manera única a M de la siguiente manera.
Si m ∈M , m =

∑s
i=1 niγi, con ni ∈ Z y γi ∈ Γ, entonces

γ′p(m) =
s∑
i=1

niγp|Γ(γi),

de donde se infiere que la extensión γ′p en M es igual a γp. De manera análoga
se tiene que γ′q = γq. Por otro lado, como γp|Γ(γi) = γq|Γ(γi), para toda i =
1, . . . , s, se sigue que γp = γq y por lo tanto p = q. Concluimos que ϕ es
inyectivo.

Veamos ahora que la imagen de ϕ es un abierto de Zariski de T Γ. Sea
p = (p1, . . . , pr) ∈ T Γ. Supongamos pi 6= 0 para toda i = 1, . . . , r. Por la
proposición 1.23, la imagen de φ̄ correspondiente a p esta contenida en C∗.
Esto implica que φ̄ se extiende de manera única a φ : M → C

∗, lo que a su vez
determina un único punto en TM . Ahora, si suponemos que pi = 0 para algún
i, φ(γi) = 0. Inferimos que φ no se puede extender a un morfismo de M → C

∗.
En particular p no es un punto en la imagen de ϕ. De todo lo anterior se sigue
que Imϕ ' TM es el abierto de Zariski x1 . . . xr 6= 0.

La acción de TM se extiende a T Γ multiplicando los homomorfismos de
semigrupos de TM restringidos a Γ, con los homomorfismos de semigrupos de
TM . Concluimos que T Γ es una variedad tórica.

Rećıprocamente, sea V una variedad tórica de dimensión d, en particular se
tiene que V contiene un toro algebraico T ' (C∗)d como un abierto de Zariski.
Esto induce un homomorfismo inyectivo de C-álgebras:

C[V ]
ϕ // C[T ] .

Por otro lado, fijamos un isomorfismo T ∼= TM , donde M es alguna ret́ıcula
de rango d. Esto induce un isomorfismo

C[T ]
φ // C[tM ] .

13



CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Consideremos A = φ(ϕ(C[V ])), que es una subálgebra de C[tM ].

Dados t ∈ TM y f ∈ A, definimos ψ : V → C, dado por p 7→ f ′(t′ · p),
donde f ′ = ϕ−1(φ−1(f)) y t′ = φ−1(t). Como t′ ·p es una función algebraica, se
sigue que ψ es una función regular de V , por lo que ψ ∈ C[V ] y por lo tanto
t · f = φ(ϕ(ψ)) ∈ A. Se sigue que A es estable bajo la acción de TM . Por el
lema 1.27, obtenemos

A =
⊕
tm∈A

C · tm.

Esto implica que A = C[tΓ], donde Γ es el semigrupo {m ∈M |tm ∈ A}. Ahora,
como C[V ] es una C-álgebra finitamente generada, existen f1, . . . , fs ∈ C[V ]
tales que C[V ] = C[f1, . . . , fs], de donde obtenemos que A = C[f ′1, . . . , f

′
s],

donde f ′i = φ(ϕ(fi)). Pero tenemos que f ′i =
∑ni

j=1 aj,it
γj,i . De lo anterior,

consideremos Γ′ el semigrupo generado por el conjunto {γj,i} para j = 1, . . . , ni
y i = 1, . . . , s. Como los polinomios f ′i generan a A como C-álgebra, entonces
Γ = Γ′ y por lo tanto, Γ es finitamente generado. Concluimos queC[V ] ' C[tΓ],
con Γ un semigrupo af́ın y por lo tanto V ' T Γ. El hecho de que ZΓ = M se
sigue de la proposición siguiente.

Para la siguiente proposición vamos a utilizar algunos resultados referentes
a morfismos de variedades tóricas afines que demostraremos en la sección 1.3.

Proposición 1.29. Sea φ : TM ↪→ T Γ un morfismo inyectivo, donde TM es
un toro algebraico y T Γ es la variedad asociada a un semigrupo Γ. Si Γ ⊂ M
y φ esta inducido por la inclusión de Γ en M , entonces ZΓ = M .

Demostración. Sea p ∈ TM , por la proposición 1.23, se tiene que a p le corres-
ponde un homomorfismo de semigrupos ψ : M → C

∗. En esta demostración
vamos a usar el hecho de que el homomorfismo de semigrupos correspondiente
a φ(p) ∈ T Γ es ψ|Γ = ψ ◦ id : Γ→ C

∗ (ver corolario 1.35).

Procedemos por contrapositiva, supongamos que M ′ := ZΓ 6= M y tenemos
que ver que φ no es inyectivo. Sea q ∈ T Γ y ϕ′ : Γ → C el homomorfismo
correspondiente. Supongamos que ϕ(Γ) ⊂ C

∗. Entonces ϕ′ se extiende de
manera única a un homomorfismo de semigrupos ϕ : M ′ → C

∗.

Como M ′ (M , sea x ∈M tal que x 6∈M ′. Como veremos en el lema 1.38,
se tiene que existe n ∈ N tal que nx ∈ M ′. Supongamos que n es mı́nimo, es
decir, n′x 6∈ M ′ para todo 1 < n′ < n. Como ϕ esta definido en nx, se tiene
que ϕ(nx) = un, para algún u ∈ C∗.

Sea ϕ1 : M ′ + Zx → C
∗, definido por ϕ1(z + mx) = ϕ(z) · um. Se tiene

que ϕ1|M ′ = ϕ y ϕ1 es homomorfismo de semigrupos. Por otro lado, sea ϕ2 :
M ′+Zx→ C

∗, definido por ϕ2(z+mx) = ϕ(z) · (ξnu)m, donde ξn es una ráız
n-ésima de la unidad diferente de 1. Se sigue que ϕ2|M ′ = ϕ y que ϕ2 es un
homomorfismo de semigrupos. Por definición, ϕ1 6= ϕ2, pero ϕ1|M ′ = ϕ2|M ′ .
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Sean ϕ′1 y ϕ′2 las extensiones de ϕ1 y ϕ2 a M (el hecho de que ϕi se puede
extender a ϕ′i es un resultado no trivial que requiere el lema de Zorn, ver [Lan],
caṕıtulo XX, lema 4.2). De esto obtenemos que ϕ′1 6= ϕ′2 y ϕ′1|M ′ = ϕ′2|M ′ , en
particular ϕ′1|Γ = ϕ′2|Γ. Por lo tanto, ϕ′1 y ϕ′2 corresponden a puntos distintos en
TM que tienen la misma imagen bajo φ. Concluimos que φ no es inyectiva.

1.2.4. Equivalencia de Ideales Tóricos e Ideales Bino-
miales Primos

Definición 1.30. Sea Γ un semigrupo af́ın. Definimos el ideal tórico asociado
a Γ, denotado por IΓ, como el ideal ker π̂, definido en la ecuación (1.2).

Nota 1.31. En este trabajo, cuando nos refiramos a ideales binomiales, nos
referimos a ideales generados por binomios de la forma xα − xβ.

Proposición 1.32. I es un ideal binomial primo si y solo si existe un semi-
grupo Γ tal que I = IΓ.

Demostración. Por la observación 1.20 y el lema 1.22 se tiene que IΓ es un
ideal primo binomial.

Rećıprocamente tomemos un ideal primo I ⊂ C[x1, . . . , xr] generado por
binomios de la forma xa − xb. Definimos la siguiente relación en Zr≥0: u ∼ v si
xu−xv ∈ I. Una verificación directa muestra que ∼ es realción de equivalencia.

Sea Γ = Z
r
≥0/ ∼. Este es un semigrupo con la operación heredada de

Z
r, que esta bien definida ya que ∼ es una relación de equivalencia. Como Γ

es finitamente generado, solo hace falta ver que ZΓ es libre de torsión, para
mostrar que Γ es semigrupo af́ın. Supongamos que ZΓ tiene un elemento de
torsión, es decir, existe γ̄ ∈ ZΓ no nulo y un natural n > 1 tal que nγ̄ = 0̄.
Tomemos un representante de γ̄ en Zr, digamos γ. Consideremos γ = γ+−γ−.
Como nγ̄ = 0, se tiene que nγ+ ∼ nγ−, de lo que se sigue que xnγ+ −xnγ− ∈ I.
Factorizando este binomio, obtenemos

xnγ+ − xnγ− = (xγ+ − xγ−)(x(n−1)γ+ + x(n−2)γ++γ− + · · ·+ x(n−1)γ−).

Como γ̄ 6= 0, el binomio xγ+ −xγ− 6∈ I, además, como x(n−1)γ+ +x(n−2)γ++γ− +
· · · + x(n−1)γ− no se anula en (1, . . . , 1), se sigue que x(n−1)γ+ + x(n−2)γ++γ− +
· · · + x(n−1)γ− 6∈ I. Esto contradice que I es ideal primo. Concluimos que ZΓ
es una ret́ıcula.

Ahora veamos que IΓ = I. Tenemos el homomorfismo de semigrupos

π : Zr≥0 → Γ = Zr≥0/ ∼,

definido por π(ei) = ēi. Lo que da lugar al homomorfismo de C-álgebras

π̂ : C[x1, . . . , xr]→ C[tΓ],
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definido por π̂(xi) = tēi . Recordemos que IΓ = ker π̂. Sea xα−xβ ∈ I. Entonces
π̂(xα − xβ) = tπ(α) − tπ(β). Por definición de ∼, se tiene que α ∼ β, por lo que
π(α) = π(β). Se sigue que xα − xβ ∈ IΓ. Ahora, sea f ∈ IΓ. Por el lema
1.22, se tiene que f =

∑s
i=1 ai(x

αi − xβi), donde π(αi) = π(βi), para toda
i = 1, . . . , s. Por la definición de π se sigue que αi ∼ βi. Por lo tanto se tiene
que xαi − xβi ∈ I, para toda i = 1, . . . , s. Por lo tanto f ∈ I. Concluimos que
I = IΓ.

1.3. Morfismos de Variedades Tóricas Afines

En esta sección definimos los morfismos entre variedades tóricas afines.

Definición 1.33. Sea T Γi la variedad tórica af́ın asociada al semigrupo Γi
para i = 1, 2. Entonces un morfismo φ : T Γ1 → T Γ2 es tórico si el homomor-
fismo de C-álgebras correspondiente φ∗ : C[tΓ2 ] → C[tΓ1 ] es inducido por un

homomorfismo de semigrupo φ̂ : Γ2 → Γ1, es decir, φ∗(tγ) = tφ̂(γ).

Proposición 1.34. Sean T Γi variedades tóricas con toros TMi. Entonces un
morfismo φ : T Γ1 → T Γ2 es tórico si y solo si φ(TM1) ⊂ TM2 y φ|TM1 : TM1 →
TM2 es un morfismo de grupos.

Demostración. Por lo visto en la prueba de la proposición 1.28, las ret́ıculas Mi

que definen a TMi están dadas por ZΓi = Mi. Sea φ : T Γ1 → T Γ2 un morfismo
tórico. Por definición φ esta inducido por un homomorfismo de semigrupos φ̂ :
Γ2 → Γ1. Extendemos φ̂ a φ̄ : M2 →M1 de la siguiente manera: consideremos
m2 ∈ M2, dado que ZΓ2 = M2, m2 =

∑s
i=1 niγi, con ni ∈ Z y γi ∈ Γ2.

Definimos φ̄(m2) =
∑s

i=1 niφ̂(γi) ∈M1.

De lo anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

C[tΓ2 ]
φ∗ //

��

C[tΓ1 ]

��
C[tM2 ]

φ̄∗ // C[tM1 ].

Lo que nos induce el diagrama en variedades

T Γ1
φ // T Γ2

TM1
?�

OO

// TM2 .
?�

OO
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En particular φ(TM1) ⊂ TM2 . Ahora mostraremos que φ|TM1 : TM1 → TM2

es un homomorfismo de grupos. Sean {γ1, . . . , γr} y {δ1, . . . , δs} conjuntos gene-

radores para Γ1 y Γ2 respectivamente. Consideremos φ̂(δi) =
∑r

j=1 bj,iγj. Aho-

ra, usaremos coordenadas en las variedades T Γi , que están dadas por los isomor-
fismos de C-álgebras C[tΓ1 ] ∼= C[x1, . . . , xr]/IΓ1 y C[tΓ2 ] ∼= C[y1, . . . , ys]/IΓ2 .

Obtenemos que φ∗([xi]) = φ∗(tδi) = tφ̂(δi) =
∏s

j=1 y
bj,i
j .

Esto implica que para a = (a1, . . . , ar) ∈ T Γ1 , φ esta dado por

φ(a) = (
r∏
j=1

a
bj,1
j , . . . ,

r∏
j=1

a
bj,s
j ).

Aśı, para a, c ∈ TM1 se tiene que

φ(ac) = (
r∏
j=1

(ajcj)
bj,1 , . . . ,

r∏
j=1

(ajcj)
bj,s) =

(
r∏
j=1

a
bj,1
j , . . . ,

r∏
j=1

a
bj,s
j )(

r∏
j=1

c
bj,1
j , . . . ,

r∏
j=1

c
bj,s
j ) = φ(a)φ(c).

Rećıprocamente, supongamos que φ satisface que φ(TM1) ⊂ TM2 y que
φ|TM1 es un homomorfismo de grupos φ(TM1) ⊂ TM2 . Como φ(TM1) ⊂ TM2 ,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T Γ1
φ // T Γ2

TM1
?�

OO

// TM2 ,
?�

OO

que a su vez induce el diagrama en las C-álgebras:

C[tΓ2 ]
φ∗ //

��

C[tΓ1 ]

��
C[tM2 ] // C[tM1 ].

Sabemos que φ(a) = (f1(a), . . . , fs(a)), con cada fi ∈ C[tΓ1 ], es decir,
fi =

∑
bαt

δ′α con δ′α ∈ Γ1. Como φ|TM1 es un homomorfismo de grupos, por
el lema 1.10, el isomorfismo ϕ : TM1 → (C∗)r es monomial. Además, por
la proposición 1.7, φ : (C∗)r → (C∗)s es monomial, lo que implica que fi
son monomios mónicos, es decir, fi = tβi , para algún βi ∈ Mi. Se sigue que
φ∗(tδi) = tβi y como φ∗ : C[tΓ2 ]→ C[tΓ1 ], se tiene que βi ∈ Γ1. Concluimos que

φ∗ esta inducido por el homomorfismo de semigrupos φ̂ : Γ2 → Γ1, definido
por δi 7→ βi.
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CAPÍTULO 1. Variedades Tóricas Afines

Corolario 1.35. Sea φ : T Γ1 → T Γ2 un morfismo tórico. Sea p ∈ T Γ1 y sea ϕ :
M1 → C el homomorfismo de semigrupos asociado a p (ver proposición 1.23).
Entonces al punto φ(p) ∈ T Γ2 le corresponde el homomorfismo de semigrupos

ϕ ◦ φ̂ : Γ2 → C, donde φ̂ es el homomorfismo de semigrupos inducido por φ.

Demostración. Como φ es morfismo tórico, esta inducido por φ̂ : Γ2 → Γ1.
Sea {γ1, . . . , γr} y {δ1, . . . , δs} conjuntos generadores de Γ1 y Γ2, respectiva-

mente. Consideremos φ̂(δi) =
∑r

j=1 bj,iγj con bj,i ∈ Z≥0. Sea ϕ : Γ1 → C un
homomorfismo de semigrupos. Por la proposición 1.23, le corresponde el punto
(ϕ(γ1), . . . , ϕ(γr)). Aplicando φ a este punto obtenemos

φ(p) = (
r∏
j=1

ϕ(γj)
bj,1 , . . . ,

r∏
j=1

ϕ(γj)
bj,s),

que a su vez le corresponde el homomorfismo de semigrupos ϕ′ : Γ2 → C,
definido por ϕ′(δi) =

∏r
j=1 ϕ(γj)

bj,i .

Por otro lado φ̂(δi) =
∑r

j=1 bj,iγj, por lo tanto ϕ(φ̂(δi)) =
∏r

j=1 ϕ(γj)
bj,i .

Concluimos que ϕ′ = ϕ(φ̂).

1.4. Normalización

En esta sección analizaremos la propiedad de la normalización de una va-
riedad af́ın. En el caso de variedades tóricas, veremos que su normalización
tiene una descripción combinatoria.

Definición 1.36. Sea M una ret́ıcula y sea Γ ⊂ M un semigrupo af́ın. Defi-
nimos Sat(Γ) como el conjunto de los m ∈ M , tales que nm ∈ Γ para algún
n ∈ N. Notemos que Γ ⊂ Sat(Γ). Decimos que Γ es saturado si Γ = Sat(Γ).

Notación 1.37. Sea M una ret́ıcula de rango d y N = Hom(M,Z). Denota-
remos por MR el espacio vectorial real d-dimensional M ⊗Z R. El semigrupo
af́ın Γ, visto en MR, genera el cono σ̌ := R≥0Γ ⊂MR. El cono dual de σ̌ es el
cono:

σ := {ν ∈ NR |〈ν, γ〉 ≥ 0,∀γ ∈ σ̌},

donde 〈·, ·〉 es el producto entre 〈, 〉 : M ×N → Z que se extiende de manera
natural a MR ×NR aplicando el tensor por R.

Lema 1.38. Sea M una ret́ıcula y Γ ⊂M un semigrupo af́ın. Entonces σ̌∩M
es saturado. Más aún, σ̌ ∩M = Sat(Γ).
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Demostración. Veamos primero que σ̌ ∩M es saturado. Sean m ∈M y n ∈ N
tal que nm ∈ σ̌∩M . Como σ̌ = R≥0Γ, nm = αγ, con γ ∈ Γ y α ∈ R≥0. Como
m ∈M , concluimos que m = α

n
γ ∈ σ̌.

Veamos ahora que σ̌∩M = Sat(Γ). Como Γ ⊂ σ̌∩M y σ̌∩M es saturada,
se tiene que Sat(Γ) ⊂ σ̌ ∩M .

Para ver que σ̌ ∩M ⊂ Sat(Γ) tenemos que ver que para todo m ∈ σ̌ ∩M
existe n ∈ N tal que nm ∈ Γ. Sea m ∈ σ̌ ∩M , por definición de σ̌, m = λγ,
con λ ∈ R≥0 y γ ∈ Γ. Como m ∈ M , se tiene que λ = p/q, con p, q ∈ N.
Concluimos que qm ∈ Γ.

Definición 1.39. Sea X una variedad algebraica af́ın. Decimos que X es
normal si el anillo de funciones regulares C[X] es enteramente cerrado sobre
su campo de fracciones.

Lema 1.40. Sea σ un cono racional en NR y sea σ̌ ⊂ MR el cono dual de σ.
Entonces la variedad tórica asociada al semigrupo σ̌ ∩M es normal.

Demostración. Para ver que T σ̌∩M es normal tenemos que ver que C[tσ̌∩M ] es
enteramente cerrado sobre su campo de fracciones. Si σ = {

∑r
i=1 λivi| λi ∈

R≥0} con {v1, . . . , vr} ⊂ N , entonces tenemos que σ = {
∑r

i=1 wi| wi ∈ τi},
donde τi es el rayo generado por vi. Por la proposición A.7 (ver apéndice), se
tiene que σ̌ = ∩ri=1τ̌i. Por lo tanto tenemos que:

C[tσ̌∩M ] = ∩ri=1C[tτ̌i∩M ].

Como C[tτ̌i∩M ] ' C[x1, x
±1
2 , . . . , x±1

n ], tenemos que C[tΓ] es enteramente cerra-
do en su campo de fracciones ya que la variedad af́ın asociada es no singular.
Como la intersección de dominios enteros que son enteramente cerrados es en-
teramente cerrado, concluimos que C[tσ̌∩M ] es enteramente cerrado sobre su
campo de fracciones.

Proposición 1.41. Sea M una ret́ıcula y sea Γ un semigrupo af́ın. Conside-
remos σ̌ ⊂ MR el cono generado por Γ. Entonces la normalización de T Γ es
T σ̌∩M .

Demostración. Para mostrar el enunciado tenemos que ver que la cerradura
entera de C[tΓ] en su campo de fracciones, denotada por C[tΓ], es C[tσ̌∩M ].
Para mostrar que C[tσ̌∩M ] ⊂ C[tΓ], basta mostrar que tγ ∈ C[tσ̌∩M ] es entero
sobre C[tΓ], pues C[tΓ] es un anillo (ver [AyM] capitulo 5, corolario 5.3). Sea
γ ∈ σ̌∩M y tγ ∈ C[tσ̌∩M ]. Por el lema 1.38 σ̌∩M = Sat(Γ) , por lo que existe
n ∈ N tal que nγ ∈ Γ. Se sigue que tγ satisface el polinomio xn− tnγ ∈ C[tΓ][x]
y por lo tanto tγ ∈ C[tΓ]. Ahora, para ver que C[tΓ] ⊂ C[tσ̌∩M ], observemos
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que C[tΓ] ⊂ C[tσ̌∩M ], además, por el lema 1.40 sabemos que la variedad tórica
T σ̌∩M es normal, por lo que C[tσ̌∩M ] = C[tσ̌∩M ], de lo que se obtiene que

C[tΓ] ⊂ C[tσ̌∩M ] = C[tσ̌∩M ].

Concluimos que C[tσ̌∩M ] = C[tΓ].
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Caṕıtulo 2

Propiedades Básicas de
Variedades Tóricas Afines

En este caṕıtulo daremos la caracterización de las órbitas bajo la acción
del toro. Con estos resultados sobre órbitas, podremos caracterizar los abiertos
afines invariantes de una variedad tórica af́ın. El material que aparece en este
caṕıtulo está basado en la sección 3 parte I de [GyT].

Estas caracterizaciones serán de extrema utilidad para caṕıtulos posterio-
res, debido a que una forma de construir variedades tóricas es pegando varie-
dades tóricas afines por medio de los abiertos afines invariantes.

Notación 2.1. A partir de aqúı, como solo usaremos semigrupos afines, los
llamaremos solamente semigrupos y los denotaremos por Γ. A la ret́ıcula donde
esta contenido el semigrupo Γ la denotaremos por M y la ret́ıcula dual de M
la denotaremos por N . Al cono generado por Γ lo denotaremos por σ̌ y su cono
dual por σ.

2.1. Correspondencia entre Caras y Órbitas

En esta sección describiremos las órbitas de una variedad tórica X bajo la
acción del toro T y su relación con las caras del semigrupo asociado.

Definición 2.2. Dado un semigrupo Γ, un semigrupo F ⊂ Γ es una cara de
Γ si dados x, y ∈ Γ tales que x+ y ∈ F , se tiene x, y ∈ F .

Proposición 2.3. Sea Γ un semigrupo. F es cara de Γ si y solo si el espacio
vectorial de sumas finitas IF := {

∑
δ∈Γ\F aδt

δ} es un ideal primo en C[tΓ].

Demostración. Sea F una cara de Γ. Veamos primero que IF es un ideal en
C[tΓ]. Es claro que el 0 y la suma pertenecen a IF . Sean x =

∑n
i=1 ait

γi ∈ IF ,
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donde γi ∈ Γ\F y y =
∑m

j=1 bjt
δj ∈ C[tΓ]. Aplicando la operación de esta

C-álgebra obtenemos:

x · y =
n∑
i=1

m∑
j=1

aibjt
γi+δj .

Si γi + δj ∈ F entonces γi, δj ∈ F , pues F es cara de Γ. Esto es una con-
tradicción, pues γi 6∈ F . Por lo tanto γi + δj ∈ Γ\F , es decir, x · y ∈ IF .
Concluimos que IF es un ideal de C[tΓ]. Veamos ahora que IF es un ideal pri-
mo. Sean x =

∑n
i=1 ait

γi y y =
∑m

j=1 bjt
δj elementos de C[tΓ] y supongamos

que x · y ∈ IF , es decir,

x · y =
n∑
i=1

m∑
j=1

aibjt
γi+δj

con γi+δj 6∈ F . Como F es un semigrupo de Γ, γi 6∈ F o δj 6∈ F . De lo anterior
obtenemos que γi 6∈ F , para todo i, o δj 6∈ F , para toda j. Por lo tanto x ∈ IF
o y ∈ IF . Concluimos que IF es un ideal primo.

Ahora supongamos que IF es un ideal primo en C[tΓ]. Sean γ, δ ∈ F , por
definición tγ, tδ 6∈ IF . Como IF es un ideal primo, tγ+δ 6∈ IF . Se infiere que
γ + δ ∈ F , por lo tanto F es un subsemigrupo de Γ. Veamos ahora que F es
una cara de Γ. Sean δ, γ ∈ Γ tales que δ + γ ∈ F , esto implica que tδ+γ 6∈ IF .
Como IF es un ideal, se tiene que tγ y tδ no pertenecen a IF . Concluimos que
γ, δ ∈ F .

El siguiente teorema fue tomado del art́ıculo [KyK].

Teorema 2.4. Sea Γ ⊂ M un semigrupo finitamente generado tal que ZΓ =
M . Entonces existe δ0 ∈ Γ tal que σ̌ ∩M + δ0 ⊂ Γ.

Demostración. Sea A = {a1, . . . , as} un conjunto generador de Γ y considere-
mos P ⊂ MR el conjunto de los vectores x que pueden ser representados de
la forma x =

∑s
i=1 λiai, donde 0 ≤ λi ≤ 1 y ai ∈ A, para todo i = 1, . . . , s.

Definimos Q = P ∩M , notemos que este es un conjunto finito. Para cada q ∈ Q
tomamos una representación de q de la forma q =

∑s
i=1 ki(q)ai, con ki(q) ∈ Z

y ai ∈ A. Sea δ0 =
∑s

i=1miai, donde mi = 1−mı́nq∈Q{ki(q), 0}. Es claro que
mi ∈ Z≥0, por lo que δ0 ∈ Γ.

Sea g ∈ σ̌ ∩M ⊂ σ̌, por lo que podemos expresar a g =
∑s

i=1 λiai, con
λi ∈ R≥0 y ai ∈ A. Sean x =

∑s
i=1bλicai y y =

∑s
i=1(λi − bλic)ai, donde bλic

es la función piso de λi. Claramente g = x+ y, x ∈ Γ y y ∈ P . Veamos ahora
que g + δ0 ∈ Γ. Como g ∈ M , se tiene que y = g − x ∈ M , por lo que y ∈ Q.
Ahora

y + δ0 =
s∑
i=1

ki(y)ai +
s∑
i=1

miai =
s∑
i=1

(ki(y) +mi)ai
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Por la elección de mi, ki(y) + mi ≥ 0, por lo tanto y + δ0 ∈ Γ. Como x ∈ Γ,
concluimos que g + δ0 = x+ y + δ0 ∈ Γ.

Notación 2.5. Usaremos la notación τ ≤ σ, para denotar que τ es cara de σ
y la notación τ⊥ para denotar el espacio ortogonal de τ .

Lema 2.6. Sea Γ un semigrupo. Las caras del semigrupo Γ son de la forma
Γ ∩ τ⊥, con τ ≤ σ.

Demostración. Sea F una cara de Γ. Sea τ una cara de σ tal que σ̌∩τ⊥ contiene
a F y tiene dimensión mı́nima. Como Γ ∩ τ⊥ es un semigrupo y F ⊂ Γ ∩ τ⊥,
se sigue que F es una cara de Γ ∩ τ⊥. Por la minimalidad de la dimensión de
τ existe un elemento γ0 ∈ F que pertenece al interior relativo del cono σ̌ ∩ τ⊥.

Ahora veamos que F = Γ∩τ⊥. Sea γ ∈ Γ∩τ⊥. Por el teorema 2.4, existe un
elemento δ0 ∈ Γ∩ int(σ̌∩ τ⊥) tal que δ0 + σ̌∩M esta contenido en Γ. En otras
palabras, la saturación de Γ esta contenida en Γ bajo una cierta traslación.

Veamos que existe n ∈ Z>0 tal que nγ0− (γ+δ0) ∈ (σ̌∩τ⊥)∩M . Para esto
solo hace falta ver que existe n ∈ Z>0 tal que nγ0− (γ+ δ0) ∈ σ̌ ∩ τ⊥, o lo que
es lo mismo, ver que 〈v, nγ0〉 ≥ 〈v, (γ + δ0)〉, para todo v ∈ (σ̌ ∩ τ⊥)∨. Por la
proposición A.7 y la proposición A.9 (ver apéndice), se tiene que (σ̌ ∩ τ⊥)∨ =
σ + (τ⊥)⊥, por lo que v = v1 + v2, con v1 ∈ σ y v2 ∈ (τ⊥)⊥.

Como γ0, γ + δ0 ∈ τ⊥, solo hace falta ver que existe n ∈ Z>0 tal que
〈v1, nγ〉 ≥ 〈v1, (γ+δ0)〉. Veamos que si 〈v1, γ0〉 = 0, se tiene que 〈v1, γ+δ0〉 = 0,
para todo v1 ∈ σ. Supongamos que 〈v1, γ0〉 = 0, de esto se sigue que v1 ∈ γ⊥0 ∩σ.
Dado que en particular γ0 ∈ int(σ̌ ∩ τ⊥) y por el lema A.12 (ver apéndice), se
tiene que v1 ∈ γ⊥0 ∩σ = τ y como γ+δ0 ∈ τ⊥, obtenemos aśı que 〈v, γ+δ0〉 = 0.

Sea {u1, . . . , us} un conjunto generador de σ, es decir R≥0(u1, . . . , us) = σ.
Por el párrafo anterior y dado que {u1, . . . , us} es un conjunto finito, podemos
escoger n ∈ Z>0 tal que n〈ui, γ0〉 ≥ 〈ui, (γ + δ0)〉. Por la linealidad de 〈·, ·〉 se
tiene que 〈v1, nγ0〉 ≥ 〈v1, (γ + δ0)〉 para todo v1 ∈ σ. Concluimos que existe
n ∈ Z>0 tal que nγ0 − (γ + δ0) ∈ (σ̌ ∩ τ⊥) ∩M .

Como F es una cara, notemos que si γ ∈ Γ∩ τ⊥, cumple que (γ+ Γ∩ τ⊥)∩
Z≥0γ0 6= ∅, se tiene que γ ∈ F . Como δ0 + σ̌ ∩ τ⊥ ∩M ⊂ Γ, obtenemos que

nγ0 ∈ (γ + δ0) + σ̌ ∩ τ⊥ ∩M ⊂ γ + Γ ∩ τ⊥.

De esto se obtiene que (γ + Γ∩ τ⊥)∩Z≥0γ0 es no vaćıa para toda γ ∈ Γ∩ τ⊥,
de lo que se sigue que γ ∈ F .

Corolario 2.7. Las caras de un semigrupo Γ están en biyección con las caras
de σ. Esta biyección invierte las inclusiones.
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Demostración. Por el lema anterior toda cara de Γ es de la forma Γ∩ τ⊥, para
alguna τ cara de σ. Entonces solo hace falta ver que Γ ∩ τ⊥ es cara de Γ para
toda τ cara de σ. Sean γ1, γ2 ∈ Γ tales que γ1 + γ2 ∈ Γ ∩ τ⊥. Tenemos que
〈v, γ1+γ2〉 = 0 para toda v ∈ τ , pero 〈v, γ1〉 ≥ 0 y 〈v, γ2〉 ≥ 0, ya que γ1, γ2 ∈ σ̌
y v ∈ τ ⊂ σ, de lo que se infiere que 〈v, γ1〉 = 0 y 〈v, γ2〉 = 0. Concluimos que
γ1, γ2 ∈ τ⊥.

Si τ ≤ θ ≤ σ, entonces θ⊥ ⊂ τ⊥, por lo tanto θ⊥ ∩Γ ⊂ τ⊥ ∩Γ. Concluimos
que esta biyección invierte inclusiones.

Notación 2.8. Si τ ≤ σ, el conjunto Γ ∩ τ⊥ es un subsemigrupo finitamente
generado de Γ, ya que está generado por el conjunto generador finito de Γ
intersección con τ⊥. Definimos la ret́ıcula de rango finito M(τ,Γ) := Z(Γ∩τ⊥).

Observación 2.9. Por lo visto en la demostración del teorema 1.28, el toro de
la variedad tórica af́ın T Γ∩τ⊥ es TM(τ,Γ). A continuación definimos un morfismo
inyectivo de variedades

iτ : T Γ∩τ⊥ → T Γ.

Sea u ∈ T Γ∩τ⊥ , por la proposición 1.23, podemos identificar a u con un homo-
morfismo de semigrupos u : Γ ∩ τ⊥ → C. Definimos iτ (u) : Γ→ C como

γ 7→


u(γ) si γ ∈ τ⊥

0 otro caso
(2.1)

Notemos que la imagen de iτ es igual a T Γ ∩ {xi1 . . . xin = 0} siguiendo la
notación de la ecuación (1.2). Siguiendo aquella notación γij 6∈ Γ ∩ τ⊥, por lo
que la imagen de iτ es un cerrado de T Γ.

Lema 2.10. Sea T Γ la variedad tórica asociada al semigrupo Γ. Sea u ∈ T Γ,
entonces existe τ ≤ σ tal que iτ (T

M(τ,Γ)) = {t · u|t ∈ TM}.

Demostración. Sea u ∈ T Γ, por el proposición 1.23 podemos ver a u como
u : Γ→ C un homomorfismo de semigrupos. Vamos a demostrar que u−1(C∗)
es una cara de Γ. Sean x, y ∈ u−1(C∗). Como u(x + y) = u(x) · u(y) 6= 0,
tenemos que x+ y ∈ u−1(C∗), se sigue que u−1(C∗) es un subsemigrupo de Γ.
Ahora, consideremos x, y ∈ Γ tal que x+y ∈ u−1(C∗). Aśı u(x+y) 6= 0, por lo
tanto u(x) · u(y) 6= 0 de lo que se infiere que x, y ∈ u−1(C∗). Concluimos que
u−1(C∗) es una cara de Γ y por el corolario 2.7, u−1(C∗) = Γ ∩ τ⊥ para algún
τ ≤ σ.

Como im(u|Γ∩τ⊥) ⊂ C∗, podemos definir a u′ : M(τ,Γ)→ C
∗ de la siguien-

te manera. Sea {γ1, . . . , γs}un conjunto generador de Γ∩τ⊥. Dado x ∈M(τ,Γ),
escribimos x =

∑s
i=1 aiγi, con ai ∈ Z. Definimos u′(x) =

∏s
i=1 u(γi)

ai . Note-
mos que efectivamente u′(x) ∈ C∗, pues u(γi) 6= 0 para toda i = 1, . . . s. Por la
proposición 1.23 el homomorfismo de semigrupos u′ define un punto en TM(τ,Γ).
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Ahora, dado un homomorfismo v : M(τ,Γ) → C
∗, definimos un morfismo

de semigrupos iτ (v) : Γ→ C dado por:

γ 7→


v(γ) si γ ∈ Γ ∩ τ⊥,

0 otro caso.

Notemos que iτ (u
′) = u.

Vamos a demostrar que dado u ∈ T Γ, se tiene

{t · u|t ∈ TM} = iτ ({t · u′|t ∈ TM(τ,Γ)}).

Primero veamos que iτ ({t · u′|t ∈ TM(τ,Γ)}) ⊂ {t · u|t ∈ TM}. Como C∗ es un
grupo divisible, se tiene que para toda g : M(τ,Γ)→ C

∗, existe ḡ : M → C
∗,

tal que ḡ extiende a g (ver [Lan], caṕıtulo XX, sección 4), por lo que iτ (g ·u′) =
ḡ · u.

Para probar la otra contención, como M(τ,Γ) ⊂ M se tiene que para
todo g ∈ TM , ǧ = g|M(τ,Γ) ∈ M(τ,Γ) y además tenemos u(γ) = 0 para todo
γ 6∈ Γ ∩ τ⊥. Por lo tanto se tiene que iτ (ǧ · u′) = g · u. Se tiene entonces
que iτ ({t · u′|t ∈ TM(τ,Γ)}) = {t · u|t ∈ TM}. Para ver que iτ es inyectiva
supongamos que existe g1, g2 ∈ TM(τ,Γ), tales que iτ (g1 · u′) = iτ (g2 · u′). Pero
iτ (gi · u′)|Γ∩τ⊥ = gi · u. Por lo tanto g1 · u′ = g2 · u′. Concluimos que es una
biyección.

Ahora, queremos ver que {t · u′|t ∈ TM(τ,Γ)} = TM(τ,Γ), es decir, si v ∈
TM(τ,Γ), existe g ∈ TM(τ,Γ) tal que g ·u = v. Pero esto se tiene ya que u, v están
definidas sobre C∗, por tanto podemos definir g(γ) = v(γ)/u(γ). De esto se
sigue que {t · u|t ∈ TM} = iτ (T

M(τ,Γ)).

Corolario 2.11. Sea T Γ la variedad tórica asociada al semigrupo Γ. La función

τ 7→ orb(τ,Γ) := iτ (T
M(τ,Γ))

define una biyección entre las caras de σ y las órbitas de la acción del toro en
T Γ.

Demostración. Por lo visto en el lema anterior tenemos que para cada u ∈ T Γ,
existe τ ≤ σ tal que iτ (T

M(τ,Γ)) = {t · u|t ∈ TM}. Entonces solo hace falta
ver que dados u, v ∈ T Γ, se tiene que u−1(C∗) = v−1(C∗) = Γ ∩ τ⊥ si y solo
si existe t ∈ TM tal que t · u = v. Supongamos que u−1(C∗) = v−1(C∗) =
Γ ∩ τ⊥, por lo que u(γ) 6= 0 si y solo si v(γ) 6= 0, para γ ∈ Γ. Más aun
u, v definen un homomorfismo de semigrupos de Γ ∩ τ⊥ en C∗. Sean u′, v′ las
extensiones de estos homomorfismos a M(τ,Γ) y sean ū, v̄ las extensiones de
estos homomorfismos a M . Sea t = v̄ · ū−1 ∈ TM . Entonces t · u = v.
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Ahora supongamos que existe t ∈ TM tal que t · u = v. Sea γ ∈ Γ, por
como esta definido el producto de homomorfismos se tiene

t · u(γ) = t(γ) · u(γ) = v(γ),

pero t(γ) 6= 0 para todo γ ∈ Γ, por lo que u(γ) 6= 0 si y solo si v(γ) 6= 0.
Concluimos que u−1(C∗) = v−1(C∗).

Corolario 2.12. Sea T Γ la variedad tórica asociada al semigrupo Γ. La función

τ 7→ iτ (T
Γ∩τ⊥)

define una biyección que invierte inclusiones entre las caras de σ y las cerra-
duras de las órbitas de la acción del toro en T Γ.

Demostración. Por el corolario anterior y por la observación 2.9 tenemos que
existe una biyección entre la caras de σ y las cerraduras de las órbitas de la
acción del toro TM . Por lo que solo hace falta ver que invierte inclusiones, es
decir, si θ ≤ τ ≤ σ, entonces iτ (T

Γ∩τ⊥)) ⊂ iθ(T
Γ∩θ⊥)). Por el corolario 2.7 se

tiene que si θ ≤ τ , Γ ∩ τ⊥ ⊂ Γ ∩ θ⊥, entonces para todo u ∈ T Γ∩τ⊥ , existe
u′ ∈ T Γ∩θ⊥ , definido por:

u′(γ) =


u(γ) si γ ∈ Γ ∩ τ⊥,

0 en otro caso.

Por como esta definido iτ , se tiene que iτ (u) = iθ(u
′), por lo que iτ (T

Γ∩τ⊥)) ⊂
iθ(T

Γ∩θ⊥)).

Observación 2.13. Del corolario 2.11 tenemos una partición de T Γ por órbitas
de la acción del toro de la forma:

T Γ =
⊔
τ≤σ

orb(τ,Γ)

Observación 2.14. Sea F = Γ ∩ τ⊥ un cara de Γ. La inclusión cerrada de
T Γ∩τ⊥ en T Γ corresponde al homomorfismo sobreyectivo de C-álgebras

C[tΓ]→ C[tΓ]/IF ' C[tΓ∩τ
⊥

].

2.2. Abiertos Afines Invariantes

En esta sección describiremos los abiertos afines invariantes de una variedad
tórica y al igual que en el caso de las órbitas, estarán en correspondencia con
las caras de su semigrupo asociado.
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Definición 2.15. Para toda cara τ de σ definimos:

Γτ := Γ +M(τ,Γ)

Lema 2.16. Γτ es un semigrupo finitamente generado. Por otro lado R≥0Γτ
es igual a τ̌ .

Demostración. Γτ es finitamente generado ya que ambos sumandos lo son.

Veamos ahora que σ∩(τ⊥)⊥ = τ . Se tiene que τ ⊂ σ∩(τ⊥)⊥. En particular
τ ⊂ (τ⊥)⊥. Como dim(τ⊥)⊥ = codim(τ⊥) = dim(τ), se sigue que Rτ = (τ⊥)⊥.
Sea x ∈ σ ∩ (τ⊥)⊥. De lo anterior tenemos que x = v1 − v2, con v1, v2 ∈ τ . Se
sigue que x+ v2 = v1 ∈ τ . Como x, v2 ∈ σ y τ es cara de σ se tiene que x ∈ τ .
Concluimos que σ ∩ (τ⊥)⊥ = τ .

Aplicando la proposición A.9 (ver apéndice), a τ⊥, obtenemos que

τ = σ ∩ (τ⊥)⊥ = σ ∩ (τ⊥)∨

y por la proposición A.7 se tiene que

τ̌ = σ̌ + τ⊥ = R≥0Γ +R≥0Z(Γ ∩ τ⊥) = R≥0(Γτ ).

Lema 2.17. (i) La cara minimal de un semigrupo Γ es una subret́ıcula de
M igual a Γ ∩ σ⊥.

(ii) Para cualquier m ∈ Γ en el interior relativo de σ̌ ∩ τ⊥ se tiene que:

Γτ = Γ + Z≥0(−m).

(iii) Si τ ≤ θ ≤ σ se tiene entonces que M(τ,Γθ) = M(τ,Γτ ) y que Γτ =
Γθ +M(τ,Γθ).

Demostración. (i) Por el corolario 2.7 existe una correspondencia biyectiva
que invierte inclusiones entre las caras de σ y las caras de Γ, entonces se
tiene que la cara mı́nima de Γ es igual a Γ ∩ σ⊥.

Ahora bien, Z(Γ∩σ⊥) = M(σ,Γ), es decir, la mı́nima ret́ıcula que contie-
ne a Γ∩σ⊥ es M(σ,Γ). Si R≥0(Γ∩σ⊥) 6= M(σ,Γ)R, el cono R≥0(Γ∩σ⊥)
tiene frontera en el espacio vectorial M(σ,Γ)R. Como la frontera de un
cono es igual a la unión de sus caras propias (ver apéndice, lema A.5),
R≥0(Γ ∩ σ⊥) tiene una cara propia, esto da lugar a una cara propia de
Γ ∩ σ⊥, que a su vez da lugar a una cara de Γ. Eso contradice la mi-
nimalidad de Γ ∩ σ⊥, de lo que se sigue que R≥0(Γ ∩ σ⊥) = M(σ,Γ)R.
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Por lo anterior basta probar que si Γ es un semigrupo tal que ZΓ = M
y R≥0Γ = MR entonces Γ = M .

Bajo estas condiciones se tiene que M es la saturación de Γ, es decir,
para cada m ∈ M existe un n ∈ N tal que nm ∈ Γ. Queremos probar
que Γ = M . Sea m ∈ M . Por lo anterior, existe n ∈ N tal que nm ∈ Γ.
Sea M ′ = Z(m) y Γ′ = M ′ ∩ Γ. Como M ′ ' Z, el problema se reduce a
suponer M = Z.

Tenemos que ver que 1 o −1 pertenecen a Γ pues R≥0Γ = MR = R. De
la condición R≥0Γ = MR = R, Γ contiene un elemento positivo y uno
negativo. Sea x el menor positivo en Γ y y el mayor negativo. Supongamos
que no son 1,−1 respectivamente.

Si x = −y. Como Z = M existe z ∈ Γ tal que x - z y, sin perdida de
generalidad, supongamos que es positivo. Por el algoritmo de la división
z = nx+m con 0 < m < x, luego m = z + ny ∈ Γ, lo que contradice la
minimalidad de x.

Ahora si x 6= −y, sin perdida de generalidad, supongamos x > −y.
Aśı x + y ∈ Γ y 0 < x + y < x, lo que contradice la minimalidad de x.
Concluimos que x = 1 o y = −1, de lo que se infiere que Γ = M .

(ii) Sea m ∈ int(σ̌ ∩ τ⊥) ∩ Γ. Tenemos que σ ∩ m⊥ = τ (ver lema A.12)
y por dualidad σ̌ + R(m) = τ̌ (ver proposición A.7). Por otro lado,
Γ +Z≥0(−m) = Γ +Z(m), por lo que R≥0(Γ +Z≥0(−m)) = σ̌+R(m) =
τ̌ . Por lo tanto la cara mı́nima del semigrupo Γ + Z≥0(−m) es (Γ +
Z≥0(−m)) ∩ τ⊥, que es una ret́ıcula por lo visto en (i).

Es claro que Γ∩ τ⊥ ⊂ (Γ +Z≥0(−m))∩ τ⊥ y como (Γ +Z≥0(−m))∩ τ⊥
es una ret́ıcula se sigue que

M(τ,Γ) = Z(Γ ∩ τ⊥) ⊂ (Γ + Z≥0(−m)) ∩ τ⊥. (2.2)

Veamos que (Γ + Z≥0(−m)) ∩ τ⊥ = Γ ∩ τ⊥ + Z≥0(−m). Sea x = γ +
n(−m) ∈ Γ∩ τ⊥ +Z≥0(−m), con γ ∈ Γ∩ τ⊥ y n ∈ Z≥0. Como τ⊥ es un
espacio vectorial y m ∈ τ⊥, −m ∈ τ⊥. Por lo tanto x ∈ τ⊥, de lo que se
infiere que x ∈ (Γ+Z≥0(−m))∩τ⊥. Ahora, sea x ∈ (Γ+Z≥0(−m))∩τ⊥.
Entonces x ∈ τ⊥ y x = γ+n(−m), con γ ∈ Γ y n ∈ Z≥0. Como m ∈ τ⊥,
se sigue que γ = x + nm ∈ τ⊥ y por lo tanto x ∈ Γ ∩ τ⊥ + Z≥0(−m).
Concluimos que estos dos conjuntos son iguales.

Finalmente como m ∈ Γ∩ τ⊥, −m ∈M(τ,Γ) y como Γ∩ τ⊥ ⊂M(τ,Γ).
Por el párrafo anterior y la ecuación 2.2, tenemos que Γ∩τ⊥+Z≥0(−m) =
M(τ,Γ). Comparando estas igualdades obtenemos

Γτ = Γ +M(τ,Γ) = Γ + Γ ∩ τ⊥ + Z≥0(−m) = Γ + Z≥0(−m).
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(iii) Vamos a probar que M(τ,Γθ) = M(τ,Γ). La contención M(τ,Γ) ⊂
M(τ,Γθ) es consecuencia de

M(τ,Γθ) = Z((Γ + Z(Γ ∩ θ⊥)) ∩ τ⊥)

y Γ ⊂ Γ+Z(Γ∩θ⊥). Para la otra contención sea γ+
∑
λiγi ∈ (Γ+Z(Γ∩

θ⊥)) ∩ τ⊥ con γ ∈ Γ, γi ∈ Γ ∩ θ⊥ y λi ∈ Z. Como τ ≤ θ implica que
θ⊥ ⊂ τ⊥, se tiene que γi ∈ Γ∩ τ⊥ y por lo tanto

∑
λiγi ∈ Z(Γ∩ τ⊥). En

particular como τ⊥ es un espacio vectorial
∑
−λiγi ∈ τ⊥, de lo que sigue

que γ ∈ Γ ∩ τ⊥. Se infiere de lo anterior que γ +
∑
λiγi ∈ Z(Γ ∩ τ⊥).

Concluimos que M(τ,Γθ) = M(τ,Γ).

Finalmente recordando que θ⊥ ⊂ τ⊥ y del hecho de que M(τ,Γθ) =
M(τ,Γ), tenemos

Γθ +M(τ,Γθ) = Γ + Z(Γ ∩ θ⊥) + Z(Γ ∩ τ⊥) = Γ + Z(Γ ∩ τ⊥) = Γτ .

Lema 2.18. Sean Γ ⊂ Λ dos semigrupos tales que ZΓ = M = ZΛ. Sean σ y θ
los conos duales a σ̌ = R≥0Γ y θ̌ = R≥0Λ respectivamente. Si int(θ)∩ int(σ) 6=
∅, se tiene que

Γ\(σ⊥ ∩ Γ) ⊂ Λ\(θ⊥ ∩ Λ).

Demostración. Sea ν ∈ int(θ) ∩ int(σ). Por el lema A.12, obtenemos que

σ⊥ ∩ Γ = σ̌ ∩ ν⊥ ∩ Γ ⊂ θ̌ ∩ ν⊥ ∩ Λ = θ⊥ ∩ Λ.

Veamos ahora que Γ ∩ (θ⊥ ∩ Λ) = Γ ∩ σ⊥. Para esto, notemos primero que
Γ∩(θ⊥∩Λ) es una cara de Γ. En efecto, si x, y ∈ Γ tales que x+y ∈ Γ∩(θ⊥∩Λ),
como θ⊥∩Λ es una cara de Λ y además Γ ⊂ Λ, se tiene que x, y ∈ θ⊥∩Λ y por lo
tanto x, y ∈ Γ∩ (θ⊥∩Λ). Para la otra inclusión procedemos por contradicción.
Supongamos que Γ ∩ σ⊥ esta contenido propiamente en Γ ∩ (θ⊥ ∩ Λ). Como
Γ∩(θ⊥∩Λ) es una cara de Γ, por el corolario 2.7 se tiene que Γ∩(θ⊥∩Λ) = Γ∩τ⊥
para alguna cara τ de σ. Como Γ∩ σ⊥ esta contenido propiamente en Γ∩ τ⊥,
se tiene que τ es una cara propia de σ. Por el lema 2.16 se tiene que τ̌ = R≥0Γτ
y por el lema 2.17, Γτ = Γ + Z≥0(−m), con m ∈ int(σ̌ ∩ τ⊥) ∩ Γ. De esto se
sigue que

τ̌ = R≥0(Γ + Z≥0(−m)) = R≥0Γ +R≥0(−m) = σ̌ +R≥0(−m).

Por el lema 2.17 inciso (i), se tiene que Λ ∩ θ⊥ es una ret́ıcula y como en
particular m ∈ Λ ∩ θ⊥, se tiene que −m ∈ Λ ∩ θ⊥. De esto obtenemos que

τ̌ = σ̌ +R≥0(−m) ⊂ θ̌.

Y por dualidad θ ⊂ τ , lo que contradice que int(θ) ∩ int(σ) 6= ∅. Concluimos
que Γ ∩ (θ⊥ ∩ Λ) = Γ ∩ σ⊥ y por lo tanto Γ\(σ⊥ ∩ Γ) ⊂ Λ\(θ⊥ ∩ Λ).

29
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Definición 2.19. Sean T Γi variedades tóricas asociadas a los semigrupos Γi,
con toros TMi , para i = 1, 2, y sea φ : T Γ1 → T Γ2 un morfismo tórico. Decimos
que φ es equivariante, si para toda t ∈ TM1 y a ∈ T Γ1 , se tiene que φ(t · a) =
φ(t) · φ(a).

Lema 2.20. Si τ ≤ σ, la inclusión de semigrupos Γ ⊂ Γτ induce una inclusión
TM -equivariante T Γτ ⊂ T Γ como un abierto af́ın. Rećıprocamente, si X ⊂ T Γ

es un encaje TM -equivariante de un abierto af́ın, entonces existe un único
τ ≤ σ tal que X es TM -equivariante isomorfo a T Γτ .

Demostración. Sea τ ≤ σ. Por el lema 2.17 tenemos que Γτ = Γ + Z≥0(−m),
para algún m ∈ Γ. Consideremos f = tm ∈ C[tΓ]. Localizando C[tΓ] en f , ob-
tenemos C[tΓ]f = C[tΓτ ], entonces T Γ\V (f) ' T Γτ , que es un abierto principal
de la variedad tórica T Γ.

Rećıprocamente, sea X un abierto af́ın TM -equivariante de T Γ. Entonces
X es una variedad tórica con toro TM . Por el teorema 1.28 X es de la forma
TΛ, donde Λ es un semigrupo de M , tal que ZΛ = M .

Sea θ̌ := R≥0Λ. Como TΛ ⊂ T Γ es encaje TM -equivariante, por la propo-
sición 1.34, el homomorfismo de C-álgebras C[tΓ] → C[tΛ] esta inducido por
una inclusion de semigrupos Γ ⊂ Λ. Se sigue que σ̌ ⊂ θ̌ y por dualidad θ ⊂ σ.
Ahora probaremos que si τ es la cara mas pequeña de σ tal que contiene a θ,
entonces Γτ = Λ. Bajo esta condiciones basta probar que si int(θ)∩ int(σ) 6= ∅,
entonces Λ = Γ.

Por la observación 2.14 la ret́ıcula F = σ⊥ ∩ Γ es la cara mı́nima de Γ y el
ideal primo IF de C[tΓ] define la órbita orb(σ,Γ), que es un encaje cerrado de
T Γ. Por el lema 2.18 se tiene que Γ\(σ⊥ ∩ Γ) ⊂ Λ\(θ⊥ ∩ Λ). Esto implica que
IFC[tΛ] ⊂ IG, donde G = Λ ∩ θ⊥. En particular 1 6∈ IFC[tΛ]. De lo anterior
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

C[tΓ]

��

// C[tΓ]/IF

��
C[tΛ] //

&&

C[tΛ]/IFC[tΛ]

��
C[tΛ]/IG.

Este diagrama de C-álgebras nos induce el siguiente diagrama conmutativo en
las variedades:

T Γ T Γ∩σ⊥ioo

TΛ

i

OO

TΛ∩θ⊥ .

g

OO

foo
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Sea x ∈ TΛ∩θ⊥ . Por el diagrama anterior tenemos que g(x) = f(x), de lo que
se infiere que TΛ ∩ T Γ∩σ⊥ 6= ∅ y como TΛ es TM -equivariante, del corolario
2.12, obtenemos que orb(σ,Γ) ⊂ TΛ.

Por el corolario 2.12 orb(σ,Γ) = orb(σ,Γ) ⊂ orb(τ,Γ), para toda τ ≤ σ.
Como TΛ es abierto y contiene a orb(σ,Γ), orb(τ,Γ) ∩ TΛ 6= ∅ y como TΛ

es TM -invariante, se tiene que orb(τ,Γ) ⊂ TΛ, para toda τ ≤ σ. Dado que
T Γ =

⊔
τ≤σ orb(τ,Γ) concluimos que T Γ ⊂ TΛ y por lo tanto T Γ = TΛ, lo que

implica que Γ = Λ.

Proposición 2.21. La inclusión de abiertos afines TM -equivariante en una
variedad tórica af́ın T Γ es compatible con la normalización.

Demostración. Como vimos en la demostración del lema 2.20, cualquier abierto
TM -equivariante de T Γ es de la forma T Γ\V (f) con f = tγ y γ ∈ Γ. Por otro
lado σ̌ ∩M + Z≥0(−γ) es la saturación de Γ + Z≥0(−γ). Entonces tenemos
el siguiente diagrama conmutativo, donde las flechas verticales son morfismos
inyectivos y las flechas horizontales son las funciones de normalización:

T σ̌∩M // T Γ

T σ̌∩Mf

OO

// T Γ
f .

OO
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Caṕıtulo 3

Variedades Tóricas

En la teoŕıa clásica de variedades tóricas, un resultado fundamental es que
toda variedad tórica normal tiene una cubierta por abiertos afines invariantes
por la acción del toro. Este resultado es la clave para dar una descripción com-
binatoria de una variedad tórica normal. En este caṕıtulo veremos un ejemplo
de una variedad tórica no normal que no tiene tal cubierta y por ende, no se
le puede asociar un objeto combinatorio como en el caso normal.

Como consecuencia de esta situación, se han propuesto diversas maneras
de replantear la definición de variedad tórica con miras a estudiarlas desde un
punto de vista mas general. Estas propuestas se pueden consultar en [GKZ,
Oda, Stu, Th1, Th2, Th3].

Nosotros estudiaremos la propuesta hecha por P. González y B. Teissier
que aparece en el art́ıculo [GyT]. De eso se tratará este caṕıtulo.

3.1. Definición

En esta sección daremos la definición de una variedad tórica e ilustraremos
esta definición con un ejemplo.

Definición 3.1. Una variedad tórica X es una variedad algebraica irreducible,
separada, que contiene un abierto de Zariski isomorfo a un toro algebraico T ,
tal que la acción de T se extiende a todo X algebraicamente.

Ejemplo 3.2. Consideremos el espacio proyectivo Pn
C

, que se define como:

Pn
C

= Cn+1 − {0}/ ∼,
donde x ∼ y si existe λ ∈ C∗ tal que x = λy. Podemos ver a (C∗)n contenido
en Pn

C
a través del siguiente morfismo inyectivo:

i : (C∗)n → Pn
C

(x1, . . . , xn) 7→ [1 : x1 : . . . : xn].
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Para ver que es un abierto de Zariski, recordemos que Pn
C

esta cubierto por
las cartas afines

Ui = Pn
C
\V(xi) = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn

C
|xi 6= 0} ' Cn.

Entonces tenemos que ver que i((C∗)n)∩Ui es un abierto de Zariski para toda
i = 0, . . . , n. Pero esto se tiene, ya que i((C∗)n) ∩ Ui = Ui\(

⋃
j 6=i V(xj)), para

toda i = 1, . . . , n.

(C∗)n induce una acción de manera natural en i((C∗)n), como sigue:

[1 : x1 : . . . : xn][1 : y1 : . . . : yn] = [1 : x1y1 : . . . : xnyn].

Veamos que esta acción está bien definida. Tomamos dos representantes [λ :
λx1 : . . . : λxn] y [α : αy1 : . . . : αyn], con λ, α ∈ C∗. Aplicando la acción
obtenemos que

[λ : λx1 : . . . : λxn][α : αy1 : . . . : αyn] = [αλ : αλx1y1 : . . . : αλxnyn]

= λα[1 : x1y1 : . . . : xnyn] = [1 : x1y1 : . . . : xnyn].

Veamos que la acción se puede extender a todo Pn
C

. Definimos:

i((C∗)n)× Pn
C

→ Pn
C

([1 : x1 : . . . : xn], [y0 : y1 : . . . : yn]) 7→ [y0 : y1x1 : . . . : ynxn],

Esta es una acción ya que

[1 : 1 : . . . : 1][y0 : y1 : . . . : yn] = [y0 : y1 : . . . : yn],

además

((x1, . . . , xn)(z1, . . . , zn))[y0 : y1 : . . . : yn] = (x1z1, . . . , xnzn)[y0 : y1 : . . . : yn]

= [y0 : x1z1y1 : . . . : xnznyn] = (x1, . . . , xn)((z1, . . . , zn)[y0 : y1 : . . . : yn]).

Como Pn
C

es una variedad irreducible y separada, concluimos que Pn
C

es una
variedad tórica.

3.2. Un Ejemplo Particular

En esta sección veremos un ejemplo de una variedad tórica no normal que
no satisface el siguiente teorema de H. Sumihiro.

Teorema 3.3. Una variedad tórica normal X tiene una cubierta finita dada
por variedades tóricas afines normales T -invariantes.
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Demostración. Ver [Sum].

Ejemplo 3.4. Consideremos la curva cubica nodal proyectiva C ⊂ P2, que
está definida por la ecuación y2z = x3 + x2z. El único punto singular de esta
curva es p = [0 : 0 : 1] y tiene un único punto en la linea al infinito z = 0, que
es q = [0 : 1 : 0].

Afirmamos que C es una variedad tórica con toro C\{p} ' C∗. Asumiendo
esto por el momento, supongamos que tenemos un abierto U invariante por
la acción que contiene al punto p. Ahora, como U es abierto, se tiene que
U∩(C\{p}) 6= ∅. Por otro lado, como U es invariante bajo la acción, C\{p} ⊂ U .
Pero entonces se tiene que C = U . Por lo tanto, no existen abiertos afines C∗-
invariantes que contengan a p, de lo que se sigue que el teorema 3.3 falla.

Vamos a mostrar que C es una variedad tórica con toro C\{p} ' C
∗.

Consideremos la parametrización de la curva y2 = x3 + x2, dada por:

ϕ(t) = (t2 − 1, t(t2 − 1))).

Con esta parametrización se tiene para t = ±1, ϕ(t) = p. Reemplacemos t con
t+1
t−1

, con lo que obtenemos la parametrización

φ(t) =


( 4t

(t−1)2 ,
4t(t+1)
(t−1)3 ) si t 6= 1

q si t = 1

Entonces φ(0) = φ(∞) = p y φ : C∗ → C\{p} es isomorfismo.

φ|C∗ induce una acción sobre C\{p} utilizando el siguiente diagrama con-
mutativo:

C
∗ ×C∗ //

φ×φ
��

C
∗

φ
��

C\{p} × C\{p} // C\{p}

Sean t, s ∈ C∗, usando el diagrama definimos:

[
4t

(t− 1)2
:

4t(t+ 1)

(t− 1)3
: 1]·[ 4s

(s− 1)2
:

4s(s+ 1)

(s− 1)3
: 1] = [

4ts

(ts− 1)2
:

4ts(ts+ 1)

(ts− 1)3
: 1]

(3.1)
Notemos además que x · q = q · x = x, para toda x ∈ C\{p}. Esta operación
define una acción de C\{p} en C\{p} que se puede extender a p haciendo
x · p = p, para todo x ∈ C\{p}.

Ahora tenemos que ver que esta acción es algebraica, es decir, esta dada
por cocientes de polinomios. Para esto veremos que la ley de grupo dada por
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la teoŕıa de curvas eĺıpticas coincide con la acción. Después probaremos que la
ley de grupo dada por la teoŕıa de curvas eĺıpticas es algebraica.

Primero veamos como esta definida la ley de grupo. La ley de grupo esta
definida solo en la parte suave de la curva y esta dada de la siguiente
manera. Sean u, v ∈ C\{p}. Sea L la recta que pasa por x, y. Se define
u × v := w, donde w se obtiene como sigue. Por el teorema de Bezout
|L∩C| = 3, sea w′ = [a : b : c] el tercer punto en la intersección. Definimos
w = [a : −b : c]. En el caso de que u = v, tomamos la recta tangente a
la curva y definimos u× v de manera análoga. Con esta operación C\{p}
es un grupo (ver figura 3.1, para mas detalle de la ley grupo ver [SyT],
caṕıtulo 1).

Figura 3.1: Ley de Grupo

Veamos ahora que esta ley de grupo y la acción definida en la ecuación
(3.1) coinciden en q. Necesitamos mostrar que q × u = u, para toda
u ∈ C\{p}. Tenemos que una recta esta dada de la forma ax+by+cz = 0,
pero estamos suponiendo que pasa por el punto q, por lo que b = 0, de lo
que obtenemos ax+ cz = 0. Si a = 0, se tiene que la recta es z = 0, que
es la recta al infinito en el espacio proyectivo y esta recta se intersecta
con C solo en el punto q, es decir, tiene multiplicidad 3, se infiere que
q × q = q. Si a 6= 0, se tiene la recta vertical x = −c/a en la carta af́ın
z = 1. Como C es simétrica (si [u1 : u2 : 1] es solución a y2z − x3 − x2z,
[u1 : −u2 : 1] también es solución), se sigue que q × u = u.

Ahora, demostraremos que la acción definida en la ecuación (3.1) y la
ley de grupo coinciden para todo u, v ∈ C\{p, q}, tenemos que ver que

[
4t

(t− 1)2
:

4t(t+ 1)

(t− 1)3
: 1], [

4s

(s− 1)2
:

4s(s+ 1)

(s− 1)3
: 1], [

4ts

(ts− 1)2
: −4ts(ts+ 1)

(ts− 1)3
: 1],

son colineales. Pero esto se sigue de un calculo directo. Concluimos que
la ley de grupo coincide con la acción dada en la ecuación (3.1).

36
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Ahora veamos que la ley de grupo efectivamente es algebraica para dos
elementos distintos. Para esto calcularemos de manera expĺıcita la ope-
ración de grupo. Sean [x1 : y1 : 1], [x2 : y2 : 1] ∈ C\{p, q}, tales que
(x1, y1) 6= (x2, y2). La ecuación de la recta que pasa por estos puntos es:

y = (
y2 − y1

x2 − x1

)(x− x1) + y1.

Sea λ = y2−y1

x2−x1
. Sustituyendo en la ecuación de la curva obtenemos:

x3 + x2(1− λ2) + x(2λ2x1 − 2λy1)− λ2x2
1 − 2λx1y1 − y2

1 = 0.

Dividiendo esta ecuación de grado 3 por sus factores x − x1, x − x2,
obtenemos:

x = λ2 − x1 − x2 − 1.

Sustituyendo en nuestra ecuación para y y multiplicándolo por −1 obte-
nemos:

y = −λ3 + λx1 + λx2 + λ− y1.

Concluimos que la acción dada en dos puntos distintos es algebraica.

Veamos ahora que la acción definida sobre un mismo punto también es
algebraica. Consideremos un punto [a : b : 1] ∈ C\{p, q}, la recta tangente
a este punto esta dada por:

(−3a2 − 2a)x+ 2by = −a3,

de donde se obtiene que:

y =
(3a2 + 2a)x

2b
− a3

2b
.

Sustituyendo en la ecuación de la curva obtenemos

x3 + x2(1− (
(3a2 + 2a)

2b
)2) + x(

3a5 + 2a4

2b2
)− a6

4b2
= 0.

Dividimos esta ecuación de grado 3, por el factor (x − a)2, de lo que se
obtiene:

x =
9a4

4b2
+

3a3

b2
+
a2

b2
− 2a− 1.

Sustituyendo esto en nuestra ecuación de y y multiplicando por −1, ob-
tenemos:

y = (
(3a1 + 2a)

2b
)(

9a4

4b2
+

3a3

b2
+
a2

b2
− 2a− 1)− 3a3

2b
.

Por lo tanto es una acción algebraica.
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Solo nos falta extender la acción a todo C. Para extender la acción, proce-
demos de la misma manera, tomando una recta que pase por (x1, y1) ∈ C
y por el punto p, esta recta esta definida por la ecuación y = ( y1

x1
)x,

sustituyendo en la ecuación de la curva obtenemos:

x3 + x2(1− (
y1

x1

)2),

dividiendo por las ráıces x, x− x1, obtenemos que x = 0, y por lo tanto
y = 0, es decir, el punto p. Se infiere que es un punto fijo de la acción.
Se concluye que C es una variedad tórica.

3.3. Variedades Tóricas Bien Cubiertas

En esta sección damos la definición de variedad bien cubierta y las carac-
terizamos de manera combinatoria.

Definición 3.5. Sea N una ret́ıcula de rango finito. Un abanico Σ es un
conjunto de conos poliédricos, racionales, fuertemente convexos del espacio
vectorial real NR (ver apéndice A), tal que:

(i) Si σ ∈ Σ y τ ≤ σ, entonces τ ∈ Σ.

(ii) Si σ, σ′ ∈ Σ, entonces σ ∩ σ′ ≤ σ y σ ∩ σ′ ≤ σ′.

Definición 3.6. Consideremos una terna (N,Σ,Γ) que consiste de una ret́ıcula
N , un abanico Σ en NR y una familia de semigrupos finitamente generados Γ =
{Γσ ⊂ σ̌ ∩M |σ ∈ Σ}, donde M = Hom(N,Z) con las siguientes condiciones:

i. ZΓσ = M y R≥0Γσ = σ̌, para todo σ ∈ Σ.

ii. Γτ = Γσ +M(τ,Γσ), para cada σ ∈ Σ y cualquier cara τ de σ.

Cada Γσ da lugar a la variedad tórica T Γσ . Definimos la variedad T Γ
Σ como

el cociente
⊔
σ∈Σ T

Γσ/ ∼, donde ∼ esta dado de la siguiente manera, sean
σ, σ′ ∈ Σ, identificamos T Γσ y T Γσ′ por su abierto común T Γσ∩σ′ (ver lema
2.20).

Nota 3.7. La ret́ıcula N en la terna (N,Σ,Γ) esta determinado por Γ (ver
condición i. de la definición). Por esto omitimos la referencia de la ret́ıcula N
en la notación T Γ

Σ .

Ejemplo 3.8. Sea Σ el abanico dado por los conos:

σ1 = R≥0((0, 1), (4,−2)),
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Figura 3.2

σ2 = R≥0((4,−2), (4,−3))

y sus respectivas caras (ver figura 3.2): τ1 = R≥0((0, 1)), τ2 = R≥0((4,−2)),
τ3 = R≥0((4,−3)) y 0 = {(0, 0)}.

Sea Γ el conjunto de los siguientes semigrupos:

σ1 = R≥0((1, 0), (1, 1), (2, 3), (2, 4)),

σ2 = R≥0((1, 1), (3, 4), (−2,−4), (0,−1)),

Γτ1 = Z≥0((1, 0), (1, 1), (2, 3), (2, 4), (−1, 0)),

Γτ2 = Z≥0((1, 0), (1, 1), (2, 3), (2, 4), (−2,−4)),

Γτ3 = Z≥0((1, 1), (3, 4), (−2,−4), (0,−1), (−3,−4)),

Γ0 = Z≥0((1, 0), (1, 1), (2, 4), (−1,−1)).

Un cálculo directo muestra que la terna (Z2,Σ,Γ) cumple la definición 3.6. En
el caṕıtulo 5, mostraremos que la variedad T Γ

Σ asociada a la terna (Z2,Σ,Γ)
corresponde a la explosión de la variedad V(xz − y4) centrada en el ideal
(xy, yz, xz).

Notemos que la variedad T Γ
Σ no es una variedad tórica normal, pues el

semigrupo Γ1 no es saturado, le falta el punto (1, 2).

Sabemos que para toda variedad tórica normal X con toro isomorfo a TM

existe un abanico Σ en NR tal que X ' TΣ (ver [CLS] corolario 3.1.8). A
continuación veremos que estas variedades están incluidas en nuestra definición
3.6.

Proposición 3.9. Sea Σ un abanico y TΣ la variedad tórica normal asociada
a Σ. Entonces existe una terna (N,Σ,Γ) tal que TΣ = T Γ

Σ .

Demostración. Sea Σ un abanico, consideremos la familia de semigrupos Γ =
{Γσ := σ̌ ∩ M |σ ∈ Σ}. Por la construcción de TΣ, se tiene que TΣ = T Γ

Σ .
Entonces solo hace falta ver que la terna (N,Σ,Γ) cumple con las condiciones
de la definición.
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Para el inciso i., sea σ ∈ Σ. Por el lema 1.38, σ̌ ∩M es saturado. Además
como σ es fuertemente convexo, por el lema A.14, se tiene que dim(σ̌) = n.
Se tiene entonces que Z(σ̌ ∩M) = M . Por otro lado R≥0(σ̌ ∩M) = σ̌. Por
lo tanto cumple el primer inciso de la definición. Para el inciso ii. solo hace
falta ver que Γτ = τ̌ ∩M es igual a Γσ + M(τ,Γσ). Por la observación 2.16,
se tiene que R≥0(Γσ + M(τ,Γσ)) = τ̌ . Esto nos reduce el problema a ver que
Γσ +M(τ,Γσ) es saturado. Sea δ ∈ Sat(Γσ +M(τ,Γσ)), entonces existe n ∈ N
tal que nδ ∈ Γσ + M(τ,Γσ), por lo que nδ = γ1 + γ2, con γ1 ∈ Γσ y γ2 ∈
M(τ,Γσ). Como M(τ,Γσ) = Z(Γσ ∩ τ⊥), podemos escribir a γ2 = γ2+ − γ2−,
con γ2+, γ2− ∈ Γσ ∩ τ⊥. Se sigue que γ2− + nδ = γ1 + γ2+ ∈ Γσ, lo que implica
que nγ2− + nδ ∈ Γσ y como Γσ es saturado, se obtiene que γ2− + δ ∈ Γσ. Se
infiere que δ ∈ Γσ +M(τ,Γσ) =. Concluimos que Γσ +M(τ,Γσ) = τ̌ ∩M .

Por el resultado anterior podemos ver que el caso de variedades tóricas
normales esta incluido en nuestra definición. Ahora tenemos que ver que las
variedades asociadas a las ternas (N,Σ,Γ) son variedades tóricas. Para esto
necesitaremos un lema preparatorio.

Lema 3.10. Sea (N,Σ,Γ) como en la definición 3.6 y T Γ
Σ la variedad corres-

pondiente. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) Si σ, θ ∈ Σ y si τ = σ ∩ θ, entonces Γτ = Γσ + Γθ.

ii) La variedad T Γ
Σ es separada.

Demostración. Sea τ = σ∩θ. Por definición tenemos que Γτ = Γσ+M(τ,Γσ) =
Γθ +M(τ,Γθ). Por lo tanto Γσ,Γθ ⊂ Γτ , lo que implica que Γσ + Γθ ⊂ Γτ .

Ahora mostraremos que Γτ ⊂ Γσ + Γθ. Afirmamos que int(σ̌∩ (−θ̌))∩Γσ ∩
(−Γθ) 6= ∅. Suponiendo esto por el momento, sea u ∈ int(σ̌∩(−θ̌))∩Γσ∩(−Γθ).
En particular, u ∈ int(σ̌ ∩ (−θ̌)). Por el lema A.11 (ver apéndice), para todo
u ∈ int(σ̌ ∩ (−θ̌)), se tiene que τ = σ ∩ u⊥ = θ ∩ u⊥. Además, por el lema
A.12 (ver apéndice), u ∈ int(σ̌ ∩ τ⊥). Por el lema 2.17 inciso (ii), tenemos que
Γτ = Γσ + Z≥0(−u), pero −u ∈ Γθ, por lo que Γτ = Γσ + Z≥0(−u) ⊂ Γσ + Γθ.
Aśı, Γτ ⊂ Γσ + Γθ.

Para mostrar que int(σ̌ ∩ (−θ̌)) ∩ Γσ ∩ (−Γθ) 6= ∅, solo hace falta ver que
R≥0(Γσ ∩−Γθ) = σ̌ ∩−θ̌. La inclusión R≥0(Γσ ∩−Γθ) ⊂ σ̌ ∩−θ̌ es inmediata,
pues Γσ ⊂ σ̌ y −Γθ ⊂ −θ̌. Para la otra inclusión, sea γ ∈ σ̌ ∩ −θ̌ ∩M . En
particular γ ∈ σ̌∩M . Como σ̌∩M es la saturación de Γσ, existe n ∈ N tal que
nγ ∈ Γσ. De manera análoga existem ∈ N tal quemγ ∈ −Γθ. Se sigue entonces
que nmγ ∈ Γσ∩−Γθ, con lo que γ ∈ R≥0(Γσ∩−Γθ). Por lo tanto, σ̌∩−θ̌∩M ⊂
R≥0(Γσ ∩−Γθ). Concluimos entonces que int(σ̌∩ (−θ̌))∩Γσ ∩ (−Γθ) 6= ∅. Esto
concluye la demostración de i).
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Para mostrar que T Γ
Σ es separada es suficiente demostrar que la imagen

del morfismo diagonal ∆ : T Γσ∩θ → T Γσ × T Γθ es un cerrado de Zariski. Re-
cordemos que el morfismo ∆ esta dado por las inclusiones de T Γσ∩θ en T Γσ y
T Γθ definidas en el lema 2.20. Consideremos el homomorfismo de C-álgebras
∆∗ : C[tΓθ ]

⊗
C[tΓσ ] → C[tΓτ ], definido por tγ ⊗ tγ′ → tγ+γ′ , que es sobreyec-

tivo por el inciso i). Por lo tanto C[tΓθ ]
⊗
C[tΓσ ]/ ker(∆∗) ' C[tΓτ ]. Se sigue

que la imagen de ∆ : T Γσ∩θ → T Γσ × T Γθ es un cerrado de Zariski para todo
σ, θ ∈ Σ. Concluimos que T Γ

Σ es separada.

Teorema 3.11. La variedad que define la terna (N,Σ,Γ) es una variedad
tórica.

Demostración. Por el lema 3.10 tenemos que T Γ
Σ es una variedad separada.

Recordemos que

T Γ
Σ =

⊔
σ∈Σ

T Γσ/ ∼,

donde la relación ∼ identifica el abierto af́ın T Γσ∩θ común a T Γσ y T Γθ , para
todo σ, θ ∈ Σ (ver lema 2.20). Pero TM ⊂ T Γτ , para todo τ ≤ σ, en particular,
TM ⊂ T Γσ∩θ , para todo σ, θ ∈ Σ. De esto se sigue que TM es un abierto de
Zariski en T Γ

Σ y como TM actúa en cada T Γσ , entonces TM extiende su acción
a todo T Γ

Σ . Como cada T Γσ es una variedad irreducible se tiene que T Γ
Σ es

irreducible. Concluimos que T Γ
Σ es una variedad tórica.

Observación 3.12. La definición 3.6 incluye tanto variedades tóricas normales
como no normales. Basta que algún semigrupo de la familia Γ sea no saturado
(ver ejemplo 3.8). Desafortunadamente, no incluye todas las variedades no
normales como vimos en el ejemplo 3.4.

Proposición 3.13. Sea T Γ
Σ la variedad tórica asociada a una terna (N,Σ,Γ).

Entonces la función

τ 7→ orb(τ,Γτ ) := iτ (T
M(τ,Γτ ))

define una biyección entre los conos de Σ y las órbitas de la acción del toro en
T Γ

Σ .

Demostración. Esto es consecuencia directa de la definición y el corolario 2.11.

Enseguida vamos a caracterizar a las variedades tóricas que se obtienen a
partir de la definición 3.6.
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Definición 3.14. Decimos que una acción de un grupo en una variedad alge-
braica X es buena si X tiene una cubierta finita de abiertos afines que sean
invariantes por la acción.

Definición 3.15. Una variedad tórica bien cubierta X es una variedad tórica
tal que la acción del toro es buena.

Observación 3.16. Como vimos en el ejemplo 3.4, no toda variedad tórica es
bien cubierta.

Veamos ahora que toda variedad tórica bien cubierta es isomorfa a alguna
variedad tórica asociada a una terna (N,Σ,Γ).

Teorema 3.17. Si X es una variedad tórica bien cubierta con toro T , entonces
existe una terna (N,Σ,Γ) que cumple las condiciones de la definición 3.6 y un
isomorfismo ϕ : T → TM , tal que la pareja (T,X) es isomorfa a (TM , T Γ

Σ).

Demostración. Como X es una variedad tórica bien cubierta, se tiene que exis-
ten V1, . . . , Vn cubierta finita de abiertos afines de X tales que Vi es invariante
por T . Por la proposición 1.28, se tiene que para cada Vi, existe un semigrupo
Γi ⊂ M , con M ret́ıcula de rango d tal que Vi ' T Γi . En particular, cada Vi
es una variedad tórica af́ın. Sea σ̌i := R≥0Γi ⊂ MR y sean σi ⊂ NR sus conos
duales, donde N es la ret́ıcula dual a M . Sea Σ el conjunto de los conos σi y
sus respectivas caras.

Veamos primero que Σ es un abanico. Dada la construcción de Σ, solo hace
falta ver que σi∩σj es cara de σi y de σj. Como X es una variedad separada, se
tiene que Vi∩Vj es un abierto af́ın de Vi. Además, como Vi y Vj son invariantes
bajo la acción de T , se tiene que Vi ∩ Vj es un abierto af́ın invariante de Vi.
Como Vi ' T Γi , sea U el abierto af́ın de T Γi correspondiente a Vi ∩ Vj. Por
lo visto en la demostración del lema 2.20 los abiertos afines TM -invariantes de
T Γi son de la forma T Γτ , con τ ≤ σi. De manera análoga se ve que τ ≤ σj.
Veamos que τ = σi ∩ σj. Como X es una variedad separada, la imagen de
la inclusión Vi ∩ Vj en Vi × Vj es cerrada, esto da lugar a que la imagen de
la inclusión de T Γτ en T Γi × T Γj es cerrada. Algebraicamente esto implica la
sobreyectividad del homomorfismo de C-álgebras

C[tΓi ]
⊗

C[tΓj ]→ C[tΓτ ] , tγi ⊗ tγj 7→ tγi+γj .

De esto se sigue que Γτ ⊂ Γi + Γj y como Γi,Γj ⊂ Γτ , se obtiene que Γτ =
Γi + Γj. Por lo tanto, usando el lema 2.16, se tiene:

τ̌ = R≥0Γτ = R≥0(Γi + Γj) = σ̌i + σ̌j

y por el lema A.7 (ver apéndice), τ = σi∩σj. Concluimos que Σ es un abanico.
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Consideremos la familia de semigrupos Γ = {Γi}
⋃
{Γi,τ |τ ≤ σi p.a. i},

donde si τ ≤ σi, Γi,τ = Γi + M(τ,Γi). Veamos que la terna (N,Σ,Γ) cumple
las condiciones de la definición 3.6. Para el inciso i. de la definición, se tiene
que ZΓi = M para todo i, lo que implica que ZΓi,τ = M , para todo τ ≤ σi.
Además, por el lema 2.16 se tiene que R≥0Γi,τ = τ̌ . Para el inciso ii., solo hay
que ver que Γi,σi∩σj = Γj,σi∩σj , para todo i, j. Pero en efecto, esto se debe a
que estos semigrupos definen abiertos isomorfos en las variedades T Γi y T Γj . Si
τ ≤ σi y τ ≤ σj, entonces Γi,τ = Γj,τ por el lema 2.17 inciso iii). Concluimos
que (N,Σ,Γ)) cumple las condiciones de la definición 3.6 y por tanto T Γ

Σ es
isomorfa a X.

3.4. Morfismos de Variedades Tóricas Bien Cu-

biertas

Recordemos que un morfismo φ : TM
′ → TM de toros algebraicos esta

determinado por cualquiera de los siguientes homomorfismos de grupos

φ∗ : M →M ′ y φ∗ : N ′ → N,

donde M y M ′ son las ret́ıculas de caracteres de TM y TM
′

respectivamente y
N y N ′ son las ret́ıculas de subgrupos de un parámetro de TM y TM

′
respecti-

vamente. Notemos que los homomorfismos φ∗ y φ∗ se determinan uno al otro
por dualidad. Esto determina el morfismo

φ̄ : C[tM ]→ C[tM
′
], tm 7→ tφ

∗(m), m ∈M,

que a su vez determina φ : TM
′ → TM .

Definición 3.18. Sean (N,Σ,Γ), (N ′,Σ′,Γ′) dos ternas como en la definición
3.6. Sea φ∗ : N ′ → N un homomorfismo de ret́ıculas y φ∗ : M → M ′ su
homomorfismo dual. Decimos que φ∗ es una función de abanicos que preserva
semigrupos (N,Σ,Γ)→ (N ′,Σ′,Γ′), si para cualquier σ′ ∈ Σ′ existe σ ∈ Σ tal
que φ∗(Γσ) ⊂ Γ′σ′ .

Proposición 3.19. Sea φ : TM
′ → TM un morfismo de toros algebraicos.

Si φ∗ define una función de abanicos que preserva semigrupos (N,Σ,Γ) →
(N ′,Σ′,Γ′), entonces φ se extiende a un morfismo φ̄ : T Γ′

Σ′ → T Γ
Σ que es equi-

variante respecto a φ. Rećıprocamente, si f : T Γ′

Σ′ → T Γ
Σ es un morfismo que

extiende a φ y que es equivariante respecto a φ, entonces φ∗ define una función
de abanicos que preserva semigrupos (N,Σ,Γ)→ (N ′,Σ′,Γ′) tal que f = φ̄.
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Demostración. Sea φ : TM
′ → TM un morfismo de toros algebraicos y supon-

gamos que φ∗ es una función de abanicos que preserva semigrupos (N,Σ,Γ)→
(N ′,Σ′,Γ′). Veamos que φ se extiende a un morfismo φ̄ : T Γ′

Σ′ → T Γ
Σ . Como

φ∗ define una función de abanicos que preserva semigrupos, se tiene que para
cualquier σ′ ∈ Σ′ existe un cono σ ∈ Σ tal que φ∗ determina un homomor-
fismo de semigrupos Γσ → Γ′σ′ . Esto a su vez define a un homomorfismo de
C-álgebras C[tΓσ ]→ C[tΓ

′
σ′ ]. Lo que induce un morfismo entre variedades

φ̄σ′,σ : T Γ′
σ′ → T Γσ .

Sea x ∈ T Γ′
σ′ y consideremos el homomorfismo de semigrupos asociado

x : Γ′σ′ → C. Por el corolario 1.35 se tiene que φ̄σ′,σ(x) le corresponde el
homomorfismo de semigrupos x ◦ φ∗|Γσ . Sea y ∈ TM ′ y x ∈ T Γ′

σ′ , observemos
que

φ̄σ′,σ(y · x) = (y · x) ◦ φ∗|Γσ = (y ◦ φ∗) · (x ◦ φ∗|Γσ) = φ(y) · φ̄σ′,σ(x),

lo que nos dice que el morfismo φ̄σ′,σ es equivariante.

Consideremos la función φ̄ : T Γ′

Σ′ → T Γ
Σ , definida de la siguiente manera.

Sea x ∈ T Γ′

Σ′ , sea σ′ ∈ Σ′ tal que x pertenezca al abierto af́ın T Γ′
σ′ , definimos

φ̄(x) := φ̄σ′,σ(x).

Veamos ahora que este morfismo esta bien definido. Sea x ∈ T Γ′

Σ′ . Supon-
gamos que x ∈ T Γ′

σ′ y x ∈ T Γ′
θ′ . Entonces x ∈ T Γ′

τ ′ donde τ ′ = σ′ ∩ θ′ ∈ Σ′.
Además, por el lema 2.20, T Γ′

τ ′ esta contenido en T Γ′
σ′ y T Γ′

θ′ como un abierto
af́ın. Como φ∗ es un morfismo de abanicos que preserva semigrupos, existen
τ, σ, θ ∈ Σ y morfismos:

φ̄σ′,σ : T Γ′
σ′ → T Γσ ,

φ̄θ′,θ : T Γ′
θ′ → T Γθ ,

φ̄τ ′,τ : T Γ′
τ ′ → T Γτ .

Supongamos que τ, σ, θ son minimales con esta condición, es decir, si ∆ ≤ σ,
entonces φ∗(Γ∆) 6⊂ Γσ′ . Análogo para τ y θ.

Veamos que τ ≤ σ y τ ≤ θ. Como τ ′ ≤ σ′ y como (N ′,Σ′,Γ′) es una terna
que cumple la definición 3.6, se tiene que Γ′τ ′ = Γ′σ′ + M(τ ′,Γ′σ′), de lo que se
concluye que Γ′σ′ ⊂ Γ′τ ′ , por lo que φ∗(Γσ) ⊂ Γ′σ′ ⊂ Γ′τ ′ . Supongamos que τ no
es cara de σ y consideremos τ ∩ σ. Como τ ∩ σ ≤ σ, tenemos que τ ∩ σ es cara
propia de τ . Por el lema 3.10 y dado que φ∗ es homomorfismo de semigrupos
tenemos

φ∗(Γτ∩σ) = φ∗(Γτ + Γσ) = φ∗(Γτ ) + φ∗(Γσ) ⊂ Γ′τ ′ ,

lo que contradice la minimalidad de τ . Concluimos que τ ≤ σ y por lo tanto
T Γτ esta contenido en T Γσ . Análogamente se puede ver que T Γτ ⊂ T Γθ . Esto

44



3.4. Morfismos de Variedades Tóricas Bien Cubiertas

induce el siguiente diagrama conmutativo:

T Γ′
σ′

φ̄σ′,σ // T Γσ

T Γ′
τ ′

i

OO

i
��

φ̄τ ′,τ // T Γτ

i

OO

i
��

T Γ′
θ′

φ̄θ′,θ // T Γθ

La conmutatividad del diagrama diagrama muestra que la función φ̄ esta bien
definida. Como φ̄σ′,σ es equivariante en cada carta af́ın, se sigue que φ̄ es
equivariante respecto a φ.

Rećıprocamente, supongamos que tenemos f equivariante respecto a φ. Sea
σ′ ∈ Σ′, por el corolario 2.12, se tiene que si τ ′ ≤ σ′, se tiene orb(σ′,Γ′σ′) ⊂

¯orb(τ ′,Γ′τ ′). Como f es equivariante respecto a φ, existen σ, τ ∈ Σ tales que:

f(orb(σ′,Γ′σ′)) ⊂ orb(σ,Γσ),

f(orb(τ ′,Γ′τ ′)) ⊂ orb(τ,Γτ ).

Por otro lado la continuidad de f implica que

f(orb(σ′,Γ′σ′)) ⊂ f(orb(τ ′,Γ′τ ′)) ⊂ f(orb(τ ′,Γ′τ ′)) ⊂ orb(τ,Γτ ).

Se sigue que orb(τ,Γτ ) ∩ orb(σ,Γσ) 6= ∅. Por lo tanto orb(σ,Γσ) ⊂ orb(τ,Γτ ),
y por el corolario 2.12 se concluye que τ ≤ σ.

Como T Γ′
σ′ =

⊔
τ ′≤σ′ orb(τ ′,Γ′τ ′), tenemos que f(T Γ′

σ′ ) ⊂ T Γσ . Inferimos

que f |
T

Γ′
σ′

: T Γ′
σ′ → T Γσ es un morfismo equivariante entre variedades. Ahora,

tenemos que f |TM′ = φ y φ es un homomorfismo de grupos, tenemos que
f(TM

′
) ⊂ TM y que f(t1 · t2) = f(t1) · f(t2), con t1, t2 ∈ TM

′
. Por proposición

1.34, se tiene que f |
T

Γ′
σ′

esta definido por un homomorfismo de semigrupos

con φ∗(Γσ) ⊂ Γ′σ′ . Concluimos que φ∗ es una función de abanicos que preserva
abanicos tal que f = φ̄.

Corolario 3.20. La categoŕıa de objetos de las ternas (N,Σ,Γ) de la defi-
nición 3.6 con morfismos entre abanicos que preservan semigrupos como en
la definición 3.18, es equivalente a la categoŕıa de objetos de variedades tóri-
cas bien cubiertas, donde los morfismos son morfismos equivariantes que se
extienden de los morfismos entre los correspondientes toros algebraicos.

Demostración. Se sigue directamente del teorema 3.17 y de la proposición
3.19.
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Observación 3.21. En este caṕıtulo obtuvimos el diagrama:

V ariedades T óricas ⊂ V ariedades T óricas ⊂ V ariedades T óricas
Normales Bien Cubiertas

∪
V ariedades T óricas

Afines

Notemos que todas estas son contenciones propias, por los ejemplos 3.4 y 3.8.
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Caṕıtulo 4

Algunas Consecuencias de
Prescindir de la Normalidad

En este caṕıtulo haremos una comparación entre las variedades tóricas
afines sin la condición de normalidad y las normales. Veremos que algunos
resultados conocidos de variedades tóricas normales no se cumplen para el
caso no normal.

4.1. Intersección Completa

En esta sección hablaremos sobre intersección completa en el caso de va-
riedades tóricas.

Definición 4.1. Sea V ⊂ Cn una variedad algebraica af́ın de dimensión r.
Decimos que V es intersección completa si existe {f1, . . . , fk} ⊂ C[x1, . . . , xn],
con k = n− r, tales que I(V ) = (f1, . . . , fk).

Existen criterios en dimensiones 1 y 2 que clasifican a las variedades tóricas
normales que son intersección completa. Veremos a continuación que estos
criterios fallan cuando no se tiene la condición de normalidad.

4.1.1. Dimensión 1

El caso de variedades tóricas normales de dimensión 1 es bastante limitado
ya que, salvo isomorfismo, solo existen dos, que son C y C∗ y estas son inter-
sección completa. Sin la condición de normalidad existe una gama más amplia
de curvas tóricas. En general las curvas tóricas no son intersección completa,
aunque śı existen algunas que lo son, por ejemplo las curvas tóricas planas sin-
gulares. En la siguiente proposición estudiamos otra familia de curvas tóricas
que son intersección completa.
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Proposición 4.2. Sean a, b, c ∈ N y sea Γ = Z≥0(a, b, c) ⊂ Z tal que ZΓ = Z.
Supongamos que {a, b, c} es un conjunto generador minimal de Γ. Sean e =
mcd(a, b), f = mcd(b, c), g = mcd(a, c) y h = mcd(a/e, c/f) y supongamos
que bc

efh
| c
g
. Entonces T Γ es intersección completa.

Demostración. Como bc
efh
| c
g
, se tiene que ba

efh
|a
g
, de lo que se sigue que

c

g
=

bc

efh
λ,

a

g
=

ab

efh
λ. (4.1)

Consideremos I = 〈x be − y ae , y
c
f − z

b
f 〉. Afirmamos que IΓ = I. Como ( b

e
,−a

e
, 0)

y (0, c
f
,− b

f
) son relaciones entre a, b y c, por el lema 1.22, se tiene que I ⊂ IΓ.

Ahora, sabemos que IΓ esta generado por binomios, los cuales a su vez
están dados por las soluciones enteras a la ecuación au1 + bu2 + cu3 = 0. La
solución general a esta ecuación es:

u1 = m
b

e
− l c

g
,

u2 = k
c

f
−ma

e
,

u3 = l
a

g
− k b

f
,

donde m, l, k ∈ Z (ver [Coh], sección 6,2). Entonces solo hace falta ver que todo
binomio inducido por esta ecuación diofántica pertenece a I. Supondremos
siempre que u1 ≥ 0, ya que en caso contrario solo hace falta multiplicar la
ecuación por −1.

Entonces tenemos los siguientes casos:

I) u1 = 0.

II) u1 6= 0, u2 ≤ 0 y u3 ≤ 0.

II) u1 6= 0, u2 ≤ 0 y u3 ≥ 0.

IV) u1 6= 0, u2 ≥ 0 y u3 ≤ 0.

Caso I. Supongamos que u1 = 0. Sin perdida de generalidad supongamos
que u2 > 0 y u3 < 0. Entonces la ecuación bu2 = −cu3 da lugar al binomio
yu2 − z−u3 ∈ IΓ y tenemos que ver que este binomio pertenece a I. Por la
ecuación (4.1) y como u3 < 0, obtenemos que

0 < −u3 = k
b

f
− l a

g
= k

b

f
− l ab

efh
λ =

b

f
(k − l a

eh
λ).
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Además, dado que h|a/e, se sigue que k− l a
eh
λ ∈ N. Ahora, como y

b
f − z

c
f ∈ I

y como k − l a
eh
λ ∈ N, se obtiene que:

y
c
f

(k−l a
eh
λ) − z

b
f

(k−l a
eh
λ) = yk

c
f
−l ac

efh
λ − zk

b
f
−l ab

efh
λ ∈ I.

Como u1 = 0, se tiene que m b
e

= l c
g

y por la ecuación (4.1), se sigue que

m
a

e
= l

ac

efh
λ.

Obteniendo aśı que:

yk
c
f
−l ac

efh
λ − zk

b
f
−l ab

efh
λ = yk

c
f
−ma

e − zk
b
f
−l a

g .

Concluimos que yu2 − z−u3 ∈ I.

A partir de aqúı podemos suponer u1 > 0. Observemos que por la ecuación
(4.1) se tiene que

m
b

e
− l c

g
= m

b

e
− l bc

efh
λ =

b

e
(m− l c

fh
λ). (4.2)

Como h|c/f y l, λ ∈ N, se tiene que l c
fh
λ ∈ N y por lo tanto m − l c

fh
λ ∈ Z,

como estamos en el supuesto de que u1 > 0, m− l c
fh
λ ∈ N.

Caso II. Supongamos que u2 ≤ 0 y u3 ≤ 0. Entonces la ecuación au1 =
−bu2 − cu3 da lugar al binomio xu1 − y−u2z−u3 ∈ IΓ y tenemos que ver que
este binomio pertenece a I. Dado que x

b
e − y ae ∈ I y como m− l c

fh
λ ∈ N:

x
b
e

(m−l c
fh
λ) − y

a
e

(m−l c
fh
λ) = x

b
e

(m−l c
fh
λ) − ym

a
e
−k c

f
+k c

f
−l ac

efh
λ ∈ I,

donde todos los sumando están en N por las condiciones de la proposición.
Como u2, u3 ≤ 0, se tiene que 0 ≤ −u2 = ma

e
− k c

f
y 0 ≤ −u3 = k b

f
− l a

g
=

k b
f
− l ab

efh
λ. Debido a que y

c
f − z

b
f ∈ I y a las desigualdades anteriores se tiene

que

x
b
e

(m−l c
fh
λ) − ym

a
e
−k c

f
+k c

f
−l ac

efh
λ ≡ x

b
e

(m−l c
fh
λ) − ym

a
e
−k c

f zk
b
f
−l ab

efh
λ mód .I

y por la ecuación (4.2) se sigue que

x
b
e

(m−l c
fh
λ) − ym

a
e
−k c

f zk
b
f
−l ab

efh
λ = xm

b
e
−l c

g − ym
a
e
−k c

f zk
b
f
−l a

g = xu1 − y−u2z−u3 .

Esto demuestra que xu1 − y−u2z−u3 ∈ I.

El caso III y el caso IV, se demuestran de manera análoga al caso I y II.
Como ZΓ = Z, se tiene que T Γ ⊂ C3 es de dimensión 1 y como IΓ esta generado
por dos elementos, se tiene entonces que T Γ es intersección completa.
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Ejemplo 4.3. Consideremos Γ = Z≥0(4, 6, 9). Como 6·9
2·3·1 |

9
1
, por el resultado

anterior tenemos que T Γ es intersección completa y además

T Γ = V (x3 − y2, y3 − z2).

Estas condiciones suficientes fueron construidas en este trabajo. Pero el
problema de caracterizar a las curvas tóricas dadas por tres generadores que
son intersección completa fue resuelto en la tesis doctoral de J. Herzog. Para
enunciar su resultado necesitamos la siguiente definición.

Definición 4.4. Sea Γ un semigrupo tal que ZΓ = Z. Sea M = Γ\{0} y
M− = {z ∈ Z| z + M ⊂ Γ}. Decimos que Γ es simétrico si M− = {m} ∪ Γ,
donde m es el mayor entero tal que m 6∈ Γ.

Teorema 4.5. Sea Γ ⊂ Z generado mı́nimamente por tres elementos positivos.
Entonces Γ es simétrico si y solo si T Γ es intersección completa.

Demostración. Ver [Her], teorema 3.10.

Para el caso de Γ = Z≥0(a1, a2, . . . , an) tenemos casos particulares donde se
preserva que es intersección completa. Mas aún, las condiciones de la proposi-
ción se pueden generalizar para una cantidad arbitraria de generadores, pero
la falta de una solución general expĺıcita a la ecuación diofántica

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 0

nos impide ver si estas condiciones son realmente suficientes para que sea
intersección completa.

Ejemplo 4.6. Consideremos Γ = Z≥0(210, 1155, 5005, 17017, 46189). Imple-
mentando el algoritmo (4.5) de [Stu] en SINGULAR, obtenemos que

IΓ = 〈v11 − w2, w13 − x3, x17 − y5, y19 − z7〉.

Como T Γ ⊂ C5, vemos que T Γ es intersección completa.

4.1.2. Dimensión 2

En el caso de superficies tóricas normales, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.7. Una superficie tórica normal es intersección completa si y
solo si es hipersuperficie.

Demostración. Ver [Ri1, Ri2].
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Este resultado no es necesariamente cierto si no se pide la condición de nor-
malidad. A continuación construiremos dos familias de ejemplos de superficies
tóricas no normales que son intersección completa, pero no son hipersuperficies.

Ejemplo 4.8. Por lo visto en la sub-sección anterior tenemos la familia de
superficies que son producto de dos curvas que son intersección completa. Por
ejemplo:

Γ = Z≥0((4, 0), (6, 0), (9, 0), (0, 210), (0, 1155), (0, 5005), (0, 17017), (0, 46189)),

Γ1 = Z≥0(4, 6, 9),

Γ2 = Z≥0(210, 1155, 5005, 17017, 46189).

De donde se obtiene que
T Γ = T Γ1 × T Γ2 ,

De esto obtenemos que la superficie tórica T Γ es intersección completa y no es
hipersuperficie.

Proposición 4.9. Sea Γ generado por elementos de la forma {(l, 0), (k,m),
(0,m), (0, n)}, con l 6= 1, mcd(l, k) = 1, mcd(m,n) = 1 y m > n. Entonces T Γ

es intersección completa y no es hipersuperficie.

Demostración. Por el lema 1.22, sabemos que el ideal tórico IΓ esta genera-
do por las relaciones entre los elementos del semigrupo. En este caso dichas
relaciones provienen del siguiente sistema de ecuaciones:

lu1 + ku2 = 0,

mu2 +mu3 + nu4 = 0. (4.3)

Por [Coh], la solución general para ecuaciones diofánticas lineales es:

u1 = α1k,

u2 = −α1l = α2 − α3n,

u3 = α4n− α2,

u4 = α3m− α4m,

con α1, α2, α3, α4 ∈ Z. Sea I = (zn − wm, xkzl − yl). Vamos a demostrar que
I = IΓ. Dado que (0, 0, n,−m) y (k,−l, l, 0) son solución a la ecuación (4.3),
se tiene que I ⊂ IΓ.

Ahora veamos que IΓ ⊂ I. Procederemos de manera similar a la proposición
4.2. Podemos suponer que u1 ≥ 0, ya que de caso contrario, solo tenemos
que multiplicar las ecuaciones por −1. En particular, u2 ≤ 0. A partir de
aqúı consideraremos los casos dados por los signos de u3 y u4.

Con lo anterior tenemos los siguientes casos:
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I) u1 = 0 = u2.

II) u1 > 0, u3 ≥ 0 y u4 ≥ 0.

III) u1 > 0, u3 ≥ 0 y u4 ≤ 0.

IV) u1 > 0, u3 ≤ 0 y u4 ≥ 0.

V) u1 > 0, u3 ≤ 0 y u4 ≤ 0.

Caso I. Supongamos que u1 = 0, lo que implica que u2 = 0. Se sigue que
u3 6= 0 y u4 6= 0. Sin perdida de generalidad supongamos que u3 > 0 y u4 < 0,
esto da lugar al binomio zu3 − w−u4 ∈ IΓ. Veamos que este binomio pertenece
a I. Como 0 < −u4 = m(α4 − α3), entonces α4 − α3 ∈ N. Tenemos que
zn − wm ∈ I y como α4 − α3 ∈ N, se tiene que:

zn(α4−α3) − wm(α4−α3) = zα4n−α3n − wα4m−α3m ∈ I.

Ahora, como u2 = 0, se tiene que α3n = α2, por lo que

zα4n−α2 − wα4m−α3m ∈ I.

Concluimos que zu3 − w−u4 ∈ I.

A partir de aqúı podemos suponer que u1 6= 0, que a su vez implica que
u2 6= 0.

Caso II. Supongamos que u3 ≥ 0 y u4 ≥ 0. Tenemos que demostrar que
xu1zu3wu4 − y−u2 ∈ I. Tenemos que xkzl − yl = 0 en R = C[x, y, z, w]/I. Por
la condición de que u1 > 0 se sigue que

xα1kzα1l − yα1l = xα1kzα3n−α4n+α4n−α2 − yα1l = 0 en R.

Como zn = wm en R y dado que u3 = α4n − α2 ≥ 0 y u4 = α3m − α4 > 0,
obtenemos:

xα1kwα3m−α4mzα4n−α2 − yα1l = 0 en R,

de lo que se concluye que

xu1zu3wu4 − y−u2 = 0 en R.

Caso III y IV. Se procede de manera análoga al caso I y II.

Caso V. El caso u3, u4 < 0 no se puede dar, ya que el sistema

mu2 +mu3 + nu4 = 0

no tendŕıa solución, dado que u2 < 0. Concluimos que T Γ ⊂ C4 es intersección
completa, pero no es hipersuperficie.

Estas dos familias de intersecciones completas nos dan pie a pensar que
no existe una clasificación general de intersecciones completas en superficies
tóricas como en el caso normal.
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4.2. Cohen-Macaulay

Una propiedad importante de las variedades tóricas normales es que son
Cohen-Macaulay. En esta sección daremos ejemplos de variedades tóricas no
normales que no son Cohen-Macaulay. Empezaremos dando un repaso de la
definición de anillo Cohen-Macaulay aśı como de sus propiedades básicas (ver
[Sha] o [JyP] para las pruebas).

Definición 4.10. SeaR un anillo conmutativo noetheriano y sea {a1, . . . , an} ⊂
R. Decimos que a1, . . . , an es una sucesión regular de R si:

(i) R 6= (a1, . . . , an)R.

(ii) Para todo i = 1, . . . , n, el elemento ai no es un divisor de cero en
R/(a1, . . . , ai−1)R.

Proposición 4.11. Sea R un anillo noetheriano. Entonces toda sucesión re-
gular maximal de R tiene la misma longitud.

Definición 4.12. Sea (R,m) un anillo conmutativo noetheriano local. Defini-
mos la profundidad de R, la cual denotaremos por depth(R), como el máximo
de las longitudes de las sucesiones regulares contenidas en m.

Teorema 4.13. Sea (R,m) un anillo conmutativo noetheriano local. Entonces
depth(R) ≤ dim(R).

Definición 4.14. Sea (R,m) un anillo conmutativo noetheriano local. Deci-
mos que R es un anillo Cohen Macaulay si

depth(R) = dim(R).

Definición 4.15. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Decimos que R es
un anillo Cohen-Macaulay si Rm es Cohen-Macaulay, para todo ideal maximal
m de R.

Proposición 4.16. Sea (R,m) un anillo noetheriano local, sea f ∈ R un
elemento no divisor de cero. Entonces

depth(R) = depth(R/(f)R)− 1.

El siguiente resultado nos muestra una propiedad muy importante de las
variedades tóricas normales.

Teorema 4.17. Sea M una ret́ıcula y sea σ̌ un cono poliédrico racional con-
tenido en MR. Entonces C[tσ̌∩M ] es un anillo Cohen-Macaulay.
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CAPÍTULO 4. Algunas Consecuencias de Prescindir de la Normalidad

Demostración. Ver [Dan], teorema 3.4, página 106.

El resultado anterior nos dice que la C-álgebra de una variedad tórica
normal es Cohen-Macaulay. Pero esto no es cierto, en general, para el caso no
normal. Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.18. Este ejemplo fue tomado de [JyP]. Consideremos Γ el semi-
grupo generado por

{(1, 0), (1, 1), (0, 2), (0, 3)} ⊂ Z2.

Notemos que Γ no es saturado, es decir, T Γ no es normal. Vamos a mostrar
que C[tΓ] no es Cohen-Macaulay. Implementando el algoritmo (4.5) de [Stu]
en el programa SINGULAR encontramos que

IΓ = (y2 − zx2, yz − ux, z2x− uy, u2 − z3).

Entonces C[tΓ] ' C[x, y, z, u]/IΓ. Sea R := (C[x, y, z, u]/IΓ)(x,y,z,u).

Vamos a mostrar que depth(R) = 1. Afirmamos que la clase de x − z en
R no es un divisor de cero. Veamos primero que x − z 6∈ IΓ. Esto se sigue de
que V(IΓ) 6⊂ V(x− z), pues (0, 0, 1, 1) ∈ V (IΓ) y (0, 0, 1, 1) 6∈ V (x− z). Esto
implica que x− z 6= 0 en C[tΓ]. Ahora, como C[tΓ] es dominio entero, se tiene
que el homomorfismo natural entre un anillo y su localizado

υ : C[tΓ]→ R

es inyectivo, por lo tanto x − z 6= 0 en R y como R es un dominio entero, se
tiene que x− z no es un divisor de cero en R. Sea

R1 := (R/(x− z) ' C[x, y, u]/(y2 − x3, x(y − u), x3 − uy, u2 − x3))(x,y,u)

y sea I ′ := (y2−x3, x(y−u), x3−uy, u2−x3). Usando el programa SINGULAR
obtenemos que la descomposición primaria de I ′ es

(y − u, x3 − u2) ∩ (u, y2, xy, x3),

por lo que los primos asociados a I ′ son P1 = (y − u, x3 − u2) y P2 = (x, y, u).
De lo anterior obtenemos que los divisores de cero de R1 son el ideal (x, y, u),
de lo que se infiere que todo elemento es divisor de cero, lo que implica que
depth(R1) = 0.

Por la proposición 4.16, obtenemos que

depth(C[tΓ]) = depth(R1) + 1 = 1.

Como dim(C[tΓ]) = 2, concluimos que C[tΓ] no es un anillo Cohen-Macaulay.
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Observación 4.19. Este ejemplo es también un ejemplo de una superficie
no normal con singularidad aislada. Esto se puede verificar a partir de los
polinomios que la definen y el criterio jacobiano.

El ejemplo anterior muestra que hay superficies tóricas no normales que
no son Cohen-Macaulay. Podemos usar este ejemplo para construir una varie-
dad tórica de cualquier dimensión que no sea Cohen-Macaulay por medio del
semigrupo

Γn = Z≥0((1, 0, . . . , 0), (1, 1, 0, . . . , 0), (0, 2, 0 . . . , 0), (0, 3, 0, . . . , 0), e3, . . . , en) ⊂ Zn.
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Caṕıtulo 5

Modificación de Nash de
Variedades Tóricas

En este caṕıtulo nos centraremos en algunos aspectos positivos de prescindir
de la normalidad en la definición de variedades tóricas. El principal objetivo es
estudiar las explosiones monomiales en variedades tóricas afines y enseguida
estudiar el caso particular de la modificación de Nash. En la primera sección
veremos que las explosiones monomiales de estas variedades son variedades
tóricas bien cubiertas, lo que muestra la naturalidad de esta definición.

5.1. Explosiones de Ideales Monomiales en Va-

riedades Tóricas Afines

En esta sección definiremos la explosión de un ideal en una variedad y
veremos que la explosión de un ideal monomial en una variedad tórica es una
variedad tórica bien cubierta.

Definición 5.1. Sea X una variedad af́ın y sea {g0, . . . , gs} ⊂ C[X]. La explo-
sión de X centrada en I = (g0, . . . , gs), denotada por BlI(X), es la cerradura
de Zariski de ϕ(Y ), donde Y = X\V (I) y ϕ : Y → X × Ps esta definido por
ϕ(x) = (x, [g0(x) : . . . : gs(x)]) ∈ X × Ps.

Resumimos en el siguiente lema las propiedades básicas de la explosión de
ideales que necesitaremos (ver [Hts] y [Hau]).

Lema 5.2. Sea X una variedad algebraica, sea R su anillo de funciones re-
gulares y sea I = (f1, . . . , fs) un ideal de R. Entonces se tienen los siguientes
resultados.
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i) Las cartas afines de la explosión de X centrada en I están dada por las
inclusiones de anillos

R ↪→ Rj := R[
f1

fj
, . . . ,

fs
fj

],

donde los anillos Rj son subanillos de los anillos R[ 1
fj

]. Además, el pegado

de las cartas afines esta dado por la igualdad (Rj) fi
fj

= (Ri) fj
fi

en el anillo

R[ 1
fi
, 1
fj

].

ii) Sea J un ideal principal. Entonces la explosión de X centrada en I es
isomorfa a la explosión de X centrada en IJ .

Ahora, a partir de un ideal monomial I definido en C[tΓ], para algún semi-
grupo Γ, vamos a construir una variedad tórica bien cubierta, después veremos
que esta variedad que construimos coincide con la explosión de T Γ centrada
en I.

Consideremos un semigrupo Γ de una ret́ıcula M de rango d, tal que ZΓ =
M . Sea σ̌ = R≥0 y sea σ su cono dual. Asumamos que la dimensión de σ es d,
lo que es equivalente a que σ̌ es fuertemente convexo.

Sea I un ideal en C[tΓ] generado por los monomios tm1 , . . . , tmk , donde
{m1, . . . ,mk} ⊂ Γ. Construimos el poliedro de Newton Nσ(I), definido como
la cerradura convexa en MR del conjunto {mi + σ̌|i = 1, . . . , k}. Por conve-
niencia denotamos con la misma letra I el conjunto {m1, . . . ,mk}. El conjunto
I determina la función:

ordI : σ → R, v 7→ mı́n
m∈I
〈v,m〉, (5.1)

donde 〈·, ·〉 es el producto entre NR y MR. Para cada mi ∈ I, definimos los
conjuntos σi = {v ∈ σ| ordI(v) = 〈v,mi〉} y los semigrupos

Γi = Γ + Z≥0(m1 −mi, . . . ,mi−1 −mi,mi+1 −mi, . . . ,mk −mi). (5.2)

Teorema 5.3. Con la notación anterior

σ̌i = R≥0Γi.

Σ(I) := {τ |τ ≤ σi p.a. σi} es un abanico.

Dado τ ≤ σi, definimos el semigrupo Γi,τ = Γi + M(τ,Γi). Sea Γ(I)
esta familia de semigrupos. Entonces la terna (N,Σ(I),Γ(I)) satisface
la definición 3.6.
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Demostración. La demostración de desglosara en la proposición 5.4, la propo-
sición 5.6 y la proposición 5.7.

Proposición 5.4. σi = (R≥0Γi)
∨.

Demostración. Veamos primero que σi ⊂ (R≥0Γi)
∨. Sea v ∈ σi y γ ∈ R≥0Γi.

De la definición de Γi, tenemos que:

γ = γ′+a1(m1−mi)+. . .+ai−1(mi−1−mi)+ai+1(mi+1−mi)+. . .+ak(mk−mi),

con γ′ ∈ Γ y al ∈ R≥0. De esto se sigue que:

〈v, γ〉 = 〈v, γ′〉+ a1(〈v,m1〉 − 〈v,mi〉) + . . .+ ak(〈v,mk〉 − 〈v,mi〉).

Como v ∈ σi ⊂ σ y γ′ ∈ σ̌, se tiene que 〈v, γ′〉 ≥ 0. Además, por la definición
de σi tenemos que 〈v,mj〉 − 〈v,mi〉 ≥ 0 para todo mj ∈ I. Se infiere entonces
que 〈v, γ〉 ≥ 0 y por lo tanto v ∈ (R≥0Γi)

∨.

Para ver que (R≥0Γi)
∨ ⊂ σi supongamos que existe v ∈ (R≥0Γi)

∨ tal que
〈v,mj〉 < 〈v,mi〉, para algún mj ∈ I. Pero mj−mi ∈ R≥0Γi y 〈v,mj−mi〉 < 0,
lo que es una contradicción a la elección de v. Concluimos que (R≥0Γi)

∨ =
σi.

Por la afirmación anterior se tiene que σi es un cono racional. A continua-
ción daremos un resultado preliminar antes de ver que el conjunto Σ := {τ |τ ≤
σi p.a. σi} forma un abanico.

Lema 5.5. La función ordI es lineal en cada σi.

Demostración. Sean v1, v2 ∈ σi, por definición ordI(v1) = 〈v1,mi〉 y ordI(v2) =
〈v2,mi〉. Por la proposición 5.4 se tiene que σi es un cono, por lo que v1+v2 ∈ σi.
De esto se sigue que:

ordI(v1+v2) = mı́n
m∈I
〈v1+v2,mi〉 = mı́n

m∈I
〈v1,mi〉+mı́n

m∈I
〈v2,mi〉 = ordI(v1)+ordI(v2).

Proposición 5.6. El conjunto Σ(I) = {τ |τ ≤ σi, con i = 1, . . . , k} forma un
abanico.

Demostración. Demostraremos que σi ∩ σj es cara de σi. Sean v1, v2 ∈ σi tales
que v1 +v2 ∈ σi∩σj. Tenemos que demostrar que v1, v2 ∈ σi∩σj. En particular
se tiene que v1 + v2 ∈ σj y por la definición de σj tenemos que

ordI(v1 + v2) = 〈v1 + v2,mj〉 = 〈v1,mj〉+ 〈v2,mj〉.

61
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Por otro lado, por el lema anterior la función ordI es lineal en σi, de lo que
obtenemos que:

ordI(v1 + v2) = ordI(v1) + ordI(v2) = mı́n
m∈I
〈v1,m〉+ mı́n

m∈I
〈v2,m〉,

obteniendo aśı la igualdad

mı́n
m∈I
〈v1,m〉+ mı́n

m∈I
〈v2,m〉 = 〈v1,mj〉+ 〈v2,mj〉,

de donde se infiere que ordI(vl) = 〈vl,mj〉, para l = 1, 2. De esto se sigue
que v1, v2 ∈ σj y por lo tanto v1, v2 ∈ σi ∩ σj. Concluimos que Σ(I) es un
abanico.

Con el resultado anterior obtenemos que Σ(I) es un abanico. Ahora solo
hace falta ver que la terna (N,Σ(I),Γ(I)) cumple la definición 3.6.

Proposición 5.7. La terna (N,Σ(I),Γ(I)) cumple las condiciones de la defi-
nición 3.6.

Demostración. Por construcción tenemos que Γ ⊂ Γi ⊂ Γi,τ , de lo que se sigue
que ZΓi = M y ZΓi,τ = M , para todo τ ≤ σi y todo i = 1, . . . , k. Por la
proposición 5.4 se tiene que R≥0Γi = σ̌i y por el lema 2.16, τ̌ = R≥0Γi,τ . Esto
demuestra que cumple el primer punto de la definición 3.6.

Para demostrar el segundo punto de la definición consideramos primero
τ = σ1 ∩ σ2 (se tomara σ1, σ2 por simplicidad de la notación, pero es análogo
para el caso σi, σj), y tenemos que ver que Γ1,τ = Γ2,τ .

Sea m := m2 −m1 ∈ Γ1. Veamos que m ∈ int(σ̌1 ∩ τ⊥). Sea γ ∈ m⊥ ∩ σ1.
Entonces 〈γ,m〉 = 0 y ordI(γ) = 〈γ,m1〉. De esto se sigue que

〈γ,m2〉 = 〈γ,m1〉 = ordI(γ).

Por la definición de σ2, se tiene que γ ∈ σ2. Esto prueba que m⊥ ∩ σ1 ⊂
σ1 ∩ σ2 = τ . Consideremos ahora γ ∈ σ1 ∩ σ2. Por definición

〈γ,m2〉 = 〈γ,m1〉 = ordI(γ)

de lo que se sigue que 〈γ,m〉 = 0. Concluimos que σ1 ∩ σ2 ⊂ m⊥ ∩ σ1 y por lo
tanto σ1 ∩ σ2 = m⊥ ∩ σ1. Por el lema A.12 tenemos que m ∈ int(σ̌1 ∩ τ⊥). De
manera similar se puede probar que −m ∈ int(σ̌2 ∩ τ⊥).
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Por el lema 2.17 ii) tenemos que Γ1,τ = Γ1+Z≥0(−m) y Γ2,τ = Γ2+Z≥0(m).
De esto se obtienen las igualdades:

Γ1,τ = Γ1 + Z≥0(−m)

= Γ +
k∑
j=3

Z≥0(mj −m1) + Z≥0(m2 −m1) + Z≥0(m1 −m2)

= Γ + Z(m2 −m1) +
k∑
j=3

Z≥0(mj −m1)

= Γ + Z(m2 −m1) +
k∑
j=3

Z≥0(mj −m1 +m2 −m2) (5.3)

= Γ + Z(m2 −m1) +
k∑
j=3

Z≥0(mj −m2)

= Γ + Z≥0(m2 −m1) + Z≥0(m1 −m2) +
k∑
j=3

Z≥0(mj −m2)

= Γ2,τ .

Ahora, si tenemos que τ ≤ σi ∩ σj, por lo anterior tenemos que Γi,σi∩σj =
Γj,σi∩σj además por el lema 2.17 inciso iii) tenemos que Γi,τ = Γi,σi∩σj +
M(τ,Γi,σi∩σj) y Γj,τ = Γj,σi∩σj + M(τ,Γj,σi∩σj). De esto obtenemos que Γi,τ =
Γj,τ . Lo que prueba que la terna (N,Σ(I),Γ(I)) cumple el segundo inciso de
la definición 3.6.

Con el resultado anterior podemos definir la variedad tórica bien cubierta
T

Γ(I)
Σ(I) . Veamos ahora que T

Γ(I)
Σ(I) coincide con la explosión de T Γ centrada en I.

Corolario 5.8. La variedad tórica bien cubierta T
Γ(I)
Σ(I) es isomorfa a BlI(T

Γ).

Demostración. Se sigue del lema 5.2 ii), considerando R = C[tΓ] y tomando
en cuenta que Γi = Γ +Z≥0(m1−mi, . . . ,mi−1−mi,mi+1−mi, . . . ,mk−mi),
implica que

C[tΓi ] = C[tΓ][
tm1

tmi
, . . . ,

tmk

tmi
].

Este resultado nos da una manera combinatoria de entender las explosiones
de ideales monomiales. En las siguientes secciones veremos algunas consecuen-
cias de esta descripción.
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Nuestro siguiente objetivo es mejorar la descripción de BlI(T
Γ). Por defi-

nición, T
Γ(I)
Σ(I) está cubierto por los abiertos afines T Γi . Enseguida mostraremos

que algunos de estos abiertos son redundantes.

Reordenando el conjunto I de ser necesario, supongamos que I ′ = {m1, . . . ,ms}
es el conjunto de los vértices de Nσ(I). Primero vamos a mostrar que σl ⊂⋃s
i=1 σi si s < l ≤ k.

Nota 5.9. Nσ(I) es la cerradura convexa del conjunto {mi + σ̌|i = 1, . . . , s}.

Proposición 5.10. Sea ml ∈ I tal que s < l ≤ k. Entonces tenemos que:

〈v,ml〉 ≥ mı́n
m∈I′
〈v,m〉.

Demostración. Sea ml ∈ I, con s < l ≤ k. Como Nσ(I) es la cerradura convexa
de {mi + σ̌}si=1, se tiene que

ml =
s∑
i=1

δi(mi + γi),

con γi ∈ σ̌, δi ≥ 0 y
∑s

i=1 δi = 1. Sea v ∈ σ, por la linealidad de 〈·, ·〉,
obtenemos que:

〈v,ml〉 =
s∑
i=1

δi〈v,mi〉+
s∑
i=1

δi〈v, γi〉.

Ya que v ∈ σ y γi ∈ σ̌, 〈v, γi〉 ≥ 0, de lo que se sigue que:

〈v,ml〉 ≥
s∑
i=1

δi〈v,mi〉.

Sea mj ∈ I ′ tal que 〈v,mj〉 = mı́nm∈I′〈v,m〉. De esto obtenemos que:

〈v,ml〉 ≥
s∑
i=1

δi〈v,mi〉 ≥
s∑
i=1

δi〈v,mj〉 = 〈v,mj〉
s∑
i=1

δi = 〈v,mj〉.

De la proposición anterior podemos ver que σl ⊂
⋃s
i=1 σi, para s < l ≤ k.

Además, de la definición de los σi se sigue que:

σ =
s⋃
i=1

σi,

es decir, los conos σi forman una partición de σ, con i = 1, . . . , s.
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Lema 5.11. Si mi no es un vértice de Nσ(I) entonces existe un vértice mj tal
que mi −mj ∈ Γi.

Demostración. Como σi ⊂ σ =
⋃s
l=1 σl, existe σj tal que int(σi) ∩ σj 6= ∅ y

como σi ∩ σj es cara de σi se tiene que σi ∩ σj = σi y por lo tanto σi ⊂ σj. Por
dualidad se tiene que σ̌j ⊂ σ̌i.

Por la proposición 5.4, se tiene que mi−mj ∈ R≥0Γj = σ̌j y por lo anterior
mi −mj ∈ σ̌i. Por la proposición A.8, la cara mı́nima de σ̌i es el subespacio
vectorial mas grande contenido en σ̌i y como mj−mi,mi−mj ∈ σ̌i se tiene que
mj −mi esta en la cara mı́nima de σ̌i. Por el lema 2.17 i) sabemos que la cara
mı́nima de Γi es una ret́ıcula y como mj −mi ∈ Γi se tiene que mi −mj ∈ Γi.

Proposición 5.12. Sea Γi como en la ecuación (5.2) para i > s, entonces
existe j ≤ s y τ ≤ σi tales que Γi = Γj,τ .

Demostración. Dado que mi no es vértice de Nσ(I) y por el lema anterior,
tenemos que existe j ≤ s tal que mi −mj ∈ Γi.

Por la proposición A.6 y como mi−mj ∈ Γj, existe τ ≤ σj tal que mi−mj ∈
int(Γj ∩ τ⊥) y por lema 2.17 ii) obtenemos que Γj,τ = Γj + Z≥0(mj −mi).

Procediendo de manera similar a los cálculos de la ecuación (5.3) obtenemos
que Γi = Γj,τ .

Observación 5.13. Por el lema 2.20 y la proposición anterior, podemos ver
a T Γi , con i > s, como un abierto af́ın de T Γj para algún j ≤ s. Por lo que
obtenemos que

T
Γ(I)
Σ(I) =

s⊔
i=1

T Γi/ ∼ .

5.2. Modificación de Nash de Variedades Tóri-

cas Afines

Empezando en esta sección y hasta el final del caṕıtulo, estudiaremos la
llamada modificación de Nash de una variedad algebraica en el caso tórico.
Incluimos este concepto en este momento pues, como veremos, es un ejemplo de
la explosión de un ideal monomial. Esta modificación se ha utilizado en diversos
problemas en geometŕıa algebraica: resolución de singularidades, estudios de
equisingularidad, obstrucciones de campos vectoriales, etc.

En este caṕıtulo estamos interesados en estudiar dos problemas básicos
relacionados con esta modificación: para qué valores n ∈ N la modificación de
Nash de la superficie An preserva la normalidad y dar una comparación entre el
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CAPÍTULO 5. Modificación de Nash de Variedades Tóricas

ideal que define a la modificación de Nash y el lugar singular de una superficie
tórica. Exploramos ambas preguntas con las herramientas desarrolladas a lo
largo de la tesis. Los resultados de nuestro estudio aparecen en las secciones
5.3 y 5.4.

5.2.1. Modificación de Nash

Empezamos esta sección recordando la definición de un punto singular de
una variedad af́ın.

Definición 5.14. Sea X = V(I) ⊂ Cn una variedad algebraica af́ın de di-
mensión d, I(X) = (f1, . . . , fs) y sea x ∈ X. Decimos que x es singular
si rank(Jac(f1, . . . , fs))|x < n − d, donde Jac(f1, . . . , fs) denota a la matriz
(∂fi/∂xj)i,j. Denotamos por Sing(X) al conjunto de los puntos singulares de
X.

Observación 5.15. Sean {m1, . . . ,mt} los menores de n − d × n − d de la
matriz Jac(f1, . . . , fs). Sabemos que rank(Jac(f1, . . . , fs)|x) < n − d si y solo
si mi|x = 0 para todo i = 1, . . . , t. Entonces Sing(X) = V(m1, . . . ,mt) ∩X.

Definición 5.16. Sea X ⊂ Cn una variedad algebraica equidimensional de
dimensión d. Definimos la modificación de Nash, denotada por (X∗, p) como
el resultado del siguiente proceso. Sea η : X\ Sing(X) → X × G(d, n), dado
por x 7→ (x, TxX), donde G(d, n) denota la grasmaniana de subespacios de
dimensión d en Cn y TxX es el espacio tangente de X en el punto x. X∗ es la
cerradura de Zariski de η(X\ Sing(X)) y p : X∗ → X es la restricción de la
proyección en la primera coordenada.

Enseguida enunciaremos las propiedades básicas de la modificación de Nash
que utilizaremos en las siguientes secciones.

Teorema 5.17. Sea X ⊂ Cn una variedad algebraica irreducible de dimensión
d y (X∗, p) la modificación de Nash de X. Entonces:

(1) X\ Sing(X) ∼= X∗\p−1(Sing(X)). En particular, p es un morfismo birra-
cional.

(2) Sea I(X) = (f1, . . . , fs). Sea M cualquier submatriz de Jac(f1, . . . , fs)
formada por n − d renglones tal que rank(M) = n − d. Sea J el ideal
generado por los menores n− d×n− d de M . Entonces (X∗, p) coincide
con la explosión de X centrada en el ideal J .

Demostración. Ver [Nob].
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Observación 5.18. Notemos que J ⊂ (m1, . . . ,mt), donde los mi son todos
los menores de tamaño n−d×n−d de la matriz Jac(f1, . . . , fs), lo que implica
que Sing(X) ⊂ V(J ). En el caso de que X sea intersección completa, se tiene
que el ideal J es el ideal de todos los menores de tamaño n− d× n− d de la
matriz Jac(f1, . . . , fs) y por lo tanto Sing(X) = V(J ) ∩X.

5.2.2. Modificación de Nash en el Caso Tórico

Empezaremos esta sección recordando la construcción de una variedad tóri-
ca asociada a un semigrupo Γ ⊂ Zd, tal que ZΓ = Zn, como se hizo en la sección
1.2. Sea Γ = Z≥0(γ1, . . . , γr) ⊂ Zd y consideramos el morfismo π : Zr → Z

d,
dado por π(ei) = γi. Eso da lugar a la sucesión exacta

0→ L → Z
r → Z

d → 0,

donde L = ker(π), que es una ret́ıcula de rango c := r − d. Por otro lado,
el homomorfismo de semigrupos π da lugar al homomorfismo sobreyectivo de
C-álgebras

φ̄ : C[U1, . . . , Ur]→ C[tΓ],

de lo que se sigue que C[U1, . . . , Ur]/P ' C[tΓ], donde P es el ideal binomial
primo ({Uml − Unl}l∈L) (ver lema 1.22) y la variedad tórica asociada a Γ es
V (P ).

Definición 5.19. Sea T Γ una variedad tórica, definimos el ideal jacobiano
logaŕıtmico de T Γ como el ideal generado por las clases de los monomios
Ui1 · · ·Uid en C[tΓ], tales que det(γi1 . . . γid) 6= 0.

Veremos que la modificación de Nash de una variedad tóricaX es isomorfa a
la explosión de X centrada en el ideal jacobiano logaŕıtmico, que es el resultado
principal de esta sección. Empezamos dando un ejemplo que ilustre los dos
resultados preliminares a la demostración.

Ejemplo 5.20. Sea Γ = Z≥0((1, 0), (1, 1), (1, 2), (0, 3), (0, 4)) ⊂ Z
2. Imple-

mentando el algoritmo (4.5) de [Stu] en el programa SINGULAR, obtenemos
que

IΓ = (x4
4 − x3

5, x2x5 − x3x4, x
2
1x4 − x2x3, x2x

3
4 − x3x

2
5, x

2
2x

2
4 − x2

3x5,

x3
2x4 − x2

3, x1x5 − x2x4, x1x
2
4 − x3x5, x1x3 − x2

2, x1x2x4 − x2
3).

Observamos que IΓ esta generado por 10 elementos. Notemos que los vectores
(0, 0, 0, 4,−3), (0, 1,−1,−1, 1), (2,−1,−1, 1, 0) obtenidos de los exponentes de
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los tres primeros generadores de IΓ son linealmente independientes. Obtenemos
la sucesión:

0 // Z3 N // Z5 M // Z2 // 0 ,

donde

N =


0 0 2
0 1 −1
0 −1 −1
4 −1 1
−3 1 0

 , M =

(
1 1 1 0 0
0 1 2 3 4

)
.

Un cálculo directo muestra que:

det(MK) 6= 0 si y solo si det(NKc) 6= 0, donde K es un subconjunto de
cardinalidad 2 del conjunto {1, 2, 3, 4, 5}, Kc es el complemento de K en
{1, 2, 3, 4, 5} y MK , NKc son las submatrices de M y N , considerando los
renglones dados por K y las columnas dadas por Kc, respectivamente.

Sean K ⊂ {1, 2, 3, 4, 5} y L ⊂ {1, . . . , 10}, ambos de cardinalidad 3.
Además consideremos la matriz J = (∂fi/∂xj)i,j, donde los fi son los
generadores de IΓ. Denotemos por JK,L al menor de tamaño 3× 3 de la
matriz J correspondiente a K,L. Entonces JK,L módulo IΓ es un mono-
mio.

Estas dos observaciones serán demostradas en general en los siguientes lemas.

Notación 5.21. Dado el conjunto {1, . . . , r}, denotamos por

Λr
c := {K ⊂ {1, . . . , r}| |K| = c}.

Lema 5.22. Usando la notación que acabamos de introducir. Sea J la matriz
de derivadas parciales de {Uml − Unl}l∈L. Consideremos K ∈ Λr

c y L′ ∈ Λ
|L|
c .

Sea JK,L′ el determinante de la submatriz J formada por los renglones L′ y las
columnas K. Entonces tenemos la siguiente congruencia:

Uk1 . . . UkcJK,L′ ≡
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

((m− n)) mód P,

donde (m− n) es la matriz de vectores (ml − nl)l∈L y detK,L′ el determinante
correspondiente.

Demostración. Consideremos ml = (ml1 , . . . ,mlr) y nl = (nl1 , . . . , nlr). Como
Uml ≡ Unl módulo P , se sigue que

∂(Uml − Unl)

∂Uj
=
mljUml − nljUnl

Uj
≡ (mlj − nlj)Uml

Uj
mód P.
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De lo anterior tenemos que

det
K,L′

(
∂(Uml − Unl)

∂Uj

)
≡ det

K,L′

(
(mlj − nlj)Uml

Uj

)
mód P.

De la igualdad de matrices(
(mlj − nlj)Uml

Uj

)
l,j

=

 Umi1 0
. . .

0 Umic

(mlj − nlj
Uj

)
l,j

,

obtenemos que

det
K,L′

(
∂(Uml − Unl)

∂Uj

)
≡
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

(
mlj − nlj

Uj

)
mód P.

Multiplicando ambos lados de la congruencia por
∏

k∈K Uk se tiene que:∏
k∈K

Uk det
K,L′

(
∂(Uml − Unl)

∂Uj

)
≡
∏
l∈L′

Uml
∏
k∈K

Uk det
K,L′

(
mlj − nlj

Uj

)
mód P.

Observemos que ∏
k∈K

Uk = det

 Uk1 0
. . .

0 Ukc

 .

Por propiedades básicas de matrices concluimos que∏
k∈K

UkJK,L′ ≡
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

((ml − nl)) mód P.

Observación 5.23. Si JK,L′ 6= 0, entonces el cociente∏
l∈L′ U

ml

Uk1 . . . Ukc
det
K,L′

((m− n)) ∈ C[tΓ],

es de hecho un monomio. La prueba se sigue de simples argumentos inductivos
y de la congruencia de Uml ≡ Unl módulo P .

Lema 5.24. Sea Γ = Z≥0(γ1, . . . , γr) ⊂ Zd un semigrupo tal que ZΓ = Z
d e

IΓ = ({Uml − Unl}l∈L) el ideal tórico asociado a Γ. Entonces existe L′ ∈ Λ
|L|
r−d

tal que
det
K,L′

((ml − nl)) = 0⇔ det
Kc

(γ1 . . . γr) = 0,

para todo K ∈ Λr
r−d y donde Kc = {1, . . . , r}\K.
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Demostración. Como T Γ es de dimensión d, existen K ′ ∈ Λr
r−d y L′ ∈ Λ

|L|
r−d tal

que JK′,L′ 6= 0. Sin perdida de generalidad supongamos que L′ = {1, . . . , r−d}.
Por la proposición 5.22, se tiene que∏

k∈K

UkJK,L′ ≡
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

((ml − nl)) mód P,

para todo K ∈ Λr
r−d. Como detK′,L′((m

l−nl)) 6= 0, tiene que {ml−nl}l∈L′ son
linealmente independientes en Zr.

Recordemos que c = r − d y sean

γj = (γ1,j, . . . , γd,j) ∈ Zd,

mi − ni = ai = (a1,i, . . . , ar,i) ∈ Zr,

para todo i ∈ L′ y j = 1, . . . , r. Por definición de IΓ se tiene que ai ∈ ker(M),
donde

M : Zr → Z
d

ei 7→ γi.

De lo anterior obtenemos la sucesión:

0 // Zc
N // Zr

M // Zd // 0,

donde

N =

 a1,1 · · · a1,c
...

...
ar,1 · · · ar,c

 , M =

 γ1,1 · · · γ1,r
...

...
γd,1 · · · γd,r

 .

Ahora, consideremos K = {d + 1, . . . , r} ∈ Λr
c y Kc = {1, 2, . . . , d} ∈ Λr

d

(usaremos estos conjuntos por simplicidad de notación, pero la prueba que
sigue es análoga para K ∈ Λr

c), y supongamos que

det

 γ1,1 · · · γ1,d
...

. . .
...

γd,1 · · · γd,d

 =

 0
...
0

 .

Esto implica que sus renglones son linealmente dependientes, por lo que existen
λ1, . . . , λd ∈ Z tales que

λ1

 γ1,1
...
γ1,d

+ · · ·+ λd

 γd,1
...
γd,d

 = 0,
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con λi 6= 0 para algún i = 1, . . . , d. Consideremos βj =
∑d

i=1 λiγi,j, con
j = 1, . . . , r. Como M : Zr → Z

d es sobreyectiva, los renglones de M son lineal-
mente independientes, por lo tanto existe βk 6= 0, para algún k ∈ {d+1, . . . , r}.

Ahora, tenemos que Im(N) ⊂ ker(M), por lo que se tiene que γ1,1 · · · γ1,r
...

...
γd,1 · · · γd,r


 a1,i

...
ar,i

 =

 0
...
0

 ,

de lo que se obtiene que

ai ·

 γj,1
...
γj,r

 = 0,

para todo i = 1, . . . , c y todo j = 1, . . . , d. Se sigue que, para cada i:

d∑
j=1

λj(ai ·

 γj,1
...
γj,r

) = 0.

Esto es lo mismo que
∑r

j=1 aj,iβj = 0, para todo i = 1, . . . , c, pero como βj = 0
para j = 1, . . . , d, se tiene que

∑r
j=d+1 aj,iβj = 0. De esto obtenemos que

βd+1

 ad+1,1
...

ad+1,c

+ βd+2

 ad+2,1
...

ad+2,c

+ · · ·+ βr

 ar,1
...
ar,c

 =

 0
...
0

 ,

y como βk 6= 0 para algún k ∈ {d + 1, . . . , r}, se tiene que los renglones de la
matriz  ad+1,1 · · · ad+1,c

...
. . .

...
ar,1 · · · ar,c


son linealmente dependientes. Por lo tanto

det

 ad+1,1 · · · ad+1,c
...

. . .
...

ar,1 · · · ar,c

 = 0.

Concluimos que

det
Kc

(γ1 . . . γd) = 0⇒ det
K,L′

((ml − nl)) = 0.
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Para demostrar que

det
K,L′

((ml − nl)) = 0⇒ det
Kc

(γ1 . . . γd) = 0

se procede de manera análoga, recordando que el conjunto de los vectores
{a1, . . . , ac} es linealmente independiente. Por lo tanto

det
Kc

(γ1 . . . γr) = 0⇔ det
K,L′

((ml − nl)) = 0.

Teorema 5.25. Sea X una variedad tórica af́ın. La modificación de Nash de
X es isomorfa a la explosión de X centrada en el ideal jacobiano logaŕıtmico.

Demostración. Supongamos que X ⊂ Cr tiene dimensión d. Sea P = ({Uml −
Unl}l∈L) el ideal binomial primo tal que X = V (P ). Sea fi = Umi −Uni , para
i ∈ L.

Recordemos que c = r − d. Como X es de dimensión d, J = (∂fi/∂xj)i,j
tiene rango c, por lo que existen L′ ∈ Λ

|L|
c y K ′ ∈ Λr

c tales que JK′,L′ 6= 0. Por
el lema 5.22 se tiene que para todo K ∈ Λr

c, tenemos la congruencia:∏
k∈K

UkJK,L′ ≡
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

((ml − nl)) mód P. (5.4)

Por el teorema 5.17 (2), la explosión de Nash de X es isomorfa a la explosión
de X centrada en el ideal ({JK,L′}K∈Λrc). Este ideal es diferente de cero ya que
JK′,L′ 6= 0.

Por la congruencia (5.4), observemos que JK,L′ = 0 si y solo si detK,L′((m
l−

nl) = 0. Ahora, para todo K ∈ Λr
c, consideremos

∏
i∈Kc Ui. Multiplicando la

congruencia por este monomio obtenemos:

r∏
j=1

UjJK,L′ ≡
∏
i∈Kc

Ui
∏
l∈L′

Uml det
K,L′

((ml − nl)) mód P. (5.5)

Por el lema 5.2 inciso ii) sabemos que multiplicar por un ideal principal nos
da explosiones isomorfas, por lo tanto:

Bl({JK,L′}K∈Λrc
)(X) = Bl({

∏r
j=1 UjJK,L′}K∈Λrc

)(X).

Por la congruencia (5.5) tenemos que

Bl({
∏r
j=1 UjJK,L′}K∈Λrc

)(X) = Bl
({
∏
i∈Kc Ui

∏
l∈L′ U

ml detK,L′ ((m
l−nl))}Kc∈Λr

d
)
(X).
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Por último, aplicando nuevamente el lema 5.2 inciso ii) y el lema 5.24 obtene-
mos que

Bl
({
∏
i∈Kc Ui

∏
l∈L′ U

ml detK,L′ ((m
l−nl))}Kc∈Λr

d
)
(X) = Bl({∏i∈Kc Ui}Kc∈Λr

d
)(X).

Concluimos que
X∗ ' Bl({∏i∈Kc Ui}Kc∈Λr

d
)(X).

5.3. Superficies An

En esta sección vamos a utilizar la descripción de la modificación de Nash de
una variedad tórica dada en el teorema 5.25 para explorar la siguiente pregunta:
¿La modificación de Nash de una variedad normal es normal? Estudiaremos
esta pregunta en el caso de las superficies An.

Dado n ∈ N, definimos la superficie An = V(xz − yn+1) ⊂ C3. Es sabido
que An es la superficie tórica normal obtenida a partir del semigrupo Γ =
Z≥0((1, 0), (1, 1), (n, n+ 1)) ⊂ Z2.

Sea A∗n la modificación de Nash de An. Por el teorema 5.25, se tiene que
A∗n ' BlI(An), donde I = (xy, xz, yz). Por el corolario 5.8 se tiene que

BlI(An) ' T
Γ(I)
Σ(I) , donde T

Γ(I)
Σ(I) =

⊔3
i=1 T

Γi/ ∼, con

Γ1 = Γ + Z≥0(m2 −m1,m3 −m1),

Γ2 = Γ + Z≥0(m1 −m2,m3 −m2),

Γ3 = Γ + Z≥0(m1 −m3,m2 −m3),

y
m1 = (1, 0) + (1, 1) = (2, 1),

m2 = (n, n+ 1) + (1, 0) = (n+ 1, n+ 1),

m3 = (n, n+ 1) + (1, 1) = (n+ 1, n+ 2),

(ver teorema 5.7).

Notemos que

m2 =
1

n+ 1
(m1 + (n− 1, 0)) +

n

n+ 1
(m3).

Como m1 + (n − 1, 0) ∈ m1 + σ̌, se tiene que m2 no es vértice de Nσ(I) (ver
figura 5.1).
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Figura 5.1: Poliedro de Newton

Por la observación 5.13, obtenemos que T
Γ(I)
Σ(I) = T Γ1

⊔
T Γ3/ ∼, por lo que

solo hay que ver que T Γ1 y T Γ3 son normales para ver que A∗n es normal.

Antes de pasar al resultado principal haremos una observación que nos
dará una forma de discernir si una superficie tórica es normal.

Observación 5.26. Sea Γ = Z≥0(γ1, . . . , γs) ⊂ Z2 tal que R≥0Γ es fuertemen-
te convexo. Sean γi, γj tales que σ̌ = R≥0(γi) +R≥0(γj). Además supongamos
que γi y γj son minimales, es decir, si γ ∈ R≥0(γi), con γ ∈ Γ, entonces γ = αγi
con α > 1. Definimos K = {δ1γi + δ2γj|0 ≤ α1, α2 < 1}. Entonces Z2 ∩K ⊂ Γ
si y solo si Γ es saturado. Este hecho aparece en la demostración del lema de
Gordan (ver lema A.10).

Teorema 5.27. La modificación de Nash de la superficie tórica normal An es
normal si y solo si n = 1, 2.

Demostración. Por lo visto anteriormente, para mostrar que A∗n es normal solo
hace falta ver que Γ1 y Γ3 son saturados. Veamos primero los casos en los que
A∗n śı es normal.

Caso n = 1. Tenemos que Γ = Z≥0((1, 0), (1, 1), (1, 2)) y por lo tanto

Γ1 = Γ + Z≥0(m2 −m1,m3 −m1)

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (1, 2), (0, 1), (0, 2))

= Z≥0((1, 0), (0, 1)).

Por lo tanto T Γ1 ' C2, que es una variedad normal. Por otro lado,

Γ3 = Γ + Z≥0(m1 −m3,m2 −m3)

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (1, 2), (0,−2), (0,−1))

= Z≥0((1, 2), (0,−1)).
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Por lo tanto T Γ3 ' C2, que es una variedad normal. Concluimos que A∗1 es
normal.

Caso n = 2. Tenemos que

Γ1 = Γ + Z≥0(m2 −m1,m3 −m1)

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (2, 3), (1, 2), (1, 3))

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)).

Tenemos que K ∩ Z2 es nuestro conjunto generador (ver figura 5.2), por la
observación 5.26, se tiene que K ∩ Z2 ⊂ Γ1 y por lo tanto Γ1 es saturado, es
decir, T Γ1 es normal.

Figura 5.2

Por otro lado tenemos que

Γ3 = Γ + Z≥0(m1 −m3,m2 −m3)

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (2, 3), (−1,−3), (0,−1)).

Tenemos que K ∩ Z2 es nuestro conjunto generador (ver figura 5.3), por la
observación 5.26, se tiene que K ∩ Z2 ⊂ Γ1 y por lo tanto Γ1 es saturado, es
decir, T Γ3 es normal. Concluimos que A∗2 es normal.

Caso n ≥ 3. En este caso vamos a demostrar que Γ1 no es saturado. Esto
implica que T Γ1 no es normal y por lo tanto A∗n tampoco. Tenemos que

Γ1 = Γ + Z≥0(m2 −m1,m3 −m1)

= Z≥0((1, 0), (1, 1), (n, n+ 1), (n− 1, n), (n− 1, n+ 1)).

Veamos que este semigrupo no es saturado. Consideremos el punto (n −
2, n − 1). Afirmamos que (n − 2, n − 1) ∈ σ̌1 ∩ Z2. En efecto, sea c1 = n−1

n+1
y
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Figura 5.3

c2 = n− 2− (n−1)2

n+1
, entonces

(n− 2, n− 1) = c1(n− 1, n+ 1) + c2(1, 0).

Notemos que c2 ≥ 0 si y solo si n ≥ 3.

Figura 5.4: Caso n=4

Ahora tenemos que ver que (n−2, n−1) 6∈ Γ1 (ver figura 5.4). Procedemos
por contradicción. Supongamos que (n− 2, n− 1) ∈ Γ1, entonces

(n−2, n−1) = a1(1, 0) +a2(1, 1) +a3(n, n+ 1) +a4(n−1, n) +a5(n−1, n+ 1)

para ai ∈ Z≥0, pero como n− 1 < n, n + 1, se sigue que 0 = a3 = a4 = a5, de
donde obtenemos el sistema:

(n− 2, n− 1) = a1(1, 0) + a2(1, 1).
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Por lo tanto a2 = n− 1, pero esto implica que a1 = −1, lo que es una contra-
dicción al hecho de que a1 ∈ Z≥0. Obtenemos que Γ1 no es saturado y por lo
tanto T Γ1 no es normal. Concluimos que A∗n no es normal para n ≥ 3.

5.4. Modificación de Nash vs. Conjunto Sin-

gular

Sea X = V(I) ⊂ Cn una variedad af́ın equidimensional. Como menciona-
mos en la sección 5.3, si J es un ideal cuya explosión define la modificación
Nash de X, entonces Sing(X) ⊂ V(J ). Mas aún, si X es intersección completa,
entonces Sing(X) = V(J ) ∩X.

Por otro lado, el ideal J se puede elegir de varias manera. Esto nos lleva a
la siguiente pregunta. Si X no es intersección completa, ¿existe alguna elección
de J tal que V(J ) ∩X = Sing(X) ?

En esta sección exploraremos esta pregunta y daremos una respuesta parcial
en el caso de superficies tóricas.

Consideremos Γ = Z≥0(ρ1, . . . , ρt) ⊂ Z2 tal que:

ZΓ = Z2.

R≥0Γ es fuertemente convexo.

El conjunto {ρ1, . . . , ρt} es un conjunto generador minimal de Γ.

Sea IΓ = (f1, . . . , fs) el ideal tórico asociado a Γ y T Γ la superficie tórica
correspondiente. En las siguientes dos secciones vamos a demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 5.28. 1) Si T Γ es normal, entonces no existen t− 2 binomios fi
tales que el ideal correspondiente J satisface que V(J )∩T Γ = Sing(T Γ).

2) Si dim Sing(T Γ) = 1, entonces existen t−2 binomios fi tales que el ideal
correspondiente J satisface que V(J ) ∩ T Γ = Sing(T Γ).

Demostración. Ver proposición 5.33 y proposición 5.42.

5.4.1. T Γ Superficie Tórica Normal

Como T Γ es normal, Γ es saturado, por lo que podemos describir a Γ =
Z≥0(γ1, . . . , γn) ⊂ Z2, con las siguientes condiciones (ver figura 5.5):

det(γi γj) 6= 0, para todo i 6= j.

77
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σ̌ = R≥0(γ1) +R≥0(γn).

Además, al ser T Γ una superficie tórica normal, se sigue que Sing(T Γ) = {0̄}.

Figura 5.5

Observación 5.29. Sea IΓ = (f1, . . . , fs) el ideal tórico asociado a Γ. Supon-
gamos que T Γ no es intersección completa. Por la proposición 4.7, se tiene que
n ≥ 4, donde n es la cantidad de generadores de Γ.

A continuación enunciaremos un resultado tomado del art́ıculo [Ri1, Ri2],
que servirá para demostrar un lema preparatorio al resultado principal.

Lema 5.30. Sea Γ = Z≥0(γ1, . . . , γn) ⊂ Z2, con las condiciones antes dadas.
Entonces IΓ esta generado por los binomios xixj− yij para 2 ≤ i+ 1 ≤ j− 1 ≤
n− 1, donde

yij =


x
bi+1

i+1 , i+ 1 = j − 1,

x
bi+1−1
i+1 x

bi+2−2
i+2 · · · xbj−2−2

j−2 x
bj−1−1
j−1 , i+ 1 < j − 1,

donde bi ≥ 1, para todo i = 2, . . . , n−1. Mas aún, este conjunto de generadores
es minimal. Notemos que el monomio yij no es de la forma xα1 o xβn, para
α, β ∈ Z≥0

Observación 5.31. Los exponentes bi que aparecen en el lema anterior son
descritos expĺıcitamente en [Ri1, Ri2].

Para demostrar la primera parte del teorema 5.28, necesitaremos el siguien-
te lema.

Lema 5.32. Sea I un ideal monomial en C[x1, . . . , xn] no nulo. Entonces
V(I) ∩ T Γ = {0̄} si y solo si xα1 ∈ I y xβn ∈ I, para algunos α, β ≥ 1.
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Demostración. Supongamos que xα1 , x
β
n ∈ I y sea (a1, . . . , an) ∈ V(I)∩T Γ. Co-

mo (a1, . . . , an) ∈ V(I), se tiene que a1 = 0 = an. Por otro lado (a1, . . . , an) ∈
T Γ y por el lema 5.30, se tiene que existen enteros positivos ci tales que
x
ci+1

i+1 − xixi+2 ∈ IΓ, para todo i = 1, . . . , n − 2. Como a1 = 0 se sigue que
ai = 0 para todo i = 1, . . . , n. Por lo tanto (a1, . . . , an) = 0̄.

Para la otra implicación procedemos por contrapositiva. Supongamos que
xβn 6∈ I, para todo β ∈ N. Entonces el punto (0, . . . , 0, 1) ∈ V(I). Además,
por el lema 5.30, se tiene que (0, . . . , 0, 1) ∈ T Γ. Se sigue que (0, . . . , 0, 1) ∈
V(I) ∩ T Γ.

Proposición 5.33. Sea M cualquier submatriz de Jac(f1, . . . , fs) formada por
n − 2 renglones. Supongamos que M tiene rango n − 2. Sea J el ideal de los
menores de tamaño n− 2 de M . Entonces V(J ) ∩ T Γ 6= {0̄}.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que M es la submatriz
de los primeros n− 2 renglones. Tenemos que el ideal tórico IΓ = (f1, . . . , fs)
esta generado por binomios de la forma fi = xAi − xBi , donde Ai, Bi ∈ Zn≥0,
ambos diferentes del vector cero. Sea Ai = (ai,1 . . . , ai,n) y {JK}K∈Λnn−2

los
menores de tamaño n − 2 × n − 2 de la matriz M . Para cada K ∈ Λn

n−2,
definimos la función gK : {1, . . . , n} → {0, 1} de la siguiente manera:

gK(j) =


1 si j ∈ K,

0 si j 6∈ K.

Queremos mostrar que V(J )∩ T Γ 6= {0̄}. Supongamos lo contrario. Por el
lema 5.32, se tiene que xα1 , x

β
n ∈ J , para algunos α, β ≥ 1. Por la observación

5.23, se tiene que J es monomial, por lo que podemos asumir que xα1 = JK y
xβn = JK′ , para algunos K,K ′ ∈ Λn

n−2. Más aún, se tiene que

xα1 ≡
∏r

i=1 x
Ai∏

k∈K xk

=
n∏
j=1

x
∑r
i=1 ai,j−gK(j)

j ,

xβn ≡
∏r

i=1 x
Ai∏

k∈K′ xk

=
n∏
j=1

x
∑r
i=1 ai,j−gK′ (j)

j .
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Como γ1 y γn pertenecen a caras distintas de Γ, se tiene que IΓ no puede tener

binomios de la forma xc1−
∏n

i=2 x
ci
i , xc

′
n −

∏n−1
i=1 x

c′i
i , pues tales binomios daŕıan

lugar a una relación c1γ1 =
∑n

i>1 ciγi, lo que no es posible. Por lo tanto

xα1 =
n∏
j=1

x
∑r
i=1 ai,j−gK(j)

j ,

xβn =
n∏
j=1

x
∑r
i=1 ai,j−gK′ (j)

j .

De estas ecuaciones obtenemos que
∑r

i=1 ai,j−gK(j) = 0 y
∑r

i=1 ai,j−gK′(j) =
0, para todo j = 2, . . . , n− 1. De esto se sigue que gK(j) = gK′(j), para todo
j = 2, . . . , n− 1 y 0 ≤

∑r
i=1 ai,j ≤ 1, para todo j = 2, . . . , n− 1.

Por otro lado
∑r

i=1 a1,j − gK(1) = α y
∑r

i=1 a1,j − gK′(1) = 0. De esto se
sigue que α = 1, gK(1) = 0, gK′(1) = 1 y

∑r
i=1 a1,j = 1. De manera análoga

se obtiene que, β = 1, gK′(n) = 0, gK(n) = 1 y
∑r

i=1 an,j = 1. Obteniendo
aśı que K = (K ′\{1}) ∪ {n}. Como la cardinalidad de K es n − 2, existe
p ∈ {2, . . . , n− 1}, tal que p 6∈ K y p 6∈ K ′. Es decir gK(p) = 0 = gK′(p).

Tenemos entonces que
∑r

i=1 ai,j = 1, para todo j 6= p, lo que implica que
para cada j, existe ij tal que aij ,j = 1 y ai,j = 0 para todo i 6= ij. Además
ai,p = 0 para todo i. Entonces en la matriz A1

...
An−2

 =

 a1,1 · · · a1,p · · · a1,n
...

...
...

an,1 an,p an−2,n

 ,

por columna solo puede haber un 1 y los demás elementos son 0 y tenemos
una columna con solo elementos 0. Como Ai 6= 0̄, se tiene que al menos existe
un elemento 1 por renglón. Por la observación 5.29, se tiene que n− 2 ≥ 2, lo
que implica que existe al menos un renglón Ai′ tal que solo tiene un 1. Lo que
nos da un binomio de la forma xk − xBi′ , que a su vez nos da la relación en Γ,
γk =

∑
i6=k diγi, con di ∈ Z≥0, lo que es una contradicción a la minimalidad de

los generadores de Γ. Concluimos que V(J ) ∩ T Γ 6= {0̄}.

La proposición anterior muestra que si X es una superficie tórica normal,
no existe elección del ideal J que define la modificación de Nash de X de tal
manera que Sing(X) = V(J ) ∩X.

5.4.2. T Γ Superficie Tórica con dim(Sing(T Γ))=1

En este caso podemos describir a Γ de la siguiente manera:

Γ = Z≥0(γ1, . . . , γl, λ1, . . . , λm, δ1, . . . , δn) ⊂ Z2,
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5.4. Modificación de Nash vs. Conjunto Singular

con las siguientes condiciones (ver figura 5.6):

Γ es mı́nimamente generado por este conjunto.

det(γi γj) = 0 = det(δi δj), para todo i, j.

det(γ1 λi) 6= 0 6= det(δ1 λi) para todo i.

σ̌ = R≥0(γi) +R≥0(δj), para cualquier i, j.

Consideremos IΓ el ideal tórico asociado a Γ, a los elementos γi, λj y δk les
asociaremos las variables xi, yj y zk, respectivamente. Por lo tanto tenemos
que

IΓ ⊂ C[x1, . . . , xl, y1, . . . , ym, z1, . . . , zn] =: C[x,y, z].

Figura 5.6

En el caso de superficies tóricas normales tenemos un conjunto expĺıcito
de generadores del ideal IΓ. No sabemos si existe un resultado análogo para
superficies no normales. Sin embargo, en el siguiente lema describimos algunos
de los binomios de IΓ

Lema 5.34. Sea IΓ el ideal tórico asociado a Γ, entonces tenemos que:

a) Existen αi, αj ∈ Z>0 tales que xαii − x
αj
j ∈ IΓ, para todo 1 ≤ i, j ≤ l.

b) Existen βi, βj ∈ Z>0 tales que zβii − z
βj
j ∈ IΓ, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

c) Existen ρi, αi, βi ∈ Z>0 tales que yρii − x
αi
1 z

βi
1 ∈ IΓ, para todo 1 ≤ i ≤ m.

Demostración. a) Consideremos γi, γj ∈ Γ, como det(γi γj) = 0, se tiene
que γj ∈ R(γi) y como σ̌ es fuertemente convexo se tiene que existe
r ∈ R≥0 tal que rγi = γj. Además como γj ∈ Z2\{(0, 0)}, podemos
suponer que r es un racional diferente de cero, supongamos r = p

q
. De

esto obtenemos que pγi = qγj, con p, q ∈ Z>0. Esto da lugar al binomio
xpi − x

q
j en IΓ.
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b) Análogo al inciso a).

c) Consideremos λi, γ1, δ1 ∈ Γ. Por las condiciones del semigrupo, se tiene
que a = det(λi δ1) 6= 0, b = det(γ1 λi) 6= 0 y c = det(γ1 δ1) 6= 0,
para toda 1 ≤ i ≤ m. Además, por como esta ordenado el semigrupo
(ver figura 5.6), se tiene que a, b, c > 0 o a, b, c < 0. Asumamos que
a, b, c > 0. Un cálculo directo muestra que aγ1 + bδ1 = cλi. Esto da lugar
al binomio xa1z

b
1 − yci en IΓ.

Ahora vamos a describir las órbitas de T Γ. Como σ̌ es fuertemente convexo
y ZΓ = Z2, se tiene que σ es fuertemente convexo. Por lo tanto Γ tiene cuatro
caras, que son (ver corolario 2.7):

Γ ∩ 0⊥ = Γ,

Γ ∩ τ⊥1 = Z≥0(γ1, . . . , γl),

Γ ∩ τ⊥2 = Z≥0(δ1, . . . , δn),

Γ ∩ σ⊥ = {(0, 0)},
donde τ1, τ2 son las caras de dimensión 1 de σ (ver figura 5.7). Por el corolario
2.11, se tiene que T Γ es la unión disjunta de 4 órbitas. Calculemos expĺıcita-
mente estas órbitas.

Figura 5.7

Notación 5.35. Sean 0l = (0, . . . , 0) ∈ Zl y 1l = (1, . . . , 1) ∈ Zl. De manera
análoga tomamos 0m, 0n, 1m y 1n.

Proposición 5.36. Consideremos los puntos

u1 = (1l, 0m, 0n),

u2 = (0l, 0m, 1n),
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u3 = (0l, 0m, 0n),

u4 = (1l, 1m, 1n).

Entonces ui ∈ T Γ, para i = 1, 2, 3, 4.

Demostración. Como IΓ esta generado por binomios de la forma xαyβzγ −
xα
′
yβ
′
zγ
′
, se tiene que u4 ∈ T Γ. Además, como σ̌ es fuertemente convexo, se

tiene que u3 ∈ T Γ.

Tenemos que Γ∩ τ⊥1 = Z≥0(γ1, . . . , γl) es una cara del semigrupo Γ. Ahora
consideremos el homomorfismo de semigrupos φ : Γ ∩ τ⊥1 → C, definido por
φ(γi) = 1. Sea iτ1(φ) : Γ→ C definido por

iτ1(φ)(γ) =


φ(γ) si γ ∈ Γ ∩ τ⊥1

0 en otro caso

(ver observación 2.9). Por la proposición 1.23, se tiene que iτ1(φ) nos define un
punto en p ∈ T Γ de la siguiente manera:

p = (iτ1(φ)(γ1), . . . , iτ1(φ)(γl), iτ1(φ)(λ1), . . . , iτ1(φ)(λm), iτ1(φ)(δ1), . . . , iτ1(φ)(δn))

= (1l, 0m, 0n).

Por lo tanto u1 ∈ T Γ. De manera análoga se puede ver que u2 ∈ T Γ.

Observación 5.37. Por lo visto en la demostración de la proposición 1.28,
tenemos que TM ⊂ T Γ, esta definido de la siguiente manera:

TM = T Γ∩ (C∗)l+m+n = {(a1, . . . , al, b1, . . . , bm, c1, . . . , cn) ∈ T Γ|ai, bj, ck 6= 0}.

Por el lema 2.10 y el corolario 2.11, se tiene que T Γ =
⊔4
i=1Oi, donde

O1 = u1 · TM = {(a1, . . . , al, 0m, 0n) ∈ T Γ},

O2 = u2 · TM = {(0l, 0m, c1, . . . , cn) ∈ T Γ},

O3 = u3 · TM = {(0l, 0m, 0n)},

O4 = u4 · TM = TM .

Además, por el corolario 2.12, se tiene que O1 = O1 ∪ O3 y O2 = O2 ∪ O3.

Lema 5.38. Sea J un ideal monomial propio de C[x,y, z] tal que J 6⊂ IΓ.
Entonces V(J) ∩ T Γ es unión de órbitas.
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Demostración. Supongamos que J = (m1, . . . ,ms) donde mi = xαiyβizρi y
αi ∈ Nl, βi ∈ Nm, ρi ∈ Nn. Veamos que V(J) ∩ T Γ es estable bajo la acción
de TM . Sean

p = (a1, . . . , al, b1, . . . , bm, c1, . . . , cn) ∈ V(J) ∩ T Γ,

t = (t1, . . . , tl, u1, . . . , um, v1, . . . , vn) ∈ TM .

Como en particular p ∈ T Γ, se tiene que t·p ∈ T Γ. Como p ∈ V(J), observemos
que

mi(p) = aαibβicρi = 0,

para todo i = 1, . . . , s. Entonces se tiene que:

mi(t · p) = (ta)αi(ub)βi(vc)ρi

= tαiuβivρiaαibβicρi

= tαiuβivρi · 0
= 0.

Por lo tanto t · p ∈ V(J) ∩ T Γ. Concluimos que V(J) ∩ T Γ es estable bajo la
acción de TM . Con este resultado podemos describir expĺıcitamente al conjunto
V(J) ∩ T Γ.

Por la proposición 5.36 se tiene que (0l, 0m, 0n) ∈ T Γ, además, como J es
monomial, se tiene que (0l, 0m, 0n) ∈ V(J) ∩ T Γ. Entonces O3 ⊂ V(J) ∩ T Γ.
Ahora, si O4 ∩V(J) ∩ T Γ 6= ∅, por la estabilidad de V(J) ∩ T Γ, se tiene que
TM ⊂ V(J) ∩ T Γ, pero TM es un abierto en T Γ y V(J) ∩ T Γ es un cerrado
propio, lo que seŕıa una contradicción. Se infiere que O4 ∩V(J) ∩ T Γ = ∅.

Por los mismo argumentos se tiene que si O1 ∩ V(J) ∩ T Γ 6= ∅, entonces
O1 ⊂ V(J) ∩ T Γ. Lo mismo para O2. Esto nos deja con 4 posibilidades para
V(J) ∩ T Γ:

V(J) ∩ T Γ =



O1 ∪ O2 ∪ O3 = O1 ∪ O2

O1 ∪ O3 = O1

O2 ∪ O3 = O2

O3

Para el resto de la sección usaremos la siguiente notación:

t=l+m+n,

84



5.4. Modificación de Nash vs. Conjunto Singular

r=t-2.

Corolario 5.39.

Sing(T Γ) =


O1 ∪ O2 ∪ O3 = O1 ∪ O2

O1 ∪ O3 = O1

O2 ∪ O3 = O2

Demostración. Supongamos IΓ = (f1, . . . , fs). Tenemos que Sing(T Γ) = V({JK,L})∩
T Γ, donde los JK,L son los menores de tamaño (r)×(r) de la matriz Jac(f1, . . . , fs).
Por la observación 5.18, se tiene que cada mi es un monomio y como estamos
suponiendo que dim(Sing(T Γ)) = 1, se tiene que Sing(T Γ) 6= O3. El resto se
sigue directamente del lema 5.38.

Corolario 5.40. Sea IΓ = (f1, . . . , fs) el ideal tórico asociado a Γ. Sea {fi1 , . . . , fir} ⊂
{f1, . . . , fs} y sea J el ideal de los menores de r × r de Jac(fi1 , . . . , fir). Si
J 6⊂ IΓ, entonces

V(J ) ∩ T Γ =


O1 ∪ O2 ∪ O3 = O1 ∪ O2

O1 ∪ O3 = O1

O2 ∪ O3 = O2

Demostración. Se prueba de manera análoga al corolario anterior.

Estamos listos para demostrar que existe una elección de J tal que V(J )∩
T Γ = Sing(T Γ). Supongamos que Sing(T Γ) = O1 ∪ O2. Sea JK′,L′ un menor
de la matriz Jac(f1, . . . , fs) no nulo, para algunos K ′ ∈ Λt

r y L′ ∈ Λs
r. Sea

J = ({JK,L′}K∈Λtr). Por la observación 5.18, se tiene que Sing(T Γ) ⊂ V(J )∩T Γ

y por los corolarios anteriores se concluye que Sing(T Γ) = V(J ) ∩ T Γ. Ahora
veamos que pasa si Sing(T Γ) = O1.

Lema 5.41. Supongamos que Sing(T Γ) = O1. Entonces existe un menor JK,L
de tamaño r × r de la matriz Jac(f1, . . . , fs) de la forma zρ, con ρ ∈ Zn≥0,
ρ 6= 0n.

Demostración. Por la observación 5.18, tenemos que todo menor JK,L de ta-
maño r × r de la matriz Jac(f1, . . . , fs) es un monomio, es decir,

JK,L = xαyβzρ,
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donde K ∈ Λt
r y L ∈ Λs

r. Procedemos por contradicción. Supongamos que
alguna coordenada de α o β es distinta de cero para todo menor JK,L. Sabemos
que Sing(T Γ) = V({JK,L}K∈Λtr,L∈Λsr)∩T Γ. Consideremos u2 = (0l, 0m, 1n). Por
la proposición 5.36 se tiene u2 ∈ T Γ. Por otro lado, la suposición sobre los
monomios JK,L implica que JK,L(u2) = 0. Se infiere que u2 ∈ Sing(T Γ) lo que
es una contradicción a que Sing(T Γ) = O1. Concluimos que existe un menor
JK,L = zρ.

Proposición 5.42. Existe {fi1 , . . . , fir} ⊂ {f1, . . . , fs}, tal que V(J ) ∩ T Γ =
Sing(T Γ), donde J es el ideal de los menores de tamaño r × r de la matriz
Jac(fi1 . . . . , fir).

Demostración. Por el lema 5.41, existe un menor JK′,L′ de tamaño r × r tal
que JK′,L′ = zρ 6= 0. Sea J = ({JK,L′}K∈Λtr). Por observación 5.18, se tiene
que Sing(T Γ) ⊂ V(J ) ∩ T Γ.

Ahora veamos que V(J ) ∩ T Γ = O1. Sea

(a1, . . . , al, b1, . . . , bm, c1, . . . , cn) ∈ V(J ) ∩ T Γ.

Como zρ ∈ J , se tiene que ci = 0, para algún i ∈ {1, . . . , n}. Por el lema
5.34 inciso b), se tiene que ci = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Se sigue que
V(J ) ∩ T Γ ∩ O2 = ∅. Por el corolario 5.40

V(J ) ∩ T Γ = O1 = Sing(T Γ).

La proposición anterior muestra que si X es una superficie tórica tal que
dim(Sing(X)) = 1, siempre se puede elegir al ideal J que define la modificación
de Nash de X de tal manera que Sing(X) = V(J ) ∩X.
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Apéndice A

Conos

En este apéndice daremos algunos de los resultados clásicos sobre conos po-
liédricos que usaremos en este trabajo, para ver las pruebas se puede consultar
[CLS] o [Ewa].

Sean N,M ret́ıculas duales de rango finito. Denotamos por NR al espacio
vectorial N ⊗R y MR al espacio vectorial M ⊗R.

Definición A.1. Un cono poliédrico racional en NR es un conjunto de la forma

σ = Cono(S) = {
∑
u∈S

λuu|λu ≥ 0} ⊂ NR,

donde S ⊂ N es finito. Decimos que σ es generado por S.

Definición A.2. Dado un cono poliédrico racional σ ⊂ NR, definimos el cono
dual de σ como

σ̌ = {m ∈MR|〈m,u〉 ≥ 0 para todo u ∈ σ}.

Definición A.3. Sea σ un cono poliédrico racional y sea τ ⊂ σ. Decimos que
τ es una cara de σ si para todo x, y ∈ σ tales que x + y ∈ τ se tiene que
x, y ∈ τ . Usaremos la notación τ ≤ σ para denotar las caras de σ.

Lema A.4. Sea σ un cono poliédrico racional y sea σ̌ su cono dual. Si τ es
una cara de σ y τ ∗ = σ̌ ∩ τ⊥, entonces:

(a) τ ∗ es una cara de σ̌.

(b) La función τ 7→ τ ∗ es una biyección que invierte inclusiones entre las
caras de σ y las caras de σ̌.

(c) dim(τ) = codim(τ ∗).
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Proposición A.5. Sea σ un cono poliédrico racional. Entonces

∂σ =
⋃
τ<σ

τ,

donde τ < σ denota una cara propia de σ.

Proposición A.6. Sea σ un cono poliédrico racional. Entonces

σ =
⊔
τ≤σ

int(τ)

Proposición A.7. Sea σ1, σ2 cono en NR, entonces tenemos las siguientes
propiedades:

i) (σ1 + σ2)∨ = σ̌1 ∩ σ̌2.

ii) (σ1 ∩ σ2)∨ = σ̌1 + σ̌2.

Lema A.8. Sea σ un cono poliédrico racional. Entonces la cara mı́nima de σ
es un subespacio vectorial de MR.

Proposición A.9. Sea V un espacio vectorial. Entonces V ⊥ = V̌ .

Lema A.10. Sea σ un cono poliédrico racional. Entonces σ̌ ∩M es un semi-
grupo finitamente generado.

Lema A.11. Sean σ1, σ2 conos en NR tales que τ = σ1∩σ2 es una cara común
de ambos conos. Entonces se tiene que

τ = m⊥ ∩ σ̌1 = m⊥ ∩ σ̌2,

para todo m en el interior de σ̌1 ∩ (−σ̌2).

Lema A.12. Sea τ ≤ σ entonces

{m ∈ σ̌|τ = σ ∩m⊥} = int(σ̌ ∩ τ⊥).

Definición A.13. Sea σ ⊂ NR un cono poliédrico racional, decimos que σ es
fuertemente convexo si el origen de NR es una cara de σ.

Lema A.14. Sea σ ⊂ NR un cono poliédrico racional. Entonces se tienen las
siguientes equivalencias:

(1) σ es fuertemente convexo.

(2) σ no contiene un subespacio lineal de dimensión positiva de NR.

(3) σ ∩ (−σ) = {0}.

(4) dim(σ̌) = n.
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