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RESUMEN - ABSTRACT

En este trabajo se propone emplear una teoria de vigas diferente de la que se ha utilizado hasta ahora
para el analisis de pandeo vertical de ductos submarinos enterrados mediante modelado analitico. En
los modelos analiticos propuestos de la literatura consultada, se utiliza la teoria de vigas de Euler-
Bernoulli para calcular la deflexion del ducto. Aqui se propone utilizar la teoria de vigas de Engesser-
Timoshenko, que se diferencia de la primera en que se toman en cuenta los esfuerzos y las
deformaciones debidas a la fuerza cortante. Dicha teoria requiere un factor de correccién por cortante,
que para el caso de cilindros huecos tiene el valor K; = 0.53.

Por otra parte, el modelo de suelo que se utiliza para el analisis es el modelo de suelo plastico con
imperfeccion inicial propuesto por Shi et al.?% lo que implica que para rigideces de suelo k < 1, puede
presentarse una deflexion negativa en la longitud donde se presenta este tipo de suelo. Los resultados
de la deflexién del modelo propuesto se compararan con los del modelo de Shi et al.[20l

Finalmente, se simularan dos modelos con elementos finitos mediante el software Abaqus®. El primer
modelo se simulara con elementos viga PIPE32, mientras que el segundo modelo se simulara con
elementos continuos tridimensionales C3D8R. Se obtendran los esfuerzos axiales a lo largo del ducto
de los modelos anteriores y del modelo propuesto para compararlos y realizar las observaciones
pertinentes.

ABSTRACT

In this work we propose employ a different beam theory that has been used until now for the analysis
of upheaval buckling of buried pipeline by an analytical modeling. In the analytical models of literature
review, the Euler-Bernoulli beam theory is used to calculate the buckling of pipeline. Here we propose
use the Engesser-Timoshenko beam theory, wich differs from the first in that the Engesser-Timoshenko
beam theory take account the stresses and strains due to the shear force. This theory requires a shear
correction factor, which in case of hollow cylinders has the value K; = 0.53.

On the other hand, the soil model used for the analysis is the model on plastic uneven seabed
proposed by Shi et al.%, wich implies that for soil rigidities k < 1 could result in a negative deflection in
the length where this type of soil is presented. The results of the deflection of the proposed model are
compared with the model of Shi et al.(]

Finally, two finite element models to be built by Abaqus® software. The first model was built with
PIPE32 beam elements, while the second model will be built with tree-dimensional continuous elements
C3D8R. The axial stresses along the pipeline and previous models proposed for comparision are
obtained, and make relevant comments of results.
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JUSTIFICACION Y ALCANCES

JUSTIFICACION

Se identifican dos aspectos fundamentales para realizar investigacion acerca del pandeo vertical de
ductos submarinos enterrados, en el caso extremo de ruptura de la tuberia en operacion: 1) Dafo
ambiental ocasionado por fuga de hidrocarburos con consecuencias devastadoras para las especies
marinas; 2) Interrupcién del suministro de hidrocarburos por esa linea de tuberia, en cuyo escenario
extremo puede darse la interrupcién total del bombeo desde el pozo petrolero, lo que tiene
consecuencias economicas considerables.

En la industria petrolera nacional, Petréleos Mexicanos ha identificado problemas de pandeo vertical
de varias lineas submarinas enterradas, en la zona petrolera costa fuera del estado de Tabasco, lo que
representa un nicho muy importante para los investigadores mexicanos. Uno de los propdsitos
principales de esta investigacion es el de coadyuvar en el desarrollo y generacién de conocimientos,
asi como en la consolidacion de un grupo de investigadores especialistas en la Industria Costa Fuera
y Naval, necesario para lograr un crecimiento sostenible y tecnolégicamente avanzado de una de las
industrias mas importantes del pais.

ALCANCES

Los alcances de este trabajo son:

1. Investigacion del estado del arte del pandeo vertical de ductos submarinos enterrados.

2. ldentificacion de la oportunidad de investigacion, que consiste en considerar los esfuerzos y
deformaciones debidas a la fuerza cortante en el pandeo.

3. Implementacion de un modelo analitico considerando los efectos del cortante, con base en una
teoria de vigas de cuarto orden con el campo de desplazamientos propuesto por Engesser-
Timoshenko.

4. Comparacion de los resultados del modelo analitico de la teoria de vigas de Euler-Bernoulli con
los resultados del modelo utilizando la teoria de vigas de Engesser-Timoshenko.

Generacion de modelos de elementos finitos mediante el software Abaqus®.
Comparacion del modelo analitico propuesto con el modelo numérico generado en Abaqus®.

Conclusiones del trabajo.
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PROBLEMATICA A ANALIZAR

Contexto Nacional

México se encuentra en el lugar diecisieteavo del mundo en cuanto a reservas probadas/*’l. Cuenta
con cuatro cuencas petroleras en el Golfo de México, Figura 0-1, que son: Cuenca de Burgos, Cuenca
Tampico Misantla, Cuenca de Veracruz y las Cuencas del Sureste, todas con regiones marinas. Los
campos petroleros mas importantes en cuanto a produccion de aceite, desde 1979, se encuentran en
las Cuencas del Surestel®®, Figura 0-1, y comprende los estados de Campeche, Tabasco y parte de
Veracruz.

Plataforma
Burro-Picachos

Cuenca de
Sabinas

Cuencas Petroleras de México

Cuenca de

Plataforma de Yucatan

Cuencas del
Sureste

Cinturon
Plegado
de Chiapas

FIGURA 0-1 Cuencas Petroleras de México (Fuente: CNH[),

La zona de las Cuencas del Sureste es una provincia petrolera localizada en la Planicie Costera del
Golfo de México y la Plataforma Continental del Sureste de México, e incluye una porcion terrestre y
una porcién marinal®l. Dicha porcion marina comprende un area en aguas someras (tirantes de agua
menores de 500 metros), Figura 0-2, en donde segun datos de la Comisién Nacional de Hidrocarburos
(CNH), se han perforado alrededor de 300 pozos exploratorios®® para aumentar la produccién de los
que ya se encuentran produciendo. Segun estadisticas de Petréleos Mexicanos, en 2014 el 63.4% de
la produccién total de hidrocarburos liquidos se extrajo de la region marina del pais®l, mientras que
del total de la producciéon de gas, el 47.3% corresponde a la misma regioni*®. Esto implica que se
necesitan transportar diariamente 1851 miles de barriles de hidrocarburos liquidos y 3088 millones de
pies clbicos de gas desde la region marina en produccionl=8. 39,

En general, la forma mas barata de transportar los hidrocarburos es por medio de ductos. En aguas
someras, estos ductos deben enterrarse para evitar problemas con actividades de pesca, para proveer
aislamiento térmico y/o para evitar el cruce con otros ductos o sistemas submarinos.

i



PROBLEMATICA

Problematica a Analizar
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FIGURA 0-2 Aguas Someras de las Cuencas del Sureste de México (Fuente: CNHEI),

Como consecuencia del enterramiento, se genera una restriccion tridimensional al movimiento del

ducto, el cual opera a elevadas temperaturas y presiones que generan una expansion del material y
una carga sobre el eje axial. Se supone que la rigidez lateral del suelo es lo suficientemente grande
que impide el movimiento en la direccion del eje y, Figura A-1, por lo que el desplazamiento del ducto
se da en la direccion z, Figura 2-2, debido a las fuerzas de expansién y axial. Cuando dichas fuerzas
son lo suficientemente grandes, se produce una configuracién en el ducto conocida como “pandeo
global’, y el desplazamiento puede ser bastante considerable (como en el caso del sector danés con
un desplazamiento vertical de 1.15 m!®l), o como se muestra en la Figura 0-3, que es un ejemplo de
pandeo global de un ducto en el desierto, de 12 plg de diametro, 1670 m de longitud, que opera a una
presion de 380 bars y que tiene un enterramiento de 1.5 mi*'l. Bajo ciertas condiciones de deformacion
y/o carga, el ducto puede presentar alguna falla que a su vez tiene consecuencias distintas, entre las
que se encuentran: ambiental (la falla de un ducto ocasiona desastres ecoldgicos), econémica (el
paro en la produccion conlleva pérdidas econdémicas) y politica (incumplimiento de los contratos de
venta de hidrocarburos al extranjero, que se ven reflejados en multas, etc.)

Es por esta razén que en un pais productor de petroleo como México, con regiones marinas
petroleras muy importantes, el estudio de la prediccion del pandeo de ductos y sus consecuencias se
vuelve de vital importancia para el correcto funcionamiento de dicha industria. Ademas, teniendo en
cuenta que existen tres cuencas con regiones marinas, mas la Plataforma de Yucatan, Figura 0-1,
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Problematica a Analizar

FIGURA 0-3 Ejemplo de pandeo global de un ducto en tierrai*'l.

las cuales se encuentran en etapas de exploracién con grandes potenciales de produccion y divididas
por zonas como se muestra en la Figura 0-45¢1, queda de manifiesto la oportunidad y la importancia de
realizar investigacién en la materia, pudiendo asi desarrollar una mayor comprension del fendmeno de
pandeo global en ductos.

100°0'0"W ‘ 90°0:0"W

| 14. Progreso B2-

30°0'0'N
30°0'0'N

. Papaloapan B™* BECe 15. Litoral de Tabasco Terrestre

5. Coatzacoalcos 16. Sardina

6. Cuichapa 17. Juliva

7. Golfo de México B 18. Campeche Poniente Terciario
8 Golfo de Meéxico Sur B 5. campeche Oriente Terciario
9. Cazones ‘ 20. Area Perdido

10. Tampico-Misantla Suf de Burgos ) 21. Campeche Poniente

11. Malpaso

20°0'0"N

Comision Naeion als
dreedtburos

|
o 75 150 300 Kms|
|| g e

100°0'0"W 90°0'0"W

FIGURA 0-4 Mapa Estadistico de los Proyectos de Exploracion Resolucion CNH.E.03.001/10 (Fuente: CNHEI),
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Mecanica del ducto

Como se mostrara en las Secciones 1-2 a 1-5, se han desarrollado modelos analiticos con
modificaciones respecto al comportamiento del suelo marino. Inicialmente se considero rigido y plano,
posteriormente se considerd rigido pero con una deformacion inicial. En un tercer modelo se consideré
un suelo inicialmente recto pero plastico, es decir, que el ducto podia sufrir asentamientos y pandeo
vertical negativo.

El cuarto modelo considera suelo plastico y con imperfeccién geométrica inicial. Con base en los
desarrollos anteriores, se demostrol'4271 que el pandeo vertical es muy sensible a imperfecciones y a
la rigidez del suelo, por lo que el desarrollo de este trabajo considerara ambos comportamientos del
suelo.

En este trabajo abordaremos un aspecto que no se ha tratado en los modelos analiticos
presentados aqui, que consiste en el analisis de los efectos del esfuerzo cortante en el pandeo, con
un modelo de suelo marino plastico no uniforme, es decir, con imperfeccién inicial, con el fin de
investigar si los esfuerzos y deformaciones por cortante tienen alguna influencia en la
prediccion del pandeo. Para ello, utilizaremos la teoria de vigas con el campo de desplazamientos
propuesto por Engesser-Timoshenko?®29l |a cual considera dichos efectos en el pandeo de columnas.

La teoria de vigas de Timoshenko tiene casi las mismas suposiciones que la teoria de vigas clasica
de Euler-Bernoulli, excepto que la suposicion de secciones perpendiculares a la seccién transversal
después de la deformacién no se mantiene. En esta teoria se considera un estado constante de
deformacioén por cortante con respecto a la coordenada del espesor. Esto tiene como consecuencia la
necesidad de usar coeficientes de correccion por cortante para compensar el error de la suposiciéon de
este esfuerzo cortante constante. Dichos coeficientes dependen no solo del material y de parametros
geomeétricos, sino también de las condiciones de frontera y las cargas. El coeficiente de correccién por
cortante para tuberia se toma como K = 0.5334,



ESTADO DEL ARTE

Para trasportar hidrocarburos extraidos de pozos, en la industria petrolera
nacional e internacional se emplean una gran cantidad de ductos rigidos,
dentro de los cuales se encuentran los ductos enterrados. Estos ductos
operan en condiciones de alta presion y alta temperatura’ (HP/HT), por lo
que bajo ciertas circunstancias y dichas condiciones se puede presentar
pandeo vertical (levantamiento de la linea sobre el suelo marino, conocido
en inglés como upheaval buckling) como consecuencia de los
diferenciales de presion y temperatura, asi como por la interaccién suelo-
ducto (friccibn y restriccibn al movimiento del ducto) debido al
enterramiento del mismo. Se supone una rigidez lateral de suelo infinita,

por lo que el desplazamiento del ducto se da en sentido vertical.

' Ciertos hidrocarburos requieren mantenerse a temperaturas elevadas para impedir que las parafinas
se solidifiquen y se adhieran al ducto!l. En ocasiones es necesario aislar térmicamente el ducto con
el objetivo de evitar que el fluido se enfrie, provocando mayor resistencia al flujo del hidrocarburo, lo
que produciria una mayor presioén interna y por lo tanto mayor fuerza axial.

2 Generalmente, los ductos submarinos son enterrados en campos de explotacién localizados en
aguas someras (profundidades menores a 500 metros!™).
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2 Capitulo 1

Estado del Arte

1-1 Introduccion

El fendmeno del pandeo global de ductos submarinos enterrados se genera debido a que el ducto trata
de expandirse volumétricamente por la accién de un diferencial de temperatura entre el hidrocarburo
(que puede sobrepasar los 100°C'8l) y el ambiente, y por un diferencial de presién en la linea de hasta
13.79 MPa!'® o mayor, generado por el flujo del hidrocarburo y la presion con la que sale del pozo
productor, asi como por la presiéon hidrostatica; sin embargo, la expansion del ducto se encuentra
restringida por el enterramiento del ducto. Como consecuencia de la restriccion y de los diferenciales de
presion y temperatura, se genera una fuerza axial que induce el pandeo en el sentido vertical (eje y), ya
que se considera que la rigidez del suelo marino es infinita en la direccién del eje x[" 8, Figura 1-1. El
diferencial de presion tiene una equivalencia fisica de carga, y la resultante de fuerzas se conoce como
Fuerza Axial Efectival?, Figura 1-2, donde p, es la presiéon externa, N es la carga axial y A, es el area
de la seccién transversal del ducto. Desde el punto de vista fisico, el ducto se desplazara hacia la
direccién que menos resistencia oponga a su movimiento.

FIGURA 1-1 Esquema de orientacién positiva del ducto (Figura generada en Abaqus®).

El parametro que determina la resistencia al movimiento vertical del ducto es la rigidez del suelo kB,
cuya férmula y definicion se encuentran en el Capitulo 2 de este documento. En este trabajo
consideraremos que la rigidez en el sentido vertical (eje y) varia dentro de cierta longitud considerada
para el analisis, lo que tiene como consecuencia un posible pandeo vertical negativo del ducto.

FIGURA 1-2 Sistemas fisicos equivalentes — presién externa (Fuente: Fyrileiv et all?).
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Estado del Arte

Dicho de otra manera, consideraremos que el suelo es blando en cierta regién a lo largo de la lineal®!
(lo que ocasionara un pandeo vertical negativo), y en otra region el suelo tendra mayor rigidez (lo que
ocasionara un pandeo vertical positivo, ver Figura 2-2). En la Figura 1-3 se muestra una simulacién
esquematica por computadora del pandeo vertical, donde se aprecia como el ducto puede levantarse
por encima del lecho marino.

FIGURA 1-3 Pandeo vertical de ductos submarinos enterradost®l.

En 1974, cuando se inicié el estudio del pandeo de ductos enterrados, el modelado analitico del
pandeo vertical de ductos submarinos enterrados se baso en el analisis de la estabilidad lateral de las
vias férreasl¥l, debido a que éstas presentaban grandes desplazamientos laterales como consecuencia
del calentamiento (expansion) del material y las restricciones que mantienen fijos los rieles. Uno de los
primeros documentos que aparecio en la literatura sobre pandeo de ductos fue en 1974, en el cual
Palmer y Baldry!®! estudiaron el comportamiento de ductos restringidos a la expansién térmica, mediante
pruebas de laboratorio de ductos a escala pequefia y descubrieron que dichas restricciones ocasionan
un aumento en la presion interna del ducto, lo que a su vez induce el pandeo. Basado en amplios
estudios sobre el pandeo de vias férreas, Hobbsl!”- 8 presentd un resumen de algunos modelos béasicos
de pandeo de ductos (modo vertical y lateral). El modo vertical se mostrara en la seccion 1-2.

El estudio sobre el pandeo vertical se intensificé debido a varios incidentes ocurridos en la década de
los ochenta, en el Mar del Norte. El primer caso de pandeo vertical ocurrio en 1986, en uno de los
campos de Meersk Olie og Gas AS’ en el Sector Danésl¥, en donde en la linea de tuberia Rolf A /Gorm
encontraron un desplazamiento vertical de 1.1 m sobre el suelo marino. Como consecuencia de lo
anterior, hubo un rapido crecimiento de los estudios relacionados con el pandeo vertical de ductos
submarinos enterrados!'?, con investigaciones destacadas como las de Fyrileiv y Collberg?, Nielsen et
al.®l; Boer et all'®, Friedmann('], Richards y Andronicoul', Ju y Kyriakides!'®l, Pedersen y Jensenl?%],
Ballet y Hobbs!?"l, Taylor y Tranl?2 24 Maltby y Calladine?3], Croll?®, Hunt y Blackmorel?®], entre otros.

Se presentan cuatro modelos analiticos que han sido desarrollados para predecir el pandeo, todos
basados en la teoria de vigas de Euler-Bernoulli con respecto al modelo analitico del ducto, pero con
distintos modelos de suelo marino, los cuales se describen brevemente.

En este punto resulta conveniente determinar las fuerzas que interactian en un recipiente cilindrico a
presion y de pared delgada.
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1-1.1 Esfuerzos en un recipiente cilindrico a presion y de pared delgada

Considere el recipiente cilindrico que se muestra en la Figura 1-4, donde t representa el grosor de pared,
tiene un radio interior r y esta sometido a una presién manométrica p que se genera en el recipiente por

el fluido que contienel'? 131,
o,(2nrt)
@V P(n,-Z)

(a) (b) (©

FIGURA 1-4 (a) Recipiente cilindrico a presion; (b) Diagrama de cuerpo libre para determinar el esfuerzo

circunferencial o anular o,; (¢) Diagrama de cuerpo libre para determinar el esfuerzo longitudinal o axial g;. (Imagen
tomada de [13]).

El esfuerzo anular se determina considerando el diagrama de cuerpo libre de la Figura 1-4b. Para el
equilibrio en la direccion de y (direccion vertical), se requiere:

+1 ZFy 0, 2[0.(t d0)] - p(2rdx) = 0
Por lo tanto, el esfuerzo circunferencial o anular es:
O, = 0y = — (1.1

El esfuerzo longitudinal se determina considerando el diagrama de cuerpo libre de la Figura 1-4c.
Como se muestra, g; actua de manera uniforme en toda la pared y p actua en la seccién del fluido
contenido. Como el radio medio 7 es aproximadamente igual al radio interior del recipiente r, el equilibrio
en la direccion de x (direccion axial) requiere:

+\ 2 E, =0; 0,2nrt) —p(nr?) =0
Por lo tanto, el esfuerzo longitudinal o axial es:

o= =0 (12)

Para determinar la componente axial de la deformacién unitaria, empleamos la Ley de Hooke
generalizada, cuya componente de interés es:

€Ex = %[O‘x - v(ay + O'Z)] 1.3)
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El hecho de que el recipiente sea de pared delgada, implica que la componente del esfuerzo en la
direccion de z, g,, es despreciable; por lo tanto, para nuestro problema particular, la componente axial
de la deformacion unitaria es:

€x == [O’x - vay] 1.4

1-2 Modelo Analitico de Ductos en Suelo Marino Rigido y Recto

En la década de los setenta, Kerri*'"l investigd el problema del pandeo que se presenta en las vias
férreas debido a un diferencial de temperatura, asumiendo que el suelo marino es rigido y recto, y cuya
fuerza de friccion se considera constante a lo largo de la via. Ademas, el elemento estructural con el que
se modela la via férrea es una viga de Euler-Bernoulli, la cual no considera esfuerzos ni deformaciones
debidas a la fuerza cortante, ya que es una simplificaciéon propia del modelo.

Con base en este trabajo, Hobbs!® investigd el pandeo de ductos cuya temperatura sobrepasaba los
100° C, suponiendo que el suelo marino es rigido y recto, Figura 1-5a, y obtuvo la solucion analitica
para la carga critica de pandeo, la longitud de pandeo y el desplazamiento vertical maximo.

Lecho marino

Lecho marino
S )

a) Suelo marino rigido y recto b)  Suelo marino rigido con imperfeccion inicial

/— Lecho marino /— Lecho marino
4 ’ ’ I AL T LI I I

Suelo marino plastico con imperfeccion inicial
Esquema de
c) Suelo marino plastico y recto suelo plastico

FIGURA 1-5 Modelos del suelo marino.

La componente principal de la fuerza de expansion térmica es precisamente un diferencial de
temperatura entre el ducto y los alrededores del mismo (suelo marino), y también como consecuencia
de la restriccion al movimiento (ducto enterrado), es decirt®l:

Fuerza de expansion térmica:

P, = EAa AT (1.5)
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donde A es el area de la seccion transversal del ducto, E es el médulo de elasticidad o de Young, a es
el coeficiente de expansién térmica lineal, y AT es la diferencia de temperatura entre el ducto y el
ambiente.

La deformacion unitaria axial debida a una diferencia positiva de presién Ap entre la presién del fluido
y la presién hidrostatica, esta dada en términos de los esfuerzos radiales y axiales del ducto comof®!:

Deformacién unitaria:

1(Apr Apr)
e==|l—0—-v—

7\ or v . (1.6)

donde v es la relacién de Poisson, t es el espesor de pared del ducto y r es su radio interior. Si la
deformacion unitaria axial £ estd completamente restringida, la fuerza axial de compresion esfel:

Fuerza axial de compresion:

AApr
P,=EAe= (0.5—v) tp (1.7)
La relacion que describe la forma flexionada del ducto esta dada por la ecuacioén diferencialt®!;
Ecuacién que gobierna la forma del ducto:
m
y +nly + §(4x2 —-12)=0 (1.8)

donde y(x) es la deflexion del ducto con respecto a la coordenada x (longitudinal), Figura 1-5a, m =
w/El, n?> = P/EI y w es el peso sumergido del ducto (incluyendo el peso del recubrimiento) por unidad
de longitud. Para el modo de pandeo vertical, la solucion de la Ecuacion 1.8 (ver Hobbs!®l) y la aplicacion
de las condiciones de frontera producen los siguientes resultadost®:

Fuerza axial en la zona de pandeo:

P =80.76— (1.9)

Fuerza axial mas alla de la zona de pandeo:

wlL
Py=P+ E\/1'597X10_5 EA-f,-w-L5—0.25(f - EI)? (1.10)
donde f, es el coeficiente de friccion entre el ducto y el suelo marino. El desplazamiento vertical maximo
esta dado porfe:

Desplazamiento vertical maximo:

4

s wl
Vmax = 2.408x10

o (1.11)

El momento flexionante maximo eslé!:

Momento flexionante maximo:
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Mgy = 0.06938 w - 12 (1.12)

Dos de las suposiciones mas importantes del modelo descrito sonll:
Suposiciones principales:

1) EIl suelo marino se considera rigido y plano. Aunque las condiciones topograficas marinas
suelen ser bastante irregulares, se asume que el suelo no sufre deformaciones y ademas que es
plano a lo largo del ducto. Por supuesto que este no es un enfoque realista, y actualmente se
realiza investigacion con modelos de elementos finitos basados en “elementos particula” para
mejorar los modelos de suelo.

2) El ducto se modela con una teoria de vigas de Euler-Bernoulli. En la teoria de vigas de Euler-
Bernoulli, se hacen tres suposiciones acerca de la forma en que el esfuerzo deforma al material:
a) El eje longitudinal x, que se encuentra en la superficie neutra, no experimenta cambios en su
longitud;

b) Todas las secciones transversales de la viga permanecen planas y perpendiculares al eje
longitudinal durante la deformacion, y;

c) Cualquier deformacion de la seccion transversal dentro de su propio plano puede ignorarsel'?
debido a que son muy pequefias (< 1). En otras palabras, se considera que la viga sufre
Unicamente deformacion axial, y se desprecian los esfuerzos cortantes!'4.

En muchas de las aplicaciones en la ingenieria, los cédigos de disefio especifican limitaciones de las
deflexiones elasticas por tolerancia o por fines estéticos, y como resultado dichas deflexiones en vigas
y ejes forman curvas poco pronunciadas, por lo que para dichos problemas esta teoria es relativamente
aceptablel'?.

1-3 Modelo Analitico de Ductos en Suelo Marino Rigido con Imperfeccién Inicial

En 1986, Taylor y Ganl!'® resolvieron el problema de pandeo de tuberias considerando una imperfeccion
geomeétrica del ducto en un suelo rigido no uniforme, como se muestra en la Figura 1-5b. La
consecuencia de la imperfeccion implica que el ducto no permanece recto una vez que se ha colocado,
como se aprecia en la figura, sino que hay un desplazamiento vertical inicial que se toma en cuenta en
el modelo matematico (ecuacion diferencial que gobierna el pandeo). La longitud considerada en el
analisis es unicamente la longitud deformada del ducto, L.

Lecho marino
yan o

SO A P A A

_ Imperfeccion

b) Suelo marino rigido con imperfeccion inicial
FIGURA 1-5b Modelos del suelo marino.
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La imperfeccién puede ser ocasionada por rocas, por un asentamiento del suelo después de que se
coloca el ducto o por algun otro ducto. Los autores encontraron que la imperfeccion inicial del ducto tiene
una importante influencia en el pandeo, ya que éste se inicia con una menor carga térmica (y por
consiguiente, menor carga axial) que la predicha por el modelo de Hobbs (seccién 1-2). La deflexién
maxima del presente modelo esta dada por la ecuacion('®:

Desplazamiento vertical maximo del ducto:

Ki-q L, q Lt
Vimax = m = 2.407x%x10 . T

(1.13)
donde L es la longitud flexionada del ducto, Figura 1-5b, n- L = 8.9868 representa un minimo en la
solucién de las raices de la ecuacion, n = /P/El y K; = (1 +n?L?/8 — 1/ cosnL/2) = 15.6985 (este
resultado es consecuencia de sustituir el valor de la raiz nL). La deflexion de la imperfeccién del suelo
marino esta dada porl'9:

Desplazamiento vertical de la imperfeccion del suelo:

2 cos(ng - x)
8 2 cos(ng - Ly/2)

2.2 2
Vom ng-Lg ng-x
- (14

Vo =p ) —Lo/2 < x < Ly/2 (1.14)
1

donde n, - L, = 8.9868, y v,,, €s el desplazamiento vertical maximo de la imperfeccion del suelol's:
Desplazamiento vertical maximo de la imperfeccién del suelo:

q- Lo
Vom = 2.407x1073 TO (1.15)

Note que la longitud L, es la longitud de la imperfeccion, no del ducto. El momento flexionante maximo
esta dado porl™I:

Momento flexionante maximo:

Mq, = —0.06939 q(L? — 13) (1.16)

Dos de las suposiciones mas importantes con respecto a este modelo son:
Suposiciones principales:

1) EIl suelo marino se considera rigido y no uniforme. Aunque las condiciones topogréficas
marinas suelen ser bastante irregulares, se considera que el suelo no sufre deformaciones. Sin
embargo, a diferencia del modelo de suelo rigido y recto, en este modelo se considera un suelo
rigido con una imperfeccion inicial que esta dada por la Ecuacion 1.14, Figura 1-5b, donde L, es
la longitud de la imperfeccién, no del ducto.

2) EIl ducto se modela con la teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Esta suposicion es la misma
que para el modelo de suelo rigido y recto.
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Muchos investigadores han hecho estudios sobre ductos en suelos no uniformes, entre los que se
encuentran Boer et all'®l, Friedmannl'’l, Richards y Andronicoul®®, Ju y Kyriakides!'¥, Pedersen y
Jensenl?%, Ballet y Hobbs[?!, Taylor y Tran?? 24 Maltby y Calladinel?®l, Croll?, Hunt y Blackmorel?®],
entre otros. Sin embargo, todos estos modelos utilizan la teoria de vigas de Euler-Bernoulli que, como
ya se menciond, no considera esfuerzos ni deformaciones debidas a la fuerza cortante.

1-4 Modelo Analitico de Ductos en Suelo Marino Plastico y Recto

La siguiente modificacién relevante del modelo analitico la realizaron Wang et all?”l, quienes resolvieron
el problema de pandeo de ductos en suelo marino blando, como se muestra en la Figura 1-5c¢. El término
“blando” se refiere a suelo plastico.

- Lecho marino

7

A

Esquema de
c) Suelo marino plastico y recto suelo plastico

FIGURA 1-5¢c Modelos del suelo marino.

El concepto de suelo plastico implica que pueden presentarse deformaciones permanentes del suelo,
debidas a que éste no es capaz de soportar las cargas del ducto. La capacidad de resistencia del suelo
se mide mediante el parametro de rigidez de éste, k. Un valor de rigidez de suelo k < 1 implica que éste
es un suelo plastico, por lo que no es capaz de soportar las cargas ocasionadas por el ducto, de modo
que el ducto podra presentar desplazamiento negativo (eje y negativo, Figura 1-5a) en la longitud en
donde se presenta dicha rigidez. Wang et al?’I predijeron la posibilidad del pandeo vertical negativo, pero
no consideraron la imperfeccion geométrica inicial del ducto como en el modelo anterior (seccion 1-3).

Las suposiciones principales para este modelo sonl?7!;
Suposiciones principales:

1) El suelo marino se considera plastico y uniforme. Aunque las condiciones topograficas
marinas suelen ser bastante irregulares, aqui se considera que el suelo no sufre deformaciones.
Sin embargo, a diferencia de los dos modelos anteriores, en el modelo analitico con suelo
plastico y recto se asume que el suelo es blando, lo que permite deformaciones plasticas.
Ademas, no se consideran deformaciones iniciales del suelo, lo que implica que el ducto es recto.

2) El ducto se modela con una teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Esta suposicion es la misma
que para los dos modelos anteriores (secciones 1-2 y 1-3).
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1-5 Modelo Analitico de Ductos en Suelo Marino Plastico con Imperfeccion Inicial

Shi et al?®l, analizaron el problema del pandeo de ductos considerando una imperfeccion inicial (es
decir, suelo no uniforme) y suelo blando (deformaciones plasticas), como se muestra en la Figura 1-5d.
Los autores?® encontraron que el pandeo vertical esta fuertemente influenciado por la resistencia del
suelo, ya que la carga térmica (y por lo tanto la axial) que se requiere para iniciar el pandeo en éste
modelo, es menor que en los modelos anteriores.

En la Figura 1-6 se muestra el modelo empleado, cuyas ecuaciones que gobiernan la configuracion
del ducto estan dadas porf?8l:

Lecho marino

| Jmperfeccién |
Clinicial <

Y Y YK

+ 0

d) Suelo marino plastico con imperfeccion inicial
Esquema de
suelo plastico

FIGURA 1-5d Modelos del suelo marino.

Ecuaciones que gobiernan el pandeo:

d*v, d?v, _
Bl G+ Ne-—>=-w , para 0<x<l Fig.1—6 (1.17)
Bl d4V2 N d Vo _ L <x <]l Fio. 1 6 (1 18)
dx4 t dxz =r—w , para 1 =X =< lp lg.1— .

donde:

I, , eslalongitud del primer tramo de pandeo con respecto a x (Figura 1-6) [m].

[, ,eslalongitud del segundo tramo de pandeo con respecto a x, empieza en x = [, (Figura 1-6) [m].
El , es larigidez del ducto a la flexion [N m?].

N, , es la fuerza axial en [, [N].

x ,es ladistancia medida a lo largo del eje x [m].

v; , es el desplazamiento vertical desde x = 0 a x = [; [m].

v, ,es el desplazamiento vertical desde x = [, ax = [, [m].

w , es el peso sumergido de la ducto por unidad de longitud [N/m].

r , es laresistencia al hundimiento [N].
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El simbolo entre corchetes es la unidad de cada uno de los términos.
W
v ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥4 ¥ ¥ by Yy ¥y b v ¥ Y

f] il

la » la
| 1l >

@AW(l _ e*ZSu/u@)

€ _———-— e

js—b co [2 ]2 /.
=== —>| e ple—— - - - - — -»|

FIGURA 1-6 Pandeo vertical de ducto con imperfeccion inicial en suelo blando (Fuente: Shi et all?™).

Las soluciones generales de las Ecuaciones 1.17 y 1.18 estan dadas por!28:

Soluciones generales de las ecuaciones que gobiernan el pandeo:

2
ToX
vi(x) = Ajcosux + Ay sinux + Az x + A, _20_/12 (1.19)
Tox?2
vy (x) = Ag cos ux + Aq sinwc+A7x+A8+k-2—M2 (1.20)
donde:
_ r—w . w 1 _ Nt 1
k - w ) [_]! Tb - E ) [F:I ) n= E ) [E] (121)

El término k es el parametro de la rigidez del suelo, y los términos de A; - Ag son constantes de
integracion que se obtienen aplicando las condiciones de frontera de dicho modelo (no se especifican
aqui; para informacion mas detallada, consultar referencial?”- 31).

Las suposiciones principales para este modelo son:
Suposiciones principales:

1) El suelo marino se considera plastico y no uniforme. Debido a las condiciones topograficas
marinas que suelen ser bastante irregulares, se considera que el suelo es blando y sufre
deformaciones plasticas. Ademas, se asume que el suelo no es uniforme, lo que implica que hay
un desplazamiento inicial del ducto.

2) El ducto se modela con una teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Esta suposicion es la misma
que para los tres modelos anteriores.
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Debido a que este modelo considera la posibilidad de un suelo blando, el ducto puede presentar un
pandeo vertical negativo. Ademas, considera dos ecuaciones que gobiernan la forma completa del tramo
de linea, ecuaciones 1.17 y 1.18.

Como se mencionod en la Problematica a Analizar, en este trabajo se aborda un aspecto que no se ha
tratado en los modelos presentados aqui, el cual consiste en el andlisis de los efectos del esfuerzo
cortante en el pandeo, con un modelo de suelo marino plastico no uniforme, es decir, con imperfecciéon
inicial en el ducto, con el fin de investigar si los esfuerzos y deformaciones por cortante tienen
alguna influencia en la prediccién del pandeo y, de ser asi, determinar sus consecuencias. Para ello,
utilizaremos la teoria de vigas con el campo de desplazamientos propuesto por Engesser-
Timoshenkol?%3% |a cual considera dichos efectos en el pandeo de columnas. También, investigaremos
el efecto de considerar que las secciones transversales de la viga no se mantienen planas después de
la deformacién, y se estudiara la distribucién de esfuerzos y deformaciones en una seccion cualquiera.
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Los modelos analiticos propuestos en la literatura utilizado para predecir
el pandeo global de ductos submarinos enterrados ha sido (y sigue
siendo) un modelo basado en la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, la cual CONTENIDO

no considera los esfuerzos y las deformaciones debidas a la fuerza 21 Teoria de Vigas de
Euler-Bernoulli 14

cortante. El modelo de suelo, base para el desarrollo de este capitulo, es 211  Pandeo  de

Columnas en la EBT 15

el propuesto por Shi et al.l?231 el cual considera suelo plastico en cierta
2-2 Teoria de Vigas de

‘s . . Engesser-Timoshenko 15
seccion del ducto, con lo cual es posible que se presente pandeo vertical

2-2.1 Pandeo de
negativo en dicha seccion (Figura 1-6), ademas de que se considera una Columnas en la TBT 16

. Ce e . . . 2-3 Modelo de Pandeo
imperfeccion inicial del ducto (debido a un asentamiento del mismo, por el Vertical de Ductos

. . considerando efectos de
entrecruce con otro ducto o alguna roca). En éste capitulo se propone Cortante (SUBM) 17

modelar el ducto con la Teoria de Vigas de Engesser-Timoshenko, lo cual 2-3.1 Solucion de las
ecuaciones que gobiernan

implica que se tomaran en cuenta los efectos de las deformaciones y los el pEneEo en el eitlslil - 2l

. . ) PECIVA OF- 1o - WAVE:] 23
esfuerzos debidos al cortante, y se proponen ecuaciones que gobiernen
el fendmeno del pandeo de ductos enterrados en suelos plasticos con

imperfeccion inicial.

Maestria en Ingenieria Civil

13 Estructuras
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2-1 Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli (EBT)

La teoria de vigas de Euler-Bernoulli (Euler Beam Theory, EBT) es una teoria de cuarto orden, cuyo
campo de desplazamiento esta dado por 05

Campo de desplazamientos en la EBT:

E
uf(x,z) = -z d;:) (2.1a)
wE(x,z) = wf(x) (2.1b)

-z
I
e T s —_ s X

EBT T

I
| (b)
I
I

TBT ~ = -~

(x, w)

FIGURA 2-1 Configuracion deformada de (a) Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli, (b) Teoria de Vigas de
Engesser-Timoshenko.

Como se muestra en la Figura 2-1a, w, es la deflexion transversal en el punto (x, 0), sobre el eje z =
0; el superindice E en las ecuaciones anteriores hace referencia a la teoria de Euler-Bernoulli. EI campo
de desplazamientos, Ecuaciones 2.1a y 2.1b, implica que las secciones transversales se mantienen
planas después de la deformacién (recta en color rojo, Figura 2-1a). Como resultado de lo anterior, el
esfuerzo cortante y las deformaciones por cortante se desprecian. En la EBT, se tienen cuatro
condiciones de frontera en total (dos por cada extremo de la viga). Especificamente, las condiciones
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esenciales de frontera son el desplazamiento wf y la pendiente 8 = dwf/dx; mientras que las
condiciones naturales de frontera son la fuerza cortante V. = dME /dx, o el momento flexionante ME.

2-1.1 Pandeo de columnas en la EBT

Con base en la EBT, la ecuacion que gobierna el pandeo de columnas esta dada por°:

Ecuacion que gobierna el pandeo de columnas en la EBT:

D NE =0 2.2
* dx* + dx? 22

donde D, = El,, E es el modulo de elasticidad o de Young, I, es el momento de inercia de la seccion
transversal alrededor del eje y, y NE es la fuerza axial de compresion.

La Ecuacién 2.2 es una ecuacion diferencial ordinaria de cuarto orden, por lo que la EBT se
conoce también como teoria de vigas de cuarto orden.

2-2 Teoria de Vigas de Engesser-Timoshenko (TBT)

La teoria de vigas de Engesser-Timoshenko (Timoshenko Beam Theory, TBT) esta basada en el campo
de desplazamientos 120

Campo de desplazamientos en la TBT:
ul(x,z) = zpT (x) (2.3a)
wT(x,2) = wl (x) (2.3b)

donde ¢ denota la rotacion de la seccién transversal. En la Figura 2-1b, se muestra la viga de Engesser-
Timoshenko. Note que la pendiente 87 = dw{ /dx con respeto al eje x es la misma que la pendiente de
la EBT. Ademas, segun el desplazamiento descrito por la Ecuacion 2.3a, las secciones transversales
no permanecen ortogonales a la seccion después de la deformacién, por lo que se genera una nueva
pendiente ¢ con respecto al eje z. El superindice T en las expresiones anteriores se refiere a la TBT.
Esta teoria de vigas tiene dos condiciones de frontera por extremo de la viga; especificamentel3:

Condiciones esenciales de frontera (o cineméticas) de la TBT:

T
{W(;} (2.4a)
2
Condiciones naturales de frontera (fuerza) de la TBT:
VxT}
2.4b
{M,f (2.4b)

Utilizando las relaciones constitutivas®%:

ox = E¢y , Oxz = GYxz (2.5)
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podemos expresar el momento flexionante y la fuerza cortante en términos de los desplazamientos

generalizados (w{, ¢T) [l

Relaciones Esfuerzo-Desplazamiento en la TBT:

T _
Mx—f Z0y
A

VI =k, f 0 dA = K, Ay, <<pT n
A

d T
dA=Dx%

T
dwy

dx

)

donde K; es el factor de correccion por cortante, y=3:

Factores constantes para secciones transversales constantes en la TBT:
— 294 — — —
Dx_EfodA_Ely , sz—zej dA =G,, A
A A

Las ecuaciones de equilibrio en la TBT estan dadas por las expresionesi%:

Ecuaciones de equilibrio de la viga de Engesser-Timoshenko:

dmI
dx

av,r
dx

+ V=0

donde w es la carga distribuida transversal sobre la viga.

2-2.1 Pandeo de columnas en la TBT

Las ecuaciones de pandeo para la TBT estan dadas, en funciéon de ¢T y wT, por las

Ecuaciones de equilibrio de columnas en la TBT:

dz(pT r dWT
Dy W=K5sz i
NT d?wT — KA deT N d?wT

dxz — ST*E\ dx dx?

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

expresiones®:

(2.10)

(2.11)

Después de algunas operaciones, se tienen las ecuaciones de pandeo en términos de una sola

variable0:

Ecuaciones que gobiernan el pandeo de columnas en la TBT en términos de una sola variable:
d*wT

* ( ) dx?

d*wT
dx*

N'/D,

=0
1—-NT/KA,,

(2.12)
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d3¢T NT/D doT
¢ +< /Dx ) LA (2.13)

dx3 1-NT/K,A,,) dx

En la siguiente seccion resolveremos estas ecuaciones para el caso particular planteado en este
trabajo.

2-3 Modelo de Pandeo Vertical de Ductos considerando efectos de Cortante (SUBM)

En esta seccion se propone resolver el pandeo de ductos enterrados en suelos blandos considerando
efectos de cortante con la Teoria de Vigas de Timoshenko (Shear Upheaval Buckling Model, SUBM),
Figura 2-2. Para ello, resulta necesario plantear las siguientes suposiciones!?831l;

Suposiciones principales en el SUBM:

1. Se considera que hay simetria en el pandeo. El sistema coordenado general se muestra en la
Figura 2-2. El eje de simetria es el eje vertical z, y es en la direccidn en la que se desarrolla la
deflexion.

2. Se considera que el suelo marino se comporta plastico en cierta seccién L,, y ademas existe una
imperfeccion inicial w;n,,, Figura 2-2. Esto implica que puede generarse un pandeo vertical
negativo en suelos blandos wy,,,, longitud L,.

3. La fuerza normal N,, llamada fuerza axial efectiva, es constante y se presenta en la longitud de
pandeo L,. Ademas, las cargas distribuidas w y w;,4 también se consideran constantes.

4. Para el tramo de viga con longitud 2L,, se tienen como condiciones de frontera apoyos de
pasador en ambos extremos.

5. Para el tramo de viga con longitud L,, se tiene como condicion de frontera apoyo de pasador
para un extremo, mientras que el otro extremo tiene condiciones especiales: en x =L, la
pendiente dwg,,/dx = 0, pero el momento flexionante también es M ,,,,, = 0.

El ducto entero se modela con la teoria de vigas de Timoshenko.

La fuerza axial de friccion no se considera constante, y esta dada por la ecuacion!'@l,

fo=pa(1—e 251 /u9) (2.14)
donde
¢4 =07 , eselcoeficiente de friccion axial totalmente movilizado.
u , eseldesplazamiento axial del ducto.

up =5mm , eselmovimiento correspondiente al desplazamiento total obtenido.
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z
Lecho marino 4
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FIGURA 2-2 Sistema de referencia en el SUBM

El procedimiento de analisis se dividira en dos partes, como se indica a continuacion:

1. Ecuacion de pandeo para la longitud L. Se deriva la Ecuacién 2.10 y utilizando la Ecuacion
2.11, mas el trabajo externo (carga distribuida), se obtiene:

d3e” d*Weor
Dxﬁz NtW—wo (215)
La Ecuacion 2.11 se resuelve para do/dx y se obtiene:
d N, \d*w
ap _ (1 Ve ) tot (2.16)
dx KA.,/ dx?

Con la Ecuacion 2.15 y la segunda derivada de la Ecuacion 2.16, se obtiene la Ecuacion 2.17. Derivando
la Ecuacion 2.10 y utilizando la Ecuacién 2.15, se obtiene la Ecuacion 2.18.

2. Ecuacién de pandeo para la longitud L,. Las operaciones para las ecuaciones de pandeo en
la longitud L, son las mismas que las anteriores, pero el trabajo externo ahora es kw,.

Con base en las suposiciones para el SUBM, se tienen las siguientes ecuaciones de gobierno, las
condiciones de frontera y las ecuaciones de compatibilidad necesarias para resolver el sistema de
ecuaciones:
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Ecuaciones que gobiernan el pandeo vertical en el SUBM:

d* weor d?wyor
dxf 2 dxz" =—A;, , Vx €ER(-L;<x<Ly) (2.17)
deq d*Wiot
T = Ay dx2° , Vx €ER (=L <x <L) (2.18)
d* Wdown 2 d? Wdown
P oz - kA, , Vx eER(FL;<x<%Ly) (2.19)
de, d*Wiot
=4 dx2° , Vx €R (L, <x < +L,) (2.20)
donde:
Wr , es la deflexion calculada con la TBT para la longitud L.
Wiot = Wr + Wimp ,  esladeflexion total del ducto.
My =D, % , eselmomento flexionante para la longitud L,.
Mgown = Dy % , eselmomento flexionante para la longitud L.
Wimp , eslaimperfecciéon inicial.
Waiown , esladeflexion calculada con la TBT para la longitud L,.
Uz = % (2.21)
1- Nt/Kssz
wO/Dx )
A =|—FFF 2.22
! <1 - Nt/Kssz ( )
N
A, = ( - 1) (2.23)
KSAXZ
Ay )
= ( ind ) (2.24)
Wy, +w

N, =NT ,
w ’
Wind ’
Wy B
D, = EI )

es la suma de la resistencia del suelo y el peso sumergido del ducto.
es la fuerza axialen L, (=L, < x < L,).

es el peso sumergido del ducto (por unidad de longitud).

es la resistencia del suelo a la inmersién del ducto (por unidad de longitud).

es la resistencia del suelo al levantamiento del ducto (por unidad de longitud).

eslarigidez ala flexion (mbddulo de elasticidad por momento de inercia).
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Las condiciones de frontera del problema sonl?7:30:

Condiciones esenciales de frontera en el SUBM:

g.=———=90 =0 2.25
T I en x ( a)
0 =0 en x =0 (2.25b)
@, =0 en x = +L, (2.25¢)
d
o _ 0 en x = +L, (2.25d)
dx
d
292 _ 0 en x = +L, (2.25e)
dx
Waown = 0 en x = +L, (2.25f)
dwdown
—=0 =+l 2.25
Ix en x =L, ( 9)
Condiciones naturales de frontera en el SUBM:
_ AWiot _ _
Vi = KAy, | @1 + )= 0 en x =0 (2.26a)
d
Mgy = Dx% -0 en x = +L, (2.26b)
Ecuaciones de compatibilidad en el SUBM:
01 = Ogown en x =1, Fig.2 —2 (2.27a)
Wr = Wgaown en x =1, Fig.2 —2 (2.27b)
d*wior _ d*wy .
dxz" dx‘z’W" en x =1, Fig.2 =2 (2.27¢)
d Weot d3wdown .
I3 I en x =1, Fig.2 —2 (2.27d)
01 = @, en x = +L, Fig.2 —2 (2.27e)

donde:

Ve , esla fuerza cortante para x < L;.

deown)

Vaown = KsAxz (‘Pz + dx

, esla fuerza cortante paral, = x < L,. (2.28)
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2-3.1 Solucioén de las ecuaciones que gobiernan el pandeo vertical en el SUBM

Se presentan las soluciones generales de las Ecuaciones 2.17, 2.18, 2.19y 2.20. En la solucién de la

Ecuacién 2.17, se toma la raiz negativa de u para asegurar el maximo desplazamiento:

Solucién general de la deflexion en el segmento L,, Ecuacion 2.17:

A;x? Cjcos (ux) C,sin (ux)
21 PE PE

Wiot = — +xCy+C3 Vx,—L <x<1L

Solucion general de la pendiente en el segmento L,, Ecuacion 2.17:

AWy _ —Ax + u?Cy + pC, cos[xu] — uCy sinfxu]

T~ " dx P Vx,—Li<x<Lg

Solucion general de la pendiente de la seccion transversal en el segmento L, Ecuacion 2.18:

_AA, (xp + esculy](—(Ly + kLy — kL)u + (1 + k) sin[(Ly — Lp)u]) sin[xu]) +

QP =
1 #3

vV x, _L1 <x< L1
Solucion general del momento flexionante en el segmento L,, Ecuacion 2.29b:

de, Aq ,
My ZD’CWZ —— — C; cos[xp] — C; sinfxu] Vx,—L <x<IL,
u
Solucion general de la deflexion en el segmento L,, Ecuacion 2.19:

A kx? + 2u?(C3 + xC4) — 2C; cos[xu] — 2C, sin[xu]
Waown = 212

Vx,+L <x<+L,

Solucion general de la pendiente en el segmento L,, Ecuacion 2.19:

A kx + u%C, + uC, cos[xp] — uCy sinfxu]
12

0 _ deown _
down — dx -

Vx,tLi <x < tL,
Solucién general de la pendiente de la seccion transversal en el segmento L,, Ecuacién 2.20:

1%21;%32 {esc[uLl,](=(1 + k) cos[(Ly + Ly — x)u] + (1 + k) cos[(Ly — L, + x)u] +

Yy =

+ 2u(kx sin[Lyu] + (L + kLy — kL,) sin[xu])} + C; Vx,tL, <x < %L,

Solucion general del momento flexionante en el segmento L,, Ecuacion 2.30b:

dp, Ak _
=D, = w7 C; cos[xu] — C, sin[xu]

Maown Vx,tL) Sx <+l

(2.29q)

(2.29h)

(2.29d)

(2.30a)

(2.30b)

(2.30¢)

(2.30d)

Aplicando las condiciones de frontera, se tienen las Ecuaciones que Gobiernan el Pandeo en el

SUBM:
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Solucién particular de la deflexion, Ecuacion 2.29a del SUBM:

1
Weoe (X) = 2—H4A31(2(1 +k)— (A +k)L% =20 + k)LyLy + kLy? + x?)u? — 2(1 + k)cos[L, u]cos[xu]
+2(Ly + kL, — kLy)u(cos[Lou] — cos[xu])csc[Lou] + 2(1 + k)(cos[xu]cot[Lou] — csc[Lou])sin[Lqp])
Vx,—-L<x<IL (2.31a)
Solucion particular de la pendiente, Ecuacion 2.29b del SUBM:
A
Or(x) = 2—;4(—236;12 + 2(1 + k)u cos[Lyp] sin[xu] + 2(L; + kL; — kL,)u? csc[Lyu] sin[xu] —

—2(1 + k)p cot[Lyu] sin[Lyu] sin[xu]) Vx,—-L<x<IL (2.31b)

Solucién particular del momento flexionante, Ecuacion 2.29¢c del SUBM:

A A, (xp + escluly)(—(Ly + kLy — kLy)u + (1 + k) sin[(Ly — Lp)u]) sinfxu])
13

p(x) = —

Vx,—-L <x<IL (2.31¢)

Solucién particular de la pendiente de la seccion transversal, Ecuacion 2.29d en el SUBM:

A
My (x) = 2—‘[114(—2;12 + 2(1 + k)u? cos[Lu] cos[xu] + 2(Ly + kL; — kL,)u3 cos[xu] csc[Lyu]

—2(1 + k)u? cos[xu] cot[L,u] sin[L;u]) Vx,—-L<x<I (2.31d)
Solucion particular de la deflexién, Ecuacion 2.30a del SUBM:
Waown (X) = %14 (—(L, — x)(—2(1 + k)L, + k(L, + x))/gt2 + 2(Ly + kL — kLy)u cot[Lou] —
—2(Ly + kLy — kLy)p cos[xu] csc[Lou] + (1 + k) csc[Lou](—2 sin[Lu] +
+sin[(L; + Ly — x)u] + sin[(Ly — Ly + x)u])) Vx,+tL <x< L, (2.32a)
Solucién particular de la pendiente, Ecuacion 2.30b en el SUBM:
Baown (x) = %14 (k(=Lz +0)p* + (=21 + I Ly + k(L + ))u® + (1 + k) (=p cos[(Ly + Lp — x)u] +

+ pcos[(Ly — Ly + x)u]) csc[Lyu] + 2(Ly + kLy — kLy)pu? csc[Lyu] sin[xu])
Vx,tL <x<#L, (2.32b)
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Solucién particular de la pendiente de la seccion transversal, Ecuacion 2.30c de la en el SUBM:

AA
92 () = 5 5 {esclula] (= (1 + 1) cos[(Ly + Ly = X)p] + (1+ 1) cos[(Ly = Ly + X)u] +
+ 2u(kx sin[Lyu] + (L + kL, — kL) sin[xu])} Vx,Li<x<L, (2.32¢)

Solucion particular del momento flexionante, Ecuacion 2.30d de del SUBM:

A
Mgopn(x) = 2—;4 (2ku® + 2(Ly + kL — kLy)u3 cos[xu] csc[Lou] + (1 + k) csc[Lpu]

(=p? sin[(Ly + Ly — x)u] — p? sin[(Ly — L, + x)u])) Vx,tL<x<+L,  (232d)

2-3.2 Carga Axial

En el modelo propuesto existen dos cargas axiales; por un lado esta la carga N,, mas alla de la longitud
x > L,, cuyo valor esta dado port®!:

Nyy = EAaAT (2.33)
donde
E = es el médulo de Young.
A = es el area de la seccion tranvesal del ducto.
a = es el coeficiente de expansion térmica del material del ducto.

AT = es el diferencial de temperatura entre el ducto y el ambiente.

La otra carga axial es N;, cuyo desarrollo se encuentra en Shil®% et al., y es la carga que se encuentra
dentro de la longitud x < L,. Se necesitan cuatro ecuaciones para determinar las relaciones para la
carga N,.[B9:
25ug
e —1
25

NtO — Nt = 2¢AwEA u¢ — Uy (234)

LNy —-N) 1 fll <dwtot)2 fLZ (deown>2
u; = EA Al dx dx + ) dx dx (2.35)
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En la Ec. 2.30, u, es el valor deu en la Ec. 2.14, es decir, u; = u. Para el caso en el que el ducto esta
libre de esfuerzos cuando es recto, no se considera la configuracion inicial de la Ec. 2.30.

Las otras dos ecuaciones se obtienen aplicando las condiciones de frontera Ec. 2.21f y Ec. 2.22b,
quedando:

A
ﬁ((h — L) (=21 + k)Lyp+ k(Lyp + Lop)p + 2(Lyp + kLyp — kLpp) cot[Lop] — 2(Lyp + kKLyp — kLo p)

cos[Lip] esc[Lou] + (1 + k) csc[Lopu](—2 sin[Lyp] + sin[(2L; 1 — Lyp)] + sin[L,pu])) = 0 (2.36)

A; Rkp? + 2(Lyp + kLyp — kL) p? cot[Lop] — 2(1 + k)u? csc[Lpp] sin[Lp])

2 =0 (2.37)

Combinando las ecuaciones Ec. 2.29 a Ec. 2.32, se pueden obtener las relaciones para AT y para L,.

En este capitulo hemos planteado las ecuaciones que gobiernan el pandeo de ductos submarinos
enterrados considerando los efectos del cortante con base en la teoria de vigas de Engesser-
Timoshenko. Mediante las condiciones de frontera planteadas, se han resuelto dichas ecuaciones. En
el siguiente capitulo se asignan valores a las ecuaciones anteriores para compararlas con el modelo de
Shi et al®%, Los resultados se grafican y se realizan observaciones.



RESULTADOS Y COMPARACION CON OTROS
MODELOS

En este capitulo se asignan algunos valores a las ecuaciones de la
deflexién en el SUBM para comparar los resultados con el modelo de Shi
et. al®®, Los valores propuestos de los términos en las ecuaciones son los
mismos para los dos modelos. Se graficara la deflexién para distintos
valores de rigidez del suelo k y se realizaran observaciones de los

resultados.
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3-1 Comparacion de Resultados con Modelos propuestos en la Literatura

A continuacion se expresan los datos que seran utilizados para la solucién numérica de las ecuaciones
de la deflexion:

Valores considerados en el calculo de la deflexién:
1
E =210GPa I = 150,909 cm* A =299.2 cm? Aiorm = 1.05x107° %

G=75GPa w=38kN/m Dg;=65cm Dj; =62cm h=15cm K =0.53

3-1.1 Soluciones tedricas de ductos en suelo plastico con imperfeccion inicial

A continuacién se grafican los resultados de la deflexién de Shil3% et al., contra los del SUBM. Se
presentan siete casos de rigidez del suelo para ambos modelos, Tabla 3-1. La Fig. 3-1a muestra una
curva para cada valor de la rigidez k, donde la terminacion S corresponde a las curvas del modelo de
Shil® et al., para los respectivos valores de rigidez.

a)

Comparacion SUBM vs ShiB3%: Desplazamiento w;,; s, Vs Carga N,

——k1 ——k18S

—k2 k2 S

k3 - k3 S

35 4.0 4.5 5.0 55 6.0 6.5 7.0
Wio (M)

FIGURA 3-1 Grafica comparativa entre el modelo analitico propuesto por Shi*% et al., y el SUBM, Desplazamiento
W Versus Carga N,: a) Siete condiciones de rigidez del suelo, b) Rigidez del suelo k; = k;S = 0.1, ¢) Condicion
de rigidez del suelo k; = 0.1 con una escala mayor para percibir la curva.
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FIGURA 3-1c¢ Condicién de rigidez del suelo k;
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La Fig. 3-1 se construyé de la siguiente manera para graficar las curvas en el SUBM:

1. Con el método de Newton-Raphson, se calculan las raices de las Ec. 2.31 y Ec. 2.32 con una
rigidez del suelo k predeterminada.

2. Conbase enla Ec. 2.26a, se calcula la ecuacion de deflexién maxima, que resulta cuando x = 0,
Fig. 2-2:

A
Wiotméx = 2—“14(2(1 +k) = ((1 4+ k)(uLy)? = 2(1 + k) pLq pLy + k(uLy)?) — 2(1 + k) cos[uL,] —

L
2((uLy + kuLy — kply) + (1 + k) sinfuLy]) tan[%]) (3.4)

3. Para cada valor de rigidez del suelo k con sus respectivas raices, y tomando la Ec. 3.4, se calcula

la deflexién maxima del ducto para el rango de carga axial 1.5 < N, <5 MN.

En la Tabla 3-1 se muestran los valores de las raices de las ecuaciones Ec. 2.31 y Ec. 2.32, para distintos
valores de rigidez del suelo k. Las curvas para el modelo de Shii®% et al., se graficaron tomando las
ecuaciones del respectivo articulo, y asignando los mismo valores de las constantes, rigideces del suelo
y raices.

En el Anexo 1 se encuentra la tabla con los valores necesarios para graficar la Fig. 3-1.

k KL 4 UL,
0.1 |03932]87999] L, =0.04471,
0.3 1.0092 | 8.6209 | L; =0.1171 L,
0.5 1.5817 ( 8.4803 | L; =0.1865L,
0.7 2.1982 | 8.2204 | L, =0.2674 L,
1.0 2.9183|7.5510| L; =0.38651L,
100 |4.4736|4.5332| L, =0.9869L,

1000 |4.4914 | 4.4974| L, =099871,

Tabla 3-1

Rigidez del suelo k;

Se comparan primero las curvas donde la rigidez del suelo es k; = k,S = 0.1, Fig. 3-2a. Para un mismo
valor de carga N; = 2.5 MN, el desplazamiento obtenido mediante el SUBM resulta mucho menor (w;,; =
2.6 mm) que el obtenido con Shi% et al., (w,,; = 742 mm). Esto representa una diferencia de casi
740 mm por encima de la prediccion hecha con el SUBM. En la Fig. 3-2b se grafican unicamente las
curvas para dicho valor de rigidez, donde los valores de la curva k; son tan pequefios que no es posible
visualizarlos con precision; la Fig. 3-2c muestra con claridad el comportamiento de la curva k4, la cual
se encuentra bastante cerca de cero, pero no toca al eje y en el rango de valores de carga considerados
en este trabajo.
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Rigidez del suelo k,

Se analiza ahora el caso en el que k, = k,S = 0.3. Para esta condicion de rigidez, el comportamiento
de las dos curvas es muy similar al anterior; para la condicién de carga N, = 2.5 MN, el desplazamiento
obtenido mediante el SUBM es w;,; = 0.099 m, mientras que el obtenido con Shi®% et al., resulta en
Wior = 2.019m, Fig. 3-1la, una diferencia de 1.92 metros. Para la condicibn de carga maxima
considerada en este trabajo, N; = 5 MN, el desplazamiento obtenido mediante el SUBM es w;,; =
0.025 m, mientras que el obtenido con Shi®% et al., resulta en w;,; = 0.505m, lo que implica una
diferencia de 0.48 m. En otras palabras, la diferencia de desplazamiento entre ambos modelos disminuye
gradualmente conforme aumenta la carga, siendo siempre mayor el desplazamiento obtenido mediante
Shi et al., cuando la rigidez del suelo es k < 1.

En la Tabla-2 se resumen los resultados para los distintos valores de rigidez del suelo y para la carga
axial N, = 2.5 MN.

Con base en los resultados anteriores, se realizan las siguientes observaciones importantes:

1. Para todo el rango de carga considerado en este trabajo, la deflexién calculada mediante el
SUBM es menor que la calculada con Shil® et al., cuando la rigidez del suelo es k < 1. Cuanto
mas se acerca el valor de la rigidez a cero, el desplazamiento calculado con el SUBM también
tiende a cero, Fig. 3-1ay Fig. 3-1b.

Carga Nt = 2.5 MN

Desplazamiento (m)

SUBM | Shietal
0.1 0.0026 | 0.742 74
0.3 0.099 2.019 192
0.5 0.480 2.862 238
0.7 1.265 2.961 170

1 2.289 2.380 9

100 | 3.012 2.121 89

1000 | 3.012 2.258 75

%

Tabla 3-2

2. Paralacondicion de carga N, = 2.5 MN, la diferencia de deflexion maxima entre los dos modelos
se obtiene cuando la rigidez del suelo es k = 0.5, que es del 238%.

3. Para el caso del SUBM, la deflexion calculada con la rigidez ks = 100 es igual a la calculada con
k, = 1000 hasta el rango milimétrico, mientras que para el modelo de Shi* et al., si hay una
diferencia: para ksS = 100 la deflexién es w;,; = 2.121 m, mientras que para k,S = 1000 la
deflexién es w;,; = 2.258 m, lo que implica una diferencia de 13.7 centimetros.

4. Paralacondicion de carga N; = 2.5 MN, la menor diferencia de deflexién resulta cuando la rigidez
del suelo es k = 1, que es del orden de 9%.

5. Para todo el rango de carga considerado en este trabajo, y con valores de rigidez k > 1, la
deflexion calculada mediante el SUBM es mayor que la calculada con Shi®% et al., area amarilla
de la Tabla-2.
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La conclusion mas importante de los resultados anteriores se enuncia a continuacion:

Considerar los esfuerzos y deformaciones del ducto debidos a la fuerza cortante, tienen un
importante efecto en la predicciéon del pandeo de ductos submarinos enterrados, considerando
que el suelo tiene un comportamiento plastico.

En éste capitulo se asignaron valores a algunos términos de las ecuaciones que gobiernan el pandeo
en el SUBM. Como resultado, se obtuvo el desplazamiento maximo para siete valores de rigidez
considerados, Tabla 3-1, y para un rango de carga axial 1.5 < N; <5 MN. Con los mismos valores
constantes, se resolvieron las ecuaciones para el modelo propuesto por Shi*% et al., y se graficaron los
resultados con el objetivo de compararlos. Se mostré que cuando la rigidez del suelo es k <1, el
desplazamiento obtenido con el modelo de Shil*% et al., es mayor que el obtenido mediante el SUBM
para todo el rango de carga, mientras que cuando la rigidez del suelo es k > 1, el desplazamiento del
SUBM es mayor que el obtenido para el modelo de Shil®% et al. En el capitulo siguiente se desarrollan
simulaciones mediante modelos con elementos finitos con el software SIMULIA Abaqus®, y se
compararan graficando los esfuerzos axiales del SUBM con aquellos obtenidos con las simulaciones
numericas.



MODELO DE ELEMENTOS FINITOS CON

SIMULIA Abaqus®

En el capitulo anterior se compararon los resultados del SUBM con los del
modelo de Shi et all?’l. En este capitulo se construyen dos modelos
numéricos mediante el software Abaqus®: El primero consiste en un
modelo con elementos viga-columna de pared gruesa y que consideran
los esfuerzos y deformaciones debidas al cortante mediante la teoria de
vigas de Timoshenko, mientras que el segundo modelo se construyé con
elementos continuos tridimensionales. Empleando las condiciones de
frontera pertinentes del Capitulo 2, se generan dichos modelos.
Finalmente, se grafican los resultados de los esfuerzos axiales en el ducto
del SUBM junto con los resultados de los dos modelos de elementos
finitos. Se realizaran las observaciones pertinentes para cada rigidez de

suelo.
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4-1 Desarrollo del Modelo con Elementos Finitos

Desde mediados del siglo pasado y gracias al desarrollo tecnolégico computacional, el Método del
Elemento Finito (FEM, por sus siglas en inglés) se ha convertido en una herramienta indispensable en
la simulacion y modelado de sistemas en la ingenieria, asi como en la solucién de procesos, lo que era
casi imposible hace algunas décadas sin la realizacion de costosos experimentos. El modelado de
problemas ingenieriles se hace mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, que a menudo
son de naturaleza no lineal. EI FEM es un poderoso metodo numeérico para resolver dichas ecuaciones
diferenciales con cierta aproximacion. Las soluciones encontradas no representan el valor “exacto de
las ecuaciones”, sino una aproximacion que depende de la discretizacidn del problema, las condiciones
de frontera, entre otros3! 32 33],

El objetivo de este capitulo es generar dos modelos con las caracteristicas siguientes:

1. Modelo con elementos estructurales viga-columna que considere esfuerzos por cortante.

2. Modelo con elementos continuos tridimensionales.

4-1.1 Tipos de Elementos Finitos Empleados’
Modelo 1 — Elemento PIPE

PIPE32 Los elementos PIPE en Abaqus® asumen una seccion circular hueca, ademas de que utilizan
la teoria de vigas de Timoshenko. Estos elementos consideran esfuerzos internos causados por cargas
de presion interna o externa. Estan disponibles dos formulaciones para estos elementos. La formulacién
ducto de pared delegada asume un esfuerzo de arco (hoop) constante a través de la seccién transversal,
mientras que los esfuerzos en la direccion radial se desprecian. La formulacion ducto de pared gruesa
permite que los esfuerzos radiales y de arco varien a través de la seccién transversal.

El esfuerzo de arco en elementos de pared delgada es calculado como el promedio del esfuerzo en
equilibrio con las cargas de presién internas y externas en la seccion del ducto. Para esta formulacion,
la regla de integracién con un punto a través del espesor es suficiente para obtener una solucién precisa.

Para los elementos ducto de pared gruesa, la variacion de los esfuerzos radiales y de arco bajo la
aplicacién de presion interna y/o externa se calculan usando las ecuaciones de Lamé. El computo de
las ecuaciones constitutivas a cada punto material toman en cuenta los esfuerzos radiales y de arco
impuestos para determinar la respuesta estructural. Se usa una regla de integracion bidimensional para
los elementos ducto de pared gruesa, con el fin de tomar en cuenta la variacién de los efectos del
esfuerzo a través de la seccion transversal de forma precisa.

El nimero 3 en el nombre del elemento significa que esta ubicado en el espacio tridimensional,
mientras que el numero 2 indica que es un elemento cuyo polinomio de interpolacion es cuadratico.

Los esfuerzos que este elemento considera son:

S11 — Es el esfuerzo axial.

1 Esta seccion y las siguientes se basan en [34].
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S,, — Es el esfuerzo de arco (hoop), disponible solamente para elementos PIPE.
S35 — Es el esfuerzo radial (disponible unicamente para elementos PIPE de pared gruesa).

S12 — Es el esfuerzo cortante causado por torsion (disponible unicamente para elementos viga en el
espacio tridimensional). Esta componente no esta disponible para elementos de secciones abiertas y de
pared delgada.

Modelo — 2 Elemento Continuo Tridimensional

C3D8R Este es un elemento continuo tridimensional tetraédrico, con integracion reducida y de primer
orden (lineal). En la Fig. 4-1 se muestran sus caracteristicas. Mientras que en el elemento C3D8 hay
cuatro puntos de integracién por cara, en el elemento C3D8R solamente hay uno, lo que reduce el
tiempo de computo de este ultimo elemento.

face 2
¥ & face 5
8 [ o7 3 3
i ,.' 4 4
i
i
e iy e 5
5 i "'"/ 6 _face 4
o 1 2 1 2
. PR 8- nede element 8- node reduced
N 2 integration element
face 1 face 3

8- node element

FIGURA 4-1 Elemento C3D8R (Fuente: [34])

Con base en la Fig. 4-2, los ejes (x,y, z) estan en las direcciones (1, 2, 3), respectivamente. Ademas,
los esfuerzos para este elemento son los siguientes:

S11 — Es el esfuerzo de arco (hoop).

S,, — Es el esfuerzo radial.
S35 — Es el esfuerzo axial.

S1, — Es el esfuerzo cortante sobre la cara 1 en la direccién 2.

FIGURA 4-2 Orientacion de los ejes Modelo-2.
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S13 — Es el esfuerzo cortante sobre la cara 1 en la direccion 3.

S,3 — Es el esfuerzo cortante sobre la cara 2 en la direccién 3.

4-2 Descripcion de los parametros de modelado empleados
SUBM

Para obtener parametros con los cuales puedan compararse los esfuerzos entre el SUBM y los
modelos numéricos en Abaqus®, se realiza el siguiente procedimiento con respecto al SUBM:

1. Dentro del rango de carga axial considerado en este trabajo, se toma el valor N, = 3.5 MN para
el calculo de las longitudes L, y L,. Cabe aclarar que puede tomarse cualquier valor de carga
considerado en el rango, y aqui se predetermina ese valor para realizar los calculos de la
deflexién, ecuaciones Ec. 2.26a y Ec. 3.4, para obtener los valores de la Tabla 4-1. Utilizando
las ecuaciones Ec. 2.26c y Ec. 2.27c, se obtienen los valores de los momentos flexionantes que

.y . . L,—-L
se muestran en el Anexo 2. La deflexion negativa se localiza en x = % + L.

k Nt (MN) W tot, max L2 (m) L1 (m) W down, max
(m) (m)
0.1 3.5 0.0013 83.516 3.733 -0.152
0.3 3.5 0.051 82.013 9.604 -0.409
0.5 3.5 0.244 80.512 15.015 -0.507
0.7 3.5 0.644 78.096 20.883 -0.308
1.0 3.5 1.166 71.736 27.726 -0.167
100 3.5 1.534 31.722 31.306 -
TABLA 4-1

2. Con los valores de los momentos flexionantes M y M,,,,, Se realiza el calculo de los esfuerzos
de flexion axiales o, ¥ 040wn, Mediante la formula:
Mc
o=— 4.1
I

donde M es el momento flexionante My 0 My,,n, ¢ = 0.325 m (radio externo del ducto) es la fibra
mas alejada de la seccidn transversal del ducto con respecto al eje neutro, e I es el momento de
inercia de la seccion.

3. Con los valores de momentos flexionantes obtenidos para cada valor de rigidez del suelo, se
grafican los esfuerzos o, ¥ 04,wn Mostrados en el Anexo 2, cuya curva se identifica con una
linea continua color negro denominada SUBM, Fig. 4.3.

Los esfuerzos obtenidos son los esfuerzos axiales maximos en el ducto para cada longitud x
considerada en la tabla del Anexo 2. Los esfuerzos axiales maximos de los tres modelos se
localizan en el punto A, Fig. A-1 del Anexo 1.
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Elementos Finitos

Por cada modelo realizado, se describen brevemente y en orden conforme al procedimiento en
Abaqus® CAE, los parametros con los que se realizo el modelo de elementos finitos. El procedimiento
es el mismo para cada valor de rigidez del suelo.

Modelo - 1 Elemento PIPE

Part: Se dibuja la parte con longitud 2L,.
Modeling Space: 3D.
Type: Deformable.
Base Feature: Wire — Planar.
Property: Se asignan las propiedades mecanicas del material, las mismas que en 3-1.1.
Se crea una seccion con perfil circular Thick, con las dimensiones descritas en 3-1.1.
Se asigna la seccion anteriormente creada a la parte Part.
Se le asignan las orientaciones de los ejes locales a la parte Part.
Assembly: Se crea una instancia independiente.

Step: Se crea un procedimiento de tipo Static, General, con duraciéon de 1 segundo y permitiendo no
linealidad geométrica.

Interaction: No hay interaccion.
Load: Se crean las condiciones de frontera, equivalentes a las ecuaciones Ec. 2.21 y Ec. 2.22.
Se crean condiciones de carga/desplazamiento, como se indica en la Tabla 4-1.

Mesh: El tamafo promedio de los elementos de la malla es de 5 mm. Tipo de elemento: PIPE32, de la
libreria Standard.

Job: El tipo de Job es: Full Analysis. Precision de salida de datos: Full.

Visualization: Report: Se escribe el reporte para los valores de los esfuerzos considerados en este
elemento.

Modelo - 2 Elemento Continuo Tridimensional

Part: Se dibuja la parte con longitud 2L,.
Modeling Space: 3D.
Type: Deformable.

Base Feature: Solid — Extrusion.
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Partition cell: se crean particiones para facilitar la asignacién de condiciones de frontera y el
mallado.

Property: Se asignan las propiedades mecanicas del material, las mismas que en 3-1.1.
Se crea una seccion con soélida homogénea, con las dimensiones descritas en 3-1.1.
Se asigna la seccion anteriormente creada a la parte Part.

Assembly: Se crea una instancia independiente.

Step: Se crea un procedimiento de tipo Static, General, con duraciéon de 1 segundo y permitiendo no
linealidad geométrica.

Interaction: No hay interaccion.

Load: Se crean las condiciones de frontera, equivalentes a las ecuaciones Ec. 2.21 y Ec. 2.22, excepto
las condiciones Ec. 21a y Ec. 2.21g, ya que en este tipo de elementos no es posible predeterminar la
rotacién como condicion de frontera.

Se crean condiciones de carga/desplazamiento, como se indica en la Tabla 4-1.

Mesh: El tamafio promedio de los elementos de la malla es de 25 mm. Tipo de elemento: C3D8R, de la
libreria Standard, Fig. 4-3.

Job: El tipo de Job es: Full Analysis. Precisién de salida de datos: Full.

Visualization: Report: Se escribe el reporte para los valores de los esfuerzos considerados en este
elemento.

FIGURA 4-3 Malla del Modelo-2 Elemento Continuo Tridimensional

Una vez escritos los reportes de esfuerzos, se localizan los nodos y elementos en cada modelo dentro
de Abaqus® CAE, correspondientes a cada valor de longitud de ducto considerado en el Anexo 3 vy 4,
respectivamente.
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4-3 Analisis de Resultados del SUBM vs Modelos de Elementos Finitos

En la seccion 4-1 se determinaron los esfuerzos mediante el modelo propuesto en este trabajo, el SUBM.
En la seccion 4-2 se determinaron los esfuerzos axiales para dos modelos de elementos finitos distintos,
descritos en dicha seccién. Las graficas comparativas se muestran en la Fig. 4.4. El esfuerzo axial en
las graficas se representa como ag33, acorde con la orientacién de los ejes, Fig. 4-2, excepto para la
curva del SUBM, ya que como muestra la Fig. 2-2, éste mismo esfuerzo se presenta en la direccion oy .
Con el objetivo de presentar la misma terminologia en las gréficas, el esfuerzo axial para las tres curvas
se representa como ag33, pero se aclara que para el caso del SUBM el esfuerzo axial se encuentra en la
direccion de x, Fig. 2-2. En resumen, los esfuerzos graficados son esfuerzos axiales pero han sido
representados en distintos sistemas de referencia en sus respectivas figuras.

Con el objetivo de visualizar adecuadamente cada grafica comparativa, se describen los puntos mas
importantes:

Rigidez de suelo k,

Como puede observarse en la Fig. 4-4a, en general, la tendencia de los esfuerzos es muy semejante en
los tres modelos, excepto al final de la longitud L,, donde se aprecia una incompatibilidad debido a la
condicién de frontera en L,. Esta incompatibilidad se debe a que la ecuacidon que gobierna el pandeo en
el SUBM, Ec. 2.17, es de una sola variable, a saber, el desplazamiento w del ducto sobre el eje z con
respecto a su longitud en el eje x, Fig. 2-2. Dicha ecuacion no tiene una implicacion en lo que respecta
al desplazamiento axial del ducto, mientras que en los modelos con elementos finitos, aplicando las
condiciones de frontera para el SUBM, existe un desplazamiento axial cuya diferencia en esfuerzos
puede observarse en el tramo final de la longitud L,, Fig. 4-4a.

En todas las graficas comparativas encontraremos esta incompatibilidad; sin embargo, en general, los
esfuerzos que interesan en el analisis y el disefio son los esfuerzos maximos.

En la Tabla 4-2 se presentan los esfuerzos maximos para cada rigidez de suelo y su ubicacion sobre el
eje x. Para el caso de rigidez de suelo k; = 0.1, el esfuerzo maximo en el SUBM es de magnitud
41.12 MPa en compresion, mientras que para el modelo FEM Pipe resulta 12.8% menor, y en el modelo
FEM 3D resulta 31.7% menor.

K1 K2 Ks
(0} 4 o . o ,
Modelo X (m) 33,max Modelo X (m) 33,max | \iodelo X (m) 33max
(MPa) (MPa) (MPa)
SUBM 40 -41.12 SUBM 40 -118.57 | SUBM 38 -179.83
FEMPipe| 44 -35.84 |FEMPipe| 46 -104.90 |FEM Pipe 0 210.20
FEM 3D 44 -28.08 | FEM3D 0 97.64 FEM 3D 0 244.80
K, Ks Ke
o 4 (0} 4 o- .
Modelo | x (m) 33Max | vodelo | x (m) 33,max Modelo | x (m) 33max
(MPa) (MPa) (MPa)
SUBM 0 268.22 SUBM 0 360.92 SUBM 0 1333.28
FEM Pipe 0 363.54 |FEM Pipe 0 429.09 |FEM Pipe 0 461.84
FEM3D 0 413.00 | FEM3D 0 469.86 | FEM 3D 0 346.60

TABLA 4-2 Esfuerzos axiales maximos en los tres modelos y su ubicacién
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FIGURA 4-4a Rigidez de suelo k; = 0.1

Ademas, mientras que en el SUBM el esfuerzo maximo ocurre en x = 40 m, tanto en FEM Pipe como
en FEM 3D el esfuerzo maximo se presenta en x = 44 m. El resultado para el SUBM sorprende tomando
en cuenta los valores de deflexion de la Tabla 4-1; mientras que el desplazamiento positivo es de solo

M4 Ly = 43.624m es de 152 mm.

Se esperaria que el esfuerzo maximo se presentara justo en la longitud donde ocurre el desplazamiento
maximo negativo, pero para el caso del SUBM este esfuerzo ocurre 3.624 m antes, mientras que para
los modelos de elementos finitos el esfuerzo maximo se localiza 0.376 m después.

1.3 mm en x = 0 m, el desplazamiento maximo negativo en x =

Rigidez de suelo k,

En la Fig. 4-4b se presenta la comparacion de resultados del esfuerzo axial para la rigidez de suelo k,.
Mientras que en la grafica anterior el esfuerzo del SUBM era mayor que los modelos de elementos finitos para
x = 0 m, para este caso de rigidez el esfuerzo resulta menor que en los otros dos modelos. En el SUBM,
el esfuerzo axial maximo resulta en 118.57 MPa en compresion, y se localiza en x = 40 m, mientras que
para el modelo FEM Pipe el esfuerzo maximo se localiza en x = 46 m, y resulta 11.5% menor que el
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FIGURA 4-4b Rigidez de suelo k, = 0.3

predicho por el SUBM. Para el modelo FEM 3D el esfuerzo maximo se localiza en x = 0 m, y resulta
17.7% menor que el predicho por el SUBM, pero este esfuerzo esta en tensién, Tabla 4-2. Nuevamente,
para el caso del SUBM, el esfuerzo maximo no se presenta en la longitud donde se presenta el maximo

desplazamiento negativo, sino que se localiza en x = LZ;Ll + L; = 45.809 m, es decir, 5.809 m después,

mientras que para el modelo FEM Pipe el esfuerzo maximo se presenta soélo 0.191 m después. Note que
para el caso del modelo FEM 3D, el esfuerzo maximo se presenta en x = 0m, lo que resulta
sorprendente considerando que ahi no se localiza el desplazamiento maximo. Sin embargo, el esfuerzo
maximo en compresion es de 80.22 MPa, y se localiza en x = 46 m, Anexo 4, lo que implica que solo
resulta 17.8% menor que el esfuerzo en tensioén localizado en x = 0 m, Tabla 4-2.

Rigidez de suelo k,

En la Fig. 4-4c se presenta la comparacién de resultados del esfuerzo axial para la rigidez de suelo k;.
En el SUBM, el esfuerzo axial maximo resulta en 179.83 MPa en compresion, y se localiza en x = 38 m,
mientras que para los modelos de elementos finitos FEM Pipe y FEM 3D, los esfuerzos axiales maximos
estan en tension y se localizan en x = 0 m, y sus valores corresponden a 210.2 MPa y 244.8 MPa,
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respectivamente, o que implica que son mayores que los predichos por el SUBM en un rango del 16.9
y 36.1%, respectivamente. Nuevamente, se esperaria que los esfuerzos maximos se localizaran en la

longitud donde ocurre el maximo desplazamiento, es decir, en x = LZ;Ll + L, =47.763 m, pero en el

caso del SUBM, el esfuerzo maximo se localiza 9.763 m antes, mientras que para los modelos con
elementos finitos el esfuerzo maximo se presenta en x = 0 m. No obstante, los esfuerzos maximos a
compresion de los modelos con elementos finitos se localizan muy cerca del maximo desplazamiento,
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FIGURA 4-4c Rigidez de suelo k; = 0.5

en x = 48 m; para el FEM Pipe el esfuerzo axial maximo en compresion es de 135.9 MPa mientras que
el esfuerzo axial maximo en compresién para el FEM 3D es de 100.9 MPa, lo que representa un 24.4 y
un 43.9% menor que el maximo esfuerzo en el SUBM, respectivamente, Anexo 3 y Anexo 4.

Rigidez de suelo k,

En la Fig. 4-4d se presenta la comparacion de resultados del esfuerzo axial para la rigidez de suelo k,.
En el SUBM, el esfuerzo axial maximo resulta en 268.22 MPa en tensién, y se localiza en x = 0 m,
mientras que para los modelos de elementos finitos FEM Pipe y FEM 3D, los esfuerzos axiales maximos
también estan en tensién y se localizan en x = 0 m, cuyos valores en la Tabla 4-2 son 35.5 y 54% mas
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grandes que el predicho por el SUBM, respectivamente. Note que ahora los esfuerzos maximos se
presentan en la misma posicién x, lo cual es de esperarse ya que ahi es donde se presenta el maximo
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FIGURA 4-4d Rigidez de suelo k, = 0.7

desplazamiento wy,¢ mar = 64.4 cm, mientras que el desplazamiento negativo es menor que la mitad de

LZ;Ll + L, = 49.49 m. Ademas, los

esfuerzos axiales maximos en compresion, para el SUBM, FEM Pipe y FEM 3D se localizan en x =
36m, x =20.883m y x =22m, Anexo 2, Anexo 3 y Anexo 4, respectivamente, y son del orden de
209.28 MPa, 137.8 MPa y 156.4 MPa, respectivamente.

éste, Waownmax = —30.8cm, Tabla 4-1, que se localiza en x =

Rigidez de suelo ks

En la Fig. 4-4e se presenta la comparacion de resultados del esfuerzo axial para la rigidez de suelo k:.
En el SUBM, el esfuerzo axial maximo resulta en 360.92 MPa en tensién, y se localiza en x = 0 m,
mientras que para los modelos de elementos finitos FEM Pipe y FEM 3D, los esfuerzos axiales maximos
también estan en tensién y se localizan en x = 0 m, cuyos valores en la Tabla 4-2 son 18.9 y 30.2% mas
grandes que el predicho por el SUBM, respectivamente. Como en el caso anterior, los esfuerzos axiales
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FIGURA 4-4e Rigidez de suelo k5 = 1

maximos se presentan en la misma posicion x, lo cual es de esperarse ya que ahi es donde se presenta

el maximo desplazamiento w;,; msr = 1.166 m, mientras que el desplazamiento negativo es mucho
. . L,—L

menor que éste, Wyownmax = —0.167 m, Tabla 4-1, que se localiza en x = %+L1 =49.731 m.

Ademas, los esfuerzos axiales maximos en compresién, para el SUBM, FEM Pipe y FEM 3D se localizan
enx=32m, x =27.726 my x = 30 m, Anexo 2, Anexo 3 y Anexo 4, respectivamente, y son del orden
de 220.55 MPa, 251.85 MPa y 229.53 MPa, respectivamente.

Rigidez de suelo kg

En la Fig. 4-4f se presenta la comparacion de resultados del esfuerzo axial para la rigidez de suelo k.
En el SUBM, el esfuerzo axial maximo resulta en 1333.28 MPa en tensién, y se localiza en x = 0 m,
mientras que para los modelos de elementos finitos FEM Pipe y FEM 3D, los esfuerzos axiales maximos
también estan en tension y se localizan en x = 0 m, cuyos valores en la Tabla 4-2 son 65.4 y 74%
menores que el predicho por el SUBM, respectivamente.

Como en el caso anterior, los esfuerzos axiales maximos se presentan en la misma posicién x, lo cual
es de esperarse ya que ahi es donde se presenta el maximo desplazamiento, Wy, ma, = 1.534 m. Para
esta condicidn de rigidez de suelo no hay desplazamiento negativo. En otras palabras, cuando el valor
de larigidez k — oo, el suelo se considera totalmente rigido, por lo que fisicamente no es posible que
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se desarrollen desplazamientos negativos.
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FIGURA 4-4f Rigidez de suelo k, = 100

En términos matematicos, cuanto mayor es el valor de la rigidez, tanto menor resulta la longitud L, — L,
por lo que las ecuaciones Ec. 2.19 y Ec. 2.20 no son aplicables pues no existe el rango para el que estan
planteadas. Por ejemplo, para el valor de rigidez de suelo k = 100, la longitud de ducto L, =L; —
31.722 m = 31.306 m, Tabla 4-1. Es importante resaltar que el esfuerzo predicho por el SUBM es mucho
mayor que el predicho por los otros dos modelos. De hecho, el esfuerzo de fluencia para la tuberia de
acero AP| X65 es de 460 MPa, aproximadamentel®’l, por lo que tanto en el SUBM como en el modelo
FEM Pipe los esfuerzos maximos sobrepasan el esfuerzo de fluencia, e implica que para esta condicion
de rigidez de suelo el ducto se comporta como plastico en la longitud donde el esfuerzo de fluencia es
rebasado. Para el caso del SUBM, el esfuerzo axial maximo en el ducto sobrepasa el esfuerzo maximo
considerado en el diagrama Esfuerzo-Deformacién para el ducto de acero API X65, que es de 916 MPa,
donde se presenta una deformacion unitaria e = 1.1587], Fig. 4-5. La condicién de esfuerzo axial maximo
en el ducto no puede presentarse sin que haya dafio en el mismo, o en el peor de los casos una fractura,
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que pertenece al campo de estudio del pandeo local en ductos, pero ese estudio se sale del alcance de

este trabajo.
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FIGURA 4-5 Diagrama esfuerzo-deformacion para el ducto de acero API X65 (Fuente: [37])

La consecuencia mas importante del analisis anterior consiste en que, bajo las condiciones de carga
axial, propiedades mecanicas del ducto y dimensiones, el SUBM no puede utilizarse para predecir el
pandeo de ductos enterrados para la condicion de rigidez k¢, = 100. Sin embargo, en trabajos futuros deberan
considerarse las condiciones de carga posibles con distintas dimensiones de ductos y para ductos con otras

propiedades mecanicas con el fin de obtener un comportamiento general del fenémeno del pandeo global de
ductos enterrados considerando efectos de cortante.

El presente trabajo concluye con las observaciones mas importantes de los resultados obtenidos.



CONCLUSIONES

Con respecto al trabajo de Shi et al.[3:

La correspondencia mas adecuada para una comparacion de modelos resulta de aquella cuyas
condiciones sean mas semejantes. Tanto en el modelo de Shi et al.?% como en el SUBM, se considera
que el suelo presenta una rigidez que puede variar a lo largo de la longitud del ducto, lo que tiene como
consecuencia que se presente una deflexion negativa en la seccién donde la rigidez de suelo k < 1.
Las condiciones de frontera en ambos modelos son equivalentes. La diferencia entre estos modelos es
la teoria de la mecanica que se emplea para predecir el pandeo. En el modelo de Shi et al.l*% se emplea
la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, mientras que en el SUBM se utiliza la teoria de vigas de Engesser-
Timoshenko. En esta ultima se toman en cuenta los efectos que tiene en la prediccion del pandeo
considerar los esfuerzos y las deformaciones debidas a la fuerza cortante. Las conclusiones son:

1. Para rigideces de suelo k < 1, la prediccién de la deflexion por parte del SUBM es menor que
la predicha por el modelo de Shi et al.B% Cuando la rigidez de suelo k = 0.1, la deflexiéon en el
SUBM es casi cero en todo el rango de carga considerado, mientras que en el modelo propuesto
por Shi et al.B% |a deflexion es considerablemente mayor, Fig. 3-2b.

2. Al contrario de lo anterior, para rigideces de suelo k > 1, la prediccion del pandeo en el SUBM
es mayor que la predicha por el modelo de Shi et al.*%, Fig. 3-2a.

Los resultados muestran que considerar los efectos de la fuerza cortante si tienen fuertes implicaciones
en la prediccién del pandeo de ductos submarinos enterrados. Al margen de los resultados mostrados,
es importante sefialar que el modelo propuesto debe contrastarse con extensas pruebas de laboratorio
y con problemas de pandeo reales que se hayan presentado en los complejos petroleros.

Con respecto a los modelos de elementos finitos:

1. Como se comentd en el Capitulo 4, en general, la tendencia de los esfuerzos axiales en los
modelos, el SUBM y los dos modelos discretizados, es muy similar. Salvo por la incompatibilidad
de la condicién de frontera para el desplazamiento sobre el eje x al final de la longitud L,, los
esfuerzos son similares, Fig. 4-4. El modelo de elementos finitos que resulta mas compatible
con el SUBM es el Modelo-1, pues los elementos que se utilizan son elementos viga que
consideran los efectos de la fuerza cortante.

2. Salvo para la rigidez de suelo ks y kg, la variacion de los esfuerzos axiales entre el SUBM vy el
Modelo-1 varia hasta en un 16.9%. La variacion de los esfuerzos axiales cuando la rigidez de
suelo es ks es del rango de 35%, mientras que para kg la variacion resulta en 65%, Fig. 4-4.

3. Bajo las condiciones mecanicas del material considerado, las dimensiones del ducto y la
condicion de rigidez kg = 100, el SUBM no es un modelo adecuado para predecir el pandeo
global de ductos submarinos enterrados, Fig. 4-4f, pues mientras los dos modelos numéricos
predicen un pandeo cerca del punto de fluencia del material, en el SUBM el esfuerzo maximo
es mucho mayor que el maximo considerado en el diagrama Esfuerzo-Deformacion del acero
de ductos API X65171,

El modelo propuesto en este trabajo solamente ofrece una aproximacion para la prediccion del pandeo
de ductos submarinos enterrados en suelo plastico. Deberan realizarse pruebas exhaustivas para
verificar su validez.
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Pandeo vertical de ductos sub.

Trabajos Futuros

Dentro del campo de investigacidn sobre el pandeo de ductos submarinos enterrados, se identifican los
siguientes aspectos que deben ser estudiados:

e Los resultados numéricos obtenidos con el SUBM consideraron ciertos valores de propiedades
mecanicas, carga axial y dimensiones del ducto. Por lo que debera de considerarse un amplio
rango de posibles valores de carga axial, dimensiones y propiedades mecanicas del ducto para
obtener una tendencia generalizada del comportamiento del pandeo con el modelo propuesto.

e Debera investigarse el comportamiento del ducto para cuando los esfuerzos maximos
sobrepasen el limite de fluencia del material, debido a que pueden presentarse inestabilidades
locales que pertenecen al campo de estudio del pandeo local de ductos.

e Una de las suposiciones principales para el analisis consiste en considerar que el pandeo es
simétrico, por lo que debe investigarse la posibilidad de considerar que el pandeo es asimétrico.

Como se menciond al inicio del Capitulo 4, el valor de los modelos analiticos tiene muchas restricciones
debido a la simplicidad de las suposiciones iniciales, que generalmente tienen un rango de validez muy
pequefo. Es por ello que el analisis en ingenieria adquiere mucho mayor poder cuando se utilizan
métodos mas elaborados para resolver las complicadas ecuaciones diferenciales que gobiernan el
comportamiento de ductos, como es el método del elemento finito.



ANEXO 1

Desarrollo de las ecuaciones diferenciales.
(*» SOLUCIONES GENERALES DE LAS ECUACIONES 2.17 Y 2.19 Y SUS DERIVADAS (PENDIENTES) =)

(*+ wtot - DEFLEXION 1 =)
wtot = DSolve[wT''''[x] + u? +wWT ' ' [x] == -Al, wT[x], %] // Fullsimplify

(*+ ©T - PENDIENTE 1 #)
D[wtot, {x, 1}] // FullSimplify

(f AL % C[1] Cos[xu] +C[2] Sin[xu] |1
oup [{uTix] = -22% L3y . xcpay - S COsxal + C[2] Sinx ] ¥

- H H

rr “Alx+p®C[4] -uC[2] Cos[xu] +uC[1] Sin[xu] 1y
oupz= 1 wT' [x] = x+pCM] —ucCi2] 25'}{“] “C[L] Sin(xu] J’J’
(+ wdown - DEFLEXION 2 =)
wdown = DSolve [wd ' x] +ulewd [x] ==k=+Al, wd[x], x] // FullSimplify
(+ edown - PENDIENTE 2 %)
D[wdown, {x, 1}] // FullSimplify
(r Alkx?+2u® (C[3] +xC[4]) -2C[1] Cos[xu] -2C[2] Sin[xu] 11
oupr | [wd =] = K (CL5] (4] S ] [x 1] (2] S “]J‘,J!
LL H

Blkx+u?C[4] -uC[2] Cos[xu] +uC[1] Sin[xu] 13
2 i
L

outials 1 1wd' [2] =

Aplicando las condiciones de frontera:

(+ SOLUCION DE LAS ECUACICNES 2.17 ¥ 2.19% APLICANDC LAS CONDICIONES DE FRONTERA DEL SUBM «)

(= wtot SOLUCION PARCIAL =)

DSolve[{wI''''[x] + 4" #WI''[x] = -Al, wI'[0] =0, wI'''[0] =0}, wT[x], x| // FullSimplify

.wT [x]

*ION PARCIAL »)
(] + ¥ wwd' " [x] =keAl, wd[L2] =0, wd'[L2] =0}, wd(x], x] // FullSimplify

{* wdown

DSolve [ {wd T

P

(= C[1]=C5 C[2]=C6 =)

{#+ APLICANDO CONDICION DE FRONTERAR, EC. 2.27a COMPATIBILIDAD 1 : dwtot/dx|x=Ll = ddown/dx|x=Ll «)

D[-M‘ Y. 1 ‘M x| /. %=Ll // FullSimplify
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e
x -+ L1
-Al L1 + C1
(of Cé [L2p] +2C5 uSin[L1 ] -2C5 uSin[L2 u]
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{« IGUALANDO LAS DOS ECUACICONES ANTERIORES Y DESPEJANDO C1 s)
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AlkL1% wSin[Llu) - 2A1 kL1 L2 u Sin[L1 x] + Alk L2% 4 Sin[Ll ) + 2 C5 u Cos [L2 u] Sin[Ll u] + 2C6 L1 u* Cos[L2 u] Sin[Ll u]
2C61L2 u’ Cos[L2 u] Sin[Llu] - 2C6 uSin[Llu]® - 2C5 uCos (Ll u) Sin[L2 u] + 2 C6 u Sin[Ll u] Sin[L2 u] - 2C5 L1 u” Sin[Ll u] Sin[L2 ] +
2c512 47 Sin(L1y] Sin[12 y))

Cse[Ll i) [[21\1!.1 Cos[Llu] +2A1kL1Cos[Llu] -2A1kL2Cos[Llu] - 2C6 uCos(Llu]” + 2C6 uCos (L1 u] Cos[L2 u] + ALL1® uSin[Ll u] +

] [2Al1L1cCos({Lly] + 2A1kL1Cos[Llu] - 2A1 kL2 Cos(Ll 4] » Al L1® uSin[L

4] + AlkL1® uSin{Llu] - 2Al kL1 L2 uSin({L1 u] + Al kL2 u Sin(Ll u)

[L1u] -AlkTa
] +Sin{Ll u] Tan[Ll1

Llu]) 2Cos[Llu) ] (-AlTan[Llu] -A1kTan[Llu]) 2L1Cos[L2u] Sin[Lly) (-AlTan( - 21k Tan[Ll u})
] u (Cos[Llu) + Sin[Ll u} Tan[Ll u]) Cos[Llu] » Sin{Ll u] Tan([Ll u)
1] =Al kTan[L1 u])
n[Ll u])
Cos[L2 u] (-Al Tan[Llu] - Al kTan[Llu])

-2Coa[Llu] [A1L1+AlkLl-AlkL2- X : ) -
* : u (Cos[Llu] « Sin[Llu] Tan[Llu])

(-AlTan[Llu] -AlkTan[Llu]) 2 Sin[Llu)® {-Al Tan|
[ n[Llu) 2 u (Cos[Llu] -

Al kTan[Ll u]}
Tan (L

a1 [L
] 8in[L2 u] (-Al Tan|
u (Cos[Ll u] » Sin[Ll1 u]

- Al kTan[Ll &])

1u] Tan[Ll 4])

Al kTan[Ll 2]} 4

1 Tan[Llul) | T

1 -AlkTan[Llu]) )
4] Tan[L1 K]} /)

i] |{A1L1+AlkLl-AlKkL2-

U (Co:
Cos[L2 4] (-Al Tan[L
M {Cos[Ll g] +

E}\l LI1+AlKL1-AlKLZ+

[Llu) [A1L1+ AL KL1-A1 kL2 + —

a1e)= (= Cl =)
oy CBH-CEuCot[L1y) + A1LICse(Llu] + ALk L1 Cse[Ll 4] - A1k L2Cse[Ll u] + C6 4 Cos[L2 u] Cse[L1 4] - C5 4 Cse[Ll u] Sin[L2 4]

1| Cot [L1}
~|AlLlCse[Llyu] » Al kLl Cse[Llu] - A1 kL2Csc[Lly] - Sy =

Cos[LZu] (-AlTan[Ll 4] - Al X Tan[L1 u])
u {Cos[Ll u] + Sin[Ll 4] Tan

4] -AlkTan[Llu]) Coa[L2u] Cac[Llu] (-AlTan[Lly] - Al k Tan[L1 u])
1 i (Coa[L1u] - 5in[L1 4] Tan 1
Cos[L2 =Al Tan[Ll u]

u (Cos[Llu] +Sin|

u] Tan[L1

CscLlp] (AR1L1-A1kL1-A1kL2~

] [A1L1+ALkL1-AlKL2 +
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{« SUSTITUYENDO TODOS LOS VALORES DE LAS CONSTANTES EN LAS ECUACIONES DIFERENCIALES =)

(= wtot SOLUCICON PARTICULAR DE LA DEFLEXTON «)

Al x® €l Cos
wtot = - 2—“ +C3- % // FullSimplify
- M

k12)
{+ wdown - SOLUCION PARTICULAR DE LA DEFLEXTON «)
wdown = Zte’ (R1kL2® -2A1kL2x+ Alkx®+2 (C5+ (-L2 + %) 4 C6) Cos (L2 ] - 2C5C0os [xu) + 2 L2 4 C5 Sin[L2 ] - 2% 4 C5 Sin(L2 k] + 2C6 Sin[L2 u] - 2C6 Sin(xu]) //
FullSimplify
L2 -x) (=2 (L+k) Ll+k (L2 +x)) o
kLl -kL2) uCos[xu] Cac[L2u] +» (1« Ll1+L2-x Sin[(Ll1-L2+x




ANEXO 2

Tabla de valores correspondientes a la grafica de la Fig. 3-1.

k2 k3 k4 k7

N (MN) Wiot (M)|Weoy (m) 7P (1)) Wiot (M) Wior (m) 789 (11))

1.5 0.276 | 1.335 [ERHE) 8.381
1.6 0.243 | 1.173 [EXecH 7.365
1.7 0.215 | 1.039 |WPWEE) 6.523
1.8 0.192 | 0.927 [WwX.%Y] 5.817
1.9 0.172 | 0.832 |WwHiy] 5.220

2 0.155 | 0.750 |eyfS 4.710
2.1 0.141 | 0.681 [WeWEr: 4.272
2.2 0.128 | 0.620 [WwNeEZ: 3.892
2.3 0.117 | 0.567 [EEWEE) 3.560
2.4 0.108 | 0.521 [EeBeVE] 3.269
2.5 0.099 | 0.480 [WWwIee) 3.012
2.6 0.092 | 0.444 W) 2.784
2.7 0.085 | 0.411 [EwNe:Z: 2.582
2.8 0.079 | 0.382 [ENo[}:] 2.400
2.9 0.074 | 0.356 [BMOR-EE] 2.237

3 0.069 | 0.333 [BoR:¥/] 2.090
3.1 0.064 | 0.312 [ox:y¥] 1.957
3.2 0.061 | 0.293 [MeWzit 1.836
3.3 0.057 | 0.275 oWz~ 1.726
3.4 0.054 | 0.259 [ReNe:E] 1.626
3.5 0.051 | 0.244 [Nz 1.534
3.6 0.048 | 0.231 [BoX<e:) 1.450
3.7 0.045 | 0.219 [eRsY/5) 1.372
3.8 0.043 | 0.207 [BNORZE) 1.301
3.9 0.041 | 0.197 [eRsHES] 1.235

4 0.039 | 0.187 [ON:EE] 1.174
4.1 0.037 | 0.178 [o¥ee) 1.117
4.2 0.035 | 0.170 [e¥:%y] 1.064
43 0.033 | 0.162 [WOR¥I 1.015
4.4 0.032 | 0.154 [Ne¥loy) 0.969
4.5 0.031 | 0.148 [okek:) 0.927
4.6 0.029 | 0.141 pNoxyp] 0.887
4.7 0.028 | 0.135 [eReE! 0.849
4.8 0.027 | 0.130 [WekeZY) 0.814
4.9 0.026 | 0.124 oy 0.781

5 0.025 | 0.119 [oREhE) 0.750

V4
A

FIGURA A-1 Punto A, considerado para el calculo de esfuerzos maximos. 51



ANEXO 3

Tabla de valores correspondientes a la curva con linea continua negra de la grafica en la Fig. 4-4. Los
datos mostrados en rojo indican el limite de la longitud L, y el inicio de la longitud L, para aplicar las
ecuaciones Ec. 2.26¢ y Ec. 2.27c, respectivamente. Ver Fig. 2.2.

k1
x M1 M down | Otot
(MN)| (MN) | (MPa)
0 0.057 - 12.22
0.3 ]0.057 - 12.25
06 ]0.057 - 34
.9 |0.058 - 5
.2 | 0.059 - 7
.5 |0.060 - .9
.8 | 0.062 - .3,
2 0.064 - 13.72
2.4 |0.066 - 14.18
2.7 |0.068 - 14.69
3 0.071 - 15.27
33 [0.074 - 15.90 -
36 |0.077 - 16.59 -
[3733 0079 | 0,079 7692 | 1692 |
4 - .082 - .
6 - 1101 -
8 - 1115 -
10 - 122 -
12 - 0.122 -
14 - 0.116 -
16 - 0.102 -
8 - .083 -
0 - .058 -
2 - .030 -
4 - -0.002 -
26 - -0.035 -
28 - -0.067 -
30 - -0.099 -
32 - -0.127 -
34 - -0.152 -
36 - -0.171 -
38 - -0.184 -
40 - -0.191 -
42 - -0.191 -
43.62 - -0.185 -
44 - -0.183 -
46 - -0.170 -
48 - -0.150 -
50 - -0.125 -
52 - -0.096 -
54 - -0.064 -
56 - -0.032 -
8 - .001 -
0 - .033 -
2 - .061 -
4 - .085 -
66 - 0.104 -
68 - 0.116 -
70 - 0.123 -
72 - 22 -
74 - 114 -
76 - 100 -
78 - .079 -
80 - .054 -
82 - .025 -
83.516 - 0.001 -
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ANEXO 4

Tabla de valores correspondientes a la curva con linea discontinua roja de la grafica en la Fig. 4-4. Para
cada valor de x, se localizé el numero de nodo correspondiente a esa longitud. Los datos mostrados
en rojo indican el limite de la longitud L, y el inicio de la longitud L,. Ver Fig. 2.2.

k3 k4 kS

x O gown LS X Otot | O down A3 X Otot | Tdown ASN3 X Otot | Odown NI
(MPa) | (MPa) (MPa) (MPa) | (MPa) (MPa)
0 = 0 363.54 = >
1 12688 2 315.57 = 13952
2 12354 4 267.48 = 13552
3 12021 6 219.52 = 13152
4 11688 8 171.56 = 12752
5 11355 10 123.59 = 12352
6 11021 12 75474 = 11952
7 10688 14 27.508 = 11552
8 10355 16 -20.454 = 11152
9 10021 18 -68.56 = 10752
10352
9356 22 - RN 9952
9022 24 = RV 9552
8689 26 = QAR 9152
8356 28 - -120.4
8022 30 - -115.5 ERIZER]
7689 32 - -110.7 ERY(VZR]
7356 34 - RUGK 36643
7022 36 = -100.9 [EelrZi]
6689 38 = -96.06 [z
6356 40 = -91.19 [EeiE%E]
6022 42 = -86.32 [EeilZE]
5689 44 = -81.46 [EeZlZk]
5356 46 ) -76.6  [RIVZR]
24306 ) -28.32 RN 36 -61.16 Pty 40 -102.7 lvrl 48 o -71.73 JRREER) 46 o -64.849
PIY(GY 40 = -31.8  EEVO] 38 o AR 19957 42 o -111.8 EGEN] 50 o -64.94 JRRZER) 48 o -44.4
25106 Y3 o -35.31 QXN 40 o -79.45 ENErEYg 44 o -120.9 [RIKER] 52 o -52.541 ERRIER) 50 o -25.37
25505 L] o -35.84 JREEO] 42 o LRl 19557 46 o EE 30050 54 o -40.157 ERZZR] 52 o -15.475
25905 L) o erRLN 14501 44 o -97.74 ERRYS 48 o -135.9 QRGN 56 o RANESY 32243 54 o -5.5793
PLRILY 48 = -28.44 JRELW] 46 = -104.9 Ity 50 = -117.5 |WPREER] 58 = -15.353 IEZR) 56 = 4.316
PLYY 50 = -24.73 IEYO] 48 = -92.63 |EELYg 52 = -99.06 [Pl 60 = -2.97 ERYEER) 58 = 14.211
27105 Y3 = -21.03 REE] 50 = -80.41 ENEIEYS 54 = -80.65 |Gl 62 = 9431 [EplK] 60 = 24.106
27505 T = -17.32 ] 52 = RN 18557 56 = -62.24 |WPLEEE] 64 = 21.833 ERIGZR] 62 = 34
27905 Y = -13.62 i 54 = -55.96 |E:REYg 58 = -43.83 pLlvE] 66 = 34.215 [elrZi} 64 = 43.894
28305 ) = -9.916 by 56 = SNl 18157 60 = -25.42 RGEN) 68 = 46.615 |PRLZE] 66 = 53.788
PLY(Y 60 = -6.212 NEPOl| 58 = -31.51 |RWELY4 62 = -7.01 PIREX] 70 = 59.014 |pic%¥k] 68 = 63.682
29105 Y3 o AU 15301 60 = -19.28 IRVaEY4 64 - 114 1023 72 - 71.413 |piZk] 70 - 73.575
PECY 64 - 1.196 [REZI] 62 - -7.05 Y4 66 - 29.81 690 74 - 83.793 1 71.736 - 82.17
PECY 66 - 49 15501 64 - 5.178 INEELTA 68 - 48.22 |WPIKEX] 76 - 96.191
30305 |GL - 8.605 L] 66 - WYX 17157 70 - 66.63 1 78.096 - 109.18 |
30705 QY - (PRI 15701 68 - 29.63 [letrg 72 - 85.03
[Z 72 - 16.01 L] 70 - 41.86 [l6Td 74 - 103.4
64910 NES - (N4 15901 72 - 54.09 [letrg 76 - 121.8
65310 Q) - 23.42 [Eh] 74 - 66.32 [lkird 78 - 140.2
65710 L - YRV 16101 76 - 78.55 1 80.512 - 163.4
66110 D) - 30.83 [lerivd 78 - 90.78
66510 KV - 34.53 [l 80 - 103
7 83.52 - 37.34 7 82.01 - 1153
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ANEXO 5

Tabla de valores correspondientes a la curva con linea continua y circulos verde de las graficas en la
Fig. 4-4. Para cada valor de x, se localizé el numero de elemento correspondiente a esa longitud. Los

datos mostrados en rojo indican el limite de la longitud L, y el inicio de la longitud L,. Ver Fig. 2.2.

ELEME
NT

170,801
170,201
169,601
169,001
168,401
167,801
79,751
79,501
77,501
75,501
73,501
71,501
69,501
67,501
65,501
63,501
61,501
59,501
57,501
55,501

49,501
47,501
45,501
43,501
41,501
80,250
82,250
84,250
86,250
88,250
90,250
92,250
94,250
96,250
98,250
100,250
102,250
104,250
106,250
108,250
110,250
112,250
114,250
116,250
118,250
119,700

k2 k3 k4
7 7 Otot |0 down EL,“E-:-VIE 7 Otot |0 down EL,“E-:-VIE 7 Otot |0 down ELEME
(MPa) | (MPa) (MPa) | (MPa) (MPa) | (MPa)
0 0 97.64 = = 98,951 0 413 = 99,451
0.6 | 10.770 - 1 96,951 2 349.8 - 97,451
12 | 14430 = 2 94,951 4 2954 = 95,451
18 | 18.160 - 3 92,951 6 241 - 93,451
24 4 90,951 8 186.6 = 91,451
3 5 88,951 10 1323 - 89,451
6 86,951 12 78.04 = 87,451
4 7 84,951 14 23.77 - 85,451
6 8 82,951 16 -30.49 = 83,451
8 - 23.74 9 80,951 18 -84.78 - 81,451
10 - 20.81 28,551 79,451
12 - 17.88 10 27,451 Y3 - -156.4 eyl
14 - 14.95 25451 L - -147.8 [EEEH
16 - 12.02 14 - 34.85 23,451 Y = -139.6 [ERLY
18 - 9.086 16 - 27.56 21,451 A - -131.3 PARCEY
20 - 6.156 18 - 20.26 19,451 KN = -123.1 ANl
22 - 3.226 20 - 12.97 17,451 Y] - -114.8 [REN(IN 30
24 = 0.2951 22 = 5678 15,451 KL = -106.5 [RVA(IN 32
26 - -2.635 24 - -1.615 13,451 K - -98.27 REN(IN 34 -169.9
28 = -5.566 26 = -8.907 11,451 KL = -90 13,701 R -158.7
30 - -8.496 28 - -16.2 9,451 40 - -81.73 IREN(IN 38 -148.1
32 = -11.43 30 = -2349 7,451 42 = -73.45 [N 40 -138.6
34 - -14.36 [N} 32 - -30.79 5,451 44 - -65.18 Al 42 -129.8
36 = -17.29 RN 34 = -38.08 3,451 46 = -56.9 [N 44 -121.4
38 - A7l 46,001 36 - -45.38 1,451 48 - -48.63 [EN( 46 -112.2
40 = -23.15 [EEXV 38 = -52.67 NG 42 = -85.38 WPRREN 50 = -41.79 RNl 48 -100.6
42 - -26.08 VXN 40 - -59.97 NG 44 - -91.29 EEIREN 52 - -38.78 RN 50 -87.58
44 = -28.08 WELNUN 42 = -67.27 ERNGH 46 = 972 ERRNEN 54 = -35.8 [PZEU 52 -84.43
46 - -26.73 KON 44 - -74.57 [Nl 48 - -100.9 EEEREN 56 - -32.82 QLK 54 -77.75
48 - -253 |WPXW 46 - -80.22 EERNN 50 - -95.31 WA 58 - -29.84 WPRKVN 56 -69.14
50 - -23.88 [WEXN 48 = -76.34 BRIV 52 = -89.03 EEEREN 60 = -26.86 [EUKVON 58 -59.96
52 - -2245 WCEVON 50 - -71.84 EEENGCON 54 - -82.75 WEAREN 62 - -23.88 [EZKVN 60 -50.82
54 - -21.05 [EKN 52 - -67.34 SN 56 - -76.48 QEXREN 64 - -20.9 [EZKION 62 -41.88
56 - -19.6  EEVGCI 54 - -62.85 WERNN 58 - =702 REERE 66 - -17.92 EEGKVN 64 -33.12
58 = -18.17 [PAWON 56 = -58.35 LNV 60 = -63.92 VAL 68 = -14.94 KN 66 -24.48
60 - -16.74 REZXCVON 58 - -53.85 VAN 62 - -57.64 WECREN 70 - -11.96 QEKVON 68 -15.92
62 = -15.32 EEEXCVN 60 = -49.35 EECNGIN 64 = -51.37 EIREN 72 - -8.987 [EVEN 70 -7.384
64 - -13.89 EERKVON 62 - -44.86 WK 66 -45.09 WERRECN 74 - -6.008 JEEXVeY 71.736 -0.1403
66 = <1246 QENCVN 64 = -40.36 RN 68 -38.82 QLRI 76 = -3.031
68 - -11.03 [EPXVN 66 - -35.87 QNN 70 -32.55 R 78.096 - -1.196
70 = -9.607 [EZXCVON 68 = -31.37 RMN 72 -26.28
72 - -8.18 QXM 70 - -26.88 NN 74 -20
74 = -6.754 QERXCVON 72 = -22.38 WK 76 -13.73
76 - -5.327 [RIKEWC) 74 - -17.89 WERNGN 78 -7.465
78 = -3.9 [RX 76 = -13.4 RSN 80.512 -3.388
80 - -2.473 |RIZXW 78 - -8.903
82 = -1.049 |RIXEWe) 80 = 4411
83.516 - -0.28 [RILHER0Y 82.013 - -2.083

107,150
109,150
111,150
113,150
115,150
117,150
119,150
121,150
123,150
125,150
126,800
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