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Introducciéon

Durante los afios de estudio de las diversas areas de la matema-
tica en la Facultad de Ciencias los estudiantes nos adentramos en
aprender el Calculo, Geometria, Teoria de Numeros, entre muchas
otras disciplinas. Es comuin que nuestra preparaciéon tenga entre
sus elementos fundamentales buscar y cuestionar el origen de las
teorias, y en este contexto es que frecuentemente nos preguntamos
sobre los autores y sus respectivas obras que son las bases de la
matematica que actualmente estudiamos. Asi, nos enteramos que
la geometria estd vinculada a los Elementos de Euclides o que la
mecénica tratada con el calculo y lo esté con los Principia Mathe-
matica de Newton.

Para el caso de la teoria de los ntimeros es frecuente encontrar
que la primera obra ya formal que se escribié para esta area fue el
Tractatus de Numerorum (Tratado de los Numeros) de Leonhard
Euler, y resulta que si es posible encontrar fragmentos de la obra
pero sélo en trabajos especializados, sin embargo la obra completa
no es de fécil acceso en otro idioma que no sea en el que se escri-
bio, que es el latin. Asi, después de haber realizado una busqueda
integral sobre estudios de la obra, los resultados obtenidos no fue-
ron muy satisfactorios. En realidad, es dificil encontrar un texto
dedicado especificamente al anélisis del Tractatus. Derivado de lo
anterior consideramos (el profesor César Guevara y el que presenta
esta tesis) que era oportuno hacer un trabajo directamente a partir
del Tractatus y estudiar su contenido. Cabe senalar que fue posible
trabajar directamente con la obra de Euler gracias a que el pro-
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fesor Guevara ya tenia desde el 2015 muy avanzada la traducciéon
al espaniol que realizo junto con el profesor de latin Ulises Bravo
de la Facultad de Filosofia y Letras. Es importante mencionar que
el analisis del Tractatus que se presenta en esta tesis no tiene el
objetivo de comentar cada uno de los pardgrafo que componen la
obra, éstos son 587, lo que haremos es dar un panorama completo
pero general del alcance de la teoria desarrollada hasta la muerte
del autor.

La tesis se divide en 5 capitulos e incluye 2 apéndices donde se
abordan los temas siguientes:

1. El capitulo 1 inicia poniendo en contexto el estado de la teoria
de los nimeros cuando Euler lleg6 a San Petersburgo y que
a partir de esa época se le despertaria un gran interés por los
temas aritméticos. Se muestran las posibles influencias que
se pudieron dar entre los libros aritméticos de los Elementos
de Euclides y el Tractatus. Se plantea una separaciéon del
contenido del Tractatus en cuatro secciones teméticas, que
son los capitulos dos al cuatro de la tesis.

2. El capitulo 2 muestra el tema de primos y la controversia
que se genera por la definicion de ntumero. Euler expone las
propiedades de divisores y suma de ellos para poder llegar a
los resultados sobre ntimeros perfectos pares e impares. Aqui
se muestra la importancia que Euler le dio a las funciones
aritméticas o(n),7(n) y ¢(n) para desarrollar teoremas so-
bresalientes en el ambito de funciones generadores y teoria
de particiones.

3. El objetivo del capitulo 3 es estudiar los capitulos V al IX
del Tractatus, aqui se aborda el temas de residuos. Esta ma-
nera de Euler de ver a los niimeros enteros es novedosa, en
el sentido de que anteriormente se estudiaba la divisibilidad
solamente a través de divisiones que no dieran lugar a resi-
duo. Ahora, el estudio se centra en los residuos que deja un
niamero al ser dividido por otro, en particular los primos im-
pares. En particular se estudian aqui los residuos de enteros
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en progresiones aritméticas y geométricas, asi como divisores
de ntimeros de la forma a™ £ b".

. El capitulo 4 trata los resultados del Tractatus referentes a los
residuos que dejan potencias cuadradas, cibicas, cuartas y
quintas cuando son divididas por un primo p. En esta secciéon
del Tractatus aparece lo que conocemos como Criterios de
Euler para los residuos de potencias.

. El capitulo 5 abarca el estudio de los dos tiltimo capitulos del
Tractatus, ahi se analizan las dos formas cuadraticas binarias
22 + y? v 22 + 2y%. En esta parte de la obra encontramos
resultados referentes a primos que dividen a alguna de estas
formas binarias, o qué ntimeros pueden expresarse en alguna
de estas formas.
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Introduccion.

La teoria de los ntimeros es una de las areas de la matematica
més antiguas, pero, a la vez es de las que tenian menos desarrollo a
principios del siglo XVIII, es decir, mientras que en los siglos XVI
y XVII personajes como Descartes, Galileo, Cardano ya habian
sentado las bases para el desarrollo del célculo, élgebra, mecani-
ca, geometria analitica, entre otras, la teorfa de niimeros atravesd
por un periodo de rezago que llegd hasta las primeras décadas del
siglo XVIII, y so6lo hasta esos tiempos fue que pudo adquirir una
ruta de creatividad que la hizo llegar a ser una de las disciplinas
matematicas mas atractivas y fructiferas.

Podriamos datar sus inicios en la época de Euclides cuando
escribi6 los tres libros aritméticos para sus Elementodl] éstos son
del VII al IX. Esta gran aportaciéon de Euclides nos proporciond
las bases sobre las que construy6 la teoria de la divisibilidad, los
nimeros primos y el manejo de los primeros algoritmos. Asi, al
igual que la geometria, se hubiera esperado que después del letar-
go matemético por el que se atravesdé durante la edad media, la
geometria y el estudio de los naturales se retomara para llegar al
esplendor del renacimiento de las matemaéticas, pero éste no llegd

'Buclides [1994, tomo II].



para ambas disciplinas, si lo fue para la geometria, pero no de la
misma manera para la teorfa de los niimeros. Durante los siglos
XVI, XVII y parte del XVIII los textos euclidianos se publicaban
generalmente sélo con los libros del T al VI, ya que se considera-
ba que para ser una persona culta bastaba con que se conociera
esta parte de los Elementos, que era sélo geometria y la parte de
nimeros se excluia. Para especialistas de la matematica si existian
ediciones completas como las de Clavius o Tartaglia.

Fue hasta la década de los afios treinta del siglo XVII que
alguien fij6 su atencion de manera més profunda en los proble-
mas de nimeros, él fue Pierre de Fermat, y practicamente nadie
més abord6 de manera sistematica los problemas de aritmética.
Sus contemporaneos, por ejemplo Huygens, mostraron indiferen-
cia ante los resultados planteados por Fermat. Asi, a pesar de las
relaciones que sostenfa Fermat con Carcavi y Mersenne, no se lo-
gr6 una consolidaciéon de la investigacion de los temas aritméticos.
Después de la muerte de Fermat fueron escasas las aportaciones
asf como los interesados en estos temas.

De esta manera se llegb6 a los dias finales del siglo XVII nue-
vamente con un letargo casi como en el siglo X pero ahora sélo en
los temas de la Aritmética. Por otro lado, 4dreas de la matemética
y de la fisica-matemaética ya en plena madurez habian proporcio-
nado al mundo las ideas de lo que serfan sus obras fundamenta-
les sobre las que se seguiria construyendo su teoria; por ejemplo
Copérnico, Newton, Galileo, Descartes, Pascal, Cavallieri, etc., ya
habian publicado Sobre las revoluciones, Principios Matemdticos,
Dos nuevas ciencias, la Geometria, entre otras, que fueron obras
emblematicas en sus areas cientificas, ellas recopilaban gran parte
del conocimiento avanzado de la época y a la vez marcaban los
caminos de la investigacion para los que retomaran estas teorias.

De regreso a la teoria de los niimeros, era claro que no existia
una obra que marcara los caminos a seguir, es mas, no existia una
obra que recopilara los conocimientos aportados hasta el momento,
el tinico referente era Euclides con los libros aritméticos.



1.2. La historia cambid.

En las primeras décadas del siglo XVIII se darfa un cambio
importante que marcaria para siempre la manera de percibir el
estudio de los enteros. Esta historia inicié con el proyecto del Zar
de Rusia Pedro el Grande para crear la Academia de Ciencias
de San Petersburgo. A partir de 1714 convocd a personajes como
Johann Schumacher, Christian Wolff y Christian Goldbach para
que se encargaran del proyecto de la Academia, la biblioteca e
invitar a formar parte de ella a los mejores cientificos de Europa E|

Goldbach (1690-1764) fue un hombre de grandes relaciones pu-
blicas, conoci6 a Leibniz en 1711, Nicolaus Bernoulli, A. de Moivre
en 1712 y a Daniel Bernoulli en 1724, entre otros. Goldbach a tra-
vés de Nicolas y Daniel Bernoulli logré que el joven Euler —tenia
veinte anos— aceptara formar parte de la AcademiaEL y asi en 1727

2 La Academia de Ciencias de San Petersburgo fue el proyecto de Pedro
el Grande, Zar de Rusia entre 1682 y 1725. Pedro sabia que un cambio sig-
nificativo en la vida intelectual rusa tenia que basarse en el desarrollo de la
ensenanza. En 1701 fund6 una escuela de matematicas y navegacion (escuela
para navegantes, arquitectos, ingenieros e hidrégrafos). En 1715 se cred la es-
cuela naval para promover el entrenamiento practico y fundé escuelas en las
provincias para ensefiar las cifras (aritmética). Pedro queria que Rusia ascen-
diera a los primeros planos europeos en el trabajo cientifico, para lo que plane6
personalmente la creaciéon de la Academia de Ciencias, que entr6 en funciones
algunos meses después de su muerte.

Para iniciar el proyecto de la Academia, en 1720 el zar solicit6 a Christian
Wolff, profesor aleman de filosofia y fisica en Halle, que le ayudara en la crea-
cion de la institucion. Desde 1714 Pedro habia llamado a Johann Schumacher
para que se encargara de la biblioteca y en 1721 le asigno la tarea de establecer
contacto con destacados profesores extranjeros de Europa, asi como de traer
los més avanzados instrumentos astronémicos y fisicos.

3Después de ser rechazado para ingresar como docente en la universidad
de Basilea en 1727, fue invitado por Nicolas y Daniel Bernoulli para ir a San
Petersburgo y formar parte de la Academia que estaba bajo el mando y cuidado
de Catalina I; pero cuando Euler llegé en mayo de 1727 ella muri6. Pedro II,
el nuevo zar no consideraba importante el estudio de las ciencias, y ante tal
incertidumbre para la Academia Euler prefiri6 ingresar a la marina rusa. Con
la muerte de Pedro II en febrero de 1730, Ana Ivanovna asume el trono y, su
tolerancia con la ciencia hace que le ofrezca a Euler la catedra de fisica con lo
que él regresa a San Petersburgo en 1730 y permanecer en la Academia hasta
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llegb6 a San Petersburgo y tuvo su primer contacto con Goldbach.
La afinidad de intereses hizo que iniciaran una amistad y una re-
lacion profesional y, aunque Goldbach partié6 a Moscta en 1729 y
Euler estaba temporalmente ocupado en la marina rusa, sostuvie-
ron correspondencia desde 1729 hasta 1764. Esta comprende cer-
ca de doscientas cartas —las conocidas—, que abarcan temas tan
variados e importantes como: teoria de los niimeros, series, niime-
ros complejos, teoria de funciones, calculo, etc. Ademaés, en esta
correspondencia podemos encontrar el génesis de muchos de los
resultados que posteriormente publicaria Euler. La primera car-
ta del 13 de octubre de 1729 que le escribio Euler a Goldbach]
contiene comentarios sobre una de las ideas que habia trabajado
para el calculo de una funcién interpolante que permitia obtener
el factorial de valores fraccionarios o irracionales. [l

El primero de diciembre del mismo ano Goldbach le respondio,
v lo que predominé en la carta fueron los comentarios a la formula
para el factorial antes mencionadaﬁ Goldbach le senal6é que seria

1741.

4[Euler-Goldbach 1965, pag. 19].

5La motivacién de Euler para escribir esta carta estuvo a cargo de Daniel
Bernoulli, porque resulta que éste tltimo habia escrito una carta el 6 de octubre
de 1729 a Goldbach donde le planteaba que para una z positiva y A que tiende
a infinito, el producto

"2 3 4 A
A+ = . . ,
2 1+z 24z 34z (A-1)+z

acttia como funcion interpolante para valores no necesariamente enteros. Asi

propuso que
x—1 n .
x 1+ 1
l= lm (A+2 A
o=t (a+5) T

i=1

Cuando Daniel Bernoulli se percata que Euler se interesaba en este problema
le sugiere que le escriba a Goldbach y que le de a conocer su propuesta de que

1.2™m 2177n . 3m 317m Lqm 417m . 5m

. -=ml!
14+m 2+m 34+m 44+m ’

y asi es como se generd la carta del 13 de octubre de 1729 entre Euler y
Goldbach.
5Ver [Euler-Goldbach 1965 pag. 24].
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conveniente explorar con una expresion equivalente pero que ésta
ahora fuera de manera integralm

Después de que Goldbach termind con sus comentarios a la
formula antes expuesta, y casi para concluir la carta, le escribi6 en
el altimo péarrafo lo siguiente:

;Ha advertido usted la observacién de Fermat de que
todos los nimeros de la forma 22" +1, es decir, 3, 5, 17, etc.
son numeros primos? Pero él no afirma haberlo demostrado,
ni siquiera, hasta donde sé existe alguna persona que haya
sido capaz de demostrarlo.

Con este pequeno parrafo Euler dio inicio a una vida de extra-
ordinarias aportaciones a la teoria de los ntimeros. La respuesta de
Euler llego el 8 de enero de 1830 y le menciond que aiin no tenia
una solucién para los posibles primos de Fermat. Pero los dos anos
siguientes Euler mostr6é un interés ya no sblo en los posibles divi-
sores de los ntiimeros de la forma 22" + 1; su visién del problema
se dirigi6 al estudio general de los divisores de los nimeros con las
representaciones a” £ 1y a™ £ b".

Con esta carta de Goldbach de 1729 se abri6é una gran ventana
de interés en la que Euler ya no dejé de mirar el resto de su vida,
y asi la teoria de los ntmeros fue una de sus principales areas de
interés. Actualmente podemos contabilizar en la obra de Euler méas
de 800 trabajos publicados entre articulos y libros, repartidos en
aproximadamente 24 areas de la fisica mateméticaﬂ pero lo que
queremos hacer notar es que aproximadamente la sexta parte de
sus trabajos corresponde a teoria de nimeros, y mas todavia, de
la correspondencia y documentos que se encuentran en archivos la
misma proporcién corresponde a tépicos de teoria de ntimeros.

Euler abordé temas, en el A&mbito de la teoria de los ntimeros,
que ahora podemos clasificar en:

1. Primos de Fermat

"Estas cartas tendrian gran repercusion en lo que hoy conocemos como las
funciones gamma y beta.

8Una clasificaciéon se puede ver en el portal «The Euler Archive» cuya
direccion es http://eulerarchive.maa.org


http://eulerarchive.maa.org

2. Pequetio teorema de Fermat
3. Suma de cuadrados

4. Representacion de primos a través de formas cuadraticas bi-
narias

5. Ecuaciones diofantinas
6. Ultimo teorema de Fermat
7. Reciprocidad cuadratica
8. Funcién Zeta
9. Producto de Euler
10. Distribucién de primos
11. Pruebas de primalidad
12. Particiones de enteros, funciones generadoras
13. Fracciones continuas

14. Numeros algebraicos y trascendentes

Entre 1830 —cuando Euler respondié la carta a Goldbach res-
pecto de su pregunta de los ntimeros de Fermat— y 1832, Euler
parece que reflexiond sus ideas sobre aritmética y el mismo ano
publico su primer articulo sobre teoria de los ntmeros, éste es Ob-
servationes de theoremate quodam Fermatiano alitsque ad numeros
primos spectantibus ﬂ Como lo senala el titulo, el articulo contiene
el analisis de Euler de problemas de Fermat y entre ellos el que le

9 Observaciones sobre teoremas que Fermat y otros autores sobre nimeros
primos. A partir de aqui nos referiremos a los trabajos de Euler por la clasifi-
cacion hecha por Gustav Enestrom, que para el caso del articulo mencionado
es E26. El archivo completo se puede consultar en:
http://eulerarchive.maa.org.


http://eulerarchive.maa.org

propuso Goldbach en la carta de 1829@ Como se menciond, és-
te fue el primer trabajo de muchos con los que ahora si la teoria
de los ntimeros se consolidaba como una disciplina, con vida pro-
pia, dentro de las matematicas y proporcionaria grandes temas de
investigaciéon que posteriormente retomarian Legendre, Lagrange,
Riemann, Gauss, Galois, entre otros.

A Euler le agradaba la idea de exponer los grandes temas para
lectores novicios, por ejemplo, escribié la obra Elementos de Al-
geme cuyos primeros capitulos estaban pensados para un lector
inexperto en los temas algebraicos. Por otro lado, de regreso a la
teoria de los niimeros, parece que la segunda mitad del siglo XVIII
era el momento propicio para retomar la aritmética euclidiana, jun-
to con todas las aportaciones de Euler —pasando por Fermat—, y asi
crear la primera obra sobre teoria de los niimeros que recopilara
los conocimientos sobresalientes de la época y que fuera la base
formativa para cualquier lector interesado en hacer investigacion
en el tema de los enteros.

Euler trabajoé entre 1848-1850 en lo que seria el primer tratado
sobre los enteros, su titulo es Tractatus de numerorum doctrina
Capita XVI, quae supersun@. Desgraciadamente nunca termind
la obra, escribi6é 16 capitulos y éstos se publicaron péstumamente

10T a respuesta que escribié no se quedé en el estudio de los nameros de la
forma 22" + 1, sus ideas escalaron a ver como tenian que ser las sumas de
potencias a™ 4+ 1 para que el nimero pudiera ser o no un primo de Fermat, es
decir, tenia que ver como es n cuando a™ 4 1 es factorizable, y cémo cuando
no lo es.

El camino de su exposiciéon en el articulo se dirigié6 después a los nimeros
de Mersenne, es decir, aquellos de la forma 2™ — 1. Ahi sefiala que 2" — 1 es
compuesto cuando n no es primo, también observa que lo mismo pasa con
numeros de la forma a™ — 1. Y de aqui llevd su atenciéon hacia los nimeros
perfectos, aquellos de la forma 2"~'(2" — 1) donde (2" — 1) tenia que ser un
primo de Mersenne.

1Se puede consultar la edicién de John Hewlett de 1972. En la bibliografia
esta la referencia.

121,. Euler (1849), Tractatus de numerorum doctrina, Commentationes
Arithmeticae Collectae II, 504 575, Petropoli. [In Opera omnia 1.5, 182-283,
Genevae, 1944]. Tratado sobre la Doctrina de los nimeros, compuesto por X VI
capitulos, pero en toda la tesis nos referiremos a la obra como Tractatus.
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en 1849. En la seccién que sigue haremos una presentacion de este
trabajo.

1.3. Tractatus de Numerorum Doctrina.

Actualmente contamos con los dieciséis capitulos que dejé ma-
nuscritos y estamos casi seguros que la versién que conocemos no
era la que Euler pensaria enviar a la imprenta para su publicacion.
Los dieciséis capitulos contienen lo siguiente:

I. Sobre la composicién de los ntmeros.
II. Sobre los divisores de un namero.
III. Sobre la suma de los divisores de cada ntmero.
IV. Sobre los ntimeros que son primos y compuestos entre si.
V. De los residuos que se originan a partir de una division.

VI. Sobre los residuos que surgen a partir de una divisiéon de los
términos de una progresiéon aritmética.

VII. Sobre los residuos que surgen a partir de la divisiéon de una
progresion geométrica.

VIII. De los residuos que al ser divididos por un ndmero primo
dejan a la unidad como residuo.

IX. Sobre los divisores de los nimeros de la forma a™ &£ b".

X. De los residuos surgidos de la divisién de los cuadrados entre
ndmeros primos.

XI. Sobre los residuos surgidos de la divisién de los cubos entre
los ntimeros primos.

XII. De los residuos de la division de los bicuadraticos entre nu-
meros primos.



XIII. Sobre los residuos surgidos de la division de un sursdlido entre
ndameros primos.

XIV. De los residuos originados de la divisiéon de los cuadrados
entre los nimeros compuestos.

XV. De los divisores de los ntiimeros de la forma xx + yy.

XVI. Sobre los divisores de un ntimero de la forma zx + 2yy.

Consideramos que no es apropiado seguir inmediatamente con
el estudio de los dieciséis capitulos enunciados, haremos una pausa
para recordar qué es lo que Euclides expone en los libros aritméti-
cos contenidos en su obra Elementos. Creemos que es importante
recordar esto ya que al ser el Tractatus el primer proyectos de li-
bro introductorio para la teoria de los niimeros, seguramente Euler
tenia en mente lo planteado por Euclides, ya que él era el tnico
antecedente de un trabajo estructurado sobre los enteros[5]

1.4. Los libros aritméticos (VII al IX) de los
Elementos.

Los libros aritméticos dentro de los Elementos son:

VII. Proporciones, maximo comin divisor, minimo comun multi-
plo, primos relativos.

VIII. Progresiones, niimeros cuadrados y ciibicos.

IX. Factorizacion de primos, infinitud de los primos, nimeros per-
fectos.

13Fuler seguramente conocia muy bien los libros aritméticos de los Elementos
de Euclides, se sabe que para inicios del siglo XVIII circulaban por Europa
las ediciones de Tartaglia (1586), Mardele (1622), Henrion (1676), Zamberti
(1537), Gregorii (1703), Commandino (1575), Clavius (1574) entre otras, que
contenian los libros del VII al IX.



Los libros VII al IX de los Elementos tratan sobre lo que de-
nominamos los ntmeros enteros positivos, pero, se hace desde un
punto de vista «geométrico», donde el uso de las magnitudes de
segmentos representan a los nimeros enteros. Al tratarse de conte-
nidos sobre teoria de niimeros, esto parece inusual, pero el manejo
de magnitudes no altera la esencia de los resultados a la mane-
ra como los concebimos actualmente. En el libro VII aparecen las
primeras definiciones de unidad, divisorE nimero primo, maximo
comun divisor y diversas proposiciones que nos muestran el interés
de Euclides por exhibir propiedades de la divisibilidad, pero que en
su momento las visualizaba més desde la teoria de proporciones.
Ademas, en esta parte se encuentran —enunciados y demostrados—
el algoritmo de la divisiéon y el importante algoritmo para encontrar
el méximo comun divisor de dos enteros[5]

En el libro VIII encontramos proposiciones bésicas de divisibi-
lidad y sobre ntimeros cuadrados y ciibicos, asi como propiedades
de nimeros que se encuentran en progresiones aritméticas. Algo
interesante a resaltar es sobre las potencias que estudia. Una pre-
gunta natural serfa, ;si estudi6é los ntimeros con potencias cua-
dradas y cibicas, por qué no bicuadraticas, potencias quintas, y
demas? Esta tarea estuvo a cargo de Euler, quien retomé la idea
v si la generalizé, pero no es una coincidencia que Euclides se ha-
ya detenido en la tercera potencia, debemos tener muy presente
al leer esta obra que el enfoque es geométrico, y por lo tanto no
tiene sentido pensar en cuartas o quintas potencias ya que éstas
estarfan vinculadas a la cuarta y quinta dimensién, cosa que para
la matematica griega no tenia sentido.

En el libro IX hay resultados, definiciones y afirmaciones de
gran importancia que son retomadas por Euler. En primer lugar,
todo el manejo de los niimeros primos que llegan a una pausa im-
portante cuando demuestra la infinitud de ellos (la cual es pertinen-

MDurante toda la exposiciéon Euclides se refiere a las «partes» de un nimero,
como aquello a lo que actualmente reconocemos como divisores.

15Su importancia actualmente es indiscutible, y bajo ciertas modificaciones
menores, es adaptable a generalizaciones en otros anillos, por ejemplo el de los
polinomios.
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te decir, que es la que todavia se encuentra en los textos modernos
de teoria clasica de los ntmeros). Por otro lado, las discusiones
sobre divisores y la suma de los divisores llevan naturalmente a
caracterizar a los nimeros perfectos pares.

Es inevitable no pensar en las similitudes de ambos trabajos
aritméticos —Tractatus y Flementos—, porque si las hay. Ambos li-
bros empiezan con ideas similares sobre los ntimeros enteros. Aho-
ra, sin tomar en cuenta la evolucién del lenguaje o las respectivas
traducciones, ambas obras definen lo que es un niimeros de la mis-
ma forma: «una coleccién de unidades». De hecho, una referencia
més directa puede ser mostrada: en el libro IX de los Elementos de
Euclides, se enuncia y demuestra la proposicién sobre la infinitud
de los ntimeros primos, afirmacién que es retomada y citada por
Euler en el Tractatus en el paragrafo 134 del capitulo IV. Debemos
notar, sin embargo, que ambas obras, a pesar de que una influye en
la otra, son esencialmente diferentes. Por ejemplo, la obra de Euler
no menciona ni demuestra el algoritmo de FEuclides para encontrar
el maximo comun divisor de dos ntimeros; la lectura sugiere que el
lector ya tiene conocimiento de éste.

Algunos conceptos centrales en la teorfa de los ntmeros, co-
mo el de los nimeros perfectos, encuentran su nacimiento en estas
obras. En la obra de Euclides se define a un ntimero perfecto como
aquél que es igual a la suma de sus partes (o en el lenguaje mo-
derno, de sus divisores). El concepto es retomado en el Tractatus
pero con una modificaciéon que hasta hoy se conserva: un ntimero
perfecto es aquél cuyo doble es igual a la suma de sus divisores.
Como se discutird mas adelante, la diferencia radica en que ahora
se considera a un nimero n como un divisor de si mismo, y esto
facilita la clasificaciéon de los niimeros perfectos pares.

En este mismo sentido podemos considerar la definicién que
establece Euclides de un niimero primo: es aquél que es dividido
sblo por la unidad. De la modificacién que se mencion6 arriba se
deriva lo siguiente: para Euler, siendo n divisor de si mismo, un
nimero que no sea la unidad tendra al menos dos divisores distintos
(é] mismo y la unidad) y por lo tanto un ntmero primo es aquél
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que tiene exactamente dos divisores distintos.

1.5. Contenido general del Tractatus.

Mencionamos anteriormente que el Tractatus estd estructura-
do en dieciséis capitulos, pero consideramos que ellos se pueden
agrupar en cuatro grandes bloques tematicos que son:

1. Introduccién y propiedades bésicas;
2. Residuos y clases;
3. Residuos de potencias;

4. Representacion de nameros como formas cuadraticas (dos
casos)

Cada una de estas partes la estudiaremos con detalle en los
capitulos siguientes, pero antes daremos una breve explicacién de
cada uno.

Introduccion y propiedades bdsicas va de capitulo I al IV abar-
ca nociones generales de la teoria clasica, tales como propiedades
sobre divisibilidad, ntimeros primos, nimeros perfectos, la intro-
duccion de la funcion ¢ (que representa a los enteros positivos y
primos relativos con un ntimero y que son menores que él), mé-
ximo comun divisor, la funcién o (que representa la suma de los
divisores de un nimeros) entre otras. Estos temas constituyen la
primera parte de casi cualquier texto actual sobre teoria clasica de
ntmeros, y es el pilar sobre el que se han construido teorias nuevas
v que han motivado el estudio y la investigaciéon sobre los ntime-
ros enteros. Ademés, es importante senalar que este bloque es de
alguna manera equivalente a lo que Euclides expone en sus libros
aritméticos, pero sin querer insinuar que las formas de presentar
los resultados son semejantes, ya que ambas teorias matematicas
atienden a paradigmas diferentes y épocas muy distantes.

La segunda parte que va del V al IX corresponde al estudio
de la aritmética de los residuos que dejan los enteros cuando son
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divididos por un ntmero primo, también muestra de qué manera
se construye lo que hoy conocemos como las clases residuales (o
clases de equivalencia) y sistemas de residuoﬂ. Primero presenta
un ordenamiento en clases de los ntimeros de acuerdo al residuo
que dejan al ser dividido por un namero fijo. Las propiedades que
se exponen corresponden a lo que identificamos como aritmética de
los residuos, que son: la suma de dos residuos, el producto de dos
de ellos, el residuo de un producto, la cantidad de residuos en una
progresion, etc. Enseguida, Euler dedica el capitulo VIII a carac-
terizar a los enteros que dejan residuo uno cuando son divididos
por un entero d. Con estas herramientas, y como un preambulo
natural a la tercera parte aqui se estudian brevemente los residuos
de los ntumeros de la forma a™ + b".

La tercera parte es un estudio sobre los residuos de potencias.
Es claro que muchas ideas sobre la reciprocidad cuadratica debie-
ron nacer en esta obra. Esencialmente se estudian los ntimeros con
potencia n que al ser divididos por d dejan residuo uno, ademés
para d casi siempre primo aunque algunas proposiciones son para
un divisor d en general. La forma de estructurar la investigaciéon de
las propiedades pretende adaptar para los casos n = 3,4, 5 lo hecho
en el caso n = 2, que es donde son méas numerosos los resultados
profundos. Es precisamente este capitulo (el X) el més extenso de
toda la obra.

Finalmente, la cuarta parte contiene una exposicién breve so-
bre los residuos de los ntimeros que pueden ser representados por
expresiones de la forma 22 +y? v 22 4+ 2y%. Actualmente es sabido
que las formas cuadraticas binarias poseen increibles propiedades
relacionadas con la teoria de los ntimeros. A partir de esto, se han
desarrollado y estudiado otras ramas de las matemaéticas que han
contribuido al estudio de la teorfa de los nliimeros; por ejemplo, el
grupo modular PSL(2;Z) es central en la geometria hiperbolica,

1En esta secciéon también se estd gestando lo que hoy conocemos como teoria
de congruencias, lo que se esta exponiendo en estos cinco capitulos son la base
de la teoria que posteriormente Gauss llevaria a la notacién que actualmente
usamos para las congruencias.
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como lo es en la teoria de ntimeros, y que emana de manera natural
del estudio de las formas cuadraticas binarias. El estudio de estos
objetos en esta obra de Euler es el inicio, y sélo se concentra en los
residuos que pueden ser obtenidos a partir de estos nimeros. No
obstante, dejo las bases para futura investigacion y su legado sigue
siendo estudiado actualmente. Més aiin, dado que Euler no pudo
ver publicada esta obra en vida, no queda claro si tenia planeado
escribir s6lo dos capitulos sobre este tema; tal vez pudieron haber
sido més o cada uno con més informacion.
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Capitulo 2

Primera parte del
Tractatus

2.1. Divisibilidad, Primos y Perfectos

El anélisis de esta parte del Tractatus que comprende los capi-
tulos I al IV se presenta aqui a sabiendas que ésta —seguramente—
no fue la version que Euler consideraba como definitiva, y se desea
hacer esta aclaracion porque el trabajo presenta elementos que pu-
dieran ser criticados, ya sea porque se omiten algunos conceptos;
algunos son un tanto discordantes; posiblemente no queda defini-
do totalmente el perfil que quiere mostrar Euler en los dieciséis
capitulos, y pudiéramos mencionar otros puntos que darian lugar
al debate, pero consideramos que serfa injusto hacer una resena
critica del Tractatus ya que éste no fue terminado.

La clase de anélisis que presentamos —para este capitulo y los
que siguen— estard mas en la direccion de estudiar sus aportaciones
y cémo éstas trascendieron, asi como la manera en la que él retoma
a sus antecesores, y nos alejaremos definitivamente de un estudio
comparativo con textos actuales de teoria de los ntimeros.

Al iniciar la lectura del capitulo 1 del Tractatus no es posible
abstenerse de recordar el libro VII de los Elementos de Euclides;
éste inicia —sin una introduccién previa, al igual que Euler— con las
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definiciones:

Definicién 1. Una unidad es aquello en virtud de la cual cada
una de las cosas que hay, se llama una.

Definicion 2. Un nimero es una pluralidad compuesta de uni-
dades.

Por su lado, Euler inicia con estdT}

1. Numero es una multitud de unidades.

2. Cualquier niimero que se elija, éste indica cuantas unidades
estan contenidas en él.

Desde el inicio de ambas obras podemos notar las diferencias.
Mientras que en Euclides ya encontramos un orden constructivo
que parte de definir qué es la unidad y a partir de ella se construyen
los ntimeros; en Euler se ve una manera mas directa. El en primer
lugar define como se estructura un namero, es decir, que con cierta
cantidad de unidades formamos un ntmero, pero en el enunciado
que sigue en el Tractatus parece que estd en una clase de regreso
que nos dice que si tenemos cualquier nimero entonces éste nos
indica la cantidad de unidades que lo componen. Aqui podemos ver
que no es muy clara la ruta que quiere seguir, incluso, parece que
estuviera redundando. Pero no hay duda que nos esta presentando
el concepto de namero.

No pretendemos comparar el Tractatus con los Elementos, cada
uno atiende a su perfil. Euclides por su lado, parece que en el libro
VII de su obra tiene como eje central la construccién del algoritmo
que le proporcionard la existencia de divisores comunes de dos
0 mas enteros, y a partir de ahi dara entrada a toda la teoria
de primos relativos, proporciones irreducibles y la existencia de
primos entre los divisores de un entero. Entonces, el algoritmo para
encontrar divisores comunes, o dicho de otra forma, el algoritmo
para saber si dos enteros son primos relativos es pieza principal del

libro VII de Euclides.

'En el caso de Euler no insertamos la etiqueta de «definicién» ya que €l no
lo hace, aunque intrinsecamente lo es, y con Euclides si se encuentra asi en los
Elementos.
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Por su lado Euler enuncia el mismo algoritmo euclidiano pero
hasta el final de su capitulo IV y ademés lo hace en una nota a
pie de pagina. Esto significa que definitivamente tienen diferentes
maneras de construir la teorfa que quieren exhibir, entonces con-
sideramos que sblo en ciertos casos —necesarios— recurriremos a la
comparacion.

De regreso al capitulo I, Euler nos presenta a los enteros po-
sitivos, sin duda podemos encontrar en este capitulo de la obra
algunos elementos que nos dan entrada a proponer que Euler ya
estaba cerca de enunciar alguna estructura algebraica de los ente-
ros, como la que hoy denominamos anillo. Esto es, en la exposicién
encontramos que su construccion de los enteros deja la posibilidad
de trabajar con negativos cuando enuncia en el parédgrafo 8 que es
posible restarle unidades a un entero para encontrar al antecesor
de cada ntimero, y aunque no enuncia directamente la existencia de
los negativos, si deja de manera explicita que el proceso de restar
unidades se puede hacer de manera continua, por lo que no niega
que se pueda llegar al cero y en consecuencia, de seguir asi a los
negativos. Es maés, el caso del cero es aparte, plantea su existencia
desde el paragrafo 5.

Desde las primeras proposiciones encontramos las piezas que
constituyen una estructura algebraica actual: con su definicién de
niimero como conjunto de unidades y la idea de miltiplo, se podria
dar paso a la existencia de una cerradura en la suma y producto.
A través de su planteamiento de un ntimero precedente —como ya
se mencion6— tendria a un elemento neutro. Posteriormente con su
definiciéon de indice y miltiplo plantea la conmutatividad. Podemos
seguir de esta forma y llegariamos a que sélo le falté6 mencionar algo
sobre la asociatividad para tener lo que es un anillo.

Pero atn podriamos llegar méas lejos con este tipo de anéalisis.
Como a partir del capitulo V empieza el estudio de los residuos
y mas adelante los sistemas completos de residuos (o también co-
nocidas como clases de equivalencia), entonces podemos ver en el
Tractatus a los enteros agrupados en conjuntos con caracteristicas
comunes —los residuos segtin el médulo— , y esta manera de agrupar
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facilita la expansion de cada conjunto, agregando todos los elemen-
tos de una misma clase en ese conjunto, y con la cualidad de que
basta solo un elemento para representarlos. Asi, tendriamos a par-
tir del Tractatus esta construcciéon de los enteros que sélo depende
de los elementos que representan a las clases del sistema completo
de residuos, y de paso podemos decir que ya estaba la idea de lo
que posteriormente se definié en el algebra moderna como conjunto
cociente.

Con lo mencionado en los tltimos parrafos queremos hacer no-
tar que el analisis del Tractatus se podria ir s6lo por el camino
de ver como encaja esta obra de Euler en el contexto del &lgebra
actual, y hacerlo asi serfa un perfil de estudio perfectamente va-
lido. Para el caso de este trabajo de tesis lo haremos de manera
combinada, es decir, analizaremos las partes desde la matemética
del siglo XVIII y cuando consideremos que la trascendencia de las
proposiciones llegd hasta la matematica actual, entonces usaremos
la mirada del siglo XXI.

2.2. Los ntimeros primos

Consideramos que en los capitulos I y II estan las partes que
forman la base para los resultados principales del capitulo IV, y
esta base son los ntimeros primos. En estos capitulos de inicio,
ya mencionamos que Euler construye propiedades de los enteros,
pero a partir del paragrafo 30 nos enuncia la primera definicién
de ndmero primo, y nos referimos a la primera porque lo hara
de varias formas en estos dos capitulos. Es interesante descubrir
que la controversia de la definicién de primo estaba presente en el
pensamiento de Euler y el Tractatus lo refleja. Seguramente en una
edicion final de la obra no hubiéramos encontrado tantas variantes
como si las hay en esta edicién, pero esto es una fortuna porque
nos permite saber como se gestaban las ideas que posteriormente
veriamos en las obras ya finales. La manera en la que aborda los
primos es como la presentamos a continuaciéon. En el paragrafo 31
nos enuncia lo siguiente:
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Si en la serie de nameros 1,2,3,4,5,6,7, etc., se elimi-
naran todos los miltiplos, los nimeros restantes no seran
multiplos de ningin nimero (puesto que hemos excluido a
la unidad). Estos niimeros se llaman simples o primos.

Se puede percibir que ésta es la presentacion de la criba de
Eratostenes, y en el pardgrafo 32 desarrolla el proceso para decir
que lo que queda después de la eliminacién es el conjunto

1,2,3,5,7,11,13,17,19, . ..

Aqui se nos presenta la controversia del uno, en primer lugar,
ipor qué en el paragrafo 31 no lo us6 para eliminar a sus multiplos?.
La respuesta es directa, pues si lo usa entonces elimina a todos los
enteros, pero esto ya esté atajado con el paragrafo 26, pues en él
enuncia que se quitard de la denominacién de los multiplos a los
de la unidad. Por otro lado dice que los que quedan son los primos
que son aquellos que no son miltiplos de nadie. Pero, entonces qué
pasa con el uno, resulta que no es de los que quedan porque nunca
lo us6 para eliminar a otros, y por otro lado si esta en la lista de
los primos. jPasa que el uno es el inico que queda por definicién
de que no es multiplo de nadie?

Tener al uno entre los primos no es una novedad en el Trac-
tatus, en otros momentos matemaéticos de Euler se presenta algo

semejante. Un caso se puede ver en la carta que le mandé Goldbach
a Euler el 7 de junio de 1742. Goldbach le escribe:

«[...]; de este modo quiero aventurar una conjetura: que
todo namero que esta compuesto [como suma] de dos name-
ros primos es a la vez un agregado de tantos ntimeros primos
como queramos (incluyendo la unidad), hasta alcanzar pu-
ras unidades [que es lo més a lo que se puede extender].»

Inmediatamente agrega estos ejemplos:

145
1414141 fi?+3 14243
4- {14142 6 { 1+1+1
5= ) 1414142
1+3 g 141414142
14141414141
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etc.

En la misma carta le anade a manera de nota margina lo si-
guiente:

Después de leer esto otra vez, considero que pudiera ser
demostrada con todo rigor para el caso n + 1, si sucede
para el caso n, y si n 4+ 1 puede ser dividido en dos primos.
Entonces la demostracion es muy fécil. Parece por lo menos
que todo nimero mayor que dos es la suma de tres niimeros
primos.

Como se puede notar esto es de donde se partioé para lo que hoy
conocemos como Conjetura de Goldbach, pero lo que queremos
hacer notar es el uso del uno entre los primos. Cuando Euler le
responde a Goldbach en la carta del 30 de junio de 1742 le dice lo
siguiente:

«que todo nimero que es resoluble como [suma| de dos
primos, puede [a su vez] ser representado como [suma] de
tantos primos como se quiera, puede ser ilustrado y confir-
mado por una observacién, misma que usted me comunicod
formalmente, concretamente, que todos los ntimeros pares
son suma de dos primos.»

«Supongamos que el niimero propuesto n sea par, por lo
tanto es una suma de dos ntimeros primos, y entonces n — 2
también es una suma de dos ntimeros primos, por lo que n
también es una de tres, y también 4 y asi sucesivamente.
Pero si n es un numero impar, entonces es una suma de
tres numeros primos, ya que n — 1 es la suma de dos, y
se puede seguir resolviendo las demas sumas. Sin embargo,
que todo ntmero par sea la suma de dos ntimeros primos,
lo que considero un teorema correcto, es algo que no puedo
demostrary.

La respuesta de Euler nos marca dos rubros: el del primer pa-
rrafo, donde acepta que la conjetura de Goldbach puede ser verda-
dera y admite —sin demostracion— que todos los nimeros pares
son suma de dos primos; el segundo parrafo, donde muestra que
si suponemos verdadera la relacién binaria entonces la terciaria es
posible.
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Pero lo que ahora nos interesa més no es la famosa conjetura, lo
que queremos resaltar, en el contexto del Tractatus, es que ambos
parece que estaban en sintonia con que el uno se hallara entre los
primos.

De regreso al Tractatus y al asunto de los primos, en los para-
grafos 33 y 34 encontramos la idea de que los primos no pueden
ser producto de dos enteros, ambos diferentes de uno, y esto lo
requiere porque enunciard en el paragrafo 34 que:

Todos los nimeros que no son primos se llaman com-
puestos; a partir de esto es evidente que todos los niimeros
compuestos son miltiplos de otros niimeros menores; y és-
tos pueden ser primos o, nuevamente, multiplos de otros nu-
meros menores, y también éstos son multiplos de cualquier
producto que se quiera, y a la vez que son multiplos de ca-
da uno de sus factores. Se sigue asi que todos los niimeros
compuestos son reducidos, finalmente, a ser los miiltiplos de
los ntimeros primos.

Este paragrafo nos proporciona el resultado fundamental de que
todo niimero compuesto tiene un factor primo y esto sera la base de
lo que nos enuncia en el paragrafo 35 que es lo que conocemos como
el Teorema Fundamental de la Aritmética, aquél que nos indica que
todo entero se puede escribir como un producto de primos (entre
diferentes y repetidos).

En los paragrafos 50 y 53 recapitula un conjunto de resultados
previos sobre la clasificacion de los enteros segtin su cantidad de
factores primos que lo forman, pero a lo que vamos es que cuando
presenta a los que sélo tienen un factor primo nuevamente el uno
esta entre ellos.

En el Capitulo 2 que tiene como tema principal a los divisores
de un nimero nos presenta otra definiciéon de ntmero primo. En el
paragrafo 61 enuncia que «|[...| si p denota un ntimero primo, sus
divisores seran, 1 y p, y no tiene otro mas que éstos». Pero lo que
esta en el paragrafo 62 nos muestra como se estaba ajustando la
teoria de los primos, ahi define lo siguiente:

Por lo tanto los niimeros primos [...] tienen solamente
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dos divisores. Y se excluye [de entre ellos a] la unidad, ya
que tiene un solo divisor, por eso es que a la unidad no suele
considerarsele entre los niimeros primos.

Aqui ya tenemos una restriccién para la unidad en cuanto a
que se le permita ser un primo, y usamos el verbo permitir porque
pensamos que eso esté pasando, es decir, cuando Euler ya enuncia
que la unidad no es primo lo hace sin un fundamento sélido, porque
sf esta diciendo en el paragrafo 61 que un primo p es aquel que sé6lo
lo divide el uno y el mismo p, entonces al uno si lo divide el uno
y €l mismo, aunque coincidan. Incluso, Euler en el paragrafo 62
dice «la unidad no suele consideréarsele entre los nimeros primos»,
y la frase no es totalmente excluyente, parece que da lugar a que
bajo ciertas circunstancias si se le considere primo, como pasd en
los intercambios con Goldbach.

Si en la matematica euclidiana no tomaban a la unidad como
primo, entonces jqué pasé?, por qué se encuentra tanta duda en
el Tractatus en cuanto a los primos, jpor qué Euler no asumio
el entorno euclidiano de la aritmética para no tener dudas con la
unidad? A continuacién trataremos de resolverlo.

Posiblemente el entorno axiomatico de los FElementos —en la
parte aritmética— no logré convencer a Euler de que tenia que asu-
mirla tal como estaba planteada. Ya mencionamos que en Euclides
un nﬁmer(ﬂ es «una pluralidad compuesta de unidades», y mas
adelante en la definicién 12 enuncia que «Un ntmero primo es el
medido por la sola unidad», es decir, nos deja ver desde el inicio
que un namero no es dividido por si mismo. En lo que corresponde
al planteamiento de niimero nos senala que son una pluralidad de
unidades, pero no menciona la posibilidad de que sélo la unidad
pueda ser niimero, porque en la primera definicién, cuando define
unidad, parece que le da un estatus mayor, pues ella es como un ge-
nerador, y que no necesariamente tiene que ser un segmento, puede
ser algo de otra naturaleza. Entonces parece que en este contexto

2En el entorno Euclidiano existian diversas opiniones sobre qué es un ni-
mero, pero una digna de ser recordad es la de Aristoteles que dice «la unidad
no es un namero (Metafisica 1008a6), sino solo el principio de un nimero»
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de los Elementos la unidad no es un nimero, éstos empiezan a par-
tir del dos. Y en cuanto a los primos, resultara que si los niimeros
inician a partir del dos, entonces no tiene sentido pensar que la
unidad pudiera ser un primo, ésta ni siquiera es ntimero. Y mas
aun, como dice que un primo «es el medido por la sola unidady»,
entonces si el uno es considerado primo se tiene que admitir que
un namero es dividido por si mismo, y esto es inadmisible en los
Elementos.

Asi, se tiene que Euler se educo leyendo esta vision de los nu-
meros y parece que no le fue completamente satisfactoria. Para el
siglo XVIII la visién es otra y la justificacion de por qué el uno
podria ser primo atiende a otras causas. Podemos decir que los
euclidianos siempre tuvieron la razén en cuanto a los primos, el
problema fue no poder asumir siempre sus justificaciones, y parece
que eso sucedio en el Tractatus.

2.3. (Quién divide a n?

Después de presentarnos de manera intercalada entre los ca-
pitulos I y II sus definiciones y propiedades de los enteros —y en
particular de los primos— asi como de la certeza de que se pue-
den representar como productos de niimeros primos, ahora Euler
se adentra desde el capitulo II a construir la teoria de los divisores.
En primer lugar él ya sabe que un namero se puede escribir como
producto de otros ntmeros, incluso en el capitulo I exhibe lo que
llama «clases», que son los ntimeros que son producto de ciertas
cantidades de primos que pueden ser iguales o diferentes, y con
esto entonces ya puede extender la idea de miltiplo de un niimero.
En segundo lugar, aborda el tema de los divisores en el capitulo
II, pero ahora lo hara con base en el concepto de multiplo.

Lo que expone Euler respecto a la teoria de la divisibilidad po-
dria considerarse dentro de lo convencional de la época, pero sucede
que en la cuarta proposicién del capitulo II —que es el paragrafo
58— enuncia que:

Puesto que cualquier nimero es el nimero simple de si
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mismo, entonces la unidad es un divisor de cada ntumero.
Asi, cualquier niimero es el divisor de si mismo, y el cociente
existente es la unidad.

Aqui si tenemos un verdadero cambio que no parece notorio,
nos referimos a la parte que dice «cualquier ntimero es el divisor
de si mismoy, pues resulta que desde Euclides se habia considera-
do que esto no podia ser, es decir, un nimero no se consideraba
como divisor de si mismo, o en términos euclidianos, un nimero
no es parte de si mismo. Entonces, ;por qué en los FElementos no
consideran a n un divisor de n?

En las nociones comunes contenidas en el libro I encontramos
que

El todo es mayor que la parte.

En la definicion 1 del libro V se dice que

Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor,
cuando mide a la mayor.

Recordemos que la definicién 3 del libro VII de los Flementos enun-
cia lo siguiente:

Un numero es parte de un niumero, el menor del mayor, cuando
mide al mayor.

Se puede ver que desde las nociones comunes no se contempla
la posibilidad de que una parte pueda ser igual al todo, porque de
ser asf entonces ya no es una parte. En el entorno de la época eucli-
diana se tiene que considerar que la opinioén aristotélica contenida
en la Metafisica [1023b12]| seniala que «se llama parte en un sentido
aquello en que puede ser dividida una cantidad (pues siempre lo
que se quita de una cantidad en cuanto cantidad se llama parte de
ella|...]»

Lo que tenemos es que una parte —divisor en nuestra época—
es algo que se puede extraer del niimero mayor, y por la nocién
comin, tiene que ser menor que él, entonces todo parece indicar
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que a una cantidad no se le puede extraer su misma cantidad; dicho
de otra manera, un nimero no es divisor de si mismo.

Donde se percibe la primera diferencia entre que si un nimero
es divisor de si mismo o no, es cuando se aborda el tema de los
numeros perfecto. Por el lado de Euclides la definicion 23 del libro
VII describe que

Numero perfecto es el que es igual a sus propias partesﬂ

Y para confirmar que no considera al mismo niimero entre los
divisores, cuando enuncia y demuestra la proposiciéon 36 del libro
IX, que trata sobre el conjunto de ntimeros de la forma 27(27+1 1),
que demuestra que son perfectos, no estd considerando entre la
suma de sus divisores al mismo 27(2"*! —1). Euler en el Tractatus
(paragrafo 106) enuncia

[...] sipasa queﬁ J N =2N, el nimero N seré un niimero
perfecto.

Ahora, jesta diferencia es algo importante? o ;s6lo fue una
actualizacion del concepto que se dio en el siglo XVIII? Para esto
veamos como fue que ambos abordaron el teorema de los niimeros
perfectos, éste se enuncia de la siguiente manera:

Un entero par es de la forma n = 2P~1(2P — 1), donde
2P — 1 es primo, si y s6lo si, n es un namero perfecto par.

Euclides por su parte demostré que

Si un entero par es de la forma n = 2P~1(2P — 1) donde
2P — 1 es primo, entonces n es un namero perfecto.

Pero el enunciado original en los Elementos, proposiciéon 36 del
Libro IX, dice:

Si tantos ntimeros como se quiera a partir de una unidad
se disponen en proporcion duplicada hasta que su [suma)| to-
tal resulte [un ntimero| primo, y el total multiplicado por el

3En términos actuales dirfamos: M entero positivo es namero perfecto si
M es igual a la suma de sus divisores propios.

4El simbolo f x se refiere a la suma de divisores de un entero x, es notacién
propia de Euler.
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ultimo produce algin numero, el producto serd [un nimero]
perfect(ﬂ

En notacién moderna decimos que se tendria una sucesién de
segmentos de magnitud 1,2',22,23 24 25 .. 2771 que se encuen-
tran en proporcion duplicada (es decir, la longitud de cada segmen-
to es el doble del que le precede) y cuya suma resulte ser un primo
M. Ahora, si M se multiplica por el dltimo término de la sucesiéon
que es 2" entonces, se obtiene el producto y aunque Euclides
no lo menciona explicitamente si deja ver que M es 2" — 1. Asi,
en notaciéon y lenguaje actual se tiene que si un ntmero es de la
forma 27~1(2" — 1) con 2" — 1 primo entonces es perfecto par.

Cabe senalar que en los Elementos solo se llega a mencio-
nar como ejemplos de ntimeros perfectos a 2271(22 — 1) = 6 y
a 2371(23 — 1) = 28 . Es Nicémaco quien proporciona los dos si-
guientes: 2°71(25 — 1) =496 y (2771)(2" — 1) = 8128.

Euclides en la anterior proposiciéon 36 muestra una ley de cons-
truccion de los ntimeros perfectos, es decir:

1421 =3 3 es primo entonces 2! x 3 = 6 es Perfecto
1+28+22=7 7 es primo entonces 22 x 7 = 28 es Perfecto
1+2'+22 423 =15 15 no es primo  entonces 23 x 15 = 120 no es Perfecto

14+2' 422423424 =31 31 es primo entonces 2* x 31 = 496 es Perfecto

Con este algoritmo queda establecida una condicion suficiente,
pero no necesaria, para hallar nimeros perfectos pares.

Pero recordemos que todo esto fue para tratar de responder la
interrogante sobre que n entero sea un divisor de si mismo, y que
si el cambio de concepto jsoblo fue una actualizacion que se dio en
el siglo XVIII?

Veamos qué pasa con la construcciéon euclidiana cuando n es
divisor de si mismo y cuando no lo es. Asi, de la proposiciéon eucli-
diana ya observamos que:

SHaciendo un breve paréntesis en el desarrollo de la exposicion, aqui se
recomienda leer la demostracién de manera euclidiana de la proposicién 36
que estd en un Apéndice de la tesis, para recordar como los griegos trataban
a los ntmeros desde una perspectiva de magnitudes.
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Se toma una suma apropiada de potencias de dos 1+2+22 423 4
... +2F = p, donde p es primo, y esta suma se multiplica por la
tltima potencia para obtener que p2* = 2F(2F+1 —1). Ahora, vea-
mos qué pasa con la suma de los divisores de este ntmero. Estos
son los conjuntos 1,2,22,23,...,2% vy p.2p, 22p, 23p, ..., 25" 1p, en-
tonces si sumamos ambos conjuntos tenemos que uno es (281 —1)
y el otro p(2¥ —1) = (2¥+1 —1)(2% — 1), por lo tanto, la suma total
es (2F — 1)+ (ML — D)2k —1) = M - D1+ (2F - 1)) =
2"€(2kJrl —1). Por lo tanto, la suma de los divisores propios es igual
al mismo namero. Pero, jqué pasa si ahora si consideramos a p2*
como uno de los divisores? veamos.

Entre los divisores de p2* ahora si consideraremos al mismo
p2k. por lo tanto sumaremos los conjuntos 1,2,2%,23 ... 2F y
p,2p, 2%p, 23p, ..., 2K 1p, 2p. v obtenemos como resultado (2'€+1 —
1) + (2k+1 _ 1)(2k+1 _ 1) — (2k‘+1 _ 1)(1 + (2k+1 _ 1)) — 2k+1(2k;+1 _
1) = 2(2%(2¥! — 1)). En resumen, la suma de los divisores es dos
veces 2F(2F+1 — 1), que es el doble del mismo resultado cuando no
se consideraba al ntimero como divisor de si mismo.

Hemos llegado a que no importa si se toma o no al nimero
como divisor de si mismo, porque a partir del enunciado euclidiano
no existe problema para extender el resultado. Entonces, hasta
esta parte parece que no considerar esta propiedad de la division,
corresponde més a los fundamentos que a la misma operatividad
de los enteros. Pero si queremos confirmar esto pasemos a ver si el
resultado siguiente de Euler, el que dice: si n es un nimero perfecto
par entonces es de la forma n = 2P~1(2P — 1) donde (2P — 1) es
primo, jtambién se puede demostrar sin que se considere que un
entero n es divisor de si mismo?

En los paragrafos 106, 107 y 108 Euler expone que

106. |...] si pasa que [N = 2N, el nimero N serd un
numero perfecto. Si aquél es par, sera de la forma 2"A,
con la existencia de un numero A impar, que es primo o
compuesto. Entonces, de cualquier modo N = 2™ A, y pasaré
que [N = (2"*! —1) [A = 2"T'A, dando lugar a que

fA _ 211,+1
A nFT_1*
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n+1

107. Y puesto que el numerador de esta fraccién ﬁ
tan solo supera en una unidad al denominador, el denomi-
nador A no puede sobrepasar [el nimero A] a la suma de
los divisores de A, asi pues, éste seré igual o menor. En el
caso anterior no existe solucién; en cambio en el primer ca-
so, no puede existir, a no ser que 2"t — 1 sea un nimero
primo. Por lo tanto siempre que 2"t! — 1 sea un nimero
primo, que a la vez es A, se obtendra un nimero perfecto
— 2n(2n+1 _ 1)_

108. Asi, todos los nimeros perfectos pares tienen la for-
ma 2"(2" T —1) donde 2"*! — 1 es un niimero primo, y esto
no puede suceder, a no ser que n + 1 sea un nimero primo;
adn asi no todos los nameros primos tomados en el lugar de
n + 1 generan un nimero primo con 27! — 1. [..|

Ahora damos nuestra interpretaciéon de este pasaje:

Define un nimero perfecto N como aquél que satisface [ N =
2N, después supone que el perfecto IV es par y por tanto puede ser
de la forma N = 2" x A con A impar, 2N =2-2" x A = 2"+ x A,
pero [ N = 2N, entonces 2" x A = [(2" x A), y como 2" y A
son primos relativos, se tiene que 2" x A = [2mx [ A.

Ahora, la suma de los divisores de 2" es [ 2" = 142+ 22423 ¢

oo 42" =21 1 entonces, 2" x A = (2" —1)x [A = ITA -

2n+1 2n+1 L
JnFT—7- Y& que o1 €S un nimero cercano a uno, entonces Euler

[N _

para aplicar un Lema propio: Si <5~ = 7 donde 7 es un nimero
pequenio y N es diferente de uno, entonces m > n y N = n. Asi,
con el lema pudo concluir que A = 2! — 1 y, en consecuencia,
como 2" x A= (2" — 1) x [A= [A=2""y por la forma
mencionada de A, se tiene que [ A = A+ 1. Por lo tanto se tiene
que A es un numero primo.

Finalmente, dado que N = 2" x A es perfecto pary A = 2"+ -1
es primo entonces N = 2" x (2""! — 1), obteniéndose por fin, el
reciproco de la proposicién 36 de Euclides.

En el articulo de De Numeris Amicabilisﬁ (publicado en 1750

y escrito en 1747), Euler trabaja con la igualdad ITA = 2317:

[Euler 1747].
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suponiendo que existe una ¢ tal que A =c- (2" — 1)y [A =
c- 2"y logra deducir que ¢ > 1 Después, llegarfan otros para
demostrar que ¢ = 1 . En ambas demostraciones se nota la falta
de una plena justificacion (desde nuestra perspectiva actual y no
en la época de Euler), desde que fTA = % hasta la conclusiéon
de [A=A+1.

Actualmente podriamos evitar la controversia que podria gene-

. A n+1 .
rar el uso de la igualdad IT = ﬁ y retomar la demostracion

de Euler desde la igualdad previa 21 x A = (2" —1) x [Ay
reescribir a la suma de los divisores de A como [ A = A+ ¢ don-
det =3y 44cad , para obtener: 2l A = (27 —1)(A +t).
Simplificando se llega a que A = #(2"*! — 1) por lo que ¢ | A,
pero, recuérdese que t es la suma de los divisores menores que A y
como t divide a A, entonces, t tendria que pertenecer al conjunto
de los mismos sumandos de ¢ lo cual sucede s6lo cuando t = 1
y, por consiguiente, [ A = A+ 1 con lo que se concluye que A
es un primo y ademas es tal que A = (2"T! — 1), por lo tanto,
N =2"x A=2"x (2" —1) con 2"*! — 1 primo. Entonces, con
estos ajustes queda la demostracion, pero es importante recordar
que todo esto se hizo bajo la premisa de que un entero se considera
como divisor de si mismo y por ello la definicién de perfecto cumple
con que [N = 2N y se usa ademéas la particion de los divisores
de Aen [ A= A+t donde t es el conjunto de todos los divisores
propios de A.

Por el lado de la definicion euclidiana de divisor, donde un
niimero no tiene entre sus divisores a él mismo pasa algo diferente.
Retomando la demostracion anterior tendriamos que [N = N y
del mismo proceso se llegarfa a que 2" x A = (2" — 1) x [A =

ITA = 237:1 y por lo tanto N = 2" x A = 2" x (2" — 1), que es

diferente a 2" x (2"*! — 1) que es a lo que se tiene que llegar.

Finalmente, tenemos un ejemplo de que si es determinante con-
siderar a un entero divisor de si mismo o no, ya mostramos que
bajo la definicién euclidiana de perfecto no se puede llegar a que
todo perfecto par es de la forma 2" x (27! —1). Con esto vemos
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que el pardgrafo 58 del Tractatus era méas que un enunciado del
tema de divisores, verdaderamente fue un cambio en la aritmética
euclidiana.

2.4. Perfectos impares y el factor de Euler.

En cuanto a los perfectos pares Euler ya estaba cerrando el
circulo —junto con Euclides— de las condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia y forma de estos niimeros. Pero, ya para
terminar el capitulo III del Tractatus Euler menciona lo siguiente
en los paragrafos 108 y 109:

108. [...] ademas de los nimeros perfectos pares, existen
también los impares, o no? Todavia nadie lo ha demostrado.

109. Si se diera un numero perfecto impar, es necesa-
rio que todos sus factores sean impares. Sea por lo tanto
= ABCD etc., es necesario |a partir de la definicion de
ntmero perfecto] que [A [ B [C [ D = 2ABCD sea un
nimero imparmente par. Por lo que entre las sumas de los
divisores [ A, [ B, [ C, [ D debe existir solo un imparmen-
te par, todos los otros serdn impares. Asi, todos los factores
A, B,C, D, con excepcién de uno, son niimeros primos con
potencias pares. Aquél que es la excepcion, en cambio, se-
r4 o un nimero primo de la forma 4\ + 1, que tendra una
potencia también de la forma 49 + 1. Entonces, tal namero
perfecto tendra la forma (4n+1)***1 PP  donde los niimeros
P son impar y un namero primo es de la forma 4n + 1.

Como podemos ver Euler ya se cuestionaba la existencia de los
perfectos impares, y actualmente seguimos en lo mismo, es decir,
Nno conocemos uno, pero tampoco podemos afirmar su inexisten-
cia. Pero el primer resultado sobresaliente respecto a los perfectos
impares lo aporté Euler en el paragrafo 109. El tuvo la visién de
poder caracterizarlos a pesar de no conocer a uno. En terminologia
moderna lo que enuncia en el pardgrafo 109 es:

Si n es un perfecto impar entonces n = q“pfﬁlpgﬂngﬁ3 2P

donde g =a =1 (méd 4) y q,p1,p2, ..., pr SON primos im-
pares diferentes.
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Actualmente identificamos al factor ¢* como «Factor de Euler».
Como se ve en los pardgrafos citados Euler solo enuncié el pro-
blema, ahora damos lugar a una demostraciéon tratando de seguir
los criterios del entorno de Euler.
Demostracion.

Como n es un perfecto impar entonces se tiene por defini-
cion queﬂ o(n) = 2n y por la factorizaciéon tnica en primos, n =
ABCD --- (estos divisores de n pueden verse como potencias de
primos diferentes entre ellos e impares).

Ahora, considerando que o es multiplicativa se tiene 2n =
0(ABCD---) =0(A)o(B)o(C)o(D)---. Ademas, dado que n es
impar se deduce que 2n es el doble de un impar y como dirfa Eu-
clides es un nimero «imparmente pary, es decir, 2n = 2(2A+1) =
4\+2 por lo tanto 2n = 2 (mo6d 4) , pero, ndtese que 4 1 2n (porque
si sucede que 4 | 2n , entonces, 4 | n o 2 | n lo cual no es posible ya
que n es impar). Asi, es importante sefialar que entre los factores
0(A)o(B)o(C)o(D)--- solo hay uno que es imparmente par y los
restantes son impares. Sin perdida de generalidad, tomese al factor
o(B) como impar y supongase que B es la potencia de un primo tal
que: B=P" = g(B) =c(P™)=P"+P" ' +...4+ P24+ P+1.
Como el primo P es impar y P™+P™ 1 +...4+ P24+ P+ 1 es una
suma de m impares més uno se deduce que el exponente m debe
ser forzosamente par para que se cumpla que el factor o(B) sea
impar. De esta manera B = P™ es una potencia par de un niimero
impar, por lo que, B sera un cuadrado perfecto. Concluyéndose por
tanto que todos los factores primos ABCD --- de n, a excepcion
de uno, seran cuadrados perfectos.

Por otro lado, sea o(A) el factor imparmente par de o(n), es
decir, 0(A) =2(2¢ + 1) = 4 + 2 entonces 0(A) =2 (moéd 4) . Y
sea A = ¢ donde ¢ es un primo impar, por lo que q es de la forma
4k +1 o 4k + 3 . Se afirma que ¢ es de la forma 4k + 1 porque si
q = 4k + 3 se tendria que o(A) # 2 (mod 4) lo cual contradice el
hecho de que o(A) es imparmente par; esto se concluyo6 al aplicar a
o(A) =0(q®) = ¢“+q¢* '+ +¢*+¢*+q+1 las dos propiedades

"Funcién suma de divisores.
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siguientes:

1. (4k+3)° =1 (mod 4) si s es pary (4k+3)° =3 (mod 4) si
s es impar, para las respectivas s = o, — 1,...,2, 1.

2. 0(¢*) =1 (mo6d 4) si « es par y o(q )_O(m(')d 4) si a es
impar donde 0(¢®) = q¢*+q¢* '+ + @+ +q+ 1.

a—1 j«

Asi, como q es de la forma 4k-+1 entonces 1,q,¢%,...,¢* 1, q
1 (méd 4) . Ahora, dado que o(A) = o(¢%) = ¢* +q¢* L +--- +
¢ +¢*+g+1 es una suma par cuya cantidad de sumandos es o+ 1
se deduce que « es ntmero impar, el cual, podria ser de la forma
44X+ 104X+ 3. Y por la estructura de las potencias de ¢ se tiene
que cada una es de la forma:

4k 4+ 1,4ko + 1,4ks + 1,4ky + 1,4ks5 +1--- 4k +1 =

l+g+@P+@+ ¢ =1+4ky+ kot k34 -+ ko) +a=

Aky + ko + ks + -+ ko) + (@41) =4k + (+1) = 2T =
o(A) = o(g°).

Por lo que, si &« = 4\ + 3 implica que T es par, esto es, 0(A4) =
2(2¢p) llegandose asi a una contradiccion ya que por hipotesis o(A)
es imparmente par. Por tanto, « = 4\ + 1 y por consiguiente

=1 (mod 4).

Por todo lo anterior, ha quedado demostrado que todo ntimero
perfecto impar n es de la forma n = qapfﬁ 1p§,8 220 . p,zﬁ " don-
de los ¢,p1,p2,...,p, son primos impares dlstlntos yqg=a=
1 (mod 4). O

Este resultado del Tractatus hasta nuestros dias es usado con
frecuencia por aquéllos que siguen investigando las propiedades que
podrian tener o no los perfectos impares

2.5. Funciones aritméticas

En nuestro anélisis de los niumeros perfectos usamos sin mayor
explicaciéon la funcién aritmética suma de divisores de un entero
n, denotada por o(n) (y en el original de Euler por [n). Ahora
dedicaremos esta seccion de la tesis al estudio de las funciones arit-
méticas dentro del Tractatus y nos referimos a o(n); a la funcion
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cantidad de divisores, denotada por 7(n); y la funciéon cantidad de
primos relativos positivos menores a n, denotada por ¢(n). En los
capitulos III y IV Euler construye las tres funciones aritméticas,
el III esta dedicado en su mayoria a la funcion o(n) y el IV a la
funcion ¢(n).

2.5.1. Funciones 7(n) y o(n)

Si nos quedamos solo con la exposicion del Tractatus podriamos
tener una interpretaciéon muy restringida de la manera en que Euler
usb estas funciones aritméticas, que pareceria que sélo fue para los
numeros perfectos. Pero, en realidad estas funciones las us6 para
desarrollar més resultados que presentaremos més adelante, ya que
primero proporcionaremos los antecedentes de las funciones que
seguramente Euler conocia.

De las primeras referencias que se tiene registro tenemos la de
Girolamo Cardano con su obra de 1537 Practica arithmetica et
mensuran disingularis (Aritmética practica y las mediciones indi-
viduales)ﬂ ahi enuncia que para un ntimero P que es producto de
k primos diferentes, la cantidad de sus divisores menor que P es
igual a

1424224 42k =0kF

En 1657 Francisci & Schooten publicé Ezercitationum mathe-
maticarum. LiberV. Sectiones trigintamiscellaneas, en las primeras
cuatro secciones (paginas 373-390) encontramos la més extensa ex-
posicién sobre la cantidad de divisores de un entero formado con
factores primos diferentes y si estan repetidos se agrupan para pre-
sentarse como potencias. Es interesante notar que nuevamente no
se considera al niimero como divisor de si mismo, ademéas expone la
progresion geométrica de las diferencias de las clases de niimeros
que estan formados con primos diferentes que crecen de manera
consecutiva, véase el ejemplo directo del libro (pag. 375):

8Referencia tomada de [Dickson 2005, tomo II pag. 51].
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La exposicién es extensa y detallada y cualquier interesado en
la funcién 7(n) que vivié a mediados del siglo XVIII debi6 de
haber tenido entre sus manos la obra de Francisci & Schooten. Euler
posiblemente conocia la obra, y entre la exposicién del Tractatus
y el Ezercitationum, en lo que corresponde a la 7(n), se tienen
claramente antecedentes de lo que se conocia a mediados del siglo
XVIIH. Citaremos un ejemplo, veamos los siguientes paragrafos del
Tractatus:

77. A partir de esto, parece que la regla para definir
la cantidad de divisores de cualquier nimero es facil. Sea
prgHr? s¢ la forma del ntimero propuesto; puesto que la can-
tidad de divisores del nimero p* es A + 1, entonces, la can-
tidad de divisores de p*¢* serd (A+1)(u+1); la del niimero
prgtr” sera (A +1)(u+1)(v+1), y la de este otro p*ghr”s®
serd (A + 1)(p + 1)(v + 1)(§ + 1). Pero la clase hacia la
cual debe referirse este namero esta indicada por el naumero
A4 p+ v+ £ que es la suma de los exponentes.

78. Pueden presentarse una infinidad de ntmeros de los
cuales se puede dar su cantidad de divisores. Si tal cantidad
es a, y considerando la existencia del niimero primo p, en-
tonces los nimeros buscados seran en la forma p®~!, siendo
p cualquier nimero primo.

80. De alli, si la cantidad de divisores es igual a 2, es
porque se tiene que solo se satisface para los nimeros primos

9No sabemos con certeza si Euler ley6 la obra, pero pretendemos sefialar
el tipo de teoria que hered6 Euler, ya sea de Francisci & Schooten o de otros
autores.
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o los numeros que estan contenidos en la forma p. Entonces

se tiene:
Cantidad de divisores Forma de los nameros
3 P2
4 P’ pq
5 p4
6 p°,p%q
7 p6
8 P’ p2q, pgr
9 P, p*¢?
10 P’ p'q
11 plO
12 P g, 0P, pgr
Ahora veamos uno del Ezercitationum
Quantitates datz mul- ‘ Multitudines par-
m_udmls partium tium aliquota-
aliquotarum. . ruin date.
A58, a° habent fingule [T
wiibe, 42763, l"é. wo! habeatﬁngulc ‘91
&b, a9* . &e. 92
ateh, g3 : 5.
‘185’1 "‘

94
wibicde, a'b1cd, abede, BB e*d, a7bcd, a*bedef, a7B ¢, abie, a7b'e, I

AV bed, 81 B3, a0t e, AV 67,41 5b5 a3 be, a3 B3, 8V b7, 4476, a5 of ')'a ]g;::;;
% 96
a®boc, a'3b°, '485, 7 97
a'ebict, 41088, a1 2b%, 49 o8l .
: l*l"'du*b*c‘ s‘b“s,ﬂ&’: #'4be, a19b4, 4453, 4495, 499 09
a1, . 100. J

En ambos trabajos encontramos exposiciones semejantes y di-
décticamente bien presentadas, donde la idea de tener una infini-
dad de numeros que tienen la misma cantidad de divisores esté
presente, y considerando que en nuestro primer autor un nimero
si se divide a si mismo y en el segundo no.
Antes de Euler la obra de Francisci & Schooten fue de las mas
completas, pero no la tinica que se adentré en el tema, y para
terminar con los antecedentes historicos de 7(n) —que a la vez po-
drian ser del Tractatus— debemos de recordar lo siguiente. Newton
en Arithmetica Universalis de 1732, en la parte De inventione di-
visorom (pag. 37) exhibe la manera de encontrar la cantidad de
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divisores de un ntmero, pero no intenta generalizar un resultado y
plantea una funciéon aritméticﬂ De forma semejante trataron el
tema John Wallis en su Treatise of Algebra en 1685 (capitulo I11) y
Pierre Rémond de Montmort en su Essay d’analyse sur les jeux de
hazard, en el corolario IV contenido en la primera parte (segunda
edicion 1713 pag. 55) aborda solo lo necesario para poder trabajar
sobre un asunto de combinaciones que es su verdadero objetivo.

En cuanto a la funcién 7(n) ya mostramos donde podrian en-
contrarse las posibles fuentes que Euler conoci6 para saber de ella,
ahora pasamos al anélisis de los antecedentes de la funcion o(n).

Nuestro primer personaje es Descartes, en sus (Fuvres de Des-
cartes volumen 10 y bajo el titulo de la seccion De Partibus Ali-
quotis Numerorum (edicion de Chales Adam y Paul Tannery 1908,
paginas 300 y 301) menciona de manera breve que la suma de los
divisores de la n-ésima potencia de un primo a es "“::117 y aqui
tenemos un resultado que ya no nos es ajeno en el Tractatus, pero
si es de senalar que nuevamente tenemos que para Descartes a™
no es en si mismo un divisor y lo quita, lo dice explicitamente.
También nos proporciona la formula del producto de un primo por
un compuesto y dice: «si b es la suma de los divisores de a, y x es
un primo, entonces la suma de los divisores de ax es bx+a+b>>|z|.
Después extiende su desarrollo para enunciar que la suma de los
divisores ax™ con a y x primos relativos es W .Y no
esta claro si tenfa una regla general para el producto de ntimeros
que son primos relativos, es decir, que

o(nm) = o(n)o(m).

Pero en una carta que le manda a Marin Mersenne el 27 de mayo
de 1638 le menciona que tiene una regla para encontrar el producto
de dos ntimeros si ya conoce el producto que representa la suma
de sus divisores.

0¥ cabe sefialar que parece que Newton al menos desde el ejemplo que
muestra ya considera a un niimero como divisor de si mismo.

"En el caso de que un nimero es divisor de si mismo entonces la suma de
los divisores serfa b(z + 1).
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Tenemos que hacer mencién que estos resultados posiblemente
no los conocié Euler, y menos la carta, pero lo exponemos ya que
eran temas de interés en los inicios del siglo XVII.

De la misma manera encontramos en la obra Algebra Trac-
tatus, 1693 (pag. 812), de John Wallis una carta que le envi6 a
Kennet Gigby el 4 de marzo de 1658, en ella le exponen diver-
sos problemas donde plantea que se puede cumplir la igualdad
o(nm) = o(n)o(m). En este contexto podriamos mencionar a Fer-
mat, G.W. Kraft, Frenicle pero ya sblo seria para decir que mos-
traban algunos casos particulares en sus obras o correspondencia.

Ahora podemos regresar a Euler y analizar que hizo con la
funcion o(n), tanto en el Tractatus como en otros trabajos.

Ya mencionamos que se podria tener una mala interpretaciéon
de qué tanto aportd con la funcion o(n) si nos quedamos solo con
la vision del Tractatus, —es més, se podria decir que no expone algo
que no se encuentre en lo hecho por Descartes, Wallis o Fermat—,
pero consideramos, después de estudiar la obra en su totalidad,
que el perfil de ésta —hasta los dieciséis capitulos que se conocen—
estaba cimentado sobre la idea de estudiar la teoria de residuos,
entonces, en este contexto no requeria mas de las funciones 7(n)
y o(n). Pero lo que si sabemos es que desde una perspectiva de la
teoria de particiones, de la que Euler es esencialmente el creador,
entonces la funcion o(n) si esté involucrada en resultados que son
verdaderamente sobresalientes. Ahora, expondremos lo contenido
en el Tractatus y posteriormente los resultados més sobresalientes
que se encuentras en otras de sus publicaciones.

A partir del paragrafo 82 del capitulo III Euler construye desde
lo méas elemental los conceptos de la funcién suma de divisores, y
como ya lo mencionamos antes cuando expusimos lo de ntimeros
perfectos «tal notacién f n represente la suma de los divisores del
namero ny (parafraseando a Euler).

Después, entre los paragrafos 83 al 89 construye los casos par-
ticulares de f n cuando:
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I) n es la potencia de un primo,

-1
/p1=p+1=pp ;
p—1

p
/p2=pp+p+1= 5

/p3=p3+p2+p+1=

y en general,

/pn:pn+pn—1_|_pn—2_|_...+1:pp_l

II) Cuando n es un producto de primos pq (paragrafo 85).

Los divisores son 1,p,q,pq entonces la suma de éstos
serd: 1 +p+q+pg = (1+p)(1+q)y por esto [pg =
(p+1)(¢+1). De igual modo sera la suma de los nimeros

de la tercera clase: [p*q = (pp+p+1)(q¢+1)y [pgr =
(p+1)(g+1D)(r+1).

III) n es producto de un entero (compuesto) por un primo o
potencia de un primo (paragrafo 87).

[-..] si el namero N se multiplica por el cuadrado del
nimero primo p, que no es parte de éste contenido en es-
te mismo, la suma de los divisores del producto Np? sera:
(1+p+p?)[N,o [Np?> = [N [p? y del mismo modo
serfa: [ Np® = [ N [p?, y asi sucesivamente.

IV) Da un producto de potencias de primos, e introduce la idea
de sigma multiplicativa (paragrafo 90).

Asi, si se tiene un numero N y es necesario encontrar la
suma de sus divisores, entonces [la operacién| se implemen-
tara en sus factores primos de esta manera: N = plg™r?s®
y el resultado es [ N = [p' [¢™ [p® [ s°.
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Aqui tenemos que la funcion suma de divisores es multiplicativa,
y aunque no estd una demostracion formal, podriamos decir que
el proceso expuesto entre los paragrafos 82 y 89 nos llevaria a
una induccién, pero no podemos esperar que la encontremos como
actualmente la entendemos, tenemos que considerar que en esta
época de la creacion del Tractatus, lo que hoy conocemos como
demostracién por induccién apenas estaba en sus primeras etapas
de gestacion, y Fuler fue el principal artifice de esta manera de
demostrar y que hoy es tan comun.

V) En los paragrafos 92 al 95 muestra una breve reflexion de
que la funcién [ N pueda ser par, impar y primo, dice que la
potencia de un primo par puede tener la [ prima, por ejemplo
[22=17,[32=13, [52=31, [ 4% = 31. Para el caso de la poten-
cia impar se tendra que f es un compuesto, por ejemplo en el 95
escribe:

Si N =p®, y como fp5 =14+p+pp+pd+p*+piesla
suma de sus divisores entonces [p® = (1+p+pp)(1+p?®) =
(1+p)(1+p+pp)(1—p+pp),y por lo tanto este ndmero
compuesto tiene en sus factores las sumas [de los divisores]
de valores inferiores, de tal manera que sea [ pPP=1-p+

pp) [p- [P*

En este mismo contexto no profundiza més pero seria un es-
tudio muy interesante conocer més sobre el contradominio de la
funcion [, y en particular cuando son primos, porque seguramente
los respectivos enteros del domino guardaran caracteristicas intere-
santes.

VI) El paragrafo 100 da una lista de [ entre 1 y 60 y menciona
que varios tienen el mismo valor, y en el pardgrafo 103 parece que
quiere ver cuales enteros N, junto con f N estan en una misma

proporcién dada, es decir, la pregunta es:N dada la proporcion -,
ipara cuales valores de N se tiene que v = 7*7 En particular

parece que se dirige a la construccion de los perfectos, por lo tanto

requerird encontrar los N que cumplan con la razén dada fLN = %,

que lo lleva a que [ N = 2N, que es la definiciéon de perfecto.
Practicamente aqui se termina lo que corresponde a la funcion
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suma de divisores, nuestra actual funciéon o(n), pero ya mencio-
namos que como consideramos que su objetivo es el tema de los
residuos y por otro lado el Tractatus no pretende adentrarse en
todos lo temas de la teoria de ntimeros, entonces parece que para
Euler con esta exposicién era suficiente. Pero no podemos pasar por
alto que si hacemos una comparacion con los texto actuales pode-
mos notar que tampoco es tan insuficiente lo que Euler expone en
el Tractatus sobre o(n), practicamente proporciona lo fundamen-
tal para que los interesados ahonden mas por su cuenta, porque
otras de las aplicaciones, ademéas de los perfectos seré en teoria
de particiones y funciones generadoras, pero esto tampoco es tan
comun en los textos actuales.

2.6. Particiones, funciones generadorasy o(n)

Para terminar con o(n) expondremos algunos resultados de
Euler, publicados en diversos anos, porque consideramos que son
muy importantes en la teoria de los niimeros y aunque estan al
margen del Tractatus, Euler fue el creador y pensamos que tienen
que ser mencionados en este trabajo para que no se quede una idea
de que Euler tuvo aportaciones limitadas en el campo de o(n).

2.6.1. Funcion generadora de o(n)

Definicién. Dada una sucesién de enteros ag, a1, as,..., a la
funcién polinomial

G(z) = ap + arz + agz® + . ..

la llamaremos funciéon generadora de la sucesion. Pero se puede
tener el caso de una sucesion generada para una funciéon f(z) con
dominio en los enteros no negativos, entonces la funciéon generadora
para f(x) esta dada por G(z) =Y 7, f(n)z".

Estas funciones las presenta Euler en varios trabajos, entre ellos
podemos mencionar el Introductio in analysin infinitorum publica-
do en 1748. Podriamos extender el estudio de estas funciones pero
so6lo nos restringiremos a la que desarrollo para el caso de o(n).
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En el articulo Demonstratio theorematis circa ordinem in sum-
mis divisorum observatum, escrito en 1754, pero publicado hasta
1760, desarrolla una funcion generadora para o(n), es de la siguien-
te forma

G(x) = Za(n)w” = Z 1n_$;n
n=1 n=1

En el articulo plantea que se tome la serie
Z =xz0(1) + 2%0(2) + 230 (3) + 2o (4) + 2°0(5) + ...

que relaciona directamente a los exponentes con los valores de o.
Ahora dice que si se desarrollan las funciones o(n) de acuerdo a
los sumandos que forman cada una y después se reagrupan los
términos, se obtiene
Z=1z+2>+23+2* +25+ .. ) +2@® +2* + 20 + 28 +
20+ )43+ 28+ 2% + a2 42+ )+ 4>t + 2 2
2104220 4 )45+ 20 2B 20 2?4 )+ 6(2b + 22+
ol a2 4230 )+
Lo que se tiene es un conjunto de series geométricas y al sumar
cada una se tiene lo siguiente

_ 12! n 22 n 33 n 4t n 5a° n (T n
Col—2l T 1—22 1 —28

1—2% 1—2% 1-—2a6 7
Por lo tanto podemos ver que de

) [e%9) na"
7= oman =3 1
n=1

n=1

Z

se obtiene una funcién generadora para o(n). Sabemos que es co-
mun en Euler que queden partes que se tienen que justificar mate-
méaticamente, y esta construccién no es la excepcion, pero en esta
parte del trabajo nuestro fin es mostrar algunas de sus aportaciones
a las funcion o(n).

Otro gran resultado que no puede faltar en los estudios actuales
sobre teoria de particiones, y que estd en el mismo articulo de
Euler, es el que sigue:
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Si n es un entero positivdE|7

o(n) =o(n—1)+o(n—2)+o(n—5)+c(n—7)+0(n—12)+o(n—15)+

o(n—22) 4+ (=1)F! [U(n— %22_]{> +cr<n— ?W;lfﬂ

Lo que nos esta presentando Euler es una relacién para encontrar
o(n) pero a través de las diferencias de n con los nameros de la
forma 3k22ik, donde los que tienen el signo negativo 3]“22_]’“
ntmeros pentagonales.

Antes de presentar la demostracion de Euler necesitamos enun-
ciar un teorema de teoria de particiones que no demostraremos
aqui, este se enuncia asi:

Teorema de los Niumeros Pentagonales.

Para todo entero positivo n

son los

o0
H(l—x”):1—x—x2+x5+x7—m12—a:15+:c22+---:

n=1

o
n(3n+1) n(3n—1)
1+Z +y (=) =
oo
1+ [pe(n) — po(n)]z"
n=1

donde pc(n) es el namero de particiones de n, con una cantidad
par de sumandos cada una; po(n) es el ntumero de particiones de n,
con una cantidad impar de sumandos cada una. Ademas, se tiene
que considerar que en ambos grupos de particiones los sumandos
son diferentes en cada una.

Este teorema de Euler es de una gran trascendencia para cono-
cer mas de la composicién aditiva de los enteros que en términos
menos tedricos nos enuncia que la diferencia de las cantidades del
nimero de particiones de n con una cantidad par de sumandos,

12Fn la siguiente igualdad considérese o(k) = 0si k < 0y o(0) = k.
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menos la cantidad de particiones de n, con una cantidad impar de
sumandos, es igual a 1, —1 6 0, que son precisamente los coeficien-
tes de

o0
H(l—x”):1—x—x2+x5+x7—x12—m15+x22+---

n=1

Lo mas sobresaliente es que los términos de la serie que tienen coe-
ficiente 1, es decir, los diferentes de cero son los de la forma?’k Lk
y entre ellos los de signo negativo son nuevamente los numeros
pentagonales.

Este teorema lo desarroll6 Euler en los articulos Evolutio pro-
ducti infiniti (1 —z)(1 — 22)(1 — 23)(1 — 2*)(1 — 2°) -+ ete. in
seriem simplicem y De mirabilibus proprietatibus numerorum pen-
tagonalium, ambos escritos en 1775[17]

Ahora regresamos a la demostracion de la igualdad

o(n) =o(n—1)4+o0(n—2)+o(n—>5)+o(n—7)+oc(n—12)+o(n—15)+

o(n—22) + -+ (=1)F! [a(n— ?’1622_1€> —|—a<n— %2;]{;)}

Demostracion:
., [o.¢]
De la func1on generadora Z de o(n) quees: Z =3 > o(n)z" =
> 12, dividimos ambos lados entre x e integramos para ob-
tener

ZdSL‘ /Zl_xn :—Zlog(l—x")z
n=1

—log<ﬁ(1 —x”)),

n=1

13La clasificaciéon Enestrom es E541 y E542, respectivamente. Ver bibliogra-
fia de la tesis.
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y por el teorema de los ntimeros pentagonales aplicado en la igual-
dad de la derecha

Zd
—x:—log(l—m—x2+x5+m7—x12—m15+...)

derivando ambos lados de la igualdad

Z  —1—2x+ 52"+ 720 + 1221 + 152 — .

x l—z—2?2+25+27 —212 — 2154 ...

entonces

—x =222 + 525 + 727 + 12212 4+ 15210 — ..

7 =
l—z—2?4+25+27 -2 — 215+ ...

Al inicio Euler propuso que Z = zo(1)+220(2)+230(3) + 0 (4)+
250 (5) + . .., entonces multiplicando la tltima igualdad con el de-
nominador de la anterior e igualando con —x — 2x2 4 525 + 727 +
1222 + 152! se llega a una igualdad entre polinomios cuyos coe-
ficientes son iguales para cada x", por lo tanto cada coeficiente

cumple con
on)=ocn—-1)4+0cn—-2)+o(n—-5+aon—"7+

on—12)4+o(n—15)+o(n —22) +---+

(_1)FH {0<n B 3k:22— k:> +U<n B 3k22+ k:)]

que es lo que Euler queria demostrar.[]

Aqui terminamos una muestra de las aportaciones de Euler con
respecto a o(n), y podemos constatar que la lectura del Tractatus
si bien no se adentra en el estudio de o(n), si proporciona lo nece-
sario para llegar a una lectura de los otros trabajos mencionados
arriba, donde expone los resultados més especializados. Con esto
terminamos el analisis de las funciones aritméticas 7(n) y o(n), y
para terminar esta parte de las funciones aritméticas en el Tracta-
tus damos lugar a la funcion ¢(n).

44



2.7. Funcién aritmética ¢(n)

El capitulo IV esta dedicado en su mayoria al estudio de los
niimeros que son primos relativos positivos y menores a un nimero
dado, nos referiremos a la cardinalidad de este conjunto como la
funcion ¢(n), pero tenemos que mencionar que Euler no la definié
asi, el que la usa por primera vez de esa manera es Gauss en sus
Disquisitiones Arithmeticad ]

La exposicion de Euler sobre ¢(n) si es nueva, no podemos
mencionar antecedentes como fue en el caso de las otras funciones
aritméticas expuestas antes, y tampoco mencionaremos otros de
sus trabajos donde se aplica, porque su uso es tan extenso, incluso
dentro del mismo Tractatus, que preferimos ahora limitarnos a lo
que él expuso en el capitulo IV. El capitulo tiene el titulo «Sobre
los ndameros que son primos y compuestos entre si» y desde el
primer paragrafo (que es el 111) desarrolla los conceptos necesarios
para adentrarse en el estudio de los ntimeros que son primos entre
si, asi como compuestos entre si. Entre los paragrafos 117 al 124
desarrolla las formas para obtener la cardinalidad de los conjuntos
de primos relativos con un primo p; con un miltiplo de p; con
el producto de dos primos diferentes pg; con las potencias de un
primo como p?, p3, p"; el producto de la potencia de un primo por
otro primo diferente como p?q.

En todos los casos la metodologia es la de extraer de la cantidad
total aquellos que son nimeros compuestos para que sélo queden
los primos con el ntmero. Por ejemplo en el paragrafo 120 enuncia

[...] sl @ = 5p, los nimeros que poseen un divisor comun
con a, primero, son todos los divisibles por 5, que son una
cantidad igual a p; ademas son los divisibles por p, es decir,
P, 2p, 3p,4p ,y el mismo ntimero 5p, ya antes senalado. La
cantidad de niimeros compuestos con respecto a a es p + 4,
y la cantidad de los ntimeros primos con a es = 4p — 4 =
4(p — 1), es decir, aquellos que no son mayores al mismo a.

Se puede percibir que al nimero a = 5p le restard los multiplos

“Ver [Gauss, 1801].
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de 5 y de p y por esa razon llega a que ¢(5p) = 4(p — 1). Para el
caso general del producto de dos primos se tiene lo siguiente del
paragrafo 121

[...] sea a = pg donde ambos factores p y ¢ son primos,
desde la unidad hasta a se dan p ntimeros primos divisibles
por g, es decir, q,2q, 3q, . ..pq, después, hay ¢ nimeros que
son divisibles por p, es decir, p,2p,3p,...,qp, cuyo dltimo
naumero ¢p ya fue contado. Por lo tanto, la cantidad de los
nimeros que no superan a a, y que son compuestos con
respecto a a, son p+ g — 1, y los restantes, cuya cantidad es
=qp—p—q+1=(p—1)(qg—1), seran primos con a.

y podemos ver que esta planteando en el caso anterior, que se tiene
que quitar a pq los miltiplo de p y de ¢, pero, es muy importante
regresarle una vez el producto pg, porque de lo contrario se lo
estarfa quitando dos veces. Por lo tanto llega a que ¢(pq) = (p —
(g —1).

Con el mismo proceso para el caso a = p?q llega en el paragrafo
125 a que ¢(p?q) = p(p — 1)(g — 1). En los tres casos tltimos
Euler ya esta preparando el camino para enunciar que si a y b son
primos entre si entonces ¢(ab) = ¢(a)p(b), veamos los tres casos
anteriores: el primero, ¢(5p) = 4(p — 1) pero es igual a decir que
¢(5p) = ¢(5)é(p); en el segundo ¢(pg) = (p—1)(¢—1), que es igual
a ¢(pq) = ¢(p)9(q); el tercero ¢(pq) = p(p—1)(g—1) = ¢(p*)¢(q).

En el paragrafo 127 nos presenta una lista de once productos
cuyos factores son primos y potencias de primos, y en cada caso se
percibe de manera general que

o(p"q"rs?) = d(p")d(q") o (r®) (s%).

Es importante notar que en todos los casos se construye aumentan-
do un factor al niimero al que ya se le habia calculado la funcién ¢,
y atn asi se cumple la igualdad anterior. De esta manera Euler ya
dejaba el camino trazado para demostrar de manera general que

S(p'py°P5° - p") = d(p1)o(P3*)e(p5°) - - S(pi"),
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vy aqui es donde se expone la parte mas sobresaliente del capitulo
IV que es una demostracion por induccién de esta igualdad. Sabe-
mos que demostrar por induccién ain era una técnica en gestacion
a mediados del siglo XVIII, de hecho Euler fue de los que desarrolld
esta forma de darle sustento a ciertos resultados mateméticos, en-
tonces, bajo una lectura actual no esperemos encontrar un proceso
de induccién impecable, como si lo exigirfamos actualmente.
Demostracion por induccion:

La induccién se hace aumentando factores primos para que
asi crezca un entero. Entonces, por los pardgrafos 117 a 127 ya
sabemos que para un primo p se cumple que ¢(p) = p — 1, y como
ya se dijo antes se cumplird para més factores primos. Ahora, con
el paragrafo 128 podemos dar lugar al segundo paso de induccién,
esto sobre el hecho de que supondremos que se sabe como es ¢
para algiin M entero positivo —ya no tiene que ser un primo o
potencia de él-, entonces asumamos que ¢(M) = p, y veremos que
se cumple para un primo mas que multiplica a M. Esto es, para
M = pi"py®ps® - - pgs se tiene qu

(M) =pP* N1 — D3> Hp2 — 1) ..o i — 1) = pe

Ahora se considera el ntimero a = Mp, con p primo que no
es factor de M. Ya sabemos que desde 1 hasta M se tiene que
¢(M) = p, o como lo menciona Euler, la cantidad de compuestos
es (M — p), por lo tanto los compuestos desde 1 hasta Mp son
p(M —p), pero estos son respecto a M, porque falta considerar a los
multiplos de p que son: p,2p,3p, ..., Mp. Pero de estos multiplos
de p se tienen que quitar los que ya son compuestos con M, (porque
de no hacerlo los estarifamos quitando dos veces), y esto se hace
a través de ver que en los factores de p que son de 1 a M hay
(M — p) compuestos con M, por lo tanto (M — (M — p)) = p
son los miltiplos de p y que no tienen factores comunes con M.
Entonces, el total de compuestos que se le tienen que quitar a Mp

15 Actualmente reconocemos esta igualdad como

o0 = (1= 2) (1= 2 )+ (1= 2 ) = o08)005) . o).
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son: Mp—p(M — p) —p= p(p—1), que es el total de primos con
Mp, asi se llega a que

¢(Mp) = ¢(M)d(p).

Si se considera que

(M) =pP* M1 — Dps> 2 — 1) ..o Hpr — 1) =

entonces

o(P1'pe’p5? ... 05 p) = o(P11)B(pe*)P(p5?) - - - ¢(PS*) P (p)-

Aqui podriamos terminar y decir que el proceso se puede exten-
der aumentando factores primos para crear un nuevo numero, y
repetimos el proceso considerando que conocemos ¢ para el caso
anterior. Pero Euler extendi6 mas el analisis de los casos, y en los
paragrafos 130 y 131 consideré la posibilidad de que se multipli-
cara el nimero ya conocido M por un factor p", y ahora lo que
quiere conocer el la cantidad de ntimeros menores y primos con
Mp"™, es decir, ¢(Mp™). El procedimiento es semejante al anterior,
ya se tiene que los compuestos desde 1 hasta M son (M —pu) y de 1
hasta Mp™ son p™(M — u). Por otro lado los compuestos respecto
a p son
p,2p,3p, ..., (Mp" ")p,

pero de estos debemos de quitar a los que son compuestos con M,
y esto depende nuevamente de los coeficientes de p (para no tener
que quitarlos dos veces), por lo tanto la cantidad que se le quita es
p"L(M —p), entonces Mp" 1 —p" Y (M —p) = Mp" 1 —pn=tM —

p" = p" i y esta es la cantidad de compuestos miltiplos de
p que ahora si se quitan a los enteros entre 1 y Mp™. Entonces,

quitando los compuesto quedan los primos con Mp™ que son:
Mp" —p"(M — p) = p" = pp" M (p = 1) = p(p" = p" ")

y la dltima igualdad es la cantidad de primos con Mp", entonces
se obtiene

¢(Mp") = ¢(M)p(p"). O
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Con esto se puede ver un proceso de induccién que estda dentro
de los niveles de exigencia de la matemaética actual. Lo que Euler
demostro entre los paragrafos 117 a 131 lo podemos identificar con
una redaccién actual de la siguiente manera:

Teorema
Sin =l p" es ¢ it sentad
in=][_p;" es un entero positivo representado como pro-
ducto de potencias de primos, entonces

ot = [T i) = nlf[ (1-)

Euler tenia claro que una cosa era construir ¢(n) para cualquier
n y otra era aclarar que ¢p(mn) = ¢(m)p(n) para cualesquiera m
y n primos entre si, y precisamente en los paragrafos 132 y 133
escribe lo siguiente:

132. Como la cantidad de nameros que son primos con
p"™ y menores que éste es p"~!(p— 1), entonces a partir de la
proposicién precedente podemos concluir con absoluto rigor
que: si el nimero propuesto es = prghr¥sé etc., entonces,
la cantidad de los ntimeros primos y menores a éste seré:
P =g g = D r = 1)s (s — 1)

133. Asi pues, si los nameros M y N fueran primos entre
si, y si la cantidad de ntimeros entre 1 y M, que son primos
con M, es m; y si la cantidad de los nameros entre 1 y
N, y que son primos con N es n, entonces la cantidad de
nimeros primos con el producto M N, y no mayores a éste,
sera = mn.

Con esto finalmente muestra la claridad de sus ideas en cuanto
que ¢ es una funcién multiplicativa y terminamos el analisis de las
funciones aritméticas que Euler plantea en los capitulos III y IV
del Tractatus.
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Capitulo 3

Residuos de potencias,
clases y funcién ¢(n)

En las secciones I a IV del Tractatus mostramos que ahi se
encuentra la teoria necesaria para iniciarse en el estudio de los
nimeros enteros, as{ como en aportaciones importantes de Euler
dentro del campo de los ntmeros perfectos, los primos, la funcién
o(n), particiones y funciones generadoras y la funciéon aritmética
¢(n). Parte del trabajo ahi presentado atiende a las interrogantes
que se le plantearon en su primera llegada a San Petersburgo, y sin
duda resolvié problemas que estaban pendientes desde la aritméti-
ca de Euclides, Fermat, Leibniz, Descartes, Mersenne, y mostroé la
existencia de una nueva ruta para el estudio de otras propiedades
de los enteros, nos referimos al tema de las funciones generadoras
y particiones. Pero si se tiene que decir que todos esto temas no
daban lugar a la creaciéon de lo que ahora llamariamos una plata-
forma innovadora para la creaciéon de una teoria que diera lugar a
desarrollar una herramienta totalmente nueva con la que se pudiera
construir una rama diferente de la teorfa de los nameros/[]

'Es importante recordar que no debemos esperar que todos los resultados
sean innovadores en el Tractatus, ya que esta obra estaba pensada para ser una
clase de compendio para aquellos interesados en los temas de la aritmética
avanzada. Esta obra permitiria consultar lo temas més sobresalientes de la
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Con lo mencionado en el parrafo anterior no pretendemos mi-
nimizar el trabajo de Euler en esos capitulos, nuestro interés fue
preparar la entrada para decir que en este Capitulo III de la tesis,
en el que abordamos los Capitulos V al IX del Tractatus, expon-
dremos lo que conocemos como la teoria de los residuos, y esta
si fue una plataforma innovadora que sirvié de base a Legendre,
Lagrange y Gauss, por mencionar algunos, para crear resultados
importantes en la matematica.

Gauss en su obra Disquisitiones Arithmeticae publicada en
1801, en el prefacio escribe lo siguiente para justificar porque su
libro inicia en determinado tema:

Para que nadie se sorprenda porque comienzo asi desde
el principio |.. . ]E|7 debo explicar que cuando primero me en-
caminé a este tipo de investigaciones, a principios de 1795,
no estaba al tanto de los modernos descubrimientos en el
campo y no tenia los medios para descubrirlos. En efecto,
ocupado en otro trabajo, me encontré con un extraordinario
resultado aritmético (articulo 108) [...]; puesto que lo con-
sideré bellisimo en sf mismo y en vista de que sospeché su
conexion con resultados atin mas profundos, concentré en él
todos mis esfuerzos, con el fin de entender los principios de
los que dependia y para obtener una prueba rigurosa. Cuan-
do tuve éxito en esto, me atrajeron tanto estos asuntos que
no pude dejarlos.

El problema al que se refiere que lo publicéd en el articulo 108
de las Disquisitiones enuncia lo que sigue:

Teorema. —1 es un residuo cuadratico de todos los nu-
meros primos de la forma 4n + 1, pero es un no residuo de
todos los nameros primos de la forma 4n + 3.

La interpretacion es que si existe una z tal que si al dividir 22
entre un primo p el residuo es —1, entonces p siempre serd de la

aritmética y el lector posteriormente se podria remitir a los articulos del mismo
Euler que profundizaban mas en cada tema y encontrar todas su aportaciones.

2Cuando se refiere a «desde el principio» lo hace para indicar que el primer
tema del capitulo I es el de congruencias, pero abordadas desde una visién de
los residuos.
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forma 4n + 1. Si —1 no es el residuo entonces pasa que el primo p
es de la forma 4n + 3.

Lo que queremos que resalte es que para Gauss el tema de
los residuos de nimeros cuadraticos obtenidos de la divisiéon de
un primo le parecié sorprendente, y fue el estudio de los residuos
con lo que precisamente inici6 su estudio de los enteros en las
Disquisitiones. Gauss deja al lector el estudio de la teoria antigua
correspondiente a enteros, él considera que la teoria de los ntimeros
debe de iniciar con el estudio de las clases residuales, ya que esto
es lo nuevo y una base fundamental para los temas de aritmética
avanzada.

Deseamos que este preambulo gaussiano de los residuos sirva de
entrada a nuestra exposicion de los capitulos V al IX del Tractatus
porque ahi es donde Euler inicia con sus resultados sobre residuos,
y esta teorfa nueva en el siglo XVIII si construiria las bases para
grandes resultados matematicos que posteriormente se conocerian.

3.1. Residuos y progresiones

El los capitulos V y VI Euler expone el tema de los residuos
pensando en un lector sin antecedentes en el tema. En los paragra-
fos 140 y 141 enuncia lo que sigue:

140. Si el ntimero a no es multiplo del niimero b, sucede
que la division de éste [a] por aquél [b] no se puede realizar.
Al sobrante que se genera al dividir el ntimero a sobre un
multiplo de b se llama residuo nacido de una division. Asi, si
a = mb+r, r sera el residuo originado a partir de la divisién
del namero a entre b.

141. De aqui es evidente que el residuo r siempre es
menor que el namero b, que es el divisor; si pasa que fueran
iguales r = b, entonces una vez aumentado el indice del
miultiplo m con la unidad, éste seria el verdadero miltiplo
del mismo b, es decir, a = (m+1)b; y si fuera r > b, entonces
se hace crecer el indice m, y asi se reduciria r hasta que sea
menor que bf

3Es decir, si r > b entonces r = bt +c, con esto a = mby r = mb+bt+a =
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Lo que se plantea es que si se tienen dos enteros a y b, donde
a > b, entonces al dividir a entre b se tiene un residuo minimo r,
es decir, si a a se le extrae r entonces el resultado es un miltiplo
de b, es decir, (a —r) = mbﬂ Pero también se puede ver, como en
el paragrafo 140, que a = mb + r.

Euler nos hace ver que el residuo r tiene que ser uno de los
enteros del conjunto {0,1,2,3,...,(b— 1)}, y en el paragrafo 143
plantea una clasificacién de los enteros segtn el divisor que se elija,
si éste es b entonces nos dice que «para cualquier divisor b, todos
los niimeros pueden distribuirse en tantas clases, cuantas unidades
contiene b» , es decir, como el divisor es b, y el posible residuo puede
ser uno de los enteros contenido en {0,1,2,3,...,(b—1)} entonces
todo entero adquiere una de las formas bk, bk + 1,bk + 2, ..., bk +
(b — 1). Esas son las clases que mencion6é Euler en el paragrafo
143, y que actualmente identificamos como clases residuales o de
equivalencia.

Esta clasificacion que llamé clases fue un paso importante para
el estudio de los enteros, de esto se desprendieron miltiples con-
ceptos y resultados, que de no existir no podriamos entender lo
que actualmente es el algebra moderna.

En todo el capitulo V se exponen las bases fundamentales de
esta teoria de residuos y clases. Euler lleva al lector como en un
paseo recorriendo las clases y escudrinando qué puede contener
cada una de ellas y como la cantidad de clases depende del divisorf|
entonces la cantidad de ellas puede varias de maneras infinitas. Asi
Euler nos dice en el paragrafo 148 que

En consecuencia, cualquier nimero que esté en lugar de
cualquier divisor se puede identificar con determinada clase,
o esté expresado por una de estas formas, lo cual puede

(m+1)b+ a, con a < b.

4A partir de Gauss esto es lo que conocemos como la relacion de congruen-
cia, esto es, que como m divide a (a — r) entonces se dice que a es congruente
con r modulo m, se denota como a = r (mod b).

SEvitaremos, en la medida de lo posible, la tentacién de usar el término
modulo que es lo que directamente nos sugiere el contenido, y lo hacemos para
tratar de hacer una lectura lo més apegada posible al contexto del Tractatus.
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suceder de maneras infinitas, puesto que el nimero de los
divisores puede crecer infinitamente.

Lo que enuncia es que un entero puede pertenecer a diferentes
clases segiin el divisor que se esté usando, y como podemos elegir
una cantidad infinita de divisores, entonces se infiere que un entero
puede pertenecer a una infinidad de clases.

Con Euler el uso de los enteros negativos ya no daba lugar
a complicaciones, incluso ya forman parte de las nuevas clasifica-
ciones, y nos referimos a que ya contempla a los negativos como
parte de los residuos. Ademés, como ya se exhibio el uso de un
representante por cada clase, entonces le da lugar al uso de lo que
actualmente conocemos como un sistema completo de residuos, y
dentro de ellos ya contemplaba el uso de negativo, por ejemplo para
el divisor 9 se tiene el conjunto de residuos {0,1,2,3,4,5,6,7,8}
que corresponden a la clasificaciéon de los enteros que serian de
alguna de las formas:

9k, 9k + 1,9k + 2,9k + 3,9k + 4,9k + 5,9k + 6,9k + 7,9k + 8,

pero Euler nos plantea que la clasificacion también podria ser de
la forma

9k — 4,9k — 3,9k — 2,9k — 1,9k,9k + 1,9k + 2,9k + 3,9k + 4,
o de esta otra:
9k + 5,9k + 6,9k + 7,9k + 8,9k + 9,9k + 10,9k 4+ 11,9k + 12.

Lo que se nos indica es que la clasificaciéon de los enteros bajo
el divisor 9 puede ser de una de las tres formas listadas, las tres
son equivalentes, pero mas ain, se pueden tener una infinidad de
clasificaciones donde los residuos no tengan que estar expuestos
necesariamente en un orden consecutivo.

De lo anterior entonces se puede extraer a los residuos que
representan a las clases, y los sistemas completos de residuos son:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8},{—4,-3,-2,-1,0,1,2, 3,4},
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{5,6,7,8,9,10,11, 12}, respectivamente. Pero también podria ser
el conjunto {18,46, —25,12,—4,33,7,—10}, el cual ya no esta re-
presentado en los listados anteriores. De lo anterior se puede per-
cibir que la idea es tomar a un elemento de cada clase y con ellos
se forma el sistema de residuos, y aqui ya quedd explicito que se
pueden tomar residuos positivos y negativos, y ademaés es posible
formar una infinidad de sistemas de residuos, o clases de equiva-
lencia.

El uso de los sistemas de residuos si fue una estructura mate-
mética que dio lugar a plantear resultados de gran trascendencia
en el algebra, y estos conjuntos no fueron planteados antes que
Euler. Mas adelante se podra ver su uso dentro de algunas demos-
traciones.

A partir del paragrafo 157 y hasta el final del capitulo que
es el 166 se exponen propiedades aritméticas de los residuos, lo
que actualmente abordamos con las propiedades de congruencias.
Enseguida enunciamos algunas de las propiedades ahi contenidas:

157. Si el namero A al ser dividido por d, origina un
residuo «, entonces también los nameros A+d, A+2d, A+3d,
etc., dejaran el mismo residuo « al ser dividido por d. Pero
el nimero A + 1, al ser dividido por el mismo ntmero d,
daréa el residuo a + 1, y en general el namero A + n tendréa
un residuo « + n, y si éste excede al divisor d, entonces se
extrae éste cuantas veces sea posible hasta reducirlo a la
forma minima.

159. Tomado el divisor d, si el residuo a corresponde al
numero A; el residuo 5, en cambio, con el nimero B; la suma
de los niimeros A + B tendra asociado un residuo « + 3; el
cual es equivalente con o+ 3 — d, si acaso fuera a+ 3 > dﬁ

161. Si el niimero A es dividido por d y origina un residuo
«, entonces el doble 24 dara lugar al residuo 2q, o al residuo
2a — d; en cambio el triple 34 dara el residuo 3a, cuya
minima expresion serd 3a — d, o 3o — 2d, si éste es mayor

Desde el lenguaje de las congruencias podemos ver que si A = a (méd d),
B = 8 (mo6d d), entonces A+ B = a+ 8 (mdéd d). Si a+ 8 > d, entonces
a+f =d+r, entonces a+ 3 —d = r. Por lo tanto o+ = a+ S —d (mdd d),
entonces « + 8 es equivalente con (o + 8 — d).
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que d. Asi, en general, el residuo de cualquier multiplo nA
serd na, o na — md.

162. Sea d el divisor de A y « el residuo correspondiente;
si se divide a B y arroja residuo (3, el residuo a8 corresponde
al producto AB, pero si el residuo af es mayor que el divisor
d, este se puede recalcular a aff — d, o aff — md.

A partir del producto se puede pasar a los residuos de potencias
en el 164:

164. A partir de esto entendemos que, si el numero A
dividido entre d deja un residuo «, entonces el residuo aa
corresponde a su cuadrado A2; el residuo o corresponde a
su cubo A3 y al ntmero A" le corresponde el residuo a”,
el cual, al ser dividido entre d se puede reducir a su forma
minima.

Con estos resultados termina el capitulo V y ellos nos permi-
ten visualizar que el Tractatus tenia el proposito de acercarse a un
lector atin inexperto en esta disciplina, y esto se percibe en que la
mayoria de lo que se expuso en este capitulo es lo més elemental
de la teoria de residuos, ya que lo expuesto en los capitulos VI y
VII que tiene que ver con residuos de progresiones y potencias si
se puede encontrar en sus articulos como E271, E134 y E262, cu-
yos titulos son Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata;
Theoremata circa divisores numerorum; Theoremata circa residua
ex divisione potestatum relicta respectivamente.

Por los teoremas que se presentan en estos articulos se supo-
ne que el lector ya tiene los conocimientos béasico de la teoria de
residuos, por ejemplo el E262 inicia directamente con el teorema:

Si p es un ntimero primo y a es primo con p, entonces nin-
. , . ., ’ . |4
gun término de la progresion geométrica 1, a, a?, a®, a*, a®, a®,
etc. es divisible por el niimero p.

y en el caso de E134:

Si p es un primo, entonces todo nimero de la forma
(a+ b)P — aP — bP es divisible por p.
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En ambos articulos es necesario tener los conocimientos previos
sobre residuos, pero en el Tractatus si los expone previamente an-
tes de llegar a los mismos resultados senalados en los articulos. Y
es importante adentrarse en la comprension de los sistemas de resi-
duos y sus respectivas clases de equivalencia, topicos que también
omite en los articulos, pero que consideramos que son importantes
para tener una base tedrica mas firme. Se tiene que senalar que
en el caso de los tres articulos mencionados se exponen la mayoria
de las demostraciones de los teoremas que enuncia, y se presentan
con buena precision, por otro lado, en el Tractatus se presentan los
resultados de una manera mas didactica, de tal manera que parte
de lo méas elemental para construir toda la teoria, y en conjunto
todo queda muy autocontenido, pero la cantidad de los resultados
que demuestra son pocos en comparacioén con los que enuncia, es
decir, Euler nos presenta hasta el capitulo V del Tractatus un tipo
de compendio donde cubrira la mayoria de los resultados sobre di-
visibilidad y residuos, trabajo que no present6 en los articulos con
toda su amplitud, pero lo que si presenté en ellos lo hace con ma-
yor profundidad en las demostraciones. Lo que podemos concluir
hasta el capitulo V es que el Tractatus y los articulos son comple-
mentarios, el primero nos presenta una vision mas panoramica de
los temas y los otros complementan las partes formales.

3.2. Progresiones Aritméticas del Capitulo
VI

Con base en lo presentado en el capitulo V ya entra directa-
mente al estudio del conjunto de residuos que se obtienen de una
progresion aritmética, en el paragrafo 168 enuncia lo que sigue:

Se propone ahora cualquier progresion aritmética

a,a+b,a+ 2b,a+ 3b,a + 4b, a + 5b, etc.,

donde cada término se divide entre el divisor d. Del primero
se origina el residuo a, el cual no se repite antes de que se
llegue al término a + nb, cuya parte nb es divisible entre d.
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Después de este término los residuos seguiran en el mismo
orden como en el inicio.

El interés de Euler para trabajar en particular con progresio-
nes aritméticas no es algo fuera de contexto, ya que este tipo de
progresiones intrinsecamente habian estado presentes desde la ma-
temética de Diofanto. Recordemos la manera en la que se definen
a los nimeros poligonales diofantinos:

Los ntmeros poligonales son enteros no negativos construi-
dos geométricamente a partir de poligonos regulares. Los niime-
ros triangulares son aquellos que cuentan los puntos de un arreglo
triangular

“~ La sucesion de los triangulares es 0,1, 3,6, 10,15, ...

< De manera similar para los cuadrados es 0,1,4,9,16,25, ...

11 C
’ tj> Para el caso de los pentagonales resultan ser 0, 1,5,12,22, ...

De manera semejante se pueden construir los nimeros n-gonales
correspondientes para cada poligono regular de (m+2) lados, don-
de m esigual a 1,2,3,4,....

Algebraicamente, y que ya era una manera de abordarlos desde
el siglo XVI, se puede observar que para m > 1, el k-ésimo niimero
poligonal de orden m + 2 denotado por P, (k) es la suma de los
primeros k términos de la progresion aritmética que inicia en 1y
tiene diferencia m, asi la progresion aritmética es 1, (m+1), (2m+
1),3m+1),...,((k—1)m+1). Por lo tanto P, (k) es

mk(k —1)

k.
5 +

P (k) = 1+(m+1)+(2m+1)+- - +((k—1)m+1) =

Asi, se llega a un polinomio cuadrético en k, y con esto para

m = 1,2,3,... se tiene que P;(k) = k(kjl),Pg(k:) = k%, P3(k) =
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k(3k—1 .
(32 ) , corresponden a los triangulares, cuadrados y pentagonales,

respectivamente.

Esta breve exposicion de los poligonales nos lleva a recordar que
Euler se involucrd a un alto nivel con ellos, en el capitulo anterior
presentamos el teorema de los ntimeros pentagonales, y como éstos
estdn definidos a partir de progresiones aritméticas entonces no
debe de ser extrano que él las abordara en el capitulo VI para
estudiar sus residuos al ser divididas por un niimero d.

A partir de esto nos podriamos preguntar como es el residuo
del k-ésimo nimero poligonal de orden m+2, es decir, el residuo de
P,,(k) al ser dividido por d. Aunque Euler no trato este problema
en el Tractatus si podemos ver que estéd totalmente en el contexto
de las progresiones aritméticas, el estudio de los residuos y su in-
terés por los nimeros poligonales. Entonces podemos pensar que
seguramente Euler contemplo la idea de que los términos de una
progresiéon aritmética y sus residuos r; cuando se dividen entre d

se vinculan asi

1=1
(I14+m)=dg +r

(1+2m) =dga + 79

(14 (k= 1)m) = dqp—1 + %1

Por lo tanto, al sumar las igualdades se obtiene

y es interesante ver que el residuo del k-ésimo poligonal de orden
m + 2 al ser dividido entre d dejard un residuo Zfz_ll r; el cual
se tendria que estudiar para ver a cual es equivalente dentro del

sistema de residuos del ntimero d. Con esto podemos notar que
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para Euler tenia mucho sentido el estudio de los residuos de los
elementos de una progresiéon aritmética.

De regreso al Tractatus, Euler plantea que en una progresion
aritmética

a,a+b,a+2b,a+3b,a+4b,a+5b,...,a+kb,...

al ser dividido cada término entre d generara un residuo que es
menor que d. Se tendran dos casos, cuando (b,d) = 1 y cuando no,
es decir, (b, d) = g diferente de la unidad. Si (b,d) = 1 entonces la
progresion tendra a lo més d residuos y éstos se repetiran a partir
de que d divida a k. Euler escribi6 lo siguiente en el pardgrafo 168:

Del primero [de los términos de la sucesion] se origina
el residuo a, el cual no se repite antes de que se llegue al
término a+ kb, cuya parte kb es divisible entre d. Después de
este término los residuos seguirédn en el mismo orden como
en el inicio.

con esto entonces ya podemos sugerir que la progresion queda re-
partida en d clases residuales.

En los paragrafos 174 y 175 demuestra que en efecto si (b,d) = 1
entonces los residuos son exactamente una cantidad d, y ellos son
0,1,2,...,(d — 1), que no necesariamente aparecen en este orden.
Con esto entonces nos enuncia en el 176 que «si r fuera cualquier
nimero menor que el divisor d, entonces existe un término de la
progresion a + kb, donde k < d, el cual dividido entre d arroja el
residuo 7», esto es, las d clases son diferentes del vacio.

Para el caso de (b,d) = g # 1 entonces se tiene que b = Byg
y d = Dg, donde (B, D) = 1, y la cantidad de residuos diferentes
son D, Euler en el pardgrafo 170 menciona esto:

Si la diferencia de la progresion, que es b, fuera un factor
del divisor d, o si al menos b y d tuvieran un factor comun
g, de manera que b = Bg y d = Dg, entonces antes que se
llegue al término a + db, aparecera el primer residuo a; esto
puede suceder en el término a + Db, cuyo indice es D + 1,
puesto que Db = BDy = Bd es divisible entre d.
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Es interesante que todos los términos de la progresién quedan
repartidos sélo en d clases de residuos. Por ejemplo para la pro-
gresion 5 + 7k y un divisor igual a 28, se tiene que (7,28) =7,y
28 = (4)(7), por lo tanto el conjunto de residuos de la progresion
son cuatro, ellos son 5,12,19 y 26.

De regreso al caso (b,d) = 1 con los d residuos, Euler plantea
que se encuentre un elemento de la progresion aritmética a + kb,
si se toma un residuo determinado, es decir, pensémoslo como una
ecuacion, que dado el residuo r y el divisor d, encontremos x en la
progresion de tal manera que x = r + dg, o de manera equivalente
(a + kb) = r + dq. Para este caso si usaremos la notacion actual
de congruencias, ya que ésta nos permite visualizar de manera
directa que es lo que quiere exhibir Euler, entonces, nuevamente
planteamos que Euler quiere encontrar a x en la progresiéon tal que

x =7 (mod d)

si no contemplaramos que x tiene que ser de la forma a+ kb, enton-
ces se podria tener una solucién rapidamente, pero como se requiere
que sea de una progresiéon aritmética entonces Euler enuncia en el
paragrafo 181 lo que sigue:

[...] los términos que dejan los residuos dados pueden de-
finirse facilmente, mientras se haya distinguido el producto
pb, que dividido entre d deje una unidad. Como sucede con
el primer término a que arroja «, el término a+npb arrojaré
a+n.

Lo que nos presenta es que para encontrar el término a + kb
que deje un residuo dado r se tiene que encontrar p tal que
bp = 1 (mod d), donde (b,d) = 1. Esto es lo que actualmente
reconocemos como una congruencia lineal en p, o en otras palabras,
encontrar a p que es el inverso de b médulo d.

Asi, se quiere encontrar a x = a + kb tal que = = r (mod d).
Para esto considera al residuo o« médulo d del término positivo méas
pequeno de la progresion, este es a, y por lo tanto a = « (mod d).
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Enseguida plantea encontrar p en la relacion bp = 1 (mod d)lZl, y
con la congruencia anterior se llega a que a +bp = a+1 (mod d),
si 7 # « entonces se puede considerar la congruencia b(np) =
n (mod d), para cualquier n en los enteros. De lo indicado ahora
se puede tener la congruencia a + b(np) = o + n (mod d), y para
la n adecuada se tendrd que aw +n = r, y por lo tanto se obtiene
el término a + b(np) de la progresion tal que

a+ b(np) =r (mod d).

Consideramos que es importante mencionar que su plantea-
miento de usar un inverso modular fue importante, no sélo para
este problema, el uso del inverso fue fundamental para muchos
resultados que construyé dentro de la teoria de los niimeros.

3.3. Residuos de potencias

El capitulo VII esta centrado en la presentacion de la teoria
de los residuos de potencias, en los paragrafos 192 y 193 escribe lo
que sigue:

192. Generalmente representamos una progresion geomé-
trica como: a, ab, ab?, ab3, ab?, ab®, etc., cuyos términos si se
dividen entre cualquier nimero d daran siempre los residuos
que facilmente pueden obtenerse a partir de los residuos de
la progresion 1, b, b2, b3, etc., y que posteriormente cada uno
es multiplicado por a.

193. Entonces, esta cuestion de los residuos se refiere
principalmente para las potencias, de manera que el residuo
debe definirse como aquello que queda cuando cualquier po-
tencia b™ es dividida por cualquier namero d. Ademas con-
viene distinguir los casos en los que los niimeros b y d son o
primos entre si o compuestos.

"Encontrar p en bp = 1 (moéd d), no le seria dificil, ya que al usar su propio
resultado de b*¥ = 1 (mo6d d), entonces b(b*D~1) = 1 (mod d) y por lo
tanto se puede considerar p igual a b*@ 1,
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Podemos ver que la presentacién de los residuos de potencias
es tan vigente como las que hoy encontramos en los libros, con la
Unica variante que actualmente la encontrarfamos en términos de
congruencias.

A lo largo de este capitulo VII se encontraran las propiedades
aritméticas de potencias y residuos, algunas de ellas son el producto
de potencias y de sus respectivos residuos; para el caso en que by
d son primos entre si Euler exhibira que el conjunto 1,b,b%,b°, ...,
etc. s6lo tendra residuos que también son primos con d; se vera
que este conjunto de residuos primos con d formas un conjunto de
cardinalidad menor o igual que d y es lo que ahora conocemos como
sistema reducido de residuos; plantea que los residuos existen en
la progresion 1,b,b%,b3, ... etc., de manera ciclica. En el paragrafo
200 nos menciona esto:

[...] como los mismos residuos se repitan progresivamente
a partir de la potencia "™ y también desde el inicio, enton-
ces todas las potencias 7,5, b2 b7, b?", ... etc. generan
el mismo residuo r. Pero no sélo aquellas potencias dejan el
mismo residuo, también éstas [potencias| bt, b7t 2"t
p37*L .. etc., tendran residuo igual, y de esta manera tam-
bién las [potencias| bm, b"T™ p2ntm p3ntm ete.. divididas
entre d arrojaran residuos iguales.

Después de mencionar algunas de las propiedades que se en-
cuentran en este capitulo VII, podemos percibir que el contenido
tendra mas adelante como resultado aglutinador de las propiedades
a lo que hoy conocemos como el Teorema de Euler, enseguida
lo enunciaremos usando la notacién de congruencias

Teorema: Si N y x son primos relativos entonces

2N =1 (mod N).

@(N) es la funciéon aritmética que cuenta a los primos relativos
positivos menores que N.

Ya mencionamos que el Tractatus es un obra con perfil de com-
pendio y por tal razén no proporciona todas las demostraciones, y
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para el caso de los residuos de potencias Euler escribi6é en 1755 el
articulo ya mencionado Theoremata circa residua ex divisione po-
testatum relicta (Teoremas sobre residuos obtenidos por la divisiéon
de potecias) (E262). Para una lectura panoramica de la teoria de
residuos hasta llegar al teorema de Euler lo més apropiado seria
consultar el Tractatus, pero si lo que se quiere es adentrarse en
menos resultados pero acompanados de méas demostraciones, en-
tonces es apropiado consultar el trabajo mencionado (E262). Lo
que presentaremos a continuacién son los principales resultados
que proporciond Euler para los residuos de potencias y que se en-
cuentran entre el Tractatus y el E262, los resultados son muchos
més, y aqui s6lo abordamos los més representativos del tema.

Teorema 1. Si la cantidad de los residuos diferentes al dividir
a las potencias 1, a?,a,a*,a’ ... entre el primo p fuera menor que
p — 1, entonces se tendran al menos tantos nimeros que no son

residuos como los que son residuos.

Demostracion. Supongamos que A es la menor potencia de a
que deja residuo unitario cuando a* es dividida por p. Ademas,
si A < p — 1 entonces hay A residuos diferentes, y como hay
p — 1 ntimeros menores que p, debe haber al menos A no resi-
duos. Sean 1,a?,a®,a%,...,a* ! las potencias que dan \ residuos
diferentes cuando son divididos entre p. Ademés sea k un no re-
siduo, entonces ak,a?k, a3k, a*k,...,a» Yk tampoco seran resi-
duos, y ademés seréan diferentes entre si. Entonces se tiene que
ak,a?k,a?k,a*k, ..., a* "Dk que son A no residuos. Asi existen al
menos A no residuos que no se encuentran entre los residuos, su-
poniendo que A <p—1.0

Corolario 1. En consecuencia se tienen A nimeros que son
residuos diferentes, y son tantos como nameros diferentes menores
que p. Entonces, el niimero total de 2\ no podra ser mayor que
p — 1, porque no hay mas niimeros menores que p.

Corolario 2. Si a* es la minima potencia que deja residuo uno
cuando es dividida por p, entonces se tendria que A < p—1, y por
lo tanto no se tendria que A > %, por lo tanto se tendria que
A=loa<t,
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Corolario 3. Sea A la minima potencia, ésta es menor que p;
entonces serd o bien A\=p—10A<p—1;si A < p—1, sabemos

que serd A\ = % oA %. Entonces A no podra ser ningun

ntimero contenido més all de los limites p — 1 y %.

Teorema 2. Sea p un niamero primo, y a” la minima potencia
que deja la unidad cuando es dividida por p, y si A < E' entonces
no puede pasar que el exponente A sea mas grande que , por lo
tanto sera A = 221 0 A < ?1

3
Demostracion. Supongamos que a” es la menor potencia que
deja residuo uno cuando es dividida por p, sean 1, a?, a3, a*, ..., a1
las potencias que al ser divididas entre p dejan A residuos diferen-
tes. Como A < p — 1 entonces hay p — 1 — A ntimeros que no son

residuos. Si r es uno de ellos, r, ar, a®r, a®r, a*

A

roatr,...,a*"Yr no se-
ran residuos. Pero si A < %, entonces A < p—1— Ay por lo tanto
existen més numeros que no son residuos. Sea s un nimero que no
es un no residuo pero que tampoco es un residuo. Entonces los nu-
meros s, a®,a’s,a®s, a's,...,a» Vs seran no residuos y diferentes
entre ellos. Ademaés, ninguno de éstos sera igual a algin ntmero
de la primera serie de no residuos. Asi, cuando \ < % se tienen
A residuos y 2\ no residuos y estos ntimeros son menores que p.
Entonces no puede pasar que A > E En consecuencia A < %

oA=L~ si\<B= ypesprlmOD

p—1
?7
y si suponemos que no pasa que A < Fo= , y que tampoco sucede

Corolarlo 4. Sl no se tiene que A < 2= ! se tendra que \ =

que A < E2= entonces se blgue que \=5—~0)\= el = p—1.

Corolarlo 5.51 )\ = 3 Lo= 21 entonces al~ 1 dividida por
p dejarfa como residuo la unidad. Pues como a* deja a la unidad
como residuo, entonces también lo haran a** y a®*

Teorema 3. Si ¢* es la minima potencia de a que deja la
unidad cuando es dividida por un primo p, y si fuera A<k gl,
entonces no pasa que A > 2= por lo tanto serd A = D p L

Demostracion. Como el nimero de todos los dlferentes re81duos
resultantes de la division de las potencias de a entre p es A, y se

originan de los siguientes términos, 1, a2, a3, a?,...,a* ! entonces,
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como A < %, se originan el doble de niimeros que no son residuos
de las siguientes dos progresiones r,a”, a?r, a®r,a'r,...,a® Yr y
s,a®,a%s,...a3s,a%s,...,a Vs. El ntimero en total de residuos y
no residuos es igual a 3\ y menor que p — 1, por lo tanto existen
méas numeros que no son residuos. Sea ¢t uno de ellos, por tanto
todos los ntmeros t,alt,aQt,a?’t, a't,... ,a()‘_l)t, cuyo numero es
igual a A, que también seran no residuos. Ademés estos nimeros
no so6lo son diferentes entre si, sino que ademés seran diferentes
a los de las primeras series, entonces el nimero de residuos y no
residuos seré igual a 4\. Como ellos son menores que P, no se puede
tener que 4/\ > p—1. Por lo tanto A < p Lox= 1 , suponiendo
que A < 221 v que p sea un ntmero prlmo O

. . . -1
Corolarlo 6. De manera sumlar se demuestra, que si A < p—

entonces es imposible que A > == y por lo tanto se tendria que
A=E=o0 X< B L
Corolario 7 En general si se sabe que A< p%l, se puede

-1

por lo tanto A = +1

demostrar que no puede pasar que A > £ +1,

oA<E +1

Corolario 8. De esto es claro que la cantidad de todos los
nimeros que no son residuos tiene que ser 0 o A o 2\, o cualquier
otro multiplo de A, pues si hubiera méas niimeros de este tipo que
nA, entonces como otros A siguen se tiene que el ntimero de no
residuos serfan (n + 1)A; y si éstos no fueran los Gnicos nimeros
contenidos en los no residuos, entonces de nuevo se tendrian otros
A no residuos.

Teorema 4. Sea p un ntimero primo y a¢* la minima potencia
de a que al ser dividida por p deja la unidad como residuo, entonces
el exponente A serd un divisor del nimero p — 1.

Demostracion. Como a es la minima potencia entonces el ni-
mero de residuos de los divisores es A, por lo que los ntmeros
restantes menores que p que no sean residuos serén p — 1 — A; pe-
ro por el corolario anterior p — 1 — X es multiplo de A. Asi, sea
p—1—A=nAporloque A = +1, por lo tanto A es un divisor de
p—1.Si A # p— 1 entonces A serd un factor de p — 1. [J
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Con esta serie de teoremas y corolarios Euler llega al teorema
de Fermat. Para la demostracién soélo utiliza el teorema anterior
como un lema, pero se puede notar que cada uno de los corolarios
y teoremas es consecuencia del que lo precede.

Teorema 5. Si p es un primo y a es primo con p entonces la
potencia a?~! dejara a la unidad como residuo cuando es dividida
por p.

Demostracion. Sea o la minima potencia de a que deja la
unidad como residuo al ser dividida por p, entonces A < p, pero
del teorema anterior A = p — 1 o bien es un factor de p — 1. Si pasa
lo primero entonces el teorema queda demostrado. Pero si pasa
que p—1 =n)\, y como a* deja como residuo 1 cuando es dividida
por p, entonces también daran el mismo residuo a?*, a3, etc., y
asi hasta que se llegue a a™ = aP~!, que también dejara la unidad
cuando sea dividida por p. [

Como se puede ver esta demostracion es sobre el pequeno teo-
rema de Fermat y cabe mencionar que cuando Euler la escribié no
fue la primera, esta fue la tercera demostracién, pero si la prime-
ra en la que usa residuos, y ahi radicé su diferencia con las otras
dos. Asi, el pequeno teorema es una consecuencia del hecho de
que los nimeros menores que p que no son residuos moédulo p son
p—1—X=nA\, donde X es el orden de a médulo p. Euler no dejé
pasar esta observacién en el articulo, él compara su demostracion
con la que dio en 1736, y dice que difieren en que la primera que
empieza por la expansion del binomio (a+b)"™, y que esto hace que
el razonamiento parezca remoto a la proposicién; pero en cambio
esta nueva demostracion se basa sbélo en resultados concernientes
a potencias, que hacen parecer la prueba mas natural.

Como ya mencionamos, el capitulo VII del Tractatus tiene en-
tre sus objetivos principales llegar al teorema que involucra a la
potencia ¢(N). En el Tractatus sélo encontramos un bosquejo de
demostracion, enseguida demostramos el teorema usando sélo los
elementos que Euler construyé en el Tractatus y en otros trabajos.

Teorema: Si N y x son primos relativos entonces

™) =1 (mod N).
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Demostracion. Sea {r1,72,...74n)} un sistema reducido de re-
siduos moédulo NV E| y como (N,z) = 1, entonces se tiene que
{ory,2r2, ..., 274Ny} también es un sistema reducido de residuos
mo6dulo N. Ahora podemos considerar que cada elemento del se-
gundo conjunto es congruente a uno y sélo uno del primero, enton-
ces sin pérdida de generalidad podemos afirmar que

xzr; = rj (mod N),
entonces si se multiplican todas las congruencias se obtiene
TTITTRTTS .. ATg(N) = T17273 . . - T(n) (mod N)

y cuando se reagrupan los factores se llega a:

$¢(N)r1r2r3 <o Ty(N) =7T17rors3 ... To(N) (mf)d N)7

y como (r;, N) = 1, entonces (rirar3...74(n), V) = 1, y con
estas propiedades ahora se pueden eliminar los términos comunes
de la congruencia, sin que se modifique el médulo N, y asi se tiene
que

%N =1 (mod N).

y este es el resultado al que se queria llegarﬂ. (|

Notese que la demostracion esta sustentada en la correspon-
dencia entre dos sistemas reducidos de residuos. En el trabajo de
Euler ya no era una novedad encontrar sistemas completos de re-
siduos, que son aquellos que no ponen condiciones de divisibilidad
respecto al moédulo, pero trabajar con ellos no era la via adecua-
da para demostrar propiedades de los residuos de potencias, y en
particular demostrar que si N y = son primos relativos en-
tonces z?(™) = 1 (méd N). Tratar de probar este teorema con

8Cada elemento de un sistema reducido de residuos tiene que ser primo
relativo con el modulo, que en este caso es N.

9Véase que en el caso de que N sea primo entonces ¢(N) = N — 1, y el
teorema de Euler pasa a ser el pequeiio teorema de Fermat.
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sistemas completos de residuos nos llevaria a la inmovilidad cuando
estuviéramos en un punto de la demostraciéon como el de

TrTreTTs .. TN = rrers ... vy (mod N),

y es porque no se tendria la certidumbre de poder eliminar todas las
r; de cada lado de la congruencia sin tener que alterar al médulo IV,
situacién que si podria suceder en el caso de que éstas pertenezcan
a un sistema reducido de residuos, pues recordemos que bajo esa
situaciéon cada r; es primo relativo con N.

Veamos la demostracion de Euler pero ahora se consideraran
los elementos que aparecen en E271.

Para demostrar que z%Y) = 1 (mé6d N) cuando z y N son
primos relativos Euler construird un sistema reducido de residuos
modulo N con base en que el orden de x médulo N es un entero h.
Asi, se parte del hecho que existe h, que es el menor entero positivo
tal que al ser divido 2" por N deja resto uno, es decir, se cumple
que z" = 1 (m6d N). Ahora veamos que h < ¢(N) . Considérese
el conjunto {1, z, 2, ... ,a:h_l}, como x y N son primos relativos,
entonces todas las potencias de x del conjunto también lo son, y
ademas cualesquiera dos elementos del conjunto no son congruentes
modulo N. [

Ahora, si h = ¢(N) entonces z°V) =1 (méd N) y ya se termi-
n6 la demostracion, pero si h < ¢(IN) entonces tiene que existir al
menos otro entero g menor que N y también primo relativo, tal que
en el conjunto {g, gr, g2, . .. ,g:nhfl} todos los elementos son pri-
mos relativos con N, y ademas cualesquiera dos de ellos no son con-
gruentes moédulo N. La demostraciéon de lo altimo es semejante a
la justificacion que ya se hizo para el conjunto {1, x, 22, ... ,xh_l}.
Pero es importante notar que un elemento de {1, z, 332, R zh_l}

0Para estar seguros de esto, supongamos que no es asi, entonces pensemos
que existen x; y x; del conjunto (diferentes entre ellos y que i > j) tal que
2" =27 (moéd N), y de aqui se obtiene que '™/ =1 (mo6d N). De la dltima
congruencia se tiene que (i —j) < h, pero h es el menor entero positivo tal que
=1 (méd N), por lo tanto se genera una contradiccion. Asi concluye que
no pueden existir x; y z; elementos diferentes que sean congruentes o, dicho
de otro modo, que dejen el mismo residuo al ser divididos entre N.
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no puede ser congruente con uno de {g, gz, gz2, ..., gz" '} modu-
lo N, veamos por qué. Supongamos que gr® = z! (m6d N), con
t > s, entonces x°(z!7*—g) = 0 (mo6d N), pero 2° y N son primos
relativos, entonces (*=%) = ¢ (méd N). Pero la tltima relacién nos
indica que g tiene que ser uno de los residuos de las potencias del
conjunto {1,z, 22, ... ,xhil}, y eso no es posible. Con esto Euler
llegd a que los dos conjuntos suman 2k elementos y como cada uno
es primo relativo con N y todos son diferentes modulo A, entonces
2h < ¢(N).

Nuevamente, si 2h = ¢(IN) entonces ya se terminé la demos-
tracion porque V) = 1 (m6d N), pero si 2k < ¢(N) entonces
existe otro entero k menor que N y también primo relativo tal
que el conjunto {k, kx,kx?,..., kx"~1} satisface lo anterior para
g, entonces se tendra que 3h < ¢(N). De la misma manera se
repite el proceso, tantas veces como sea necesario hasta llegar a
que la cantidad total de todos los elementos de los conjuntos sea
¢(N), y entonces asi se llegaria a que existe un entero w tal que
wh = ¢(N).

De regreso a z'* =1 (méd N) y como ahora ya sabemos que
wh = ¢(N), entonces se llega a que z** = 1 (mo6d N) y por lo
tanto 22 =1 (mod N), que es lo que Euler queria demostrar,
y para el caso en que N es primo entonces se tiene el pequeno
teorema de Fermat.

h

En las demostraciones que se presentaron es explicito el desa-
rrollo de la teoria de las clases residuales y en particular el de los
sistemas reducidos de residuos, y no se puede dejar de mencionar
el uso del orden de un entero médulo N.

3.4. Criterio para residuos cuadraticos

En el capitulo VIII del Tractatus se encuentran resultados cen-
trados en que el residuo de la potencia sea so6lo la unidad, entonces
se adentrard atin més en las propiedades de lo que conocemos como
orden, y ademas considerara que el divisor es un primo impar, en-
tonces podemos notar que hay una inclinaciéon hacia los resultados
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que corresponden a residuos cuadraticos y posteriormente ley de
reciprocidad.

De los paragrafos 243 a 252 expone propiedades de la potencia
que deja residuo uno cuando es dividida por un primo d de la
forma d = 2p + 1. Siempre estaréan presentes el teorema de Euler
que involucra a la funcién ¢(IN) y las propiedades de orden, es
decir, la minima de las potencias que deja residuo uno cuando es
dividida, en este caso por el primo d = 2p + 1.

Uno de lo resultados mas relevantes que se encontrara en este
capitulo es el que hoy conocemos como criterio de Euler para resi-
duos cuadraticos. En el paragrafo 254 del Tractatus encontramos
lo que sigue

Como a?" — 1 siempre es divisible por el ntimero primo
2p+1, entonces esta férmula tendra los factores a?~! y a?*1,
entonces necesariamente uno de ellos es divisible por 2p+ 1.
Pero vemos que si a = ee = A\(2p 4+ 1) entonces a? — 1 sera
divisible. Asi que en estos casos aP + 1 no sera divisible por
2p+ 1.

Lo que nos esta trasmitiendcm es que como a?? =1 (mod 2p+
1) entonces (a? +1)(a? —1) =0 (mod 2p + 1), por lo tanto 2p+ 1
divide solo a uno de los dos factores (a? + 1) y (a” — 1), no puede
ser a ambos ya que entonces tendria que dividir a la diferencia que
es 2, y esto no es posible porque 2p + 1 es impar. Ahora Euler
seniala «Pero vemos que si a = ee += A\(2p + 1) entonces a? — 1 sera
divisible [por 2p + 1|», lo que nos esta diciendo es que si existe
una solucién z para 22 = 1 (mod 2p + 1), y ésta es e, entonces
e? =a (mod 2p+1), por lo tanto a? = €?? (mod 2p+1), y como se
supone que ey 2p—+1 son primos relativos, entonces, por el teorema
de Euler e?? =1 (mod 2p+1) y por lo tanto a? = 1 (méd 2p+1),
es decir, 2p + 1 divide a (a? — 1).

En términos mas actuales -pero que conservan totalmente la
idea de Euler dirfamos que:

HNuevamente usaremos la notaciéon de congruencias para facilitar la inter-
pretacion.
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Dado un primo impar 2p + 1. Un entero positivo a que
es primo con 2p+ 1 es un residuo cuadratico de 2p+1siy
solo si a? =1 (méd 2p + 1).

Euler nos menciona al final de la cita que en estos casos enton-
ces (aP 4 1) no seré divisible por 2p+1, y esto es lo que ahora reto-
marfamos para concluir que a no es un residuo cuadratico médulo
2p 4+ 1, que en términos actuales lo tendriamos como un corolario

que nos llevarfa a la congruencia a? = —1 (mod 2p + 1)[7
Casi para terminar el capitulo VIII, en el paragrafo 261 se
enuncia lo que sigue:
Sea 6p + 1 un ntmero primo y puesto que la férmula

ab? — 1 es divisible por él, a no ser que a sea su multiplo,

se tendran los casos en los que también a?? — 1 podré ser

dividido por este, es decir, teniendo a = €2 £ \(6p+1). Pero

también se dan los casos en los que la férmula a?? — 1 no

serd divisible por el nimero 6p+ 1, como es evidente a partir

de la demostracion expresada.

Aqui lo que parece es que Euler nos presenta lo que seria el
criterio para residuos ciibicos, esto parece que es asi: sea a%? =
1 (mo6d 6p+1), y de manera semejante al caso cuadratico, entonces
(a?’ +1)(a?’ — 1) = 0 (méd 6p + 1) entonces 2p + 1 divide solo
a uno de los dos factores (a?? + 1) y (a?’ — 1). Si existe e tal
que €3 = 1 (méd 6p + 1) entonces se obtendra que (a?? — 1) =
0 (mod 6p + 1), es decir, 6p + 1 divide a (a? — 1).

Y nuevamente desde una visiéon actual dirfamos que

Dado un primo impar 6p + 1. Un entero positivo a que
es primo con 6p+ 1 es un residuo ctiibico de 6p+1 si y sélo
si a?? =1 (méd 6p + 1).

Euler terminé el capitulo con el paragrafo 263 y en él so6lo
enuncia lo que serfa como la extension de todo lo anterior para
residuos bicuadratico y ya no profundizé mas en estos puntos.

Pareciera que s6lo queria mencionar estos resultados de resi-
duos cubicos y bicuadraticos, sin profundizar mas, pensando que

121 as demostraciones actuales de estos resultados del Criterio de Euler se
pueden consultar en [Koshy 2007, pag. 499|.
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el entorno compendioso del Tractatus se lo permitiria. Pero tam-
poco podemos pasar por alto que Euler estaba creando esta teoria,
entonces cabe considerar que en el tiempo que escribi6 estas partes
del capitulo VIII atin no se tenia totalmente desarrollada la teoria.

3.5. Los divisores de a" + b".

Este capitulo, el IX, contiene resultados que podemos decir que
reflejan los intereses de juventud de Euler en lo que atafie a teoria
de los nimeros. Recordemos su interés por los nimeros de Fermat
que son de la forma 22" + 1; su cercania al teorema del mismo
francés que trata sobre los primos p que dividen a a?~! — 1, donde
a y p son primos entre si; o los primos de la forma (a™ — 1) con m
también primo, que son parte de los perfectos. Los tres problemas
mencionados tienen que ver con nimeros de la forma a™ + b", por
tal razon en el Tractatus ya lo estd presentando de manera general.
Para entender més sobre los ntimeros a™ £ 0™ en el contexto del
Tractatus veamos primero que hizo anos antes.

Sabemos que el 13 de octubre de 1729 Goldbach escribié a Euler
una carta y al final de ésta le mencioné que si «;Ha advertido usted
la observacion de Fermat de que todos los niimeros de la forma, es
decir, 3, 5, 17, etc. son niimeros primos?». Mencionamos que los dos
anos siguientes Euler mostré un interés ya no sélo en los posibles
divisores de los nimeros de la forma 22"*!, sino que estudio de
forma general los divisores de los nimeros con las representaciones
a*+1ya®+b"

En 1732 el producto de las primeras reflexiones que iniciaron
con Goldbach se reflej6 en las Observationes de theoremate quodam
Fermatiano alitsque ad numeros primos spectantibus (E26)|EL éste
es el primer articulo de Euler sobre teoria de los niimeros. Los
temas que trata son:

1. La respuesta a la pregunta de Goldbach sobre la posibilidad

13 Observaciones sobre teoremas de Fermat y otros autores sobre nimeros
Primos.
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de que los nimeros de Fermat fueran primos, este problema
lo trabaja con el estudio de cémo es n cuando a™ + 1 es
factorizable, y como cuando no lo es.

2. Numeros de Mersenne, es decir, aquellos de la forma 2™ — 1.

3. Euler terminé el articulo con la mencién de que habia encon-
trado méas problemas relacionados con lo anterior, y pensé
que deberian de ser investigados.

Finaliz6 con seis teoremas de los que no proporcioné las demostra-
ciones, y posiblemente no lo hizo porque parece que en este afio
aun dependia de otros resultados en proceso.

Ahora nos centraremos en los ultimos tres teoremas con los
que finaliz6 el articulo mencionado, y que ellos se vinculan direc-
tamente con los enunciados que posteriormente se encuentran en
el Tractatus.

Los 3 teoremas de las Observationes de theoremate quodam Fer-
matiano aliisque ad numeros primos spectantibus tratan sobre pro-
blemas de divisores de los nimeros de la forma a™ 4+ b", y todo
parece indicar que tenia en mente el pequeno teorema de Fermat,
aunque €l no lo menciona. Pero lo méas importante es que son parte
del camino hacia el desarrollo de la teoria de los residuos cuadra-
ticos.

Enseguida presentamos los teoremas mencionados, y aunque
las demostraciones no se encuentran en el articulo nosotros las ha-
cemos tratando de usar solo elementos mateméticos que el mismo
Euler usaria posteriormente a lo largo de otros de sus trabajos
entre ellos el Tractatus.

Teorema 4. Sea 2n + 1 un ndmero primo, entonces 3" + 1
podra ser dividido por 2n+1, sin = 6p+2 6 n = 6p+ 3, mientras
que 3" — 1 podra ser dividido por 2n+1sin=6p 6 n = 6p — 1.

Demostracion. Primero veamos que 2n + 1 es divisor de 3" — 1
o de 3" + 1. Como 2n + 1 es primo entonces se puede usar el
pequeiio teorema de Fermat y obtener que 2n + 1 | 327+1-1 — 1y
en consecuencia 2n + 1 | 32" — 1, por otro lado como 3*" — 1 =
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(3" —1)(3"+1) y 2n + 1 es primo, entonceﬁ 2n+1|3"—-16
2n+ 13"+ 1. Renombremos a 2n + 1 = ¢. Sabemos que si existe
x tal que

22 =3 (mod q)

entonces se dice que 3 es un residuo cuadratico médulo g, y esto
so6lo pasa si ¢ = +1 (mod 12), y si no es residuo cuadratico pasa
que ¢ = £5 (modd 12). Ahora, 3 es un residuo cuadratico modulo ¢
s6lo cuando n = 6p 6 n = 6p—1, y de esto Euler propone que tiene
que suceder que 3" =1 (mod 2n+ 1), por lo tanto 2n+1 | 3" — 1.
Para el otro caso, si no existe = tal que 22 = 3 (mdd q), entonces
se dice que 3 no es un residuo cuadratico médulo ¢, y esto sélo
pasa si ¢ = £5 (mod 12). Asi, cuando 3 no es residuo cuadratico
modulo ¢ pasa que n =6p+2 6 n = 6p+ 3, y de esto ahora Euler
propone que tiene que suceder que 3" = —1 (mod 2n + 1), por lo
tanto 2n +1 3"+ 1. O

Teorema 5. 3" + 2" puede ser dividido por 2n 4+ 1 si n =
12p4+3,12p+5,12p+ 6 6 12p 4+ 8, y 3" — 2" puede ser dividido
por 2n+1sin=12p,12p +2,12p +9 6 12p 4 11.

Demostracion. Como 2n + 1 es primo entonces por la version
del pequefio teorema de Fermat que da Euler 2n + 1 | (32" — 227).
Ahora como 32" — 22" = (3" — 27)(3" + 2") y 2n + 1 es primo,
entonces 2n + 1 | (3" —2™) 6 2n+ 1 | (3™ 4+ 2"). Se demostrara
primero el caso cuando 2n + 1 | (3" —2").

» Sin = 12p entones 2n + 1 =2(12p) + 1 =12r + 1, a lo que
llamamos ¢, entonces ¢ = 1 (mod 12), y por ello 3 es residuo
cuadréitico modulo ¢, y en consecuencia por el criterio de
Euler 3" =1 (m6d 2n+ 1), y por lo tanto, 2n+1 | (3" —1).

» Nuevamente, sin = 12p , entones 2n+1 = 2(12p)+1 = 8r+1,
a lo que llamamos nuevamente ¢ entonces ¢ = 1 (mod 8),
entonces 2 es residuo cuadratico médulo ¢ y en consecuencia

1No puede dividir a ambos porque se llegaria a que 2n + 1| 2, lo que no es
posible.
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por el criterio de Euler 2" = 1 (mdd 2n + 1), por lo tanto,
2n+11] (2" —1).

Asi se llegb a que 2n+1|3"—1y 2n+1]| 2" —1 cuando n = 12p,
entonces 2n + 1 | (3" — 2™) y con esto se tiene el primer caso.

De la misma manera si n = 12p 4 2, entones 2n+ 1 = 2(12p +
2)+1=12r+5, alo que llamamos ¢, entonces ¢ = 5 (mod 12), y
de aqui que 3 no es residuo cuadratico médulo ¢, y en consecuencia
por el criterio de Euler 3" = —1 (mo6d 2n + 1), por lo tanto,
2n+1| (3"+1). Por el otro lado, 2n+1 = 2(12p+2)+1 =8r—3 =
g, entonces ¢ = 3 (mod 8), entonces 2 no es residuo cuadratico
modulo ¢, y por el criterio de Euler 2" = —1 (mo6d 2n + 1), por lo
tanto 2n 4+ 1| (2" + 1).

Asi, para este caso se concluye que 2n+1| (3" +1) y
2n+11(2" 4 1) y en consecuencia 2n + 1| (3" — 2").

Con un proceso semejante se llega a lo mismo para los casos
12p4+9 6 12p+ 11, e igualmente para n = 12p+3,12p+5,12p+ 6
6 12p + 8se llegarfa a que 2n + 1 | (3" 4+ 2"). O

El altimo teorema es una extension del anterior, y la diferencia
estd en que los numeradores (3"+1) y (2"+1) ahora se multiplican.
El teorema dice lo siguiente:

Teorema 6. Bajo las mismas condiciones que se pedian para
3" 4+ 2" 6™ + 1 también sera dividido por 2n + 1 y 6™ — 1 para
aquellas que se pedian para 3" — 2™. Si se reescribe el enunciado
dice lo siguiente: 2n + 1 divide a 6™ + 1 si pasa que si n = 12p +
3,12p+5,12p+6 6 12p+ 8. O pasa que 2n + 1 divide a 6™ — 1 si
sucede que n = 12p, 12p 4+ 2,12p+9 6 12p + 11.

Demostracion. La prueba tiene un camino semejante. por ejem-
plo, si n = 12p + 2, entonces 3" = —1 (mod 2n + 1) y 2" =
—1 (mo6d 2n + 1) y de esto se obtiene que 6™ = 1 (mod 2n + 1),
entonces 2n + 1 | (6™ — 1). Otro ejemplo, si n = 12p + 3, entonces

"= -1 (méd 2n+1) y 2" =1 (mo6d 2n+1) y de esto se obtiene
que 6" = —1 (mdd 2n+1), entonces 2n+1 | (6™ +1). De la misma
forma se demuestra para todos los casos. [

Los tres teoremas y sus demostraciones nos ponen en contexto
con lo que Euler escribe en el capitulo IX del Tractatus. En los
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paragrafos 266 al 278 expone resultados sobre divisores de a™ — b™
que son de la forma An—+1. En los paragrafos 271 y 272 encontramos
lo siguiente

271. De donde, si n es un nimero primo, entonces pa-
ra encontrar los divisores de a™ — b™, adicionales a los que
contiene a — b debemos buscar entre los primos de la forma
An+1. Puesto que a y b son primos entre si, es evidente que
tal condicién debe anadirse.

272. Por lo tanto, para diversos valores del mismo n, los
divisores primos de la formula o™ — b", ademas de a — b,
deben hacerse como sigue:

Foérmula | Los divisores deben estar entre estos ntimeros primos
a?—b* | 20 +1...3,5,7,11,13,17,19, (ninguno excluido)
a®—b3 | 20 +1...7,13,19,31,37,43,61,67,73,79,95, etc.
a®—b® | 20 4+1...11,31,41,61,71,101, etc.

a” — b7 | 20 +1...29,43,71,113,127, etc.

a'l — bt | 20 41...23,67,89,199, 331, etc.

ete.

Estos enunciados nos muestran que una lectura conjunta del
Tractatus y de los teoremas del E26 es lo mas recomendable para
comprender cual es el origen de esta teoria. Para profundizar y for-
malizar en estos topicos esta su articulo del afio 1742 Theoremata
circa Divisores Numerorum (E134)|E7 en este se encuentra una ex-
posicién mas estructurada sobre los divisores de a™ + b". Los dos
trabajos abordados —E134 y E26— son tutiles para complementar
este tema del capitulo IX, pero no implica que sean un tipo de
remplazo unos del otro, Euler los escribi6 en épocas diferentes y en
contextos diferentes, por esta razoén los tres se complementan para
formar una sola vision de este tema de divisores de potencias.

5 Teoremas sobre divisores de ntimeros.
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Capitulo 4

Residuos de potencias

4.1. Residuos cuadraticos, ctibicos, bicuadra-
ticos y sursélidos

En el capitulo anterior se percibié que los residuos de potencia
se abordaron principalmente para crear conjuntos de enteros que
tuvieran las caracteristicas de ser subconjuntos de un sistema redu-
cido de residuos. Se construyeron —por mencionar algunos resulta-
dos— las definiciones de orden, raiz primitiva, residuos cuadraticos
y el actualmente conocido Teorema de Euler que usa la funcién
#(N) para demostrar que ™) =1 (mod N). En algunos casos se
requerian los residuos de potencias para poder generar uniones de
conjuntos ajenos que tuvieran cardinalidad igual a un multiplo del
orden y que a la vez fuera igual a ¢(INV), como sucedi6 en el caso
de los conjuntos {1,z,22,...,2" '} v {g, 92, 92%,..., 92"} que
sirvieron para demostrar el teorema de Euler. Asi, la manera de
usar los residuos de potencias funcioné como un puente para poder
construir algunos de los resultados anteriores, pero atun Fuler no
consideraba el estudio de los residuos de potencias en si mismos.
En los libros X al XIV del Tractatus ya encontramos una manera
diferente de plantear el estudio de los residuos.

Empieza por retomar los residuos cuadraticos y senala que el
residuo que deja a? al ser divido por el divisor d es el mismo que
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el de (nd + a)?:

El residuo que queda si un cuadrado a? es dividido por
cualquier niimero d es el mismo que queda con la infinidad
de residuos (nd=+a)? cuando se divide entre el mismo niimero
d. (paragrafo 284)

Este resultado lo podra extender para los residuos cibicos, bi-
cuadréticos y surs()lidosﬂ Ademas, el siguiente paragrafo (285) in-
dica cuantos y cuales nimeros hace falta estudiar para obtener
informacién sobre los residuos cuadraticos, a saber 1,4,9, ..., (d—
1)%

Por lo que, si queremos examinar los residuos que se
generan por la division de los nimeros cuadrados entre el
nimero dado d, sera suficiente considerar los cuadrados cuya
raiz cuadrada es menor que el divisor d, es decir, son

1,4,9,16,...,(d — 4)2, (d — 3)%, (d — 2)%,(d — 1)°.

No hacen falta mas, por la observacion anterior. Como se men-
cion6 arriba, este resultado es importante no solo para la teoria
que se desarrolla en el capitulo X del Tractatus, también lo es para
los que siguen hasta el capitulo XV. Estos capitulos toman como
base este resultado y su anélogo correspondiente para empezar a
desarrollar la teorfa. Por ejemplo, en el capitulo XI tenemos que:

371. Dado el divisor primo d = 2p+1, el residuo que deja
el cubo a® |al ser dividido por d], es el mismo que dejan los
cubos (a+d)3, (a+2d)3, etc. y en general (a+nd)3. A partir
de esto bastara considerar solamente a los cubos cuyas raices
son menores que d, estos son: 1,8,27,64,...,(d —4)3, (d —
3)37 (d - 2)33 (d - 1)3

372. Sea r un residuo que deja cualquiera de los cubos
a®, y es manifiesto que el cubo (d — a)? dejara como residuo
a —r o d—r. Por lo que si entre los residuos ctbicos aparece
cualquier ntimero r, alli también estard su negativo —r o
(d — 1), al que llamaremos su complemento.

y en el XII y XIIT encontramos, respectivamente en los para-
grafos 412 y 413:

1Un sursolido es una potencia quinta.
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412. Si el divisor primo es d, el residuo que deja el bi-
cuadratico a* es el mismo no solo para los bicuadraticos
(d+a)*, (2d + a)*, etc. sino también para (d — a)?*, de don-
de si d = 2p + 1, entonces no pueden resultar mas residuos
diferentes que p.

464. Si el divisor es d y a® deja [residuo| «, entonces
(d — a)® deja [residuo] —a, y asf todos los residuos surgiran
de las potencias 1,2°,35,4%...(d — 1) y si todos fueran
diferentes, su cantidad es igual a d — 1.

Estos resultados son la base para adentrarnos en las clases de
residuos que se estudian hoy en Teoria de Ntimeros, y sobra decirlo,
son la base para la generalizaciéon de las clases como elementos de
un cociente (de modulos, anillos, grupos, etc...)

El siguiente resultado también es fundamental y muy intere-
sante, éste se desprende de las mismas observaciones que antes:

287. Ahora, sea d un nimero primo y como el resultado
para el [tnico] par no tiene dificultad, entonces supongamos
que d = 2p+1. Se tiene que todos los residuos son el resulta-
dos de los siguientes cuadrados 1,4,9..., (p—2)2, (p—1)2, p?,
la cantidad de estos no puede ser mayor que p. De esto, es
manifiesto que no todos los nimeros menores que d = 2p+1,
que son 2p, se encuentran entre los residuos, por lo menos
la mitad de estos se excluyen;

es decir, la observacion se centra en que 1y (d—1)? dejan el mismo
residuo cuando son divididos por d. En general, los extremos de la
lista anterior dejan el mismo residuos al ser divididos por d, por
lo cual, si d es impar (que es el caso interesante y por tanto estu-
diado, puesto que, segtin el mismo Euler, «el caso par no presenta
dificultad») entonces d — 1 serd par y por lo tanto habra tantos
residuos como no residuos, y seran exactamente %(d— 1). Mas aun,
dado que estamos considerado al divisor d como un nimero primo,
y ademés se excluye del estudio al divisor par, entonces podemos
escribir d = 2p + 1, de donde es inmediato que la cantidad de re-
siduos es exactamente igual a p. Como observamos, la adaptaciéon
de este resultado a todos los capitulos que siguen—hasta el XV—
es constante, incluso se presenta en el mismo orden.
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Del analisis anterior puede surgir una pregunta natural: json
exactamente p? La pregunta es totalmente vélida puesto que a
priort no se sabe que los p residuos que se estdn encontrando sean
todos distintos, podria ser que haya algunos repetidos y entonces
se tendria una cantidad menor a p (pero como ya vimos, nunca
mayor) de residuos. El paragrafo 288 resuelve esta pregunta, y
afirma que son exactamente p, como lo vemos a la letra:

En primer lugar digo que todos los residuos surgidos de
los cuadrados 1,4,9,...,p? son diferentes entre ellos. En
efecto, sean dos cuadrados no mayores que p?. Por ejemplo,
supongamos que m? y n? dejan el mismo residuo, y que la
diferencia entre ellos es m? —n?2, se llega a que m—n o m+n
seran divisibles por el divisor primo d = 2p 4 1, pero esto
no puede suceder, puesto que m + n es menor que d, ya que
m < %d yn< %d.

El mismo resultado se adapta en los siguientes capitulos: ya
no serd la mitad, pero hay una cota méxima, y de igual modo se
demuestra que tal cota se alcanza y por tanto, independientemen-
te del modulo, se sabe qué cantidad de residuos hay. Refiramos al
resultado para residuos ciibicos: el primer cuestionamiento es simi-
lar al correspondiente para el capitulo sobre residuos cuadraticos,
pues dice:

374. Investigaremos, ;es posible que el mismo nimero r
aparezca dos veces entre los residuos ? Supongamos que el
mismo residuo 7 es el que se obtiene de los cubos a® y b3
cuyas raices a y b son menores y diferentes al mismo divisor
d. Y su diferencia b®> —a® = (b—a)(aa+ab+bb) sera divisible
por d, pero d es primo con b — a, entonces es necesario que
el otro factor sea divisible por d.

Después de las observaciones que siguen, se llega en el paragrafo
383 a la conclusién correspondiente al capitulo:

Como todos los niimeros primos excepto 2 y 3 son una
de las formas 6g+1 y 6¢g—1, pasara que si el divisor primo es
6g— 1, entonces todos los nimeros menores que este seran de
los residuos, y no se da ningtin no-residuo. Por el contrario,
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si el divisor es 6g + 1, puede suceder que la cantidad de
residuos sea solo 2q, y asi seran 4¢q no-residuos.

Posteriormente, Euler se interesa a partir del pardgrafo 395, en
retomar a los residuos de los cuadrados. En capitulos anteriores del
Tractatus ya habia abordado el tema de los residuos cuadréticos,
y recordemos que en esta tesis usamos la notaciéon de congruencia
para entender de mejor manera lo que nos exponia Euler.

En los paragrafos 293 al 306 expone lo que ahora vemos como
una aritmética de residuos, y nos preguntamos en este contexto
del Tractatus jel producto de dos niimeros en alguna de las clases,
a cudl de las clases pertenece? Mas aun, jsi mn y m son (o no
son) residuos, n lo es o no? Estos resultados dependen de d? Es
importante mencionar que, actualmente estos resultados se enfren-
tan usando el simbolo de Legendre, pero Euler fue el primero en
proponerlos y demostrarlos, y por tanto su demostracién es mas
extensa, pero el valor del resultado no estd en haber encontrado
la mejor prueba, sino en proponer esta ruta de estudio de los re-
siduos y escribirla y demostrarla con las herramientas aritméticas
disponibles en su época. Acto seguido se tiene para potencias de
un residuo, o de un no residuo (pues se trata de un producto de
un ntmero por otro (a saber, él mismo)). El paragrafo 289 da un
resultado muy valioso en este sentido:

Por lo tanto, como todos los residuos que se generan a
partir de la divisiéon de los cuadrados 1,4,9,...,p% entre el
nimero primo d = 2p + 1 son diferentes, representémoslos
de la siguiente manera

raices 1 2 3 4 5 6 ... p
cuadrados 1 4 9 16 25 36 ... p?
residuvos 1 o S v d € ... T«

Esto es consecuencia directa del Pequeno Teorema de Fermat, y la
posibilidad de que una potencia inferior cumpla con lo mismo es
lo que hoy llamariamos, el orden del grupo. De esto nace la teoria
de las raices primitivas, el Teorema de Euler, y posteriormente los
Teoremas de la Teoria de grupos sobre el orden de un grupo, como
por ejemplo el de Lagrange. La parte central de esto queda resumi-
da en el paragrafo 307. El anélisis se «generaliza» para productos
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de residuos de potencias y también se resumen en el paragrafo 320,
el cual insertamos a la letra:

Asi, los residuos, asi como los no-residuos de los cuadra-
dos, estan dispuestos de tal manera que:

1. Se inicia con la unidad;
2. Los productos de dos residuos también son un residuo

3. Los productos de un residuo y de un no-residuo dan
un no-residuo, de esto es posible concluir que los pro-
ductos de dos no-residuos dan lugar a estar en la clase
de los residuos.

Esta forma de pensar y estructurar las ideas del capitulo X
funcionaron suficientemente bien para dar, a los siguientes capitu-
los, el mismo perfil. Este resultado es necesario en todo el capitulo
X, y en consecuencia, influye en los correspondientes capitulos del
XTI al XIV. Revisemos y comparemos la influencia de éste en los
paragrafos 399 y 401 del capitulo siguiente:

399. Entonces, a partir del tnico no-residuo A se ob-
tienen dos no-residuos, el primero A, Aa, A8, Ay, Ad, etc.
y el segundo A%, A%2a, A28, A%y, A%§, etc., cada uno contie-
ne tanto términos como los que contiene el orden de los
residuos, los productos [surgidos] de uno de los érdenes se
encontraran en el otro orden, y los productos de ambos 6r-
denes se volveran residuos.

401. Si AB no es un residuo, podemos representar los
dos o6rdenes de los no-residuos de la siguiente manera:

Primer orden A, Aa, AB, A, etc. B, Ba, B3, B, etc.
Segundo orden A%, A%q, A%f3, A%y, etc. B?, B%2a, B%f3, B2y, etc.

y cualquier ntmero del primer orden, multiplicado por cual-
quiera del segundo dard un residuo diferente a cualquier
otro; a partir de esto resultaran mas residuos de los que en
verdad son, lo cual seria absurdo.

Mas atn, en el capitulo XII, el resultado también se presenta, en
el paragrafo 423:
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Si 22 no esta en los residuos de los bicuadraticos, en-
tonces tampoco estaran alli mismo ax?, ﬁxz, 'ymz, 02, como
ellos son residuos de los cuadrados, y es evidente que en-
tre los residuos de los cuadrados, cuya cantidad es 2¢, hay
tantos no-residuos bicuadraticos como los residuos bicua-
draticos; de esto es evidente que la cantidad de los residuos
bicuadraticos, es igual a ¢ o menor, més que esto no puede
ser.

Aunado a lo anterior, en el resumen en forma de tabla del capitulo
X se encuentran datos semejantes a los del capitulo de bicuadrati-
COoS:

Podemos construir estas tres clases de la siguiente mane-
ra: los cuadrados no estan en los residuos; xz es un cuadra-
do; es verdad que ni z ni 23 pueden encontrarse entre los
residuos. Si los residuos son 1,a, 3,7,4d,¢, etc. habra tres
clases de residuos:

L. z,ax, Bx,vz,dx, ete.
II. 22, ax?, Bx?, ya2, 622, etc.
III. 23, ax?, B, va3, 623, etc.

Hay que mencionar, sin embargo, que esta investigaciéon en el ca-
pitulo XII no concluye con este punto; la influencia del capitulo X
esta presente pero el analisis es aqui mucho méas extenso.

De una importancia especial es el paragrafo 321, ahi retoma
lo que ya habia planteado en los capitulos XVIII y XIX respecto
al Criterio de Euler para residuos cuadraticos. Pero es de notar
que este paragrafo (321) esté escrito al margen. Los resultados,
por ejemplo de paragrafo 325 sientan las bases para estudios pos-
teriores. Como ya hemos mencionado antes, estos resultados son
fundamentales para la Teoria de Grupos. Ahi se considera la pro-
gresion geométrica (como ya se habia hecho antes) 1,a,a?,.... Se
demuestra que no todos los residuos producto de la divisiéon de ele-
mentos de esta progresiéon por el divisor d son distintos; como ya se
not6 antes alguno de ellos (ademas del 1) dejara residuo igual a 1;
sabemos que esa lista es el grupo generado por a (habitual abuso
de notacion, pues en realidad es el grupo generado por el conjunto
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que contiene al elemento a). Este resultado es importante también
para los siguientes capitulos del XII al XIV, pues el analisis que
aqui se presenta también se encuentra en lo siguiente. Basta leer
los paragrafos 390 y 393:

390. Dado el divisor primo d = 6q + 1, entonces entre
los residuos ctibicos existe o de tal manera que o?? — 1 es
dividido por d. A partir de esto los residuos generados de

la divisién de la progresion geométrica 1, a, a?, ..., a2 por
el mismo divisor [seran equivalentes] con los residuos de los
cubos.

393. Pero, como los residuos de las potencias 1, a, a2, a>,
etc. diferentes son un numero 2q, igual que los residuos de
los cubos, y también el orden de ambos iniciaré a partir de
la unidad y tendran los términos comunes a?, a®, a®, etc. en-
tonces las propiedades restantes serdn comunes entre ellas.
Asi, el orden de las potencias no puede contener ningun tér-
mino diferente que los de las potencias.

Mas atras, en el pardgrafo 333 empezaron las «generalizacio-
nesy. De estas, la primera es clasica en cualquier libro actual de
la teoria de ntimeros (clésica): si el divisor es de la forma 4p + 1
entonces, si a es residuo cuadratico, —a también lo es.

Entonces, sea p = 2n y sea 4p + 1 el nimero primo que
es el divisor propuesto, entonces los complementos de cada
uno estan contenidos entre los residuos de los cuadrados,
esto es, si los residuos fueran 1, «, 3,7, etc. también seran
residuos —1, —a, —f3, —, etc.

Recordemos que 22 = —1 (mod p) tiene solucion si y solo si
p=1 (mod 4)...(1),

observacion sumamente tutil, (aunque con notaciéon y actual). El
«complemento» de este resultado, esta en el paragrafo 337. Por la
forma en la que se lleg6 a esta conclusion (considerar a p de alguna
forma especial (por ejemplo par) en d = 2p+ 1) se puede decir mas
y avanzar en la generalizacion: si el divisor es 4p 4+ 1 y p es par,
ipor qué no pensar en el divisor de la forma 8¢+ 17,y 8q + 3, etc?
Mas aiin, se pueden estudiar, variando la forma de p los residuos
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de la forma 12q + r,20q + r,60q + r,.... Esto lo hace Euler en
los siguientes puntos, y resume en una tabla que se presenta en el
punto 343:

Entre los residuos si el divisor primo
estara el nimero fuera

1 4q + (1, 3)

-1 49+ 1

2 8¢+ (1,7)

-2 8¢+ (1,3)

3 12q + (1,11)

-3 129+ (1,7)

5 20q + (1,9,11,19)

-5 20q + (1,3,7,9)

6 24q + (1,5,19,23)

-6 24q + (1,5,7,11)

7 28¢ + (1,3,9,19,25,27)

-7 28q + (1,9,11,15,23,25)

10 409 + (1,3,9,13,27, 31, 37, 39)
-10 40q + (1,7,9,11,13,19,23, 37)
11 44q + (1,9,25,5,7,37,39,19, 35,43)
-11 44q 4+ (1,9, 25,5, 37,3,15,23,27,31)
12 48¢ + (1,11, 13,23, 25,35, 37, 47)
-12 48q + (1,13,25,37,7,19,31,43)
14 56q + (1,5,9,13,25,45,11,31,43,47,51,55)
-14 56q + (1,5,9,13,25,45,3,15,19,23,27,39)
15 60q + (1,7,11,17,43,49,53,59)
-15 60q + (1,17,49,,53,19,23, 31,,47)

De cierto modo, puede presentarse y sostenerse una argumento
para establecer que el andlisis del capitulo X se estaciona, filos6-
ficamente, en este punto. Parece ser que una vez que Euler noto
que, al variar la forma de la p en d = 2p + 1 se puede generalizar
la forma del divisor tanto como se quiera. En este sentido, una vez
que se estudio el caso 4p + 1, se pregunta, ;qué pasa si en vez de
considerar 4p pensamos en 4np? jy en vez de 1,3,5,... (como se
hizo cuando los divisores eran de la forma 8¢ + 7,20q + 3, etc.)
fuera reemplazado por algtin ntmero impar?‘, Por ejemplo, en el

2Y es fundamental notar que es necesario que el término que acompaiia al
nimero 4np sea impar, pues de lo contrario d no seria primo, y en el presente
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paragrafo 353 considera al primo de la forma d = 4ng 4 ¢ donde
i es un numero impar; en este caso los residuos son n y —n (como
en el caso de 4p+ 1 el 1 y —1 eran ambos residuos cuadraticos)
e igualmente los son naa y —naa, asi que siempre hay un cuadra-
do zx tal que xx — aa sea divisible por d (es decir la congruencia
si tiene solucién bajo ese modulo), y de la misma forma hay un
cuadrado yy para que yy + naa sea divisible por d:

353. Dadas estas proposiciones, sin embargo la demos-
tracion aun no es evidente. Suponiendo ¢ un nimero impar
y 4nq + 44 un primo, para el divisor primo 4nq + ii, donde
los residuos son n y —n igualmente naa y —naa; siempre
se dard un cuadrado del modo zx, para que zx — aa sea
divisible por 4ng + i, asi también un cuadrado de la forma
Yy, para que yy + naa sea divisible por 4ngq + ii.

El siguiente pardgrafo trata sobre la misma situaciéon pero con
el divisor d = 4nq — zzE| Anéalogamente, los resultados para suma
de cuadrados también se generalizan (y se mantienen, obviamente)
cuando se hace lo mismo para la forma del divisor: en el paragrafo
357, asi como los posteriores inmediatos: 358, 359, 360 se plantea
cuando la suma de dos cuadrados seré divisible o no por elementos
primos de la forma 4ngq =+ ii.

358. Si el divisor primo es d = 4ngq + ii, debido a que se
dan tales formulas xx — naa, y también grx — nyy divisibles
por éste [divisor|; también la forma gz —nyy sera divisible
por d. Sin embargo, si la forma del tipo yy + gaa no es
divisible por d, entonces tampoco ninguna forma del tipo
qrz + nyy sera divisible por d.

359. Incluso, aunque estas proposiciones puedan demos-
trarse, las restantes que hemos visto arriba aun no son re-
sueltas. Si de 345 se diera un cuadrado que dividido por d
deje un residuo positivo n, también se dara uno que arroje
naa; no obstante, existe un namero 4nq +d, y dado un cua-
drado xx que dividido entre 4nq + d deje el mismo residuo
o xx — naa sera divisible por 4ng + d.

capitulo y los siguientes 3 todos los resultados se hacen con la hipotesis de que
el divisor d es primo (como ya habjamos mencionado antes).

3 Aqui no hay solucion...recordemos que esto es generalizaciéon directa del
resultado (1), el cual es una implicaciéon en ambos sentidos.
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360. A saber, si bb — naa fuera divisible por d, entonces
el nimero xx — naa siempre sera divisible por el ntiimero
primo 4nq + d. Por otra parte, sea ¢ que denota un ntimero
impar, entonces se puede exhibir que la forma xz — naa es
divisible por el nimero primo 4nqg + dii.

Como es de esperarse (de nuevo, dado que es generalizacion
directa y meramente aritmética del caso 4p+1), la divisibilidad se
da cuando el divisor conserva el signo +, y no cuando conserva el
signo —.

La dltima parte de esta seccién de resultados generalizados es
cuando el médulo cambia y es posible preguntarnos: jqué pasa si
el nimero es ahora de la forma bb — nce? Pensar que el divisor
puede tomar esta forma no seria algo no-natural, puesto que los
divisores eran, en un inicio, de la forma 4¢g + 1, los cuales sabemos
dividen a la suma de dos cuadrados (de hecho, cualquier primo de
esa forma es suma de dos cuadrados), asi que por qué no pensar
que el divisor podria tomar una forma asi?

Finalmente, Euler considera la posibilidad de que n (o el nu-
mero naa esté entre los residuos). Hasta ese momento se habia
considerado qué residuos y qué no residuos se tienen, dada la hi-
potesis de que algin namero de cierta forma lo era o no. Ahora se
dice explicitamente que no lo es, a menos que d sea de la forma
d = 4nq + «. Este es el objeto del pardgafo 364, y en el siguiente,
se sigue la misma linea de antes: el resultado es idéntico (y la de-
mostracion también) si se considera, en vez de « a «ii, con ¢ un
ntimero impar. De hecho, los siguientes dos puntos a tratar son las
demostracion de estas afirmaciones.

Asi, en el paragrafo 368, se resumen estas observaciones en un
solo caso general: los niimeros de la forma zx 4 pyy seran divisibles
por nimeros de la forma 4 f fp+ii, donde i es impar, y se deducen
como antes: se sabe ya que tanto aa+bb como aa — bb son divisibles
por 4f fp + i, asi que también lo son iiaa + iibb y itaa — iibb.

Se tiene el divisor primo 4 f fp+1ii e ¢ denota un niimero
impar, y puesto que tanto la forma aa + bb como aa — bb
pueden ser divisibles por éste [divisor], por lo tanto también
tiaa—+1ibb y itaa—1iibb; de esto si se extrae de una y se suma a
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la otra (4f fp—+ii)bb, se obtendran las formulas iiaa—4f fpbb
y iiaa + 4 f fpbb, que son divisibles por 4f fp + ii; entre los
residuos de los cuadrados estara +4 f fpbb, lo mismo que +p.
Por lo tanto, los niimeros de la forma zx + pyy asi como los
de la forma xzx — pyy seran divisibles por 4f fp + 1.

Con estas observaciones se concluye que los divisores primos
tendra la forma 4rq + o donde « es primo con 4r (y menores que
él), y de estos residuos solo se considera la mitad (jcomo el primer
paragrafo de este capitulo!) y para ellos r estaré entre los residuos.
Para el resultado —r se tiene el resultado analogo con los divisores
correspondientes.

4.2. Series de residuos

Retomemos ahora el paragrafo 285. En él se enuncian cuéles
son los niimeros cuadrados que hay que dividir por el divisor d
para obtener a los residuos cuadréticos; solo con considerar a los
nimeros 1,4,9,...,(d — 2)2,(d — 1) (cuya cantidad es d — 1) se
rescata toda la informacién necesaria para estudiar a los residuos
cuadraticos. Haciendo referencia al capitulo 6 (en donde se estudian
los residuos que surgen a partir de una divisiéon de los términos de
una progresion aritmética), Euler propone la siguiente progresion
aritmética a considerar:

a,a+b,a+2b,a+3D,...

Si en vez de considerar a la serie 1,4,9,...,(d — 2)2,(d — 1)?
para estudiar a los residuos cuadraticos, estudiaramos a la serie
—%(d— 1)%...,0,1,4,..., %(d— 1)2, los resultados serian idénticos
(cabe notar que esto se puede hacer sin ajustar el caso donde d es
un namero par pues ese es descartado inmediatamente), y de esta
forma se tendrfa una notacién completamente simétrica. Sin em-
bargo Euler en el Tractatus decide mantener la misma estructura
en la series que mantuvo en el capitulo 6. Mas atn, en el capitu-
lo 7 (Sobre los residuos que surgen a partir de la division de los
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términos de una progresion aritmética) la serie que se considera es
a,ab, ab?, ab’, . ..

Debemos resaltar dos cosas importantes sobre la serie que con-
sidera Euler: en primer lugar, la serie de residuos en cuestiéon em-
pieza en 0 termina en (d — 1)2. Es inmediato que el 0 es un residuo
cuadrético y esto es independiente del divisor d, y también que d?
deje el mismo residuo que 0. Esto se debe a que, por hipétesis, d es
un nimero primo, y no hay ningan mdaltiplo de d entre 1 y d — 1,
asi que estos quedan excluidos automéaticamente, y por tanto, de
la serie de ntimeros enteros que hay que considerar, al menos todos
los miltiplos de d quedan fuera. En segundo lugar, en los capitulos
antes citados (VIy VII) las progresiones aritméticas y geométricas
se extienden indefinidamente, mientras que la correspondiente pa-
ra residuos cuadraticos se estaciona en d — 1. Esto, como ya hemos
explicado, se justifica por el pardgrafo anterior a este, el 284.

Desde el punto de vista del autor, hay dos razones mas por las
que prefiere desarrollar la exposicién con la serie que da y no con
alguna equivalente: recordemos que este trabajo fue el primero de
su clase y no fue terminado ni publicado por Euler en vida, de
modo que la version que se tiene es la més basica (en cuestion de
edicion) que se tiene. Por ello no sabemos si Euler considero la
serie —%(d —1)2,...,0,1,4,..., %(d —1)2 0 no. Méas atin, cuando
contamos siempre lo hacemos empezando desde el 1 o el 0, nun-
ca empezamos a contar empezando con un nimero negativo, y al
pensar lo hacemos de la misma manera, por lo cual es natural que
en una primera version la serie empiece desde el 1, y no desde
—3(d—-1)%

Finalmente, y como se ha mencionado antes, el capitulo X sirve
como base para los capitulos siguientes del mismo bloque. Dado
que este capitulo respeta la exposicion de los capitulos V y VI, ade-
més de mantener dichos nimeros como los elegidos para estudiar
a los residuos cuadraticos, en los capitulos siguientes sobre resi-
duos cubicos, bicuadraticos y sursélido siguen la misma logica, los
numeros que se consideran son los mismos respetando la potencia
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correspondiente, tanto para respetar el formato del estudio de los
residuos y las series, as{ como por los argumentos anteriores.
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Capitulo 5

Formas binarias

5.1. El estudio de dos formas cuadraticas bi-
narias

La ultima parte por estudiar del Tractatus se compone de dos
capitulos: El capitulo XV «Sobre los divisores de los niimeros de
la forma xzx + yy» y el XVI «Sobre los divisores de los niimeros
de la forma xz + 2yy». Estos son los capitulos mas cortos de la
obra, y son ambos precursores del estudio de las formas cuadraticas
binarias en la Teoria de los Ntimeros.

El primer capitulo de esta parte empieza con una pregunta
conocida desde 1632 (planteada por Albert Girard y demostrada
por primera vez por Fermat en 1654): ;jcuando es zx+yy un nimero
primo? Es claro que el caso cuando dicha suma sea igual a 2 siempre
es posible, y este caso es por lo tanto descartado inmediatamente
por Euler (del mismo modo que durante la secciéon anterior de la
tesis, todos los casos estudiados cuando el divisor es un primo,
el cual serda impar, pues el 2 no presenta mayor dificultad). Es
interesante notar que Euler no demuestra este problema, sino que
explica que todos los nimeros primos xzx + yy son de la forma
4n 4+ 1, y ninguno de la forma 4n — 1 puede ser suma de dos
cuadrados. Sin embargo, hay que decir que esta implicacién si es
inmediata, pues los cuadrados son solo de la forma 4n o 4n + 1,
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asi que al sumar dos de ellos solo se obtendran nimeros de la
forma 4n,4n + 1 o 4n + 2, pero no 4n — 1. El caso 4n + 2 es
descartado pues, recordemos, Euler se concentra especificamente en
estudiar los casos para los primos impares. La implicacién reciproca
se contesta en los siguientes puntos y se cita expresamente en el
paragrafo 562.

A continuacion en el capitulo XV se estudian las propiedades
conocidas dentro de la escaleta general de trabajo del Tractatus:
la aritmética entre los objetos. En primer lugar, obtenemos el si-
guiente resultado sobre el producto de dos ntimeros que son suma
de dos cuadrados:

545. Si la suma de dos cuadrados se multiplica por la
suma de otros dos cuadrados, el producto (aa + bb)(cc+ dd)
serd también la suma de dos cuadrados, que es iguala a
(ac + bd)? + (ad F be)?, lo cual puede suceder solo con la
alternancia del signo doble.

Y enseguida la proposicién inversa:

546. Ahora se enuncia una proposicion inversa: si la su-
ma de dos cuadrados pp + qq es divisible entre la suma de
otros dos cuadrados aa + bb, entonces [esta| también seria la
suma de dos cuadrados. La veracidad de la [afirmacion] no
se puede alcanzar solo de esto, se requiere una demostracion
especial.

Més atn, las cuestiones de divisibilidad quedan expuestas y son
estudiadas en los siguientes paragrafos:
547. [...] primero enuncio que la forma pp+qq es divisible
por aa+bb. Cualesquiera que sean los nimeros p y g, siempre
pueden ser reducidos a ntimeros menores que aa + bb, para

ser como %(aa + bb), puesto que si pp + qq es divisible entre
aa + bb, también

(+a(aa + bb) £ p)? + (£8(aa + q)?

se vuelve divisible.
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Este es el resultado més amplio de este capitulo, y su demos-
tracion termina en el pardgafo 556. En el siguiente Euler continta
con la investigacion preguntando si los divisores de los nameros de
la forma pp + gq son todos suma de dos cuadrados. Es claro que
para este momento, el nimero pp + ¢q no es supuesto un numero
primo. Por medio de esta investigacion se obtiene la verificacion de
la implicacién reciproca sobre el resultado citado anteriormente de
Albert Girard. Con la investigacion de estas preguntas se conoce
la forma del cociente resultado de la divisién, como lo observamos
en los siguientes extractos del Tractatus en los pardgrafos 562 y
564:

562. Asi, propuesto cualquier nimero primo de la for-
ma 4n + 1, que entre sus residuo cuadraticos esté —1 o 4n,
siempre podra ser exhibido como suma de dos cuadrados
divisible por él; de aqui se sigue que todos los nimeros de
la forma 4n + 1 son la suma de dos cuadrados.

564. Sin embargo, se requiere una demostracién mas bre-
ve, con la cual se pruebe que si la suma de dos cuadrados
pp + qq fuera divisible por la suma de otros dos cuadrados
aa + bb, el cociente también necesariamente sera la suma de
dos cuadrados. Con el razonamiento siguiente intentaremos
determinar esto.

El dltimo resultado del capitulo XV responde a una pregunta
natural sobre la posibilidad de escribir a un nimero (primo o no)
como la suma de dos cuadrados: ;Es esta representacién tnica?
Es claro que 2 = 12 + 12 y que esta es la unica forma de poder
escribir a 2 como suma de dos cuadrados, pero como se menciond
desde el principio, este caso es omitido pues no presenta dificultad.
El paragrafo 570 demuestra que la forma de escribir a un ntimero
como suma de dos cuadrados es tnica si el niimero en cuestiéon es
un primo, y la demostraciéon es absolutamente algebraica:

570. Si cualquier niimero N que tenga dos maneras de
ser representado como suma de dos cuadrados, es decir

N = aa + bb = cc+ dd,
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entonces no es primo. Puesto que aa—cc = dd—bb, se tendra
que d+b = w yd—b= w,ypor lo tanto b =
(mm-+nn)

(at+c) (a—c). — —
e — M= entonces N = aa + bb = Tt (nn(a —

c)2+mm((a+c)?) = % ((a—c)?+(b+d)?), en donde
no puede eliminarse el factor del denominador.

En el capitulo XVI del Tractatus encontramos la relacién co-
rrespondiente para el caso xz + 2yy. Como sucedi6 en los capitulos
X al XTIV, los resultados que se obtenfan con ntimeros primos de la
forma 4n 4 1 corresponden a aquellos de la forma 8n + 1,8n + 3,
y los que son excluidos son los que son de la forma 8n 4 5,8n + 7
y todos los niimeros pares, como observamos a continuaciéon:

574. Asi, todos los numeros de la forma xx + 2yy, donde
2 y y son primos entre si; entonces ambos no son pares, y si
fueran impares, perteneceran a la forma 8n+1, o a la [forma]
8n 4+ 3; pero si estos nimeros son pares, entonces o son de
la forma 2(8n + 1), o de 2(8n + 3), y en el caso posterior
sus mitades, es decir, 22z + yy son también ntmeros de la
forma zzx + 2yy.

Ademas de esto, encontramos en el capitulo XVI la proposiciéon
relacionada con aquella sobre el producto de dos nimeros suma de
dos cuadrados, y la demostracién analoga para este caso, con el
mismo formato:

576. El producto de dos nimeros de esta forma esté con-
tenido en la misma forma, esto es (aa + 2bb)(cc + 2dd) =
(act2bd)?+2(adFbc)?, de aqui es evidente que tal producto
estd de dos maneras en la forma [senaladal.

El siguiente resultado es también el més largo, el més importan-
te y el centro del capitulo XVI. La demostraciéon de este resultado
abarca la mayor parte del capitulo.

584. Por lo cual, si pp + 2gq puede dividirse entre el ni-
mero U, que queda excluido de la forma xx + 2yy. Entonces,
el cociente, si es primo no sera de esta forma; o si es com-
puesto, entonces tendra un factor que no seré de esta forma.
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y finalmente concluye:

587. Veremos también si pp+2qq puede dividirse entre un
namero U que no es de la forma zx + 2yy. Si esto es posible
pasaria que p < %u yq< %u, de donde pp+2qq < %1111, y el
cociente < %11, el cual, él mismo no es un namero de la forma
zx + 2yy, o tendria un factor B, el cual como también seria
factor de pp + 2qq; asi, el mas pequeno de tales nimeros
P podria ser asignado como el divisor de cualquier forma
zx + 2yy, lo cual como no es posible, entonces los ntimeros
pp + 2qq no poseen ningun divisor primo que no sea de la
forma zz + 2yy.

Finalmente tenemos la caracterizacion de Euler de los divisores
primos de los divisores de los niimeros de la forma p? + 2¢%, y este
es el inicio de un estudio muy amplio, pero en el Tractatus ya no
lo encontramos.

5.2. Hacia la forma general

Como se observa, ambos capitulos son muy parecidos entre
ellos, tanto en los resultados que se estudian, como en la forma
de presentarlos. En general, en ambos se estudia en gran medida
que numeros pueden ser representados por alguna de las formas
xx + yy o xx + 2yy, qué forma tiene el producto de éstas, cudndo
un ntmero primo impar puede ser representado por alguna de ellas
y como son los divisores y los cocientes resultados de la divisién
de estos niimeros.

Ambos capitulos son casos particulares del estudio de las for-
mas cuadraticas binarias; es decir, expresiones de la forma 2% +ny?.
Estas expresiones en forma més general eran conocidas por Euler,
lo cual se deduce de la correspondencia que tuvo con Goldbach en
el ano 1742E| Incluso, Euler reunié estos resultados en un articu-
lo que publicoé en 1751 con el nombre Theoremata circa divisores
numerorum in hac forma paa £ qbb. Los teoremas que se incluyen

Ver [Euler-Goldbach 1965, pag. 116-118].
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en el articulo son parecidos y hasta podemos argumentar que in-
ductivos: asi como sucedi6 con los tltimos capitulos, y fuertemente
con los capitulos del X al XIV, el método que us6d para un caso fue
adaptado para los siguientes hasta donde fue posible. Para mues-
tra, algunas de las conjeturas y teoremas que Euler enuncia en el
citado articulo son (expresadas en notacion de Legendre):

<_3) =1 p=1,7 (mod 12)
p

<3) =1 p=+1 (mod 12)
p

-5
<p> =1<p=1,3,7,9 (mod 20)
)

<> —1&p=+1,+11 (mod 20)
p

<_7> —1ep=1,9,11,15,23,25 (mod 28)
P

7
<) =1 p=+1,43,+5 (mod 28)
p

donde p es un primo impar tal que p t n.

Como mencionamos anteriormente, los residuos que dejan los
ntmeros al ser divididos por otro pueden ser positivos o negativos
segun el estudio de Euler en esta obra, pero la teoria de congruen-
cias nos permite avanzar més rapido entre el 11 y el —9 médulo 20,
ya que podemos ver que 11 = —9 (mod 20),3 = —25 (mod 28) y
obtenemos

<3> =1 p==+1, (mdd 12)
p

<]59> — 1o p=+1,+9 (mod 20)
7 )
<> =1 p=+41,42549 (mod 28),
p
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donde todos los ntimeros son cuadrados. Es aventurado, pero no
descabellado, pensar que si Euler hubiera tenido esta notacién en-
tonces hubiera llegado al estudio de la Reciprocidad Cuadratrica
mucho més rapido y de manera més formal.

Estos estudios fueron la base de la que Gauss, Lagrange y Le-
gendre (entre otros muchos grandes matematicos) partieron para
el estudio profundo de estos resultados. Las aplicaciones a las que
nos conduce el desarrollo y estudio integro de esta rama de la Teo-
ria de los Niimeros son muy diversas y muy profundas; por ejemplo
la reciprocidad cuadratica. Recordemos brevemente la discusiéon de
la divisibilidad de estas expresiones:

¥ (x,y) =1,3 p primo tal que p |22 +¢y> & p=1 (mod 4)

¥ (z,y) = 1,3 p primo tal que p | 2%+ 25> < p=1,3 (mod 8)

Recordemos la notaciéon del simbolo de Lagrange:

(a) p—1
— = Qq 2
p
y0sip]|a.

Con esta notacién esto es equivalente a

respectivamente, por lo que concluimos lo que mencionabamos
péarrafos arriba: que Euler estaba trabajando, en el Tractatus con
dos casos especiales de la reciprocidad cuadratica. Un caso general
de esta observacién se puede presentar en el siguiente

Teorema. Sea n un entero distinto de 0 y sea p un primo impar
que no divide a n. Entonces se tiene
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plz?+ny? (z,y)=1e (j) =1

Demostraciéon: Presentaremos la demostracion del teorema
con técnicas modernas, en primer lugar porque hacen la tarea mu-
cho més sencilla y més corta, y en segundo lugar, porque el teorema
anterior no se enceutra en el Tractatus, por lo que es imposible ane-
xar una demostracion fiel. Si 22 +ny? =0 (moéd p) y (z,y) = 1 en-
tonces (y,p) = 1y por tanto tiene un inverso multiplicativo modu-
lo p, sea este s. Entonces, (25)? = 22s? = —ny?s? = —n (mdd p),
que es lo que se busca. El regreso es completamente analogo. [J

La demostraciéon anterior es bastante elemental en si misma,
pues solo considera el inverso de un nimero moédulo p (todo ele-
mento no nulo en Z, tiene uno al ser este un campo, el punto es
mostrar que y es no nulo en este campo, lo cual se logra mostrando
que no es multiplo de p). Sin embargo, la facilidad de esta demos-
tracién es consecuencia de la notacion de Lagrange y la notacion de
las congruencias, ademas de los resultados del simbolo de Legen-
dre y el criterio de Euler. Debemos tomar en cuenta, sin embargo,
que esta demostracion y esta técnica no era facil ni elemental para
Euler; fue él quien empez6 a desarrollar toda la teorfa, y estudiar
a los residuos cuadraticos como el objeto central que contenia la
informaciéon fundamental.

Tomando en cuenta este método, esto se extiende hacia la re-
ciprocidad cubica (en Zlw])) y bicuadratica (Z[i)]); mas atn, ha-
ciendo uso de matematicas modernas, el estudio de los primos y
las expresiones de la forma 22 4+ ny? y la teoria de campos, funcio-
nes elipticas, curvas elipticas y la Reciprocidad de Shimura, entre
otras, se complementan una a otra. Esto, sin embargo, queda fuera
del objetivo del presente trabajo, por lo que solo lo mencionamos
como referencia de la importancia y trascendencia del trabajo y de
las ideas en él.

Como ha sido mencionado repetidamente durante este texto,
los resultados que aqui se juntan fueron novedosos en su mayoria,
y dado que esta es una obra poéstuma, y sabiendo que hubo mas
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resultados que Euler desarroll6 pero que no fueron publicados en
ésta obra, podemos conjeturar que él no tuvo suficiente tiempo
de vida para incorporar al Tractatus los resultados que desarrolld
sobre esta area, los cuales comunicé a Goldbach en la antes citada
correspondencia.
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Apéndice A

Demostracion de la
Proposicion 36 del Libro
IX de «Los Elementos» de
Euclides.

Proposicion 36: «Si tantos niumeros como se quiera a partir
de una unidad se disponen en proporcion duplicada hasta que su
[suma] total resulte [un nimero] primo, y el total multiplicado por
el ultimo produce algin nimero, el producto serd [nimero] perfec-
to».

Demostracion.

Sean los nimeros 1, A, B, G y D en proporcion duplicada siendo
su conjunto E un ntmero primo y sea ZH el producto de F por
DW. Digo que ZH es un ntimero perfecto.

A B G D E

VA H
Tomense tantos ntmeros £, TK, L, M como A, B,G, D en pro-
porcion duplicada empezando por E y entonces serd A a D como
E a M y por tanto el producto de F por D sera igual al de A por
M, pero, el producto de E por D es ZH; luego el de A por M sera
también ZH y por consiguiente M mide a ZH segin A y como
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A es la diada, ZH es doble de M y por estar M,L,TK y E en
proporcién duplicada, también, lo estaran E,TK, L, M y ZH.

K

NEZNSD

H

Ahora bien, si del segundo nimero T'K y del altimo ZH qui-
tamos los ntmeros TN y ZO, ambos iguales a E, el exceso del
segundo (TK) seré al primero (E) como el exceso del ultimo (ZH)
al conjunto de los anteriores (M, L, TK, F) y por tanto NK es a
E como OH al conjunto M, L, TK,E y como NK es igual a F
serd OH igual al conjunto M, L, TK, E;y por ser ZO igual a E'y
Figual a 1, A, B,G, D el conjunto ZH es igual a 1, B, TK, L, M
y estd medido por ellos.

T N K

Z
(@) H

Digo ademés que ZH no puede estar medido por ningin otro
nimero excepto estos, porque si fuera posible que algin nimero
P midiera a ZH segin () no siendo P ninguno de los nimeros
A,B,G,D,FE, TK,L, M el producto de () por P seria ZH.

Z H

P

Q

Pero el producto de E por D es también ZH; luego E es a ()
como P a D y puesto que 1, A, B, G, D estan en proporcion conti-
nua, D no puede ser medido por ningtin ntimero excepto A, B, G,
ninguno de los cuales es P por hipétesis, luego P no mide a D y
por ser P a D como F a () tampoco E mide a () pero E es primo
y un nimero primo es primo con cualquier niimero que no sea mul-
tiplo suyo, luego F y @ son primos entres si y son los menores y E
es a Q como P a D; luego F mide a P el mismo niimero de veces
que Q a D y como D no esta medido por ningtin ntimero excepto
A, B, G tiene que ser () uno de estos. Sea B y como B,G, D son
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tantos como E,TK, L empezando por E y estos F,TK, L tienen
la misma razéon con B, G, D serd B a D como E a Ly, por tanto,
el producto de B por L es igual al de D por E, pero este producto
de D por E es igual al de Q) por P; luego el producto de @ por P
es igual al de B por L y por consiguiente ) es a B como L a Py
por ser () igual a B, es L igual a P, lo cual es imposible porque
por hipétesis P no es ninguno de esos niimeros; luego ningtn nu-
mero mide a ZH excepto 1, A, B,G,D,E, TK,L,M y como ZH
es igual al conjunto de estos niimeros, ZH es un nimero perfecto.
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Apéndice B

Extracto de la carta de
Euler a Goldbach del 28 de

agosto de 1742.

1. Si z y y son primos entre si, la formula 22 + y? no tiene
divisores primos distintos de los de la forma 4n+1, y ademas
estos nimeros primos son todos de la forma u? + v2.

2. Si x y y son primos entre si, la formula 222 + y? no tiene
divisores primos impares distintos a los de la forma 8n + 1 o
bien 8n + 3, y ademaés estos factores primos también son de
la forma 2u? 4 v2.

3. La formula 322 + 42 en donde z y y son primos entre si,
no tiene divisores primos distintos a los del tipo 12n + 1 y
12n + 7, es decir de la forma 6n + 1, y ademés estos primos
también son de la forma 3u? + v2.

4. La formula 522 4 y? en donde  y y son primos entre si, no
tiene divisores primos distintos a los del tipo 20n + 1,20n +
3,20n4+9 y 20n + 7; y cualquier ntimero primo que se pueda
expresar en alguna de estas formas, es también del tipo 5u?+

v2.
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10.

11.

12.

La formula 622 + 32 no tiene divisores primos impares dis-
tintos a los del tipo 24n + 1,24n + 5,24n+ 7y 24n+ 11, y
cualquier niimero primo que se pueda escribir de cualquiera
de estas maneras, es también de la forma 6u? + v2.

La formula 722 + 32, no tiene divisores primos distintos a
los del tipo 28n + 1,28n 4+ 9,28n + 11,28n + 15,28n + 23 y
28n + 25. Es decir, de la forma 14n 4+ 1,14n + 9 y 14n + 11,
y cualquier niimero primo que se pueda escribir en una de
estas formas también es un namero del tipo 7u® + v2.

Si un nimero primo de la forma 4Pn + s, es un divisor de
la formula P22 + 92, entonces los otros primos que dividen a
Pz? +y? son de la forma 4Pn + s* y ademés estos divisores
son de la forma Pu? + v2.

Si dos ntmeros primos de los tipo 4Pn + s y 4Pn + t, res-
pectivamente, son divisores de la féormula Px? 4 32, entonces
cualquier namero primo de la forma 4Pn + s¥t7, es también
un namero de la forma Pu? + v2.

Todos los factores primos de la formula 22 — 42 (con = y y
primos relativos) son de la forma 4n F 1.

Todos los divisores primos de la formula 222 — 42, son del
tipo 8n F 1.

Todos los divisores primos de la formula 322 —y? son del tipo
12n F 1.

Todos los divisores primos de la férmula 522 —y? son del tipo
de la forma 20n F 1 o de la forma 20n F 9.

*Traduccién de Ivan Castro Chadid.
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