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Introduccion

El siglo XIX fue de tremenda importancia para el desarrollo de la légica matematica. Los
calculos l6gicos y otros lenguajes formales que conocemos hoy pasaron por numerosas modifica-
ciones y replanteamientos antes de llegar a satisfacer los ideales para los cuales fueron creados.
Con frecuencia encontramos en los textos y cursos de légica moderna una clasificaciéon histo-
riografica de los movimientos que impulsaron el desarrollo de la légica moderna: por un lado,
en el continente europeo, el movimiento logicista —encabezado por Gottlob Frege y Bertrand
Russell—, cuya pretencién era fundamentar o reducir la aritmética —o incluso la matemaética
entera— a la légica pura y la teoria de conjuntos; y, por otro lado, tanto en el continente europeo
como en el americano, el movimiento algebraicista —encabezado por George Boole, Augustus
De Morgan, y muchos otros—, cuya pretencién —ciertamente, mas modesta— era disefiar un
lenguaje formal de tipo algebraico capaz de expresar y trabajar nociones y métodos propios de la
légica. Sin embargo, creemos que esta clasificacién de los movimientos filoséficos y matematicos
que impulsaron el desarrollo de la l6gica moderna no es del todo afortunada.

Aunque un anélisis exhaustivo de los primeros acercamientos a una légica simbdlica podria
llevarnos hacia la época de Gottfried Leibniz o incluso hasta la escoldstica tardia, no parece dema-
siado aventurado afirmar que los trabajos que inauguraron exitosamente el estudio matemaético de
la 16gica fueron (Boole 1847 y 1854). El nacimiento del algebra booleana tuvo una recepcién posi-
tiva en la comunidad matematica de su tiempo y pasé muy poco tiempo para que matematicos y
filésofos como Augustus De Morgan, William Stanley Jevons, Charles S. Peirce, Ernst Schroder,
y otros, desarrollaran sus propias algebras de la légica. Sin embargo, aunque a los autores recién
mencionados se les conoce como impulsores del movimiento algebraicista de la 1égica, debemos
tener en mente que los trabajos de Boole llegaron a Frege y lo sacudieron de forma tal que obras
como la Begriffschrift o —mas adelante, cuando Russell lee a Frege— los Principia Mathematica,
vieron la luz del dia gracias a la idea original de George Boole: disefiar un algebra para la légica.

Sin embargo, decir que la importancia del movimiento algebraicista estuvo en el hecho de
haber influenciado a matematicos como Frege y Russell, es decir muy poco. Ciertamente, es facil
justificar la afirmacién anterior desde el impacto que tuvieron las obras de George Boole. Pero

es muy poco conocido en la literatura filosofica e historiografica de la légica el hecho de que el
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movimiento algebraicista tuvo una influencia mucho mas importante que la simple inspiracién de
la matematizacién de la légica moderna. Y es todavia menos conocido el hecho de que pensadores
distintos a Boole, dentro del movimiento algebraicista, fueron especialmente importantes en el
desarrollo de la légica moderna.

Charles S. Peirce fue un filésofo y cientifico estadounidense del siglo XIX frecuentemente re-
conocido por ser el fundador del pragmatismo. Sin embargo, la obra de este pensador es tan
extensa y variada que la afirmaciéon anterior estd tremendamente lejos de caracterizarle ade-
cuadamente. Peirce escribié sobre todas las ramas de la filosofia —generd, de hecho, su propio
sistema filoséfico—, e incluso contribuyé a la matematica —particularmente, en la teoria de la
probabilidad—, la fisica y la quimica. Sin embargo, dentro de todas las areas de interés de Peirce,
la 16gica resalta como la mas importante. Sus contribuciones a la légica incluyen escritos sobre la
teoria de la verdad, la silogistica, la abduccién, la inducciéon probabilistica, el dlgebra de la légica,
la l6gica proposicional, la légica de primer y segundo orden, la teoria de conjuntos axiomatiza-
da, las légicas diagramaticas e, incluso, légicas no-clasicas como las logicas modales y las légicas
multivaluadas.

Peirce fue uno de los primeros estudiosos del algebra booleana en el continente americano y
de inmediato reconocié la importancia y el potencial que el trabajo de Boole posefa. Aproxima-
damente a partir de 1867 y después de leer las contribuciones de Augustus De Morgan, Peirce
comienza a desarrollar sistemas algebraicos de la légica modificando y anadiendo principios y
notaciones con el fin de ampliar la expresividad de estos lenguajes formales. En particular, el
hecho de que el dlgebra de Boole fuera incapaz de expresar adecuadamente las proposiciones
particulares motivé a Peirce a disenar otro tipo de sistemas y notaciones. Después de casi veinte
anos desde sus primeras publicaciones sobre el tema, Peirce publica “On the Algebra of Logic”
en 1885, un notable articulo que presenta de manera adecuada el algebra o ldgica de relaciones.

El édlgebra de relaciones —o de relativos— parte de la idea de que no todas las proposiciones
quedan adecuadamente capturadas en términos de clases simples e inclusiones, como se hacia en
el algebra de Boole. Peirce reconoce la existencia y la importancia de proposiciones que emplean
términos relativos o relacionales, es decir, términos cuya funcién es enlazar al menos dos obje-
tos entre si. En ese sentido, términos como “amante de”, “dador de algo a alguien”, etc., son
términos relativos. Fue precisamente este cambio de enfoque el que llevé a Peirce a desarrollar
un lenguaje formal para la légica que, como estudiaremos en el presente trabajo, dio lugar a
multiples descubrimientos y avances en el campo de la l6gica matemaética.

Dentro de las aportaciones que encontramos en (Peirce 1885), se encuentran:

1. El disenio de un algebra equivalente a lo que hoy conocemos como légica proposicional, y la

propuesta de una axiomatizacion completa y correcta para este lenguaje.
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2. El diseno de dos algebras de relaciones equivalentes a lo que hoy conocemos como légica de

primer orden y légica de segundo orden.
3. La invencion de la teoria de la cuantificacién y la distincion de érdenes, en este contexto.

4. La propuesta de una teoria de conjuntos axiomatizada, empotrada en su sistema de légica

de segundo orden.

Sin embargo, decir que todos estos logros fueron innovaciones del (Peirce 1885) es tan sélo
una parte de la tesis que pretendemos mostrar aqui. Seria insatisfactorio sefialar la existencia de
un articulo en la obra de Peirce en el que se dan los logros arriba mencionados sin decir, también,
cudl fue el impacto de este articulo. Ciertamente, los lectores de Peirce (1885) fueron mateméticos
muy relevantes en la historia de la logica —tales como Ernst Schroder— y se vieron influenciados
por él de manera tal que adoptaron y heredaron los formalismos de Peirce. Este hecho historico
es, sin duda, poco conocido y tremendamente importante.

Que los trabajos de un légico algebraicista como Peirce hayan llegado a influenciar a ma-
tematicos que, a su vez, influenciaron a los logicistas en Europa sin duda pone en tela de juicio la
validez de la distincion historiografica que opone al movimiento algrebraicista con el movimiento
logicista. Deciamos que esta distincion era poco afortunada precisamente por el hecho de que los
trabajos de algunos logicos, considerados dentro del movimiento algebraicista, fueron relevantes
en el desarrollo de las obras normalmente consideradas dentro del movimiento logicista, de manera
que mas que una dicotomia parece haber una progresién o continuidad entre ellas. Més ain, tras
estudiar las metas y los logros de los algebraicistas —al menos en Peirce—, y comparando estos
con los propios de los logicistas, parece menos claro ain que exista una distinciéon tan tajante
entre estas corrientes de investigacion del siglo XIX.

Sin embargo, también seria insatisfactorio decir simplemente que las investigaciones algebrai-
cistas influenciaron y culminaron en buena parte del trabajo logicista sin preguntarse, también, si
existié algiin compromiso filoséfico, como si lo hubo en el logicismo, que impulsara esta agenda.
Parece que los compromisos filosoficos de Peirce, especialmente los de su propia sistematizacion
de las ciencias y la filosofia, pueden dar cuenta de una motivacién para el proyecto de disenar
algebras para la légica. Asi como el logicismo esta comprometido con cierta filosofia de la 1égica
y cierta filosofia de la matematica, las ideas de Peirce al respecto permiten comprender por qué
fue natural que las investigaciones en logica se tornaran, también, hacia la formalizacién.

Pero asumir que las agendas algebraicista y logicista tuvieron una filosofia de trasfondo similar
o comun y que esa es la razén por la que derivaron en ideales y logros compartidos es, como
pretendemos mostrar, equivocado. En realidad, los compromisos de Peirce eran casi opuestos a los
de Frege y Russell. Un breve anélisis de las posturas filoséficas de Peirce y de los logros obtenidos

por sus investigaciones légicas permite derivar la notable conclusién de que el logicismo no fue

12



condiciéon necesaria, aunque si suficiente, para desarrollar la légica matematica como se hizo en
el siglo XIX. Es decir, aunque los compromisos logicistas sin duda impulsaron las investigaciones
l6gicas hasta lo que hoy conocemos como légica matematica, otra clase de compromisos filosoficos
—incluso casi opuestos a los logicistas— también permitieron obtener resultados equivalentes o
muy cercanos a lo que los logicistas desarrollaron.

En ese sentido, la tesis que defendemos es la siguiente: (T) existe al menos un ejemplo del
desarrollo de la l6gica matemdtica en la traidicion algebraicista —el trabajo de Charles S. Peirce—
que muestra que los compromisos filoséficos del logicismo no eran el unico camino para llegar a
calculos completos y correctos de la logica proposicional y al desarrollo de una teoria axiomdtica
de conjuntos y las ldgicas de primer y sequndo orden.

Como sustento o premisas para la tesis (T), se encuentran: (T1) dentro de la tradicién alge-
braicista de la légica, existe al menos un estudioso de la logica —Charles S. Peirce— cuyas poco
conocidas investigaciones en logica matematica fueron tan innovadoras y produjeron casi tantos
resultados como los de las investigaciones logicistas; (T2) los logros de Peirce fueron relevantes
para otros matematicos notables del siglo XIX y ellos, a su vez, heredaron a otros investigado-
res los descubrimientos y notaciones de Peirce; y (T3) el trabajo de Peirce fue impulsado por
compromisos filoséficos distintos y casi opuestos a los del movimiento logicista.

Nuestra exposicién de la parte (T1) de la tesis se desarrolla en el Capitulo 1 del presente
trabajo. Hemos optado por dedicar un capitulo entero del trabajo a la reconstruccién y siste-
matizacién del prolifico (Peirce 1885) por dos motivos: por un lado, para ofrecer al lector un
acercamiento indirecto —tan leal al texto original como nos es posible— al (Peirce 1885); y, por
otro lado, para construir el resto del trabajo en torno a esta exposicién como punto de referencia.
Presentamos en este capitulo los sistemas de 1égica proposicional, logica de primer orden, logica
de segundo orden y la teoria de conjuntos de Peirce.

La parte (T2) de la tesis estd expuesta en el Capitulo 2 de este trabajo. Comenzamos explo-
rando el papel de Boole y De Morgan en el algebra de la légica para avanzar hacia la influencia
del trabajo de Peirce en Schroder, Lowenheim y Skolem. Posteriormente, estudiamos por qué,
cémo, cudndo y a través de quiénes se originé la teoria de la cuantificacién en la légica de Peirce.
Presentamos, después de esto, un par de pruebas metaldgicas de la correccién y la completud del
sistema de deduccion natural que se desprende de la légica proposicional de Peirce. Y, finalmen-
te, estudiamos de manera breve la teoria de conjuntos axiomatizada de Peirce compardndola con
los principios de Zermelo-Fraenkel (mas Eleccién) y comentando un intento por axiomatizar la
estructura de los nimeros naturales utilizando esta teoria de conjuntos.

La parte (T3) de la tesis se discute en el Capitulo 3 de este trabajo. La exposicién comienza
con una somera presentacion de los compromisos filoséficos de Peirce en cuanto a las ciencias, la

filosofia, la légica y la matematica, resaltando la importancia de su clasificacién de las ciencias.
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Posteriormente, nos preguntamos si Peirce era, en algin sentido, un logicista y respondemos
negativamente a esto a través de los trabajos de Haack (1993) y Houser (1993) con el objetivo
de afirmar, al término del capitulo, que las algebras de Peirce fueron consecuencia de sus propios

compromisos filoséficos cuyas diferencias frente a los compromisos logicistas son muy claras.
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Capitulo 1

On the Algebra of Logic (1885)

Este capitulo tiene por objetivo dar una presentacién sistematica del extenso, prolifico y
poco estudiado articulo “On the Algebra of Logic: A contribution to the philosophy of notation”
(1885)|T] de C.S. Peirce. En capitulos sucesivos de este trabajo proveeremos un andlisis de los
tépicos mas relevantes que aparecen en el articulo de Peirce —principalmente, su sistema de
légica proposicional, sus sistemas de légica de primer y segundo orden, y su axiomatizaciéon de una
teoria de conjuntos, misma que serd estudiada en paralelo a una axiomatizacién de la aritmética,
también propia de Peirce aunque perteneciente a otro articulo. En ese sentido, se pretende que
este capitulo sea el punto de referencia de la discusién filoséfica e histérica que entablaremos en

el resto del trabajo.

1.1. Los Objetivos de OAL

OAL comienza con una clara enunciacién de los objetivos que se persiguen en la investigacién

del algebra de la logica:

In this paper, I purpose to develop an algebra adequate to the treatment of all pro-
blems of deductive logic, showing as I proceed what kinds of signs have necessarily to
be employed at each stage of the development. I shall thus attain three objects. The
first is the extension of the power of logical algebra over the whole of its proper realm.
The second is the illustration of principles which underlie all algebraic notation. The
third is the enumeration of the essentially different kinds of necessary inference; for
when the notation which suffices for exhibiting one inference is found inadequate for
explaining another, it is clear that the latter involves an inferential element not pre-
sent to the former. Accordingly, the procedure contemplated should result in a list

of categories of reasoning, the interest of which is not dependent upon the algebraic

! Abreviaremos el titulo de este articulo como “OAL” de ahora en adelante.
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way of considering the subject. I shall not be able to perfect the algebra sufficiently
to give facile methods of reaching logical conclusions: I can only give a method by
which any legitimate conclusion may be reached and any fallacious one avoided. But
I cannot doubt that others, if they will take up the subject, will succeed in giving
the notation a form in which it will be highly useful in mathematical work. I even
hope that what I have done may prove a first step toward the resolution of one of the
main problems of logic, that of producing a method for the discovery of methods in

mathematics (Peirce, 1885, 3.364).
De forma general, el articulo propone un dlgebra de la légica que persigue:

OAL1 Una extensién en el poder —presumiblemente— expresivo y demostrativo de las algebras

booleanas hasta entonces conocidas;
OAL2 Encontrar y formular claramente algunos principios generales de las dlgebras de la logica; y

OAL3 Distinguir y explicar modos de razonamiento que sélo pueden darse explicitando nociones

inferenciales.

En el andlisis que llevaremos a cabo en otro capitulo de este trabajo, evaluaremos si Peirce cumple
con estos objetivos y dilucidaremos cémo es que este proyecto aporta algo al interés principal de
producir métodos para la matemadtica. A continuacién, damos una presentacién modernamente
estructurada del OAL —donde es posible— y respetamos, grosso modo, el orden en el que Peirce

presenta sus descubrimientos.

1.2. Un Sistema de Logica Proposicional

En esta seccién introducimos sistematicamente el sistema de algebra proposicional Non-

Relative Logic (NRL) que Peirce traza en OAL.

1.2.1. Sintaxis de NRL
Los signos del lenguaje son:
NRL1 Variables proposicionales: z, v, z, etc.
NRL2 La barra sobre una variable representa la negaciéon de esa proposiciéon: .
NRL3 El signo de suma ldgica: +
NRL4 El signo de producto logico, representado por la adjuncién de dos variables proposicionales:

Ty
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NRL5 La co’pul denotada por —< y definida como: x —< y g T+ y.
NRL6 Signos de agrupacion: (,).

Sean a y ([ dos metavariables que representan cualquier férmula de NRL. Las reglas de

formacion del lenguaje son:
NRLF1 Cualquier variable proposicional es una férmula bien formada (fbf).
NRLF2 & es una fbf.
NRLF3 Si a y 5 son fbf’s, entonces a4+ 3, aff y o —< 5 son fbf’s.

NRLF4 Nada maés es una fbf.

1.2.2. Semantica de NRL

NRLS1 Existen dos valores constantes: verdadero (v) y falso (f).

NRLS2 El valor de una variable proposicional es v si la proposicién es verdadera, y f si la proposicién

es falsa.

NRLS3 Que una proposicion es verdadera o falsa puede escribirse algebraicamente como la ecuaciénﬂ

(x — f)(v — x) = 0; y, con este mismo método algebraico, la negacién se define como
% +v—zx=1-— x Alternativamente, existe una funcién de verdad ¢ : FBF — {v,f},
donde F'BF es el conjunto de fbf’s de NRL, tal que:

NRLS3.1 ¢(z) = v si x es verdadera; ¢(z) = f si z es falsa.

NRLS3.2 ¢(z) = v si ¢(z) =1f; ¢(z) =1 si ¢(x) = v.

NRLS3.3 ¢(z +y) = v si ¢p(x) =v 6 ¢(y) = v 6 ambas; ¢(x +y) = si p(x) = ¢(y) =f£.

NRLS3.4 ¢(zy) = v si ¢p(x) = ¢(y) = v; ¢(xy) = £ en cualquier otro caso.

NRLS3.5 ¢(z < y) =vsig(x) =f 6 ¢(y) =v 6 ambas; (v < y) =fsigx)=vyoy) =f.

Notemos que a partir de NRLS3 sabemos que la implicacién z —< y queda definida semanti-
camente por la ecuacién (z —f)(v —y) = 0, pues de ahi obtenemos que (z—f) =0y (v—y) =0,

es decir que z = f, por un lado, y y = v, por otro, lo cual nos dice que z es falso o y es verdadero,

2Este signo opera como implicacién; Peirce también lo llama “inclusién” cuando trabaja las variables como

clases, en sentido booleano.

3Esta ecuacién es la forma factorizada de una ecuacién de segundo grado, donde v y f son las raices de la
ecuacién 2?4+ —xz(v 4 f) — fv = 0 que Peirce factoriza como (z — f)(v — ) = 0, de donde se sigue que (z — f) =0

implica que x = f y que (v — ) = 0 implica que z = v.

4 . s . . s
El niimero 1 en la ecuacidén representa la clase universal. Vemos que la clase universal resulta de la unién de lo

verdadero con lo falso. Similarmente, la clase nula serd el 0.
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es decir Z + y, que es lo mismo que x implica y. Notemos, también, que  puede definirse como
x —< f por argumentos similares.

Aunque Peirce s6lo proporciona definiciones de ¢ para las férmulas atémicas (NRLS3.1), la
negacién (NRLS3.2) y para la cépula (NRLS3.5), ficilmente podemos extender ¢ para el producto
y la suma. Lo que Peirce si proporciona es un método general de decidibilidad —por reducciéon

al absurdo— basado en la concepcién veritativo-funcional que hemos presentado:

A proposition of the form

<y

is true if x = f or y = v. It is only false if y = f and x = v. A proposition written in
the form

(z—<y)

is true if x+ = v and y = f, and is false if either x = f or y = v. Accordingly, to
find whether a formula is necessarily true substitute f and v for the letters and see
whether it can be supposed false by any such assignment of values. Take, for example,
the formula

(z<y) <(y <2 <(r<2)
To make this false we must take
(x<y)=v

(y <2) < (xr—<z2))=H1.

The last gives

(y<z)=v,(z<z)=fiz=v,z="1.
Substituting these values in
(r<y)=v.(y <z)=v

we have
(v—=<y) =v,(y <f)=v,

which cannot be satisfied together. (1885, 3.387)

Es interesante notar que Peirce ya habla aqui de satisfacibilidad en el mismo sentido en el
que hoy lo hacemos. Peirce mismo considera que el método veritativo-funcional es mucho mas
sencillo que el método algebraico. Como ejemplo del funcionamiento de este tltimo, consideremos

la prueba que da Peirce para el silogismo BARBARA:
Ejemplo 1. = implica y; y itmplica z; por tanto, x itmplica z.
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Demostracion. Tomamos la premisa mayor como (x — f)(v —y) = 0 y la premisa menor como
(y—f)(v—2z) = 0. Multiplicando la premisa mayor por (v—z), obtenemos (x—f)(v—y)(v—z2) = 0;
y multiplicando la premisa menor por (z — f), obtenemos (z — f)(y — f)(v — z) = 0. Sumando las
ultimas dos ecuaciones, que tienen por factor comin a (x —f) y a (v — z), obtenemos (z — f)(v —
2)((v —y) + (y — f)) = 0; cancelando y y —y, obtenemos (z — f)(v — z)(v — f) = 0. Finalmente,
dividimos ambos lados por (v —f) y obtenemos el resultado deseado: (z —f)(v — z) = 0, que dice

que x implica z. O

1.2.3. Maquinaria Deductiva para NRL

Peirce enlista una serie de axiomas para su algebra de proposicionesﬁ A estas leyes logicas él
las llama 7conos, en virtud de un cierto uso del término en su teoria de los signos —misma que

no abordaremos aqui.

(I1) Identidad: x < z

(I2) Transposicién de Antecedentes: (z < (y < 2)) < (y < (v < 2))
(I3) Transitividad: (z < y) < (v < 2) < (z < 2))

(I4) Ex falso quodlibet: f —< x

(I5) Ley de Peirceﬂ (r <y <z <=z

Estos cinco axiomas son adecuados para construir un sistema de deducciéon natural para el
calculo proposicional. Es posible probar su completud y su correccién de manera analoga a como
se hace con la légica proposicional estdandar (LP). A manera de ejemplo, probemos el teorema

Fyrr ¢ < ((z < y) < y) (que Peirce llama Modus Ponens):

1 | (r =<y < (xr—<y) I1

2 |z =<((z <vy) <y 12,1

Similarmente, * < y Fygrr ¥ —< T (Contraposicion):

1 |z—=<y Hip.

2 Y Hip.

3 7& f DfNeg, 2

4 z—<f 13,1, 3

) x DfNeg, 4

6 |y—<=z Intro —<, 2-5

®Véase (Prior 1958) para una exposicién més técnica.
SEquivalente al principio de tercero excluso.
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Yz <y, yF~Nrr T (Modus Tollens):

1 |z—=<y Hip.

2 |y Hip.

3 7& f DfNeg, 2
4 |x—<f 13,1, 3
5

7 DfNeg, 4
Claramente, podemos mostrar que {—<,} es un conjunto adecuado de conectivas para NRL
y definir la suma y el producto en términos de estas operaciones:

daf , —_
ry = (z—<y)

df _
r+y=x <y

para las cuales valen los teoremas de DeMorgan,

(zy) =

Kl
<

<

(r+y) =2z
y también todas las leyes del dlgebra (1885, 3.390) y, en particular, las siguientes leyes:
1. Tercero excluso: © + 2 =v
2. Contradiccién: zx = f
3. Absorcién 1: y + 2T =y
4. Absorcién 2: y(z + ) =y
5. Distribucion: zy + z = (x + 2)(y + 2)

que son caracteristicas de un dlgebra booleana.

1.3. Un Sistema de Logica de Primer Orden

Tras un rapido recorrido por el algebra de proposiciones o légica no-relativa, Peirce introduce
al lector a la légica que verdaderamente le interesa desarrollar: el algebra de relaciones denominada
First-Intentional Logic of Relatives (FILR). Es interesante, ya desde el titulo de esta seccién del
OAL, que Peirce distinga lo que hoy denominamos orden de una légica pues, como se vera més
adelante, su dlgebra se extiende hasta segundo orden. A manera de motivacién de este sistema,

tomemos el siguiente pasaje:
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The algebra of Boole affords a language by which anything may be expressed which
can be said without speaking of more than one individual at a time. It is true that
it can assert that certain characters belong to a whole class, but only such characters
as belong to each individual separately. The logic of relatives considers statements
involving two and more individuals at once. Indices are here required. Taking, first, a
degenerate form of relation, we may write x;y; to signify that x is true of the individual

i while y is true of the individual j. (1885, 3.392)

En primer lugar, vemos como Peirce separa su sistema del de Boole senalando que éste toma
individualmente a los términos con respecto a las clases, mientras que en el dlgebra de Peirce se
trabajara con términos relativos o relaciones. Los términos relativos son aquellos enunciados que
son satisfechos por dos (o més) objetos, tales como “amante de” o “sirviente de ”, etc. Para estos
términos, de acuerdo con Peirce, no existia un algebra booleana que expresara adecuadamente
las relaciones légicas que existen detras de esas expresiones. Para construir tal sistema, Peirce
adopta una notacién particular: dado un término relativo z, escribiremos como subindices del
mismo aquellos objetos que satisfagan la relacion especificada, de manera que si x es la relacién
“padre de” e ¢ y j son objetos de un universo de discurso, el enunciado “i es padre de j” se escribe
COImo Tjj.

Lo que hace de FILR un algebra tnica es su uso prenexo de los cuantificadores universal (II)
y existencial (), mismos que cuantifican sobre objetos (4, j, etc.) de un dominio o universo de

discurso, lo cual muestra que esta logica pertenece a la clase de lenguajes de primer ordenm

1.3.1. Sintaxis de FILR

Los signos del lenguaje son:

FILR1 Variables de objetos: 7, j, k, etc., pertenecientes a un dominio de cuantificacién U definido.
FILR2 Variables de relativos: x,y, 2, etc., con aridad minima de 2E|

FILR3 Cuantificador universal y cuantificador existencial: II y 3, respectivamente.

FILR4 Operadores de negacion, suma, producto y cépula, igual que en NRL.

FILR5 Signos de agrupacién: (,).

Sean « y [ dos metavariables que representan cualquier féormula de FILR. Las reglas de

formacion del lenguaje son:

"Véase el excelente tratamiento de Byrnes (1998) al respecto.
8Estrictamente hablando, un relativo no sélo es una relacién binaria (de aridad 2), sino que cualquier relacién

de aridad n > 2 es un término relativo; Peirce trabaja con relativos binarios generalmente.
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FILRF1 Cualquier variable de relativos subindicada por variables de objetosﬂ es una formula bien

formada (fbf).
FILRF2 & es una fbf.

FILRF3 Si ay 8 son fbf’s y si 7 es una variable de objetos, entonces a + 3, af, a < 5, ll;a y 3;«
son fbf’s.

FILRF4 Nada mds es una fbf.

Los cuantificadores IT y ¥ son similares al (aunque no son exactamente) producto generali-
zado y la sumatoria, respectivamente —decimos que “no exactamente” porque los individuos del

universo de cuantificacién pueden ser no-numerables (1885, 3.393). Asi que

Eil'i:l’i+$j+l'k—|—...

Hi:EZ' = TiZjTf - .-

Peirce ejemplifica cémo usar la notacién para capturar algunos enunciados del lenguaje natural
(1885, 3.394):

dice que “todos son amantes y benefactores de alguien”;
IL;X 1505
dice que “todos son amantes de quien los beneficia”;
EiXkILi (1 + bjr)

dice que “alguien ama a todos o todos benefician a otro” —ndtese el uso de paréntesis para indicar
el alcance de los cuantificadores—;

EiHj (gilij + Ej)
dice que “si hay quimeras, entonces algin grifo las ama a todas” —noétese que la proposicién

condicional esta escrita con negaciones y sumas—;
IL; % (gi(Lij + ¢€5))
dice que “existe un grifo que ama a todas las quimeras”; y

I1;3:(gili; + ¢5)

9Bs decir, cualquier férmula atémica de la forma ;.
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dice que “cada quimera es amada por un grifo” —compaérese este enunciado con ¥;I1;(gili; + ¢;),
anteriormente escrito, para notar que el orden de los cuantificadores altera el significado del
enunciado, tal y como ocurre con la légica de primer orden que conocemos—. En ningtin momento
se define el U particular para los ejemplos, sino que Peirce sobreentiende que toma a la humanidad

o a las criaturas mitolégicas como universo de discurso.

1.3.2. Cuantificacién en FILR

No existe en OAL el uso ni la mencién de los conceptos de “variable libre” y “variable ligada”;
todas las variables de objeto aparecen ligadas en cada férmula que aparece en el articulo. Sin
embargo, una caracteristica notable de la cuantificacién en FILR es que sus férmulas siempre
se dan en forma normal prenexalﬂ es decir, con los cuantificadores precediendo a la expresién
booleana (1885, 3.396). Peirce muestra que la conjuncién de dos férmulas prenexas es equivalente

a una férmula prenexa, segun las siguientes identidades:
Hil’iijL‘j = Hl-ijia:j
Zixiﬂjx]’ = EiHjl‘iZCj
Eixiijj = Eiijixj
que, claramente, corresponden a las siguientes expresiones de la 1égica de primer orden (FOL)
que conocemos:
ViX (i) AVGX(j) = Vi¥i(X (i) A X(5)
X (3) AVGX () = IVi(X (@) A X ()
X (3) A X () = HFi(X (@) A X))
En segundo lugar, Peirce senala cudndo es posible conmutar los cuantificadores:
Hiﬂjxi]‘ = H]‘HZEZ‘]'
ZiEja:ij = E]’Eiﬂfij

Eiﬂjxiyj = HjEiZEiyj

YEn FOL, una férmula estd en forma normal prenexa cuando el enunciado tiene la forma Qiz1,. .., Qnzna,
donde @Q; € {V,3} y « no contiene cuantificadores. Toda férmula de FOL puede escribirse en forma normal
prenexa convirtiendo las férmulas a formas normales conjuntivas o formas normales disyuntivas y aplicando las
siguientes equivalencias: “Vra = Jz—a, ~Jza = Va-a, (Vza) A f =Vz(a A B), (Fza) A B =3z(a A p), Vza)V S =
Ve(aV B), (Fza) vV B =Jx(aV B).
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lo cual, claramente, corresponde a las siguientes expresiones de FOL:
ViviX(i,f) = ViviX(i,j)
33X (i,4) = 3X(i.J)

V(X (@) AY(5) = VjFi(X (@) AY ()

pero Peirce advierte que ¥;II;z;; # I1;X5;x;5) —es decir, 3iVjX(i,5) # VjIiX(i,7)— aunque
Yillja; < 1125 —es decir, 3iVjX (4, 5) = Vj3iX(i,7), lo cual también es estdandar en FOL.
De estas consideraciones surge la convencién de colocar los cuantificadores existenciales lo

mas a la izquierda posible, de suerte que dos férmulas
ILY o, 3,11,3,8
pueden unificarse de dos maneras posibles:
Yy X LY a8, X115 ,01, 3 o 8.

Posteriormente, Peirce introduce un método sumamente particular para realizar un cambio
de variable en las féormulas (1885, 3.396), apelando a algo que podriamos llamar “niveles en el
dominio de cuantificacién”: dado un cuantificador ¥, en el que queremos reemplazar x por i en
virtud de que todos los = son i, entonces es posible escribir el reemplazo multiplicando los x por
1. E.g.: si ¥,a,, significa “alguna mujer es un dngel”, entonces podemos capturar la misma idea
en Y;w;a;. En el caso de una férmula cuantificando universalmente, I, convendra sumar Z;,
pues ¢ pertenece a un rango mas grande. E.g.: tenemos “todos los perros son vertebrados”, que
escribimos como Il v4 v se puede reescribir como Hi(cii + ;).

El proceso de cambio de variable que recién describimos apela a una idea que normalmente
no encontramos en la formulacion estandar de FOL. Peirce esta considerando que, dentro de un
universo U, existen ciertas clases de objetos que comprenden a otras clases a su vez. Es decir,
dentro del universo de los animales, por ejemplo, existe la clase V' = {v|v es un vertebrado} que,
a su vez, comprende a la clase D = {d|d es un perro} —que también estd en el universo—, es
decir D C V. Por esta razoén, el cambio de variable estd permitido —que parece ser més bien
una maniobra para escribir las férmulas de manera més especifica o para incluir nuevos factores
o sumandos en las expresiones para manipularlos después.

Finalmente, Peirce indica que si una féormula tiene cuantificadores con indices que no apa-
recen en la férmula, pueden descartarse los cuantificadores. Ademads, muestra cémo instanciar
cuantificadores universales:

Peirce no proporciona axiomas para FILR ni leyes que permitan, como en NRL, construir

directamente un sistema de deduccién natural. Tampoco proporciona una semantica para el len-
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guaje. Sin embargo, muestra como pueden deducirse ciertas conclusiones utilizando las nociones

que hemos estudiado sobre la cuantificacién en FILR.

Ejemplo 2. Eliminar s a partir de las premisas 3;,I1;3; 11 (api + Siklji) v BuXell Iy (euye +
Syobuz). (1885, 3.397)

Demostracion. Primero deben multiplicarse las premisas y generar una sola férmula prenexa,

procurando que los cuantificadores existenciales estén lo més a la izquierda posible:
B2 BRIl I I I, ((anik + Sjklji) (euye + Syobua))-
Instanciamos II; con v y I, con j y obtenemos:
LB ZpILN5 00, ((aniv + Sjulji) (€uje + Sjubuz))
. Finalmente, se realiza la multiplicaciéon y se reduce hasta llegar a la férmula
Lo X ZpIL NI, (aniveujz + Ghivboe + €ujzlji)

—lo cual fue posible porque sj, y 5, se suman tras hacer la multiplicacién de la férmula anterior

y su suma es equivalente a v, que desaparece de la expresién por leyes de absorcion. ]

1.4. Un Sistema de Logica de Segundo Orden

Peirce nota que su algebra puede extenderse para cuantificar no sélo sobre objetos sino tam-
bién sobre relaciones o propiedades e introduce su Second-Intentional Logic (SIL). Hasta donde
sabemos, Peirce ofrece el primer sistema légica de segundo orden como tal (Putnam, 1982)B

Peirce comienza introduciendo la igualdad o identidad como una nocién de segundo orden:

Let us now consider the logic of terms taken in collective senses. Our notation, so far
as we have developed it, does not show us even how to express that two indices 7 and
j denote one and the same thing. We may adopt a special token of second intention,

say 1, to express identity, and may write 1,;. (1885, 3.398)

La relacién 1 tiene propiedades especiales. La primera, que

HiHj(iij +Z; + .%'j)

1 Aunque la Begriffschrift de Frege ya cuantifica sobre objetos de segundo orden en 1881, Frege no reconcia
diferencia alguna entre cuantificar sobre una variable de individuo y una variable de relacién. Asi, no sélo es que el
término “segundo orden” sea introducido por primera vez en (Peirce, 1885), sino que, ademds, parece ser la primera

vez que se le aisla como una légica distinta —cosa que Frege no hizo.
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lo cual es un axioma de identidad, cldsico en FOLid (l16gica de primer orden con identidad):

LI (Li + 2+ x5) = ViVj(i #5V (=X(0) v X(j)))
= Vivj(i # 5V (X() = X(5)))

= ViVj(i =7 = (X(i) = X(4)))

Después, Peirce introduce una notacién especial para escribir el converso de la férmula an-
terior. La relacién ¢ tiene dos posibles interpretaciones: al escribir qi; decimos que 7 tiene la
propiedad k, o bien que i pertenece a la clase k; en ese sentido, ¢ hace la misma labor que las
notaciones P(z) en FOL o x € P en teoria de conjuntos. De acuerdo con esto, la férmula conversa
que buscamos es

ILIG Yk (Lij + Qrigrs)s

y podemos traducirla de dos maneras:

LIS (L + Grigry) = ViVj3K (i =5V (-K(i) A K(5)))
= ViVj3K(i = j V(K (i) V-K(5)))
= ViVj3AK(i = jV ~(K(j) = K(i)))
= VivjAK((K(j) = K(i)) = i =)

y

ILIL; 25 (15 + Qriqr;)

I
g
<
L
=

que se asemeja mucho al axioma de extensionalidad de ZFC.

Tomando ambas férmulas, la identidad queda definida como
Lij = Mk (qriqr; + Qridr;)
para el uso de clases; es decir
Lij = Wi(qriqrj + Qridi;) = VK(i€ K< j € K)
y para el uso de relativos simpleﬂ

lz’j = H$(xi:(}j + .f'i.f'j),

12Un relativo simple es una relacién unaria, como la relacién o los predicados que aplican a un sélo sujeto.
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es decir,
Lij = Mp(qriqrs + Qridrj) = YE(K (i) & K(j))

Peirce estd tomando como base de su SIL la Ley de Leibniz: dos objetos son idénticos si y

sélo si tienen las mismas propiedades: VP((P(z) < P(y)) < = =v).

1.4.1. Las Propiedades de ¢, r y c: Hacia una Teoria de Conjuntos

Peirce introduce tres simbolos especiales en SIL: ¢, 7 y ¢. Explicaremos cada una y mostrare-
mos, siguiendo el orden de OAL, qué papel juegan tanto en el lenguaje como en lo que seria una

teoria axiomatica de conjuntos que se desprende de SIL.

Predicacion y Pertenencia: ¢ 6 €

Para mostrar que SIL permite lo que llamamos cuantificacion restrmgidaﬁ o restricta, inter-

pretando ¢ como la relacién de pertenencia a una clase, Peirce introduce la férmula
(o 1L, ) (XgT0;4) Xk (Mo i ) Ihiqiy, (Gjs + @it o Qijs + Qrir o Qs )-
Y explica:

This notation presents indices of indices. The II,II;, shows that we are to take any
collection whatever of ¢’s, and then any ¢ of that collection. We are then to do the
same with the j’s. We can then find a quality k& such that the ¢ taken has it, and also
such that the j taken wants it unless we can find an 4 that is identical with the j
taken. The necessity of some kind of notation of this description in treating of classes
collectively appears from this consideration: that in such discourse we are neither
speaking of a single individual (as in the non-relative logic) nor of a small number
of individuals considered each for itself, but of a whole class, perhaps an infinity of

individuals. (1885, 3.399)

Podemos traducir la férmula anterior como sigue:
VAVz € AVBYy € B3C3x' € AVD(x e CA (y€ C = (2' € D & y € D)))

Sorprendentemente, al estudiar ¢ 6 € en SIL, Peirce formula 4 axiomas tedrico-conjuntistas,

algunos de los cuales podemos reconocer en ZFC u otras teorias de conjuntos. Esto es notable,

138e dice que existe cuantificacién restringida en una férmula de un lenguaje cuantificacional cuando uno o més
cuantificadorers (si los hay) de la férmula ligan variables que pertenecen a un conjunto especifico y la férmula hace
mencién de ello, ya sea en el cuantificador mismo —abusando de la notacién— o adjuntando esa informacién a la

férmula. E.g. Vz3y(P(z) = Qy) Ae € ANy € B) 6 Vo € AJy € B(P(z) = Q(y).
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ya que muestra un profundo entendimiento de que la légica de segundo orden permite capturar
adecuadamente parte de la matematicas, en particular cuando se formaliza el lenguaje de manera
conjuntista como se ha hecho en la matematica moderna.

El primer axioma —que Peirce llama “noveno icono”— es un axioma del conjunto unitario:
L5 10 gk (Qrj + Lig)
que podemos traducir como
Vid{i}Vi(i € {i} A (5 € {i} = 1 =J)).
Lo que nos dice el axioma es que hay un conjunto k para cada i al cual sélo esa i pertenece, a
saber {i}; de manera que si j perteneciera a k, i y j tendrian que ser una y la misma cosa.
En segundo lugar, aparece el décimo icono o un axioma del conjunto complemento:
T XL (quiGri + Qidri)
que podemos traducir como
VAFAi-(i € A i e AD).
Lo que nos dice el axioma es que una ¢ pertenece a [ o a k, pero no a ambos, donde k es el
conjunto complemento.
En tercer lugar, se propone el onceavo icono o un axioma de unién:
I X i (@i + GmiQki + QiGmiri)
que podemos traducir como

VAYBIAUBYi((ic AVie BViec AUB)=((ic ANic AUB)V (i€ BAi€ AUB))).

Lo que nos dice el axioma es que i estd el [ y en k, o bien i estd en m y también en k, o ¢ no estd
ni en [, ni en m, ni en k.

Finalmente, el doceavo icono es presentado pero no es claro qué pretende Peirce con su intro-
duccion

I IS0 I (qui + G + qri(qrs + @1j))-

Aqui nos limitaremos a la traduccién:

VAVBYi3KVj(i e LNi ¢ MVie KA(j € KVj¢&L)).

MBrady (2000, p.136) sugiere que puede tratarse de un axioma de sucesor, pero se manifiesta dudosa y senala

que es dificil ver la razén para introducirlo a SIL.
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Cardinalidad: r 6 <

Después de haber explicado ¢ y de proponer algunos axiomas tedrico-conjuntistas, Peirce

introduce el simbolo 7:

Just as ¢ signifies the relation of predicate to subject, so we need another token, which
may be written r, to signify the conjoint relation of a simple relation, its relate and its
correlate. That is, rj4; is to mean that 4 is in the relation o to j. Of course, there will
be a series of properties of r similar to those of ¢g. But it is singular that the uses of
the two tokens are quite different. Namely, the chief use of r is to enable us to express

that the number of one class is at least as great as that of another. (1885, 3.401)

Lo que este pasaje muestra es el interés por hacer uso del concepto de cardinalidad de una clase
y de definir la relaciéon <. La nocién de cardinalidad no es rigurosamente definida en el lenguaje;
Peirce trabaja con una nocion intuitiva de cardinalidad y define rigurosamente la relaciéon “menor
o igual que”:

S LY, (a; + bj7jai(Tjan + an + Lin))
que se lee como “existe una relacién « tal que si ¢ estd en a, entonces hay una j en b con la cual
1 estd a-relacionado, y si h también esta en a, entonces el hecho de que h esté a-relacionado con

7 implica que ¢ y h son idénticos”; su traduccién puede ser:
I<VidjVh(ic A= (jeBANi<jAN(h<j= (he A= h=1)))).

Inmediatamente después de intentar dar una definicién rigurosa de <, Peirce introduce un

nuevo signo que simplifica la tarea: c.

Correspondencia uno-a-uno y Finitud: c

Peirce introduce la nocién de “correspondencia uno-a-uno” para facilitar y mejorar la defini-

cién de < que intenté dar usando solo r:

However, the best way to express such a proposition is to make use of the letter c as
a token of a one-to-one correspondence. That is to say, ¢ will be defined by the three

formulae:
HaHquHw (Ea + Fuav + Fuozw + 1Uw)
HO[HUH’UH’LU (EOC + qut’LU + fvozw + 1UU)

Hazuzvzw(ca + TuavTuow Llow + ruawrvawluv)

Making use of this token, we may write the proposition we have been considering in
the form

ZaHicha(ai + bj?“jm')
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(1885, 3.401)

Evidentemente, “the proposition we have been considering” se refiere a la definicién de <. Acerca
de las férmulas que definen ¢, Brady (2000, p.138) sostiene que la primera afirma que si « estd
en ¢, entonces a es uno-a-uno; la segunda que si « estd en ¢, entonces « tiene un sélo valor
(single-valued); y la tercera que si a es uno-a-uno y tiene un sélo valor, entonces « estd en c.

Ademsds, Brady ofrece la siguiente traduccién para la definiciéon de < de Peirce:
JfViVh(i € a = (f(i) € b)) A((f(i) = f(h) A(h €a= h=1))),

es decir, que f es una funcién uno-a-uno de a a b.

Finitud

Para concluir su OAL, Peirce utiliza la nocién de correspondencia uno-a-uno para dar una

definicién de finitud o clase finita, muy similar a la de Dedekind:

Now, to say that a lot of objects is finite, is the same as to say that if we pass
through the class from one to another we shall necessarily come round to one of those
individuals already passed; that is, if every one of the lot is in any one-to-one relation
to one of the lot, then to every one of the lot some one is in this same relation. This

is written thus:
Hﬁnuzvzsnt(éﬁ + Ty + TyTuav + Ts (i't + Ftﬁs))
(1885, 3.402)

De acuerdo con Brady (2000, p.141), la nocién de finitud que ofrece Peirce utiliza la hoy conocida
prueba de que toda funcién uno-a-uno es sobreyectiva cuando tanto su dominio como su rango
son finitos; ademads, Brady sostiene que, a pesar de la similitud que guardan, la definicién de
finitud de Peirce es totalmente independiente de la de Dedekind, pues aparecié 3 anos antes de

que ésta fuese publicada.
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Capitulo 2

Los Logros del OAL y su Relevancia

en la Historia de la Logica

Este capitulo tiene dos objetivos: 1) ofrecer una serie de anotaciones de caracter histérico que
emergen de las inovaciones presentadas en el OAL (secciones 2.1. y 2.2.); y 2) resaltar algunos
puntos técnicos que encontramos en el OAL en cuanto a légica proposicional, 16gica de primer
orden, légica de segundo orden y teoria de conjuntos (secciones 2.3. y 2.4.).

Para cumplir el primer objetivo, ofrecemos una contextualizacion del dlgebra de la logica y
la influencia de Peirce hacia otros pensadores, y presentamos una discusion sobre el origen de la
teoria de la cuantificacién desde las algebras FIL y SIL del OAL. Para cumplir el segundo objetivo,
estudiamos brevemente algunas propiedades metaldgicas del sistema de logica proposicional que
surge del dlgebra NRL en el OAL y analizamos la teoria de conjuntos que se desprende del sistema

de légica de segundo orden presentado como el dlgebra SIL en el OAL.

2.1. El Desarrollo del Algebra Booleana desde los Trabajos de

Peirce

El 4lgebra de la légica nacié con los trabajos del matemadtico britdnico George Boole (1815-
1864), tales como su (1847) y, principalmente, su (1854). Boole perseguia el objetivo de aplicar
el simbolismo y los métodos propios de la matematica a la légica o las leyes del pensamiento
que, hasta entones, habian sido estudiadas de manera no-formal —entiéndase: no-simbdlica, no-
matematizada— por los filésofos desde la atigiiedad. Esta inovacién metodoldgica no sélo cambid
nuestra manera de entender la légica sino que instauré un nuevo campo de estudio: la légica
matematica.

Los trabajos de Boole dieron lugar a lo que conocemos hoy como dlgebra booleana, una estruc-

tura matematica B = (1,0, *,+,”) donde 1 es la clase universal, 0 la clase nula, * la operacién bi-
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naria de conjuncién/multiplicacién/adjuncién, + la operacién binaria de disyuncién/suma/union,
y " es la operacién unaria de negacién/complementacién y B es tal que satisface axiomas de con-
mutacion, asociacion, distribucion y absorcion para sus operaciones aplicadas a clases de objetos
—es decir, a grupos o colecciones de cosas.

En general, los métodos booleanos representaban proposiciones como ecuaciones. Cualquier
proposicién contradictoria o imposible era idéntica a la clase nula; por ejemplo: a * a’ = 0.
Cualquier proposicién tautoldgica o necesaria era idéntica a la clase universal; por ejemplo: a+a’ =
1. También se indicaba con ecuaciones que dos proposiciones generan una y la misma clase; por
ejemplo: ax (b+c) =axb+axc; a+d = (a' *a), ete.

Estos trabajos fueron estudiados y desarrollados por otros matematicos y estudiosos de la
légica en el s.XIX e inicios del s.XX: Augustus De Morgan (1806-1871), William Stanley Jevons
(1835-1882), Charles Sanders Peirce (1839-1914), Ernst Schroder (1841-1902), y Edward Ver-
milye Huntington (1874-1952) son, quizd, los principales exponentes de la asi llamada tradicion
algebraicista de la ldgica.

En realidad, este tltimo término es desafortunado; compartimos la opinién de Ahmed (2005):

Historians of mathematical logic frequently tell us that there are two traditions, the
algebraic tradition of Boole, Schréder, De Morgan, and Peirce, arising from the alge-
braization of analysis as opposed to the quantification-theoretical (or logistic) tradition
of Peano, Frege, and Russell arising from the development of the theory of functions.
It is said that these two traditions, together with the independent set-theoretic tradi-
tion of Cantor, Dedekind, and Zermelo, arising out of the search for a foundation for
real analysis in the work of Cauchy, Weierstrass and others, were united by Whitehead
and Russell in ther Principia Mathematica to create mathematical logic. However, the
dual algebraic and quantification-theoretic traditions, as a matter of historical fact,
did not exist for logicians in the turn of the century. It is a false retrospective duality
which derives from the Principia and is post Principia phenomena. There was no such
dichotomy in the nineteenth century, algebraic logic was simply the mathematical

logic of its time. (p.467)

De hecho, uno podria abogar en favor de la entranable cercania entre las algebras de la légica
y los cédlculos o lenguajes 16gicos estandar —quiza hasta el punto de sostener que las diferencias
son minimas y que extensionalmente son idénticas—, pues multiples lenguages l6gicos tienen un
algebra de Lindenbaum—TarSkﬂ correspondiente (Rasiowa 1974), como podemos ver en el Cuadro

2.1.

!Un slgebra de Lindenbaum-Tarski de un lenguaje légico L consiste en la clase de equivalencia de enunciados

de L; es el cociente bajo la relacién de clase de equivalencia ~, definida como o ~ S sii L F a < (8, donde a y 8
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Lenguaje Légico Algebra de Lindenbaum-Tarski

Logica proposicional clasica Algebra booleana de dos elementos
Logica proposicional intuicionista Algebra de Heyting

Loégica Lukasiewicz Algebra multivaluada

Loégica modal K Algebra modal

Loégica modal Sy Algebra interior

Légica modal Ss; 16gica de predicados monadi- | Algebra booleana monadica

cos
Loégica de primer orden Algebra poliddica
Logica de primer orden con identidad Algebra cilindrica
Teoria de conjuntos Algebra de relaciones

Cuadro 2.1: Ejemplos de equivalencia entre sistemas: lenguajes légicos y sus algebras de

Lindenbaum-Tarski correspondientes.

Asi, como es ampliamanente conocido, los trabajos de Boole marcaron un hito en la historia
de la légica; sin embargo, pocos libros, articulos y cursos de l6gica matematica hablan del crucial
papel que jugd Peirce en el proceso de mejora y difusion del dlgebra de la 16gica. Geraldine Brady
(1997 y 2000) es quizé la més notable referencia en esta poco conocida rama de investigacion; en

particular, ella sostiene la siguiente tesis historiografica:

[...] and although modern foundation literature ascribes first-order logic primarly
to Frege’s fundamental paper (1879), we support the case that it was Peirce’s work,
as systematized and extended by Schréder (1895), that was a primary influence on
Léwenheim (1915) and Skolem (1920, 1923), as reflected by their notations and met-
hods. (1997, p.173)

A lo largo de las secciones siguientes de este apartado —y durante el capitulo en general—

hablaremos de qué fue lo que recibié Peirce de Boole y De Morgan, qué desarrollé desde estos

son férmulas de L (Monk y Bonnet 1989, pp.11-2). Este método es sumamente general y provechoso; en palabras
de Czelakowski (2001):

The process of identification of equivalent sentences relative to the theories of a logic C defines a
class of abstract algebras. [...] This approach, based on Lindenbaum-Tarski algebras, turns out to be
particularly important because it bridges the gap between logic and algebra, and therefore makes it
possible to apply the powerful methods of the contemporay algebra in metalogic.

If C is a classical consequence (logic), then the relation: a =r B iff @« < S € C(T) defines, for any
theory T, a congruence on the algebra of sentences (formulas). The resulting class of Lindenbaum-

Tarski algrebras coincides with the class of Boolean algebras. (p.3)
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aportes, y qué hered6 a otros grandes matematicos como Schroder, Lowenheim, y Skolem.

2.1.1. Boole, De Morgan y Peirce

Peirce recibié de Boole el dlgebra booleana 25 que recién describimos. Ademds de las nociones y
métodos que incorporan los trabajos de Boole, Peirce hered6 algunos problemas, como el problema
notacional de expresar proposiciones existenciales adecuadamente: “Boole had devised a poor
system for representing existential assertions, upon which Peirce sough to improve” (Brady 1997,
p.173) y los resultados ofrecidos en el OAL surgen como respuesta a este problema. Hablaremos
de esta solucién con detalle en la seccién 2.2.2.

El objetivo booleano de hacer de la légica una rama de las matemadticas tuvo como fuente
las obras fundacionales de Aristdteles. En ese sentido, el dlgebra booleana debia incorporar los
métodos y construcciones silogisticas que Aristételes desarrollé en la antigiiedad. Sin embargo, B
era, por si sola, incapaz de expresar los 19 modos validos del silogismo aristotélico; en particular,
aquellos que involucraban proposiciones existenciales.

De Morgan, por su lado, incursioné también en el algebra de la légica y buscé soluciones al
problema notacional que recién describimos —particularmente en su (1860). Los métodos de De
Morgan fueron estudiados por Peirce (1870), quien lo consider6 como uno de los més grandes
logicos y a quien llegd a conocer en persona en 1870 a través del favor de su padre, Benjamin
Peirce (Grattan-Guinness 1997, p.38)E| Con el encuentro del joven C.S. Peirce y el viejo De

Morgan, Peirce descubre que él no fue el primero en investigar la logica de relaciones:

I was not the first discoverer [of the logic of relatives]; but I tought I was, and had
complemented Boole’s algebra so far as to render it adequate to all reasoning about
dyadic relations, before Professor De Morgan sent me his epoch-making memoir in
which he attacked the logic of relatives by another method in harmony with his own

logical system. (Peirce 1898, 4.4)

El método al que Peirce se refiere en el pasaje recién citado es el uso de ecuaciones funcionales,
sobre las cuales encontré propiedades importantes tales como f(m + n) = f(m) + f(n) para
cualesquiera m y n, y para ciertas f, etc. El estudio de funciones inversas llevé a De Morgan a
utilizar exponenciaciones e involuciones para tratar de solucionar el problema notacional que dejo
Boole a sus herederos, aunque este método no era del todo correcto y es analizado por Peirce en
su (1870).

Con todo, el contacto entre Peirce y De Morgan inauguré el estudio de la logica de relaciones,

y el desarrollo de este sistema, asi como su difusién, no terminé en 1870. Notablemente, como

2Un estudio cuidadoso de la relacién entre De Morgan y Peirce en torno a la légica de relaciones se encuentra

en (Merrill 1978). Véase también (Martin 1976b).
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veremos ahora, los trabajos de Peirce cayeron veinte anos después en manos de mateméticos

sobresalientes y las consecuencias de estos hechos histéricos son considerables.

2.1.2. La Influencia de Peirce sobre Schroder, Lowenheim y Skolem

En la introduccién de su (1890), Schroder reconoce su deuda con Peirce y su escuela:

vor allem durch die Arbeiten des Amerikaners Charles S. Peirce und seine Schule.

(vol. 1, p. iii)

Muiltiples nociones y técnicas de Peirce son utilizadas y estudiadas a lo largo del (Schroder, 1890);
por ejemplo, la definicién de producto y suma (vol. I, p.190) —tanto para operaciones aritméticas
como para operaciones légicas, basado en las nociones de (Peirce 1870)—, o el estudio riguroso y
sistemético de la l6gica de relaciones (1895, vol. III) que, como hemos visto, aparece en el OAL.

La l6gica de relaciones de Peirce fue desarrollada sisteméticamente por Schroder (1895), quien
sostenia que este sistema era adecuado para una labor de fundamentacién para las las matematicas
(Brady 1997, p.190). El desarrollo de la légica de predicados y la distincién de primer y segundo
orden se encuentra presente en el trabajo de Schréder, y las aportaciones de Peirce y su OAL son

tremendamente fructiferas en sus manos:

Along with the systematization of Peirce’s calculus of relatives, Schroder’s other ma-
jor contribution to the development of logic was the application of the calculus of
relatives to specific problems of mathematical interest, in particular to Dedekind’s
work on justifying definitions by induction. Schréder showed that Dedekind’s chain
theory could be carried out in the calculus of relatives, and converted the latter into
a possible foundation for mathematics. Schroder should also be regarded as the for-
gotten originator of what we now know of as Skolem functions, through his notion of

“solving” relational equations. (Brady 2000, p.144)

Respecto al origen de las funciones de Skolem en Schroder, Brady se refiere a las “soluciones
generales” de Schroder (1895, p.150). Esta nocién puede servir como evidencia histérica de la
existencia de un “puente” entre los trabajos de Peirce y Schroder, y los trabajos de Lowenheim
y Skolem.

Una férmula de primer orden en forma normal prenexa puede ser skolemizada (Chang y Lee
1973, p.47) eliminando las ocurrencias de sus cuantificadores existenciales y sustituyendo con
funciones de Skolem los términos ligados por los cuantificadores eliminados. Sea ¢ una férmula
en forma normal prenexa (Q121) ... (Qnry) M, donde M —la matriz de ¢— esta en forma normal
conjuntiva y @; € {V,3}. Supongamos que @, es un cuantificador existencial que aparece en el

prefijo (Q121) ... (Qnxy) con 1 < r < n; si ningin cuantificador universal aparece antes que Q.
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elegimos una nueva constante ¢ (que no ocurria en M) y reemplazamos todas las x, con ¢ en
M para eliminar (Q,x,) del prefijo. Por ejemplo: dada 3xP(z), la skolemizacién correspondiente
es P(c), donde ¢ es una constante nueva. Si Qs,,...Qs, son todos cuantificadores universales
precediendo a @,, con 1 < 51 < s3... < S, < r, elegimos un nuevo simbolo de funcién f
de m lugares —llamado funcion de Skolem— diferente de otros simbolos de funcién en M y
reemplazamos toda ocurrencia de x, en M con f(xs,Zsy,...,Ts,) v eliminamos (Q,z,) del
prefijo. Por ejemplo: dada Vz3y(P(x,y)) la skolemizacién correspondiente es Va(P(z, f(x))); dada
JaxVy3z(P(z,y, 2, f1(2))), la skolemizacién correspondiente es Vy(P(c,y, f2(y), f1(f2(y)))). Una
vez que todos los cuantificadores existenciales hayan sido eliminados con el proceso recién descrito,
se llega a la forma normal de Skolem de ¢. El proceso de skolemizacién es sumamente 1util, ya
que una férmula y su correspondiente skolemizacién, aunque no siempre sean equivalentes, son
equisatisfacibles —es decir, los mismos modelos que satisfacen a una férmula en forma normal
prenexa satisfacen a la skolemizacion correspondiente de esa férmula. Este proceso fue empleado
por Skolem en la prueba mejorada del teorema de Lowenheim.

Por otro lado, las soluciones generales de Schroder (1895, V) se refieren a la solucién general
f(u) = x para una ecuacién F'(x) = 0. De acuerdo con la presentacién de Brady (2000, p.152),
Schroder pretende imitar las soluciones generales de las escuaciones algebraicas con coeficientes
como pardmetros. El objetivo perseguido es que f(u) sea una funcién multivaluada expresada
en su célculo que tenga como rango el conjunto de aquellas x que satisfacen F'(z) = 0. Dicha
funcién f es un relativo y puede ser vacio. Para Schroder, es irrelevante cudl es el valor de f(u)
pues cualquier eleccién serd adecuada. La intencién es que f sea una variable de funcién que
tenga como rango todas las funciones f; tales que, para toda u con la cual fi(u) es definida,
F(fi(u)) = 0. Podemos ver desde aqui que existe una similitud con las funciones de Skolem. Asf,
dado que u es cualquier variable de relacién diferente de x en F', el hecho de tomar cualquier
variable y reemplazarla por una funciéon permite eliminar aquellas x que originalmente aparecen
en F(x) = 0y la solucién a esta ecuacién se reduce a las soluciones fi, ..., f, de las funciones
que sustituyen esas x.

Al respecto, Brady (2000) concluye:

When regarded as a function of the parameter relatives in the expression for F', this
comes very close to introducing a Skolem function, f(u), with value relative x, with
the relatives in F' as parameters . It is not, however, a Skolem function over the domain

of individuals. (p.153)

Pero, por otro lado, tomando en cuenta lo anterior y considerando el hecho de que la notacién
de los cuantificadores del OAL que Schréder y Léwenheim heredan es de forma normal prenexa,

Brady (2000) lanza dos conjeturas que consideramos poco disparatadas:
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Combining these examples from Schréder, it was perfectly reasonable to ask whether
there are also first-order statements that have only uncountable models. We conjecture
that this question is the source of Léwenheim’s theorem, and we base this conjecture
on Lowenheim’s detailed use of Schrider’s distinctive notation, which is quite unlike
that of Frege or Russell. [...] We conjecture that Skolem saw how to use function
symbols rather than these relation symbols as witnesses, and that this was the origin

of Skolem’s proofs (p.169)

Asi, aunque Leopold Léwenheim es conocido por su teorema modelo-teorético de 1915 —si
una teoria de primer orden es consistente, entonces tiene al menos un modelo con dominio finito
o numerable (Hunter 1971, 45.18)—, resulta que ciertas piezas y lineas historiograficas podrian
sugerir influencias algebraicistas en el nacimiento de su celebrado teorema —posteriormente me-
jorado por Skolem en 1920. De hecho, es poco conocido que Léwenheim fue un estudioso de la
légica de relaciones desarrollada por Peirce y Schéder. Su (1940) es un ejemplo de esto y de

acuerdo con Brady (2000):

Lowenheim, in his 1940 paper on Schréder’s relative calculus, tried to argue that Peirce
and Schroder were able to incorporate mathematics into the higher order theory of
relatives. Lowenheim also argued that it is natural and convenient to do mathematics

in the higher order theory of relatives. (p.142)

En su (1940), podemos ver que Lowenheim tiene una considerable preferencia por el uso del
sistema SIL de segundo orden para codificar enunciados de la matematica —posicion que sigue
siendo relevante en discusiones contemporéneas como Shapiro (1991). El hecho de que Lowenheim
haya sido un estudioso de la 16gica Peirce-Schrider se ve reflejado no sélo en trabajos posteriores
a su (1915) —el notable articulo donde prueba su famoso teorema—, sino también en el hecho de
que la notacién utilizada para probar el teorema era la misma que propuso Peirce en el OAL.

Esto pone de manifiesto dos puntos importantes con los que concluiremos nuestra discusién:
por un lado, las propuestas del OAL, particularmente las de los sistemas FIL y SIL de ldgica
de primer y segundo orden, tuvieron un gran impacto como podemos notar en los trabajos de
Schroder y Lowenheim; y, por otro lado, es necesario reconocer la importancia de Schroder como
difusor de la légica de relaciones de Peirce. Es Schréder quien, histéricamente hablando, sirve de

puente entre Peirce y Lowenheim, quien, a su vez, influye a Skolem y otros.

2.2. El Nacimiento de la Cuantificacion

No parece demasiado aventurado afirmar que la aportacién mas relevante de Peirce y su

OAL a la légica moderna es una adecuada nocién de cuantificacién. Las algebras booleanas
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desarrolladas antes de Peirce carecian de esta nocion. Explicaremos aqui cémo fue que Peirce,
junto a O.H. Mitchell —su alumno mdés brillante—, desarroll6 la teoria de la cuantificacion en
la l6gica matematica; discutiremos cudles fueros las aportaciones de cada uno; y abordaremos el
descubrimiento de la cuantificacion de orden superior y diremos en qué posicion se encuentran

las aportaciones de Peirce frente a las de Frege.

2.2.1. El Descubrimiento de Mitchell

El poco reconocido matemético norteamericano Dr. Oscar Howard Mitchell (1851-1889) fue el
maés notable alumno de C.S. Peirce en la Universidad de John Hopkins (Dipert 1994, pp.515-19).
Peirce le atribuye en el OAL haber dado con la nocién adecuada de cuantificaciéon de variables
para el algebra booleana (1885, 3.393). Si bien los resultados de Mitchell (1883) no son idénticos a
los que Peirce da en el OAL como solucién final al problema notacional de la cuantificacién —como
discutimos en la siguiente seccién—, si se aproximan bastante a la nocién moderna que conocemos
y que surgioé del OAL. A continuacion exponemos cudl fue el descubrimiento de Mitchell en torno
a la teorfa de la cuantificacién y hacemos notar la opinién de Dipert (1994), quien, a diferencia
de Peirce, no elogia a Mitchell por su trabajo en teoria de la cuantificacién.

Mitchell (1883, pp.73-4) utiliza U para representar el universo de los términos de clases —
mismo que puede o no ser limitado— y escribe “Todo U es F” como F; y “Algin U es F” como
F,,. El subindice 1 significa que el término de clase F' es verdadero para todos los miembros del
universo de términos de clase, y el subindice u significa que es verdadero de algunos miembros.
Con esto en mente, Mitchell realiza la siguiente formalizacién de los juicios categoricos de la légica

aristotélica:
1. “Todo a es b”: (a+ b)1 (es decir, a + b es verdadero de todo en U).
2. “Ningtin a es b”: (@ + b)1 (es decir, @ + b es verdadero de todo en U).
3. “Algin a es b”: (ab),, (es decir, ab es verdadero de algo en U).
4. “Algin a no es b”: (ab),, (es decir, ab es verdadero de algo en U).

Sin embargo, aunque la tarea de expresar los juicios categodricos de la logica aristotélica dentro
del algebra booleana parecia haberse cumplido satisfactoriamente con la notacién de Mitchell, es
facil ver las limitaciones de la misma. Si dos proposiciones tienen U como subindice, ;se refieren
a la misma porcién del universo? Mitchell indica que no necesariamente (1883, p.77); pero si
uno quisiera referirse multiples veces a la misma porciéon del universo en una sola proposicién,
tendria problemas. Beatty (1969, p.72) realiza este diagndstico y propone un ejemplo: el enunciado
“todos aman a alguien que beneficia a todos” tendria una formalizacién incorrecta —si no de suyo

imposible—, como 11,b,1, en la cual se expresaria que “todos aman a alguien y alguien beneficia
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a todos” pero el problema de esa formalizacién es que “todos” no necesariamente aman a ese
mismo “alguien” que los beneficia.

Como vemos, aunque ciertamente hay en (Mitchel 1883) una nocién de cuantificacién, atin no
completamente operativa. G. Brady (2000) ofrece una expliacién simple de por qué la solucién

de Peirce es superior a la de Mitchell:

In his paper, Mitchell develops a recognizable notion of and notation for existential
and universal quantifiers, but does not have the general concept of a formula and

therefore of bound or free occurrences of variables. (p.75)

mientras que R.M. Martin (1976), ademés de reconocer que la versién correcta o final de la nocién
de cuantificacién aparece en el OAL, senala las deficiencias del acercamiento de Mitchell frente

al de Peirce:

It is not until we arrive at the 1885 paper [OAL], however, that the quantifiers are
introduced on their own, and not in terms of the numerical functions and coefficients,
which was more or less a complete failure, as Peirce himself commented. Peirce credits
his student, O.H. Mitchell, whith showing how the distinction between “some” and
“all” is to be effected within the “Boolian” framework. However, Mitchell’s method
is limited to monadic quantification and his notation is still hampered by following
“too much in the footsteps of ordinary numerical algebra”. Peirce’s notation is surely

superior and is capable of handling iterated quantifiers in all possible ways. (p.242)

Tomando esto en cuenta, uno puede entender medianamente por qué Peirce da crédito a
Mitchell en el OAL por la nocién de cuantificacién y por qué es que de ahi pudo surgir la
cuantificacién como en el OAL. Sin embargo, es posible tener una lectura de Mitchell menos
elogiosa que la de Peirce. Dipert (1994), tras analizar otros logros de Mitchell, parece darle menos
relevancia a los avances del (Mitchell 1883) e incluso coloca los trabajos de Peirce y su OAL por

encima de los de Frege (1879):

Mitchell’s contribution to the expression of particular statements, which had also re-
ceived Peirce’s accolades, turns out to be much less significant than Peirce’s remarks
might indicate. Peirce himself had in 1870 earlier solved the major problem of expres-
sing particular statements by (among other techniques) using “indices”, and logical
products and sums over the indices —a move which anticipated Frege’s more syste-

matic account. That is, Peirce would write:

YXiF; >0
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meaning the logical sum (union) of all i’s which are F' is greater than the null class.

He later proposed dropping the “> 07, resulting in
i F;

meaning, of course, “Something is F”. [...] The result, by 1885, is a system which is
equivalent to Frege’s system of 1879. It was almost certainly developed independently
from Frege’s. In fact, it now appears that our modern notation for predicate logic
arose from Peirce’s work, through Schréder and Peano, and not from Frege’s —whose
work was carefully read only much later and whose notational system was never used

by anyone else. (p.529)

De cualquier manera, todas estas opiniones, considerando especialmente la de Peirce mismo,
apuntan al mismo hecho: O.H. Mitchell tiene un lugar importante en la historia de la teoria de
la cuantificacién y su (1883) influyé fuertemente en Peirce, quien, a través de otros desarrollos
que exploraremos en la siguiente seccién, llega a la nocién de cuantificacién que utilizamos hoy
en los lenguajes formales. En cuanto al desarrollo paralelo de Frege y su (1879), independiente al
de Peirce y Mitchell, existe suficiente literatura al respecto y no abundaremos en ello; tomamos
ese punto de referencia para senalar, simplemente, que la escuela algebraicista de la 16gica —
particularmente la escuela norteamericana—, generé sus propios avances en la materia y por vias

completamente distintas a las de la Begriffsschrift.

2.2.2. Los Desarrollos de Peirce

Para comprender el nacimiento de la teoria de la cuantificacién hay que plantear dos problemas
que formaron parte de la agenda filosofica de Peirce. Por un lado, hablaremos del problema
metafisico de la teoria de las categorias como uno de los impulsos que motivaron la investigacién
de la logica de relaciones; y, por otro lado, hablaremos del problema notacional que, ya desde
Boole, embargaba al dlgebra de la logica.

El problema metafisico de la teoria de las categorias se refiere a lo siguiente: basado en los
trabajos de Kant, Peirce investigd durante afios la teoria de las categorias y desarrollé multiples
listas de nociones metafisicas generales que pretendian fundar una arquitecténica —a la manera
de Kant—, una teoria general del ser. Como vemos en (1867b), Peirce propone tres categorias
supremas —Primeridad o cualidad, Segundidad o relacién, y Terceridad o regularidad— y se
convence de que un desarrollo adecuado de esta teoria habria de darse a través del estudio de la
logica.

Fue principalmente esta conviccién la que sirvié como motivacién para desarrollar la légica de

relaciones; en esencia, las dlgebras booleanas trabajaban con Primeridad o cualidades al tratar
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sistematicamente los objetos matematicos conocidos como “clases”, pero carecian de un trata-
miento particular para la Segundidad o las relaciones. Asi, Peirce se da a la tarea de extender
el algebra de la légica hacia la Segundidad y obtener asi la Terceridad o regularidades que una
metafisica apropiada requeriria.

Por otro lado, el problema notacional se refiere a lo siguiente: ya desde Boole y las primeras
algebras de la l6gica existian dificultades para expresar la cuantificacion; en particular, la notacién
era insuficiente para enunciados particulares. Boole mismo hace un intento para solucionar este
problema proponiendo una letra arbitraria para representar una clase indeterminada, pero esto

no funciond, de acuerdo con Beatty (1969) y Peirce mismo:

That which first led me to seek for the present extension of Boole’s logical notation
was the consideration that as he left his algebra, neither hypothetical propositions nor
particular propositions could be properly expressed. It is true that Boole was able to
express hypothetical propositions in a way which answered some purposes perfectly.
[...] As for particular propositions, Boole could not accurately express them at all.

He did undertake to express them and wrote

Some Y’s are X’s: v,y = b, x;

Some Y’s are not X’s: v,y = v, (1 — x)

The letter v is here used, says Boole, for an “indefinite class symbol”. This betrays a
radical misapprehension of the nature of a particular proposition. To say that some
Y’s are X’s, is not the same as saying that a logical species of Y’s are X’s. (1870,

3.138)

Peirce hereda este problema notacional —o quizd mas que notacional— y comienza a tratarlo
desde su (1870)E| Las principales estrategias que Peirce empleé para solucionar este problema
fueron: a) la teorfa de los juicios categdricos; b) matrices inspiradas en el dlgebra lineal; y ¢) sumas
y productos l6gicos sobre individuos de un universo —la estrategia ganadora. Ahora discutiremos

brevemente estos tres desarrollos.

Juicios Categoéricos

El primer intento de Peirce para expresar proposiciones particulares se dio a través del estudio
de los juicios categdéricos de la logica aristotélica y medieval; es decir, incorporando a la notacién
de un algebra los juicios universales afirmativos, universales negativos, particulares afirmativos y

particulares negativos.

3Bsta dlgebra es bastante interesante; véase (Martin 1978).
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Juicios Afirmativos | Juicios Negativos
Juicios Universales Todo S es P Ningtn S es P
Va(S(x) = P(x)) Va(S(z) = —P(z))
s,(1—p)=0 5,p=0
Juicios Particulares Algtin S es P Algtin S no es P
Jz(S(z) A P(x)) Jz(S(z) AN —P(x))
0% =0 0%(1-P) =0

Cuadro 2.2: El clasico cuadro de oposicién de los juicios categéricos y (Peirce 1870).

En su caético (1870), Peirce ofrece multiples aproximaciones al problema. En primer lugar,

resaltamos la siguiente:

Particular propositions are expressed by the consideration that they are contradictory
of universal propositions. Thus, as h,(1 — b) = 0 means every horse is black, so
0m(1=b) — () means that some horse is not black; and as h, b = 0 means that no horse

is black, so 0"® = 0 means that some horse is black. (1870, 3.141)

En el pasaje citado, h es la clase de los caballos, b es la clase de lo negro, la coma entre los
términos representa el producto légico de las clases, — representa la diferencia relativa de clases,
1 representa la clase universal y 0 representa la clase nula. Como podemos ver en el Cuadro 2.2,
el proceso de exponenciacion sobre la clase nula se presenta como una operacion que invierte,
niega o contradice las férmulas.

Esta aproximacion a la cuantificacién particular fue abonada con el uso de desigualdades: las
expresiones del tipo x,y > 0 pretendian expresar que la clase de las cosas que son x e y no es la
clase nula, lo cual parece aproximarse a la idea de cuantificacién existencial (“existe al menos un
objeto tal que...”).

Otra aproximacién del (Peirce 1870, 3.146) fue interpretar los términos de una clase ¢ como
si estuviesen separados en sus individuos 717,75,7T3, etc., de manera que la suma légica T +
Ty +, --- + T, (donde +, representa adicién légica, i.e. disyuncién incluyente) signifique “algin
T” vy ello quede capturado en t. Esto se acerca mucho a la solucién final que revisaremos dentro
de poco —sumas légicas sobre indices—, pero es inadecuada por lo siguiente: la suma logica
Ty 4+, Ty +, - -+ T, actia como una cuantificacién existencial pero esta limitada a los individuos
de una clase en especifico (la clase t); no parece ser todavia un método general que cuantifique
sobre todo el universo de discurso. (Beatty 1969, p.66)

La interpretaciéon de clases como la suma légica de sus individuos dio lugar a un intento

de cuantificacién universal: las expresiones exponenciadas como x¥ pretendian representar ideas

44



como “la z de toda y”, (donde x es un término relativo del tipo “la x de ___") propias de la nocién
de “términos relativos” investigada en (Peirce 1870, 3.77).

Y un intento mas en (Peirce 1870, 3.175) utilizé la cépula —<, que puede interpretarse como
signo de inclusién entre clases o como implicacién material. Tomando A —< B como “Todo A es
B”, se tiene que A—<B expresa la contradictoria, es decir “Alguna A no es B”. Similarmente, si
A —< B representa “Ningiin A es B”, entonces A—<B representa la contradictoria “Algin A es
B”.

Como podemos ver, estas primeras aproximaciones a la nocién de cuantificacién, aunque in-
teresantes, eran imprecisas y algunas de ellas hasta notacionalmente complicadas. Sin embargo,
este breve vistazo a los primeros intentos de cuantificacién —en particular, el intento de suma
l6gica de individuos de una clase— sirve para comprender de dénde sali6 la nocién de cuantifica-
cién que aparece en el OAL y que utilizamos ahora de manera estandar —como argumentamos

mas adelante.

Matrices

Antes de estudiar la solucién final al problema de la cuantificacién, hacemos mencién del
método matricial que Peirce implementa en los inicios de su teoria de la cuantificaciéon. El ma-
temdtico norteamericano Benjamin Peirce (1809-1880) —el padre de Charles— fue también un
desarrollador del dlgebra; sin embargo, sus investigaciones no estaban acotadas al mundo de las
algebras booleanas, pues sus contribuciones se dirigieron al dlgebra lineal. Peirce se inspira en los
desarrollos de su padre e implementa un metodo matricial para la cuantificacién en un algebra
de relaciones previa a la del OAL.

Suponiendo que A, B,C, D, ... son los objetos individuales de un universo, es posible hacer

un arreglo de todos los pares individuales (todas las relaciones) en un bloque o matriz:

A:A A: A:C A:D

b om W W

B:A B B:C B:D
cC:A C: c:C C:D
D:A D D:C D:D

donde la notacién X : Y representa que la clase X estd en relacion con la clase Y. A partir

de este método, Peirce describe una manera de producir enunciados universales:

A general relative may be conceived as a logical aggregate of a number of such indi-

vidual relatives. Let [ denote “lover”; then we may write

1= %%,(1)i(1:J)
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where (1);; is a numerical coefficient, whose value is 1 in case I is a lover of J, and
0 in the opposite case, and where the sums are to be taken for all individuals in the

universe. (1883, 3.329)

Con estas manipulaciones, Peirce da con una idea muy cercana a la solucién final que estu-

diaremos en el siguiente apartado.

[...] it is often advantageous to recur to the numerical coefficients mentioned in [1883,
3.329]. Any proposition whatever is equivalent to saying that some complexus of ag-

gregates and products of such numerical coefficients is greater than zero. Thus,
i35l >0

means that something is a lover of something; and
IL;351;; > 0

means that everything is a lover of something. We shall, however, naturally omit, in

writing the inequalities, the > 0 which terminates them all. (1883, 3.351)

El método matricial, entonces, parece ordenar todas las posibles relaciones existentes entre
objetos individuales de un universo para que una proposicién universal se refiera al producto de
todos estos agregados de la matriz, o bien para que una proposicién particular se refiera a la suma

de todos estos agregados de la matriz.

The explanation of how that formula can be said to express that proposition is the
following: “I” and “J” represent all the individuals in the universe of discourse, only
we use two different letters since they do not necessarily represent the same individual
at the same time. If there is no pair of individuals, I and J, such that I loves J, then
the coefficients of all the pairs, I : J, are always zero, and the sum of these coefficients
is also zero. If there is at least one pair, I : J, such that I loves J, then the coefficient of
this pair is one. And a sum of coefficients at least one of which has the value “one” will
always be equivalent to one, i.e., it will be greater than zero. Thus, if the complexus of
sums “X;3;l;;” is greater than zero, there must be something which loves something.

(Beatty 1969, p.71)

En ese sentido, 1I; y ; operan sobre elementos ¢ de una matriz M de relaciones entre individuos;
en caso de que la suma de los componentes ¢ arroje 1, la proposicién particular es verdadera, y
en caso de que el producto de los componentes i arroje 1, la proposiciéon universal es verdadera.

Podemos ver que este método es cercano a la idea de cuantificacion que se encuentra en el OAL;

refiriéndose al ultimo pasaje que citamos, Beatty apunta: “This is a very significant development.
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Peirce is only a step away from the notion of predicate logic and quantification” (1969, p. 71).
No dejamos de mencionar que el intento a través de matrices es sumamente particular y hacemos
notar la opiniéon de Alan J. Iliff con respecto al uso de matrices importado del algebra lineal: “To
an extent heretofore unrecognized, Peirce’s discovery of the quantifiers was based on his expertise
in sophisticated techniques of abstract algebra; it was not merely a simple generalization of the

Boolean sum and product” (1997, p.201).

Sumas y Productos Légicos sobre Individuos

Es sélo hasta la aparicion del OAL, 1885, que Peirce da finalmente con la nocién adecuada de
cuantificacién; de hecho, en el paragrafo 3.393 del OAL encontramos el primer uso del término
cuantificador y una explicacion de por qué los intentos anteriores que recién estudiamos fueron
fallidos (Beatty 1969, p.71). De acuerdo con Peirce, fue el trabajo de su alumno O.H. Mitchell
—que analizamos en la seccion 2.2.1.— el que le permitié dar con la nocién de cuantificacién del

OAL:

All attempts to introduce this distinction [todo vs. algtin] into the Boolian algebra
were more or less complete failures until Mr. Mitchell showed how it was to be effected.
His method really consists in making the whole expression of the proposition consist
of two parts, a pure Boolian expression referring to an individual and a Quantifying

part saying what individual this is (1885, 3.393).

La solucién al problema notacional de la cuantificacion fue tomar un universo U de individuos
1, J, etc. y utilizar ¥ y II como la suma légica generalizada y el producto légico generalizado,
respectivamente, operando sobre individuos del universo de discurso (Beatty 1969, p.72). Recor-
demos que ¥;x; = xp +x; +; + ... y que I;z; = 22,25 ... y notemos especialmente que esa
maniobra es cualitativamente distinta a la del uso de matrices, donde ¥ y II tomaban factores

(con valor 1 6 0) de una matriz de relaciones entre individuos:

Peirce reinterpreted his coefficient expressions as quantified expressions of predicate
logic. Since the suscript is now taken as a variable ranging over the members of the
universe of discourse, the coefficient symbol is naturally reinterpreted as a predicate

or relation. (Beatty 1969, p.75)

Asi pues, el método del OAL es mas general, elegante y es, verdaderamente, el mismo método
cuantificacional que utilizamos en FOL u otras légicas cuantificacionales de manera estandar hoy

dia.
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Grafos Existenciales: el otro camino

A manera de addenda a la discusién sobre teoria de la cuantificacién, hacemos una répida
mencién a un notable desarrollo independiente de los métodos algebraicos que analizamos y muy
posterior a ellos: los grafos existenciales.

Peirce conocia los trabajos de Venn y Euler en lo referente a diagramas légicos y en su (1908b,
4.347-4.530), donde estudia los métodos de Venn y Euler, encontramos tres sistemas diagramdticos
de la logica, englobados en lo que él denomina grafos existenciales. Estos tres sistemas son los
sistemas Alfa, Beta y Gama de grafos existenciales; el sistema Alfa es una légica diagramaética
para la logica proposicional, el sistema Beta es una légica diagramatica para la légica de primer
orden, y el sistema Gama es una légica diagramdética para la légica modal.

Los trabajos de Don D. Roberts (1973) y Sun-Joo Shin (2002) son excelentes tratamientos
sistematicos del tema y son importantes referencias en las discusiones de semidtica y légicas
graficas o de razonamiento visual y diagramatico. En este breve apartado ofrecemos algunas
imédgenes que ilustran el funcionalmiento del sistema Beta de grafos existenciales con el fin de
senialar que Peirce tuvo otros desarrollos no-algebraicos para la cuantificacion.

Los grafos Beta son diagramas que utilizan predicados, lineas y cortes. Todo lo que se diagrama
estd cuantificado existencialmente, las lineas se usan como variables de individuo y los cortes como
negaciones. Las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 muestran ejemplos de juicios particulares y universales, asi
como del uso de las lineas que enlazan predicados y los cortes que niegan las propiedades y los
enlaces. La Figura 2.4 muestra que la conectiva de la conjuncién se representa como dos grafos
juntos, mientras que la disyuncién se construye a través de conjunciones y negaciones. La Figura
2.5 muestra cémo podemos emplear mas de una variable de individuo introduciendo nuevas lineas
que pueden o no relacionarse con los predicados de otras proposiciones.

Lo interesante de estos ejemplos radica no sélo en la discusién del nacimiento de la teoria de
la cuantificacién, sino en la distinciéon de los calculos 16gicos —aquellos sistemas como los que
encontramos en el OAL— y los sistemas diagramaticos. Peirce observa esta distinciéon con los
diagramas de Venn: no son un célculo logico sino un método gréfico de ciertas nociones légicas;
y, a partir de esto, construye un método grafico para la légica de primer orden capturada en su
calculo FIL.

Shin (2006) y Roberts (1973) exploran las propiedades metalégicas que se desprenden de estos
métodos graficos y discuten adecuadamente por qué no son calculos 16gicos como NRL 6 FIL,
etc. Nuestro interés en senalar este desarrollo de Peirce era reconocer un camino paralelo a las
algebras en la historia de la teoria de la cuantificacién; nétese, ademads, la posible comparacién

entre la notacion fregeana de la Begriffsschrift y los grafos existenciales Beta de Peirce.
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is @ man

is mortal

|
|

Figura 2.1: Algin hombre no es mortal: 3x(H (z) A =M (x)). (Peirce 1908b, 4.407)

is a salamander

lives in fire

Figura 2.2: Toda Salamandra vive en el fuego: =3z(S(z) A =F(x)) = Va(S(x) = F(z)). (Peirce
1908b, 4.449)

is good
is good g is good
( ) is ugly

is useful

Figura 2.3: Algo es bueno y feo: 3x(B(x)AF(x)); algo es bueno y feo y itil: x(B(z)AF (x) AU (x));
todo lo bueno es feo: ~3z(B(z) A ~U(x)) = Va(B(z) = F(z)). (Shin 2002, p.39)

not P PandQ PorQ

Entitative Graphs ® P Q
Existential Graphs ®
P Q

Figura 2.4: Conectivas légicas y grafos existenciales. (Shin 2002, p.53)
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adores is a woman

Figura 2.5: Todo catdlico adora a una mujer: —3z(C(z) A —Jy(A(z,y))) = Vz(C(z) =
Jy(A(z,y))). (Shin 2002, p.58)

2.2.3. Orden Superior o lo que Frege Pas6 por Alto

La mayoria de los historiadores de la 1égica matematica atribuyen a Frege (1879) el descubri-
miento de los cuantificadores. Hemos mostrado en las discusiones anteriores que los trabajos de
Mitchell (1883) y Peirce (1885), aunque son cronolégicamente posteriores a los de Frege, emergen
de manera distinta —por consideraciones algebraicas y métodos propios— y més de una opinién
apunta a que los trabajos de Mitchell y Peirce se dieron de manera independiente a los de Frege.
Asimismo, més de una opinién apunta a que el hecho de que (Frege 1879) sea anterior a (Mit-
chell 1883) y (Peirce 1885) no implica que su recepcién haya sido mejor a la de éstos; de hecho,
parece que (Frege 1879) no fue leido sino hasta inicios del s.XX por Russell y otros. La opinién

de Putnam (1982) al respecto es notable:

Although Frege discovered the quantifier in 1879 and Peirce’s student Mitchell in-
dependently discovered it only in 1883, it was Mitchell’s discovery (as modified and
disseminated by Peirce) that made the quantifier part of logic. And neither Lowen-
heim’s theorem nor Zermelo set-theory depended on Frege’s work at all, but only on

the work of the Boole-Peirce school. (p.290)

De hecho, parte de la evidencia a favor de la tesis de que los trabajos de Peirce y su escuela
tuvieron mejor recepcién que los de Frege hasta antes de los trabajos de Russell y Whitehead se
encuentra en el hecho de que matematicos como Schroder, Léwenheim, Skolem y Zermelo utilizan

la notacién Peirce (a veces con modificaciones) y no la de Frege:

Well, Schréder does mention Frege’s discovery, though just barely. But he does not
explain Frege’s notation at all. The notation he both explains and adopts (with credit
to Peirce and his students, O.H. Mitchell and Christine Ladd-Franklin) is Peirce’s.
And this is no accident: Frege’s notation (like one of Peirce’s schemes, the system of
existential graphs) repelled everyone (although Whitehead and Russell were to study
it with consequential results). (Putnam 1982, p.296)

While, to my knowledge, no one except Frege ever published a single paper in Fre-

ge’s notation, many famous logicians adopted Peirce-Schréder notation and famous
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results and systems were published in this notation. Lowenheim stated and proved
the Lowenheim theorem (later reproved and strengthened by Skolem, whose name
became attached to it together with Lowenheim’s) in Peircian notation. In fact, there
is no reference in Lowenheim’s paper to any logic other than Peirce’s. To cite another
example, Zermelo presented his axioms for set theory in Peirce-Schréder notation, and

not, as one might have expected, in Russell-Whitehead notation. (p.297)

Con base en lo que estudiamos en las secciones anteriores de este trabajo y en los sefialamien-
tos recién citados, compartimos la conclusién de Putnam (1982, p.297) al respecto: “Frege did
‘discover’ the quantifier in the sense of having the rightful claim to priority. But Peirce and his
students discovered it in the effective sense”.

Si bien hemos visto que la discusion sobre el nacimiento de la cuantificacién conlleva una
poco estudiada polémica sobre la influencia de los trabajos de Peirce y su escuela frente a los
de Frege —misma que no exploraremos mas, pues al respecto existe (Brady 2000), una notable
referencia relativamente reciente—, tenemos, en contraste, un hecho histérico menos cuestionable:

la distincién de drdenes en las 1égicas cuantificacionales se debe a Peirce y ella surge en el OAL.

In fact —and this may surprise you as it surprised me— the term “first order logic” is
due to Peirce! (It has nothing to do with either Russell’s theory of types or Russell’s
theory of orders, although the way Peirce distinguished between first-order and second-
order formulas —by whether the “relative” is quantified over or not— obviously has

something to do with a logical type). (Putnam 1982, p.296)

La discusién sobre el origen de la distincién entre érdenes de cuantificacién de nuevo trae
consigo una polémica Peirce-Frege: si Frege utiliza cuantificaciéon de orden superior ya desde la
Begriffsschrift —por ejemplo, al cuantificar sobre conjuntos y relaciones, ademas de variables de
objeto—, jcémo podemos decir que Peirce es el legitimo padre de la nocién de orden cuantifica-
cional? Personas como Nino Cocchiarella (1986, p.198) han atribuido este logro a Frege.

La posible respuesta a este problema es simple, en cierto sentido. Peirce estd completamente
consciente de que FIL y SIL son sistemas completamente distintos debido a que SIL permite
cuantificar términos relativos (lo que hoy tomamos como predicados y funciones en FOL, SOL
y otras), y FIL no. Frege —particularmente en (Frege 1893)—, en cambio, escribe férmulas
explicitamente en orden superior (Hintikka y Sandu 1992, p.298) y no hace ninguna distincién
al cuantificar objetos, conjuntos, relaciones, propiedades, etc. Dummett (1973) es contundente al

respecto:

For Frege had not the slightest qualm about the legitimacy or intelligibility of higher-

level quantification: he used it from the first, in Begriffsschrift, freely and without
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apology, and did not even see first-order logic as constituting a fragment having any

special significance. (p.223)

Que en SIL, y sé6lo en SIL, surga una proto-teoria de conjuntos a partir del uso de cuantificacién
de segundo orden es una evidencia més a favor del hecho de que Peirce tenia en claro que dicha
cuantificacién traia diferencias con respecto a la cuantificacion de primer orden y que sélo asi
podian tratarse cierta clase de objetos matematicos y enunciados complejos. Esta claridad —que
Frege no gozaba, en la opinién de Hintikka y Sandu (1992)— da a Peirce un logro maés en la
historia de la légica, por un lado, y, por otro, arroja luz sobre las dificultades que sobrevinieron

al programa de Frege:

As we have seen, Frege’s failure to grasp the idea of the standard interpretation of
higher-order logic turns his entire foundational project into a a hopeless daydream.
[...] Frege was far too myopic [...] It is likely to turn out that some of his contem-
poraries can offer far better ideas for future work in the foundations of mathematics

than Frege did. (p.315)

2.3. Propiedades Metaldgicas de NRL

En esta seccion ofrecemos un breve andlisis de las propiedades metalégicas de completud y
correccién para el dlgebra NRL. Como serd evidente a partir de las pruebas que ahora daremos,
existe una notable similitud con la 16gica proposicional estandar (LP).

Vimos, en la seccién 1.2.2., que NRL posee una semantica bivalente y veritativo-funcional a
partir de la cual es posible evaluar cualquier fbf de NRL. Como discutimos en la seccién 1.2.3.,
NRL presenta una axiomatizacién —lo que Peirce denomina 7conos— que podemos emplear para
disenar un sistema de deduccién natural. Sea gy, este sistema. Astimase Modus Ponens como
la tnica regla de inferencia en NRL. A continuacién daremos algunos argumentos generales que

dependen de esta semantica y este sistema de deduccion natural.

2.3.1. Completitud para NRL

Teorema 1 (Teorema de la Deduccién para NRL). SiT' es un conjunto de fbf’s y v y 1 son fof’s

y o FNRL ¥, entonces ' -npr ¢ —<< 9. En particular, si ¢ FNngrr ¥, entonces Fnpr ¢ —< 1.

Demostracion. Sea 1)1, ...,1, una demostracién de ¢ desde I'U{¢}, donde 1, es 1. Probaremos
por induccién sobre j que I' Fygr ¢ —< 9 para 1 < j < n. Primero, 11 debe estar en I' o
ser un axioma de NRL o ser ¢ misma. Usando el teorema Fypgrp f —< (o —< ), sabemos que

1 —< (¢ —<< 1) v, en consecuencia, los casos donde v estd en I' 0 es un axioma garantizan (por
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Modus Ponens) que I' Fygrr, ¢ —< 1. En el tercer caso, cuando 11 es ¢, es claro que tenemos
I'Fnrr @ —< 11 en virtud del axioma (I1). Eso en cuanto al caso j = 1.

Supongamos ahora que I' Fxgrr, ¢ —< 9, para k < j. O bien 1; es un axioma, o estd en I,
0 es p, o se sigue por Modus Ponens de alguna ¥; y ¥, donde I < j, m < j y ¥, es de la
forma 1); —< ;. Para los primeros tres casos, concluimos I' Fygrr ¢ —< 9; de la misma forma
en la que j = 1. Para el tltimo caso, tenemos, por hipdtesis inductiva, que I' Fxypr ¢ —< 91 ¥
I'Fyen ¢ —< (Y1 —< 9j). Pero el teorema Fypr (@ < (8 < 7)) < ((a < B) < (a < 7))
nos dice que Fyrr (¢ < (U < ¥5)) < ((¢ < 1) < (¢ —< 9;)), de manera que por Modus

Ponenes con la hipotesis inductiva obtenemos I' -y gp, ¢ —<< 9. O

Lema 1. Sea ¢ una fbf y sean ¢1,...,¢r las variables proposicionales que ocurren en . Para

una astgnacion de valores de verdad para p1,...,p, diremos que cp; es p; si pj toma el valor
. . / _ . . . / .

v; y diremos que ¢} es ¢ si p; toma el valor £. Permitase, ademds, que ¢’ sea ¢ st p toma el

valor v bajo la asignacidn, y que @' sea ¢ si ¢ toma el valor £. Entonces, ¢, ..., ¢} FnrL ¢

Demostracion. Probaremos por induccién sobre el nimero n de ocurrencias de "y —< en ¢
(asumiremos que ¢ estd escrita en términos de este par de conectivasﬂ). Sin = 0 ¢ es una
variable proposicional ¢; y el lema se reduce a ¢1 FNgrL 01 Y ©1 FNRL 1. Ahora supongamos
que el lema vale para toda j < n.

Caso 1. ¢ es 1. Entonces, v tiene menos de n ocurrencias de ~y —<.

a) Supongamos que 1 toma el valor v bajo la asignacién. Entones ¢ toma el valor f. En
consecuencia, 9’ es 1 y ¢ es @. Por la hipdtesis inductiva aplicada a 1), tenemos que

¢, ..., ¢, FNre ¥. Evidentemente, lo anterior implica que ¢}, ..., ¢} FNRL Dy esy.
b) Supongamos que 7 toma el valor f. Entonces ¢ toma el valor v. En consecuecia, 1’ es 1 y
¢’ es . Por hipétesis inductiva, ¢, ..., ¢} FnrrL 1. Pero ¥ es ¢
Caso 2. p es 1) —< w. Entonces 9 y w tienen menos ocurrencias de "y —< que . Asi, por
hipétesis inductiva, ¢f,..., ¢ FNre ¥y ¢, ..., @) FNRL W'

a) v toma el valor f. Entonces ¢ toma el valor v. Asi, ¢/ es 1 y ¢’ es ¢. En consecuencia,

Oy FNRL 1. Pero si eso es asi, claramente ¢}, ..., O FNRLY <wy v <wes¢.
b) w toma el valor v. Entones ¢ toma el valor v. En consecuencia, w’ es wy ¢’ es ¢. Por tanto,
Oy @ Fvr wy de ello se sigue que @, ..., 0L FNRL Y <wy ¢ <wes ¢

c¢) ¢ toma el valor v y w toma el valor f. Entonces ¢ toma el valor f. Asi, ¢ es ¢, W' es
w,y ¢ es @. Por tanto, ¢, ...,¢} FNre ¥y ©1,..., ¢, FnRL @. Pero esto implica que

Ly FNRL YV—<w y h—<w es ¢

4Evidentemente, {—,=}, ¥ su equivalente en OAL, {7, —<}, son conjuntos adecuados de conectivas. Asumimos

esta escritura para simplificar la demostraciéon
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Cuadro 2.3: (I1) es tautologia.

Teorema 2. Si una fbf ¢ de NRL es una tautologia, entonces ¢ es un teorema de FNRy,.

Demostracion. Supongamos que es una tautologia y sean ¢1,..., ;. las variables proposi-
pong q 2 gla 'y @ ¥ prop
cionales de . Para cualquier asignaciéon de valores de verdad de ¢1,...,y; tenemos, por el
Lema 1, que ¢),...,¢, FNRL nétese que ¢’ es ¢ porque ¢ toma siempre el valor v si

#1 P ' 2 ¥ 2
es una tautologia). Cuando ¢} toma el valor v, obtenemos ¢,..., ¢, _;,¢r FNRL ¥; ¥, cuan-
do ¢ toma el valor f, obtenemos ¢’,.... ¢\ ., @, FnrL @. Entonces, por el teorema de la
Pk ©1 Pr—1:% 2
deduccién, ¢,..., ¢, | FNrL o8 < @ ¥ ), .., @1 FNRL @k —< . Pero esto implica
o)., ¢, FNRL . De manera similar, podemos elegir ;1 como v 6 f y eliminar ¢} _,

tal y como eliminamos ¢j.. Después de k pasos, obtenemos gz, . O
2.3.2. Correccién para NRL

Lema 2. Si ¢ y ¢ —< 9 son tautologias, entonces ¥ también es una tautologia.

Demostracion. Supongamos que ¢ y ¢ —< 1 son tautologias. Si 1) tomara el valor f en alguna
asignacién de valores de verdad para ¢ y v, entonces, puesto que ¢ es tautologia, ¢ tendria el
valor v y, en consecuencia, ¢ —< 1t tendria el valor f. Pero eso contradice la hipdtesis de que

p —<< 1 es tautologia. En consecuencia, ¢ también es tautologia. O
Teorema 3. Si una fof ¢ de NRL es un teorema de Fypgr, entonces @ es una tautologia.

Demostracion. Observamos (Cuadros 2.3-7) que los axiomas (I1)—(I5) son tautologias. Por el
Lema 2, Modus Ponens nos lleva de unas tautologias a otras. Por tanto, todo teorema de NRL

es una tautologia. O

2.4. Peirce y la Teoria de Conjuntos

En su OAL, Peirce provee una modesta lista de axiomas tedrico-conjuntistas codificados en
SIL. El surgimiento de este grupo de leyes se da en el entorno de una légica de relaciones que
permite interpretar los términos relativos también como clases —a la manera de las algebras

booleanas. Pero el rasgo distintivo de esta formulacién es doble: a) por un lado, la utilizacién
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(z (v < 2)| =<|l < (& < 2)
v v Vv vV v iv v v v v
v v v | v v

v v v v vV VvV VvV Vv
v f v v f v v

f v v v v i v v f v v
f v v | v v f v

f v v v v f v v
f f v v | f v f v

Cuadro 2.4: (I2) es tautologia.

(z y) | < |y < 2) < (@ < 2))
v v | v v vV Vv VvV VvV Vv VvV
v v | v v f f v v

v v v Vv VvV VvV Vv VvV
v f| v f v v

f v | v v v v v f v v
f v | v v v f v

f v v v v f v v
f f| v f v v f v

f| < |z
f| v | v
f| v

v vV Vv v | v
v Vv v
f v f f v f

Cuadro 2.7: (I5) es tautologia.
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de términos relativos ¢, r, a y ¢ para representar las relaciones conjuntistas de €, <, (x,y) (una
relacién cualquiera) y f : A — B (una funcién uno-a-uno), respectivamente; y b) el reconoci-
miento de la necesidad de cuantificacién de segundo orden para tratar objetos matematicos como
las clases, las relaciones y la identidad.

No es posible sostener que el trabajo de Peirce en torno a los conjuntos era completamente
novedoso de acuerdo con lo que hemos visto en OAL. El trabajo de Cantor ya habia sido difundido
para entonces y Peirce conocia la teoria de los Mengen. Sin embargo, parece que, histéricamente
hablando, OAL si ofrece uno de los primeros acercamientos axiomaticos a la teoria de conjuntos.
No diremos que en OAL se encuentra el primer intento de axiomatizacién de la teorfa de conjuntos,
pero sostenemos que en el trabajo de Peirce encontramos un tratamiento riguroso que da lugar a

algunas observaciones interesantes que senialaremos a continuacién.

2.4.1. Algebra de Conjuntos

En primer lugar, los axiomas de extensionalidadlﬂ unitario, complemento y unién, permiten la
construccion de un dlgebra de conjuntos. Uno puede definir la operacion de interseccién a partir

de las definiciones del conjunto unién y complemento como sigue:
WXk (kg 70 5y + il z05y:)

es decir,

VAYBViIK (i € K < x € (AP u BHD)

donde K es el conjunto interseccién de A y B. Y, a partir de los conjuntos garantizados por
los axiomas y a partir de la definiciéon del conjunto interseccién, podemos plantear la siguiente
lista de axiomas para un dlgebra booleana de conjuntos B6G = ({0, 1},C ,U,N) para cualesquiera

conjuntos A, By C:

(C1) (AUB)UC = AU (BUC)
(C2) (ANB)NC =AN(BNC)
(C3) AUuD=A

(C4) AN1=A

(C5) AUB=BUA

®Aunque Peirce no lo enuncia como tal, su definicién para la relacién de identidad 1;; implica el axioma de
extensionalidad tal y como se formula en ZFC. Dado que Peirce ofrece una definicién de identidad tanto para
términos relativos como para clases, tomamos la licencia en este punto para sostener que podemos encontrar un

axioma de extensionalidad en el desarrollo de la SIL de Peirce.
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(C6) ANB=BNA
(C7T) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(C8) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
(C9) AUAC =1

(C10) AnAb =9

La importancia de una teoria de conjuntos capaz de generar un algebra como 8G no es
menor, pues uno esperaria que una teoria de conjuntos permitiera el surgimiento de estructuras
matematicas tan elementales como un algebra de conjuntos para atender los problemas conjun-
tistas mas rudimentarios. Mas atn, si tomamos en cuenta que esta teoria no sélo cuenta con un
algebra BEG sino que ya cuenta con relaciones, funciones e identidad—por tratarse de primitivas
en SIL—, podria argumentarse en favor de la suficiencia de la teoria para atender problemas
matematicos sisteméaticamente —es decir, argumentar que se tiene en el OAL una de las primeras
teorias de conjuntos que entrega lo que de ella se espera para realizar trabajo matematico.

Sin embargo, a primera vista, podria plantearse la objecién de que la teoria de conjuntos que
encontramos en OAL presenta una axiomatizacion insuficiente para realizar el trabajo matema&tico
para el cual fue desarrollada la teoria de conjuntos en la tradicién cantoriana; es decir, si tomamos
ZF o, mas ain, ZFC como la teoria estdndar de conjuntos y comparamos las axiomatizaciones
de ésta y la que encontramos en OAL, pareceria que Peirce no da cuenta de ciertas nociones
elementales del concepto de “conjunto”. Especificamente: la axiomatizacion del OAL no presenta
axiomas equivalentes al del conjunto par, al del conjunto potencia, ni tampoco al de separacién,

reemplazo, infinitud, buena fundacién ni eleccién.

2.4.2. Una Ampliacién de la Teoria de Conjuntos del OAL

De esta objecién deberiamos obtener al menos dos conclusiones: 7) por un lado, desde el punto
de vista histdrico, el trabajo de Peirce califica como una proto-teoria de conjuntos frente a otras
teorias en competencia que son consideradas hoy como teorias maduras que incluso gozan del
caracter de “estdndar”, de manera que los logros de matematicos como Zermelo, Fraenkel, von
Neumann, Barnays, Godel y otros estudiosos de las axiomatizaciones de la teoria de conjuntos,
se encuentran por encima de los de Peirce en esta drea particular de la matematica; y ii) por otro
lado, desde el punto de vista técnico, uno podria ampliar la lista de axiomas del OAL lo suficiente
como para cubrir de manera equivalente todo lo que ZFC cubre, bajo la hipétesis metalégica de

que los lenguajes cuantificacionales subyacentes a ambas teorias son equivalentes, distintos sélo
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en notacién y primitivasﬁ
Para motivar la iltima conclusion, y finalizar esta breve discusion, considérese la siguiente

lista de axiomas como posible ampliacién a la teoria de conjuntos que encontramos en OAL:

1. Axioma del conjunto par: VaVy3dAVz(z € A & 2z = 2Vz = y) en ZFC; I 11, X011, (qe- (125+

1.y) + Ga-(122 + 1y)) en la posible ampliacién de la teoria de Peirce.

2. Axioma del conjunto potencia: Vz3AVy(y € A & Vz(z € y = 2z € z)) en ZFC;

o XTIy 11, (ay (Gy> + Goz) + Gay(@y= + ¢z=) en la posible ampliacién de la teorfa de Peirce.

3. Axioma de separacion: Vz3AVy(y € A < y € = A p(y)) en ZFC (donde ¢ es una
propiedad); 11, 2,11, I1,(qayquyPy + GayGzyPy) €n la posible ampliacién de la teorfa de Peirce[]

4. Axioma de reemplazo: VaVyVz(o(x,y) A p(x,z2) = y = 2z) = YuoVw(w € u & Jt(t €

u A p(t,w))) en ZFC (donde ¢ es una funcién);

HzHszHquszt(((fzyfrz) + 1yz) + (QWwQUtftw + QUwqutftw)) en la pOSible ampliaci(')n de

la teoria de Peirce.

5. Axioma de infinitud: 3z(0) € zAVy(y € z = yU{y} € x)) en ZFC; .11y (q20(Gay +ayug))
en la posible ampliacién de la teorfa de Peirce (donde usamos U como se define en el axioma
de unién que da Peirce originalmente en OAL, y donde g denota al conjunto unitario de y,

tal y como se establece en el axioma del conjunto unitario que Peirce da en OAL.

6. Axioma de buena fundacién: Vz(zx # 0 = Jy(y € t AVz(z € y = z € x))) en ZFC;

211, (120 + Gay(Gy> + G22)) en la posible ampliacién de la teoria de Peirce.

7. Axioma de eleccién: Vz3f : x — (JaVa(a € 2 ANa # 0 = f(a) € a) en ZFC;
I, % 1114 (qzalaod fot fUz T Qaf(a)> en la posible ampliacién de la teoria de Peirce (donde d

relaciona al conjunto x como dominio de f e i relaciona a | Jz como imagen de f).

2.4.3. El Problema del Continuo: Hacia la Topologia

El hecho de que encontremos en el trabajo de Peirce una proto-teoria de conjuntos que, como

hemos pretendido mostrar, es lo suficientemente rica como para vislumbrar dentro sus alcances

5Esta posible respuesta a la objecién requiere un fuerte trabajo que no realizaremos aqui. Habria que mostrar,
primero, que SIL y SOL son equivalentes, y, posteriormente, que 7' es un teorema de ZFC si y sélo si T es un
teorema de la teoria ampliada de conjuntos de Peirce. Nos limitamos a senalar esto como una posible ruta de

investigacién.

"Nétese IT,, la cuantificacién universal sobre una propiedad p. Esto estd permitido porque la légica subyacente
a la teoria de Peirce es de segundo orden, mientras que en ZFC ¢ tiene un caracter discutible —por ejemplo, el de

variable libre de segundo orden.
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algunas de las discusiones contemporaneas de la matematica, invita a preguntar si Peirce discutio
la nocién de “continuidad” como lo hizo Cantor.

Efectivamente, Peirce investigd el problema de la naturaleza filoséfica y matematica del conti-
nuo; sin embargo, su aproximacién es distinta a la de otros pensadores. Consciente de los trabajos
de Cantor y Dedekind, como podemos observar en (Peirce 1896, 1898, 1900, 1908), una de las

aproximaciones de Peirce al concepto de continuidad se dio a través de la topologia:

Topology, or, as I prefer to call it, topical geometry, or, still better, geometrical topics
[...] In this field of thought we still suppose objects to move about in Space. But we
suppose that, at will, any of these objecs can be made to expand, to contract, to bend,
to twist, and in sort to move free from any law, excepting only that it is nowhere to
be broken or welded; —or, to state the condition precisely, that no two parts or limits
of it shall [be able] at one instant to occupy one and the same place and at another
instant separate places. [...] Now this connection of parts, which is the sole law of

topical moveables, is a property of the very Space itself. (Peirce 1904, p.121-2)

Si bien existe una interesante discusion en los textos recién citados acerca de si la definicién
cantoriana de continuidad es apropiada o no a los ojos de Peirce, no profundizaremos més en
esto. Nos limitamos, entonces, a sefialar que la teoria de conjuntos que se desprende del OAL ya
es suficiente para definir las nociones de topologia y espacio topoldgico como se hace actualmente.
Un espacio topoldgico es el par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una familia de subconjuntos

de X (la topologia de X) cuyos elementos se llaman conjuntos abiertos y son tales que:
(T1) 0, X e

(T2) Vie I(O;eT= |J O; €71)
i€l

k
(T3) VieI(O;eT= (O, €T)
i=1
Este punto es notable ya que, histéricamente hablando, en OAL encontramos una de las
primeras aproximaciones axiomaticas a la teoria de conjuntos en un lenguaje de segundo orden
que ya es lo suficientemente expresivo como para modelar las nociones que, a finales del s. XIX
y a inicios del s. XX, surgen en la matematica moderna, tales como el dlgebra de conjuntos, los

espacios topoldgicos y, como veremos ahora, la aritmética axiomatizada.

2.4.4. Una Axiomatizaciéon para la Estructura de los Numeros Naturales

En (Peirce 1881) encontramos un breve pasaje en donde Peirce presenta las ideas de una axio-
matizacién para la estructura de los niimeros naturales empleando las nociones que desarrollé en

sus légicas de relaciones. Si bien OAL es posterior —fechado en 1885—, el uso de cuantificadores,
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términos relativos e implicaciones ya estaba presente en algunos desarrollos previos, tales como el
que Peirce utiliza en (1881). Aqui mostraremos brevemente cémo fue que, a través de la 16gica de
relaciones, Peirce da lo que, segin Paul Shields (1997, p.43), es probablemente el primer intento
exitoso de axiomatizacion para los nimeros naturales.

De acuerdo con la reconstruccién de Shields (1997, p.44), la axiomatizacién de Peirce precede
a las de Dedekind (1888) y Peano (1889), y puede plantearse como sigue: Sea N un conjunto, R
una relaciéon en N, y 1 un elemento de N; asiumanse las definiciones de “minimo”, “maximo” y

“predecesor” con respecto a Ry N; entonces:

(N1) N esta parcialmente ordenado por R. (Peirce 1881, 3.253)
(N2) N esta conectado por R. (3.354)

(N3) N esta cerrado bajo predecesores. (3.256)

(N4) 1 es el minimo de N; N no tiene maximo. (3.257)

(N5) La induccién matemética vale para N. (3.258)

Shields advierte, sin embargo, que no es asi como Peirce expone su axiomatizacién. En realidad,
la presentacién original se vale del uso de términos relativos —aquellas relaciones descritas por
FIL o SIL, por ejemplo— y, por este motivo, consideramos importante e ilustrativo para nuestros
propositos reparar en la exposicion puntual de Peirce.

El axioma N1) describe una relacién capturada por un término relativo ¢ tal que ¢ es transitiva,
antisimétrica y reflexiva; es decir, ¢ es una relacion de orden parcial, como <. Evidentemente,

queremos que g ordene a INV:

Then g may be called a fundamental relative of quantity; its properties being, first,
that it is transitive; second, that everything in the system is ¢ of itself, and, third,

that nothing is both ¢ of and ¢’d by anything except itself. (1881, 3.253)

El axioma N2) anade el requerimiento de conexién, lo cual harfa que nuestra relacién de orden

fuera un orden simple al cubrir los requerimientos de conexién y orden parcia]lﬂ:

A system in which quantities may be ¢’s of or ¢’d by the same quantity without being
either ¢’s of or ¢’d by each other is called multiple; a system in which of every two

quantities one is a g of the other is termed simple. (1881, 3.254)

8Una relacién de orden simple es una relacién de orden parcial que ademés cumple conexién. Una relacién de
orden parcial es una relacién que cumple transitividad, antisimetria y reflexividad. Una relacién R cumple conexién
sii VaVy(z Ry V yRz). Una relacién R cumple transitividad sii VozVyVz((x Ry AyRz) = zRz). Una relacién R cumple

antisimetria sii VaVy((z Ry A yRz) = x = y). Una relacién R cumple reflexividad sii Vz(zRx).
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El axioma N3) describe la propiedad de un sistema de cantidades en el cual todas, excepto el

minimo, tienen un predecesor:

A system of simple quantity is either continuous, discrete, or mixed. [...] A discrete
system is one in which every quantity greater than another is next greater than some
quantity (that is, greater than without being greater than something greater than).

(3.256)

El axioma N4) expone la necesidad de un minimo en un sistema semi-limitado como lo es la

estructura de los naturales:

A simple system of discrete quantity is either limited, semi-limited, or unlimited. A
limited system is one which has an absolute maximum and an absolute minimum
quantity; a semi-limited system has one (generally considered a minimum) without

the other; an unlimited has neither. (3.257)

Y, finalmente, el axioma N5) describe el principio de induccién matemética que caracteriza

la axiomatizacion de los naturales:

In other words, an infinite, discrete, simple, system is one in which, if the quantity
next greater than an attained quantity is itself attained, then any quantity greater
than an attained quantity is attained; and by the class of attained quantities is meant
any class whatever which satisfies these conditions. So that we may say that an infinite
class is one in which if it is true that every quantity next greater than a quantity of a
given class itself belongs to that class, then it is true that every quantity greater than
a quantity of that class belongs to that class. Let the class of numbers in question
be the numbers of which a certain proposition holds true. Then, an infinite system
may be defined as one in which from the fact that a certain proposition, if true of any
number, is true of the next greater, it may be inferred that that proposition if true of

any number is true of every greater. (3.258)

Si la reconstruccién de Shields es correcta y los pasajes recién citados realmente apoyan (N1)—
(N5), entonces podemos decir que la teoria de conjuntos del OAL es lo suficientemente expresiva
como para generar la siguiente axiomatizacién para la estructura de los nimeros naturales: sea n
el conjunto de los niimeros naturales, sea ¢,1, y sean m la propiedad “minimo”, = la propiedad

“méaximo” y p la funcién “predecesor”; entonces,

(N1’) Sea « una relacion tal que I, (¢nyouy) ¥ TuIy (gnudne ((Quvoin) + luw)) ¥

TL, T, Ty (Graunodnw ((Que Quw) + Quw)); €s decir, a es un orden parcial sobre n
(N2) II,IL, (Gnugno (s + i), es decir, a es, ademds, un orden simple sobre n.
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(N3’) HU((QnuIM) + qnpu)

(N4”) may y Hy(Gny + Tun) —notese que 1 denota al elemento minimo de n y no debe confundirse

con 1, que es la relacion de identidad.

(N5”) HILLIL, ((gniaiap, ) + ak) + ¢nuay), donde a es una propiedad arbitraria.

Sin embargo, ni Shields (1997) ni Peirce (1881) hablan de axiomas para la aritmética de
los naturales; es decir, los axiomas de suma y producto, que si encontramos en Peano (1889)
—por ejemplo—, no son propuestos hasta donde hemos observado. En ese sentido, (N1")—(N5’)
describe la estructura de los niimeros naturales —es decir, nos muestra como es este conjunto en
particular— pero no nos proporciona ain una serie de operaciones aritméticas sobre el conjunto.
De nuevo, hemos de reconocer en este punto que la axiomatizacién de Peirce es una proto-teoria
de los nimeros naturales y que ella se ve superada por la de Peanoﬂ

No obstante, nuevamente podriamos sugerir una ampliacién a la axiomatizaciéon de Peirce y

proponer lo siguiente:
(N6") IL,IL,((gnugnvlpep,) + luw), para incluir la igualdad y describir mejor p

(N7) II,(pu®1 = u), donde & es la suma aritmética; se asume que todas las variables cuantificadas
en este axioma y los suscesivos pertenecen a n; usamos = en vez de 1 para simplificar la

notacion.
(NS’) HUHU (u D py = pu@v)
(N9’) II,(u ® 1 = u), donde ® es el producto aritmético.

(N10°) I, (u®v = (u ® py) B u)

“Putnam (1982, p.298) dice que Peano no sélo conocia la légica de Peirce y Schroder, sino que ademéds entablé
correspondencia con Peirce y que esto permitiria sugerir que las aportaciones de Peano a la légica y la matematica
se deben a la tradicién algebraicista de la cual Peirce forma parte. Desafortunadamente, Putnam no proporciona

referencias para comprobar esta notable afirmacion.
10Fs interesante notar que, a diferencia de Peano, quien usa la funcién sucesor en su axiomatizacién de los

naturales y su aritmética, Peirce utiliza la funcién predecesor y la lista de axiomas que presentamos aqui se

diferencia de la Peano precisamente en el uso de p.
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Capitulo 3

El Marco Filosofico del OAL

En los capitulos anteriores hemos tratado, por un lado, de brindar una reconstruccion sis-
tematica del OAL para facilitar la investigaciéon de las légicas presentadas en el articulo de 1885
de Peirce; y, por otro lado, hemos trazado, a grandes rasgos, algunas implicaciones histéricas y
técnicas que se desprenden de una lectura diacrénica del OAL. En el presente y ultimo capitulo,
reparamos en las motivaciones filosoficas que impulsaron las investigaciones logicas de Peirce.
Desde nuestro punto de vista, la filosofia de la légica y de la matematica que sostenia Peirce
influy6 profundamente en el proyecto algebraicista de la légica. Como veremos, los trabajos de
Peirce en el algebra de la logica no obedecen a un proyecto fundacionista —como en el caso de
Frege, Russell y Whitehead—, sino que son una consecuencia natural de sus propias convicciones

acerca de la légica y la matemaética.

3.1. Peirce y la Filosofia de las Matematicas y la Légica

En esta primera seccion ofrecemos un rapido panorama filoséfico de la matematica y la fi-
losofia de acuerdo con Peirce. Abordaremos aquellas definiciones que, en la opinién del filésofo
norteamericano, agotan la naturaleza de estas ciencias formales; y, adicionalmente, revisaremos
cual es la relacién que Peirce sugiere que guardan entre si las matematicas y la légica, asi como
con otras ciencias naturales o filoséficas en una concepcién general del conocimiento cientifico.
El objetivo de esta seccién es, entonces, sentar las bases que permitirdAn montar un discurso en

torno a la motivacién filoséfica de los trabajos algebraicistas de Peirce.

3.1.1. Entre Logica y Matematicas: interrelacion de las ciencias

Para comprender el proyecto filosofico de Peirce, tanto en general como en los casos particu-
lares de la matemadtica y la légica, es necesario remitirse a su clasificacién de las ciencias. Peirce

(1903b, 1.180-202) propone una manera de jerarquizar las ciencias en funcién de su nivel de abs-
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traccion y la construccién que realiza deja ver de qué manera se relacionan las ciencias entre si: su
dependencia epistemoldgica y su aportacion a otras ramas del conocimiento. Cabe notar, empero,
que no se trata de una clasificacion estricta que pretenda ser a prueba de contrapropuestas; se
trata, mas bien, de un modelo conveniente para hacer filosofia de la ciencia. Es provechoso seguir
a Atkins (2006) y a Wells (1987) en este tema.

La clasificacién de las ciencias esta dividia en tres grandes rubros: las ciencias del descubri-
miento; las ciencias de revision; y las ciencias préacticas. Para efectos de nuestra investigacion,
hablaremos unicamente de las ciencias del descubrimiento, cuya funcién es anadir nuevo conoci-
miento al edificio de las ciencias (Peirce 1903b, 1.181).

En las ciencias del descubrimiento encontramos tres grandes ramas: la matematica; la filo-
soffa; y las ciencias empiricas. Las subramas respetan un orden que va de lo menos concreto
—matematica— a lo mds concreto —ciencias empiricas—. (Peirce 1903b, 1.183) Nos concentra-
remos en la matemdtica y la filosofia exclusivamente.

De acuerdo con la clasificacién de Peirce, la matemaética tiene ciertas subramas que no mencio-
naremos aqui porque consideramos que Peirce deja fuera muchas dreas relevantes de esta ciencia;
senalaremos tinicamente que una de las ramas que Peirce toma en cuenta es la de la matemdtica
de la logica (Peirce 1903b, 1.185). Volveremos a este punto cuando hablemos de la légica en los
siguientes apartados.

La filosofia, por su parte, estd subdividida de una manera muy interesante: la fenomenologia;
las ciencias normativas; y la metafisica (Peirce 1903b, 1.186). Nos interesan las ciencias normati-
vas, pues ellas son, la estética, la ética y la ldgica (1.191). Peirce considera que estas ramas de la
filosofia son ciencias normativas porque ellas determinan qué es correcto o incorrecto en funcién
de determinados ideales. En el caso de la estética, se determina qué objeto es bello y cual no; en
el caso de la ética se determina qué accidon es moralmente buena y cudl no; y en el caso de la
logica se determina qué razonamientos son validos y cuales no.

De manera general, es interesante notar, primeramente, que la matematica se encuentra po-
sicionada antes que la filosofia y esto implica una diferencia notable: el nivel de abstraccién de
la matematica es superior al de la filosofia en el entendido de que la matematica no estd cons-
trefiida a un discurso en torno a realidades concretas. La anterioridad de la matematica frente
a la légica es de caracter epistémico, no cronolégico, pedagdgico u otro; es decir, la matematica
es mas general y pura —en el sentido de ofrecer conocimiento apodictico. En particular, Peirce
ofrce la siguiente razon: “Mathematics studies what is and what is not logically possible, without
making itself responsible for its actual existence” (1903b, 1.184).

En segundo lugar, el hecho de que la filosofia suceda a la matemaética en la jerarquia de Peirce,
implica que la filosofia toma algo de la matematica, a saber, el pensamiento deductivo. Esto es

especialmente el caso para la légica, como veremos mas a detalle en las siguientes secciones.
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En ese sentido, como queremos resaltar en este apartado, la clasificacién de las ciencias ofrece
una idea interesante para nuestro tema de interés: la relacién entre la matematica y la légica es
tal que la una tiene prioridad epistémica sobre la otra. Dado que la logica estd planteada como
una rama de la filosofia, veremos que esta construccion tiene fuertes implicaciones antilogicistas.

Con este somero modelo de interdependiencia de las ciencias, podemos enfocarnos en la filo-
soffa de las matematicas y la logica bajo el entendido de que ésta no precede ni fundamenta a

aquella en el esquema de Peirce.

3.1.2. Filosofia de las Matematicas

Charles Peirce no sélo siguié los pasos de su padre en el terreno del dlgebra, como vimos en
la seccién 2.2.2 al hablar del método de matrices para cuantificadores. Benjamin Peirce influyé
también en el concepto de matemdtica que Charles sostuvo a lo largo de su vida. Al respecto,

C.S. Peirce escribe:

It was Benjamin Peirce, whose son I boast myself, that in 1870 first defined mathe-
matics as “the science which draws necessary conclusions”. This was a hard saying at
the time; but today, students of the philosophy of mathematics generally acknowledge
its substantial correctness. (1902b, 4.229)

Peirce mantiene esta definicion de matemdtica en practicamente todos sus trabajos en torno
al tema y a partir de esta simple caracterizacién extrae una serie de cualidades interesantes de la

matematica. Seleccionamos sélo un par de pasajes de manera representativa:

Mathematics is the most abstract of all the sciences. For it makes no external obser-
vations, nor asserts anything as a real fact. When the mathematician deals with facts,
they become for him mere “hypotheses”; for with their truth he refuses to concern
himself. The whole science of mathematics is a science of hypotheses; so that nothing

could be more completely abstracted from concrete reality. (1896b, 3.428)

The first is mathematics, which does not undertake to ascertain any matter of fact
whatever, but merely posits hypotheses, and traces out their consequences. It is obser-
vational, in so far as it makes constructions in the imagination according to abstract
precepts, and then observes these imaginary objects, finding in them relations of parts
not specified in the precept of construction. This is truly observation, yet certainly
in a very peculiar sense; and no other kind of observation would at all answer the

purpose of mathematics. (1902, 1.240)

Podemos caracterizar las observaciones anteriores como sigue:
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M1)

M2)

M3)

M4)

M5)

La matemadtica es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias a partir de hipdtesis o

idealizaciones.

La matematica propone hipdtesis de trabajo como punto de partida. Esto quiere decir que
el matematico comienza sus consideraciones partiendo de una idealizacién de un estado de

cosas que pretende estudiar.

Mas alla de las relaciones necesarias o estructurales entre los elementos de los objetos de
estudio que se modelan matematicamente, la mateméatica no pone consideracién especial
alguna en cémo son de hecho las cosas. Esto quiere decir que el matematico, a diferencia del
fisico o el bidlogo, se encuentra en un estado privilegiado pues no requiere investigar como
se comportan determinados sistemas o entidades del mundo para obtener las conclusiones

que persigue.

La inferencia que realiza el matematico tiene cardcter necesario y es, por tanto, deductiva.
Esto quiere decir que de aceptar como verdadera la hipdtesis de trabajo en cuestién, es

imposible que las conclusiones que de ella se derivan sean falsas o inaceptables.

La matematica es una ciencia observacional. Esto quiere decir que, a partir del planteamiento
de la o las hipétesis de trabajo, el matematico realiza una serie de construcciones en la forma
de diagramas o cadenas de simbolos que, tras su observacion o examinacion, conducen a

explicitar las relaciones necesarias que sostienen los elementos de la construccion observada.

Nos encontramos, entonces con una filosofia de las matematicas que define esta ciencia con

singular generalidad y simplicidad. Lejos de encontrar una definicion que hable, por ejemplo, de

estructuras como el objeto de estudio de la matemaética, o la cantidad como objeto de estudio

de la matemaética, nos encontramos con una definicién que pone especial énfasis en dos cosas: la

practica de postular supuestos o hipotesis que representen de manera ideal un estado de cosas

que se pretende estudiar, y la naturaleza del razonamiento que a partir de ellas se puede realizar.

De acuerdo con Peirce, la deduccion es la clase de argumento explicativo y de caracter necesario

que examina las relaciones no explicitas en las premisas y las concluye necesariamente exhibiendo

su conexién. Como razonamiento necesario que se gesta en la matemaética, la deduccién comienza

con una hipdtesis regulativa de un estado de cosas expresado de manera abstracta que, de ser

verdad, conducira invariablemente a una conclusién verdadera sobre las relaciones implicitas en

las premisas, sin descubrir o anadir nuevo con respecto al contenido.

Deduction is that mode of reasoning which examines the state of things asserted in
the premisses, forms a diagram of that state of things, perceives in the parts of that

diagram relations not explicitly mentioned in the premisses, satisfies itself by mental
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experiments upon the diagram that these relations would always subsist, or at least
would do so in a certain proportion of cases, and concludes their necessary, or probable,

truth. (1896¢, 1.66).

Deduction is the only necessary reasoning. It is the reasoning of mathematics. It starts
from a hypothesis, the truth or falsity of which has nothing to do with the reasoning;

and of course its conclusions are equally ideal. (1903, 5.145).

En ese sentido, que Peirce defina la matematica como lo hace tiene sentido si observamos
la construccién general que se nos propone en la clasificacién de las ciencias. La matemaética
ocupa el primer lugar en esa jerarquia de dependencia epistémica y ello se debe al grado de
generalidad y necesidad de la matematica. Una definicion que dé cuenta de este par de cualidades
adecuadamente deberia ser, a su vez, simple y general, es decir, una definicién que se limite
tinicamente a aquello que podemos deducir.

Sin embargo, salta a la vista que el papel de la deduccién tenga tanta importancia en la
definicién de la matematica, pues, regularmente, se habla de deduccién estrictamente dentro
del campo de la légica. Como veremos a continuaciéon, la teoria de la deduccién si pertenece
exclusivamente a la 1égica; sin embargo, el énfasis de Peirce en su definicién de matematica tiene

el objetivo de establecer que la matematica es una ciencia exclusivamente deductiva.

3.1.3. Filosofia de la Légica

La filosofia de la logica en Peirce, al igual que su filosofia de las matematicas, es bastante
singular. De acuerdo con la clasificacién de las ciencias, Peirce considera que la logica es una
rama de la filosofia que entra en la categoria de las ciencias normativas bajo el entendido de que,
en esencia, la légica califica la correccién de los argumentos. Sin embargo, la caracterizacién de
Peirce no es asi de simple.

En primer lugar, en conformidad con ciertas clasificaciones escolasticas, Peirce distingue la
logica utens —es decir, la “l6gica de uso” o el sentido comtn con el cual cuentan todos los seres
humanos sin haber realizado estudios criticos en légica— y la logica docens —es decir, la logica
formal, regida por cénones bien establecidos y que se adquiere a través del estudio critico de esta
ciencia. Es en la logica docens donde encontramos, de acuerdo con la nocién tradicional de [dgica,

el objetivo de distinguir los razonamientos correctos de los incorrectos:

That part of logic, that is, of logica docens, which, setting out with such assumptions
as that every assertion is either true or false, and not both, and that some propositions
may be recognized to be true, studies the constituent parts of arguments and produces
a classification of arguments such as is above described, is often considered to embrace

the whole of logic. (Peirce 1902c, 2.205)
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No obstante, lo que caracteriza a Peirce como filésofo de la légica es un replanteamiento de
esta ciencia en términos de teoria de los signos o semidtica. La conviccién de Peirce de que todo

pensamiento es un signo lo llevé a reformar su concepcién de la ciencia de la légica:

The term “logic” is unscientifically by me employed in two distinct senses. In its
narrower sense, it is the science of the necessary conditions of the attainment of truth.
In its broader sense, it is the science of the necessary laws of thought, or, still better
(thought always taking place by means of signs), it is general semeiotic. (Peirce 1896d,

1.444)

Este giro filosofico da lugar a una construccién mucho més comprensiva que la tradicional,
puesto que Peirce reconoce que la tarea de determinar las condiciones necesarias y suficientes
para la correccién de un razonamiento y su clasificacion corresponde a tan sélo una rama de su

légica-semiodtica —la critica:

All thought being performed by means of signs, logic may be regarded as the science
of the general laws of signs. It has three branches: (1) Speculative Grammar, or the
general theory of the nature and meanings of signs, whether they be icons, indices, or
symbols; (2) Critic, which classifies arguments and determines the validity and degree
of force of each kind; (3) Methodeutic, which studies the methods that ought to be
pursued in the investigation, in the exposition, and in the application of truth. Each

division depends on that which precedes it. (Peirce 1903b, 1.191)

Asi, la teorfa de la deduccion, cuyo papel era importante en la definicién de matemdtica que
Peirce sostiene, se encuentra dentro de la critica. Peirce (1878, 2.623) distingue dos clasificaciones
generales de argumentos: los argumentos analiticos o explicativos, en donde encontramos todo
argumento deductivo; y los argumentos sintéticos o ampliativos, en donde encontramos todo
argumento inductivo y todo argumento abductivo. La motivacién de esta divisiéon es que no todos
los argumentos proporcionan conocimiento nuevo, pues algunos otros simplemente explicitan las
relaciones entre las premisas.

Si bien existe en la obra de Peirce todo un tratamiento de la naturaleza de estos tres tipos
de argumento, y existe, también, un extenso desarrollo de la teoria de los signos, deberd bastar
con esta primera aproximacion a la filosofia de la légica de Peirce para sentar sélo un par de
precedentes que nos interesan para efectos de la presente investigacién: (1) aunque la matemadtica
queda definida como una ciencia deductiva, no estudia la deduccion —de esto se encarga una rama
de la légica; y (2) Peirce pretende que la légica abarca mucho més que la teoria de la deduccién
y el objetivo general de su filosofia de la légica es la generacién de una semiética. En ese sentido,

podemos ver que la caracterizacién de la légica en Peirce presenta muchas cualidades que hablan

69



de un interés propio y dificilmente comparable con los intereses de otros 16gicos —particularmente,

como veremos, de los logicistas.

3.2. jFue el Desarrollo del Algebra de Relaciones de Peirce una

Consecuencia de Compromisos de Caracter Logicista?

El objetivo histérico de este trabajo fue resaltar las poco conocidas virtudes técnicas de las
algebras de Peirce de 1885 y notar su impacto e influencia en otros pensadores clave del desarrollo
de la l6gica matematica en los siglos XIX y XX. Queda por perseguir nuestro objetivo filoséfico, es
decir, estudiar la siguiente pregunta: ;qué motivaciones filoséficas originan el trabajo algebraicista
de Peirce? jFue el algebra de relaciones una manera de afirmar una tesis de corte logicista (en
algun sentido) o es consecuencia de otra tesis filos6fica? Parece que, histéricamente hablando,
los compromisos logicistas de Frege y Russell sirvieron como impulso al desarrollo de la légica
matematica en el XIX y el XX, de manera que resultaria natural preguntarse si las algebras
de la logica se desarrollan en funciéon de una agenda filoséfica similar. En el presente apartado
abordaremos esta pregunta desde una reformulacion més simple del problema: ;fue Peirce un

logicista?

3.3. Peirce como Logicista: la Interpretacién de Susan Haack

Was Peirce a logicist? If one has to give a simple answer, certainly it must be ‘no’;
but the issue is sufficiently far from straightforward that a simple answer is not fully

adequate. (Haack 1993, p.33)

Una manera de responder a la pregunta “;fue Peirce un logicista?” es planteando cuéles son
las tesis principales de la propuesta logicista e investigar si Peirce coincide con ellas de manera
general. En consecuencia, Haack (1993, p.35) ofrece el siguiente andlisis —somero, en realidad—

del logicismo como propuesta filoséfica:

LA) El logicismo en sentido amplio estd involucrado directamente con la relaciéon que guarda la
matematica como un todo con la logica en general. El logicismo de Russell y Whitehead es

de este corte.

LR) El logicismo en sentido restringido esté involucrado unicamente con la relacién que guarda

especificamente la aritmética con la légica en general. El logicismo de Frege es de este corte.

L1) Tanto para LA como para LR, una tesis central del logicismo es que la matemadtica/aritméti-

ca es reductible a la logica.

70



L2) Tanto para LA como para LR, una tesis central del logicismo es que los fundamentos

epistémicos de la matemaética residen en la léogica.

Parece que Frege (1893, p.29) estaba comprometido con la idea de que L1 y L2 se implica-
ban mutuamente; es decir, que no es posible que la aritmética fuera reductible a la légica sin
que la légica tuviera prioridad epistémica sobre ella, asi como no es posible que los principios
epistemoldgicos de la logica sean mas fundamentales que los de la aritmética sin que ésta pueda
reducirse a aquella.

Sin embargo, Haack (1993, p.36) sostiene que Peirce simpatizaba con una postura como L1
al tiempo que rechazaba firmemente la posiciéon L2, oponiéndose, entonces, a la idea de Frege de
que ambas tesis viven o perecen juntas.

Los argumentos de Haack para mostrar la presunta afinidad de Peirce para con L1 son,

principalmente, documentales. Haack nos refiere a pasajes de la obra de Peirce donde ella lee que:
a) Peirce afirma que las verdades de la matematica son logicamente deducibles:

The object of this paper is to show that there are certain general propositions
from which the truths of mathematics follow syllogistically, and that these pro-
positions may be taken as definitions of the objects under the consideration of

the mathematician. (Peirce 1867¢, 3.20)
b) Peirce afirma que la aritmética puede surgir de la légica:

Nobody can doubt the elementary propositions concerning number |...] The ob-
ject of this paper is to show that they are strictly syllogisti(ﬂ consequences from
a few primary propositions [...] which I here regard as definitions. (Peirce 1881,

3.252)

c¢) Peirce niega que las verdades matematicas sean sintéticas a priori, sino que, como Frege,

afirma que tienen caracter analitico a priori, aunque apunta que no por ello son obvias:

[...] an indefinitely complicated [mathematical] proposition, very far from ob-
vious, may |[...] be deduced [...] by the logic of relatives, from a definition of the
utmost simplicity [...]; and this may contain many notions not implicit in the

definition. (Peirce [sin fechal, 2.361)

En general, las anotaciones de Haack pretenden afirmar que Peirce simpatiza con L1 bajo LR

dado que existen multiples pasajes en la obra de Peirce en los que encontramos diversos disefnos

'En este contexto, como Haack (1993, p.38) apunta, “syllogistic” se refiere a derivaciones realizadas en el dlgebra,

de relaciones.
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de algebras de la légica y otros lenguajes simbdlicos en los que se pretende capturar nociones
elementales de aritmética y mostrar como se puede deducir légicamente una proposicién como
7T+5=12.

De hecho, decimos que Haack (1993) sostiene que Peirce simpatiza con L1 bajo LR, sin

mencionar LA, por lo siguiente:

One diagnosis that suggests itself, since the passages which indicate sympathy with
something like (L1) seem to be concerned with the reducibility of arithmetic to logic,
while the passages repudiating (L2) seem to be concerned with the epistemic priority
of mathematics over logic, is that Peirce sympathizes with (L1) in the narrow interpre-
tation (“arithmetic is reducible to logic”) but rejects (L2) in the broad interpretation

(“the epistemic foundations of mathematics lie in logic”). (pp.42-3)

El andlisis de Haack sobre el alcance de L1 y L2 en Peirce parece ser adecuado, pues los pasajes
que cita —algunos de los cuales hemos reproducido aqui— asi lo afirman y, ademas, porque esa
lectura es consecuente con otras ideas de Peirce. Por ello recalca con total tranquilidad que “Peirce
was strenuously opposed to the thesis that mathematics is founded epistemologically on logic”
(p-41). El argumento principal para sustentar el rechazo de Peirce a L2 utiliza la clasificacién de
las ciencias, que discutimos en la seccién 3.1.1. de este trabajo.

Haack (1993, pp.41-2) despliega una lista de citas que sustentan una idea mds bien anti-
logicista, entendiendo por esto que la dependencia epistémica entre la légica y la matematica es
tal que la primera se subordina a la segunda. Como discutimos en 3.1.1., la matematica es la
ciencia con mayor prioridad epistémica —entendiendo por esto que sus principios o fundamentos
son mas bésicos que los de la filosofia (dentro de ella, la l6gica) o las ciencias empiricas. Esto se
debe, de acuerdo con Peirce, a que la matematica no acude a otra ciencia para auxiliarse —como si
lo hace la fisica, la sociologia o la 1égica (que acude a la mateméatica para estudiar el razonamiento
por medio de lenguajes formales)—, y a que la matemética es la més abstracta de todas las ciencias
—pues no se involucra con la verdad de sus hipdtesis de trabajo sino exclusivamente con la tarea
de probar si una proposicion se deduce o no de tales supuestos.

Sin embargo, para aclarar la exposicion del tipo de logicismo al que se presuntamente se apega
Peirce, Haack (1993, p.45) apunta que “légica” es un término equivoco en la obra de Peirce, pues en
ciertos casos se entiende por ella una teoria del razonamiento —sentido que Haack etiqueta como
LOGIC—, y en ciertos otros se entiende por ella la formalizacién matematica del razonamiento

necesario —lo que Haack etiqueta como logic. Con esta distincién en mano, Haack concluye:

The evidence considered thus far might now be reconstrued as indicating that Peirce
holds that mathematics is reducible to logic, but denies that mathematics is episte-

mically subordinate to LOGIC. (p.46)
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Sin embargo, creemos que Haack fue demasiado lejos con esa tultima afirmacién, pues en
ella esta sugiriendo que Peirce se compromete parcialmente con LA, cuando mas bien ha dado
evidencia de que una lectura logicista de la filosofia de Peirce tendria que limitarse a algo como
LR. M&s ain, creemos, junto con Nathan Houser (1993), que la lectura de Haack no es del todo
adecuada y que, més bien, es dificil sostener que Peirce se apegara a algin tipo de agenda de

corte logicista.

3.4. Peirce como No-Logicista: la Respuesta de Nathan Houser

a Susan Haack

Nathan Houser (1993) esta de acuerdo con Haack (1993) en que Peirce no sostenia un logicismo
L2 —lo cual parece quedar claro a lo largo de la obra de Peirce—, pero estd en desacuerdo con

ella en que Peirce sostuviera un logicismo L1; su réplica se basa en lo siguiente:

I hesitate to accept Haack’s conclusion that Peirce was an L1 logicist, for two reasons.
First, because I am inclined to accept half of the Frege-Russell view that L1 and L2
stand or fall together, namely, that if theory B is reductible to theory A, then theory
A has epistemic priority over theory B. It seems to me that whatever epistemic virtue
a theory has, must also pertain to, and derive from, any theory it can be reduced
to —any weaker sense of “reduction” would surely not be very interesting. In my
opinion, then, while I could, in principle, accept L2 without L1, I cannot accept L1
without L2. So, having agreed that Peirce was not an L2 logicist, I cannot grant that

he accepted L1. (Houser 1993, p.58)

En ese sentido, el presupuesto importante en el contra-argumento de Houser es una nocién
adecuada de reductibilidad. Aunque Houser no define el concepto de reductibilidad, considera que
una consecuencia de la nocién debe involucrar las virtudes epistémicas de las teorias en cuestion.

Sean Ay B dos teoria&ﬂ cualesquiera y sean v[A] y v[B] las clases de virtudes epistémicasﬂ de A

2 . .2 . . . .
Para efectos de la discusién, podemos pensar estos objetos como conjuntos consistentes de enunciados que
pretenden modelar un fenémeno natural o formar un marco conceptual que exponga las condiciones generales de

un objeto de estudio. Houser (1993) no hace ninguna observacién al respecto.
3De nuevo, Houser (1993) no ofrece un comentario a la naturaleza de estas virtudes. Podemos usar diversas

teorias de la epistemologia de la virtud para dar cuenta de la nocién que pretendemos utilizar en el argumento.
Sin embargo, no nos comprometeremos con una teoria en especifico, pues el argumento de Houser pretende ser
general. A manera de ejemplo, considérese el acercamiento de Bas van Fraassen (1980, p.87) al respecto: “When
a theory is advocated, it is praised for many features other than empirical adequacy and strength: it is said to be
mathematically elegant, simple, of great scope, complete in certain respects: also of wonderful use in unifying our
account of hitherto disparate phenomena, and most of all, explanatory”. Asi, por ejemplo, para una teoria X, la

clase v[X] de virtudes epistémicas de X es el conjunto “simplicidad, adecuacién empirica, elegancia, amplitud”,
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y B, respectivamente; entonces, para alguna relacién R de reductibilidad, se cumple:
H) Tesis de Houser. Si B es R-reductible a A, entonces v[B] C v[A].

Cualquier otro sentido de reductibilidad que no implique H es, para Houser (1993), irrelevante.
Asi, por ejemplo, si existe una reduccién R entre la teoria A de la aritmética y la teoria L de
légica de primer orden, entonces las virtudes epistémicas v[A] derivan de v[L] y estdn contenidas,
también, en v[L]. La pregunta, para el logicismo LR, es si esto es el caso.

Sentado el presupuesto H, Houser (1993) esgrime algunos argumentos que sugieren que la
interpretacién de Haack (1993) es incorrecta. Por ejemplo, en la seccién anterior etiquetamos
como “a)” la tesis de Haack que afirma que las verdades de la matemadtica son légicamente
deducibles, segin Peirce; a esto, Houser (1993, p.60) responde: “Note that Peirce’s remark that
mathematical demonstration can be reduced to syllogism focuses on the nature of mathematical
reasoning, not on the nature of the fundamental propositions of mathematics”. Por si fuera poco,
respecto a lo que etiquetamos en la seccién anterior como “b)”, a saber, que Haack sostiene
que la aritmética puede surgir de la légica, segin Peirce, Houser apunta: “But I think it can
be explained along the above lines to simply indicate that in order to prove the fundamental
theorems of arithmetic, the science of deductive reasoning has to be developed to a sufficiently
high level. In particular, Peirce claimed that without a logic of relations one could not prove his
axioms of number” (p.61).

Ademas de mostrar argumentos exegéticos que contradicen las posturas de Haack, Houser
(1993) observa que la clasificacién L1 de Haack lleva implicita dos clausulas. La reconstruccién

de Houser (1993, p.63) es como sigue:
L1 (the formal thesis): mathematics/arithmetic is reducible to logic.

Clause 1: all special concepts of mathematics/arithmetic are definable in purely logical terms.

Clause 2: all theorems of mathematics/arithmetic are derivable from purely logical principles.

L2 (the epistemological thesis): the epistemological foundation of mathematics/arithmetic lies

in logic.

Houser (1993, p.63) duda sobre si Peirce aceptaba la cldusula 2 de L1; sin embargo, estd
seguro de que Peirce rechazaba la clausula 1, en virtud de la clasificacién de las ciencias que
Peirce construye, y en virtud de que los conceptos y axiomas mas elementales de la matematica
son esencialmente descriptivos o designativos. Asi, dado que se deben sostener ambas clausulas
para ser un logicista L1, Houser concluye que Peirce no es un logicista L1; y, dado que es claro
que Peirce no era un logicista L2, todo apunta a que Peirce no era un logicista en ningin sentido,

de acuerdo con Houser.

etc.
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3.5. Resolucion de la Dialéctica Haack-Houser

Hemos ponderado argumentos a favor y en contra de la idea de que Peirce era, en algin
sentido, un logicista. A continuacién, proporcionamos un argumento que recupera la dialéctica
Haack-Houser al respecto y que concluye la posicién que defendemos en este trabajo, a saber, que

Peirce no era un logicista, al menos en los sentidos aqui estudiados.

P1) La tesis logicista es adecuadamente reconstruida con la distincién L1-L2.
P2) Peirce rechaza L2.
P3) Frege tiene razén en afirmar que L1 y L2 se implican mutuamente, o Frege se equivoca.
P4) Si Frege tiene razén al sostener que L1 y L2 se implican mutuamente, entonces:
P4.1) L1 y L2 son el caso; pero Peirce rechaza L2, asi que Peirce no es un logicista ni en

sentido LA ni en sentido LR.

P4.2) Ni L1 ni L2 son el caso; pero si esto es asi, no hay logicismo en lo absoluto y la

¢

pregunta “jera Peirce un logicista?” no tiene sentido.

P5) Si Frege se equivoca al sostener que L1 y L2 se implican mutuamente, entonces:

P5.1) L1 puede ser el caso sin que L2 lo sea; esto implicaria que Peirce es un logicista
en sentido LR, como Haack sugiere, a menos de que aceptemos (como hacemos) el

argumento de Houser:

P5.1.1) Cualquier nocién de reductibilidad con la cual valga la pena comprometerse fi-
loséficamente involucra afirmar H; esto implica, junto con la clasificacién de las
ciencias y el rechazo a la Cldusula 1, que la matemédtica/aritmética no es reducti-
ble a la légica y, por tanto, que Peirce no es un logicista ni en sentido LA ni en

sentido LR.

P5.2) L2 puede ser el caso sin que L1 lo sea; pero Peirce rechaza L2, asi que Peirce no es

un logicista ni en sentido LA ni en sentido LR.

C) Por lo tanto, Peirce no es un logicista ni en sentido LA ni en sentido LR.

3.6. El Algebra de Relaciones como Consecuencia de la Posicién

de Peirce

Si nuestro argumento es correcto y Peirce no es un logicista ni en sentido LA ni en sentido LR,

hemos encontrado un caso en el que una filosofia no-logicista de la logica y de las matematicas
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impulsé el desarrollo de la l6gica matemadtica de igual manera (al menos) en que la filosofia
logicista de Frege, Russell y Whitehead impulsé el desarrollo de la l6gica matemédtica. En favor
de esta postura, encontramos los hechos técnicos e histéricos que hemos explorado a lo largo de

este trabajo:
1. El desarrollo de una légica proposicional.
2. La implementacion de una seméantica veritativo-funcional en la légica proposicional.
3. La propuesta de una axiomatizacién completa y correcta para la légica proposicional.
4. FEl desarrollo de una légica de primer orden.
5. La invencién de los cuantificadores.
6. El uso de una nocién adecuada de cuantificaciéon que distingue érdenes.
7. El desarrollo de una légica de segundo orden.
8. Una primera aproximacion a la teoria axiomdética de conjuntos.
9. La propuesta de una axiomatizacion para la estructura de los niimeros naturales.

10. La influencia directa e indirecta de las algebras del OAL en Schroder, Lowenheim, Skolem

y Zermelo.

En consecuencia, resulta evidente que los compromisos logicistas no eran condiciéon necesaria,
aunque si suficiente, para impulsar el desarrollo de la légica matematica en los siglos XIX y XX.

Sin embargo, ;sera que la filosofia de Peirce —conducida, en particular, por su clasificacién de
las ciencias— implica de alguna manera un anti-logicismo (la idea de que la légica es reductible
a la matematica)? La pregunta es extrana de suyo. Si bien los argumentos revisados que apoyan
el rechazo de Peirce a la tesis L2 podrian, en principio, ser utilizados para defender tal idea,
tendriamos que distinguir, de nuevo, los aspectos formales y epistémicos involucrados. Por un
lado, no existe en la obra de Peirce intento alguno por reducir la teoria del razonamiento correcto
a sistemas matematicos y, ciertamente, el algebra de relaciones no es un intento de este tipo
—mas bien, se trata de una aplicacién de la matematica a la légica. Aunque, por otro lado, la
clasificacién de las ciencias y diversos pasajes en la obra de Peirce si parecen sugerir que la logica
tiene una dependencia epistémica sobre la matematica en tanto que la primera toma parte de sus
principios de la segunda, lo cual pareceria ser una version anti-logicista de L2.

Si esto es asi, es decir, si Peirce sostenia un anti-logicismo de corte epistémico y sélo epistémico,
entonces podriamos conjeturar que el surgimiento del algebra de relaciones —o el de las diversas

algebras y sistemas graficos de légica disenados por Peirce, para tener un argumento mas general—
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estd dado por este compromiso filoséfico. Es decir, la justificacién o motivacién filoséfica para
aplicar el simbolismo y los métodos de la matemaética en el campo de la légica se encuentra
en el compromiso filoséfico de la prioridad epistémica de la matematica sobre la 1égica. Parece,
entonces, que la légica puede (y tal vez debe) acudir a la matemética para perfeccionarse y heredar
de ella algunas virtudes epistémicas. Esta idea es consecuente con el hecho de que la filosofia y
la matematica moderna han dedicado mucho esfuerzo en los tdltimos siglos a disenar algebras y
calculos para la légica, esfuerzo que nos ha llevado a una mejor comprension de la naturaleza del
razonamiento en general.

En ese sentido, el algebra de relaciones, a diferencia de la légica de la Begriffschrift y de los
Principia Mathematica, surge de compromisos no-logicistas e incluso de compromisos epistémi-
cos anti-logicistas. Se trata de un esfuerzo por mejorar nuestra comprensién de la ciencia de la
l6gica, no de un ejercicio de fundamentacién o reduccion. Y lo més notable, en nuestra opinién,
es que el algebra de relaciones de Peirce fue un movimiento simultdaneo y paralelo al de los lo-
gicistas que llegd, sin embargo, a las mismas consecuencias técnicas en el campo de la légica.
Nos encontramos con dos filosofias diferentes (y casi opuestas) de la matematica y de la légica
que realizan movimientos similares, que atienden problemas comunes y que llegan a resultados
equivalentes. Si los argumentos histéricos y filoséficos que hemos ofrecido en este trabajo han
sido en algin sentido convincentes, debemos reconocer que la asi llamada “tradicién algebraicis-
ta” de la légica —particularmente impulsada por el trabajo de C.S. Peirce— no fue una reaccion
opuesta al logicismo sino un movimiento auténomo, paralelo y, respecto a algunos logros técnicos,

equivalente.
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Conclusiones

Aunque no consideramos del todo correcta la distincién historiogréafica que opone a la tradicién
algebraicista y la tradicién logicista en el siglo XIX, hemos aprovechado esta distinciéon para
abordar los trabajos de Charles S. Peirce de manera tal que pudiera realizarse un estudio del
impacto y de los logros de este pensador en el campo de la logica.

Paradéjicamente, asumir que tal distincién existe conlleva a dudar de su misma validez. Uno
puede, como hemos hecho, rastrear cémo fue que las dlgebras booleanas se expandieron y mejo-
raron en manos de diversos filésofos y matematicos del siglo XIX hasta encontrar, como hemos
pretendido mostrar aqui, al menos un caso donde deja de ser claro que las metas y los alcances
de la tradicién algebraicista fueran completamente diferentes a los de la tradicién logicista.

El trabajo de Charles S. Peirce es precisamente el caso al que nos referimos. Si bien los
métodos, notaciones y compromisos filosoficos de este pensador estadounidense difieren de los de
Gottlob Frege o Bertrand Russell, existe evidencia de que un algebraicista como Peirce persiguié
y llegd a algunos objetivos iguales, equivalentes o parecidos a los que se obtuvieron a través de
la agenda logicista.

Asi como la Begriffschrift de Frege y los Principia Mathematica de Russell y Whitehead
presentan los primeros cédlculos proposicionales, las primeras légicas cuantificacionales de primer
orden, y las primeras teorias axiomdticas de conjuntos, hemos visto en el Capitulo 1 de este
trabajo que “On the Algebra of Logic” (OAL) hace lo propio —en mayor o menor medida— en
1885 y, presumiblemente, de manera independiente.

En el Capitulo 1 presentamos nuestra reconstrucciéon de OAL para exponer al lector a los
lenguajes formales que Peirce disené a partir del dlgebra booleana. Vimos que en funcién de la
nocién de término relativo se distingue entre una légica no-relativa —que equivale a lo que conoce-
mos hoy como logica proposicional— y dos légicas relativas o de relaciones —donde encontramos
sistemas equivalentes a lo que conocemos hoy como légica de primer y de segundo orden.

De nuestra exposicién del OAL en el Capitulo 1, resaltan cuatro logros del trabajo de Peirce:

C1.1) La aparicién de una légica proposicional que cuenta con una axiomatizacién que permite
construir un sistema de deduccién natural que, como probamos més adelante (seccién 2.3

de este trabajo), resulta ser completo y correcto.
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C1.2)

C1.3)

C1.4)

La aparicién de una logica de primer orden que introduce la cuantificacion de manera
adecuada —y practicamente tal y como la usamos hoy— y que presenta la forma prenexa

de cuantificadores para férmulas de primer orden.

La aparicién de una légica de segundo orden que responde adecuadamente a la nocién de
cuantificacién de orden superior y que permite capturar conceptos como la identidad entre
objetos, la pertenencia a conjuntos, los 6rdenes parciales, funciones uno-a-uno, cardinalidad

de un conjunto, etc.

La aparicién de una teoria axiomadtica de conjuntos que captura ideas como las del axioma
de extensionalidad (al definir la identidad con la Ley de Leibniz), y de los axiomas del
conjunto complemento, conjunto unitario y el axioma de unién, presentes en ZFC o en

otras teorias como NBG.

Cara a nuestra tesis (T), creemos que estos cuatro puntos sustentan la premisa (Tl) —que

dentro de la tradicién algebraicista de la légica, el trabajo de Charles S. Peirce fue tan innovador

y produjo casi tantos resultados como los de las investigaciones logicistas— por lo siguiente:

a)

Los trabajos de los principales logicistas produjeron céalculos proposicionales que, ademas,
contaban con axiomatizaciones completas y correctas; pero este logro también estéd presente
en el trabajo de Peirce. De hecho, Dipert (1981) explica quiénes son los precursores del
calculo proposicional —donde incluye a Peirce— y sostiene que Frege no lo desarroll ex

nihilo.

Los trabajos de los principales logicistas produjeron légicas de primer orden sobre las cuales
se edificaron nociones de la aritmética; pero este logro también estd presente en el trabajo
de Peirce. De hecho, Peirce obtiene independientemente la nocién de cuantificacién y dis-
tingue entre 6rdenes de cuantificacién de manera explicita, a diferencia de lo que ocurre
en el trabajo de Frege. Incluso hemos visto que Peirce propone una axiomatizacién para la

estructura de los nimeros naturales muy similar a la que propuso Peano.

Los trabajos de los principales logicistas produjeron teorias axiomaticas de conjuntos o
permitieron que otros como Zermelo y Fraenkel produjeran teorias axiomaéticas de con-
juntos; pero de hecho encontramos en el trabajo de Peirce un intento por disenar una
teoria axiomatica de conjuntos —seguramente influenciado por la obra de Cantor, la cual

conocia—, independientemente de las multiples carencias de su presentacién.

Estos hallazgos de inmediato sugieren una pregunta: jcudl fue el impacto o la recepcion de

OAL en la comunidad matematica y filoséfica del siglo XIX? Parece que los historiadores de la

légica atribuyen con frecuencia la invencién o el descubrimiento de nociones y sistemas como los
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reflejados en C1.1) — C1.4) a pensadores mucho mas reconocidos que Peirce, tales como Frege,
Russell, Whitehead, Cantor, Zermelo y Fraenkel.

La pregunta anterior, en conjunto con una investigacion sobre la teoria de la cuantificacién
de Peirce y la naturaleza de la teoria de conjuntos presentada en el OAL, impulsaron las investi-

gaciones del Capitulo 2 de este trabajo. Vimos, fundamentalmente, tres ideas importantes:

C2.1) Peirce recibié los trabajos de Boole y De Morgan, asi como los problemas notacionales o de
expresividad de estas dlgebras, y trabajé sobre ellos para desarrollar su propia algebra de

la l6gica que culmina en los sistemas presentados en el OAL.

C2.2) Los sistemas de légica de primer y segundo orden presentados en el OAL, es decir, FIL
y SIL, fueron de especial importancia para el trabajo de Schroder, quien adopta estas
algebras y notaciones y las desarrolla sistematicamente. Dada la importancia de la obra de
Schroder, el hecho de que (Schroder 1890) llegara a otros matemaéticos importantes de la
época permiti6 que los logros de Peirce llegaran (in)directamente a, al menos, Lowenheim,

Skolem y Zermelo.

C2.3) Si bien es Frege quien descubre o presenta por vez primera la nocién de cuantificador en
1879, Peirce y su escuela —notando, especialmente, a O.H. Mitchell— también desarrollaron
la nocién entre 1879 y 1885 de manera independiente. Sin embargo, la notacién de Peirce y
su cuidadosa distincion entre 6rdenes de cuantificacién permiten afirmar que nuestra idea y

uso actual de los cuantificadores es mas cercana a la propuesta de Peirce que a la de Frege.

Cara a nuestra tesis (T), creemos que estos tres puntos sustentan la premisa (T2) —que los
logros de Peirce fueron relevantes para otros matematicos notables del siglo XIX y ellos, a su vez,

heredaron a otros investigadores los descubrimientos y notaciones de Peirce— por lo siguiente:

a) Peirce mantuvo contacto con los més importantes algebraicistas de su época, tales como
Augustus De Morgan, Willian Stanley Jevons, Ernst Schréder y Edward Vermilye Hunting-
ton, cuyos trabajos no sélo fueron ampliamente conocidos por la comunidad académica de

su tiempo sino que ademas citan a Peirce de manera directa o indirecta.

b) La notacién Peirce-Schrdder se convirtié en la notacién estdndar para matematicos alemanes
como Leopold Léwenheim y Ernst Zermelo, y para el matematico noruego Thoralf Skolem.
Ellos conocieron la sistematizacién del algebra de relaciones que propuso Peirce en 1885 a
través de la presentacion y ampliacion de Schroder en 1890. Es notable que la presentacién
de muchos de sus trabajos importantes ocupara notacion Peirce-Schroder y no la notacién

de los Principia Mathematica.

c¢) Frege es el primero en descubrir o utilizar la cuantificacién en 1égica; sin embargo, la Be-

griffschrift no sélo vivio sus primeros anos sin ser leida por otros matematicos importantes
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de su tiempo sino que, ademads, presentd una notacién que nunca fue utilizada méas que por
Frege mismo. Por otro lado, las innovaciones de O.H. Mitchell y Peirce dieron con el uso y
la notacién que conocemos hoy y que fue adoptada por la comunidad académica a finales
del XIX e inicios del XX —aunque ciertamente, mas adelante, la notacién de los Principia
Mathematica se volveria el nuevo estandar. Lo notable de este hecho histérico es que, al
menos como lo sugiere la evidencia con la que contamos, ni Mitchell ni Peirce conocieron el

trabajo de Frege.

Sin embargo, C2.1) — C2.3) invitan a preguntarnos por los compromisos filos6ficos que impul-
saron el programa algebraicista de Peirce, ya que en la tradicion logicista existié una agenda clara
que impulsé fuertemente el desarrollo de la l6gica matemética hasta objetivos muy concretos. De
hecho, la pregunta se torna mas interesante si uno imagina que Peirce produjo algebras de la
légica y teorias axiomaticas de conjuntos precisamente porque compartia compromisos logicistas.

El Capitulo 3 pretende dar una rapida respuesta al problema anterior. En funcién de la
pregunta “;fue Peirce un logicista, en algin sentido?”, sentamos los conocimientos bésicos de
la filosofia que rodea el trabajo 1égico y matemaético de Peirce y exploramos sus consecuencias.

Vimos, principalmente, los siguientes tres puntos:

C3.1) Peirce propone una clasificacién de las ciencias que captura lo que, en su opinién, es un
orden de dependencia epistémica que debe ser utilizado como argumento en contra de una

de las tesis logicistas —la tesis que presentamos como L2.

C3.2) Existe una lectura del trabajo de Peirce que sugiere cierto sentido de logicismo, a saber,
la idea de que la aritmética puede capturarse en un lenguaje légico a través de axiomas y
definiciones que permitan deducir lo que esperamos de una teoria de la aritmética. Esta es

la lectura de Susan Haack (1993).

C3.3) Existe, también, una lectura del trabajo de Peirce que no sugiere algtin sentido de logicismo
en virtud de que los compromisos de dependencia epistemoldgica reflejados en la clasificacién
de las ciencias de Peirce prohibe que la matemaética se subsuma a la légica. Esta es la lectura

de Nathan Houser (1993) y coincidimos con los argumentos que él presenta.

Cara a nuestra tesis (T), creemos que estos tres puntos sustentan la premisa (T3) —que el
trabajo de Peirce fue impulsado por compromisos filoséficos distintos y casi opuestos a los del

movimiento logicista— por lo siguiente:

a) La clasificacién de las ciencias —que es un andamiaje que Peirce utiliza en la construccién
de su edificio filoséfico— sugiere una idea contraria a los compromisos logicistas, a saber,

que la logica depende epistemoldgicamente de la matemaética y no al contrario. Dado que
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los fundadores del logicismo se comprometian con esa tesis epistémica, vemos no sélo que

las ideas de Peirce son distintas, sino hasta contrarias.

b) Que algunos pasajes de la obra de Peirce sugieran un logicismo restringido de corte formal
—es decir, LR con L1— puede explicarse a partir de la filosofia de las matematicas de
Peirce: no es que Peirce pretenda deducir la aritmética entera desde la légica y unas cuantas
definiciones; se trata, més bien, de resaltar que la aritmética y la matemadtica misma son
ciencias plenamente deductivas aunque no estén restringidas a lo que la logica permita.

Esto, ciertamente, es distinto a los compromisos logicistas.

¢) Parece, como apunta Houser (1993), que una nocién de reducibilidad como la que se busca
en el logicismo deberia involucrar la idea de que cuando una teoria B que se reduce a una
teoria A es porque la teoria B depende epistémicamente de la teoria A —por la generalidad
de sus principios u otras virtudes epistémicas—; esto nos lleva a pensar que la tesis logicista
no puede ser solamente formal, sino que debe ser, también epistémica. Asi, si Peirce rechaza
categoéricamente la posicion epistémica, no puede hablarse de logicismo o ningtin otro tipo
de trabajo de reduccion entre matematicas y légica dentro de la obra de Peirce. Esta es una

posicién casi contraria al logicismo.

Asi, la evidencia histérica recolectada y los argumentos presentados a lo largo de este trabajo
permiten sostener las premisas (T1), (T2) y (T3) conjuntamente. Estas tltimas dan sustento a
la tesis (T) de este trabajo, a saber, que el trabajo de Charles S. Peirce, dentro de la tradicién
algebraicista, es un contraejemplo a la arraigada lectura unilateral de la historia del desarrollo de
la 16gica matematica —la lectura que afirma que el logicismo, y sélo el logicismo, se erige como
la agenda filosofica que permitio la generacion de cédlculos légicos como la légica proposicional, la
l6gica de primer orden, la légica de segundo orden y la teoria axiomatica de conjuntos.

En ese sentido, 1) (T) permite una relectura de la historia de la 16gica matematica y reivindica
la tradicion algebraicista con Charles S. Peirce como su més prolifico, influyente e, irénicamente,
inadvertido exponente; y, méds ain, 2) (T) permite comprender que no fue necesario, en general,
sostener los compromisos filésoficos del logicismo para llevar a la l6gica matemaética hasta sus
més notables desarrollos en los siglos XIX y XX. El punto 1) da cuenta de la originalidad de
(T) en general y el punto 2) da cuenta de la relevancia de (T) y la investigacién que aqui hemos
presentado.

Pensamos que los resultados de nuestra investigacion sugieren, ademas, que los trabajos de
Charles S. Peirce requieren mayor atencién de la que se les ha dado en la literatura filosofica y
matematica contemporanea. No sélo se puede encontrar en la obra de Peirce los elementos que

permitieron realizar el presente trabajo, sino que existe, también, material que podria sugerir que
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Peirce disend el primer lenguaje formal equivalente a una légica modaﬁ (Peirce 1906 4.510) y el
primer lenguaje formal equivalente a una légica multivaluada o polivalenteﬂ Estos son tan sélo
un par de ejemplos de las diversas exploraciones originales de Peirce en el mundo de la légica y,
ciertamente, son muy poco conocidas.

Esta dltimas afirmaciones tienen el objetivo de senalar, de nuevo, que préacticamente toda la
atencién de la comunidad académica fue recibida por los matematicos de la tradicién logicista
cuando, de hecho, existe mucho material original y poco explorado en la obra de Peirce que sugiere
un replanteamiento de nuestros conocimientos sobre la historia de la l6gica matemaética.

En ese sentido, el trabajo de Charles S. Peirce invita a pensar que la divisién historiografica
trazada para las tradiciones algebraicista y logicista es, mds bien, artificial. Aunque esta divisién
se muestra util para hacer filosofia e historia de la ldogica, Peirce resulta ser un caso de estudio
que demuestra que existieron pensadores en el movimiento algebraicista que llegaron (casi) tan
lejos como los logicistas y que arribaron a descubrimientos similares o equivalentes. Asi, parece
mas bien que la historia de la légica no estuvo, en ningiin momento, dividida por movimientos o
agendas de investigacion en competencia, sino que los desarrollos se dieron de forma espontanea

en manos de pensadores con diversos compromisos filoséficos.

4Véase, especialmente, (Ramharter y Gottschall 2011).

SEste material no estd compilado en (Hartshorne et al 1931-1958); sin embargo, considérese lo siguiente:
Some hitherto unpublished Peircean fragments now give what appears to be conclusive evidence that
by February 23, 1909, Peirce had already succeeded in extending to the case of triadic logic the
matrix method which he originated for the ordinary two-valued logic and for which he is now given
full credit. If our evidence is as conclusive as it seems, this means that Peirce not only originated a
matrix method for two-valued logic, but he also originated a matrix method for three-valued logic. In
this latter regard, therefore, Peirce anticipated similar work by Lukasiewicz and Post by at least ten

years. (Fisch y Turquette 1966, p.72)

El articulo reproduce los manuscritos no publicados de Peirce a los que se hace referencia.
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