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MATEMÁTICO

PRESENTA:
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Introducción

A principios del siglo XX Lebesgue [17] desarrollo una teoría de integración
la cual resuelve algunos de los problemas que presentaba la integral de Riemann,
principalmente aquellos relacionados con las series de Fourier. Esta teoría de
integración esta basada en lo que hoy se conoce como teoría de la medida y esta
no sólo es una herramienta de gran importancia en el análisis, sino que es la base
de la teoría moderna de la probabilidad. En un principio, Lebesgue no sabía si su
teoría resolvía completamente el problema de integración, sin embargo no paso
mucho tiempo antes de que Vitali [30] exhibiera la existencia de un conjunto el cual
no es Lebesgue medibles lo cual lleva a una función no Lebesgue medible. En su
demostración Vitali utilizaba el Axioma de Elección, del cual Lebesgue era un firme
opositor y por lo cual el rechazaba estos resultados como contraejemplos a su teoría.
Esto llevo a la búsqueda de una demostración sobre la existencia de conjuntos no
Lebesgue medibles sin utilizar el Axioma de Elección. Esta búsqueda termino en
1970 cuando Solovay [28] publicó un modelo de la teoría de conjuntos en el cual
todos los subconjuntos eran Lebesgue medibles.

En este trabajo nos enfocaremos en algunas las repercusiones del Axioma
de Elección en el análisis matemático, sobre todo estudiando algunas clases de
conjuntos no Lebesgue medibles que se construyen por medio de este. La estructura
de este trabajo esta basada en los primeros capítulos del libro “Nonmeasurable sets
and functions” por Kharazishvili [13]. Se agrega el material necesario para poder
desarrollar claramente estas ideas, se resuelven algunos de los problemas propuestos
y se extiende el material con otras referencias.

Nuestro punto de partida en el capítulo 2 es el Teorema de Vitali. Estudiando
esta demostración vemos que estas ideas se pueden generalizar en el contexto de las
medidas de Haar en grupos topológicos. Se desarrollan los conceptos necesarios y se
demuestran generalizaciones al Teorema de Vitali en estos espacios. Más adelante
se introducen las analogías que existen entre la teoría de la medida y la teoría de la
categoria de Baire y se demuestran versiones análogas del teorema de Vitali para
categoría.

En el siguiente capítulo se estudia la construcción de Bernstein. Esta construcción
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iv Introducción

no sólo es de gran importancia en el análisis matemático ya que también tiene
un papel muy importante en la topología general. Estos resultados se generalizan
a espacios Polacos y se demuestra que estos conjuntos son patológicos en varios
contextos. Al final de este capítulo se desarrolla la teoría de espacios Polacos
necesaria para estudiar estos conjuntos, de especial atención son el Teorema de
Alexandroff y el Teorema de Cantor-Bendixson.

Por último, se incluye un capítulo acerca de las bases de Hamel. Este capítulo
esta desarrollado exclusivamente para espacios euclideanos. Se empieza estudiando
propiedades de medibilidad de las bases de Hamel y algunas construcciones asociadas
a estas bases. Posteriormente se estudia la ecuación funcional de Cauchy, la cual
nos lleva al desarrollo de teoría de funciones convexas y una versión mas débil de
convexidad. Con esto se define una clase de conjuntos que incluye a los conjuntos
abiertos, los Lebesgue medibles con medida positiva y los de segunda categoría con
la propiedad de Baire, por lo cual esta clase establece una nueva noción de tamaño
que en cierto modo generaliza las de medida y categoría.

Preliminares y Notación

A lo largo se este texto estaremos trabajando en una teoría de conjuntos
axiomatizada por los Axiomas de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de Elección (ZFC)
al menos de que se especifique lo contrario. Se suponen conocidas las diferentes
formas de equivalencia del Axioma de Elección entre las que cabe destacar el
Principio del Buen Orden, la existencia de bases para cualquier espacio vectorial y
el Teorema de Tychonoff.

La notación utilizada es la usual aunque cabe recalcar ciertos puntos. Si F es
una familia de conjuntos se denotara su unión como

⋃
F en lugar de la notación⋃

F∈F F , análogamente para su intersección. El conjunto de los número naturales
{0, 1, 2, . . . } se denota como ω y la notación k < ω es equivalente a k ∈ ω. Se
denotan por Z, Q, R a los conjuntos de los números enteros, los números racionales
y los números reales respectivamente. Se supone que el lector tiene conocimientos
de teoría de la medida y topología general. En estos ámbitos se utiliza notación
estándar. Más aun, todas las medidas con las que se trabajan se suponen no triviales,
es decir, no nulas. También se supone que todos nuestros espacios topológicos son
de Hausdorff salvo que se indique lo contrario.



1 | Teorema de Vitali

La primera construcción de un conjunto de números reales el cual no es Lebesgue
medible fue dada por Vitali en 1905 [30]. Este conjunto no solo resulto ser un
contraejemplo para la teoría de la medida sino que también lo es para la teoría de
la categoría de Baire. En este capítulo presentamos un par de generalizaciones a
esta construcción.

1.1. Teorema de Vitali clásico

Sea (G, ·) un grupo y H ⊆ G un subgrupo de este. Introduzcamos la relación
R ⊆ G×G definida de la siguiente manera:

(x, y) ∈ R ⇐⇒ xy−1 ∈ H

El hecho de que H sea un subgrupo de G hace que R sea una relación de
equivalencia en G. Denotemos por {Vi i ∈ I} a la partición de G asociada a R.
Nos referiremos a esta partición como la partición de Vitali asociada a H. De aquí
en adelante también se utilizara la notación x ∼H y para referirnos que (x, y) ∈ R.

A continuación enunciamos la forma del Axioma de Elección que se requiere
para la construcción de Vitali.

Axioma de Elección. Para todo conjunto F el cual consta de conjuntos disjuntos
no vacíos existe un conjunto X tal que card(X ∩ F ) = 1 para toda F ∈ F .

Definición 1.1.1. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de este. A X ⊆ G se le
llama un conjunto de Vitali para H o un H-selector si X contiene exactamente un
representante de cada clase de equivalencia definida por la relación ∼H .

La existencia de los conjuntos de Vitali esta garantazida por el Axioma de
Elección. El siguiente enunciado nos da algunas propiedades de los conjuntos de
Vitali.

1



2 Capítulo 1. Teorema de Vitali

Lema 1.1.2. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Si X es un conjunto de
Vitali para H. Entonces, la familia {gX g ∈ H} es una partición numerable de G.

Demostración. Primero veamos que:

G =
⋃
{gX g ∈ H} .

Sea x ∈ G, como X contiene un elemento de cada elemento de la partición
existe g ∈ X tal que x ∼H g, es decir, existe h ∈ H tal que xg−1 = h, por lo que:

x = hg ∈ hX ⊆
⋃
{hX h ∈ H} .

Ahora veamos que la familia {gX g ∈ H} consta de conjuntos ajenos. Sean
g, h ∈ H tales que:

∅ 6= gX ∩ hX.

Entonces existen x1, x2 ∈ X tales que hx1 = gx2, es decir, x1x
−1
2 = h−1g ∈ H por

lo que x1 ∼H x2. Como X contiene exactamente un elemento de cada clase de
equivalencia se tiene que x1 = x2 y por lo tanto h = g.

En este momento nos enfocaremos en el caso de R como grupo aditivo. El
siguiente teorema es una generalización del teorema de Vitali clásico.

Teorema 1.1.3. Sea Γ un subgrupo aditivo de R denso y numerable. Sea µ una
medida definida en alguna σ-álgebra de conjuntos de R y supongamos que se
satisfacen las siguientes tres condiciones:

i) µ es una medida invariante respecto a Γ, es decir, para todo g ∈ Γ se satisface
que g + Z ∈ dom(µ) si Z ∈ dom(µ) y µ(Z) = µ(g + Z);

ii) [0, 1] ∈ dom(µ);

iii) 0 < µ([0, 1]) < +∞.

Entonces, todo conjunto de Vitali para Γ no es µ-medible.

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que X, un
conjunto de Vitali para Γ, es µ-medible. Por el Lema 1.1.2 {g +X g ∈ H} es una
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partición de G la cual es numerable y consta de conjuntos µ-medibles.Como µ es
Γ-invariante:

0 < µ([0, 1]) 6 µ(R) = µ
(⋃
{g +X g ∈ H}

)
=
∑
g∈Γ

µ(g +X) =
∑
g∈Γ

µ(X),

por lo que µ(X) > 0.

Por otro lado, como Γ es denso se tiene que

R =
⋃
{g + [0, 1] g ∈ Γ}

y por la continuidad de µ existe A ⊆ Γ finito tal que

µ
(
X ∩

⋃
{g + [0, 1] g ∈ A}

)
> 0.

Sean

Y = X ∩
⋃
{g + [0, 1] g ∈ A} y Z =

⋃
{g + Y g ∈ Γ ∩ (0, 1)} .

Como Γ es denso y numerable, card(Γ ∩ (0, 1)) = ω. Con esto y como µ(Y ) > 0:

µ(Z) =
∑

g∈Γ∩(0,1)

µ(g + Y ) =
∑

g∈Γ∩(0,1)

µ(Y ) = +∞.

Sea z ∈ Z, entonces existen y ∈ Y , g ∈ Γ con 0 < g < 1 tal que z = g + y. Más
aun, existe h ∈ A de tal forma que y ∈ h + [0, 1], es decir, h 6 y 6 h + 1. Como
0 < g < 1, obtenemos:

h < g + h 6 g + y = z 6 g + h+ 1 < h+ 2

y como A es finito:

−∞ < mı́n {h h ∈ A} 6 z 6 máx {h+ 2 h ∈ A} < +∞

para todo z ∈ Z , es decir, Z es acotado.

Sea g ∈ Γ positivo, como Z es acotado existe n < ω tal que

Z ⊆ [−ng, ng] ⊆
⋃
{kg + [0, 1] k ∈ Z,−n 6 k 6 n} ∈ dom(µ).
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Por lo que:

+∞ = µ(Z) 6 µ
(⋃
{kg + [0, 1] k ∈ Z,−n 6 k 6 n}

)
6

n∑
k=−n

µ(kg + [0, 1]) =
n∑

k=−n

µ([0, 1]) < +∞,

lo cual nos da una contradicción.

En el caso en que Γ = Q y µ es igual a la medida de Lebesgue, λ, obtenemos el
teorema de Vitali clásico.

1.2. Medidas de Haar

Dos de las propiedades más importantes de la medida de Lebesgue son su
regularidad y el ser invariante bajo isometrías, en particular bajo traslaciones. La
regularidad es una noción topológica mientras que el ser invariante bajo traslaciones
refleja su estructura de grupo, por lo que los espacios que resultan naturales para
estudiar una generalización de la medida de Lebesgue son los grupos topológicos.

Grupos topológicos

Definición 1.2.1. Se dice que (G, ·, τ ) es un grupo topológico si (G, ·) es un grupo
y τ es una topología en G tal que las funciones:

f : G×G→ G (x, y) 7→ xy

g : G→ G x 7→ x−1

son continuas, donde G×G es considerado con la topología producto.

Cuando no presente confusión se hará referencia al conjunto G como el grupo
topológico sin hacer explicita su operación y su topología. También supondremos
que todas nuestras topologías son de Hausdorff y denotaremos al elemento neutro
del grupo por e.

La condición para ser un grupo topológico es bastante fuerte por lo que debe
reflejar las simetrías del grupo en su topología. Una de las principales, al ser las
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traslaciones homeomorfismos, es que las vecindades de cualquier elemento no son
otra cosa mas que traslaciones de vecindades del neutro. Los siguientes lemas nos
muestran algunas otras de las simetrías que existen en estos espacios.

Lema 1.2.2. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico y U una vecindad abierta de e, el
elemento neutro. Entonces existen:

i) V vecindad abierta del neutro tal que V V ⊆ U ;

ii) V vecindad abierta simétrica de e tal que W ⊆ U ;

iii) V vecindad abierta del neutro tal que V V −1 ⊆ U .

Demostración.

i) Por la continuidad de la función (x, y) 7→ xy,

W = {(x, y) xy ∈ U} ⊆ G×G

es abierto y (e, e) ∈ W , por lo que existen V1, V2 ⊆ G vecindades abiertas de e tales
que:

V1 × V2 ⊆ W

entonces V = V1 ∩ V2 es vecindad abierta de e y V V ⊆ U .

ii) Como la función x 7→ x−1 es un homeomorfismo, entonces U−1 es vecindad
abierta del neutro. Si V = U ∩ U−1 entonces V es una vecindad abierta del e tal
que V = V −1.

iii) Por i) y ii) existen V y W vecindades abiertas de e tales que

V = V −1 ⊆ W ⊆ WW ⊆ U.

Sean v, v′ ∈ V , entonces v−1 ∈ V , por lo que v′, v−1 ∈ V ⊆ W y v′v−1 ∈ WW ⊆ U ,
es decir, V V −1 ⊆ U .

Lema 1.2.3. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico, K un subconjuto compacto de G
y U un abierto que contiene a K. Entonces, existe V vecindad del neutro tal que
V K ⊆ U .

Demostración. Para cada x ∈ K existe un abierto Ux tal que e ∈ Ux y Uxx ⊆ U , y
por el lema 1.2.2 existe V x vecindad abierta del neutro tal que V xV x ⊆ Ux entonces
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{V xx x ∈ K} es una cubierta abierta de K, por lo cual existe F ⊆ K finito tal
que K ⊆

⋃
{V xx x ∈ F}.

Sea V =
⋂
{V x x ∈ F}, entonces V es abierto por ser interseción finita de

abiertos. Sean v ∈ V , k ∈ K, entonces existe x ∈ F tal que k ∈ V xx, es decir,
existe v′ ∈ V x tal que k = v′x entonces vk = vv′x ∈ V V xx ⊆ V xV xx ⊆ Uxx ⊆ U ,
es decir, V K ⊆ U .

Regularidad

La noción de regularidad de una medida es una manera de ligar la topología del
espacio a nuestra σ-álgebra de tal manera que cualquier conjunto de esta se pueda
aproximar en medida por abiertos y por compactos. Dado un espacio topológico
(X, τ ) denotaremos por Bτ (X) a la mínima σ-álgebra que contiene a la topología
los cuales son llamados borelianos, es decir, Bτ (X) = σ(τ ).

Definición 1.2.4. Sean (X, τ ) un espacio topológico y µ una medida definida sobre
S una σ-álgebra que contiene a Bτ (X). Se dice que µ es localmente finita si para
todo x ∈ X existe V ∈ S vecindad de x tal que µ(V ) < +∞ y se dice que µ es
regular si para todo A ∈ S:

i) µ(A) = ı́nf {µ(U) U ∈ τ y A ⊆ U};

ii) µ(A) = sup {µ(K) K es compacto y K ⊆ A}.

Más aun, si dom(µ) = Bτ (X), µ es localmente finita y regular entonces µ se dice
una medida de Radon.

Es inmediato verificar que si la topología en (X, τ ) es localmente compacta y
µ es localmente finita, entonces todos los subconjuntos compactos tienen medida
finita.

Definición 1.2.5. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y ν una
medida de Radon. Si para todo g ∈ G y para todo A ∈ Bτ (G) se cumple que
gA ∈ Bτ (G) y ν(A) = ν(gA), entonces se dice que ν es una medida de Haar.

Uno de los resultados más importantes es la existencia y unicidad de la medida
de Haar, el cual enunciamos sin demostración. Existen diversas pruebas de resultado,
siendo la original de André Weil [31], y pueden encontrarse un par de estas en [11].
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Teorema 1.2.6. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, entonces
existe ν una medida de Haar definida en Bτ (G), Más aun, si µ es otra medida de
Haar en Bτ (G) existe c ∈ R+ tal que µ = cν.

En el sentido topológico un conjunto abierto es considerado grande, mientras
que para la medida esto lo cumplen los conjuntos de medida positiva. Las medidas
de Haar reflejan parcialmente esta simetría de las teorías en el siguiente enunciado.

Teorema 1.2.7. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y U ⊆ G abierto, entonces ν(U) > 0.

Demostración. Por regularidad existe un subconjunto K de G compacto tal que
ν(K) > 0. La familia {xU x ∈ G} es una cubierta abierta de K y por lo tanto
existe F ⊆ G finito tal que:

K ⊆
⋃
{xU x ∈ F}

Entonces se tiene:

0 < ν(K) 6 ν
(⋃
{xU x ∈ F}

)
6
∑
x∈F

ν(xU) =
∑
x∈F

ν(U)

y por lo tanto ν(U) > 0.

Transformaciones

Dada la invarianza bajo traslaciones de las medidas de Haar nos interesan buscar
transformaciones que preserven medida. Los siguientes enunciados nos dan un par
de ellas.

Lema 1.2.8. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y µ, ν medidas
de Haar en Bτ (G). Las funciones R , S , T : G×G→ G×G dados por R(x, y) =
(y, x), S(x, y) = (x, xy) y T = R−1SR = RSR son Bτ (G) ⊗ Bτ (G)-medibles,
además S y T preservan la medida µ× ν.

Demostración. Sean A,B ∈ Bτ (G), entonces R−1[A × B] = B × A de lo cual se
sigue la medibilidad de R y la de S se sigue de la bicontinuidad del producto en G.
Por otro lado, dado E ⊆ G×G denotemos por:

(E)x = {y ∈ G (x, y) ∈ E} (E)y = {x ∈ G (x, y) ∈ E}
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a las secciones de E, entonces (S[E])x = x(E)x y (T [E])y = y(E)y y por definición
de µ× ν:

(µ× ν)(S[E]) =

∫
ν((S[E])x) dµ(x)

=

∫
ν(x(E)x) dµ(x)

=

∫
ν((E)x) dµ(x)

= (µ× ν)(E),

análogamente:

(µ× ν)(T [E]) =

∫
µ((T [E])y) dν(y)

=

∫
µ(y(E)y) dν(y)

=

∫
µ((E)y) dν(y)

= (µ× ν)(E).

Teorema 1.2.9. Sean (G, ·, τ ) un grupo topólogico localmente compacto, R, S como
en el Lema 1.2.8 y Q = S−1RS. Entonces:

(Q[A×B])x−1 = xA ∩B−1 y (Q[A×B])y
−1

=

{
Ay si y ∈ B
∅ si y ∈ G \B

Demostración. Observemos que Q(x, y) = (xy, y−1) y Q = Q−1. Tenemos que:

χQ[A×B](x
−1, y) = χA×B(x−1y, y−1) = χxA(y)χB(y−1)

y y ∈ (Q[A×B])−1
x si y solo si χQ[A×B](x

−1, y) = 1 y y ∈ xA∩B−1 si y solamente si
χxA(y)χB(y−1) = 1, de lo cual se sigue la primera afirmación. La segunda afirmación
se sigue de que:

χQ[A×B](x, y
−1) = χA×B(xy−1, y) = χAy(x)χB(y).
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Teorema 1.2.10. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G), A ∈ Bτ (G) (y con medida positiva) y y ∈ G, entonces
Ay ∈ Bτ (G) (y tiene medida positiva) y A−1 ∈ Bτ (G) (y tiene medida positiva).

Demostración. Por el Teorema 1.2.9 Ay y A−1 son secciones, más especificamente,

Ay = (Q(A×G))y
−1

y A−1 = (Q(G× A))y

y por lo tanto pertenecen a Bτ (X). Como Q preserva la medida ν × ν y ν(A) > 0,
entonces

0 < ν(A)ν(A) = (ν × ν)(A× A) = (ν × ν)(Q(A× A))

=

∫
ν(x−1A ∩ A−1) dν(x),

por lo que existe x ∈ G tal que ν(x−1A ∩ A−1) > 0 y por lo tanto ν(A−1) > 0. Por
la invarianza izquierda de ν,

0 < ν(A−1) = ν(y−1A−1) = ν((Ay)−1)

y por lo anterior ν(Ay) > 0.

Propiedad de Steinhaus

Uno de los Teoremas con mayor utilidad en el Análisis Real es el Teorema de
Steinhaus, el cual nos dice que si un conjunto A tiene medida de Lebesgue positiva,
entonces el conjunto de sus diferencias,

A	 A = {x− y x, y ∈ A} ,

resulta ser una vecindad del cero. Como veremos más adelante este resultado sigue
siendo valido para medidas de Haar.

Los siguientes resultados nos muestran algunas propiedades de continuidad de
las medidas de Haar.

Lema 1.2.11. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una medida
de Haar en Bτ (G) y A ∈ Bτ (G). Entonces para toda ε > 0 existe V vecindad del
neutro tal que ν(AMxA) < ε para toda x ∈ V .
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Demostración. Sean A ∈ Bτ (G) compacto y ε > 0. Por la regularidad de ν existe
un abierto U ⊆ G tal que A ⊆ U y ν(U \ A) < ε

2
. Por el Lema 1.2.3 existe V ⊆ G

vecindad abierta del elemento neutro tal que V A ⊆ U y por el Lema 1.2.2 podemos
suponer que V es simétrica. Entonces para toda x ∈ V :

ν(xAMA) = ν(xA \ A) + ν(A \ xA)

= ν(xA \ A) + ν(x−1A \ A)

6 ν(U \ A) + ν(U \ A) < ε.

Sean A ∈ Bτ (G) y ε > 0. Por la regularidad de ν existe un compacto K tal que
K ⊆ A y ν(A \K) < ε

3
. Por el caso anterior existe V ⊆ G vecindad del neutro tal

que ν(xK MK) < ε
3
para toda x ∈ V . Entonces para toda x ∈ V :

ν(AMxA) 6 ν(AMK) + ν(K MxK) + ν(xK MxA)

6 ν(A \K) + ν(K MxK) + ν(x(A \K))

6 2ν(A \K) + ν(K MxK)

< 2
ε

3
+
ε

3
= ε.

Teorema 1.2.12. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y A ∈ Bτ (G). Entonces,

ĺım
x→e

ν(A ∩ xA) = ν(A).

Demostración. Sea A ∈ Bτ (G) con ν(A) < +∞ y ε > 0. Por el Lema 1.2.11 existe
V ⊆ G vecindad del neutro tal que ν(AMxA) < ε para todo x ∈ V . Entonces para
todo x ∈ V :

|ν(A ∩ xA)− ν(A)| 6 ν(AM(A ∩ xA)) = ν(A ∩ (AMxA)) 6 ν(AMxA) < ε.

Sea A ∈ Bτ (G) con ν(A) = +∞ y sea {Gn n < ω} ⊆ Bτ (G) tal que:

G =
⋃
{Gn n < ω} , Gn ⊆ Gn+1 y ν(Gn) < +∞ para toda n < ω.

Sea M > 0, como ∞ = ν(A) = ĺımn→∞ ν(A ∩Gn) existe k < ω tal que:

M < ν(A ∩Gk) < +∞.
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Por el caso anterior existe una vecindad V del neutro tal que para toda x ∈ V :

ν(A ∩Gk ∩ x(A ∩Gk)) > M,

de manera que para toda x ∈ V :

ν(A ∩ xA) > ν(A ∩ xA ∩Gk ∩ xGk) = ν(A ∩Gk ∩ x(A ∩Gk)) > M

Por lo tanto para todo A ∈ Bτ (G):

ĺım
x→e

ν(A ∩ xA) = ν(A).

Corolario 1.2.13. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y E,F ∈ Bτ (G) con ν(E), ν(F ) < +∞, enton-
ces:

ĺım
g→e

ν(E ∩ xF ) = ν(E ∩ F ).

Demostración. Por el Lema 1.2.11 para toda ε > 0 existe V ⊆ G vecindad del
neutro tal que para toda g ∈ V , ν(F M gF ) < ε. Entonces para toda g ∈ V :

|ν(E ∩ gF )− ν(E ∩ F )| 6 ν(E ∩ (F M gF )) 6 ν(F M gF ) < ε.

Definición 1.2.14. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico. Una función f : G→ R se
dice uniformemente continua por la izquierda (por la derecha) si para toda ε > 0
existe una vecindad V ⊆ G del neutro tal que para todo x, y ∈ G, y−1x ∈ V (xy−1 ∈
V ) implica |f(x)− f(y)| < ε.

Claramente toda función uniformemente continua por la izquierda o por la
derecha es continua.

Teorema 1.2.15. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y E,F ∈ Bτ (G) con ν(E), ν(F ) < +∞, entonces
la función definida por

f : G→ R x 7→ ν(E ∩ xF )

es uniformemente continua por la izquierda.
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Demostración. Sea ε > 0. Por el Lema 1.2.12 existe V vecindad del neutro tal que
para todo g ∈ V , ν(F M gF ) < ε. Sean x, y ∈ G tales que y−1x ∈ V , entonces:

|f(x)− f(y)| = |ν(E ∩ xF )− ν(E ∩ yF )|
6 ν(E ∩ (xF M yF ))

6 ν(xF M yF )

= ν(y−1xF MF ) < ε.

Teorema 1.2.16 (Propiedad de Steinhaus). Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico
localmente compacto, ν una medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y A,B ∈ Bτ (G)
con 0 < ν(A)ν(B). Entonces, existe una vecindad V del neutro tal que V ⊆ AA−1

y AB tiene interior no vacío.

Demostración. Por el Teorema 1.2.12, existe una vecindad V de e tal que 0 <
ν(A ∩ gA) para toda g ∈ V . En particular A ∩ gA 6= ∅, es decir, existen x, x′ ∈ A
tal que x′ = gx por lo que g = x′x−1 ∈ AA−1 para todo g ∈ V , es decir, V ⊆ AA−1.
Por otro lado:

ν(A ∩ xB−1) =

∫
χA∩xB−1(y) dν(y) =

∫
χA(y)χxB−1(y) dν(y)

=

∫
χA(y)χB−1(x−1y) dν(y) =

∫
χA(y)χB(y−1x) dν(y)

=

∫
χA(y)χy−1B(x) dν(y);∫

ν(A ∩ xB−1) dν(x) =

∫ ∫
χA(y)χy−1B(x) dν(y) dν(x)

=

∫ ∫
χA(y)χy−1B(x) dν(x) dν(y)

=

∫
χA(y)

∫
χy−1B(x) dν(x) dν(y)

=

∫
χA(y)ν(y−1B) dν(y)

=

∫
χA(y)ν(B) dν(y)

= ν(B)

∫
χA(y) dν(y)

= ν(B)ν(A) > 0,
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por lo que existe x0 ∈ G tal que

µ(A ∩ x0B
−1) > 0.

Por la primera parte de este Teorema existe una vecindad V de e tal que

V ⊆ (A ∩ x0B
−1)(A ∩ x0B

−1)−1.

Por último observemos que

(A ∩ x0B
−1)(A ∩ x0B

−1)−1 ⊆ A(x0B
−1)−1 = ABx−1

0 ,

por lo que V x0, siendo una vecindad de x0, esta contenida en AB.

Es claro, utilizando núcleos medibles, que la Propiedad de Steinhaus sigue
siendo valida si consideramos no solo borelianos sino también conjuntos medibles
con respecto a la compleción de la medida ν.

Ergodicidad

Lema 1.2.17. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una medida
de Haar en Bτ (G) σ-finita, D ⊆ G denso y E,F ∈ Bτ (G) con 0 < ν(E)ν(F ).
Entonces, existe g ∈ D tal que ν(E ∩ gF ) > 0.

Demostración. Si ν(F ) < +∞ entonces la función:

f : G→ R x 7→ ν(E ∩ xF )

es continua por el Teorema 1.2.15. Entonces, por el Teorema 1.2.10 ν(F−1) > 0:∫
f dν =

∫
ν(A ∩ xF ) dν(x)

=

∫ ∫
χE(y)χxF (y) dν(y) dν(x)

=

∫ ∫
χE(y)χF (x−1y) dν(x) dν(y)

=

∫
χE(y)

∫
χyF−1(x) dν(x) dν(y)

=

∫
ν(yF−1)χE(y) dν(y)

=

∫
ν(F−1)χE(y) dν(y) = ν(F−1)ν(E) > 0
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por lo que f es no nula. Por la continuidad de f existe V ⊆ G un abierto no vacío
tal que V ⊆ f−1[(0,∞)]. Como D es denso existe x ∈ D ∩ V , es decir,

0 < f(x) = ν(E ∩ xF ).

En el caso que ν(F ) = +∞ sea {Gn n < ω} ⊆ Bτ (G) tal que

G =
⋃
{Gn n < ω} , Gn ⊆ Gn+1 y ν(Gn) < +∞ para toda n < ω,

entonces existe k < ω tal que

0 < ν(F ∩Gk) < +∞

y por el caso anterior existe x ∈ D tal que ν(E ∩ x(F ∩Gk)) > 0 y por lo tanto

ν(E ∩ xF ) > 0.

Teorema 1.2.18. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita, E ∈ Bτ (G). Supongamos que ν(E M(xE)) = 0
para todo x en un subconjunto denso de G, entonces ν(E) = 0 o ν(G \ E) = 0.

Demostración. Sea E ⊆ G tal que ν(E M(xE)) = 0 para toda x ∈ D con D ⊆ G
denso. Observemos que para todo x ∈ G:

E ∩ (x(G \ E)) = E ∩ (G \ (xE)) = E \ (xE) ⊆ E MxE,

por lo que para toda x en el denso D se tiene que

ν(E ∩ (x(G \ E))) = 0

y por el Teorema 1.2.17 se concluye que

ν(E) = 0 ó ν(G \ E) = 0.

Teorema 1.2.19. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y D ⊂ G denso y numerable. Si F ∈ Bτ (G) y
ν(F ) > 0 entonces ν(G \

⋃
{gF g ∈ D}) = 0.
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Demostración. Supongamos que ν(G \
⋃
{gF g ∈ D}) > 0, por el Teorema 1.2.17

existe h ∈ D tal que

ν
((
G \

⋃
{gF g ∈ D}

)
∩ hF

)
> 0.

En particular:
hF ∩

(
G \

⋃
{gF g ∈ D}

)
6= ∅,

lo cual no es posible.

Teorema 1.2.20. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar en Bτ (G) σ-finita y D ⊂ G denso y numerable. Sea f : G → R
Bτ (G)-medible tal que f(dx) = f(x) para todo x ∈ G y d ∈ D, entonces f es
constante c.d. relativo a ν.

Demostración. Para cada n < ω y k ∈ Z definamos:

F (k, n) =

{
x ∈ G k

2n
6 f(x) <

k + 1

2n

}
= f−1

[[
k

2n
,
k + 1

2n

)]
.

Entonces para cada n < ω, k, k′ ∈ Z, k 6= k′ F (k, n) ∩ F (k′n) = ∅ y

R =
⋃
{F (k, n) k ∈ Z} ,

por lo que para cada n < ω existe kn ∈ Z tal que ν(F (kn, n)) > 0.

Sea Fn = F (kn, n). Como f(dx) = f(x) para toda x ∈ G y d ∈ D, x ∈ Fn si y
solo si x ∈ d−1Fn,es decir, Fn = d−1Fn para todo d ∈ D. Además D−1 es denso y
numerable, por lo que por el Teorema 1.2.19

0 = ν
(
R \

⋃{
d−1Fn d ∈ D

})
= ν

(
R \

⋃
{Fn d ∈ D}

)
= ν (R \ Fn) .

Con esto vemos que
{[

kn
2n
, kn+1

2n

)
n < ω

}
es una sucesón de intervalos anidados,

cuya longitud tiende a cero. Sean

{c} =
⋂{[

kn
2n
,
kn + 1

2n

]
n < ω

}
y F =

⋂
{Fn n < ω} .

Entonces,

ν(R \ F ) = ν
(⋃
{R \ Fn n < ω}

)
6
∑
n<ω

ν(R \ Fn) = 0.
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Además, para todo x ∈ F, se tiene que x ∈ Fn para todo n < ω, por lo cual

f(x) ∈
⋂{[

kn
2n
,
kn + 1

2n

)
n < ω

}
⊆ {c},

es decir, f(x) = c para todo x ∈ F y como ν(R\F ) = 0, f = c c.d. relativo a ν.

Definición 1.2.21. Sea (X,S, µ) un espacio de medida, G un grupo de transfor-
maciones de X y H un subgrupo denso y numerable. Se dice que µ es métrica
transitiva con respecto a H si para todo F ∈ S con µ(F ) > 0 se satisface:

µ
(

(G \
⋃
{g[F ] g ∈ D})

)
= 0.

El Teorema 1.2.19 nos dice que una medida de Haar es métrica transitiva con
respecto a cualquier subgrupo denso y numerable, considerando que el grupo actúa
en si mismo por medio de traslaciones izquierdas.

Compacidad y finitud

Como hemos visto en estos últimos resultados la σ-finitud de un medida resulta
ser muy importante, por lo que resulta indispensable tener algunos resultados
concernientes a esta característica. Por la manera que esta construida la medida de
Haar existen condiciones topológicas que aseguran esta condición. Relativo a esto
tenemos los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.22. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y ν una
medida de Haar en G. Entonces ν es finita si y solo si G es compacto.

Demostración. En el caso que G sea finito no hay nada que demostrar pues ν es
finita sobre compactos al ser localmente finita.

Supongamos que G no es compacto. Sea K una vecindad compacta de e. Por
el Teorema 1.2.2 existe U vecindad simétrica de e tal que UU ⊆ K. Como G no
es compacto ningún numero finito de trasladados de K cubre a G. Construyamos
〈xn〉n<ω una sucesión en G tal que

xn ∈ G \
⋃
{xkK k < n} .

Veamos que xiU ∩ xjU = ∅ si i 6= j. Supongamos que existen i < j < ω tales
que ∅ 6= xiU ∩ xjU , entonces existen u, v ∈ U tales que xiu = xjv y por lo tanto

xj = xiuv
−1 ∈ xiUU−1 = xiUU ⊆ xiK,
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lo cual contradice nuestra elección de xj.

Por el Teorema 1.2.7 ν(xnU) = ν(U) > 0 y como la familia {xnU n < ω} es
disjunta tenemos que:

ν(G) > ν
(⋃
{xnU n < ω}

)
=
∑
n<ω

ν(xnU) =
∑
n<ω

ν(U) = +∞

lo que concluye el resultado.

Una de las características más importante de los espacios de medida σ-finitos es
que tenemos una cota sobre la cardinalidad de una familia disjunta que conste de
conjuntos de medida positiva: esta familia es a lo más numerable. Esta condición se
conoce como la condición de Souslin.

Definición 1.2.23. Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Se dice que µ satisface la
condición de Souslin si para toda familia C ⊆ S de conjuntos disjuntos la condición
µ(C) > 0 para todo C ∈ C implica que C es a lo más numerable.

Teorema 1.2.24. Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Si µ es una medida σ-finita
entonces µ satisface la condición de Souslin.

Demostración. Sea (X,S, µ) un espacio de medida σ-finito y {Gn n < ω} ⊆ S
tales que

⋃
{Gn n < ω} = X y µ(Gn) < +∞ para toda n < ω. Sea C ⊆ S una

familia ajena con µ(C) > 0 para toda C ∈ C. Para cada k, n < ω sea:

D
(n)
k =

{
C C ∈ C y µ(C ∩Gn) >

1

k

}
.

Como cada D(n)
k es finito, entonces:

Dn =
⋃{

D
(n)
k k < ω

}
= {C C ∈ C y µ(C ∩Gn) > 0}

es a lo más numerable. Más aun, como µ(C) > 0 para todo C ∈ C existe n < ω tal
que µ(C ∩Gn) > 0, es decir:

C =
⋃
{Dn n < ω}

el cual es a lo más numerable.

Motivados por el Teorema 1.2.22 se espera que existan condiciones similares
para espacios σ-finitos y así es, la condición que se requiere es la de σ-compacidad.
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Definición 1.2.25. Un grupo topológico G es llamado ω-precompacto si para toda
vecindad V del elemento neutro existe C ⊆ G a lo más numerable tal que G = CV .

Lema 1.2.26. En un grupo topológico localmente compacto es equivalente ser
ω-precompacto a ser σ-compacto.

Demostración. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y suponga-
mos que G es ω-precompacto. Sea V una vecindad compacta del elemento neutro,
entonces existe un subconjunto numerable C de G tal que G = CV , ademas cV es
compacto para todo c ∈ C, por lo que {cV c ∈ C} es una familia numerable de
conjuntos compactos tal que:⋃

{cV c ∈ C} = {cv c ∈ C, v ∈ V } = CV = G

por lo que G es sigma compacto.

Si G es sigma compacto y V una vecindad del elemento neutro, entonces
U = int(V ) es un abierto no vacío. Consideremos la cubierta abierta {gU g ∈ G}.
Todo espacio σ-compacto es Lindelöf por lo que existe A ⊆ G numerable tal que
G =

⋃
{aU a ∈ A} y como U ⊆ V entonces G =

⋃
{aV a ∈ A} por lo que G es

ω-precompacto.

Teorema 1.2.27. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y ν una
medida de Haar en G. Entonces ν es σ-finita si y solo si G es σ-compacto.

Demostración. Si G es σ-compacto existe {Ki i ∈ I} una familia a lo más nume-
rable de compactos tal que G =

⋃
{Ki i ∈ I}. Como ν es finita en los compactos,

ν(Ki) < +∞ para toda i ∈ I, por lo que ν es σ-finita.

Supongamos que G no es σ-compacto, entonces por el Lema 1.2.26 G no es
ω-precompacto por lo que existe una vecindad U del elemento neutro tal que para
todo conjunto numerable C ⊆ G,

⋃
{cU c ∈ C} ( G. Sea V ⊆ U vecindad del

neutro tal que V V −1 ⊆ U .

Construyamos recursivamente una ω1-sucesión 〈xξ〉ξ<ω1
en G tal que:

xαV ∩ xβV = ∅ si α < β < ω1.

Supongamos que para β < ω1 la β-sucesión 〈xξ〉ξ<β está definida. Entonces, co-
mo ω1 es el primer ordinal no numerable, {xξ ξ < β} es numerable por lo que⋃
{xξU ξ < β} ( G. Sea x ∈ G \

⋃
{xξU ξ < β} y definamos xβ = x.
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Supongamos que xξV ∩ xβV 6= ∅ para alguna ξ < β. Entonces existen u, v ∈ V
tales que xξu = xβv, o equivalentemente xβ = xξuv

−1 ∈ xξV V
−1 ⊆ xξU , lo

cual no es posible por la definición de xβ, por lo que xβV es ajeno a la colección
{xξV ξ < β}.

Entonces existe A un subconjunto no numerable de G tal que {aV a ∈ A} es
una familia de conjuntos ajenos. Además 0 < ν(V ) = ν(aV ) para toda a ∈ A por
ser ν positiva sobre abiertos no vaciós e invariante bajo traslaciones izquierdas.
Entonces {aV a ∈ A} es una familia no numerable de conjuntos ajenos y de medida
positiva, es decir, ν no satisface la condición de Souslin y por el Teorema 1.2.24 no
es σ-finita.

1.3. Teorema de Vitali para medidas de Haar

Con toda la herramienta desarrollada en la sección anterior es posible dar una
generalización al Teorema de Vitali, en esta no solo se demuestra que existen
conjuntos no medibles para la medida de Haar sino que estos conjuntos se pueden
encontrar dentro de cualquier conjunto de medida positiva.

Teorema 1.3.1. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto, ν una
medida de Haar σ-finita en G, H un subgrupo numerable de G y A ⊆ G ν-medible y
de medida positiva. Entonces, si e es un punto de acumulación de H existe A′ ⊆ A
tal que A′ no es ν-medible.

Demostración. Sea {Hi i ∈ I} la subfamilia de la partición de Vitali asociada a
H la cual consta de los elementos cuya intersección con A es no vacía, la cual es no
vacía por A ser no vacío. Sea A′ un conjunto selector de la familia {A ∩Hi i ∈ I},
la cual consta de conjuntos no vacíos y ajenos, es decir, para todo i ∈ I:

card(A′ ∩ A ∩Hi) = 1.

Supongamos por un momento que A′ es ν-medible. De manera análoga al Lema
1.1.2 se prueba que {gA′ g ∈ H} es una familia ajena cuya unión contiene a A.
Como H es numerable

0 < ν(A) 6 ν
(⋃
{gA′ g ∈ H}

)
=
∑
g∈H

ν(gA′) =
∑
g∈H

ν(A′)
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por lo que ν(A′) > 0. La propiedad de Steinhaus (Teorema 1.2.16) nos dice que
A′A′−1 es vecindad de e. Como H se acumula en e existe x0 ∈ H \ {e} tal que
x0 ∈ A′A′−1, es decir, existen a1, a2 ∈ A′ tales que x0 = a1a

−1
2 , es decir, x0a2 = a1

y por lo tanto a1 ∈ A′ ∩ x0A
′ lo que contradice que e 6= x0. Por lo tanto A′ no es

ν-medible

Recordemos que los conjuntos selectores de la partición asociada a las clases
laterales izquierdas de un subgrupo H se les conoce como conjuntos de Vitali para
H. Si consideramos únicamente las clases que intersectan a un conjunto A diremos
que V es un conjunto de Vitali en A para H.

El Teorema anterior es una generalización al Teorema de Vitali a medidas de
Haar, sin embargo este Teorema tiene una gran limitación: la existencia de un
subgrupo numerable que se acumule en e. El resultado sigue siendo valido sin esta
restricción aunque para esto necesitaremos otras herramientas.

Definición 1.3.2. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto ν una
medida de Haar. Un conjunto A ⊆ G se dice cubierto infinitamente por H ⊆ G si:

i) card(H) = ω;

ii) Existe B ⊆ G ν-medible de medida finita tal que todo elemento de A esta en una
infinidad de los conjuntos {hB h ∈ H}. En otras palabras, si H = {hn n < ω}
entonces:

A ⊆
⋂{⋃

{hmB m > n} n < ω
}

= ĺım sup {hnB n < ω} .

Más aun, se dice que A es cubierto infinitamente si existe H ⊆ G tal que A es
cubierto infinitamente por H.

Recordemos que dada µ es una medida µ∗ y µ∗ denotan la medida interior y la me-
dida exterior asociada a esta, es decir, µ∗(A) = sup {µ(B) B ∈ dom(µ) y B ⊆ A}
y µ∗(A) = ı́nf {µ(B) B ∈ dom(µ) y A ⊆ B}

Lema 1.3.3. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y ν una medida
de Haar. Más aun, sean A ⊆ G y H ⊆ G tales que A es cubierto infinitamente
por H. Si V es un conjunto de Vitali para H ′, con H ′ algún subgrupo de G que
contiene a H, entonces

ν̂∗(V ∩ A) = 0.

para cualquier medida invariante bajo traslaciones izquierdas ν̂ que extienda a ν.
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Demostración. Por definición card(H) = ω por lo que podemos escribirlo de manera
inyectiva como

H = {hn n < ω} .
Sea H ′ el subgrupo que contiene a H para el cual V es un conjunto de Vitali. Sea
B ⊆ G ν-medible con ν(B) < +∞ tal que

A ⊆ ĺım sup {hnB n < ω} .

Sea A′ ⊆ A ∩ V un conjunto ν̂-medible y sea Vn = A′ ∩ hnB para cada n < ω. De
esta manera tenemos que ⋃{

h−1
n Vn n < ω

}
⊆ B.

Veamos que h−1
n Vn∩h−1

m Vm = ∅ para todo n < m < ω. Para esto sean n < m < ω
y v ∈ Vn, v′ ∈ Vm tales que h−1

n vn = h−1
m vm, entonces vnv−1

m = h− nh−1
m ∈ H ′ por

lo que vm y vm pertenecen a la misma clase de equivalencia y como Vn ⊆ A′ ⊆ V
se tiene que vm = vn, hn = hm y m = n.

Con esto obtenemos que∑
n<ω

ν̂(Vn) =
∑
n<ω

ν̂(h−1
n Vn) = ν̂

(⋃{
h−1
n Vn n < ω

})
6 ν(B) < +∞

y por el Lema de Borel-Cantelli:

ν̂(A′) = ν̂ (A′ ∩ ĺım sup {Bn n < ω}) = ν̂ (ĺım sup {Vn n < ω}) = 0,

es decir, ν̂(A′) = 0 para todo A′ ⊆ A∩V ν̂-medible y por lo tanto ν̂∗(A∩V ) = 0.

Lema 1.3.4. Sean (G, ·, τ ) un grupo topológico localmente compacto y ν una medida
de Haar. Si A ⊆ G contiene un conjunto A′ ν-medible de medida positiva el cual es
cubierto infinitamente por H, para algún H ⊆ G, entonces, existe un conjunto de
Vitali en A el cual no es ν̂-medible para cualquier medida invariante bajo traslaciones
izquierdas ν̂ que extienda a ν.

Demostración. Sea H ′ el subgrupo generado por H, el cual también es numerable,
y sea V ′ un conjunto de Vitali en A′ para H ′. Claramente podemos extender V ′ a
un conjunto V de Vitali en G para H. Supongamos por un momento que A ∩ V es
ν̂-medible, entonces A∩ V ∩A′ = A′ ∩ V = V ′ también es ν-medible. Por V ′ ser un
conjunto de Vitali en A′ para H ′ se tiene que

A′ ⊆
⋃
{hV ′ h ∈ H ′} .
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Entonces,
0 < ν̂(A′) 6

∑
h∈H′

ν̂(hV ′) =
∑
h∈H

ν̂(V ′),

por lo que ν̂(V ′) > 0. Por otro lado el Lema 1.3.3 nos dice que:

0 = ν̂∗(V ∩ A′) = ν∗(V
′),

lo cual es una contradicción.

Teorema 1.3.5. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico no numerable localmente compac-
to, ν una medida de Haar σ-finita y A ⊆ G ν-medible de medida positiva, entonces
existe B ⊆ A ν-medible de medida positiva y cubierto infinitamente.

Demostración. Como µ es σ-finita existe una familia {Xn n < ω} de subconjuntos
ν-medibles de G tales que ν(Xn) < +∞ para todo n < ω y G =

⋃
{Xn n < ω}.

Como ν(A) > 0 existe k0 < ω tal que 0 < ν(A ∩ Xk0) < +∞. Definimos
A′ = A ∩Xk0 y para cada n < ω

Gn = {h ∈ G ν(A′ ∩ hXn) > 0} .

Si card(Gn) = ω para todo n < ω entonces, como unión numerable de conjuntos
numerables es numerable, existe h ∈ G \

⋃
{Gn n < ω} por G ser no numerable,

por lo que

0 < ν(A′) = ν(hG ∩ A′) = ν
(⋃
{hXn ∩ A′ n < ω}

)
6
∑
n<ω

ν(hXn ∩ A′) = 0,

lo cual no es posible y por lo tanto existe k < ω tal que Gk es no numerable.

Como Gk es no numerable existe ε > 0 tal que

card({h ∈ G ν(A′ ∩ hXk) > ε}) > ω,

por lo que existe {hn n < ω} tales que hn 6= hm si n 6= m y ν(A ∩ hnXk) > ε para
toda n < ω. Como ν(A′) < +∞ se satisface que

ν (A′ ∩ ĺım sup {hnXk n < ω}) = ı́nf
{
ν
(
A′ ∩

⋃
{hmXk m > n}

)
n < ω

}
> ı́nf {ν (A′ ∩ hn+1Xk) n < ω} > ε > 0.

Sea B = A′∩ ĺım sup {hnXk n < ω}. Como B ⊆ ĺım sup {hnXk n < ω} y Xk es
ν-medible y de medida finita B es cubierto infinitamente por {hn n < ω}. Además
B ⊆ A y ν(B) > 0.
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Para el caso en que G es numerable se tiene que cualquier medida de Haar es
un múltiplo escalar de la medida de conteo, la cual se puede extender a todos los
subconjuntos de G por cual este caso no nos resulta de interés. Con los Lemas
anteriores es posible demostrar el resultado que estábamos buscando.

Teorema 1.3.6. Sea (G, ·, τ ) un grupo topológico no numerable localmente com-
pacto, ν una medida de Haar σ-finita y A ⊆ G ν-medible de medida positiva,
entonces existe A′ ⊆ A el cual no es ν̂-medible para cualquier medida invariante
bajo traslaciones izquierdas ν̂ que extienda a ν.

Demostración. Por el Lema 1.3.5 existe B ⊆ A ν-medible y de medida positiva el
cual es cubierto infinitamente y por el Lema 1.3.4 existe V un conjunto de Vitali
en B el cual no es ν̂-medible para cualquier medida invariante bajo traslaciones
izquierdas ν̂ que extienda a ν.

1.4. Categoría de Baire

En esta sección se estudian los conceptos topológicos de categoría y sus princi-
pales analogías con la medida de Lebesgue.

Conjuntos densos en ninguna parte

Definición 1.4.1. Sea (X, τ ) un espacio topológico. Se dice que N ⊆ X es denso
en ninguna parte en X si int(cl(N)) = ∅.

Si el contexto es claro solo se dira que un conjunto es denso en ninguna parte
sin especificar el espacio X, aunque es necesario recalcar que no es lo mismo ser
denso en ninguna parte en un conjunto o en otro.

Un conjunto denso en ninguna parte es tal que, topologicamente hablando, esta
“lleno de hoyos”, pues ni siquiera al “pegarle todo lo que esta cerca”, es decir, cerrarlo,
consigue tener alguna vecindad de alguno de sus puntos. Esta clase de conjuntos es
cerrado bajo algunas operaciones como veremos a continuación.

Teorema 1.4.2. Sea (X, τ ) un espacio topológico, entonces:

i) Subconjuntos de un conjunto denso en ninguna parte son densos en ninguna
parte;
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ii) Union finita de conjuntos densos en ninguna parte es denso en ninguna parte;

iii) La cerradura de un conjunto denso en ninguna parte es denso en ninguna parte

Demostración.

i) Sea N ⊆ X denso en ninguna parte y M ⊆ N . Por monotonía de los operadores
interior y cerradura tenemos que

int(cl(M)) ⊆ int(cl(N)) = ∅

y por lo tanto M es denso en ninguna parte.

ii) Sea n < ω y {Ni i < n} subconjuntos de X denso en ninguna parte. Como
unión finita de cerrados es cerrado y unión de abiertos es abierto tenemos que

int
(

cl
(⋃
{Ni i < n}

))
= int

(⋃
{cl(Ni) i < n}

)
=
⋃
{int(cl(Ni)) i < n} = ∅

por lo cual
⋃
{Ni i < n} es denso en ninguna parte.

iii) Sea N ⊆ X denso en ninguna parte, entonces

int(cl(cl(N))) = int(cl(N)) = ∅

por lo que cl(N) es denso en ninguna parte.

Los encisos i) y ii) del Teorema 1.4.2 nos dicen que la familia de los subconjuntos
densos en ninguna parte de un espacio topológico (X, τ ) forman un ideal. Aunque
estos conjuntos no necesariamente formaran un σ-ideal, son la base para definir
una clase que si lo hará.

Conjuntos de primera categoría

Definición 1.4.3. Sea (X, τ ) un espacio topológico. Un conjunto P ⊆ X se dice
de primera categoría en X si existe una familia {Nn n < ω} de subconjuntos de
X densos en ninguna parte en X tales que P =

⋃
{Nn n < ω}. Los conjuntos que

no son de primera categoría se dicen de segunda categoría.

Denotaremos por Kτ (X) a la familia de subconjuntos de X de primera categoría
en X. Esta familia goza de mejores propiedades que la de los conjuntos densos en
ninguna parte. Cuando el contexto sea claro nos referiremos a estos conjuntos como
de primera categoría
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Teorema 1.4.4. Sea (X, τ ) un espacio topológico, entonces Kτ (X) forma un σ-
ideal de subconjuntos de X. Más aun, para todo P ∈ Kτ (X) existe F ∈ Kτ (X) del
tipo Fσ tal que P ⊆ F .

Demostración.

i) Sea P ⊆ X de primera categoría y Q ⊆ P . Sea {Nn n < ω} una familia de
subconjuntos de X densos en ninguna parte en X tales que

P =
⋃
{Nn n < ω} .

Por el Teorema 1.4.2 Nn ∩Q es denso en ninguna parte en X para todo n < ω y

Q =
⋃
{Nn ∩Q n < ω} ,

por lo que Q es de primera categoría en X.

ii) Sea {Pn n < ω} una familia de subconjuntos de X de primera categoría en
X. Para cada n < ω existe una familia

{
N

(n)
i i < ω

}
de subconjuntos densos en

ninguna parte en X tal que

Pn =
⋃{

N
(n)
i i < ω

}
.

La familia
{
N

(n)
i i, n < ω

}
es numerable y

⋃
{Pn n < ω} =

⋃{
N

(n)
i i, n < ω

}
por lo que

⋃
{Pn n < ω} es de primera categoría en X.

Por último para cada P ∈ Kτ (X) existe {Nn n < ω} una familia de conjuntos
densos en ninguna parte tales que

P =
⋃
{Nn n < ω} ,

entonces F =
⋃
{cl(Nn n < ω} es de primera categoría, del tipo Fσ y P ⊆ F .
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Teorema de Baire

Una de las principales aplicaciones de la topología en el análisis es para demostrar
la existencia de algún objeto y una de las herramientas más importantes para esto
es el Teorema de la categoría de Baire.

Teorema 1.4.5 (Teorema de Baire). Sea (X, ρ) un espacio métrico completo. Si
A ⊆ X es de primera categoría en X entonces X \ A es denso en X.

Demostración. Sea {An n < ω} una familia de conjuntos densos en ninguna parte
en X tales que A =

⋃
{An n < ω}. Sea S ⊆ X un abierto no vacío.

Construiremos una sucesión de bolas abiertas 〈Brn(xn)〉n<ω tal que para todo
n < ω, rn < 1

n+1
y

cl(Brn+1(xn+1)) ⊆ Brn(xn) \ An+1.

Como S es abierto y A0 denso en ninguna parte su cerradura tiene interior vacío y
S \ cl(A0) es un abierto no vacío, por lo que existe una bola abierta Br0(x0) tal que
Br0(x0) ⊆ S \ cl(A0) ⊆ S \ A0. Supongamos que para n < ω tenemos definida la
familia {Brk(xk) k 6 n} que satisface las condiciones requeridas. Como An+1 es
denso en ninguna parte su cerradura tiene interior vacío, entonces Brn(xn)\cl(An+1)
es abierto y no vacío. Sea xn+1 ∈ Brn(xn) \ cl(An+1) y r > 0 tal que Br(xn+1) ⊆
Brn(xn) \ cl(An+1) y definimos rn+1 = mı́n

{
r, 1

n+1

}
. Con esto queda definida la

sucesión y en particular tenemos que

cl(Brn(xn)) ⊆ S \ An

Consideremos la sucesión 〈xn〉n<ω, entonces para i, j, n < ω tales que i, j > n
tenemos que xi, xj ∈ Brn(xn) y por lo tanto

ρ(xi, xj) 6 ρ(xi, xn) + ρ(xn, xj) < 2rn <
2

n+ 1

por lo que la sucesión es de Cauchy. Como (X, ρ) es completo, existe x ∈ X
al cual converge la sucesión. Como xi ∈ cl(Brn(xn) para todo i > n, entonces
x ∈ cl(Brn(xn)) para todo n < ω por lo que:

x ∈
⋂
{cl(Brn) n < ω} ⊆

⋂
{S \ An n < ω} = S \

⋃
{An n < ω} = S \ A,

es decir, S ∩ (X \ A) 6= ∅ para todo S abierto no vacío y por lo tanto X \ A es
denso en X.
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Motivados por el Teorema de Baire para espacios métricos completos se define
la noción de espacio de Baire.

Definición 1.4.6. Un espacio topológico se dice un espacio de Baire si el comple-
mento de todo conjunto de primera categoría es denso. Más aun, en estos espacios
el complemento de un conjunto de primera categoría es llamado residual.

Teorema 1.4.7. Un espacio topológico (X, τ ) es un espacio de Baire si y solamente
si todo abierto no vacío es de segunda categoría en X.

Demostración. Sea G ⊆ X un abierto no vacío de primera categoría, entonces
X \G ( X es cerrado y por lo tanto no es denso, es decir, (X, τ ) no es un espacio
de Baire.

Por otra lado sea P ⊆ X de primera categoría en X tal que X \ P no es denso,
entonces existe G ⊆ X un abierto no vacío tal que G ⊆ X \ (X \ P ) = P y por lo
tanto G es de primera categoría.

Teorema 1.4.8. Sea (X, τ ) un espacio de Baire y E ⊆ X, entonces E es residual
si y solamente si E contiene un subconjunto de X denso y de tipo Gδ.

Demostración. Supongamos que {Gn n < ω} es una familia de abiertos tales que

G =
⋂
{Gn n < ω} ⊆ E

y G es denso, entonces Gn es denso para todo n < ω y

int(cl(X \Gn)) = X \ cl(int(Gn)) = X \ cl(Gn) = X \X = ∅,

por lo que X \Gn es denso en ninguna parte. Como

X \ E ⊆ X \G =
⋃
{X \Gn n < ω}

se tiene que X \ E es de primera categoría.

Por otro lado, si E es residual existe {An n < ω} una familia de conjuntos
densos en ninguna parte tal que

X \ E =
⋃
{An n < ω} .

Sea G =
⋂
{X \ cl(An) n < ω}, entonces G es del tipo Gδ, G ⊆ E y

X \G =
⋃
{cl(An) n < ω}

es de primera categoría. Como X es un espacio de Baire, G es denso al ser el
complemento de un conjunto de primera categoría.
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Teorema 1.4.9. Sea (X, τ ) un espacio de Baire, A ⊆ H ⊆ X tales que H es del
tipo Gδ y H \ A es de primera categoría, entonces existe B ⊆ A tal que B ∈ Gδ y
H \B es de primera categoría.

Demostración. Sea A1 = A∪ (X \H). Como X \A1 ⊆ H \A y H \A es de primera
categoría tenemos que A1 es residual y por lo tanto existe un subconjunto F ⊆ X
de primera categoría y del tipo Fσ tal que X \ A1 ⊆ F . De esta manera X \ F es
un conjunto residual del tipo Gδ tal que X \ F ⊆ A1.

Sea B = (X \ F ) ∩ H, entonces B es del tipo Gδ por ser intersección de dos
conjuntos de este tipo y como X \ F ⊆ A1 = A ∪ (X \H) entonces:

B ⊆ H ∩ (A ∪ (X \H)) = H ∩ A = A.

Por último,
H \B = H \ (H ∩ (X \ F )) = H ∩ F ⊆ F

y X \ F es residual, es decir, F es de primera categoría y por lo tanto H \B es de
primera cateogoría.

Los espacios de Baire son importantes ya que los conjunto que son abiertos y
de primera categoría parecieran ser contradictorios pues por un lado los abiertos
son conjuntos “grandes” para la topología mientras que los de primera categoría
son conjuntos “pequeños”. Una patología de estos conjuntos se ve en el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.10 (Teorema de la Categoría de Banach). Sea (X, τ ) un espacio
topológico y U una familia de subconjuntos abiertos de X tal que U es de primera
categoría en X para toda U ∈ U , entonces

⋃
U es de primera categoría en X.

Demostración. Sea

P =

F ⊆ τ \ {∅} i) Para todo F ∈ F existe U ∈ U tal que F ⊆ U ;

ii) Para todo F,G ∈ F se tiene que F ∩G = ∅.


Esta clase no es vacía pues contiene a los singuletes de U . Además para toda cadena
C ⊆P es claro que

⋃
C ∈P y además esta es cota superior de C . Por el Lema

de Zorn existe F ∈P maximal.
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Supongamos que el conjunto cl (
⋃
U) \

⋃
F no es denso en ninguna parte en X.

Como cl (
⋃
U) \

⋃
F es cerrado, entonces:

V = int
(

cl
(⋃
U
)
\
⋃
F
)
6= ∅.

Sea x ∈ V ⊆ cl (
⋃
U), entonces, como V es vecindad de x, se tiene que:

∅ 6= V ∩
(⋃
U
)

=
⋃
{U ∩ V U ∈ U}

por lo que existe U0 ∈ U tal que V ∩U0 6= ∅. Dicho de otra manera existe un abierto
W = V ∩ U0 6= ∅ tal que W ⊆ U para alguna U ∈ U y

W ∩ F ⊆ W ∩
⋃
F ⊆ V ∩

⋃
F ⊆

(
cl
(⋃
U
)
\
⋃
F
)
∩
⋃
F = ∅

por lo cual la familia F ∪ {W} esta en P , lo cual contradice la maximalidad de F .
Por otro lado, para toda F ∈ F existe U ∈ U tal que F ⊆ U , F es una

colección de conjuntos abiertos no vacíos, ajenos y de primera categoría, por lo que
existen colecciones, para cada F ∈ F , de subconjuntos densos en ninguna parte{
NF
n n < ω

}
tales que:

VF =
⋃{

NF
n n < ω

}
para todo F ∈ F . Sea n < ω y definimos

Nn =
⋃{

NF
n F ∈ F

}
.

Si un abierto V interseca a Nn, entonces interseca a algun NF
n el cual es denso

en ninguna parte, y como V ∩ F es abierto, existe un abierto W contenido en:

(V ∩ F ) \NF
n ⊆ V \NF

n ⊆ V \Nn

pues como la familia F es ajena, también lo es la familia
{
NF
n F ∈ F

}
y por lo

tanto Nn es denso en ninguna parte en X para toda n < ω.

Por útlimo observemos que⋃
U ⊆

(
cl
(⋃
U
)
\
⋃
F
)
∪
⋃
{Nn n < ω}

es unión numerable de conjuntos densos en ninguna parte por lo que
⋃
U es de

primera categoría en X.
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Propiedad de Baire

Hemos visto que Kτ (X), la familia de todos los conjuntos de primera categoría
en X, forman un σ-ideal de anillos al igual que los conjuntos nulos de un espacio
de medida. Recordemos que en el caso real una caracterización de los conjuntos
Lebesgue medibles es que estos son precisamente la σ-álgebra generada por los
abiertos y los conjuntos nulos por lo que resulta natural estudiar a la σ-álgebra
generada por los abiertos y los conjuntos de primera categoría. En esta sección
probaremos que estos coinciden con aquellos que tienen la propiedad de Baire.

Definición 1.4.11. Sea (X, τ ) un espacio topológico. Se dice que A ⊆ X tiene la
propiedad de Baire si existen G,P ⊆ X, G abierto y P de primera categoría en X
tales que A = GMP .

Esta descripción no tiene por que ser única, de hecho el conjunto abierto en la
definición puede cambiarse por un conjunto cerrado.

Teorema 1.4.12. Sea (X, τ ) un espacio topológico y A ⊆ X, entonces A tiene la
propiedad de Baire si y solamente si existen C,P ⊆ X, C cerrado y P de primera
categoría en X tales que A = C MP .

Demostración. Si A tiene la propiedad de Baire existen G abierto y P de primera
categoría en X tales que A = GMP . Como todo abierto contenido en cl(G) debe
intersectar a G tenemos que int(cl(G) \G) es vacío y como cl(G) \G es cerrado, es
denso en ninguna parte en X. Sea N = cl(G) \G y Q = N MP ⊆ N ∪ P , entonces
Q es de primera categoría. Sea F = cl(G), entonces

A = GMP = (cl(G)M(cl(G) \G))MP = (F MN)MP = F M(N MP ) = F MQ

Por otro lado si A = F MQ con F cerrado y P de primera categoría en X,
entonces N = F \ int(F ) es cerrado y tiene interior vacío, por lo que N es denso en
ninguna parte en X y P = N MQ es de primera categoría en X. Sea G = int(F ),
entonces

A = F MQ = (int(F )M(F \ int(F )))MQ = (GMN)MQ = GM(N MQ) = GMP

Definición 1.4.13. Sea (X, τ ) un espacio topológico, denotaremos por Bτ (X) a la
familia de subconjuntos de X con la propiedad de Baire.
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Teorema 1.4.14. Sea (X, τ ) un espacio topológico, entonces Bτ (X) es una σ-
álgebra. Más aun, esta coincide con la σ-álgebra generada por los abiertos y los
conjuntos de primera categoría.

Demostración. Sea P ⊆ X de primera categoría en X, entonces P = ∅MP y como
∅ es abierto P ∈ Bτ (X), es decir, Kτ (X) ⊆ Bτ (X).

Si G ⊆ X es abierto, entonces G = GM ∅ y ∅ es de primera categoría G ∈ Bτ (X),
es decir, τ ⊆ Bτ (X). En particular tenemos que ∅, X ∈ Bτ (X).

Sean A ∈ Bτ (X) y G,P ⊆ X abierto y de primera categoría en X respectiva-
mente tales que A = GMP , entonces X \A = X \ (GMP ) = (X \G)MP y por el
Teorema 1.4.12 X \ A ∈ Bτ (X).

Sea {An n < ω} ⊆ Bτ (X) y sean {Gn n < ω} ⊆ τ , {Pn n < ω} ⊆ Kτ (X)
tales que An = GnMPn para todo n < ω. Sea G =

⋃
{Gn n < ω}, P =⋃

{Pn n < ω} y A =
⋃
{An n < ω}, entonces G es abierto, P es de primera

categoría y
G \ P ⊆ A ⊆ G ∪ P.

Esto implica que GMA ⊆ P , por lo que GMA es de primera categoría y como

A = ∅MA = (GMG)MA = GM(GMA)

se tiene que A tiene la propiedad de Baire, es decir, A ∈ Bτ (X).

Con esto tenemos que Bτ (X) es una σ-álgebra que contiene a los conjuntos
abiertos y a los de primera categoría por lo que contiene a la σ-álgebra generada por
estos. Por otro lado todo conjunto de primera categoría es la diferencia simétrica
de un conjunto abierto y uno de primera categoría y esta diferencia simétrica se
queda en la σ-álgebra generada por los conjuntos abiertos y los de primera categoría.
Esto prueba que Bτ (X) coincide con la σ-álgebra generada por los abiertos y los
conjuntos de primera categoría.

Este Teorema resalta la analogía que hay entre los conjuntos medibles y los
conjuntos con la Propiedad de Baire. Con estas analogías en mente tenemos la
siguiente definicón para funciones.

Definición 1.4.15. Sea (X, τ ) un espacio topológico y f : X → R. Se dice que f
tiene la propiedad de Baire si f−1[B] ∈ Bτ (X) para todo B ∈ Bτ (R).
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Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis

Motivados por las analogías entre medida y categoría el objetivo de esta sección es
probar un resultado análogo al Teorema de Steinhaus (Teorema 1.2.16). Recordemos
que este Teorema fue probado en el contexto de grupos topológicos y medidas de
Haar, por lo que el contexto para este análogo son los grupos topológicos.

Lema 1.4.16. En un grupo topológico de segunda categoría sus subconjuntos abiertos
no vacíos son de segunda categoría.

Demostración. Sea U un abierto no vacío de primera categoría del grupo topológico
G y h ∈ U fijo. Entonces para todo g ∈ G, gh−1h = g es decir g ∈ gh−1U por lo
cual:

G =
⋃
{gU g ∈ G}

Como U es abierto y de primera categoría, gU también lo es para todo g ∈ G,
entonces por el Teorema de la categoría de Banach(Teorema 1.4.10),

⋃
{gU g ∈ G}

también es de primera categoría, es decir, G es de primera categoría.

En virtud de el Teorema 1.4.7 el resultado anterior nos dice que los grupos
topológicos de segunda categoría son espacios de Baire.

Teorema 1.4.17 (Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis). Sea (G, ·, τ ) un
grupo topológico y A,B ⊆ G con la propiedad de Baire. Si A y B no son de primera
categoría, entonces el conjunto BA tiene interior no vacío y en particular el conjunto
AA−1 es vecindad del elemento neutro en G.

Demostración. Como A es de segunda categoría, G también lo es. Además A y B
tienen la propiedad de Baire por lo que existen U1, U2 abiertos no vacíos y F1, F2

de primera categoría, tales que A = U1 MF1 y B = U2 MF2. Veamos que el abierto
U1U2, se queda contenido en BA. Sea x ∈ U1U2, entonces:

(xU−1
1 ∩ U2) \ (xF−1

1 ∪ F2) ⊆ (xA−1 ∩B)

y xU−1
1 ∩U2 es un abierto no vacío, en un grupo topológico de segunda categoría, y

xF−1
1 ∪ F2 es de primera categoría, entonces por el Lema 1.4.16

(xU−1
1 ∩ U1) \ (xF−1

1 ∪ F2) 6= ∅.

Sea y ∈ xA−1 ∩ B, entonces existe z ∈ A−1 tal que y = xz o equivalentemente
x = yz−1 ∈ BA, por lo que U1U2 ⊆ BA. Para el caso B = A−1 podemos elegir
U2 = U−1

1 de lo que se sigue que AA−1 es vecindad del neutro.
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1.5. Conjuntos de Vitali y la propiedad de Baire

En la sección anterior hemos vistos las analogías que existen entre medida y
categoría, en particular el de medibilidad y tener la propiedad de Baire, por lo que
es natural cuestionarse sobre la existencia de conjuntos sin la propiedad de Baire.

Las analogías vistas entre medida y categoría nos hacen preguntarnos sobre la
existencia de conjuntos sin la propiedad de Baire.

Teorema 1.5.1. Sea (X, τ ) un grupo topológico de segunda categoría y Γ ⊆ X un
subgrupo a lo más numerable el cual no es discreto. Si V es un conjunto de Vitali
para Γ, entonces V no tiene la propiedad de Baire.

Demostración. Sea V un conjunto de Vitali para Γ y procedamos por reducción
al absurdo suponiendo que V que tiene la propiedad de Baire en (X, τ ). Como
card(Γ) ≤ ω y (X, τ ) es de segunda categoría, de la identidad

X =
⋃
{gV g ∈ Γ}

se concluye que gV no es de primera categoría para algún g ∈ Γ y por lo tanto,
como V es homeomorfo a gV , V es de segunda categoría. Por el Teorema 1.4.17
existe una vecindad del neutro U tal que:

U ⊆ V V −1 =
{
yz−1 y ∈ V, z ∈ V

}
.

Como Γ no es discreto y e ∈ Γ, existe h ∈ (Γ ∩ (U \ {e})). Más aun,

(Γ ∩ (U \ {e})) ⊆ U ⊆ V V −1,

por lo cual existen x, y ∈ V tales que xy−1 = h, es decir, x ∼Γ y, pero ambos
pertenecen a V el cual es un conjunto de Vitali por lo que x = y y por lo tanto
h = e, una contradicción.

En particular obtenemos que existen subconjuntos de R los cuales no tienen la
propiedad de Baire.

Otros conjuntos

Cabe resaltar que la prueba del teorema de Vitali esta basada fuertemente en
el Axioma de Elección. De hecho se sabe, por un resultado de Solovay [28], que la
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existencia de conjuntos no Lebesgue medibles no se puede probar, en ZF, con una
versión numerable del Axioma de Elección. En particular no se puede probar en la
teoría ZF & DC, donde DC es el Axioma de Elecciones Dependientes, el cual es
suficiente para el desarrollo de gran parte del Análisis. De hecho este enunciado es
equivalente al Teorema de Baire para espacios métricos completos (ver [3]).

Axioma de Elecciones Dependientes (DC). Sea X un conjunto no vacío y
R ⊆ X ×X de tal manera que para todo x ∈ X existe y ∈ X tal que (x, y) ∈ R.
Entonces existe un conjunto {xn n < ω} ⊆ X tal que (xn, xn+1) ∈ R para todo
n < ω.

Ahora veremos bajo que condiciones podemos encontrar subconjuntos no Le-
besgue medibles en la teoría ZF & DC. Notemos que el argumento en la siguiente
demostración, atribuido a Banach, no utiliza ninguna forma del Axioma de Elección,
por lo cual es un resultado de la teoría ZF.

Teorema 1.5.2. Sean A y B dos conjuntos, f : A→ B y g : B → A dos funciones
inyectivas. Entonces existen conjuntos A1, A2, B1, B2 que satisfacen las siguientes
condiciones:

i) A1 ∩ A2 = ∅, A1 ∪ A2 = A;

ii) B1 ∩B2 = ∅, B1 ∪B2 = B;

iii) f |A1
es una biyección entre A1 y B1;

iv) g|B2
es una biyección entre B2 y A2.

En particular podemos definir una biyección entre los conjuntos A y B.

Demostración. Definamos una función entre subconjuntos de A:

φ : P(A) −→ P(A) C 7−→ A \ (g [B \ f [C]])

Donde:
f : P(A)→ P(B) f [C] = {f(x) ∈ B x ∈ C}

y
f−1 : P(B)→ P(A) f−1[C] = {x ∈ A f(x) ∈ C}
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Como f y g son inyectivas tenemos que para toda familia C ⊆ P(A):

φ
[⋃
C
]

= A \
(
g
[
B \ f

[⋃
C
]])

= A \
(
g
[
B \

⋃
{f [C] C ∈ C}

])
= A \

(⋂
{g [B \ f [C]] C ∈ C}

)
=
⋃
{A \ (g [B \ f [C]]) C ∈ C}

=
⋃
{φ[C] C ∈ C}

Definamos:
C =

⋃
{φn[∅] n < ω} = ∅ ∪ φ[∅] ∪ φ2[∅] · · · ,

entonces:

φ[C] =
⋃{

φn+1[∅] n < ω
}

= φ[∅] ∪ φ2[∅] ∪ φ3[∅] · · ·
= ∅ ∪ φ[∅] ∪ φ2[∅] ∪ φ3[∅] · · ·

=
⋃
{φn[∅] n < ω}

= C

Es decir:
C = A \ (g [B \ f [C]]) y A \ C = g [B \ f [C]] .

Sean:
A1 = C,A2 = A \ C,B1 = f [C] , B2 = B \ f [C] .

Como:
A2 = g (B \ f (C))

es claro que estos conjuntos cumplen las condiciones requeridas.

El siguiente teorema, también conocido como el teorema del matrimonio, esta
basado en el Axioma de Elección al requerir el Teorema de Tychonoff, el cual se
enuncia a continuación.

Teorema de Tychonoff. El producto topológico de cualquier familia {(Xi, τi)}i∈I
de espacios topológicos compactos es un espacio topológico compacto.
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Teorema 1.5.3 (Teorema del Matrimonio de Hall). Sean A y B conjuntos y
F : A→ P(B) que satisface las siguientes condiciones:

i) F (a) es finito para todo a ∈ A;

ii) Si X ⊆ A finito, entonces card(X) 6 card (
⋃
{F (x) x ∈ X}).

Entonces existe f : A→ B inyectiva tal que f(a) ∈ F (a) para todo a ∈ A

Demostración. La demostración cuando A es finito es un sencillo procedimiento de
inducción. Asi que supongamos cierto el teorema cuando A es finito.

Supongamos que el conjunto A es infinito y para cada a ∈ A dotemos con la
topología discreta, τa = P(F (a)), a cada conjunto finito F (a), con lo cual cada
espacio topológico {(F (a), τa)}a∈A es compacto. Por el teorema de Tychonoff el
espacio topológico

(∏
a∈A F (a), τp

)
, con τp la topología producto, es un espacio

topológico compacto.

Para cada G ⊆ A sea

SG =

{
f ∈

∏
a∈A

F (a) f |G es inyectiva

}
.

Veamos que SG 6= ∅ para cualquier G ⊆ A finito. Es claro que F |G : G→ P(B)
cumple las hipótesis del teorema con G finito, por lo que existe g : G→ B inyectiva
de forma que g(a) ∈ F |G (a) = F (a) para todo a ∈ G. Utilizando el Axioma de
Elección podemos extender g a una función

f ∈
∏
a∈A

F (a).

Entonces como f |G = g se concluye que f ∈ SG, es decir, SG 6= ∅.
Por otro lado sea f ∈

∏
a∈A F (a) \ SG, entonces existen a1, a2 ∈ G distintos de

manera que f(a1) = f(a2). Sea:

U = ρ−1
a1

({f(a1)}) ∩ ρ−1
a2

({f(a2)}) ,

el cual es una básico en τp ya que los factores tienen la topología discreta y f ∈ U .
Para toda g ∈ U

g|G (ai) ∈ {f(ai)} para i ∈ {1, 2} y f(a1) = f(a2),
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entonces g|G (a1) = g|G (a2) y a1 6= a2, es decir g /∈ SG para toda g ∈ U , por lo
cual SG es cerrado.

Si f |G1∪G2
es inyectiva entonces f |G1

y f |G2
son inyectivas, por lo que

SG1∪G2 ⊆ SG1 ∩ SG2 .

Por lo anterior F = {SG G ⊆ A finito} es una familia centrada de conjuntos
cerrados no vacíos. Por la compacidad existe f ∈

⋂
F . Como F (a) ⊆ B, la podemos

considerar como una función f : A→ B tal que f(a) ∈ F (a).

Solo falta ver que f es inyectiva. Sean a1, a2 ∈ A, a1 6= a2, entonces {a1, a2} ⊆ A
es finito, por lo que f ∈ S{a1,a2}, es decir f |{a1,a2} es inyectiva, y

f(a1) = f |{a1,a2} (a1) 6= f |{a1,a2} (a2) = f(a2),

por lo tanto f es inyectiva.

Definición 1.5.4. Sean n < ω, A y B conjuntos y G ⊆ A×B. Se dice que G es
una (n− n)-correspondencia entre A y B si se satisface:

i) card ({b ∈ B (a, b) ∈ G}) = n para todo a ∈ A

ii) card ({a ∈ A (a, b) ∈ G}) = n para todo b ∈ B

Teorema 1.5.5. Sea 0 < n < ω, A y B conjuntos y G una (n−n)-correspondencia
entre A y B. Entonces existe una biyección h : A→ B de tal manera que la gráfica
de h esta contenida en G.

Demostración. Definimos dos funciones:

F : A→ P(B) a 7→ {b ∈ B (a, b) ∈ G}
H : B → P(A) b 7→ {a ∈ A (a, b) ∈ G}

Es claro que estas funciones satisfacen las hipótesis del Teorema 1.5.3, por lo cual
existen funciones inyectivas f : A → B y h : B → A tales que f(a) ∈ F (a) y
h(b) ∈ H(b) para todo a ∈ A, b ∈ B. Por el Teorema 1.5.2, existen A1 ⊆ A, B1 ⊆ B
tales que f |A1

: A1 → B1 y h|B\B1
: B \B1 → A \ A1 son biyectivas.

Definamos g : A → B como g(a) = f(a) si a ∈ A1 ó g(a) = h−1(a) si a ∈ B \ B1.
Entonces g es biyectiva.
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Por útlimo veamos que la gráfica de g esta contenida en G. Si a ∈ A1, g(a) =
f(a) ∈ F (a) = {b ∈ B (a, b) ∈ G} por lo que (a, g(a)) ∈ G.
Si a ∈ A \ A1, g(a) = h−1(a), a = h(g(a)) ∈ H(g(a)) = {a′ ∈ A (a′, g(a)) ∈ G},
por lo cuál (a, g(a)) ∈ G.
En cualquier caso para a ∈ A, (a, g(a)) ∈ G, es decir, graf(g) ⊆ G.

Teorema 1.5.6. En ZF & DC, el Teorema 1.5.5 implica la existencia de una
función la cual no es Lebesgue medible.

Demostración. Sea {Vi i ∈ I} la particíon de Vitali de R, recordemos que Q es un
elemento de esta partición. Sea {Wi i ∈ I} = {Vi i ∈ I} \ {Q}

Veamos que para toda j ∈ I se cumple que −Wj ∈ {Wi i ∈ I} y −Wj 6= Wj.
Sea x ∈ −Wj fijo entonces −x ∈ Wj. Vemos que y ∈ −Wj si y solo si −y ∈ Wj si
y solo si −y ∼Q −x si y solo si −y − (−x) = x − y ∈ Q si y solo si x ∼Q y. Por
esto −Wj es una clase de equivalencia módulo ∼Q, por lo que −Wj ∈ {Wi i ∈ I}.
Supongamos que −Wj ∩ Wj 6= ∅, entonces por ser elementos de una partición
son iguales por lo que −x, x ∈ Wj y 2x = x − (−x) ∈ Q por lo cual x ∈ Q y
como Q también es parte de la particion {Vi i ∈ I} se tendria que Wj = Q, una
contradicción. De esta manera si i, j ∈ I y −Wi ∪ Wi = −Wj ∪ Wj, entonces
Wi = Wj o Wi = −Wj.

Definamos los siguiente conjuntos:

A = {Wi i ∈ I} B = {−Wj ∪Wj ∪ {t} j ∈ I, t ∈ {0, 1}}

y definamos una relación G entre A y B definida para cada Wi ∈ A por:

G(Wi) = {−Wi ∪Wi ∪ {t} t ∈ {0, 1}}

Entonces para −Wi ∪Wi ∪ {t} ∈ B se satisface:

G−1(−Wi ∪Wi ∪ {t}) = {−Wi,Wi}

por lo que G es una (2− 2)-correspondencia.

Supongamos valido el Teorema 1.5.5, entonces existe una biyección g : A→ B
cuya gráfica se queda contenida en G, es decir, para toda i ∈ I existe ti ∈ {0, 1} tal
que g(Wi) = −Wi ∪Wi ∪ {ti}. Definamos una función φ : R→ R como sigue. Para
cada x ∈ R \ Q existe un único i ∈ I tal que x ∈ Wi, hagamos φ(x) = ti donde
ti ∈ {0, 1} es tal que g(Wi) = −Wi ∪Wi ∪ {ti}. Si x ∈ Q hagamos φ(x) = 0.
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Si x ∈ R \Q se cumple x+ q ∼Q x, entonces x+ q, x ∈ Wi para alguna i ∈ I,
por lo que por definición de g, φ(x + q) = φ(x). Si x ∈ Q, entonces x + q ∈ Q y
φ(x) = 0 = φ(x+ q). Por lo tanto φ(x+ q) = φ(x) para todo x ∈ R, q ∈ Q, es decir,
φ es Q-invariante.

Vemoas que para todo x ∈ R \ Q se tiene la igualdad φ(−x) = 1 − φ(x). Si
x ∈ Wi, entonces −x ∈ −Wi y dado que −Wi 6= Wi, −Wi ∈ A y g es biyectiva:

−Wi ∪Wi ∪ {φ(x)} = g(Wi) 6= g(−Wi) = −(−Wi) ∪ −Wi ∪ {φ(−x)}
= −Wi ∩Wi ∩ {φ(−x)}

por lo que φ(x) 6= φ(−x), y como φ toma valores en {0, 1}, φ(−x) = 1− φ(x).

Supongamos por un momento que φ es Lebesgue medible. Como λ es métrica
transitiva (Teorema 1.2.19), se satisface que cualquier función f : R→ R Lebesgue
medible y Q-invariante, es constante c.d. rel. a λ (Teorema 1.2.20). Por lo cual φ
es constante c.d. rel λ y además Im(φ) = {0, 1}. Asumamos que φ = t c.d. rel. λ,
t ∈ {0, 1}, entonces el conjunto

C = {x ∈ R \Q φ(x) 6= t} = {x ∈ R \Q φ(x) = 1− t}

es λ-nulo, por lo que λ(−C) = 0, pues λ es invariante bajo isometrías, pero
φ(−c) = 1− φ(c) = t para toda c ∈ C, por lo que tendríamos la siguiente descom-
posición de R en conjuntos nulos,

R = −C ∪ C ∪Q

y tendríamos el absurdo de que R es λ-nulo y por lo tanto φ no es Lebesgue
medible.

Definición 1.5.7. Se dice que una partición de R es λ-medible si existe una función
Lebesgue medible f : R→ R tal que f(x) = f(y) si y solo si tanto x como y estan
en el mismo elemento de la partición.

Teorema 1.5.8. La partición de Vitali de R no es λ-medible.

Demostración. Sea {Vi i ∈ I} la partición de Vitali y supongamos que existe una
función f : R → R Lebesgue medible tal que f |Vi (x) = ci para toda x ∈ Vi y
ci 6= cj si i 6= j, i, j ∈ I.

Como para toda x ∈ R, q ∈ Q se tiene que x+q−x ∈ Q entonces, por definición
de la partición de Vitali, x+ q y x estan en el mismo elemento de la partición, por
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lo tanto f(x+ q) = f(x) para toda x ∈ R y toda q ∈ Q. Por el Teorema 1.2.20 f es
constante c.d. rel. λ, es decir, existe i ∈ I tal que

λ({x ∈ R f(x) 6= ci}) = 0.

Como para toda j ∈ I, j 6= i, x ∈ Vj se tiene que f |Vj (x) = cj 6= ci, entonces

Vj ⊂ {x ∈ R f(x) 6= ci}

para toda j ∈ I \ {i} por lo cual:⋃
{Vj j ∈ J \ {i}} ⊂ {x ∈ R f(x) 6= ci} ,

el cual es λ-nulo y como Vi es numerable λ(Vi) = 0.

Por otro lado,

R =
⋃
{Vi i ∈ I} =

⋃
{Vj j ∈ I \ {i}} ∪ Vi,

por lo que R es union de dos subconjuntos λ-nulos y por lo tanto λ-nulo, un absurdo.
Por lo tanto no existe tal función que haga a {Vi i ∈ I} una partición medible.



2 | Conjuntos de Bernstein

Este capítulo esta dedicado a la segunda clase más conocida de conjuntos no
Lebesgue medibles. Esta construcción, debida a Bernstein [2], nos proporciona
también ejemplos de conjuntos sin la propiedad de Baire. Por supuesto esta cons-
trucción esta basada en una forma de el Axioma de Elección, el que la familia de
todos los subconjuntos cerrados y no numerables de R tiene un buen orden.

Definición 2.0.1. Sea (X, τ ) un espacio topológico y E ⊆ X. Se dice que E
es totalmente imperfecto en X si E no contiene ningún subconjunto perfecto no
vacío de X. Más aun, se dice que E es de Bernstein si E y X \ E son totalmente
imperfectos en X.

Es claro de la definición que un conjunto es de Bernstein si y solo si tanto el como
su complemento intersectan a cualquier conjunto perfecto no vacío. Además, por la
simetría de la definición un conjunto es de Bernstein si y solo si su complemento
es de Bernstein. Por otro lado es claro que ser un conjunto de Bernstein es una
propiedad topológica, es decir, se preserva bajo homeomorfismos.

Para el estudio de estos conjuntos, aun en el caso real, es necesario el uso de
resultados concernientes a espacios Polacos. De hecho algunas de estas construcciones
pueden generalizarse del caso real a espacios Polacos en general. Por esto se
recomienda al lector no familiarizado con estos espacios consultar antes la sección
2.3 en donde se incluye el desarrollo de la teoría necesaria para este capítulo.

2.1. Conjuntos de Bernstein en R

Como cualquier subconjunto perfecto de un espacio Polaco tiene cardinalidad
del continuo (Teorema 2.3.12) cualquier subconjuto de un espacio Polaco con
cardinalidad estrictamente menor que la del continuo es totalmente imperfecto,
por lo que la verdadera interrogante es sobre la existencia de conjuntos totalmente
imperfectos con cardinalidad del continuo, el cual resulta ser un resultado nada

41
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trivial y que para su demostración requerimos formas no numerables del Axioma
de Elección.

Como primer paso presentamos la contrucción de Bernstein en R.

Teorema 2.1.1. Existen subconjuntos en R de Bernstein. Más aun cualquier
subconjunto de Bernstein no es Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostración. Bajo el Axioma de Elección sea α el primer ordinal con cardinalidad
del continuo. Sea P ⊆ P(R) la familia de todos los subconjuntos perfectos no
vacíos de R. Como (−∞, x] ∈P para todo x ∈ R se tiene que c 6 card(P). Por
otro lado, todo subconjunto perfecto es cerrado y τ , la topología usual de R, es
segundo numerable. Sea B una base numerable, entonces

τ =
{⋃
U U ⊆ B

}
,

es decir,
card(τ ) 6 card(P(B)) = 2card(B) = c.

Como la cardinalidad de la familia de todos los conjuntos cerrados es la misma
que la de la topología entonces, card(P) 6 c. Por el Teorema de Cantor-Schröder-
Bernstein card(P) = c.

Por lo anterior podemos considerar que α bien ordena a la familia P, es decir,

P = {Pξ ξ < α} .

Utilizaremos inducción transfinita para construir α-sucesiónes inyectivas 〈xξ〉ξ<α,
〈yξ〉ξ<α tales que xξ, yξ ∈ Pξ y xξ 6= yξ para todo ξ < α. Supongamos que para
β < α tenemos definidas las β-sucesiónes 〈xξ〉ξ<β , 〈yξ〉ξ<β. Como card(Pβ) = c
(Teorema 2.3.12) y card(β) < card(α) = c, entonces

card(Pβ \ ({xξ ξ < β} ∪ {yξ ξ < β})) = c,

por lo que podemos elegir x, y ∈ Pβ \ ({xξ ξ < β} ∪ {yξ ξ < β}) distintos y hacer
xβ = x y yβ = y. De esta manera tenemos definidas las α-sucesiónes requeridas.
Definamos B = {xβ β < α}, entonces se sigue de la construcción que B ⊆ R es de
Bernstein.

Ahora sea B ⊆ R de Bernstein y supongamos que es Lebesgue medible, entonces
R \ B, que también es de Bernstein, es Lebesgue medible y alguno de ellos tiene
medida positiva, sin perdida de generalidad supongamos que λ(B) > 0. Entonces
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por regularidad de la medida de Lebesgue existe F ⊆ B cerrado con λ(F ) > 0 y
por lo tanto card(F ) > ω. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4) F es
un espacio Polaco no numerable y por el Teorema de Cantor-Bendixon (Teorema
2.3.25) el conjunto F • ⊆ F ⊆ B de puntos de condensación de F es perfecto y no
vacío, lo cual contradice que B sea de Bernstein.

Por otro lado supongamos que B tiene la propiedad de Baire, entonces R \X
tambien la tiene y alguno de ellos no es de primera categoría. Supongamos que B
no es de primera categoría, entonces existen V, Y ⊆ R, V abierto no vacío y Y de
primera categoría tales que

B = V MY = (V \ Y ) ∪ (Y \ V ).

Sean {Nn n < ω} conjuntos densos en ninguna parte tales que:

Y =
⋃
{Nn n < ω} .

Por el Teorema de Baire (Teorema 1.4.5) y el Lema 1.4.16 V es de segunda categoría.
Entonces

G = V \
⋃
{clX(Nn) n < ω} =

⋂
{V \ clX(Nn) n < ω}

es un conjunto Gδ de segunda categoría y por lo tanto no numerable. Por el Teorema
de Alexandroff (Teorema 2.3.4), G es un espacio Polaco no numerable. Más aun,
por el Teorema 2.3.26, G contiene un subconjunto homeomorfo a 2ω, el cual es
perfecto. Como G ⊆ V \ Y ⊆ B esto contradice que B sea de Bernstein.

Teorema 2.1.2. Si B ⊆ R es un subconjunto de Bernstein entonces:

λ∗(B) = 0 y λ∗(R \B) = 0

Demostración. Como B es de Bernstein si y solamente si R \ B es de Bernstein
y por la regularidad de la medida de Lebesgue es suficiente ver que µ(F ) = 0
para todo F ⊆ B cerrado. Por los Teoremas de Alexandroff (2.3.4) y de Cantor-
Bendixson (2.3.25) todo subconjunto cerrado contenido en un conjunto de Bernstein
es numerable y por lo tanto λ-nulo.

Ahora ya conocemos dos clases de conjuntos en R que no son Lebesgue medibles
ni tienen la propiedad de Baire, los conjuntos de Vitali y los de Bernstein. El
siguiente enunciado nos dice que estas clases no son excluyentes.
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Teorema 2.1.3. Existe un subconjunto de R que es de Vitali y de Bernstein.

Demostración. Sea α el primer ordinal tal que card(α) = c. Como card(τ ) = c,
donde τ denota a la topología usual de R, y para cada x ∈ X se tiene que (−∞, x] es
cerrado y no numerable podemos bien ordena a la familia de todos los subconjuntos
cerrados y no numerables de R como {Fβ β < α}.

Supongamos que para algún β < α tenemos definida una β-sucesión inyectiva
〈xξ〉ξ<β de tal manera que xξ ∈ Pξ para todo ξ < β, fijémonos en el conjunto

Zβ =
⋃
{xξ + Q ξ < β} ,

entonces
card(Zβ) 6 card(β) · ω < c,

por lo que existe x ∈ Pβ \ Zβ, definimos xβ = x. De esta manera obtenemos el
conjunto X ′ = {xβ β < α}. Se sigue de la construcción que el conjunto R \X ′ es
totalmente imperfecto y que X ′ contiene a lo más un elemento de cada clase de
equivalencia de la partición de Vitali. Por medio del Axioma de Elección podemos
extender X ′ a un conjunto de Vitali X.

Como R \X ⊆ R \X ′, se tiene que R \X es totalmente imperfecto. Sea q ∈ Q,
q 6= 0 entonces (R \X) + q es totalmente imperfecto,

(X + q) ∩X = ∅ y R \ (X + q) = (R \X) + q,

de donde obtenemos que X ⊆ (R\X)+q y por lo tanto X es totalmente imperfecto
lo cual prueba que X es de Bernstein.

2.2. Conjuntos de Bernstein en espacios Polacos

En esta sección se presentan generalizaciones a algunas construcciones y resulta-
dos de la sección anterior para espacios Polacos.

Definición 2.2.1. Una familia no vacía I de subconjutos de un conjunto X se
llama un σ-ideal si I es un σ-anillo, X /∈ I y para todo A ∈ I, B ⊆ A entonces
B ∈ I.

Definición 2.2.2. Sean (X, τ ) un espacio topológico e I ⊆ P(X) un σ-ideal. Se
dice que I tiene base de Borel si para todo A ∈ I existe B ∈ I ∩Bτ (X) tal que
A ⊆ B.



2.2 Conjuntos de Bernstein en espacios Polacos 45

Lema 2.2.3. Sea (X, τ ) un espacio topológico de segunda categoría, entonces el
ideal Kτ (X), de conjuntos de primera categoría en X, tiene base de Borel.

Demostración. Para cada E ∈ Kτ (X) existen {Nn n < ω} tales que

E =
⋃
{Nn n < ω} ⊆

⋃
{clX(Nn) n < ω}

y este último es un Fσ de primera categoría por lo que Kτ (X) tiene base de
Borel.

Lema 2.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico y µ una medida de Borel no nula y
finita, entonces µ es regular y N (µ), el ideal de subconjuntos µ-nulos, tiene base de
borel.

Demostración. Definamos

L1 = {A ∈ Bτd(X) µ(A) = sup {µ(F ) F ⊆ A,F cerrado}}

L2 = {A ∈ Bτd(X) µ(A) = ı́nf {µ(G) A ⊆ G,G abierto}}

Como todo subconjunto A cerrado en un espacio métrico es un Gδ, entonces
A ∈ L1 ∩ L2, por lo que L1∩L2 contiene a todos los subconjuntos cerrados. Veamos
que L1 ∩L2 es una σ-álgebra. Tiene al total por este ser cerrado. Dado A ∈ L1 ∩L2

se tiene que:

µ(X \ A) = µ(X)− µ(A)

= µ(X)− sup {µ(F ) F ⊆ A,F cerrado}
= ı́nf {µ(X \ F ) F ⊆ A,F cerrado}
= ı́nf {µ(G) A ⊆ G,G abierto} ,

µ(X \ A) = µ(X)− µ(A)

= µ(X)− ı́nf {µ(G) A ⊆ G,G abierto}
= ı́nf {µ(X \G) A ⊆ G,G abierto}
= sup {µ(F ) F ⊆ A,F cerrado} ,

es decir, X \ A ∈ L1 ∩ L2. Sea {An n < ω} ⊆ L1 ∩ L2. Para cada ε > 0 y n < ω
existen Fn ⊆ An ⊆ Gn tales que Fn son cerrados, Gn son abiertos y

µ(Gn \ An) <
ε

2n+2
y µ(An \ Fn) <

ε

2n+2
.
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Por un lado
⋃
{Gn n < ω} es abierto y

µ
(⋃
{Gn n < ω} \

⋃
{An n < ω}

)
≤ µ

(⋃
{Gn \ An n < ω}

)
6
ε

2
< ε,

mientras que

µ
(⋃
{An n < ω} \

⋃
{Fn n < ω}

)
≤ µ

(⋃
{An \ Fn n < ω}

)
6
ε

2
,

es decir,
µ
(⋃
{Fn n < ω}

)
> µ

(⋃
{An n < ω}

)
− ε

y por continuidad existe k < ω tal que

µ

(
k⋃

n=0

Fn

)
> µ

(⋃
{An n < ω}

)
− ε,

equivalentemente, existe un cerrado F ⊆ A tal que

µ
(⋃
{An n < ω} \ F

)
= µ

(⋃
{An n < ω}

)
− µ (F ) < ε,

por lo que
⋃
{An n < ω} ∈ L1 ∩ L2. De esta forma L1 ∩ L2 es una σ-álgebra

que contiene a todos los cerrados y por lo tanto contiene a Bτd(X), es decir, µ es
regular.

Por último veamos que N (µ) tiene base de Borel. Para todo N ∈ N (µ) y n < ω
existe, por regularidad, Gn un abierto que contiene a N tal que

µ(Gn \N) <
1

n
.

Entonces G =
⋂
{Gn n < ω} es un conjunto del tipo Gδ que contiene a A, más

aun, para todo n < ω

µ(G) 6 µ(Gn) = µ(Gn \ A) + µ(A) <
1

n

y por lo tanto G ∈ N (µ).

Lema 2.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y µ una medida no nula de Borel y
σ-finita, entonces el σ-ideal de subconjuntos nulos N (µ) tiene base de Borel.



2.2 Conjuntos de Bernstein en espacios Polacos 47

Demostración. Sea {Gn n < ω} ⊆ Bτ (X) tales que Gn ⊆ Gn+1 y µ(Gn) < +∞
para todo n < ω y

⋃
{Gn n < ω} = X. Para cada n < ω sea µn : Bτ (X) → R

dada por µn(A) = µ(A ∩Gn), entonces µ es una medida de borel finita. Más aun,
para todo n < ω

µn(A) 6 µn+1(A) 6 µ(A)

y para todo A ∈ Bτ (X)
µ(A) = ĺım

n→∞
µn(A),

por lo que µ(A) = 0 si y solamente si µn(A) = 0 para todo n < ω, es decir,

N (µ) =
⋂
{N (µn) n < ω} .

Sea A ∈ N (µ) y n < ω, entonces A ∈ N (µn) el cual tiene base de Borel
por el Lema 2.2.4, es decir, existe Bn ∈ Bτ (X) ∩ N (µn) tal que A ⊆ Bn. Sea
B =

⋂
{Bn n < ω} ∈ Bτ (X), entonces A ⊆ B y

µ(B) = ĺım
n→∞

µn(B) 6 ĺım
n→∞

µn(Bn) = 0,

es decir, B ∈ N (µ). Por lo tanto B ∈ Bτ (X)∩N (µ) y A ⊆ B, es decir, N (µ) tiene
base de Borel.

El siguiente teorema nos muestra que los conjuntos de Bernstein son patológicos
en cualquier espacio Polaco por lo que no es algo característico de la recta real. De
hecho veremos que en este caso el no ser medibles o no tener la propiedad de Baire
es por un motivo común.

Teorema 2.2.6. Sea (X, τ ) un espacio Polaco no numerable y sea I un σ-ideal de
subconjuntos de X tal que:

i) I contiene a todos los singuletes;

ii) I tiene base de Borel.

Además denotemos por S a la σ-álgebra generada por Bτ (X) ∪ I, entonces ningún
conjunto de Bernstein pertenece a S.

Demostración. Sea Z ⊆ X un conjunto de Bernstein y supongamos que Z ∈ S.
Como X /∈ I, tenemos que

Z /∈ I o X \ Z /∈ I
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y ambos son de Bernstein por lo que podemos suponer sin perdida de generalidad
que Z /∈ I.

Como Z ∈ S existen B ∈ Bτ (G) y N ∈ I tales que

Z = B MN

y por I tener base de Borel existe Y ∈ Bτ (X) ∩ I tal que N ⊆ Y por lo que

B \ Y ⊆ B \N ⊆ Z.

Como B \ Y ∈ Bτ (X) y Z no contiene subconjuntos perfectos no vaciós tenemos,
por el Teorema 2.3.33, que card(B \ Y ) ≤ ω. Por la condición i), B \ Y ∈ I por lo
que

Z ⊆ Y ∪ (B \ Y ) ∈ I,
una contradicción. Por lo tanto el conjunto de Bernstein Z no pertenece a S.

Teorema 2.2.7. Sea (X, τ ) un espacio Polaco no numerable sin puntos aislados,
entonces ningún conjunto de Bernstein en X posee la propiedad de Baire.

Demostración. El ideal Kτ (X) tiene base de Borel (Teorema 2.2.3) y la familia
de conjuntos con la propiedad de Baire coincide con la σ-álgebra generada por
Bτ (X)∪Kτ (X) (Teorema 1.4.14). En virtud del Teorema 2.2.6 es suficiente ver que
{x} ∈ Kτ (X) para todo x ∈ X. Dado x ∈ X tenemos que cl({x}) = {x} por ser
metrizable la topología, además int({x}) = ∅ pues X no contiene puntos aislados,
por lo tanto {x} es denso en ninguna parte y por lo tanto {x} ∈ Kτ (X).

Teorema 2.2.8. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y µ una medida no nula de Borel
σ-finita y difusa en X, entonces cualquier conjunto de Bernstein es no medible con
respecto a la compleción de µ.

Demostración. El ideal N (µ) tiene base de Borel (Teorema 2.2.5) y la familia de
los conjuntos medibles para la compleción de µ coincide con la σ-álgebra generada
por Bτ (X) ∪ N (µ). Más aun, como µ es difusa {x} ∈ N (µ) para todo x ∈ X y
como µ es no nula se tiene que X es no numerable. De esta manera el resultado se
sigue por el Teorema 2.2.6.

Hemos mostrado que los conjuntos de Bernstein en espacios Polacos son patoló-
gicos desde el punto de vista de la medida y de la categoría, sin embargo no hemos
visto la existencia de estos. Más adelante no solo demostraremos que existen estos
conjuntos sino que podemos encontrar una familia con cardinalidad del continuo
que consta de conjuntos de Bernstein ajenos.
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Lema 2.2.9 (Lema de Sierpinski sobre conjuntos ajenos). Sea X un conjunto
infinito y sea {Xi i ∈ J} una familia de subconjuntos de X con card(J) 6 card(X)
y card(Xj) = card(X) para todo j ∈ J . Entonces existe una familia disjunta
{Yj j ∈ J} tal que Yi ⊆ Xi y card(Yi) = card(X) para todo i ∈ J .

Demostración. Sea α el primer ordinal con card(α) = card(X) y sin perdida de
generalidad supongamos que card(J) = card(X). Bien ordenemos a la familia
{Xi i ∈ J} por α, es decir,

{Xi i ∈ J} = {Xξ ξ < α} .

Por otro lado, por el Axioma de Elección existe φ : α→ α× α una biyección. Sean
φ1, φ2 : α→ α las composiciones de φ con las proyecciones, es decir, φ = (φ1, φ2).

Supongamos que para β < α tenemos definida una β-sucesión inyectiva 〈xξ〉ξ<β
de tal manera que xξ ∈ Xφ1(ξ) para todo ξ < β. Como β < α, entonces

card({xξ ξ < β}) = card(β) < card(X) = card(Xφ1(β)),

por lo que
Xφ1(β) \ {xξ ξ < β} 6= ∅.

Sea x ∈ Xφ1(β) \ {xξ ξ < β} y hagamos xβ = x, de esta forma queda definida, por
inducción transfinita, la α-sucesión inyectiva 〈xξ〉ξ<α tal que xβ ∈ Xφ1(β) para todo
β < α.

Para cada β < α sea Yβ = {xξ φ1(ξ) = β}, entonces Yβ ⊆ Xβ. Más aun,
tenemos que

{ξ < α φ1(ξ) = β} = {ξ < α φ(ξ) = (β, γ) para algun γ < α}

y como φ es una biyección entonces

card(Yβ) = card({ξ < α φ1(ξ) = β}) = card(α) = card(X).

Por último dados β′ < β < α, al φ ser biyección, tenemos que el conjunto

{ξ < α φ(ξ) = (β, γ) para algun γ < α}∩{ξ < α φ(ξ) = (β′, γ) para algun γ < α}

es no vacío y por lo tanto

{ξ φ1(ξ) = β} ∩ {ξ φ1(ξ) = β′} = ∅,

es decir, Yβ ∩Y ′β = ∅. De esta manera la familia {Yβ β < α} cumple las condiciones
requeridas.
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Lema 2.2.10. Sea X un conjunto infinito y {Xj j ∈ J} una familia de subcon-
juntos de X tales que:

i) card(J) 6 card(X);

ii) card(Xj) = card(X) para todo j ∈ J .

Entonces existe una familia disjunta {Yj j ∈ J} de subconjuntos de X tal que
card(Xj ∩ Yi) = card(X) para todo j, i ∈ J .

Demostración. Por el Lema 2.2.9 existe {Zj j ∈ J} una familia disjunta tal que
Zj ⊆ Xj y card(Zj) = card(X) para todo i ∈ J . Como cada Zi es infinito, por el
Axioma de Elección, existe una familia disjunta {Ui,k k ∈ J} tal que card(Ui,j) =
card(Zi) para toda j ∈ J y

Zi =
⋃
{Ui,j j ∈ J}

para todo i ∈ I. Definimos la familia {Yj j ∈ J} haciendo para cada j ∈ J

Yj =
⋃
{Ui,j i ∈ J}

la cual cumple los requisitos.

Teorema 2.2.11. Sea (X, τ ) un espacio Polaco no numerable, entonces existe una
familia disjunta {Yj j ∈ J} de subconjuntos X la cual consiste de subconjuntos de
Bernstein en X con card(J) = c.

Demostración. Consideremos a {Xi i ∈ J} la familia de todos los subconjuntos
cerrados no numerables deX, entonces card(J) = c (ver la demostración del Teorema
2.1.3). Por el Lema 2.2.10 existe una familia disjunta {Yj j ∈ J} de subconjuntos
de X tal que card(Yj∩Xi) = c para todo i, j ∈ J . Sea P un subconjunto perfecto no
vacío de X, entonces P es cerrado y no numerable por lo que P ∩ Yj 6= ∅ para todo
j ∈ J y X \Yj es totalmente imperfecto para todo j ∈ J . Más aun, como Yi ⊆ X \Yj
para todo i, j ∈ J con i 6= j entonces Yj tambien es totalmente imperfecto y Yj es
de Bernstein para todo j ∈ J .
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2.3. Espacios Polacos

Definición 2.3.1. Un espacio topológico (X, τ ) es Polaco si es separable y si existe
una métrica ρ en X compatible con la topología tal que (X, ρ) es un espacio métrico
completo.

Cabe recalcar que como los espacios Polacos son metrizables las nociones de
separabilidad, segunda numerabilidad y Lindelöf son equivalentes.

Teorema de Alexandroff

Saber cuando un subespacio de un espacio Polaco es un espacio Polaco no es
algo tan trivial como dar una métrica y ver si su restricción es o no completa puesto
que puede existir otra métrica compatible con la cual el subespacio es completo. El
siguiente resultado nos muestra un poco de esto.

Teorema 2.3.2. Los subespacios cerrados o abiertos de un espacio Polaco son
espacios Polacos.

Demostración. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y A ⊆ X. Sea {Un n < ω} una base
para τ , entonces {Un ∩ A n < ω} es una base para la topología de subespacio de
A, la cual tambien es metrizable y por lo tanto es separable, por lo que basta ver
que si A es abierto o cerrado entonces existe una métrica completa en A compatible
con su topología de subespacio.

Sea d una métrica completa para X compatible con τ . Si A es cerrado entonces
la restricción de d en A es completa por lo que A es un espacio Polaco.

Supongamos que A es abierto. Más aun, supongamos que ∅ ( A ( X. Recor-
demos que la distancia de un punto x al conjunto no vacío B ⊆ X esta definida
como

d(x,B) = ı́nf {d(x, b) b ∈ B} .

Por la desigualdad del triángulo se tiene para x1, x2 ∈ X

d(x1, B) 6 d(x1, x2) + d(x2, B)

y por lo tanto
|d(x1, B)− d(x2, B)| 6 d(x1, x2)
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por lo que la función d(_, B) : X → R es continua, de hecho es uniformemente
continua.

Sea d0 : A× A→ R dada por

d0(x, y) = d(x, y) +

∣∣∣∣ 1

d(x,B)
− 1

d(y,B)

∣∣∣∣
donde B = X \ A.

Como A es abierto, B = X \ A es cerrado y por lo tanto d(x,B) > 0 para todo
x ∈ A por lo que d0 esta bien definida. Claramente d0(x, y) = 0 si y solamente si
x = y, además d(x, y) = d(y, x). Sean x, y, z ∈ A, entonces d(x, z) 6 d(x, y)+d(y, z)
por d ser métrica. Más aun,∣∣∣∣ 1

d(x,B)
− 1

d(z,B)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ 1

d(x,B)
− 1

d(y,B)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

d(y,B)
− 1

d(z,B)

∣∣∣∣
por lo que d0(x, z) 6 d0(x, y) + d0(y, z) y d0 es una métrica en A.

Como d(x, y) 6 d0(x, y) para todo x, y ∈ A se tiene que toda sucesión en A
d0-convergente es d-convergente. Por otro lado, sea 〈xn〉n<ω una sucesión en A

d-convergente a x ∈ A. Como d(_, B) es continua y positiva en A
〈

1
d(xn,B)

〉
n<ω

converge a 1
d(x,B)

y por lo tanto 〈xn〉n<ω es d0-convergente a x ∈ A. Esto prueba
que d0 es una métrica en A compatible con la topología de subespacio de A dada
por la restricción de la métrica d a A.

Por último veamos que d0 es completa. Sea 〈xn〉n<ω una sucesión d0-Cauchy.
Como d0 domina a d esta sucesión tambien es d-Cauchy y por esta ser completa
en X existe x ∈ X tal que 〈xn〉n<ω es d-convergente a x. Como d-convergencia
es equivalente a d0-convergencia basta ver que x ∈ A. Supongamos que x ∈ B,
entonces ĺımn→∞ d(xn, B) = d(x,B) = 0 y

+∞ = ĺım sup
n,m→∞

∣∣∣∣ 1

d(xn, B)
− 1

d(xm, B)

∣∣∣∣ 6 ĺım sup
n,m→∞

d0(xn, xm),

lo que contradice que 〈xn〉n<ω es d0-Cauchy. Por lo tanto x ∈ A y d0 es completa,
con lo que vemos que A es un espacio Polaco.

La clase de espacio Polacos no solo se preserva bajo subespacios abiertos o
cerrados, el producto topológico numerable de espacios Polacos vuelve a ser un
espacio Polaco.
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Teorema 2.3.3. Sea (Xi, τi)i∈I una familia a lo más numerable de espacios Polacos.
Entonces el producto topológico

∏
i∈I Xi es un espacio Polaco.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que I ⊆ Z+. Para cada
i ∈ I sea di una métrica completa en Xi. Más aun, supongamos que di(x, y) 6 1
para todo x, y ∈ Xi para todo i ∈ I.

Primero veamos que
∏

i∈I Xi es segundo numerable. Para cada i ∈ I sea Ui una
base numerable para la topología en Xi. Para cada N < ω y cada Uin ∈ Uin , in ∈ I,
n 6 N definimos el conjunto

U(Ui1 , . . . , UiN ) =

{
x ∈

∏
i∈I

Xi x(in) ∈ Uin para todo n 6 N

}
.

La colección

U = {U(Ui1 , . . . , UiN ) Uin ∈ Uin , in ∈ I, n 6 N,N < ω}

es la base numerable buscada.

Definamos d :
∏

i∈I Xi ×
∏

i∈I Xi → R como:

d(x, y) =
∑
i∈I

1

2i
di(x(i), y(i)),

entonces d es una métrica en
∏

i∈I Xi.

Veamos que d metriza la topología producto. Sea 〈xn〉n<ω una sucesión d-
convergente a x ∈

∏
i∈I Xi. Como di(y(i), z(i)) 6 2id(y, z) para todo y, z ∈

∏
i∈I Xi

y para todo i ∈ I entonces 〈xn(i)〉n<ω es una sucesión di-convergente a x(i) ∈ Xi

para todo i ∈ I y por lo tanto 〈xn〉n<ω converge a x en la topología producto.
Por otra lado sea 〈xn〉n<ω una sucesión convergente en la topología producto a
x ∈

∏
i∈I Xi, entonces 〈xn(i)〉n<ω es di-convergente a x(i) para cada i ∈ I. Dada

ε > 0 existe n0 < ω tal que ∑
n>n0

1

2n
<
ε

2

y para cada k 6 n0 existe nk < ω tal que dk(xn(k), x(k)) < 2k ε
2n0

para todo n > nk.
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Sea N = máx {nk k 6 n0} < ω. Entonces para toda N < n < ω se tiene que

d(xn, x) =
∑
i∈I

1

2i
di(xn(i), x(i))

6
∑

i∈I,i6n0

1

2i
di(xn(i), x(i)) +

∑
i>n0

1

2i

<
∑

i∈I,i6n0

ε

2n0

+
ε

2
6 ε,

es decir, 〈xn〉n<ω es d-convergente a x. Por lo tanto d metriza la topología producto.

Sea 〈xn〉n<ω una sucesión d-Cauchy en
∏

i∈I Xi. Como di(xn(i), xm(i)) 6 2id(x, y)
para toda n,m < ω se tiene que 〈xn(i)〉n<ω es di-Cauchy en Xi para todo i ∈ I.
Para cada i ∈ I di es completa en Xi por lo que existe xi ∈ Xi tal que 〈xn(i)〉n<ω es
di-convergente a xi. Sea x : I →

⋃
{Xi i ∈ I} dada por x(i) = xi ∈ Xi para cada

i ∈ I, entonces x ∈
∏

i∈I Xi y como cada proyección de 〈xn〉n<ω es di-convergente a
la proyección de x se tiene que 〈xn〉n<ω converge en la topología producto a x. Por
lo tanto d es completa.

Teorema 2.3.4 (Teorema de Alexandroff). Sea (X, τ ) un espacio Polaco entonces
un subespacio de este es Polaco si y solamente si es del tipo Gδ.

Demostración. Sea {Un n < ω} una familia de subconjuntos abiertos de (X, τ ) y
sea Y =

⋂
{Un nω}. Por los Teoremas 2.3.2 y 2.3.3

∏
n<ω Un es un espacio Polaco.

Definimos:

∆ =

{
x ∈

∏
n<ω

Un x(i) = x(j) para todo i, j < ω

}
Si 〈xn〉n<ω una sucesión en ∆ convergente a x ∈

∏
n<ω Un entonces, 〈xn(i)〉n<ω

converge a x(i) en Ui para todo i < ω, pero las sucesiones 〈xn(i)〉n<ω, 〈xn(j)〉n<ω
son iguales para todo i, j < ω y por lo tanto x(i) = x(j) para todo i, j < ω, es decir,
x ∈ ∆. Por lo tanto ∆ es un subespacio cerrado en el producto. Por el Teorema
2.3.2 ∆ es un espacio Polaco.

Para cada y ∈ Y sea f(y) : ω →
⋃
{Un n < ω} dada por f(y)(i) = y ∈ Ui para

todo i < ω, entonces f(y) ∈
∏

n<ω Un. Más aun, f(y) ∈ ∆, por lo que podemos
considerar a f como f : Y → ∆. Sean x, y ∈ Y tales que f(x) = f(y), entonces para
toda i < ω se cumple que x = f(x)(i) = f(y)(i) = y y por lo tanto f es inyectiva.
Sea g ∈ ∆ y x = g(0), entonces x = g(i) para todo i < ω. Más aun, x = g(i) ∈ Ui
para todo i < ω y por lo tanto x ∈

⋂
{Un n < ω} = Y . Además, f(x)(i) = x = g(i)
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para todo i ∈ I, es decir, f(x) = g. Por lo tanto f es suprayectiva y f es una
biyección.

Veamos que f es un homeomorfismo. Sea 〈yn〉n<ω una sucesión en Y convergente
a y ∈ Y . Como yn = f(yn)(i) para todo i < ω y Y ⊆ Un se tiene que 〈f(yn)(i)〉n<ω
es una sucesión en Ui convergente a f(y)(i) = y ∈ Ui para todo i < ω por lo
que la sucesión 〈f(yn)〉n<ω en ∆ converge a f(y) ∈ ∆ en la topología que hereda
de la topología producto, es decir, f es continua. Por otro lado sea 〈gn〉n<ω una
sucesión en ∆ que converge a g ∈ ∆, entonces la sucesión 〈gn(i)〉n<ω en Ui converge
a g(i) ∈ Ui para todo i < ω. Como gn(i) = gn(j) y g(i) = g(j) para todo i, j < ω se
tiene que 〈gn(i)〉n<ω es una sucesión en Y =

⋂
{Un n < ω} convergente a g(i) ∈ Y

para todo i < ω. Fijemos i < ω y observemos que gn(i) = f−1(gn) y g(i) = f−1(g),
entonces 〈f−1(gn)〉n<ω es una sucesión en Y convergente a f−1(g). Por lo tanto f−1

es continua y f es un homeomorfismo. Como Y es homeomorfo a ∆ y este es un
espacio Polaco entonces Y es un espacio Polaco.

Ahora supongamos que Y es un subespacio Polaco de (X, τ ). Sean d una métrica
compatible con la topología en X y d0 una métrica completa en Y compatible con
su topología de subespacio. Para cada n ∈ Z+ sea

Vn =
⋃{

W ⊆ X W ∈ τ , diamd(W ) 6
1

n
,W ∩ Y 6= ∅, diamd0(W ∩ Y ) 6

1

n

}
,

donde diamρ(A) = sup {ρ(x, y) x, y ∈ A} el diámetro de A ⊆ X bajo la metríca ρ
y denotemos por Bρ

r (x) a la bola abierta de radio r con centro en x en el espacio
que esta definida ρ . Entonces Vn es abierto en X para todo n ∈ Z+.

Dado y ∈ Y y n ∈ Z+, como d y d0 generan la misma topología en Y existe
r > 0 tal que

Bd0
r (y) ⊆ Bd

1
2n

(y) ∩ Y.

Sea r′ = mı́n{r, 1
2n
} > 0, entonces existe r′′ > 0 tal que

Bd
r′′(y) ∩ Y ⊆ Bd0

r′ (y).

Sea W = Bd
r′′′(y) ⊆ X con r′′′ = mı́n{ 1

2n
, r′′}. Tenemos que W es abierto en X y

y ∈ W ∩ Y . Como r′′′ 6 1
2n

tenemos que

diamd(W ) = diamd(B
d
r′′′(y)) 6 2r′′′ 6

1

n
.

Por otro lado, como
W ∩ Y ⊆ Bd0

r′ (y)



56 Capítulo 2. Conjuntos de Bernstein

tenemos

diamd0(W ∩ Y ) 6 diamd0(B
d0
r′ (y)) 6 2r′ 6

1

n
.

Con esto vemos que W ⊆ Vn y y ∈ W , por lo que y ∈ Vn para todo y ∈ Y , es decir,
Y ⊆ Vn para todo n ∈ Z+. Por lo tanto

Y ⊆
⋂{

Vn n ∈ Z+
}
.

Como Y ⊆ clX(Y ) entonces

Y ⊆ clX(Y ) ∩
(⋂{

Vn n ∈ Z+
})

.

Sea x ∈ clX(Y ) ∩ (
⋂
{Vn n ∈ Z+}), entonces existe {Wn n ∈ Z+} una familia

de vecindades abiertas en X de x tales que diamd(Wn) 6 1
n
, diamd0(Wn) 6 1

n
y

para todo n ∈ Z+. Para cada n ∈ Z+ definimos

W ′
n =

⋂
{Wm m 6 n}

el cual es vecindad abierta de x y como x ∈ clX(Y ) tenemos que W ′
n ∩ Y 6= ∅, de

esta manera podemos construir una sucesión 〈xn〉n∈Z+ en Y tal que xn ∈ W ′
n.

Para todo n ∈ Z+, como W ′
n ⊆ Wn, tenemos que x, xn ∈ Wn y diamd(Wn) 6 1

n
,

entonces d(x, xn) 6 1
n
. Por lo tanto 〈xn〉n∈Z+ es d-convergente a x. Por otro lado,

dados N < ω y n,m > N tenemos que W ′
n,W

′
m ⊆ WN por lo que xn, xm ∈ WN ∩Y

y, como diamd0(WN ∩ Y ) 6 1
N
, entonces d0(xn, xm) 6 1

N
para todo n,m > N , es

decir, 〈xn〉n∈Z+ es una sucesión d0-Cauchy en Y . Como d0 es completa en Y existe
y ∈ Y tal que 〈xn〉n∈Z+ es d0-convergente a y. Como las métricas d y d0 generan
la misma topología en Y , 〈xn〉n∈Z+ es d-convergente a y. Más aun, los límites son
únicos en espacios métricos y 〈xn〉n∈Z+ tambien converge a x por lo que x = y ∈ Y .
Con esto se demuestra la contención clX(Y ) ∩ (

⋂
{Vn n ∈ Z+}) ⊆ Y .

De esta manera obtenemos que:

clX(Y ) ∩
(⋂{

Vn n ∈ Z+
})

= Y.

Como X es métrico los subconjuntos cerrados son del tipo Gδ y por lo tanto Y es
intersección de dos conjuntos del tipo Gδ y por lo tanto es del tipo Gδ.
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Conjunto de Cantor

Definición 2.3.5. El discontinuo de Cantor es el producto topológico de una
cantidad numerable de copias del conjunto {0, 1} con su topología discreta y se
denota 2ω.

Observemos que la métrica discreta induce la topología discreta y esta métrica es
completa pues toda sucesión de Cauchy es constante. En el caso en que el conjunto
sea numerable el conjunto es separable, en particular tenemos que el conjunto {0, 1}
con la topología discreta es un espacio Polaco y por el Teorema 2.3.3 el discontinuo
de Cantor es un espacio Polaco. Más aun, por el Teorema de Tychonoff 2ω es
compacto, aunque no es necesario el Axioma de Elección para demostrar esto.

Teorema 2.3.6. El discontinuo de Cantor es perfecto.

Demostración. Sea α ∈ 2ω y U ⊆ 2ω una vecindad abierta de α. Como 2ω tiene la
topología producto existe N < ω tal que α ∈

⋂{
ρ−1
i [{α(i)}] i < N

}
⊆ U , donde

ρi : 2ω → {0, 1} es la proyección en el i-ésimo factor. Sea β ∈ 2ω dada por

β(n) =


α(n) si n < N

1− α(N) si n = N
0 si N < n < ω

Entonces β ∈
⋂{

ρ−1
i [{α(i)}] i < N

}
\ {α} y por lo tanto 2ω es perfecto.

Recordemos que 2ω es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor en R.

Definición 2.3.7. El conjunto ternario de Cantor es el espacio topológico dado
por:

C =

{
x ∈ [0, 1] x =

∞∑
n=1

ai
3n
, ai ∈ {0, 2}

}
,

es decir, aquellos elementos cuya expansión en base 3 se puede escribir con coefi-
cientes en {0, 2} y la topología que hereda como subespacio de R con su topolgía
usual.

El discontinuo de Cantor es un espacio Polaco universal en el sentido en que
todo espacio Polaco perfecto contiene una “copia” de este, es decir, contiene un
subconjunto homeomorfo a este.
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Definición 2.3.8. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y .
Se dice que f es un encaje si f es inyectiva y f : X → f [X] es un homeomorfismo.

Dado un espacio polaco perfecto (X, τ ) podemos definir recursivamente para
cada natural n < ω una familia {Uk k < 2n} de abiertos de una manera análoga a
la que se realiza en la construcción del conjunto ternario de Cantor en R por lo que
pareciera que esta construcción nos llevara, de la misma manera que en caso real,
al conjunto de Cantor deseado. Para demostrar esto se formaliza esta idea con los
llamados esquemas.

Definición 2.3.9. Dado un conjunto no vacío A se define A<ω como el conjunto
de sucesiones finitas en A, es decir:

A<ω =
⋃
{An n < ω} .

Observemos que A0 solo continene la sucesión vacía.

Dados s ∈ An, t ∈ Am se define la longitud de s como |s| = n y la concatenación
de s y t como:

ŝ t : n+m→ A ŝ t(k) =

{
ŝ t(k) = s(k) si k < n

ŝ t(k) = t(k − n) si n 6 k < n+m
.

Más aun, si α ∈ Aω y n < ω entonces α|n ∈ An es la restricción de α a n, de
la misma manera s|k ∈ Ak para s ∈ An y k < n.

Por otro lado, se dice que s, t ∈ A<ω son compatibles si existe n < ω tal que
s|n = t ó t|n = s. Se dice que son incompatibles si no son compatibles.

Definición 2.3.10. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y d una métrica en X completa
compatible. Sea A un conjunto no vacío. Un esquema de Souslin es una familia
{Fs s ∈ A<ω} ⊆ P(X) tal que:

i) cl(Fsˆt) ⊆ Fs para todo s, t ∈ A<ω;

ii) ĺımn→∞ diam
(
Fα|n

)
= 0 para todo α ∈ Aω.

Más aun, se dice que {Fs s ∈ A<ω} ⊆ P(X) es un esquema de Lusin si además
de satisfacer i) y ii) satisface:

iii) Fs ∩ Ft = ∅ para todo s, t ∈ A<ω incompatibles.
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Por último, un esquema de Cantor es un esquema de Lusin {Fs s ∈ A<ω} en donde
A = {0, 1} = 2 y Fs es un subconjunto cerrado y no vacío para todo s ∈ A<ω.

Teorema 2.3.11. Sea {Fs s ∈ A<ω} un esquema de Souslin y consideremos la
topología producto en Aω donde cada factor tiene la topología discreta. Entonces:

i) El conjunto D =
{
α ∈ Aω Fα|n 6= ∅ para todo n < ω

}
es cerrado;

ii)
⋂{

Fα|n n < ω
}

=
⋂{

cl
(
Fα|n

)
n < ω

}
es un singulete para todo α ∈ D;

iii) Existe f : D → X asociada al esquema {Fs s ∈ Aω} continua tal que:

{f(α)} =
⋂{

Fα|n n < ω
}

;

iv) Si F∅ = X y para todo s ∈ A<ω se cumple que Fs =
⋃
{Fsˆn n ∈ A} entonces

f es suprayectiva;

v) Si {Fs s ∈ A<ω} es un esquema de Lusin, entonces f es inyectiva;

vi) Si {Fs s ∈ A<ω} es un esquema de Cantor, entonces f es un encaje.

Demostración.

i) Sea α ∈ Aω \D, entonces existe n < ω tal que Fα|n = ∅. Para cada i < ω sea
ρi : Aω → A la proyección en el i-ésimo factor. Sea U =

⋂{
ρ−1
i [{α(i)}] i < n

}
,

entonces U es un básico en la topología producto y α ∈ U . Sea β ∈ U , entonces
β|n = α|n y por lo tanto Fβ|n = Fα|n = ∅, es decir, β ∈ Aω \ D. Por lo tanto
α ∈ U ⊆ Aω \D y Aω \D es abierto, es decir, D es cerrado.

ii) Para cada α ∈ D y cada n < ω se tiene que α|n ∈ A<ω, por lo que podemos
considerar el elemento Fα|n 6= ∅, más aun, por la condición i) de la definción se tiene
que

⋂{
Fα|n n < ω

}
=
⋂{

cl
(
Fα|n

)
n < ω

}
y por el Teorema de Intersección de

Cantor, el cual se sigue de la completez, para cada α ∈ D existe x ∈ X tal que
{x} =

⋂{
Fα|n n < ω

}
.

iii) Por ii) para cada α ∈ D existe x ∈ X tal que {x} =
⋂{

Fα|n n < ω
}
. Esto

define una función f : D → X de tal manera que {f(α)} =
⋂{

Fα|n n < ω
}
. Para

ver que f es continua es suficiente ver que para todo α ∈ D y r > 0 existe U ⊆ Aω

abierto tal que α ∈ U ⊆ f−1(Br(α)). Dada r > 0 y α ∈ Aω existe n < ω tal que
diam

(
Fα|n

)
< r. Entonces α ∈

⋂{
ρ−1
i [{α(i)}] i < n

}
y este es un básico en Aω.
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Para todo β ∈
⋂{

ρ−1
i [{α(i)}] i < n

}
se tiene que α|n = β|n y f(β) ∈ Fβ|n = Fα|n ,

por lo tanto d(f(β), f(α)) 6 diam
(
Fα|n

)
< r, es decir, f(β) ∈ Br(f(α)). Por lo

tanto
⋂{

ρ−1
i [{α(i)}] i < n

}
⊆ f−1[Br(f(α))] y f es continua.

iv) Sea x ∈ X, definamos de manera inductiva una función α ∈ D ⊆ Aω tal que
x ∈ Fα|n . Sea n = 0, entonces X = F∅ =

⋃
{Fk k ∈ A} por lo que existe k0 ∈ A

tal que x ∈ Fk0 , hagamos α(0) = k0. Supongamos que para n < ω esta definido
α(n), entonces x ∈ Fα|n =

⋃{
Fα|nˆk k ∈ A

}
por lo que existe kn+1 ∈ A tal que

x ∈ Fα|nˆkn+1 , hagamos α(n + 1) = kn+1. De esta manera queda definida α ∈ Aω
y como x ∈ Fα|nˆk tenemos que Fα|nˆk 6= ∅ para todo n < ω, es decir, α ∈ D.
Más aun, x ∈

⋂{
Fα|n n < ω

}
= {f(α)} y entonces x = f(α). Por lo tanto f es

suprayectiva.

v) Sean α, β ∈ D distintos, entonces existe n < ω tal que α(n) 6= β(n). En particular,
α|n+1 y β|n+1 son incompatibles por lo que, al {Fs s ∈ 2ω} ser un esquema de
Lusin, se tiene que Fα|n ∩ Fβ|n = ∅. Como f(α) ∈ Fα|n y f(β) ∈ Fβ|n se tiene que
f(α) y f(β) son distintos. Por lo tanto f es inyectiva.

vi) Por v) f es inyectiva y por iii) f es continua. Consideremos f : 2ω → f [2ω],
entonces f es una biyección y es continua, además toda función biyectiva y continua
con dominio compacto y cuya imagen es de Hausdorff es un homeomorfismo. Como
2ω es compacto y f [2ω] ⊆ X es de Hausdorff por ser metrizable, entonces f es un
encaje.

Teorema 2.3.12. Sea (X, τ ) un espacio Polaco. Si X es perfecto entonces existe
un encaje de 2ω en X.

Demostración. Sea d una métrica completa en X compatible con su topología. De
manera inductiva, sobre la longitud de s ∈ 2ω, definamos un esquema de Souslin de
abiertos no vacíos {Us s ∈ 2<ω} de tal manera que cl(Us) ∩ cl(Ut) = ∅ para todo
s, t ∈ 2<ω incompatibles. Si |s| = 0, entonces s solamente puede ser la función vacia,
definimos Us = X. Supongamos que para cierta s ∈ 2<ω Us ha sido definido. Como
X es perfecto no contiene puntos aislados, es decir, existen x0, x1 ∈ Us distintos.
Como Us es abierto existen r0, r1 > 0 tales que para i ∈ {0, 1}

cl(Bri(xi)) ⊆ Us.

Sea r = mı́n
{

1
3
d(x1, x2), 1

2(|s|+1) , r1, r2

}
y sean Usˆ0 = Br(x0) y Usˆ1 = Br(x1).

Entonces
cl(Usˆi) ⊆ Us y diam(Usˆi) 6

1

2|s|
, Usˆi ⊆ Us
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para i ∈ {0, 1} y cl(Usˆ0) ∩ cl(Usˆ1) = ∅. De esta manera queda definida la familia
{Us s ∈ 2<ω} y claramente esta es un esquema de Souslin.

A partir de esta familia definimos Fs = cl(Us) para todo s ∈ 2<ω. Entonces,
como cl(Us)∩cl(Ut) = ∅ para todo s, t ∈ 2<ω incompatibles, la familia {Fs s ∈ 2<ω}
es un esquema de Cantor. Por el Teorema 2.3.11 la función f : 2ω → X asociada al
esquema {Fs s ∈ 2<ω} es un encaje.

Por último veamos otra propiedad que hace al discontinuo de Cantor universal,
esta es que todo espacio métrico compacto es imagen continua del discontinuo de
Cantor.

Definición 2.3.13. El cubo de Hilbert es el producto topológico
∏

n<ω I = Iω donde
I denota al intervalo [0, 1] ⊆ R con su topología usual.

Lema 2.3.14. Si (X, τ ) es un espacio Polaco entonces existe f : X → Iω continua
e inyectiva. Más aun, si (X, τ ) es compacto f es un encaje.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que d 6 1 metriza la
topología en X. Sea D = {xn n < ω} ⊆ X un subconjunto denso. Sea f : X → Iω

tal que (f(x))(n) = d(x, xn), como d 6 1 se tiene que f esta bien definida. Como
cada proyección de f es de la forma d(_, xn) para algún n < ω, la cual es continua,
se tiene que f es continua. Sean x, y ∈ X tales que f(x) = f(y) como D es denso
existe una sucesón 〈yn〉k<ω en D convergente a x, es decir, ĺımn→∞ d(x, yn) = 0.
Como f(x) = f(y) y yn ∈ D para todo n < ω se tiene que d(x, yn) = d(y, yn) y por
lo tanto ĺımn→∞ d(y, yn) = 0, es decir, 〈yn〉n<ω converge a y. Como X es métrico
los límites son únicos, es decir, x = y y por lo tanto f es inyectiva. Por último, si X
es compacto entonces f es un homeomorfismo con su imagen al ser Iω de Hausdorff,
es decir, f es un encaje.

Lema 2.3.15. El intervalo [0, 1] ⊆ R es imagen continua del discontinuo de Cantor.

Demostración. Sea f : 2ω → [0, 1] dada por α 7→
∑∞

n=0
α(n)
2n+1 . Como todo número se

puede escribir en expansión binaria f es suprayectiva. Sea α ∈ 2ω, r > 0 y N < ω
tal que

∞∑
n=N

1

2n+1
< r.

Sea U =
⋂
{ρ−1

n [{α(n)}] n < N}, entonces α ∈ U ⊆ 2ω y U es un básico en la
topología producto. Sea β ∈ U , entonces α(n) = β(n) para todo n < N y por lo
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tanto

|f(α)− f(β)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=N

α(n)− β(n)

2n+1

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=N

|α(n)− β(n)|
2n+1

6
∞∑
n=N

1

2n+1
< r,

es decir, β ∈ Br(α). Por lo tanto f [U ] ⊆ Br(α) y f es continua.

Lema 2.3.16. El producto topologíco
∏

n<ω 2ω es homeomorfo a 2ω.

Demostración. Para cada n < ω definimos el conjunto Dn ⊆ ω como:

Dn =
{
k < ω 2n | k y 2n+1 - k

}
.

Por el Teorema Fundamental de la Aritmética {Dn n < ω} es una partición de ω
y como 2np ∈ Dn para todo p primo mayor que 2 se tiene que card(Dn) = ω. De
esta manera se tiene que 2ω es homeomorfo a

∏
k∈Dn{0, 1} para cada n < ω y por

lo tanto
∏

n<ω 2ω es homeomorfo a
∏

n<ω

∏
k∈Dn{0, 1}. Por lo anterior es suficiente

demostrar que este último es homeomorfo a 2ω.

Sea: f :
∏

n<ω

∏
k∈Dn{0, 1} → 2ω dada por (f(α))(k) =

∑
n<ω(α(n))(k)χDn(k)

para cada n < ω. Como {Dn n < ω} es partición de ω la suma en f(α) solo contiene
un termino no nulo por lo que f esta bien definida. Sean α, β ∈

∏
n<ω

∏
k∈Dn{0, 1}

tales que f(α) = f(β). Sea n < ω y k ∈ Dn, entonces

(α(n))(k) = (f(α))(k) = (f(β))(k) = (β(n))(k).

Por lo tanto (α(n))(k) = (β(n))(k) para todo n < ω y para todo k ∈ Dn, es decir,
α = β y por lo tanto f es inyectiva. Para β ∈ 2ω sea α ∈

∏
n<ω

∏
k∈Dn{0, 1} tal que

(α(n))(k)) = β(k) para cada n < ω y k ∈ Dn. Veamos que f(α) = β y para esto
sea k < ω, entonces

(f(α))(k) =
∑
n<ω

(α(n))(k)χDn(k) =
∑
n<ω

β(k)χDn(k) = β(k),

por lo que β = f(α), es decir, f es suprayectiva y por la tanto una biyección. Como∏
n<ω

∏
k∈Dn{0, 1} es compacto y 2ω es de Hausdorff es suficiente ver que f es

continua para que f sea un homeomorfismo. Además, f es continua si y solamente
si ρk ◦ f es continua para toda k < ω, donde ρi : 2ω → {0, 1} es la proyección
en el i-ésimo factor. Fijemos k < ω, entonces existe un único n < ω tal que
k ∈ Dn. Sean π1

n :
∏

m<ω

∏
l∈Dm{0, 1} →

∏
l∈Dn{0, 1} y π

2
k :
∏

l∈Dn{0, 1} → {0, 1}
las proyecciones correspondientes. Por un lado, para α ∈

∏
m<ω

∏
l∈Dn{0, 1}

ρk ◦ f (α) = (f(α))(k) =
∑
i<ω

(α(i))(k)χDi(k) = (α(n))(k).
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Por otro lado para j ∈ {0, 1}

(π2
k)
−1[{j}] =

{
x ∈

∏
i∈Dn

{0, 1} x(k) = j

}

es abierto en la topología producto de
∏

l∈Dn{0, 1} y por lo tanto (π1
n)−1 [(π2

k)
−1[{j}]]

es abierto en la topología producto de
∏

m<ω

∏
l∈Dn{0, 1}. Además, tenemos que:

(π1
n)−1

[
(π2

k)
−1[{j}]

]
=

{
α ∈

∏
m<ω

∏
l∈Dm

{0, 1} α(n) ∈ (π2
k)
−1[{j}]

}

=

{
α ∈

∏
m<ω

∏
l∈Dm

{0, 1} (α(n))(k) = j

}

=

{
α ∈

∏
m<ω

∏
l∈Dm

{0, 1} ρk ◦ f (α) = j

}
= (ρk ◦ f )−1[{j}].

Por lo tanto, (ρk ◦ f )−1[{j}] es abierto en la topología producto de
∏

m<ω

∏
l∈Dm{0, 1}

para todo j ∈ {0, 1}, es decir, ρk ◦ f es continua para todo k < ω. De esta forma
se tiene que f es continua y por lo tanto un homeomorfismo.

Lema 2.3.17. El cubo de Hilbert Iω es imagen continua del discontinuo de Cantor.

Demostración. Por el Lema 2.3.16 podemos considerara al discontinuo de Cantor
como

∏
n<ω 2ω. Por el Lema 2.3.15 existe g : 2ω → I continua y suprayectiva. Sea

f :
∏

n<ω 2ω → Iω tal que para cada n < ω se tiene que (f(x))(n) = g(x(n)). Como
cada proyección de f es igual a la composición de una proyección de

∏
n<ω 2ω, la

cual es continua y suprayectiva, y g, la cual tambien es continua y suprayectiva, se
tiene que f es continua y suprayectiva.

Definición 2.3.18. Sea (X, τ ) un espacio topológico y C ⊆ X. Se dice que C es
un retracto de X si existe r : X → C continua tal que r|C = idC y en este caso se
dice que r es una retracción.

Lema 2.3.19. Sea (X, τ ) un espacio topológico de Hausdorff y C ⊆ X un retracto
de X, entonces C es cerrado.

Demostración. Sea r : X → C una retracción y x ∈ X \ C, entonces r(x) ∈ C por
lo que x 6= r(x). Como X es de Hausdorff existen U, V ⊆ X abiertos en X tales
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que x ∈ U , r(x) ∈ V y U ∩ V = ∅. Como r es continua y V ∩ C es abierto en C
se tiene que W = r−1[V ∩ C] ∩ U es abierto en X, más aun x ∈ W . Sea y ∈ W ,
entonces y ∈ U y r(y) ∈ V ∩ C ⊆ V por lo que y 6= r(y), como r|C = idC se tiene
que y ∈ X \C. Por lo tanto existe W una vecindad abierta de x tal que W ⊆ X \C
para todo x ∈ X \ C, es decir, C es cerrado.

El siguiente lema da un reciproco parcial al Lema 2.3.19.

Lema 2.3.20. Sea X = Aω con la topología producto de factores discretos. Entonces,
todos los subconjuntos cerrados y no vaciós de X son retractos de X.

Demostración. Sea C ⊆ X un subconjunto cerrado no vacío. Para cada s ∈ A<ω
sea Us =

⋂{
ρ−1
i [{s(i)}] i < |s|

}
, donde ρi : Aω → A denota la proyección en el

i-ésimo factor, entonces Us es vecindad abierta de s en la topología producto de
Aω y

{
Uα|n n < ω

}
es una base local de α para cada α ∈ Aω. Observemos que

U∅ = X.

Sea B = {s ∈ A<ω Us ∩ C 6= ∅} y f : B → C una función de elección de la
familia {Us ∩ C s ∈ B} (si A es a lo más numerable esta familia tambien lo es, por
lo que solo se requieren formas numerable del Axioma de Elección).

Definamos una función r : X → C. Si α ∈ C entonces r(c) = c. Por otro
lado, si α ∈ X \ C existe k0 < ω un natural tal que Uα|k0

⊆ X \ C ya que los
conjuntos de esta forma son una base para la topología producto. Sea k < ω el
menor natural tal que Uα|k ⊆ X \ C. Como α|0 = ∅ y U∅ = X se tiene que k > 0,
por lo tanto k−1 < ω y Uα|k−1

∩C 6= ∅, es decir, α|k−1 ∈ B. En este caso definimos
r(α) = f

(
α|k−1

)
∈ C y de esta manera queda definida r : X → C.

Veamos que r es continua. Sea α ∈ X \ C, para todo n < ω y β ∈ Uα|n se tiene
que β(i) = α(i) para todo i < n, por lo que β|n = α|n. Sea k < ω el menor natural
tal que Uα|k ⊆ X \ C, entonces k es el menor natural tal que Uβ|k ⊆ X \ C para
todo β ∈ Uα|k , pues β|k = α|k. Entonces, r(β) = f (β|k) = f (α|k) = r(α), es decir,
r es constante en una vecindad abierta de α y por lo tanto es continua en α. Por
otro lado, si α ∈ C, entonces r(α) = α y es suficiente ver que r

[
Uα|k

]
⊆ Uα|k ∩ C

para todo k < ω. Sea k < ω y β ∈ Uα|k , entonces β|k = α|k. Si β ∈ C, entonces
r(β) = β ∈ Uα|k ∩C. Si β ∈ X \C entonces existe k0 < ω el menor natural tal que
Uβ|k0

⊆ X \ C y como α ∈ Uα|k ∩ C = Uβ|k ∩ C tenemos que k < k0. En este caso
r(β) = f

(
β|k0

)
∈ Uβ|k0

∩ C, entonces (r(β)) (i) = β(i) para todo i < k0. Como
k < k0 y α(i) = β(i) para todo i < k tenemos que (r(β)) (i) = β(i) = α(i) para todo
i < k entonces, r(β) ∈ Uα|k ∩ C para todo β ∈ Uα|k , es decir, r

[
Uα|k

]
⊆ Uα|k ∩ C.
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Con esto obtenemos que r es continua y por definición r|C = idC , es decir, r es una
retracción y por lo tanto C es un retracto de X.

Teorema 2.3.21. Todo espacio métrico compacto es imagen continua del disconti-
nuo de Cantor.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Por el Lema 2.3.14 existe
f : X → Iω un encaje. Como f es continua, entonces f [X] es compacto en Iω, el cual
es de Hausdorff y por lo tanto f [X] es cerrado en Iω. Entonces X es homeomorfo a
un subconjunto cerrado de Iω por lo que es suficiente probar el resultado para los
subconjuntos cerrados de Iω.

Sea C ⊆ Iω un subconjunto cerrado no vacío. Por el Lema 2.3.17 existe g : 2ω →
Iω continua y suprayectiva. Como g es continua y C ⊆ X es cerrado, entonces
g−1[C] ⊆ 2ω es cerrado. Por el Lema 2.3.20 existe un retracción r : 2ω → g−1[C], en
particular r es continua y suprayectiva. Entonces la composición g ◦ r : 2ω → C
es continua y suprayectiva, es decir, C es la imagen continua del discontinuo de
Cantor.

Teorema de Cantor-Bendixson

El Teorema de Cantor-Bendixson es una herramienta muy importante en la
teoría descripitiva de conjuntos pues este nos da una descomposición de un espacio
Polaco en terminos de un conjunto perfecto y uno a lo más numerable. Con este
resultado se puede concluir que los conjuntos que aceptan una topología polaca
cumplen la Hipótesis del Continuo.

Definición 2.3.22. Sea (X, τ ) un espacio topológico y A ⊆ X. Se dice que x ∈ X
es un punto de acumulación en A si para todo U vecindad de x se cumple ∅ 6=
(U \ {x}) ∩ A y al conjunto de todos estos se denota por

Ad = {x ∈ X x es un punto de acumulación de A} .

Más aun, x es un punto de condensación de A si card(A ∩ U) > ω para toda U
vecindad de x y denotamos como

A• = {x ∈ X x es un punto de condensación de A} .

Empezamos con algunas propiedades básicas de los operadores d y •.
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Lema 2.3.23. Sea (X, τ ) un espacio metrizable, A,B ⊆ X y J ⊆ P(X) entonces:

i) A• ⊆ Ad ⊆ cl(A);

ii) (A ∪B)• = A• ∪B• y (A ∪B)d = Ad ∪Bd

iii)A ⊆ B ⇒ A• ⊆ B•

iv) A• = cl(A•)

v) Add ⊆ Ad

vi) cl(A) = A ∪ Ad

vii)
⋃{

Ad A ∈ J
}
⊆ (
⋃
J )d

Demostración.

i) Si x ∈ A• entonces toda vecindad de x intersecta a A en una cantidad no
numerable de puntos, por lo tanto lo intersecta en más de un punto lo cual prueba
que A• ⊆ Ad. Si x ∈ Ad entonces toda vecindad de x intersecta a A al menos en un
punto distinto a x y en particular intersecta a A por lo cual Ad ⊆ cl(A).

ii) Sea x ∈ (A∪B)•. Supongamos que existe U vecindad de x tal que card(U∩B) 6 ω
y en este caso veamos que x ∈ A• (si no existe tal vecindad entonces x ∈ B•). Sea
V otra vecindad de x, como U ∩ V es vecindad de x tenemos que:

card((U ∩ V ) ∩ (A ∪B)) > ω,

y por lo tanto:

card(U ∩ V ∩ A) > ω o card(U ∩ V ∩B) > ω.

Como card(U ∩ V ∩B) 6 card(U ∩B) 6 ω se tiene que

card(V ∩ A) > card(V ∩ U ∩ A) > ω,

esto para toda vecindad V de x, es decir, x ∈ A•. Por lo tanto obtenemos que
(A ∪B)• ⊆ A• ∪B•. La otra contención es inmediata puesto que si toda vecindad
intersecta a A (o a B) en un conjunto no numerable entonces intersecta a la unión
(A ∪B) en un conjunto no numerable. El caso para el operador d es análogo.
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iii) Supongamos que A ⊆ B. Sea x ∈ A• y U una vecindad de x. Como U∩A ⊆ U∩B
entonces:

ω < card(U ∩ A) 6 card(U ∩B)

y por lo tanto x ∈ B•.

iv) Es sufiente ver que cl(A•) ⊆ A•. Sea x ∈ cl(A•) y U una vecindad abierta de x,
entonces existe y ∈ A• ∩ U . Como U es vecindad de y y y ∈ A• tenemos que U ∩A
es no numerable, es decir, toda vecindad U de x intersecta a A en un conjunto no
numerable y x ∈ A•.

v) Sea x ∈ Add y U una vecindad abierta de x, entonces existe y ∈ (U \ {x}) ∩ Ad.
Como U es vecindad de y y y ∈ Ad, entonces card(U ∩A) > 1 para toda U vecindad
abierta de x, es decir, x ∈ Ad.

vi) Primero veamos que cl(A) ⊆ A ∪ Ad. Sea x ∈ cl(A) \ A y U una vecindad
de x. Como x ∈ cl(A) entonces U intersecta a A y como x /∈ A se tiene que
∅ 6= (U \ {x}) ∩ A, es decir, x ∈ Ad. Por otro lado A ⊆ cl(A) por lo que es sufiente
ver que Ad ⊆ cl(A) pero toda vecindad de x que intersecta a A en un punto distinto
de x intersecta a x. Por lo tanto cl(A) = A ∪ Ad.

vii) Sea x ∈
⋃{

Ad A ∈ J
}
y U una vecindad de x, entonces existe A ∈ J tal que

x ∈ Ad y por lo tanto

∅ 6= (U \ {x}) ∩ A ⊆ (U \ {x}) ∩
⋃
J ,

es decir, x ∈ (
⋃
J )d.

Teorema 2.3.24. Sea (X, ρ) un espacio métrico separable y A ⊆ X, entonces

card(A \ A•) 6 ω.

Demostración. Sea {Gn n < ω} una base numerable para la topología de (X, ρ).
Para cada x ∈ A \ A• existe un abierto U tal que x ∈ U y card(U ∩ A) 6 ω. Más
aun, existe nx < ω tal que x ∈ Gnx ⊆ U y por lo tanto card(Gnx∩A) 6 ω. Entonces

A \ A• ⊆
⋃
{Gnx ∩ A x ∈ A \ A•} .

Como hay una cantidad a lo más numerable de conjuntos Gnx ∩A esta es una unión
a lo más numerable de conjuntos a lo más numerables y por lo tanto es a lo más
numerable, es decir,

card(A \ A•) 6 card
(⋃
{Gnx ∩ A x ∈ A \ A•}

)
6 ω.
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Teorema 2.3.25 (Teorema de Cantor-Bendixson). Si (X, τ ) es un espacio separable
y metrizable, entonces existe P ⊆ X perfecto tal que card(X \ P ) 6 ω. Más aun, si
(X, τ ) es Polaco entonces este conjunto es único.

Demostración. Sea P = X•, entonces por el Lema 2.3.24 el conjunto X \ P es a lo
más numerable. Por el Lema 2.3.23 cl(X•) = X•, es decir, P es cerrado, por lo que
es suficiente demostrar que P ⊆ P d. De hecho probaremos que P ⊆ P •. Sea x ∈ P
y U una vecindad de x, entonces es suficiente ver que card(U ∩ P ) > ω. Como x es
punto de condensación de X se tiene que

card(U) = card(U ∩X) > ω.

Por otro lado, X \ P es a lo más numerable y U = (P ∩ U) ∪ (U ∩ (X \ P )), por lo
que

card(U ∩ P ) > ω.

Con esto hemos probado que P = P d = P • y P es el conjunto perfecto buscado.

Para probar la unicidad supongamos que (X, τ ) es polaco y sea P1 ⊆ X perfecto
tal que card(X \ P1) 6 ω. Como todo conjunto perfecto es cerrado tenemos que
X \ P1 es abierto. Sea x ∈ X \ P1 y U una vecindad abierta de x contenida en
X \ P1, entonces

card(U ∩X) = card(U) 6 card(X \ P1) 6 ω

y por lo tanto x no es punto de condensación de X, es decir, x ∈ X \ P . Por lo
tanto X \ P1 ⊆ X \ P , es decir, P ⊆ P1. Sea x ∈ P1 y U una vecindad abierta de
x. Como P1 es perfecto es cerrado y por X ser metrizable es del tipo Gδ. Por el
Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4) podemos considerar a P1, con su topología
de subespacio, como un espacio Polaco. Entonces el conjunto U ∩ P1 es abierto en
la topología de subespacio de P1 y por lo tanto es del tipo Gδ en el subespacio P1.
Por el Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4) aplicado al conjunto U ∩ P1 en el
espacio Polaco P1 obtenemos que U ∩ P1 es un espacio Polaco y como x ∈ U ∩ P1

es no vacío. Veamos que U ∩ P1 es un espacio Polaco perfecto. Sea y ∈ U ∩ P1,
entonces toda vecindad abierta de y en U ∩ P1 es de la forma V ∩ U ∩ P1 con V
una vecindad abierta de y en X. Sea V una vecindad abierta de y en X, entonces
V ∩ U es vecindad abierta de y en X. Además, y ∈ P1 y P1 es perfecto en X, es
decir, y es punto de acumulación de P1 en X por lo que

∅ 6= ((V ∩ U) \ {y}) ∩ P1 = ((V ∩ U ∩ P1) \ {y}) ∩ (U ∩ P1),
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esto para toda V vecindad abierta de y en X, es decir, y es un punto de acumulación
de U ∩P1 en U ∩P1. Como esto se cumple para todo y ∈ U ∩P1 se tiene que U ∩P1

es perfecto en si mismo. El Teorema 2.3.12 nos dice que existe f : 2ω → X un
encaje, en particular f es inyectiva y por lo tanto card(U ∩P1) > card(2ω) = c > ω.
Entonces

card(U ∩X) = card(U) > card(U ∩ P1) > ω,

es decir, x ∈ X• = P . Con esto vemos que P1 ⊆ P lo cual termina la prueba.

Teorema 2.3.26. Sea (X, τ ) un espacio Polaco no numerable, entonces existe un
encaje de 2ω en X.

Demostración. Por el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema 2.3.25), existe P ⊆
X perfecto tal que card(X \ P ) 6 ω. Como X es no numerable se tiene que P 6= ∅.
Como P es perfecto es cerrado y por el Teorema 2.3.2, P es un espacio Polaco,es
decir, P es un espacio Polaco perfecto. El Teorema 2.3.12 nos garantiza la existencia
de un encaje de 2ω en P , entonces la composición de este encaje con la inclusión de
P en X es un encaje de 2ω en X.

Teorema 2.3.27. Sea X un espacio Polaco no numerable, entonces card(X) = c.

Demostración. Por el Teorema 2.3.14 existe f : X → Iω inyectiva, es decir:

card(X) 6 card([0, 1]ω) = card(cω) = c.

Por otro lado el Teorema 2.3.26 nos garantiza la existencia de un encaje g : 2ω → Xy
como g es inyectiva:

c = card(2ω) 6 card(X).

Por el Teorema de Cantor-Schröder-Bernstein card(X) = c.

Conjuntos Borelianos

En esta sección se desarrollan algunos resultados sobre la familia Bτ (X) de un
espacio Polaco (X, τ ). Más concretamente se demuestra que la cardinalidad de esta
familia es igual a la del continuo y que todo boreliano no numerable contiene un
subconjunto perfecto no vacío. Estos resultados se consiguen dotando a cualquier
boreliano con una topología de espacio Polaco.
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Definición 2.3.28. Sea 〈(Xi, τi)〉i∈I una familia de espacios topológicos. La suma
topológica de estos espacios se denota por

∑
i∈I Xi y esta dada por la unión ajena

de estos conjuntos (si no son ajenos se identifica a Xi con Xi×{i} para cada i ∈ I)
y la topológia en la cual un conjunto es abierto si su intersección con cada Xi es
abierto.

Lema 2.3.29. Sea 〈(Xi, τi)〉i∈I una familia a lo más numerable de espacios Polacos.
Entonces la suma topológica

∑
i∈I Xi es un espacio Polaco.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que los conjuntos {Xi i ∈ I}
son ajenos. Para cada i ∈ I sea Di ⊆ Xi un subconjunto denso en Xi a lo más
numerable y di una métrica completa en Xi. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que di(x, y) 6 1 para todo x, y ∈ Xi y para todo i ∈ I.

Veamos que D =
⋃
{Di i ∈ I} es denso en

∑
i∈I Xi. Sea U ⊆

∑
i∈I Xi abierto

no vacío, entonces existe i ∈ I tal que Xi ∩ U 6= ∅ y por definición U ∩ Xi es
abierto en Xi por lo que ∅ 6= Di ∩U ∩Xi ⊆ D∩U , es decir, D es denso en

∑
i∈I Xi.

Más aun, D es numerable por ser la unión ajena numerable de conjuntos a lo más
numerables y por lo tanto

∑
i∈I Xi es separable.

Definamos d :
∑

i∈I Xi ×
∑

i∈I Xi → R como

d(x, y) =

{
di(x, y) si x, y ∈ Xi para alguna i ∈ I

1 en otro caso

Claramente d es una métrica en
∑

i∈I Xi. Como la restricción de d a cada Xi

coincide con di y cada Xi es abierto en
∑

i∈I Xi se tiene que d metriza la topología
en
∑

i∈I Xi.

Por otro lado, si 〈xn〉n<ω es una sucesión d-Cauchy, existe n0 < ω tal que
d(xn, xm) < 1 para todo n,m > n0 y por lo tanto existe j ∈ I tal que xn ∈ Xj para
todo n > n0. La sucesión 〈xn+n0〉n<ω es dj-Cauchy pues la restriccón de d a Xj

coincide con dj, la cual es completa. Por lo tanto existe x ∈ Xj tal que 〈xn+n0〉n<ω
es dj-convergente a x, esto implica que 〈xn〉n<ω es d-convergente a x y por lo tanto
d es completa.

Lema 2.3.30. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y F ⊆ X cerrado, entonces existe
τ ′ ⊆ P(X) una topología polaca en X mas fina que τ tal que F,X \ F ∈ τ ′ y
Bτ (X) = Bτ ′(X).

Demostración. Sea F ⊆ X cerrado. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4)
tenemos que F y X \ F son espacios Polacos con sus topologías de subespacio.
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Como F y X \F son ajenos se tiene que su suma topológica es una topología en X
la cual denotaremos como (X, τ ′). Por el Lema 2.3.29 (X, τ ′) es un espacio Polaco.
Además para todo U ∈ τ tenemos que U ∩ F , U ∩ (X \ F ) ∈ τ ′ y por lo tanto
U = (U ∩ F ) ∪ (U ∩ (X \ F )) ∈ τ ′, es decir, τ ⊆ τ ′. Más aun, como X ∈ τ y
F = F ∩X, X \ F = X \ F ∩X tenemos que F,X \ F ∈ τ ′.

Sabemos que τ ⊆ τ ′ y que F ∈ τ ′, veamos que τ ′ es la menor topología en
X que contiene a τ ∪ {F}. Para esto sea τ ′′ otra topología en X que contiene a
τ ∪ {F} y A ∈ τ ′, entonces existen A1, A2 ∈ τ tales que:

A = (A1 ∩ F ) ∪ (A2 ∩ (X \ F )).

Como F es τ -cerrado tenemos que A2 \ F ∈ τ ⊆ τ ′′. Más aun, A1 ∈ τ ⊆ τ ′′ y
F ∈ τ ′′ por lo que A1 ∩ F ∈ τ ′′ con lo que vemos que A ∈ τ ′′, es decir, τ ′ ⊆ τ ′′.

Por último veamos que Bτ (X) = Bτ ′(X). Como τ ⊆ τ ′ ⊆ Bτ ′(X) y Bτ (X) es
la menor σ-álgebra que contine a τ tenemos que Bτ (X) ⊆ Bτ ′(X). Por otro lado,
Bτ (X) es una σ-álgebra que contiene a τ ∪ {F} por lo que τ ∪ {F} ⊆ τ ′ ∩Bτ (X).
Veamos que τ ′ ∩Bτ (X) es una topología en X. Como τ ′ es topología y Bτ (X) una
σ-álgebra se tiene que ∅, X ∈ τ ′ ∩Bτ (X) y para cualesquiera A1, A2 ∈ τ ′ ∩Bτ (X)
entonces A1 ∩ A2 ∈ τ ′ ∩ Bτ (X). Sea U ⊆ τ ′ ∩ Bτ (X), entonces

⋃
U ∈ τ ′ por

esta ser topología. Por otro lado, (X, τ ) es metrizable y separable, por lo tanto es
hereditariamente Lindelöf y la cubierta abierta U de

⋃
U admite una subcubierta

numerable U ′ ⊆ U , es decir,
⋃
U =

⋃
U ′. Más aun,

⋃
U ′ ∈ Bτ (X) pues U ′ ⊆

U ⊆ Bτ (X) y U ′ es numerable. De esta forma τ ′ ∩Bτ (X) es una topología en
X que contiene a τ ∪ {F}, como τ ′ es la menor de estas topologías tenemos que
τ ′ ⊆ τ ′ ∩Bτ (X), es decir, τ ′ ⊆ Bτ (X) y por lo tanto Bτ ′(X) ⊆ Bτ (X).

Lema 2.3.31. Sea X un conjunto no vacío y {τn n < ω} una familia de topologías
polacas en X de tal manera que

⋂
{τn n < ω} es una topología de Hausdorff,

entonces la topología τ generada por
⋃
{τn n < ω} es polaca.

Demostración. Sea f : X → Xω dada por (f(x))(n) = x para todo n < ω.
Consideremos a Xω con la topología producto de la familia 〈(X, τn)〉n<ω y a X con
la topología τ . Como cada proyección es igual a la identidad y τn ⊆ τ entonces
f es continua. Para ver que f es un encaje es suficiente ver que f : X → f [X] es
abierta. Sea n < ω, A ∈ τn y α ∈ f [A], entonces

W = {β ∈ Xω β(n) ∈ A}

es abierto en la topología producto y α ∈ W . Veamos que W ∩ f [X], un abierto en
f [X] se queda contenido en f [A]. Sea β ∈ W ∩ f [X], entonces existe x ∈ X tal que
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f(x) = β ∈ W y por lo tanto x = (f(x))(n) = β(n) ∈ A, es decir, existe x ∈ A tal
que f(x) = β. De esta forma tenemos f [A] es abierto para todo A ∈

⋃
{τn n < ω}.

Como f : X → f [X] es biyectiva y
⋃
{τn n < ω} es una subbase para τ tenemos

que f es abierta y por lo tanto f un encaje.

Veamos que f [X] es cerrado y para esto sea α ∈ Xω \ f [X], entonces existen
n,m < ω tales que α(n) 6= α(m). Por hipótesis existen U, V ∈

⋂
{τn n < ω}

ajenos tales que α(n) ∈ U y α(m) ∈ V . SeaW = {β ∈ Xω β(n) ∈ U y β(m) ∈ V },
entonces W es abierto en Xω, α ∈ W y W ⊆ X \ f [X] pues β(n) 6= β(m) para
todo β ∈ W .

Por el Teorema 2.3.3 Xω con la topología producto de la familia 〈(X, τn)〉n<ω
es un espacio Polaco y por el Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4) f [X] es un
espacio Polaco. Por lo tanto X es un espacio Polaco al ser homeomorfo a f [X].

Lema 2.3.32. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y B ∈ Bτ (X), entonces existe τB una
topología polaca en X mas fina que τ tal que B,X \B ∈ τB y Bτ (X) = BτB(X).

Demostración. Sea B el conjunto de borelianos para los cuales el enunciado es
cierto. Por el Lema 2.3.30 los subconjuntos cerrados de X pertenecen a B y como
estos generan a los borelianos es suficiente ver que B es una σ-álgebra. Como X es
cerrado, X ∈ B. Más aun, B ∈ B si y solamente si X \B ∈ B (la misma topología
sirve para ambos) por lo que basta ver que es cerrada bajo uniones numerables.

Sea {Bn n < ω} ⊆ B, B =
⋃
{Bn n < ω} y para cada n < ω sea τn una

topología polaca en X mas fina que τ tal que Bn, X \Bn ∈ τn y Bτn(X) = Bτ (X).
De esta manera B ∈ τ ′ donde τ ′ es la topología generada por

⋃
{τn n < ω}. Como

τ ⊆
⋂
{τn n < ω} y τ es de Hausdorff entonces

⋂
{τn n < ω} es de Hausdroff,

por el Lema 2.3.31 τ ′ es una topología polaca y B ∈ τ ′. De esta forma X \ B
es un subconjunto cerrado del espacio Polaco (X, τ ′) y por el Lema 2.3.30 existe
τB una topología polaca mas fina que τ ′ (y por lo tanto mas fina que τ ) tal que
B,X \B ∈ τB y BτB(X) = Bτ ′(X).

Por lo anterior solo resta verificar que Bτ ′(X) = Bτ (X). Como τ ⊆ τ ′ ⊆
Bτ ′(X), entonces Bτ (X) ⊆ Bτ ′(X). Por otro lado, τ ⊆ τn ⊆ τ ′ y Bτn(X) =
Bτ (X) para cada n < ω, por lo tanto

⋃
{τn n < ω} ⊆ Bτ (X) ∩ τ ′. Veamos

que Bτ (X) ∩ τ ′ es una topología en X. Claramente ∅, X ∈ Bτ (X) ∩ τ ′ y esta
es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea U ⊆ Bτ (X) ∩ τ ′, entonces

⋃
U ∈ τ ′

por esta ser topología. Por otro lado, (X, τ ) es metrizable y separable, por lo
tanto es hereditariamente Lindelöf y la cubierta abierta U de

⋃
U admite una

subcubierta numerable U ′ ⊆ U , es decir,
⋃
U =

⋃
U ′. Más aun,

⋃
U ′ ∈ Bτ (X) pues
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U ′ ⊆ U ⊆ Bτ (X)y U ′ es numerable. De esta forma τ ′ ∩Bτ (X) es una topología en
X que contiene a

⋃
{τn n < ω}, como τ ′ es la menor de estas topologías tenemos

que τ ′ ⊆ τ ′ ∩Bτ (X), es decir, τ ′ ⊆ Bτ (X) y por lo tanto Bτ ′(X) ⊆ Bτ (X).

Teorema 2.3.33. Sea (X, τ ) un espacio Polaco y B ∈ Bτ (X) con card(B) > ω,
entonces existe un encaje f : 2ω → B. En particular card(B) = c.

Demostración. Por el Teorema 2.3.32 existe una topología polaca τ ′ mas fina que
τ tal que B es τ ′-cerrado. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema 2.3.4) B con la
topología de subespacio de τ ′ es un espacio Polaco y por hipótesis es no numerable.
El Teorema 2.3.26 nos garantiza la existencia de un encaje f : 2ω → B. Basta
ver que f es un encaje con respecto a la topologá de subespacio de τ . Sea τ1 la
topología en f [2ω] que hereda de τ ′ y τ2 la topología en f [2ω] que hereda de τ ,
entonces (f [2ω], τ1) es compacto por ser un encaje, (f [2ω], τ2) es metrizable y por
lo tanto de Hausdorff. Más aun τ2 ⊆ τ1 pues τ ⊆ τ ′ por lo que τ1 = τ2 y por lo
tanto f es un encaje con respecto a la topología de subespacio de τ .

Por último tenemos un resultado sobre la cardinalidad de la familia de todos
los borelianos de un espacio polaco.

Teorema 2.3.34. Sea (X, τ ) un espacio Polaco entonces card(Bτ (X)) 6 c. Más
aun si X no es finito, entonces card(Bτ (X)) = c.

Demostración. Sea B ⊆ τ una base a lo más numerable para τ , entonces:

τ =
{⋃
U U ⊆ B

}
,

por lo que
card(τ ) 6 card(P(B)) = 2card(B) 6 2ω = c.

Dado C ⊆ P(X) tal que ∅ ∈ C denotamos por

Cc = {X \ C C ∈ C} y C∗ =
{⋃
U U ⊆ C ∪ Cc y card(U) = ω

}
.

De esta forma si C ⊆ Bτ (X), entonces C∗ ⊆ Bτ (X).

Definamos por inducción transfinita una familia {Bα α < ω1} ⊆ P(P(X)) como
B0 = τ y para α < ω1

Bα =
(⋃
{Bβ β < α}

)∗
.
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De esta manera tenemos que τ ⊆ Bβ ⊆ Bα ⊆ Bτ (X).

Sea
B =

⋃
{Bα α < ω1} .

Veamos que card(Bα) 6 c para todo α < ω1. Para α = 0 esto es cierto pues B0 = τ .
Sea α < ω1 y supongamos que card(Bβ) 6 c para todo β < α. Como α < ω1,
card(α) < ω1 6 c y por lo tanto

card(
⋃
{Bβ β < α}) 6 card(α) · c = c.

Si C ⊆ P(X) tal que ∅ ∈ C y card(C) 6 c, entonces card(Cc ∪ C) 6 c y f :
(Cc ∪ C)ω → C∗ dada por f(x) =

⋃
{x(n) n < ω} es una función suprayectiva por

lo que
card (C∗) 6 card ((Cc ∪ C)ω) = card(cω) = c.

De esta forma obtenemos que

card(Bα) = card
((⋃

{Bβ β < α}
)∗)

6 c.

Por inducción transfinita card(Bα) 6 c para todo α < ω1 y por lo tanto

card(B) = card
(⋃
{Bα α < ω1}

)
6 ω1 · c = c.

Veamos que B es una σ-álgebra. Como τ = B0 ⊆ B entonces ∅ ∈ B. Dado A ∈
B existe α < ω1 tal que A ∈ Bα, entonces X \A =

⋃
{X \ A n < ω} ∈ Bα+1 ⊆ B.

Sea {An n < ω} ⊆ B y para cada n < ω sea αn < ω1 tal que An ∈ Bαn . Sea
α = sup {αn n < ω}, entonces α < ω1 y An ∈ Bαn ⊆ Bα para todo n < ω por lo
que

⋃
{An n < ω} ∈ Bα+1 ⊆ B.

Por todo lo anterior tenemos que B es una σ-álgebra, τ ⊆ B y card(B) 6 c.
Por lo tanto τ ⊆ Bτ (X) ⊆ B y:

card(Bτ (X)) 6 card(B) 6 c.

Para cada x ∈ X tenemos que {x} es cerrado y por lo tanto {x} ∈ Bτ (x) De
esta manera Bτ (X) es una σ-álgebra infinita si X es infinito, pero toda σ-álgebra
infinita tiene cardinalidad al menos igual a la del continuo. Por el Teorema de
Cantor-Schröder-Bernstein card(Bτ (X)) = c.



3 | Bases de Hamel

En este capítulo estudiaremos las bases de Hamel, las cuales nos ayudan a
proporcionan una gran cantidad de ejemplos de conjuntos no medibles. Más adelante
se utilizan estas bases para estudiar la ecuación funcional de Cauchy. Siguiendo
por ese camino se estudian las funciones que cumplen la desigualdad de Jensen,
también conocidas como convexas de punto medio. Estos resultados nos ayudan a
desarrollar una noción del tamaño de un conjunto basado en la relación que existe
entre acotación y continuidad para funciones aditivas y convexas de punto medio.

Hamel, en su artículo [9], fue el primero en considerar a R como espacio vectorial
sobre Q y demostró, utilizando el Axioma de Elección, la existencia de una base
para este espacio. En general, a cualquier base de Rd como espacio vectorial sobre
Q, d ∈ Z+, se le llama una base de Hamel. Además cialquiera de estas bases tiene
la misma cardinalidad que la del continuo, c.

A lo largo de este capítulo nos fijaremos únicamente en espacios euclidianos Rd

para alguna d ∈ Z+ y denotaremos por λd a la medida de Lebesgue d-dimensional.

3.1. Propiedades de las bases de Hamel

En esta sección se estudian algunos resultados y construcciones relacionadas a
las bases de Hamel.

Teorema 3.1.1. La existencia de una base de Hamel implica la existencia de un
subconjunto de Rd el cual no es Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostración. Sea H una base de Hamel y fijemos un elemento h0 ∈ H. Sea V el
subespacio vectorial de Rd sobre Q generado por H \ {h0}.

Supongamos que V es Lebesgue medible o tiene la propiedad de Baire. Como

Rd =
⋃
{V + qh0 q ∈ Q} ,

75
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λd(V ) = λd(V + qh0) y V es homeomorfo V + qh0 se tiene que λd(V ) > 0 o V es
de segunda categoría, en cualquier caso por la propiedad de Steinhaus (Teorema
1.2.16) o su análogo en categoría (Teorema 1.4.17), existe una vecindad U del cero
tal que U ⊆ V 	 V . Como h0 6= 0 y Q es denso existe q ∈ Q, q 6= 0 tal que q ∈ 1

h0
U ,

es decir, qh0 ∈ U . Entonces qh0 ∈ V 	 V y como V es un Q-espacio vectorial
1

q
(V 	 V ) ⊆ 1

q
V ⊆ V,

por lo cual h0 ∈ V lo cual contradice el que H sea linealmente independiente, por
lo tanto V no es Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire.

En el Capítulo 1 obtuvimos generalizaciones al Teorema de Vitali para las
medidas de Haar, las cuales son invariantes bajo traslaciones. Sin embargo uno se
puede preguntar sobre la existencia de conjuntos no medibles para una medida que
únicamente preserva conjuntos nulos bajo traslaciones. Mas precisamente:

Definición 3.1.2. Sea X un conjunto y G un grupo de transformaciones de X, se
dice que una medida µ en X es cuasi-invariante para G si:

i) para todo g ∈ G y para todo Z ∈ dom(µ) se tiene que g(Z) ∈ dom(µ);

ii) si µ(Z) = 0 entonces µ(g(Z)) = 0 para todo g ∈ G.

Con esto la pregunta es: ¿Existen subconjuntos no µ-medibles para cualquier
medida µ en Rd σ-finita y cuasi-invariante bajo traslaciones?

Para dar una respuesta afirmativa a la pregunta anterior será necesario construir
un conjunto, el cual buscamos que sea no µ-medible y que tenga ciertas propiedades
algebraicas.

Iniciemos con H una base de Hamel, entonces todo elemento en Rd se escribe
de manera única como Q-combinación lineal de elementos de H, es decir,

x =
∑
h∈H

qh(x)h card({i ∈ I qh(x) 6= 0}) < ω.

Definición 3.1.3. Sea 〈(Gi,+i)〉i∈I una familia de grupos conmutativos. La suma
directa de estos se define como∑

i∈I

Gi =

{
g ∈

∏
i∈I

Gi card({i ∈ I g(i) 6= 0} < ω)

}
con la operación de grupo definida entrada por entrada.
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Si consideramos que para cada h ∈ H Qh = hQ = {hq q ∈ Q} dotado con la
suma es un grupo isomorfo a (Q,+) esta representación nos dice que (Rd,+) es una
suma directa de card(H) = c grupos isomorfos a Q, es decir,

Rd =
∑
h∈H

Qh.

En particular tenemos que (Rd,+) es isomorfo como grupo a (R,+).

Teorema 3.1.4. Sean (G,+) un grupo conmutativo y µ una medida σ-finita y
cuasi-invariante para G. Si G0 es un subgrupo de G tal que µ∗(G0) > 0 y el grupo
cociente G/G0 es no numerable, entonces G0 no es µ-medible.

Demostración. Supongamos que G0 ∈ dom(µ), entonces g + G0 ∈ dom(µ). Más
aun, como µ preserva conjuntos µ-nulos se tiene que µ(g+G0) > 0 para todo g ∈ G.
Como G/G0 es no numerable {g +G0 g ∈ G} contiene una familia disjunta y no
numerable de conjuntos con medida positiva, lo que contradice la condición de
Souslin (Teorema 1.2.24) y por lo tanto G0 no es µ-medible.

Teorema 3.1.5. Sean (G,+) un grupo conmutativo y µ una medida σ-finita y
cuasi-invariante para G. Si {Gn n < ω} es una familia de subgrupos de G tal que:

i) para cada n < ω el grupo cociente G/Gn es no numerable;

ii) G =
⋃
{Gn n < ω},

entonces existe n < ω tal que Gn no es µ-medible

Demostración. Como

0 < µ(G) = µ
(⋃
{Gn n < ω}

)
6
∑
n<ω

µ∗(Gn)

existe n < ω tal que µ∗(Gn) > 0 y por el Teorema 3.1.4 Gn no es µ-medible.

Teorema 3.1.6. Sean (G,+) un grupo conmutativo, H un subgrupo propio de G e
I un conjunto. Consideremos las sumas directas de grupos

∑
i∈I Gi y

∑
i∈I Hi donde

cada Gi es coincide con G y cada Hi coincide con H para cada i ∈ I. Entonces

card

(∑
i∈I

Gi

/∑
i∈I

Hi

)
> card(I)
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Demostración. Como H es un subgrupo propio de G existe g0 ∈ G \H. Sea D el
conjunto {

g ∈
∑
i∈I

Gi g(i) ∈ {0, g0} para toda i ∈ I

}
,

entonces card(I) 6 card(D). Sean d, d′ ∈ D tales que

d− d′ ∈
∑
i∈I

Hi,

entonces para cada i ∈ I (d − d′)(i) = d(i) − d(i′) ∈ Hi y como d(i) − d(i′) ∈
{0, g0,−g0} y −g0, g0 ∈ G \ H se tiene que di − d′i = 0 para todo i ∈ I, es decir,
d = d′.

Por último recordemos que para d, d′ ∈
∑

i∈I Gi, d+
∑

i∈I Hi = d′ +
∑

i∈I Hi si
y solamente si d− d′ ∈

∑
i∈I Hi por lo cual

card

(∑
i∈I

Gi

/∑
i∈I

Hi

)
> card(D) > card(I).

Teorema 3.1.7. Existe una familia {Gn n < ω} de subgrupos aditivos de Rd tal
que:

i) Rd =
⋃
{Gn n < ω};

ii) Para cada n < ω el grupo cociente Rd/Gn es no numerable.

Demostración. Como Rd es un grupo isomorfo a R es suficiente probar el resultado
para R. Para cada n < ω sea

Q(n) =

{
k

n!
k ∈ Z

}
,

entonces Q(n) es un subgrupo de Q.

Veamos que Q(n) esta contenido propiamente en Q para cada n < ω. Sea p ∈ Z+

un primo tal que p > n! y supongamos que 1
p
∈ Q(n), entonces existe k ∈ Z+

tal que k
n!

= 1
p
y por lo tanto pk = n! en particular p |n! y por lo tanto p 6 n!

contradiciendo nuestra elección de p.
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Si m < n < ω entonces m! |n!, por lo cual existe k ∈ Z+ tal que m!k = n! y
para todo k′ ∈ Z tenemos

k′

m!
=
kk′

n!
∈ Q(n),

por lo que Q(m) ⊆ Q(n).

Por último veamos que Q =
⋃{

Q(n) n < ω
}
. Sea q ∈ Q y sean m,n ∈ Z, n > 0

tales q = m
n
. Sea k ∈ Z+ tal que nk = n!, entonces

q =
m

n
=
km

kn
=
km

n!
∈ Q(n).

Entonces tenemos que
{
Q(n) n < ω

}
es una familia de subgrupos propios tales

que Q =
⋃{

Q(n) n < ω
}
. Recordemos que por la existencia de bases de Hamel

R =
∑

i∈I Qi donde Qi coincide con Q para toda i ∈ I y card(I) = c. Sea

Gn =
∑
i∈I

Q
(n)
i

donde cada Q(n)
i coincide con Q(n). Por el Teorema 3.1.6

R/Gn =
∑
i∈I

Qi

/∑
i∈I

Q
(n)
i

es no numerable.

Por último, para cada r ∈ R =
∑

i∈I Qi existe J ⊆ I finito tal que r(i) = 0
para todo i ∈ I \ J . Para cada j ∈ J existe nj < ω tal que r(j) ∈ Q(nj), sea
n = máx {nj j ∈ J} < ω, entonces r ∈

∑
i∈I Q

(n)
i , es decir, R =

⋃
{Gn n < ω}.

Teorema 3.1.8. Para cualquier medida µ en Rd σ-finita y cuasi-invariante bajo el
grupo de traslaciones de Rd existe un subgrupo aditivo de Rd el cual no es µ-medible.

Demostración. Por el Teorema 3.1.7 existe {Gn n < ω} una familia de sugrupos
aditivos de Rd tales que Rd =

⋃
{Gn n < ω} y Rd/Gn es no numerable para todo

n < ω. Por el Teorema 3.1.5 existe n < ω tal que Gn no es µ-medible.

Hemos visto que la existencia de Bases de Hamel implica la existencia de
conjuntos no Lebesgue medibles los cuales tienen propiedades algebraicas como ser
subgrupos o subespacios vectoriales. Ahora nos preguntamos por la medibilidad de
las bases de Hamel en si.
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Teorema 3.1.9. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel. Si H es Lebesgue medible
entonces λd(H) = 0. Más aun, si H tiene la propiedad de Baire entonces H es de
primera categoría en Rd.

Demostración. Veamos que H no tiene la propiedad de Steinhaus, entonces por los
Teoremas 1.2.16 y 1.4.17 se sigue el resultado. Sea h ∈ H fijo y ε > 0, entonces
por la densidad de hQ existe q ∈ Q tal que 0 < |qh| < ε. Si qh ∈ H 	H entonces
existen h1, h2 ∈ H, h1 6= h2 tales que qh = h1 − h2 por lo cual qh tiene dos
expresiones distintas como combinación lineal de elementos de H, lo cual contradice
la independencia lineal de H. Por lo tanto para toda ε > 0 se tiene que:

(−ε, ε) \ (H 	H) 6= ∅

y por lo tanto H 	H no contiene niguna vecindad del cero.

Ya que sabemos que las bases de Hamel Lebesgue medibles tienen medida de
Lebesgue cero y aquellas con la propiedad de Baire son de primera categoría. Con
esto en mente procedemos a construir una base de Hamel Lebesgue medible y con
la propiedad de Baire.

Lema 3.1.10. Sea C ⊆ R el conjunto ternario de Cantor, entonces C +C = [0, 2].

Demostración. Como C ⊆ [0, 1] entonces C + C ⊆ [0, 1] + [0, 1] = [0, 2]. Para la
otra contención sea x ∈ [0, 1] y consideremos su expansión ternaria

x =
∞∑
i=0

xi
3i

con xi ∈ {0, 1, 2}

Definamos para cada i < ω

wi =

{
0 si xi = 0
1 si xi ∈ {1, 2}

, w =
∞∑
i=0

wi
3i
,

zi =

{
1 si xi = 2
0 si xi ∈ {0, 1}

, z =
∞∑
i=0

zi
3i
.

Entonces z, w ∈ 1
2
C y x = w + z, es decir, [0, 1] ⊆ 1

2
C + 1

2
C y por lo tanto

[0, 2] ⊆ C + C.

Lema 3.1.11. Existe A ⊆ Rd λd-nulo y de primera categoría tal que A+ A = Rd.
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Demostración. Para cada k = (k1, . . . , kd) ∈ (Z \ {0})d sea

Ck =
{

(x1, . . . , xd) ∈ Rd xi ∈ kiC para todo i ∈ {1, . . . , d}
}

=
d∏
i=1

kiC,

en donde C ⊆ R es el conjunto ternario de Cantor. Recordemos que C es λ-nulo,
entonces

λd(Ck) =
d∏
i=1

λ(kiC) =
d∏
i=1

|ki|λ(C) = 0.

Por otro lado, C es denso en ninguna parte y cada kiC es homeomorfo a C. Además,
kiC es cerrado y por lo tanto Ck es cerrado al ser producto de conjuntos cerrados.
Más aun, dado que las proyecciones son funciones abiertas y cada kiC tiene interior
vacío se tiene que Ck tiene interior vacío. De esta forma tenemos que Ck es denso
en niguna parte.

Definimos el conjunto A como⋃{
Ck k ∈ (Z \ {0})d

}
,

entonces A es λd-nulo y de primera categoría en Rd.

Por el Lema 3.1.10 [0, 2] = C+C, es decir, para todo k = (k1, . . . , kd) ∈ (Z\{0})d

ki[0, 2] = ki(C + C) = kiC + kiC,

y por lo tanto

d∏
i=1

ki[0, 2] =
d∏
i=1

(kiC + kiC) =
d∏
i=1

kiC +
d∏
i=1

kiC = Ck + Ck ⊆ A+ A

para todo k ∈ (Z \ {0})d. Entonces,

Rd =
⋃{

d∏
i=1

ki[0, 2] k ∈ (Z \ {0})d
}
⊆ A+ A.

Teorema 3.1.12. Existe una base de Hamel con medida de Lebesgue cero y de
primera categoría.
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Demostración. Sea A como en el Lema 3.1.11 y, como consecuencia del Lema de
Zorn, sea H una familia maximal con respecto a la inclusión de conjuntos de vectores
en A linealmente independiente sobre Q.

Veamos que H es una base de Hamel para Rd, para esto supongamos que existe
r ∈ Rd que no pertenece al subespacio vectorial sobre Q generado por H. Como
Rd = A + A existen a1, a2 ∈ A tales que a1 + a2 = r, por lo que, sin perdida de
generalidad, a1 no pertenece al subespacio vectorial sobre Q generado por H o
equivalentemente H ∪ {a1} ⊆ A es linealmente independiente, lo cual contradice la
maximalidad de H en A.

Entonces H es una base de Hamel contenida en A, la cual es tiene medida
de Lebesgue cero y de primera categoría, por lo que H también tiene medida de
Lebesgue cero y es de primera categoría.

Hemos demostrado la existencia de bases de Hamel Lebesgue medibles y con
la propiedad de Baire, las cuales necesariamente tienen medida de Lebesgue cero
y son de primera categoría por el Teorema 3.1.9, por lo que se tiene la siguiente
interrogante: ¿Son todas las bases de Hamel Lebesgue medibles y tienen la propiedad
de Baire? Procederemos con la costrucción de una base de Hamel la cual no es
Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire por ser un conjunto de Bernstein
(Teoremas 2.2.7 y 2.2.8).

Teorema 3.1.13. Existe una base de Hamel para Rd la cual es un conjunto de
Bernstein y por lo tanto no es Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostración. La construcción es muy similar a la del Teorema 2.1.1. Sea α el
primer ordinal con cardinalidad c y hagamos que {Pξ ξ < α} sea la colección de
todos los subconjuntos cerrados no numerables de Rd. Supongamos que para β < α
hemos definida una β-sucesión 〈xξ〉ξ<β de elementos en Rd la cual es linealmente
independiente con respecto a Q y xξ ∈ Pξ para todo ξ < β. Sea Tβ el subespacio
lineal sobre Q generado por {xξ ξ < β}. De esta manera

card(Tβ) 6 card(Q) · card(β) < c

por lo que podemos elegir x ∈ Pβ \ Tβ y hacer xβ = x. Con esto tenemos construida
una α-sucesión 〈xξ〉ξ<α linealmente independiente con respecto a Q y con xξ ∈ Pξ
para todo ξ < α. Por el Lema de Zorn podemos extender {xβ β < α} a una base
de Hamel H. Por construcción Rd \H es totalmente imperfecto.

Observemos que para x ∈ Rd se tiene que (H+x)∩H 6= ∅ si y solo si x = h1−h2

para algunos h1, h2 ∈ H si y solo si, por la unicidad de la expansion en términos de
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la base, x es combinación lineal de dos elementos de H y por lo tanto existe x ∈ Rd

tal que
(H + x) ∩H = ∅,

o equivalentemente

H ⊆ Rd \ (H + x) = (Rd \H) + x.

Como este último es totalmente imperfecto, H es totalmente imperfecto y H es de
Bernstein.

Estudiando propiedades algebráicas de los conjuntos podemos ver del Teorema
3.1.11 que la suma algebráica de conjuntos nulos o de primera categoría no tiene
por que ser nulo ni de primera categoría, a continuación probaremos más, la suma
de conjuntos nulos o de primera categoría no tiene por que ser medible o tener la
propiedad de Baire.

Teorema 3.1.14. Existen conjuntos A,B ⊆ Rd con medida de Lebesgue cero tales
que A+B no es Lebesgue medible. Analogamente existen A′, B′ ⊆ Rd de primera
categoría en R tales que A′ +B′ no tiene la propiedad de Baire.

Demostración. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel con medida de Lebesgue cero y de
primera categoría (Teorema 3.1.12). Para cada x ∈ Rd denotemos por

∑
h∈H qh(x)h

a la representación única de x en términos de la base H con coeficientes qh(x) ∈ Q.

Sea n < ω y definamos el conjunto

En =
{
x ∈ Rd card({h ∈ H qh(x) 6= 0}) 6 n

}
de elementos en Rd que requieren a lo más n términos no nulos en su representación.
Por ser H base, todo elemento en Rd es combinación lineal finita de elementos en
H, es decir,

Rd =
⋃
{En n < ω}

y {0} = E0 y En ⊆ En+1 para todo n < ω. Sea m < ω el primer natural tal que
(λd)

∗(Em) > 0 y m′ < ω el primer natural tal que Em′ no es de primera categoría en
Rd. Por elección de la base de Hamel H esta es de primera cateogoría y λd(H) = 0
y como

E1 = QH =
⋃
{qH q ∈ Q} ,
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entonces E1 es de primera categoría y

(λd)
∗(E1) 6

∑
q∈Q

(λd)
∗(qH) =

∑
q∈Q

λd(qH) =
∑
q∈Q

qλd(H) = 0,

es decir, m,m′ > 1.

Veamos que En no tiene la propiedad de Steinhaus para todo n < ω. Dado
n < ω sean {h1, . . . , h2n+1} ⊆ H elementos distintos de H y

h =
2n+1∑
i=1

hi,

entonces h 6= 0 por la unicidad de la representación. Sea q ∈ Q \ {0}, entonces como
cualquier elemento de En + qh tiene por lo menos n+ 1 coeficientes no nulos en su
representación en términos de H se tiene que:

En ∩ (qh+ En) = ∅.

Por el Teorema de Steinhaus (Teorema 1.2.16) y su análogo para categoría
(Teorema 1.4.17) concluimos que En no es Lebesgue medible para ningúnm 6 n < ω
y no tiene la propiedad de Baire para ningún m′ 6 n < ω. Por definición de la
colección {En n < ω} se tiene que E2n = En + En y E2n+1 = E2n + E1 para todo
n < ω.

Si m es par, entonces m = 2k para algún k < ω con k < m por lo que Ek tiene
medida de Lebesgue cero por definición de m y Em = Ek + Ek no es Lebesgue
medible. Si m es impar, entonces m = 2k + 1 para algún k < ω, 2k < m por lo
que E2k tiene medida de Lebesgue cero por definición de m y Em = E2k +E1 no es
Lebesgue medible.

Si m′ es par, entonces m′ = 2k para algún k < ω con k < m′, por lo que Ek es
de primera categoría por definición de m′ y Em′ = Ek + Ek no tiene la propiedad
de Baire. Si m′ es impar, entonces m′ = 2k + 1 para algún 2k < ω, k < m′ por lo
que E2k es de primera categoría por definición de m′ y Em′ = E2k + E1 no tiene la
propiedad de Baire.

Ahora daremos otra construcción de conjuntos no medibles asociados a una
base de Hamel. Sabemos que cualequier base de Hamel H tiene cardinalidad c,
por lo que podemos darle un buen orden a H de la forma {hξ ξ < α} donde α
denota el primer ordinal con cardinalidad c. Con esto en mente fijemos una base de
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Hamel ordenada H = {hξ ξ < α}. Entonces para cada x ∈ Rd tenemos una única
representación de x como combinación lineal de elementos de H

x =
∑
ξ<α

qξ(x)hξ

con coeficientes qξ(x) ∈ Q para todo ξ < α tales que

card({ξ < α qξ(x) 6= 0}) < ω.

Sea x ∈ Rd \ {0} y sea β : Rd \ {0} → α una función tal que β(x) < α es el
mayor ordinal tal que qβ(x)(x) 6= 0. Esta función esta bien definida por tratarse de
combinaciones lineales finitas. Definamos los conjuntos

A =
{
x ∈ Rd \ {0} qβ(x)(x) > 0

}
y B =

{
x ∈ Rd \ {0} qβ(x)(x) < 0

}
.

Tenemos que

A ∪B ∪ {0} = Rd, A ∩B = ∅, −A = B,

además,
card(AM(A+ y)) < c y card(B M(B + y)) < c

para todo y ∈ Rd. Esto último ya que para todo x ∈ Rd con β(x) > β(y) se tiene
que qβ(x+y)(x+ y) = qβ(x)(x) por lo que

x ∈ A⇔ x+ y ∈ A y x ∈ B ⇔ x+ y ∈ B,

de lo cual se sigue la contención{
x ∈ Rd ξ(x) > ξ(y)

}
⊆
(
Rd \ (AM(A+ y))

)
∩
(
Rd \ (B M(B + y))

)
.

Más aun
card(

{
x ∈ Rd ξ(x) 6 ξ(y)

}
) 6 card(ξ(y)) · ω < c.

Supongamos que alguno de los conjuntos A o B es Lebesgue medible, entonces
como A = −B se tiene que ambos son Lebesgue medibles. Más aun

Rd = A ∪B ∪ {0},

por lo que λd(A) = λd(B) > 0. Como λd es métrica-transitiva con respecto a Qd

(Teorema 1.2.19) se tiene que

λ
(
Rd \

⋃{
A+ q q ∈ Qd

})
= 0.
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Por otro lado, todo cerrado F ⊆ AM(A+ q) cumple que

card(F ) 6 card(AM(A+ q)) < c

y por el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema 2.3.25) se tiene que card(F ) 6 ω y
por lo tanto λd(F ) = 0. Por la regularidad de λd, y dado que AM(A+ q) es medible
por A serlo, se tiene que λd(AM(A+ q)) = 0 para todo q ∈ Qd y por lo tanto:

λd

(⋃
{AM(A+ q) q ∈ Q}

)
= 0.

Sea x ∈ Rd \ A, si x ∈ A+ q para alguna q ∈ Qd entonces

x ∈ AM(A+ q) ⊆
⋃{

AM(A+ q) q ∈ Qd
}
.

Por otro lado, si x ∈ Rd \ (A+ q) para toda q ∈ Qd entonces

x ∈
⋂{

Rd \ (A+ q) q ∈ Qd
}

= Rd \
⋃{

A+ q q ∈ Qd
}
.

Concluimos que

Rd \ A ⊆
(
Rd \

⋃{
A+ q q ∈ Qd

})
∪
⋃{

AM(A+ q) q ∈ Qd
}

por lo que Rd \A es λd-nulo. Pero B ⊆ Rd \A y λd(B) > 0, una contradicción, por
lo tanto A y B no son Lebesgue medibles.

3.2. Ecuación funcional de Cauchy

Las bases de Hamel fueron desarrolladas para resolver un problema muy concreto,
este problema era encontrar todas las soluciones de la ecuación funcional de Cauchy:

f : Rd → R, f(x+ y) = f(x) + f(y) para todo x, y ∈ R.

Equivalentemente, encontrar todos lo morfismos de grupo f : (Rd,+)→ (R,+).

Teorema 3.2.1. Sea f : Rd → R una solución a la ecuación funcional de Cauchy.
Entonces f(qx) = qf(x) para toda x ∈ Rd, q ∈ Q.
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Demostración. Como f es un morfismo de grupos,

f(kx) = kf(x) para todo x ∈ Rd, k ∈ Z.

Sea k ∈ Z, entonces:

f(x) = f

(
k

k
x

)
= kf

(
1

k
x

)
,

es decir,

f

(
1

k
x

)
=

1

k
f(x) para todo x ∈ Rd, k ∈ Z.

Por último, para todo k,m ∈ Z, k 6= 0

f
(m
k
x
)

= mf

(
1

k
x

)
=
m

k
f(x) para todo x ∈ Rd,

por lo cual f(qx) = qf(x) para todo x ∈ Rd, q ∈ Q.

Este Teorema nos dice que las soluciones a la ecuación funcional de Cauchy son
transformaciones Q-lineales. Hoy en día es natural pensar que para encontrar todas
las soluciones a la ecuación funcional de Cauchy hay que considerar a Rd como
un Q-espacio vectorial, con lo que precisamente las soluciones están dadas por las
Q-transformaciones lineales de Rd en R. De hecho, dada la existencia de una base
de Hamel H para Rd, podemos caracterizar todas las soluciones ya que estas están
en correspondencia biyectiva de manera natural con las funciones f : H → R.

Este enfoque al problema no es el que se le dio originalmente al problema, ya
que las únicas soluciones que se conocen explicitamente (sin utilizar el Axioma
de Elección) son precisamente las transformaciones lineales, las cuales son, por el
Teorema de representaciónde Riesz, de la forma f(x) = 〈x, y〉 para y ∈ Rd fijo. A
cualquier solución de este tipo se le conoce como solución trivial.

Teorema 3.2.2. Si f es una solución continua a la ecuacion funcional de Cauchy
entonces f es una solución trivial.

Demostración. Sea y = (f(e1), . . . , f(ed)) ∈ Rd donde {ei i ∈ {1, . . . , d}} es la
base canónica de Rd, entonces la función g : Rd → R dada por g(x) = 〈x, y〉 es
continua y por el Teorema 3.2.1 f |Qd = g|Qd . Como Qn es denso y f, g continuas,
entonces f = g.

Basados en la existencia de una base de Hamel procedemos a exhibir una solución
no trivial a la ecuación funcional de Cauchy.
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Teorema 3.2.3. Existen soluciones no triviales a la ecuación funcional de Cauchy.

Demostración. Sea H una base de Hamel, entonces para cada x ∈ Rd existen
coeficientes únicos {qh(x) h ∈ H} ⊆ Q tales que

x =
∑
h∈H

qh(x)h card({h ∈ H qh(x) 6= 0}) < ω.

De esta manera tenemos definido para cada h ∈ H la función qh : Rd → Q.

Como

x+ y =
∑
h∈H

qh(x)h+
∑
h∈H

qh(y)h =
∑
h∈H

(qh(x) + qh(y))h

y por la unicidad de la representación tenemos que

qh(x) + qh(y) = qh(x+ y) para todo x, y ∈ Rd,

por lo que qh es solución a la ecuación funcional de Cauchy. Más aun, qh(0) = 0,
qh(h) = 1 y la imagen de qh esta contenida en Q, entonces por el Teorema del Valor
Intermedio f no es continua.

El siguiente resultado muestra parte del asombroso comportamiento de las
soluciones no triviales, al menos para el caso d = 1.

Teorema 3.2.4. Para una solución f : R→ R de la ecuación funcional de Cauchy
es equivalente:

i) la gráfica de f es densa en R2;

ii) f es una solución no trivial a la ecuación funcional de Cauchy.

Demostración.

i) ⇒ ii) Si f es una solución trivial entonces su gráfica Γf es una linea recta en R2,
la cual no es densa.

ii) ⇒ i) Como f no es solución trivial existen x1, x2 ∈ R \ {0} tales que

f(x1)

x1

6= f(x2)

x2

.
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Sean u = (x1, f(x1)), v = (x2, f(x2)) ∈ R2, entonces

det(u, v) = x1f(x2)− x2f(x1) 6= 0

por lo que u, v son elementos de la gráfica de f linealmente independientes. Esto
quiere decir que

{au+ bv a, b ∈ R} = R2

y de esta manera el conjunto

D = {q1u+ q2v q1, q2 ∈ Q}

es denso en R2.

Como f es Q-lineal (Teorema 3.2.1) para todo q1, q2 ∈ Q,

q1 + q2v = (q1x1 + q2x2, q1f(x1) + q2f(x2) = (q1x1 + q2x2, f(q1x1 + q2x2)) ∈ Γf ,

es decir, D ⊆ Γf y por lo tanto la gráfica de f es densa en R2.

Para poder seguir probando resultados sobre las soluciones a la ecuación de
Cauchy es necesario tener condiciones equivalentes que garantizen la continuidad
de funciones aditivas de Rd a R.

Teorema 3.2.5. Si f es solución a la ecuación funcional de Cauchy entonces es
equivalente:

i) f es continua en el cero;

ii) f es continua;

iii) f es acotada en alguna vecindad del cero.

Demostración.

i) ⇒ ii) Dada ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo x ∈ Rd con ||x|| < δ se tiene que

|f(x)− f(0)| = |f(x)| < ε,

por lo que dado x0 ∈ Rd fijo se tiene que para todo y ∈ Rd con ||x0 − y|| < δ se
cumple:

|f(x)− f(y)| = |f(x− y)| < ε

por lo que f es continua en x0 para todo x0 ∈ Rd, es decir, f es continua
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ii) ⇒ iii) Por continuidad existe δ > 0 tal que |f(x)| < 1 si |x| < δ, es decir f es
acotada en la vecindad del cero Bδ(0), la bola abierta con centro en 0 y radio δ.

iii) ⇒ i) Sea h > 0 tal que f es acotada en Bh(0), entonces existe N < ω tal que
|f(x)| < N para todo x ∈ Bh(0). Dada ε > 0 sea k ∈ Z+ tal que 1

k
< ε, entonces

para toda x ∈ B h
Nk

(0) se tiene que Nkx ∈ Bh(0) y por lo tanto |f (Nkx)| < N .
Como f es aditiva y Nk ∈ Z+

Nk |f(x)| = |Nkf(x)| = |f (Nkx)| < N,

es decir, |f(x)| < 1
k
< ε y por lo tanto f es continua en cero.

Este resultado nos muestra que para una solucion de la ecuación funcional de
Cauchy la condición de ser acotada en una vecindad del cero implica automática-
mente la continuidad de la función. Siguiendo esta linea tenemos que a pesar de
que la noción de medibilidad es bastante mas débil que la de continuidad resulta
ser que si f es solución a la ecuación funcional de Cauchy Lebesgue medible, o con
la propiedad de Baire, entonces f es solucíon trivial.

Teorema 3.2.6. Sea f una solución a la ecuación funcional de Cauchy. Si f es
Lebesgue medible, o tiene la propiedad de Baire, entonces f es solución trivial.

Demostración. Si f : Rd → R es solución a la ecuación de Cauchy y es Lebesgue
medible o tiene la propiedad de Baire entonces, para cada n < ω

f−1[[−n, n]]

es Lebesgue medible o tiene la propiedad de Baire y como

Rd =
⋃{

f−1[[−n, n]] n < ω
}

existe n < ω tal que λd(f−1[[−n, n]]) > 0 ó f−1([−n, n]) es de segunda categoría y
por la propiedad de Steinhaus (Teoremas 1.2.16 y 1.4.17),

f−1[[−n, n]]	 f−1[[−n, n]]

es una vecindad del cero. Además, como f es aditiva

f(f−1[[−n, n]]	 f−1[[−n, n]]) = f(f−1[[−n, n]])	 f(f−1[[−n, n]])

⊆ [−n, n]	 [−n, n]

= [−2n, 2n],

por lo cual f es acotada en una vecindad del cero. Por los Teoremas 3.2.5 y 3.2.2 se
concluye que f es solución trivial.
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3.3. Desigualdad de Jensen y convexidad

Definición 3.3.1. Se dice que D ⊆ Rd es C-convexo (C ⊆ R) si para todo x, y ∈ D,
α ∈ C ∩ (0, 1) se tiene que αx+ (1− α)y ∈ D. Si (0, 1) ⊆ C simplemente se dice
que D es convexo. Otros casos frecuentes son C = Q o C =

{
1
2

}
.

Definición 3.3.2. Dado cualquier subconjunto A ⊆ Rd se denota por C(A) al casco
C-convexo de A (C ⊆ R), el cual es el menor conjunto C-convexo que contiene a
A.

Definición 3.3.3. Dado D ⊆ Rd un subconjunto abierto y convexo, una función
f : D → R se dice convexa si para todo x, y ∈ D, α ∈ (0, 1) (C = (0, 1)) se tiene
que

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y).

Por otro lado, se dice que f cumple la desigualdad de Jensen si para todo x, y ∈ D
se cumple que

f

(
x+ y

2

)
6
f(x) + f(y)

2
,

tambien conocida como función convexa de punto medio (C = {1
2
}).

Por el Teorema 3.2.1 tenemos que cualquier solución a la ecuación funcional
de Cauchy satisface la desigualdad de Jensen en forma de igualdad. Además de
que cualquier solución trivial es una función convexa, por lo que cual buscamos
desarrollar en esta sección resultados análogos a la sección anterior, es decir,
buscaremos condiciones bajo las cuales una función que satisface la desigualdad
de Jensen es convexa. La condición mas general esta dada en el Teorema de
Bernstein-Doetsch.

Teorema 3.3.4. Sea f : D → R con D ⊆ Rd convexo y abierto. Si f satisface la
desigualdad de Jensen entonces para todo n ∈ Z+ y para todo x1, . . . , xn ∈ D se
tiene que

f

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
6

1

n

n∑
i=1

f(xi)

Demostración. El caso n = 1 es la igualdad f(x) = f(x) para todo x ∈ Rd.
Supongamos que el resultado es cierto para alguna n ∈ Z+. Sean x1, . . . , x2n ∈ D



92 Capítulo 3. Bases de Hamel

y para i ∈ {1, . . . , n} sea yi = 1
2
(xi + x2n−i) ∈ D. Entonces por hipótesis y la

desigualdad de Jensen

f

(
1

2n

2n∑
i=1

xi

)
= f

(
1

n

n∑
i=1

yi

)
6

1

n

n∑
i=1

f(yi)

6
1

n

n∑
i=1

(
f(xi) + f(x2n−i)

2

)

=
1

2n

2n∑
i=1

f(xi).

Por inducción el resultado es valido para 2n con n ∈ Z+. Dados k ∈ Z+ y x1, . . . , xk ∈
D sea n ∈ Z+ tal que k < 2n. Definimos xi = 1

k

∑k
j=1 xj ∈ D para i ∈ {k+1, . . . , 2n}.

Entonces,

1

2n

2n∑
i=1

xi =
1

2n

(
k∑
i=1

xi +
2n∑

i=k+1

xk+1

)

=
1

2n

(
k

1

k

k∑
i=1

xi + (2n − k)
1

k

k∑
i=1

xi

)

=
1

2n

(
2n

1

k

k∑
i=1

xi

)
=

1

k

k∑
i=1

xi,

por lo que

f

(
1

k

k∑
i=1

xi

)
= f

(
1

2n

2n∑
i=1

xi

)
6

1

2n

2n∑
i=1

f(xi)

=
1

2n

(
k∑
i=1

f(xi) + (2n − k)f

(
1

k

k∑
i=1

xi

))
es decir,

f

(
1

k

k∑
i=1

xi

)
6

1

k

k∑
i=1

f(xi)

la cual es la desigualdad deseada.

Teorema 3.3.5. Si f : Rd → R cumple la desigualdad de Jensen entonces para
todo q ∈ Q ∩ (0, 1)

f(qx+ (1− q)y) 6 qf(x) + (1− q)f(y).
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Demostración. Sea q ∈ Q ∩ (0, 1), entonces existen n, k ∈ Z+ tales que q = k
n
y

0 < k < n. Definimos xi = x para i ∈ {1, . . . , k} y xi = y para i ∈ {k + 1, . . . , n}.
Por el Teorema 3.3.4:

f(qx+ (1− q)y) = f

(
kx+ (n− k)y

n

)
= f

(
1

n

n∑
i=1

xi

)

6
1

n

n∑
i=1

f(xi) =
(kf(x) + (n− k)f(y))

n

= qf(x) + (1− q)f(y).

Teorema 3.3.6. Si f : Rd → R es continua y cumple la desigualdad de Jensen
entonces f es convexa.

Demostración. Sean x, y ∈ Rd, α ∈ (0, 1) y 〈qn〉n<ω ⊆ Q ∩ (0, 1) una sucesión
convergente a α. Como f es continua

f(αx+ (1− α)y) = ĺım
n→∞

f(qnx+ (1− qn)y)

y por el Teorema 3.3.5

ĺım
n→∞

f(qnx+ (1− qn)y) 6 ĺım
n→∞

qnf(x) + (1− qn)f(y) = αf(x) + (1− α)f(y),

por lo tanto f es convexa.

Hemos visto que la continuidad garantiza la convexidad para una función que
cumple la desigualdad de Jensen, sin embargo, como veremos más adelante, no se
puede garantizar la continuidad para estas. A pesar de esto, como veremos en los
siguientes resultados, existe una forma débil de continuidad que si satisfacen.

Lema 3.3.7. Sean D ⊆ Rd convexo, abierto, x ∈ D, r ∈ Rd, m, k ∈ Z+ tales que
m < k, x± kr ∈ D. Si f : D → R satisface la desigualdad de Jensen entonces:

f(x)− f(x− kr)
k

6
f(x)− f(x−mr)

m
6
f(x+mr)− f(x)

m
6
f(x+ kr)− f(x)

k
.

Demostración. Sean xi = x + kr para i ∈ {1, . . . ,m} y xi = x para i ∈ {m +
1, . . . , k}, entonces por el Teorema 3.3.5

f

(
m(x+ kr) + (k −m)x

k

)
6
mf(x+ kr) + (k −m)f(x)

k
,
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es decir,
kf(x+ kr) 6 mf(x+ kr) + (k −m)f(x)

y
k(f(x+mr)− f(x)) 6 m(f(x+ kr)− f(x))

lo que prueba la última desigualdad. La primer desigualdad se obtiene al remplazar
r por −r.

La desigualdad central es consecuencia directa de que f satisface la desigualdad
de Jensen, es decir,

f(x) = f

(
1

2
((x+mr) + (x−mr))

)
6

1

2
(f(x+mr) + f(x−mr))

por lo que
f(x)− f(x−mr) 6 f(x+mr)− f(x),

lo cual prueba dicha desigualdad.

Lema 3.3.8. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y sea f : D → R que satisface la
desigualdad de Jensen. Si f es acotada en un conjunto A ⊆ D entonces f es
acotada superiormente en Q(A) el casco Q-convexo de A.

Demostración. Sea M ∈ R tal que f(x) 6M para todo x ∈ A y

C = {x ∈ D f(x) 6M}

Sean x, y ∈ C y α ∈ Q ∩ (0, 1), por el Teorema 3.3.5

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y) 6M

entonces αx+ (1− α)y ∈ C por lo que C es Q-convexo. Como A ⊆ C tenemos que
Q(A) ⊆ C, es decir f es acotada superiormente en Q(A).

Lema 3.3.9. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que satisface la desigualdad
de Jensen. Sean x, y ∈ D entonces f es acotada inferiormente en Q({x, y}).

Demostración. Dados x, y ∈ D por el Lema 3.3.8 existe M ∈ R tal que f(t) 6M
para todo t ∈ Q({x, y}). Sea t ∈ Q({x, y}), entonces existe λ ∈ Q ∩ [0, 1] tal que

t = λx+ (1− λ)y.
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Sean u = 1
2
(x + y) y v = 2u − t = λy + (1 − λ)x, entonces u, v ∈ Q({x, y}). En

particular f(v) 6M . Como u = 1
2
(v + t) entonces

f(u) 6
1

2
(f(u) + f(t))

y por lo tanto
f(t) > 2f(u)− f(t) > 2f(u)−M.

Como u no depende de t vemos que f es acotada inferiormente en Q({x, y}).

Teorema 3.3.10. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que satisface
la desigualdad de Jensen. Sean x, y ∈ D, entonces f |Q({a,b}) es uniformemente
continua.

Demostración. Sean a, b ∈ D. Si a = b entonces Q({a, b}) = {a} por lo que
trivialmente f |Q({a,b}) es uniformemente continua. Supongamos que a 6= b, como D
es abierto existe ρ ∈ Q+ tal que

a′ = a− ρ(b− a) ∈ D y b′ = b+ ρ(b− a) ∈ D.

Esto lo podemos escribir de forma matricial como:(
a′

b′

)
=

(
(1 + ρ) −ρ
−ρ (1 + ρ)

)(
a
b

)
y como el determinante del sistema es igual a (1 +ρ)2− (−ρ)2 = 1 + 2ρ > 0 tenemos
que (

a
b

)
=

1

1 + 2ρ

(
(1 + ρ) ρ
ρ (1 + ρ)

)(
a′

b′

)
,

por lo que tenemos expresados a a y b en terminos de a′ y b′ como

a =
1 + ρ

1 + 2ρ
a′ +

ρ

1 + 2ρ
b′ y b =

ρ

1 + 2ρ
a′ +

1 + ρ

1 + 2ρ
b′.

Veamos que Q({a, b}) ⊆ Q({a′, b′}). Dado t ∈ Q({a, b}) existe λ ∈ Q ∩ [0, 1] tal
que t = λa+ (1− λ)b por lo que

t = λa+ (1− λ)b = λ

(
1 + ρ

1 + 2ρ
a′ +

ρ

1 + 2ρ
b′
)

+ (1− λ)

(
ρ

1 + 2ρ
a′ +

1 + ρ

1 + 2ρ
b′
)

=
λ+ ρ

1 + 2ρ
a′ +

1 + ρ− λ
1 + 2ρ

b′ =
λ+ ρ

1 + 2ρ
a′ +

(
1− λ+ ρ

1 + 2ρ

)
b′
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Como λ ∈ Q ∩ [0, 1] y ρ ∈ Q+ esta última es una Q-combinación lineal convexa de
a′ y b′, es decir, t ∈ Q({a, b}).

Por los Lemas 3.3.8 y 3.3.9 existen K,M ∈ R tales que K 6 f(x) 6 M para
toda x ∈ Q({a′, b′}). Dada ε > 0 sea k ∈ Z+ la parte entera de M−K

ε
+ 1, entonces

M −K
ε

< k.

Sean δ = ρ
k
||b− a|| > 0 y x, x′ ∈ Q({a, b}) tales que ||x− x′|| < δ. Sean α, β ∈

Q ∩ [0, 1] tales que

x′ = αa+ (1− α)b y x′′ = βa+ (1− β)b,

entonces x′ − x′′ = (β − α)(b− a) y por lo tanto

|β − α| ||b− a|| = ||x− x′|| < δ =
ρ

k
||b− a|| ,

es decir,
−ρ < k |β − α| < ρ.

Para i ∈ {1, 2} sea

µi =
ρ+ α + (−1)ik(β − α)

1 + 2ρ
∈ Q,

entonces
0 6

α

1 + 2ρ
< µi <

α + 2ρ

1 + 2ρ
6 1

y por lo tanto µi ∈ Q ∩ (0, 1). Además,

µia
′ + (1− µi)b′ = (α + (−1)ik(β − α))a+ ((1− α) + (−1)i+1k(β − α))b

= αa+ (1− α)b+ (−1)ik(β − α)(b− a)

= x′ + (−1)ik(x′ − x′′)

por lo que x′ + (−1)ik(x′ − x′′) ∈ Q({a′, b′}) ⊆ D y por el Lema 3.3.7 aplicado a
x = x′, r = x′ − x′′ y m = 1 obtenemos que

K −M
k

6
f(x′)− f(x′ − kr)

k
6 f(x′)− f(x′′) 6

f(x′ + kr)− f(x′)

k
6
M −K

k

pues x′, x′ ± kr ∈ Q({a′, b′}) y K 6 f(t) 6M para todo t ∈ Q({a′, b′}). Entonces,

|f(x′)− f(x′′)| 6 M −K
k

< ε

por lo que f |Q({a,b}) es uniformemente continua.
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Como primer paso hemos obtenido que la continuidad de una función que
satisface la desigualdad de Jensen garantiza la convexidad de ésta. En el Teorema
3.2.5 vimos que si una solución a la ecuación funcional de Cauchy es acotada en una
vecindad del cero, entonces es una solución trivial. Como veremos a continuación,
para el caso de convexidad esta condición se puede debilitar aún más.

Definición 3.3.11. Dados D ⊆ Rd y f : D → R se dice que f es localmente
acotada, localmente acotada superiormente o localmente acotada inferiormente
en x0 ∈ D si existe una vecindad V ⊆ D de x0 tal que f es acotada, acotada
superiormente o acotada inferiormente, respectivamente, en V .

Evidentemente f es localmente acotada en x0 si y solamente si f es localmente
acotada superiormente y localmente acotada inferiormente en x0.

Teorema 3.3.12. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que cumple la
desigualdad de Jensen. Si f es localmente acotada superiormente en un punto
x0 ∈ D entonces f es localmente acotada superiormente en x para todo x ∈ D.

Demostración. Sea x ∈ D \ {x0} y q ∈ Q+ tal que y = x− q(x0 − x) ∈ D, el cual
existe por D ser abierto. Sea λ = q

q+1
∈ Q ∩ (0, 1), entonces

λx0 + (1− λ)y =
q

q + 1
x0 +

1

q + 1
(x− q(x0 − x))

=
q

q + 1
x0 +

1

q + 1
((1 + q)x− qx0) = x

es una Q-combinacion lineal convexa de elementos en D. Por hipótesis existen
M, r > 0 tal que V = Br(x0) ⊆ D y f(t) 6 M para todo t ∈ V . Sea U = Bλr(x),
u ∈ U y

t =
u− (1− λ)y

λ
.

Como |u− λx0 − (1− λ)y| = |u− x| < λr, entonces∣∣∣∣u− (1− λ)y

λ
− x0

∣∣∣∣ < r,

es decir, t ∈ V ⊆ D. Por otro lado u = λt+ (1− λ)y, t, y ∈ D, λ ∈ Q ∩ (0, 1) y D
es convexo, entonces u ∈ D, esto para todo u ∈ U , es decir, U ⊆ D. Por el Teorema
3.3.5

f(u) 6 λf(t) + (1− λ)f(y) 6 λM + (1− λ)f(y) 6 máx{M, f(y)},
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por lo que f es acotada superiormente en la vecindad U ⊆ Rd de x y f es localmente
acotada superiormente en x.

Tambien se tiene el análogo inferior.

Teorema 3.3.13. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que cumple la
desigualdad de Jensen. Si f es localmente acotada inferiormente en un punto
x0 ∈ D entonces f es localmente acotada inferiormente en x para todo x ∈ D.

Demostración. Sea x ∈ D \ {x0} y q ∈ Q+ tal que y = x0 − q(x− x0) ∈ D, el cual
existe por D ser abierto. Sea λ = q

q+1
∈ Q ∩ (0, 1) entonces

λx+ (1− λ)y =
q

q + 1
x+

1

q + 1
(x0 − q(x− x0))

=
q

q + 1
x+

1

q + 1
((1 + q)x0 − qx) = x0

es una Q-combinación lineal convexa de elementos en D. Por hipótesis existen
m, r > 0 tal que V = Br(x0) ⊆ D y f(t) > m para todo t ∈ V . Podemos suponer
que r > 0 es suficientemente pequeña para que U = B r

λ
(x) este contenido en D.

Sea u ∈ U y t = λu+ (1− λ)y entonces

|t− x0| = |λu+ (1− λ)y − x0| = |λu− λx| = λ |u− x| < r

por lo que t ∈ V . Por el Teorema 3.3.5

f(t) 6 λf(u) + (1− λ)f(y)

y como f(t) > m

f(u) >
1

λ
f(t)− 1− λ

λ
f(y) >

1

λ
m− 1− λ

λ
f(y) =

(
1 +

1

q

)
m− 1

q
f(y).

Como este último termino no depende de u se tiene que f es acotada inferiormente
en una vecindad U de x para toda x ∈ X, es decir f es localmente acotada
inferiormente.

Teorema 3.3.14. Sea D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que cumple la
desigualdad de Jensen. Si f es localmente acotada superiormente en un punto
x0 ∈ D entonces f es localmente acotada en x para todo x ∈ D.
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Demostración. Por los Teoremas 3.3.12 y 3.3.13 es suficiente ver que f también es
localmente acotada inferiormente en x0.

Sean r,M > 0 tales que f(t) 6 M para todo t ∈ V = Br(x0). Sea u ∈ V y
definamos t = 2x0 − u, de esta manera x0 = 1

2
(t+ u) y |t− x0| = |u− x0| < r, lo

que muestra que t ∈ V . Como f satisface la desigualdad de Jensen

f(x0) 6
1

2
(f(t) + f(u))

y como f(t) 6M ,
f(u) > 2f(x0)− f(t) > 2f(x0)−M

por lo que f es acotada inferiormente por m = 2f(x0) −M en U , es decir f es
localmente acotada inferiormente en x0.

Teorema 3.3.15 (Teorema de Bernstein-Doetsch). Sean D ⊆ Rd convexo,
abierto y f : D → R que satisface la desigualdad de Jensen. Si f es localmente
acotada superiormente en algún punto x0 ∈ D entonces f es continua y por lo tanto
convexa.

Demostración. Por el Teorema 3.3.14 f es localmente acotada en x para toda
x ∈ D. Fijemos x0 ∈ D y veamos que f es continua en x0. Sean M, r > 0 tales
que |f(t)| 6 M para todo t ∈ V = Br(x0)) ⊆ D. Si x ∈ V \ {x0}, entonces
0 < |x− x0| < r por lo que existe λ ∈ Q ∩ (0, 1) tal que

|x− x0|
r

< λ < 2
|x− x0|

r
.

Definamos y = x0 + 1
λ
(x − x0) y z = x0 − 1

λ
(x − x0), por la elección de λ se

cumple que

|y − x0| =
1

λ
|x− x0| < r y |z − x0| =

1

λ
|x− x0| < r

por lo que y, z ∈ V . Por otro lado, se tiene que x = λy+(1−λ)x0 y x0 = 1
λ+1

x+ λ
λ+1

z
y por el Teorema 3.3.5

f(x) 6 λf(y) + (1− λ)f(x0), f(x0) 6
1

λ+ 1
f(x) +

λ

λ+ 1
f(z),

es decir,

f(x)− f(x0) 6 λ(f(y)− f(x0)), f(x0)− f(x) > λ(f(x0)− f(z)).
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De estas desigualdades y como x0, y, z ∈ V , vecindad en la cual f esta acotada por
[−M,M ], se tiene que

−2Mλ 6 f(x)− f(x0) < 2Mλ

o equivalentemente,
|f(x)− f(x0)| 6 2Mλ.

Por elección de λ se tiene que

|f(x)− f(x0)| < 4M

r
|x− x0|

y dado que esta última desigualdad es valida para toda x ∈ V esto prueba la
continuidad de f en x0. Como x0 fue arbitraria, entonces f es continua. Por último,
el Teorema 3.3.6 nos garantiza la convexidad de f .

La condición de que f sea localmente acotada superiormente en algun punto x0

del Teorema 3.3.15 no puede ser sustituida por la condición de ser localmente acotada
inferiormente. Para ver esto consideremos la función exponencial exp : R→ (0,∞),
la cual es convexa, y sea f cualquier solución no trivial a la ecuación funcional de
Cauchy (Teorema 3.2.3), entonces la composición exp ◦f : R→ (0,∞) cumple la
desigualdad de Jensen y es acotada inferiormente por la constante 0, sin embargo
esta composición no es continua. Como veremos a continuación toda función convexa
es continua de manera automática (Teorema 3.3.18), por lo cual esta composición
no es convexa y vemos que la convexidad y satisafacer la desigualdad de Jensen no
son nociones equivalentes.

Se tienen las siguientes consecuencias de uso común del Teorema de Bernstein-
Doetsch.

Corolario 3.3.16. Sean D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que satisface la
desigualdad de Jensen. Si f es acotada superiormente en un abierto no vacío U ⊆ D
entonces f es continua.

Demostración. Como U es no vacío existe x ∈ U y U es una vecindad de x tal que
f es acotada superiormente en U , por el Teorema 3.3.15 f es continua.

Corolario 3.3.17. Sean D ⊆ Rd convexo, abierto y f : D → R que satisface la
desigualdad de Jensen. Entonces f es continua en D o f es totalmente discontinua
en D.
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Demostración. Si f es continua en algún punto x0 ∈ D, entonces f es acotada en
alguna vecindad de x0, por el Teorema 3.3.15, f es continua.

Este resultado bien conocido lo obtenemos como consecuencia del Teorema de
Bernstein-Doetsch.

Teorema 3.3.18. Si f : Rd → R es convexa entonces f es continua.

Demostración. Como f es convexa, f satisface la desigualdad de Jensen. Suponga-
mos que {ei i ∈ {1, . . . , d}} es la base canónica de Rd y sea x0 ∈ D, entonces existe
ε > 0 tal que Bε(x0) ⊆ D. Sean yi = x0 +rei, i ∈ {1, . . . , d} y yd+1 = x0−r

∑n
i=1 ei,

donde r > 0 es tal que yi ∈ Bε(x0) para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por construcción
el conjunto {y1 − yi+1 i ∈ {1, . . . , d}} es linealmente independiente, por lo que
{yi i ∈ {1, . . . , d+ 1}} genera el simplejo de dimensión d

∆ =

{
n+1∑
i=1

λiyi λi > 0 para todo i ∈ {1, . . . , n+ 1},
n+1∑
i=1

λi = 1

}
,

y como

x0 =
n+1∑
i=1

1

n+ 1
yi

∆ resulta ser vecindad de x0.

Por otro lado, para todo
∑n+1

i=1 λiyi ∈ ∆ y por f ser convexa se cumple que:

f

(
n+1∑
i=1

λiyi

)
6

n+1∑
i=1

λif(yi) 6 máx {f(yi) i ∈ {1, . . . , n+ 1}} < +∞,

es decir, f es acotada superiormente en ∆, una vecindad de x0. Por el Teorema
3.3.15 f es continua.

Teorema 3.3.19. Si f : Rd → R es Lebesgue medible o tiene la propiedad de Baire
y cumple la desigualdad de Jensen entonces f es convexa.

Demostración. Para cada k ∈ Z consideremos el conjunto Lebesgue medible o con
la propiedad de Baire

Xk = f−1((−∞, k]).

Como
Rd =

⋃
{Xk k ∈ Z}
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existe m ∈ Z tal que λ(Xm) > 0 o Xm es de segunda categoría. Por el Teorema
de Steinhaus (Teorema 1.2.16) o su análogo en categoría (Teorema 1.4.17) existen
a, b ∈ R, a < b tales que

(a, b) ⊆ Xm +Xm.

Sea t ∈
(
a
2
, b

2

)
entonces existen x, y ∈ Xm tales que t = x+y

2
y por lo tanto

f(t) 6
f(x) + f(y)

2
6 m,

lo cual nos dice que f es acotada superiormente por m en el intervalo
(
a
2
, b

2

)
. Por el

Teorema 3.3.15 f es continua y por el Teorema 3.3.6 f es convexa.

3.4. Acotación y continuidad en funciones conve-
xas y aditivas

Como corolario del Teorema de Bernstein-Doetsch (Corolario 3.3.16) obtuvimos
que los conjuntos abiertos tienen la propiedad de que para cualquier función f que
satisfaga la desigualdad de Jensen y cuyo dominio contenga al abierto es suficiente
que f sea acotada en el abierto para que f sea continua y por lo tanto convexa.
Esto motiva la pregunta de que otros conjuntos T (el uso de la letra T es por ser
conjuntos prueba o “test sets”) satisfacen esta propiedad, para esto introducimos la
siguientes clases:

U = {T ⊆ Rd | Si T ⊆ D ⊆ Rd es abierto, convexo, f : D → R satisface la
desigualdad de Jensen y f es acotada superiormente en T
entonces f es continua};

B = {T ⊆ Rd | toda función aditiva f : Rd → R acotada superiormente en
T es continua};

C = {T ⊆ Rd | toda función aditiva f : Rd → R acotada en
T es continua}.

Como las funciones aditivas satisfacen la desigualdad de Jensen se sigue de
la definicón que U ⊆ B ⊆ C y de hecho nuestro primer objetivo sera probar la
igualdad B = U.
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Definición 3.4.1. Un conjunto T ⊆ Rd se dice Q-radial en un punto x0 ∈ T si
para todo y ∈ Rd \ {0} existe ε > 0 tal que x+ λy ∈ T para todo λ ∈ Q ∩ (0, ε).

El siguiente Lema recuerda al que prepara el Teorema de Hahn-Banach sobre la
extensión de operadores lineales acotados en un espacio vectorial normado con el
cual podremos concluir un resultado similar.

Lema 3.4.2. Sea D ⊆ Rd un conjunto Q-convexo y Q-radial en un punto x0 ∈ D,
L ( Rd un subespacio lineal sobre Q con x0 ∈ L. Sean f : D → R una función que
satisface la desigualdad de Jensen y g : L → R una función aditiva tal que para
todo x ∈ L ∩D

g(x) 6 f(x).

Sea z ∈ Rd \ L y denotemos por L1 al subespacio lineal, sobre Q, generado por
L ∪ {z}. Entonces existe una función aditiva G : L1 → R tal que

G(x) 6 f(x)

para todo x ∈ L1 ∩D y G|L = g.

Demostración. Como f satisface la desigualdad de Jensen entonces f es Q-convexa
por el Teorema 3.3.5, y por el Teorema 3.2.1 g es Q-lineal. Entonces para todo
x, y ∈ L y λ, µ ∈ Q ∩ (0,∞) tales que x + µz ∈ D y y − λz ∈ D, se tiene que
λ

λ+µ
x+ µ

λ+µ
y ∈ D por D ser Q-convexo y

λ

λ+ µ
g(x) +

µ

λ+ µ
g(y) = g

(
λ

λ+ µ
x+

µ

λ+ µ
y

)
6 f

(
λ

λ+ µ
x+

µ

λ+ µ
y

)
= f

(
λ

λ+ µ
(x− µz) +

µ

λ+ µ
(y − λz)

)
6

λ

λ+ µ
f(x+ µz) +

µ

λ+ µ
f(y − λz)

Por lo cuál
g(x)− f(x+ µz)

µ
6
f(y − λz)− g(x)

λ
y

α = sup

{
g(x)− f(x+ µz)

µ
(x, µ) ∈ U

}
6 ı́nf

{
f(y − λz)− g(x)

λ
(x, λ) ∈ V

}
= β,
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donde
U =

{
(x, µ) ∈ L×Q+ x+ µz ∈ D

}
V =

{
(x, λ) ∈ L×Q+ y − λz ∈ D

}
.

Como D es Q-radial en x0 tenemos que los conjuntos U y V son no vacíos y
−∞ < α 6 β <∞, en particular ∅ 6= [α, β] ⊆ R.

Sea c ∈ [α, β]. Todo t ∈ L1 puede ser escrito de manera única como t = x+ λz
para alguna λ ∈ Q y x ∈ L, con esto definimos G : L1 → R como G(t) = g(x)− cλ
la cual es aditiva y G|L = g. Ahora sea t ∈ D∩L1 y consideremos su representación
t = x+ λt con x ∈ L y λ ∈ Q. Para concluir veamos que G(t) 6 f(t), consideremos
tres casos:

i) Si λ = 0, entonces t = x, t ∈ L y G(t) = g(t) 6 f(t).

ii) Si λ > 0 entonces (x, λ) ∈ U . Como c > α tenemos que

g(x)− f(x+ λz)

λ
6 c

por lo que
G(t) = g(x)− λc 6 f(x+ λz) = f(t).

iii)Si λ < 0 entonces (x,−λ) ∈ V . Como c 6 β tenemos que

c 6
f(x− (−λ)z)− g(x)

−λ

por lo que
G(t) = g(x)− λc 6 f(x+ λz) = f(t).

Teorema 3.4.3. Sea D ⊆ Rd un conjunto Q-convexo y Q-radial en un punto
x0 ∈ D, sea L ( Rd un subespacio vectorial sobre Q con x0 ∈ L. Sean f : D → R
una función que satisface la desigualdad de Jensen y g : L→ R una función aditiva
tal que para todo x ∈ L ∩D

g(x) 6 f(x).

Entonces existe una función aditiva G : Rd → R tal que

G(x) 6 f(x)

para todo x ∈ D y G|L = g.
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Demostración. SeaR el conjunto de todas las parejas (X,A) tales que L ⊆ X ⊆ Rd,
X es un subespacio lineal sobre Q, A : X → R es aditiva, A|X = g y A(x) 6 f(x)
para todo x ∈ D ∩X. Tenemos que R 6= ∅ pues (L, g) ∈ R.

Introducimos un orden parcial en R de la siguiente manera, (X1, A1) � (X2, A2)
si y solamente si X1 ⊆ X2 y A2|X1

= A1. Sea I ⊆ R una cadena y definamos

Y =
⋃
{X (X,A) ∈ I}

y B : Y → R como B(y) = A(y) si y ∈ X y (X,A) ∈ I, el argumento clásico
sobre cadenas muestra que B esta bien definida, (Y,B) es cota superior de (I,�)
y (Y,B) ∈ R. Entonces R satisface las condiciones del Lema de Zorn, por lo que
existe (Z,G) ∈ R un elemento �-maximal.

Para concluir hace falta ver que Z = Rd para esto supongamos que Z es
un subconjunto propio de Rd y sea z ∈ Rd \ Z, entonces Z,G y f cumplen las
condiciones del Teorema 3.4.2 por lo que existe G∗ : L1 → R aditiva, donde L1 es el
subespacio lineal sobre Q generado por Z ∪ {z}, tal que G∗|Z = G y G∗(x) 6 f(x)
para todo x ∈ D ∩ L1, como Z ( L1 esto contradice la maximalidad de (Z,G) en
(R,�).

Lema 3.4.4. Sea T ⊆ R un conjunto Q-convexo y Q-radial en x0 ∈ T , entonces
T ∈ B si y solamente si T tiene interior no vacío.

Demostración. Sea T ⊆ R un conjunto Q-convexo y Q-radial en x0 ∈ T . Si T
tiene interior no vacío entonces toda función aditiva acotada superiormente en T es
continua por el Corolario 3.3.16.

Por otro lado, supongamos que int(T ) = ∅, mostraremos que T /∈ B. Primero
trataremos el caso x0 = 0. El caso T = {0} es trivial pues cualquier función aditiva
no continua es acotada en un punto por lo cual podemos considerar que existe
y ∈ T ∩R+, ya que si no existe basta considerar el conjunto −T el cual es Q-convexo
y Q-radial en −x0 ∈ −T . Como int(T ) = ∅ existe x ∈ R \ T tal que 0 < x < y.
Hagamos

S =
{

(ξ, η) ∈ Q×Q+ (1 + ξ)x+ ηy ∈ T
}

Como y ∈ T , (−1, 1) ∈ S y por lo tanto S 6= ∅. Sea

s = sup

{
ξ

η
(ξ, η) ∈ S

}
,
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entonces −1 6 s. Más aun, por T ser Q-radial en 0 y y 6= 0, existe ε > 0 tal que
−αy ∈ T para todo α ∈ Q ∩ (0, ε). Supongamos que

s >
1

ε
,

entonces existen (ξ, η) ∈ S tales que

0 <
1

ε
<
ξ

η
6 s

y como η > 0 necesariamente ξ > 0 por lo que

0 <
η

ξ
< ε

Esto implica por elección de ε que −η
ξ
y ∈ T y, por definición de S, (1+ξ)x+ηy ∈ T.

Como T es Q-convexo, tenemos que

x =
1

1 + ξ
((1 + ξ)x+ ηy) +

ξ

1 + ξ

(
−η
ξ
y

)
∈ T,

contradiciendo la elección de x ∈ R \ T , esto prueba que

s 6
1

ε
.

Veamos que {x, y} es linealmente independiente sobre Q. Sean α, β ∈ Q tales
que αx + βy = 0 y α2 + β2 > 0, entonces como x > 0 y y > 0, se debe tener que
α 6= 0 y β 6= 0 y αβ < 0. Además, como 0 < x < y entonces |β| < |α|. Por todo esto
concluimos que −β

α
∈ (0, 1)∩Q y como 0, y ∈ T , el cual es Q-convexo, tenemos que

x = −β
α
y = −β

α
y +

(
1− β

α

)
0 ∈ T

lo que contradice nuestra elección de x ∈ R \ T y por lo tanto x y y son linealmente
independientes sobre Q.

Denotemos por L al sub-espacio lineal generado por {x, y} sobre Q. Por lo ante-
rior {x, y} es una base para L. Definamos g : L→ R como la única transformación
Q-lineal tal que g(x) = 1 y g(y) = −s.

Veamos que g(z) 6 1 para todo z ∈ T ∩ L. Para esto supongamos que existe
z ∈ T ∩ L tal que g(z) > 1. Sean λ, µ ∈ Q únicos tales que z = λx+ µy, entonces
g(z) = λ− µs, esto quiere decir, como g(z) > 1, que

µs < λ− 1.

Consideremos tres casos:
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i) Si µ > 0 entonces (λ− 1, µ) ∈ S y

s <
λ− 1

µ

lo que contradice la definición de s como supremo.

ii) Si µ = 0 entonces λx = λx+ µy = z ∈ T y λ = g(z) > 1 , por lo cual

x =
1

λ
(λx) +

(
1− 1

λ

)
0

es una combinación lineal Q-convexa de elementos en T , el cual es Q-convexo y por
lo tanto x ∈ T contradiciendo la elección de x ∈ R \ T .

iii) Si µ < 0 entonces

s >
λ− 1

µ
=

1− λ
−µ

pues µs < λ− 1. Por lo tanto existe (ξ, η) ∈ S tal que

ξ

η
>

1− λ
−µ

⇔ −µξ > η − λη ⇔ λη − µ(1 + ξ) > η − µ

Definiendo
κ =

λη − µ(1 + ξ)

η − µ
obtenemos que κ > 1 y como (ξ, η) ∈ S tenemos que (1 + ξ)x + ηy ∈ T , además
λx+ µy = z ∈ T , entonces como κ > 1 y 0 ∈ T

u =
1

κ
(λx+ µy) ∈ T y v =

1

κ
((1 + ξ)x+ ηy) ∈ T,

finalmente como η > 0 y −µ > 0 tenemos que la siguiente combinación Q-convexa
de elemento en T pertenece a T :

η

η − µ
u+

−µ
η − µ

y =
η

(η − µ)

η − µ
λη − µ(1 + ξ)

(λx+ µy)

+
−µ
η − µ

η − µ
λη − µ(1 + ξ)

((1 + ξ)x+ ηy)

=
(ηλx+ ηµy − µx− µξx− µηy)

λη − µ(1 + ξ)

=
λ− µ(1 + ξ)

λ− µ(1 + ξ)
x

=x,
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lo que contradice la elección de x ∈ R \ T .
En cualquier caso obtenemos un absurdo al suponer que existe z ∈ L ∩ T

tal que g(z) > 1, por lo tanto g(z) 6 1 para todo z ∈ T . Por el Teorema 3.4.3
con f : T → R dada por f(x) = 1 existe G : R→ R aditiva tal que G|L = g y
G(z) 6 f(z) = 1 para todo z ∈ T , es decir, G es acotada. Si G fuera continua
entonces existiria c ∈ R tal que G(t) = ct para toda t ∈ R (Teorema 3.2.1), en
particular:

1

x
=
g(x)

x
=
G(x)

x
= c =

G(y)

y
=
g(y)

y
=
−s
y
,

por lo que −s = y
x
y como 0 < x < y, entonces −s > 1 lo que contradice que

−1 6 s. De esta manera se tiene que G no es continua y por lo tanto existe una
función aditiva discontinua y acotada en T , es decir, T /∈ B.

Si x0 6= 0 entonces el conjunto T − x0 es Q-convexo y Q-radial en 0 y al igual
que T tiene interior vacío, por lo probado anteriormente T −x0 /∈ B, es decir, existe
G : R→ R acotada en T − x0, digamos por M , y discontinua. Para todo z ∈ T se
tiene que z − x0 ∈ T − x0 y

G(z) = G(z − x0) +G(x0) 6M + g(x0)

por lo cual G es acotada en T porM+G(x0) y existe una función aditiva discontinua
y acotada en T , es decir, T /∈ B.

Lema 3.4.5. Sea T ⊆ Rd un subconjunto Q-convexo y Q-radial en x0 ∈ T . Sea
{ei i ∈ {1, . . . , d}} una base para Rd sobre R y para cada i ∈ {1, . . . , d} sea

Ti = {x ∈ R xei ∈ T} .

Si int(T ) = ∅ entonces existe i ∈ {1, . . . , d} tal que int(Ti) = ∅.

Demostración. Vemos que si int(Ti) 6= ∅ para todo i ∈ {1, . . . , n} entonces int(T ) 6=
∅. Como int(Ti) 6= ∅ existen intervalos ∅ 6= (ai, bi) = Ji ⊆ Ti\{0} para i ∈ {1, . . . , d}.
Sea

G =

{
x ∈ Rd x =

d∑
i=1

αixiei, αi ∈ Q ∩ (0, 1), xi ∈ Ji, i ∈ {1, . . . , n},
d∑
i=1

αi = 1

}
.

Fijemos x ∈ G, entonces existen αi ∈ Q ∩ (0, 1), xi ∈ Ji, i ∈ {1, . . . , d}, tales que∑d
i=1 αi = 1 y x =

∑d
i=1 αixiei. Sean r = mı́n {|bi − xi| , |xi − ai| i ∈ {1, . . . , d}} ,

α = mı́n {|αi| ||ei|| i ∈ {1, . . . , d}} , ε = rα
2
> 0. Sea y ∈ Rd con ||x− y|| < ε. Como
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{x1e1, . . . , xded} es base para Rd sobre R existen βi ∈ R, i ∈ {1, . . . , d} tales que
y =

∑d
i=1 βixiei. Entonces

y = x+
d∑
i=1

(βi − αi)xiei =
d∑
i=1

αi

(
xi +

βi − αi
αi

xi

)
ei =

d∑
i=1

αiyiei

donde yi = xi + βi−αi
αi

xi. Además, para todo i ∈ {1, . . . , d}

|βi − αi| |xi| ||ei|| 6 ||y − x|| < ε =
rα

2
6
r |αi| ||ei||

2
,

es decir,

|βi − αi| |xi| <
r |αi|

2
y

|yi − xi| =
∣∣∣∣βi − αiαi

∣∣∣∣ |xi| < r

2
.

Por lo tanto yi ∈ Ji para todo i ∈ {1, . . . , d} y como y =
∑d

i=1 αiyiei entonces
y ∈ G y para todo y ∈ R tal que ||x− y|| < ε. De esta forma se tiene que G
es abierto. Por otro lado dado x =

∑d
i=1 αixiei ∈ G se tiene que xi ∈ Ji ⊆ Ti,

entonces por definición de Ti se tiene que xiei ∈ T para todo i ∈ {1, . . . , d}, y
como T es Q-convexo, αi ∈ Q ∩ (0, 1), i ∈ {1, . . . , n} y

∑d
i=1 αi = 1 entonces

x =
∑d

i=1 αixiei ∈ T , es decir, G ⊆ T . Por último se tiene que
∑d

i=1
1
d

(
ai+bi

2

)
ei ∈ G

y por lo tanto T tiene interior no vacío.

Teorema 3.4.6. Sea T ⊆ Rd un subconjunto Q-convexo y Q-radial en x0 ∈ T .
Entonces T ∈ B si y solamente si int(T ) 6= ∅.

Demostración. Sea T ⊆ Rd un subconjunto Q-convexo y Q-radial en x0 ∈ T . Si
T tiene interior no vacío toda función aditiva acotada en T es continua por el
Corolario 3.3.16.

Inversamente, supongamos que T tiene interior vacío y que x0 = 0. Sea
{e1, . . . , ed} una base para Rd sobre R y para i ∈ {1, . . . , d} sea

Ti = {x ∈ R xei ∈ T} .

Por el Lema 3.4.5, existe i ∈ {1, . . . , d} tal que Ti ⊆ R tiene interior vacío.
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Veamos que Ti es Q-convexo y Q-radial en 0 ∈ Ti. Sean x, y ∈ Ti y α ∈ Q∩ (0, 1)
entonces xei, yei ∈ T el cual es Q-convexo por lo que

αxei + (1− α)yei = (αx+ (1− α)y)ei ∈ T,

es decir,
αx+ (1− α)y ∈ Ti.

Por otro lado 0 = 0ei ∈ T por lo cual 0 ∈ Ti. Veamos que Ti es Q-radial en 0.
Sea y ∈ R \ {0}, entonces como yei ∈ Rd \ {0} y T es Q-radial en 0, existe ε > 0 tal
que αyei ∈ T para todo α ∈ Q ∩ (0, ε), es decir, αy ∈ Ti para todo α ∈ Q ∩ (0, ε)
por lo que Ti es Q-radial en 0.

De esta manera Ti ⊆ R es un conjunto Q-radial en 0 ∈ Ti, Q-convexo y con
interior vacío, por el Teorema 3.4.4 existe g : R→ R aditiva, discontinua y acotada
superiormente en Ti. Sea L = {xei x ∈ R} ⊆ Rd el cual es un subespacio vectorial
sobre R y por lo tanto sobre Q. Definimos G : L→ R como G(xei) = g(x) para todo
xei ∈ L con x ∈ R. Para x ∈ R, xei ∈ T implica que x ∈ Ti y como g es acotada
superiormente en Ti tenemos que G es acotada superiormente en L∩T . Claramente
G es aditiva, entonces por el Teorema 3.4.3 existe G′ : Rd → R aditiva tal que
G′|L = G y G′ es acotada en T . Como G es discontinua y G′|L = G, entonces G′ es
discontinua. Con esto tenemos que G′ es una función aditiva, discontinua y acotada
superiormente en T y por lo tanto T /∈ B.

Por último, si x0 6= 0 entonces el conjunto T − x0 es Q-convexo y Q-radial en 0
y al igual que T tiene interior vacío. Por lo probado anteriormente T − x0 /∈ B, es
decir, existe G : R → R acotada en T − x0, digamos por M , y discontinua. Para
todo z ∈ T se tiene que z − x0 ∈ T − x0 y

G(z) = G(z − x0) +G(x0) 6M + g(x0)

por lo cual G es acotada en T por M +G(x0) por lo que existe una función aditiva
discontinua y acotada en T ,es decir, T /∈ B.

Teorema 3.4.7. Sea D ⊆ Rd convexo y abierto. Sean f : D → R que satisface
la desigualdad de Jensen y M ∈ R tal que M > ı́nf {f(x) x ∈ D}, entonces el
conjunto

T = {x ∈ D f(x) < M}

es Q-convexo y Q-radial en x para todo x ∈ T .



3.4 Acotación y continuidad en funciones convexas y aditivas 111

Demostración. Por la condición M > ı́nf {f(x) x ∈ D} tenemos que T 6= ∅.
Dados x, y ∈ T y α ∈ Q ∩ (0, 1), αx + (1− α)y ∈ D por ser convexo y por el

Teorema 3.3.5

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y) 6 αM + (1− α)M = M

por lo que αx+ (1− α)y ∈ T , con esto vemos que T es Q-convexo.

Sea x ∈ T y y ∈ Rd, por el Teorema 3.3.10

ĺım
λ→0
λ∈Q

f(x+ λy) = f(x) < M

esto pues para λ ∈ Q, x + λy = (1 − λ)x + λ(x + y) ∈ Q({x, x + y}), por lo que
existe ε > 0 tal que f(x+ λy) < M para todo λ ∈ Q ∩ (0, ε), es decir, x+ λy ∈ T
para todo λ ∈ Q ∩ (0, ε) por lo que T es Q-radial en x para todo x ∈ T .

Ahora estamos en condiciónes de demostrar la igualdad de dos las clases definidas
en la página 108.

Teorema 3.4.8. U = B

Demostración. Como toda función aditiva es convexa tenemos que U ⊆ B. Por
otro lado, sea T ⊆ Rd tal que T /∈ U y veamos que T /∈ B. Como T /∈ U existe
D ⊆ Rd convexo y f : D → R que satisface la desigualdad de Jensen y acotada
superiormente en T digamos por M ∈ R. Sea

T0 = {x ∈ D f(x) < M}

entonces T ⊆ T0 y por el Teorema 3.4.7 T0 es Q-convexo y Q-radial en cualesquiera
de sus puntos. Si int(T0) 6= ∅ entonces f seria continua por el Corolario 3.3.16,
por lo que int(T0) = ∅ y por el Teorema 3.4.6 se tiene que T0 /∈ B. De esta forma
existe g : Rd → R aditiva, discontinua y acotada superiormente en T0, como T ⊆ T0

tambien es acotada superiormente en T0 y por lo tanto T /∈ B

Definición 3.4.9. Dada F : P(Rd)→ P(Rd), F se dice un operador U-conservativa
si para todo T ⊆ Rd y toda f : Rd → R aditiva se satisface que si f es acotada
superiormente en T , entonces f es acotada superiormente en F (T ).

Definición 3.4.10. Dada F : P(Rd)→ P(Rd), F se dice un operador C-conservativa
si para todo T ⊆ Rd y toda f : Rd → R aditiva se satisface que si f es acotada en
T , entonces f es acotada F (T ).
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Teorema 3.4.11. Si F : P(Rd) → Rd es U-conservativa y para T ⊆ Rd se tiene
que F (T ) ∈ U entonces T ∈ U.

Demostración. Sea f : Rd → R una función aditiva acotada superiormente en
T . Como f es U-conservativa y acotada superiormente en T , entonces es acotada
superiormente en F (T ) y como F (T ) ∈ U entonces f es continua, es decir, T ∈ U.

Teorema 3.4.12. Si F : P(Rd) → Rd es C-conservativa y para T ⊆ Rd se tiene
que F (T ) ∈ C entonces T ∈ C.

Demostración. Sea f : Rd → R una función aditiva acotada en T . Como f es
U-conservativa y acotada en T , entonces es acotada en F (T ) y como F (T ) ∈ U
entonces f es continua, es decir, T ∈ U.

Teorema 3.4.13. Sea F : P(Rd) → P(Rd) tal que F (T ) ⊆ T para todo T ⊆ Rd,
entonces F es U-conservativa.

Demostración. Sean T ⊆ Rd y f : Rd → R aditiva acotada superiormente en T .
Como F (T ) ⊆ T entonces f es acotada superiormente en F (T ) y por lo tanto F es
U-conservativa.

Teorema 3.4.14. La operación F : Rd → Rd dada por F (T ) = T + t para alguna
t ∈ Rd fija es U-conservativa.

Demostración. Sean T ⊆ Rd y f : Rd → R aditiva tal que f es acotada en T . Sea
M ∈ R tal que f(x) 6 M para todo x ∈ T . Dado y ∈ T + t existe x ∈ T tal que
y = x+ t entonces

f(y) = f(x) + f(t) 6M + f(t),

es decir, f es acotada en F (T ) y por lo tanto F es U-conservativa.

Teorema 3.4.15. Sea n < ω, definimos la operación Sn : Rd → Rd dada por
Sn(T ) =

∑n
i=1 T , entonces Sn es U-conservativa.

Demostración. Sea T ⊆ R y f : Rd → R aditiva y acotada superiormente en T por
M . Se tiene que f es acotada en Sn(T ) debido a que para todo {t1, . . . , tn} ⊆ T y
y =

∑n
i=1 ti:

f(y) =
n∑
i=1

f(ti) 6 nM,

por lo que f es U-conservativa.
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Teorema 3.4.16. Si T ⊆ Rd tiene interior no vacío entonces T ∈ U

Demostración. Por el Corolario 3.3.16 int(U) ∈ U y la operación int : P(Rd) →
P(Rd) satisface que int(T ) ⊆ T para todo T ⊆ Rd. Entonces por el Teorema 3.4.13,
int es U-conservativa y por el Teorema 3.4.11 T ∈ U.

Teorema 3.4.17 (Teorema de Ostrowski, [20]). Si T ⊆ Rd tiene medida interior
de Lebesgue positiva entonces T ∈ U

Demostración. Sea A ⊆ T un núcleo medible de T , es decir, A es Lebesgue medible
y tiene medida de Lebesgue positiva, entonces por el Teorema de Steinhaus (Teorema
1.2.16)

∅ 6= int(A+ A) = int(S2(A)) ⊆ int(S2(T )).

Por el Teorema 3.4.16 S2(T ) ∈ U y como S2 es U-conservativa (Teorema 3.4.15) el
Teorema 3.4.11 implica que T ∈ U.

Teorema 3.4.18 (Teorema de Mehdi, [19]). Si T ⊆ Rd contiene un subconjunto
de segunda categoría y con la propiedad de Baire entonces T ∈ U

Demostración. Sea A ⊆ T de segunda categoría y con la propiedad de Baire,
entonces por el Teorema 1.4.17

∅ 6= int(A+ A) = int(S2(A)) ⊆ int(S2(T )).

Por el Teorema 3.4.16 S2(T ) ∈ U y como S2 es U-conservativa (Teorema 3.4.15) el
Teorema 3.4.11 implica que T ∈ U.

Los siguientes operadores nos serán de uitilidad más adelante

R : P(Rd)→ P(Rd) T 7→ T − T =
{
x ∈ Rd x = t1 − t2, {t1, t2} ⊆ T

}
U : P(Rd)→ P(Rd) T 7→ T+R(T ) =

{
x ∈ Rd x = t1 + t2 − t3, {t1, t2, t3} ⊆ T

}
Teorema 3.4.19. Los operadores R y U son C-conservativas.

Demostración. Sea T ⊆ Rd y f : Rd → R aditiva acotada en T por M ∈ R+. Sean
t1, t2, t3 ∈ T entonces

|f(t1 − t2)| = |f(t1)− f(t2)| 6 |f(t1)|+ |f(t2)| 6 2M

|f(t1 + t2 − t1)| = |f(t1) + f(t2)− f(t3)| 6 |f(t1)|+ |f(t2)|+ |f(t3)| 6 3M

por lo que f es acotada en R(T ) y en U(T ), es decir, R y U son C-conservativas.
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Teorema 3.4.20. Sea T ⊆ Rd. Cualesquiera de las siguientes condiciones es
suficientes para que T ∈ C:

i) R(T ) tiene medida interior de Lebesgue positiva;

ii) R(T ) contiene un conjunto de segunda categoría y con la propiedad de Baire;

iii) U(T ) tiene medida interior de Lebesgue positiva;

iv) U(T ) contiene un conjunto de segunda categoría y con la propiedad de Baire.

Demostración. Por los Teoremas de Ostrowski y de Mehdi (Teoremas 3.4.17 y
3.4.18) se tiene que R(T ) o U(T ) pertenecerian a U. Como tenemos la contención
U ⊆ C entonces R(T ) o U(T ) perteneceria a la clase C y estas operaciones son
C-conservativas (Teorema 3.4.19) y por el Teorema 3.4.12 tenemos que T ∈ C.

3.5. Conos, bases de Burstin y conjuntos de Erdös

En esta sección utilizaremos las herramientas desarrolladas en la sección anterior
para derivar más propiedades sobre las bases de Hamel y daremos construcciones
de algunos conjuntos destacados asociados a estas bases.

Empezaremos viendo la relación entre bases de Hamel y las clases U = B (Teore-
ma 3.4.8) y C. Para esto recordemos que las funciones aditivas son precisamente las
transformaciones Q-lineales (Teorema 3.2.1), por lo que cualquiera de estas queda
determinada una vez definida en una base de Hamel.

Teorema 3.5.1. Ninguna base de Hamel pertenece a alguna de la clases U = B y
C.

Demostración. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel. Sea f : Rd → R aditiva definida en
H como f(h) = 1 para todo h ∈ H. Entonces f toma unicamente valores racionales
y f 6= 0 por lo que f es discontinua, carece de la propiedad del valor intermedio, y
es acotada en H. Por lo tanto H /∈ C. Como U ⊆ C entonces H /∈ U.
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Conos

Otro objeto algebráico de interés son los conos, los cuales definimos a continua-
ción.

Definición 3.5.2. Un subconjunto C ⊆ Rd es un cono sobre Q si para todo x, y ∈ C,
λ ∈ Q ∩ [0,∞) se tiene que x+ y ∈ C y λx ∈ C. En este caso a C se le llama un
Q-cono.

Dado A ⊆ Rd se denota por E+(A) al Q-cono generado por A, es decir, el
menor Q-cono que contiene a A el cual coincide con el conjunto de Q-combinaciones
lineales con coeficiente no negativos. Análogamente a los espacios vectoriales existe
una noción para una base de un Q-cono.

Definición 3.5.3. Dado C ⊆ Rd un Q-cono y B ⊆ Rd se dice que B es base de
cono para C si B es linealmente independiente sobre Q y E+(B) = C.

La existencia de una base de cono para un Q-cono no es inmediata, a diferencia
de las bases de subespacios, de hecho tenemos el siguiente resultado de Kuczma
[16].

Teorema 3.5.4. Sea C ⊆ Rd un Q-cono. Si existe un base de Q-cono para C
entonces C /∈ B.

Demostración. Sea B un base de cono para C. Por ser B linealmente independiente
sobre Q podemos extender B a una base de Hamel H. Sea f : Rd → R la única
función aditiva tal que f(h) = −1 para todo h ∈ H, de esta forma f 6= 0 y
Im(f) ⊆ Q. Entonces f es discontinua por no tener la propiedad del valor intermedio.

Para todo x ∈ C = E+(B) existen n < ω y x, . . . , xn ∈ B, α1, . . . , αn ∈ Q ∩ [0,∞)
tales que

x =
n∑
i=1

αixi

por lo que

f(x) = f

(
n∑
i=1

αixi

)
=

n∑
i=1

αif(xi) = −
n∑
i=1

αi 6 0.

Por lo tanto f es acotada superiormente en C y como f es discontinua, C /∈ B.
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Con este resultado vemos que los Q-conos que tienen bases de cono tienen que
ser “pequeños”. De hecho por los Teoremas de Bernstein-Doetsch, de Ostrowski y de
Mehdi (Teoremas 3.3.15, 3.4.17 y 3.4.18) si el Q-cono tiene interior no vacío, medida
interior positiva o contiene un conjunto de segunda categoría y con la propiedad de
Baire, entonces C ∈ B, por lo que los Q-conos sin base de cono son “pequeños” al
menos en el sentido topológico, de medida y de categoría. En particular tenemos
un ejemplo de un Q-cono sin base de cono.

Corolario 3.5.5. [0,∞) es un Q-cono y no existe una base de cono para este.

Demostración. Es claro que [0,∞) es un Q-cono. Como int([0,∞)) = (0,∞) 6= ∅,
entonces no existe una base de cono para [0,∞).

También obtenemos como corolario el siguiente resultado de Aczél yErdös [1].

Corolario 3.5.6. Existe T ⊆ Rd tal que T /∈ B y R(T ) = Rd.

Demostración. Sea H una base de Hamel, entonces H es base de cono para E+(H)
y por el Teorema 3.5.4 tenemos que H /∈ B, sin embargo tenemos que

R(E+(H)) = E+(H)− E+(H) = Rd

Haciendo T = E+(H) obtenemos el resultado.

Asimismo obtenemos como corolario que la propiedad de Steinhaus no es
suficiente para que un conjunto pertenezca a la clase B.

Corolario 3.5.7. La condición int(R(T )) 6= ∅ no es suficiente para que T ∈ B.

Demostración. Basta tomar el conjunto T del Corolario 3.5.6

Sabemos, por el Teorema 3.1.9, que si H es una base de Hamel Lebesgue medible
entonces tiene medida de Lebesgue cero, sin embargo podemos decir algo más.

Teorema 3.5.8. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel entonces H tiene medida interior
de Lebesgue cero.

Demostración. Si H tuviera medida interior de Lebesgue positiva entonces por el
Teorema 3.4.20 H ∈ C lo que contradice el Teorema 3.5.1.
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Teorema 3.5.9. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel y T ⊆ H con la propiedad de
Baire, entonces T es de primera categoría.

Demostración. Si H contiene un subconjunto T de segunda categoría y con la
propiedad de Baire, entonces por el Teorema 3.4.20 H ∈ C lo que contradice el
Teorema 3.5.1.

Bases de Burstin

En el Teorema 3.1.12 vimos que existen bases de Hamel de primera categoría
y nulas para a la medida de Lebesgue. Por otro lado, el Teorema 3.5.1 nos indica
que las bases de Hamel no son lo suficientemente “grandes” como para pertenecer
a algunas de las clases U = B o C. A pesar de esto existen, como veremos a
continuación, bases de Hamel relativamente “grandes”, esta noción corresponde a
las llamadas bases de Burstin.

Definición 3.5.10. Un subconjunto A ⊆ Rd se dice saturado no medible si

(λd)∗(A) = (λd)∗(Rd \ A) = 0.

Como el nombre lo indica, es claro que cualquier conjunto saturado no medible
no es Lebesgue medible. Además, tenemos una noción anáoga para categoría.

Definición 3.5.11. Un subconjunto A ⊆ Rd se dice saturado en categoría si para
todo B ⊆ Rd con la propiedad de Baire y de segunda categoría se tiene

A ∩B 6= ∅ y (Rd \ A) ∩B 6= ∅.

Claramente cualquier subconjunto saturado en categoría no tiene la propiedad
de Baire.

Definición 3.5.12. Sea X ⊆ Rd. Una base de Hamel H ⊆ X se dice una base de
Burstin relativa a X si H intersecta a todo boreliano no numerable de X considerado
con la topología de subespacio. Si X = Rd entonces H se dice simplemente una base
de Burstin.

Teorema 3.5.13. Si X es de medida completa, es decir, λd(Rd \X) = 0, entonces
toda base Burstin relativa a X es saturada no medible
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Demostración. Sea H una base de Burstin relativa a X. Por el Teorema 3.5.8

(λd)∗(H) = 0.

Supongamos que H no es saturada no medible, es decir,

(λd)∗(Rd \H) > 0.

Por regularidad existe un compacto F ⊆ Rd \H tal que λd(F ) > 0. En particular
F tiene medida de Lebesgue finita. Por otro lado, como H ⊆ X entonces

Rd \H =
(
Rd \X

)
∪ (X \H)

y por lo tanto

F = F ∩
(
Rd \H

)
=
(
F ∩

(
Rd \X

))
∪ (F ∩ (X \H)) .

Más aun, esta unión es ajena y por lo tanto

F ∩ (X \H) = F \
(
F ∩

(
Rd \X

))
.

Por hipótesis λd(Rd \X) = 0 y por lo tanto λd(F ∩
(
Rd \X

)
) = 0. De esta forma

se tiene que F y F ∩ (Rd \X) son Lebesgue medibles y por lo tanto F ∩ (X \H)
tambien lo es. Además,

λd(F ∩ (X \H)) = λd(F )− λd(F ∩ (Rd \X)) = λd(F ) > 0

y por regularidad existe un cerrado E ⊆ F ∩ (X \H) ⊆ X \H tal que λd(E) > 0.
De esta forma se tiene que E es no numerable. Como E ⊆ X \H, entonces E es un
boreliano, relativo a X, no numerable el cual no intersecta a H, lo cual contradice
el que H sea base Burstin relativa a X. Por lo tanto concluimos que

(λd)∗(Rd \H) = 0

y H es saturado no medible.

Teorema 3.5.14. Si X ⊆ Rd es residual entonces toda base de Burstin relativa a
X es saturada en categoría.

Demostración. Sea H ⊆ X una base de Burstin relativa a X y supongamos que H
no es saturada en categoría. En virtud del Teorema 3.5.9 tenemos que H no puede
contener subconjuntos de segunda categoría y con la propiedad de Baire, por lo que
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Rd \H contiene un subconjunto E con la propiedad de Baire y de segunda categoría.
Sean G,P,R ⊆ Rd tales que G es abierto, P y R son de primera categoría y

E = (G ∪ P ) \R.

Entonces G es un abierto no vacío, ya que E es de segunda categoría, y en particular
es del tipo Gδ. Como

G \ (G ∩ E) = G \ E = G ∩
(
(Rd \ (G ∪ P )) ∪R

)
⊆ G ∩R ⊆ R,

por lo que G \ (G ∩ E) es de primera categoría. Por el Teorema 1.4.9 existe un
conjunto F ⊆ G ∩E ⊆ E tal que F ∈ Gδ y G \ F es de primera categoría. Además,
por el Teorema de la categoría de Banach (Teorema 1.4.10) G es de segunda
categoría y por lo tanto F tambien es de segunda categoría.

De esta forma tenemos que F ⊆ E ⊆ Rd \H, por lo que

F = F ∩ (Rd \H) = (F ∩ (X \H)) ∪
(
F ∩ (Rd \X)

)
y como esta unión es ajena, entonces

F ∩
(
Rd \X

)
= F \ (F ∩ (X \H)) .

Como X es residual, Rd \X es de primera categoría y por lo tanto F ∩
(
Rd \X

)
tambien. Como F es de segunda categoría necesariamente F ∩(X \H) es de segunda
categoría. Por el Teorema 1.4.9 existe K ⊆ F ∩ (X \ H) ⊆ F tal que K ∈ Gδ y
F \K es de primera categoría. Como F es de segunda categoría necesariamente K
es de segunda categoría. En particular K es no numerable y además es de Borel por
lo que, por H ser base de Burnstin, tenemos que H ∩K 6= ∅ lo que contradice que
K ⊆ F ⊆ Rd \H. Por lo tanto Rd \H no contiene subconjuntos con la propiedad
de Baire y de segunda categoría y H es saturado en categoría.

Corolario 3.5.15. Toda base de Burstin es saturada no medible y saturada en
categoría.

Demostración. Sea X = Rd entonces λd(Rd \X) = λ(∅) = 0 y Rd es residual, por
lo tanto el resultado se sigue de los Teoremas 3.5.13 y 3.5.14.

El resultado anterior nos dice que las bases de Burstin serían bases relativamente
“grandes” por lo que este resultado nos motiva a verificar la existencia de éstas.
Procedemos a probar la existencia de bases de Burstin relativas a X para algunos
X ⊆ Rd.
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Teorema 3.5.16. Sea X ⊆ Rd un boreliano y sea E(X) el subespacio vectorial
sobre Q generado por X. Si E(X) = Rd entonces existe un base Burstin relativa a
X.

Demostración. Si X fuera numerable entonces E(X) seria numerable pues este
consiste de todas las Q-combinaciones lineales de elementos en X y por lo cual
E(X) 6= Rd, por lo que por nuestra hipótesis tenemos que X es no numerable.

Sea α el primer ordinal con cardinalidad igual a c y sea 〈Fξ〉ξ<α la familia de
todos los borelianos no numerables de Rd (Teorema 2.3.34).

Consideremos a F0 y elijamos x0 ∈ F0 \ {0} = F0 \ E(∅). Supongamos que para
cierta β < α tenemos definida la β-sucesión 〈xξ〉ξ<β de elementos en X de tal forma
que

xγ ∈ Fγ \ E({xξ ξ < γ})

para todo γ < β. Sea Bβ = E({xξ ξ < β}) entonces

card(Bβ) 6 card(Q) · card(β) < c,

por lo que Fβ \Bβ 6= ∅ y podemos definir xβ como cualquier elemento de Fβ \Bβ. Por
el metodo de inducción transfinita obtenemos la familia 〈xξ〉ξ<α con las propiedades
arriba mencionadas.

Veamos que B∗β = Bβ∪{xβ} es linealmente independiente sobre Q si β < α. Para
β = 0 tenemos que B∗β = {x0} 6= {0} por lo que este es linealmente independiente.
Ahora supongamos que B∗γ es linealmente independiente para todo γ < β, como{
B∗γ γ < β

}
es una cadena se sigue que tambien

⋃{
B∗γ γ < β

}
es linealmente

independiente. Ademas tenemos que⋃{
B∗γ γ < β

}
= Bβ.

Por construcción xβ ∈ Fβ \ E(Bβ) por lo que B∗β = Bβ ∪ {xβ} es linealmente
independiente.

Por lo anterior tenemos una cadena,
{
B∗β β < α

}
, de conjuntos linealmente

independientes por lo que B =
⋃{

B∗β β < α
}
es linealmente independiente. Como

B ⊆ X y E(X) = Rd podemos extender a B a una base de Hamel H tal que
B ⊆ H ⊆ X. Todo boreliano de X es un boreliano de R intersectado con X, el
cual es boreliano, por lo que los borelianos de X son borelianos de Rd con esto H
resulta ser una base de Burstin relativa X.



3.5 Conos, bases de Burstin y conjuntos de Erdös 121

Corolario 3.5.17. Existen bases de Burstin.

Demostración. Sea X = Rd, el cual es un boreliano de Rd y E(Rd) = Rd, por el
Teorema 3.5.16 existe una base de Burstin relativa a X la cual es una base de
Burstin.

Conjuntos de Erdös

Definición 3.5.18. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel, definimos el conjunto Z(H)
como sigue:

Z(H) =

{
x ∈ Rd x =

n−1∑
i=0

kihi, ki ∈ Z, hi ∈ H, i < n, n < ω

}

el cual es conocido como el conjunto de Erdös asociado a H, el cual coincide con el
subgrupo aditivo generado por H.

Teorema 3.5.19. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel, entonces

Rd =
⋃{

1

k
Z(H) k < ω

}
Demostración. Sea x ∈ Rd. Como H es base de Hamel existen n < ω, {qi i < n} ⊆
Q y {hi i < n} ⊆ H tales que

x =
n−1∑
i=0

qihi.

Sea k el minimo común multiplo de los denominadores de {qi i < n}, entonces
kqi ∈ Z para todo i < n. De esta forma

kx =
n−1∑
i=0

kqihi ∈ Z(H),

es decir,

x ∈ 1

k
Z(H).
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Lema 3.5.20. Sea ξ ∈ R \Q entonces el subgrupo

D = {x ∈ R x = p+ qξ, p, q ∈ Z}

es denso en R.

Demostración. Para todo n < ω existe pn ∈ Z tal que pn +nξ ∈ (0, 1). Sea k < ω y
tomemos k + 1 numeros naturales distintos {n0, . . . , nk} ⊆ ω y los correspondiente
{p0, . . . , pk} ⊆ Z tales que para todo i < k + 1

xi = pi + niξ ∈ (0, 1).

Si xi = xj entonces pi − pj = (nj − ni)ξ = pi − pj ∈ Z y como ξ es irracional
tenemos que nj − ni = 0, es decir, i=j. Con esto tenemos k + 1 puntos distintos del
intervalo (0, 1) y por el principio de las casillas existen distintos r, s < k + 1 tales
que |xr − xs| < 1

k
. Como

xr − xs = (pnr − pns) + (nr − ns)ξ ∈ D

tenemos que para todo k < ω existe x ∈ D \ {0} tal que |x| < 1
k
, es decir, 0 es un

punto de acumulación de D y por lo tanto D no es un grupo cíclico. El resultado
se sigue del hecho de que todo subgrupo de R es denso o cíclico.

Teorema 3.5.21. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel, entonces Z(H) es denso en Rd.

Demostración. Sea x ∈ Rd. De esta forma x,
√

2x ∈ Rd y por el Teorema 3.5.19
existen 0 < k, l < ω tales que kx ∈ Z(H) y l

√
2x ∈ Z(H). Entonces

pkx+ ql
√

2x = k

(
p+ q

l

k

√
2

)
x ∈ Z(H)

para todo p, q ∈ Z. Como l
k

√
2 es irracional el Lema 3.5.20 implica que{

t ∈ R t = p+ q
l

k

√
2, p, q ∈ Z

}
es denso, por lo que existen sucesiones de enteros 〈pn〉n<ω y 〈qn〉n<ω tales que

ĺım
n→∞

(
pn + qn

l

k

√
2

)
=

1

k
.
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Esto implica que 〈k(pn + qn
l
k

√
2)x〉n<ω es una sucesión en Z(H) convergente y

ĺım
n→∞

k

(
pn + qn

l

k

√
2

)
x = k

(
ĺım
n→∞

(
pn + qn

l

k

√
2

))
x = k

1

k
x = x

Como x ∈ Rd fue arbitraria concluimos que Z(H) es denso en Rd.

Nuestro objetivo es probar que el conjunto Z(H) asociado a cualquier base de
Hamel no es Lebesgue medible y saturado no medible, para esto necesitamos algunos
resultados, entre los cuales éstan los muy importantes Teorema de la cubierta de
Vitali (Teorema 3.5.28) y Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema 3.5.30), los
cuales pueden encontrarse al final de esta sección.

Teorema 3.5.22. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel, entonces Z(H) es saturado no
medible y saturado en categoría.

Demostración. Sea h0 ∈ H. Por la unicidad de la representación en terminos de H
tenemos que para todo x ∈ Z(H), 1

2
h0 + x no pertenece a Z(H), por lo que Z(H) y

1
2
h0 +Z(H) son ajenos. Por el Lema 3.5.21 Z(H) es denso y por lo tanto 1

2
h0 +Z(H)

tambien es denso. Como Z(H) no intersecta al denso 1
2
h0 + Z(H) tenemos que

int(Z(H)) = ∅

y como Z(H) + Z(H) = Z(H) el Teorema de Steinhauss (Teorema 1.2.16) y su
análogo en categoría (Teorema 1.4.17) implican que (λd)∗(Z(H)) = 0 y Z(H) no
contiene ningún subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoría. Sin
embargo, (λd)

∗(Z(H)) > 0 y Z(H) es de segunda categoría por el Teorema 3.5.19,
y por lo tanto Z(H) no es Lebesgue medible y no tiene la propiedad de Baire.

Tenemos que Z(H) es denso, tiene medida exterior de Lebesgue positiva, es de
segunda categoría y Z(H) +Z(H) = Z(H). Los Lemas 3.5.36 y 3.5.39 implican que

(λd)∗(Rd \ Z(H)) = 0

y Rd \Z(H) no contiene ningún sunconjunto con la propiedad de Baire y de segunda
categoría y por lo tanto Z(H) es saturado no medible y saturado en categoría.

Teorema 3.5.23. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel y G ⊆ Rd un abierto no vacío,
entonces Z(H) ∩G ∈ U.
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Demostración. Supongamos que 0 ∈ G. Sea f : Rd → R una función aditiva y
discontinua. Como H es base de Hamel entonces H genera a Rd como R-espacio
vectorial, por lo que existen {b1, . . . bd} ⊆ H tales que estos forman una base sobre
R. Todo x ∈ Rd puede representarse de manera única como

x =
d∑
i=1

xibi

con los coeficientes {xi i ∈ {1, . . . , d}} ⊆ R dependiendo de x de manera continua.
Por otro lado, las funciónes ϕi : R → Rd dadas por ϕi(t) = tbi son continuas,
entonces

f(x) =
n∑
i=1

f(xibi) =
n∑
i=1

f(ϕi(xi))

y como f es discontinua existe i0 ∈ {1, . . . , n} tal que f ◦ ϕi0 es discontinua.
Denotemos a esta composición discontinua como ϕ y sea b = bi0 . Tenemos que ϕ es
una función aditiva por ser composición de una aditiva y la función definida por la
representación en términos de la base. Por ser ϕ discontinua existe u ∈ R tal que
ϕ(u) 6= ϕ(1)u y por lo tanto existe c ∈ R \ {0} tal que

ϕ(u) = ϕ(1)u+ c.

Por la Q-linealidad de ϕ (Teorema 3.2.1) tenemos que u ∈ R \Q y por el Teorema
3.5.19 existe k < ω tal que kub ∈ Z(H). Sea

D = {α ∈ R α = p+ qku, q, p ∈ Z} ,

entonces por el Lema 3.5.20 D es denso en R y por lo tanto existe 〈αn〉n<ω ⊆ D\{0}
tal que

ĺım
n→∞

αn = 0.

Además, αnb ∈ Z(H) pues cada αn es de la forma pn + qnku con pn, qn ∈ Z.

Como la sucesíon 〈αn〉n<ω es convergente esta debe ser acotada. Si tuvieramos
que la sucesión 〈qn〉n<ω ⊆ Z fuera acotada entonces la sucesión 〈pn〉n<ω también
debería de ser acotada y por lo tanto ambas sucesiones tomarían un número finito
de valores distintos y lo mismo sería cierto para 〈αn〉n<ω, lo cual contradice el que
esta se acumule en 0 y por lo tanto la sucesíon 〈qn〉n<ω no es acotada. Sin pérdida
de generalidad supongamos que

ĺım
n→∞

cqn = +∞,
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pues de no ser así podemos pasar a una subsucesión que lo cumpla o cambiar la
sucesión por 〈−αn〉n<ω ⊆ D \ {0} la cual también converge a cero.

Para todo n < ω tenemos por la Q-linealidad de f que

f(αnb) = f(pnb+ qnkub) = pnf(b) + qnkf(ub)

= pnϕ(1) + qnkϕ(u)

= pnϕ(1) + qnk(ϕ(1)u+ c)

= (pn + qnku)ϕ(1) + qnkc

= αnϕ(1) + kcqn

y por lo tanto

ĺım
n→∞

f(αnb) =
(

ĺım
n→∞

αn

)
ϕ(1) + k ĺım

n→∞
cqn = 0 +∞ = +∞.

Como 0 ∈ G tenemos para n < ω suficientemente grande que αn ∈ G, por lo
que αn ∈ G ∩ Z(H). Entonces como

ĺım
n→∞

f(αnb) = +∞

tenemos que f no es acotada superiormente en G ∩ Z(H).

Por lo tanto hemos demostrado que toda función aditiva discontinua f : Rd → R
no es acotada superiormente en G∩Z(H) y por lo tanto G∩H ∈ B. Por el Teorema
3.4.8 tenemos que B = U y por lo tanto G ∩ Z(H) ∈ U.

Ahora supongamos que 0 ∈ Rd \G. Como Z(H) es denso (Teorema 3.5.21)y G
abierto existe h ∈ G ∩ Z(H), entonces 0 ∈ G − h y por el caso anterior tenemos
que (G − h) ∩ Z(H) ∈ U. Por otro lado como Z(H) es subgrupo tenemos que
Z(H) + h = Z(H) y por lo tanto

((G− h) ∩ Z(H)) + h = G ∩ (Z(H) + h) = G ∩ Z(H).

Como las traslaciones son operaciones U-conservativas (Teoremas 3.4.14 y 3.4.11)
tenemos que G ∩ Z(H) ∈ U.

El Teorema anterior nos da una idea de la estructura de Z(H), nos dice que
este intersecta a cualquier abierto en un conjunto suficientemente grande para
pertenecer a la clase U. Este resultado se puede considerar un resultado topológico
sobre el conjunto Z(H), de hecho probaremos que existen las respectivas versiones
de medida y categoría para este resultado.
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Lema 3.5.24. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel y f : Rd → R una función aditiva
y discontinua, entonces para cada M ∈ R el conjunto

AM = {x ∈ Z(H) f(x) > M}

es saturado no medible y saturado en categoría

Demostración. Por el Teorema 3.5.23 sabemos que Z(H) ∈ U por lo que f no es
acotada superiormente en Z(H), en particular existe x0 ∈ Z(H) tal que f(x0) > 0.
Para k ∈ Z sea

Bk = {x ∈ Z(H) kf(x0) < f(x) 6 (k + 1)f(x0)}

Veamos que Bk+1 = Bk + x0. Sea x ∈ Z(H), entonces x− x0 ∈ Z(H) por este
ser subgrupo y por la Q-linealidad de f tenemos:

x ∈ Bk+1 ⇔ (k + 1)f(x0) < f(x) 6 (k + 2)f(x0)

⇔ kf(x0) < f(x)− f(x0) 6 (k + 1)f(x0)

⇔ kf(x0) < f(x− x0) 6 (k + 1)f(x0)

⇔ x− xo ∈ Bk

⇔ x ∈ Bk + x0

Por lo anterior tenemos que los Bk tienen la misma medida exterior y la misma
categoría. Como (λd)

∗(Z(H)) > 0 por no ser Lebesgue medible (Teoremas 3.5.22),
Z(H) es de segunda categoría por no tener la propiedad de Baire (Teoremas 3.5.22)
y ⋃

{Bk k ∈ Z} = Z(H)

tenemos que todo Bk tiene medida exterior de Lebesgue positiva y es de segunda
categoría para todo k ∈ Z.

Dado M ∈ R y k ∈ Z con f(x0)k > M tenemos que Bk ⊆ AM por lo cual
(λd)

∗(AM) > 0 y AM es de segunda categoría. Sea G ⊆ Rd es un abierto no vacío,
entonces G ∩ AM 6= ∅ pues de lo contrario G ⊆ Rd \ AM , es decir, G ∩ Z(H) ⊆
Z(H) \ AM = {x ∈ Z(H) f(x) 6M}, por lo que f seria acotada superiormente
en G ∩ Z(H) y por el Teorema 3.5.23 f seria continua, contrario a nuestra elección.
De esta manera tenemos que AM es denso en Rd. Más aun,

A 1
2
M + A 1

2
M ⊆ AM
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ya que dados x, y ∈ A 1
2
M , f(x) > 1

2
M y f(y) > 1

2
M , entonces x+ y ∈ AM pues

f(x+ y) = f(x) + f(y) >
1

2
M +

1

2
M = M.

En resumen, para todo M ∈ R se tiene que A 1
2
M es denso, con medida exterior

de Lebesgue positiva y de segunda categoría, entonces los Teorema 3.5.36 y 3.5.39
nos dicen que

(λd)∗

(
Rd \

(
A 1

2
M + A 1

2
M

))
= 0

y Rd \ A no continene ningún conjunto con la propiedad de Baire y de segunda
categoría. Como

A 1
2
M + A 1

2
M ⊆ AM

entonces Rd \ AM tiene medida de Lebesgue interior cero y no contiene ningún
conjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoría.

Por definición de AM tenemos que AM ⊆ Z(H) y por el Teorema 3.5.22 Z(H)
tiene medida interior de Lebesgue cero y es de primera categoría por lo que tambien
AM tiene medida interior de Lebesgue cero y es de primera categoría, de esta forma
se tiene que AM es saturado no medible y saturado en categoría.

Teorema 3.5.25. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel y A ⊆ Rd Lebesgue medible con
medida de Lebesgue positiva, entonces A ∩ Z(H) ∈ U.

Demostración. Sea f : Rd → R una función aditiva discontinua y consideremos
para M ∈ R los conjuntos

AM = {x ∈ Z(H) f(x) > M} .

El Teorema 3.5.24 nos dice que AM es saturado no medible, por lo cual intersecta a
todo conjunto Lebesgue medible de medida positiva, en particular

A ∩ AM 6= ∅,

es decir, para toda M ∈ R existe hM ∈ A ∩ AM ⊆ A ∩ Z(H) el cual satisface

f(hM) > M

por lo que f no es acotada superiormente en A ∩ Z(H).

Por lo tanto toda función aditiva discontinua es no acotada superiormente en
A ∩ Z(H) por lo que A ∩ Z(H) ∈ B. Por último el Teorema 3.4.8 implica que
U = B y por lo tanto A ∩ Z(H) ∈ U.
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Teorema 3.5.26. Sea H ⊆ Rd una base de Hamel y A ⊆ Rd con la propiedad de
Baire y de segunda categoría, entonces A ∩ Z(H) ∈ U.

Demostración. Sea f : Rd → R una función aditiva discontinua y consideremos
para M ∈ R los conjuntos

AM = {x ∈ Z(H) f(x) > M} .

El Teorema 3.5.24 nos dice que AM es saturado en categoría por lo cual intersecta
a todo conjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoría, en particular

A ∩ AM 6= ∅

es decir, para toda M ∈ R existe hM ∈ A ∩ AM ⊆ A ∩ Z(H) el cual satisface

f(hM) > M

por lo que f no es acotada superiormente en A ∩ Z(H).

Por lo tanto toda función aditiva discontinua es no acotada superiormente en
A ∩ Z(H) por lo que A ∩ Z(H) ∈ B. Por último el Teorema 3.4.8 implica que
U = B y por lo tanto A ∩ Z(H) ∈ U.

Lemas de categoría y medida

A continuación se demuestran los resultados que se utilizaron para demostrar
que los conjuntos de Erdös asociados a una base de Hamel son saturados no medibles
y saturados en categoría.

Definición 3.5.27 (Cubierta de Vitali). Sea Q la coleccíon de todos los cubos
Q ⊆ Rd de la forma Q = Πn

i=1Ii donde Ii ⊆ R son intervalos cerrados de la misma
longitud positiva a la cual denotaremos por e(Q). Una subcolección V ⊆ Q se dice
una cubierta de Vitali para un conjunto E ⊆ R si para todo x ∈ E y para todo ε > 0
existe Q ∈ V tal que x ∈ Q y 0 < e(Q) < ε.

Teorema 3.5.28 (Teorema de la cubierta de Vitali). Sea A ⊆ Rd no vacío y V una
cubierta de Vitali para A entonces existe una familia C ⊆ V a lo mas numerable tal
que λd (A \

⋃
C) = 0.

Demostración. Primero supongamos que A es acotado y sean U ⊆ Rd un abierto
acotado que contenga a A y V0 = {V ∈ V V ⊆ U}. Por V ser una cubierta de
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Vitali para A y U abierto se tiene que V0 es cubierta de Vitali para A. Procedemos
inductivamente para construir una sucesión〈Cn〉n<ω de elementos ajenos de la
cubierta de Vitali V0 de la siguiente manera. Primero elegimos cualquier C0 ∈ V0.
Supongamos que para k < ω tenemos definidos {Ci i < k} ⊆ V0 ajenos dos a dos.
Si

A ⊆
⋃
{Ci i < k} ,

entonces la familia {Ci i < k} satisface los requisitos del teorema. De otra manera,
supongamos que existe x ∈ A \

⋃
{Ci i < k} y sea

δk = sup
{
e(Q) Q ∈ V0, V ∩

⋃
{Ci i < k} = ∅

}
.

Como
⋃
{Ci i < k} es cerrado y V0 es cubierta de Vitali para A existe Q ∈ V0

vecindad de x tal que Q ∩
⋃
{Ci i < k} = ∅ por lo que 0 < δk. Más aun, como U

es acotado y para todo Q ∈ V0 se tiene que Q ⊆ U entonces δk 6 diam(U) < +∞.
Por lo tanto existe Ck ∈ V0 que satisface

δk
2
< e(Ck) 6 δk, Cn+1 ∩

⋃
{Ci i < k} = ∅,

lo cual completa el paso inductivo.

Supongamos que tenemos definida la sucesión 〈Cn〉n<ω descrita anteriormente,
en caso contrario se construyo una cubierta con un número finito de elementos.
Para todo k < j < ω Ck ⊆ U es un cubo Lebesgue medible, Ck ∩ Cj = ∅ y U es
acotado, por lo que tenemos∑

i<ω

λd(Ci) = λd

(⋃
{Ci i < ω}

)
6 λd(U) < +∞,

es decir, la serie
∑

i<ω λd(Ci) es convergente, esto implica que

ĺım
i→∞

λd(Ci) = 0,

pero λ(Ci) = e(Ci)
n y como δi < 2e(Ci+1) para todo i < ω tambien tenemos que

ĺım
i→∞

δi = 0.

Para cada k < ω denotemos por Dk al cubo con mismo centro que Ck pero
con longitud de cada lado e(Dk) = 5e(Ck). Entonces λd(Dk) = 5dλd(Ck) para todo
k < ω, por lo que ∑

i<ω

λd(Di) = 5d
∑
iω

λd(Ci) < +∞.
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Veamos que para cada n < ω se cumple que

A \
⋃
{Ci i < n} ⊆

⋃
{Di n 6 i < ω} .

Para esto fijemos n < ω y x ∈ A \
⋃
{Ci i < n}. Entonces, como

⋃
{Ci i < n}

es cerrado y V0 es cubierta de Vitali para A, existe C ∈ V0 vecindad de x tal que
C ∩

⋃
{Ci i < n} = ∅. Como

δk = sup
{
e(C) C ∈ V0, V ∩

⋃
{Ci i < k} = ∅

}
se debe tener que C intersecta a

⋃
{Ci i < k} para alguna k < ω, pues de no

hacerlo 0 < e(C) 6 δk para todo k < ω, lo cual contradice que ĺımi→∞ δi = 0. Sea
k0 < ω el menor natural k tal que C ∩

⋃
{Ci i < k + 1} 6= ∅, entonces n 6 k0 y C

intersecta a Ck0 pero no a Ci para i < k0, por lo tanto e(C) 6 δk0 . Como δk0
2
< e(Ck0)

entonces e(C) 6 2e(Ck0). Veamos que C ⊆ Dk0 , para esto sean y = (y1, . . . , yd) el
centro de Ck0 , que coincide con el de Dk0 , z = (z1, . . . , zd) ∈ C ∩Ck0 y escribamos a
x como (x1, . . . , xd) ∈ C. De esta forma, para cada i ∈ {1, . . . , d} xi, zi pertenecen
a un intervalo de longitud e(C), zi, yi pertenecen a un intervalo de longitud e(Ck0),
del cual yi es centro y por lo tanto

|xi − yi| 6 |xi − zi|+ |zi − yi| 6 e(C) +
1

2
e(Ck0) 6

5

2
e(Ck0)

por lo que xi pertenece al intervalo con centro en yi y con longitud 5e(Ck0) para
todo i ∈ {1, . . . , n}, por lo que x pertenece al cubo con centro en y y longitud
común de los vertices 5e(Ck0), es decir, x ∈ Dk0 . Por lo tanto

C ⊆ Dk0 ⊆
⋃
{Di n 6 i < ω} .

Por lo tanto tenemos la siguiente desigualdad para todo n < ω:

(λd)
∗
(
A \

⋃
{Ci i < ω}

)
6 (λd)

∗
(
A \

⋃
{Ci i < n}

)
6

∞∑
i=n

λd(Di)

y como
∑

i<ω λd(Di) < +∞ entonces

ĺım
n→∞

∞∑
i=n

λd(Di) = 0,
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por lo que
λd

(
A \

⋃
{Ci i < ω}

)
= 0.

Ahora consideremos el caso en que A ⊆ Rd no es acotado. Sea I = Πn
i=1(0, 1) y

consideremos para cada k ∈ Zk a Ik el trasladado de I por k, es decir, Ik = I + k.
entonces la familia I =

{
Ik k ∈ Zk

}
es disjunta, numerable y

λd

(
Rd \

⋃
I
)

= 0

pues Rd \
⋃
I es una unión numerable de hiperplanos de dimensión d− 1.

Para cada k ∈ Zk el conjunto Ak = A ∩ Ik es acotado, además de que V, la
cubierta de Vitali para A, sigue siendo una cubierta de Vitali para Ak y este último
se queda contenido en el abierto acotado Ik. Por el resultado anterior existe Vk ⊆ V
una familia disjunta y a lo más numerable tal que

λd

(
Ak \

⋃
Vk
)

= 0,
⋃
Vk ⊆ Ik.

Consideremos la familia

V ′ =
⋃{
Vk k ∈ Zk

}
⊆ V

la cual es unión numerable de conjuntos a lo más numerables y por lo tanto es a lo
más numerable, además la familia es disjunta. Por último, como

⋃
Vk ⊆ Ik tenemos

que

λd

(
A \

⋃
V ′
)

=
∑
k∈Zk

λd

(
Ak \

⋃
V ′
)

+ λd

(
A ∩

(
Rd \

⋃
I
))

=
∑
k∈Zk

λd

(
Ak \

⋃
Vk
)

= 0.

Definición 3.5.29. Sea A ⊆ Rd. Un punto x ∈ Rd es llamado un punto de densidad
exterior de A si

ĺım
r→0

(λd)
∗(A ∩Qr(x))

λd(Qr(x))
= 1

donde Qr(x) es el cubo cerrado con centro en x y con e(Qr(x)) = r.
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Observemos que para todo A ⊆ Rd, x ∈ Rd y r > 0

(λd)
∗(A ∩Qr(x))

λd(Qr(x))
6 1,

por lo que es equivalente el que x sea un punto de densidad exterior para A a que

ĺım inf
r→0

(λd)
∗(A ∩Qr(x))

λd(Qr(x))
= 1.

Teorema 3.5.30 (Teorema de Densidad Exterior de Lebesgue). Sea A ⊆ Rd y

A∗ =
{
x ∈ Rd x es punto de densidad exterior de A

}
.

Entonces, λd(A \ A∗) = 0.

Demostración. Para cada x ∈ A \ A∗ tenemos

ĺım inf
r→0

(λd)
∗(A ∩Qr(x))

λd(Qr(x))
< 1.

Para cada α ∈ (0, 1) sea

H(α) =

{
x ∈ A ĺım inf

r→0

(λd)
∗(A ∩Qr(x))

λd(Qr(x))
< α

}
.

Como

A \ A∗ =
⋃{

H

(
1− 1

k

)
2 6 k < ω

}
es suficiente probar que λd(H(α)) = 0 para todo α ∈ (0, 1).

Primero supongamos que A es acotado. Fijemos un α ∈ (0, 1) y sea H = H(α).
Dada ε > 0 existe un abierto G ⊆ Rd tal que H ⊆ G y

λd(G) 6 (λd)
∗(H) + ε.

Como H ⊆ A es acotado (λd)
∗(H) < +∞. Sea V la familia de todos los cubos

Q ⊆ G cerrados y no triviales tales que

(λd)
∗(A ∩Q)

λd(Q)
< α.
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Por definición V es una cubierta de Vitali para H. Por el Teorema de la cubierta
de Vitali (Teorema 3.5.28) existe una familia disjunta V0 ⊆ V a lo más numerable
tal que

λd

(
H \

⋃
V0

)
.

Más aun,

H =
⋃
{H ∩Q Q ∈ V0} ∪

(
H \

⋃
V0

)
⊆
⋃
{A ∩Q Q ∈ V0} ∪

(
H \

⋃
V0

)
,

por lo que

(λd)
∗(H) 6 (λd)

∗
(⋃
{A ∩Q Q ∈ V0}

)
+ (λd)

∗
(
H \

⋃
V0

)
6
∑
Q∈V0

(λd)
∗(A ∩Q).

Además, por definición de la cubierta V, tenemos que (λd)
∗(A ∩ Q) 6 αλ(Q) y

Q ⊆ G para todo Q ∈ V0. Por lo tanto

(λd)
∗(H) 6 α

∑
Q∈V0

λ(Q) = αλd

(⋃
V0

)
6 αλd(G) 6 α ((λd)

∗(H) + ε) .

Esto es para toda ε > 0, por lo que

(λd)
∗(H) 6 α(λd)

∗(H)

y como α ∈ (0, 1) entonces (λd)
∗(H) = 0. De esta forma se tiene que H es Lebesgue

medible y
λd(H) = 0.

Si A ⊆ Rd no es acotado, sea Ik = (−k, k)n para cada k < ω y Ak = A∩(Ik+1\Ik),
k < ω. De esta manera

⋃
{Ak k < ω} = A. Como Ak ⊆ A tenemos que

(λd)
∗(Ak ∩Qr) 6 (λd)

∗(A ∩Qr) 6 λ(Qr)

para todo r > 0 y k < ω, por lo que

(λd)
∗(Ak ∩Qr)

λd(Qr)
6

(λd)
∗(A ∩Qr)

λd(Qr)
.

Esto quiere decir que si x ∈ Ak es punto de densidad exterior para Ak entonces
x tambien es punto de densidad exterior para A, es decir, A∗n ⊆ A∗. Por lo tanto
Ak \ A∗ ⊆ Ak \ A∗k y de esta forma

A \ A∗ =
⋃
{Ak \ A∗ k < ω} ⊆

⋃
{Ak \ A∗k k < ω} .
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Como Ak es acotado tenemos que λd(Ak \ A∗k) = 0 para todo k < ω y por lo tanto

(λd)
∗(A \ A∗) 6

∑
k<ω

λd(A
∗
k \ Ak) = 0,

es decir, λ(A \ A∗) = 0.

Lema 3.5.31. Sea A ⊆ Rd tal que (λd)
∗(A∩I) = λ(I) para todo I ⊆ Rd de la forma

I = Πn
i=1Ii donde cada Ii ⊆ R es un intervalo abierto, entonces (λd)∗(Rd \ A) = 0.

Demostración. Para cada k < ω sea Jk = (−k, k)n ⊆ Rd, entonces Jk ⊆ Jk+1,
λd(Jk) < +∞ para toda k < ω y⋃

{Jk k < ω} = Rd.

Supongamos que (λd)∗(Rd \A) > 0, entonces existe F ⊆ Rd \A medible tal que
λd(F ) > 0. Más aun,

0 < λd(F ) = λd

(⋃
{F ∩ Jk k < ω}

)
= ĺım

k→∞
λd(F ∩ Jk),

por lo que existe k0 < ω tal que λd(F ∩ Jk0) > 0 .

Como F ⊆ Rd \ A tenemos que

A ∩ Jk0 = (A ∩ Jk0 ∩ F ) ∪ ((A ∩ Jk0) \ F ) = (A ∩ Jk0) \ F ⊆ Jk0 \ F,

por lo que tenemos

(λd)
∗(Jk0 ∩ A) 6 (λd)

∗(Jk0 \ F )

= λd(Jk0 \ F )

= λd(Jk0 \ (Jk0 ∩ F ))

= λd(Jk0)− λd(Jk0 ∩ F )

< λd(Jk0)

Lo que prueba que existe un conjunto de la forma J = Πn
i=1Ii donde cada Ii ⊆ R

es un intervalo abierto y λd(J) 6= (λd)
∗(J ∩ A), lo cual prueba la afirmación.

Definición 3.5.32. Dada una medida exterior ρ definida sobre un espacio métrico
(E, d) se dice que ρ es una medida exterior métrica si para todo A,B ⊆ E con
d(A,B) = ı́nf {d(x, y) x ∈ A, y ∈ B} > 0 se tiene que

ρ(A ∪B) = ρ(A) + ρ(B).
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Lema 3.5.33. Sea ρ una medida exterior definida sobre un espacio métrico (E, d)
de tal manera que los borelianos son medibles, es decir, satisfacen la condición de
Carathéodory, entonces ρ es medida exterior métrica.

Demostración. Sean A1, A2 ⊆ E con d(A1, A2) > 0. Definamos γ = d(A1, A2) > 0.
Para cada x ∈ A1 consideremos

B γ
2
(x) =

{
z ∈ E d(x, z) <

γ

2

}
Sea

B =
⋃{

B γ
2
(x) x ∈ A1

}
entonces B es abierto, el cual satisface la condición de Carathedory, es decir, para
todo A ⊆ E se tiene que

ρ(A) = ρ(A ∩B) + ρ(A \B).

Considerando esto para A1 ∪ A2 tenemos que

ρ(A1 ∪ A2) = ρ((A1 ∪ A2) ∩B) + ρ((A2 ∪ A2) \B)

Si existiera z ∈ ((A1 ∪ A2) ∩B) \ A1 entonces z ∈ A2 ∩ B por lo que existe
x0 ∈ A1 tal que z ∈ A2 ∩B γ

2
(x0), es decir,

γ = d(A1, A2) 6 d(z, x0) <
γ

2

lo cual no es posible y por lo tanto (A1 ∪ A2) ∩B = A1. Como A1 y A2 son ajenos
tambien tenemos que (A2 ∪ A2) \B = A2. Con esto tenemos que

ρ(A1 ∪ A2) = ρ((A1 ∪ A2) ∩B) + ρ((A2 ∪ A2) \B)

= ρ(A1) + ρ(A2),

lo cual prueba que ρ es medida exterior métrica.

Corolario 3.5.34. La medida exterior de Lebesgue n-dimensional, (λd)
∗, es una

medida exterior métrica.

Demostración. Los borelianos de Rd son Lebesgue medibles, entonces el Lema
3.5.33 implica el resultado.
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Lema 3.5.35. Sea {An n < ω} una colección de subconjuntos de Rd tales que
d(Ai, Aj) > 0 para todo i < j < ω, entonces

(λd)
∗
(⋃
{An n < ω}

)
=
∑
n<ω

(λd)
∗(An)

Demostración. La subaditividad de la medida exterior nos da que

(λd)
∗
(⋃
{An n < ω}

)
6
∑
n<ω

(λd)
∗(An)

por lo que basta probar la otra desigualdad.

Probemos por inducción que para todo k < ω se cumple

k−1∑
i=0

(λd)
∗(Ai) 6 (λd)

∗
(⋃
{Ai i < k}

)
.

El caso k = 1 es una igualdad. Supongamos que la afirmación es valida para cierta
k < ω y sea

B =
⋃
{Ai i < k}

entonces
d(Ak, B) > mı́n {d(Ak, Ai) i < k} > 0

y como (λd)
∗ es medida exterior métrica (Corolario 3.5.34) tenemos que

(λd)
∗(Ak ∪B) = (λd)

∗(Ak) + (λd)
∗(B).

Nuestra hipótesis inductiva nos dice que

k−1∑
i=0

(λd)
∗(Ai) 6 (λd)

∗(B)

por lo que tenemos que

k∑
i=0

(λd)
∗(Ai) 6 (λd)

∗(B) + (λd)
∗(Ak)

= (λd)
∗(Ak ∪B)

= (λd)
∗
(⋃
{Ai i < k + 1}

)
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lo cual prueba el paso inductivo.

Por lo anterior tenemos que para todo k < ω se cumple

k−1∑
i=0

(λd)
∗(Ai) 6 (λd)

∗
(⋃
{Ai i < k}

)
6 (λd)

∗
(⋃
{Ai i < ω}

)
y por lo tanto ∑

i<ω

(λd)
∗(Ai) 6 (λd)

∗
(⋃
{Ai i < ω}

)
,

la cual es la desigualdad deseada.

Supongamos que tenemos un subconjunto abierto y otro subconjunto denso
de Rd, en este caso se tiene que su suma conjuntista es la unión de traslados del
abierto indexados por un conjunto denso el cual claramente resulta ser todo Rd. El
siguiente resultado generaliza esta idea.

Lema 3.5.36. Sean B,D ⊆ Rd tales que (λd)
∗(B) > 0 y D es denso en Rd. Sea

A = B +D entonces (λd)∗(Rd \ A) = 0.

Demostración. Por el Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema 3.5.30) existe
x0 ∈ B el cual es un punto de densidad exterior de B, es decir,

ĺım
r→0

(λd)
∗(B ∩Qr(x0))

λd(Qr)
= 1

donde Qr(x0) denota el cubo con centro en x0 y aristas de longitud r. Tenemos que
para toda c ∈ (0, 1) existe δ > 0 tal que para todo r < δ

(λd)
∗(B ∩Qr(x0)) > cλd(Qr(x0)).

Hagamos D0 = D + x0 entonces todo x ∈ D0 es de la forma x = x0 + y para
algun y ∈ D. Como la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones tenemos
que

(λd)
∗((B + y) ∩Qr(x)) = (λd)

∗ ((B ∩Qr(x0)) + y) = (λd)
∗(B ∩Qr(x0))

y
λ(Qr(x)) = λd(Qr(x0) + y) = λ(Qr(x0)),



138 Capítulo 3. Bases de Hamel

por lo que para toda r < δ tenemos

(λd)
∗((B + y) ∩Qr(x)) > cλd(Qr(x))

y esto se cumple para toda x ∈ D0. Como

A = B +D =
⋃
{B + y y ∈ D}

tenemos por monotonía

(λd)
∗(A ∩Qr(x)) > (λd)

∗((B + y) ∩Qr(x)),

es decir, para todo x ∈ D0 y para todo r < δ

(λd)
∗(A ∩Qr(x)) > cλd(Qr(x)).

Sea I ⊆ Rd de la forma I = Πn
i=1Ii donde cada Ii ⊆ R es un intervalo abierto.

Sea F la colección de cubos Qr(x) ⊆ I con x ∈ D0 y r < δ, entonces, por I ser
abierto y D0 ser denso, F es una cubierta de Vitali para I. Por el Teorema de la
cubierta de Vitali (Teorema 3.5.28) existe una familia disjunta y a lo más numerable
Q ⊆ F tal que

λd

(
I \
⋃
Q
)

= 0.

Como {Qi i ∈ J} es una familia de cubos cerrados y ajenos, entonces son compactos
ajenos y por lo tanto se tiene que 0 < d(Q,Q′) 6 d(A ∩ Q,A ∩ Q′) para todo
Q,Q′ ∈ Q. Por el Lema 3.5.33

(λd)
∗
(⋃
{A ∩Q Q ∈ Q}

)
=
∑
Q∈Q

(λd)
∗(A ∩Q)

y como
⋃
Q ⊆ I tenemos que A ∩Q = A ∩ I ∩Q para todo Q ∈ Q, por lo que

λd(I) > (λd)
∗(I ∩ A)

= (λd)
∗
(
A ∩

⋃
Q
)

= (λd)
∗
(⋃
{A ∩Q Q ∈ Q}

)
=
∑
Q∈Q

(λd)
∗(A ∩Q) >

∑
Q∈Q

cλd(Q)

= cλd

(⋃
Q
)

= cλd(I)
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Esto es valido para toda c ∈ (0, 1) por lo que tambien se satisface que

λd(I) > (λd)
∗(A ∩ I) > λd(I)

es decir,
λd(I) = (λd)

∗(A ∩ I).

Esta igualdad es valida para cualquier cubo abierto I de la forma I = Πn
i=1Ii donde

cada Ii ⊆ R es un intervalo abierto. El Lema 3.5.31 nos dice que (λd)∗(Rd \ A) =
0.

Tambien podremos concluir un teorema análogo en categoría.

Definición 3.5.37. Se dice que A es de primera categoría en un punto x0 ∈ X si
existe U vecindad de x0 tal que A ∩ Ux es de primera categoría. Más aun, se dice
que A es de segunda categoría en un punto x0 ∈ X si no es de primera cateogría
en x0, es decir, si para todo U vecindad de x0 se tiene que A ∩ Ux es de segunda
categoría. Denotemos como

D(A) = {x ∈ A A es de segunda cateogoría en x}

Lema 3.5.38. Si X es separable y A ∩ D(A) = ∅, entonces A es de primera
categoría.

Demostración. Como Rd es separable existe {Bk k < ω} una base numerable para
su topología. Como A ∩D(A) = ∅ para cada x ∈ A existe Ux ⊆ Rd vecindad de x
tal que A∩Ux es de primera categoría, entonces existe kx < ω tal que x ∈ Bkx ⊆ Ux
y por lo tanto A ∩Bkx es de primera categoría. Como

A =
⋃
{A ∩Bkx x ∈ A}

y solo hay una cantidad numerable de conjuntos Bkx tenemos que esta unión es
numerable y por lo tanto A es de primera categoría.

Lema 3.5.39. Sean B,D ⊆ Rd tales que B es de segunda categoría y D es denso.
Sea A = B +D entonces Rd \ A no contiene ningún conjunto con la propiedad de
Baire y de segunda categoría.

Demostración. Sea E ⊆ Rd un subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda
categoría, entonces

E = (G ∩ P ) \R
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donde G es abierto y P y R son de primera categoría. Como E es de segunda
categoría entonces G 6= ∅.

Como B es de segunda categoría, entonces D(B) 6= ∅ por el Lema 3.5.38. Sea
x0 ∈ D(B), entonces por D ser denso existe d ∈ D tal que x0 + d ∈ G, es decir,
G− d es vecindad de x0 y por lo tanto B ∩ (G− d) es de segunda categoría. Más
aun,

(B ∩ (G− d)) + d = (B + d) ∩G ⊆ (B +D) ∩G = A ∩G,

por lo que A∩G es de segunda categoría y como R es de primera categoría, entonces
el conjunto A ∩G tambien es de segunda categoría. Como

∅ 6= (A ∩G) \R = A ∩ (G \R) ⊆ A ∩ ((G ∪ P ) \R) = A ∩ E

tenemos que A ∩ E 6= ∅. Por lo tanto A intersecta a todo subconjunto con la
propiedad de Baire y de segunda categoría, es decir, Rd \ A no contiene ningún
subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoría.
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En el capítulo 2 se generalizo en dos maneras el Teorema de Vitali (Teorema
1.1.3). En la primera, el resultado que se concluyo fue la no medibilidad con respecto
a la medida de Haar de los conjuntos de Vitali en un grupo topológico. Para esto
consideramos primero el caso en que existe un subgrupo numerable que se acumula
en el neutro del grupo (Teorema 1.3.1) y en esta situación la demostración fue
análoga al caso real gracias a que la Propiedad de Steinhaus (Teorema 1.2.16)
sigue siendo valida en este contexto más general. Para quitarnos la restricción
anterior fue necesario tomar un camino distinto (Teorema 1.3.6) y para esto nos
basamos en los artículos [26], [27] de Solecki. Nuestra segunda generalización fue en
el sentido de la categoría de Baire motivados por las analogías que existen entre
esta y la teoría de la medida, las cuales se encuentran expuestas en [21] por Oxtoby.
Se demuestra un análogo a la propiedad de Steinhaus en categoría para grupos
topológicos, el Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis (Teorema 1.4.17), el cual es
suficiente para demostrar que los conjuntos de Vitali son patológicos tambien en
esta teoría (Teorema 1.5.1).

El capítulo 3 se inició estudiando la construcción de Bernstein (Teorema 2.1.1) en
el caso real para posteriormente demostrar con gran generalidad la patología de los
conjuntos de Bernstein en espacios polacos con respecto a una familia de σ-álgebras
(Teorema 2.2.6) entre las cuales se encuentran los conjuntos con la propiedad de
Baire (Teorema 2.2.7), estudiados en el capítulo anterior, y la compleción de los
conjuntos medibles para cualquier medida de Borel σ-finita y difusa (Teorema
2.2.8). Por último, se demuestra la existencia de una familia con cardinalidad del
continuo la cual consta de conjuntos de Bernstein (Teorema 2.2.11). En este capítulo
se incluyó una sección sobre espacios Polacos ya que para el desarrollo de este
capítulo son fundamentales algunos resultados como el Teorema de Alexandroff
(Teorema 2.3.4), un resultado sobre encajes del conjunto de Cantor en espacios
Polacos perfectos (Teorema 2.3.12) y el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema
2.3.25). Tambien se incluye una sección sobre conjuntos borelianos, cuyo principal
resultado es demostrar que la Hipótesis del Continuo es cierta para la familia de los
conjuntos borelianos de un espacio Polaco (Teorema 2.3.33).
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En el capt́ulo 4 iniciamos con una construcción, basada en la existencia de bases
de Hamel, de un espacio vectorial sobre Q el cual no es Lebesgue medible (Teorema
3.1.1). Posteriormente se construye un subgrupo de Rn con la propiedad de no
ser medible para cualquier medida cuasi-invariante (Teorema 3.1.8). Se estudiaron
propiedades de medibilidad de las bases de Hamel, se demuestra que son nulas o no
medibles (Teorema 3.1.9) y se construyen ejemplos de ambas posibilidades (Teoremas
3.1.12 y 3.1.13). Se estudió la ecuación funcional de Cauchy y se fueron debilitando
las condiciones para garantizar la continuidad de una solución, teniendo como
condición mas débil la medibilidad (Teorema 3.2.6). Motivados por los resutados
sobre la ecuación funcional de Cauchy se estudia la relación entre la desigualdad de
Jensen y la convexidad, teniendo como principal resultado el Teorema de Bernstein-
Doetsch (Teorema 3.3.15) y a partir de lo cual se introducen algunas clases de
conjuntos para estudiar la relación entre acotación y continuidad en funciones
aditivas y convexas de punto medio. Se estudian propiedades de estas clases, para
lo cual es necesaria una versión racional del Teorema de Hahn-Banach (Teorema
3.4.3). Se demuestra a través de los Teoremas de Mehdi y Ostrowski (Teoremas
3.4.18 y 3.4.17) que estas clases son una posible generalización de las nociones de
tamaño topológico, en medida y en categoría. Se estudian algunas construcciones
relacionadas con estas clases entre las que destacan los conos, las bases de Burstin
y los conjuntos de Erdös.
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