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Introduccion

A principios del siglo XX Lebesgue [17] desarrollo una teoria de integraciéon
la cual resuelve algunos de los problemas que presentaba la integral de Riemann,
principalmente aquellos relacionados con las series de Fourier. Esta teoria de
integracion esta basada en lo que hoy se conoce como teoria de la medida y esta
no so6lo es una herramienta de gran importancia en el analisis, sino que es la base
de la teoria moderna de la probabilidad. En un principio, Lebesgue no sabia si su
teoria resolvia completamente el problema de integracién, sin embargo no paso
mucho tiempo antes de que Vitali [30] exhibiera la existencia de un conjunto el cual
no es Lebesgue medibles lo cual lleva a una funcién no Lebesgue medible. En su
demostracion Vitali utilizaba el Axioma de Eleccion, del cual Lebesgue era un firme
opositor y por lo cual el rechazaba estos resultados como contraejemplos a su teoria.
Esto llevo a la biisqueda de una demostracion sobre la existencia de conjuntos no
Lebesgue medibles sin utilizar el Axioma de Eleccion. Esta biisqueda termino en
1970 cuando Solovay [28] publicé un modelo de la teoria de conjuntos en el cual
todos los subconjuntos eran Lebesgue medibles.

En este trabajo nos enfocaremos en algunas las repercusiones del Axioma
de Elecciéon en el anélisis matematico, sobre todo estudiando algunas clases de
conjuntos no Lebesgue medibles que se construyen por medio de este. La estructura
de este trabajo esta basada en los primeros capitulos del libro “Nonmeasurable sets
and functions” por Kharazishvili [13]. Se agrega el material necesario para poder
desarrollar claramente estas ideas, se resuelven algunos de los problemas propuestos
y se extiende el material con otras referencias.

Nuestro punto de partida en el capitulo 2 es el Teorema de Vitali. Estudiando
esta demostracion vemos que estas ideas se pueden generalizar en el contexto de las
medidas de Haar en grupos topoldgicos. Se desarrollan los conceptos necesarios y se
demuestran generalizaciones al Teorema de Vitali en estos espacios. Mas adelante
se introducen las analogias que existen entre la teoria de la medida y la teoria de la
categoria de Baire y se demuestran versiones analogas del teorema de Vitali para
categoria.

En el siguiente capitulo se estudia la construccion de Bernstein. Esta construccion
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v Introduccién

no soé6lo es de gran importancia en el anélisis matematico ya que también tiene
un papel muy importante en la topologia general. Estos resultados se generalizan
a espacios Polacos y se demuestra que estos conjuntos son patolégicos en varios
contextos. Al final de este capitulo se desarrolla la teoria de espacios Polacos
necesaria para estudiar estos conjuntos, de especial atenciéon son el Teorema de
Alexandroff y el Teorema de Cantor-Bendixson.

Por tltimo, se incluye un capitulo acerca de las bases de Hamel. Este capitulo
esta desarrollado exclusivamente para espacios euclideanos. Se empieza estudiando
propiedades de medibilidad de las bases de Hamel y algunas construcciones asociadas
a estas bases. Posteriormente se estudia la ecuaciéon funcional de Cauchy, la cual
nos lleva al desarrollo de teoria de funciones convexas y una versiéon mas débil de
convexidad. Con esto se define una clase de conjuntos que incluye a los conjuntos
abiertos, los Lebesgue medibles con medida positiva y los de segunda categoria con
la propiedad de Baire, por lo cual esta clase establece una nueva nociéon de tamano
que en cierto modo generaliza las de medida y categoria.

Preliminares y Notacion

A lo largo se este texto estaremos trabajando en una teoria de conjuntos
axiomatizada por los Axiomas de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de Eleccion (ZFC)
al menos de que se especifique lo contrario. Se suponen conocidas las diferentes
formas de equivalencia del Axioma de Eleccién entre las que cabe destacar el
Principio del Buen Orden, la existencia de bases para cualquier espacio vectorial y
el Teorema de Tychonoff.

La notacion utilizada es la usual aunque cabe recalcar ciertos puntos. Si F es
una familia de conjuntos se denotara su uniéon como | J F en lugar de la notacion
Uper F, andlogamente para su interseccion. El conjunto de los ntimero naturales
{0,1,2,...} se denota como w y la notacion k < w es equivalente a k € w. Se
denotan por Z, Q, R a los conjuntos de los niimeros enteros, los nimeros racionales
y los nameros reales respectivamente. Se supone que el lector tiene conocimientos
de teoria de la medida y topologia general. En estos ambitos se utiliza notacion
estdandar. Més aun, todas las medidas con las que se trabajan se suponen no triviales,
es decir, no nulas. También se supone que todos nuestros espacios topologicos son
de Hausdorff salvo que se indique lo contrario.



1 Teorema de Vitali

La primera construcciéon de un conjunto de niimeros reales el cual no es Lebesgue
medible fue dada por Vitali en 1905 [30]. Este conjunto no solo resulto ser un
contraejemplo para la teoria de la medida sino que también lo es para la teoria de
la categoria de Baire. En este capitulo presentamos un par de generalizaciones a
esta construccion.

1.1. Teorema de Vitali clasico

Sea (G, -) un grupo y H C G un subgrupo de este. Introduzcamos la relacion
R C G x G definida de la siguiente manera:

(r,y)) ER <= a2y 'c H

El hecho de que H sea un subgrupo de G hace que R sea una relacion de
equivalencia en G. Denotemos por {V;|i € I} a la particion de G asociada a R.
Nos referiremos a esta particion como la particion de Vitali asociada a H. De aqui
en adelante también se utilizara la notacion x ~py y para referirnos que (z,y) € R.

A continuaciéon enunciamos la forma del Axioma de Eleccién que se requiere
para la construccion de Vitali.

Axioma de Elecciéon. Para todo conjunto F el cual consta de conjuntos disjuntos
no vacios existe un conjunto X tal que card(X N F) =1 para toda F € F.

Definicion 1.1.1. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo de este. A X C G se le
llama un conjunto de Vitali para H o un H-selector si X contiene exactamente un
representante de cada clase de equivalencia definida por la relacion ~pg.

La existencia de los conjuntos de Vitali esta garantazida por el Axioma de
Eleccion. El siguiente enunciado nos da algunas propiedades de los conjuntos de

Vitali.



2 Capitulo 1. Teorema de Vitali

Lema 1.1.2. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo de G. Si X es un conjunto de
Vitali para H. Entonces, la familia {gX | g € H} es una particion numerable de G.

Demostracion. Primero veamos que:
G:U{gX\geH}.

Sea x € G, como X contiene un elemento de cada elemento de la particiéon
existe g € X tal que z ~p g, es decir, existe h € H tal que zg~! = h, por lo que:

r=hgehX C| J{hX|heH}.

Ahora veamos que la familia {¢gX | g € H} consta de conjuntos ajenos. Sean
g,h € H tales que:

) #gXNhX.

Entonces existen x1, x5 € X tales que hxy = gz, es decir, xlxgl = h~'g € H por
lo que 1 ~y x5. Como X contiene exactamente un elemento de cada clase de
equivalencia se tiene que z; = x5 y por lo tanto h = g. O

En este momento nos enfocaremos en el caso de R como grupo aditivo. El
siguiente teorema es una generalizacion del teorema de Vitali clasico.

Teorema 1.1.3. Sea I' un subgrupo aditivo de R denso y numerable. Sea p una
medida definida en alguna o-dlgebra de conjuntos de R y supongamos que se
satisfacen las siquientes tres condiciones:

i) 1 es una medida invariante respecto a I, es decir, para todo g € I se satisface
que g+ Z € dom(p) si Z € dom(u) y u(Z) = plg + Z);

ii) [0,1] € dom(pu);
iii) 0 < p([0,1]) < +oo.

Entonces, todo conjunto de Vitali para I' no es p-medible.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que X, un
conjunto de Vitali para I', es y-medible. Por el Lema {9+ X |g€ H} es una
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particion de G la cual es numerable y consta de conjuntos p-medibles.Como p es
[-invariante:

0 < ([0, 1)) < u(R) =u<U{9+X\9€ H}) = g+ X)=>_ uX),

ger ger

por lo que u(X) > 0.

Por otro lado, como I' es denso se tiene que

R=|J{g+0,1]|geT}

y por la continuidad de p existe A C I finito tal que

u(XmU{gﬂo,l]\geA}) > 0.
Sean
Y=xn|J{g+0,1]geA} yZ={J{g+YV|geTn(0,1)}.

Como I' es denso y numerable, card(I' N (0,1)) = w. Con esto y como pu(Y') > 0:

mZ)= > ulg+Y)= > u(Y)=+oo.

gel'n(0,1) ger'n(0,1)

Sea z € Z, entonces existen y € Y, g € " con 0 < g < 1 tal que z = g + y. Més
aun, existe h € A de tal forma que y € h + [0, 1], es decir, h <y < h+ 1. Como
0 < g <1, obtenemos:

h<g+h<g+y=2<g+h+1<h+2
y como A es finito:
—oco<min{h|he€ A} <z<miéx{h+2|h € A} <40

para todo z € Z | es decir, Z es acotado.

Sea g € I' positivo, como Z es acotado existe n < w tal que

Z C [-ng,ng] C U{kg—i— 0,1] |k € Z,—n < k < n} € dom(p).
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Por lo que:
oo = u(2) <M<U{kg+[0,1]\kez,—n< kgn})
< 3 ulko +0.1) = 37 u(i0.1) < +oc.
k=—n k=—n
lo cual nos da una contradiccion. O

En el caso en que I' = Q y pu es igual a la medida de Lebesgue, A, obtenemos el
teorema de Vitali clésico.

1.2. Medidas de Haar

Dos de las propiedades mas importantes de la medida de Lebesgue son su
regularidad y el ser invariante bajo isometrias, en particular bajo traslaciones. La
regularidad es una nocion topologica mientras que el ser invariante bajo traslaciones
refleja su estructura de grupo, por lo que los espacios que resultan naturales para
estudiar una generalizacion de la medida de Lebesgue son los grupos topologicos.

Grupos topolégicos

Definicién 1.2.1. Se dice que (G,-,T) es un grupo topoldgico si (G,-) es un grupo
y T es una topologia en G tal que las funciones:

f:GxG— G (r,y) — zy
g:G—>G !

son continuas, donde G X G es considerado con la topologia producto.

Cuando no presente confusion se haré referencia al conjunto G como el grupo
topologico sin hacer explicita su operacion y su topologia. También supondremos
que todas nuestras topologias son de Hausdorff y denotaremos al elemento neutro
del grupo por e.

La condiciéon para ser un grupo topolégico es bastante fuerte por lo que debe
reflejar las simetrias del grupo en su topologia. Una de las principales, al ser las
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traslaciones homeomorfismos, es que las vecindades de cualquier elemento no son
otra cosa mas que traslaciones de vecindades del neutro. Los siguientes lemas nos
muestran algunas otras de las simetrias que existen en estos espacios.

Lema 1.2.2. Sea (G,-,T) un grupo topoldgico y U una vecindad abierta de e, el
elemento neutro. Entonces existen:

i) V wvecindad abierta del neutro tal que VV C U;
it) V' wvecindad abierta simétrica de e tal que W C U;

iii) V' wvecindad abierta del neutro tal que VV-lCU.

Demostracion.
i) Por la continuidad de la funcion (z,y) — zy,
W =A{(z,y)|lrtyec U} CGx G

es abierto y (e,e) € W, por lo que existen Vi, Vo, C G vecindades abiertas de e tales
que:
VixVa CW

entonces V = V) N V5 es vecindad abierta de ey VV C U.

i) Como la funciéon z — 27! es un homeomorfismo, entonces U™! es vecindad

abierta del neutro. Si V = U NU~! entonces V es una vecindad abierta del e tal
que V =V"1

i11) Por i) y ii) existen V' y W vecindades abiertas de e tales que
V=V'CWCWWCU.

Sean v,v" € V, entonces vt € V, porloque v, vt € VCW yvvte WIW CU,
es decir, VV-1 CU. O

Lema 1.2.3. Sea (G,-,T) un grupo topoldgico, K un subconjuto compacto de G
y U un abierto que contiene a K. Entonces, existe V vecindad del neutro tal que

VK CU.

Demostracion. Para cada x € K existe un abierto U* tal que e € U* y U*x C U,y
por el lema[l.2.2 existe VV* vecindad abierta del neutro tal que V*V* C U* entonces
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{V*x |z € K} es una cubierta abierta de K, por lo cual existe F' C K finito tal
que K CJ{V*z |z € F}.

Sea V.= ({V?® |z € F}, entonces V es abierto por ser intersecion finita de
abiertos. Sean v € V, k € K, entonces existe x € F tal que k£ € V*zx, es decir,
existe v/ € V* tal que k = v'x entonces vk = vv'x € VV*x C V*V*x C Uz C U,
es decir, VK C U. O

Regularidad

La nocion de regularidad de una medida es una manera de ligar la topologia del
espacio a nuestra o-algebra de tal manera que cualquier conjunto de esta se pueda
aproximar en medida por abiertos y por compactos. Dado un espacio topologico
(X, 7) denotaremos por %,(X) a la minima o-algebra que contiene a la topologia
los cuales son llamados borelianos, es decir, %,(X) = o(T).

Definicion 1.2.4. Sean (X, T) un espacio topoldgico y p una medida definida sobre
S una o-dlgebra que contiene a B.(X). Se dice que pu es localmente finita si para
todo x € X eziste V € S vecindad de x tal que u(V) < +oo y se dice que p es
reqular si para todo A € S:

i) u(A) = inf {u(U) | U € 7 y AC U};
i) u(A) = sup {u(K) | K es compacto y K C A}.

Mas aun, si dom(p) = B.(X), p es localmente finita y reqular entonces u se dice
una medida de Radon.

Es inmediato verificar que si la topologia en (X, T) es localmente compacta y
1t es localmente finita, entonces todos los subconjuntos compactos tienen medida
finita.

Definicion 1.2.5. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto y v una
medida de Radon. Si para todo g € G y para todo A € AB.(G) se cumple que
gA € B.(G) yv(A) =v(gA), entonces se dice que v es una medida de Haar.

Uno de los resultados mas importantes es la existencia y unicidad de la medida
de Haar, el cual enunciamos sin demostracion. Existen diversas pruebas de resultado,
siendo la original de André Weil [31], y pueden encontrarse un par de estas en [11].
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Teorema 1.2.6. Sea (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, entonces
existe v una medida de Haar definida en B,(G), Mds aun, si j es otra medida de
Haar en B, (G) existe ¢ € R tal que p = cv.

En el sentido topoldgico un conjunto abierto es considerado grande, mientras
que para la medida esto lo cumplen los conjuntos de medida positiva. Las medidas
de Haar reflejan parcialmente esta simetria de las teorfas en el siguiente enunciado.

Teorema 1.2.7. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G) o-finita y U C G abierto, entonces v(U) > 0.

Demostracion. Por regularidad existe un subconjunto K de G compacto tal que
v(K) > 0. La familia {zU | x € G} es una cubierta abierta de K y por lo tanto
existe F' C @ finito tal que:

K C U {zU |z € F}
Entonces se tiene:

0 <v(K) gy(U{xU\xEF}> gZy(:L’U) :ZI/(U)

zeF zeF

y por lo tanto v(U) > 0. O

Transformaciones

Dada la invarianza bajo traslaciones de las medidas de Haar nos interesan buscar
transformaciones que preserven medida. Los siguientes enunciados nos dan un par
de ellas.

Lema 1.2.8. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto y j1, v medidas
de Haar en B,(G). Las funciones R, S, T : G x G — G x G dados por R(x,y) =
(y,z), S(z,y) = (z,2y) y T = R'SR = RSR son B.(G) @ B.(G)-medibles,
ademds S y T preservan la medida j1 X v.

Demostracion. Sean A, B € B,(G), entonces R™'[A x B] = B x A de lo cual se
sigue la medibilidad de R y la de S se sigue de la bicontinuidad del producto en G.
Por otro lado, dado F C GG x G denotemos por:

(E)e ={yeGl(x,y) e B} (E) ={zeCG|(x,y)€E}
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a las secciones de E, entonces (S[E]), = z(F), y (T[E])Y = y(E)Y y por definicion
de pu x v:

(1 x v)(S[E]) = / V((SIE]).) du(x)
- / v(2(E).) dyu(x)
— [ vl(EL) duta)
— (ux v)(E),
analogamente:
(o x V)(TIE) = | w(TIED?) duy)

]

Teorema 1.2.9. Sean (G, -, T) un grupo topdlogico localmente compacto, R, S como

en el Lema y Q = S'RS. Entonces:

o [ Ay s
(QIA X B))y1 =2ANB™ y (QAx BV = { @y Z y i ZéB

Demostracion. Observemos que Q(z,y) = (zy,y™') y Q = Q'. Tenemos que:

-1

Xopmxn (T 8) = Xaxs(@ 9,07 = XaaW)X ™)

vy € (QAx B]); " siysolosi Xgiaxp(®™ ' y) =1yy € xANB~" siy solamente si
Xoa(¥)X5(y™) =1, de lo cual se sigue la primera afirmacion. La segunda afirmacion
se sigue de que:

Xojaxn (@, v = Xaxpley ™ y) = Xy ()X (Y)-
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Teorema 1.2.10. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G), A € #.(G) (y con medida positiva) yy € G, entonces
Ay € B,(G) (y tiene medida positiva) y A~' € B.(G) (y tiene medida positiva).

Demostracion. Por el Teorema |1.2.9] A A~! son secciones, méas especificamente
b b

Ay = (Q(Ax Q) y A™ = (Q(G x A)),

y por lo tanto pertenecen a %, (X). Como @ preserva la medida v x vy v(A4) > 0,
entonces

0<v(AwA) = xv)(AxA) =xv)(QAx A)
_ /y(x_lA A AY) du(z),

por lo que existe z € G tal que v(z7'!AN A™') > 0y por lo tanto v(A™!) > 0. Por
la invarianza izquierda de v,

0<v(A™) =v(y A = v((Ay) )

y por lo anterior v(Ay) > 0. O

Propiedad de Steinhaus

Uno de los Teoremas con mayor utilidad en el Anélisis Real es el Teorema de
Steinhaus, el cual nos dice que si un conjunto A tiene medida de Lebesgue positiva,
entonces el conjunto de sus diferencias,

Ao A={z—y|x,ye A},
resulta ser una vecindad del cero. Como veremos mas adelante este resultado sigue
siendo valido para medidas de Haar.
Los siguientes resultados nos muestran algunas propiedades de continuidad de

las medidas de Haar.

Lema 1.2.11. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una medida
de Haar en $,(G) y A € B,(G). Entonces para toda € > 0 existe V vecindad del
neutro tal que v(A A xA) < € para toda z € V.
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Demostracion. Sean A € %,(G) compacto y € > 0. Por la regularidad de v existe
un abierto U C G tal que A C U y v(U \ A) < §. Por el Lema existe V C G
vecindad abierta del elemento neutro tal que VA C U y por el Lema podemos
suponer que V es simétrica. Entonces para toda x € V:

v(eANA) =v(xA\ A)+v(A\zA)
=v(rA\ A) +v(z 1A\ A)
Sv(U\NA)+vU\A) <e.

Sean A € #,(G) y € > 0. Por la regularidad de v existe un compacto K tal que
K CAyv(A\K) < £. Por el caso anterior existe V' C G vecindad del neutro tal
que v(vK A K) < £ para toda x € V. Entonces para toda z € V:

V(ANZA) S V(AANK)+v(K AxK) +v(aK A TA)
SV(A\K) +v(K AzK) +v(z(A\ K))
<2v(A\ K) +v(K A zK)
<2£—i—E = €.

O

Teorema 1.2.12. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G) o-finita y A € B-(G). Entonces,

limv(ANzA) =v(A).

Tr—e

Demostracion. Sea A € %,(G) con v(A) < 400y € > 0. Por el Lema [1.2.11] existe
V' C @ vecindad del neutro tal que v(A A xA) < € para todo z € V. Entonces para

todo x € V:
lv(ANzA) —v(A)| < v(AA(ANzA)) =v(AN(AazA)) K v(AAzA) <e.
Sea A € #,(G) con v(A) =400y sea {G,, | n < w} C B, (G) tal que:
G:U{Gn\n <w},G, CGh1y v(G,) < 400 para toda n < w.

Sea M > 0, como co = v(A) = lim,,_,, V(AN G,) existe k < w tal que:

M < I/(AﬂGk) < +00.
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Por el caso anterior existe una vecindad V' del neutro tal que para toda x € V:
v(ANGyNx(ANGy)) > M,
de manera que para toda z € V:
v(ANzA) Zv(ANzANGLNzGy) =v(ANGLNz(ANGy)) > M
Por lo tanto para todo A € %,(G):

limv(ANzA) =v(A).

Tr—e

]

Corolario 1.2.13. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en %.(G) o-finita y E, F € B,(G) con v(E),v(F) < +oo, enton-
ces:

limv(ENzF)=v(ENF).

g—e

Demostracion. Por el Lema [1.2.11] para toda € > 0 existe V' C G vecindad del
neutro tal que para toda g € V, v(F A gF') < e. Entonces para toda g € V:

WENgF)—v(ENFE)| <v(EN(FAgF)) <v(FAgF)<e.
U

Definiciéon 1.2.14. Sea (G, -, T) un grupo topologico. Una funcion f: G — R se
dice uniformemente continua por la izquierda (por la derecha) si para toda € > 0
existe una vecindad V C G del neutro tal que para todo x,y € G, y ‘v € V(zy~! €

V) implica |f(x) — f(y)| < e.

Claramente toda funciéon uniformemente continua por la izquierda o por la
derecha es continua.

Teorema 1.2.15. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G) o-finita y E, F € A.(G) conv(E),v(F) < 400, entonces
la funcion definida por

f:G—=-R zx—v(ENcF)

es uniformemente continua por la izquierda.
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Demostracion. Sea € > 0. Por el Lema [1.2.12] existe V' vecindad del neutro tal que
para todo g € V, v(F A gF) < €. Sean z,y € G tales que y 'z € V, entonces:

[f(2) = )| = [V(EnzF) —v(ENyF)|
S<v(ENn(zF AyF))
(xF AyF)

]

Teorema 1.2.16 (Propiedad de Steinhaus). Sean (G,-,T) un grupo topoldgico
localmente compacto, v una medida de Haar en B,(G) o-finita y A, B € B.(G)
con 0 < v(A)v(B). Entonces, existe una vecindad V del neutro tal que V. .C AA™
y AB tiene interior no vacio.

Demostracion. Por el Teorema [1.2.12] existe una vecindad V de e tal que 0 <
v(ANgA) para toda g € V. En particular AN gA # (), es decir, existen z,2' € A
tal que 2’ = gz por lo que g = 2’2~ € AA~! para todo g € V, es decir, V C AAL.
Por otro lado:

WANTB ™) = [ X @) = [ Xa0)Xa 1) ()
— [ advty) = [ Xalwxsly ) dvly)

_ / Xa()X,-15(x) dv(y);

[rtanasave) = [ [ X, oo dvty) dvie)
— [ [xax,pa) dvta) vl

— [xa) [ X, spla) dvia) vty

/ Xa()r(y™'B) duly)
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por lo que existe xg € G tal que
w(ANzeB™) > 0.
Por la primera parte de este Teorema existe una vecindad V' de e tal que
VC(ANzeB Y (ANzeB™ )™
Por dltimo observemos que
(ANzeB ) (ANzeB™ )™ C A(woB™)™! = ABx?,

por lo que Vg, siendo una vecindad de x(, esta contenida en AB. n

Es claro, utilizando ntucleos medibles, que la Propiedad de Steinhaus sigue

siendo valida si consideramos no solo borelianos sino también conjuntos medibles
con respecto a la compleciéon de la medida v.

Ergodicidad
Lema 1.2.17. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una medida

de Haar en %.(G) o-finita, D C G denso y E,F € %.(G) con 0 < v(E)v(F).
Entonces, eziste g € D tal que v(E N gF) > 0.

Demostracion. Si v(F) < +oo entonces la funcion:

f:G—=R zx—v(ENxF)
es continua por el Teorema [1.2.15] Entonces, por el Teorema [1.2.10| v(F 1) > 0:

/fdy:/u(AﬂxF) dv(z)
— [ [ xewerty) dvtw) avta)
= / / Xp(y)Xp(a™y) dv(z) dv(y)
— [ Xel0) [ Xy @) @) vty)
_ / V(yF )X g(y) dvy)

- / V(F )X p(y) di(y) = v(Eu(E) > 0
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por lo que f es no nula. Por la continuidad de f existe V' C G un abierto no vacio
tal que V' C f71[(0,00)]. Como D es denso existe z € DNV, es decir,

0< f(z)=v(ENzF).
En el caso que v(F) = 400 sea {G,, | n <w} C Z.(G) tal que
G:U{Gn\n <w},G, CGpy y v(G,) < 400 para toda n < w,
entonces existe k < w tal que
0 <v(FNGE) < 40
y por el caso anterior existe x € D tal que v(ENx(F NGy)) > 0y por lo tanto
v(ENnzF)>0.

]

Teorema 1.2.18. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G) o-finita, E € B.(G). Supongamos que v(E A(zE)) =0
para todo x en un subconjunto denso de G, entonces v(E) =0 o v(G\ E) = 0.

Demostracion. Sea E C G tal que v(E A(zFE)) = 0 para toda x € D con D C G
denso. Observemos que para todo = € G-

En(z(G\E)=FEN(G\ (zE))=FE\ (zE) C EAzE,
por lo que para toda z en el denso D se tiene que
v(EN(z(G\ E)))=0
y por el Teorema se concluye que
v(E)=0 6 v(G\ E)=0.
O

Teorema 1.2.19. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en %,.(G) o-finita y D C G denso y numerable. Si F' € B,(G) y
v(F) > 0 entonces v(G\|J{gF |g € D}) =0.
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Demostracion. Supongamos que v(G \ |J{gF | g € D}) > 0, por el Teorema [1.2.17
existe h € D tal que

u<<G\U{gF\g€D}> ﬂhF) > 0.
En particular:
hEF N (G\U{QF\QED}) £ 0,
lo cual no es posible. O

Teorema 1.2.20. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar en B.(G) o-finita y D C G denso y numerable. Sea f : G — R
B (G)-medible tal que f(dx) = f(x) para todo x € G y d € D, entonces f es
constante c.d. relativo a v.

Demostracion. Para cadan < w y k € Z definamos:

Entonces para cadan < w, k,k € Z, k £k F(k,n)NF(k'n) =0y
R = J{F(k,n)|keZ},

por lo que para cada n < w existe k, € Z tal que v(F(k,,n)) > 0.

Sea F,, = F(k,,n). Como f(dx) = f(x) paratodaz € Gyde D,x € F, siy
solo si @ € d~'F),,es decir, F,, = d 'F,, para todo d € D. Ademés D! es denso y
numerable, por lo que por el Teorema |1.2.19

ozy<R\U{d*1Fn\deD}> :u<R\U{Fn\deD}) —v(R\ F,).

Con esto vemos que {[’2“—2, kgjl) ‘ n < w} es una sucesoén de intervalos anidados,

cuya longitud tiende a cero. Sean

a-n{[s55]

n<w} yF:m{Fn\n<w}.
Entonces,

V(R\F):V<U{R\Fn\n<w}> <Y vR\F,)=0.

n<w
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Ademas, para todo = € F| se tiene que x € F), para todo n < w, por lo cual

roreNf[a Bt ) [n<wf e o,

es decir, f(z) = cparatodo z € F'y como v(R\ F') =0, f = cc.d. relativoav. O

Definiciéon 1.2.21. Sea (X, S, u) un espacio de medida, G un grupo de transfor-
maciones de X y H un subgrupo denso y numerable. Se dice que j es métrica
transitiva con respecto a H si para todo F' € S con u(F) > 0 se satisface:

u((@\UJ1lFl g€ DY) =0

El Teorema |1.2.19 nos dice que una medida de Haar es métrica transitiva con
respecto a cualquier subgrupo denso y numerable, considerando que el grupo actua
en si mismo por medio de traslaciones izquierdas.

Compacidad y finitud

Como hemos visto en estos ultimos resultados la o-finitud de un medida resulta
ser muy importante, por lo que resulta indispensable tener algunos resultados
concernientes a esta caracteristica. Por la manera que esta construida la medida de
Haar existen condiciones topologicas que aseguran esta condiciéon. Relativo a esto
tenemos los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.22. Sea (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto y v una
medida de Haar en G. Entonces v es finita si y solo si G es compacto.

Demostracion. En el caso que G sea finito no hay nada que demostrar pues v es
finita sobre compactos al ser localmente finita.

Supongamos que G no es compacto. Sea K una vecindad compacta de e. Por
el Teorema [1.2.2] existe U vecindad simétrica de e tal que UU C K. Como G no
es compacto ningtn numero finito de trasladados de K cubre a GG. Construyamos
(%), una sucesion en G tal que

anG\U{ka\k<n}.

Veamos que ;U Na;U = 0 si i # j. Supongamos que existen i < j < w tales
que 0 # ;U Na;U, entonces existen u, v € U tales que z;u = x;v y por lo tanto

T; = ruv ! € z,UUY = 2,UU C K,
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lo cual contradice nuestra elecciéon de z;.

Por el Teorema v(z,U) = v(U) > 0y como la familia {z,U | n < w} es

disjunta tenemos que:
v(G) > v (U {z,U|n < w}) = Zy(xnU) = ZI/(U) = 400
n<w n<w

lo que concluye el resultado. O]

Una de las caracteristicas mas importante de los espacios de medida o-finitos es
que tenemos una cota sobre la cardinalidad de una familia disjunta que conste de
conjuntos de medida positiva: esta familia es a lo méas numerable. Esta condicion se
conoce como la condicién de Souslin.

Definicion 1.2.23. Sea (X, S, i) un espacio de medida. Se dice que p satisface la
condicion de Souslin si para toda familia C C S de conjuntos disjuntos la condicion
w(C) > 0 para todo C € C implica que C es a lo mds numerable.

Teorema 1.2.24. Sea (X, S, 1) un espacio de medida. Si pu es una medida o-finita
entonces | satisface la condicion de Souslin.

Demostracion. Sea (X, S, ) un espacio de medida o-finito y {G,, |n <w} C S

tales que | J{G, |n <w} =Xy u(G,) < 400 para toda n < w. Sea C C S una
familia ajena con u(C') > 0 para toda C' € C. Para cada k,n < w sea:

Dfﬁ:{CCec y u(CmGnD%}.

Como cada D,(C") es finito, entonces:

D, =J{p\"

es a lo mas numerable. Mas aun, como p(C') > 0 para todo C' € C existe n < w tal
que u(C N G,) > 0, es decir:

k<w}:{C\CeCyu(CﬂGn)>O}

C:U{Dn\n<w}

el cual es a lo méas numerable. O

Motivados por el Teorema [1.2.22| se espera que existan condiciones similares
para espacios o-finitos y asi es, la condicién que se requiere es la de o-compacidad.
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Definiciéon 1.2.25. Un grupo topoldgico G es llamado w-precompacto si para toda
vecindad V' del elemento neutro existe C' C G a lo mds numerable tal que G = CV'.

Lema 1.2.26. En un grupo topologico localmente compacto es equivalente ser
w-precompacto a ser o-compacto.

Demostracion. Sea (G, -, T) un grupo topologico localmente compacto y suponga-
mos que GG es w-precompacto. Sea V' una vecindad compacta del elemento neutro,
entonces existe un subconjunto numerable C' de G tal que G = C'V, ademas cV es
compacto para todo ¢ € C, por lo que {c¢V | ¢ € C'} es una familia numerable de
conjuntos compactos tal que:

U{CV\CGC}:{CU\CEC,UEV}:C’V:G

por lo que G es sigma compacto.

Si G es sigma compacto y V una vecindad del elemento neutro, entonces
U = int(V) es un abierto no vacio. Consideremos la cubierta abierta {gU | g € G}.
Todo espacio o-compacto es Lindelof por lo que existe A C G numerable tal que
G=U{aU|a € A} y como U CV entonces G = J{aV | a € A} por lo que G es
w-precompacto. ]

Teorema 1.2.27. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto y v una
medida de Haar en G. Entonces v es o-finita si y solo si G es o-compacto.

Demostracion. Si G es o-compacto existe {K; | i € I'} una familia a lo mas nume-
rable de compactos tal que G = |J{K; |7 € I}. Como v es finita en los compactos,
v(K;) < 400 para toda i € I, por lo que v es o-finita.

Supongamos que G no es o-compacto, entonces por el Lema G no es
w-precompacto por lo que existe una vecindad U del elemento neutro tal que para
todo conjunto numerable C' C G, |J{cU |c € C} C G. Sea V' C U vecindad del
neutro tal que VV 1 C U.

Construyamos recursivamente una w-sucesion (zg) i, O G tal que:
VNV =0 si a<f<uw.

Supongamos que para 5 < w; la S-sucesion <x5>£ - esta definida. Entonces, co-
mo wj es el primer ordinal no numerable, {z¢ | < f} es numerable por lo que

U{zeU | €< B} CG. Seax € G\ J{zU | & < S}y definamos x5 = x.
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Supongamos que z¢V NxgV # () para alguna £ < . Entonces existen u,v € V
tales que reu = xgv, o equivalentemente x5 = zeuv™t € 2 VV C z.U, lo
cual no es posible por la definicién de g, por lo que zgVes ajeno a la coleccion
{zV [ € < B}

Entonces existe A un subconjunto no numerable de G tal que {aV |a € A} es
una familia de conjuntos ajenos. Ademés 0 < v(V') = v(aV') para toda a € A por
ser v positiva sobre abiertos no vaciés e invariante bajo traslaciones izquierdas.
Entonces {aV | a € A} es una familia no numerable de conjuntos ajenos y de medida
positiva, es decir, v no satisface la condicién de Souslin y por el Teorema no
es o-finita. O

1.3. Teorema de Vitali para medidas de Haar

Con toda la herramienta desarrollada en la seccién anterior es posible dar una
generalizacion al Teorema de Vitali, en esta no solo se demuestra que existen
conjuntos no medibles para la medida de Haar sino que estos conjuntos se pueden
encontrar dentro de cualquier conjunto de medida positiva.

Teorema 1.3.1. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto, v una
medida de Haar o-finita en G, H un subgrupo numerable de G y A C G v-medible y
de medida positiva. Entonces, si e es un punto de acumulacion de H existe A’ C A
tal que A’ no es v-medible.

Demostracion. Sea {H; |i € I} la subfamilia de la particion de Vitali asociada a
H la cual consta de los elementos cuya interseccion con A es no vacia, la cual es no
vacia por A ser no vacio. Sea A’ un conjunto selector de la familia {AN H;|i € I},
la cual consta de conjuntos no vacios y ajenos, es decir, para todo ¢ € I:

card(A'NANH;) =1.

Supongamos por un momento que A’ es v-medible. De manera analoga al Lema
se prueba que {gA’| g € H} es una familia ajena cuya uniéon contiene a A.
Como H es numerable

0 <w(d) <v (1A |g€ HY) =3 vlgd) = m(A)

geEH geH



20 Capitulo 1. Teorema de Vitali

por lo que v(A’) > 0. La propiedad de Steinhaus (Teorema [1.2.16)) nos dice que
A A7 es vecindad de e. Como H se acumula en e existe zy € H \ {e} tal que
xog € A’A'1 es decir, existen a;,ay € A’ tales que x¢ = alagl, es decir, xgas = a;
y por lo tanto a; € A’ NxyA’ lo que contradice que e # xy. Por lo tanto A’ no es
v-medible O]

Recordemos que los conjuntos selectores de la particion asociada a las clases
laterales izquierdas de un subgrupo H se les conoce como conjuntos de Vitali para
H. Si consideramos tinicamente las clases que intersectan a un conjunto A diremos
que V es un conjunto de Vitali en A para H.

El Teorema anterior es una generalizaciéon al Teorema de Vitali a medidas de
Haar, sin embargo este Teorema tiene una gran limitacién: la existencia de un
subgrupo numerable que se acumule en e. El resultado sigue siendo valido sin esta
restricciéon aunque para esto necesitaremos otras herramientas.

Definicion 1.3.2. Sean (G,-,T) un grupo topoldgico localmente compacto v una
medida de Haar. Un conjunto A C G se dice cubierto infinitamente por H C G si:

i) card(H) = w;

i) Ezxiste B C G v-medible de medida finita tal que todo elemento de A esta en una
infinidad de los conjuntos {hB |h € H}. En otras palabras, si H = {h, |n < w}
entonces:

Agﬂ{U{hmB\m>n}‘ n<w}=h’msup{hnB\n<w}.

Mds aun, se dice que A es cubierto infinitamente si existe H C G tal que A es
cubierto infinitamente por H.

Recordemos que dada p es una medida pu, y 1* denotan la medida interior y la me-
dida exterior asociada a esta, es decir, u.(A) = sup {u(B) | B € dom(u) y B C A}
v 1*(A) = inf {u(B) | B € dom(u) y A C B}

Lema 1.3.3. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto y v una medida
de Haar. Mds aun, sean A C G y H C G tales que A es cubierto infinitamente
por H. Si 'V es un conjunto de Vitali para H', con H' algin subgrupo de G que
contiene a H, entonces

v.(VNA)=0.

para cualquier medida invariante bajo traslaciones izquierdas v que extienda a v.
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Demostracion. Por definicion card(H) = w por lo que podemos escribirlo de manera
inyectiva como

H={h,|n<w}.
Sea H' el subgrupo que contiene a H para el cual V' es un conjunto de Vitali. Sea
B C G v-medible con v(B) < 400 tal que
A Climsup {h,B|n < w}.

Sea A’ C ANV un conjunto v-medible y sea V,, = A’ N h, B para cada n < w. De
esta manera tenemos que

U{h;lvn‘n<w} C B.

Veamos que h,,'V,Nh, 'V, = 0 paratodon < m < w. Paraestoseann < m < w
y v €V, v €V, tales que h,'v, = h_lv,,, entonces v,v ! =h —nh ! e H por
lo que v,, y v,, pertenecen a la misma clase de equivalencia y como V,, C A’ CV
se tiene que v,, = vy, hy = hy, y m = n.

Con esto obtenemos que
Zﬁ(vn) = Zﬁ(hflan) =0 <U {h,'V, | n < w}) < v(B) < +0
n<w n<w

y por el Lema de Borel-Cantelli:
v(A) =0 (A Nlimsup{B, |n <w}) =0 (imsup{V, |n <w}) =0,
es decir, U(A’") = 0 para todo A” C ANV p-medible y por lo tanto ,(ANV) =0. O

Lema 1.3.4. Sean (G, -, T) un grupo topoldgico localmente compacto y v una medida
de Haar. St A C G contiene un conjunto A’ v-medible de medida positiva el cual es
cubierto infinitamente por H, para algun H C G, entonces, existe un conjunto de
Vitali en A el cual no es v-medible para cualquier medida invariante bajo traslaciones
1zquierdas U que extienda a v.

Demostracion. Sea H' el subgrupo generado por H, el cual también es numerable,
y sea V' un conjunto de Vitali en A’ para H'. Claramente podemos extender V' a
un conjunto V de Vitali en G para H. Supongamos por un momento que ANV es
v-medible, entonces ANV NA = ANV =V’ también es v-medible. Por V' ser un
conjunto de Vitali en A’ para H' se tiene que

AC|J{w' [he H}.
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Entonces,

0<D(A)< Y oV => (V')
heH'’ heH

por lo que (V") > 0. Por otro lado el Lema nos dice que:
0=0,(VNnA)=wv,(V),
lo cual es una contradiccién. O

Teorema 1.3.5. Sea (G, -, T) un grupo topoldgico no numerable localmente compac-
to, v una medida de Haar o-finita y A C G v-medible de medida positiva, entonces
existe B C A v-medible de medida positiva y cubierto infinitamente.

Demostracion. Como p es o-finita existe una familia {X,, | n < w} de subconjuntos
v-medibles de G tales que v(X,,) < +o00 para todon <wy G =J{X,|n < w}.

Como v(A) > 0 existe ky < w tal que 0 < v(A N Xy,) < 4o00. Definimos
A'=AN Xy, yparacadan < w

G, ={heG|v(ANhX,)>0}.

Si card(G,,) = w para todo n < w entonces, como unién numerable de conjuntos
numerables es numerable, existe h € G\ |J{G, | n <w} por G ser no numerable,
por lo que

0 < v(A) =v(hGNA) =v (U{th A |n< w}) < u(hX,nA) =0,

n<w
lo cual no es posible y por lo tanto existe k < w tal que GGy es no numerable.

Como G}, es no numerable existe € > 0 tal que
card({h € G| v(A' NhXy) > €}) > w,

por lo que existe {h, | n < w} tales que hy,, # hy, sin #my v(ANh,Xy) > € para
toda n < w. Como v(A") < +oo se satisface que

v (A" Nlimsup {h, X; |n <w}) = inf {1/ (A’ N U{thk lm > n}) ‘ n < w}
> inf {v (A Nhp1 Xp) | n<w} >e>0.
Sea B = A'Nlimsup {h, Xy |n < w}. Como B C limsup {h, Xy |n < w}y X es

v-medible y de medida finita B es cubierto infinitamente por {h, |n < w}. Ademés
BC Ayv(B)>0. O
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Para el caso en que G es numerable se tiene que cualquier medida de Haar es
un miltiplo escalar de la medida de conteo, la cual se puede extender a todos los
subconjuntos de G por cual este caso no nos resulta de interés. Con los Lemas
anteriores es posible demostrar el resultado que estabamos buscando.

Teorema 1.3.6. Sea (G, -, T) un grupo topoldgico no numerable localmente com-
pacto, v una medida de Haar o-finita y A C G v-medible de medida positiva,
entonces existe A" C A el cual no es v-medible para cualquier medida invariante
bajo traslaciones izquierdas U que extienda a v.

Demostracion. Por el Lema existe B C A v-medible y de medida positiva el
cual es cubierto infinitamente y por el Lema |1.3.4] existe V un conjunto de Vitali
en B el cual no es 7-medible para cualquier medida invariante bajo traslaciones
izquierdas I que extienda a v. O

1.4. Categoria de Baire

En esta seccion se estudian los conceptos topologicos de categoria y sus princi-
pales analogias con la medida de Lebesgue.

Conjuntos densos en ninguna parte

Definiciéon 1.4.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se dice que N C X es denso
en ninguna parte en X si int(cl(N)) = 0.

Si el contexto es claro solo se dira que un conjunto es denso en ninguna parte
sin especificar el espacio X, aunque es necesario recalcar que no es lo mismo ser
denso en ninguna parte en un conjunto o en otro.

Un conjunto denso en ninguna parte es tal que, topologicamente hablando, esta
“lleno de hoyos”, pues ni siquiera al “pegarle todo lo que esta cerca”; es decir, cerrarlo,
consigue tener alguna vecindad de alguno de sus puntos. Esta clase de conjuntos es
cerrado bajo algunas operaciones como veremos a continuacion.

Teorema 1.4.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces:

i) Subconjuntos de un conjunto denso en ninguna parte son densos en ninguna
parte;
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ii) Union finita de conjuntos densos en ninguna parte es denso en ninguna parte;

ii) La cerradura de un conjunto denso en ninguna parte es denso en ninguna parte

Demostracion.

i) Sea N C X denso en ninguna parte y M C N. Por monotonia de los operadores
interior y cerradura tenemos que

int(cl(M)) C int(cl(N)) =0
y por lo tanto M es denso en ninguna parte.

ii) Sean < wy {N;|i<n} subconjuntos de X denso en ninguna parte. Como
unioén finita de cerrados es cerrado y union de abiertos es abierto tenemos que

int <cl (U (N;]i < n})) — int (U [Cl(N) | i < n}) = | {int(cl(Ny)) |i < n} = 0
por lo cual |J{N; |7 < n} es denso en ninguna parte.

iii) Sea N C X denso en ninguna parte, entonces
int(cl(cl(V))) = int(cl(N)) =0

por lo que cl(V) es denso en ninguna parte. O

Los encisos 7) y ii) del Teorema nos dicen que la familia de los subconjuntos
densos en ninguna parte de un espacio topologico (X, 7) forman un ideal. Aunque
estos conjuntos no necesariamente formaran un o-ideal, son la base para definir
una clase que si lo hara.

Conjuntos de primera categoria

Definiciéon 1.4.3. Sea (X, T) un espacio topologico. Un conjunto P C X se dice
de primera categoria en X si existe una familia {N, | n < w} de subconjuntos de
X densos en ninguna parte en X tales que P =|J{N,, | n <w}. Los conjuntos que
no son de primera categoria se dicen de sequnda categoria.

Denotaremos por Kr(X) a la familia de subconjuntos de X de primera categoria
en X. Esta familia goza de mejores propiedades que la de los conjuntos densos en
ninguna parte. Cuando el contexto sea claro nos referiremos a estos conjuntos como
de primera categoria
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Teorema 1.4.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces K+(X) forma un o-
ideal de subconjuntos de X. Mds aun, para todo P € K+(X) existe F' € K+(X) del
tipo F, tal que P C F.

Demostracion.

i) Sea P C X de primera categoria y @ C P. Sea {N, |n < w} una familia de
subconjuntos de X densos en ninguna parte en X tales que

P:U{Nn\n<w}.

Por el Teorema N, N @ es denso en ninguna parte en X para todon < w 'y

Q={N.nQln<w},

por lo que () es de primera categoria en X.

ii) Sea {P, |n < w} una familia de subconjuntos de X de primera categoria en

X. Para cada n < w existe una familia {Ni(") ‘ 1< w} de subconjuntos densos en

ninguna parte en X tal que
Pn:U{Ni(") ‘z’<w}.

1,n < w} es numerable y

U{P” In<w}= U{Ni(n)

por lo que [J{P, |n < w} es de primera categoria en X.

La familia {Ni(n)

i,n<w}

Por ultimo para cada P € Kr(X) existe {NV,, | n < w} una familia de conjuntos
densos en ninguna parte tales que

P=J{Nu|n<w},

entonces F' = J{cl(V,, | n < w} es de primera categoria, del tipo F, y P C F. [



26 Capitulo 1. Teorema de Vitali

Teorema de Baire

Una de las principales aplicaciones de la topologia en el anélisis es para demostrar
la existencia de algiin objeto y una de las herramientas mas importantes para esto
es el Teorema de la categoria de Baire.

Teorema 1.4.5 (Teorema de Baire). Sea (X, p) un espacio métrico completo. Si
A C X es de primera categoria en X entonces X \ A es denso en X.

Demostracion. Sea {A,, |n < w} una familia de conjuntos densos en ninguna parte
en X tales que A =J{A,|n <w}. Sea S C X un abierto no vacio.

Construiremos una sucesion de bolas abiertas (B, (z,)), ., tal que para todo

1
n<w,rn<—n+1y

n<w

(B, 1 (Tnt1)) C By, (0) \ Anta

Como S es abierto y Ay denso en ninguna parte su cerradura tiene interior vacio y
S\ cl(Ap) es un abierto no vacio, por lo que existe una bola abierta B, (o) tal que
B,y (z9) € S\ cl(Ag) C S\ Ap. Supongamos que para n < w tenemos definida la
familia {B,, (zx) | k < n} que satisface las condiciones requeridas. Como A, es
denso en ninguna parte su cerradura tiene interior vacio, entonces B, (x,,) \ cl(A,11)
es abierto y no vacio. Sea x,.1 € By, (x,) \ cl(A,41) y 7 > 0 tal que B.(z,41) C
B, (z,) \ cl(An41) y definimos 7,41 = min {r, n%l} Con esto queda definida la
sucesion y en particular tenemos que

Consideremos la sucesion (z,),_, , entonces para i, j,n < w tales que 7,j > n
tenemos que z;, z; € B, (x,) y por lo tanto

p(xiwxj) < p(l’“l’n) —|—p($n,x]) < 2TTL < n+1

por lo que la sucesion es de Cauchy. Como (X, p) es completo, existe z € X
al cual converge la sucesion. Como z; € cl(B,,(z,) para todo i > n, entonces
z € cl(B,,(z,)) para todo n < w por lo que:

re({(B,,) |n<w} {5\ A |n<w}=S\|J{di|n<w}=S5\A4,

es decir, SN (X \ A) # 0 para todo S abierto no vacio y por lo tanto X \ A es
denso en X. O
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Motivados por el Teorema de Baire para espacios métricos completos se define
la nocién de espacio de Baire.

Definicion 1.4.6. Un espacio topologico se dice un espacio de Baire si el comple-
mento de todo conjunto de primera categoria es denso. Mds aun, en estos espacios
el complemento de un conjunto de primera categoria es llamado residual.

Teorema 1.4.7. Un espacio topologico (X, T) es un espacio de Baire si y solamente
st todo abierto no vacio es de sequnda categoria en X.

Demostracion. Sea G C X un abierto no vacio de primera categoria, entonces
X\ G C X es cerrado y por lo tanto no es denso, es decir, (X, T) no es un espacio
de Baire.

Por otra lado sea P C X de primera categoria en X tal que X \ P no es denso,
entonces existe G C X un abierto no vacio tal que G C X \ (X \ P) = P y por lo
tanto G es de primera categoria. O

Teorema 1.4.8. Sea (X, T) un espacio de Baire y E C X, entonces E es residual
st y solamente si E contiene un subconjunto de X denso y de tipo Gs.

Demostracion. Supongamos que {G,, | n < w} es una familia de abiertos tales que
G:ﬂ{Gn\n<w}gE
y G es denso, entonces GG, es denso para todon < w 'y
int(cl(X \ G,)) = X \ cl(int(G,)) = X \ cl(G,) = X \ X =10,
por lo que X \ G,, es denso en ninguna parte. Como
X\ECX\G=[J{X\Gn|n<w}
se tiene que X \ E es de primera categoria.

Por otro lado, si F es residual existe {4, |n < w} una familia de conjuntos
densos en ninguna parte tal que

X\E=|J{A.|n<w}.
Sea G = {X \ cl(4,)|n < w}, entonces G es del tipo Gs, G C E'y
X\ G = J{d(A) |n < w}

es de primera categoria. Como X es un espacio de Baire, G es denso al ser el
complemento de un conjunto de primera categoria. O
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Teorema 1.4.9. Sea (X, T) un espacio de Baire, A C H C X tales que H es del
tipo Gs y H \ A es de primera categoria, entonces existe B C A tal que B € Gs y
H \ B es de primera categoria.

Demostracion. Sea A; = AU(X \ H). Como X\ Ay C H\ Ay H\ A es de primera
categoria tenemos que A; es residual y por lo tanto existe un subconjunto F' C X
de primera categoria y del tipo F, tal que X \ A; C F. De esta manera X \ F' es
un conjunto residual del tipo Gy tal que X \ F' C Aj.

Sea B = (X \ F')N H, entonces B es del tipo Gs por ser interseccion de dos
conjuntos de este tipo y como X \ FF C A = AU (X \ H) entonces:

BCHN(AU(X\H)=HNA=A.

Por ltimo,
H\B=H\(HN(X\F))=HNFCF

y X \ F es residual, es decir, F' es de primera categoria y por lo tanto H \ B es de
primera cateogoria. O

Los espacios de Baire son importantes ya que los conjunto que son abiertos y
de primera categoria parecieran ser contradictorios pues por un lado los abiertos
son conjuntos “grandes” para la topologia mientras que los de primera categoria
son conjuntos “pequenos’. Una patologia de estos conjuntos se ve en el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.10 (Teorema de la Categoria de Banach). Sea (X, 7) un espacio
topologico y U una familia de subconjuntos abiertos de X tal que U es de primera
categoria en X para toda U € U, entonces | JU es de primera categoria en X.

Demostracion. Sea

i) Para todo F' € F existe U € U tal que F C U;
P =S FCT\{0}
it) Para todo F,G € F se tiene que FNG = ().

Esta clase no es vacia pues contiene a los singuletes de U. Ademas para toda cadena
€ C P esclaro que | JE € & y ademaés esta es cota superior de €. Por el Lema
de Zorn existe F € & maximal.
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Supongamos que el conjunto cl (JU) \ | F no es denso en ninguna parte en X.

Como cl (JU) \ U F es cerrado, entonces:

V =int (cl <UL{> \Uf) £ .

Sea x € V C cl (| JU), entonces, como V es vecindad de x, se tiene que:

o £vn(Ju) =Utvnviveu

por lo que existe Uy € U tal que VNU, # (). Dicho de otra manera existe un abierto
W =VnNnUy# 0 tal que W C U para alguna U € U y

wnrcwnlJrcvalJrc (a(Ju)\UF)nlJFr=0

por lo cual la familia F U {IWW} esta en Z, lo cual contradice la maximalidad de F.

Por otro lado, para toda F € F existe U € U tal que FF C U, F es una
coleccion de conjuntos abiertos no vacios, ajenos y de primera categoria, por lo que
existen colecciones, para cada F' € F, de subconjuntos densos en ninguna parte

{NF|n < w} tales que:
VF:U{NE‘R<W}

para todo F' € F. Sea n < w y definimos

N, = J{N}|FeF}.

Si un abierto V interseca a N, entonces interseca a algun N/!* el cual es denso
en ninguna parte, y como V N I’ es abierto, existe un abierto W contenido en:

(VAF)\NF CV\NFCV\N,

pues como la familia F es ajena, también lo es la familia { NF ‘ FeF } y por lo
tanto IV,, es denso en ninguna parte en X para toda n < w.

Por atlimo observemos que

Uu < (a(Uu) \UF) ulJ i n < w}

es unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte por lo que |JU es de
primera categoria en X. 0
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Propiedad de Baire

Hemos visto que Kr(X), la familia de todos los conjuntos de primera categoria
en X, forman un o-ideal de anillos al igual que los conjuntos nulos de un espacio
de medida. Recordemos que en el caso real una caracterizacion de los conjuntos
Lebesgue medibles es que estos son precisamente la o-algebra generada por los
abiertos y los conjuntos nulos por lo que resulta natural estudiar a la o-algebra
generada por los abiertos y los conjuntos de primera categoria. En esta seccion
probaremos que estos coinciden con aquellos que tienen la propiedad de Baire.

Definicion 1.4.11. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se dice que A C X tiene la
propiedad de Baire si existen G, P C X, G abierto y P de primera categoria en X
tales que A =G A P.

Esta descripcion no tiene por que ser tnica, de hecho el conjunto abierto en la
definiciéon puede cambiarse por un conjunto cerrado.

Teorema 1.4.12. Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X, entonces A tiene la
propiedad de Baire si y solamente si existen C, P C X, C' cerrado y P de primera
categoria en X tales que A= C A P.

Demostracion. Si A tiene la propiedad de Baire existen GG abierto y P de primera
categoria en X tales que A =G A P. Como todo abierto contenido en cl(G) debe
intersectar a G tenemos que int(cl(G) \ G) es vacio y como cl(G) \ G es cerrado, es
denso en ninguna parte en X. Sea N =cl(G)\ Gy @ = N AP C N U P, entonces
() es de primera categoria. Sea F' = cl(G), entonces

A=GAP=(cl(G)A(c(G)\G)AP=(FAN)AP=FANAP)=FAQ

Por otro lado si A = FFAQ con F cerrado y P de primera categoria en X,
entonces N = F'\ int(F") es cerrado y tiene interior vacio, por lo que N es denso en
ninguna parte en X y P = N A Q es de primera categoria en X. Sea G = int(F),
entonces

A=FAQ=(It(F)A(F\Int(F))2AQ=(GAN)AQ=GANAQ)=GAP
[l

Definiciéon 1.4.13. Sea (X, T) un espacio topoldgico, denotaremos por B.(X) a la
famalia de subconjuntos de X con la propiedad de Baire.
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Teorema 1.4.14. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces B.(X) es una o-
algebra. Mas aun, esta coincide con la o-dlgebra generada por los abiertos y los
conjuntos de primera categoria.

Demostracion. Sea P C X de primera categoria en X, entonces P = ) A P y como
() es abierto P € B.(X), es decir, K7 (X) C B, (X).

Si G C X es abierto, entonces G = G A () y ) es de primera categoria G € B, (X),
es decir, 7 C B,(X). En particular tenemos que (), X € B.(X).

Sean A € B.(X) y G, P C X abierto y de primera categoria en X respectiva-
mente tales que A = G A P, entonces X \ A =X\ (GAP)=(X\G)AP ypor el
Teorema X\ Ae B (X).

Sea {A,|n <w} C B,(X) ysean {G, |n<w} C 7,{P,|n<w} C Kr(X)
tales que A, = G, AP, para todo n < w. Sea G = J{G,|n<w}, P =
U{P.|n<w}y A= J{A.|n <w}, entonces G es abierto, P es de primera
categoria y

G\PCACGUP

Esto implica que G A A C P, por lo que G A A es de primera categoria y como
A=0ANA=(GAG)AA=GAGArA)

se tiene que A tiene la propiedad de Baire, es decir, A € B,(X).

Con esto tenemos que B, (X) es una o-algebra que contiene a los conjuntos
abiertos y a los de primera categoria por lo que contiene a la o-élgebra generada por
estos. Por otro lado todo conjunto de primera categoria es la diferencia simétrica
de un conjunto abierto y uno de primera categoria y esta diferencia simétrica se
queda en la o-algebra generada por los conjuntos abiertos y los de primera categoria.
Esto prueba que B.(X) coincide con la o-algebra generada por los abiertos y los
conjuntos de primera categoria. [

Este Teorema resalta la analogia que hay entre los conjuntos medibles y los
conjuntos con la Propiedad de Baire. Con estas analogias en mente tenemos la
siguiente definicon para funciones.

Definicion 1.4.15. Sea (X, T) un espacio topoldgico y f: X — R. Se dice que f
tiene la propiedad de Baire si f~'[B] € B,(X) para todo B € %.(R).
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Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis

Motivados por las analogias entre medida y categoria el objetivo de esta seccion es
probar un resultado andlogo al Teorema de Steinhaus (Teorema [1.2.16]). Recordemos
que este Teorema fue probado en el contexto de grupos topolégicos y medidas de
Haar, por lo que el contexto para este anélogo son los grupos topolégicos.

Lema 1.4.16. En un grupo topoldgico de sequnda categoria sus subconjuntos abiertos
no vacios son de sequnda categoria.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de primera categoria del grupo topologico
G y h € U fijo. Entonces para todo g € G, gh™'h = g es decir g € gh~'U por lo
cual:

G=|J{gUlge G}

Como U es abierto y de primera categoria, gU también lo es para todo g € G,
entonces por el Teorema de la categoria de Banach(Teorema|1.4.10), |J{gU | g € G}
también es de primera categoria, es decir, G' es de primera categoria. ]

En virtud de el Teorema [1.4.7| el resultado anterior nos dice que los grupos
topologicos de segunda categoria son espacios de Baire.

Teorema 1.4.17 (Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis). Sea (G, -, T) un
grupo topoldgico y A, B C G con la propiedad de Baire. Si A y B no son de primera
categoria, entonces el conjunto BA tiene interior no vacio y en particular el conjunto
AA~Y es vecindad del elemento neutro en G.

Demostracion. Como A es de segunda categoria, G también lo es. Ademas Ay B
tienen la propiedad de Baire por lo que existen U;, Uy abiertos no vacios y F}, Fy
de primera categoria, tales que A =U; A Fy y B = Uy A F5. Veamos que el abierto
U,Us,, se queda contenido en BA. Sea x € U;Us,, entonces:

(U NU) \ (2F7'U ) C (xA™ N B)

y 2U; ' N U, es un abierto no vacio, en un grupo topoldgico de segunda categoria, y
wF; ' U F, es de primera categoria, entonces por el Lema [1.4.16

(U N\ (2 F7 U Fy) # 0.

Sea y € zA™! N B, entonces existe z € A™! tal que y = 2z o equivalentemente
x = yz~! € BA, por lo que U;U, C BA. Para el caso B = A~! podemos elegir
Uy = U; ! de lo que se sigue que AA™! es vecindad del neutro. O
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1.5. Conjuntos de Vitali y la propiedad de Baire

En la seccion anterior hemos vistos las analogias que existen entre medida y
categoria, en particular el de medibilidad y tener la propiedad de Baire, por lo que
es natural cuestionarse sobre la existencia de conjuntos sin la propiedad de Baire.

Las analogias vistas entre medida y categoria nos hacen preguntarnos sobre la
existencia de conjuntos sin la propiedad de Baire.

Teorema 1.5.1. Sea (X, T) un grupo topoldgico de sequnda categoria y I' C X un
subgrupo a lo mas numerable el cual no es discreto. Si' V' es un conjunto de Vitali
para I, entonces V' no tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Sea V un conjunto de Vitali para I' y procedamos por reducciéon
al absurdo suponiendo que V' que tiene la propiedad de Baire en (X, 7). Como
card(T') < w y (X, T) es de segunda categoria, de la identidad

X=J{gVIgeT}

se concluye que gV no es de primera categoria para algin g € I' y por lo tanto,
como V' es homeomorfo a gV, V' es de segunda categoria. Por el Teorema [1.4.17
existe una vecindad del neutro U tal que:

UcvV'={yz""|yeV,zeV}.
Como T no es discreto y e € I, existe h € (I'N (U \ {e})). Méas aun,
CN@\{ep) cUCVV,

por lo cual existen z,y € V tales que xy~! = h, es decir, x ~p y, pero ambos
pertenecen a V el cual es un conjunto de Vitali por lo que x = y y por lo tanto
h = e, una contradiccién. O

En particular obtenemos que existen subconjuntos de R los cuales no tienen la
propiedad de Baire.

Otros conjuntos

Cabe resaltar que la prueba del teorema de Vitali esta basada fuertemente en
el Axioma de Eleccion. De hecho se sabe, por un resultado de Solovay 28], que la
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existencia de conjuntos no Lebesgue medibles no se puede probar, en ZF, con una
version numerable del Axioma de Eleccion. En particular no se puede probar en la
teoria ZF & DC, donde DC es el Axioma de Elecciones Dependientes, el cual es
suficiente para el desarrollo de gran parte del Anélisis. De hecho este enunciado es
equivalente al Teorema de Baire para espacios métricos completos (ver [3]).

Axioma de Elecciones Dependientes (DC). Sea X un conjunto no vacio y
R C X x X de tal manera que para todo x € X existe y € X tal que (x,y) € R.
Entonces existe un conjunto {z, |n <w} C X tal que (x,,Tn1) € R para todo
n<w.

Ahora veremos bajo que condiciones podemos encontrar subconjuntos no Le-
besgue medibles en la teoria ZF & DC. Notemos que el argumento en la siguiente
demostracion, atribuido a Banach, no utiliza ninguna forma del Axioma de Eleccion,
por lo cual es un resultado de la teoria ZF'.

Teorema 1.5.2. Sean A y B dos conjuntos, f : A— B yg: B — A dos funciones
iyectivas. Entonces existen conjuntos Ai, Ao, By, By que satisfacen las siguientes
condiciones:

i) AiNAy =0, AjUA, = A;
ii) By N By =0, B, UB, = B;
ii) f|,, es una biyeccion entre Ay y By,
w) glp, es una biyeccion entre By y A,.

En particular podemos definir una biyeccion entre los conjuntos A y B.

Demostracion. Definamos una funcién entre subconjuntos de A:
¢:P(A) — P(A) Cr— A\ (g[B\ fIC)
Donde:
f:P(A) = P(B) flC]={f(x) e Bl|z € C}

[ P(B) = P(A) fCl={z € Al f(z) € C}
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Como f y g son inyectivas tenemos que para toda familia C C P(A):

o[Ue]=av(alrrUe]])
=\ (g[BA\ULs 0] cecy])
=\ (NHgIB\FlCN I Cecy)
=Ua\wB\siC) | cecy
—Jtelc] I c e

Definamos:
C =" 0 [n <w}=0uUg]ue’]- -,
entonces:
= U {o" 0] | n < w}
= o[0] U ¢*[0] U 6°[0] - -
=0 Ul } ug*[0]u¢*[0)] -
= U 0] |n <w}
=C
Es decir:
C=A\(g[B\[fI[C]]) y ANC=g[B\ f[C]].
Sean:
Ay =C, Ay =A\C,B,=f[C],By=B\ f|[C].
Como:
Ay = g(B\ f(C))
es claro que estos conjuntos cumplen las condiciones requeridas. O

El siguiente teorema, también conocido como el teorema del matrimonio, esta
basado en el Axioma de Elecciéon al requerir el Teorema de Tychonoff, el cual se
enuncia a continuacion.

Teorema de Tychonoff. El producto topoldgico de cualquier familia {(X;, T;) }ier
de espacios topologicos compactos es un espacio topoldgico compacto.



36 Capitulo 1. Teorema de Vitali

Teorema 1.5.3 (Teorema del Matrimonio de Hall). Sean A y B conjuntos y
F : A — P(B) que satisface las siguientes condiciones:

i) F(a) es finito para todo a € A;
i) Si X C A finito, entonces card(X) < card (J{F(z) |z € X}).

Entonces existe f : A — B inyectiva tal que f(a) € F(a) para todo a € A

Demostracion. La demostracién cuando A es finito es un sencillo procedimiento de
induccién. Asi que supongamos cierto el teorema cuando A es finito.

Supongamos que el conjunto A es infinito y para cada a € A dotemos con la
topologia discreta, 7, = P(F(a)), a cada conjunto finito F(a), con lo cual cada
espacio topologico {(F'(a), T,)}aca es compacto. Por el teorema de Tychonoff el
espacio topologico (HaeA F(a), Tp), con T, la topologia producto, es un espacio
topologico compacto.

Para cada G C A sea

SG—{feHF(a)

flg es inyectiva} .
ac€A

Veamos que S¢ # ) para cualquier G C A finito. Es claro que F|, : G — P(B)
cumple las hipotesis del teorema con G finito, por lo que existe g : G — B inyectiva
de forma que g(a) € F|; (a) = F(a) para todo a € G. Utilizando el Axioma de
Eleccion podemos extender g a una funciéon

fel]Fa).

Entonces como f|, = g se concluye que f € Sg, es decir, S # 0.

Por otro lado sea f € [[,c4
manera que f(a;) = f(az). Sea:

U=p, ({fla)}) Npg, ({fla2)}),

el cual es una basico en 7, ya que los factores tienen la topologia discreta y f € U.
Para toda g € U

9l (ai) € {f(a:)} parai € {1,2} y far) = f(az),

F(a) \ Sg, entonces existen aj,as € G distintos de



1.5 Conjuntos de Vitali y la propiedad de Baire 37

entonces ¢l (a1) = glg (a2) ¥y a1 # aq, es decir g ¢ S para toda g € U, por lo
cual Sg es cerrado.

Si fla,uq, s inyectiva entonces f|, vy flg, son inyectivas, por lo que

SG1UG2 g SG1 m SGQ'

Por lo anterior F = {S¢ | G C A finito} es una familia centrada de conjuntos
cerrados no vacios. Por la compacidad existe f € (| F. Como F(a) C B, la podemos
considerar como una funcion f: A — B tal que f(a) € F(a).

Solo falta ver que f es inyectiva. Sean ay,as € A, a3 # as, entonces {aj,as} C A

es finito, por lo que f € S{4, 4,1, €8 decir f|{a1 4} €S inyectiva, y

flar) = fl{a1,a2} (a1) # f‘{al,aQ} (az) = f(a2),

por lo tanto f es inyectiva. O

Definicion 1.5.4. Sean n < w, A y B conjuntos y G C A x B. Se dice que G es
una (n — n)-correspondencia entre A y B si se satisface:

i) card ({b € B| (a,b) € G}) =n para todo a € A
ii) card ({a € A | (a,b) € G}) =n para todo b € B

Teorema 1.5.5. Sea 0 <n < w, A y B conjuntos y G una (n —n)-correspondencia
entre A y B. Entonces existe una biyeccion h : A — B de tal manera que la grdfica
de h esta contenida en G.

Demostracion. Definimos dos funciones:

F:A— P(B) a—{be B|(a,b) € G}
H:B—P(A) b {a€ Al(a,b) € G}

Es claro que estas funciones satisfacen las hipotesis del Teorema [I1.5.3] por lo cual
existen funciones inyectivas f : A — By h : B — A tales que f(a) € F(a) y
h(b) € H(b) para todo a € A, b € B. Por el Teorema [1.5.2] existen 4; C A, B; C B
tales que f[, : 41— Biy h]B\Bl : B\ By — A\ A; son biyectivas.

Definamos g : A — B como g(a) = f(a) sia € Ay 6 g(a) = h™'(a) sia € B\ By.
Entonces ¢ es biyectiva.



38 Capitulo 1. Teorema de Vitali

Por utlimo veamos que la grafica de g esta contenida en G. Si a € Ay, g(a) =
f(a) € F(a) ={b € B (a,b) € G} por lo que (a,g(a)) € G.
Siae€ A\ Ay, g(a) = h™'(a), a = h(g(a)) € H(g(a)) = {a’ € A| (d,g9(a)) € G},
por lo cuél (a,g(a)) € G.
En cualquier caso para a € A, (a,g(a)) € G, es decir, graf(g) C G. ]

Teorema 1.5.6. En ZF & DC, el Teorema implica la existencia de una
funcion la cual no es Lebesque medible.

Demostracion. Sea {V;|i € I} la particion de Vitali de R, recordemos que Q es un
elemento de esta particion. Sea {W; |i € I} ={V;|i € I} \ {Q}

Veamos que para toda j € I se cumple que —W; € {W; i€ I}y —W; # W;.
Sea x € —W, fijo entonces —x € W;. Vemos que y € —W; si y solo si —y € W si
y solo si —y ~g —x si y solo si —y — (—z) =2 —y € Q siy solo si x ~g y. Por
esto —W; es una clase de equivalencia modulo ~q, por lo que =W, € {W, |i € I}.
Supongamos que —W; N W; # (), entonces por ser elementos de una particion
son iguales por lo que —z,x € W, y 2z =2 — (—z) € Qporlocual z € Qy
como Q también es parte de la particion {V; |7 € I'} se tendria que W; = Q, una
contradiccion. De esta manera si ¢,7 € I 'y —W; UW; = —W,; U W;, entonces
W;=W; oW, =-W,.

Definamos los siguiente conjuntos:
A={W;|iel} B={-W;uW;uU{t}|jel,te{0,1}}
y definamos una relaciéon G entre A y B definida para cada W; € A por:
GW,) ={-W, UuW,u{t} |t €{0,1}}
Entonces para —W; UW,; U {t} € B se satisface:
G =W UW; U {t}) = {~W;, Wi}

por lo que G es una (2 — 2)-correspondencia.

Supongamos valido el Teorema [1.5.5] entonces existe una biyeccién g : A — B
cuya grafica se queda contenida en G, es decir, para toda i € I existe ¢; € {0,1} tal
que g(W;) = =W, UW; U {t;}. Definamos una funcién ¢ : R — R como sigue. Para
cada x € R\ Q existe un tnico i € I tal que x € W;, hagamos ¢(z) = t; donde
t; € {0,1} es tal que g(W;) = —=W; UW,; U{t;}. Si z € Q hagamos ¢(x) = 0.
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Siz € R\ Q se cumple = + g ~q x, entonces = + ¢, x € W, para alguna i € I,
por lo que por definicion de g, ¢p(z + q) = ¢(z). Si z € Q, entonces z+q € Q y
¢(z) = 0= ¢(x+ q). Por lo tanto ¢(x + q) = ¢(x) para todo x € R, ¢ € Q, es decir,
¢ es Q-invariante.

Vemoas que para todo x € R\ Q se tiene la igualdad ¢(—z) = 1 — ¢(z). Si
x € W, entonces —x € —W; y dado que —W; # W;, =W, € Ay g es biyectiva:

—WiUWiU{o(2)} = g(Wi) # g(=Wi) = =(=Wi) U =W; U {(—2)}
= -WinWin{¢(—x)}

por lo que ¢(x) # ¢(—x), y como ¢ toma valores en {0,1}, ¢(—z) =1 — ¢(x).

Supongamos por un momento que ¢ es Lebesgue medible. Como A es métrica
transitiva (Teorema , se satisface que cualquier funcion f: R — R Lebesgue
medible y Q-invariante, es constante c.d. rel. a A (Teorema . Por lo cual ¢
es constante c.d. rel A y ademas Im(¢) = {0,1}. Asumamos que ¢ =t c.d. rel. A,
t € {0,1}, entonces el conjunto

C={reR\Q[o(x) # 1} ={zr e R\Q|o(x) =1 -1}

es A-nulo, por lo que A(—C) = 0, pues \ es invariante bajo isometrias, pero
¢(—c) =1 — ¢(c) =t para toda ¢ € C, por lo que tendriamos la siguiente descom-
posiciéon de R en conjuntos nulos,

R=-CuCuQ

y tendriamos el absurdo de que R es A-nulo y por lo tanto ¢ no es Lebesgue
medible. O]

Definicion 1.5.7. Se dice que una particion de R es A\-medible si existe una funcion
Lebesgue medible f: R — R tal que f(x) = f(y) si y solo si tanto x como y estan
en el mismo elemento de la particion.

Teorema 1.5.8. La particion de Vitali de R no es A\-medible.

Demostracion. Sea {V; |i € I'} la particion de Vitali y supongamos que existe una
funcién f : R — R Lebesgue medible tal que f[;, (r) = ¢; para toda z € Vi y
¢ Fcjsit#g,1,5€l.

Como para toda x € R, ¢ € Q se tiene que x+q—x € Q entonces, por definicion
de la particién de Vitali, x 4+ g y « estan en el mismo elemento de la particién, por
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lo tanto f(z 4 ¢) = f(x) para toda = € R y toda g € Q. Por el Teorema [1.2.20] f es
constante c.d. rel. A, es decir, existe ¢ € [ tal que

A({z € R f(z) # ei}) = 0.
Como para toda j € I, j #1i, x € V} se tiene que f|vj (x) = ¢; # ¢;, entonces
Vic{z eR[[f(z) # i}

para toda j € I\ {i} por lo cual:

UV e I\ {i}} € {z e R[ f(x) # e},

el cual es A-nulo y como V; es numerable A(V;) = 0.

Por otro lado,

R=|J{vilien} = J{VilieI\{i}}uV;

por lo que R es union de dos subconjuntos A-nulos y por lo tanto A-nulo, un absurdo.
Por lo tanto no existe tal funcion que haga a {V; | i € I} una particion medible. [J



2  Conjuntos de Bernstein

Este capitulo esta dedicado a la segunda clase mas conocida de conjuntos no
Lebesgue medibles. Esta construccion, debida a Bernstein [2], nos proporciona
también ejemplos de conjuntos sin la propiedad de Baire. Por supuesto esta cons-
truccion esta basada en una forma de el Axioma de Eleccion, el que la familia de
todos los subconjuntos cerrados y no numerables de R tiene un buen orden.

Definicion 2.0.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico y E C X. Se dice que E
es totalmente imperfecto en X si E no contiene ningiun subconjunto perfecto no
vacio de X. Mds aun, se dice que E es de Bernstein si E y X \ E son totalmente
imperfectos en X.

Es claro de la definicion que un conjunto es de Bernstein si y solo si tanto el como
su complemento intersectan a cualquier conjunto perfecto no vacio. Ademas, por la
simetria de la definicion un conjunto es de Bernstein si y solo si su complemento
es de Bernstein. Por otro lado es claro que ser un conjunto de Bernstein es una
propiedad topoldgica, es decir, se preserva bajo homeomorfismos.

Para el estudio de estos conjuntos, aun en el caso real, es necesario el uso de
resultados concernientes a espacios Polacos. De hecho algunas de estas construcciones
pueden generalizarse del caso real a espacios Polacos en general. Por esto se
recomienda al lector no familiarizado con estos espacios consultar antes la seccion
2.3] en donde se incluye el desarrollo de la teoria necesaria para este capitulo.

2.1. Conjuntos de Bernstein en R

Como cualquier subconjunto perfecto de un espacio Polaco tiene cardinalidad
del continuo (Teorema cualquier subconjuto de un espacio Polaco con
cardinalidad estrictamente menor que la del continuo es totalmente imperfecto,
por lo que la verdadera interrogante es sobre la existencia de conjuntos totalmente
imperfectos con cardinalidad del continuo, el cual resulta ser un resultado nada

41
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trivial y que para su demostracion requerimos formas no numerables del Axioma
de Eleccion.

Como primer paso presentamos la contruccién de Bernstein en R.

Teorema 2.1.1. FEuxisten subconjuntos en R de Bernstein. Mads aun cualquier
subconjunto de Bernstein no es Lebesque medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Bajo el Axioma de Eleccion sea « el primer ordinal con cardinalidad
del continuo. Sea & C P(R) la familia de todos los subconjuntos perfectos no
vacios de R. Como (—o0, x] € & para todo x € R se tiene que ¢ < card(Z?). Por
otro lado, todo subconjunto perfecto es cerrado y 7, la topologia usual de R, es
segundo numerable. Sea B una base numerable, entonces

T={Uu|ucs},

card(T) < card(P(B)) = 2¢4148) = .

Como la cardinalidad de la familia de todos los conjuntos cerrados es la misma
que la de la topologia entonces, card(Z?) < ¢. Por el Teorema de Cantor-Schroder-
Bernstein card(Z?) = .

es decir,

Por lo anterior podemos considerar que a bien ordena a la familia &2, es decir,

@:{P§\§<a}.

Utilizaremos induccion transfinita para construir a-sucesiones inyectivas (z¢) f<ar
(y§)£<a tales que x¢,ye € Pr y x¢ # ye para todo £ < . Supongamos que para
B < a tenemos definidas las f-sucesiones (z¢), g, (Ve)¢ 5. Como card(Fs) = ¢

(Teorema y card(f) < card(«) = ¢, entonces
card(Ps \ ({z¢ | € < By U{ye |§ < B})) =,

por lo que podemos elegir z,y € Pg\ ({ze | £ < B} U {ye | § < S}) distintos y hacer
xg = x 'y yg = y. De esta manera tenemos definidas las a-sucesiénes requeridas.
Definamos B = {z3 | f < a}, entonces se sigue de la construccion que B C R es de
Bernstein.

Ahora sea B C R de Bernstein y supongamos que es Lebesgue medible, entonces
R\ B, que también es de Bernstein, es Lebesgue medible y alguno de ellos tiene
medida positiva, sin perdida de generalidad supongamos que A(B) > 0. Entonces
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por regularidad de la medida de Lebesgue existe F' C B cerrado con A(F') > 0y
por lo tanto card(F') > w. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema F es
un espacio Polaco no numerable y por el Teorema de Cantor-Bendixon (Teorema
el conjunto F'* C F' C B de puntos de condensacion de F' es perfecto y no
vacio, lo cual contradice que B sea de Bernstein.

Por otro lado supongamos que B tiene la propiedad de Baire, entonces R \ X
tambien la tiene y alguno de ellos no es de primera categoria. Supongamos que B
no es de primera categoria, entonces existen V.Y C R, V' abierto no vacio y Y de
primera categoria tales que

B=VAY=V\Y)uY\V).

Sean {N,, | n < w} conjuntos densos en ninguna parte tales que:

Y = J{N.|n<w}.

Por el Teorema de Baire (Teoremall.4.5)) y el Lema|l.4.16|V es de segunda categoria.
Entonces

G =V\|[J{elx(No) [n < w} =({V \ dx(N,) [n < w}

es un conjunto Gs de segunda categoria y por lo tanto no numerable. Por el Teorema
de Alexandroff (Teorema , G es un espacio Polaco no numerable. Mas aun,
por el Teorema [2.3.26] G contiene un subconjunto homeomorfo a 2¢; el cual es
perfecto. Como G C V'\ 'Y C B esto contradice que B sea de Bernstein. O]

Teorema 2.1.2. Si B C R es un subconjunto de Bernstein entonces:
MB) =0y AR\B)=0

Demostracion. Como B es de Bernstein si y solamente si R\ B es de Bernstein
y por la regularidad de la medida de Lebesgue es suficiente ver que u(F) = 0
para todo F' C B cerrado. Por los Teoremas de Alexandroff y de Cantor-
Bendixson todo subconjunto cerrado contenido en un conjunto de Bernstein
es numerable y por lo tanto A-nulo. ]

Ahora ya conocemos dos clases de conjuntos en R que no son Lebesgue medibles
ni tienen la propiedad de Baire, los conjuntos de Vitali y los de Bernstein. El
siguiente enunciado nos dice que estas clases no son excluyentes.
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Teorema 2.1.3. Existe un subconjunto de R que es de Vitali y de Bernstein.

Demostracion. Sea « el primer ordinal tal que card(a) = ¢. Como card(T) = ¢,
donde T denota a la topologia usual de R, y para cada x € X se tiene que (—o0, z] es
cerrado y no numerable podemos bien ordena a la familia de todos los subconjuntos
cerrados y no numerables de R como {Fj | 8 < a}.

Supongamos que para algin § < « tenemos definida una [-sucesion inyectiva
<x5>£<5 de tal manera que x¢ € P para todo £ < f3, fijémonos en el conjunto

Zg = J{ze + Q£ < B},

entonces
card(Zs) < card(f) -w < ¢,

por lo que existe © € P\ Zs, definimos x5 = x. De esta manera obtenemos el
conjunto X’ = {zz| f < a}. Se sigue de la construccién que el conjunto R\ X" es
totalmente imperfecto y que X’ contiene a lo méas un elemento de cada clase de
equivalencia de la particion de Vitali. Por medio del Axioma de Eleccién podemos
extender X’ a un conjunto de Vitali X.

Como R\ X C R\ X’ se tiene que R\ X es totalmente imperfecto. Sea ¢ € Q,
q # 0 entonces (R \ X) + ¢ es totalmente imperfecto,
X+gnX=0 vy R\(X+q =R\X)+q,

de donde obtenemos que X C (R\ X)+¢ y por lo tanto X es totalmente imperfecto
lo cual prueba que X es de Bernstein. O

2.2. Conjuntos de Bernstein en espacios Polacos

En esta seccion se presentan generalizaciones a algunas construcciones y resulta-
dos de la seccion anterior para espacios Polacos.

Definicion 2.2.1. Una familia no vacia T de subconjutos de un conjunto X se
llama un o-ideal si T es un o-anillo, X ¢ Z y para todo A € Z, B C A entonces
Bel

Definicion 2.2.2. Sean (X, T) un espacio topoldgico e T C P(X) un o-ideal. Se
dice que T tiene base de Borel si para todo A € T existe B € TN %.(X) tal que
ACB.
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Lema 2.2.3. Sea (X, T) un espacio topoldgico de sequnda categoria, entonces el
ideal KCr(X), de conjuntos de primera categoria en X, tiene base de Borel.

Demostracion. Para cada E € Kr(X) existen {N,, |n < w} tales que

E:U{Nn\n<w}§U{ch(Nn)\n<w}

y este ultimo es un F, de primera categoria por lo que Kr(X) tiene base de
Borel. O]

Lema 2.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico y u una medida de Borel no nula y
finita, entonces p es reqular y N'(u), el ideal de subconjuntos p-nulos, tiene base de
borel.

Demostracion. Definamos
Ly ={Ae€ Br)(X)|u(A) =sup{u(F)| F C A, F cerrado}}
Lo={A¢ec Br)(X)|(A) =inf{u(G)| ACG,G abierto}}

Como todo subconjunto A cerrado en un espacio métrico es un Gs, entonces
A€ LN Ly, porlo que £1N Ly contiene a todos los subconjuntos cerrados. Veamos
que £1 N Ly es una o-algebra. Tiene al total por este ser cerrado. Dado A € £, N Ly
se tiene que:

WX\ A) = u(X) - p(A)
= u(X) —sup{u(F) | F C A, F cerrado}
=if{u(X\ F)|F C A, F cerrado}
= inf {u(G) | A C G, G abierto},

(X \A) = p(X) — pu(A)
= u(X) —inf {u(G)| A C G,G abierto}
=mf {u(X\G)|ACG,G abierto}
=sup{u(F)|F C A, F cerrado},
es decir, X \ A€ L1NLy. Sea {A,|n<w} C L NLy Paracadae >0y n < w
existen F,, C A, C G, tales que F,, son cerrados, (G,, son abiertos y

€ €
WG\ An) < 5o v oo AN F) < 5




46 Capitulo 2. Conjuntos de Bernstein

Por un lado |J{G,, | n < w} es abierto y

u(U{Gn\n<w}\U{An\n<w}> gu(U{Gn\An\n<w}><g<e,

mientras que

(Ul n <o\ UtE n<w}) < p (1A Faln <w}) <5,

es decir,
u(U{Fn\n<w}> >,u<U{An\n<w}>—e

y por continuidad existe k < w tal que

M<UF> > (UfAnln<w}) —

n=0

equivalentemente, existe un cerrado F' C A tal que

p(UtAnln <wd\F) = (UfAnln<w}) = n(F) <«

por lo que |J{A,|n <w} € £y N L. De esta forma £, N Ly es una o-algebra
que contiene a todos los cerrados y por lo tanto contiene a %r,;(X), es decir, u es
regular.

Por tltimo veamos que N () tiene base de Borel. Para todo N € N (u) y n < w
existe, por regularidad, GG,, un abierto que contiene a N tal que

p(G\N) <

Entonces G = ({G, | n < w} es un conjunto del tipo Gs que contiene a A, mas
aun, para todo n < w

p(G) < H(Gr) = u(Gr\ A) + p(4) <

y por lo tanto G € N (p). O

Lema 2.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y p una medida no nula de Borel y
o-finita, entonces el o-ideal de subconjuntos nulos N'(u) tiene base de Borel.
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Demostracion. Sea {G,, |n <w} C ZA.(X) tales que G,, C Gpy1 y u(G,) < 00
para todo n < wy J{G,|n <w} = X. Para cada n < w sea u, : ,(X) - R
dada por p,(A) = u(ANG,), entonces p es una medida de borel finita. Més aun,
para todo n < w
pn(A) < pns1(A) < p(A)
y para todo A € %,(X)
H(A) = Tim g (4),

n—oo

por lo que u(A) = 0 si y solamente si p,(A) = 0 para todo n < w, es decir,
N () = [ HN () [ n < w}

Sea A € N(u) y n < w, entonces A € N(p,) el cual tiene base de Borel
por el Lema [2.2.4] es decir, existe B, € %,(X) NN (u,) tal que A C B,. Sea
B=N{B.|n<w} e A (X), entonces AC By

= { < { =
p(B) = lim 11, (B) < 1m g1,(By) = 0,
es decir, B € N(u). Por lo tanto B € B,.(X)NN(u) y A C B, es decir, N'(u) tiene
base de Borel. N

El siguiente teorema nos muestra que los conjuntos de Bernstein son patologicos
en cualquier espacio Polaco por lo que no es algo caracteristico de la recta real. De
hecho veremos que en este caso el no ser medibles o no tener la propiedad de Baire
es por un motivo comun.

Teorema 2.2.6. Sea (X, T) un espacio Polaco no numerable y sea T un o-ideal de
subconjuntos de X tal que:

i) I contiene a todos los singuletes;
ii) T tiene base de Borel.

Ademds denotemos por S a la o-dlgebra generada por %,.(X)UZ, entonces ningin
conjunto de Bernstein pertenece a S.

Demostracion. Sea Z C X un conjunto de Bernstein y supongamos que Z € S.
Como X ¢ Z, tenemos que
Z¢ToX\Z¢T
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y ambos son de Bernstein por lo que podemos suponer sin perdida de generalidad
que Z ¢ T.

Como Z € S existen B € #.(G) y N € T tales que
Z=BAN
y por Z tener base de Borel existe Y € #,(X)NZ tal que N CY por lo que
B\YCB\NCZ.

Como B\Y € #,(X) y Z no contiene subconjuntos perfectos no vacios tenemos,
por el Teorema [2.3.33, que card(B \ Y) < w. Por la condicion i), B\'Y € Z por lo
que

ZCYU(B\Y)€T,
una contradiccion. Por lo tanto el conjunto de Bernstein Z no pertenece a §. [

Teorema 2.2.7. Sea (X, T) un espacio Polaco no numerable sin puntos aislados,
entonces ningun conjunto de Bernstein en X posee la propiedad de Baire.

Demostracion. El ideal K+ (X) tiene base de Borel (Teorema y la familia
de conjuntos con la propiedad de Baire coincide con la o-algebra generada por
B (X)UK7(X) (Teorema [1.4.14). En virtud del Teorema es suficiente ver que
{z} € K7(X) para todo = € X. Dado z € X tenemos que cl({z}) = {z} por ser
metrizable la topologia, ademés int({z}) = @) pues X no contiene puntos aislados,
por lo tanto {x} es denso en ninguna parte y por lo tanto {z} € Kr(X). O

Teorema 2.2.8. Sea (X, T) un espacio Polaco y u una medida no nula de Borel
o-finita y difusa en X, entonces cualquier conjunto de Bernstein es no medible con
respecto a la complecion de p.

Demostracion. El ideal N (p) tiene base de Borel (Teorema y la familia de
los conjuntos medibles para la complecion de i coincide con la o-algebra generada
por Z.(X)UN(u). Mas aun, como p es difusa {z} € N(u) para todo z € X y
como g es no nula se tiene que X es no numerable. De esta manera el resultado se
sigue por el Teorema [2.2.6] O

Hemos mostrado que los conjuntos de Bernstein en espacios Polacos son patolo-
gicos desde el punto de vista de la medida y de la categoria, sin embargo no hemos
visto la existencia de estos. Méas adelante no solo demostraremos que existen estos
conjuntos sino que podemos encontrar una familia con cardinalidad del continuo
que consta de conjuntos de Bernstein ajenos.
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Lema 2.2.9 (Lema de Sierpinski sobre conjuntos ajenos). Sea X un conjunto
infinito y sea {X; | i € J} una familia de subconjuntos de X con card(J) < card(X)
y card(X;) = card(X) para todo j € J. Entonces existe una familia disjunta
{Y; 7€ J} tal que Y; C X, y card(Y;) = card(X) para todo i € J.

Demostracion. Sea « el primer ordinal con card(«) = card(X) y sin perdida de
generalidad supongamos que card(J) = card(X). Bien ordenemos a la familia
{X;|ie J} por a, es decir,

{XilieJ}={Xc| £ < a}.

Por otro lado, por el Axioma de Eleccion existe ¢ : @ — a X « una biyeccién. Sean
¢1, ®2 : @ — « las composiciones de ¢ con las proyecciones, es decir, ¢ = (¢1, ¢2).

Supongamos que para [ < « tenemos definida una [-sucesion inyectiva (z¢) c<p
de tal manera que z¢ € Xy, () para todo { < . Como 8 < «, entonces

card({ze | £ < f}) = card(f) < card(X) = card(Xy, (g)),

por lo que
Xow) \{ze [€ < B} #0.

Sea x € Xy, (g) \ {xe | € < B} y hagamos x5 = x, de esta forma queda definida, por
induccion transfinita, la a-sucesion inyectiva (z¢),_,, tal que x5 € Xy, (g) para todo
B < a.

Para cada § < a sea Y3 = {z¢| $1(§) = B}, entonces Yz C Xjz. Mas aun,
tenemos que

{€<algi(§) =8} ={§ <ala() = (8,7) para algun v < a}
y como ¢ es una biyecciéon entonces
card(Y;) = card({¢ < a | 61(€) = B}) = card(a) = card(X).
Por ultimo dados ' < 8 < a, al ¢ ser biyeccion, tenemos que el conjunto
{& <al¢§) = (8,7) para algun v < a}n{{ < a | ¢(§) = (8',7) para algun v < a}
es no vacio y por lo tanto

{&11(§) =Brn{c[n(§) =5} =0,

es decir, Y3 NYy = (. De esta manera la familia {Yj | 8 < o} cumple las condiciones
requeridas. O
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Lema 2.2.10. Sea X un conjunto infinito y {X; | j € J} una familia de subcon-
guntos de X tales que:

i) card(J) < card(X);
i) card(X;) = card(X) para todo j € J.

Entonces eziste una familia disjunta {Y;|j € J} de subconjuntos de X tal que
card(X; NY;) = card(X) para todo j,i € J.

Demostracion. Por el Lema existe {Z; | j € J} una familia disjunta tal que
Z; C X,y card(Z;) = card(X) para todo i € J. Como cada Z; es infinito, por el
Axioma de Eleccion, existe una familia disjunta {U; | k € J} tal que card(U; ;) =
card(Z;) para toda j € J y

Zi = J{Ui i€ J}

para todo i € I. Definimos la familia {Y; | j € J} haciendo para cada j € J

Y, = J{Ui,lie J}
la cual cumple los requisitos. O]

Teorema 2.2.11. Sea (X, T) un espacio Polaco no numerable, entonces existe una
familia disjunta {Y; | j € J} de subconjuntos X la cual consiste de subconjuntos de
Bernstein en X con card(J) = c.

Demostracion. Consideremos a {X; |7 € J} la familia de todos los subconjuntos
cerrados no numerables de X, entonces card(.J) = ¢ (ver la demostracion del Teorema
2.1.3). Por el Lema existe una familia disjunta {Y; | j € J} de subconjuntos
de X tal que card(Y;NX;) = ¢ para todo ¢, j € J. Sea P un subconjunto perfecto no
vacio de X, entonces P es cerrado y no numerable por lo que P NY; # () para todo
j € Jy X\Yj es totalmente imperfecto para todo j € J. Mas aun, como Y; C X \Y;
para todo 7,5 € J con ¢ # j entonces Y; tambien es totalmente imperfecto y Y; es
de Bernstein para todo j € J. O]
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2.3. Espacios Polacos

Definiciéon 2.3.1. Un espacio topoldgico (X, T) es Polaco si es separable y si existe
una métrica p en X compatible con la topologia tal que (X, p) es un espacio métrico
completo.

Cabe recalcar que como los espacios Polacos son metrizables las nociones de
separabilidad, segunda numerabilidad y Lindel6f son equivalentes.

Teorema de Alexandroff

Saber cuando un subespacio de un espacio Polaco es un espacio Polaco no es
algo tan trivial como dar una métrica y ver si su restriccion es o no completa puesto
que puede existir otra métrica compatible con la cual el subespacio es completo. El
siguiente resultado nos muestra un poco de esto.

Teorema 2.3.2. Los subespacios cerrados o abiertos de un espacio Polaco son
espacios Polacos.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio Polaco y A C X. Sea {U,, | n < w} una base
para T, entonces {U, N A|n < w} es una base para la topologia de subespacio de
A, la cual tambien es metrizable y por lo tanto es separable, por lo que basta ver
que si A es abierto o cerrado entonces existe una métrica completa en A compatible
con su topologia de subespacio.

Sea d una métrica completa para X compatible con 7. Si A es cerrado entonces
la restriccion de d en A es completa por lo que A es un espacio Polaco.

Supongamos que A es abierto. Mas aun, supongamos que ) C A C X. Recor-
demos que la distancia de un punto x al conjunto no vacio B C X esta definida
como

d(z, B) = inf {d(z,b) | b € B}.
Por la desigualdad del triangulo se tiene para x{, x5 € X

d('rlaB) < d<x1ax2) + d(x%B)

y por lo tanto
|d(l‘1, B) — d(l‘g, B)| g d(JTl,[L'Q)
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por lo que la funciéon d(_,B) : X — R es continua, de hecho es uniformemente
continua.

Sea dy : A x A — R dada por

do(z,y) = d(z,y) + d(z,B) d(y,B)

donde B = X \ A.

Como A es abierto, B = X \ A es cerrado y por lo tanto d(x, B) > 0 para todo
x € A por lo que dj esta bien definida. Claramente dy(z,y) = 0 si y solamente si
r =y, ademas d(z,y) = d(y, x). Sean z,y, z € A, entonces d(x, z) < d(z,y)+d(y, z)
por d ser métrica. Mas aun,

1 1

1 1
i@ B)  d:, B)’ s ’dcr, B) - d<y,3)‘ ! ‘

1 _ 1
d(y,B) d(z,B)
por lo que dy(z,z) < do(z,y) + do(y, 2) y dp es una métrica en A.

Como d(z,y) < do(z,y) para todo z,y € A se tiene que toda sucesion en A

do-convergente es d-convergente. Por otro lado, sea (z,),_, una sucesion en A

d-convergente a © € A. Como d(_, B) es continua y positiva en A <—d(x1 B)>
(e n<w

converge a m y por lo tanto (x,),_, es do-convergente a x € A. Esto prueba
que dy es una métrica en A compatible con la topologia de subespacio de A dada

por la restriccion de la métrica d a A.

Por tltimo veamos que dy es completa. Sea (x,),_,, una sucesion do-Cauchy.
Como dy domina a d esta sucesion tambien es d-Cauchy y por esta ser completa
en X existe z € X tal que (z,),_, es d-convergente a x. Como d-convergencia
es equivalente a dy-convergencia basta ver que x € A. Supongamos que r € B,
entonces lim,, o d(z,, B) = d(z,B) =0y

1 1

— 1 = < 1msup do(n, T),
oo =l |G B T do B)| S s ol o)

lo que contradice que (z,), ., es dp-Cauchy. Por lo tanto x € Ay dj es completa,
con lo que vemos que A es un espacio Polaco. O

La clase de espacio Polacos no solo se preserva bajo subespacios abiertos o
cerrados, el producto topologico numerable de espacios Polacos vuelve a ser un
espacio Polaco.
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Teorema 2.3.3. Sea (X;, T;)icr una familia a lo mds numerable de espacios Polacos.

Entonces el producto topoldgico [],.; X; es un espacio Polaco.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que I C Z". Para cada
i € I sea d; una métrica completa en X;. Mas aun, supongamos que d;(z,y) < 1
para todo z,y € X; para todo i € I.

Primero veamos que Hie ; X; es segundo numerable. Para cada i € I sea U; una
base numerable para la topologia en X;. Para cada N <w ycada U;, € U;, , i, € I,
n < N definimos el conjunto

UU,,....U;,) = {erX

x(in) € U;, para todo n < N}.

La coleccion
U={U( Zl,...,UiN)\U e, i, € I,n < N N <w}

es la base numerable buscada.

Definamos d : [[,c; Xi x [[;c; Xi = R como:

el

d(z,y) =

entonces d es una métrica en [, ., X,

Veamos que d metriza la topologia producto. Sea (z,),_ ., una sucesion d-
convergente a = € [ [,.; X;. Como d;(y(i), 2(7)) < 2'd(y, z) para todo y, z € [[,; X
y para todo i € I entonces (,(i))n<, €S una sucesion d;-convergente a x(i) € X
para todo i € I y por lo tanto (z,),_, converge a x en la topologia producto.
Por otra lado sea (x,),<, una sucesion convergente en la topologia producto a

x € [[;c; Xi, entonces (2,(%))n<w €s di-convergente a x(i) para cada i € I. Dada
€ > 0 existe ng < w tal que
1 €
2 3 <3

n>no

y para cada k < ng existe ny, < w tal que di(z,(k), z(k)) < 2855 - para todo n > ny,.
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Sea N = méx {ny | k < np} < w. Entonces para toda N < n < w se tiene que

el
1 . . 1
< Z gdi(xn(l);ii(l)) + Z 5
i€l i<ng i>ng
€ €
< — +- <
) Z 2ng * 2 ‘
i€l,i<ng

es decir, (x,)n<. es d-convergente a x. Por lo tanto d metriza la topologia producto.

Sea (x,),, ., una sucesion d-Cauchy en [[,_; X;. Como d; (2, (i), 2 (7)) < 2'd(z, y)
para toda n,m < w se tiene que (z,(i)),<, es d;-Cauchy en X; para todo i € I.
Para cada i € I d; es completa en X; por lo que existe x; € X; tal que (x,,(4))n<. €s
d;-convergente a ;. Sea x : I — |J{X; |7 € I} dada por z(i) = z; € X; para cada
i € I, entonces = € [[,.; X; y como cada proyeccion de (z,),,,, es d;-convergente a
la proyeccion de x se tiene que (w,),_,, converge en la topologia producto a x. Por
lo tanto d es completa. O

Teorema 2.3.4 (Teorema de Alexandroff). Sea (X, T) un espacio Polaco entonces
un subespacio de este es Polaco si y solamente si es del tipo Gs.

Demostracion. Sea {U, | n < w} una familia de subconjuntos abiertos de (X, 7T) y

sea Y = ({U, | nw}. Por los Teoremas y IL.-., Un es un espacio Polaco.

Definimos:
A= {x € H U, | (i) = x(j) para todo i,j < w}
n<w
Si (xn), ., una sucesion en A convergente a x € [],_. U, entonces, (2,(i))n<u

converge a z(7) en U; para todo i < w, pero las sucesiones (7)) n<w, (€n(J))n<w
son iguales para todo i, < w y por lo tanto z(i) = z(j) para todo i, j < w, es decir,
x € A. Por lo tanto A es un subespacio cerrado en el producto. Por el Teorema
2.3.2) A es un espacio Polaco.

Para cada y € Y sea f(y) : w — J{U, | n <w} dada por f(y)(i) =y € U; para
todo i < w, entonces f(y) € [[,., Un. Mas aun, f(y) € A, por lo que podemos
considerar a f como f :Y — A. Sean z,y € Y tales que f(x) = f(y), entonces para
toda ¢ < w se cumple que z = f(z)(i) = f(y)(i) = y y por lo tanto f es inyectiva.
Sea g € Ay x = g(0), entonces x = g(i) para todo i < w. Mas aun, x = ¢g(i) € U;
para todo ¢ < w y por lo tanto € ({U, |n < w} =Y. Ademas, f(x)(i) =z = g(i)
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para todo i € I, es decir, f(x) = g. Por lo tanto f es suprayectiva y f es una
biyeccion.

Veamos que f es un homeomorfismo. Sea (y,,),, _, una sucesién en Y convergente
ay €Y. Como y, = f(y,)(i) para todo i <w y Y C U, se tiene que (f(yn)(7))n<w
es una sucesion en U; convergente a f(y)(i) = y € U; para todo i < w por lo
que la sucesion (f(yn))n<w en A converge a f(y) € A en la topologia que hereda
de la topologia producto, es decir, f es continua. Por otro lado sea (gy),_, una
sucesion en A que converge a g € A, entonces la sucesion (g, (¢))n<. en U; converge
a g(i) € U; para todo i < w. Como g,(7) = gn(j) v g(i) = g(j) para todo i, j < w se
tiene que (g, (7))n< es una sucesion en Y = ({U, | n < w} convergente a g(i) € Y
para todo i < w. Fijemos i < w y observemos que g, (i) = f~(g,) v 9(z) = f~(g),
entonces (f71(gn))n<w €s una sucesién en Y convergente a f~'(g). Por lo tanto f~!
es continua y f es un homeomorfismo. Como Y es homeomorfo a A y este es un
espacio Polaco entonces Y es un espacio Polaco.

Ahora supongamos que Y es un subespacio Polaco de (X, 7). Sean d una métrica
compatible con la topologia en X y dy una métrica completa en Y compatible con
su topologia de subespacio. Para cada n € Z" sea

1 1
VnZU{WQXWET,diamd(W)QE,WHY#(Z),diame(WﬂY)gE},

donde diam,(A) = sup {p(x,y) | z,y € A} el didametro de A C X bajo la metrica p
y denotemos por Bf(x) a la bola abierta de radio r con centro en z en el espacio
que esta definida p . Entonces V,, es abierto en X para todo n € Z*.

Dadoy € Y yn € Z", como d y dy generan la misma topologia en Y existe
r > 0 tal que
Bl(y) € B4 (y)nY.
2n

Sea r’ = min{r, %} > 0, entonces existe " > 0 tal que
Bl.(y)NY C BX(y).

Sea W = B%,(y) € X con " = min{5,"}. Tenemos que W es abierto en X y
yeWnNY. Como r"” < % tenemos que

diamg(W) = diamg(B%. (y)) < 2r" <

S

Por otro lado, como
WNY C B%(y)
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tenemos
1

diamg, (W NY) < diamg, (B% (y)) < 2r' < ~.
n
Con esto vemos que W C V,, y y € W, por lo que y € V,, para todo y € Y, es decir,

Y CV, para todo n € Z*. Por lo tanto
Y C({Va|nez}.
Como Y C clx(Y) entonces

Y () ({Va|nezt}).

Sea z € clx(Y) N (N {Vn|n € Z1}), entonces existe {W,, |n € Z*} una familia
de vecindades abiertas en X de z tales que diamg(W,,) < &, diamg,(W,) < + vy
para todo n € Z". Para cada n € Z* definimos

Wy = ({Wa | m < n}

el cual es vecindad abierta de z y como x € clx(Y) tenemos que W) NY # (), de
esta manera podemos construir una sucesion (z,),ez+ en Y tal que z,, € W).

Para todo n € Z*, como W) C W,,, tenemos que z, z,, € W,, y diamy(WW,,) < %,

entonces d(z,z,) < . Por lo tanto (z,)nez+ €s d-convergente a z. Por otro lado,
dados N < wy n,m > N tenemos que W), W/ C Wy por lo que z,,, ., € WyNY
y, como diamg,(Wy NY) < %, entonces do(Ty, Tm) < % para todo n,m > N, es
decir, (x,)nez+ es una sucesion dyo-Cauchy en Y. Como dy es completa en Y existe
y € Y tal que (x,),cz+ es do-convergente a y. Como las métricas d y dy generan
la misma topologia en Y, (x,),cz+ es d-convergente a y. Mas aun, los limites son
tnicos en espacios métricos y (z,)nez+ tambien converge a x por lo que z =y €Y.
Con esto se demuestra la contencion clx(Y) N (N{Va|n€Zt}) CY.

De esta manera obtenemos que:

(V)N (({Va|nezt}) =v.

Como X es métrico los subconjuntos cerrados son del tipo Gs y por lo tanto Y es
interseccion de dos conjuntos del tipo Gs y por lo tanto es del tipo Gs. O
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Conjunto de Cantor

Definicion 2.3.5. FEl discontinuo de Cantor es el producto topoldgico de una
cantidad numerable de copias del conjunto {0,1} con su topologia discreta y se
denota 2%.

Observemos que la métrica discreta induce la topologia discreta y esta métrica es
completa pues toda sucesiéon de Cauchy es constante. En el caso en que el conjunto
sea numerable el conjunto es separable, en particular tenemos que el conjunto {0, 1}
con la topologia discreta es un espacio Polaco y por el Teorema el discontinuo
de Cantor es un espacio Polaco. Mas aun, por el Teorema de Tychonoff 2“ es
compacto, aunque no es necesario el Axioma de Eleccion para demostrar esto.

Teorema 2.3.6. FEl discontinuo de Cantor es perfecto.

Demostracion. Sea o € 2% y U C 2 una vecindad abierta de a. Como 2“ tiene la
topologfa producto existe N < w tal que o € () {p; ' [{(i)}] |i < N} C U, donde
pi : 2¢ — {0, 1} es la proyeccion en el i-ésimo factor. Sea [ € 2 dada por

a(n) si n<N

Bn)=¢ 1—a(N) si n=N
0 si N<n<w
Entonces 8 € N {p; '[{a(i)}] |i < N} \ {a} y por lo tanto 2* es perfecto. O

Recordemos que 2“ es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor en R.
Definicion 2.3.7. El conjunto ternario de Cantor es el espacio topoldgico dado

por:
xr = Z%,ai < {0,2}},

n=1

C:{xE[O,l]

es decir, aquellos elementos cuya expansion en base 3 se puede escribir con coefi-
cientes en {0,2} y la topologia que hereda como subespacio de R con su topolgia
usual.

El discontinuo de Cantor es un espacio Polaco universal en el sentido en que
todo espacio Polaco perfecto contiene una “copia”’ de este, es decir, contiene un
subconjunto homeomorfo a este.
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Definicion 2.3.8. Sean (X, 7x) y (Y, Ty) dos espacios topoldgicos y f : X — Y.
Se dice que f es un encaje si f es inyectiva y f : X — f[X] es un homeomorfismo.

Dado un espacio polaco perfecto (X, T) podemos definir recursivamente para
cada natural n < w una familia {Uy | k < 2"} de abiertos de una manera analoga a
la que se realiza en la construccion del conjunto ternario de Cantor en R por lo que
pareciera que esta construccion nos llevara, de la misma manera que en caso real,
al conjunto de Cantor deseado. Para demostrar esto se formaliza esta idea con los
llamados esquemas.

Definicion 2.3.9. Dado un conjunto no vacio A se define A<¥ como el conjunto
de sucesiones finitas en A, es decir:

A% = J{A" |n < w}.

Observemos que A° solo continene la sucesion vacia.

Dados s € A", t € A™ se define la longitud de s como |s| = n y la concatenacion
de s yt como:

B s't(k) =s(k)  si k<n

st:n+m— A 5t<k)—{3}(k):t(k—n) si. n<k<n+m

Mds aun, si o € A yn < w entonces o, € A" es la restriccion de o a n, de
la misma manera s|, € A* para s € A" y k < n.

Por otro lado, se dice que s,t € A< son compatibles si existe n < w tal que
s|,, =t o t|, =s. Se dice que son incompatibles si no son compatibles.

Definicién 2.3.10. Sea (X, T) un espacio Polaco y d una métrica en X completa

compatible. Sea A un conjunto no vacio. Un esquema de Souslin es una familia
{Fs|se€ A~} CP(X) tal que:

i) cl(Fyt) C Fy para todo s, t € A<Y;
ii) lim,,_, o, diam (Fa\n) =0 para todo o € A“.

Mas aun, se dice que {Fs|s € A~} CP(X) es un esquema de Lusin si ademds
de satisfacer i) y i) satisface:

iii) Fs N Fy =0 para todo s, t € A<¥ incompatibles.
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Por altimo, un esquema de Cantor es un esquema de Lusin {Fs|s € A<“} en donde
A={0,1} =2 y F es un subconjunto cerrado y no vacio para todo s € A<%.

Teorema 2.3.11. Sea {Fs|s € A<} un esquema de Souslin y consideremos la
topologia producto en A¥ donde cada factor tiene la topologia discreta. Entonces:

i) El conjunto D = {a e A¥ ‘ Fo # 0 para todo n < w} es cerrado;
it) N {Fa, |n<w}=N{c(Fa, )| n<w} esun singulete para todo o € D;

iii) Existe f: D — X asociada al esquema {Fs | s € A“} continua tal que:
{f(@)} = {Fa, [n<w}:

iv) St Fy = X y para todo s € A<¥ se cumple que Fy =|J{Fs, | n € A} entonces
[ es suprayectiva;

v) Si {Fs|s € A<“} es un esquema de Lusin, entonces f es inyectiva;

vi) Si {Fs|s € A<} es un esquema de Cantor, entonces f es un encaje.

Demostracion.

i) Sea a € A“\ D, entonces existe n < w tal que F, = (). Para cada i < w sea
pi + A — A la proyeccion en el i-ésimo factor. Sea U = () {p; ' [{a(i)}] |i < n},
entonces U es un basico en la topologia producto y a € U. Sea € U, entonces
Bl, = al, y por lo tanto Fg = Fo = (), es decir, 3 € A\ D. Por lo tanto
acUCAY\ Dy A“\ D es abierto, es decir, D es cerrado.

ii) Para cada o € D y cada n < w se tiene que «|, € A<, por lo que podemos
considerar el elemento Fy| # (), mas aun, por la condicion i) de la defincion se tiene
que {Fa\n ‘ n<w}=N{cl (Faln) ‘ n <w} y por el Teorema de Interseccion de
Cantor, el cual se sigue de la completez, para cada a € D existe z € X tal que

{z} =N {Fa, |n<w}.

iti) Por i1) para cada a € D existe z € X tal que {z} = ({F4 |n <w}. Esto
define una funcién f : D — X de tal manera que {f(a)} = " {Fa, |n <w}. Para
ver que f es continua es suficiente ver que para todo a € D y r > 0 existe U C A%
abierto tal que o € U C f~}(B,(«)). Dadar > 0y a € A¥ existe n < w tal que
diam (F,| ) < r. Entonces o € () {p; '[{a(i)}] | i <n} y este es un basico en A“.
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Para todo 8 € N {p; '[{a(i)}] | i < n} se tiene que af, = B, vy f(B) € Fg, = Fa
por lo tanto d(f(8), f(e)) < diam (Fy ) < r, es decir, f(8) € B.(f()). Por lo

tanto () {p; '{a(i)}]|i <n} C f7[B.(f(@))] y [ es continua.

iv) Sea x € X, definamos de manera inductiva una funcion o € D C A“ tal que
r € Fg . Sean =0, entonces X = Fy = J{Fx | k € A} por lo que existe ky € A
tal que = € Fj,, hagamos a(0) = ko. Supongamos que para n < w esta definido
a(n), entonces v € Fy = J {FQM;c ‘ ke A} por lo que existe k,;1 € A tal que
T € Fo “kyyi, hagamos a(n + 1) = k1. De esta manera queda definida o € A¥
y como x € Fy -, tenemos que Fy - # () para todo n < w, es decir, a € D.
Mas aun, x € ({Fq |n <w} = {f(a)} y entonces = = f(a). Por lo tanto f es
suprayectiva.

v) Sean «, f € D distintos, entonces existe n < w tal que a(n) # §(n). En particular,
al,.1 Y B, son incompatibles por lo que, al {F;|s € 2*} ser un esquema de
Lusin, se tiene que Fo) N Fp =0. Como f(a) € Fy v f(B) € Fpg, se tiene que
f(a) vy f(B) son distintos. Por lo tanto f es inyectiva.

vi) Por vw) f es inyectiva y por i) f es continua. Consideremos f : 2¥ — f[2¥],
entonces f es una biyeccion y es continua, ademas toda funcion biyectiva y continua
con dominio compacto y cuya imagen es de Hausdorff es un homeomorfismo. Como
2“ es compacto y f[2¢] C X es de Hausdorff por ser metrizable, entonces f es un
encaje. O

Teorema 2.3.12. Sea (X, T) un espacio Polaco. Si X es perfecto entonces existe
un encaje de 2“ en X.

Demostracion. Sea d una métrica completa en X compatible con su topologia. De
manera inductiva, sobre la longitud de s € 2¥, definamos un esquema de Souslin de
abiertos no vacios {Us | s € 2<¥} de tal manera que cl(Uy) N cl(U;) = 0 para todo
s,t € 2<% incompatibles. Si |s| = 0, entonces s solamente puede ser la funcion vacia,
definimos U, = X. Supongamos que para cierta s € 2<“ U, ha sido definido. Como
X es perfecto no contiene puntos aislados, es decir, existen zg, x; € U, distintos.
Como Us es abierto existen 7o, 7 > 0 tales que para i € {0, 1}

cl(B,,(x;)) C Us.

Sea r = ml’n{%d<xlax2>72<|5%;7"1>7’2} y sean Uyg = B.(20) y Usr = B,(71).

Entonces 1
C1<U8Ai) - Us y diam<UsAi) < ﬁa UsAi - Us
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para i € {0,1} y cl(Usg) Ncl(Ug1) = 0. De esta manera queda definida la familia
{Us | s € 2<¥} y claramente esta es un esquema de Souslin.

A partir de esta familia definimos F; = cl(Us) para todo s € 2<“. Entonces,
como cl(Us)Nel(Uy) = () para todo s, ¢ € 2<“ incompatibles, la familia { F | s € 2<“}
es un esquema de Cantor. Por el Teorema la funciéon f : 2¥ — X asociada al
esquema {F | s € 2<“} es un encaje. O

Por ultimo veamos otra propiedad que hace al discontinuo de Cantor universal,
esta es que todo espacio métrico compacto es imagen continua del discontinuo de
Cantor.

Definicion 2.3.13. El cubo de Hilbert es el producto topoldgico [],, ., I = I* donde
I denota al intervalo [0,1] C R con su topologia usual.

Lema 2.3.14. Si (X, T) es un espacio Polaco entonces existe f : X — I* continua
e inyectiva. Mds aun, si (X, T) es compacto f es un encaje.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que d < 1 metriza la
topologia en X. Sea D = {z, |n < w} C X un subconjunto denso. Sea f: X — [¥
tal que (f(z))(n) = d(x,z,), como d < 1 se tiene que f esta bien definida. Como
cada proyeccion de f es de la forma d(_,z,) para algin n < w, la cual es continua,
se tiene que f es continua. Sean z,y € X tales que f(x) = f(y) como D es denso
existe una suceson (y,)r<, en D convergente a x, es decir, lim,, .. d(x,y,) = 0.
Como f(z) = f(y) vy yn € D para todo n < w se tiene que d(x,y,) = d(y,y,) y por
lo tanto lim,, o d(y, yn) = 0, es decir, (yn),,, converge a y. Como X es métrico
los limites son tnicos, es decir, x = y y por lo tanto f es inyectiva. Por altimo, si X
es compacto entonces f es un homeomorfismo con su imagen al ser I¥ de Hausdorff,
es decir, f es un encaje. O]

Lema 2.3.15. El intervalo [0,1] C R es imagen continua del discontinuo de Cantor.
Demostracion. Sea f:2¥ — [0,1] dada por v +— > ;E—fi Como todo niimero se

puede escribir en expansion binaria f es suprayectiva. Sea o € 2, r >0y N < w
tal que

o

1
Z on+1 <

n=N

Sea U = N{p, ' [{a(n)}]|n < N}, entonces a € U C 2¥ y U es un basico en la
topologia producto. Sea § € U, entonces a(n) = B(n) para todo n < N y por lo
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tanto
|[f(a) = F(B) = ZT Z 2n+1 S Z 2n+1 <T
n=N
es decir, 5 € B,.(«). Por lo tanto f[U] C B,(«) y f es continua. O

Lema 2.3.16. El producto topologico [],_, 2 es homeomorfo a 2%.

Demostracion. Para cada n < w definimos el conjunto D,, C w como:
Dp={k<w|2"|ky2" {k}.

Por el Teorema Fundamental de la Aritmética {D,, | n < w} es una particion de w
y como 2"p € D,, para todo p primo mayor que 2 se tiene que card(D,,) = w. De
esta manera se tiene que 2* es homeomorfo a [], ., {0,1} para cada n < w y por
lo tanto [, 2% es homeomorfo a [],_, [I4cp, 10, 1}. Por lo anterior es suficiente
demostrar que este tltimo es homeomorfo a 2v.

Sea: [ : [1c Ikep, 10,1} = 2¢ dada por (f(a))(k) = 2, (a(n))(k)Xp, (k)

para cadan < w. Como {D,, | n < w} es particion de w la suma en f(«) solo contiene
un termino no nulo por lo que f esta bien definida. Sean o, 8 € [], ., ;cp, 10,1}
tales que f(a) = f(5). Sean <w y k € D, entonces

((n))(k) = (f(@) (k) = (f(B) (k) = (B(n))(K)-

Por lo tanto (a(n))(k) = (B(n))(k) para todo n < w y para todo k € D,,, es decir,
a = By por lo tanto f es inyectiva. Para 8 € 2¥ sea o € [],,_, [ [1ep, 10,1} tal que
(a(n))(k)) = (k) para cadan < wy k € D,. Veamos que f(a) = [y para esto
sea k < w, entonces

(f@)(k) =D () (k)Xp, (k) = Y Bk)Xp, (k) = B(k),

n<w n<w

por lo que = f(«), es decir, f es suprayectiva y por la tanto una biyeccién. Como
I1,<oI1rep, 10,1} es compacto y 2¢ es de Hausdorff es suficiente ver que f es
continua para que f sea un homeomorfismo. Ademas, f es continua si y solamente
si pro f es continua para toda k < w, donde p; : 2¢ — {0, 1} es la proyeccion
en el i-ésimo factor Fijemos k < w, entonces existe un tnico n < w tal que

k € D,. Sean 7T Hm<w HleDm{O 1} — Hng {0,1} vy 7Tk Hngn{O 1} —{0,1}
las proyecciones correspondientes. Por un lado, para o € [],, ., [T,ep, {0, 1}

preo f(a)= (fla)(k) =D (a(i))(k)Xp,(k) = (a(n))(k).

<w



2.3 Espacios Polacos 63

=)

es abierto en la topologfa producto de [, , {0,1} y por lo tanto ()" [(73) " [{5}]]
es abierto en la topologia producto de [, . [T;cp, {0, 1}. Ademés, tenemos que:

Por otro lado para j € {0,1}

(me) {5} = {flf e [[{o.1}

1€Dn

m<w

() () ] = {ae T 11 0.3 a(n)ewz)-w}
= {04 € H H {0,1} | (a(n))(k) —j}
:{ae 1 oy pkOf(Oé)ZJ}

= (peo ) {4}

Por lo tanto, (px o f)~'[{j}] es abierto en la topologfa producto de [],, ., IT,cp. {0, 1}
para todo j € {0, 1}, es decir, py o f es continua para todo k < w. De esta forma
se tiene que f es continua y por lo tanto un homeomorfismo. n

Lema 2.3.17. El cubo de Hilbert I* es imagen continua del discontinuo de Cantor.

Demostracion. Por el Lema [2.3.16| podemos considerara al discontinuo de Cantor
como [[, . 2%. Por el Lema existe g : 2* — [ continua y suprayectiva. Sea
fi1l,<.2Y — I tal que para cada n < w se tiene que (f(x))(n) = g(x(n)). Como
cada proyeccion de f es igual a la composicion de una proyeccion de [],_ 2%, la
cual es continua y suprayectiva, y ¢, la cual tambien es continua y suprayectiva, se
tiene que f es continua y suprayectiva. ]

Definicion 2.3.18. Sea (X, T) un espacio topoldgico y C C X. Se dice que C es
un retracto de X si existe v : X — C' continua tal que r|, = idc y en este caso se
dice que r es una retraccion.

Lema 2.3.19. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff y C C X un retracto
de X, entonces C' es cerrado.

Demostracion. Sea r: X — C una retraccion y x € X \ C, entonces r(z) € C por
lo que = # r(x). Como X es de Hausdorff existen U,V C X abiertos en X tales
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quex € U, r(z) € VyUNV ={. Como r es continua y V N C es abierto en C
se tiene que W = r~ [V N C]N U es abierto en X, méas aun = € W. Sea y € W,
entonces y € U y r(y) € VNC CV por lo que y # r(y), como r|, = idec se tiene
que y € X \ C. Por lo tanto existe W una vecindad abierta de x tal que W C X \ C
para todo x € X \ C, es decir, C' es cerrado. O

El siguiente lema da un reciproco parcial al Lema [2.3.19]

Lema 2.3.20. Sea X = A“ con la topologia producto de factores discretos. Entonces,
todos los subconjuntos cerrados y no vacios de X son retractos de X.

Demostracion. Sea C C X un subconjunto cerrado no vacio. Para cada s € A<¥
sea U; = (N {pi'[{s(i)}] |i <|s|}, donde p; : A* — A denota la proyeccion en el
1-ésimo factor, entonces U, es vecindad abierta de s en la topologia producto de
A¥y {Ua\n ‘ n < w} es una base local de a para cada a € A“. Observemos que

Up=X.

Sea B={se€ A |U,NC#0}y f: B — C una funcién de eleccion de la
familia {Us N C'| s € B} (si A es a lo mas numerable esta familia tambien lo es, por
lo que solo se requieren formas numerable del Axioma de Eleccion).

Definamos una funcién r : X — C. Si o € C entonces r(c) = c¢. Por otro
lado, si @ € X \ C existe kg < w un natural tal que Ua| C X\ C ya que los
conjuntos de esta forma son una base para la topologia producto Sea k < w el
menor natural tal que U,, € X \ C. Como a|, =0y Uy =X se tiene que k > 0,
por lo tanto k—1 <wy Uy, ,NC # 0, es decir, a|,_, € B. En este caso definimos

r(a) = f (al,_,) € C y de esta manera queda definida r: X — C.

Veamos que 7 es continua. Sea a € X \ C, para todon <wy € Uy, se tiene
que (i) = (i) para todo i < n, por lo que |, = «|,. Sea k < w el menor natural
tal que U,), € X \ C, entonces k es el menor natural tal que Ug, € X \ C para
todo B € Uy, , pues 3|, = al,. Entonces, r(8) = f (8],) = f (al,) = (@), es decir,
r es constante en una vecindad abierta de o y por lo tanto es continua en «. Por
otro lado, si a € C, entonces r(«a) = « y es suficiente ver que r [Ua‘k} CUy NC
para todo k < w. Sea k <w y B € Uy, , entonces 3|, = af,. Si f € C, entonces
r(B) =p €Uy, NC.SiB e X\ C entonces existe kg < w el menor natural tal que
Uﬂlko C X\ Cycomoace Uy, NC =Up, NC tenemos que k < ky. En este caso

r(B) = f(Bly,) € Ug),, N C, entonces (r(B)) (1) = B(i) para todo i < ko. Como

k < koy a(i) = (i) para todo i < k tenemos que (r(5)) (i) = B(i) = a(i) para todo
i < k entonces, r(8) € Uy, NC para todo B € Uy, es decir, 7 [Uqy, | € Uqy, NC.

aly,
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Con esto obtenemos que r es continua y por definicién r|, = idc, es decir, r es una
retraccion y por lo tanto C' es un retracto de X. ]

Teorema 2.3.21. Todo espacio métrico compacto es imagen continua del disconti-
nuo de Cantor.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Por el Lema existe
f: X — I¥unencaje. Como f es continua, entonces f[X] es compacto en 1%, el cual
es de Hausdorff y por lo tanto f[X] es cerrado en . Entonces X es homeomorfo a
un subconjunto cerrado de I¥ por lo que es suficiente probar el resultado para los
subconjuntos cerrados de 1.

Sea C' C I* un subconjunto cerrado no vacio. Por el Lema existe g : 2 —
I¥ continua y suprayectiva. Como ¢ es continua y C' C X es cerrado, entonces
g~ C] C 2% es cerrado. Por el Lema existe un retraccion r : 29 — g~1[C], en
particular r es continua y suprayectiva. Entonces la composicion gor : 2¢¥ — C
es continua y suprayectiva, es decir, C' es la imagen continua del discontinuo de
Cantor. O

Teorema de Cantor-Bendixson

El Teorema de Cantor-Bendixson es una herramienta muy importante en la
teoria descripitiva de conjuntos pues este nos da una descomposicién de un espacio
Polaco en terminos de un conjunto perfecto y uno a lo mas numerable. Con este
resultado se puede concluir que los conjuntos que aceptan una topologia polaca
cumplen la Hipétesis del Continuo.

Definicion 2.3.22. Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Se dice que x € X
es un punto de acumulacion en A si para todo U vecindad de x se cumple () #
(U\ {x}) N A y al conjunto de todos estos se denota por

AY={z € X |z es un punto de acumulacion de A} .

Mds aun, x es un punto de condensacion de A si card(ANU) > w para toda U
vecindad de x y denotamos como

A* ={z € X |x es un punto de condensacion de A} .

Empezamos con algunas propiedades basicas de los operadores ¢ y °.
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Lema 2.3.23. Sea (X, T) un espacio metrizable, A,B C X y J C P(X) entonces:
i) A* C A C cl(A);

i) (AUB)*=A*UB® y (AU B)4 = A¢U B¢

iii))A C B = A* C B*

i) A® = cl(A®)

v) A% C Ad

vi) cl(A) = AU A?

vii) J{A?|Ae T} C (UI)

Demostracion.

i) Si x € A® entonces toda vecindad de z intersecta a A en una cantidad no
numerable de puntos, por lo tanto lo intersecta en mas de un punto lo cual prueba
que A* C A4, Si z € A? entonces toda vecindad de z intersecta a A al menos en un
punto distinto a x y en particular intersecta a A por lo cual A% C cl(A).

ii) Sea x € (AUB)*. Supongamos que existe U vecindad de z tal que card(UNB) < w
y en este caso veamos que x € A® (si no existe tal vecindad entonces x € B®). Sea
V otra vecindad de x, como U NV es vecindad de z tenemos que:

card(UNV)N(AUB)) > w,
y por lo tanto:
card(UNVNA) >w o cardlUNVNB)>w.
Como card(U NV N B) < card(U N B) < w se tiene que
card(VNA) Zcard(VNUNA) > w,

esto para toda vecindad V de z, es decir, x € A®. Por lo tanto obtenemos que
(AUB)* C A*U B*. La otra contencién es inmediata puesto que si toda vecindad
intersecta a A (o a B) en un conjunto no numerable entonces intersecta a la union
(AU B) en un conjunto no numerable. El caso para el operador ¢ es anélogo.
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iii) Supongamos que A C B. Seax € A®y U una vecindad de x. Como UNA C UNB
entonces:

w < card(UNA) < card(U N B)
y por lo tanto x € B°®.

iv) Es sufiente ver que cl(A®) C A°®. Sea = € cl(A®) y U una vecindad abierta de z,
entonces existe y € A*NU. Como U es vecindad de y y y € A® tenemos que U N A
es no numerable, es decir, toda vecindad U de x intersecta a A en un conjunto no
numerable y x € A°.

v) Sea z € A% y U una vecindad abierta de z, entonces existe y € (U \ {z}) N A%
Como U es vecindad de y y y € A%, entonces card(U N A) > 1 para toda U vecindad
abierta de z, es decir, z € A%

vi) Primero veamos que cl(A) C AU A% Sea z € cl(A) \ A y U una vecindad
de z. Como = € cl(A) entonces U intersecta a A y como x ¢ A se tiene que
0 (U\ {x})N A, es decir, z € A Por otro lado A C cl(A) por lo que es sufiente
ver que A¢ C cl(A) pero toda vecindad de z que intersecta a A en un punto distinto
de z intersecta a z. Por lo tanto cl(A) = AU A4

vii) Sea x € |J {Ad ‘ Ae j} y U una vecindad de z, entonces existe A € J tal que
x € A? y por lo tanto

0# U\ {zhnAc U\ {=zhn{JJ,
es decir, z € (JJ)% O
Teorema 2.3.24. Sea (X, p) un espacio métrico separable y A C X, entonces
card(A\ A®) < w.
Demostracion. Sea {G,, | n < w} una base numerable para la topologia de (X, p).

Para cada xz € A\ A® existe un abierto U tal que x € U y card(U N A) < w. Mas
aun, existe n, < w tal que x € G,,, C U y por lo tanto card(G,, NA) < w. Entonces

ANA | J{Gn, nAz e A\ A%}

Como hay una cantidad a lo mas numerable de conjuntos G,,, N A esta es una uniéon
a lo més numerable de conjuntos a lo mas numerables y por lo tanto es a lo mas
numerable, es decir,

card(A\ A®) < card (U {Gn, NA|z € A\ A'}) < w.
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]

Teorema 2.3.25 (Teorema de Cantor-Bendixson). Si (X, T) es un espacio separable
y metrizable, entonces existe P C X perfecto tal que card(X \ P) < w. Mds aun, si
(X, T) es Polaco entonces este conjunto es unico.

Demostracion. Sea P = X*, entonces por el Lema el conjunto X \ P es alo
més numerable. Por el Lema cl(X*®) = X*, es decir, P es cerrado, por lo que
es suficiente demostrar que P C P%. De hecho probaremos que P C P*. Sea x € P
y U una vecindad de z, entonces es suficiente ver que card(U N P) > w. Como z es
punto de condensaciéon de X se tiene que

card(U) = card(U N X) > w.

Por otro lado, X \ P es a lo més numerable y U = (PNU)U (U N (X \ P)), por lo
que
card(U N P) > w.

Con esto hemos probado que P = P = P* y P es el conjunto perfecto buscado.

Para probar la unicidad supongamos que (X, T) es polaco y sea P, C X perfecto
tal que card(X \ P;) < w. Como todo conjunto perfecto es cerrado tenemos que
X \ P, es abierto. Sea x € X \ P, y U una vecindad abierta de = contenida en
X \ P, entonces

card({UN X) = card(U) < card(X \ ;) < w

y por lo tanto x no es punto de condensacion de X, es decir, x € X \ P. Por lo
tanto X \ P, C X \ P, es decir, P C P;. Sea z € P; y U una vecindad abierta de
x. Como P; es perfecto es cerrado y por X ser metrizable es del tipo Gs. Por el
Teorema de Alexandroff (Teorema [2.3.4) podemos considerar a Py, con su topologia
de subespacio, como un espacio Polaco. Entonces el conjunto U N P; es abierto en
la topologia de subespacio de P; y por lo tanto es del tipo Gs en el subespacio P;.
Por el Teorema de Alexandroff (Teorema aplicado al conjunto U N Py en el
espacio Polaco P, obtenemos que U N P; es un espacio Polaco y como x € U N Py
es no vacio. Veamos que U N P; es un espacio Polaco perfecto. Sea y € U N Py,
entonces toda vecindad abierta de y en U N P; es de la forma VNU N P, con V
una vecindad abierta de y en X. Sea V' una vecindad abierta de y en X, entonces
V' N U es vecindad abierta de y en X. Ademas, y € P, y P; es perfecto en X, es
decir, y es punto de acumulacion de P, en X por lo que

DA ((VnU)\{yhnh = ((VnUNnP)\{y})n(UN R,



2.3 Espacios Polacos 69

esto para toda V' vecindad abierta de y en X, es decir, y es un punto de acumulaciéon
de UN P, en UN P;. Como esto se cumple para todo y € U N P; se tiene que U N Py
es perfecto en si mismo. El Teorema [2.3.12| nos dice que existe f : 2 — X un
encaje, en particular f es inyectiva y por lo tanto card(U N P;) > card(2¥) = ¢ > w.
Entonces

card({U N X) = card(U) > card(U N P;) > w,

es decir, x € X*®* = P. Con esto vemos que P; C P lo cual termina la prueba. [

Teorema 2.3.26. Sea (X, T) un espacio Polaco no numerable, entonces existe un
encaje de 2% en X.

Demostracion. Por el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema , existe P C
X perfecto tal que card(X \ P) < w. Como X es no numerable se tiene que P # ().
Como P es perfecto es cerrado y por el Teorema [2.3.2] P es un espacio Polaco,es
decir, P es un espacio Polaco perfecto. El Teorema nos garantiza la existencia
de un encaje de 2¥ en P, entonces la composicion de este encaje con la inclusion de
P en X es un encaje de 2¢ en X. O]

Teorema 2.3.27. Sea X un espacio Polaco no numerable, entonces card(X) = c.

Demostracion. Por el Teorema [2.3.14] existe f : X — [“ inyectiva, es decir:
card(X) < card([0,1]*) = card(c¢¥) = ¢.

Por otro lado el Teorema[2.3.26 nos garantiza la existencia de un encaje g : 2 — Xy
como g es inyectiva:

¢ = card(2¥) < card(X).

Por el Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein card(X) = c. O

Conjuntos Borelianos

En esta seccion se desarrollan algunos resultados sobre la familia %, (X) de un
espacio Polaco (X, 7). Méas concretamente se demuestra que la cardinalidad de esta
familia es igual a la del continuo y que todo boreliano no numerable contiene un
subconjunto perfecto no vacio. Estos resultados se consiguen dotando a cualquier
boreliano con una topologia de espacio Polaco.
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Definicion 2.3.28. Sea ((X;, T;))icr una familia de espacios topolégicos. La suma
topoldgica de estos espacios se denota por .., X; y esta dada por la union ajena
de estos conjuntos (si no son ajenos se identifica a X; con X; x {i} para cadai € I)
y la topologia en la cual un conjunto es abierto si su interseccion con cada X; es
abierto.

Lema 2.3.29. Sea ((X;, T;))icr una familia a lo mds numerable de espacios Polacos.
Entonces la suma topoldgica ), ., X; es un espacio Polaco.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que los conjuntos {X; | i € I}
son ajenos. Para cada ¢ € I sea D; C X, un subconjunto denso en X; a lo mas
numerable y d; una métrica completa en X;. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que d;(z,y) < 1 para todo z,y € X; y para todo i € .

Veamos que D = |J{D;|i € I} esdensoen ), ., X;. Sea U C ), ., X; abierto
no vacio, entonces existe i € I tal que X; NU # () y por definicion U N X; es
abierto en X; por lo que § # D;,NUNX; € DNU, es decir, D es denso en )., X;.
Maés aun, D es numerable por ser la union ajena numerable de conjuntos a lo mas
numerables y por lo tanto ), X; es separable.

Definamos d : )., X x Y .., X; — R como

il
| di(z,y) siz,y€ X, paraalguna i € [
d(z,y) = { 1 en otro caso

Claramente d es una métrica en Zie ; X;. Como la restriccion de d a cada X;
coincide con d; y cada X; es abierto en ), , X; se tiene que d metriza la topologia
en y .. X

Por otro lado, si (z,),_, es una sucesién d-Cauchy, existe ny < w tal que
d(zy, xm) < 1 para todo n,m > ng y por lo tanto existe j € I tal que z,, € X; para
todo n > ng. La sucesion (z,4n,)n<w €s d;j-Cauchy pues la restriccon de d a X
coincide con dj, la cual es completa. Por lo tanto existe x € X tal que (Typing)n<w
es dj-convergente a x, esto implica que (x,),,_, es d-convergente a z y por lo tanto
d es completa. |

Lema 2.3.30. Sea (X, T) un espacio Polaco y F C X cerrado, entonces eziste
7' C P(X) una topologia polaca en X mas fina que T tal que F, X \ F € T y
B(X) =B (X).

Demostracion. Sea F' C X cerrado. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema [2.3.4))
tenemos que F'y X \ F son espacios Polacos con sus topologias de subespacio.



2.3 Espacios Polacos 71

Como F y X \ F son ajenos se tiene que su suma topologica es una topologia en X
la cual denotaremos como (X, 7’). Por el Lema (X, 7’) es un espacio Polaco.
Ademés para todo U € T tenemos que UNF, UN (X \ F) € 7"y por lo tanto
U=UNF)UUN(X\F)) €T, esdecir, 7 C 7. Mas aun, como X € T y
F=FNnX,X\F=X\FnNX tenemos que F, X \ F € 7'.

Sabemos que 7 C 7'y que F' € T/, veamos que 7’ es la menor topologia en
X que contiene a 7 U {F'}. Para esto sea 7" otra topologia en X que contiene a
TU{F}y A € T/, entonces existen Ay, Ay € T tales que:

A=(ANF)U (AN (X\F)).

Como F' es T-cerrado tenemos que Ay \ F € 7 C 7”7 Mas aun, 4, e T C 7"y
F e 1" porloque A;NF € 7" con lo que vemos que A € 77, es decir, 7" C 7".

Por tltimo veamos que %, (X) = %, (X). Como 7 C 7' C B (X) y B-(X) es
la menor o-algebra que contine a T tenemos que %, (X) C A,(X). Por otro lado,
A (X) es una o-algebra que contiene a 7 U {F'} por lo que TU{F} C 7' N A, (X).
Veamos que 7/ N A, (X) es una topologia en X. Como 7' es topologia y %.(X) una
o-algebra se tiene que (), X € 7' N A, (X) y para cualesquiera Ay, Ay € 7' N A, (X)
entonces A1 N Ay € 7N A (X). Seald C 7' N A (X), entonces JU € T' por
esta ser topologia. Por otro lado, (X, 7T) es metrizable y separable, por lo tanto es
hereditariamente Lindel6f y la cubierta abierta U de |JU admite una subcubierta
numerable U' C U, es decir, JU = JU'. Mas aun, U’ € A, (X) pues U' C
U C AB.(X)y U es numerable. De esta forma 7' N %, (X) es una topologia en
X que contiene a T U {F'}, como T’ es la menor de estas topologias tenemos que
T C 7' NAB(X), es decir, 7" C A, (X) y por lo tanto £, (X) C £A.(X). O

Lema 2.3.31. Sea X un conjunto no vacio y {7, | n < w} una familia de topologias
polacas en X de tal manera que ({7, |n <w} es una topologia de Hausdorff,
entonces la topologia T generada por |J{T, |n < w} es polaca.

Demostracion. Sea f : X — X% dada por (f(z))(n) = x para todo n < w.
Consideremos a X* con la topologia producto de la familia (X, 7,,))n<, v @ X con
la topologia 7. Como cada proyeccion es igual a la identidad y 7,, C 7 entonces
f es continua. Para ver que f es un encaje es suficiente ver que f: X — f[X] es
abierta. Sean < w, A € T,, y a € f[A], entonces

W ={peX|p(n) e A}

es abierto en la topologia producto y oo € W. Veamos que W N f[X], un abierto en
f1X] se queda contenido en f[A]. Sea 3 € W N f[X], entonces existe z € X tal que
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f(z)=p €W ypor lo tanto x = (f(x))(n) = B(n) € A, es decir, existe x € A tal
que f(z) = B. De esta forma tenemos f[A] es abierto para todo A € |J {7, | n < w}.
Como f: X — f[X] es biyectiva y |J{T,, | » < w} es una subbase para T tenemos
que f es abierta y por lo tanto f un encaje.

Veamos que f[X] es cerrado y para esto sea a € X\ f[X], entonces existen
n,m < w tales que a(n) # «(m). Por hipédtesis existen U,V € {7, |n < w}
ajenos tales que a(n) e Uy a(m) € V.Sea W = {f € X¥|5(n) € Uy B(m) € V},
entonces W es abierto en X¥, a € Wy W C X \ f[X] pues 5(n) # [(m) para
todo g € W.

Por el Teorema [2.3.3] X* con la topologia producto de la familia (X, T,,))n<w
es un espacio Polaco y por el Teorema de Alexandroff (Teorema [2.3.4)) f[X] es un
espacio Polaco. Por lo tanto X es un espacio Polaco al ser homeomorfo a f[X]|. O

Lema 2.3.32. Sea (X, T) un espacio Polaco y B € %,(X), entonces existe Ty una
topologia polaca en X mas fina que T tal que B, X \ B € Tp y B.(X) = B, (X).

Demostracion. Sea % el conjunto de borelianos para los cuales el enunciado es
cierto. Por el Lema los subconjuntos cerrados de X pertenecen a % y como
estos generan a los borelianos es suficiente ver que 4 es una o-algebra. Como X es
cerrado, X € %A. Méas aun, B € £ si y solamente si X \ B € £ (la misma topologia
sirve para ambos) por lo que basta ver que es cerrada bajo uniones numerables.

Sea {B,|n<w} C B, B=J{B,|n<w}y para cada n < w sea T,, una
topologia polaca en X mas fina que T tal que B,, X \ B, € T,, y %,, (X) = $,(X).
De esta manera B € 7' donde 7’ es la topologia generada por | J {7, | n < w}. Como
T CN{Tn|n <w}y T es de Hausdorff entonces ({7, | n < w} es de Hausdroff,
por el Lema T’ es una topologia polaca y B € T'. De esta forma X \ B
es un subconjunto cerrado del espacio Polaco (X, 7’) y por el Lema existe
Tp una topologia polaca mas fina que 7' (y por lo tanto mas fina que 7) tal que

B, X\BeTyy %,,(X) = Bo(X).

Por lo anterior solo resta verificar que %£./(X) = %,(X). Como 7 C 7' C
PBr(X), entonces A.(X) C Br(X). Por otro lado, 7T C 7, C 7'y %, (X) =
AB.(X) para cada n < w, por lo tanto |J{7,|n <w} C ZA.(X) N 7. Veamos
que %B,(X) N T’ es una topologia en X. Claramente 0, X € Z,(X) N T y esta
es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea U C Z.(X) N 7', entonces JU € T’
por esta ser topologia. Por otro lado, (X,7T) es metrizable y separable, por lo
tanto es hereditariamente Lindeldf y la cubierta abierta U de | JU admite una

subcubierta numerable U’ C U, es decir, U = |JU'. Més aun, [ JU' € %,.(X) pues
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U CU C B, (X)y U es numerable. De esta forma 7' N %, (X) es una topologia en
X que contiene a | J{7, |n < w}, como T’ es la menor de estas topologias tenemos
que 7' C 7' N A (X), es decir, 7' C A,.(X) y por lo tanto #,(X) C %, (X). O

Teorema 2.3.33. Sea (X, T) un espacio Polaco y B € %.(X) con card(B) > w,
entonces existe un encaje f : 2¥ — B. En particular card(B) = «.

Demostracion. Por el Teorema existe una topologia polaca 7/ mas fina que
T tal que B es T'-cerrado. Por el Teorema de Alexandroff (Teorema B con la
topologia de subespacio de 7’ es un espacio Polaco y por hipotesis es no numerable.
El Teorema [2.3.26]| nos garantiza la existencia de un encaje f : 2¥ — B. Basta
ver que f es un encaje con respecto a la topologé de subespacio de 7. Sea 7, la
topologia en f[2*] que hereda de 7' y T, la topologia en f[2¥] que hereda de T,
entonces (f[2¥],71) es compacto por ser un encaje, (f[2¥], T,) es metrizable y por
lo tanto de Hausdorff. Méas aun 7, C 73 pues 7 C 7/ por lo que 7, = T» y por lo
tanto f es un encaje con respecto a la topologia de subespacio de 7. O]

Por ultimo tenemos un resultado sobre la cardinalidad de la familia de todos
los borelianos de un espacio polaco.

Teorema 2.3.34. Sea (X, T) un espacio Polaco entonces card(%,(X)) < ¢. Mas
aun si X no es finito, entonces card(%.(X)) = c.

Demostracion. Sea B C T una base a lo mas numerable para 7T, entonces:

T={Uu|ucs},

por lo que
card(T) < card(P(B)) = 2¢414B) L 2 — .

Dado C C P(X) tal que () € C denotamos por
cc={X\C|CecC) yC = {UL{‘Z/{QCUCCy card(L{):w}.

De esta forma si C C £,(X), entonces C* C ZA.(X).

Definamos por induccion transfinita una familia {B, | « < w;} C P(P(X)) como
By =Ty para a < wy

B. = (U1Bs| 8 < a})
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De esta manera tenemos que 7 C Bg C B, C %,(X).

Sea

B =|J{Bala <w}.

Veamos que card(B,) < ¢ para todo o < w;. Para a = 0 esto es cierto pues By = T.
Sea a < w; y supongamos que card(Bg) < ¢ para todo f < a. Como a < wy,
card(a) < wy < ¢y por lo tanto

card(|_J{Bs | B < a}) < card(a) - ¢ =c.

SiC C P(X) tal que 0 € C y card(C) < ¢, entonces card(C°UC) < ¢y f :
(CcUC)” — C* dada por f(z) =J{xz(n) |n < w} es una funcion suprayectiva por
lo que

card (C*) < card ((C°UC)*) = card(¢*) = c.

De esta forma obtenemos que

card(B,) = card ((U {Bs| B < a})*> <.
Por induccién transfinita card(B,) < ¢ para todo o < wy y por lo tanto

card(#) = card <U {B,|a< w1}> Swp-c=c

Veamos que % es una o-algebra. Como 7 = By C % entonces ) € 4. Dado A €
A existe o < wy tal que A € B, entonces X \ A =J{X \A|n <w} € By11 C A
Sea {A, |n <w} C By para cada n < w sea a, < w tal que A, € B,, . Sea
a =sup{a, |n < w}, entonces o < wy y A, € B,, C B, para todo n < w por lo
que U{A4,|n <w} € Byy1 C AB.

Por todo lo anterior tenemos que % es una o-édlgebra, 7 C A y card(#) < «c.
Por lo tanto 7 C %4.(X) C A y:

card(4,(X)) < card(£) < ¢.

Para cada x € X tenemos que {z} es cerrado y por lo tanto {z} € %, (x) De
esta manera %, (X) es una o-algebra infinita si X es infinito, pero toda o-algebra
infinita tiene cardinalidad al menos igual a la del continuo. Por el Teorema de
Cantor-Schroder-Bernstein card(%,(X)) = c. O



3  Bases de Hamel

En este capitulo estudiaremos las bases de Hamel, las cuales nos ayudan a
proporcionan una gran cantidad de ejemplos de conjuntos no medibles. Méas adelante
se utilizan estas bases para estudiar la ecuacion funcional de Cauchy. Siguiendo
por ese camino se estudian las funciones que cumplen la desigualdad de Jensen,
también conocidas como convexas de punto medio. Estos resultados nos ayudan a
desarrollar una nocién del tamano de un conjunto basado en la relacion que existe
entre acotacion y continuidad para funciones aditivas y convexas de punto medio.

Hamel, en su articulo [9], fue el primero en considerar a R como espacio vectorial
sobre Q y demostro, utilizando el Axioma de Eleccién, la existencia de una base
para este espacio. En general, a cualquier base de R¢ como espacio vectorial sobre
Q, d € Z™, se le llama una base de Hamel. Ademés cialquiera de estas bases tiene
la misma cardinalidad que la del continuo, c.

A lo largo de este capitulo nos fijaremos tinicamente en espacios euclidianos R?
para alguna d € Z* y denotaremos por \; a la medida de Lebesgue d-dimensional.

3.1. Propiedades de las bases de Hamel

En esta seccion se estudian algunos resultados y construcciones relacionadas a
las bases de Hamel.

Teorema 3.1.1. La existencia de una base de Hamel implica la existencia de un
subconjunto de R? el cual no es Lebesque medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Sea H una base de Hamel y fijemos un elemento hg € H. Sea V el
subespacio vectorial de R? sobre Q generado por H \ {ho}.

Supongamos que V' es Lebesgue medible o tiene la propiedad de Baire. Como

Rd:U{V‘i‘qho\qu},

75
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Aa(V) = Xg(V + gho) vy V es homeomorfo V' + ghg se tiene que \g(V) > 00 V es
de segunda categoria, en cualquier caso por la propiedad de Steinhaus (Teorema

1.2.16)) o su analogo en categoria (Teorema [1.4.17)), existe una vecindad U del cero
tal que U CV & V. Como hy # 0y Q es denso existe ¢ € Q, ¢ # 0 tal que ¢ € hLOU,

es decir, ghy € U. Entonces ghy € V &V y como V' es un Q-espacio vectorial

1 1

-(VeVv)c-vav,

q q
por lo cual hy € V lo cual contradice el que H sea linealmente independiente, por
lo tanto V' no es Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire. O

En el Capitulo 1 obtuvimos generalizaciones al Teorema de Vitali para las
medidas de Haar, las cuales son invariantes bajo traslaciones. Sin embargo uno se
puede preguntar sobre la existencia de conjuntos no medibles para una medida que
inicamente preserva conjuntos nulos bajo traslaciones. Mas precisamente:

Definicion 3.1.2. Sea X un conjunto y G un grupo de transformaciones de X, se
dice que una medida p en X es cuasi-invariante para G si:
i) para todo g € G y para todo Z € dom(u) se tiene que g(Z) € dom(u);
i) si u(Z) =0 entonces u(g(Z)) =0 para todo g € G.

Con esto la pregunta es: jExisten subconjuntos no pu-medibles para cualquier
medida i en R? o-finita y cuasi-invariante bajo traslaciones?

Para dar una respuesta afirmativa a la pregunta anterior sera necesario construir
un conjunto, el cual buscamos que sea no pu-medible y que tenga ciertas propiedades
algebraicas.

Iniciemos con H una base de Hamel, entonces todo elemento en R? se escribe
de manera tinica como (Q-combinacién lineal de elementos de H, es decir,

x = Z qn(z)h card({i € I | gn(x) #0}) < w.

Definicion 3.1.3. Sea ((G;, +;))ier una familia de grupos conmutativos. La suma
directa de estos se define como

> Gi= {gEHGi

iel el

card({i € I | g(i) #0} < w)}

con la operacion de grupo definida entrada por entrada.
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Si consideramos que para cada h € H Q, = hQ = {hq | q € Q} dotado con la
suma es un grupo isomorfo a (Q, +) esta representacion nos dice que (R, +) es una
suma directa de card(H) = ¢ grupos isomorfos a Q, es decir,

R =" Qn.

heH
En particular tenemos que (R% +) es isomorfo como grupo a (R, +).

Teorema 3.1.4. Sean (G,+) un grupo conmutativo y pu una medida o-finita y
cuasi-invariante para G. Si Gy es un subgrupo de G tal que p*(Go) > 0 y el grupo
cociente G /Gy es no numerable, entonces Go no es p-medible.

Demostracion. Supongamos que Gy € dom(u), entonces g + Gy € dom(u). Méas
aun, como g preserva conjuntos p-nulos se tiene que pu(g+ Go) > 0 para todo g € G.
Como G/Gy es no numerable {g + G¢ | g € G} contiene una familia disjunta y no
numerable de conjuntos con medida positiva, lo que contradice la condicion de
Souslin (Teorema y por lo tanto G no es p-medible. n

Teorema 3.1.5. Sean (G,+) un grupo conmutativo y pu una medida o-finita y
cuasi-invariante para G. Si {G,, |n < w} es una familia de subgrupos de G tal que:

i) para cada n < w el grupo cociente G/G,, es no numerable;
i) G =U{Gn | n <w},

entonces existe n < w tal que G,, no es p-medible

Demostracion. Como

0 < u(G) = (U1Gn In <w}) < 3w (Gu)

n<w
existe n < w tal que p*(G,) > 0y por el Teorema G, no es p-medible. [

Teorema 3.1.6. Sean (G,+) un grupo conmutativo, H un subgrupo propio de G e
I un conjunto. Consideremos las sumas directas de grupos Y . ; Gi y > ., H; donde
cada G; es coincide con G y cada H; coincide con H para cada i € I. Entonces

card (Z G Z Hi> > card(I)

el icl
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Demostracion. Como H es un subgrupo propio de G existe go € G \ H. Sea D el

conjunto
bexa

el

) € {0, g0} para toda i € [}

entonces card([) < card(D). Sean d,d’ € D tales que
—d € H,
iel

entonces para cada ¢ € I (d — d')(i) = d(i) — d(i') € H; y como d(i) — d(i") €
{0,90,—90} v —90,90 € G\ H se tiene que d; — d; = 0 para todo i € I, es decir,
d=d.

Por tltimo recordemos que para d,d' € Y., Gy, d+ 3 .., Hi=d + 3, ., H; si
y solamente si d — d' € > ._, H; por lo cual

i€l
card (Z G Z H) card(D) > card(I).
el el

]

Teorema 3.1.7. Eriste una familia {G, | n < w} de subgrupos aditivos de R? tal
que:

i) R =J{G, | n < w};

i) Para cada n < w el grupo cociente RY/G,, es no numerable.

Demostracion. Como R? es un grupo isomorfo a R es suficiente probar el resultado

para R. Para cada n < w sea
k
Q" = { ke Z}

n!
Veamos que Q™ esta contenido propiamente en Q para cada n < w. Sea p € Z+
un primo tal que p > n! y supongamos que % € Q™. entonces existe k € Z*

entonces Q™ es un subgrupo de Q.

tal que & = % y por lo tanto pk = n! en particular p|n! y por lo tanto p < n!

TL'
contradiciendo nuestra eleccion de p.
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Sim < n < w entonces m!|n!, por lo cual existe k € Z* tal que m!k = n!y
para todo k' € Z tenemos
/ /
KR om
m! n!
por lo que QU™ C Q™.

Por tltimo veamos que Q = (J {Q(”) ‘ n < w}. Sea g€ Qyseanm,n € Z,n >0
tales ¢ = ™. Sea k € Z™ tal que nk = n!, entonces
m  km  km

i

e QM.

Entonces tenemos que {Q(") ‘ n < w} es una familia de subgrupos propios tales

que Q@ = U {Q(") ‘ n < w}. Recordemos que por la existencia de bases de Hamel
R = Y"..; Qi donde Q; coincide con Q para toda i € I y card(l) = ¢c. Sea

i€l

donde cada an) coincide con Q™. Por el Teorema m

R/Gn=>Qi /> Q"

iel icl
es no numerable.

Por tltimo, para cada r € R = )., Q; existe J C [ finito tal que r(i) = 0
para todo i € I\ J. Para cada j € J existe n; < w tal que r(j) € Q") sea
n =méix{n;|j € J} <w, entonces r € ), Q™ es decir, R = J{Gn |n < w}.

]

Teorema 3.1.8. Para cualquier medida pn en R o-finita y cuasi-invariante bajo el
grupo de traslaciones de R existe un subgrupo aditivo de R? el cual no es u-medible.

Demostracion. Por el Teorema existe {G, | n < w} una familia de sugrupos
aditivos de R? tales que R? = | J{G, |n < w} y R?/G,, es no numerable para todo
n < w. Por el Teorema [3.1.5] existe n < w tal que G,, no es p-medible. O

Hemos visto que la existencia de Bases de Hamel implica la existencia de
conjuntos no Lebesgue medibles los cuales tienen propiedades algebraicas como ser
subgrupos o subespacios vectoriales. Ahora nos preguntamos por la medibilidad de
las bases de Hamel en si.
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Teorema 3.1.9. Sea H C R? una base de Hamel. Si H es Lebesque medible
entonces A\q(H) = 0. Mds aun, si H tiene la propiedad de Baire entonces H es de
primera categoria en R?.

Demostracion. Veamos que H no tiene la propiedad de Steinhaus, entonces por los
Teoremas [1.2.16| y [1.4.17] se sigue el resultado. Sea h € H fijo y € > 0, entonces
por la densidad de hQ existe ¢ € Q tal que 0 < |gh| < €. Si gh € H © H entonces
existen hi,hy € H, hy # hy tales que ¢gh = hy; — hy por lo cual gh tiene dos
expresiones distintas como combinacion lineal de elementos de H, lo cual contradice
la independencia lineal de H. Por lo tanto para toda € > 0 se tiene que:

() \(HeH)#0

y por lo tanto H & H no contiene niguna vecindad del cero. O]

Ya que sabemos que las bases de Hamel Lebesgue medibles tienen medida de
Lebesgue cero y aquellas con la propiedad de Baire son de primera categoria. Con
esto en mente procedemos a construir una base de Hamel Lebesgue medible y con
la propiedad de Baire.

Lema 3.1.10. Sea C' C R el conjunto ternario de Cantor, entonces C + C = [0, 2].

Demostracion. Como C C [0, 1] entonces C' + C' C [0, 1] + [0, 1] = [0,2]. Para la
otra contencion sea = € [0, 1] y consideremos su expansion ternaria

o0

x:Z%conxie{O,l,Z}

1=0

Definamos para cada i < w

0 sl - w;
“’i_{1 si xze{l 2} Zog_
L 1 st - Zi

10 i .CI?ZE{O 1} —~ 3

Entonces z,w € %C y ¢ = w + z, es decir, [0,1] C %C + %C y por lo tanto
[0,2] CC+C. O

Lema 3.1.11. Emziste A C R? \g-nulo y de primera categoria tal que A+ A = R,
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Demostracion. Para cada k = (ky,...,kg) € (Z\ {0})? sea
d
Ci = {(a:l,...,xd) € Rd‘xi € k;C para todo i € {1,...,d}} = HkiC,
i=1

en donde C' C R es el conjunto ternario de Cantor. Recordemos que C' es A-nulo,

entonces
d

M(Cr) = [[AC) = [T Ikl M) = 0.

i=1
Por otro lado, C' es denso en ninguna parte y cada k;C' es homeomorfo a C'. Ademas,
k;C' es cerrado y por lo tanto C} es cerrado al ser producto de conjuntos cerrados.
Mas aun, dado que las proyecciones son funciones abiertas y cada k;C tiene interior
vacio se tiene que C} tiene interior vacio. De esta forma tenemos que C} es denso
en niguna parte.

Definimos el conjunto A como

U{Ck| ke @\ {0})},

entonces A es \g-nulo y de primera categoria en R

Por el Lema3.1.10{[0, 2] = C+C, es decir, para todo k = (ky, ..., kq) € (Z\{0})?

y por lo tanto

d d d d
[T%100.2 = [](kC + kiC) = [[ liC + [[iC = CL + CL CA+ A

=1 =1 i=1 i=1

para todo k € (Z\ {0})%. Entonces,

R = {H k[0, 2]

kze(Z\{O})d} C A+ A

[]

Teorema 3.1.12. Eziste una base de Hamel con medida de Lebesque cero y de
primera categoria.
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Demostracion. Sea A como en el Lema [3.1.11] y, como consecuencia del Lema de
Zorn, sea H una familia maximal con respecto a la inclusion de conjuntos de vectores
en A linealmente independiente sobre Q.

Veamos que H es una base de Hamel para RY, para esto supongamos que existe
r € R? que no pertenece al subespacio vectorial sobre Q generado por H. Como
R? = A + A existen a1, as € A tales que a; + a = r, por lo que, sin perdida de
generalidad, a; no pertenece al subespacio vectorial sobre Q generado por H o
equivalentemente H U {a;} C A es linealmente independiente, lo cual contradice la
maximalidad de H en A.

Entonces H es una base de Hamel contenida en A, la cual es tiene medida
de Lebesgue cero y de primera categoria, por lo que H también tiene medida de
Lebesgue cero y es de primera categoria. O]

Hemos demostrado la existencia de bases de Hamel Lebesgue medibles y con
la propiedad de Baire, las cuales necesariamente tienen medida de Lebesgue cero
y son de primera categoria por el Teorema [3.1.9] por lo que se tiene la siguiente
interrogante: ;Son todas las bases de Hamel Lebesgue medibles y tienen la propiedad
de Baire? Procederemos con la costrucciéon de una base de Hamel la cual no es
Lebesgue medible ni tiene la propiedad de Baire por ser un conjunto de Bernstein

(Teoremas 2:2.7] y 2-2:8).

Teorema 3.1.13. Eriste una base de Hamel para R? la cual es un conjunto de
Bernstein y por lo tanto no es Lebesque medible ni tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. La construccion es muy similar a la del Teorema [2.1.1] Sea « el
primer ordinal con cardinalidad ¢ y hagamos que {P: | £ < o} sea la coleccion de
todos los subconjuntos cerrados no numerables de RY. Supongamos que para 3 < o
hemos definida una [-sucesion (x¢) ¢<p de elementos en R? la cual es linealmente
independiente con respecto a Q y x¢ € P; para todo { < 8. Sea T} el subespacio
lineal sobre Q generado por {z¢ | £ < 8}. De esta manera

card(7Tp) < card(Q) - card(f) < ¢

por lo que podemos elegir x € Pz \ T y hacer xg = x. Con esto tenemos construida
una a-sucesion (ze) f<a linealmente independiente con respecto a Q y con z¢ € P
para todo { < . Por el Lema de Zorn podemos extender {zs | 8 < a} a una base
de Hamel H. Por construccion R?\ H es totalmente imperfecto.

Observemos que para x € R se tiene que (H +z)NH # () si y solo si & = hy —hs
para algunos hy, hy € H siy solo si, por la unicidad de la expansion en términos de
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la base, = es combinacion lineal de dos elementos de H y por lo tanto existe x € R?
tal que

(H+z)NH =0,

o equivalentemente
HCRYN (H+x)= (RN H) + .

Como este tltimo es totalmente imperfecto, H es totalmente imperfecto y H es de
Bernstein. O

Estudiando propiedades algebraicas de los conjuntos podemos ver del Teorema
que la suma algebraica de conjuntos nulos o de primera categoria no tiene
por que ser nulo ni de primera categoria, a continuacién probaremos més, la suma
de conjuntos nulos o de primera categoria no tiene por que ser medible o tener la
propiedad de Baire.

Teorema 3.1.14. Ezisten conjuntos A, B C R% con medida de Lebesque cero tales
que A+ B no es Lebesque medible. Analogamente existen A', B' C R% de primera
categoria en R tales que A"+ B’ no tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Sea H C R? una base de Hamel con medida de Lebesgue cero y de
primera categorfa (Teorema |3.1.12). Para cada x € R? denotemos por Y, qn(2)h
a la representacion tnica de x en términos de la base H con coeficientes g (z) € Q.

Sea n < w y definamos el conjunto
E,={z eR?| card({h € H | qn(z) # 0}) < n}

de elementos en R? que requieren a lo mas n términos no nulos en su representacion.
Por ser H base, todo elemento en R? es combinacién lineal finita de elementos en
H, es decir,

Rd:U{En\n<w}

y {0} = Eyy E, C E,1 para todo n < w. Sea m < w el primer natural tal que
(Aa)*(Ep) > 0y m' < w el primer natural tal que F,, no es de primera categoria en
R<. Por eleccion de la base de Hamel H esta es de primera cateogorfa y \g(H) = 0
y €omo

Ey=QH = J{¢H |q € Q},
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entonces F; es de primera categoria y

(M) (B1) <Y (Aa)"(gH) =Y AalgH) =Y qAa(H) =0,

q€Q q€Q q€Q
es decir, m,m’ > 1.

Veamos que E, no tiene la propiedad de Steinhaus para todo n < w. Dado
n < w sean {hy,..., ho,i1} C H elementos distintos de H y

2n+1

h=>Yh,

i=1

entonces h # 0 por la unicidad de la representacion. Sea g € Q\ {0}, entonces como
cualquier elemento de F,, + gh tiene por lo menos n + 1 coeficientes no nulos en su
representacion en términos de H se tiene que:

E,N(gh+ E,) = 0.

Por el Teorema de Steinhaus (Teorema y su analogo para categoria
(Teorema concluimos que E,, no es Lebesgue medible para ningin m < n < w
y no tiene la propiedad de Baire para ningin m’ < n < w. Por definicion de la
coleccion {E,, | n < w} se tiene que Ey, = E, + E,, y Fany1 = Ea, + F; para todo
n < w.

Si m es par, entonces m = 2k para algin k < w con k < m por lo que E}, tiene
medida de Lebesgue cero por definicion de m y E,, = Ey + Ej no es Lebesgue
medible. Si m es impar, entonces m = 2k + 1 para algin k < w, 2k < m por lo
que Fo; tiene medida de Lebesgue cero por definicion de m y E,, = Fs, + E1 no es
Lebesgue medible.

Si m’ es par, entonces m’ = 2k para algin k < w con k < m/, por lo que E}, es
de primera categoria por definicion de m’' y E,,, = E; + Ej no tiene la propiedad
de Baire. Si m’ es impar, entonces m’ = 2k + 1 para algin 2k < w, k < m’ por lo
que Fsy, es de primera categoria por definiciéon de m’ y E,,, = Fo, + E7 no tiene la
propiedad de Baire. O

Ahora daremos otra construccién de conjuntos no medibles asociados a una
base de Hamel. Sabemos que cualequier base de Hamel H tiene cardinalidad c,
por lo que podemos darle un buen orden a H de la forma {h¢ | < a} donde «
denota el primer ordinal con cardinalidad ¢. Con esto en mente fijemos una base de
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Hamel ordenada H = {h¢ | £ < a}. Entonces para cada z € R? tenemos una tnica
representaciéon de x como combinacion lineal de elementos de H

v =Y qe(r)he

{<a

con coeficientes ¢¢(z) € Q para todo § < « tales que
card({¢ < o] ge(x) #0)) < w.

Sea v € R?\ {0} y sea 3 : R\ {0} — a una funcién tal que S(z) < « es el
mayor ordinal tal que gg()(x) # 0. Esta funcion esta bien definida por tratarse de
combinaciones lineales finitas. Definamos los conjuntos

A={z e R\ {0} | gs)(x) >0} y B={z € R\ {0} gpw)(x) < O} .
Tenemos que
AUBU{0} =R, ANB =10, ~A =B,

ademaés,
card(AA(A+y)) <c ¥y card(BA(B + 1)) < ¢

para todo y € RY. Esto tltimo ya que para todo z € R? con B(z) > B(y) se tiene
que gp(a+y) (T +Y) = gp)(x) por lo que

reAsr+yceAyrxe Bsax+y € B,
de lo cual se sigue la contencién
{zeR[€(x) > €y)} S (RN (Aa(A+y) N (RN (BA(B+y))).

Mas aun
card({z € R |£(z) < &(y)}) < card(§(y)) -w < c.

Supongamos que alguno de los conjuntos A o B es Lebesgue medible, entonces
como A = —B se tiene que ambos son Lebesgue medibles. Mas aun

RY= AU BU{0},

por lo que A\g(A) = A\g(B) > 0. Como )\, es métrica-transitiva con respecto a Q2

(Teorema se tiene que
AERAJ{A+qlaeql) =0
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Por otro lado, todo cerrado F' C A A(A + ¢) cumple que
card(F) < card(AA(A+q)) < ¢
y por el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema [2.3.25)) se tiene que card(F) < w'y

por lo tanto \g(F') = 0. Por la regularidad de A\, y dado que A A(A+ q) es medible
por A serlo, se tiene que Ag(A A(A + ¢)) = 0 para todo ¢ € Q% y por lo tanto:

M (UtAs(a+g)lgeq}) =o.

Sear € RY\ A, si z € A+ ¢ para alguna ¢ € Q¢ entonces
reAn(A+q) C|J{An(A+q)|qeQ?}.
Por otro lado, si x € R?\ (A + ¢) para toda ¢ € Q% entonces
re({RN\(A+q)|qgeQ'} =R\ J{A+q¢|qgecQ}.
Concluimos que
R\AC (R J{a+qlac@})ulJ{aaA+q)|qe?

por lo que R\ A es A\g-nulo. Pero B C R4\ A y \y(B) > 0, una contradiccién, por
lo tanto A y B no son Lebesgue medibles.

3.2. Ecuacion funcional de Cauchy

Las bases de Hamel fueron desarrolladas para resolver un problema muy concreto,
este problema era encontrar todas las soluciones de la ecuacion funcional de Cauchy:

f:RY - R, flx+y) = f(z)+ f(y) para todo z,y € R.

Equivalentemente, encontrar todos lo morfismos de grupo f : (R% +) — (R, +).

Teorema 3.2.1. Sea f : R? — R una solucion a la ecuacion funcional de Cauchy.
Entonces f(qx) = qf(x) para toda v € R, q € Q.
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Demostracion. Como f es un morfismo de grupos,

f(kx) = kf(x) para todo x € R% k € Z.

f@) =1 (%x) —kf (%w) ,
1

1
f (yl:) = Ef(x) para todo = € R k € Z.

Por dltimo, para todo k,m € Z, k # 0

Sea k € Z, entonces:

es decir,

m 1 m d
f (Zx> =mf <Ex) = ?f(x) para todo x € R?,
por lo cual f(qz) = qf(z) para todo x € R% ¢ € Q. ]

Este Teorema nos dice que las soluciones a la ecuacion funcional de Cauchy son
transformaciones Q-lineales. Hoy en dia es natural pensar que para encontrar todas
las soluciones a la ecuaciéon funcional de Cauchy hay que considerar a R¢ como
un Q-espacio vectorial, con lo que precisamente las soluciones estan dadas por las
Q-transformaciones lineales de R? en R. De hecho, dada la existencia de una base
de Hamel H para RY, podemos caracterizar todas las soluciones ya que estas estan
en correspondencia biyectiva de manera natural con las funciones f : H — R.

Este enfoque al problema no es el que se le dio originalmente al problema, ya
que las tunicas soluciones que se conocen explicitamente (sin utilizar el Axioma
de Eleccion) son precisamente las transformaciones lineales, las cuales son, por el
Teorema de representaciéonde Riesz, de la forma f(x) = (x,y) para y € R fijo. A
cualquier solucion de este tipo se le conoce como solucion trivial.

Teorema 3.2.2. Si f es una solucion continua a la ecuacion funcional de Cauchy
entonces f es una solucion trivial.

Demostracion. Sea y = (f(e1),..., f(eq)) € R? donde {e; |i € {1,...,d}} es la
base canénica de R?, entonces la funcién g : R — R dada por g(x) = (z,y) es

continua y por el Teorema flge = 9lga- Como Q™ es denso y f, g continuas,
entonces f = g. O]

Basados en la existencia de una base de Hamel procedemos a exhibir una solucion
no trivial a la ecuacion funcional de Cauchy.
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Teorema 3.2.3. Ezristen soluciones no triviales a la ecuacion funcional de Cauchy.

Demostracion. Sea H una base de Hamel, entonces para cada z € R? existen
coeficientes tnicos {q,(z) | h € H} C Q tales que

T = Z qn(z)h card({h € H | qn(z) # 0}) < w.

heH

De esta manera tenemos definido para cada h € H la funcién ¢, : R — Q.

Como

rty=> au@h+ > a@h=> (a(@)+ auy)h

heH heH heH
y por la unicidad de la representacion tenemos que
an(2) + qn(y) = qu(z + y) para todo z,y € RY,

por lo que g, es solucion a la ecuacion funcional de Cauchy. Mas aun, ¢,(0) = 0,
gn(h) = 1y la imagen de g, esta contenida en @, entonces por el Teorema del Valor
Intermedio f no es continua. O

El siguiente resultado muestra parte del asombroso comportamiento de las
soluciones no triviales, al menos para el caso d = 1.

Teorema 3.2.4. Para una solucion f : R — R de la ecuacion funcional de Cauchy
es equivalente:

i) la grdfica de f es densa en R?;

ii) [ es una solucion no trivial a la ecuacion funcional de Cauchy.

Demostracion.

i) = i) Si f es una solucion trivial entonces su grafica 'y es una linea recta en R?
la cual no es densa.

ii) = i) Como f no es solucion trivial existen xq,x2 € R\ {0} tales que

f(x1) y f(1’2)'

T X2
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Sean u = (z1, f(11)),v = (x9, f(x2)) € R?, entonces

det(u,v) = x1 f(x2) — xof(21) # 0

por lo que u, v son elementos de la grafica de f linealmente independientes. Esto

quiere decir que
{au +bv|a,b € R} = R?

y de esta manera el conjunto
D ={qu+qv|q,q < Q}
es denso en R?.
Como f es Q-lineal (Teorema para todo ¢, ¢ € Q,
@1+ qev = (@1 + @2, ¢1f (21) + q2f (22) = (121 + G2, f(q121 + qox2)) € Ty,

es decir, D C T'; y por lo tanto la grafica de f es densa en R?. O

Para poder seguir probando resultados sobre las soluciones a la ecuaciéon de
Cauchy es necesario tener condiciones equivalentes que garantizen la continuidad
de funciones aditivas de R? a R.

Teorema 3.2.5. Si f es solucion a la ecuacion funcional de Cauchy entonces es
equivalente:

i) [ es continua en el cero;
it) [ es continua;

iii) [ es acotada en alguna vecindad del cero.

Demostracion.

i) = ii) Dada € > 0 existe § > 0 tal que para todo x € R? con ||z|| < § se tiene que

[f(z) = FO)] = |f(z)] <,

por lo que dado zy € R? fijo se tiene que para todo y € R? con ||z — y|| < § se
cumple:

[f(@) = )l = flz —y)l <e

por lo que f es continua en x, para todo oy € R?, es decir, f es continua
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ii) = 1) Por continuidad existe 0 > 0 tal que |f(z)| < 1 si |z| < d, es decir f es
acotada en la vecindad del cero Bs(0), la bola abierta con centro en 0 y radio 4.

iii) = 1) Sea h > 0 tal que f es acotada en Bj(0), entonces existe N < w tal que
|f(x)| < N para todo z € By,(0). Dada ¢ > 0 sea k € Z* tal que 1 < ¢, entonces
para toda x € Bﬁ(O) se tiene que Nkx € By(0) y por lo tanto |f (Nkz)| < N.

Como f es aditivay Nk € Z*
Nk|f(z)] = [Nkf(z)| = |f (Nkx)| <N,

es decir, |f(x)] < % < e y por lo tanto f es continua en cero. ]

Este resultado nos muestra que para una solucion de la ecuaciéon funcional de
Cauchy la condicion de ser acotada en una vecindad del cero implica automaética-
mente la continuidad de la funcién. Siguiendo esta linea tenemos que a pesar de
que la nocién de medibilidad es bastante mas débil que la de continuidad resulta
ser que si f es solucion a la ecuacion funcional de Cauchy Lebesgue medible, o con
la propiedad de Baire, entonces f es solucion trivial.

Teorema 3.2.6. Sea f una solucion a la ecuacion funcional de Cauchy. Si f es
Lebesgue medible, o tiene la propiedad de Baire, entonces f es solucion trivial.

Demostracion. Si f : R? — R es solucién a la ecuacion de Cauchy y es Lebesgue
medible o tiene la propiedad de Baire entonces, para cada n < w

fH =, n]]

es Lebesgue medible o tiene la propiedad de Baire y como

RY = U {f[-n,n]] |n <w}

existe n < w tal que A\g(f~![[-n,n]]) > 006 f~'([-n,n]) es de segunda categoria y
por la propiedad de Steinhaus (Teoremas [1.2.16|y [1.4.17)),

fH=nnll © f 7 =n,ml]
es una vecindad del cero. Ademas, como f es aditiva
FU =nnl] & f 7 =nn])) = £ [=nonl)) © £(F 7 =, n]])
C [-n,n] ©[—n,n]
= [—2n, 2n],
por lo cual f es acotada en una vecindad del cero. Por los Teoremas y se

concluye que f es solucion trivial. O
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3.3. Desigualdad de Jensen y convexidad

Definicién 3.3.1. Se dice que D C R? es C-convezo (C C R) si para todo x,y € D,
aeCn(0,1) se tiene que ax + (1 —a)y € D. Si (0,1) C C simplemente se dice
que D es convexo. Otros casos frecuentes son C' =Q o C' = {%}

Definicién 3.3.2. Dado cualquier subconjunto A C R? se denota por C(A) al casco
C-convezxo de A (C' CR), el cual es el menor conjunto C-convexo que contiene a

A.

Definicién 3.3.3. Dado D C RY un subconjunto abierto y convexo, una funcion
f:D — R se dice conveza si para todo x,y € D, o € (0,1) (C = (0,1)) se tiene
que

flax+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Por otro lado, se dice que f cumple la desigualdad de Jensen si para todo x,y € D

se cumple que
s (:r+y) < f(@) + f(y)

2 2 ’

tambien conocida como funcion conveza de punto medio (C = {3}).

Por el Teorema tenemos que cualquier soluciéon a la ecuacion funcional
de Cauchy satisface la desigualdad de Jensen en forma de igualdad. Ademés de
que cualquier solucién trivial es una funciéon convexa, por lo que cual buscamos
desarrollar en esta seccion resultados anédlogos a la seccion anterior, es decir,
buscaremos condiciones bajo las cuales una funcién que satisface la desigualdad
de Jensen es convexa. La condicion mas general esta dada en el Teorema de
Bernstein-Doetsch.

Teorema 3.3.4. Sea f: D — R con D C R? convexo y abierto. Si f satisface la
desigualdad de Jensen entonces para todo n € Z" y para todo xy,...,x, € D se
tiene que

Demostracion. El caso n = 1 es la igualdad f(x) = f(x) para todo z € RY.
Supongamos que el resultado es cierto para alguna n € Z*. Sean x1,...,Zs, € D
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y para ¢ € {1,...,
desigualdad de Jensen

f (%;ﬁ = f (%Zy> <2 sw
<1 Z( :cl—l—f:vznl))

Por induccioén el resultado es valido para 2" conn € Z*. Dados k € Z* y 1, .. .,
%Zjﬁ z; € Dparai € {k+1,...

D sean € Z* tal que k < 2". Definimos x; =

Entonces,
1 & 1 (<
272% = on Z% Z $k+1>
i=1 i= i=k+1
L k
= kzz;x + (2" —k)—;x,>
1 (1< 1<
= on 2 E;xz = E;%’
por lo que
1< 1 & 1 —
(i) 1 (3:35) <5 s
=1 1 kz:l =1 1 .
=5 <Zf(xz) + (2" —k)f (EZIZ>>
i=1 i=1
es decir,

i R
la cual es la desigualdad deseada.

n} sea y; = %(m, + x9,_;) € D. Entonces por hipotesis y la

Tr €
,2n}.

]

Teorema 3.3.5. Si f : R? — R cumple la desigualdad de Jensen entonces para

todo ¢ € QN (0,1)

flaz+ (1 —q)y) < qf(x) + (1 —q)f(y).
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Demostracion. Sea ¢ € QN (0, 1), entonces existen n, k € Z* tales que ¢ = -y
0 < k < n. Definimos z; = x parai € {1,...,k} yx; =y paraie {k+1,...,n}.
Por el Teorema [3.3.4

flaz+ (1 q)y f(l”+ )zf( Za)

~ oy (kf@) + (0= k) f(y)

O
Teorema 3.3.6. Si f : R? — R es continua y cumple la desigualdad de Jensen

entonces [ es convexa.

Demostracion. Sean z,y € R, o € (0,1) v (qn),-, € QN (0,1) una sucesion
convergente a o. Como f es continua

floz + (1= a)y) = Hm f(g.z + (1 = ga)y)
y por el Teorema |3.3.5
T f(gae + (1= ga)y) < 1m g, f(2) + (1= g2) f(y) = af (@) + (1 = @) f(y),

por lo tanto f es convexa. O]

Hemos visto que la continuidad garantiza la convexidad para una funcién que
cumple la desigualdad de Jensen, sin embargo, como veremos mas adelante, no se
puede garantizar la continuidad para estas. A pesar de esto, como veremos en los
siguientes resultados, existe una forma débil de continuidad que si satisfacen.

Lema 3.3.7. Sean D C R? convewo, abierto, x € D, r € RY, m, k € Z* tales que
m<k,x+kreD.Sif:D— R satisface la desigualdad de Jensen entonces:

[@) = fla—kr) _ f@) = fe—mr) _ fl+mr) = f@) _ [+ hr) = f@)

k b m = m h k
Demostracion. Sean x; = x + kr para i € {1,...,m} y x; = x para i € {m +
1,...,k}, entonces por el Teorema m

F <m(x +kr)+ (k — m)x) o mf(x+kr)+ (k—m)f(z)
k h k ’
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es decir,

kf(z+kr)<mf(zx+kr)+ (k—m)f(x)

k(f(z+mr) = f(z)) <m(f(z+kr) — f(2))

lo que prueba la tltima desigualdad. La primer desigualdad se obtiene al remplazar
r por —r.

La desigualdad central es consecuencia directa de que f satisface la desigualdad
de Jensen, es decir,

) = £ (Gt mr) 4 (@ = mr))) < 507G ) + o = )

por lo que
f(x) = flz —mr) < f(z+mr) - f(z),
lo cual prueba dicha desigualdad. O]

Lema 3.3.8. Sea D C R? convezo, abierto y sea f : D — R que satisface la
desigualdad de Jensen. Si f es acotada en un conjunto A C D entonces [ es
acotada superiormente en Q(A) el casco Q-convezro de A.

Demostracion. Sea M € R tal que f(x) < M para todo z € Ay
C={zxeD]|f(x) <M}
Sean z,y € C'y a € QN (0,1), por el Teorema [3.3.5]
flaz+ (1 —a)y) <af(@)+ (1 -a)f(y) <M

entonces ax + (1 — a)y € C por lo que C' es Q-convexo. Como A C C' tenemos que
Q(A) C C, es decir f es acotada superiormente en Q(A). O

Lema 3.3.9. Sea D C RY convezo, abiertoy f : D — R que satisface la desiqualdad
de Jensen. Sean x,y € D entonces f es acotada inferiormente en Q({x,y}).

Demostracion. Dados x,y € D por el Lema existe M € R tal que f(t) < M
para todo t € Q({z,y}). Sea t € Q({x,y}), entonces existe A € QN [0, 1] tal que

t=Xr+(1-N)y.
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Sean u = (z+y) y v =2u—t = Ay + (1 — Az, entonces u,v € Q({z,y}). En
particular f(v) < M. Como u = 3(v + t) entonces

Flu) < 5(f(u) + £(1)

y por lo tanto
F(t) > 2f () — F() > 2/ (u) — M.

Como u no depende de ¢ vemos que f es acotada inferiormente en Q({x,y}). O

Teorema 3.3.10. Sea D C R?¢ convewo, abierto y f : D — R que satisface
la desigualdad de Jensen. Sean x,y € D, entonces f|@({a,b}) es uniformemente
continua.

Demostracion. Sean a,b € D. Si a = b entonces Q({a,b}) = {a} por lo que
trivialmente f ]Q( {ap}) €5 uniformemente continua. Supongamos que a # b, como D
es abierto existe p € QT tal que

d=a—pb—a)eD y bV =b+pb-—a)eD.

Esto lo podemos escribir de forma matricial como:

()= (" a2 ) (3)

y como el determinante del sistema es igual a (1+p)? — (—p)? = 1+2p > 0 tenemos

que
<Z>:ﬁ(u;p) <1—f,o>)(z')’

por lo que tenemos expresados a a y b en terminos de a’ y ' como

1
—I—pa//_'_ [0 b/

1
a= b P a + P
1+ 2p 1+2p

- b
1+2p 1+2p

y

Veamos que Q({a,b}) € Q({a’,b'}). Dado t € Q({a,b}) existe A € QN [0,1] tal
que t = Aa+ (1 — A\)b por lo que

L+p , P P, L1+p,
t=Xa+(1=Nb=\ b 11—\ b
at(1-X) <1+2pa+1+2p RS S i
1 —
_ At = A, At (AR
1+2p 1+2p 1+2p 1+2p
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Como A € QN [0,1] y p € QT esta tdltima es una Q-combinacion lineal convexa de

a y b, es decir, t € Q({a,b}).

Por los Lemas y existen K, M € R tales que K < f(x) < M para
toda z € Q({d’,b'}). Dada € > 0 sea k € Z" la parte entera de 2=5 4 1, entonces

M- K
€
Sean § = 2[|b—all > 0y z,2" € Q({a,b}) tales que ||z —2'|| < J. Sean «a,f €
QnN0,1] tales que
r=aa+(1—a)b y 2"=pa+(1-75)b,

entonces 2’ — 2" = (f — a)(b — a) y por lo tanto

< k.

p
18 —alllb—all = |lz = 2|l <6 = |lb—all,
es decir,
—p < k|8 —a| <p.
Para i € {1,2} sea

L ptat (kG- a)

i cq,
14+ 2p Q

entonces 5
ater

0< <
1+2p

< U <
1120 > F

y por lo tanto p; € QN (0,1). Ademas,
pia + (1 — p)b' = (a+ (=1)k(B —a))a+ (1 —a) + (=1)" k(B — a))b
=aa+ (1—a)b+ (=1)k(B8—a)b—a)
—_ SL’/ T (_1)zk<x/ o LE”)
por lo que 2’ + (—=1)'k(2’ — 2") € Q({d/,V'}) C D y por el Lema aplicado a
x=2a,r=2a2"—2"y m=1 obtenemos que
KoM _ )= 6 =) o o S ) = ) MK
k k k k
pues 2/, 2’ + kr € Q({a’,0'}) y K < f(t) < M para todo t € Q({d’,'}). Entonces,
/ " M—-K
@) - s < K

por lo que f |Q( {ab}) €S uniformemente continua. O




3.3 Desigualdad de Jensen y convexidad 97

Como primer paso hemos obtenido que la continuidad de una funcién que
satisface la desigualdad de Jensen garantiza la convexidad de ésta. En el Teorema
vimos que si una solucién a la ecuacion funcional de Cauchy es acotada en una
vecindad del cero, entonces es una solucion trivial. Como veremos a continuacion,
para el caso de convexidad esta condicién se puede debilitar atin mas.

Definicién 3.3.11. Dados D C R% y f : D — R se dice que f es localmente
acotada, localmente acotada superiormente o localmente acotada inferiormente
en xg € D si existe una vecindad V. C D de xg tal que f es acotada, acotada
superiormente o acotada inferiormente, respectivamente, en V.

Evidentemente f es localmente acotada en zq si y solamente si f es localmente
acotada superiormente y localmente acotada inferiormente en x.

Teorema 3.3.12. Sea D C RY convezo, abierto y f : D — R que cumple la
desigualdad de Jensen. Si f es localmente acotada superiormente en un punto
ro € D entonces f es localmente acotada superiormente en x para todo x € D.

Demostracion. Sea x € D\ {zo} vy ¢ € QT tal que y = x — q(zo — z) € D, el cual
existe por D ser abierto. Sea A = % € QN (0,1), entonces

q 1
Ao+ (1 =Ny = To + xz—q(zg —x
0 ( )y q 10 7 1( Q(o ))
=1 ! ((1 ) — ) =
= To + +q)x To) =T
q 10 g+ 1 q qZo

es una (Q-combinacion lineal convexa de elementos en D. Por hipoétesis existen
M;r >0 tal que V = B.(z9) C Dy f(t) < M para todo t € V. Sea U = By,(z),
uelUy

t_u—(l—)\)y
D —
Como |u — Azg — (1 — N\)y| = |u — z| < Ar, entonces
u—(1—=AX
—()\ )y—ﬂf() <r,

es decir, t € V.C D. Porotroladou =M+ (1 =Ny, t,y € D, A€ QN (0,1) y D
es convexo, entonces u € D, esto para todo v € U, es decir, U C D. Por el Teorema
9.9l

Jlw) <Af@) + 1 =N f(y) <AM + (1= A)f(y) < méx{M, f(y)},
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por lo que f es acotada superiormente en la vecindad U C R? de z y f es localmente
acotada superiormente en z. [

Tambien se tiene el analogo inferior.

Teorema 3.3.13. Sea D C R? convezo, abierto y f : D — R que cumple la
desigualdad de Jensen. Si f es localmente acotada inferiormente en un punto
xo € D entonces [ es localmente acotada inferiormente en x para todo x € D.

Demostracion. Sea x € D\ {zo} y ¢ € QT tal que y = o — q(x — 2¢) € D, el cual
existe por D ser abierto. Sea A = - € QN (0, 1) entonces

q+1
A (1—>\) 1 ! ( - ( - ))
T+ = T+ T r—
Yy g+ 1 g+ 1 0—4¢g 0
= d ! ((1 ) - )—
= T + +q)x )=
g+ 1 g+ 1 q)ro — g 0

es una Q-combinacién lineal convexa de elementos en D. Por hipo6tesis existen
m,r > 0 tal que V = B,(xg) C Dy f(t) > m para todo ¢t € V. Podemos suponer
que r > 0 es suficientemente pequena para que U = Bg(l’) este contenido en D.
Seau e Uyt=A+(1— Ny entonces

[t —azo] =AM+ 1 =Ny —zo|=[Mu—Az| =A|u—z| <r
por lo que t € V. Por el Teorema [3.3.5]

f@) < Af(u) + (1= A)f(y)

1 1—A 1 1—A 1 1
)= 110 = 52502 - 52000 = (14 ) - L)

Como este ultimo termino no depende de u se tiene que f es acotada inferiormente
en una vecindad U de z para toda z € X, es decir f es localmente acotada
inferiormente. O

Teorema 3.3.14. Sea D C R? convexo, abierto y f : D — R que cumple la
destgualdad de Jensen. Si f es localmente acotada superiormente en un punto
xg € D entonces [ es localmente acotada en x para todo x € D.
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Demostracion. Por los Teoremas |3.3.12] y [3.3.13| es suficiente ver que f también es
localmente acotada inferiormente en xzg.

Sean r, M > 0 tales que f(t) < M para todot € V = B,.(zg). Seau € V'y
definamos t = 2z¢ — u, de esta manera zo = 3(t +u) y |t — zo| = |u — 0| < r, lo
que muestra que t € V. Como f satisface la desigualdad de Jensen

Flan) < SUF0)+ )
y como f(t) < M,

fu) =2f(x0) — f(t) = 2f(x0) — M
por lo que f es acotada inferiormente por m = 2f(z9) — M en U, es decir f es
localmente acotada inferiormente en x. O

Teorema 3.3.15 (Teorema de Bernstein-Doetsch). Sean D C R?¢ convezo,
abierto y f : D — R que satisface la desigualdad de Jensen. Si f es localmente
acotada superiormente en algin punto xo € D entonces f es continua y por lo tanto
conveza.

Demostracion. Por el Teorema [3.3.14] f es localmente acotada en x para toda
x € D. Fijemos zy € D y veamos que f es continua en xy. Sean M,r > 0 tales
que |f(t)] < M para todot € V = B,(x9)) € D. Six € V\ {x0}, entonces

0 < |z — 2| < r por lo que existe A € QN (0,1) tal que
o= 2]y plr =l
r r

Definamos y = zo + 1(z — 20) ¥ 2 = 2o — 3 (x — ), por la eleccion de A se
cumple que

| | . | | <ry| | . | | <
— X = — —_ —_ = — —_
Yy 0 X €T i ry |z ZTo \ T ZTo T
por lo que y, z € V.. Por otro lado, se tiene que x = A\y+(1—N)zg y 29 = /\Lﬂxjt /\%lz

y por el Teorema [3.3.5

1 A

F@) S M @) + L= (@o),  flwo) < 57 f @) + 5 7/(2),

es decir,

f(@) = fxo) S AMf(y) = f(x0)),  flwo) = fx) = A(f(20) — f(2)).
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De estas desigualdades y como xg,y, 2 € V, vecindad en la cual f esta acotada por
[—M, M], se tiene que

—2MM < f(x) — f(zo) < 2MA

o equivalentemente,

|f(x) = f(z0)] < 2MA.

Por eleccion de A se tiene que

£() = flao)l < 2 fe =

y dado que esta tltima desigualdad es valida para toda x € V esto prueba la
continuidad de f en xy3. Como z( fue arbitraria, entonces f es continua. Por tltimo,
el Teorema |3.3.6| nos garantiza la convexidad de f. O

La condicién de que f sea localmente acotada superiormente en algun punto xg
del Teorema[3.3.15| no puede ser sustituida por la condicién de ser localmente acotada
inferiormente. Para ver esto consideremos la funcién exponencial exp : R — (0, 00),
la cual es convexa, y sea f cualquier solucion no trivial a la ecuacion funcional de
Cauchy (Teorema [3.2.3)), entonces la composicion expof : R — (0, 00) cumple la
desigualdad de Jensen y es acotada inferiormente por la constante 0, sin embargo
esta composicion no es continua. Como veremos a continuacién toda funciéon convexa
es continua de manera automatica (Teorema , por lo cual esta composicién
no es convexa y vemos que la convexidad y satisafacer la desigualdad de Jensen no
son nociones equivalentes.

Se tienen las siguientes consecuencias de uso comin del Teorema de Bernstein-
Doetsch.

Corolario 3.3.16. Sean D C R? convero, abierto y f : D — R que satisface la
desigualdad de Jensen. Si f es acotada superiormente en un abierto no vacio U C D
entonces f es continua.

Demostracion. Como U es no vacio existe z € U y U es una vecindad de z tal que
[ es acotada superiormente en U, por el Teorema [ es continua. O

Corolario 3.3.17. Sean D C RY convexo, abierto y f : D — R que satisface la

desigualdad de Jensen. Entonces f es continua en D o f es totalmente discontinua
en D.
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Demostracion. Si f es continua en algin punto xy € D, entonces f es acotada en
alguna vecindad de z(, por el Teorema |3.3.15 f es continua. ]

Este resultado bien conocido lo obtenemos como consecuencia del Teorema de
Bernstein-Doetsch.

Teorema 3.3.18. Si f : R — R es conveza entonces f es continua.

Demostracion. Como f es convexa, f satisface la desigualdad de Jensen. Suponga-
mos que {e; |7 € {1,...,d}} es la base canénica de R? y sea 7y € D, entonces existe
€ > 0 tal que Be(zo) € D. Sean y; = zo+7e;, t € {1,...,d} y Yay1 = To—7 Y1y €,
donde 7 > 0 es tal que y; € B.(xy) para todo i € {1,...,n}. Por construccion
el conjunto {y; —y;41 |7 € {1,...,d}} es linealmente independiente, por lo que
{yili € {1,...,d+ 1}} genera el simplejo de dimension d

n+1
A= {Z AilYi
i=1

n+1
)\i>Oparatodoi€{1,...,n+1},2)\i:1},
i=1

y como
n+1

1
xozzn—i—lyi

=1

A resulta ser vecindad de zg.

Por otro lado, para todo Z?:ll Aiyi € Ay por f ser convexa se cumple que:

n+1 n+1
f (ZAy) gz/\if(yi) <méx {f(y;)|ie{l,...,n+1}} < +oo,

es decir, f es acotada superiormente en A, una vecindad de xy. Por el Teorema

3.3.19| f es continua. O

Teorema 3.3.19. Si f : R? — R es Lebesque medible o tiene la propiedad de Baire
y cumple la desigualdad de Jensen entonces f es conveza.

Demostracion. Para cada k € Z consideremos el conjunto Lebesgue medible o con
la propiedad de Baire
X = (=00, k).

Como
R = | J{Xi| k € 2}
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existe m € Z tal que A\(X,,) > 0 o X,,, es de segunda categoria. Por el Teorema

de Steinhaus (Teorema [1.2.16]) o su anélogo en categoria (Teorema [1.4.17)) existen
a,be R, a<btales que

(a,b) C X, + X

T4y

Sea t € (%, %) entonces existen x,y € X, tales que t = =* y por lo tanto

@+ _

£ < 555 ,

lo cual nos dice que f es acotada superiormente por m en el intervalo (%, %) Por el
Teorema [3.3.15| f es continua y por el Teorema [3.3.6| f es convexa. O

3.4. Acotaciéon y continuidad en funciones conve-
xas y aditivas

Como corolario del Teorema de Bernstein-Doetsch (Corolario obtuvimos
que los conjuntos abiertos tienen la propiedad de que para cualquier funcién f que
satisfaga la desigualdad de Jensen y cuyo dominio contenga al abierto es suficiente
que f sea acotada en el abierto para que f sea continua y por lo tanto convexa.
Esto motiva la pregunta de que otros conjuntos 7" (el uso de la letra T' es por ser
conjuntos prueba o “test sets”) satisfacen esta propiedad, para esto introducimos la
siguientes clases:

U={T C R? | SiTCDC R? es abierto, convexo, f : D — R satisface la
desigualdad de Jensen y f es acotada superiormente en T’
entonces f es continua};

B = {T CR?| toda funcién aditiva f : R — R acotada superiormente en
T es continua};

¢ = {T C R?| toda funcién aditiva f : R? — R acotada en

T es continua}.

Como las funciones aditivas satisfacen la desigualdad de Jensen se sigue de
la definicon que U C B C € y de hecho nuestro primer objetivo sera probar la

igualdad 8 = 4.
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Definicion 3.4.1. Un conjunto T C R? se dice Q-radial en un punto xo € T si
para todo y € R\ {0} existe € > 0 tal que x + Ay € T para todo X € QN (0, ¢).

El siguiente Lema recuerda al que prepara el Teorema de Hahn-Banach sobre la
extension de operadores lineales acotados en un espacio vectorial normado con el
cual podremos concluir un resultado similar.

Lema 3.4.2. Sea D C R? un conjunto Q-convezo y Q-radial en un punto xy € D,
L C R4 un subespacio lineal sobre Q con xg € L. Sean f : D — R una funcion que
satisface la desiqualdad de Jensen y g : L — R una funcion aditiva tal que para
todox € LN D

g9(x) < f(z).
Sea z € R\ L y denotemos por Ly al subespacio lineal, sobre Q, generado por
L U{z}. Entonces eziste una funcion aditiva G : Ly — R tal que

G(z) < f(z)
para todo v € LiND y G|, = g.

Demostracion. Como f satisface la desigualdad de Jensen entonces f es Q-convexa
por el Teorema [3.3.5 y por el Teorema g es Q-lineal. Entonces para todo
r,y € Ly Aue Qn(0,00) tales que x + puz € Dy y — Az € D, se tiene que
2z + Ly € D por D ser Q-convexo y

A Atp
A 1 A 1
——g(x) + ——g(y) = +
AJrﬂg(f@) A+Mg(y) g(wr,ﬁ A+My>

A p
<
\f(A+um+A+uy>

—f (ﬁ(m — uz) + ﬁ(y - AZ))

F(x+ 1) + ——fly — \2)

g—
A A+

Por lo cual

9(x) = flx +pz) _ fly—A2) —g(x)
7 h A
y
azsup{g(flf)—f(ﬂm
1

(, 1) GU} <1’nf{f(y_)‘f\)_g($)

(x,\) € V} =

/67
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donde
U={(z,n) € LxQ" |z+pzec D}
V={(z,\)eLxQ"|y—IzeD}.

Como D es Q-radial en xy tenemos que los conjuntos U y V son no vacios y

—00 < a < B < oo, en particular () # [«, 5] C R.

Sea ¢ € [a, f]. Todo t € L; puede ser escrito de manera tinica como t = x + Az
para alguna A € Q y « € L, con esto definimos G : L; — R como G(t) = g(z) — cA
la cual es aditivay G|, = ¢g. Ahorasea t € DN L, y consideremos su representacion
t=x+ A conx e Ly e Q. Para concluir veamos que G(t) < f(t), consideremos
tres casos:

i)Si A =0, entonces t =z, t € Ly G(t) =g(t) < f(1).
i) Si A > 0 entonces (z,\) € U. Como ¢ > «a tenemos que

gla) = fa+ ) _
)\ ~

por lo que
G(t) =g(x) = Ae < flx + Az2) = f(2).

#i)Si A < 0 entonces (z,—A) € V. Como ¢ < [ tenemos que

_ = (=02) — g(@)

c < —

por lo que
G(t) =g(x) = Ae < f(x + Az) = f(t).

]

Teorema 3.4.3. Sea D C R? un conjunto Q-convexo y Q-radial en un punto
19 € D, sea L C R un subespacio vectorial sobre Q con xg € L. Sean f : D — R
una funcion que satisface la desigualdad de Jensen y g : L — R una funcion aditiva
tal que para todo x € LN D

g(x) < f(x).
Entonces existe una funcion aditiva G : R? — R tal que

G(z) < f(z)

para todo v € D y G|, = g.



3.4 Acotaciéon y continuidad en funciones convexas y aditivas 105

Demostracion. Sea R el conjunto de todas las parejas (X, A) tales que L C X C R,
X es un subespacio lineal sobre Q, A: X — R es aditiva, A|y =gy A(z) < f(2)
para todo z € D N X. Tenemos que R # ) pues (L, g) € R.

Introducimos un orden parcial en R de la siguiente manera, (X, A;) < (Xs, As)
si y solamente si X; C Xs y A2|X1 = A;. Sea Z C R una cadena y definamos

Y= {X (X 4) e1}

y B:Y — R como B(y) = A(y) siy € X y (X,A) € Z, el argumento clasico
sobre cadenas muestra que B esta bien definida, (Y, B) es cota superior de (Z, <)
y (Y, B) € R. Entonces R satisface las condiciones del Lema de Zorn, por lo que
existe (Z,G) € R un elemento <-maximal.

Para concluir hace falta ver que Z = R? para esto supongamos que Z es
un subconjunto propio de R? y sea z € R?\ Z, entonces Z,G y f cumplen las
condiciones del Teorema [3.4.2] por lo que existe G* : L1 — R aditiva, donde L; es el
subespacio lineal sobre Q generado por Z U {z}, tal que G*|, = Gy G*(x) < f(z)
para todo z € D N Ly, como Z C L; esto contradice la maximalidad de (Z,G) en
(R, =). m

Lema 3.4.4. Sea T' C R un conjunto Q-convexo y Q-radial en xq € T, entonces
T € B si y solamente si T tiene interior no vacio.

Demostracion. Sea T' C R un conjunto Q-convexo y QQ-radial en zp € T. Si T
tiene interior no vacio entonces toda funciéon aditiva acotada superiormente en 7' es

continua por el Corolario [3.3.16]

Por otro lado, supongamos que int(7) = (), mostraremos que T' ¢ 9B. Primero
trataremos el caso o = 0. El caso T' = {0} es trivial pues cualquier funcion aditiva
no continua es acotada en un punto por lo cual podemos considerar que existe
y € TNRT, ya que si no existe basta considerar el conjunto —7" el cual es Q-convexo
y Q-radial en —zy € —T. Como int(T) = 0 existe x € R\ T tal que 0 < = < y.
Hagamos

S={neQxQ"[(1+&z+nyeT}
Como y € T, (—1,1) € S y por lo tanto S # (). Sea

- {[iees).
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entonces —1 < s. Més aun, por T ser Q-radial en 0 y y # 0, existe € > 0 tal que
—ay € T para todo a € QN (0, €). Supongamos que
1

5> =,
€

entonces existen (£,n) € S tales que

[
0<-<=<s
€ n
y como 1 > 0 necesariamente £ > 0 por lo que

0<Q<e

§

Esto implica por eleccion de € que —gy € Ty, por definicion de S, (1+&)z+ny € T.
Como T es Q-convexo, tenemos que

1 £ 1
r=——((1+8r+ny)+——|—2y| €T,
1+§(( &z +ny) 1+§< 59)
contradiciendo la eleccion de = € R\ T, esto prueba que
1
s < —.

€

Veamos que {x,y} es linealmente independiente sobre Q. Sean «, € Q tales
que ax + By =0y o + 32 > 0, entonces como x > 0y y > 0, se debe tener que
a#0yf#0yaf <0.Ademas, como 0 < z < y entonces || < |a|. Por todo esto
concluimos que —2 € (0,1)NQ y como 0,y € T, el cual es Q-convexo, tenemos que

x:—éy:—ﬁy+(1—@)0€T
(0 « [0

lo que contradice nuestra eleccion de z € R\ T y por lo tanto z y y son linealmente
independientes sobre Q.

Denotemos por L al sub-espacio lineal generado por {z,y} sobre Q. Por lo ante-
rior {x,y} es una base para L. Definamos g : L — R como la tnica transformacion

Q-lineal tal que g(x) =1y g(y) = —s.

Veamos que g(z) < 1 para todo z € T'N L. Para esto supongamos que existe
z € TN Ltal que g(z) > 1. Sean A, u € Q tnicos tales que z = Az + uy, entonces
g(z) = XA — us, esto quiere decir, como g(z) > 1, que

s < A —1.

Counsideremos tres casos:
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i) Sip >0 entonces (A —1,u) € Sy
A—1
s —
0

lo que contradice la definicién de s como supremo.
ii) Si p =0 entonces \e = Az +puy=2€ Ty A=g(z) > 1, por lo cual
1 1
— —(\ 1- =
x )\( ) + ( /\) 0

es una combinacion lineal Q-convexa de elementos en 7', el cual es (Q-convexo y por
lo tanto x € T' contradiciendo la eleccion de x € R\ T'.

iii) Si < 0 entonces

A—=1 1-2X
s > =
7 —p
pues pus < A — 1. Por lo tanto existe (£,n) € S tal que
€ 1-2
5>-j;-@-#£>n—M7®/W—MO+Q>n—u

Definiendo
A —p(l+E)
n—H
obtenemos que k£ > 1y como (£,7n) € S tenemos que (14 &)z + ny € T, ademas
A+ py =z €T, entonces como k >1y0eT

1 1
u=—Qetpy)eTyv=—(1+&r+ny)eT

finalmente como n > 0y —u > 0 tenemos que la siguiente combinaciéon Q-convexa
de elemento en T' pertenece a T":
N —H Ui n—HK
T T P P L
—H n—K
n—pAn— p(l+8)
(nAx + npy — px — péx — pny)

(T+ &> +ny)

A — p(l+§)
_A-pd+8)
A= p(l+8)

:l‘7
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lo que contradice la eleccion de z € R\ T.

En cualquier caso obtenemos un absurdo al suponer que existe z € L NT
tal que g(z) > 1, por lo tanto g(z) < 1 para todo z € T. Por el Teorema [3.4.3]
con f: T — R dada por f(z) = 1 existe G : R — R aditiva tal que G|, = gy
G(z) < f(2) = 1 para todo z € T, es decir, G es acotada. Si G fuera continua
entonces existiria ¢ € R tal que G(t) = ct para toda t € R (Teorema , en

particular:
L_glo) _Gl) _,_ G _glp) _ s

z z Y Y Yy
por lo que —s = £ y como 0 < x < y, entonces —s > 1 lo que contradice que
—1 < s. De esta manera se tiene que GG no es continua y por lo tanto existe una
funcion aditiva discontinua y acotada en 7', es decir, T ¢ B.

Y

Si zp # 0 entonces el conjunto T' — xg es Q-convexo y Q-radial en 0 y al igual
que T tiene interior vacio, por lo probado anteriormente 7' — xy ¢ B, es decir, existe
G : R — R acotada en T — xg, digamos por M, y discontinua. Para todo z € T se
tiene que z —xg €T — 2o y

G(z) = G(z — x9) + G(xp) < M + g(x)

por lo cual G es acotada en T' por M +G(xg) y existe una funcion aditiva discontinua
y acotada en T, es decir, T' ¢ B. ]

Lema 3.4.5. Sea T C R¢ un subconjunto Q-convexo y Q-radial en xo € T. Sea
{e;|ie€{l,...,d}} una base para R? sobre R y para cada i € {1,...,d} sea

T,={rx€R|xe; €T}.
Siint(T) = () entonces existe i € {1,...,d} tal que int(T;) = ().
Demostracion. Vemos que si int(7;) # () para todo i € {1,...,n} entonces int(T") #

(. Como int(T;) # () existen intervalos () # (a;,b;) = J; C T;\{0} parai € {1,...,d}.
Sea

G:{xERd

d d
T = Zaixiei, a, €QN(0,1), z; € J;, 1 € {1,...,n}, Zai = 1}.
=1 i=1

Fijemos = € G, entonces existen o; € QN (0,1), z; € J;, i € {1,...,d}, tales que
Z?Zl a=1lyxz= Z?Zl a;rie;. Sean r = min {|b; — x|, |z, — a;| | 1 € {1,...,d}},
o =min{|og|||e;]] | i € {1,...,d}},e="2>0.Seay € R? con ||z — y|| < e. Como
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{z1e1,..., 244} es base para R? sobre R existen 3; € R, i € {1,...,d} tales que
Y= 2?21 B;x;e;. Entonces

d

d
y=z+ Z(ﬁz — aj)wie; = Z%’ (ZEz + b ; aixi) € = Z Q;YiC;

i=1 =1

donde y; = x; + %xz Ademés, para todo i € {1,...,d}

ra _ 1ol |le]

1B — il |zl leil| < [ly —2ll <e= o < ——F—,
es decir,
T |0y
5, ] < 11
y
5 : r
’ xl\ = ! i z‘ < 5

Por lo tanto y; € J; para todo i € {1,...,d} y como y = Zle a;y;e; entonces
y € G y para todo y € R tal que ||z —y|| < e. De esta forma se tiene que G
es abierto. Por otro lado dado z = Z?Zl o;rie; € G se tiene que z; € J; C T;,
entonces por definicion de T; se tiene que x;e; € T para todo i € {1,...,d}, y
como T es Q-convexo, o; € QN (0,1), i € {1,...,n}y Zd 1Oéz = 1 entonces
T = Zf Logxie; € T, es decir, G C T'. Por tltimo se tiene que Zl 15 (ﬂ) e; € G

2
y por lo tanto 7T tiene interior no vacio. O

Teorema 3.4.6. Sea T C R? un subconjunto Q-convexo y Q-radial en xy € T.
Entonces T € B si y solamente si int(T) # 0.

Demostracion. Sea T'C R? un subconjunto Q-convexo y Q-radial en zy € T. Si
T tiene interior no vacio toda funcién aditiva acotada en T' es continua por el

Corolario [3.3.16l

Inversamente, supongamos que T tiene interior vacio y que zo = 0. Sea
{e1,...,eq} una base para RY sobre R y para i € {1,...,d} sea

T,={x€R|ze; €T}

Por el Lema [3.4.5] existe ¢ € {1,...,d} tal que T; C R tiene interior vacio.



110 Capitulo 3. Bases de Hamel

Veamos que T; es Q-convexo y Q-radial en 0 € T;. Sean z,y € T; y « € QN (0, 1)
entonces we;, ye; € T el cual es Q-convexo por lo que

aze; + (1 — a)ye; = (ax + (1 —a)y)e; € T,

es decir,
ar+ (1 —a)y € T;.

Por otro lado 0 = Oe; € T por lo cual 0 € T;. Veamos que T; es Q-radial en 0.
Sea y € R\ {0}, entonces como ye; € R?\ {0} y T es Q-radial en 0, existe ¢ > 0 tal
que aye; € T para todo a € QN (0, ¢€), es decir, ay € T; para todo aw € QN (0, ¢)
por lo que T; es Q-radial en 0.

De esta manera T; C R es un conjunto Q-radial en 0 € T}, Q-convexo y con
interior vacio, por el Teorema [3.4.4] existe g : R — R aditiva, discontinua y acotada
superiormente en T;. Sea L = {ze; | x € R} C R? el cual es un subespacio vectorial
sobre R y por lo tanto sobre Q. Definimos G : L — R como G(ze;) = g(x) para todo
xe; € L con x € R. Para x € R, ze; € T implica que x € T; y como g es acotada
superiormente en 7T; tenemos que G es acotada superiormente en L NT. Claramente
G es aditiva, entonces por el Teorema existe G’ : R? — R aditiva tal que
G'|;, = Gy G’ es acotada en T'. Como G es discontinua y G'|; = G, entonces G’ es
discontinua. Con esto tenemos que G’ es una funciéon aditiva, discontinua y acotada
superiormente en 7'y por lo tanto T ¢ B.

Por 1ltimo, si zy # 0 entonces el conjunto T' — xy es Q-convexo y Q-radial en 0
y al igual que T tiene interior vacio. Por lo probado anteriormente 7" — zy ¢ B, es
decir, existe G : R — R acotada en T — g, digamos por M, y discontinua. Para
todo z € T se tiene que z —xg € T —xg y

G(z) = G(z — x9) + G(xo) < M + g(x0)

por lo cual G es acotada en T por M + G(z) por lo que existe una funcion aditiva
discontinua y acotada en Tes decir, T' ¢ B. O

Teorema 3.4.7. Sea D C R? convexo y abierto. Sean f : D — R que satisface
la desigualdad de Jensen y M € R tal que M > inf {f(z) |z € D}, entonces el
conjunto

T={xeD|f(x) <M}

es Q-convexo y Q-radial en x para todo x € T'.
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Demostracion. Por la condicion M > inf {f(x) | x € D} tenemos que T # ().

Dados z,y € Ty a € QN (0,1), ax + (1 — a)y € D por ser convexo y por el
Teorema 13.3.5

flax+ (1 —a)y) <af(e)+ (1 -a)fly) <aM+ (1 -a)M =M

por lo que ax + (1 — o)y € T, con esto vemos que T es Q-convexo.

Seaz € T yy € RY por el Teorema [3.3.10
lim f(z 4+ A\y) = f(z) < M
A—=0

AEQ

esto pues para A € Q, .+ Ay = (1 = N)a + ANz +y) € Q({x, = + y}), por lo que
existe € > 0 tal que f(z + A\y) < M para todo A € QN (0,¢), es decir, z + Ay € T
para todo A € QN (0,¢) por lo que T es Q-radial en x para todo z € T. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar la igualdad de dos las clases definidas
en la pagina 108.

Teorema 3.4.8. =B

Demostracion. Como toda funcion aditiva es convexa tenemos que 4 C 8. Por
otro lado, sea T C R? tal que T ¢ 4 y veamos que T ¢ B. Como T ¢ il existe
D C R? convexo v f : D — R que satisface la desigualdad de Jensen y acotada
superiormente en T' digamos por M € R. Sea

Ty={zeD|f(x) < M}

entonces T' C Ty y por el Teorema [3.4.7| T;) es Q-convexo y Q-radial en cualesquiera
de sus puntos. Si int(7Tp) # () entonces f seria continua por el Corolario [3.3.16,
por lo que int(7y) = 0 y por el Teorema se tiene que Ty ¢ B. De esta forma
existe g : R? — R aditiva, discontinua y acotada superiormente en T, como T' C Ty
tambien es acotada superiormente en T} y por lo tanto T ¢ B O]

Definicion 3.4.9. Dada F : P(RY) — P(R?), F se dice un operador U-conservativa
si para todo T C R? y toda f : R* — R aditiva se satisface que si [ es acotada
superiormente en T, entonces f es acotada superiormente en F(T).

Definicién 3.4.10. Dada F : P(R?) — P(R?), F se dice un operador €-conservativa
si para todo T'C R? y toda f : RY — R aditiva se satisface que si f es acotada en
T, entonces f es acotada F(T).
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Teorema 3.4.11. Si F: P(RY) — R? es iU-conservativa y para T C R? se tiene
que F(T') € U entonces T' € L.

Demostracion. Sea f : R? — R una funciéon aditiva acotada superiormente en
T. Como f es {-conservativa y acotada superiormente en 7', entonces es acotada
superiormente en F'(T') y como F(T') € $lentonces f es continua, es decir, T' € Y. [

Teorema 3.4.12. Si F': P(R?) — R? es €-conservativa y para T C R se tiene
que F(T) € € entonces T € €.

Demostracion. Sea f : R — R una funcién aditiva acotada en 7. Como f es
{l-conservativa y acotada en T, entonces es acotada en F(T') y como F(T) € 4
entonces f es continua, es decir, T" € $l. O

Teorema 3.4.13. Sea F : P(RY) — P(RY) tal que F(T) C T para todo T C RY,
entonces I' es U-conservativa.

Demostracion. Sean T C R? y f : R? — R aditiva acotada superiormente en 7.
Como F(T') C T entonces f es acotada superiormente en F(T') y por lo tanto F' es
$l-conservativa. O

Teorema 3.4.14. La operacion F : RY — RY dada por F(T) =T +t para alguna
t € R? fija es {U-conservativa.

Demostracion. Sean T C R? y f:R? — R aditiva tal que f es acotada en T'. Sea
M € R tal que f(z) < M para todo x € T. Dado y € T + t existe z € T tal que
y = x +t entonces

fly) = fx) + f{t) < M+ f(1),

es decir, f es acotada en F(T) y por lo tanto F' es $l-conservativa. O]

Teorema 3.4.15. Sea n < w, definimos la operacion S, : R — R? dada por
Sn(T) =371 T, entonces S, es U-conservativa.

Demostracion. Sea T C Ry f:R?Y— R aditiva y acotada superiormente en T' por
M. Se tiene que f es acotada en S,,(T') debido a que para todo {t1,...,t,} CTy

y=> it .
Fly)=>_ f(ti) <nM,
=1

por lo que f es i-conservativa. O
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Teorema 3.4.16. Si T C R? tiene interior no vacio entonces T €

Demostracion. Por el Corolario [3.3.16] int(U) € U y la operacién int : P(R?) —
P(R?) satisface que int(T) C T para todo T' C R%. Entonces por el Teorema |3.4.13
int es 4-conservativa y por el Teorema T e sl ]

Teorema 3.4.17 (Teorema de Ostrowski, [20]). Si T C R? tiene medida interior
de Lebesgue positiva entonces T € 4

Demostracion. Sea A C T un nicleo medible de T', es decir, A es Lebesgue medible
y tiene medida de Lebesgue positiva, entonces por el Teorema de Steinhaus (Teorema
1.2.16))

0 # int(A+ A) = int(S5(A)) C int(S2(T)).

Por el Teorema |3.4.16 S2(7') € tL y como Sy es LU-conservativa (Teorema (3.4.15)) el
Teorema |3.4.11| implica que T" € L. O]

Teorema 3.4.18 (Teorema de Mehdi, [19]). Si T C R? contiene un subconjunto
de sequnda categoria y con la propiedad de Baire entonces T € U

Demostracion. Sea A C T de segunda categoria y con la propiedad de Baire,
entonces por el Teorema

0 # int(A+ A) = int(S2(A)) C int(S9(T)).

Por el Teorema |3.4.16 S2(7') € tL y como Sy es LU-conservativa (Teorema (3.4.15) el
Teorema |3.4.11| implica que T" € L. O]

Los siguientes operadores nos seran de uitilidad més adelante
R:PRY) »PRY) ToT-T={zecR|e=t—1t,{t,t} CT}
U:PR) = PR T T+R(T) = {z e R |x=t, +1ty — b5, {t1, 15,13} C T}

Teorema 3.4.19. Los operadores R y U son €-conservativas.

Demostracion. Sea T C R?y f: R? — R aditiva acotada en T por M € R*. Sean
t1,ts,t3 € T entonces

[f(tr = t2)| = [f(t1) — f(t2)] < [f(0)] +[f(E2)] < 2M

[+t —t)[ = [f(t1) + f(t2) — Fts)| < |fQ@)| + [F(E2)] + | f(Es)] < 3M
por lo que f es acotada en R(T") y en U(T'), es decir, Ry U son €-conservativas. []
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Teorema 3.4.20. Sea T C R?. Cualesquiera de las siguientes condiciones es
suficientes para que T € €:

i) R(T) tiene medida interior de Lebesgue positiva;
ii) R(T) contiene un conjunto de sequnda categoria y con la propiedad de Baire;
iii) U(T) tiene medida interior de Lebesque positiva;

iv) U(T') contiene un conjunto de sequnda categoria y con la propiedad de Baire.

Demostracion. Por los Teoremas de Ostrowski y de Mehdi (Teoremas y
se tiene que R(T) o U(T) pertenecerian a . Como tenemos la contencion
3 C € entonces R(T) o U(T) perteneceria a la clase € y estas operaciones son
¢-conservativas (Teorema [3.4.19)) y por el Teorema tenemos que 7' € €. [

3.5. Conos, bases de Burstin y conjuntos de Erdos

En esta seccion utilizaremos las herramientas desarrolladas en la seccién anterior
para derivar mas propiedades sobre las bases de Hamel y daremos construcciones
de algunos conjuntos destacados asociados a estas bases.

Empezaremos viendo la relacion entre bases de Hamel y las clases 4 = B (Teore-
ma y €. Para esto recordemos que las funciones aditivas son precisamente las
transformaciones Q-lineales (Teorema , por lo que cualquiera de estas queda
determinada una vez definida en una base de Hamel.

Teorema 3.5.1. Ninguna base de Hamel pertenece a alguna de la clases b =B y
¢.

Demostracion. Sea H C R una base de Hamel. Sea f : R? — R aditiva definida en
H como f(h) =1 para todo h € H. Entonces f toma unicamente valores racionales

y f # 0 por lo que f es discontinua, carece de la propiedad del valor intermedio, y
es acotada en H. Por lo tanto H ¢ €. Como U C € entonces H ¢ L. O
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Conos

Otro objeto algebréico de interés son los conos, los cuales definimos a continua-
cion.

Definicion 3.5.2. Un subconjunto C C R es un cono sobre Q si para todo z,y € C,
A€ QnN0,00) se tiene que v +y € C y Az € C. En este caso a C se le llama un
Q-cono.

Dado A C R? se denota por E*(A) al Q-cono generado por A, es decir, el
menor (Q-cono que contiene a A el cual coincide con el conjunto de QQ-combinaciones
lineales con coeficiente no negativos. Analogamente a los espacios vectoriales existe
una nocién para una base de un Q-cono.

Definicién 3.5.3. Dado C C R? un Q-cono y B C R? se dice que B es base de
cono para C' si B es linealmente independiente sobre Q y E+(B) = C.

La existencia de una base de cono para un Q-cono no es inmediata, a diferencia
de las bases de subespacios, de hecho tenemos el siguiente resultado de Kuczma
[16].

Teorema 3.5.4. Sea C C R? un Q-cono. Si existe un base de Q-cono para C
entonces C' ¢ B.

Demostracion. Sea B un base de cono para C. Por ser B linealmente independiente
sobre Q podemos extender B a una base de Hamel H. Sea f : R — R la tnica
funcion aditiva tal que f(h) = —1 para todo h € H, de esta forma f # 0y
Im(f) C Q. Entonces f es discontinua por no tener la propiedad del valor intermedio.

Paratodozr € C' = E*(B)existenn <wyzx, ...,x, € B,ay,...,a, € QN [0, 00)

tales que
n
r = E Q;T;
i=1

por lo que
= (Zale) Zal ;) = Zal <
=1

Por lo tanto f es acotada superiormente en C'y como f es discontinua, C' ¢ B. [
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Con este resultado vemos que los Q-conos que tienen bases de cono tienen que
ser “pequenos”. De hecho por los Teoremas de Bernstein-Doetsch, de Ostrowski y de
Mehdi (Teoremas 3.3.15] [3.4.17|y [3.4.18) si el Q-cono tiene interior no vacio, medida
interior positiva o contiene un conjunto de segunda categoria y con la propiedad de
Baire, entonces C' € B, por lo que los Q-conos sin base de cono son “pequenos” al
menos en el sentido topologico, de medida y de categoria. En particular tenemos
un ejemplo de un Q-cono sin base de cono.

Corolario 3.5.5. [0,00) es un Q-cono y no eziste una base de cono para este.

Demostracion. Es claro que [0, 00) es un Q-cono. Como int([0, 00)) = (0, 00) # 0,
entonces no existe una base de cono para [0, 00). O

También obtenemos como corolario el siguiente resultado de Aczél yErdés [1].

Corolario 3.5.6. Existe T C R? tal que T ¢ B y R(T) = R<,

Demostracion. Sea H una base de Hamel, entonces H es base de cono para E*(H)
y por el Teorema tenemos que H ¢ B, sin embargo tenemos que

R(E*(H)) = E*(H) - E*(H) =R*
Haciendo T'= E*(H) obtenemos el resultado. O

Asimismo obtenemos como corolario que la propiedad de Steinhaus no es
suficiente para que un conjunto pertenezca a la clase 8.

Corolario 3.5.7. La condicion int(R(T)) # 0 no es suficiente para que T € B.
Demostracion. Basta tomar el conjunto T' del Corolario [3.5.6 n

Sabemos, por el Teorema|3.1.9, que si H es una base de Hamel Lebesgue medible
entonces tiene medida de Lebesgue cero, sin embargo podemos decir algo més.

Teorema 3.5.8. Sea H C R una base de Hamel entonces H tiene medida interior
de Lebesgue cero.

Demostracion. Si H tuviera medida interior de Lebesgue positiva entonces por el
Teorema (3.4.20| H € € lo que contradice el Teorema [3.5.1} O
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Teorema 3.5.9. Sea H C R? una base de Hamel y T C H con la propiedad de
Baire, entonces T es de primera categoria.

Demostracion. Si H contiene un subconjunto T de segunda categoria y con la
propiedad de Baire, entonces por el Teorema [3.4.20] H € € lo que contradice el

Teorema [3.5.11 m

Bases de Burstin

En el Teorema [3.1.12] vimos que existen bases de Hamel de primera categoria
y nulas para a la medida de Lebesgue. Por otro lado, el Teorema nos indica
que las bases de Hamel no son lo suficientemente “grandes” como para pertenecer
a algunas de las clases U = B o €. A pesar de esto existen, como veremos a
continuaciéon, bases de Hamel relativamente “grandes”, esta nocién corresponde a
las llamadas bases de Burstin.

Definicién 3.5.10. Un subconjunto A C R? se dice saturado no medible si

(Ad)<(4) = (Aa)(RT\ 4) = 0.

Como el nombre lo indica, es claro que cualquier conjunto saturado no medible
no es Lebesgue medible. Ademas, tenemos una nocién anédoga para categoria.

Definicion 3.5.11. Un subconjunto A C R? se dice saturado en categoria si para
todo B C R? con la propiedad de Baire y de sequnda categoria se tiene

ANB#Q y R\ A)N B # 0.

Claramente cualquier subconjunto saturado en categoria no tiene la propiedad
de Baire.

Definicién 3.5.12. Sea X C R?. Una base de Hamel H C X se dice una base de
Burstin relativa a X si H intersecta a todo boreliano no numerable de X considerado
con la topologia de subespacio. Si X = R? entonces H se dice simplemente una base
de Burstin.

Teorema 3.5.13. Si X es de medida completa, es decir, \g(R%\ X) = 0, entonces
toda base Burstin relativa a X es saturada no medible
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Demostracion. Sea H una base de Burstin relativa a X. Por el Teorema 3.5.§]
(M\a)«(H) = 0.
Supongamos que H no es saturada no medible, es decir,
(M)« (RE\ H) > 0.

Por regularidad existe un compacto F' C R?\ H tal que \¢(F) > 0. En particular
F' tiene medida de Lebesgue finita. Por otro lado, como H C X entonces

R\ H = (R"\ X)U (X \ H)
y por lo tanto
F=Fn(R'\H)=(FnR\X))UFn(X\H)).
Més aun, esta uniéon es ajena y por lo tanto
FN(X\H)=F\ (Fn R\ X)).

Por hipotesis A\¢(R?\ X) =0y por lo tanto Aq(F N (R*\ X)) = 0. De esta forma
se tiene que F'y F'N (R?\ X) son Lebesgue medibles y por lo tanto F'N (X \ H)
tambien lo es. Ademés,

Ma(F 0 (X N\ H)) = Xa(F) = Xa(F 0 (RT\ X)) = \a(F) >0

y por regularidad existe un cerrado EC FF'N (X \ H) C X \ H tal que \y(E) > 0.
De esta forma se tiene que E es no numerable. Como F C X \ H, entonces E es un
boreliano, relativo a X, no numerable el cual no intersecta a H, lo cual contradice
el que H sea base Burstin relativa a X. Por lo tanto concluimos que

(Aa)+(R*\ H) =0
y H es saturado no medible. O

Teorema 3.5.14. Si X C R? es residual entonces toda base de Burstin relativa a
X es saturada en categoria.

Demostracion. Sea H C X una base de Burstin relativa a X y supongamos que H
no es saturada en categoria. En virtud del Teorema tenemos que H no puede
contener subconjuntos de segunda categoria y con la propiedad de Baire, por lo que
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R?\ H contiene un subconjunto E con la propiedad de Baire y de segunda categorfa.
Sean G, P, R C R? tales que G es abierto, P y R son de primera categoria y

E=(GUP)\R.

Entonces G es un abierto no vacio, ya que E es de segunda categoria, y en particular
es del tipo Gs. Como

G\(GNE)=G\E=Gn((R"\(GUP))UR) CGNRCHR,

por lo que G\ (G N E) es de primera categoria. Por el Teorema existe un
conjunto F C GNE C Etal que F € Gs y G\ F es de primera categoria. Ademaés,
por el Teorema de la categoria de Banach (Teorema G es de segunda
categoria y por lo tanto F' tambien es de segunda categoria.

De esta forma tenemos que ¥ C £ C R\ H, por lo que
F=FNR'\H)=(FN(X\H)U((FnR\X))
y como esta uniéon es ajena, entonces
FNRN\X)=F\(FN(X\H)).

Como X es residual, R?\ X es de primera categorfa y por lo tanto F'N (]Rd \ X )
tambien. Como F es de segunda categoria necesariamente F'N (X \ H) es de segunda
categoria. Por el Teorema existe K C FN(X\H) C Ftal que K € Gs y
F\ K es de primera categoria. Como F' es de segunda categoria necesariamente K
es de segunda categorfa. En particular K es no numerable y ademés es de Borel por
lo que, por H ser base de Burnstin, tenemos que H N K # () lo que contradice que
K CFCRY\ H. Por lo tanto R?\ H no contiene subconjuntos con la propiedad
de Baire y de segunda categoria y H es saturado en categoria. O]

Corolario 3.5.15. Toda base de Burstin es saturada no medible y saturada en
categoria.

Demostracion. Sea X = R? entonces \g(R?\ X) = A\(0) = 0 y R? es residual, por
lo tanto el resultado se sigue de los Teoremas [3.5.13] y [3.5.14] [

El resultado anterior nos dice que las bases de Burstin serfan bases relativamente
“erandes” por lo que este resultado nos motiva a verificar la existencia de éstas.

Procedemos a probar la existencia de bases de Burstin relativas a X para algunos
X CR%
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Teorema 3.5.16. Sea X C R un boreliano y sea E(X) el subespacio vectorial
sobre Q generado por X. Si E(X) =R entonces existe un base Burstin relativa a

X.

Demostracion. Si X fuera numerable entonces E(X) seria numerable pues este
consiste de todas las Q-combinaciones lineales de elementos en X y por lo cual
E(X) # R4, por lo que por nuestra hipétesis tenemos que X es no numerable.

Sea « el primer ordinal con cardinalidad igual a ¢ y sea (Fg),.__ la familia de

todos los borelianos no numerables de R? (Teorema [2.3.34)).

Consideremos a Fy y elijamos xy € Fy \ {0} = Fy \ E(0). Supongamos que para
clerta f < a tenemos definida la S-sucesion (x¢),_, de elementos en X de tal forma
que

{<a

£<p

zy € L\ E({ze[£ <))
para todo v < . Sea Bg = E({z¢| £ < B}) entonces

card(Bg) < card(Q) - card(8) < ¢,

por lo que F3\ Bg # () y podemos definir x5 como cualquier elemento de F\ Bg. Por
el metodo de induccion transfinita obtenemos la familia (z¢) ¢<o CON las propiedades
arriba mencionadas.

Veamos que Bj = BsU{xs} es linealmente independiente sobre Q si 5 < a. Para
B = 0 tenemos que B} = {9} # {0} por lo que este es linealmente independiente.
Ahora supongamos que B} es linealmente independiente para todo v < 3, como
{B§ v <p } es una cadena se sigue que tambien [ J { Bylv<p } es linealmente
independiente. Ademas tenemos que

U{s;

Por construccion x3 € Fp \ E(Bg) por lo que Bj = Bg U {73} es linealmente
independiente.

v < B} = Bs.

Por lo anterior tenemos una cadena, {BE ‘ b < a}, de conjuntos linealmente
independientes por lo que B = | {BE £ < a} es linealmente independiente. Como
B C X y E(X) = R? podemos extender a B a una base de Hamel H tal que
B C H C X. Todo boreliano de X es un boreliano de R intersectado con X, el
cual es boreliano, por lo que los borelianos de X son borelianos de R¢ con esto H
resulta ser una base de Burstin relativa X. O
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Corolario 3.5.17. Existen bases de Burstin.
Demostracion. Sea X = R? el cual es un boreliano de R? y F(R?) = R?, por el

Teorema existe una base de Burstin relativa a X la cual es una base de
Burstin. O

Conjuntos de Erdos

Definicién 3.5.18. Sea H C R? una base de Hamel, definimos el conjunto Z(H)
como Ssigue:

Z(H) = {x c R?

n—1
v =Y kihi, ki € Z,h; eH,i<n,n<w}

=0

el cual es conocido como el conjunto de Erdos asociado a H, el cual coincide con el
subgrupo aditivo generado por H.

Teorema 3.5.19. Sea H C R? una base de Hamel, entonces
R = J lZ(H) k<w
k

Demostracion. Sea x € R%. Como H es base de Hamel existen n < w, {¢; | i < n} C
Qy {hi|i<n} C H tales que

Sea k el minimo comtn multiplo de los denominadores de {¢; | i < n}, entonces
kq; € Z para todo i < n. De esta forma

n—1
kx =Y kqh; € Z(H),
=0
es decir,

1
—Z(H).
JJEk (H)
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Lema 3.5.20. Sea £ € R\ Q entonces el subgrupo
D={zxeR|z=p+q, p,q € Z}

es denso en R.

Demostracion. Para todo n < w existe p,, € Z tal que p, +n€ € (0,1). Seak <w'y
tomemos k + 1 numeros naturales distintos {no,...,n;} C w y los correspondiente
{po,---,pr} C Z tales que para todo i < k + 1

z; = p; + ;€ € (0,1).

Si x; = x; entonces p; —p; = (n; —n;)§ = p; —p; € Z 'y como & es irracional
tenemos que n; — n; = 0, es decir, i=j. Con esto tenemos &k + 1 puntos distintos del
intervalo (0, 1) y por el principio de las casillas existen distintos r, s < k + 1 tales
que |z, — x| < 1. Como

Ty —Tg = (pnr _pns) + (nr‘ - ns)f €D

tenemos que para todo k < w existe z € D\ {0} tal que |z| < 1, es decir, 0 es un
punto de acumulaciéon de D y por lo tanto D no es un grupo ciclico. El resultado
se sigue del hecho de que todo subgrupo de R es denso o ciclico. O]

Teorema 3.5.21. Sea H C RY una base de Hamel, entonces Z(H) es denso en RY.

Demostracion. Sea © € R?. De esta forma z,v/2z € R% y por el Teorema [3.5.19
existen 0 < k,! < w tales que kz € Z(H) y Iv/2x € Z(H). Entonces

[
pka + qlv2x =k <p—|— qE\/i) x € Z(H)
para todo p,q € Z. Como %\/5 es irracional el Lema [3.5.20| implica que
[
{teRt:erqE\/ﬁ, p,qEZ}

es denso, por lo que existen sucesiones de enteros (pn), ., V (¢n),,, tales que

l 1
lim <pn + qn—\/§> =_.
n—oo k
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Esto implica que (k(p, + ¢niv/2)2)n<. es una sucesion en Z(H) convergente y

l l 1
Mk ( pn+ go—V2 )z =k lim (pp+g.—V2) |z =k=-2 =12
n—oo k n—oo k k

Como z € R? fue arbitraria concluimos que Z(H) es denso en R O

Nuestro objetivo es probar que el conjunto Z(H) asociado a cualquier base de
Hamel no es Lebesgue medible y saturado no medible, para esto necesitamos algunos
resultados, entre los cuales éstan los muy importantes Teorema de la cubierta de

Vitali (Teorema [3.5.28)) y Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema [3.5.30)), los
cuales pueden encontrarse al final de esta seccion.

Teorema 3.5.22. Sea H C R? una base de Hamel, entonces Z(H) es saturado no
medible y saturado en categoria.

Demostracion. Sea hg € H. Por la unicidad de la representacion en terminos de H
tenemos que para todo x € Z(H), %h() + x no pertenece a Z(H), por lo que Z(H) y
1ho+Z(H) son ajenos. Por el Lema[3.5.21| Z(H) es denso y por lo tanto $ho+ Z(H)
tambien es denso. Como Z(H) no intersecta al denso 1ho + Z(H) tenemos que

int(Z(H)) =10

y como Z(H) + Z(H) = Z(H) el Teorema de Steinhauss (Teorema [1.2.16]) y su
analogo en categoria (Teorema implican que (A\g)«(Z(H)) =0y Z(H) no
contiene ningtn subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoria. Sin
embargo, (\g)*(Z(H)) > 0y Z(H) es de segunda categoria por el Teorema [3.5.19]
y por lo tanto Z(H) no es Lebesgue medible y no tiene la propiedad de Baire.

Tenemos que Z(H) es denso, tiene medida exterior de Lebesgue positiva, es de
segunda categoria y Z(H)+ Z(H) = Z(H). Los Lemas|3.5.36 y [3.5.39| implican que

(M)« (RN Z(H)) =0

y R?\ Z(H) no contiene ningtin sunconjunto con la propiedad de Baire y de segunda
categoria y por lo tanto Z(H) es saturado no medible y saturado en categoria. [

Teorema 3.5.23. Sea H C R? una base de Hamel y G C R un abierto no vacio,
entonces Z(H) NG € 4.
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Demostracion. Supongamos que 0 € G. Sea f : R — R una funcién aditiva y
discontinua. Como H es base de Hamel entonces H genera a RY como R-espacio
vectorial, por lo que existen {by,...b;} C H tales que estos forman una base sobre
R. Todo x € R? puede representarse de manera tinica como

d
i=1

con los coeficientes {z; |i € {1,...,d}} C R dependiendo de = de manera continua.
Por otro lado, las funciénes ¢; : R — R? dadas por ¢;(t) = tb; son continuas,

entonces
n

n
fl) = flab) =Y i)
i=1 i=1
y como [ es discontinua existe ig € {1,...,n} tal que fop; es discontinua.
Denotemos a esta composicién discontinua como ¢ y sea b = b;,. Tenemos que ¢ es
una funcién aditiva por ser composicion de una aditiva y la funciéon definida por la
representacion en términos de la base. Por ser ¢ discontinua existe v € R tal que
o(u) # @(1)u y por lo tanto existe ¢ € R\ {0} tal que

o) = p(L)u+c.

Por la Q-linealidad de ¢ (Teorema [3.2.1]) tenemos que u € R\ Q y por el Teorema
3.5.19| existe k < w tal que kub € Z(H). Sea

D={aeR|a=p+qku,q,p € Z},

entonces por el Lema |3.5.20{ D es denso en R y por lo tanto existe (), ., € D\ {0}
tal que

lim «,, = 0.
n—oo

Ademés, a,,b € Z(H) pues cada «, es de la forma p,, + ¢,ku con p,,q, € Z.

Como la sucesfon (), es convergente esta debe ser acotada. Si tuvieramos
que la sucesion (gn),,.,, € Z fuera acotada entonces la sucesion (p,), . también
deberia de ser acotada y por lo tanto ambas sucesiones tomarian un niimero finito
de valores distintos y lo mismo seria cierto para (as),,.,,, 1o cual contradice el que
esta se acumule en 0 y por lo tanto la sucesion (g,) no es acotada. Sin pérdida
de generalidad supongamos que

n<w

lim ¢q,, = 400,
n—oo
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pues de no ser asi podemos pasar a una subsucesion que lo cumpla o cambiar la
sucesion por (—ay), ., € D\ {0} la cual también converge a cero.

Para todo n < w tenemos por la Q-linealidad de f que

flanb) = f(pnb + gukub) = p,f(b) + g,k f(ub)
= puip(1) + gk (u)
= pap(1) + guk(p(1)u + c)
= (Pn + @uku)p(1) + gnkc
= ap(1) + keq,

y por lo tanto

lim f(a,b) = (nlgrolo an> o(1) + knhjgo cqn = 0+ 00 = +o0.

n—oo

Como 0 € GG tenemos para n < w suficientemente grande que «,, € G, por lo
que oy, € GN Z(H). Entonces como

lim f(a,b) = 400

n—o0
tenemos que f no es acotada superiormente en G N Z(H).

Por lo tanto hemos demostrado que toda funcién aditiva discontinua f : R — R
no es acotada superiormente en GNZ(H) y por lo tanto GNH € B. Por el Teorema
tenemos que B = U y por lo tanto G N Z(H) € 4L

Ahora supongamos que 0 € R?\ G. Como Z(H) es denso (Teorema y G
abierto existe h € G N Z(H), entonces 0 € G — h y por el caso anterior tenemos
que (G —h)N Z(H) € Y. Por otro lado como Z(H) es subgrupo tenemos que
Z(H)+h=Z(H) y por lo tanto

(G-=h)NZH)+h=GN(Z(H)+h) =GN Z(H).

Como las traslaciones son operaciones $-conservativas (Teoremas [3.4.14]y|3.4.11])
tenemos que G N Z(H) € 4. O

El Teorema anterior nos da una idea de la estructura de Z(H), nos dice que
este intersecta a cualquier abierto en un conjunto suficientemente grande para
pertenecer a la clase L. Este resultado se puede considerar un resultado topolégico
sobre el conjunto Z(H), de hecho probaremos que existen las respectivas versiones
de medida y categoria para este resultado.
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Lema 3.5.24. Sea H C R? una base de Hamel y f : R? — R una funcién aditiva
y discontinua, entonces para cada M € R el conjunto

Ay ={ze€ Z(H)| f(x) > M}
es saturado no medible y saturado en categoria

Demostracion. Por el Teorema [3.5.23| sabemos que Z(H) € 4l por lo que f no es

acotada superiormente en Z(H), en particular existe o € Z(H) tal que f(zg) > 0.
Para k € Z sea

By ={x € Z(H) [ kf(xo) < f(x) < (k+1)f(x0)}

Veamos que Byi1 = By + xg. Sea x € Z(H), entonces © — xg € Z(H) por este
ser subgrupo y por la Q-linealidad de f tenemos:

x € Brp1 & (b +1)f(xo) < flz) < (k+2)f(20)
& kf(zo) < flz) — flwo) < (k+1)
& kf(xg) < f(x—mz) < (k
Sr—1x, € B
S € B+ xg

Por lo anterior tenemos que los By, tienen la misma medida exterior y la misma
categoria. Como (Ag)*(Z(H)) > 0 por no ser Lebesgue medible (Teoremas [3.5.22)),
Z(H) es de segunda categoria por no tener la propiedad de Baire (Teoremas (3.5.22)

y
UJ{B: |k ez} = 2(H)

tenemos que todo By tiene medida exterior de Lebesgue positiva y es de segunda
categoria para todo k € Z.

Dado M € Ry k € Z con f(xo)k > M tenemos que By C Ay por lo cual
(Aa)*(Anr) > 0y Ay es de segunda categorfa. Sea G C R es un abierto no vacio,
entonces G'N Ay # () pues de lo contrario G C R?\ Ay, es decir, G N Z(H) C
Z(H)\ Ay ={x € Z(H) | f(x) < M}, por lo que f seria acotada superiormente
en GNZ(H) y por el Teorema f seria continua, contrario a nuestra eleccion.
De esta manera tenemos que A, es denso en RY. Mas aun,
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ya que dados x,y € A%M, f(z) > %M y fly) > %M, entonces x +y € Ay pues

fle+y) = flx)+ fly) > %M+%M:M.

En resumen, para todo M € R se tiene que A 1y €8 denso, con medida exterior
de Lebesgue positiva y de segunda categoria, entonces los Teorema |3.5.36 y |3.5.39
nos dicen que

()\d)* (Rd\ (A%M +A%M)) =0

y R4\ A no continene ningtin conjunto con la propiedad de Baire y de segunda
categoria. Como

entonces R? \ Ay, tiene medida de Lebesgue interior cero y no contiene ningiin
conjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoria.

Por definicion de Ay, tenemos que Ay, C Z(H) y por el Teorema Z(H)
tiene medida interior de Lebesgue cero y es de primera categoria por lo que tambien
Ay tiene medida interior de Lebesgue cero y es de primera categoria, de esta forma
se tiene que Aj; es saturado no medible y saturado en categoria. O

Teorema 3.5.25. Sea H C R? una base de Hamel y A C R? Lebesque medible con
medida de Lebesgue positiva, entonces AN Z(H) € l.

Demostracion. Sea f : R? — R una funcién aditiva discontinua y consideremos
para M € R los conjuntos

Ay ={z € Z(H) | f(x) > M} .

El Teorema |3.5.24] nos dice que Aj; es saturado no medible, por lo cual intersecta a
todo conjunto Lebesgue medible de medida positiva, en particular

ANAy #0,
es decir, para toda M € R existe hyy € AN Ay € AN Z(H) el cual satisface

por lo que f no es acotada superiormente en AN Z(H).

Por lo tanto toda funcién aditiva discontinua es no acotada superiormente en
ANZ(H) por lo que AN Z(H) € B. Por ultimo el Teorema implica que
=By por lo tanto ANZ(H) € 4l O
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Teorema 3.5.26. Sea H C R? una base de Hamel y A C R? con la propiedad de
Baire y de sequnda categoria, entonces AN Z(H) € .

Demostracion. Sea f : R? — R una funcién aditiva discontinua y consideremos
para M € R los conjuntos

Ay ={zeZH)| f(x)> M}.

El Teorema [3.5.24] nos dice que Ay es saturado en categoria por lo cual intersecta
a todo conjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoria, en particular

ANAy #0
es decir, para toda M € R existe hyy € AN Ay € AN Z(H) el cual satisface
f(har) > M

por lo que f no es acotada superiormente en AN Z(H).

Por lo tanto toda funcién aditiva discontinua es no acotada superiormente en
ANZ(H) por lo que AN Z(H) € B. Por ultimo el Teorema implica que
=%y por lo tanto ANZ(H) € 4L O

Lemas de categoria y medida

A continuaciéon se demuestran los resultados que se utilizaron para demostrar
que los conjuntos de Erdos asociados a una base de Hamel son saturados no medibles
y saturados en categoria.

Definicion 3.5.27 (Cubierta de Vitali). Sea Q la coleccion de todos los cubos
Q C R? de la forma Q = 117, I; donde I; C R son intervalos cerrados de la misma
longitud positiva a la cual denotaremos por e(Q). Una subcoleccion V C Q se dice
una cubierta de Vitali para un conjunto 2 C R si para todo x € E y para todo € > 0
existe Q €V tal que x € Q y 0 < e(Q) < e.

Teorema 3.5.28 (Teorema de la cubierta de Vitali). Sea A C R? no vacio y V una
cubierta de Vitali para A entonces existe una familia C CV a lo mas numerable tal

que A\g (A\JC) = 0.

Demostracion. Primero supongamos que A es acotado y sean U C R un abierto
acotado que contenga a Ay Vo = {V € V|V CU}. Por V ser una cubierta de
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Vitali para A y U abierto se tiene que V, es cubierta de Vitali para A. Procedemos
inductivamente para construir una sucesion(Cy),_, de elementos ajenos de la
cubierta de Vitali V, de la siguiente manera. Primero elegimos cualquier Cy € V.
Supongamos que para k < w tenemos definidos {C; | i < k} C V) ajenos dos a dos.
Si

AQU{Q‘U<I€},

entonces la familia {C; | i < k} satisface los requisitos del teorema. De otra manera,
supongamos que existe x € A\ |J{C;|i < k} y sea

5k:sup{e(Q)‘QEVO,VHU{C,-\Z'<I<:}:(Z)}.

Como [J{Ci|i < k} es cerrado y V, es cubierta de Vitali para A existe Q € V),
vecindad de z tal que @ NJ{C;|i < k} =0 por lo que 0 < ;. Mas aun, como U
es acotado y para todo @ € V), se tiene que Q C U entonces §;, < diam(U) < +oo.
Por lo tanto existe C} € V, que satisface

5 .
§k<e(Ck)<5k, Copr N|J{Ci i < K} =0,

lo cual completa el paso inductivo.

Supongamos que tenemos definida la sucesion (C,), ., descrita anteriormente,
en caso contrario se construyo una cubierta con un numero finito de elementos.
Para todo k < j < w Cj C U es un cubo Lebesgue medible, C, NC; =0y U es
acotado, por lo que tenemos

3 MG = Mg (U (C]i< w}) < A(U) < +o0,
1<w
es decir, la serie Y. Aq(Cj) es convergente, esto implica que

11— 00

pero A\(C;) = e(C;)" y como §; < 2¢(Cy41) para todo i < w tambien tenemos que

1—00

Para cada k < w denotemos por D, al cubo con mismo centro que C}, pero
con longitud de cada lado e(Dy) = 5e(Cy). Entonces A\g(Dy) = 52\4(C},) para todo
k < w, por lo que

D Xa(Dy) =5%) " Xa(C) < Hoc.

<w
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Veamos que para cada n < w se cumple que

A {Gili<n} | J{DiIn<i<w}.

Para esto fijemos n < wy x € A\ |J{C;|i < n}. Entonces, como |J{C;|i < n}
es cerrado y V, es cubierta de Vitali para A, existe C' € V), vecindad de z tal que

CnU{C;|i<n}=0. Como
5k:sup{e(C)‘C’EVO,VHU{C’,-\Z'<I<:}:@}

se debe tener que C' intersecta a |J{C;|i < k} para alguna k < w, pues de no
hacerlo 0 < e(C') < §; para todo k < w, lo cual contradice que lim; ., §; = 0. Sea
ko < w el menor natural k tal que CNY{C;|i <k + 1} # 0, entonces n < kg y C

intersecta a Cj, pero no a C; parai < ko, por lo tanto e(C') < dg,. Como 5% < e(Cy)
entonces e(C') < 2e(Cy,). Veamos que C' C Dy, para esto sean y = (y1,...,yq) €l
centro de Cy,, que coincide con el de Dy, z = (21,...,24) € CNCy, y escribamos a
x como (z1,...,24) € C. De esta forma, para cada i € {1,...,d} x;, z; pertenecen
a un intervalo de longitud e(C), z;,y; pertenecen a un intervalo de longitud e(Cy, ),
del cual y; es centro y por lo tanto

1 )
i — il < las =zl + o = yil < e(C) + 5e(Cr) < 56(Cho)

por lo que x; pertenece al intervalo con centro en y; y con longitud 5e(Cy,) para
todo i € {1,...,n}, por lo que x pertenece al cubo con centro en y y longitud
comun de los vertices 5¢(Cl, ), es decir, x € Dy,. Por lo tanto

CC Dy CJ{DiIn<i<uw}.
Por lo tanto tenemos la siguiente desigualdad para todo n < w:
O (AN UHG i < w}) < Qo) (AU i < n3)
< i Aa(D;)

y como Y. Aq(D;) < +oo entonces

nh_g)lo Z Aa(D;) =0,
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por lo que

)\d<A\U{Ci\i<w}):O.

Ahora consideremos el caso en que A C R? no es acotado. Sea I = I1",(0,1) y
consideremos para cada k € Z* a I, el trasladado de I por k, es decir, I, = I + k.
entonces la familia Z = {Ik ‘ k e Zk} es disjunta, numerable y

A (Rd \ UI) —0
pues R%\ |JZ es una unién numerable de hiperplanos de dimension d — 1.

Para cada k € Z* el conjunto A, = AN I, es acotado, ademas de que V, la
cubierta de Vitali para A, sigue siendo una cubierta de Vitali para Ay y este ultimo
se queda contenido en el abierto acotado Ij. Por el resultado anterior existe V, C V
una familia disjunta y a lo mas numerable tal que

(A Uw) =0, Unch

Consideremos la familia
V=JWlkez}cv

la cual es unién numerable de conjuntos a lo més numerables y por lo tanto es a lo
mas numerable, ademés la familia es disjunta. Por ultimo, como |JVy C I} tenemos
que

M(ANUY) = 3 M (A \UY) (a0 (RO JZ))

kEZk

_ Z)\d<Ak\UV’“> — 0.

kezZk

O
Definicién 3.5.29. Sea A C R%. Un punto x € RY es llamado un punto de densidad

exterior de A si (M) (AN Qr(x))
g W) (ANGQr(z
i W)

donde Q,(x) es el cubo cerrado con centro en x y con e(Q,(x)) =r.

=1
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Observemos que para todo A CRY z € R4y r >0

() (ANQ) _
Aa(Qr()) ’
por lo que es equivalente el que x sea un punto de densidad exterior para A a que
lim inf (A)(A N0 Qv (x)) =1

r=0 Ag(@r(2)

Teorema 3.5.30 (Teorema de Densidad Exterior de Lebesgue). Sea A C R? y
A" = {x e R? ‘ x es punto de densidad exterior de A} )

Entonces, Ag(A\ A*) = 0.

Demostracion. Para cada o € A\ A* tenemos

Lt jut P2 (A0 @ ()
r—0 Ai(Qr(x))

< 1.

Para cada « € (0,1) sea

H(a):{xGA

(AN Q, ()
e (0 @) <“}'

o avr Ul (i )i

es suficiente probar que Ag(H («)) = 0 para todo a € (0, 1).

Primero supongamos que A es acotado. Fijemos un o € (0,1) y sea H = H(«).
Dada € > 0 existe un abierto G C R? tal que H C Gy

M(G) < () (H) + €.

Como H C A es acotado (A\g)*(H) < +00. Sea V la familia de todos los cubos
@ C G cerrados y no triviales tales que

(A)" (AN Q)
Ma(@Q)
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Por definicién V es una cubierta de Vitali para H. Por el Teorema de la cubierta

de Vitali (Teorema [3.5.28]) existe una familia disjunta Vy C V a lo mas numerable

tal que
A (HAUW) .
Mas aun,
1 =Jtneleeviu(m\Un) clUtanelQewtu (m\Un).
por lo que

() (H) < ) (AN Q1Q €V}) + () (H\UW)
<Y ((ANQ).
QeVo

Ademés, por definicion de la cubierta V, tenemos que (A\)*(AN Q) < aA(Q) y
@ C G para todo @ € V. Por lo tanto

M) (H) <a Y MQ) = arg (U vo) < aMa(G) < a () (H) +6) .
QeVy
Esto es para toda ¢ > 0, por lo que
(ha)*(H) < a(\0)" (1)

y como « € (0,1) entonces (A\g)*(H) = 0. De esta forma se tiene que H es Lebesgue
medible y
Mi(H) =0.

Si A C R?no es acotado, sea I, = (—k, k)" paracada k < wy A = AN(Lr1\Iz),
k < w. De esta manera |J{Ay |k < w} = A. Como A C A tenemos que

(Aa)" (A N Q") < (Aa)" (AN Q") < MQ")
para todo r > 0y k < w, por lo que
Aa) (A NQ7) _ (A)(ANQ")
@) T (@)
Esto quiere decir que si x € Ay es punto de densidad exterior para A, entonces

x tambien es punto de densidad exterior para A, es decir, A7 C A*. Por lo tanto
A\ A* C Ai \ Af v de esta forma

ANA = J{A\ A" [k < w} C(J{Ae\ 4; |k < w}.
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Como Ay es acotado tenemos que A\y(Ax \ A;) = 0 para todo k < w y por lo tanto

(M) (AN AT) <D AalAp\ Ap) =0,

k<w
es decir, A\(A\ A*) = 0. O
Lema 3.5.31. Sea A C R? tal que (M\g)*(ANT) = X(I) para todo I C R? de la forma
I =T11"_,I; donde cada I; C R es un intervalo abierto, entonces (Ag)«(R%\ A) = 0.

Demostracion. Para cada k < w sea J, = (—k, k)" C RY entonces J, C Jpi1,
Ai(Jg) < 400 para toda k < w y

Uk |k <w} =R"

Supongamos que (\g).(R%\ A) > 0, entonces existe ' C R?\ A medible tal que
Aa(F) > 0. Mas aun,

0 < Ma(F) = Mg (U{F NJi |k < w}) = lim Ay(F 1 J),
—00
por lo que existe ky < w tal que A\g(F N Jg,) >0 .
Como F C R?\ A tenemos que
ANdy = (ANJ,, NFYU (AN Ji) \ F) = (AN Jg,) \ F C Jg, \ F,

por lo que tenemos

Lo que prueba que existe un conjunto de la forma J = II" , [; donde cada [; C R
es un intervalo abierto y A\y(J) # (Ag)*(J N A), lo cual prueba la afirmacion. [

Definicion 3.5.32. Dada una medida exterior p definida sobre un espacio métrico
(E,d) se dice que p es una medida exterior métrica si para todo A,B C E con
d(A,B) = inf {d(z,y) |z € A,y € B} > 0 se tiene que

p(AU B) = p(A) + p(B).
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Lema 3.5.33. Sea p una medida exterior definida sobre un espacio métrico (E,d)
de tal manera que los borelianos son medibles, es decir, satisfacen la condicion de
Carathéodory, entonces p es medida exterior métrica.

Demostracion. Sean Ay, Ay C E con d(A;, As) > 0. Definamos v = d(A;, As) > 0.
Para cada x € A; consideremos

By(z) = {z €EFr ‘ d(z,z) < %}

Sea
B= U{B%(x) ‘x € Al}

entonces B es abierto, el cual satisface la condicion de Carathedory, es decir, para
todo A C E se tiene que

p(A) = p(AN B) + p(A\ B).
Considerando esto para A; U Ay tenemos que

p(A1U Az) = p((AL U A2) N B) + p((A2 U A2) \ B)

Si existiera z € ((A; U Ay) N B) \ A; entonces z € A N B por lo que existe
zo € Ay tal que z € Ay N By (o), es decir,

v =d(A;, Ag) < d(z,10) <

DO |2

lo cual no es posible y por lo tanto (A; U Ay) N B = A;. Como A; y A son ajenos
tambien tenemos que (As U Ay) \ B = A,. Con esto tenemos que

p(A1U Az) = p((A1 U A2) N B) + p((A2 U A2) \ B)
= p(A1) + p(Aq),

lo cual prueba que p es medida exterior métrica. O

Corolario 3.5.34. La medida exterior de Lebesgue n-dimensional, (A\q)*, es una
medida exterior métrica.

Demostracion. Los borelianos de R? son Lebesgue medibles, entonces el Lema
3.5.33| implica el resultado. O
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Lema 3.5.35. Sea {A, |n < w} una coleccion de subconjuntos de R? tales que
d(A;, A;) > 0 para todo i < j < w, entonces

O (UtAn In < w}) = Y0 (40)

n<w

Demostracion. La subaditividad de la medida exterior nos da que
()" ({4 [0 < w}) < 300" (4n)
n<w
por lo que basta probar la otra desigualdad.
Probemos por inducciéon que para todo k < w se cumple

k—

> () < O (LA [ < k).

=0

—

El caso k =1 es una igualdad. Supongamos que la afirmacion es valida para cierta
k <wy sea

B=|J{Aili<k}
entonces

d(Ag, B) > min {d(Ag, A;) |i < k} >0
y como (A\g)* es medida exterior métrica (Corolario [3.5.34)) tenemos que

(Aa)*(Ar U B) = (Aa)*(Ag) + (Aa)*(B).

Nuestra hipotesis inductiva nos dice que

30" (4) < (' (B
por lo que tenemos que
30 (4 < () (B) + () ()

= (\a)"(Ax U B)
— (A (U (A i <k+ 1})
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lo cual prueba el paso inductivo.

Por lo anterior tenemos que para todo k£ < w se cumple

k—

>0 (A < O (Ut i< k) < 0w (Ui < o))

=0

—_

y por lo tanto
>0 () < o) (Uil <w).

la cual es la desigualdad deseada. ]

Supongamos que tenemos un subconjunto abierto y otro subconjunto denso
de RY, en este caso se tiene que su suma conjuntista es la unién de traslados del
abierto indexados por un conjunto denso el cual claramente resulta ser todo R%. El
siguiente resultado generaliza esta idea.

Lema 3.5.36. Sean B, D C R? tales que (\g)*(B) > 0 y D es denso en RY. Sea
A= B+ D entonces (A\g).(R%\ A) = 0.

Demostracion. Por el Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema [3.5.30) existe
xo € B el cual es un punto de densidad exterior de B, es decir,

i Q0 (BN Q)
r—0 )\d(Qr)

donde @, (zo) denota el cubo con centro en xq y aristas de longitud r. Tenemos que
para toda ¢ € (0, 1) existe 6 > 0 tal que para todo r < §

(Aa)"(B N Qr(20)) > cAa(Qr(0))-

=1

Hagamos Dy = D + xy entonces todo x € Dy es de la forma x = xg + y para
algun y € D. Como la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones tenemos
que

(Aa)"((B +y) N Qr(x)) = (Aa)" (BN Qr(20)) +y) = (Aa)"(B N Qr(x0))

A(QT(I)) = Ad(Qr(ajO) + y) = )\(QT(ZL‘O)>7
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por lo que para toda r < ¢ tenemos

(Aa)*((B +9) N Qr(x)) > cAa(Qr(2))

y esto se cumple para toda x € Dy. Como
A=B+D=|J{B+ylyeD}
tenemos por monotonia

(Aa)* (AN Qr(2)) = (Aa)"((B +y) N Q()),

es decir, para todo x € Dy y para todo r < ¢
(Aa)" (AN Qr(2)) > cAa(Qr ().

Sea I C R? de la forma I = 11", I; donde cada I; C R es un intervalo abierto.
Sea F la coleccion de cubos Q,.(x) € I con x € Dy y r < §, entonces, por I ser

abierto y Dy ser denso, F es una cubierta de Vitali para I. Por el Teorema de la
cubierta de Vitali (Teorema (3.5.28|) existe una familia disjunta y a lo mas numerable

Q C F tal que
Ad<I\UQ> —0.

Como {Q; | i € J} es una familia de cubos cerrados y ajenos, entonces son compactos
ajenos y por lo tanto se tiene que 0 < d(Q,Q’) < d(ANQ, AN Q') para todo

Q,Q € Q. Por el Lema [3.5.33
O (UtAnQ1Qe @) = > 0w (4ne)

QeQ

y como | JQ C I tenemos que ANQ = ANTINQ para todo Q € Q, por lo que

M) (A nJ Q)
Aa)* (U{AHQ\Q € Q})
=Y (N)ANQ) = Y (@)

QeQ

QeQ
= c)\g (U Q) =c\g(])

M(I) = (M) (1IN A)
=
=
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Esto es valido para toda ¢ € (0,1) por lo que tambien se satisface que
(D) = (M) (AN T) 3 Aall)

es decir,
(D) = () (ANT).

Esta igualdad es valida para cualquier cubo abierto I de la forma I = II? ,I; donde
cada I; C R es un intervalo abierto. El Lema [3.5.31| nos dice que (A\g).(R?\ A) =
0. O

Tambien podremos concluir un teorema anélogo en categoria.

Definiciéon 3.5.37. Se dice que A es de primera categoria en un punto xo € X si
existe U vecindad de xq tal que ANU, es de primera categoria. Mds aun, se dice
que A es de sequnda categoria en un punto xg € X si no es de primera cateogria
en xo, es decir, si para todo U vecindad de xq se tiene que AN U, es de sequnda
categoria. Denotemos como

D(A) ={x € A| A es de sequnda cateogoria en x}

Lema 3.5.38. Si X es separable y AN D(A) = (0, entonces A es de primera
categoria.

Demostracion. Como R? es separable existe { By | k < w} una base numerable para
su topologia. Como A N D(A) = () para cada x € A existe U, C R? vecindad de z
tal que ANU, es de primera categoria, entonces existe k, < w tal que x € By, C U,
y por lo tanto A N By, es de primera categoria. Como

A=|J{AN By, |z € A}

y solo hay una cantidad numerable de conjuntos By, tenemos que esta union es
numerable y por lo tanto A es de primera categoria. O]

Lema 3.5.39. Sean B, D C R? tales que B es de sequnda categoria y D es denso.
Sea A= B+ D entonces R\ A no contiene ningiin conjunto con la propiedad de
Baire y de sequnda categoria.

Demostracion. Sea E C RY un subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda,
categoria, entonces

E=(GNP)\R
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donde G es abierto y P y R son de primera categoria. Como E es de segunda
categoria entonces G # ().

Como B es de segunda categoria, entonces D(B) # () por el Lema [3.5.38 Sea
xo € D(B), entonces por D ser denso existe d € D tal que zo + d € G, es decir,
G — d es vecindad de xg y por lo tanto BN (G — d) es de segunda categoria. Méas
aun,

(BN(G—=d)+d=(B+dNnGC(B+D)NnG=ANGAG,

por lo que ANG es de segunda categoria y como R es de primera categoria, entonces
el conjunto A N G tambien es de segunda categoria. Como

D£(ANG)\R=AN(G\R)CAN(GUP)\R)=ANEFE

tenemos que AN E # (). Por lo tanto A intersecta a todo subconjunto con la
propiedad de Baire y de segunda categorfa, es decir, R? \ A no contiene ningtin
subconjunto con la propiedad de Baire y de segunda categoria. n



4 Conclusiones

En el capitulo 2 se generalizo en dos maneras el Teorema de Vitali (Teorema
. En la primera, el resultado que se concluyo fue la no medibilidad con respecto
a la medida de Haar de los conjuntos de Vitali en un grupo topolégico. Para esto
consideramos primero el caso en que existe un subgrupo numerable que se acumula
en el neutro del grupo (Teorema y en esta situacion la demostracion fue
analoga al caso real gracias a que la Propiedad de Steinhaus (Teorema
sigue siendo valida en este contexto méas general. Para quitarnos la restriccion
anterior fue necesario tomar un camino distinto (Teorema y para esto nos
basamos en los articulos [26], [27] de Solecki. Nuestra segunda generalizacion fue en
el sentido de la categoria de Baire motivados por las analogias que existen entre
esta y la teorfa de la medida, las cuales se encuentran expuestas en [21] por Oxtoby.
Se demuestra un analogo a la propiedad de Steinhaus en categoria para grupos
topologicos, el Teorema de Banach-Kuratowski-Pettis (Teorema , el cual es
suficiente para demostrar que los conjuntos de Vitali son patologicos tambien en
esta teorfa (Teorema [1.5.1).

El capitulo 3 se inici6 estudiando la construccion de Bernstein (Teorema[2.1.1)) en
el caso real para posteriormente demostrar con gran generalidad la patologia de los
conjuntos de Bernstein en espacios polacos con respecto a una familia de o-algebras
(Teorema [2.2.6]) entre las cuales se encuentran los conjuntos con la propiedad de
Baire (Teorema , estudiados en el capitulo anterior, y la complecion de los
conjuntos medibles para cualquier medida de Borel o-finita y difusa (Teorema
. Por tdltimo, se demuestra la existencia de una familia con cardinalidad del
continuo la cual consta de conjuntos de Bernstein (Teorema[2.2.11]). En este capitulo
se incluy6é una seccion sobre espacios Polacos ya que para el desarrollo de este
capitulo son fundamentales algunos resultados como el Teorema de Alexandroff
(Teorema , un resultado sobre encajes del conjunto de Cantor en espacios
Polacos perfectos (Teorema y el Teorema de Cantor-Bendixson (Teorema
. Tambien se incluye una secciéon sobre conjuntos borelianos, cuyo principal
resultado es demostrar que la Hipotesis del Continuo es cierta para la familia de los
conjuntos borelianos de un espacio Polaco (Teorema .

141
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En el capfulo 4 iniciamos con una construccién, basada en la existencia de bases
de Hamel, de un espacio vectorial sobre Q el cual no es Lebesgue medible (Teorema
3.1.1]). Posteriormente se construye un subgrupo de R™ con la propiedad de no
ser medible para cualquier medida cuasi-invariante (Teorema . Se estudiaron
propiedades de medibilidad de las bases de Hamel, se demuestra que son nulas o no
medibles (Teorema y se construyen ejemplos de ambas posibilidades (Teoremas
13.1.12| y [3.1.13)). Se estudi6 la ecuacion funcional de Cauchy y se fueron debilitando
las condiciones para garantizar la continuidad de una solucién, teniendo como
condicion mas débil la medibilidad (Teorema [3.2.6]). Motivados por los resutados
sobre la ecuacion funcional de Cauchy se estudia la relacion entre la desigualdad de
Jensen y la convexidad, teniendo como principal resultado el Teorema de Bernstein-
Doetsch (Teorema y a partir de lo cual se introducen algunas clases de
conjuntos para estudiar la relaciéon entre acotaciéon y continuidad en funciones
aditivas y convexas de punto medio. Se estudian propiedades de estas clases, para
lo cual es necesaria una version racional del Teorema de Hahn-Banach (Teorema
3.4.3)). Se demuestra a través de los Teoremas de Mehdi y Ostrowski (Teoremas
3.4.18| v 13.4.17) que estas clases son una posible generalizacion de las nociones de
tamano topologico, en medida y en categoria. Se estudian algunas construcciones
relacionadas con estas clases entre las que destacan los conos, las bases de Burstin
y los conjuntos de Erdés.
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