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Introduccion

Distinguir dos superficies topologicas es una de las preguntas mas im-
portantes en topologia. Por ejemplo, distinguir una esfera de un toro, es una
pregunta un poco dificil de responder con las herramientas de topologia ge-
neral. Sin embargo, se puede buscar otro tipo de invariantes topolégicos que
ayuden a la distincién de este tipo de objetos. Por ejemplo, se pueden tapizar
estas dos superficies con tridngulos, ver la combinatoria y poder distinguirlas.
A esta manera de entapizar las superficies es llamada una triangulacion.

Este concepto facil de entender es una herramienta poderosa en topologia
y la existencia de una triangulaciéon de una superficie tiene implicaciones en
diferentes areas de las Matematicas. La primera y quiza una de las importan-
tes es el Teorema de clasificacion de superficies cerradas, cuya demostraciéon
parte de la existencia de una triangulacién, dicha prueba puede encontrarse
en [20]. Otro resultado importante que une la teoria de superficies topo-
logicas con la teoria de superficies de Riemann es que dada una superficie
orientable y triangulable, tiene una estructura de superficie de Riemann dada
por la triangulacion, que se demuestra en esta tesis. (Ver Corolario 2.19).

Otro resultado importante de la existencia de una triangulaciéon de una
superficie en la teoria de superficies de Riemann es la Formula de Riemann-
Hurwitz, que establece que dada una aplicacién holomorfa entre superficies
de Riemann compactas hay una relacion entre la caracteristica de Euler de
cada superficie, el grado de la aplicacion y las multiplicidades de los puntos
de ramificacion. Esta formula descubierta por Hurwitz ha sido de interés
pues es uno de los puentes entre la teoria de Superficies de Riemann, la
teoria de ntimeros, la teoria de grupos finitos y la geometria algebraica. ! A
su vez, la formula de Riemann-Hurwitz, proporciona una cota para el orden
de un grupo finito que actiia de manera holomorfa y efectivamente en una
superficie de Riemann de género g mayor o igual a dos.

Estos resultados, basados en la existencia de una triangulacién de una
superficie producen la pregunta siguiente

( Cualquier superficie topologica se puede triangular?
Esta pregunta fue uno de los problemas més importantes en topologia y

fue Rado 27| quien dio una respuesta afirmativa para el caso de superficies
topologicas segundo numerables. Sin embargo, Alberto Verjovsky [34] dio

IRevise el articulo introductorio [23] sobre espacios de Hurwitz para una mejor
referencia.

XI



XII INTRODUCCION

una demostracion alternativa de este teorema, usando el Teorema del Mapeo
de Riemann y el Teorema de extension de Carathéodory. El objetivo de esta
tesis es detallar esta demostraciéon y estudiar las consecuencias del Teorema
de Rado anteriormente descritas. Para ello, hemos estructurado el siguiente
trabajo de la siguiente forma:

En el Capitulo 1, se definen las superficies de Riemann como variedades
complejas de dimensiéon 1, los mapeos holomorfos entre estas y se revisan
sus propiedades basicas. En el Capitulo 2, se define triangulacion de una
superficie topolégica. En este capitulo se expone una prueba detallada del
teorema de Rado, inclusive para el caso de superficies no compactas, en
la segunda seccién del capitulo se habla de la caracteristica de Euler y se
concluye hablando de la clasificacién de superficies compactas y orientables.

En el Capitulo 3, se demuestra la féormula de Riemann-Hurwitz. Se de-
finen las curvas planas proyectivas lisas para después estudiar la curva de
Fermat, dar una primera aplicaciéon de la férmula y se concluye el capitulo
demostrando la formula de Pliicker.

En el Capitulo final, se estudian los automorfismos de la esfera de Rie-
mann, del plano complejo y del disco unitario. Después, se estudian los au-
tomorfismos de los toros complejos, en seguida se generaliza el grupo de
automorfismos Aut(X) de una superficie de Riemann X de género g > 2.
Por lo cual, en la Seccién 4.3 se estudian acciones holomorfas y efectivas de
grupos finitos en superficies de Riemann y usando la féormula de Riemann-
Hurwitz se demuestra que si G es un grupo finito que actia holomorfa y
efectivamente en una superficie de Riemann compacta X de género g > 2,
entonces:

(1) G| < 84(g —1).
Esta desigualdad inmediatamente da una cota para el grupo Aut(X).
En el Apéndice, se revisan cuestiones sobre la clasificacion de superficies

no compactas y se aborda un problema de descomposicién en pantalones de
superficies no compactas y orientables propuesta por Alberto Verjovsky.



Capitulo 1

Superficies de Riemann.

En este capitulo presentaremos las superficies de Riemann como varie-
dades diferenciables con cierta estructura compleja; los mapeos holomorfos
entre estas, y demostraremos que los mapeos holomorfos entre superficies de
Riemann compactas fuera de un conjunto finito de puntos son un cubriente
topologico.

1. Definiciones basicas.

Una variedad topologica (real) de dimension n es un espacio topologico de
Hausdorff, el cual es localmente homeomorfo a un subconjunto abierto de R™.
Si deseamos una definicién de una variedad compleja, debemos reemplazar
R"™ por C™, y pedir méas condiciones sobre los homeomorfismos locales con
abiertos de C". Para detallar estas condiciones necesitamos la nocién de
atlas.

DEFINICION 1.1. Dado un espacio topolégico X, una carta para X es un
par (U, ) donde ¢ : U — V es un homeomorfismo, U es un abierto de X y
V' es un subconjunto abierto de C" para alguna n. Un atlas holomorfo para
X es una coleccion de cartas {(U;, ¢;) bier con las siguientes propiedades:

1. La coleccién U; cubre a X;
2. Para cada U; NU; # 0, la funcion

piow; L wi(UiNU;) = ¢;(UiNUy),
es holomorfa vista como funcion de variable compleja. Tales funciones
son llamadas cambios de coordenadas.

Un atlas {(Uy, ¢a taca se dice mazimal si cada vez que tenemos un abier-
to U de X, V un abierto de C" y ¢ : U — V C C" un homeomorfismo tal
que

-1,
pjop 1 p(UNUy) = wo(UNUy),

es holomorfa, entonces existe 5 € A con U =U, v ¥ = @q.

Una variedad compleja de dimension n es una pareja (X,.A) donde X es
un espacio topologico Hausdorff y A es un atlas holomorfo maximal. Si se
modifica atlas holomorfo por atlas diferenciable, se pide que X sea segundo
numerable y los cambios de coordenadas sean C*°, entonces se obtiene una
variedad diferenciable.



2 1. SUPERFICIES DE RIEMANN.

Ficura 1. Cartas holomorfas compatibles

OBSERVACION. La restriccion a subconjuntos abiertos V' C U con (U, ¢)
carta coordenada, (V,¢|y) es también una carta.
Aunque la definicién de una variedad compleja pide la maximalidad del atlas,
es suficiente tener un atlas ya que siempre se puede completar.

DEFINICION 1.2. Una Superficie de Riemann es una variedad compleja
conexa de dimensién 1.

Un primer ejemplo de supeficie de Riemann es el plano complejo con la
carta (C,id).

Sea M una superficie de Riemann y consideremos D C M abierto y
conexo, D es nuevamente una superficie de Riemann tomando las respectivas
restricciones.

Otros ejemplos mas interesantes serfan:

La esfera de Riemann C = C U {oo} con la topologia T U {A C Cloo €
A, C \ACC compacto}, donde 7 es la topologia usual en C.

Para probar que C es Hausdorff consideremos dos puntos distintos x,y €
C. si z,y € C, como C es Hausdorff existen vecindades ajenas de = y y
respectivamente. Por simetria podemos suponer que z = oo y y € C, sea
B(y, 1) la bola abierta de radio 1, es un abierto que contiene a y en C, por
otro lado, si consideramos, A = C \ B(y,2), entonces ANB(y, 1) = Dy Aes
un abierto de C y x € A. Por lo que C es Hausdorff. Para a probar que C es
conexo supongamos lo contrario, es decir, existen A, B C C abiertos, ajenos
y no vacios, tales que AUB = (A? Podemos suponer por simetria que co € A,
entonces C \ A = B es un subconjunto de C compacto, por lo que es cerrado
y acotado. Entonces B C C es abierto y cerrado en C, pero C es conexo y no
vacio, asi B = C, que implica que A = oo, por la definicion de la topologia
de @ C es compacto, lo que es una contradiccién. Luego C es conexo. Las
cartas {(Uj, ¢;)};j=1,2 donde:

Ur=C U= (C\{0})U{oo},
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1
v1(z) =2, zelU pa(z) ==, ze€Us.

Las dos funciones de transicion son:

JiCA{0} > C\ {0}, k#74 j=12 fi(z)=-.

z

La recta proyectiva compleja, denotada por CP!, que es el conjunto de
subespacios 1 -dimensionales de C2. Si (z,w) es un vector no cero en C2,
este genera un punto en CP!; denotamos al generado de (z,w) por [z : w].
Cualquier punto de CP! puede ser escrito de esta forma, como [z, w], con z
y w no cero simultaneamente, ademés

[z, w] = [Az, Aw],

para cualquier A € C*. Si p : C?\ {0} — CP! es la aplicacion definida como
(z,w) +— [z : w], definimos la topologia de CP! como la topologia cociente.

A continuacién definiremos una estructura compleja en CP. Sea Uy =
{[z:w]| 2 # 0}y Uy = {[z,w] | w # 0}. Claramente Uy y Uy cubren a CP*.
Definimos ¢g : Up — C como ¢p|z : w| = w/z; andlogamente definimos ¢y :
Uy — C como ¢1[z : w| = z/w ambas aplicaciones son biyecciones. Ademas
¢:(UyNU;y) = C*, el cual es abierto en C. La composicion ¢ o gbgl manda s
en 1/s, y entonces las cartas son compatibles. Como Uy y U; son conexos y
su interseccion es no vacia, su union CP! es conexo. Finalmente, para probar
que CP' es Hausdorff, tomamos p y ¢ ambos en Uy o U; podemos separarlos
con vecindades ajenas, dado que Uy y U; son Hausdorff. Supongamos que
p €Uy \ Ui yqe U\ Up; entonces p=[1:0] y g=[0: 1]. Estan separados
por gbal(D) y <Z>1_1(D), donde D es el disco unitario en C.

NOTA. De hecho, la esfera de Riemann y la recta proyectiva compleja
son biholomorfas.

Los toros complejos. Fijemos wy y we dos vectores complejos linealmente
independientes sobre R. Definimos la reticula

L = 7w + Zwy = {m1w1 + m2w2|m1,m2 € Z}.

La reticula L es un subgrupo aditivo de C.

FiGURA 2. Reticula L.
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Sea X = C/L el subgrupo cociente, con el mapeo proyeccion 7 : C — X.
Observemos que via m podemos definir una topologia en X, definida de
la siguiente forma, un conjunto U C X es abierto si y solo si 771(U) es
un abierto en C. Esta definicién hace continua a 7w, y como C es conexo,
entonces X también lo es. Cualquier conjunto abierto en X es la imagen de
un conjunto abierto en C, ya que si U es abierto en X, U = 7w(7~}(U)).
Ademaés, 7 es un mapeo abierto, esto es, m manda cualquier conjunto abierto
de C en un conjunto abierto de X. Si V' es un conjunto abierto en C, entonces
para demostrar que (V') es abierto en X debemos probar que 7~ (7(V)) es
abierto en C, pero

m i m(v) = Jw+ 1),

weL

es la unién de trasladados de V, los cuales son todos subconjuntos abiertos
de C.
Para cualquier z € C, definimos el paralelogramo:

P, = {Z + Mwi + )\2&)2‘)\1' € [0, 1]}

Notemos que cualquier punto de C es congruente médulo L a un punto de
P.. Mas atin, el mapeo proyeccién m mapea P, en X. Pero P, es compacto,
entonces X también lo es.

La reticula L es un subconjunto discreto de C, por lo tanto existe € > 0
tal que |w| > 2¢ para cualquier nimero no cero w € L. Fijemos una tal ¢,
y un punto zp € C. Consideremos el disco abierto D = D(zp,€) de radio
€ alrededor de zy. Esta eleccién de € asegura que dos elementos de D no
difieren por un elemento de la reticula L. Por lo cual, para cada zp, y para
tal €, la restriccion de la proyecciéon m al disco abierto D mapea D homeo-
morfamente sobre el conjunto abierto 7(D). Claramente, 7, : D—m(D) es
sobre, continua y abierta (ya que 7 lo es). La inyectividad de m en D es
resultado de la elecciéon de e. A continuacion, definiremos un atlas comple-
jo en X. Fijemos € como antes. Para cada zp € C, sea D,, = D(zp,¢€), y
definamos ¢, : m(D5,)— Dy, la inversa del mapeo T Dy Estas ¢’s son car-
tas complejas en X. Para finalizar la construccion, debemos revisar que las
cartas son compatibles dos a dos. Elijamos dos puntos z1 y 22, y conside-
remos las dos cartas ¢1 = ¢, : (D, ) =Dy Y G2 = ¢y 2 T(Dyy)— Dy,
Sea U = 7(D,,) N7(D,). Si U es vacio, no hay nada que probar. Si U es
no vacio, sea T'(z) = ¢2(¢; '(2)) = ¢2(n(2)) para cada z € ¢1(U); debemos
probar que T es holomorfa en ¢1(U). Notemos que w(7'(z)) = w(z) para
todo z € ¢1(U), entonces T'(z) — z = w(z) € L, para todo z € ¢;(U). Esta
funcion w : ¢1(U)— L es continua, y L es discreto; por lo que w es localmente
constante en ¢1(U). (Es decir, es constante en las componentes conexas de
U). Luego, localmente T'(z) = z +w para alguna w € L, y esta es holomorfa.
Por lo tanto las dos cartas ¢1 y ¢2 son compatibles y la colecciéon de cartas
{¢:|z € C} es una atlas complejo en X
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La superficie X es compacta, y topoldgicamente es un toro. Esto es méas
facil de ver si consideramos a X como la imagen del paralelogramo Fy; ba-
jo el mapeo 7, que identifica los lados opuestos del paralelogramo. Estas
superficies de Riemann (que dependen de la reticula L) son llamados toros
complejos.

En el presente trabajo cuando nos refiramos a una superficie de Riemann
(X, A) omitiremos el simbolo A, y entenderemos que hay una estructura
compleja fija.

En esta ultima parte de la seccién discutiremos la idea de orientacién en
una superficie diferenciable.

DEFINICION 1.3. Una superficie diferenciable X es llamada orientable si
es posible cubrirla con una familia de vecindades coordenadas en las que si
un punto p € X estd en dos vecindades de tal familia, entonces el cambio
de coordenadas tiene Jacobiano positivo en p. La eleccién de una tal familia
es llamada una orientacion de X. En este caso X es llamada superficie
orientable. Si una eleccion como antes mencionada no es posible, la superficie
es llamada no orientable.

Existe una manera de definir orientabilidad para variedades topologicas,
pero en este trabajo no se presentara, dicha definicién se puede revisar en
(12, p. 234].

Hay ejemplos de superficies no orientables, como la banda de Mdobius,
pero la siguiente proposiciéon muestra que todas las superficies de Riemann
son orientables.

PRrROPOSICION 1.4. Una superficie de Riemann, siempre es orientable
como variedad diferenciable real de dimension dos.

DEMOSTRACION. Sea X una superficie de Riemann. Tomamos dos cartas
(U, @) y (V,) con UNV # (. Entonces, oo™t : pUNV) = p(UNV) es
holomorfa. Notemos que el jacobiano de la funcion (z,y) — (u(z,y),v(z,y))
determinada por f(x +iy) = u(x,y) +iv(x,y) es |f'(2)|?. Para probar esto,
veamos que:

_ Oudv  Oudv
I~ 00y  Oyox
Usando las ecuaciones de Cauchy- Riemann: g—; = g—’; y g—;‘ = —g—;. Tenemos:

5= (2 4 (2) =i

Asf tenemos Jy,,-1 > 0 y andlogamente J,o-1 > 0. Por el hecho (3 o
o Do (poy™!) = id, tenemos que Jpop=1 Y Jpop-1 son mayores que 0.
Cualquier par de cartas de X estan congruentemente orientadas, asi X es
orientable. (|
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2. Mapeos holomorfos.

DEFINICION 1.5. Un mapeo continuo f : X — Y entre superficies de
Riemann es holomorfo o analitico en p si existe una carta coordenada local
(U, ) alrededor de p en X y una carta coordenada local (V1)) alrededor de
f(p) en Y tales que la funcion:

Yo fop lipU)—=y(V),

es holomorfa en el sentido usual. Decimos que un mapeo f es holomorfo si
es holomorfo en todo punto p de X.

FiGURA 3. Mapeo holomorfo.

EJEMPLOS.

1. Todas las funciones holomorfas del plano complejo en si mismo, son
mapeos holomorfos si consideramos a C con el atlas {id}.

2. El mapeo identidad id : X — X es holomorfo para cualquier super-
ficie de Riemann.

Un mapeo holomorfo f es llamado biholomorfismo si es uno a uno y
suprayectivo. En este caso f~!: Y — X también es biholomorfismo; ya que
en coordenadas locales, f es una funcién holomorfa e inyectiva, por lo que
f’ no se anula, luego del teorema de la funcion implicita se tiene que f~! es
también una funcién holomorfa.

Para el caso de mapeos holomorfos entre superficies de Riemann, tene-
mos muchos resultados heredados de las funciones holomorfas de variable
compleja, como los siguientes:

1. Si f es un mapeo holomorfo, entonces f es de clase C*°.

2. La composiciéon de dos mapeos holomorfos es un mapeo holomorfo:
sif: X —>yyg:Y — Z son mapeos holomorfos, entonces go f :
X — Z es una mapeo holomorfo.

3. (Teorema del mapeo abierto) Un mapeo holomorfo no constante entre
superficies de Riemann, es abierto.
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4. Una aplicaciéon holomorfa inyectiva entre superficies de Riemann, es
un biholomorfismo entre el dominio y su imagen.

5. (Teorema de la identidad) Sean f y g dos mapeos holomorfos entre
superficies de Riemann X y Y. Si f = g en un subconjunto S de X
con un punto limite en X, entonces f = g.

La siguiente proposicién no tiene analogo en la teoria de funciones holomor-
fas, ya que se trata de mapeos holomorfos con dominio compacto.

PROPOSICION 1.6. Sean X y Y superficies de Riemann con X compacto.
Sea f: X =Y una funcion holomorfa. Entonces f es constante o suprayec-
tiva.

DEMOSTRACION. Si f no es constante, por el tercer punto anteriormente
visto, f(X) es abierto y compacto ya que f es continua, pero Y es Hausdorff,
entonces f(X) es también cerrado y Y conexo. Por lo tanto f(X) =Y.

O

Algunos ejemplos de mapeos holomorfos, son las llamadas funciones ho-
lomorfas, que no son otra cosa que mapeos holomorfos con contradominio el
plano complejo C.

DEFINICION 1.7. Decimos que f : X — C es una funciéon holomorfa en
p si existe una carta (V, ¢) alrededor de p tal que la composicion f o ¢~! es
holomorfa en ¢(p). Decimos que f es holomorfa en X si es holomorfa para
cadape X

Si consideramos a f como un mapeo holomorfo entre superficies de Rie-
mann, la definicién que acabamos de exponer, coincide con la definicion (1.5).
EJEMPLOS.

1. Si f, g son dos funciones holomorfas en p, entonces f +¢g y fg son
holomorfas en p. Ademas, si g(p) # 0 entonces f/g es holomorfa en
p.

2. Si f : C—C es holomorfa en oo si y solo si f(1/z) es holomorfa
en z = 0. En particular, si f = p/q con p,q € C[z] entonces f es
holomorfa en oo si deg(f) < deg(q).

2.1. Singularidades. Sea X una superficie de Riemann, sea p un pun-
tode X,y f una funcién complejo valuada definida en una vecindad punteada
de p. (Una vecindad punteada de p es un conjunto de la forma U\ {p}, donde
U es una vecindad de p.) El concepto de tipo de singularidad (removible, po-
lo, esencial) para funciones de una variable compleja se extiende a funciones
en superficies de Riemann.

DEFINICION 1.8. Sea f una funcién holomorfa en una vecindad punteada
de p € X.
1. Decimos que f tiene una singularidad remouvible en p si y sblo si existe
una carta ¢ : U — V con p € U, tal que la composicién fo ¢! tiene
una singularidad removible en ¢(p).
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2. Decimos que f tiene un polo en p si y so6lo si existe una carta ¢ :
U — V con p € U, tal que la composicion f o ¢~! tiene un polo en
o(p).

3. Decimos que f tiene una singularidad esencial en p si y solo si existe
una carta ¢ : U — V con p € U, tal que la composicién fo ¢! tiene
una singularidad esencial en ¢(p).

La definicion de singularidad (removible, polo, o esencial) no depende de
las cartas coordenadas que se tengan.

DEFINICION 1.9. Sea X una superficie de Riemann, un puntop € X y V
una vecindad punteada p, decimos que una funciéon f : V—C es meromorfa
en p si es una de las siguientes opciones:

1. f es holomorfa en p,
2. f tiene una singularidad removible en p; o bien
3. f tiene un polo en p.

Si f es meromorfa en todo punto de X, entonces f es llamada una funcion
meromorfa.

De hecho, una funcién f es meromorfa si y solo si f : X—CP! es holo-
morfa. Donde f es definida como

() = { f(z) si zmnoespolode f,

00 si zes polode f.
EJEMPLOS.

1. Una funcién f : U C C—C. Es una funcién meromorfa y de hecho la
Definicion 1.9 coincide con la definiciéon usual.

2. Supongamos f y ¢ dos funciones meromorfas en p € X. Entonces
f £ gy fg son meromorfas en p. Si g no es identicamente cero,
entonces f/g es meromorfa en p.

2.2. Series de Laurent. En esta secciéon extendemos la nocion de
serie de Laurent para funciones meromorfas definidas en superficies de Rie-
mann.

Sea f una una funciéon holomorfa definida en una vecindad punteada de
p € X.Sea ¢ : U — V una carta en X con p € U. Si pensamos a z como
coordenada local alrededor de p, tal que z = ¢(z) para x alrededor de p,
tenemos que f o ¢! es holomorfa en una vecindad punteada de zg = ¢(p).
Por lo que podemos expandir a f o ¢! en una serie de Laurent alrededor de
Z0-.

(2) F(67H(=) =D enlz = 20)"
Esta es llamada la serie de Laurent de f alrededor de p con respecto a la

carta ¢ (o con respecto a la carta local z). Los coeficientes {c,} de la serie
de Laurent son llamados los coeficientes de Laurent.
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La serie de Laurent definitivamente depende de la elecciéon de las cartas
coordenadas locales, es decir, dependen de la eleccién de ¢. Sin embargo uno
puede usar la serie de Laurent para revisar la naturaleza de la singularidad
de f en p. Esto esta basado en el criterio usual de las funciones de variable
compleja, y se ve en el siguiente

LEMA 1.10. Con la notacion anterior, f tiene una singularidad removible
en p siy solo st sus coeficientes de Laurent con indice negativo son cero. La
funcion f tiene un polo en p si y sélo si tiene un nimero finito de coeficien-
tes mo cero y cuyo indice es negativo. La funcion f tiene una singularidad
esencial en p si y sélo si una de sus series de Laurent tiene una infinidad de
términos no cero cuyos indices son negativos.

DEMOSTRACION. Este lema se sigue inmediatamente de la teoria de fun-
ciones variable compleja. Si fo¢™! =" ¢,(z — 20)" aplicando el Corolario
1.18 [4, p.109]. O

Con las series de Laurent no sélo podemos decidir la naturaleza de una
singularidad, para una funcién meromorfa, podemos trambién definir el orden
de un cero o un polo de cualquier serie de Laurent.

DEFINICION 1.11. Sea f una funciéon meromorfa en p, cuya serie de Lau-
rent en coordenadas locales z es ) ¢n(2—20)". El orden de f en p denotado
por ordy(f), es el minimo exponente que aparece (con coeficiente no cero)
en la serie de Laurent:

(3) ordy(f) = min{n|c, # 0}.

Necesitamos probar que ordy(f) esta bien definido, es decir, no depende
de la eleccion de la carta local usada.

Supongamos que v : U’ — V' es otra carta con p € U’, dando coordena-
das locales w = ¢ (z) para x alrededor de p. Supongamos ademas ¥ (p) = wy.
Considere el cambio de coordenadas holomorfo T'(w) = ¢ o ¢~ (w), la cual
expresa z como una funcién holomorfa de w. Ya que T es invertible en wy,
debemos tener T"(wg) # 0. Si escribimos la serie de potencias de T', sera de
la forma

z=T(w) =z + Zan(w — wp)",
n>0
con el coeficiente del término lineal a1 # 0.

Si ¢y (2 — 20)"0+(otros términos de orden mayor) es la serie de Laurent
para f en p en términos de la coordenada local z, con ¢, # 0, entonces el
orden de f calculado via z es ng. Para obtener la serie de Laurent de f en
términos de w, simplemente componemos la serie de Laurent con la expresion
en serie de potencias z — zg = >, < an(w — wp)". Vemos inmediatamente
que el término de orden mas pequeno en la variable w —wqg de la composicién
es ¢y, ar’(w — wp)". Pero, tanto ¢,, como a; son distintos de cero. Por lo
que el orden de f estd en términos de w y es ng. Lo cual demuestra que el
orden de f en p esta bien definido.
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El siguiente corolario es consecuencia inmediata de la definicion de ord,(f)
y el Lema 1.10.

COROLARIO 1.12. Sea f una funcion meromorfa en p. Entonces f es
holomorfa en p si y sélo si ordy(f) > 0. En el caso f(p) = 0 si y sdlo si
ordy(f) > 0. f tiene un polo en p si y solo si ord,(f) < 0. Ademds, f no
tiene ni cero ni polo si y solo si ordy(f) = 0.

3. Cubrientes topologicos.

Haremos un pequeno repaso de las aplicaciones cubrientes, esto para des-
pués estudiar propiedades globales de los mapeos holomorfos entre superficies
de Riemann.

DEFINICION 1.13. Sean X y E dos espacios topoldgicos no vacios. Una
aplicacion cubriente sobre X es una aplicaciéon p : F — X, tal que cada
punto x € X tiene una vecindad U que satisface:

a) Laimagen inversa de U, p~!(U) es la uni6n ajena de abiertos V; C E,
j € J, donde J es algin conjunto de indices no vacio.
b) Para cada j € J, la restriccion ply, : V; — U es un homeomorfismo.

FicuraA 4. Cubriente topolégico

EJEMPLO. Si D = {z: |z| < 1} y D" = D — {0} y m € Z*, entonces
p: D° — D° dado por p(w) = w™ es un cubriente de D°. Esto es cierto ya
que, para cada punto z € D existe o € D° tal que o™ = z. Si w es una raiz
m-ésima primitiva de la unidad, existen vecindades ajenas U; de w'a que se
mapean homeomorfamente a una vecindad V de z.

PROPOSICION 1.14. Seap : C — X una aplicacion cubriente tal que X es
conexo. Si x,y € X entonces p~'(z) y p~t(y) tienen la misma cardinalidad.
Puede ser infinita o finita.

DEMOSTRACION. De la definicién, para cualquier punto x € X, el con-
junto de puntos de X cuyas fibras tienen la misma cardinalidad que p~!(z)
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es abierto. Supongamos que y € X y es tal que p~!(y) tiene otra cardinali-
dad, entonces también el conjunto de todos los puntos de X con cardinalidad
distinta de la de p~!(x) es abierto y no vacio, lo que contradice la conexidad

de X. O

PROPOSICION 1.15. Sea E un espacio conexo por trayectorias, X simple-
mente conexo y p: E — X un cubriente, entonces p es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Basta probar que p es inyectiva ya que p es suprayecti-
va y abierta, supongamos que no lo es; si e, ¢’ son tales que p(e) = p(e’) = xg
y tenemos un camino w : [0,1] — F un camino de e a ¢’ entonces p o w :
[0,1] — X es un lazo en X, por hipotesis p o w es homotopico a la constante
ks, via una homotopia que matiene fijo a xo. Luego por el Teorema de levan-
tamiento de caminos (Revise |25, p.484]), w es homotopico a la constante k.

por medio de una homotopia que mantiene fijos los extremos, en particular,
e=ke(l) =w(l) =¢. O

COROLARIO 1.16. St E es un espacio topoldgico, X es un espacio conexo
y simplemente conexo, yp: E — X un cubriente, entonces E es unidn ajena
de copias homeomorfas a X.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto { E; };c; de las componentes
conexas de E, basta probar que cada componente conexa cubre a X. Sea
x e X,yec€ E;ple) € X, existe un camino o : [0,1] — X de p(e) a =.
Entonces, por el Teorema de Levantamiento de caminos existe un camino
o :[0,1] = E que comienza en e y tal que poo = o, por lo que p(c(1)) = .
Por otro lado la imagen de & es un conexo que contiene a e, entonces o(1) €
E;. O

4. Propiedades de los mapeos holomorfos.

En esta primera parte de la seccidon presentaremos un concepto completa-
mente local de los mapeos holomorfos, y estableceremos un invariante local,
para continuar con propiedades globales de las aplicaciones holomorfas.

Un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann tiene una forma local
normal en algunas coordenadas locales; esencialmente, cualquier mapeo se
ve como una potencia. Este hecho lo presentamos en el siguiente lema.

LEMA 1.17 (Forma Local Normal). Sean X y Y superficies de Riemann,
[+ X = Y una aplicacion holomorfa no constante y P € X, entonces existen
(Up, ¢) carta centrada en Py (Ug, ) carta centrada en Q@ = f(P) tal que
D(f(o1(2))) = 2™ para alguna m € Z7.

DEMOSTRACION. Supongamos que Up y Ug contienen al origen y ade-
mas ¢(P) = 0y ¢¥(Q) = 0. Esto es posible porque Up y V son abier-
tos y podemos componer ¢ y v con traslaciones apropiadas. Escribimos
V(fol(2) = T(2) = Ypogarz®. Sea m € Z* el nimero mas chico
tal que a,, # 0. Entonces T(z) = 2™g(z) donde g(2) = Yty amikz®, v
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g(0) # 0. Entonces, i(—? = 1. La funcién raiz m-ésima esté definida alrede-

dor de 1, asi k(z) = (%(:l))% es holomorfa en una vecindad de 0. También,
T(z) = 2™g(z) = (zk(z))™. La derivada (zk(2)) = k(z) + zk'(z), entonces
(zk(2))'|o = k(0) # 0, ast z — zk(z) es invertible y analitica en una vecin-
dad alrededor de 0. Por el Teorema de la Funcién Inversa. Sea w su inversa,
entonces 1 o f o ¢~ 1 (w) = (zk(z))™ = w™.

([

De la demostracion del teorema observamos que la restriccion de ¢ f¢—!
a Up — {0} es un cubriente con m hojas de Ug — {0}. Pero ¢ y ¢ son
homeomorfismos, entonces preservan la ajenidad de las vecindades, y son
biyectivas, entonces f es m a 1, y la preimagen bajo f de una vecindad
Vo—{Q} es la union ajena de m vecindades. Por eso, f restringido a Vp—{P}
es un cubriente de m hojas de Vg — {Q} . Entonces, m no depende de la
eleccion de ¢ y . El namero m serd llamado la multiplicidad de f en P,
denotado por multp(f), y si multp(f) > 1, entonces P es llamado punto de
ramificacion de f, y su respectiva imagen sera llamada punto de bifurcacion

de f.

OBSERVACION. Si consideramos a f como una funcion diferenciable entre
superficies diferenciables, entonces el conjunto de puntos de ramificacién de
f coincide con sus puntos criticos y el conjunto de puntos de bifucacion de
f coincide con sus respectivos valores criticos.

El siguiente lema da una forma de hallar la multiplicidad de un punto p
sin tener que hallar las cartas que llevan a la forma local normal a f.

LEMA 1.18. Si f : X = Y es una aplicacion holomorfa entre superficies
de Riemann, p € X y h una representacion local de f alrededor de p; es
decir zy corresponde a p y w, corresponde a f(p), donde h es una funcion
holomorfa. Entonces:

(4) mult,(f) =1+ ord,, (ZZ) .

En particular, la multiplicidad es el exponente mds pequerio estrictamente
positivo que aparece en la serie de Taylor de h. Si h(z) = h(z0)+Y oo, ci(z2—
2p)" conm > 1 y ey, # 0, entonces multy(f) = m.

DEMOSTRACION. Vimos en la prueba del Lema 1.17 que la multiplicidad
es el exponente més pequeno que aparece en la serie de potencias de T' para
f cuando centramos las coordenadas locales usadas en p y en la imagen f(p).
Con la notacién z — zg y w — wy con coordenadas locales centradas, veamos
que la multiplicidad es el exponente del primer término no cero que aparece
en la expansion en la serie de Taylor de h(z) — h(zp) alrededor de z = z.
Por el Teorema de Taylor, este coincide con el orden de la derivada de h en
zp como se establecio. O
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El lema siguiente sera importante para demostrar el Teorema 1.20 y es
un hecho topologico para mapeos continuos y cerrados.

LEMA 1.19. Si f : X—=Y es una aplicacion continua entre espacios to-
poldgicos y si f es cerrada entonces para toda x € X y cualquier subcon-

junto U que contiene f~1(z), existe un abierto V que contiene a x tal que
ffv)cu.

DEMOSTRACION. La imagen bajo f del complemento de U es cerrado
porque es la imagen de un cerrado. Sea F' = f(X \U). Como U contiene a la
preimagen de z,  no puede estar en F. Tomamos como abierto V =Y \ F
que si contiene a x. Por construccién, un punto en la imagen inversa de V'

no puede proyectarse en F', es decir no puede estar en X \ U, entonces esté
en U. n

TEOREMA 1.20. Si f : X — Y es una aplicacion holomorfa no constante
entre superficies de Riemann compactas, entonces se cumplen los siguientes
enunciados.

1. Para cualquier Q €Y, f~4(Q) es finito.

2. Existen solamente un nimero finito de puntos de ramificacion. Sea R
el conjunto de puntos de ramificacion, y el conjunto S = f(R) C Y.

3. La funcion f restringida a X \ f~1(S) es un cubriente de n hojas
Y \ S para alguna n. El nimero n es llamado el grado de f.

4. Para cualquier punto Q €Y, ZPeffl(Q) multp(f) = n.

DEMOSTRACION. Como X es compacto es suficiente probar que f~1(Q)
es discreto para cualquier Q € Y . Si P, — Py f(P;) = @, entonces por el
Teorema de la Identidad f = @, la aplicacién constante Q.

Probaremos que R es discreto. Sea P € R, entonces existen (U, ¢) y
(V,1) cartas locales centradas en Py f(P) respectivamente, tal que ¢ o f o
¢~ 1(2) = 2". Dichas cartas existen por el Lema 1.17. Esta composicién tiene
dnicamente un punto de ramificacién. Como ¢ y 1 son homeomorfismos
entonces f tiene a P en el abierto U como tinico punto de ramificacién. Por
lo tanto R es discreto.

Sea @ € Y \ S. Es suficiente probar que existe una vecindad V de @
tal que su preimagen es la unién ajena de copias homeomorfas a V. Por
la primera parte del teorema f~1(Q) es finito, entonces podemos considerar
fHQ)={P, P,,..., P,}. Por el Lema 1.17 existe un abierto U; que contiene
a P; y que f localmente es el mapeo z — z, en particular f restringido a
U; es un homeomorfismo sobre su imagen. Podemos suponer también que
UiNUj =0 sii# j. Consideremos U = |J;_; U;. Observemos que por ser
X compacto, Y Hausdorff y f continua, el Lema 1.19 asegura que existe
V un abierto que contiene a P y tal que f~!(V) C U. Probaremos que V
estd cubierto parejamente. Definimos U, =U; N f~1(V), es un abierto y al
restringir f a cada V; es un homeomorfismo. Por construccion f~1(V) =

I, U;. Luego V esta cubierta parejamente.
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SeaQcY, fYQ) ={P, P, ..., P,,}. Entonces, existen vecindades Uj;
de P; y V; de @ tal que f en coordenadas locales es multp, (f) a1l en U;\{F;}
a V; \ {Q}. Existe V vecindad de @ contenida en (), V; tal que VN S es

vacio o a lo més tiene a (), entonces por la tercera parte del teorema, f es n

alen V\{Q}. Entonces, > /" multp,(f) = n. O

Al namero n lo llamaremos el grado de f y lo denotaremos por deg(f).
Con este teorema podemos concluir que cualquier aplicacién holomorfa no
constante entre superficies de Riemann compactas, es un cubriente topolégico
fuera de los puntos de la imagen inversa de los puntos de bifurcacién. El
siguiente corolario es consecuencia inmediata del Teorema 1.20.

COROLARIO 1.21. Un mapeo f : X — Y holomorfo no constante entre
superficies de Riemann compactas de grado 1 es un biholomorfismo.



Capitulo 2

Triangulaciones y la Caracteristica de Euler.

En este capitulo demostraremos el teorema de Rado, que dice que toda
superficie topologica segundo numerable se puede triangular, y daremos una
prueba siguiendo el esbozo que dio Alberto Verjovsky [34] usando el Teorema
del mapeo de Riemann y el Teorema de extension de Carathéodory. Al final
del capitulo definiremos la caracteristica de Euler de una superficie compacta.
En todo este capitulo trabajaremos con superficies conexas.

Dada una superficie X, una triangulacién de X es una descomposiciéon
de X en tridngulos topoldgicos que se intersecan a lo largo de una arista, un
vértice, o no se intersectan. Esta idea la precisamos en la siguiente definicion.

DEFINICION 2.1. Denotamos por T al triangulo de vértices 0, 1, ¢™/3 en
C. Un 2-simplejo de una superficie M es un encaje T — M. La imagen
serd nuevamente llamado un tridngulo, con 3 aristas y 3 vértices. Diremos
que M es triangulable si admite una triangulacion, es decir, dados simplejos
fi T — M donde las imagenes cubren a M y tales que para cada punto de
P € M se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si P no esta en una arista, aparece en un tnico triangulo f;(7), que
es entonces una vecindad de P;

2. Si P esta en una arista a, pero no sobre un vértice, aparece exacta-
mente en dos triangulos t; = f;(T) y t; = f;(T) tales que t; Nt; = a
y t; Ut; sea una vecindad de P;

3. Si P es un vértice, aparece exactamente en un nimero finito de trian-
gulos t;,...tx, estos tienen a P como vértice, y su unién es una ve-
cindad de P, y t; y t;+1 tiene exactamente una arista comun.

Ejemplos de triangulaciones de superficies, podemos poner la esfera S? y
considerar un sélido platénico, por ejemplo el tetraedro y suponer que todos
sus vértices se encuentran en la esfera, y después “inflamos” el tetraedro hasta
tener las aristas dentro de la esfera. De esta manera, el tetraedro nos da una
triangulacion de S2.

1. El Teorema de Rado.

Para la demostracion del teorema de Rad6 haremos uso de algunos teo-
remas como el teorema del mapeo de Riemann y el teorema de extension de
Carathéodory, a continuaciéon los enunciamos.

TEOREMA 2.2 (Mapeo de Riemann). Sea G una region simplemente co-
nexa del plano complejo, que no es todo el plano complejo y sea a € G.

15



16 2. TRIANGULACIONES Y LA CARACTERISTICA DE EULER.

Ficura 1. Esfera triangulada.

Entonces existe una inica funcion holomorfa f : G — C con las propieda-

des:

L f(a)=0y f'(a) > 0;

2. f esuno a uno ;

3. f(G) =D2
Donde D? es el disco unitario abierto con centro en el origen en el plano
complejo.

La demostracion de este teorema no la daremos en este trabajo pero
puede revisarse en [4, p. 160, Teorema 4.2].

El siguiente teorema nos dice cuando un biholomorfismo del disco D? a
una region simplemente conexa G C C puede extenderse de manera continua
a OD?. Aceptaremos este teorema sin demostracion, puede revisarse en [24].

TEOREMA 2.3 (Extension de Carathéodory). Sea f : D? — G un biho-
lomorfismo, entonces f se extiende homeomorfamente a D? si y sélo si OG
es una curva de Jordan.

Para poder entender la demostraciéon del teorema de Radé hace falta
discutir la idea de curva de Jordan y regién de Jordan que presentamos a
continuacion.

DEFINICION 2.4. Decimos que v C C es una curva de Jordan en el plano
o en la esfera si 7y es la imagen de un encaje (topoldgico) de S al plano o en
la esfera.

DEFINICION 2.5. Un subconjunto abierto y conexo J del plano complejo
es llamado dominio o region de Jordan si 9J es una curva de Jordan.

TEOREMA 2.6. Sea G un dominio de Jordan, f : D?2—=G un biholomor-
fismo, puede ser extendido de C en C.

DEMOSTRACION. Definamos G* = C \ Gy D* = C \ D2. Como, G es
un subconjunto simplemente conexo del plano complejo, esto es, equivalente
a que G y G* sean conexos, y asi, G* es simplemente conexo. Entonces, por
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el Teorema del mapeo de Riemann, existe f* : D**—G* tal que f*(oc0) = oo.
Entonces, por el teorema de extensiéon de Carathéodory, f y f* pueden ser
extendidas a mapeos continuos de D2 en G y D2* en G*. Si definimos () =

Y f(s)) para o € OD? y,

g ree(F) stz
1) { f(2) si |z] <1

Para |z| > 1 f es composicion de homeomorfismos, por lo que f es
homeomorfismo para |z| > 1. Si |z]| = 1, f*(|z|cp(‘z7|)) = f*(p(2)) = f(2).
Por lo tanto, f es homeomorfismo.

O

El siguiente teorema es un resultado importante de topologia, el lector
interesado puede revisar su demostracion en [32].

TEOREMA 2.7 (Teorema de la Curva de Jordan). Si C' es una curva de
Jordan contenida en el plano complejo, entonces C\ C tiene precisamente
dos regiones, donde cada una tiene a C' como frontera.

COROLARIO 2.8. Un mapeo continuo de una curva de Jordan a otra
curva de Jordan contenidas en C puede ser extendido a un homeomorfismo
de C en C.

DEMOSTRACION. Sean f y g biholomorfismos de A en los dominios G
y H de las curvas de Jordan y sea ¢ una biyeccion continua de G en 0H.

Extendemos f y g de acuerdo al teorema precedente. Entonces ¥ = g 1o f :
OA—IA. Si definimos:

V() = |z"1’<, ‘> si zeC\{0}
0 s 2=0

Entonces g¥ f : C—C es un homeomorfismo, si z # 0 ¥ composicién de ho-
meomorfismos y si z,, es una sucesion tal que z,—0 entonces |zn|\IJ( |)—>0

lo que prueba que es continua en 0, y por tanto homeomorfismo que extlende

®.
(]

Para poder demostrar el Teorema de Radé nos interesa cubrir a una su-
perficie X con discos cerrados cuya interseccion de sus fronteras (que son
curvas de Jordan) dos a dos sea topologicamente transversa, esto con el ob-
jetivo de usar sus intersecciones como puntos marcados. La intersecciéon de
dos curvas de Jordan en una superficie X a priori puede ser muy aparatosa,
incluso pueden intersecarse en un conjunto de Cantor. Para poder arreglar
estos problemas, buscaremos encajes isotopicos de discos cerrados que cum-
plan las condiciones que necesitamos.
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DEFINICION 2.9. Sean X, Y dos espacios topologicos y dos encajes topo-
logicos ¢, ¢1 : Y — X. Decimos que una aplicacion continua H : Y x[0,1] —
X es una isotopia entre ¢g y ¢; si para cada t € [0, 1] el mapeo definido como
Hy(z) = H(z,t) es un encaje topologico y Hy = ¢o y H1 = ¢1.

DEFINICION 2.10. Sean C y Co dos curvas contenidas en el plano com-
plejo. Decimos que C7 y Cs se intersectan topoldgicamente transversalmente
si C1NCy = 0 o bien, cuando C1 NCy # ) se tiene que para cada x € C1NCy
existen V, una vecindad de x y un homemorfismo h : V, — A tal que
h(z) =0, h(C1) = ANRey h(Cy) = ANIm.

La interseccién topoldgicamente transversal entre dos curvas en el plano
es, obviamente, una propiedad que se preserva bajo homeomorfismo.

LEMA 2.11. Sean ¢1,¢2 : A — C dos encajes del disco cerrado de radio
1 al plano complejo. Sean J; = ¢(A) y v = 0J; para i = 1,2. Entonces
existe un encaje ¢ isotopico a ¢o tal que si o9 := ¢2(OA), entonces o3 y 11
se intersectan topoldgicamente transversalmente.

DEMOSTRACION. El Corolario 2.8 dice que existe un homeomorfismo
h : C — C que lleva 71 en la circunferencia unitaria con centro en el origen, y
2 = ¢(2) sigue siendo una curva cerrada simple en el plano complejo. Por el
teorema del mapeo de Riemann y el teorema de extension de Carathéodory
existe ¢ : A — h(Jy) biholomorfa en A que se extiende a A como un
homeomorfismo. Sea € > 0 suficientemente pequena, observemos que la curva
Ce = {p((1—€)e?) : 6 € [0,27]} es una curva diferenciable. Entonces, por el
Teorema de Sard [17, p. 246], podemos suponer que C.Nh(71) es transversal,
en particular su interseccion es topologicamente transversal, y bajo k™! se
preserva esta propiedad. Definimos la aplicacion @ = ¢~ 'ohogy y la siguiente
isotopia H : A x [0,1] — C, como H(z,t) = h=(p((1—e€t)$(2))) que cumple
H(z,0) = ¢oy H(2,1) = b= (o((1—€)@(2)). Si tomamos ¢ = Hy, entonces
¢9 verifica el teorema.
O

LEMA 2.12. Sea X una superficie compacta. Entonces X tiene una cu-
bierta U con las propiedades siguientes:

1. Si dos elementos U; y U; de U se intersecan, entonces existe una
carta coordenada (W, ¢) de X tal que U; UU; C W,

Tiene un nimero finito de elementos,

. Cada elemento U de U es homeomorfo a D2,

. Las imdgenes de discos de radio 1/2 siguen cubriendo a X.

NN

DEMOSTRACION. Sea A = {(W;, ¢i)}ier un atlas de X (no necesaria-
mente maximal). Dado que X es una superficie, X es normal y Hausdorff, el
teorema de metrizabilidad de Urysohn (Revise |25]| pag. 270 Teorema IX.4.8)
implica que X es metrizable. Ahora, como X es un espacio métrico compacto,
entonces la cubierta {W;};cr tiene ntimero de Lebesgue 6 > 0. Si tomamos



1. EL TEOREMA DE RADO. 19

para cada x € X la bola de radio 6/5 con centro en z. Entonces para cada
pareja de bolas B, = B(x,/5) y By = B(2',0/5) cuya interseccion es no
vacia, se cumple que diam(B, U B,/) < 0; ya que siy € By, 2 € By y
w € B, N B, entonces:

4
d(y,z) < d(y,x) + d(z,w) + d(w,2") + d(2’, 2) < 35.

Por lo que el diam(B, U B,) < §, luego existe W; dominio de alguna carta
de A tal que B, U By C W.
En resumen, podemos considerar para cada x € X una vecindad U, de z
y un homeomorfismo h, : U,—D?, suficientemente pequefia para asegurar
que si dos de estas vecindades U, y U, se intersectan, entonces existe una
pareja (W;, ¢) elemento de A cuyo dominio contiene a la unién U, U U,.
Consideremos entonces, la coleccion de vecindades {V, },ex donde cada
Ve = hy(D(0,1/2)) que forma obviamente una cubierta de X. Por lo tanto
tiene una subcubierta finita {V;,}";. Si definimos U = {U,,}",, entonces
U satisface las condiciones del lema.

O

PROPOSICION 2.13. Una superficie (topoldgica) compacta X, puede ser
cubierta por una coleccion de discos cerrados cuya interseccion de sus fron-
teras dos a dos es topologicamente transversal.

DEMOSTRACION. El Lema 2.12 implica que una superficie compacta X
puede ser cubierta por un namero n de discos topologicos ¢; : D? — X
con la propiedad de que si ¢;(ID?) N ¢);(D?) # () entonces existe una carta
coordenada de X que contiene a la unién ;(D?) U);(D?), ademés, la union
de las imagenes de discos de radio 1/2 es X. Denotaremos D; = 1;(D1/5(0)).

Procederemos por induccién sobre k el ntimero de discos.

Si k = 2. Sean 11 y 12 los encajes de dichos discos a la superficie X, el Lema
2.12 dice que existe una carta (W, ¢) de X tal que W contiene a la union.
Aplicando el Lema 2.11, podemos cambiar 5(ID?) por un disco topologico
imagen de un encaje ¥ isotépico a 12, v tal que 8(%(1[?2)) N A(1p1(OD3))
es topologicamente transversa. Supongamos que el teorema es cierto para
n — 1 discos. Debemos mostrar que el teorema es vélido para n discos. Sea
Ui, ...,Uy, discos que cumplan que la interseccion dos a dos de sus respec-
tivas fronteras sea topologicamente transversa, sea U, un disco extra, de la
demostraciéon del Lema 2.11 se ve que la transversalidad topologica es una
condicion abierta, entonces existe un disco U], tal que su frontera es topolo-

gicamente transversal a la frontera de cualquier disco que intersecte a Uy,.
O

TEOREMA 2.14 (Teorema de Rado). Sea X wuna superficie topoldgica y
compacta, entonces X puede ser triangulada.

DEMOSTRACION. Una superficie compacta X puede ser cubierta por car-
tas coordenadas 9 : D? — X, tal que la coleccién {D;} donde D; = 1;(D?)
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FIGURA 2. Subdivision de celdas

es finita. Podemos también suponer que D; ¢ D; para cualquier i # j; ya
que si D; C D; como tal cubierta es finita, descartamos a todos los discos
que estén contenidos en otros.

Supongamos que |J;c; 9D; la unién de arcos que se intersecan topolo-
gicamente transversalmente, diremos que |J0D; es de tipo transversal. La
Proposiciéon 2.13 implica que siempre podemos encontrar una cubierta trans-
versal y asi se obtienen dos casos posibles:

Caso 1. Si 0D; C Dj, para alguna pareja (4,j). Ya que D; no estd con-
tenido en en D;. La regiéon de Jordan complementaria a D;. Entonces la
superficie X es una esfera, y es por tanto triangulable.

Caso 2. Si dD; ¢ D, para cualquier pareja (i.j). Entonces la union de las
imagenes de las fronteras de los discos dividen a la superficie en celdas con
frontera una curva de Jordan, donde la interseccién dos a dos de dichas curvas
es topologicamente transversa y es un ntumero finito de puntos marcados.
En cada celda, podemos suponer que hay al menos tres de estos puntos
marcados; supongamos que hay una celda que tiene s6lo dos puntos marcados
xo y 1. En este caso, tomamos un punto xzs en el interior de la celda y
trazamos curvas que vayan de xs a xg y de x9 a x1. Usando estos puntos
subdividimos cada celda para triangular la superficie X. Ver Figura 2. [J

El Teorema de Radé para el caso no compacto. La tltima parte
de la secciéon la dedicaremos a probar el Teorema de Radd para el caso de
superficies no compactas, las técnicas utilizadas son similares a las utilizadas
en el caso compacto.

PROPOSICION 2.15. Sea X wuna superficie seqgundo numerable, entonces
existe una sucesion de compactos K1 C Ko C Ko C ... tal que

o
X:Um
=1
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DEMOSTRACION. Para cada z € X existe una vecindad abierta relati-
vamente compacta de x, D,, entonces X = UzcxD,. Como X es segundo
numerable, luego es un espacio Lindelof, por lo que {D, },cx tiene una sub-
cubierta numerable {D;};>1. Ahora, definimos K; = D;. Por compacidad
tenemos K1 C Dy U Dy U---U D;,. Para algtin nimero 4;. Tomamos Ky =
DiUDssup--- U ﬁil. Entonces Ko es compacto, y K C I€2. Otra vez por
compacidad tenemos que Ko C D1 UDy---UD;, para algin ntimero ég > %1.
Tomamos K3 =D; UDyU---U Eig. Entonces K3 es compacto y Ko C [%3.
Procediendo recursivamente, tenemos que K, = DyUDsU---UD; ,.Y
obtenemos la sucesiéon deseada. [l

LEMA 2.16. Sea X una superficie seqgundo numerable, entonces X admite
una cubierta U con las siguientes propiedades.

1. Cada elemento U € U es homeomorfo a D2,

2. Las imdgenes de discos de radio 1/2 siguen cubriendo a X,

3. La coleccion U es numerable,

4. Si dos elementos U; y U; de U se intersecan, entonces existe una
carta coordenada (W, ¢) de X tal que U; UU; C W,

5. Es localmente finita.

DEMOSTRACION. La Proposicién 2.15 dice que X es unién numerable
de compactos K1, Ks,... tal que

K1CI%QCKQCI%;;C"'CKnCK;+1C...

Por otro lado, X es un espacio segundo numerable, Hausdorff y normal®,
entonces por el Teorema de metrizabilidad de Urysohn [25, p. 270] X es me-
trizable. Como X es superficie tiene un atlas A = {(W;, ¢;)}; € I. Entonces,
para cada n > 1 existe §, > 0 namero de Lebesgue para el compacto K, y
la cubierta asociada al atlas A.
Afirmacién 1.
Existe una cubierta finita V,, formada por discos abiertos relativamente com-
pactos (B~D?y B~D?) de A, = K, \ U B tal que
BeYVoU--- UV, -1

a. U B C Kn+17

b. diam(B N K,,) < %min{én, Ont1,0n+2},

c. BNK,_1 =0.
Definimos Ko = 0 y Ag i®' Sea x € Ay = K, entonces existe B, y un
homemorfismo h, : B,—D? tal que B, cumple los incisos b y ¢, por otro
lado, como K; C K3 entonces, podemos suponer B, tal que B, C K. Luego

Ay C Ugea, B, v tomamos una subcubierta finita V;. Por construccion V;
cumple los incisos anteriores.

1Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un espacio normal si dados A, B C X
cerrados y ajenos, entonces existen U y vecindad de A y V' vecindad de B ajenas.
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Suponemos que hemos construido Vi,...V,_1 y construimos V,, de la
siguiente manera: sea x € A,, entonces existe un vecindad de x, B, y un
homemorfismo h, : B,—D? tal que B, cumple el inciso b, por otro lado,
como A,, C K,;rl, podemos tomar B, de didmetro suficientemente pequeiio
para que B, C ]:O(n+1. Ademas, como x ¢ K,,_1 y K,_1 es cerrado, entonces
podemos tomar B, tal que B, N K, 1 = 0. Luego A, C Ugea, Bs, y Ap es
compacto, extraemos una subcubierta finita V), de la cubierta { B, },c 4, don-
de B, := h;1(D(0,1/2)) que cumple los incisos anteriores por construccion.
Definimos V,, = {B|B., € V,,} vy consideramos entonces

U =)V,

n>1

yU = {U|U € U'}. A continuacién probaremos que esta coleccién de discos
cerrados es una cubierta que satisface el Lema 2.16.

Probemos primero que U cubre a X. Para esto observemos que X =
Un>04n; ya que Ay = K; y supongamos que K, C U}_; Ay, por otro lado
K1 = (Knt1\UBev,u-.uv, B) UK, C A, 11U(U]_; Ak). Consecuentemente
U es una cubierta de X. Los incisos 1, 2 y 3 se satisfacen obviamente por
construccion. Para probar el inciso 4. supongamos que B, B’ € U son tales
que BNB' # 0, luego B €V, y B' € Vj. Por simetria podemos suponer
i < j, por el inciso a. B C K;41 entonces B' N K;y1 # 0 y B'N K 1 =10,
porloquei+12>j, yasf hay dos casos: i =jo0i =75+ 1.

Si j = i, entonces diam(B U B’) < §;11 y existe (W, ¢) elemento de A
tal que BUB' C W.

Si j =i+ 1 entonces diam(B) < §j41/2 = 0i42/2 por el inciso b y por
otro lado diam(B') < d;4+2/2 por el inciso ¢, luego diam(B U B') < 0;42.
Consecuentemente existe (W;, ¢;) elemento de A tal que BU B’ C W.

Para demostrar 5, basta probar que U’ es localmente finita. Sea x € X
existe entonces B € U’ tal que x € B, ademas B € V,, para alguna n, asi
B C K1 y sabemos que si | > n + 2 entonces cualquier B’ € V; cumple
que B'N K1 = (. Por otro lado V; U--- UV, 11 es una coleccion finita de
discos abiertos que posiblemente tengan intersecciéon no vacia con B. Por lo
tanto U’ es localmente finita.

O

PROPOSICION 2.17. Sea X una superficie seqgundo numerable. Entonces
X tiene una cubierta U = {B;}3°, de tipo transversal, localmente finita y
formada por discos cerrados.

DEMOSTRACION. De la demostracion del Lema 2.16 tenemos que X =
U2, K; tal que

K1CI%QCKQC[%;;C"'CKnCK;+1C...

y cada K, es compactoy K, C V1 U---UYV,. Es decir, K,, es cubierto por
un nimero finito de discos cerrados con las siguientes propiedades:
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1. Si dos de estos discos se intersectan, entonces la unién esta contenida
en el dominoio de una carta coordenada,

2. UZ:1V]<; C Kn+1,

3. Si B € V,, entonces BNK,_1 = 0.
Probaremos que para cadan > 1 K, C |J Beu, B donde la cubierta U,, es de
tipo transversal, U,_1 C U, y U,, es refinamiento de V1 U---UV,.

La prueba sera por induccion sobre n. Sea n = 1. Definimos Ky = (0 y

Uy = 0. Por otro lado K7 C Upgey, B. De la demostracion del Teorema 2.14
observamos que para una cantidad finita de discos cerrados con la propiedad
1, existe un refinamiento U; de V; tal que U es de tipo transversal y Uy C U;.
Supongamos que para [ < n K tiene una cubierta transversal U; formada
por discos, U;_1 C U; y U es refinamiento de V; U---UYV;. Entonces la unién
U; UV, 41 forma una cubierta de Kj11. Aplicando los Lemas 2.16 y 2.11 existe
un refinamiento de V;41 a una coleccion Vl'Jrl tal que U1 =U UVl’Jrl es una

cubierta de tipo transversal.
o0

Si definimos U = |J U, entonces U es una cubierta que satisface la
n=1
proposicion.
g

TEOREMA 2.18 (Teorema de Rado). Sea X wuna superficie topoldgica y
sequndo numerable. Entonces X puede ser triangulada.

DEMOSTRACION. La Proposicion 2.17 implica que X puede ser cubierta
por una coleccion U = {B;}°; numerable de discos cerrados cuya intersec-
cién de sus fronteras dos a dos es topolégicamente transversa y es localmente
finita. Podemos suponer que B; ¢ B; para cualquier pareja i # j. Entonces
la unién de las fronteras de tales discos dividen a la superficie en celdas con
frontera una curva de Jordan, donde la intersecciéon dos a dos de dichas cur-
vas es topoldgicamente transversa y es una cantidad numerable de puntos
marcados sin puntos de acumulacion; ya que U es localmente finita y la inter-
seccidon dos a dos de estas curvas de Jordan es topolégicamente transversa.
Usando estos puntos subdividimos cada celda para triangular la superficie
X.

O

COROLARIO 2.19. Toda superficie topologica seqgundo numerable y orien-
table X tiene una estructura de superficie de Riemann

DEMOSTRACION. Sea ¢; : t;—T =< 0,1,exp(in/3) >C C una triangu-
lacién y una orientacion de caminos coherente (revise [26]) . Tomamos dos
tridngulos ¢1 y to con una arista comun en X pipo. Existe una traslacién
d tal que ¢}, = d o g envia tg en el tridngulo 7" que envia p; en ¢1(p1).
Como la orientacion es coherente, ¢}, coincide también en py. Sea Py, Ps, Ps
el tridAngulo equilatero que tiene arista comtun P; P, con t;. Cambiamos o
por 15 definido asi: un punto ¢ € to determina un punto @ € 7”. La linea
de P3 a @ interseca a PP, en un punto P. Entonces P = ¢ o gpéﬁl(P) y
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determinamos el punto Q' tal que
PQ  PQ
PP PP

y finalmente v¥5(q) = d~1(Q') € T. Es claro, por construccién que ¢ y
d o @9 coinciden en la arista P; P». Por lo tanto podemos suponer que ¢ y
¢4 coinciden en tal arista. Ademas, como no modificamos ¢y en las deméas
aristas, podemos hacer esta operacién a todas las demas aristas comunes a
una pareja de triangulos.

Ahora, podemos definir la estructura compleja: tomando ¢ : toi—ﬂo’ como
las cartas. Resta cubrir las aristas. Enviamos (¢; Ut;)° en (TUT")° por f; y
f]’ (que esta bien definida gracias a nuestras modificaciones). El cambio de

coordenadas con las cartas anteriores son la identidad en ¢; y una traslacion
toj; que son analiticas.

Finalmente, si 1, ..., t, son todos los tridngulos que contienen a p como
vértice, los enviamos por 1, d™M) o @y, dM) 0 d? o o3, ... en los triangulos
T.7". 7", ... donde dV),d?, ... son las traslaciones definidas anteriormente
para las parejas (t1,t2), (t2,t3),.... Para que la aplicacion construida esté
bien definida en t; U t, y defina un homeomorfismo de (t; U---Ut,)° en
una vecindad de 0, la componemos con z — 29/ ya que en el plano hacen
falta seis triangulos equilateros para completar una vecindad de 0; asi la
carta en la vecindad de p estd dada por @?/n en t, (d(l) o 902)6/" en to,
etc.. Los cambios de coordenadas con las cartas anteriores son traslaciones
compuestas con z — 20/ (analiticas excepto en cero), por lo tanto siguen
siendo analiticas en su dominio.

O

2. La caracteristica de Euler.

La caracteristica de Euler de una superficie compacta es un invarian-
te topologico importante, ayuda a la clasificacion de las superficies y esta
relacionada con la triangulacién de una superficie.

DEFINICION 2.20. Sea X una superficie, definimos la caracteristica de
Euler, dada por la triangulacién T, como

(5) XX, T)=V—-A+C

donde V' denota el nimero de vértices, A el nimero de aristas y C' el nimero
de caras de la triangulacion.

Esta definiciéon es un caso particular de la caracteristica de Euler-Poincaré
que no presentamos en este trabajo pero puede revisar en [12].

La siguiente proposicién asegura que podemos definir la caracteristica de
Euler de una superficie X sin importar la triangulacion.

PROPOSICION 2.21. La caracteristica de Fuler de una superficie X no
depende de la triangulacion.
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DEMOSTRACION. Daremos un esbozo de la demostracién. Sea T una
triangulacion de X . Un refinamiento elemental de T es otra triangulacion T”
de X que se obtiene de alguna de las siguientes formas:

Aumentando un vértice en algtin punto del interior de un tridngulo y tres
aristas desde los vértices al nuevo vértice. Con ello se remplaza un tridngulo
por tres, lo cual aumenta un vértice, tres aristas y dos caras. Observamos
que:

XX, T)=V+1)—-(A+3)+(C+2)=V —-A+C=x(X,T).

Notemos que la caracteristica de Euler no se ve afectada.

Al tomar dos tridngulos vecinos con una arista en comin ¢ ponemos un
vértice en algin punto interior de a y dos aristas de cada uno de los vértices
opuestos de los dos tridngulos. Esencialmente esto biseca a los dos tridangulos,
aumentando un vértice, tres aristas y dos triangulos. Asi:

XX T)=(V+1)—(A+3)+(C+2) =V - A+C = x(X,T).

Podemos observar que estas dos operaciones no afectan la caracteristica de
Euler de X. Un refinamiento de T se obtiene por una sucesion finita de refi-
namientos elementales. Ahora, si tenemos dos triangulaciones 17 y 15 de X
podemos sobreponer las triangulaciones y completar con los vértices y aris-
tas que hagan falta para obtener una triangulaciéon y tener un refinamiento
comun de 177 y Ts. Y asi

X(X,Th) = x(X,T) = x(X, T3).
|

Describiremos como dar mas ejemplos de superficies compactas formadas
a partir de sumas conexas. Sean X1 y X9 dos superficies topolégicas ajenas,
su suma conexa, denotada por X14Xs es formada por cortar pequenios hoyos
circulares y pegando a lo largo de fronteras de los hoyos.
Escogemos dos subconjuntos D; C X1y Do C Xo tal que D7 y Ds sean discos
cerrados (i.e. homeomorfos a D?). Sean X/, el complemento del interior del
disco D; en X; para i = 1,2. Escogemos un homeomorfismo h de la frontera
del disco D sobre la frontera del disco Ds. Entonces X1§Xo es el espacio
cociente de X1 U X/ obtenida de identificar los puntos de x y h(z) para todos
los puntos = en la frontera de Di. Es claro que X 1§Xo es una superficie
topologica.

NOTA. Se puede probar rigurosamente que la topologia de X1§Xo no
depende de la elecciéon de los discos Dy y Ds ni del homeomorfismo h.

TEOREMA 2.22 (Clasificacion). Cualquier superficie compacta y orienta-
ble es homeomorfa a una esfera o suma conexa de toros.

La demostracion del teorema de clasificacion es un hecho toplogico que
queda fuera del alcance de esta tesis pero puede revisarse en [20].
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OBSERVACION. El Teorema 2.22 nos dice que una superficie compacta
y orientable X es homeomorfa a un toro con g asas. Con ayuda del grupo
fundamental, podemos afirmar que si X es homeomorfo a un toro con g
asas, entonces ¢ es unico y asi definir el género de X como tal ntmero g.
Del teorema anterior y de la Proposiciéon 1.4 se sigue que cualquier superficie
de Riemann compacta es homeomorfa a una superficie de género g, para un
entero g > 0.

En la Proposicién 2.21 se vié que la caracteristica de Euler de una su-
perficie compacta X es un invariante topologico, y la observaciéon anterior
nos dice que el género es también un invariante topoldgico de las superfi-
cies compactas y orientables. A continuaciéon demostraremos que estos dos
invariantes topolégicos estan relacionados.

LEMA 2.23. Sean X1 y Xo dos superficies compactas, entonces la carac-
teristica de Euler de Xy y Xo y su suma conexa estan relacionadas por la
formula:

(6) X(X1§X2) = x(X1) + x(X2) — 2

DEMOSTRACION. Asumamos que X7 y Xo estan trianguladas y sus ca-
racteristicas de Euler estan dadas por:

X(Xl) =Vi-A+C;

X(X2) =Va— Ax+ Cy
En cada superficie removemos el interior de un triangulo e identificamos aris-
tas y vértices de los tridngulos removidos. Asi obtenemos la suma conexa de
X1 y X5 y obtenemos una triangulacion para X1§Xs dada por las triangula-
ciones de X; y Xo. Para esta triangulaciéon el ntimero de vértices estd dado
por V = Vi 4+ V5 — 3, el ntiimero de aristas A = A1 + As — 3 y el nimero de
caras C' = Cq1 + Cy — 2 y se tiene la férmula deseada. O

Usando este lema y haciendo inducciéon sobre el género g de una superficie
compacta y orientable S, se tiene:

x(Sy) =2 —2g.



Capitulo 3

La formula de Riemann-Hurwitz.

En este capitulo demostraremos la férmula de Riemann-Hurwitz, pre-
sentaremos a las curvas proyectivas lisas (planas), y daremos un ejemplo de
ellas; la curva de Fermat de grado d definida como los ceros del polinomio
homogéneo z¢ + y? + z%. Por tltimo, con ayuda de la formula de Riemann-
Hurwitz demostraremos una féormula que relaciona el grado del polinomio
que define a la curva de Fermat y su género.

Hemos estudiado hasta aqui cuatro ntimeros asociados a las superficies de
Riemann compactas y los mapeos holomorfos entre ellas: el género, la carac-
teristica de Euler de una superficie X, el grado de una aplicacién holomorfa
f entre superficies de Riemann y la multiplicidad de f en un punto. A con-
tinuaciéon presentamos la formula de Riemann-Hurwitz que da una relaciéon
entre estos nameros.

TEOREMA 3.1 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sea f : X — Y un
mapeo holomorfo no constante entre superficies de Riemann compactas de
grado d. Entonces:

(7) 2 - 2g(X) =d(2-29(Y)) + Y _ (1 — multy(f)).
peX

DEMOSTRACION. Para demostrar este teorema haremos uso del siguiente
lema.

LEMA 3.2. §i f : X — Y es un mapeo holomorfo entre superficies de
Riemann compactas, supongamos que deg(f) =d y{p; : T; = Y} es una
triangulacion de Y tal que los vértices de la triangulacion contienen a S el
congunto de puntos de bifurcacion de f, ademds cada arista contiene a sdélo
un punto de la bifurcacion, entonces la tmagen inversa de los tridngulos en
Y bajo f forman una triangulacion en X.

DEMOSTRACION DEL LEMA. Las imégenes inversas de vértices de Y ba-
jo f son claramente vértices en X, sea T una arista o una cara y ¢ el homeo-
morfismo de T con el intervalo o el tridngulo. Sea T la correspondiente arista
abierta o cara abierta. Dado que cada punto de S es un vértice, T°N.S = (),
entonces por el enunciado 3 del Teorema 1.20 f es un n cubriente de 7.
Ademés T° es simplemente conexo, asi f es un cubriente trivial aplicando
el Corolario 1.16, asf la preimagen de cada arista o cara abierta es la unién
ajena de d aristas o d caras Uy, ...,Uy. En el caso donde T NS = 0, T sigue

27
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siendo cubierta por f trivialmente, entonces la cerradura de cada compo-
nente U; mapea a Ty es homeomorfo con una arista o una cara a través de
la composicion ¢ o f. Si T'N .S es no vacio, entonces contiene un punto Q,
y T\ {Q} es cubierto trivialmente por f y su preimagen es la unién ajena
de Ui \ {P},...,Uq \ {P}, donde cada U; \ {P} es homeomorfo a través
de ¢ o f a una arista o una cara con un punto removido. Ademas, como T
contiene s6lo un punto de bifurcacion, ¢ o f se extiende a una biyeccion de
T a un intervalo o tridngulo, haciendo ¢ o f(P) = ¢(Q). Para demostrar
que es un homeomorfismo, supongamos la situacién del Lema de la forma

local normal alrededor de P. Entonces, | w, |— 0 <| wp s (P) |- 0y
P,— P < ¢(P,) - 0< f(P,) = Q. Luego, U; es homeomorfo al intervalo
o tridngulo y la preimagen de T bajo f son d aristas o d caras. La cerradura
de estos tridngulos cubren a X, por lo que forman una triangulacion. O

Sea 7 una triangulacién de Y, podemos refinarla para que los puntos
de bifurcacién de f sean vértices de 7. Supongamos que 7 tiene V' vértices
A aristas y C caras. 7 se levanta a una triangulacién via el mapeo f, y
supongamos que tiene V' vértices, A’ aristas y C’ caras. Por el lema anterior
cada arista se levantan en d aristas y cada cara se levanta en d caras. Sea
v un vértice de Y, Y sea S el conjunto de puntos de ramificacién de f y
R = f(S). Fijemos un vértice v € Y. El ntuimero de preimagenes de v bajo f
es fif ~1(v) y podemos reescribirlo de la siguiente forma:

i)y = ),
pef~1(v)

=d+ > (1—multy(f)).

pef(v)

Entonces el nimero total de preimagenes de vértices de 7, el cual es el nimero
de vértices V' de X es:

Vi= Y @+ Y (L= muity(f)),

v vérticeen Y pef~1(v)

= Y dr Y Y - munl)

v vérticeen Y v vértice en Ypef—1(v)

=dV + > (1 — multy(f)).

p vértice en X
Luego calculamos la caracteristica de Euler de X:
2-29(X)=V' - A+,
=dV + Y (1= multy(f)) — dA +dC,

p vértice en X

=d(2-29(Y)) + > _ (1 — multy(f)).

peX
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Donde g(X) denota el género de X. La ultima igualdad se sigue de que todo
punto de ramificacién de f es vértice de X O

Los corolarios siguientes son consecuencia inmediata de la féormula de
Riemann-Hurwitz.

COROLARIO 3.3. Sea f : X — Y un mapeo holomorfo no constante entre
superficies de Riemann compactas, entonces:

g9(Y) < g(X).

COROLARIO 3.4. Si X y Y son superficies de Riemann de género uno,

y f:X =Y es un mapeo holomorfo no constante. Entonces f es no rami-
ficado.

1. Curvas afines.

La grafica de una funciéon holomorfa definida en una regién del plano
complejo, tiene una estructura de superficie de Riemann heredada a partir
del mapeo holomorfo que la define. Para probar esta afirmacion hagamos las
siguientes observaciones. Sea V' C C una regién del plano complejo, y sea f
una funcién holomorfa definida en V. Consideremos la grafica de f, como el
subconjunto de C2:

X =A(zf(z)z€V}.
Si dotamos a X con la topologia de subespacio, y sea 7 : X — V la proyeccion
en la primera entrada es un homeomorfismo, cuya inversa es mandar al punto
z € V al par ordenado (z, f(z)). Entonces 7 es una carta compleja que cubre
a X. Asi {(X,7)} es una atlas complejo para X, esto da una estructura de
superficie de Riemann a X.

Una curva plana afin es en cierto sentido una generalizaciéon de la cons-
truccién de la grafica de una funciéon holomorfa f; ya que localmente es la
grafica de una funcién holomorfa f definida en una regiéon del plano comple-
jo. Para precisar esta idea, consideremos un subconjunto X de C? de manera
que X sea localmente una grafica pero no globalmente. Consideremos X un
subconjunto de C? definido por los ceros de un polinomio complejo en dos
variables f(z,w). Para garantizar que este conjunto es localmente la grafica
de una funcién, pediremos algunas condiciones, basadas en el Teorema de la
Funcion Implicita.

TEOREMA 3.5 (Teorema de la funcion implicita). Sea P(z,w) € Clz, w]
un polinomio, y sea X = {(z,w) € C? | P(z,w) = 0} el conjunto de sus ceros.
Sea (zp,wo) un punto en X. Suponga que OP/O0w(zg,wpy) # 0. Entonces
existe un disco Dy centrado en zg, y un disco Da centrado en wq y un mapeo
holomorfo ¢ : D1 — Dy con ¢(z0) = wo tal que:

(8) XN (Dl X DQ) = {(z,gb(z)) | A Dl}

DEMOSTRACION. Para probar este teorema recordemos que si f es una
funcién holomorfa en un conjunto abierto que contiene a la cerradura de
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un disco D la cual no se anula en la frontera 9D, entonces el ntimero de
soluciones de la ecuacion f(w) = 0 en D, contando su multiplicidad, esta
dado por la integral sobre la frontera:

R O
®) 277 Jop Flw) ™"

Si existe una tunica soluciéon, wi estd dado por la integral sobre la frontera

(10) w = wf'(w)

= d
2t Jop f(w) v

Aplicamos estas formulas a la familia de funciones de la variable w: P,(w) =
P(z,w), donde vemos a z como un parametro. Primero tomamos z = 2z,
entonces la hipotesis de que dP/0w(z0,wo) # 0 quiere decir que P, en wy
no se anula. Por lo que P,;, no es un polinomio constante, por otro lado P,
es una funcién holomorfa, por lo cual existe un disco Ds centrado en wy
tal que P, no tiene otros ceros en la cerradura de D;. Como la frontera
de Dy es compacto, existe € > 0 tal que | Py, |> 2¢ en 0Ds. Ademas,
por continuidad de P, existe una § > 0 tal que si | z — 29 |< J entonces
| P(z,w) — P(z0,w) |< €. Sea D1 ={2z € C|| z |< 6}. Si| Po(w) |[< ey
z € Dy, ya que P, (w) esta fuera del disco de radio 2¢ entonces la distancia
de P,(w) a P, (w) es mayor o igual que €, lo cual es una contradiccion.
Definimos la siguiente funcion:

1 P!
1 =-— —=d

La cual es continua. Si z = zp, entonces g(z9) = 1. Como g es una funcion
continua del conexo D1 a los enteros, entonces es constante y obtenemos que
P.(w) = 0 tiene una tnica soluciéon para w € Dy. Sabiendo esto, definimos
para cada z € Dj, ¢(z) como la tnica raiz en D de P,. La férmula (2.3)
muestra que:

w 0P
(12) o(z) = . W%(z,w)dw.

Que es holomorfa en la variable z € Dy, y satisface (8). O
Para el caso en que OP/0z(zp,wp) # 0 se tiene un resultado anélogo.

DEFINICION 3.6. Una curva plana afin es el conjunto de ceros de una
funcion polinomial f(z,w). Un polinomio es no singular en un cero p de f
si alguna derivada parcial g—ﬁ o} g—fj es no cero en p. Una curva plana afin X
de f es no singular en p si f es no singular en p. Una curva es no singular o

lisa, si es no singular en cada uno de sus puntos.

El teorema de la funcién implicita nos indica que cualquier curva plana
afin lisa localmente se ve como la grafica de una funcién holomorfa.
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PROPOSICION 3.7. Sea X una curva plana afin lisa definida por un po-
linomio f, entonces las cartas definidas como en el Teorema 3.5 son compa-
tibles.

DEMOSTRACION. Sea f la funcién polinomial que define a X. Sean (Dy, )
y (D], ) dos cartas como antes, tales que V.= D;ND}] # (). Seap € m,(V),
entonces: 7,1 o 7. (2) = z que es la identidad y claramente es holomorfa.
Anéalogamente si las cartas estdn dadas por la proyeccion en la segunda en-
trada. Sean (D1, 7,) y (D}, my) dos cartas tales que V.= Dy N D} # 0, sea
p € V, tenemos que existe una funciéon holomorfa ¢ : V- — ¢(V) tal que X
en V es la grafica de ¢. Entonces 7, '(2) = (2, ¢(z)) para z € V. Entonces
la composicion 7, o my,(z) = ¢(z) para toda z € V, la cual es holomorfa. [

Para saber si una curva plana afin lisa X es una superficie de Riemann
hace falta probar la conexidad de X, pero esta no es inmediata. Por ejemplo,
si X esta dado por un polinomio f producto de dos factores lineales (por
ejemplo f(z,w) = (24 2w)(z 42w+ 1)) entonces X es la union de dos rectas
complejas, que cada una es una superficie de Riemann, pero su unién no es
conexa.

Podriamos suponer que f es un polinomio irreducible, esto es que f no puede
ser factorizado no trivialmente como f = gh, donde g y h son polinomios no
constantes.

TEOREMA 3.8. Si f es un polinomio irreducible, entonces su conjunto de
ceros X es conexo. Ast, si f es no singular e irreducible, X es una superficie
de Riemann.

La prueba de este teorema no es elemental, requiere de maquinaria de la
geometria algebraica. No demostraremos en este trabajo, pero puede revisar
en [9].

2. Curvas planas proyectivas lisas.

A continuacion definiremos las curvas planas proyectivas lisas que son el
conjunto de ceros en CP? de un polinomio homogéneo, no singular e irredu-
cible en tres variables, para ello revisaremos unas definiciones previas.

La recta proyectiva compleja CP' es de los primeros ejemplos de las
superficies de Riemann. En seguida presentamos una generalizacion de CP!.

DEFINICION 3.9. El plano proyectivo complejo CP? es el conjunto de
subespacios lineales de dimension 1 de C3.

Si (z,y,2) es un vector no cero en C3, su generado es denotado por
[ :y: z] es un punto en el plano proyectivo; cualquiera puede ser escrito de
esta forma. Si A € C*, entonces:
[:y:z]=[Az:Ay:Az].

Entonces CP? puede ser visto como el espacio cociente de C3\ {0} por la
accion multiplicativa de C*. Sea 7 : C3\ {0} — CP? el mapeo cociente que
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manda a cada elemento de C?\ {0} a su clase de equivalencia, entonces CP?
tiene la topologia cociente. Las entradas en la notacion [x : y : z] son llamadas
coordenadas homogeneas del correspondiente punto en el plano proyectivo,
estas no son unicas.

El espacio CP? puede ser cubierto por tres conjuntos abiertos:

(13)

Up={lz:y: 4| £0kU1={lr:y:2] | y£0kUa={l:y: 2|z £0]}.

Consideremos el mapeo ¢q : Uy — C2 definido por mandar a cada [z : y : 2] €
Uy a (y/z,z/x), observemos que esta bien definido, es un homeomorfismo
cuya inversa es 1 : C> — Uy que manda a cada (a,b) € C? a[1:a:b] € Up.
Si definimos ¢; : U; — C2, para i = 1,2 de manera similar, estos nuevamente
son homemorfismos. Sean [z : y : z], [/ : 3/ : 2], dos puntos distintos CP?,
si ambos estan en U; para alguna ¢ = 0,1,2, ya que U; es homeomorfo
a C? via ¢; ; entonces U; es Hausdorff y podemos encontrar vecindades
ajenas de [z : y : 2] y [¢/ : ¢/ : 2] en U; respectivamente. Ademas, U; es
abierto en CP?, por lo que estas vecindades, son también vecindades de CP?.
Sifx:y:z], [y : 2] estan en diferentes U;. Por simetria podemos
suponer que [z : y : z] € Up\Ur y [2/ : ¢ : 2'] € Up \ Up entonces hay
representantes de la forma [1:0: 2] € Uy y [0: 1 : 2] € Uy. Consideremos
el conjunto V' = {(z,y) € C? || = |< 1}; entonces ¢y (V) y ¢; (V) son
vecindades abiertas de los puntos [1 : 0 : 2] y [0 : 1 : 2/] respectivamente.
Si existiera [z : y : 2] € ¢g (V) N ¢y (V) entonces # # 0y y # 0y
dolr cy:z],o1x iy 2] € Viuego | y/z |[< 1y | x/y |< 1, que es una
contradiccion. Analogamente se revisan los demas casos. Entonces CP? es
un espacio Hausdorff. Sea D = {(z,w) € C% || z |[< 1}, | w |< 1} luego

2
CP? = | Jo; (D),
1=0

lo que prueba que CP? es compacto.

DEFINICION 3.10. Un polinomio homogéneo F es un polinomio en el que
cada monomio tiene el mismo grado en las variables, este grado es el grado
del polinomio homogéneo.

Por ejemplo, 22y — 2xyz + 323 es homogéneo de grado 3 en dos variables.
Un polinomio homogéneo F(x,y, z) no esta bien definido al evaluarlo en un
elemento [z : yo : z0] € CP%. Veamos:

F[)\x() : )\yo : /\Zo] = )\dF[:L'() *Yo : Zg]

y

[Azo : Ayo : Azo] = [zo : yo : 20]-
Aunque X = {[z :y: 2] € CP? | F(x,y,2) = 0} esta bien definido. Mas atin,
X es un subconjunto cerrado de CP?. Si X; = X N Uj; es no vacio entonces
X; es exactamente una curva afin plana cuando la transportamos a C2. Por
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ejemplo, en Up, es decir, cuando 2 # 0 podemos transportar a C? de la
siguiente manera:

(14) Xo=XNU={(a,b) € C*| F(1,a,b) = 0},

el cual es una curva afin plana descrita por el polinomio f(a,b) =

F(1,a,b).

DEFINICION 3.11. Un polinomio homogéneo F(x,y, z) es no singular si
no existen soluciones comunes al sistema de ecuaciones
oF oF OF
oz oy 0z

en el plano proyectivo CP?.

Probaremos que la condicién de no singularidad del polinomio F' es su-
ficiente para dar a X una estructura de superficie de Riemann.

LEMA 3.12. Supongamos que F(x,y,z) es un polinomio homogéneo de
grado d. Entonces F es no singular si y sélo si para cada i = 0,1,2, X; # 0
es una curva plana afin lisa en C?.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que una de las cartas X; no es
suave; por simetria podemos suponer que Xy no es lisa. Definimos f(u,v) =
F(1,u,v), entonces X esté definido por f = 0 en C2. Por hipétesis Xy no
es lisa, existe una solucion comun (ug,vy) del sistema de ecuaciones:

0 0
(16) f= of _of _ 0

ou Ov
Probaremos que [1 : wuy : vg] es una soluciéon del sistema (15). Para esto,
veamos que:

F[l:ug:w)] = f(ug,vo) =0,

g[l:ugzvo] Z%(uo,vo)zoa

ZZ[I tugtvo) = gi(uo,vo) 0, y
g—i[lzu[):vo] :(dFuog];vogI:)[liumvo] = 0.

La tltima igualdad se sigue de que F' es un polinomio homogéneo que satis-
face la férmula de Euler:

1 OF

El regreso de este teorema es facil de ver haciendo célculos similares.
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LEMA 3.13. Un polinomio homogéneo, no singular es automdticamente
irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que P es un polinomio homogéneo redu-
cible de grado d, es decir, existen polinomios F' y G tales que P = FG, y
ninguno de los dos es un polinomio constante. Si:

F=F+F+..+F y

G=Gy+G1+ ...+ Gy.

Donde cada Fj,G; denota la componente homogénea de grado ¢ y j co-
rrespondiente. Observemos que al considerar el producto F'G sélo queda la
componente homogénea de grado d, y las deméas son cero. Con lo que F'y
G son también polinomios homogéneos de grado estrictamente menor que d.
Por otro lado, las parciales de P con respecto a cada variable son:

or OF oG

oP OF oG
7 sl
dy 8yG+ oy’

oP OF oG

Por el Teorema de Bézout (Revise |9, p. 31]), existe un punto po = [xo : yo :
2] € CP? tal que F(pg) = 0 = G(po). Entonces pg es un punto singular de
P.

O

TEOREMA 3.14. Sea X wuna curva plana proyectiva lisa, entonces las
estructuras complejas de los abiertos X; que cubren a X tienen estructuras
complejas compatibles.

DEMOSTRACION. Consideremos un punto pg = [zg : yo : 20] € Xo,
con g # 0. Recordemos que las cartas alrededor de py en X estan dadas
por las proyecciones en la primera o segunda entrada y en nuestro caso,
via el homeomorfismo ¢q estan dadas por los cocientes y/x y z/x para Xj.
Anéalogamente para los otros abiertos X;. Supongamos que py € XoN X1, con
x0, Yo 7 0. Supongamos que ¢g[x : y : z] = y/x es la carta alrededor de py en
Xoy ¢1[z:y: 2] =x/y es la carta alrededor de py en X;. Debemos probar,
entonces que ¢ o @' es holomorfa, por otro lado ¢y (w) = [1 : w : h(w)]
para alguna funcién holomorfa h (recuerde que localmente X es la grafica
de h). Entonces, ¢g o ¢ ' (w) = h(w)/w que es holomorfa ya que w # 0.
Anélogamente se prueba para las demés cartas. O

NOTA. Daremos por cierto que las curvas proyectivas planas lisas son
necesariamente conexas. El lector interesado puede revisar en la demostra-
cion de este hecho en el libro [9].
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Asf las curvas planas proyectivas lisas son superficies de Riemann, ademés
por ser subconjuntos cerrados de CP?, entonces son compactas.

3. La curva de Fermat.

El polinomio homogéneo F(x,y,z) = x% 4+ y¢ + 2% define una curva
algebraica plana lisa llamada la curva de Fermat de grado d, por el anélisis
hecho en la seccién anterior, es una superficie de Riemann compacta. Usando
el Teorema 3.1 hallaremos una férmula explicita para el género de la curva
de Fermat de grado d.

LEMA 3.15. Sea X una curva plana afin definida por f(x,y) = 0. Defi-
nimos 7w : X — C como w(x,y) = x. Entonces 7 es ramificado en p € X si

y sdlo st Of /0y(p) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que 0f/dy(p) # 0. Entonces 7
es un mapeo coordenado alrededor de p y ciertamente tiene multiplicidad 1.
Ahora, supongamos que df/dy = 0, como X es lisa, entonces df/0x(p) # 0,
asi la funcién [z,y| — y es una carta alrededor de p. Por el teorema de la
funcién implicita, en una vecindad V de p, X es localmente la grafica de
una funciéon holomorfa g(y). Entonces f(g(y),y) es identicamente cero en V.
Tomando la derivada con respecto a y, vemos que:

of , of
%g(y)+afy—

en V. Por la suposicién que hicimos el segundo término es cero al evaluarlo en
p,y yaque df /0x(p) # 0, entonces ¢'(yo) = 0. Pero y — g(y) es exactamente
la formula local para el mapeo 7, por el Lema 1.18 7 es ramificado en p.

O

(18) 0.

Del lema anterior se sigue directamente que si X es una curva plana
proyectiva lisa definida por un polinomio homogéneo F(x,y,z) = 0 y el
mapeo G : X — CP! definido por la proyeccion a la recta z = 0: Gz : y :
z] = [z : y]. Entonces G es ramificado en p € X si y solo si 0F/0z(p) = 0.
Este resultado se sigue directamente del lema anterior.

LEMA 3.16. Sea X la curva de Fermat de grado d. El mapeo G : X —
CP! definido como Gz : y : 2] = [x : y] es un mapeo holomorfo de grado d
con d puntos de ramificacion cada uno de multiplicidad d.

DEMOSTRACION. Sea [1 : 0] € CP!, entonces los puntos de la forma
[1:0:2] € X bajor van a dar a [1 : 0] y 2 cumple: 2¢ + 1 = 0, por el
Lema 3 los puntos de la forma [1 : 0 : z] no son puntos de ramificacion de G.
Entonces por el Teorema 1.20 se tiene:

deg(G) = Z mult,(G) = Z 1=d.

peEG—1[1:0] peEG~1[1:0]
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A continuacién, hallaremos la multiplicidad de cada punto de ramificacion.
Por el lema anterior, los puntos de ramificacion de G son de la forma [1 : y : 0]
y cumplen 1 + y® = 0, entonces G tiene d puntos de ramificacion.

Ahora, hallaremos la multiplicidad de cada punto de ramificacién. Sea
p=[1:y:0] un punto de ramificacion, entonces [1 : y : z] — 2z y [1 :
y] — y son cartas alrededor de p y G(p) respectivamente. Pero la inversa
de la primera carta esta dada por w +— [l : h(u) : u]. Por lo que G en

coordenadas locales es u +— h(u). Para d = 1, h(u) = —u — 1 para d > 1,
h(u) = (—u—1)"/¢. Si hallamos la derivada con respecto a u de h obtenmos:
(19) h(u) = (—u? — 1)Y/d= 141,

Que tiene orden d — 1. Aplicando el Teorema 1.18 se tiene mult,(F) = d.
O

Aplicando este lema y la formula de Riemann-Hurwitz (3.1) se obtiene
el siguiente teorema.

TEOREMA 3.17. La curva de Fermat de grado d es una superficie de
Riemann compacta de género g dado por la formula siguiente
(d—1)(d - 2)
(20) g="
Sin embargo, la formula (20) es un poco mas general, y es conocida como
la Férmula de Pliicker para curvas proyectivas planas lisas.

LEMA 3.18. Sean X wuna curva proyectiva plana lisa de grado d y Vy la
curva de Fermat de grado d. Entonces, X y Vg son isotdpicas.

DEMOSTRACION. Daremos un esbozo de la demostracién. Sea P el es-
pacio de los coeficientes de todos los polinomios homogéneos en 3 variables
complejas de grado d. La ecuaciéon homogénea general de grado d en 3 va-
riables complejas es:

Z Qag,01,02%0 21 25 = 0.
ap+ait+as=d
Esta ecuacién define un polinomio, y por lo tanto una curva proyectiva plana
X. Por otro lado, dos polinomios homogéneos P y @) tales que P = A con
A € C* definen la misma curva proyectiva y dado un polinomio P no todos
los coeficientes de P pueden ser cero para que defina una curva en CP?. Por
lo que la familia C(2,d) de todas las curvas proyectivas planas forman un
espacio proyectivo complejo de dimensién N = (d'f) — 1 correspondiente al
nimero de particiones del grado d en tres variables. En P, los polinomios
que definen una superficie singular en CP? forman una subvariedad cerrada
de codimension compleja uno. Asi, este complemento €2 es conexo. Entonces,
cualquier curva lisa X C CP? de grado d es isotopica a la curva de Fermat
de grado d. ([

Aplicando el Lema 3.18 y la Formula (20) se tiene el siguiente corolario.
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COROLARIO 3.19 (Férmula de Pliicker). Una curva proyectiva plana lisa
de grado d tiene género

(21) g=4-Dld-2)

2






Capitulo 4

La desigualdad de Hurwitz.

En este capitulo nos preguntamos por el conjunto de los automorfimos
conformes que preservan la orientaciéon de una superficie de Riemann com-
pacta 3 denotado por Aut(X). Veremos que si el género de ¥ es mayor a
dos, entonces dicho grupo tiene orden finito. Més atun, existe la llamada
desigualdad de Hurwitz que proporciona una cota para el orden del grupo
en términos del género de Y. Por dltimo estudiaremos la curva cuartica de
Klein, como ejemplo de una superficie que realiza la cota.

Dada una superficie de Riemann 3. consideremos el conjunto de los au-
tomorfismos conformes que preservan orientacion denotado por Aut(X) con
la operacion composicion. Entonces (Aut(X), o) es un grupo. Observe que
f € Aut(X) coincide exactamente con los biholomorfismos de ¥ en si mismo.
Por ello usaremos ambos términos indistintamente.

1. Automorfismos de la esfera de Riemann.

Para determinar el grupo de automorfisos de la esfera de Riemann estu-
diaremos algunos resultados previos de las funciones meromorfas. Ademaés,
estudiaremos las transformaciones de Mdobius.

Sabemos que cualquier funcién racional definida en la esfera de Riemann
es una funcién meromorfa, el siguiente teorema asegura que cualquier funcién
meromorfa definida en C es una funcién racional.

TEOREMA 4.1. Cualquier funcion meromorfa definida en la esfera de
Riemann C es una funcion racional.

DEMOSTRACION. Sea f una funciéon meromorfa en la esfera de Riemann
C. Dado que C es compacta, entonces f tiene un ntimero finito de ceros y
polos en el plano complejo, y suponga que ord,—y,(f) = e;. Considere la
funcién racional:

(22) r(z) = [J(z = 2)*.

la cual tiene el mismo nimero de ceros y polos, y el mismo orden en cada
uno. Sea g(z) = f/r(z), entonces g es una funcién meromorfa en C que no
tiene ni ceros ni polos en el plano complejo. Entonces, g no es suprayectiva,
por lo tanto es constante y f es una funcién racional. O

39
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LEMA 4.2. Sea f una funcion meromorfa sobre la esfera de Riemann C.
Entonces

(23) > “ord.(f) =0.
zeC
DEMOSTRACION. Del Teorema 1.20 se tiene que

Y. ordy(f)=deg(f)=— ) ordy(f).
pEf~1(0) pef~1(0)
Por lo tanto, se sigue la igualdad (23). O
Dada una matriz A de 2 x 2 con entradas en C no singular, podemos

asociarle una funciéon meromorfa en la esfera de Riemann de manera natural,
dicha funcion es llamada una transformacién de Mobius.

LEMA 4.3. Sea A € SL(2,C) definimos una transformacion
TA(Z):az—i—b :[a b}

cz+d’ c d

El mapeo A — Ty depende solamente de la clase de equivalencia A bajo la
relacion A ~ B sty solo st A = AB, A € C*. En otras palabras, la familia
de todas las transformaciones de Mobius es:

(24) PSL(2,C) = SL(2,C)/{+id}.
Tenemos que TaoTg =Tap y Tgl = Tﬁ_1. En particular toda trasnforma-
cion de Mobius es un automorfismo de C

DEMOSTRACION. Sea A = [ CCL b }, vy B = [ i,/ o ] ambas matrices

d d
en SL(2,C). Entonces
a(Tp(2)) +b
TA OTB(Z) 7C(TB(2)) +d7

a’ z+b
a ( c’z—i—d) +0
a a’z+b ’
c ( cz+d ) + d

~ (ad' 4+ b))z + (ab' + d'D)
~ (cd +d)z + (b +dd')’

= TA B (Z)
Por otro lado, AA~! = I, donde I denota la matriz identidad de 2 x 2,
y debido al anterior calculo es claro que Tgl = Ty-1. En particular T4 tiene

inversa conforme y es entonces un elemento de Aut(C).
Ahora supongamos que Ty = Tp y A, B € SL(2,C), entonces

@(z) _ad—bc dTB(z) _dd -
dz 7 (cz+d)?  dz T (dz+d)?
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pero ad —bc =1=d'd —b'd luego cz+d = +(dz+d'). Por lo tanto A y B
son las mismas matrices en SL(2,C) salvo posiblemente por la elecciéon del
signo, que se establece en (24).

O

Este lema prueba que cualquier transformaciéon de Mobius es un automor-
fismo de C. Ahora consideremos fe Aut(@), es en particular, una funcién
meromorfa en (/C\i, por el Lema 4.1 f es una funcion racional; f = p/q. Por otro
lado, cualquier biholomorfismo entre superficies de Riemann compactas tiene
grado 1. Entonces p y ¢ tienen grado 1. Es decir, f es una transformacion de
Mobius. Hemos asi demostrado el siguiente teorema:

TEOREMA 4.4. El grupo de automorfismos conformes de la esfera de
Riemann es el conjunto de transformaciones de Mdobius. Por lo tanto

(25) Aut(C) = PSL(2,C).

Un resultado interesante de las transformaciones de Mobius es que si
tomamos tres puntos en C distintos de oo, z1, 29, z3. Existe una tinica trans-
formacion de Mobius T tal que T'(z1) = 0, T'(22) = 1 y T(23) = oo dada
por:

(z — 21) (22 — 23)

(21 — 22) (23 — 2)

Si z; = oo para alguna ¢ = 1,2,3 se tienen las siguientes transformaciones
de Mobius:

(26) T(z) =

T(z):ZQ_Z3 si 2z = oo, T(z):z_z1 sl zg = 00,
Z — Z3 Z— Z3
(27)
T(z) = TTEL z3 = 00.
29 — 21

Es decir, si tomamos dos tercias de puntos z1, 2o, z3 y w1, we, w3 existe una
tnica transformacion de Mébius tal que T'(z;) = w; para j = 1,2, 3. En otras
palabras, a cada tercia ordenada de puntos distintos de Cle podemos asignar
una Gnica transformacion de Mébius, o bien, un elemento de PSL(2,C).

A continuacion, veremos algunos subgrupos de PSL(2, C) como grupos de
automorfismos de subconjuntos particulares del plano complejo. Comenzare-
mos por estudiar el grupo de automorfismos conformes del plano complejo.

PROPOSICION 4.5. El conjunto de automorfismos conformes del plano
son precisamente las transformaciones lineales conformes e invertibles, es
decir:

(28) Aut(C) = {az + bla,b € C,a # 0}.
DEMOSTRACION. Si f es una transformacion lineal conforme e inverti-

ble, obviamente es un automorfismo conforme del plano. Sea f € Aut(C),

podemos extender esta funciéon continuamente a C, definiendo f(co0) = oo.
Por el Teorema de extension de Riemann, se extiende a un automorfismo de
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la esfera de Riemann, que fija a co. Se sigue de (27) que f(z) = az + b con
a,be Cya#0. O

A continuacion, caracterizamos las transformaciones de D? en si mismo,
antes de ello, enunciamos el Lema de Schwarz.

LEMA 4.6 (Lema de Schwarz). Sea f : D>*—C una funcién holomorfa
con

L. |f(2)] <1 para z € D?,
2. 1(0) = 0.

Entonces |f'(0)] < 1 y |f(2)| < |z| para todo = € D?. Si |f'(0)] 1o

|f(2)| = |z| para algin z # 0 entonces existe ¢ € C, |c| =1 tal que f(z) = cz
para todo z € D?.
Consideremos una transformacion de Mdbius
z—a
(29) pals) = 2,

donde a es un ntmero complejo tal que |a| < 1. Esta transformacion es
holomorfa en |z| < |a|, entonces f es holomorfa en un abierto que contiene
a D2

PROPOSICION 4.7. Si |a] < 1 entonces @, es inyectiva de D? en si mismo,
el mapeo inverso de @, es p_a, @a(a) = 0, ¢, (0) = 1 —|a|* y ¢ (a) =
(1—la2)".

DEMOSTRACION. Para demostrar que ¢, ! = ¢_,, tenemos que la com-

posicion:
z+a
Pa 0 p-a(z) =¢a < )

1+az

Analogamente ¢_, o 94(2) = z, por lo que ¢, = p_,. Probaremos que
pa(2)] <1 [z < 1.

z—a
<1

1—az

(z—a)(z—1a) < (1 —az)(1—az)
|2[? + |a]* < 1+ |a]?|2|?
0<1—la]* = [2|* +|al?|2|?
0<(1—la[*)(1—|2*)

|z| < 1

130 A A
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La tltima equivalencia se debe a que |a| < 1. Es decir, ¢, : D?—~D?. Para
probar que ¢, (0D?) = 0D?, sea § € R, entonces:
0

o | €0 —a
[pale”)] = 1_qef |’
e —a
T e —al’
=1
Es evidente que p,(a) = 0. Finalmente, si derivamos ¢, obtenemos:
1— |al?
1) —
(pa(z) - (1 _ az)gv
Por lo tanto, ©,(0) =1 — |a|? vy ¢} (a) = (1 — |a|?)7 . O

Sea T : D*—C holomorfa con |T'(z)| < 1 para todo z € D?. Supongamos
la] < 1y T(a) = « (entonces |a| < 1 a menos de que T sea constante).
Definamos

g=@paoTop_4

Notemos que g : D*—C, |g(z)| = 1 para todo z € D?, g(0) = 0. Luego, g
cumple las hipotesis del Lema de Schwarz. Entonces |¢'(0)] < 1. Por otro
lado, por la regla de la cadena tenemos que:
9'(0) = ¢n(a)T'(a)e’,(0)
1—|a?

Por lo tanto

1 - |T(a)?
30 T'(a)| € ——%—
(30) ) <
Si |¢’(0)| = 1 por el Lema de Schwarz se tiene que g(z) = cz. Por lo tanto:
(31) T(z) = p-acpa(2).

PROPOSICION 4.8. Una funcion f : D?> — D? es holomorfa y biyectiva.
Sea a € D? tal que f(a) = 0. Entonces existe ¢ € C tal que |c| =1y f = cpq.

DEMOSTRACION. Como f es holomorfa y biyectiva, existe h : D?—D?
holomorfa y biyectiva tal que h(f(z)) = z para |z| < 1. Aplicando la de-
sigualdad (30) a f en a y a h en 0, tenemos que:

1
[f'(a)] < =g ¥ 7' (0)] <1—laf”.

Por otro lado, por la regla de la cadena 1 = h'(g(2))f'(z), luego 1 =
R'(0)f'(a). Asi |f'(a)] = (1 — |al?)~!. Aplicando (31) obtenemos que:

f(2) = cpa(2).
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Sea H? C C el hemiplano superior:
H? = {z € C|Im(z) > 0},

es al igual que los anteriores ejemplos, una superficie de Riemann. Y la
transformacion de Mobius

(32) T(z) =

z—1
2+

aplica conformemente H? sobre D?. Por lo tanto, si tomamos f € Aut(D?)
entonces el mapeo f — T 1o foT € Aut(H?) es un isomorfismo de grupos.

LEMA 4.9. Una transformacion de Mébius T deja invariante a H? si y
sélo si T tiene la forma

T(z) = az+b

——, donde a,b,c,d € Ry ad —bc=1.
cz+d

DEMOSTRACION. Si a,b,c,d € R es claro que T'(R) C R. Sabemos que
una transformacion de Mobius queda determinada saber a dénde manda
a tres puntos distintos de C. Consideremos 0,1,2 y sean w; = T(i) € R
para i = 0,1,2. Si consideramos 0,1,2 € R sabemos que existe una tnica
transformacién de Mobius que manda esta terna ordenada en 0,1,00, y es
de la forma:

Por otro lado,
B (w — wp) (w1 — wa)
g(w) - )
(wo — wy)(wg — w)
es la transformacién que manda la terna wg,w,ws en 0,1, 0o, entonces la

composicién ¢~ o f manda 0,1,2 en wg, w1, ws y tiene coeficientes reales.
Luego, por unicidad T = g~ ' o f y la proposicién queda demostrada. U

Si denotamos por PSL(2,R) al subgrupo de PSL(2, C) de las transformacio-
nes de Mobius con coeficientes reales, obtenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.10. Sea Aut(H?) el grupo de automorfismos conformes de
HZ2. Entonces:

(33) Aut(H?) = PSL(2,R).

DEMOSTRACION. Sabemos que via la conjugaciéon por la transformacion
(32) los grupos Aut(D?) = Aut(H?). En particular, si f € Aut(H?) entonces,
existe g € Aut(D?) tal que f =T ' ogoT. Observe que g y T son transfor-
maciones de Mobius, entonces, por el Lema 4.3 f es una transformaciéon de
Mobius. Finalmente, aplicando el Lema 4.9 se obtiene el teorema. (|
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2. Automorfismos de toros complejos.

Los toros complejos construidos en el Capitulo 1, a partir de reticulas
del plano complejo, son superficies topologicas de género uno, en esta seccién
presentamos una manera de ver el grupo de automorfismos de estos objetos y
mostraremos que el grupo de automorfismos conformes de estas superficies de
Riemann dependen directamente de la reticula con la que fueron construidas.

PROPOSICION 4.11. Sean X y Y dos toros complejos dados por las reticu-
las L y M respectivamente. Entonces cualquier mapeo holomorfo F : X—Y
es inducido por un mapeo lineal G : C—C de la forma G(z) = vz + a, donde
v es una constante tal que YL C M. La constante a puede tomarse como cero
sty solo st F' manda 0 en 0; en este caso el mapeo F' es un homomorfismo
de grupos. El mapeo holomorfo F' es biholomorfismo si y sélo si vL = M

DEMOSTRACION. Fijemos un ntmero complejo a € C, y consideremos
la traslacion z — z + a. Este mapeo baja a un mapeo T, : Y—=Y; mas
aun T, depende solamente de @ mod M, que es un punto ¢ € Y,y T, es
una automorfismo de Y con inversa T_,. Tal automorfismo es usualmente
denotado por Ty, y es llamado una traslaciéon de Y; que manda y € Y en
y + ¢ (donde la suma es entendida como suma en el cociente). De acuerdo
al Corolario 3.4 F' es no ramificado. Como F' : X—Y es un cubriente en el
sentido topoldgico, y también la composiciéon For : C—Y, ademas el dominio
es simplemente conexo, entonces debe ser isomorfo al cubriente universal de
Y (revise [25, pp. 492-493]), que es m : C—Y. Por esto ultimo, existe un
automorfismo G : C—C que hace conmutar el siguiente diagrama

(34) c-%.c

XLy

Entonces G(z) = vz + b por la Proposicion 4.5, podemos asumir que b = 0,
ya que la composiciéon con una traslacién por un punto de la reticula no
afecta al mapeo proyeccion , asi G(z) = ~z.

Ya que G manda la reticula L en la reticula M, debemos tener que
~vL C M. Esto en particular implica que el mapeo inducido por F' es un
homomorfismo de grupos.

Si F' es un biholomorfismo es claro que v = M. Ahora, si vL = M,
entonces 7'M = L, entonces el mapeo H(z) =7~ !(z—a) induce un mapeo
holomorfo de Y en Y que es el mapeo inverso de F. O

Usando estas ideas y el siguiente lema podemos determinar todos los
automorfismos de un toro complejo.

LEMA 4.12. Sea X = C/L un toro complejo y F un automorfismo de X
que fija a 0. Entonces F' es inducido por un automorfismo del plano complejo
de la forma G(z) = vz, donde v = £1, o bien, 7y es raiz cuarta o sexta de la
unidad.
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DEMOSTRACION. De la proposicién anterior se sigue inmediatamente
que F' es inducido por una automorfismo del plano complejo, de la forma
G(z) = 7z, para algin 7 tal que vL = L. Para probar que 7 es una raiz
segunda, cuarta o sexta de la unidad, lo probaremos en tres pasos.

Paso 1. Probaremos que || = 1.

Sea w € L, tal que |w| es minimo y no cero. Entonces:

lw] < Jw| = 1<

Para probar la otra desigualdad, como vL = L, existe w’ € L tal que yw' = w,
asi:
'] = lwl < '] = <1
Consecuentemente |y| = 1.
Paso 2. Probaremos que v es una raiz n-ésima de la unidad.
Sea w € L distinta de cero. Consideremos el siguiente conjunto

(35) T = {y*w|k € Z}.

Probaremos que T es finito. Como vL = L, por induccién se tiene que
Y¥L = L y del paso 1 tenemos que |y| = 1 luego T es subconjunto de
0D(0,|w|) un compacto y L un discreto. Por lo tanto, T" es finito, Asi existen
n,m € Z, m > n, tales que y"w = y"w. Por lo tanto v =1, m —n > 0.
Es decir v es raiz de la unidad, para alguna k € N.
Paso 3. Probaremos que k = 2,4 o 6.

Si vy es real, entonces, ¥ = +1 ya que |y| = 1 y en tal caso k = 2. Supongamos
que v no es real. Sea w € L\ {0} tal que |w| es minimo. Entonces w y yw
generan a L sobre Z. Por otro lado 2w estd también en L, entonces existen
a,b € Z tales que y*w = ayw + bw. Dividiendo la anterior ecuacién por w,
tenemos que -y satisface la ecuacién cuadrética

(36) 22 —az—b=0, a,b € 7.

Si k > 2. Podemos suponer que 7 es rafz primitiva de la unidad. Considere-
mos la extension ciclotémica Q(7)/Q, el polinomio minimo de ~ es

(37) By () = (w — exp(2mil /k),
1<i<k, (I,k)=1

El cual tienen grado ¢(k), donde ¢ es la ¢ de Euler. Como 7 anula a un
polinomio cuadratico sobre Q, se tiene que

[Q(7) : Q] = deg Pi(z) = p(k) < 2.

Como k > 2 entonces p(k) > 2, asi p(k) = 2. Luego, los tnicos valores
enteros k tales que (k) =2 son k = 3,4,6. Pero k #3,siv =1y ynoes
real, no existen a,b € Z tales que ¥2 — ay — b = 0, es decir, v no es solucion
de (36).

Por altimo, si @ = —1,b = 0, entonces v = ¢ anula al polinomio (36). Si
a=1yb= —2, entonces v = exp(mi/3) es raiz de (36). Por lo tanto, v = £1
o bien + es raiz cuarta, o sexta de la unidad.

O
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Aplicando el lema anterior, se tiene inmediatamente la siguiente propo-
sicion.

PROPOSICION 4.13. Sea X = C/L un toro complejo. Entonces cualquier
mapeo holomorfo F : X—X que fija 0 es inducido por una multiplicacion
por algin v € C. Mds ain, st F' es un automorfismo, entonces:

a. L es una reticula cuadrada y vy es raiz cuarta de la unidad.
b. L es una reticula hexagonal y v es raiz sexta de la unidad.
c. L no es hexagonal ni cuadrada y v = +1.

Si denotamos por Autg(X) al grupo de automorfismos que fijan a 0,
tenemos que:

Auto(X) = Zy si L es cuadrada;
Auto(X) = Zg si L es hexagonal;

Autg(X) = Zs en otro caso.

En particular, el toro complejo definido usando una reticula cuadrada no es
biholomorfo a un toro complejo usando una reticula hexagonal. Claro que
superficies de Riemann con diferente género no pueden ser biholomorfas, pero
los toros complejos nos dan el primer ejemplo de superficies de Riemann no
biholomorfas con el mismo género.

3. Acciones de grupo.

Una construccién bésica para las superficies de Riemann es tomar una
superficie de Riemann conocida y dividirla por la accién de un grupo. En
esta seccién desarrollaremos unas primeras ideas, para después probar que
el orden de cualquier grupo finito que acttie holomorfa y efectivamente en
una superficie de Riemann compacta de género mayor o igual a dos, esta
dominado por una cota que depende del género. Este ntmero es conocido
como la cota de Hurwitz.

Sea G un grupo y X una superficie de Riemann. Supondremos que G es
un grupo finito en toda esta seccioén:

Una accién de G en X es un mapeo G x X—X que denotamos por
(9,p) — g-p, que satisface:

a. (gh)-p=g(h.p) parag,h € Gype X,y

b. e-p=p para p € X. donde e € G es la identidad.
Tecnicamente, esta accién es llamada una accion izquierda de G en X. Para
denotar que G acttia en X, escribiremos G ~ X.

Observemos que si fijamos g € G, el mapeo que manda p a g-p es una
biyeccion; con inversa el mapeo que manda p a g~ - p.

La drbita de un punto p € X es el conjunto G-p = {g-plg € G}. Si A es
cualquier subconjunto de X, denotamos por G- A el conjunto de las érbitas
de los puntos de A; G-A={g-alge G y ac€ A}
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El estabilizador de un punto p € X es el subgrupo G, = {g € G|g-p = p}.
El estabilizador es también llamado el subgrupo de isotropia de p.

Observe que los puntos en la misma Orbita tienen estabilizadores conju-
gados; de hecho, G4, = ngg_l. Mas atn, si G es un grupo finito, entonces
el orden de las 6rbitas por el orden del estabilizador es igual al orden del
grupo:

|G- pl|Gy| = |G-

El nicleo de una accion G en X es el subgrupo K = {g € Glg.p =
p para todo p € X}. Es la interseccion de todos los subgrupos estabiliza-
dores. De hecho el nucleo es un subgrupo normal de G, y el grupo cociente
G/K acttia en X con nucleo trivial y orbitas idénticas a las de la acciéon de
G en X. Consecuentemente podemos suponer que el nucleo es trivial, una
accion de este tipo es llamada una accion efectiva.

La accién es continua, respectivamente holomorfa si para cada g € G la
biyeccién que manda p a g- p es continua, respectivamente holomorfa, el ma-
peo va de X en si mismo. Si es holomorfa necesariamente es un automorfismo
de X.

El espacio cociente X /G es el espacio de érbitas. Existe un mapeo cocien-
te 7 : X—X/G que manda a cada punto en su 6rbita. Damos una topologia
a X/G declarando a cada subconjunto U C X/G abierto si y sélo si 771(U)
es abierto en X es la topologia cociente en X/G. Claramente el mapeo co-
ciente 7 es continuo; el mapeo cociente 7 es abierto si la accién es continua,
en particular, si esta es holomorfa.

PROPOSICION 4.14. Sea G un grupo finito que actia continuamente en
una superficie de Riemann X, y el espacio de orbitas X /G tiene la topologia
cociente. Entonces los siguientes enunciados son vdlidos.

a. El mapeo cociente m: X—X/G es abierto,
b. X/G es Hausdorff,
c. X/G es conexo.

DEMOSTRACION. Para probar a. escojamos un subconjunto abierto A de
X, como X/G tiene la topologia cociente, debemos probar que 7~ 1(7(A)) es
abierto en X. Basta observar que

(w(4) = | g4
9€Gp
donde cada g- A es abierto en X; ya que g es un homeomorfismo.

Para probar b. tomemos dos puntos distintos G-z y G-y de X/G, de-
bemos demostrar que existen vecindades ajenas V' 'y W de G-z y G-y
respectivamente. Como G es finito, entonces G-x = {g1-x,...,gn -z} y
Gy ={91Y,.-.,9n-y}. Como X es Hausdorff existen vecindades V; de
giryy Wi de g;-x y para i = 1,...n tales que V; N W, = ) para cualquier
pareja (i, ). Consideramos V' = N (g; 'V;) y W' = N, (g; 'W;). Enton-
ces V=G V' yW =G W son vecindades de G-z y G-y respectivamente



3. ACCIONES DE GRUPO. 49

en X/G. Las vecindades V' y W son ajenas; de existir G-u € V NW, luego
gi-u € ﬁ?zl(gZIVi) y gj-u i, (QZIWi) para alguna pareja (7,j), conse-
cuentemente v € V; N W; que es una contradiccion. Por lo tanto X/G es
Hausdorff.

Finalmente, c. se sigue de que X es conexo y 7 es continua y suprayectiva.

O

Nuestro objetivo siguiente es dar una estructura compleja en X/G tal
que el mapeo cociente 7 sea un mapeo holomorfo. Para entender este proceso,
debemos entender los estabilizadores un poco mejor.

PROPOSICION 4.15. Sea G un grupo que actia holomorfamente y efec-
tivamente en una superficie de Riemann X, y un punto p de X. Suponga
que el subgrupo estabilizador G, es finito. Entonces G, es un grupo ciclico
de orden finito. En particular, si G es finito, todos los estabilizadores son
subgrupos ciclicos.

DEMOSTRACION. Fijemos coordenadas locales z alrededor de p. Para
cualquier g € G, escribimos g(z) = Y 7 an(g)z"; Esta serie de poten-
cias no tiene término constante ya que g(p) = p. Mas atn, observemos que
ai(g) # 0, dado que g es un automorfismo de X y tiene entonces multiplici-
dad 1 en todo punto, en particular en p.

Considere la funcién a; : G,—C*. Es un homomorfismo de grupos, para

probarlo calculemos a1 (gh) con la serie de potencias para g(h(z)), y ésta es:

&S

g9(h(z)) = g(> an(h)z");

n=1
= 3 an(@)(S an(h)zm)™;
n=1 n=1

= ay(g)ay(h)z + otros términos de grado mayor.

Entonces a1 (gh) = a1(g)aq(h). Para finalizar la prueba, mostraremos que es-
te homomorfismo es inyectivo. Esto es suficiente, porque todos los subgrupos
finitos de C* son ciclicos. (Revise |39, p.28].)

Para ver que a; es inyectivo, considere un elemento del grupo que ademés
esté en el nucleo de aj, esto quiere decir que g(z) = z+otros términos de
grado mayor, para probar que el nucleo es trivial, debemos probar que de
hecho g(z) = z, es decir el orden e los términos de potencias mas grandes que
1 son cero. Supongamos que no, sea m > 2 el exponente del primer término
no cero de la serie de g. Por eso g(z) — z + az™ = p(2)z™*! con p(z) una
serie. BEs facil ver que ¢*(2) = z + kaz™ + 2™ 1q(z). Pero por hipotesis el
estabilizador es finito, asi este elemento g debe tener orden finito. Es decir,
para algtn k, g* es la identidad, luego ¢g¥(z) = z. Por eso para algtn k,
ka = 0. Forzando a = 0. Esta contradicciéon de hecho prueba que g es la
identidad y se completa la prueba. O
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PROPOSICION 4.16. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efec-
tivamente en una superficie de Riemann X. Entonces los puntos de X con
estabilizador no trivial forman un conjunto discreto.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una sucesioén que converge a p
tal que cada p; tiene estabilizador no trivial. Sea g; un elemento no trivial de
Gyp,. Dado que G es finito, podemos tomar una subsucesién y suponer que
cada p; es fijado por el mismo elemento no trivial g.

Como g es continua, esto dice que fija también al punto limite p. Pero,
ya que g es un biholomorfismo de X, el Teorema de la Identidad implica que
g es la identidad. Esta contradiccién prueba que los puntos con estabilizador
no trivial no pueden tener puntos de acumulacién, en particular forman un
conjunto discreto. O

Al intentar dar una estructura compleja a la superficie cociente X/G,
debemos encontrar cartas complejas. La siguiente proposicién es fundamental
para la construcciéon de dichas cartas.

PROPOSICION 4.17. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectiva-
mente en una superficie de Riemann X. Fijemos un punto p € X. Entonces
existe una vecindad abierta U de p tal que:

(a) U es invariante bajo el estabilizador G, es decir g-u € U para todo
geG,yueU;

(b) UN(g-U) =0 para cualquier g ¢ Gp;

¢) El mapeo natural o : U/G,—X/G, inducido por mandar un punto p

P

en U a su drbita, es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto
de X/G;

(d) Ningin punto de U excepto p es fijado por algin elemento de Gy.

DEMOSTRACION. Sea G\G)p, = {g1, ..., gn} elementos de G que no fijen p.
Como X es Hausdorff, para cada g; € G\ G, podemos encontrar vecindades
Vi, de py W; de g;-p con V;NW; = (). Notemos que g;l- W; es una vecindad
abierta de p para cada i. Sea R; = V; N (gi_l- Wi), R=NR;, y

(38) U= ﬂ g-R.
g€Gyp

Claramente cada R; es una vecindad abierta de p; y por eso Ry U son
vecindades abiertas de p. Méas atn, g-U = U para g € Gy; los términos de la
interseccion que definen U estan simplemente permutados aplicando g. Esto
prueba (a).

Para probar (b), notemos que R; N (g;- R;) C V; N W; = 0; para cada
i € {1,...n}. Para la prueba de (c), el mapeo a : U/G,—X/G es inyectivo;
ya que si G- u,Gp-v tales que G-u = G- v, entonces existe g € G tal que
g-u =, si g ¢ G, entonces v € W; y esto es una contradiccion. Por lo que
« es inyectivo. Es continuo y abierto ya que compuesto con mo a = 7|y el
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cual es continuo y abierto. Luego es homeomorfismo sobre su imagen.

(39) U

i mlu
s

Finalmente, (d) se sigue de que el conjunto de puntos con isotropia no
trivial es discreto: simplemente hacemos U tan pequeno como sea necesario.

O

Con ayuda de la Proposicion 4.17 definimos cartas en X/G, definimos
cartas en U/G}U y transportamos estas cartas a X/G via el mapeo «. Sea
p € X/G, y supongamos que P es la orbita de p € X.

Supongamos primero que |Gp| = 1, entonces el estabilizador de p es
trivial. Entonces la Proposicion 4.17 implica que existe una vecindad U de
p tal que 7, : U=W C X /G es un homeomorfismo sobre una vecindad W
de p. Haciendo U tan pequeno como sea necesario, podemos suponer que U
es el dominio de una carta ¢ : U=V en X. Tomamos como una carta en

WSV, Ya que tanto ¢ como 7, son

X/G la composicion 1) = ¢ o 77‘;
homeomorfismos, esta es una carta en X/G.

Para formar una carta alrededor de un punto p con m = |G| > 2,
debemos encontrar una carta apropiada de p a C. Usando nuevamente la
Proposicion 4.17, escogemos una vecindad U de p que sea Gp-invariante tal
que el mapeo natural « : U/Gp—W C X/G sea un homeomorfismo sobre
una vecindad W de p. Mas aiin, podemos suponer que el mapeo U—U/G), es
m a 1 fuera del punto p. Buscamos una aplicaciéon ¢ : W—C que sirva como
carta alrededor de p. La composicién de una tal aplicacién con « y el mapeo

cociente de U a U/G,, seria una funciéon G,-invariante h : U—)U/Gpﬁﬂ/VgC
en una vecindad de p. Encontraremos h para poder hallar ¢.

Sea z una coordenada local centrada en p. Para cada g € G, tenemos
la funcion g(z), donde g denota a g en coordenadas locales y la cual tiene
multiplicidad uno en p. Definimos

(40) h(z)= ] 9()-
g€Gyp

Notemos que h tiene multiplicidad m = |G| en p, y esta definida en alguna
vecindad de p Gp-invariante, podemos hacer U pequena si es necesario y su-
poner que h esta definida en U. Claramente h es holomorfa y G)p-invariante;
aplicando un elemento de ), simplemente permuta los factores en la defini-
cién de h. Consecuentemente h baja a una funcién continua h : U/G,—C.

(41) U
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Més atin, ya que h es abierta, entonces h también lo es. Finalmente h es
inyectiva. Esto es porque el mapeo holomorfo h tiene multiplicidad m, y de
ahi que es m a 1 fuera de p; por otro lado el mapeo de U a U/G), fuera de p
también es m a 1, luego h es inyectiva.

Ya que h es inyectiva, continua y abierta, es entonces un homeomorfismo
sobre su imagen; componiéndola con la inversa de o : U/Gp,—W da un
mapeo coordenado ¢ en W.

a! h
¢p:W—U/G,——V CC.

Notemos que el primer caso donde la multiplicidad es uno es realmente un
caso particular del segundo caso: si m = 1, entonces h(z) = z, y cubrimos
las cartas descritas en el primer caso.

A continuacion probaremos que estas cartas son compatibles y le dan
una estructura compleja a X/G.

TEOREMA 4.18. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectiva-
mente en una superficie de Riemann X. Entonces la construccion anterior-
mente hecha de las cartas complejas en X/G hace a X/G una superficie de
Riemann. Mds ain, el mapeo cociente m : X—X/G es holomorfa de grado
|G|, y multy(r) = |Gp| para cualquier punto p € X.

DEMOSTRACION. Las cartas descritas anterioremente, obviamente cu-
bren a X/G. Debemos revisar que todas sean compatibles, y dar un atlas
complejo en X y de ahi una estructura compleja.

Ya que los puntos con estabilizador no trivial forman un conjunto dis-
creto, podemos suponer que los dominios de cartas con el caso m > 2 no se
intersecan; y entonces no hay nada que revisar.

Supongamos ahora que ambas cartas fueron construidas en el caso m = 1.
Entonces estas son compatibles porque las cartas originales son compatibles.
Finalmente, supongamos que tenemos una carta ¢ : U —V; construida en
el casom =1,y una ¢ : Us— Vs, construida en el caso m > 2. Sean Uj y Us
los conjuntos abiertos en X usados para construir estas cartas. Escojamos
un punto 7 en la interseccion U; N Uy de los dominios de las dos cartas.
Levantamos 7 a r en Uy N Us. (Si Uy y Uz no se intersecan, reemplazamos
U1 por un trasladado bajo la accion del grupo que intersecte a Us.) Sea w la
coordenada local en U; v z la coordenada local en U,. La coordenada local
en U; es también w, y la coordenada local en Us es h(z), asi construida. Pero
h es una funciéon holomorfa, y z y w son compatibles, entonces ¢1 y ¢2 son
compatibles.

La Proposicion 4.14 dice que X/G es un espacio topologico Hausdorff,
conexo, Por lo tanto X/G es una superficie de Riemann.

Que 7 es holomorfa es inmediato de la definicion de las cartas en X/G, de
hecho, la funcién h anterioremente construida corresponde a 7 en coordendas
locales. Claramente el grado de 7 es el orden del grupo |G|. Finalmente, la
multiplicidad de 7 en un punto p es exactamente la multiplicidad de la
funcién h(z) y esta es precisamente |Gp|.
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El anterior analisis da un corolario interesante para la forma en la que
puede actuar un grupo finito en una superficie de Riemann localmente. Pen-
samos este resultado como una version de la Forma Local Normal (1.17).

COROLARIO 4.19 (Linealizacion de la accion). Sea G un grupo finito ac-
tuando holomorfa y efectivamente en una superficie de Riemann X . Fijemos
un punto p € X con estabilizador no trivial de orden m. Sea g € G, un
generador del subgrupo estabilizador. Entonces existe una coordenada z en
X centrada en p tal que g(z) = Az, donde A es una raiz primitiva m-ésima
de la unidad. (Reemplzando g por un generador diferente de Gy, podemos
obtener A = exp(2mi/m)).

DEMOSTRACION. Escojamos una coordenada local w en X/G alrededor
de G- p. El Lema 1.17 da la existencia de una coordenada local z alrededor de
p tal que w = 2™ es la formula de 7 en esas coordenadas locales. Las preimé-
genes de puntos correspondientes valores no cero de w difieren exactamente
por multiplicar m-ésimas raices de la unidad en la coordenada z. Sin embargo
estas preimagenes estan también en la 6rbita bajo la accién de elementos del
subgrupo estabilizador G),. Consecuentemente, para z pequeia, esta orbita
consiste de exactamente los puntos {exp(2mik/m)z|0 < k < m — 1}. Esto
forza a g(z) = Az para alguna \ = exp(2mik/m) como se establecio. O

LEMA 4.20. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente
en una superficie de Riemann X, con mapeo cociente m : X—=Y = X/G.
Entonces para cualquier punto de bifurcacion y € Y existe un entero r > 2
tal que 7 1(y) consiste de exctamente |G|/r puntos de X, y cada una de
estas preimdgenes tiene multiplicidad 7.

DEMOSTRACION. Sean x1,...,Ts los puntos de X que van a dar a y
bajo 7, estos forman una sola 6rbita para la acciéon de G en X. Ya que los
x,s estan todos en la misma orbita tienen subgrupo estabilizador conjugado,
en particular cada subgrupo estabilizador tiene el mismo orden, digamos
r. Para hallar el nimero s aplicamos el Teorema 4.18 y recordamos que
multy, (m) = r, luego

|G| = Zmultwl(ﬂ) = sr.
i=1

Entonces s = |G|/r. O

Aplicando este lema y la formula de Riemann-Hurwitz (3.1) tenemos el
siguiente corolario.

COROLARIO 4.21. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectiva-
mente en una superficie de Riemann X, con mapeo cociente m : X—Y =
X/G. Supongamos que tiene k puntos de bifurcacion yi,y2,...,yx en Y y
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cada uno tiene multiplicidad r; en los |G|/r; puntos que se proyectan en y;.
Entonces:

k
G
(12) 29X —2=101ex/6) -2+ i 1),
i=1 "
El lema siguiente son calculos con respecto a las multiplicidades y los
puntos de bifurcacion.

LEMA 4.22. Suponga que k enteros ri,...,r, con r; > 2 para cada i
estan dados. Sea R = Zle(l — ?11)
k=1, cualquier ri;
k=2, cualquier 11,7950
k=3, {ri}=1{2,2, cualquier rs};o
k=3, {ri} =12,3,3},{2,3,4}, 0{2,3,5},

a. R<2ek{r} =

k=3, {ri} ={2,3,6},{2,4,4},0{3,3,3};0
k=4, {ri}=1{2,2,22}.

1

c. SiR>2 entonces de hecho R > 2 + YoR

Aplicando estos calculos a posibles grupos finitos que puedan actuar

en la esfera de Riemann, obtenemos algunos resultados. Suponga que G es

un grupo finito que actta holomorfa y efectivamente en la esfera de Rie-

b. R=2<k,{r} :{

mann. Como C tiene género cero, tenemos que C/G también, la formula de
Riemann-Hurwitz en este caso nos dice que

—2=|[G|(-2+ R),
donde R = % (1 — %) . En particular, vemos que si G # {1} entonces
R # 0 y debe tener puntos de bifurcacién, es decir, k > 1; ademéas tenemos
que R < 2, despejando |G| vemos
2
2-R
Para superficies de género 2 o méas el Corolario 4.23 da una cota para

el orden de un grupo G que acttie holomorfa y efectivamente. El siguiente
teorema es debido a Hurwitz.

G| =

TEOREMA 4.23 (Hurwitz). Sea G un grupo finito que actia holomorfa y
efectivamente en una superficie de Riemann compacta X de género g > 2.
Entonces:

(43) Gl < 84(g — 1),
DEMOSTRACION. El Corolario 4.21 nos dice que
(44) 29 —2=1G|(29(X/G) -2+ R),
1

T

donde R =3} (1 - —).
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Suponga primero que g(X/G) > 1. Si R = 0, entonces no hay puntos de
ramificacion para el mapeo cociente, entonces g(X/G) > 2, lo que implica
que |G| < g — 1. Si R # 0, entonces, esto forza a que R < 1/2, entonces
tenemos |G| < 4(g — 1). Esto finaliza el caso g(X/G) < 1.

Supongamos que g(X/G) = 0. Entonces la formula (44) se reduce a

29— 2 =|G|(~2 + R).

Esto forza R > 2. Por el Lema 4.22c. esto implica que R — 2 > ﬁ. Conse-

cuentemente |G| < 84(g — 1) como se queria demostrar. O

De hecho, el grupo de todos los automorfismos conformes de una super-
ficie de Riemann compacta de género al menos dos es un grupo finito. Este
resultado esta mas alla de este trabajo, (para mas detalles revise [22, p.243]),
pero implica que para una tal superficie de Riemann, tenemos

(45) | Aut(X)| < 84(g — 1).

Esto es debido a que el grupo Aut(X) de automorfismos ciertamente
actia holomorfa y efectivamente en X.

En conclusién, hemos visto que para el caso de género mayor o igual a
dos, el grupo de los automorfismos de X es finito, en comparacién a lo que
pasa con la esfera de Riemann o los toros complejos. Atn asi, resta saber
si la cota de los automorfismos es realizable para alguna g. Resulta que si,
dichas curvas que realizan la igualdad en la desigualdad (45) son llamadas
curvas de Hurwitz.

La curva proyectiva () definida por la ecuaciéon homogénena en las varia-
bles [z : y : 2]

(46) By+yPz+ B =0

Es conocida como la curva Cudrtica de Klein. Esta curva tiene género g = 3
segin la formula de Pliicker (21). Ademas, la desigualdad (45) dice que su
grupo de automorfismos a lo mas tiene 84(3 — 1) = 168 elementos. Klein
demostro [13]| que tal curva tiene como grupo de automorfismos el grupo
PSL(2,F7), que de acuerdo al Teorema 4.24 tiene 168 elementos. Es decir,
Q@ realiza la cota de Hurwitz para g = 3. !

TEOREMA 4.24. Sea p un nimero primo. ), el campo de los nimeros
enteros mddulo p. Denotamos por PSL(2,F,) el grupo especial de transfor-
maciones lineales proyectivas. Entonces, el orden de PSL(2,F)) estd dado
por la siguiente formula:

2
-1
(47) psL2.F,)| = A7),

DEMOSTRACION. Sea GL(2,F,) el grupo de transformaciones lineales

no singulares del espacio vectorial IF']% en si mismo. Cada T' € GL(2,F,) esta

determinado por ver a déonde manda una base de IFIQ,. Podemos tomar la base

IMacbeath [19] con ayuda de la cuartica de Klein demotré que existe una familia
infinita de superficies de Riemann que realizan la cota de Hurwitz.
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canonica {(1,0),(0,1)} de FI%. Para (1,0) hay p? — 1 puntos; ya que IF']% tiene
p? elementos, pero T es no singular, por lo que descartamos el origen. Para
el vector (0,1) tenemos p? — 1 — (p — 1) = p? — p elecciones posibles; ya que
en principio tenemos p? — 1 elecciones posibles, pero fijado T(1,0), debemos
quitar los p — 1 puntos de la linea que genera 7'(1,0). Por lo que

| GL(2,Fp)| = (* = D)(»* - p).
Consideremos el epimorfismo de grupos
det : GL(2,Fp) =T,
Entonces, SL(2,F,) = Ker(det). Por lo tanto
|SL(2,Fp)| = p(p* - 1)
Definimos PSL(2,F,) = SL(2,F,)/{£Id}. Entonces, para p > 2

SLe.E,) - 2=

O

OBSERVACION. Cualquier terna {o2, 03,07} de elementos de Aut(Q) de
orden 2,3 y 7 respectivamente generan al grupo de automorfismos de la
cuértica de Klein; ya que el orden de (o9, 03, 07) debe ser divisible por 42 y
SL(2,F7) no contiene ningin subgrupo de tal orden [5]|. Si w = exp(27i/7)
y consideramos las transformaciones de CP? en si mismo que preservan Q.

1 w—wl w2—wh wt—w?
2 5 4 3 6
g = ——— | w*—w’ w*—w’ w-—w
2 v =T W w3 w— Wb W Wb
010
c3=10 0 1
1 00
w0 0
or=10 w? 0
0 0 w

Tenemos que (09,03, 07) = Aut(Q).



Apéndice A

Descomposiciéon en pantalones

Descomponer un espacio en piezas que sean en algin sentido més faciles
de manejar, han sido técnicas utilizadas en muchas areas de las matematicas.
La conjetura de Geometrizacion de Thurston, o la descomposicion de Hee-
gaard de una 3-variedad, son ejemplos claros y fascinantes de la importancia
de descomponer los objetos de nuestro estudio. Este trabajo tiene el obje-
tivo de exponer una descomposicion de superficies abiertas en pantalones y
cilindros infinitos propuesta por Alberto Verjovsky como una generalizacion
de la descomposiciéon en pantalones de una superficie compacta. Para ello,
hemos expuesto la teoria de Morse necesaria en el caso de superficies y conti-
nuado con la grafica de Reeb, que codifica en cierto sentido la forma de una
superficie.

1. Clasificacion de superficies no compactas

DEFINICION A.1. Por una superficie entenderemos una variedad conexa
de dimension dos.

DEFINICION A.2. Un subconjunto A C S decimos que A es acotado en
S si la cerradura en S es compacto.

DEFINICION A.3. Por una subsuperficie de una superficie S entenderemos
una region cerrada en S cuya frontera en S consiste de un namero finito de
curvas simples cerradas que no se intersecan.

Cuando nos refiéramos a una subsuperficie por si sola, la llamaremos
una superficie bordeada. (Aunque no es dificil dar una definiciéon intrinseca
de “superficie bordeada” pero no la necesitaremos.) Ahora, damos el teore-
ma fundamental de clasificacion de superficies bordeadas compactas. Este
teorema se debe a Brahana [2].

TEOREMA A.4. Dos superficies bordeadas compactas y trangulables son
homeomorfas si y sélo st ambas tienen el mismo nimero de curvas frontera,
la misma caracteristica de Euler, y si ambas son orientables o no orientables.

DEFINICION A.5. Definimos el género reducido g de una superficie bor-
deada compacta trangulable A con ¢ curvas frontera y caracteristica de Euler

xporg=1-1/2(x —q).

Si Ay A’ son superficies bordeadas compactas las cuales se juntan a
lo largo de r componenetes frontera se sigue de la definicién de x que

57
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X(AUA") = x(A) + x(A4"); para ello supongamos que pegamos las dos super-
ficies A y A’ por la frontera de r 2-simplejos. Entonces no alteramos la ca-
racteristica de Euler de ninguna A y A"y tenemos x(AUA’) = x(A)+ x(4).
Luego

JAUA) = 1= F(x(AU L) + q(AUA)),
=1-—5(x(4) +x(A) + q(A) —=r +q(A) — ),
=9(4) +g(A) + (r—1).

OBSERVACION. Una superficie bordeada de género reducido g es una es-
fera con g asas y algtin ntimero de “hoyos”. En el caso de una superficie
bordeada del mismo género reducido g tiene 2g “cross caps” o equivalente-
mente, para cualquier k < g, k “asas” y 2g — 2k “cross caps”.

DEFINICION A.6. Una superficie X se dice plana si para cualquier sub-
superficie compacta X’ es de género reducido cero (o equivalentemente de
género cero).

Un ejemplo de una superficie no plana seria el el toro menos un disco
abierto.

Un ejemplo de una superficie plana seria la esfera S? menos un subcon-
junto de S? homemorfo al Cantor.

Trabajaremos con superficies triangulables sin fronteras. Comenzaremos
por explicar qué es el espacio de puntas.

DEeFINICION A.7. Una punta de una superficie S es una sucesion anidada
P, D P, D ... de regiones no acotadas en S tal que
1. La frontera de P, en S es compacta para toda n;
2. Para cualquier subconjunto acotado A de S; existe una n suficiente-
mente grande para la cual P, N A.

Ejemplo de una sucesién asi. Considere el toro perforado T2\ {p} y una
sucesion anidada de discos alrededor de p. Mire la Figura 1.

FiGurA 1. Toro perforado.

Decimos que dos puntas P, D P» D ... y P[ D Pj D ... son equi-
valentes si para cualquier n existe un correspondiente entero N tal que
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Py C Py viceversa. Claramente esta relacion es una relacion de quivalen-
cia. Denotamos la clase de equivalencia como p* de las puntas que contiene
ap=PLDP,D....

Intuitivamente el espacio de puntas da una descripcién de una manera
en la cual los subconjuntos compactos de S dividen a S en componentes no
acotadas.

DEFINICION A.8. La frontera ideal B(S) de una superficie S es el espacio
topoldgico que tiene a las clases de equivalencia de las puntas de S como
elementos, y tiene la siguiente topologfa: para cualquier subconjunto U de S
cuya frontera en S es compacta, definimos U* como el conjunto de todas las
puntas p* representadas por algin p = P, D P, D ... tal que P, C U para
algtin n suficientemente grande; tomamos el conjunto de todos los U* como
una base para la topologia de B(S5).

EJEMPLO. Tomemos la grafica infinita siguiente: el arbol cuyos vértices
tienen valencia tres (nimero de vértices adyacentes) excepto su raiz, que
tendra valencia 2. Mire la figura esquemética a) a continuacion consideremos
dicha grafica encajada en R® y engrosemos cada arista, para formar una
superficie. Mire la figura esquemaética b) Esta superficie es llamada el drbol
de la vida y tiene como espacio de puntas el conjunto de Cantor ternario.

FIGURA 2. a) Gréafica infinita b) Arbol de la vida.

PROPOSICION A.9. La coleccion de subconjuntos U* de B(S) descritos
anteriormente cumplen los axiomas para ser base de una topologia en B(S)

DEFINICION A.10. Sea p* representado por p = P, D P, D ..., una
punta de S. Decimos que p* es plana si los conjuntos P, son planos para n
suficientemente grande.

DEFINICION A.11. Sea p* representado por p = P, D P, D ..., una
punta de S. Decimos que p* es orientable si los conjuntos P, son orientables
para n suficientemente grande.
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Es claro que las Definiciones A.10 y A.11 no dependen de la eleccién de
los representantes en la clase de equivalencia p*.

De acuerdo con las Definiciones A.10 y A.11 consideraremos el espacio
de puntas como una terna anidada de conjuntos B(S) D B'(S) D B"(S),
donde B(S) es la frontera ideal, B’(S) la parte no plana y B”(S) es la parte
no orientable.

De la definicion de estos subconjuntos se sigue directamente que B’(.S)
y B”(S) son subconjuntos cerrados de B(.S).

DEeFINICION A.12. Una superficie con frontera S es de género infinito si
no existe subconjunto acotado A de S tal que S\ A es de género cero.

DEeFINICION A.13. Una superficie con frontera S es infinitamente no
orientable si no existe un subconjunto acotado A de S tal que S\ A es
orientable.

Claramente infinitamente no orientable implica género infinito.

DEFINICION A.14. Definimos cuatro clases de orientabilidad de superfi-
cies:
1. Orientable;
2. Infinito no orientable;
3. No orientable impar;
4. No orientable par.

Si S no pertenece a ninguna de las dos primeras clases, entonces existe una
subsuperficie compacta A tal que S\ A son componenentes conexas, cada
una orientable, y A tiene un nimero finito de planos proyectivos. Si A tiene
un nimero impar de planos proyectivos, entonces S es de clase no orientable
par; si A tiene un ntmero par de planos proyectivos, entonces S es de clase
no orientable par. O equivalentemente A tiene género reducido la mitad de
un entero o un entero.

Para aclarar un poco las definiciones, a continuaciéon enunciamos algunos

EJEMPLOS.

1. La esfera S? con un ntimero finito (O una sucesién convergente) de
puntos removidos es una superficie plana.

2. Una suma conexa infinita de toros es una superficie orientable no
plana.

3. Una suma conexa infinita de planos proyectivos es una superficie
infinitamente no orientable.

4. La suma conexa de un plano proyectivo con la superficie descrita en
(2) forma una superficie orientable impar.

5. la suma conexa de una botella de Klein con la superficie descrita en
(2) forma una superficie orientable par.

A continuacion presentamos dos proposiciones sin demostracion

PROPOSICION A.15. Si .Sy es una subsuperficie contenida en una super-
ficie S, entonces la vecindad ST en B(S) contiene puntas no planas o no
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orientables si y solo s S1 es de género infinito o infinitamente no orientable.
De manera andloga, ST es no vacia sty solo si S1 es no acotada.

PROPOSICION A.16. La frontera ideal de una superficie es totalmente
disconexa, separable, y compacta.

Aqui observamos que la frontera ideal es entonces un subconjunto cerrado
del conjunto de Cantor.

PROPOSICION A.17. Una superficie bordeada de género infinito contiene
subsuperficies de género arbitrariamente grande.

TEOREMA A.18. Sea S y S’ dos superficies separables del mismo género
(finito o infinito) y clase de orientabilidad. Entonces S y S" son homeomorfas
sty solo st sus fronteras ideales (considerada como una terna de espacios)
son homeomorfas.

El teorema anterior es conocido como el teorema de Kerékjarto, y fue
Richards [28] quien dio una prueba y complet6 el teorema como sigue:

TEOREMA A.19. Sea (X,Y,Z) una terna de subconjuntos compactos,
separables, totalmente disconeros con X C Y C Z. Entonces existe una
superficie S la cual tiene como frontera ideal (B"(S), B'(S), B(S)) que es
homeomorfa a la terna (X,Y, 7).

TEOREMA A.20. Cualquier superficie es homeomorfa a una superficie
formada de una esfera ¥ por remover un conjunto X de 33, después de remo-
ver el interior de una sucesion finita o infinita D1, Do, ... de discos cerrados
no traslapados en ¥\ X, y finalmente identificando estos discos en parejas.
(Puede ser necesario identificar la frontera de un disco consigo mismo que
produce un plano proyectivo.) La sucesion Dy, Da, ... se aproxima a X en
el sentido que, para cualquier conjunto abierto U en X que contiene a X,
excepto para un numero finito de D; estdn contenidos en U.

2. Descomposicion de superficies cerradas.

Por una superficie cerrada entenderemos una variedad de dimensién dos
conexa, compacta y sin frontera. Por una superficie abierta entenderemos
una superfice conexa, no compacta y sin frontera. En todo nuestro analisis
asumiremos que las superficies son orientables.

DEFINICION A.21. Definimos un pantalén como la superficie S? \ X.
Donde X es la unién de tres discos abiertos de S? ajenos dos a dos.

DEFINICION A.22. Dada una superficie S, por una descomposicion en
pantalones de S entendemos una coleccién numerable (o finita) P de encajes
de circulos ajenos en S que cortan a S en piezas cada una homeomorfa a un
pantalon.

De hecho, la figura 3 da una idea para descomponer una superficie cerrada
3. de género g > 2, en pantalones, de la siguiente manera:
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FicurA 3. Descomposiciéon en pantalones de un 2-toro.

Considere una superficie cerrada ¥, entonces, el teorema de clasificacién
de superficies cerradas y orientables (recuerde que ¥ siempre la consideramos
orientable) dice que ¥ tiene género g. Podemos suponer que ¥ se ve como
en la figura. Luego, entre cada para consecutivo de “hoyos” de ¥ encajamos
un circulo en Y, y por cada “hoyo” encajamos dos circulos en . Como lo
muestra la Figura 4.

En la Figura 3 tenemos 2(2) — 2 pantalones en nuestra descomposicion.
Es decir, tenemos que el nimero de pantalones de tal descomposiciéon del
dos toro es igual a menos su caracteristica de Euler. Si suponemos que ¥,
es una superficie cerrada de género g y la descomposicién en pantalones
descrita anteriormente tiene 2g — 2 pantalones, por otro lado una superficie
Yg41 entonces Yg11 = Xgf3q. Al reconstruir nuestra descomposicion en
pantalones se agregan dos pantalones a la descomposicion de Y 1. Es decir,
si X, es una superficie cerrada de género g > 1, entonces tal descomposicién
tiene —x(X4) pantalones. Este hecho no depende de la descomposicién en
pantalones. El lector ya habra notado que la descomposiciéon en pantalones
no es tnica, sin embargo, el nimero de pantalones si lo es. 1.

En el caso de superficies cerradas, sabemos que existe una descomposicion
en pantalones, una siguiente pregunta natural es, jexiste una descomposicién
en pantalones para una superficie abierta? ;O alguna descomposicién que se
le pueda asociar a una superficie abierta que en algin sentido generalice a la
descomposicién en pantalones?

En primera instancia, tenemos que descartar algunos casos en los que no
encontraremos una descomposiciéon en pantalones; el plano y el cilindro son
superficies abiertas que no tienen una tal descomposicion.

A continuacién, pensemos en la superficie 3 formada por tomar la esfera
S? y retirar 3 puntos distintos. A primera vista no encontramos una des-
composiciéon en pantalones, sin embargo, podemos encajar tres circulos que
descomponen a ¥ en un pantalén y tres cilindros infinitos. Revise la Figura.

Recordemos que toda superficie topologica ¥ admite una estructura dife-
renciable A, y entonces a partir de ahora, supondremos que ¥ es una super-

ficie diferenciable. Con base en esta suposiciéon comenzaremos a introducir

ILa prueba rigurosa de esta ultima afirmacion la encontrara en [3]
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FI1GURA 4. Descomposicién en pantalones de un g-toro.

elementos bésicos de la teoria de Morse para encontrar una descomposicién
que generalice en algin sentido la descomposicién en pantalones de una su-
perficie cerrada que anteriormente describimos.

3. Teoria de Morse en Superficies.

La teoria de Morse es una importante herramienta en la topologia de las
variedades, proporciona una manera de "visualizar"las variedades; ofrece en
primera instancia, una relacién entre los espacios y las funciones; se interesa
en saber como los puntos criticos de una funcién definida en un espacio se
relaciona con la forma topolégica del espacio y conversamente. El objetivo de
esta seccion es explicar conceptos basicos de la teoria de Morse en superficies,
para utilizarlos como herramientas en nuestro objetivo de la descomposicién
de una superficie abierta.

DEFINICION A.23. Sea Y una superficie diferenciable, y f : X—R una

funcién diferenciable, decimos que p € ¥ es un punto critico de f si existe
una carta coordenada donde:
(48) of, _of
83:1 8:1:2
Decimos que ¢ es un wvalor critico de f si f toma el valor ¢y en algtin punto
critico de f. Un tal punto critico es no degenerado si

lp=0.

0% f 92 f |
8.%1(9.’/61 P 8:13181:2 P
(49) det #0.
0% f 0% f

8$26$1 ‘p 8$28$2 |p

TEOREMA A.24 (Lema de Morse). Sea py un punto no degenerado de
una funcion f : =R entonces existen coordenadas locales (x1,x2) tales que
la funcion f tiene una de las tres formas estandar:

L. f(z1,22) = 23 + 23 + ¢,
2. f(l'l,l?) = l‘% N .I% +c,
3. f(x1,22) = —22 — 23 +c.

Este teorema dice que una funcion f cerca de un punto critico no dege-
nerado es muy simple. Es decir, es como las graficas siguientes:

COROLARIO A.25. Un punto critico no degenerado de una funcion f :
>—R es aislado.
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FiGURA 5. Puntos de indice 0,2 y 1 de izquierda a derecha

DEFINICION A.26. Sea f : X—R y pg un punto critico de de f. Escogemos
un sistema de coordenadas en una vecindad de pg tal que f tiene una forma
estandar dada por el Teorema A.24. Entonces el indice de pg es 0,1 y 2,
respectivamente para f(r1,z2) = v3+13, f(x1,22) = 23—23+cy f(w1,22) =

—22 — 2% +c.

FIGURA 6. Funcion altura en la esfera

DEFINICION A.27. Sea f : X—R una funciéon tal que todos sus puntos
criticos son no degenerados. Entonces decimos que f es una funcién de Morse.
Si f es de Morse, decimos que es resonante si puntos criticos distintos de f
tienen valores criticos diferentes.

EJEMPLO. La funcién altura en la esfera.

Sea S% = {(z,y,2) € R* ||(z,y,2)|| = 1} v f : S>=R definida como
(z,y,z) — z. Esta funcion tiene un minimo en el polo sur pg = (0,0,—1) y
un méximo en el polo norte go = (0,0, 1). La funcion f es de Morse. Figura
6.

Como vemos en el ejemplo anterior, existe una funcién de Morse con
exactamente dos puntos criticos no degenerados. De hecho, es cierto el enun-
ciado converso.
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TEOREMA A.28 (Reeb). Sea ¥ una superficie cerrada. Suponga que existe
una funcion de Morse f : X—R con exactamente dos puntos criticos no
degenerados (y ningin otro punto critico). Entonces es difeomorfa a la esfera

S2.

TEOREMA A.29. Sea f : ¥—=R una funcion de Morse y sea [a,b] un
intervalo real. El conjunto

(50) Yo = {p € Bla < f(p) < b}

Si f no tiene valores criticos en el intervalo [a,b], entonces ¥a,b] es difeo-
morfo al producto

(51) F~Ha) x [0,1].

Los teoremas anteriores son una pequena muestra de la forma de analizar
la topologia de superficies dadas a partir de las funciones de Morse que las
definen.

Hasta aqui hemos hablado de funciones de Morse sobre superficies, ;sera
que siempre podremos encontrar una funcién de Morse definida en una su-
perficie? Citaremos a continuacién un teorema importante sobre existencia
de funciones de Morse en superficies abiertas con propiedades interesantes.
Sin embargo, el resultado es méas general, el lector interesado puede revisarlo
en [10].

TEOREMA A.30. Sea ¥ una superficie abierta. Entonces existe una fun-
cion de Morse propia (si K C R compacto entonces f~1(K) es compacto)
f:X—=[0,00) con puntos criticos ag, a1, az,... yc; = f(a;) tal que

cp<cr<cg<...
y indg(ap) =0 e inds(a;) =1 para i > 1.

Tratemos de entender la importancia de este teorema con el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO. Consideremos ¥ como la superficie formada de tomar S? y
retirar un conjunto homeomorfo al conjunto de de Cantor. A simple vista
podria parecer complicado hallar una funciéon de Morse que satisfaga las
condiciones del teorema anterior. Es cierto que no es dificil encontrar una
funcién de Morse para esta superficie, tome por ejemplo la restricciéon a X
de la funcién altura, sin embargo, tiene un punto critico de indice dos.

3.1. La grafica de Reeb. La estructura de una funcién diferenciable
en una superficie algunas veces da informacién de las superficies en la que
esté definida tal funcién, es el caso de las funciones de Morse definidas en
superficies. La grafica de Reeb es una herramienta visual que expresa la co-
nectividad de los conjuntos de nivel y es obtenida por contraer componentes
conexas.
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FIGURA 7. Grafica de Reeb

DEFINICION A.31. Sea X una superficie y f : X—R una funcién conti-
nua, definimos una relacién de equivalencia ~ en X donde p y ¢ estan rela-
cionados siempre que estén en la misma componente conexa de un conjunto
de nivel f~!(c) para algin real c. La grdfica de Reeb es el espacio cociente
X/ ~ con la topologia cociente. Denotaremos por la grafica de Reeb de X
asociada a una funciéon f como

Ry (X)

A una componente conexa de f~!(c) la llamaremos un contorno de f.

La grafica de Reeb tiene un punto por cada contorno y la conexiéon esta
provista por el mapeo

P X—=Rp(X).
Que es colapso continuo de un contorno de f.

Las gréficas de Reeb pueden dar mas informacién sobre la forma de X
cuando X = ¥ una superficie y f : X—=R es una funciéon de Morse. Como es
el caso del ejemplo anterior.

Cada punto u € Rf(X) es la imagen de una componente de un conjunto
de nivel en ¥. Llamamos nodo de una gréfica de Reeb si ¢~!(u) contiene
un punto critico de f. De la definicién de funciéon de Morse resonante, los
puntos criticos tienen valores funcionales distintos. que implica que hay una
biyeccion entre los puntos criticos de f y los nodos de Ry(X). El resto de la
grafica de Reeb corresponde a aristas que conectan a los nodos. Un minimo
comienza con un contorno de f que corresponde a un nodo de grado 1. Un
punto de indice 1 (es decir un punto silla) corresponde a un nodo de grado
3. Anélogamente, un maximo corresponde a un nodo de grado 1.

Consideremos una superficie abierta X2, el Teorema A.30 implica que exis-
te una funcién de Morse propia f : ¥—R. Entonces, segiin las observaciones
anteriores, podemos asociarle una gréafica a ¥ via el mapeo f con un ni-
co nodo de grado 1 y los deméas nodos de grado 3 .Antes de continuar con
nuestro analisis, notemos que R¢(X) para el caso de superficies abiertas no
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F1GURA 8. Esfera menos tres puntos con una descomposicion
en pantalones y cilindros.

es una grafica “legitima”, pues esta puede tener aristas infinitas. Como es el
caso de , permitiremos estas aristas infinitas en nuestras graficas. Ver Figura
8.

Por otro lado, si consideramos una grafica plana con nodos ag, a1, as, . . .,
cada uno con grado 3 excepto por ag que tendra grado podemos asociarle una
superficie que es el “engordamiento” de la grafica. Mire la Figura esquemética
9.

Ficgura 9. El arbol de la vida construido via el engorda-
miento de una grafica.

En resumen, tenemos el siguiente lema.
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LEMA A.32. Dada una superficie orientable (sin frontera) podemos aso-
ciarle una grdfica plana con nodos de grado 3 y un dnico nodo de grado 1, y
dada una grdfica plana con nodos ag, a1, as, . .., cada uno con grado 3 excepto
por ag que tendrd grado 1 podemos asociarle una superficie orientable que es
el “engordamiento” de la grifica.

OBSERVACION. La sucesion de nodos puede ser finita atun cuando la su-
perficie sea abierta; ya que permitiremos en nuestra definicion de gréfica
aristas infinitas.

OBSERVACION. Las superficies obtenidas por “engordamiento” de una
superficie no caracterizan a las superficies. Es decir, atin cuando a cada su-
perficie podemos asociarle una grafica via la existencia de una funcién de
Morse, puede haber graficas no isomorfas que dan superficies homeomorfas.
Sin embargo, tenemos una inyeccién de la coleccion de las graficas planas con
las propiedades descritas en el Lema A.32 mo6dulo isomorfismo de gréficas,
en la coleccién de superficies orientables médulo homeomorfismo.

TEOREMA A.33. Sea X una superficie abierta y orientable distintas del
plano y el cilindro. Entonces ¥ admite una descomposicion en pantalones y
cilindros infinitos.

DEMOSTRACION. (Demostracion sugerida por Alberto Verjovsky) Sea ¥
una superficie abierta, entonces el Teorema A.30 dice que existe una funcién
de Morse propia f : ¥—[0,00) con puntos criticos ag,a,asg, ..., y valores
criticos ¢; = f(a;) parai > 0, ¢g < ¢1 < ¢c2 < ..., ademas, ind(ap) = 0 e
ind(a;) = 1 para i > 1. Entonces, podemos asociar a 3 la grafica de Reeb
R¢(X). |Figura] Como la funcién f es propia, entonces la imagen inversa de
un valor regular o es vacio o es la unién ajena de subvariedades compactas de
dimension 1 de X, es decir, uniéon ajena de circunferencias encajadas en X.
Consideremos entonces, valores intermedios ¢; ;11 en cada pareja consecutiva
de valores criticos y la coleccion C de circunferencias ajenas que son imagen
inversa bajo f de los valores ¢; ;41. Consideremos Ry (%) la grafica obtenida
de agregar por cada circunferencia en C un nodo a Ry¢(X). En la gréfica de
Reeb R;(X) se codifica de la siguiente forma: como partir la grafica R;(X)
en piezas cada una con un nodo con tres aristas o dos aristas (este es el
caso de los cilindros infinitos) y una pieza correspondiente al nodo de grado
1. Como X es distinta del plano y del cilindro, entonces f tiene al menos
dos puntos criticos de indice 1. Supongamos que ¢y < ¢; < co son valores
criticos de f, entonces ¥co, c1] es homeomorfa a un disco al que se le pega
una banda, mire la Figura 10 (esto es resultado de descomposicion en asas,
revise [21]). En la coleccién C tenemos la circunferencia C' = f~(cg 1), esta
circunferencia la intercambiaremos por una dibujada en X sobre la “banda’” de
la Figura 10, del Teorema A.29 se sigue que si Rf(X) tiene aristas infinitas,
estas corresponden a cilindros infinitos. Por tdltimo, en la grafica Ry(X)’,
retiramos los nodos que tienen grado dos, lo cual en la superficie se traduce
a retirar las circunferencias que se encuentran en cilindros infinitos. Por lo
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tanto, la coleccion resultante da una descomposicion en pantalones y cilindros
infinitos de X.
O

Z[CmCl]

Co

Ficura 10. La superficie X, .-
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