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Introduccion

Las algebras casihereditarias fueron introducidas en los afios 80 por E. Cline,
B. Parshall y L. Scott en sus estudios de categorias de peso méaximo (ver [CPS1] y
[CPS2]). Estas categorias aparecen en el contexto de dlgebras de Lie, grupos alge-
braicos y categorias trianguladas.

En 1992, V. Dlab y C. M. Ringel establecieron el concepto de médulo estandar y
dieron la definicién de dlgebra casihereditaria de dimensién finita en términos de
estos. Mds tarde, I. Agoston, V. Dlab y E. Lukacs introdujeron el concepto de dlgebra
estdndarmente estratificada a la izquierda. Este nuevo concepto es una generali-
zacion de la nocién de dlgebra casihereditaria (ver [ADL]). Estos conceptos surgen
naturalmente del estudio de las categorias de peso méximo. Es bien sabido que bajo
condiciones de finitud adecuadas, toda categoria de peso méximo con pesos lineal-
mente ordenados es isomorfa a la categoria de médulos finitamente generados so-
bre un élgebra casihereditaria. Mas aun, dicha dlgebra es tinica (hasta isomorfismo).

Dada un élgebra de dimensién finita A, denotamos por A = {A(1),A(2),...,A(n)}
al conjunto de los médulos estdndar, donde n es el nimero de A-mé6dulos simples
y < es el orden natural en el conjunto {1,2,..., n} que indexa a los médulos simples
(ver la definicién 3.1).

Asociadas al conjunto A de los médulos estandar se tienen las siguientes cate-
gorias:

1. La categoria F(A), que es la subcategoria plena de A -mod cuyos objetos son
los A-médulos A-filtrados. Se le conoce como la categoria de los médulos A-
buenos (ver la definicién 3.6).

2. La subcategoria plena de A-mod que consta de los médulos Ext-inyectivos
relativos a F(A), es decir, Y (A) := {M € A-mod | Ext! (F(A), M) = 0}.

3. Lasubcategoria plena de A-mod, w(A) := F(A)NnY(A).

Decimos que A es estdindarmente estratificada (a la izquierda) con respecto al
orden natural <, si pA € F(A).

Dada un algebra estdindarmente estratificada (a la izquierda) con respecto al or-
den natural <, se sabe que la categoria w(A) estd completamente determinada por
un moédulo inclinante generalizado T (ver [AHLU2] y [X]). Especificamente se tiene
que w(A) = add(T) (ver el teorema 3.23).



6 INDICE GENERAL

En general, este mé6dulo inclinante generalizado T no es coinclinante, pero C.
Xi demostro en [X] que T es un médulo coinclinante si, y solo si el dlgebra A es de
Gorenstein (ver el teorema 3.34).

Resulta que las dlgebras casihereditarias son de Gorenstein (tal como se muestra
en [DR]) y, como ya mencionamos, las dlgebras estindarmente estratificadas y de
Gorenstein satisfacen algunas propiedades especiales (ver el teorema 3.34).

El objetivo de este trabajo es dar una demostracién detallada de los teoremas
3.23y3.34.

Ahora bien, el trabajo estd organizado como sigue. En el primer capitulo estudia-
mos los conceptos y resultados preliminares que son necesarios para el desarrollo
del trabajo, los cuales conforman una parte de la teoria basica de médulos y dlgebras
de dimension finita. En el segundo capitulo, introducimos los conceptos de dlgebras
de carcaj y carcajes ordinarios asociados a un élgebra, estudiando algunas propieda-
des que satisfacen; esto con el fin de tener una satisfactoria fuente de ejemplos para
el siguiente capitulo y también porque en la teoria de dlgebras de dimensién finita,
el teorema de Gabriel (ver el teorema 2.19) es fundamental. El en tercer y tltimo ca-
pitulo, el objetivo principal de este trabajo, estudiamos las dlgebras estindarmente
estratificadas: primero vemos algunas propiedades bdsicas que cumplen, después,
mostramos la existencia del médulo inclinante caracteristico y derivamos otros re-
sultados a partir de este. En particular, analizamos el caso en el que el dlgebra es de
Gorenstein.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consiste de una recopilacién, como su nombre lo indica, de defini-
ciones y resultados basicos que serdn fundamentales para el desarrollo del trabajo.
Se comienza con algebras sobre un campo dado y sus médulos enunciando algunas
de sus propiedades, entre las cuales encontramos diversos teoremas de estructura.
Ma4s adelante recordamos varias propiedades sobre las categorias de médulos.

Cabe notar que desde el inicio se presupone un conocimiento superficial sobre
la teoria de anillos, médulos y categorias, como el que se obtiene en los cursos de
dlgebra impartidos en la Facultad de Ciencias.

1.1. AlgebrasyMédulos

En esta seccién se da la definicién de algebra sobre un campo y se muestran
propiedades bdsicas de estas, asi como de sus médulos. Supondremos siempre que
los anillos tienen uno; ademads, se entenderd que al hablar de un médulo, hablamos
en realidad de un médulo izquierdo a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.1. Sea K un campo. Una K-algebra o algebra sobre K, es un anillo
A que posee estructura de K espacio vectorial tal que k(Au) = (kA)u = A(ky) para
cualesquiera k€ Ky A, u€ A.

El campo K puede verse como subanillo de A gracias al monomorfismo K <A
definido por t(k) = k1. Por esto y a partir de ahora, asumiremos siempre que el
campo se encuentra contenido en A, y ademds, por definicién de A tenemos que
K< Z(A) (K escentral en A).

Algunos ejemplos de dlgebras sobre un campo K son los siguientes.

Ejemplo 1.2. K esuna K-algebra.

Ejemplo 1.3. El anillo de polinomios K[xy,...,x,] es una K-dlgebra definiendo la
multiplicacién por escalar distribuyendo sobre cada coeficiente.

Antes del siguiente ejemplo, es importante notar que cuando hablemos de cual-
quier orden, llamaremos méaximo a un objeto que no tiene cotas superiores distintas
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a él y mayor a un objeto que es mayor que cualquier otro. Andlogamente para los
términos minimo y menor.

Ejemplo 1.4. El anillo de polinomios con variables no conmutativas, K{x,..., X,),
es una K-dlgebra con una operacion andloga a la del ejemplo anterior. Notese que
si S es el ideal generado por {x;x; —x;x; | i, j =1,..., n}, entonces

K(-xl;---»xn)

S ;K[xly---)xn]

ya que S es el menor ideal tal que las variables conmutan y K[xi,...,x,] es el mayor
cociente tal que las variables conmutan.

Ejemplo 1.5. Si A es una K—algebra, entonces M, (A) también lo es con las opera-
ciones matriciales usuales y el producto por escalares distribuyéndose sobre todas
las entradas.

Ejemplo 1.6. Sea G un grupo, definimos KG como el K espacio vectorial con base
G. KG es un anillo con la multiplicacién distributiva tal que el producto de bésicos
es el producto en G. De esta forma, KG es también una K-algebra.

Definicién 1.7. Un morfismo entre dos K-algebras A y A’ es una funcion entre estas
que es morfismo de K espacios vectoriales y morfismo de anillos con uno simulta-
neamente.

Denotaremos por A-Mod ala categoria de A-mdédulos izquierdos y por A-mod a
la subcategoria plena de A -Mod que consta de los mddulos finitamente generados.
Es importante notar que si A es una K-algebra, entonces A-Mod es una subcate-
goria de K -Mod puesto que todo A-médulo es un K-médulo y todo A-morfismo es
un K-morfismo ya que K € A. Ademds, si A es de dimensién finita, todo A-médulo
finitamente generado tiene K-dimensién finita. Lo tltimo se tiene ya que todo espa-
cio vectorial con un subconjunto generador finito es de dimension finita y si M =
Alay,...,an) yiky,..., km} es una K-base de g A, entonces {kja;, kzay, ..., kman} es
un conjunto generador finito de x M.

Observacién 1.8. Dada una K-algebra A, K es un A-médulo si, y solo si K = A.
Como K c A, K es un A-mdédulo si, y solo si K es ideal izquierdo de A, pero AK =K
si, y solo si K = A pues 1k es neutro para los elementos de A.

Definicién 1.9. Un A-médulo M es neteriano si satisface la condicién ascendente
de cadena en submoédulos, es decir, si toda cadena ascendente de submdédulos de
M es estacionaria; A es un anillo neteriano si es neteriano como A-médulo.

Dualmente, un A-médulo M es artiniano si satisface la condicién descendente
de cadena en submaddulos, es decir, si toda cadena descendente de submaédulos de
M es estacionaria; A es un anillo artiniano si es artiniano como A-maédulo.

Lema 1.10. Tanto la clase de los modulos neterianos como la clase de los modulos
artinianos son cerradas bajo submédulos, cocientes y extensiones (en particular bajo
sumas directas finitas).
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Demostracién. Lo primero es evidente y lo segundo se sigue directamente del teo-
rema de la correspondencia. Para la cerradura bajo extensiones, consideremos la
sucesion exacta0 — N — M — M/N — 0 con N y M/N artinianos. La prueba
para médulos neterianos es andloga.

Sea N; = N, = ... una cadena de submédulos de M. Podemos entonces conside-
rar las cadenas NN Ny =2 NNN, =...y N+ N; = N+ N, =... que se estacionan por
hipétesis. Entonces, existe n € Ntal que N+ N, = N+ N,, y Nn N, = Nn N, para
cualquier m = n. Entonces, por la propiedad modular tenemos que para cualquier
m=n,Ny,=(NpyNN)+ Ny =(NpgnN)+ Ny = (Npy + N)NN,, = (N, + N)N Ny, =
N,,. Con esto tenemos que la cadena Ny = N, = ... se estaciona, asi que M es arti-
niano. O

Proposicién 1.11. Un médulo es neteriano si, y solo si todos sus submodulos son
finitamente generados.

Demostracion. Sea M un A-médulo. Si M es neteriano, como la clase de los m6-
dulos neterianos es cerrada bajo submddulos, basta ver que M es finitamente gene-
rado. Si esto no fuera cierto, podriamos construir una cadena {(m;) < (m, mp) <...
con m;4 ¢ (my,..., m;), cosa que es imposible pues M es neteriano. Entonces, M
debe ser finitamente generado.

Conversamente, si todo submédulo de M es finitamente generado, considere-
mos una cadena My < M; < ... de submoédulos de M. Sea N := Y {M;}n: N es un
submddulo de M pues es la unién de una cadena. Por hipétesis, N debe ser fini-
tamente generado, digamos por el conjunto {ay, ..., a,}. Para cada a;, debe existir
k; € Ntal que a; € My, asi que si k:= max{ki,..., kn}, {a1,...,an} S M. Esto quiere
decir que N = My, por lo que la cadena debe estacionarse. Concluimos entonces
que M es neteriano. O

Ejemplo 1.12. Si A es una K-élgebra de dimension finita, entonces A es un anillo
neteriano y artiniano. Este hecho se sigue inmediatamente de que toda cadena de
A-médulos es, en particular, una cadena de K-médulos.

Definicién 1.13. El anulador de un A-médulo Mes (0: M) :={AeA|Am=0,VmEe
M},

Proposicién 1.14. Para cualquier A-médulo M, (0: M) es un ideal bilateral de A y
M es un A/ I-médulo para cualquier I subideal bilateral de (0: M).

Demostracion. Sean A,p e A, a€ (0: M)y m € M. Calculando, Aaum = Aa(um) =
A0 = 0 pues um € M. Por lo tanto, A(0: M)A < (0: M), es decir, (0: M) es un ideal
bilateral de A.

Consideremos ahora I un subideal bilateral de (0 : M). Definimos el producto
A+Dm=Am, Vme M, YA+ 1 € A/l Este producto se encuentra bien definido,
pues dados, A, A’ € A tales que A — A € I, tenemos que (A—A')m =0 Vm € M pues
I <(0: M). Las propiedades que debe de cumplir este producto para que M sea un
A/I-modulo las hereda de su producto como A-médulo. O
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1.2. Descomposicion en médulos inescindibles

En esta seccién definimos el concepto de médulo inescindible y probamos que
todo médulo finitamente generado sobre una K-élgebra de dimensioén finita se des-
compone en una suma directa de submdédulos inescindibles. Después, observamos
algunas propiedades sencillas pero muy importantes de los médulos inescindibles.
Finalmente, analizamos un resultado que nos permite trabajar con dlgebras bdasicas
(definidas en su momento) sin perder generalidad. En este proceso, caracterizamos
las clases de isomorfia de los médulos proyectivos inescindibles finitamente gene-
rados y vemos que hay un nimero finito de estas clases cuando el édlgebra es de
dimension finita.

Definici6én 1.15. Diremos que un A-médulo M no nulo es inescindible si no tiene
sumandos directos no triviales. Es decir, que si M = U V, entonces U =00 V =0.

Lema 1.16. Sea M un A-modulo no nulo. Si M es artiniano o neteriano, entonces M
admite una descomposicion en submédulos inescindibles M =U; @ ...e Uy,

Demostracién. Supongamos que M no se puede descomponer en submoédulos ines-
cindibles, entonces existen 0 # A;, By < M tales que A; @ By = M. Como esta no pue-
de ser una descomposicion en inescindibles, podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que A; se descompone como A, & B,. Inductivamente, podemos seguir con
este proceso obteniendo cadenas A} > Ay > A3 >...yB) <B1®By <B1®B;®Bs < ....
Por lo tanto, M no puede ser ni artiniano ni neteriano. O

Lema 1.17. Sea M un A-médulo artiniano y neteriano. Si ¢ € End (M), entonces
existe n € N" tal que M = Nuc(¢™) ® Im(¢p").

Demostracién. Consideremos las cadenas Nuc(g) < Nuc(¢?) <...yIm(¢p) = Im(¢?)
= .... Como M es artiniano, las cadenas se estacionan, digamos que en n; y n, res-
pectivamente. Veamos primero que Nuc(¢™) nIm(¢p™) = 0. Sea x € (Nuc(p™)n
Im(¢p™)), entonces existe y € M tal que ¢ (y) = x y ¢ (x) = 0. Pero Nuc(¢p™) =
Nuc(p?™), por lo que 0 = ¢™ (x) = ™ (y) nos asegura que y € Nuc(p™), es decir,
0= ¢™(y) = x. Por lo tanto, Nuc(¢™) nIm(¢p™) = 0. Ahora veamos que Nuc(¢p"?) +
Im(p™) = M. Sea m € M, ¢ (m) € Im(¢"?) = Im(¢>™), por lo que existe n € M tal
que > (n) = ¢ (m). Entonces, ¢ (n) —m € Nuc(¢™), es decir, existe k € Nuc(¢"?)
tal que m = @™ (n) + k. Por lo tanto, Nuc(¢™) + Im(¢™2) = M.

Definamos ahora n := max{n;, n,}. Tenemos que Nuc(¢") +Im(¢") = Nuc(¢") +
Im(¢}) = Nuc(e™)+Im(¢™) = My Nuc(p™)ulm(p™) = Nuc(p™)ulm(p™) < Nuc(p™)
uIm(e™) = 0. Por lo tanto, Nuc(¢™) @ Im(¢p") = M. O

Lema 1.18. (Fitting) Sea M un A-mddulo inescindible. Si ¢ € End (M), entonces ¢
es nilpotente o es un isomorfismo. Ademds, el conjunto de los endomorfismos nilpo-
tentes es cerrado bajo la suma.

Demostracion. Sea ¢ € End, (M), por el lema anterior existe n € N* tal que Nuc(¢™)
®Im(¢p"™) = M. Como M es inescindible, Nuc(¢") = M o Im(¢") = M. El primer ca-
so significa que ¢ = 0, es decir, que ¢ es nilpotente. El segundo caso asegura que
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Im(¢p) = Im(p™) = M y Nuc(p) < Nuc(¢p”) =0, lo que quiere decir que ¢ es un iso-
morfismo.

Consideremos ahora f, g € Endj (M) nilpotentes, es decir, no invertibles, y su-
pongamos que h:= f + g si es invertible. Notemos que 4 f~! no puede ser invertible,
pues si s fuera el inverso de h™! f, tendriamos que Idy; = h™! fsy porende, f = hs™?,
cosa que significaria que f si es invertible. Andlogamente, concluimos que h™'g
tampoco es invertible. Entonces, 1~ ! g debe ser nilpotente, por lo que existe n € N*
tal que (h~'g)" = 0. Entonces,

0=(h g =Udy-h )" =ldy-h  f+(h 1 H*> -+ (D" HY,
por lo que

dy=htf—h )2+ + D" RHN
=W AR T - =D M)
G R/ ) T G DL/ S L (0 e OR

Esto tiltimo quiere decir que h~! f es invertible, una clara contradiccién. Por lo tan-
to, f + g es nilpotente. Con esto concluimos que el conjunto de los endomorfismos
nilpotentes es cerrado bajo la suma. O

Lema1.19. Sean M un A-modulo nonuloy N un A-médulo inescindible. Si f: M —
N yg: N— M son A-morfismos tales que g f es un isomorfismo, entonces f y g son
isomorfismos.

Demostracién. Como g f es un isomorfismo, g es un epimorfismo y f es un mono-
morfismo, por lo que las siguientes sucesiones son exactas:

0—>ML>N—»Conuc(f)—>0,

0 — Nuc(g) — N2 M —o0.

Ademds, estas sucesiones se escinden pues (gf)'g)f =Idy y g(f(gf)™!) = Idpy.
Entonces, N = M & Conuc(f) £ M & Nuc(g), pero como M # 0y N es inescindible,
Nuc(g) = 0 y Conuc(f) = 0. Esto quiere decir que f es un epimorfismo y g es un
monomorfismo, por lo que ambos son isomorfismos. O

Teorema 1.20. (Krull-Schmidt) Sea M un A-médulo artiniano y neteriano. Enton-
ces, M admite una descomposicion en submaodulos inescindibles M = Uy & ... ® Uy,.
Mds aun, si M = V1 &...® Vy, para algunos V; inescindibles, entonces n = m y existe
una permutacion o tal que U; = V(;) para cualquieri=1,...,n.

Demostracién. Procederemos por induccién sobre n. Para el caso en que n =1,
como U es inescindible, m = 1y U; £ V4. Supongamos entonces que se cumple el
enunciado paran—1=1.Seant;: Uy — My t’j: V; — M las inclusiones naturales

L.

. /. 3 3 —
ymri: M— U;y m M — V; las proyecciones naturales. Definimos f; ; = LT
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Notemos que existe j tal que fj,; es un isomorfismo, pues de lo contrario, por el
lema de Fitting, tendriamos que

nm m m
r__! r_!
Y =2, Tl = () )i = wpldy 1y = 1dy,
j=1 j=1 j=1
es nilpotente, cosa que es imposible. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que dicho j es m. Entonces, por el lema anterior, 7},t, es un isomorfismo entre Uy,
y V. Entonces, tenemos por el segundo teorema de isomorfia que
M _M

Ue..oU,-1 = —

=E—=Vie...0V,_;.
Un Vm 1 m-1

Por hipétesis de induccién, m—1 = n—1y existe una permutacién o’ tal que Uj;
Vyiiy paratodai=1,...,n—1.Porlo tanto, n=myo:= o' u{(n,n)} es tal que U;
Vo) paratodai =1,...,n, conlo que se concluye la demostracion.

O mem

El corolario siguiente nos dice que la descomposicién en inescindibles de una
K-élgebra de dimension finita A forma una lista completa de representantes de las
clases de isomorfia de los médulos proyectivos finitamente generados e inescindi-
bles.

Corolario 1.21. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces, A se puede des-
componer de forma tinica (hasta isomorfia) como suma directa de submédulos pro-
yectivos inescindibles A = Py ®...® P;. Ademds, todo A-mddulo proyectivo finitamente
generado e inescindible es isomorfo a algtin P;.

Demostracion. La existencia de la descomposicion es inmediata del teorema de
Krull-Schmidt. Recordemos que un mdédulo es proyectivo si, y solo si es sumando
directo de un médulo libre, por lo que la descomposicion en inescindibles de A es-
td, en efecto, compuesta tinicamente por médulos proyectivos. Solo falta probar la
segunda afirmacién. Sea P un A-médulo proyectivo finitamente generado e ines-
cindible. Sabemos que existen un A-moédulo M y n € N tal que P& M = A". Como
A" es neteriano y artiniano y M se sumerge en este, M también es neteriano y arti-
niano. Entonces, por el teorema de Krull-Schmidt, M admite una descomposicién
en inescindibles M = U; & ... ® Uy. Asi, tenemos que

n
PoelUio..0Ur=PoM=A"=PP o...aPP,.
i=1 i=1
Por lo tanto, por el teorema de Krull-Schmidt tenemos que P = P; para alguna i =
1,...,t. O

Proposicién 1.22. Sea A una K-dlgebra de dimensién finita con descomposicién en
inescindibles \A=P1®...®P,.Sil=e; +...+ e, con e; € P;, entonces {ey,...,e,} es
un sistema completo (ey + ...+ e, = 1) de idempotentes primitivos (si f y g son idem-
potentes tales que fg =0y f + g = e;, entonces f =0 0 g = 0) ortogonales (e;ej =0 si
i # j). Mds aun, si{f1,..., fm} es un sistema completo de idempotentes primitivos or-
togonales, entonces \A = Afi1 ®...® A fy,, y esta es una descomposicion en submodulos
inescindibles.
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Demostraciéon. Pordefinicién, {e,..., e,} es completo. Ahora, como e; = e;1 = e;e;+
...+ eje,, yla descomposicién de un elemento en términos de sumandos directos
es Unica, tenemos que e;e; = e; y e;ej = 0 para j # i. Esto asegura que tratamos con
idempotentes ortogonales. Por esto, también tenemos que Ae; < P;. Ademads, dado
x € P;, x=x1=xe; +...xep, asi que por las misma razoén que antes, x = xe;. Por lo
tanto, P; = Ae;. Supongamos entonces que f y g son un par de idempotentes or-
togonales tales que e; = f+ g. Se sigue que AfnAg=0,yaquesix=A1,f =8
con A1,A € A, entonces x = A, f = A1 f2 = A,gf = 0. También, como e; = f + g,
Ae;<AfeAgysidlif+l,ge Af®Ag, entonces, A f+A2g = A1 [P+ 8%+ A1 fg+
Aogf =M f+A28)(f+8) = (A1 f+A28)e;, esdecir, 1) f+ 128 € Ae;. Esto quiere decir
que P; = Ae; = Af®Ag,asique f =00 g =0. Por lo tanto, {e; ..., e,} es un sistema
completo de idempotentes primitivos ortogonales.

Por el mismo argumento que acabamos de usar, Af; ®...® Af,;; = Al = A. Ade-
mads, cada Af; es inescindible, pues si no lo fueran, podriamos descomponer ca-
da uno de estos en suma directa de inescindibles, obteniendo una descomposicién
de A. Por la primera parte de esta proposicion, existirian idempotentes ortogonales
g1,..., 8k con k > 1 tales que para alguna i, f; = g1 +... + gk. Esto no es posible pues
cada f; es primitivo. Por lo tanto, cada A f; es, en efecto, inescindible. O

Proposicién 1.23. Sea M un A-médulo. Una descomposicion M = M) &...& M, de-
fine un sistema completo de endomorfismos idempotentes ortogonales de M, llama-
dos proyecciones, 71, ..., 7y, definidos por w;(my +...+ my) = m; conm; € M;. Reci-
procamente, un sistema completo de endomorfismos idempotentes ortogonales de M,
P1,-.., Pm define una descomposicion M = py(M) & ... ® p,,,(M).

Demostracion. Claramente las proyecciones forman un sistema completo de idem-
potentes ortogonales.

Notemos que como ps,..., p, Son idempotentes ortogonales, entonces p; (M) N
pj(M) = 0 para cualesquiera i # j porque p;p;(M) =0= p;p;(M). Ademds, como el
sistema es completo, Idys = p1 +...+ pm, asique M =1dy (M) = (p1 +...+ p) (M) =
M) e...e pp(M). O

Corolario 1.24. Un A-médulo M es inescindible si, y solo si los tinicos idempotentes
en Endj (M) sonldy; yO0.

Demostraciéon. Se sigue inmediatamente de la proposicién anterior. O

Lema 1.25. Sean A una K-dlgebray e € A idempotente.

1) Si M es un A-mddulo, entonces ¢p: Homp (Ae, M) — eM definido por ¢(f) =
f(e) es un isomorfismo de K espacios vectoriales.

2) ¢: Endp(Ae) — (eAe)P, definido como en 1), es también un morfismo de
K-dlgebras.

Demostracién. 1) Notemos primero que el ¢ se encuentra correctamente definido
porque dado f € Homy (Ae, M), ¢(f) = f(e) = f(e?) = ef(e) € eM. Es inmediato que
¢ es un K-morfismo. Ahora, ¢ es monomorfismo, pues si ¢(f) = f(e) = 0, entonces
f(Ale) = Af(e) = 0 para cualquier Ae € Ae, es decir, f = 0. También, ¢ es epimorfismo
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pues dado em € eM, ¢p(—- m) = em. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de K espacios
vectoriales.

2) Recordemos que la unidad en (eAe)°? es e. Como ¢ es morfismo de espacios
vectoriales, es aditivo, asi que basta ver que es multiplicativo y que ¢(Ids.) = e. Por
supuesto que lo segundo se da. Consideremos entonces f, g € End (Ae), calculan-
do, p(gf)=gf(e)=glef(e) = g(f(e)e) = f(e)g(e) = d(f)p(g); esto coincide con la
multiplicacién en (eAe)°P, por lo que ¢ es multiplicativo. Por lo tanto ¢ es también
un morfismo de K-algebras. O

Corolario 1.26. Sean A una K-dlgebray e € A idempotente. El anillo e e tiene como
tnicos idempotentes a e y 0 si, y solo si e es primitivo.

Demostraciéon. De la proposicion 1.22, el corolario 1.24 y el lema 1.25, tenemos que
e/ e tiene como Uinicos idempotentes a e y 0 si, y solo si End (Ae) tiene como tnicos
idempotentes aIds. y 0, que sucede si, y solo si eA es inescindible, que a su vez pasa
si, y solo si e es primitivo. O

Definicién 1.27. Sea A una K-algebra de dimensién finita con descomposicién en
inescindibles M = Py & ... P;. Decimos que A es bdsica si P; 2 Pj cuando i # j.

Dada una K-élgebra A con descomposicién en inescindibles A = P1 &...® Py,
puede ocurrir que algunos de estos submoédulos sean isomorfos entre ellos. Pode-
mos entonces considerar P:= P; &...® P;, tal que Pij % Pj, siij # iy y ademds para
cada l <i < n existe i, tal que P; = P;,. Sea {e; ..., e,} el sistema completo de idem-
potentes primitivos ortogonales definidos por la descomposicién de A que dimos
en la proposicién 1.22; definamos e:=e;, +... +e;,,. A eAe le llamaremos el dlgebra
bésica asociada a A. Podemos notar que esta dlgebra no depende de la eleccién de
i1,...,im, puessiji,..., jr sontales que se cumple todo lo anteriory f:=ej, +...+ej,,
entonces, por el corolario recién visto, eAe = Endp (Ae) ZEndp (Af) = fAS.

El siguiente teorema, aunque muy importante, no lo demostraremos. Una prue-
ba puede encontrarse en [ASS]. Recordemos que un funtor aditivo es aquel que res-
peta la suma de morfismos, y que dos anillos son morita equivalentes si existe una
equivalencia aditiva entre sus categorias de médulos. Si ademds los anillos son K-
dlgebras, pediremos que la equivalencia sea K-lineal, es decir, que respete la multi-
plicacién por escalar también.

Teorema 1.28. Toda K-dlgebra de dimension finita es morita equivalente a su K -
dlgebra bdsica asociada. Mds aun, si dos K -dlgebras de dimension finita son morita
equivalentes, entonces sus K -dlgebras bdsicas asociadas son isomorfas.

Demostracién. Ver [ASS], seccion I, corolario 6.10. O

Corolario 1.29. El dlgebra bdsica asociada a una K -dlgebra de dimension finita es
bdsica.

Demostracion. Del teorema anterior, esto es inmediato, pues las equivalencias re-
flejan isomorfismos y preservan sumas directas. O
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1.3. Algebras inescindibles

A continuacién definimos el concepto de dlgebra inescindible o conectada y ve-
mos algunas de sus propiedades. El objetivo de esta seccidn es mostrar que es posi-
ble limitarse a trabajar con 4lgebras de este tipo sin perder generalidad alguna.

Definicién 1.30. Sean A, ..., A, K-dlgebras. La suma directa de estas algebras, A+
...+A,, eslasuma directa de estas como K espacios vectoriales y en donde se multi-
plica coordenada a coordenada. Diremos que una K-dlgebra es inescindible (como
K-élgebra) si no puede ser expresada como la suma directa de dos K-algebras.

Recordemos que un elemento de un anillo es central, si conmuta con el resto de
los elementos de este.

Lema 1.31. Sea A una K-dlgebra. Si e € A es idempotente central, entonces A =
AetA(l-e).

Demostracién. Observemos primero que si x € A, entonces x = ex + (1 — e)x. Des-
pués, notemos que si x € (Aen A(1 — e)), entonces existen y,z € A tales que x = ye =
z(l1—e),dedonde z = (y+=z)e,asique x=z(1—e) = (y+2)e(l—e) = (y+z)(e—e2) =0.
Por lo tanto, tenemos que Ae ® A(1 — e) tanto como A-m6dulos como K espacios
vectoriales. Como e es central, Ae = Ae?> = eAey A(1—e) = A(l-e)? = (1-e)A(1-e)
de modo que estos son anillos, en donde ees elunode Aeyl1—eeselunode A(1-e).
Para asegurar que su suma es en realidad una suma directa de K-algebras, hay que
ver que la multiplicacién se hace coordenada a coordenada. Ciertamente, la multi-
plicacion se hace de esta forma, pues para A1, Ay, p1, 2 € A, (A1e+A2(1 —e))(u1e+
p2(1-e)) = Aiepre+Aieur(1-e)+Az(1-e)ure+Ar(1-e)ua(1-e) = Ay pre+Arux(1-e).
Con esto concluimos que A = Ae+A(1—e). O

El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacién de las K-algebras
inescindibles.

Lema 1.32. Una K-dlgebra A es inescindible (como K -dlgebra) si, y solo si sus tinicos
idempotentes centrales son 0 y 1.

Demostracién. Sea e € A unidempotente central. Por el lema anterior, A = Ae+A(1—
e), asi que si A es inescindible, e=00e=1.

Los siguientes teoremas muestran que podemos trabajar con K-dlgebras ines-
cindibles.

Conversamente, supongamos A = Aj+A;. Tenemos entonces que (1 A 0n,) €8
distinto de 0p = (04,,04,) y de 154 = (15,,14,). Ademds, (14,,0,4,) es idempoten-
te central, pues (14,,0,)% = (121,03\2) = (15,,04,) y para cualquier (a,b) € Aj+A,
(1A,,04,)(a,b) = (15,a,0p,b) = (alp,,b0p,) = (a,b)(14,,0,,). Por lo tanto, 15 y Op
no son lo tinicos idempotentes centrales en A. O

Teorema 1.33. Toda K -dligebra de dimension finita es isomorfa a la suma directa de
un numero finito de K -dlgebras inescindibles de dimension finita.



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostraciéon. Sea A una K-élgebra de dimensién finita. Si A no es inescindible,
por el lema anterior existe un idempotente central e € A tal que A = Ae+A(l —e).
Podemos decir lo mismo de Ae y A(1 — e). Podemos seguir con este proceso hasta
obtener idempotentes centrales ey, ..., e, (entre los cuales se encontrarian ey (1—e)
talesque A = Ae;+...+Ae, y Ae; esinescindible para cualquier i. Este proceso debe
terminar, pues A es de dimensidn finita y cada édlgebra que sea su sumando directo
es un K espacio vectorial de dimensi6n estrictamente menor. O

Lema 1.34. Sean A una K-dlgebra tal que A = A1 +...+A,, y M un A-médulo. En-
tonces, \M=A1M®&...®o A\, M.

Demostraciéon. Porinduccién, reducimos el argumento a n = 2. Claramente A; M +
AyM = M,puesdadome M, m=1ym= (15,+1p,)m =14, m+1,, m. Porotra parte,
six € (AfMn A2 M), entonces existen y,ze M, Le Ay ypue Ay talesque x =1y = pz.
Entonces, x = 15, x+15,x = 15,4z + 15,Ay =0, asi que A; M n A, M. Por lo tanto,
M=AMe& A, M. O

Teorema 1.35. Si A es una K-dlgebra tal que A = A1+...+A,, entonces existe una
equivalencia K -lineal entre A-Mod y A1 -Mod x... x A, -Mod.

Demostraciéon. Definamos las asignaciones

F: A-Mod ———— A1-Mod x... x A, -Mod

M (A M,...,AyM)
fh (nlfll»---,nnfln)
Nt (A1N,...,AyN)

G: A1-Mod x...x A;;-Mod —— A-Mod

(My,...,Mp) ¢+ My&...oM,
(fl»---;fn) fl@@fn
(N1,...,Ny) t Ni®...oN,

donde t;: A;M — M son inclusionesy n;: M =A;M&...& A;,M — AM,; las pro-
yecciones naturales. Es claro que F y G son funtores K-lineales porque en ambos
se suman y componen morfismos coordenada a coordenada. También, por el lema
anterior, y porque para cualquier A-morfismo f, 71 fy; @...@n,f1, = f, tenemos
que GF = 1, Mmod- Por otra parte, como

FG(fl,...,fn)Z (ﬂl(fl$...$fn)tl,...,ﬂn(f1@...@fn)Ln)
= (fl)-'-)ffl)
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FG(Mi,...,Mp) = (AM(My ®...® My,),...,An(M; &...® M,))
= (A (MM ®...0 AyMy),...,Apn(AM M ®...0 AyM,))
= (AMAM ®...0 A\A M), ..., AyAI M &...® AyAyMy))
= (A1 My, ..., AyMy) = (M, ..., My),

tenemos que FG = 1, -Mod x...x A, -Mod- ESto prueba que los funtores F y G definen
equivalencias K-lineales. O

Observacion 1.36. Siademads, A, Ay,..., A, son dlgebras finitamente generadas, los
funtores F y G definidos en el teorema anterior se pueden restringir y correstringir a
las subcategorias A-mod y A; -mod x...x A, -mod para obtener una equivalencia K-
lineal entre ambas. Esto esta correctamente definido pues en este caso, A, Ay,..., Ay,
son anillos neterianos, por lo que tanto submdédulos como sumas finitas de médulos
finitamente generados siguen siendo finitamente generados.

1.4. Series de composicion

Las series de composicion serdn esenciales para que podamos trabajar mas ade-
lante: entenderlas adecuadamente es el prop6sito de esta secciéon. Para ello, proba-
remos el teorema de Jordan-Hélder.

Recordemos que se les llama médulos simples a aquellos cuyos tinicos submé-
dulos son él mismo y el médulo trivial.

Definicién 1.37. Sea M un A-mdédulo. Una serie de composiciéon de M es una cade-
na de submédulos M = My > M, >...> M, =0tal que M;/M;,; es simple para toda
i=0,...,n—1. Se dice que esta serie de composicién tiene longitud n.

Diremos que dos series de composicion, M = My > M; >...> M, =0y M =
No > N; > ... > Ny, =0, son equivalentes si n = m y existe una permutacién o tal
que M;/Mii1 = Ng(iy/ Ny(i)+1 paratodai =0,...,n—1.

En vista del lema 1.10, sabemos que las clases de mddulos artinianos y neteria-
nos son cerradas bajo submdédulos, cocientes y extensiones. Podemos reformular
esto en el siguiente lema.

Lema 1.38. Un A-mdédulo M es artiniano (neteriano) siy solo si N y M/ N son arti-
nianos (neterianos) para algiin N < M.

a
Tenemos entonces los dos siguientes teoremas.

Teorema 1.39. Un A-modulo M admite una serie de composicion si, y solo si es arti-
niano y neteriano.
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Demostracién. Supongamos primero que M admite una serie de composicién M =
My > M; >...> M, =0. Como cada cociente M;/Mj,, es simple, cada cociente es
en particular artiniano y neteriano; por el lema anterior, M es artiniano y neteriano.

Conversamente, supongamos que M es artiniano y neteriano. Como M es ne-
teriano, {N < M} tiene un maximo M;. Si M; # 0, siguiendo el mismo argumento
también el conjunto {N < M;} tiene un méaximo M. Podemos seguir con este pro-
ceso hasta llegar a M, = 0 para alguna n € N: esto debe pasar porque M es arti-
niano. Como M;;; es maximo en M;, tenemos que M;/M;; es simple, por lo que
M:=My< M <...< M, =0esuna serie de composicién de M. O

Teorema 1.40. (Jordan-Holder) Cualesquiera dos series de composicion de un mo-
dulo son equivalentes.

Demostraciéon. Sean M un mdédulo, denotaremos por m (M) ala menor longitud de
las series de composiciéon de M. Demostraremos el resultado por induccién sobre
m(M). Para el caso en que m(M) = 1, M debe ser simple, en cuyo caso es claro que
solo existe una serie de composicidn.

Supongamos entonces que m(M) = n > 1y que cualesquiera dos series de com-
posicién de un médulo con longitud menor que n son equivalentes. Sean M = M, >
My >...>M,=0y M= Ny >N >...>N; =0 dos series de composicién. Por
hipétesis de induccién, tenemos que si Ny = M), entonces las series deben ser equi-
valentes, asi que supongamos que Ny # M.

Como M; y N; son submédulos maximos de M, por el segundo teorema de iso-
morfismo tenemos que

M :M1+N1_M Ni :M1+N1_M
MlﬂNl_ M, _Ml y MlﬂNl_ Ny _N1

son simples. Porlo tanto, dada MyN Ny = Ly > Ly >...> Lg = 0 una serie de composi-
cién de M) NN, obtenemos las series de composicion de My y Ny, My > Lo >...> L
y Ny > Lo > ... > L respectivamente. Por hip6tesis de induccion, las series de com-
posicién My > M, >...> M, y M; > Ly >...> Ls son equivalentes, asi que s=n—1.
Usando el mismo argumento, también Ny > N, >...> N; y Ny > Lo > ... > Lg son
equivalentes, asi que ¢ = n— 1. Finalmente, como ya sabemos que M;/Ly = M/N; y
Ny /Ly £ M/ M;, tenemos que las dos series de composicion de M con las que inicia-
mos son equivalentes. O

Como consecuencia del teorema anterior, definimos la longitud de un médulo
M como la longitud de alguna serie de composicién (si este admite una) y esta la
denotaremos por [(M).

Corolario 1.41. Sea A una K-dlgebra de dimensién finita. Entonces, todo A-médulo
finitamente generado admite una tinica serie de composicién (hasta equivalencia).

Demostracién. Esto es claro de los tiltimos dos teoremas porque toda K-algebra de
dimensién finita es un anillo artiniano y neteriano. O

Corolario 1.42. Sean A una K-dlgebra de dimensién finita y M un A-médulo fini-
tamente generado. Si N < M, entonces N se encuentra contenido en un submodulo
mdximo de M.
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Demostracién. Elresultado se sigue inmediatamente del corolario anterior. O

1.5. Elradical de Jacobson

En esta seccidn, estudiamos el radical de Jacobson de un médulo y, en particular,
de un anillo. Veremos algunas de sus propiedades elementales, lo cual nos permitira
obtener propiedades muy interesantes respecto de las dlgebras de dimensién finita.

Definicién 1.43. El radical o radical de Jacobson de un A-médulo M es J (M) :=
M{N < M| N es maximo en M}.

Dada una funcién f: A — B tal que A’ < Ay B’ < B, denotamos la restriccion
!
de f a A’ como f'4 yla correstricciéon de f a B’ (cuando tenga sentido) como fis-

Lemal.44. Sean M y N A-médulosy f: M — N un A-morfismo. Entonces, f(J (M))
< J(N). Esta afirmacién nos asegura que [J (f) = ]‘lgﬁ; se encuentra bien definido.
Ademds, si A es una K-dlgebra de dimensioén finita M y N son finitamente generados

y f es un epimorfismo, entonces J (f) es un epimorfismo.

Demostraciéon. Sea L un submédulo maximo de N, queremos ver que f(J (M)) < L,
y para esto, basta notar que si 7: N — N/L es la proyeccién, entonces 7 f ([J (M)) =
0. Como L es méximo, N/L es simple. Entonces, si 7 f(M) = N/L, M/Nuc(rn f) =
N/L, es decir, M/ Nuc(r f) es simple, por lo que Nuc(x f) es maximo en M; esto
significa que J (M) < Nuc(x f). En otro caso, n f(J (M)) < n f(M) = 0. Por lo tanto,
fITMn) e JWN).

Ahora, si f es un epimorfismo A es una K-algebra de dimensién finita, y M y N
son finitamente generados, por el teorema de la correspondenciay el corolario 1.42,
el resultado se sigue inmediatamente. O

El lema anterior motiva la siguiente definici6n.

Definicién 1.45. Una asignacién r: A-Mod — A-Mod que cumple que r(M) = M
para cualquier médulo y f(r(M)) < r(N) para cualquier morfismo f: M — N es
llamado un prerradical.

Observacion 1.46. Todo prerradical es un funtor: esto se debe a que se define en
morfismos como una restriccion y correstriccion.

Corolario 1.47. Para cualquier A-médulo M,
M
7 (_) -0,
J (M)

Demostracién. Sea N un submédulo de M, por el teorema de la correspondencia,
N/J (M) es maximo en M/J (M) si, y solo si N es maximo en M. Entonces,

7 (m) = MIN/T (M) | N/ T (M) es maximo en M/.7 (M)}
=({N/J (M) | N es maximo en M}
_NIN|Nesméimoen M} J(M)

J M) J M)

0
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O

Proposicion 1.48. Sea{M;}; una familia de A\-moédulosy r un prerradical. Entonces,

r([[My) sesumergeen [[r(My) y r@M)=Pry)
I I I ]

Demostracién. Veamos primero la propiedad con el producto. Como r es prerra-
dical, para cada i € I, se encuentra correctamente definido r(r;), donde =; es la
proyeccién del producto de {M;}; sobre M;. Entonces, por la propiedad universal
del producto, existe un tinico morfismo

p: r([[M) — []rMy)
I i

tal que p;p = r(m;) para cada i € I, donde p; es la proyeccién del producto de
{r(M;)}; sobre r(M;). Ciertamente ¢ es un monomorfismo, pues 0 = ¢(x) si, y so-
losi0=pip(x) =r(m;)(x) =n(x) Vi e I, lo que significa que x = 0 (por la propiedad
universal del producto).

Andlogamente al caso del producto, como r es prerradical, r(;) se encuentra
correctamente definido para toda i € I, donde ¢; es la inclusién de M; en la suma di-
recta de {M;};. Entonces, por la propiedad universal del coproducto, existe un tinico
morfismo

y: @rMy) — r @ M)
1 I
talqueyj; = r(t;) paracadai € I, donde j; eslainclusién de r (M;) enla suma directa
de {r(M;)};. Tenemos que y es un monomorfismo, pues 0 = y(x) si, y solo si 0 =
vJji(x) = r@;)(x) = u(x) Vi € I, lo que significa que x = 0 (por la propiedad universal
del coproducto). Ademés, resulta que y es también un epimorfismo; para ver esto,
supongamos que f y g son dos morfismos tales que fy = gy. Entonces para cada
iel, fr(t;) = fyji=gyJji = gr(y;). Podemos entonces extender fy g a

f: @PM; — Cod(f) y g: Cod(g)
T

respectivamente (donde Cod representa el codominio de una funcién), como

— f)sixer(@;M;) _ gx)sixer(@rM;)

fx) = y 8=
0 en otro caso 0 en otro caso.

Entonces, para toda i € I, ?Li = gli, y por la propiedad universal del coproducto,

f =g; en particular, f = g, lo que significa que y es un epimorfismo. Por lo tanto, y

es un isomorfismo. O

Corolario 1.49. Sean r un prerradical y F, := {AM | r(M) = 0}. Entonces, F, es una
clase cerrada bajo submédulos y productos. Mds aun, si A es una K-dlgebra de di-
mension finita, entonces la clase F 7 N A-mod es cerrada bajo cocientes (en donde el
preradical J asocia a cada médulo su radical).
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Demostraciéon. De su definicion, se sigue inmediatamente que F;, es cerrada bajo
submédulos, y del lema anterior, que es cerrada bajo productos. Para 7 (M), la ce-
rradura bajo cocientes viene de la segunda parte del lema 1.44. O

Lema 1.50. Para cualquier A-médulo M, J(A)M < J (M).

Demostracién. Sea x € M, por el lema 1.44, el morfismo

J(=-x): TN — T M)
y—yx

se encuentra bien definido. Entonces, para cualquier x € M, J (A)x < J (M), asi que
JNM < T M). 0

Lema 1.51. La asignaciéon J(A)-—: A-Mod — A-Mod, dada por J(A) - — (M) =
J (MM, es un prerradical.

Demostracion. Es claro que para cualquier A-médulo M, J(A)M < M, asi que
consideremos un A-morfismo f: L — N. Tenemos que f(J(A)L) = J(A)f(L) <
J (A)N, por lo que la asignacion si es un prerradical. O

Una consecuencia importante de este lema es que [J (A) es un ideal bilateral de
A.

Teorema 1.52. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Para cualquier A-médulo
finitamente generado M, J (M) = J (A) M.

Demostracién. Una contencién ya la tenemos por el lema 1.50, asi que solo proba-
remos la otra. Nos interesa ver que
M
- ).
JNM

Sabemos que existe un epimorfismo f: A" — M para algiin n € N. Por el lema an-
terior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos en donde
J(A) - f es epimorfismo:

00— J(A)(A") ¢ A" j(/I\\)r(LA") 0
TN f f
00— S TMMe M Ttom 0

Pero el lema anterior también nos asegura que
TN = (TN =T WN)"

y asi,

A" A" A \"
TWNA" ~ TN (J(A))
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Entonces, por la propiedad del paso al conticleo, existe un epimorfismo g que hace
conmutar el diagrama siguiente:

0———— T« A" Fig) ——— 0
JWNf f 8
c M
0—— J(AM M TN 0

Ahora, como F 7 N A-mod es una clase cerrada bajo submoédulos, cocientes y
productos, y J (A/J (A)) =0, tenemos que

A n
(m) € U:JOA-mOd,

y como g es un epimorfismo,

M eF
Jgom
Con esto concluimos que
0=7 5w )
JMNM
Ahora consideremos la proyeccién
n:M— M .
J (MM

Por el lema 1.44, 7 () es un epimorfismo, por lo que

M |T (M)
0= —_— = — — M ,
J(j(A)M) Jm(T M) =7 (%)(J(M) (T (M)

es decir, J (M) < Nuc(n) = J (A)M. O

Corolario 1.53. (Lema de Nakayama) Sean A una K-dlgebra de dimension finita,
I un ideal contenido en J (A) y M un A-modulo finitamente generado. Si IM = M,
entonces M = 0.

Demostraciéon. Por definicién, el radical de un médulo finitamente generado no
nulo siempre es un submoédulo propio de este. Por esto, si M = IM < J(A)M =
J (M) < M, entonces M =0. O

Observacién 1.54. Si S es un A-mdédulo simple, entonces el radical de S es nulo;
consecuentemente, un A-médulo es simple si, y solo si es simple como A/J (A)-
modulo.

Definici6én 1.55. Un ideal izquierdo de A es llamado nilpotente si existe n € N tal
que I" = 0. El indice de nilpotencia de I es el menor de estos nlimeros naturales.
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Observacion 1.56. Un ideal I es nilpotente con indice de nilpotencia 7 si, y solo si
el producto de cualesquiera n elementos de este se anula. Esto es inmediato de la
definicién del producto de ideales.

Lema 1.57. La suma de dos ideales izquierdos nilpotentes es un ideal nilpotente.

Demostraciéon. Sean [y J dos ideales izquierdos nilpotentes con indice de nilpo-
tencia n y m respectivamente. El producto de cualesquiera n+ m elementos de I+ J
se anula, pues al ser expresados todos como suma de elementos en I y J, su produc-
to es una suma donde cada sumando tiene al menos m factores en J o al menos n
factores en 1. O

Teorema 1.58. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. A contiene un ideal que
contiene a todos los ideales izquierdos nilpotentes de A y que es a su vez es nilpotente.
Ademds, este ideal coincide con [J (7).

Demostracién. Probemos primero la existencia de dicho ideal. Sea U un ideal iz-
quierdo nilpotente de A con K-dimensién maxima. Si existiera un ideal izquier-
do nilpotente I tal que I £ U, tendriamos, por el lema anterior, que U + I es un
ideal nilpotente que contiene propiamente a U: esto es absurdo pues implica que
dimg (U) < dimg (U + I). Entonces U es nilpotente y contiene a cualquier otro ideal
izquierdo nilpotente.

Ahora, vemos que J(A) es nilpotente. Como A es de dimensién finita, la ca-
dena J(A) = J(A)? = ... se estaciona, supongamos que lo hace en J(A)". Esto
quiere decir que J(A)" = J(A)"*! = J(A)JT (A", asi que por el lema de Nakaya-
ma, J (A)" = 0. Esto asegura que 7 (A) < U.

Finalmente, veamos que J (A) = U. Supongamos que existe un ideal izquierdo
M maximo en A tal que U £ M. Como M es maximo, U + M = A, asi que existen
me My ueU tales que 1 = m+ u. Como U es nilpotente, existe k € N tal que 1 —
m+...+ (—l)kmk =(1- m)k =uk=0. Entonces, 1 = m— me+...+ (—1)kmk =m(l-
m+...+ (—l)kmk’l) =1-m+...+ (—l)kmk’l)m; esto es una contradiccién pues
asegura que m es invertible, pero los elementos de ningtn ideal propio pueden ser
invertibles. Por lo tanto, J (A) = U. Con esto concluimos que J (A) coincide con el
mayor ideal izquierdo nilpotente de A. O

Teorema 1.59. Sean A una K -dlgebra de dimension finita e I un ideal bilateral de A.
J(A) < Isi,ysolosi J(A/T)=0.

Demostracién. Supongamos que I = 7 (A). Por el tercer teorema de isomorfismo,
tenemos que

_A
JN)

n

A
I

I L)

Sabemos que J(A/J(A)) =0y que F 7 nA-mod es cerrada bajo cocientes, por lo

que J(A/I)=0.
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Supongamos ahora que 7 (A/I) = 0. Por el teorema de la correspondencia,

0=JA/D :ﬂ{L<A/I|Les maximo en A/ I}
=({N/I|N=1yN es maximo en A}
_NM{N|N=TIyN es maximo en A}
= 7 .

Esto quiere decir que I ={N | N = 'y N es mdximo en A} = J (A). O

1.6. Algebras simples y semisimples

En esta seccién describimos las dlgebras simples y semisimples, enunciamos los
teoremas de Wedderburn-Artin y analizamos algunas de sus consecuencias.

Definicién 1.60. Una K-algebra A es simple si sus tinicos ideales bilaterales son 0y
A.Una K-algebra que puede expresarse como la suma directa de K-algebras simples
es llamada semisimple.

Recordemos que un médulo es semisimple si puede expresarse como suma di-
recta de médulos simples.

Observacién 1.61. Todo moédulo semisimple tiene radical cero. Esto es obvio por-
que los prerradicales se distribuyen sobre sumas directas (proposiciéon 1.48) y los
modulos simples tienen radical cero.

Lema 1.62. Sea M un A-médulo artiniano. Si{N;}1 es una familia de submédulos de
M tales que N{N;}] = 0, entonces existe F < I finito tal que N{N;}r = 0.

Demostracién. Supongamos que ningtin subconjunto finito F de I cumple N{N;}r =
0. Entonces, dado algtn N;,, existe N;, tal que 0 < N;, N N;, < N;,. Entonces también
existe N;, tal que 0 < N;, N N;; N N;, < Nj; N N;,. Dichos submédulos deben existir,
pues de lo contrario, no podria ser que ({N;}; = 0. Procediendo inductivamente, ob-
tenemos una cadena infinita estrictamente decreciente, cosa que es absurda, pues
M es artiniano. O

Antes de demostrar el teorema siguiente, recordemos que se caracterizan los
mddulos semisimples como aquellos médulos cuyos submoédulos son a su vez su-
mandos directos de este. De esto se sigue directamente que la clase de los médulos
semisimples es cerrada bajo submddulos y cocientes. Esto también asegura que si
A\ es semisimple, entonces todo A-mdédulo es semisimple porque 5 A es un gene-
rador de A -Mod.

Teorema 1.63. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces, A es semisimple
si, y solo si J (A) =0.

Demostraciéon. Por la observacion 1.61, basta ver que si suponemos que J(A) =0
entonces A A es semisimple. Como 0 = J(A) = N{M <p A | M es maximo en 5 A},
por el lema anterior tenemos que existen ideales izquierdos maximos Mj, ..., M, de
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A tales que M) n...n M, =0. Entonces, si 7;: A — A/M; esla proyeccién canénica
para cada i, por la propiedad universal del producto, existe un morfismo f: A —
A/ M x...x Al M, cuyo ntcleo es Nuc(f) = Nuc(ry)N...NnNuc(z,) = Min...nM, =
0. Esto quiere decir que A se sumerge en un semisimple, por lo que también es
semisimple (la clase de los mdédulos semisimples es cerrada bajo submédulos). O

Para la prueba de los siguientes dos teoremas, véase [AF].

Teorema 1.64. (Wedderburn-Artin) Una K -dlgebra A es semisimple si, y solo si es
semisimple como A-médulo.

Demostracion. Ver [AF], teorema 13.6. O

Teorema 1.65. (Wedderburn-Artin) Toda K -dlgebra simple de dimension finita es
isomorfa a un dlgebra de matrices con entradas en una K-dlgebra con divisién de
dimension finita.

Demostracion. Ver [AF], teorema 13.4. O

Los resultados siguientes complementan los teoremas anteriores. Recordemos
que un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio con coeficientes en
K tiene tantas raices en K como su grado (incluyendo raices multiples), o equiva-
lentemente, que todo polinomio con coeficientes en K se puede factorizar como
producto de polinomios lineales.

Proposicion 1.66. Si K es algebraicamente cerrado, entonces toda K -dlgebra con di-
vision de dimension finita coincide con K.

Demostracién. Sea D una K-algebra con divisién de dimensién dimg (D) = n. Sea
d € D, el conjunto {1,d,d?,...,d"} es linealmente dependiente por tener n + 1 ele-
mentos. Esto significa que existen coeficientes ay, ..., a, € K no todos cero tales que
ag+ayd+...+a,d" =0, es decir, d es unaraiz del polinomio ag+a; x'+...a,x™. Con-
cluimos entonces que como K es algebraicamente cerrado, d € K,asique D=K. O

Corolario 1.67. SiK es algebraicamente cerrado, entonces toda K -dlgebra simple de
dimension finita es isomorfa a un dlgebra de matrices con entradas en K.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la proposicién anterior y del segundo
teorema de Wedderburn-Artin. 0O

1.7. Cubiertas proyectivas y médulos simples

El resultado més importante del capitulo se encuentra al final de esta seccidn, el
cual describen todas las clases de isomorfia de médulos simples de una K-dlgebra
de dimension finita. En esta seccién también definimos el concepto de cubierta pro-
yectivay vemos que todo médulo finitamente generado sobre un 4lgebra de dimen-
sién finita admite una.
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Definici6n 1.68. Sean My N A-mdédulos.

1) Sea f: M — N un epimorfismo. Decimos que f es superfluo si dado un mor-
fismo g: L — M tal que f g es epimorfismo, entonces g es epimorfismo.

2) Una cubierta proyectiva de M es un médulo proyectivo P junto con un epi-
morfismo superfluo ¢: P — M.

Lema 1.69. Si existe una cubierta proyectiva para un médulo, esta es vinica salvo
isomorfismo. En caso de existir, podemos entonces hablar de la cubierta proyectiva de
un modulo M, a la cual denotaremos P(M).

Demostracion. Sea M un A-mdédulo y supongamos que ¢p: P— My ¢': PP — M
son cubiertas proyectivas. Como P es proyectivo, existe f: P — P’ tal que ¢’ f = ¢.
Entonces, porque ¢’ es superfluo y P’ proyectivo, f es epimorfismo y se escinde; el
inverso derecho de f también debe de ser epimorfismo porque ¢ es superfluo. Por
lo tanto, P = P'. O

Resulta que en general, no todo médulo sobre un anillo arbitrario tiene cubierta
proyectiva. Por completitud y a manera de ejemplo, mencionamos que Z, no tiene
cubierta proyectiva en Z -Mod.

El siguiente resultado es una reformulacién muy ttil del lema de Nakayama ex-
puesto anteriormente.

Corolario 1.70. (Lema de Nakayama) Sean A una K-dlgebra de dimension finita
e I un ideal bilateral contenido en [J (A). Entonces, para cualquier A-médulo M, la
proyeccién M — M/IM es un epimorfismo superfluo.

Demostraciéon. Sean M un A-médulo, n: M — M/IM la proyecciéony f: N — M
tal que 7 f es un epimorfismo. Esto significa que #(Im(f) = M/IM, es decir, Im(f) +
IM =M+ IM = M. Entonces,

( M )_IM+Im(f)_ M
Im(f)) Im(f)  Im(f)

Por la primera versién del lema de Nakayama, M/Im(f) =0, lo que significa que f
es un epimorfismo, con lo que concluimos que 7 es superfluo. O

Lema 1.71. 1) La suma directa de epimorfismos superfluos es un epimorfismo super-
fluo.

2)Sif: M— Nyg: N— L son dos epimorfismos cuya composicion, g f, es un
epimorfismo superfluo, entonces f es superfluo.

Demostraciéon. 1) Esto es inmediato, pues la composicién de la suma directa de
morfismos es la composicién coordenada a coordenada.

2) Sea h: B— M un morfismo tal que fh es epimorfismo. Como g es epimor-
fismo, g f h es también un epimorfismo, y como g f es superfluo, h es epimorfismo.
Por lo tanto, f es un epimorfismo superfluo. O

Lema 1.72. Un epimorfismo f: M — N es superfluo si, y solo si f | no es epimorfis-
mo para ningun L < M.
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Demostracién. Comencemos suponiendo que f es superfluo y sea L < M tal que
f1L es un epimorfismo. Sea t: L — M la inclusién, como fi = f|; y f es superfluo, ¢
es epimorfismo. Por lo tanto, L = M.

Conversamente, supongamos que f|; no es epimorfismo para ningin L < M
ysea g: M' — M tal que fg es epimorfismo. Claramente, g es sobre, pues fg =
flim(g g- Por lo tanto, f es superfluo. O

Recordemos que decimos que un elemento x € A/ J(A) selevantaaee Asie+
JN) = x.

Lema 1.73. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Un sistema completo de idem-
potentes primitivos ortogonales en Al J (\) se levanta a un sistema completo de idem-
potentes primitivos ortogonales en A.

Demostracién. Lo que haremos serd ver que cualquier idempotente en A/ 7 (A) se
levanta a un idempotente en A, esto es equivalente a lo que queremos como puede
verse en [AF], proposicion 27.4.

Sea x+.J (A) € A/ J (A) idempotente, es decir, x+ .7 (A) = x*>+ 7 (A). Por el teore-
ma 1.58, 7 (A) es nilpotente, asi que existe n € N tal que (x — x%)" = 0. Desarrollando
esto, obtenemos que

0= (x_xz)n — Z (’/‘l)xn—i(_xz)i
i=0\ !

1l
1M

(_l)i(’il)xnﬂ' — 1 Z": (_Di(’il)xi—l
i=0

_on_ontlne, qyi-1] ) i
=x"—x""Y (-1 TlxtL
=1 i

1

Definiendo
n . n\ .
y=2 DT
i=1 l

n+1 n+l,n+1

tenemos que x”* = x**!yyque xy = yx. Entonces, e:= x" y" = (x"*1y)y" = x""1y
= xRy = =Xy =ty e+ J(N) = X"y + T(A) = (x))" + TN = (xy +
T = ((x+ T M)y +T WN" = (x" 1+ T M) (y+T (W)™ = (x" Ly + T (A)" =
X"+ TJ(A)" = x+ J(A). Por lo tanto, x se levanta a e.

Ahora sea {x; + J (A),..., Xxm + J (A)} un sistema completo de idempotentes pri-
mitivos ortogonales en A/ 7 (A). Por lo que vimos, esto se levanta a un conjunto de
idempotentes {ey,..., e} en A. Claro que estos idempotentes son primitivos, pues
sie; = f+ g con f, g idempotentes ortogonales, entonces x; — f + g € J(A), asi que
existereNtalque (x;— f+g) =(x;—f+g) =0 O

Ahora, presentamos el resultado que mencionamos al inicio de la seccién, del
cual dependeremos enormemente en cuanto lleguemos al tercer capitulo.
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Teorema 1.74. Sea A una K-dlgebra de dimensién finita con un sistema completo de
idempotentes primitivos ortogonales {e, ..., e,}. Entonces,

{ Aep Aey, }
JNer” " T(Nen
es una lista completa de representantes de las clases de isomorfia de los A-médulos

simples. Mds aun,

Ae; ~ Aej
JWNe;  J(Ne;

si, y solo si Ae; = Ae;.

Demostracién. Lo primero que podemos ver es que

A Aero...oAey
JA)  JTAe ®...0 Aey)

_ Ae1®...d Aey,

T TIWer ®...0T(Ney
Ae; o o Aey
JWNer T TWNey,”

Pero sabemos que A/J (A) es una K-algebra semisimple. Entonces, si algtin suman-
do no fuera simple, al descomponerla en médulos inescindibles, obtendriamos un
sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales de al menos n + 1 ele-
mentos. Esto es imposible, pues por el lema anterior, este sistema se levantaria a
un sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales en A de al menos n+1
elementos. Con esto hemos asegurado que cada Ae;/ J (A)e; es, en efecto, simple.
Ahora veremos que tenemos ya un representante de cada clase de isomorfia de
mddulos simples finitamente generados. Como cada Ae;/J (A)e; es simple,

A _ Ae1 ® ® Aen
TN JWe T TWNey

es una descomposicién en submaodulos inescindibles en A/ 7 (A) -Mod. Ciertamen-
te todo A/ J (A)-médulo proyectivo inescindible debe ser simple, asi que

{ Aey Aey }
JMNe" " T(Ney
es una lista completa de representantes de la clase de isomorfia de los médulos sim-
ples de A/ J (A) -Mod. Como sabemos que coinciden los A-médulos simples con los
A/ J(N)-médulos simples, este conjunto también es una lista completa de las clases
de isomorfia de los médulos simples en A -Mod.

Finalmente, notemos que

Ae; ~ Aej
JWNe;  TNe;j
En efecto, por el lema de Nakayama y como para cualquier i, Ae; es proyectivo, la

proyeccién Ae; — Ae;/J (A)e; es una cubierta proyectiva. Como la cubierta pro-
yectiva de un médulo es tinica salvo isomorfismo, tenemos lo que queremos. O

si, ysolosi Ae; = Ae;.



1.8. DUALIDAD Y CAPSULAS INYECTIVAS 29

Notese que al final de la prueba anterior, mostramos que todo A-médulo simple
tiene una cubierta proyectiva. Este hecho lo usaremos para demostrar el teorema
siguiente. Ademads, en la prueba anterior también notamos que Ae; es la cubierta
proyectiva de Ae;/(J (A)e;): esto serd fundamental més adelante.

Teorema 1.75. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Todo A-médulo finitamen-
te generado tiene una cubierta proyectiva finitamente generada.

Demostracién. Sea M un A-médulo finitamente generado. Consideremos la pro-
yeccién canénica n: M — M/J (M) que es un epimorfismo superfluo (lema de
Nakayama). M/.J (M) es semisimple: digamos que M/J (M) =S &...@ S, con ca-
da S; simple. Del teorema anterior, sabemos que cada S; tiene cubierta proyectiva
¢;: P — S;.Porellema 1.71, el epimorfismo

n n M
(P'—@(Pi-P'—@pi—’j(—M)

i=1 i=1

es superfluo. Entonces, como la suma directa de médulos proyectivos es proyectiva,
existe f: P— M tal que n f = ¢. Como 7 es superfluo, f es un epimorfismo, y como
¢ es superfluo, por el lema 1.71, f también es superfluo. Por lo tanto, P: — M es
cubierta proyectiva. O

1.8. Dualidad y capsulas inyectivas

Una dualidad entre dos categorias es una equivalencia contravariante entre es-
tas. Asi, si tenemos dos categorias duales entre si, un resultado en términos de pro-
piedades categéricas en una se valdré en la otra dualizdndolo.

En esta seccién estableceremos una dualidad entre A -mod y A°?P -mod (en don-
de A es una K-élgebra de dimension finita) y de ello desprenderemos varios resul-
tados.

Antes de dar el siguiente resultado, recordemos que un A°”-médulo izquierdo
es en realidad un A-moédulo derecho y viceversa. Esto simplificard la siguiente de-
mostracién.

Teorema 1.76. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Existe una dualidad entre
las categorias A -mod y A°P -mod.

Demostracién. Sea D el funtor contravariante Homg (-, K) restringido a A-mod.
Abusaremos un poco de la notacién refiriéndonos también a Homg (—, K) restringi-
do a A°? -mod como D. Es claro que las restricciones se encuentran correctamente
definidas, pues dado un A-médulo izquierdo finitamente generado M, Homg (M, K)
adquiere estructura de médulo derecho mediante la operacion fk(m) = f(km) pa-
rameM, ke Ky f € Homg (M, K) y es finitamente generado por ser un K espacio
vectorial de dimensién finita (dimg (Homg (M, K)) = dimg (M)); andlogamente pa-
ra el otro funtor. Ciertamente, es claro que DD = 1 (en cualquier caso) pues, vistos
como K espacios vectoriales, DDM = (M*)*. Con esto concluimos que D es una
dualidad. O
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A continuacién veremos algunas consecuencias de esta dualidad.

Definicién 1.77. Sean My N A-mdédulos.
1) Sea f: M — N un monomorfismo. Decimos que f es esencial si dado un
morfismo g: N — Ltal que g f es monomorfismo, entonces g es monomorfismo.
2) Una cédpsula inyectiva de M es un mdédulo inyectivo E junto con un mono-
morfismo esencial ¢: M — E.

Lema 1.78. Siexiste una cdpsula inyectiva de un médulo, entonces esta es tinica salvo
isomorfismo. Ast, podemos hablar de la cdpsula inyectiva de un médulo si esta existe.

Demostracion. La prueba es andloga a la del lema 1.69. El lector puede verificar
esto por su cuenta. O

Es bien sabido que todo md6dulo sobre cualquier anillo tiene cdpsula inyectiva;
una prueba puede encontrarse en [AF] (teorema 18.10). Sin embargo, en nuestro ca-
S0, esto no es todo: podemos asegurar que si A es una K-élgebra de dimension finita,
entonces todo A-médulo finitamente generado tiene cdpsula inyectiva finitamente
generada. Lo anterior se sigue inmediatamente de la dualidad D y del teorema 1.75.
Es decir, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.79. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Todo A-médulo finitamen-
te generado tiene una cdpsula inyectiva finitamente generada.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 1.75. O

Notese que el teorema anterior no es valido en general, como es el caso de Z,
cuya cdpsula inyectiva en Z-Mod es Q.
El siguiente resultado también es una consecuencia inmediata de la dualidad.

Corolario 1.80. Sea A unaK digebra de dimension finitay A°P = P &...® P}, la des-
composicion de N°P en médulos inescindibles proyectivos en la categoria A°P -mod.
Entonces, {DP{, ...,DP}} es una lista completa de representantes de las clases de iso-
morfia de los A-médulos inyectivos e inescindibles, donde D es la dualidad entre
AP -mod y A-mod. Ademds, DP} = DP;. si, y solo si P} = P}.

Demostracion. Esto es inmediato pues el ser inescindible es una propiedad que se
preserva bajo dualidad. O

1.9. Propiedades de la categoria abeliana de los médu-
los

A pesar de su titulo, en esta seccién no ahondaremos en las propiedades de las
categorias abelianas, ni siquiera las definiremos; en caso de estar interesado, el lec-
tor puede consultar la definicién en [Ma]. Lo que haremos sera observar las propie-
dades de las categorias de médulos por el hecho de ser abelianas. Lo que se presenta
en esta seccion tiene como objetivo principal sentar las bases para poder definir el
funtor Ext mds adelante, pero por tener relevancia propia, vale la pena exponerlo
antes. En esta seccion, A1, A, denotaran anillos posiblemente distintos.
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Proposicién 1.81. La imagen bajo cualquier funtor aditivo del médulo trivial es el
médulo trivial. Lo mismo pasa con los morfismos nulos.

Demostracién. Sea F un funtor aditivo. Como F restringido a los grupos de mor-
fismos es una funcién aditiva, debe de enviar morfismos nulos en morfismos nulos.
De esto se sigue que la imagen del médulo trivial es trivial, pues es el tinico médulo
en el que coinciden la identidad y el morfismo nulo. O

Definicién 1.82. Sean F: A;-Mod — A, -Mod un funtor covariante aditivo, G:
A1-Mod — A, -Mod un funtor contravariante aditivoy f: L— My g: M — N

A1-morfismos.

1) F es exacto izquierdo si la exactitud de 0 — L R MEN implica la exacti-

tudde 0 — FLL v E8. BN,
!

2) F es exacto derecho si la exactitud de L — M E.N—0 implica la exactitud

F F
de FL XL pvi 28 N — 0,

3) F es exacto si es exacto derecho y exacto izquierdo.

4) G es exacto izquierdo si la exactitud de L =R M2 N—0 implica la exacti-

tud de 0 — GN 5. oM 2L 6L,
r

5) G es exacto derecho sila exactitudde0 — L — M AN implica la exactitud

de GLSL oM B8 6N — 0.

6) G es exacto si es exacto derecho y exacto izquierdo.

Proposicién 1.83. Sea M un A-maodulo. Los funtoresHomp (M, —): A-Mod — Z-Mod
yHomp (-, M): A-Mod — Z-Mod son aditivos y exactos izquierdos. Ademds, el pri-
mero es exacto si, y solo si M es proyectivo, y el segundo es exacto si, y solo si M es
inyectivo.

Demostracién. Sean f,g: M — M’ h: M’ — M" A-morfismos. Calculando, Hom
(M, f+g)(h) =(f+gh=fh+gh=Homy M, f)(h) + Homy (M, g)(h), por lo que
Hom (M, —) es aditivo. Consideremos ahora una sucesién exacta en A -Mod

0—a2pl.c

queremos ver que la siguiente sucesiéon

0 — Homp (M, A) LN Homy (M, B) i Homy (M, C)

también es exacta. Sean y,y’ € Homy (M, A), como « es un monomorfismo, siy # y’,
entonces a.(y) = ay # ay’ = a.(y’), es decir, @, es un monomorfismo. Por otro
lado, si dado f € Hom(M, B), Bf = B.(f) =0, por la propiedad del ntcleo, existe g €
Hom(M, A) tal que ag = f, es decir, f € Im(a.). Esto significa esta tltima sucesion
es exacta, que es lo que queriamos probar.

Ahora, si

Ao
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es exacta, tenemos que M es proyectivo si, y solo si para cualquier A-morfismo
p: M — C' existe otro morfismo p’: M — B’ tal que p = 'p’, lo que sucede si,
y solo si para cualquier p € Homy (M, C') existe p’ € Homy (M, B') tal que p = ., (p"),
es decir, B, es un epimorfismo. Entonces, concluimos que Homy (M, —) es exacto
derecho si, y solo si M es proyectivo.

La prueba para el otro funtor es anédloga. O

Definici6n 1.84. Sea M un A-mddulo.
1) Una resolucion proyectiva de M es una sucesion exacta

d
_._>p2i2_.pli1_,p0_°_>M_>o

donde cada P; es proyectivo.
2) Una resolucién inyectiva de M es una sucesién exacta
a° d! d?
0—M",n%n—..

Teorema 1.85. Sea A una K-dlgebra de dimensién finita. Todo médulo tiene una re-
solucién proyectiva y una resolucién inyectiva. Ademds, si un modulo es finitamente
generado, entonces tiene una resolucion proyectiva de médulos finitamente genera-
dos y una resolucion inyectiva de modulos finitamente generados.

Demostracién. Sea M un A-médulo. Comencemos con las resoluciones proyecti-
vas. Los médulos libres son proyectivos, asi que basta encontrar un resolucién de
modulos libres. Como todo médulo es cociente de un libre, existen un conjunto Xy
y un epimorfismo dy: Py:= AX0 — M (donde A*? es la suma directa de tantas co-
pias de A como la cardinalidad de Xj). Por la misma razén, existen un conjunto X;
y un epimorfismo f;: P; := A%V — Nuc(dp). Definiendo d; := 1y fi, donde 1 es la
inclusién Nuc(dp) — Py, podemos repetir este argumento obteniendo la sucesién

‘,ﬁpzﬂ,pli,poﬂM_m

que es exacta por definicion. Esta es una resolucion proyectiva de M. Notemos que
si M es finitamente generado, podemos escoger Xj tal que sea finito y como A es
de dimensién finita, todos los A-médulos finitamente generados son neterianos.
Por lo tanto, Nuc(dp) es finitamente generado y también podemos escoger X; fini-
to. Repitiendo esto, obtenemos que la resolucién proyectiva de M estd compuesta
unicamente por médulos finitamente generados.

Para el caso de los inyectivos, notemos que la dualidad ya expuesta nos asegu-
ra que existen resoluciones inyectivas compuestas inicamente por médulos finita-
mente generados para médulos finitamente generados. Solo falta verificar el caso
general. Sabemos que todo médulo tiene cépsula inyectiva. Asi, sea d° = 1: M —
E(M) := Iy la inclusién. Definimos entonces d! := 17y, donde m¢: E(M) — Iy/ M es
la proyeccién y i : Ip/M — E(Ip/ M) := I es la inclusién. Podemos repetir el argu-
mento para obtener una sucesion

0 1 2
0o—M L

que es exacta por definicién. Esta es una resolucién inyectiva de M. O
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Noétese que en la prueba del teorema anterior, la hipétesis de que A sea una K-
dlgebra de dimension finita se utiliz6 solamente para los casos de los médulos fini-
tamente generados. La existencia de las resoluciones inyectivas y proyectivas se vale
en cualquier anillo.

Definicién 1.86. Definimos la dimensién proyectiva de un médulo M como el me-
nor n € N tal que existe una resolucién proyectiva
dn d d
0—P, P, —..— P -5 Py = M—0.

y lo denotamos dp(M). Si no existe n € N que cumpla lo anterior, decimos que la
dimensién proyectiva de M es infinita.

Dualmente, definimos la dimensién inyectiva de un médulo y la denotamos
di(M).

Claramente, un médulo es proyectivo si, y solo si su dimensién proyectiva es 0;
y es inyectivo si, y solo si su dimensi6n inyectiva es 0.

1.10. El funtor Ext

Esta seccion estd dedicada a definir el bifuntor Ext y ver sus propiedades princi-
pales. La construccién de este es larga y técnica, asi que en su mayoria, solo enun-
ciaremos los resultados. Una versién més detallada de lo que presentamos se puede
ver en [A].

Lema 1.87. Sean M y M' A-médulos con resoluciones proyectivas

d. d d,
— P2 p L Py = M —0,

d ! dy
..— P, =P — Py — M —0.

Si f: M — M' es un A-morfismo, entonces existen morfismos f;: P; — P} tales que
fdo = d(’)fo y fidiq = d§+1f,-+1 para toda i € N. Esto se llama un levantamiento del
morfismo f. Lo mismo puede hacerse con resoluciones inyectivas, en cuyo caso se le
llama un prolongamiento del morfismo.

Demostracion. Ver [A], seccion IX, teorema 2.1. O

Fijemos primero un A médulo N y n € N. Consideremos ahora otro A-médulo
M con una resolucién proyectiva

d. d d,
..— P25 p L Py =% M —0.

Definimos
Nuc(Homy(dy, N)) _ Nuc(d,) 10
B (M. N) = Im(Homy(dp+1,N))  Im(d,,,)
e Homp (Py,N) ~ Homy (Py, N) —0

Im(Homa(di,N))  Im(d})
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Ahora, si f: M — M’ es un A-morfismo y M’ tiene una resolucién proyectiva

U !

d. d dj
..— P, %P — P — M —0,

sabemos que f se levanta a una familia de morfismos {f,;}n. Definimos entonces
En(f,N): Ey(M,N) — E,(M',N) como E,(f,N)(x+Im(d}_,)) = f; (x) +Im(d.", ).
Seaxe€ Im(d;‘l“), entonces existe y € Homy (P, N) tal que d;*Hl (y) = x. Asi, como f;,
es parte de unlevantamientode f, f,(x) = f; d), (1) = (fudn1)* () = (d), 1 fnr1)* ()
=d  fr.1(») €Im(d), ). Esto nos asegura que el morfismo E,(f, N) se definié de
forma adecuada.

En lo anterior, sucede que sin importar el levantamiento de f que tomemos,
el morfismo E,(f,N) es el mismo, ademas, E,(M, N) tampoco depende de la re-
solucién proyectiva escogida (en este caso, solo se logra un isomorfismo). Esto nos
asegura que E;, (—, N) es una asignacién correctamente definida médulo isomorfis-
mo. Resulta que esta asignacién es ademds un funtor aditivo. Més aun, si A es una
K-élgebra, dicho funtor es K-lineal.

Se hace una construccién andloga para obtener los funtores covariantes E" (N, —)
para N un A-méduloy neN.

De la construccion, se sigue inmediatamente el lema del corrimiento.
Lema 1.88. (Lema del corrimiento) Sean M y N dos A-médulos

”_@_.pl_ﬁ_,poﬁ,M_,o

81

0— N2 -8 &

resoluciones proyectiva e inyectiva respectivamente. Entonces, tenemos isomorfismos

Ene1(M,N) £ E,(Nuc(fp), N) =... = Ey(Nuc(f,-1), N)
y
E”+1(M, N) = E”(M,Im(g1)) =...2 EI(M,Im(g”)).
Demostracion. Ver [A], secciéon IX, lema 3.3. O

Para los funtores recién definidos, se tiene el siguiente resultado relaciondando-
los.

Teorema 1.89. Para cualesquiera A-médulos M y N y cualquier n € N, se tiene que
E™(M,N) = E,(M, N). Definimos este valor comiin como ExtK(M, N).

Demostracion. Ver [A], seccion IX, teorema 3.4. O

El teorema anterior, nos define los bifuntores Extx, los cuales tienen varias pro-
piedades bésicas y bien conocidas que mencionaremos a continuacién. Cuando no
haya posibilidad de confusién, omitiremos el subindice A.
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Teorema 1.90. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesion exacta de A-médulos.
Entonces, cualquier otro A-modulo A induce sucesiones exactas

0 — Bxt®(A, L) — Ext°(A, M) — Ext’(4, N)
— Ext' (A, L) — Ext' (A, M) — Ext' (4, N) — ...

y
0 — Ext®(NV, A) — Ext®(M, A) — Ext°(L, A)
— Ext' (N, A) — Ext' (M, A) — Ext' (L, A) — ....
Demostraciéon. Ver [A], seccion IX, teorema 3.5. O

La siguiente proposicién enuncia varias propiedades del funtor Ext: la mayoria
de ellas se demuestra facilmente a partir de la definicién de este.

Proposicién 1.91. Sean M y N A-médulos.
1) Homp (M, N) 2 Ext®(M, N).
2) Son equivalentes:
a) M es proyectivo,
b) Extk(M, L) =0 para toda k > 0 y cualquier A-modulo L,
¢) Ext!(M,L)=0 para cualquier A-modulo L.
3) Son equivalentes:
a) M es inyectivo,
b) Ext* (L, M) = 0 para toda k > 0 y cualquier A-médulo L,
c) Ext'(L, M) = 0 para cualquier A-médulo L.
4) Son equivalentes:
a) dp(M) < n,
b) Extk(M, L) =0 para toda k > n y cualquier médulo L,
¢) Ext"*1(M, L) = 0 para cualquier médulo L,
d) toda sucesion exacta0 — L — P,,_; — ... — Py — M — 0 con cada P;
proyectivo cumple que L es proyectivo.
5) Son equivalentes:
a) di(M) < n,
b) Extf (L, M) = 0 para toda k > n y cualquier médulo L,
¢) Ext"*Y(L, M) =0 para cualquier médulo L,
d) toda sucesion exacta0 — M — Iy — ... — I;,_1 — L — 0 con cada I;
inyectivo cumple que L es inyectivo.
6) sup{dp(x M)} = sup{di(x M)}
7)Si0 — A— B — C — 0 es una sucesion exacta, entonces
a) dp(A) < max{dp(B),dp(C) — 1} y la igualdad se alcanza si dp(B) # dp(C),
b) dp(B) = max{dp(A),dp(C)} y la igualdad se alcanza si dp(C) # dp(A) + 1,
¢) dp(C) = max{dp(B),dp(A) + 1} y la igualdad se alcanza si dp(B) # dp(A).
8 Si{L;}I es una familia de A-méddulos, entonces

Ext"(@Li, M) = [[Ext"(L;, M) y Ext"(M,[ [ L) = [ [ Ext"(M, L;).
1 I I 1
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Demostracion. 1) Ver [A], seccién IX, lema 3.1.
2) y 3) Ver [A], seccion IX, teorema 3.6.
4) Ver [A], seccion X, teorema 1.2.
5) Ver [A], seccion X, teorema 1.7.
6) Ver [A], seccion X, corolario 2.2.
7) Ver [A], seccion X, corolario 1.4.
8) Ver [A], seccion IX, teorema 3.7. O

Corolario 1.92. Si existe una sucesion exacta

0— No 2o Ny Lo I Ny T g T g T ey, N, —0

en donde cada N; tiene dimension proyectiva finita, entonces M también tiene di-
mension proyectiva finita. De igual forma, si cada N; tiene dimension inyectiva fini-
ta, entonces M tiene dimension inyectiva finita.

Demostraciéon. Basta descomponer a la sucesién exacta en las sucesiones exactas
0 — Nuc(fj) — Dom(f}) — Im(f;) — 0 y aplicar el inciso 7) de la proposicion
1.91. =

Corolario 1.93. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces, el supremo de
las dimensiones proyectivas de los A-modulos finitamente generados coincide con el
supremo de las dimensiones inyectivas de los A-modulos finitamente generados, y
a su vez coinciden con el mdximo de las dimensiones proyectivas de los A-modulos
simples. Este valor comiin se define como la dimensién global de A.

Demostracion. Ver [A], seccion X, teorema 2.8. O

Teorema 1.94. Sean M y N A-mddulos, Ext! (M, N) = 0 si, y solo si toda sucesion
exacta de la forma0 — N — L — M — 0 se escinde.

Demostracioén. Ver [A], seccion IX, teorema 5.4. O



Capitulo 2

Algebras de carcaj

En este capitulo definimos lo que son las dlgebras de carcaj, estas son muy im-
portantes para nosotros por ser una gigantesca fuente de ejemplos. Ademdas men-
cionamos el teorema de Gabriel, ya que caracteriza de manera muy exitosa una gran
cantidad de algebras de dimensidn finita.

En este capitulo se supone cierta familiaridad con algunos conceptos bésicos
usados en teoria de graficas.

2.1. Carcajesy su algebra asociada

Esta seccién trata sobre la definicion del dlgebra asociada a un carcaj, asi como
algunas propiedades elementales de esta.

Definicién 2.1. Un carcaj C es una digrafica finita, es decir, sus conjuntos de vérti-
ces y flechas son finitos. Denotaremos V(C) al conjunto de vértices de C y A(C) al
conjunto de flechas de C.

Definicién 2.2. Un camino en un carcaj C es una sucesién de flechas de C (no nece-
sariamente finita y posiblemente vacia) tal que el vértice inicial de cualquier flecha
es el vértice final de la flecha que la precede (si esta existe); en caso de que un ca-
mino sea finito, este debe venir equipado con un vértice de salida (lo que permite
que haya distintos caminos triviales). Un ciclo es un camino que comienza y termi-
na en el mismo vértice. Llamaremos e, al camino trivial de longitud cero (sucesién
vacia) en un vértice v.

Sea C un carcaj, denotaremos KC al K espacio vectorial con base I' = {y | y es un
camino en C}. Definimos el producto de dos caminos como su concatenacion si esta
existe y 0 en otro caso; la concatenacién de caminos se hace de derecha a izquierda,
de forma similar a las funciones. Podemos extender linealmente este producto a
todo KC para verlo como K-algebra, donde el uno es la suma de todos los caminos
triviales (es claro que esta suma es el uno para el producto que recién definimos).
Entonces, le llamaremos a KC, el dlgebra de Carcaj asociada a C. Claramente, KC es
de dimension finita si, y solo si C no tiene ciclos.

37
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Algunos ejemplos de carcajes junto con sus respectivas dlgebras asociadas se
muestran a continuacion.

Ejemplo 2.3. Sea C; el carcaj de un vértice con n lazos:

ay
an
e
O
Evidentemente, KC; = K{x1,..., Xn).
Ejemplo 2.4. Sea C; el siguiente carcaj:

a a a
1— LN |

Un célculo simple muestra que KC, es isomorfa al dlgebra de matrices cuadradas
triangulares superiores de tamafo 7 + 1. Un isomorfismo se da mediante la asigna-

cién
lsii=kyj=k
(A)i,j={ vi

y:ik— K
0 en otro caso.
Gracias al resultado siguiente, nos interesaremos principalmente en carcajes co-

nexos. Recordemos que una componente conexa de una digréfica es una subdigra-
fica conexa maxima.

Teorema 2.5. Si C es un carcaj con componentes conexas Cy,...,Cy, entonces KC =
KCyi+...+KCy,.

Demostraciéon. SeanI,I';,...,I'; los conjuntos de caminos de C,C;,...,C, respec-
tivamente. Como los caminos se encuentran contenidos en sus componentes cone-
xas, [ =TU...Ul',, y por definicién, g KC = kKD =g kMg . oKl = ¢KC @
...®xKC,, (donde x K& esel K espacio vectorial de base I';). Ahora, como compo-
nentes conexas distintas no comparten vértices, el producto de cualesquiera cami-
nos en componentes distintas es 0, por lo que concluimos que KC = KC;+...+KC,,.

O

Ahora veremos algunas propiedades importantes de las dlgebras de carcaj que
nos permiten entender mejor su estructura.

Proposicién 2.6. El conjunto de los caminos triviales de un carcaj C forma un siste-
ma completo de idempotentes primitivos ortogonales de KC.

Demostraciéon. De la definicién de la multiplicacién en KC tenemos automaética-
mente que {e,}y(c) es un sistema completo de idempotentes ortogonales. Ahora ve-
remos que son también primitivos, para lo cual basta asegurar que para v € V(C),
e, KCe, tiene como tinicos idempotentes a0y e, (corolario 1.26).Sea 0 # f € e, KCe,
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idempotente, como no es anulado por e, (por ningtin lado), f debe ser combina-
ci6n lineal de caminos que comienzan y terminan en v, es decir, f = ke, + A, don-
de k € Ky A es una combinacién lineal de ciclos que comienzan en v. Entonces,
0=f-f?=ke,+A~-(ke,)?-ke,A—Ake, — A = (k—k®)e, + (1 —2k)A — A%. Esto
quiere decir que k = k?, asique k=00 k =1y que A = 1 —2k. Como A es combi-
nacién lineal de ciclos, 1 =0, asi que f = e, (supusimos que f # 0). Por lo tanto, los
Gnicos idempotentes en e, KCe, son 0y e,. O

Teorema 2.7. SiC es un carcaj conexo, entonces KC es una K -dlgebra inescindible.

Demostracién. Por el lema 1.32 basta ver que los iinicos idempotentes centrales de
KCsonOye,,asiquesea0 # f € KC idempotente. Como f es central, fe, = e, f pa-
ra cualquier v € V(C), esto significa que al descomponer a f como combinacién li-
neal, se anula cualquier camino que no sea un ciclo o trivial, ya que dado un camino
a con vértice inicial x y vértice final y tales que x # y, ay = 0 # a = ya. Entonces, al
ser f una combinacién lineal de caminos cerrados (que comienzan y terminan en el
mismo vértice), f2 = f se calcula componente a componente de la descomposicién

KC= P KCe,,
V()

lo que significa que fe, es idempotente en e, KCe, para cada v € V(C). Por la con-
clusién que obtuvimos en la prueba de la proposicién anterior, tenemos que f debe
ser la suma de caminos triviales. Como f # 0, f tiene al menos un camino trivial
como sumando, veremos que no puede ser que le falte alguno, por lo que tendre-
mos que f = 1. Si e, esun sumando de f, y z es tal que existe una flecha a de za u,
entonces, como f es central, ae, = a = e, = fa = af, asi que e, es un sumando
de f. De la misma forma se tiene que e, es sumando de f si existe una flecha de u
a z. Como C es conexo, con esto cubrimos todos vértices de C, asi que todo camino
trivial es sumando de f. O

2.2. Ideales admisibles

Ahora presentamos ciertos ideales de las dlgebras de carcaj. Solo enunciaremos
algunas de sus propiedades y en la siguiente seccién observaremos cudn importan-
tes son.

Definicién 2.8. Sea C un carcaj. Definimos §(KC) como el ideal izquierdo generado
por las flechas de C. Claramente, §(KC) es un ideal bilateral y coincide con el K
espacio vectorial generado por los caminos dirigidos no triviales de C.

La siguiente proposicién nos permite calcular ficilmente el radical de las dlge-
bras de carcaj de dimension finita, es decir, cuando el carcaj C no tiene ciclos.

Proposiciéon 2.9. SiC es un carcaj sin ciclos, entonces J (KC) = §(KC).

Demostracién. Como C no tiene ciclos, KC tiene dimensién finita, por lo que si
probamos que §(KC) es nilpotente maximo, entonces tendremos que 7 (KC) =
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§(KC). Es claro que §(KC) es nilpotente, pues como C no tiene ciclos, la longitud de
todos los caminos se encuentra acotada, digamos por n y por lo tanto el producto
de cualesquiera n + 1 flechas de C es 0. Por otra parte, como §(KC) es el espacio vec-
torial generado por los caminos dirigidos no triviales, cualquier ideal que contenga
a §(KC) debe tener al menos una combinacién lineal de caminos triviales que no
puede ser nilpotente (los caminos triviales son idempotentes distintos de cero). Por
lo tanto, concluimos que en efecto, 7 (KC) = §(KC). O

Definicién 2.10. Sea C un carcaj. Decimos que un ideal bilateral I de KC es ad-
misible si I < F(KC)? y existe n € N* tal que I = F(KC)". Cuando fijamos un ideal
admisible para un carcaj, también le llamamos carcaj con relaciones.

Observacién 2.11. Para un carcaj C, F(KC)" es admisible para cualquier n =2y 0
es admisible si, y solo si KC es de dimensioén finita.

El siguiente resultado enuncia algunas de las propiedades que satisface el dlge-
bra KC/I donde I es un ideal admisible de KC.

Teorema 2.12. Sean C un carcaj e I un ideal admisible de KC.

1) {e, | v e V(C)} es un sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales
enKC/I.

2) El dlgebra KC/ I es inescindible si, y solo si C es conexo.

3) KC/1I es de dimension finita.

4) J(KCID™=(F+D™.

5) KC/I es bdsica.

Demostracién. Una prueba de estos hechos puede encontrarse en [ASS], seccidon II,
lema 2.4, lema 2.5, proposicion 2.6, corolario 2.11 y lema 2.10, respectivamente. [

Corolario 2.13. Sea C un carcaj. Si KC es de dimension finita, entonces KC es bdsica.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la observacion y del teorema anterior.
O

2.3. Carcaj ordinario de un algebra

En esta seccidn, daremos la construccién del carcaj ordinario asociado a un 4l-
gebra y mencionaremos el teorema de Gabriel que nos asegura que podemos des-
cribir toda K-4lgebra béasica de dimensioén finita en términos de un carcaj y un ideal
admisible de este.

Lema 2.14. Si A es una K-dlgebra de dimension finita, entonces J (A)/ (J (N)3) esun
A-bimddulo de K -dimensién finita.

Demostracién. Como A es de K-dimensién finita, también lo es 7 (A) y por lo tan-
to también 7 (A)/(J (A)?). Por otra parte, la estructura de bimédulo se obtiene me-
diante A ju = Aju, para cualesquiera j € 7 (A)//J(A)?) y A, € A. O



2.3. CARCAJ ORDINARIO DE UN ALGEBRA 41

Definici6én 2.15. Sean A una K-dlgebra de dimensi6n finita bésicay {ey,...,e,} un
sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales de esta. El carcaj ordina-
rio o carcaj de Gabriel de A, Cj, es el carcaj con vértices V(Cp) = {ey, ..., e,} y tantas
flechas de e; a e; como

Proposicién 2.16. Sea A una K-dlgebra de dimension finita bdsica. El carcaj Cp no
depende del sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales escogido.

Demostracién. Por el teorema de Krull-Schmidt, sabemos que V(Cp) no depende
de la eleccién del sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales elegi-
do, asi que basta verificarlo para flechas. Sean {ey,...,e;} y {fi,..., fn} con estas pro-
piedades. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Ae; = Af; para cual-
quier i. Ya sabemos que si e € A es un idempotente y M un A-moédulo izquierdo,
entonces Homy (Ae, M) = eM vistos como K espacios vectoriales. Para el caso en
que N sea un A-mdédulo derecho, tenemos que Homy (eA, N) = Ne vistos como K
espacios vectoriales. Entonces, para cualesquiera i y j,

Jw JW = Th
eimej = HOmA (Aei’ j(A)Z e]) :HOmA (Afl’ j(A)z e])
T J(A)
=fimej:H°mA(efA’fij(A)2)
~ LT TN
_HomA (f]A,flj(A)z) _ﬁj(A)Zfl

En particular, las dimensiones coinciden, por lo que concluimos que A(C,) tampo-
co depende de la eleccion del sistema completo de idempotentes primitivos orto-
gonales elegido. O

Ejemplo 2.17. Sea A = KC/I, donde C es un carcaj con V(C) = {1,...,n} el es
un ideal admisible de KC. Por el teorema 2.12, A es de dimensidn finita y bdsi-
ca con el sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales {ey,...,e;} v
J(A) coincide con F(KC)/I. Entonces, J(A)/ (T (A)?) estd generado por las clases
moédulo 7 (A)? de las clases médulo I de las flechas de C. Es entonces claro que
Cp =Ckcrr =C.

Proposicién 2.18. Sea A una K-dlgebra de dimension finita bdsica. Si ademds, A es
inescindible, entonces Cy es conexo.

Demostracién. La prueba de esta proposicién es técnica y puede encontrarse en
[ASS], seccion 11, corolario 3.4. El argumento consiste en ver que si los vértices de
KC no tienen relacion entre ellos, es decir, se encuentran en distintas componentes
conexas, entonces no tienen relacién los idempotentes que los definen. O

Si A es una K-élgebra de dimension finita, inescindible y bésica, donde K es un
campo algebraicamente cerrado, se puede construir un epimorfismo de K-4lgebras
KC) — A cuyo ntcleo es admisible en KC,. Esto, a grandes rasgos, es la prueba del
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siguiente resultado, que muestra una de las razones por las que las dlgebras de car-
caj son tan importantes. Una demostraciéon completa puede encontrarse en [ASS],
seccion I1, lema 3.7.

Teorema 2.19. (Gabriel) Sea K un campo algebraicamente cerrado. Toda K -dlgebra
de dimension finita, inescindible y bdsica es isomorfa al cociente de un dlgebra de
carcaj con un ideal admisible de esta.

O



Capitulo 3

El modulo inclinante
caracteristico de un algebra
estandarmente estratificada

En este capitulo damos una breve introduccién al estudio de las 4lgebras estan-
darmente estratificadas, las cuales son una generalizacién de las dlgebras casihere-
ditarias. Para esto, vemos qué significa que un algebra sea estdndarmente estrati-
ficada y observamos algunas de sus propiedades bdésicas. Luego vemos la relacion
entre este tipo de dlgebras y la teoria generalizada de médulos inclinantes, en par-
ticular vemos que dada un dlgebra estindarmente estratificada, le corresponde un
moédulo inclinante béasico, llamado el médulo inclinante caracteristico asociado a
A. Finalmente aplicamos lo anterior en el estudio de las dlgebras de Gorenstein es-
tdndarmente estratificadas. El material presentado se encuentra, en su mayor parte,
contenido en [X].

Haremos algunas aclaraciones respecto a la notacién que usaremos de ahora en
adelante. A denotard una K-algebra bésica de dimensioén finitay Sy, ..., S, unalista
(ordenada) de los médulos simples no isomorfos en A-mod (ver el teorema 1.74).
Fijaremos el orden natural < en el conjunto {1,..., n} que indexa a los médulos sim-
ples. Ademds, P; y E; serdn respectivamente la cubierta proyectiva y cédpsula inyec-
tivade S; para i = 1,..., n. También tenemos un sistema completo de idempotentes
primitivos ortogonales, {e,...,e,}, tales que P; = Ae;, lo cual también determina
que S; = Ae;i/ (T (Ne;).

3.1. Los médulos estandar
Esta secciéon comienza describiendo los médulos estdndar los cuales serdan fun-
damentales para poder definir la nocién de dlgebra estdindarmente estratificada.

Posteriormente estudiaremos algunas de las propiedades basicas que cumplen estas
dlgebras y la categoria de los médulos buenos (los cuales definimos a continuacion).

43
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Usaremos la mayor parte de los resultados de esta seccién para desarrollar la teoria
expuesta en la siguiente.

Definicién 3.1. Parai=1,...,n,sea

Ui:=)_ ) {Imf|f € Homy(Pj,P;)}.

j>i

Definimos el i-ésimo mdédulo estdndar A(i) := P;/U; y A como el conjunto de los
moddulos estdndar. En caso de ser necesario, agregaremos subindices que represen-
ten el dlgebra a la que nos referimos, por ejemplo A A(i).

Observacién 3.2. Cada U; es un submodulo propio de P;, consecuentemente nin-
glin médulo estdndar es trivial. Para ver esto, supongamos que e; € U;, es decir, exis-
ten funciones fi, ..., fx € Uj>; Homy (P;, P;) y my € Dom(f}),..., my € Dom(fy) tales
que e; = fi(my) +...+ fr(my). Entonces,

k k
P fi: @Dom(f)) — P;
=1 j=1

es un epimorfismo, y como P; es proyectivo, se escinde. Esto es absurdo, pues ase-
gura que existe P; con j > i tal que P; = P; debido a que P; es inescindible.

Ahora caracterizaremos a los m6dulos estdndar. Recordemos que podemos or-
denar los cocientes de un médulo M como M/N = M/Lsi, y solo si L = N. Ademas,
por el tercer teorema de isomorfismo, tenemos que si L = N, entonces la proyeccién
M — M/L se factoriza a través de la proyeccion M — M/N. A partir de ahora,
siempre que comparemos dos cocientes de un médulo, estaremos usando esta rela-
cion.

Teorema 3.3. El médulo estdndar A(i) es el mayor cociente de P; tal que todo factor
de composicion S de A(i) cumple que j < i.

Demostracién. Lo primero que debemos hacer es asegurarnos que si S; es un fac-
tor de composicién de A(i), entonces j < i. Sea
M, My,

.. My
Al)=—>—>

> 0
U; U; U;

una serie de composicién. Supongamos que

M/U; _
— =g
M;11U;

con j > i. Consideremos entonces las proyecciones n: P; — S, n': M;/U; — §;
yn'": My — M;/Uj;, como P; es proyectivo, existe f: Pj — M, tal que n'n" f = m.
Extendiendo el codominio de f, obtenemos f: Pj — P;, asi que por la definicién
de U;, Im(f) < Uj; esto significa que 0 = 7”7’ f = 71, una contradiccion.

Ahora veremos que A(i) es, en efecto, el mayor cociente con la propiedad que
deseamos. Sea A < P; tal que P;/ A tiene solo factores de composicion S; con j < i.
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Queremos ver que U; < A, es decir, que si f: P; — P; es un morfismo con j > i,
entonces Im(f) < A. Como P;/J (P;) es simple, J (P;), que es la interseccion de los
mdximos en P;, también es maximo en P;. Entonces, por el primer teorema de iso-
morfismo y el teorema de la correspondencia, S; es un factor de composicién de
Im(f) = Pj/Nuc(f) que es cociente del maximo mdédulo propio en Im(f) en cual-
quier serie de composicién de este dltimo. Como P;/ A no tiene factores de compo-
sicién con j > i, la proyeccién de Im(f) sobre P;/ A es 0, es decir, Im(f) < A. Con
esto concluimos que A(7) es el mayor cociente de P; cuyos factores de composicién
son solo simples S; con j <. O

Observacion 3.4. A(n) es proyectivo ya que P, /0 = P, tiene solo factores de com-
posicion S; con j < n.

Proposicion 3.5. 1) Para cualesquierai > j, Hom(A(i),A(j)) = 0.
2) Para cualesquiera i = j, Ext' (A(i), A(j)) = 0

Demostracién. 1) Esto es claro, ya que si i > j, entonces A(j) no tiene factores de
composicién S; pero todo cociente de A(i) si, porque S; = P;/J (P;) y todo cociente
de A(i) es un cociente de P;.

2) Sean i > j, antes de probar que Ext! (A(i), A(j)) = 0, veremos que Hom(U;, A(j))
=0. Sea f € Hom(U;,A(})), Im(f) = U;/Nuc(f) solo tiene factores de composicion
Sk con k < j < i, pero entonces los factores de composiciéon de P;/ Nuc(f) son tni-
camente Sy con k < i; dela maximalidad de A(i) concluimos que Nuc(f) = U;, es de-
cir f =0. Ahora si, aplicando el funtor Hom(—, A(j) a la sucesién exacta 0 — U; —
P; — A(i) — 0, obtenemos la sucesién exacta 0 = Hom(U;, A(j)) — Ext! (A(D), A(j))
— Hom(P;,A(j)) =0 (P; es proyectivo). Esto asegura que Ext! (A(),A(j)) =0. O

Definicién 3.6. Denotamos por F(A) a la subcategoria plena de A -mod que consta
de los médulos M tales que admiten una A-filtracién, es decir, existe una cadena

M=My>M;...>M;=0

tal que M;/Mj1 = A(i) para alguna i y para toda j = 0,...,f— 1. A estos médulos
los llamamos A-buenos. Definimos entonces la multiplicidad de A(i) en M como
el nimero de veces que aparece A(i) como cociente en una A-filtracién de M y lo
denotamos [M : A(i)].

Observacion 3.7. La multiplicidad de los médulos estandar para médulos en F(A)
se encuentra correctamente definida. Esto lo tenemos porque A(n) es el inico mo6-
dulo estandar con factor de composicioén S, asi que la cantidad de factores de com-
posicién S, en un médulo A-bueno determina la multiplicidad de A(n). Esto a su
vez determina la multiplicidad de A(n—1) pues A(n) y A(n—1) son los tinicos mé-
dulos estandar con factor de composicién S,_;. Siguiendo con esto, vemos que la
multiplicidad de todos los médulos en A estd correctamente definido.

Lema 3.8. Si M es un modulo bueno, entonces admite una A-filtracion M = My >
M >...> My =0talquesii= j, entonces a< b, en donde A(a) = M;/M;; yA(b) =
M] /Mj+1 .
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Demostraciéon. Sea M = My > M; >...> M = 0 una A-filtracién y supongamos que
tenemos M;/M;.; = A(a) y M1/ M;+2 = A(b). Si suponemos que a > b, entonces
Ext!(A(a), A(D)) =0, asi que la sucesién exacta

_ My Mi  MilMip
Mo M2 Mi1/Miy2

0

se escinde porque

Min v MM, _ M;
Miy2 M1/ Miy2  Min

= Ala).

Esto significa que M;/M;.» = A(a) ® A(b), asi que podemos obtener una nueva A-
filtracion M = My > My >...> M; > M, | > M, , > M;;3>...> Mo = 0 en donde
Ala) = M, /M, yA(b) = M;/M;_,.Porlo tanto, procediendo inductivamente ob-

tenemos la filtracién buscada. O

Definicién 3.9. Decimos que A es estindarmente estratificada (a la izquierda) si
AA es un médulo A-bueno. Si ademas el anillo de endomorfismos de cada mdédulo
estdndar es simple, diremos que A es casihereditaria.

Dado que la definicién de los médulos estdndar depende del orden < que fi-
jamos en los moédulos simples, tenemos que la nocién de algebra estdndarmente
estratificada depende fuertemente de dicho orden. Por ello, algunas veces se acos-
tumbra denotar (A, <) es estdindarmente estratificada (a la izquierda). Por simpli-
cidad, escribiremos A es estindarmente estratificada cuando el orden sea claro. En
los ejemplos, el orden de los médulos simples serd, a menos que indiquemos lo con-
trario, el orden natural dado por los vértices (1 < 2 < ... < n). En el ejemplo 3.29
ejemplificamos la importancia de este orden.

Ejemplo 3.10. Sea C el carcaj siguiente e I = (aza 1, B1 82, a181 — P22, a262):

) a3
12 P2 3
2L 2
b1 B>

Nos interesa describir los posibles cocientes de cada sumando proyectivo inescin-
dible de A = KC/I. Por simplicidad, simplemente nos referiremos a x + I como
x para cualquier x € KC. Vistos como espacio vectorial, podemos expresar Ae; =
Kei® Ka, eeKﬁlal, Aey = K62$Kﬁ1 ﬂ?KC(g@KﬁgC(z y Aes = Ke3$Kﬁ2. Los diagra—
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mas siguientes nos ayudaran a entender la estructura de cada médulo proyectivo.

Aey Aes Aes
1 2
a
ay ‘B/ \2 3
2 1 3 kﬁz
p \ / 2 2
2

Los diagramas nos muestran de forma gréfica y detallada cudles son los submé-
dulos y cocientes de cada proyectivo inescindible. Comencemos interpretando el
primer diagrama. El primer 1 representa a Ke; = Sj, el 2 representa a Ka; = Sy y
el segundo 1 representa a KB;a; = S;. Con esto, no es dificil convencerse que los
tnicos submdédulos propios no nulos de Ae; son K a; vy KBia; @ Ka;, de modo
que sus cocientes no triviales son Ae;, Ke; ® Kaj v Kej. De donde tenemos que
A(1) = S;. Similarmente vemos que los submoédulos propios no nulos de Ae; son
exactamente Ka1 1 = KfBzaz, Ka1 1 ® KB, KBrar®Kay, KBrar® Kay® K. En-
tonces, los cocientes no nulos de Ae; son Aey, Ke_zeaKa_zeBKE, Ke;oKas, KG_ZQBKE
y Ke;. Esto significa que A(2) = Ke; @ KE Por lo tanto, A = {A(1) = §1,A2) = Ke; @
KPB1,A(3) = Aes}. Al igual que los médulos proyectivos, podemos describir los mé-
dulos estdndar como sigue:

A1) A(2) A(3)
1 2 3
ﬁ/ [ﬁz
1 2

Ya habiendo descrito al dlgebra A y su conjunto de médulos estdndar, veremos
que es estindarmente estratificada y casihereditaria (con el orden 1 < 2 < 3). Pa-
ra asegurar lo primero, basta probar que Ae;, Ae; y Aes son médulos A-buenos.
Obviamente Aes lo es. También, tenemos la filtracién Ae; > Kf1a; @ Ka; > 0, don-
de Kajy ® Kf1a; = A2) y Aey/(Kay @ KBiay) = S(1) = A(1), por lo que Ae; es un
moddulo A-bueno. Finalmente, Ae; > Kf,a, @ Kas > 0 es una A-filtracién ya que
Aex/(KB2ar & Kas) = A2) y KfBza2 & Kas = A(3). Con esto concluimos que A es
estindarmente estratificada.

Solo queda demostrar que A es casihereditaria. Como A(1) = S;, Endj (A(1)) es
un anillo simple. Consideremos ahora f € End(A(2)). Si f no es invertible pero
tampoco es 0, entonces debe tener nicleo e imagen no triviales y contenidos pro-
piamente en A(2), de donde S; = Im(f) = A(2)/S; = Sy, una clara contradiccién.
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Concluimos entonces que todo elemento de Endy (A(2)) es invertible, de donde es
simple. Andlogamente se ve que End (A(3)) es simple. Por lo tanto, tenemos que A
es casihereditaria.

Ejemplo 3.11. SiC esun carcaj con al menos unlazo e I es unideal admisible de KC,
entonces KC/I = A no es casihereditaria bajo ningtin orden de los m6dulos simples.
Para probar esto, supongamos que el vértice x tiene un lazo a y que Aey = P;. Como
solo trabajaremos en A, como antes, simplificaremos la notacién denotando por z a
z+ I para cualquier z € KC.

Podemos notar que Aa > U;j porque a ¢ A(ej+1 +...+ey)Aej = Uj; esto asegura
que 0 # @-— € End(A(j)) (donde @-—(x) = a@x). Veremos que End(A(})) no puede ser
un anillo simple, de donde tenemos A no puede ser casihereditaria. Como I es un
ideal admisible, a* = 0 para alguna k € N, en particular, (a- -k =0: esto asegura que
End(A(})) no es un anillo simple. Por lo tanto A no es casihereditaria.

Ejemplo 3.12. Este ejemplo también se encuentra desarrollado en [AHLU2]. Sea A
es algebra asociada al siguiente carcaj con las relaciones fy =% = aff = 0:

Los mo6dulos proyectivos y estdndar son los siguientes:
Py p, A1) A(2)

/\

VAN
/N

Claramente A es estindarmente estratificada, y por el ejemplo 3.11, no es ca-
sihereditaria.

A continuacién, hacemos una sencilla observacién que nos resultard muy util.

Observacion 3.13. Si A es estdndarmente estratificada, entonces el dlgebra A=
A/Aep A también lo es, donde 7 A = {A(1),...,A(n—1)}. Ademas, como Ae, A es la
traza de Ae, sobre A, por el lema 3.8 y porque Ext!(A(n),A(n) = 0, Ae,A = A(n)k
para algtin k € N. Por la misma razén, si M € F(A), entonces tenemos la sucesiéon
exacta 0 — Ae,M — M — M/Ae;M — 0 con Ae, M = A(n)® para algin s € N
y M/Ae,M € F(A(1),...,A(n—1)). Con los mismos argumentos, fijando ¢; = ;41 +
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...+ ey, también tenemos sucesiones exactas 0 — Ae;M — M — M/Ae;M — 0
con Ae;M € F(AG +1),...,A(n) y M/Ae;M € F(AQ1),...,A(i)). En particular, te-
nemos algebras estdndarmente estratificadas A; :== A/A¢e; A con médulos estdndar
AA={AD),.., A

Teorema 3.14. F(A) es cerrada bajo niicleos de epimorfismos, extensiones y suman-
dos directos.

Demostracién. Es trivial que F(A) es cerrada bajo extensiones, y la prueba de que
F(A) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos puede verse en [G] y [X], aunque
agregamos una demostracién mas.

Para ver la cerradura bajo sumandos directos, procederemos por induccién so-
bre el ntimero de médulos simples, n. Cuando n = 1, el resultado es inmediato por-
que A(1) es inescindible y Ext!(A(1),A(1)) = 0. Supongamos entonces que el resul-
tado vale para n— 1. Sean M € F(A) tal que M = A®@ By A = A/Aey,A. Por la ob-
servacion anterior, M/Ae, M € ]:(K A), pero M/Ae, M = (Al Ae, A) & (B/AeyB), asi
que por hipétesis de induccion, (A/Ae, A), (B/ AeyB) € F (3 A). Ademds, como A(n)
es inescindible y para alguna k € N Am* = Aey,M = Ae,,(A® B) = Ae,A® Ae,B,
concluimos también que Ae, A, Ae, B € F(A(n)). Por lo tanto, A, B € F(A). Con esto
concluye la induccién.

Finalmente, para ver que F(A) es cerrada bajo nticleos de epimorfismos, sea
p: M — N un epimorfismo con M, N € F(A). Procederemos por induccién sobre el
menor entero i tal que N € F(A(1),...,A(7)). Sii =1, como Hom(A(j),A(1)) = 0 para
j > 1, existe un epimorfismo g: M/Ae; M — N tal que p = g, donde 7 es la proyec-
cién canénica. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo con columnas
y renglones exactos:

0
C—— 0
p
0 K N 0

00— AEIM
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en donde K’ = C por el lema de la serpiente. Ademads, N = A(1)? para algtin t € N, asi
que por ser A(1) proyectivo en A}, g se escinde. Entonces, como F (5, A) es cerrada
bajo sumandos directos, K’ € F(A(1)). También sabemos que Ae; M € F(A) por lo
que K € F(A). Supongamos ahora que el resultado vale para j < i, y que i es el ma-
yor entero tal que N € F(A(1),...,A(i)); entonces podemos considerar el siguiente
diagrama conmutativo con columnas y renglones exactos:

0
0 0— Ag; 1N
L p
0 K M N 0
JT
np N
04)K’4)M4>W4>0

C——0 0

0

Ahora, por el lema de la serpiente, Ae;—1 N = C y por hipétesis de induccién, K’ €
F(A). Asi, como Ag; 1N = A(i)? para algtn ¢ € N (porque Ext! (A(i), A(i)) = 0), he-
mos reducido el problema al caso en que N = A(i)’ para algtn ¢ € N: este caso es
andlogo al de la base de la induccién. Con esto concluimos que F(A) es cerrada ba-
jo nticleos de epimorfismos. O

Recordemos que siC es una subcategoria plena de A -mod, decimos que f: C —
X es una C aproximacién derecha de X si para cualquier morfismo g: C' — X exis-
te h: C' — C tal que g = fh; decimos que C es contravariantemente finita si para
cualquier X € A-mod existe una C aproximacién derecha. Dualmente, tenemos la
nocién de C aproximacion izquierda y de categoria covariantemente finita. Si C re-
sulta ser covariante y contravariantemente finita, decimos que es funtorialmente
finita.

Teorema 3.15. La categoria F(A) es funtorialmente finita.

Demostraciéon. La demostracién de este hecho se puede consultar en [R] (Teorema
2). O

Lema 3.16. Sea A = A/ Ae, donde e es idempotentey  Ae es proyectivo. Si M es un
A-mddulo con dp ; (M) finita, entonces dp (M) <dp (M) + 1.
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Demostracién. Sea M € A-mod con dp% (M) = s < oo, procederemos por induc-
cién sobre s. De la sucesién exacta0 — AeA — A — A — 0, tenemos que dp , (A)
< max{dp, (A),dp,(AeA)+1} = 1. De donde, para el caso en que s = 0, es decir, cuan-
do 1M es proyectivo, tenemos que existe N tal que M & N = Kk para alguna k € N.
Por lo tanto, dp , (M) < dp, (A) < 1.

Supongamos entonces que el resultado vale para cualquier 0 < m < s. Conside-
remos entonces una resolucién proyectiva de M:

0— Ny —...— Np = M —0.
Esto nos da una resolucién proyectiva para Nuc(f), a saber,
0— Ny —...— N; — Nuc(f) — 0,

de donde dp, (Nuc(f)) < de(Nuc(f)) +1 < s. Por lo tanto, tenemos que dp, (M) <
max{dp, (Np),dp, (Nuc(f)) + 1} < s+1, que es lo que queriamos probar. O

Proposicion 3.17. Si A es estdndarmente estratificada, entonces dp(X) < n—1 pa-
ra cualquier X € F(A), donde n es el niimero de médulos simples no isomorfos en
A -mod.

Demostracién. Porladefinicién de F(A), es claro que basta ver que dp(A(j)) < n—1
para cada j = 1,...,n. Ademds, es claro que dp A(n) = 0 porque A(n) = P,,. Sea A =
A/Ae, A, tengamos en cuenta lo que notamos en la observacién 3.13. De esto, como
AenA = A(m)* = Pk para alguna k € N, Ae, A es proyectivo. Ahora, obtenemos de
forma inductiva y gracias al lema anterior que dpA(i) = n—i. O

Recordemos que la dimensién finitista de A es sup{dp(M) | M € A-mod ydp(M) <
oo}. Con esto en mente, podemos enunciar el siguiente teorema, cuya prueba puede
verse en [AHLU]. Lo enunciamos aqui, ya que lo necesitaremos mads adelante.

Teorema 3.18. Si A es estdndarmente estratificada, entonces la dimensién finitista
de A esalomds 2n—2.

Demostracion. Ver [AHLU], teorema 3.1. |

3.2. El moédulo inclinante caracteristico

La teorfa de médulos inclinantes ha sido sumamente fructifera: en esta seccién
la relacionamos directamente con el estudio de las dlgebras estdindarmente estra-
tificadas. Notese que la definicion que damos de mé6dulo inclinante no es la usual
que se presenta en [ASS], sino una generalizacién introducida por Miyashita en [M].

Dado un médulo M, denotamos por add(M) a la subcategoria plena de A-mod
que consta de todos los médulos que son suma directa de sumandos directos de M.

Definicién 3.19. Diremos que un A-mddulo finitamente generado T es inclinante
si
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1) Ext!(T, T) = 0 para toda i >0,

2) dp(T) es finita,

3) existe una sucesién exacta 0 — A — Typ — ... — Ty — 0 con cada T; en
add(T).

Dualmente, decimos que T es coinclinante si

1) Ext!(T, T) = 0 para toda i > 0,

2) di(7T) es finita,

3) existe una sucesién exacta 0 — Ts — ... — T3 — Ty — DA°? — 0 con
cada T; en add(T) (D es la dualidad descrita en el teorema 1.76).

Un hecho muy conocido y muy importante, que se encuentra demostrado en
[M], es el siguiente; haremos referencia a él un par de veces.

Teorema 3.20. Si T es un modulo inclinante, entonces add(T) tiene exactamente n
médulos inescindibles no isomorfos, donde n es el niimero de médulos simples en
A-mod.

Demostracién. Ver [M], teorema 1.19. O

También necesitamos del siguiente teorema que se encuentra probado en [AR].

Lema 3.21. Sean C una subcategoria plena de A-mod, D = {,Y | Ext!(C,Y) = 0}, ¥
w =CnD.SiC es contravariantemente finita, contiene a todos los médulos proyecti-
vos, y es cerrada bajo extensiones y niicleos de epimorfismos, entonces

1) w es auto-ortogonal, es decir, Ext{(X,Y)=0 para cualesquiera X,Y ew ei >0,

2) para cualquier X € C existe una sucesion exacta 0 — X — W — X' — 0
conWewyX' €C,

3) para cualquier Y € D existe una sucesion exacta0 — Y' — W — Y — 0
conWewyY'eD.

Demostracién. Probaremos tinicamente el inciso 1), dado que su demostracion se-
rd importante en lo sucesivo. Para los incisos 2) y 3), solo hacemos la referencia al
articulo original (ver [AR], proposicién 3.4).
Siendo mads generales, veremos por induccién que para cualesquiera X € C y
Y € D se tiene que Ext!(X,Y)=0 para cualquier i > 0, de donde se sigue inmedia-
tamente lo que queremos. Por induccidén sobre i, el caso i = 1 es obviamente cierto
por la definicién de D. Supongamos entonces que esto es cierto paraalgunai =1,y
consideremos la sucesién exacta 0 — K — P — X — 0 en donde P es la cubierta
proyectiva de X. Como C contiene a todos los proyectivos y es cerrada bajo nticleos
de epimorfismos, P € C y por lo tanto también K € C. Aplicando el funtor Hom(-, Y),
obtenemos 0 = Ext! (B Y) — Ext! (K, Y) — Ext'*1(X,Y) — Ext'*} (P Y) =0, y como
por hipétesis de induccién Ext! (K, Y) = 0, entonces también Ext'*1(X,Y) = 0.
O

Notese que si A es estdndarmente estratificada, entonces JF(A) satisface las hi-
potesis del teorema anterior, ver los teoremas 3.14 y 3.15. Denotaremos Y(A) :=
(WY | Ext (F(A),Y) =0}y w(A) := F(A) N Y(A).
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Observacion 3.22. Algo que debemos notar, es que w(A) es cerrada bajo sumandos
directos. Ya sabemos que F (A) es cerrada bajo sumandos directos, asi que solo basta
ver que Y(A) también. Esto dltimo se sigue inmediatamente de la definicién de Y (A)
y del hecho que el funtor Ext se distribuye sobre sumas directas finitas.

A continuacién, enunciamos uno de los resultados centrales de este trabajo.

Teorema 3.23. Si A es estdndarmente estratificada, entonces existe un médulo in-
clinante T tal que add(T) = w(A), y este es uinico hasta multiplicidad de sumandos
directos inescindibles.

Demostraciéon. Como X_; := A € F(A), por el lema anterior podemos construir
inductivamente sucesiones exactas n;: 0 — X;_-; — W; — X; — 0 con cada
W; € w(A) y X; € F(A). Para cada n;, aplicando el funtor Hom(X,,—;,—) obtenemos,
0 = Bxt/ (X,-1, Wj) — Ext/ (X1, X;) — Ext/ "1 (X1, X; 1) — Ext/TH(X, 1, W) =
0 para cualquier j, yaque W; € w(A) = F(A)NY(A) y Xu-1 € F(A). Por lo tanto, como
dp X;,—1 <= n—1por el teorema 3.17, tenemos que

0= Ext™(Xp,—1, X_1) 2 Ext" ' (X,-1, X0) = ... 2 Ext' (Xp,—1, Xpn_2).

Por lo tanto, se escinde la sucesion exacta n,,-1, de donde X,,_» es sumando directo
de W,,_;. Por la observacion anterior, tenemos que X,_» € w(A).
De las sucesiones exactas anteriores, obtenemos

0—A—Ty— T4 —...— Tp_1 —0

concada T; e w(A),donde T; = W;sii < n—2y Tj—; = X;—2. Definimos T = GB?;OI T;.
Por construccion, T € w(A), asi que Ext!(T,T) = 0 para cualquier i > 0 por el le-
ma 3.21 y dp(7) es finita por el teorema 3.17, asi que T es inclinante y claramente
add(T) c w(A).

Sea M € w(A), veremos que M € add(T). Obviamente T & M es inclinante tam-
bién, asi que add(T) y add(T @ M) tienen exactamente el mismo ntimero de submé-
dulos inescindibles no isomorfos (ver el teorema 3.20), esto significa que coinciden.
Asi, concluimos que add(T) = w(A).

Notese que la unicidad de T es inmediata de que add(T) = w(A). O

Gracias al lema anterior, cuando A es estindarmente estratificada, podemos en-
contrar un inico médulo inclinante basico, el cual se conoce como el médulo incli-
nante caracteristico asociado a A; a partir de ahora, T siempre denotard este médu-
lo. A continuacién, damos ejemplos del médulo inclinante caracteristico asociado a
ciertas dlgebras estindarmente estratificadas.

Ejemplo 3.24. Sea A como en el ejemplo 3.10. Veremos que T = S; & Ae; @ Ae; =
A(1) & Ae; ® Ae; es inclinante y tal que add(T) = w(A). Consideremos las sucesiones
exactas

Idyey, O O
0 Idpe, O

0 0 l
0— Ae;®Aer @ Aes Aey® Aex ® Aex — A(2) — 0
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(donde ¢ es la inmersién A(3) — Aey) v
0— AQR) — Aeg — A(1) — 0.
De estas sucesiones obtenemos, fijando Tp = Ae; @ Aex; @ Aey, T1 = Aey y To = A(1),
0—A—Ty—T1 — T, —0
con cada T; € add(T). Veamos que T € w(A), de donde se sigue inmediatamente
que T es inclinante (porque dp(F(A)) <3-1) y add(T) = w(A) (como se ve en la
prueba del teorema anterior). Claramente T € F(A), y para ver que T € Y(A), basta
probar que Ext!(A, T) = 0; en todos los casos, el calculo es facil, pues Aej y Aey son

inyectivos. De hecho, los médulos inyectivos inescindibles son:

Ey=P; E,=P; E3=P3
2

1 3
2

Vale la pena notar que para construir T, estamos siguiendo los mismos pasos que
en la demostracién del teorema 3.23.

N ——w

Ejemplo 3.25. Sea A el dlgebra de caminos dada por el siguiente carcaj con las rela-
ciones 2 = a8 = 0:

ﬁCle

Entonces, los médulos proyectivos inescindibles son

P P,

AN
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los médulos inyectivos inescindibles son

E1 EZ
1 1
1 2
y los médulos estandar son
A1) A(2)
1 2

1

Es claro que A es estdndarmente estratificada. Veremos que el médulo inclinante
caracteristico asociado a A es T := A(1) @ P;. Notemos que tenemos una sucesion
exacta

Idp, 0

0
0— P1®P,

PieoP— A1) —0

en donde ¢ es la inmersiéon P, = A(2) — P;. Claramente T € F(A), asi que andloga-
mente al ejemplo anterior, basta ver que Ext!(A, T) = 0. Comencemos observando
que al aplicar Hom(A(1), —) ala sucesién exacta 0 — S; — E; — S; — 0, obtene-
mos un isomorfismo Ext! (A(1), S1) = Ext®(A(1), S1) en donde Ext?(A(1), S1) = 0, pues
sabemos por el teorema 3.17 que dp A(1) < 2—1 = 1. Entonces, como E; es inyectivoy
hay una sucesién exacta 0 — S; — P; — E» — 0, tenemos que Ext! (A1), P;) =0.
Asi, como P; y A(2) son proyectivos, concluimos que Ext!(A(2),T) =0 yExt1 A, T) =
Ext! (A1), A(1)) ® Ext! (A(1), P;) = 0. Por lo tanto, T es, en efecto, el médulo inclinan-
te caracteristico asociado a A. Notemos también, que para encontrar T, usamos el
algoritmo presentado en el teorema 3.23.

3.3. Algebras de Gorenstein

En esta seccion aplicaremos lo que hemos demostrado al estudio de las dlgebras
de Gorenstein. Resulta muy interesante la relaciéon que hay entre estas dlgebras y las
dlgebras estdndarmente estratificadas. Una de las motivaciones de este estudio es el
siguiente corolario.

Corolario 3.26. Si A es estdndarmente estratificada, entonces son equivalentes
1)DAP € F(A) y
2) w(A) = add(DAP).
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Demostracién. claramente 1) se sigue de 2). Supongamos que DA°? € F(A). En-
tonces, como DA°P es inyectivo, DA°P € Y(A) y por lo tanto se tiene que add(DA°P)
C w(A). Por otra parte, ya sabemos, por los teoremas 3.20 y 3.23, que add(T) = w(A)
tiene exactamente n mddulos inescindibles no isomorfos, pero add(DA°P) tiene
también exactamente n moédulos inescindibles no isomorfos (a saber, Ej,..., E;,),
por lo tanto w(A) < add(DA°P). O

Ejemplo 3.27. El dlgebra expuesta en el ejemplo 3.10 satisface las condiciones pre-
sentadas en el corolario anterior, y es facil de ver porque ya calculamos sus médulos
inyectivos inescindibles en el ejemplo 3.24.

Ejemplo 3.28. Sea A el dlgebra de caminos dada por el siguiente carcaj con la rela-
cién 2 = 0 (note que aunque mostramos el mismo carcaj que en el ejemplo 3.25, el

dlgebra no es la misma):
a
B 1——2

Entonces, los médulos proyectivos inescindibles son

AN
|

2

los médulos inyectivos inescindibles son

E, E,
1 1
1 1
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y los médulos estdndar son
A1) A2)

1 2

/

1

Es entonces claro que A es estdindarmente estratificada y satisface las hipétesis
del corolario anterior, es decir, DA°P € F(A).

Ejemplo 3.29. Ahora describimos un algebra estindarmente estratificada que no
satisface las condiciones del corolario anterior. Consideremos el dlgebra A dada por
el siguiente carcaj con la relacién ad = 0:

2

h B

3

a
-
Y~
1)
Y

Los mdédulos proyectivos inescindibles son

P, P, Ps

VANVAN
/N,
|

3
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los médulos inyectivos inescindibles son

E E, E3
1 1 1
|

2 2 2 1
|

1 1 2

N/
3

y los médulos estdndar son

A1) A(2) A(3)

1 2 3

/

1
Es claro que A es estdndarmente estratificada, pero DA°P ¢ F(A). Ademas, es
sencillo verificar que A solo es estdindarmente estratificada con el orden natural,
pues para cualquier otro de los 5 6rdenes posibles, no lo es.

Definici6én 3.30. Diremos que A es un algebra de Gorenstein si di(A,) y di(y A) son
finitas.

Corolario 3.31. Sea A estdndarmente estratificada. Si w(A) = add(DA°P), entonces
A es de Gorenstein.

Demostracién. Supongamos que add(DA°?) = w(A). Como DA € F(A), tenemos
que dp(DA°P) < n—1 (teorema 3.17), es decir, di(Ap) < n—1 < co. Por otra parte, co-
mo add(DA°P) = add(T), existe una sucesiéon exacta0 — A — Ty — ... — T, —
0 con cada T; € add(DA°P), que es exactamente la clase de todos los inyectivos en
A-mod. Por lo tanto, la sucesidn exacta anterior es un resolucion inyectiva, de don-
de di(pA) < s < 0o. Concluimos entonces que A es un dlgebra de Gorenstein. O

Lema 3.32. Sidi(Ap) < oo y la dimension finitista de A es finita, entonces A es de
Gorenstein.
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Demostracién. Supongamos que di(Ap) y que la dimensién finitista de A es fini-

ta,ysea0 —j) A i» A Dy L» A I1 — ... una resolucién inyectiva minima. Como
di(Ap) < oo, dp(DA°P) < oo, asi que dp(Im(f;)) < oo para cada i (por la sucesio-
nes exactas 0 — A — ... — I[;_; — Im(f;) — 0). Més aun, Exti(Im(f,'),A) #0
si Im(f;) # 0, pues si Ext(Im(f;),A) = 0, por el lema del corrimiento (1.88), 0 =
Ext’ (Im(f;), A) = Ext! (Im(f;), Im(f;_1)), cosa que asegura que 0 — Im(f;_;) — I;_
— Im(f;) — 0 se escinde, de donde Im(f;_;) es inyectivo y Im(f;) = 0. Entonces, es
claro que di(y A) < oo, es decir, A es de Gorenstein. O

Lema 3.33. Si A es un dlgebra de Gorenstein, entonces la clase de los médulos de di-
mension proyectiva finita coincide con la clase de los modulos de dimensién inyectiva
finita.

Demostracion. Si di(yA) < oo, di(add(A)) < co. Entonces, si M es un médulo con
dp(M) = k < oo, se tiene una resolucién proyectiva0 — Ay — ... — Ay — M —
0 con cada A; € add(s A). Asi, para cada i, di(A;) < oo, por lo que, di(M) < oo en vista
del corolario 1.92.

Anélogamente, vemos que si dp(DA°P) = di(A°P) < oo, entonces todo mddulo de
dimensién inyectiva finita tiene dimensioén proyectiva finita, de donde concluimos
el resultado deseado. O

Teorema 3.34. Si A es estdndarmente estratificada, entonces son equivalentes:
1) T es un modulo coinclinante,
2)di(Ap) <oo,
3) A es de Gorenstein.

Demostraciéon. Comencemos suponiendo que T es un mddulo coinclinante. En-
tonces, existe una sucesiéon exacta 0 — Ty — ... — Tog — DA°P — 0 con cada
T; € add(T) < F(A). Esto significa que dp(DA°P) < oo (por el corolario 1.92) porque
paracada0<i<s,dp(T;) < n—1<oo (porelteorema 3.17). Por lo tanto, di(A,) < co.

Supongamos ahora que di(Ap) = m < oo, es decir, dp(DA°P) = m < oco. Por el
lema3.21, dado Y_; = DA°?, podemos construir inductivamente sucesiones exactas
7;:0 —Y; — W; — Y;_; — 0 con cada Y; € Y(A) y W; € w(A). Para cualquier
j =1, aplicando Hom(-, Y;;;) a ;, obtenemos la sucesién exacta

0 = Ext/ (W}, Yy,) — Ext/ (Y;, V) — Ext/TH(Y;_y, Yy) — Ext/TL(W;, ¥y) = 0.

Entonces, como dp(DA°?) = m, tenemos que 0 = Ext"™+(Y_y, Y;,) = Ext™ (Y, Vi) =
... =Ext! (Yim-1, Yim), de modo que 7, se escinde. Esto significa que Y,,—; es suman-
do directo de Wy,_1, por lo que Y;;,—; € w(A). Entonces, definiendo Z; = W; para
0O<sism-1yZ, =Yy,_1yapartir de las sucesiones exactas 7y, ...,17,-1, Obtene-
mos la sucesion exacta

0— Zp —...— Zg— DA°? —0

con cada Z; € w(A) = add(T). Veremos que T := @, Z; es coinclinante, para lo
cual solo basta ver que di(T’) < co. Por el teorema 3.18 y el lema 3.32, tenemos que
di(yA) < oo asi que A es de Gorenstein. Mds aun, por el lema anterior, di(T”") < co
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pues dp(T’) < n— 1 < oo; por la misma razén, di(T) < co. Con esto, hemos mostrado
que T’ es un modulo coinclinante y de donde se sigue que también T es un médulo
coinclinante, ya que add(T”") < add(T).
Con esto termina la demostracion, pues por definicién, 3) implica 2).
O

El siguiente ejemplo nos muestra un dlgebra que si satisface las condiciones del
teorema anterior, pero no cumple las condiciones presentadas en el corolario 3.26.
Para ver esto, tengamos en cuenta el corolario 1.93, es decir, que el supremo de las
dimensiones proyectivas de los A-médulos finitamente generados coincide con el
maximo de las dimensiones proyectivas de los A-mdédulos simples.

Ejemplo 3.35. Sea A el dlgebra descrita en el ejemplo 3.29. Ya verificamos que DA°P ¢
F(A), pero veremos que la dimensién inyectiva de A, es finita. En efecto, podemos
construir resoluciones proyectivas

0—>P3€BP2—>P1—>81—>0,
0— P, — Pi®P3— Py — S, — 0,
0— P3— S3—0,

de donde dp(S;) =1, dp(S2) =2) ydp S(3) = 0. Por lo tanto, la dimensién proyectiva
de DA°P es alo més 2, asi que la dimension inyectiva de A, es finita.
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