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Resumen

La cosmologia es una de las ciencias mas antiguas estudiada por la humanidad. Desde la aparicién de las
primeras civilizaciones, el hombre se ha cuestionado su posicion en el universo y los misterios que esconde.
Como el universo es eléctricamente neutro, y las fuerzas nucleares son de corto alcance, la interaccion gra-
vitacional determina de manera significativa la evoluciéon del cosmos. Dado que hoy en dia, la relatividad
general (RG) es la mejor teoria gravitacional con la que se cuenta, se estudia la dindmica del universo a
partir de la misma, dando lugar al modelo cosmolégico estandar. El modelo cosmolégico estandar surge de
suponer que el universo como un sistema fisico y a ciertas escalas, es espacialmente homogéneo e isotrépico,
lo cual se describe matematicamente mediante la métrica de Friedman-Robertson-Walker (FRW). Por otro
lado, las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometria del sistema con la fisica del mismo, al ser
proporcionales al tensor de energia-momento. El tensor de energia-momento asociado al modelo cosmolégico
estandar es el mismo que el de un fluido perfecto, que se encuentra compuesto de particulas relativistas
(radiacién) y materia. Sin embargo, en la década de 1990, dos grupos de investigacién ([21]) v ([I7]), descu-
brieron que el universo se expande de manera acelerada. Dicha aceleracion no puede existir si el universo esté
compuesto solamente de radiacién y materia. Para solucionar el problema anterior, sin cambiar la suposiciéon
de homogeneidad e isotropia, ni abandonar el marco de la RG, se requiere la presencia de un fluido con
presién negativa. A este fluido se le conoce como constante cosmolégica, cuando su ecuacién de estado es
exactamente igual a menos uno o como energia oscura para los demas casos. El trabajo realizado en esta
tesis, consiste en proponer una parametrizaciéon para la ecuacion de estado de la energia oscura, y restringir
los valores de los parametros cosmolégicos que determinan la dindmica del universo mediante la prueba de
supernovas tipo Ia (SNe Ia).

En el Capitulo 1, se hace un breve repaso del modelo cosmoldgico estandar. Se comienza introduciendo
la teoria gravitacional de Einstein, explicando sus postulados y escribiendo las ecuaciones de campo. Una
vez hecho lo anterior, se muestra cémo el suponer homogeneidad e isotropia del universo es equivalente
a considerar una geometria descrita por la métrica FRW. Tomando el tensor de energia momento de un
fluido perfecto, se derivan las ecuaciones de Friedmann, las cuales describen la dindmica de nuestro universo.
Después, se introducen los conceptos de corrimiento al rojo, distancia luminica y magnitud aparente, mismos
que son necesarios conocer para implementar la prueba de supernovas. Finalmente, se define el parametro
de desaceleracion.

En el Capitulo 2, se mencionan los descubrimientos realizados por Perlmutter et al ([I7]) y el grupo de Riess
et al ([2I]). La conclusién de su investigacién fue el descubrimiento de la expansién acelerada del universo.
La razon de expansiéon del universo depende de las componentes de materia y energia que lo constituyen. Un
universo compuesto solamente por materia y radiacién no es capaz de producir la aceleracién observada. Al
considerar que existe otra componente, que se comporta como un fluido con presién negativa, se soluciona el
problema. Dicha componente corresponde a la energia oscura. Se muestra cémo al introducir una constante
cosmologica en las ecuaciones de Einstein, se puede obtener un fluido con presién negativa y cémo las
ecuaciones que se obtienen son equivalentes a las de Friedmann. También se discute brevemente el problema
de la coincidencia y de ajuste fino que presenta la constante cosmoldgica, dando paso a considerar a la
energia oscura. Se estudian también campos escalares que interactiian solamente de manera gravitacional
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con la materia, donde se cree que éstos son los responsables de la expansién acelerada del universo. Por
dltimo, se mencionan las pruebas cosmoldgicas que sustentan la evidencia de la existencia de la energia
oscura, haciendo especial énfasis en la de supernovas tipo Ia.

Dado que no existe un modelo definitivo, que explique la causa de la expansién acelerada del universo, se ha
popularizado la idea de parametrizar la ecuacién de estado de la energia oscura y realizar un analisis feno-
menolégico. Al parametrizar la ecuacion de estado y comparar los resultados obtenidos con las observaciones
cosmoldgicas, es posible verificar si el modelo propuesto ajusta de manera correcta con las mediciones. En
el Capitulo 3, se presenta la parametrizaciéon propuesta en este trabajo. Dicha ecuacién cuenta con cuatro
parametros que son el valor de la ecuacién de estado actual, wp; el valor inicial de la misma, w;,;; un co-
rrimiento al rojo de transicion entre el estado inicial y el actual, z;; una potencia, p, a la cual se encuentra
elevada la dependencia en el corrimiento al rojo, y determina qué tan abrupta es la transiciéon entre los
dos limites mencionados previamente. La parametrizacién propuesta, es una generalizaciéon de la constante
cosmoldgica, de la ecuacién de estado constante y de la famosa parametrizacién propuesta por Chevalier,
Polarski y Linder (CPL), véase ([7]) y ([9]). Con el fin de ilustrar el estudio de la parametrizacién, se es-
cogieron los siguientes valores de la potencia, p = 1,2 y 4. Se resolvié la ecuacion de continuidad para la
componente de energia oscura para los valores de la potencia mencionados anteriormente, y se determiné la
forma de la distancia luminica.

En el Capitulo 4, se presentan los resultados que se obtuvieron sobre la restricciéon de los parametros cos-
moldgicos, véase tabla . Se consideraron ocho casos particulares de la parametrizacién propuesta: Cons-
tante cosmoldgica; ecuacién de estado constante; tres modelos donde el corrimiento al rojo de transicién tenia
un valor de z; = 1, donde para p = 1, es el caso de la parametrizacién CPL; tres modelos donde z; era un
pardmetro libre. Haciendo uso de los datos reportados en ([I1]), se determiné el mejor valor de los pardmetros
libres, mediante un ajuste de minimos cuadrados sobre la funcién de magnitud aparente. Se obtuvieron las
curvas de contorno de la densidad de materia y de la constante de Hubble para determinar su incertidumbre
a 20. Para los modelos donde la ecuacién de estado no era constante, se obtuvieron las curvas de contorno
en el plano (wg, wini), siendo w;,; el valor inicial de la ecuacién de estado. Se graficaron los pardmetros de
densidades, la funcién de desaceleracion y las ecuaciones de estado, para cada modelo. Se compararon los
comportamientos de las graficas anteriores para determinar la influencia que tiene el corrimiento al rojo de
transicion y la potencia de la ecuacién de estado sobre la evolucién del universo.

Se concluye que la parametrizacién propuesta en este trabajo mejora el valor de la x? para todos los modelos
analizados en comparacion con la constante cosmolégica. Al considerar el nimero de grados de libertad para
cada modelo y calcular el valor de la x2_;, se obtiene que el valor minimo corresponde al caso wy = —1.
Sin embargo la diferencia méxima con el resto de los modelos es de: Ax2 ;, = 0.02, por lo que de manera
estadistica todos los modelos ajustan de manera adecuada los pardmetros cosmolégicos. Aunque la constante
cosmoldgica empata mejor con las observaciones de acuerdo a lo reportado en ([19]) y ([23]), no resuelve el
problema de la coincidencia ni de ajuste fino. Por otra parte, el hecho de que el valor de la ecuacién de estado
al dia de hoy no sea exactamente igual a menos uno, da pie a pensar que la expansion acelerada del universo
tiene su origen en la evolucién de un campo escalar, permitiendo interpretar la energia oscura desde un
punto de vista de fisica de particulas elementales. La densidad de materia (o de energia oscura) no depende
fuertemente de la parametrizacion escogida para la prueba de SNe Ia, al igual que el valor de la constante de
Hubble. La prueba de supernovas restringe de manera adecuada los pardmetros evaluados al dia de hoy, pero
presenta problemas para determinar el rango de incertidumbres de pardmetros importantes en el universo
temprano como lo es w;n;. Lo anterior se debe fundamentalmente a que la muestra de supernovas con la
que se trabajo tienen corrimientos muy pequenos, por lo que se recomienda restringir las incertidumbres
haciendo uso conjunto con otras pruebas cosmolédgicas como lo son las pruebas de oscilaciones actsticas de
bariones (BAO por sus siglas en inglés) y las perturbaciones en la radiacién césmica de fondo (CMB por
sus siglas en inglés). Desde un punto de vista estadistico, todos los modelos ajustan razonablemente bien
los parametros cosmoldgicos analizados en la tesis. Al comparar los modelos que cuentan con un corrimiento
al rojo de transiciéon con los resultados de la sonda Planck y el Supernova Legacy Survey, se tiene que
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considerar potencias superiores a la unidad, influye de manera significativa en la dindmica del universo y su
comportamiento futuro. Al estudiar las gréficas de desaceleracién y los pardmetros de densidades para los
modelos propuestos en la tesis, se observé que cuando el corrimiento al rojo de transicién, z;, tiene un valor
diferente a 1, la potencia de la parametrizacion juega un papel importante y cambia el comportamiento del
parametro de desaceleracién para los distintos modelos. Resulta entonces importante e interesante estudiar
de manera més cuidadosa la parametrizacién propuesta con z; # 1, donde cambios abruptos o suaves de una
transicion de la ecuacién de estado entre un valor inicial y uno actual predicen comportamientos diferentes
en la evolucion del universo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Cosmologia

La cosmologia es el estudio del universo como un sistema fisico. Desde tiempos muy antiguos la humanidad
ha tratado de explicar los misterios del cosmos, tomando para ello distintas posturas, sean estas teoldgicas
o cientificas. Como se ha dicho, el estudio del universo se remonta a los inicios de la humanidad, sin em-
bargo, un cambio de paradigma fundamental ocurre a partir de la revolucién copernicana. Al prescindir del
paradigma teoldgico que representaba el geocentrismo, se logré mejorar las predicciones de las érbitas de los
cuerpos celestes. Este rompimiento de paradigma convencié a personajes como Galileo a establecer una lucha
intelectual por la defensa del heliocentrismo y sembré el camino para que Kepler pudiera proponer 6rbitas
elipticas a diferencia de las circulares. Finalmente, este periodo de renovacién de ideas culminé en 1687,
cuando Isaac Newton publicé su ley de gravitaciéon universal dentro de su Philosophia Naturalis Principia
Mathematica. La mecanica newtoniana mejord las predicciones de los movimientos de los cuerpos celestes;
sin embargo, no estuvo exenta de enfrentarse a problemas imposibles de resolver para la teoria, como son el
perihelio de Mercurio y la paradoja de Olber.

A principios del siglo XX, Albert Einstein motivado por los recientes descubrimientos de Maxwell en el area
del electromagnetismo, publicé su famoso articulo “Sobre la electro-dindmica de los cuerpos en movimiento”.
La constancia de la velocidad de la luz en cualquier sistema de referencia inercial implicé que la simultaneidad
entre dos eventos era relativa [14]. Al tratar de generalizar su teorfa especial de la relatividad a sistemas no
inerciales, Einstein se dio cuenta que la nocién geométrica de un espacio-tiempo estd intrinsecamente ligada
a la materia y energia, culminando en sus ecuaciones de campo.

En 1917, Einstein propuso el primer modelo cosmoldgico basado en la relatividad general. Dicha cosmo-
logia consta de tres suposiciones: un universo espacialmente homogéneo e isotropico, una geometria espacial
cerrada y un universo estdtico. Sin embargo, las ecuaciones de campo de la relatividad general no tienen
soluciones compatibles con todas las suposiciones anteriormente mencionadas. Para solucionar este proble-
ma y mantener un esquema estatico, Einstein introdujo un término constante en sus ecuaciones, el cual fue
posteriormente retirado cuando Hubble demostré que el universo se encuentra en expansion. En el mismo
ano, Willem de Sitter planted otra solucién con constante cosmolégica que satisfacia el principio cosmologico
y modelaba un universo en expansién, donde este universo estaba vacio.

Por su parte, las observaciones astronémicas en los anos posteriores concluyeron que la nebulosa espiral
comprende en realidad varias galaxias similares a la Via Léctea. La prueba definitiva del caricter extra
galdctico de la nebulosa espiral fue encontrada por Edwin Hubble entre 1923 y 1924 (véase [I4]). Como
algunas de las estrellas en la nebulosa eran cefeidas variables, las pudo utilizar como candelas estandar
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para medir su distancia, encontrando que se hallaban aproximadamente a 300 kilo parsecs de la Tierra; una
distancia que es mayor a la de las fronteras de nuestra galaxia. Posteriormente, en 1926 Hubble demostr6 de
manera cualitativa que las galaxias se encuentran distribuidas de manera homogénea a lo largo del espacio,
dando la validez observacional a la suposicién del principio cosmolégico. Finalmente en 1929, a partir de una
muestra de 50 galaxias, Hubble descubrié la expansion del universo utilizando las distancias a las galaxias y
sus corrimientos espectrales, descartando por completo la idea de un universo estatico.

En 1922 y 1927, Aleksandr Friedmann y Georges Lemaitre encontraron una solucién a las ecuaciones de
Einstein para un universo con materia, al despreciar la suposicion de independencia temporal y tomando
en cuenta curvaturas positivas, negativas y cero (universos abiertos, cerrados y planos, respectivamente).
Los modelos de Friedmann-Lemaitre predijeron que un par de objetos se mueven con una velocidad relativa
proporcional a su distancia, lo cual concuerda con el descubrimiento de Hubble. En la década de los anos
30, Robertson y Walker demostraron que el elemento de linea propuesto por Friedmann era el més general
para el caso de un universo homogéneo e isotrépico [14].

En los modelos de Friedmann, existe un tiempo en el pasado en que las dimensiones del universo se extrapolan
a cero y las densidades de materia y energia divergen en un punto del espacio. Lo anterior motivo & Lemaitre
a proponer que el universo se habia expandido a partir de un estado inicial caliente y sumamente denso al
cual denominé el primer dtomo [14]. En los afios 1940, George Gamow teorizé que los elementos quimicos
presentes hoy en el universo, se debieron sintetizar en la fase del universo caliente y denso, dando lugar a
reacciones termonucleares, idea contraria a que los elementos quimicos se producen en las estrellas (ambas
correctas). La idea de Gamow fue presentada junto con su estudiante Ralph Alpher en el articulo a, 8,7, y
mas tarde se conocié como el Big Bang Caliente. En 1948 Gamow, Alpher y Robert Herman notaron que
su teoria implicaba que en el instante de la sintesis de los elementos, el universo se encontraba lleno por
una radiacién de cuerpo negro con una energia térmica del orden de 1 MeV. Al calcular la temperatura que
debiera tener esa radiacién el dia de hoy, estimaron que debia ser del orden de unos cuantos Kelvins y por
tanto, el maximo de su espectro encontrarse en el rango de microondas, prediciendo asi la radiaciéon césmica
de fondo. Por otro lado, en los 60 Penzias y Woodrow descubrieron la radiacién césmica de fondo en los
laboratorios Bell. Al estar trabajando con un radié metro con fines de observaciones radio astrondémicas,
detectaron un ruido isotrépico inexplicable correspondiente a una radiacién de fondo de temperatura de 3.5
Kelvin, dando una prueba observacional contundente de la existencia de la radiaciéon de fondo y validando
el modelo del Big Bang Caliente.

Los avances conseguidos tanto en la teoria cosmoldgica como en las observaciones astronémicas durante el
siglo XX, constituyen el modelo estandar de la cosmologia. Sin embargo, a pesar de lo anterior, la cosmologia
cuenta actualmente con problemas abiertos, dentro de los cuales tres son de gran interés para la comunidad
cientifica: La materia oscura, la expansién acelerada del universo y el paradigma inflacionario. La idea de
materia oscura fue introducida por el astrénomo Fritz Zwicky para explicar el movimiento de las galaxias
dentro del cimulo de Coma [14]. Zwicky encontré que para explicar la dindmica de los cuerpos de dicho
cumulo, la masa deberia ser aproximadamente 400 veces mayor que la observada por los telescopios de la
época. Para resolver el problema de masa faltante, propuso que debiera existir un tipo de materia que no
interaccionara con ninguna fuerza de la naturaleza més que con la gravitacional, denotandola como materia
oscura. Durante la década de 1970 Kent Ford, utilizando una técnica espectroscépica, midié la velocidad
orbital de las estrellas dentro de una galaxia como funcién de su distancia al centro de la misma con una
precision sin precedentes. Los resultados de Ford demostraron que para explicar las curvas de rotacién de las
galaxias, se requeria que la masa observada fuera diez veces mayor a la medida, dando lugar a considerar de
manera seria la hipétesis de un ente oscuro de materia. A partir de entonces, diversas observaciones sustentan
la idea de materia oscura, dentro de las cuales se encuentran las anisotropias del espectro de radiacién de
fondo césmica y el espectro de potencias de las galaxias. No obstante, no se ha detectado de manera directa
la existencia de este tipo de materia. Ademds, el modelo estdndar de particulas elementales, no predice la
existencia de un particula con las propiedades requeridas para fungir como un candidato viable de materia
oscura.
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La expansion acelerada del universo fue detectada en 1998 por dos grupos distintos de investigacién (véase
(1) v ([I7)). Tanto el Supernova Cosmology Project como el High-z Supernova Search determinaron
la aceleracién del universo mientras median los diagramas de Hubble de un conjunto de supernovas tipo
Ta. Las supernovas tipo Ia son remanentes de estrellas que por su formacién tan caracteristica tienen una
luminosidad intrinseca bien conocida, sirviendo como candelas estdndar para las mediciones astronémicas. La
investigacion llevada a cabo por ambos grupos concluyé que la luminosidad aparente de dichas supernovas,
es menor que la predicha para un universo en desaceleraciéon. Considerando que el universo se encuentra
Unicamente compuesto de materia y radiacion, resulta imposible tener aceleracién. Se propuso entonces
que deberia existir otra componente dentro del universo que contara con presiones negativas para poder
explicar las observaciones realizadas. El primer candidato natural fue la constante cosmolégica introducida
por Einstein. Actualmente, la expansiéon acelerada del universo ha sido verificada por distintas pruebas
observacionales (supernovas tipo Ia, edad del universo, oscilaciones actsticas de bariones), pero el término
de constante cosmoldgica tiene una vaga interpretacién tedrica y entra en conflicto con la energia del vacio
cuantico predicha por la teoria cudntica de campos. En la actualidad, el acercamiento mas popular para
tratar el problema, es postular que la aceleracién se debe a la acciéon de un campo escalar con presiones
negativas denominado energia oscura; sin embargo, como se discutird a lo largo de este trabajo aun queda
mucho por entender y sigue siendo un problema abierto para la cosmologia.

1.2. Relatividad General

Como se menciond anteriormente, la cosmologia es el estudio del universo como un sistema fisico. Actualmente
se describe la naturaleza mediante cuatro fuerzas fundamentales, las cuales son la gravitacional, la electro-
magnética, la nuclear fuerte y la débil. Puesto que el universo es eléctricamente neutro y las fuerzas nucleares
son de corto alcance (& 1fm), resulta que la tnica fuerza indispensable para el estudio de la evolucién del
universo a escalas astronémicas es la gravitacional. Siendo la relatividad general de Einstein la mejor teoria
gravitacional que se tiene en el presente, el modelo cosmoldgico estandar se deriva de las predicciones hechas
por la misma.

La Relatividad General (RG) esta basada en dos postulados fundamentales: El principio de covariancia de
Einstein y el principio de equivalencia [22]. El principio de covariancia menciona que las leyes fisicas no
deben depender del sistema de referencia del observador. Mateméaticamente esto se traduce en escribir las
ecuaciones en forma tensorial, ya que los tensores cuentan con reglas de transformaciones bien definidas entre
dos cartas coordenadas de la variedad. Dicho de otra manera, la relatividad general debe ser invariante bajo
difeomorfismos. El principio de equivalencia establece que un marco de referencia que se encuentra en caida
libre, es equivalente a un marco inercial en el espacio de Minkoswki [24].

Otro aspecto fundamental de la RG es la inclusién de la gravedad como una teoria geométrica del espacio-
tiempo. Dentro del contexto de RG, nuestro universo es una variedad pseudo-riemanniana de cuatro di-
mensiones, una temporal y tres espaciales. Es entonces necesario para dar una descripcién fisica congruente
de la dindmica del universo conocer su geometria. Dentro del estudio de la geometria diferencial el objeto
matemadtico mas importante es el tensor métrico, g,., el cual es un tensor simétrico. Con él, se puede escribir
el elemento diferencial de linea de una curva sobre la variedad, expresada en coordenadas locales, {z*}, como

ds® = g, dztdz” (1.1)

donde por convencién y a lo largo de todo este trabajo, los indices griegos corren de 0 a 3, siendo 0 la coorde-
nada temporal y los indices latinos de 1 a 3. Resulta esencial poder plantear, bajo ciertas restricciones fisicas,
una métrica que describa adecuadamente la estructura geométrica del universo en el que vivimos.

Dentro del contexto de la RG, la gravedad no es una fuerza externa como las otras tres (véase [3]), sino una
consecuencia de la deformacién del espacio-tiempo debido a la accién de masa y energia. En RG los efectos
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gravitacionales se determinan mediante el cdlculo de la curvatura de la variedad. En geometria diferencial
el objeto geométrico correspondiente a la curvatura, es el tensor de Riemann, que a su vez estd definido
en términos de los simbolos de Christoffel asociados a la métrica en cuestién. En las siguientes ecuaciones
se escribe de manera explicita como obtener las componentes de los simbolos de Christoffel, del tensor de
curvatura, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, para una base coordenada.

Ap
Iy, = %[@gup + 0ugvp — Opuv] (1.2)
R’;aﬁ = (%F‘;ﬁ — 0Tk + Iy ss — F‘;B Yo (1.3)
Ry = Rﬁﬁu (1.4)
R=R, (1.5)

La RG, relaciona entonces la geometria de la variedad con las componentes de materia y energia presentes en
el universo. De manera matematica la dindmica de un sistema bajo la accion de fuerzas gravitacionales estd
descrita por las ecuaciones de campo de Einstein; de aqui en adelante se utilizan unidades con ¢ = 1, siendo ¢
la velocidad de la luz en el vacio, G la constante gravitacional de Newton, T}, el tensor de energia-momento
y G el tensor de Einstein. A continuacién se presenta la definicién de G, y de las ecuaciones de campo
respectivamente:

R
Gp,t/ = R;LV - Eg/_w (16)
G, =8rGT,, 1.7
u w

Es necesario entonces, para dar una descripcién dindmica de la evoluciéon del universo, determinar tanto la
geometria como las fuentes de campo gravitacional, es decir el tensor de energia-momento.

Las observaciones astronémicas mas recientes apoyan la idea de que el universo es homogéneo e isotrépico
a escalas de Mega parsecs, donde 1 parsec = 3.086 x 103 kilémetros. Suponer homogeneidad implica que,
a grandes escalas, el universo observado debe verse igual desde cualquier otro punto del mismo. Lo anterior
resulta equivalente a decir que deben existir simetrias de traslaciones desde cualquier punto del espacio a
otro. La isostropia por su parte, sosteniene que no es posible mediante una serie de observaciones locales,
distinguir una direccién de otra; en otras palabras, existe una simetria rotacional en cada punto [22]. Suponer
estas dos propiedades para nuestro espacio-tiempo es también conocido como el principio cosmolégico. En
la siguiente seccién, se muestra que para un espacio esféricamente simétrico, el tensor métrico solo tiene dos
funciones.

1.3. Meétrica de un universo homogéneo e isotropico

El principio cosmoldgico sustenta que en cada época toda superficie de tipo espacio es homogénea e isotrépica.
La afirmacién anterior es cierta en gran medida a escalas de cientos de Megaparsecs. Lo anterior, motiva a
modelar al universo como un fluido césmico. Las particulas fundamentales de dicho fluido son galaxias y cada
elemento del fluido, compuesto por una vasta cantidad de galaxias, sigue siendo pequenio comparado con el
sistema. Entonces, el movimiento de un elemento de volumen es esencialmente el movimiento del cimulo de
galaxias que lo componen, que a su vez queda determinado por la auto-interaccién gravitacional del sistema.
Dicho de otra manera, todos los elementos del fluido se encuentran en caida libre.

Lo anterior nos permite escoger un sistema privilegiado de coordenadas denominadas coordenadas coméviles.
En este sistema la coordenada temporal, t, representa el tiempo propio de cada galaxia y las etiquetas {x?}
son las coordenadas espaciales atadas a cada elemento de volumen del fluido. Nétese que un observador
comévil, se encuentra en reposo dentro del marco de referencia comovil ya que fluye con cada elemento
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del fluido siguiendo lineas geodésicas. Visto desde este sistema de referencia la métrica que describe las
condiciones de homogeneidad e isotropia es la de Friedmann-Robertson-Walker.

Como la coordenada temporal esta asociada al tiempo propio de los cimulos de galaxias, el coeficiente del
tensor métrico goo = —1. La siguiente condicién que se impone es exigir que las componentes gg; sean iguales
a cero. Como existen superficies espaciales bien definidas para cortes de nivel a tiempo constante, se puede
escribir el elemento de linea de la siguiente manera; en el que ;; es un tensor métrico que solo depende de
las coordenadas {z'} y a(t) un factor de escala

ds® = —dt* + ;(t, ¥)dz" dz’
= —dt? + a*(t)yi; (T)da'da? = —dt + a*(t)dI? (1.8)

La condicién de isotropia impone una simetria de rotacion en las coordenadas espaciales. Se puede demostrar
que para un espacio esfericamente simétrico, la parte espacial del elemento de linea toma la siguiente forma
22]

di? = exp(2A(r))dr® + r2d6? 4 r* sin*(0)dp? (1.9)

Siendo A(r), una funcién a determinar que depende solamente de la coordenada radial. Por otra parte la
condicién de homogeneidad implica que el escalar de Ricci debe ser una constante, por el teorema de Cartan,
que dice que si una variedad es localmente simétrica, entonces la derivada covariante del escalar de curvatura
debe ser cero, R;= 0. Para los coeficientes de Christoffel distintos de cero son los siguientes

A
. = CclTr Ty = —rexp(—2A) FZL = cot(6)
1
rf =r¢, = - I, = —sin(f)cos(d) I, = —rsin’(0) exp(—2A) (1.10)

A partir de los simbolos de Christoffel, se calcula el escalar de curvatura; el cual es igual a una constante, ,
dado por la siguiente expresion

R =4"Rij =" Ry + 7" Rog +7°" Ry

2dA 1 exp(—2A) exp(—2A)dA  exp(—2A) 1
=—— —2A) + — — — = —
rdr exp( )+ r2 r2 + T dr r2 + r2 *
exp(—24A) dA
r dr
2 4 dA
= T—z(l —exp(—2A)) + prn exp(—24A)
= 2 L1~ exp(-20)] = (111)
rat b —F :
Integrando la ecuacién anterior y pidiendo regularidad en el punto r = 0, se obtiene que
1
2N) = ——— 1.12
xp(2A) = s (112)
Redefiniendo k/6 = k e insertando en la ec. ([1.9)), se obtiene
dP = 2 4 0 sin? (0)de? (1.13)
1—kr2 ’

1.4. Ecuaciones de Friedmann-Robertson-Walker

Hemos visto que para un universo homogéneo e isotrépico el elemento de linea es de la forma (|1.14}), donde
{r, 8, ¢} son coordenadas comdviles, ¢ el tiempo propio de cada galaxia, a(t) el factor de expansién del universo
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y k la curvatura gaussiana de una superficie a tiempo constante, donde el caso k = 1,0, —1 corresponde a
un universo cerrado, plano o abierto, respectivamente.

ds? = —dt? + a*(t)] +72d9? + sin?(0)d¢?] (1.14)

1 — kr?

A partir del elemento de linea de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) se puede conocer de manera explicita
la forma del tensor métrico debido a la relacién (1.1]). Entonces, la métrica toma la siguiente forma, donde
el orden de los renglones corresponde a las siguientes coordenadas (¢, r, 6, ¢)

-1 0 0 0
0 Zb 9 0
= = 1.15
In 0 0  a(t)? 0 (1.15)
0 0 0 a?(t)r?sin?(0)

Con (|1.15)), se pueden determinar las ecuaciones de campo de Einstein para esta geometria, las cuales estdn
dadas por ([1.7)). Notemos que por la forma del tensor métrico de FRW, los simbolos de Christoffel distintos
de cero son

r 2y i 2 o alt) o _ alt)
Doy =—r(1—kr?)sin®(0) Tg, = @(% Lk = mgﬂe
1 1
oo _ 2 6 _ = 1) _ =
po = —r(l—kr’) Lo , | ,
s kr 9 . )
I, = 1oz I'yy = —sin(f) cos(#) Iy, = cot(6) (1.16)
— kr

La demostracion de las expresiones anteriores se encuentra dentro del Apéndice A. Antes de continuar y
calcular las componentes del tensor de curvatura, podemos fijarnos que la parte que contiene la fisica dentro
de las ecuaciones de campo de Einstein es la relacionada al tensor de energia-momento, T},,, del sistema en
cuestién. En cosmologia es usual modelar al universo como un fluido perfecto, donde su tensor de energia-
momento se escribe como ; u, es la cuatro velocidad de un elemento infinitesimal del fluido, p la
densidad y p la presion.

Ty = (p+ p)uptty + pguw (1.17)

Como estamos trabajando con coordenadas coméviles, el tiempo en la métrica FRW representa el tiempo
propio de cada galaxia; a escalas del universo se puede modelar como un punto de nuestro fluido. Luego
entonces, la 4-velocidad es de la forma u, = (1,0,0,0) y por la forma diagonal de (1.15) se obtiene que se
puede escribir el 7}, del fluido como:

o0 0 0
2
7, ~| 0 pigE 0 0 (1.18)
: 0 0 pa?(t)r? 0
0 0 0 pa’(t)r? sin?(0)

Dado que (|1.17)) es diagonal, el tensor de Einstein también debe serlo. Esto se reduce a decir que sélo
nos interesa conocer el valor de {Roo, Ry, Rog, Roe}. El valor de estas componentes es el siguiente, la
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demostracién se encuentra en el Apéndice A.

__a(t)
Ry = 73@ (1.19)
202 (t 2k a(t)al(t
Rer =92 I(cr)Q iy 1(—) k(TQ) (1.20)
Rgo = 2r°a>(t) + 2kr? + r?a(t)d(t) (1.21)
Rgg = 2r2a®(t) sin(0) + 2kr? sin?(0) + r2a(t)a(t) sin?(6) (1.22)

A partir de las componentes anteriores del tensor de Ricci, se obtiene el escalar de curvatura, utilizando la
ec. , de la siguiente manera

R =Rl
= gltaRau
=R+ R+ R) + R,
_3a(t) | 6a*(t) 6k 3d(t)
af(t) a22<t) a?(t) = al(t)
6a(t 6a“(t 6k
- aéf " a2<(t>) N0

(1.23)

Haciendo uso de las expresiones anteriores, se calculan las ecuaciones de campo para la métrica FRW.
Utilizando ([1.7)) se obtienen cuatro ecuaciones, de las cuales solo dos son independientes. La primera estd
dada por

R
Goo = Roo — =900

2
~ —3a(t) at) | a*(t) k
= e tan e
@) |k
=352 T 2w
= 87TGT00 = 87TGp (124)

Reacomodando la ec. (1.24]) se obtiene

= — 1.25
a2t 3 7 a2 (1.25)
Para obtener la segunda ecuacién, se hace uso de la componente {66}, la cual da
R
Gogp = Ryg — 5 900
= 2r2a2(t) + 2kr? + r2a(t)d — 3r2a>(t) — 3kr* — 3r2a(t)d(t)
= —2r2a(t)a(t) — ra®(t) — kr?
= 871G Tye = 8mGpria’(t) (1.26)

Agrupando términos semejantes y despejando para la segunda derivada del factor de escala en la ecuacién
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(1.26)), se obtiene la siguiente expresion:

a(t) 1,a3(t) N 4
@ = —47Gp — 5((12(15) + a2(t)) = —47Gp — ngp
_ *4;G (p+3p) (1.27)

Al cociente de la derivada del factor de escala con el mismo, se le conoce como parametro de Hubble

_da(t) 1

(t) = il ﬁ (1.28)
Notese que
- da(t)a(t) —a®(t)
T ew
_alt)
= @ —H (1.29)
Tomando esto en cuenta se puede reescribir la ec. en la forma:
=2a(t) a%(t)  3a*(t)  3a3(t) ko
at) @) @) @ @m T
A at() s 3a2(t) k
200 "2 Tt Tm tam
. 3 9 k
H :—471'Gp—§H —m
H = —47G(p+p) + (1.30)

a2(t)

A las ecuaciones y se les conoce como las ecuaciones de Friedmann y son las ecuaciones fun-
damentales de la cosmologia. Podemos obtener una tercera ecuacién, la cual no es independiente de las
otras dos, para describir el comportamiento del universo. Esta ecuacion se obtiene como consecuencia de la
conservacién de energfa-momento relativista, i.e. la divergencia de (1.17)) es igual a cero.

THV;V =0
0,T* +Th, T +T% TH =0 (1.31)
Se puede demostrar que las componentes j de la divergencia de TH" son todas cero. La tnica ecuacién no
trivial es:
9, T% +T9,T* +T%,T° =8,T% +T0,T"" +T9T% + ', T + I, T°
a®)at) 1 —kr2  a(t)a(t)r?
1—kr2 a?(t) b r2a2(t) b
a(t)a(t)r?sin®(0)  3a(t)
2 sin”(0)a2(t) P a(t) P
. alt) a(t)
= Ip——= 4+ 3p—= 1.32
PP (1.32)
Entonces se obtiene la ec. (1.33]) que se conoce como ecuacién de continuidad.
a(t)

p+3@(p+p) =0 (1.33)
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Las ecuaciones (1.25),(T.27) y (1.33)) constituyen las ecuaciones bésicas para entender la evolucién del uni-
verso. Como se vera en el Capitulo 2, este conjunto de ecuaciones es equivalente al que se obtiene si en las
ecuaciones de campo de Einstein se incluye un término de energia oscura.

1.5. Parametro de densidad

Como se vio en la seccién anterior, las ecuaciones que describen la evolucién dindmica del universo a partir
de la métrica FRW, son (1.25), (T.27) y (1.33). Cabe destacar que la densidad de energfa y la presién que
aparecen en las ecuaciones anteriores, son la densidad y presién total del fluido i.e. p =", p;i y p = >, pi,
donde el indice ¢ corresponde a cada componente del sistema (materia, radiacién, etc). Como se mencioné
anteriormente estas tres ecuaciones no son linealmente independientes y por tanto se puede obtener una en
funcién de las otras dos. A la relacién existente entre la densidad y la presion de la componente i se le conoce
como ecuacion de estado

_n

o (1.34)

Wi

En el caso de la materia y la radiacién, w; es una constante cuyo valor es 0 y % respectivamente. Haciendo
uso de la ecuacién de continuidad, se determina la evolucion de la densidad de energia del universo como
funcién del factor de escala a(t) de la siguiente manera

p+3H(p+p) =0

Z[Pz + 332;&‘(1 +w;)] =0

K2

=

Pi+328m(1+wi) =0
Pi _ _arq oW
PSRRIy

Pi g ; a d
[ = [ stsan
0 Pi af a

Pi a \ —3(1+ws)

n(pg) n ( 0

a \ —3(14w;)
pi =p) (@) (1.35)

~—

Para el caso de materia y radiacién la ec. (1.35)) toma la forma:

-3
a
py =Py () (1.36)
ao
a —4
PR =% () (1.37)
ao

Dado que en (1.14) la constante k representa la curvatura gaussiana de los cortes de nivel a t = cte, es
importante notar que el valor de esta constante impone una restricciéon sobre las densidades de energia del
universo. Si se define el parametro de densidad como

p
Q= (1.38
Pc )
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donde p,. es la densidad critica, la cual es por definicién

_ 3H?
- 871G
Se puede reescribir la ec. ([1.25]) de la siguiente manera:

81G k
H?2 =2 R,
3 zi:pz a(t)
H? (871G k
= (5) Tr
H? k
= 2

(
9 k
=H ZQi_ 20

Pe (1.39)

k
d0i-1= - (1.40)

Como a?(t) > 0y H? > 0, el valor de la curvatura impone una restriccién sobre la suma de los pardmetros
de densidad de las componentes del fluido. Se deduce que para los valores de k = {1,0, —1} que corresponden
a universos cerrados, planos y abiertos respectivamente, se obtienen las siguientes condiciones.
Sik=1 =
do>1 (1.41)
i

Sik=0 =
d =1 (1.42)

Sik=-1 =
d o<1 (1.43)

Las observaciones astrondmicas realizadas por la sonda Planck (véase [I8]), indican que el valor de la curva-
tura es aproximadamente cero, por lo que en el modelo cosmoldgico estandar se tiene la restriccién .
A partir de este momento se va a considerar un universo plano y a menos que se indique explicitamente lo
contrario se trabajara con un valor de k = 0.

Para el caso de un universo plano podemos determinar de manera explicita la dependencia del factor de
escala como funcién del tiempo en la época en la que dominaba el fluido i. Para eso expresamos a p; como

lo indica (1.35]). Entonces (|1.25) toma la forma
H? = @ ’ — 8rG )
“\ar)) T 3"

87G  (a(t)) 20
RS

a0
o
a,%(l""wt) da — TG p? %
@ T\ 73 @030+

F4w) oy (1.44)

dt

)

a
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Para un universo dominado por materia
2
axts (1.45)

Y para un universo dominado por radiacién
1
axt? (1.46)

Sin embargo, el tiempo no es un buen parametro en cosmologia ya que solo se pueden medir intervalos de
tiempo.

1.6. Corrimiento al Rojo

Tomando en cuenta un universo homogéneo e isotrépico, descrito por la métrica , la evolucién temporal
del sistema es descrita mediante el factor de escala. Sin embargo, no se puede medir de manera directa a(t).
Es comun utilizar el corrimiento al rojo, z, de los objetos estelares para describir la evolucién del universo.
Esto sucede porque la longitud de onda de un fotén, medida por un observador, difiere de la que originalmente
tenia al momento de ser emitido por el objeto estelar, lo cual es una consecuencia de la expansién del universo.
Como la longitud de onda crece de manera proporcional al factor de escala, se logra relacionar z con a(t)

mediante \
ao
1 - 20 _ 70
TETXW T aly

donde Ay y ag son la longitud de onda y el factor de escala evaluados al dia de hoy.

(1.47)

Para demostrar la relacion existente entre el factor de escala y z, partimos del elemento de linea .
Sabemos que la luz viaja por geodésicas nulas, es decir, ds?> = 0. Ahora consideremos un objeto que emite
un fotén y que se encuentra a una distancia r de un observador situado en el origen del sistema de referencia
comévil, r = 0. Supongamos que la cresta de la onda viajera ocurre a un tiempo ¢; y a una distancia r del
observador, y la siguiente cresta a un tiempo t; + Aty. El observador que se encuentra en el origen detecta
la primera cresta en un tiempo g y la segunda en un tiempo tg + Atg. ;Qué longitud de onda del fotén en
cuestién mide el observador?

Para responder la pregunta anterior, se hace uso del hecho de que un fotén viaja por una geodésica nula.
Utilizando ([L.14]) y escogiendo un sistema donde el elemento de dangulo sélido sea exactamente cero, se tiene
que

dr?
2 2
0 =—dt"+a (15)71 2

dt dr
roi iim (1.48)

Donde, el signo + corresponde a luz emitida por la fuente y el signo — a luz recibida. Teniendo en cuenta que
r, es una coordenada comdvil, y resolviendo la ecuacién diferencial asociada a los dos intervalos de tiempo
correspondientes, se tienen las siguientes relaciones.

[fa
t1 a(t) B r V 1-— kTQ

<

to+Ato 0
/ @ / _ar (1.49)
ti4+Aty a(t) r V1—kr?
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Notese que podemos expresar la segunda integral de la siguiente manera

to+Ato dt to dt to+Ato dt t1+Aty dt
i — - _ — (1.50)
() o alt) to a(t) t1 a(t)

Considerando que el factor de escala no cambia de manera significativa durante los intervalos [tg, tg + Ato]
y [t1,t1 + At1], se obtienen las siguientes relaciones

to+Ato dt t1+At dt

=
1 to+Atg 1 t1+At
/ dt = / dt
a“(to) to a/(tl) 11
=
Aty Af
alto)  alt1)
=
Ato a(to)
—— = 1.51
Atl a(tl) ( o )

El intervalo de tiempo entre dos crestas consecutivas, es el inverso de la frecuencia de la onda, v, la cual esta
relacionado con la longitud de onda mediante la ec. ¢ = Av, donde c es la velocidad de dicha onda, entonces

Ato 11 )\0 a(to)
_— — = — = 1~ 2
Atl 140 )\1 a(tl) ( o )

Definiendo el parametro de corrimiento al rojo como la razén de la longitud de onda observada con respecto
a la longitud de onda emitida menos 1, se recupera la ec. (1.47).

1.7. Distancia luminica

Se define la distancia lumfnica como la distancia que obedece la siguiente relacién, donde dL? es la distancia
luminica al cuadrado, L la luminosidad absoluta del emisor y F,;s el flujo observado.

L

dL? =
A Fops

(1.53)

Para poder derivar una ecuacién apropiada para los pardmetros cosmolégicos que se van a utilizar, es
importante que quede de manera explicita la definicién de flujo observado y luminosidad. El flujo se define
como la energia que pasa por unidad de area. La luminosidad, como la potencia emitida por la fuente para
toda longitud de onda. Donde por potencia se entiende la energia que pasa a través de una superficie por
unidad de tiempo y por unidad de area. Dado que se estd trabajando bajo un contexto cosmoldgico, se
tiene que considerar que la potencia total recibida, integrada sobre un elemento de angulo sélido, no es la
misma que la potencia total emitida, debido a la evolucién del factor de escala. A continuacién se deriva
una expresién de la distancia luminica en términos de los pardmetros cosmoldgicos 29, (1.38)y w .
Si denotamos a la luminosidad absoluta en un intervalo de tiempo At; como L; y a la detectada por el
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observador en un intervalo Aty como Lg se tiene que

AE,
L, = 1.54
LT A (1.54)
AE,
0= Ar (1.55)

Dado que la energia de un fotén es directamente proporcional a su frecuencia, £ = hr, podemos hacer uso
de (1.52)) de tal modo que el cociente de las luminosidades toma la forma

Li _ AB Aty An Aty
LQ - AEO Atl a AVO Atl

=(1+2)2 (1.56)

Por otro lado, es necesario calcular el flujo de energia que pasa a través de la superficie de una esfera dada
por ([1.14)). Resulta conveniente escribir la métrica de FRW de la siguiente manera

ds®> = —dt* + a*(t)[dx* + fZ(x)(d6* + sin®(0)d¢?)) (1.57)
donde la funcién fi(x) tiene la forma

fr(x) =sin(x) k=1
fe(x) =x k=0
fu(x) =sinh(x) k = -1 (1.58)

Hay que recordar que el fotén viaja por una trayectoria nula y tomando un sistema donde no existe cambio
en las coordenadas angulares, lo que permite determinar el valor de x como funcién de z. Para ello se coloca
a la fuente luminosa en el origen y al observador en cuestiéon a una distancia x,, de modo que

X0

X0 = dx
0

0

dz

=— — 1.59

.0 (159

En los 1ltimos dos pasos se utilizé la definicién de ([1.28]) y se tomd la diferencial de (1.47)). Luego entonces
se tiene que

?dz
o H(z)

X = (1.60)

Como el flujo es la energia que pasa por unidad de area, es necesario calcular el area correspondiente a una
esfera de radio x¢ al tiempo ¢ = ty. Para lo cual se hace uso del elemento de linea (1.14)), de forma que el
area esté dada por

T 27
A= [ [ g0 sin@)dods = (a3 12001 (1.61)
o Jo
Sustituyendo en (|1.53]) las ecuaciones (1.56)) vy (1.61)) se obtiene que

dL = ao fr(x)(1 + 2) (1.62)
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Como se va a trabajar en un universo plano, la funciéon fi es igual a la distancia xo y haciendo uso de la

ecuacion (1.60]) se tiene
? dz
dL = (1 — 1.63
1+9 [ 55 (1.63)

Finalmente, se puede expresar al parametro de Hubble como funcién del corrimiento al rojo y de los pardme-
tros de densidad de los respectivos fluidos al dia de hoy. Para ello se recurre a la definicién de la densidad
critica, ec. evaluada al dia de hoy, ¢ = 0. Utilizando la ec. para un universo plano y recordando
que la densidad en dicha ecuacién es la densidad total, se escribe a H? como

_ 8nGp
-3

H2

881G
= —3 *(par +pr+pr)

_ H3snG
- HZ 3
2. /PM | PR | PA

*Ho*(pg +p72+p72) (1.64)

* (papr + pR + pa)

Notando que la ecuacién de continuidad para cada fluido en términos de z toma la forma

dpi —3(1 +wz—<z)>pi(lc_l%z) —0 (1.65)

donde, w; es la ecuacién de estado que relaciona la presion del fluido 7 con la densidad del mismo. Para el caso
de materia wy; = 0, mientras que para el caso de la radiacién wgr = % Resolviendo la ecuacion diferencial
asociada a cada fluido se tiene que

pat = (14 2)° (1.66)
pr = (1 + 2)t (1.67)
pa = exp( / Mrenlel) ) (1.68)

Sustituyendo (1.66), (1.67) y (T.68) en la ec. (1.64) se tiene

PM | PR | PA
+p—g+p—g)

H? = H3 *(

0
C
0

:Hg*(pM

0
(1+z)3+%§(1+z)4+

c

0 z
A3 wa()
p exp(/ T2 dz))
= HZ (5,1 + 22+ Q%1 +2)* +

o exp(/oz Wdz)) (1.69)

0
c

Insertando la expresién que se obtuvo para el pardmetro de Hubble en la ecuacion de la distancia luminica

se llega a
_1+2 dz

dL = /
Ho Jo \/934(1 +2)3 + Q%1+ 2)4 + QF exp( [ 2D gz

(1.70)
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1.8. Magnitud aparente y su relacién con la cosmologia

La magnitud aparente de un objeto estelar, se refiere al brillo del mismo medido por un observador que se
encuentra en la Tierra. Dado que el brillo que se mida depende de la distancia recorrida por los fotones que
emite, existe una relacién entre la magnitud aparente y la distancia luminica, la cual estd dada por

dL
7510g10(M )+25+ M (1.71)

donde m representa la magnitud aparente y M la magnitud absoluta o intrinseca del objeto celeste. Como
se mostrd previamente, la distancia luminica depende de las componentes de materia y energia del universo.
Si se sustituye el valor de dL que se obtuvo en la ec. , se puede escribir la magnitud aparente de la
siguiente forma

11+ z
m = 5log10(105H Mpc
/ dz )
\/QO (142)3 + Q%(1+ 2)* + QF exp( [ 3uﬁ%dz)
+M (1.72)

La ecuacion indica que si se conoce el valor de los parametros de densidad, se puede calcular la dis-
tancia luminica y por tanto determinar el valor de la magnitud aparente. Tomando en cuenta lo mencionado
anteriormente, se puede utilizar la magnitud aparente para distintos valores de los parametros de densi-
dad y comparar con las observaciones astronémicas realizadas para determinar el valor 6ptimo de dichos
parametros.

1.9. Parametro de desaceleracion

Desde el descubrimiento de la expansién del universo realizado por Hubble, se ha tratado de medir la
desaceleracién del universo causada por la interaccién gravitacional entre la materia. La seguridad que se
tenia respecto a este asunto se ve ejemplificada en el nombre del parametro, ya que se esperaba que después
del Big Bang y la época de inflacién, el universo se fuera frenando debido a la naturaleza atractiva de la
gravedad. Sin embargo después del descubrimiento de Perlmutter et al., en 1998, cambié el paradigma de la
época, estableciendo que el universo no solo se expande sino que lo hace de manera acelerada. Dado que la
dindmica del universo de FRW se rige mediante primeras y segundas derivadas del factor de escala, resulta
interesante realizar una expansién en serie de Taylor hasta segundo orden del mismo.

alt) ~ alto) + i)t — to) + i) L2+ 0
~a ato) ato) (t —to)? 3
~ a(to)(1+ a(to)(t to) + ally) 2 +0(t”))

- a(to)a(to) , a*(to) (t — to)*
~ a(to)(1 4+ Ho(t —to) + ( ag(t ) )C'L?(to) 20 +O(t%))

~ alto)(1 + Holt — t0) — a3 =0 4 o) (1.73)

De la expansion anterior se observa que el valor de la segunda derivada del factor de escala, valuada para un
tiempo particular, estd dada por dos parametros. El primero de ellos resulta ser el parametro de Hubble al
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cuadrado, mientras que al segundo, qg, se le conoce como parametro de desaceleracion evaluado al dia de hoy.
Motivados por la expansion anterior, se define el pardmetro de desaceleraciéon del universo de la siguiente
manera:

gty = -2 (1.74)

Notamos de la ec. , que para valores de negativos de ¢(t) se tiene una aceleracién del universo positiva;
para valores positivos una aceleracién negativa (desaceleracién) y para valores iguales a cero una aceleracién
nula. Dado que mediante las observaciones cosmolégicas no es posible medir de manera directa el factor de
escala, es conveniente expresar la ec. en términos de pardmetros que resulten faciles de medir. Para eso
obsérvese lo siguiente; si se toma la derivada con respecto al tiempo comdévil de la ec. , se obtiene

~—

H = aft) H?
t

_ d(t)a

d(t)

——H2(1+q(

o~
\/
/\
v

~
~

2(¢
) (1.75)

Se concluye que para un universo plano, k=0, se sigue la igualdad:
H

H?
_4nG(p+p)

8rG
5P

3
= _5( + ;) (1.76)

—(1+4(1) =

Haciendo uso de las ecuaciones (1.66) a ([1.68]), y multiplicando y dividiendo por la densidad critica, se puede
escribir el pardmetro de desaceleracién

1 3p
9(z) =5+ 5
1 n 1 Q%1+ 2)* n
2 200,142+ Q%1+ 2)* —G—QAexp(fZMdz)
3 w(z) exp( [y W(iz) w17)
200, (1+2)3 + Q%1 + 2)* + Q exp( [ 2Lt g2
Que en el caso en el que se desprecie la densidad de radiacion se reduce a la ecuacién:
z) = 2T i M (1.78)
2009 (1+Z)3+QAexp(IZWdz) 2



Capitulo 2

Energia oscura

2.1. Introduccion

Durante la década de 1990 dos grupos de investigacién, que se encontraban analizando el diagrama de Hubble
de un conjunto de supernovas tipo Ia, llegaron a la conclusién que el universo se expande de manera acelerada
(7)) ([21]). Tanto el Supernovae Legacy Project como el High-z SN Search encontraron que la magnitud
aparente de las supernovas tipo Ia con las que trabajaban, eran aproximadamente un 25 % menos intensas de
lo que esperaban si suponian un universo en desaceleracién. Repitiendo su anélisis considerando un universo
con materia y constante cosmoldgica, obtuvieron evidencia de un valor de 25 > 0, dentro de un intervalo de
confianza del 99 %, rompiendo el paradigma de un universo con aceleracién negativa. Una forma de explicar
estd expansién acelerada es considerar que el universo estd compuesto de materia, radiacién y un fluido con
presion negativa que explicaria la desaceleracion, conocido hoy en dia como energia oscura.

La idea de incluir un término como la constante cosmoldgica en las ecuaciones del campo gravitacional fue
explorada por Einstein [9]. Su objetivo era obtener un universo estatico y finito. Suponiendo una curvatura del
espacio positiva, encontraba que la densidad energética de la constante cosmoldgica tenia que ser: py = %.
Sin embargo, en la década de 1920, Friedmann y Lemaitre demostraron que las soluciones para un universo
con materia y constante cosmoldgica, correspondian a universos en expansién o implosion. Més aun Eddington
probd que la solucién de Einstein era una solucién inestable. Con el descubrimiento de Hubble en 1929 de
la expansién del universo gracias al corrimiento al rojo de las galaxias, Einstein declaré que la introduccion

de la constante cosmoldgica habia sido su mayor error.

Considerando un universo espacialmente plano y asumiendo que no existe energia oscura, se observa direc-
tamente de la ec , que la derivada temporal del pardametro de Hubble resulta ser negativa, ya que
la densidad de energia de radiacién y de materia son positivas, lo cual contradice los resultados obtenidos
mediante las observaciones realizadas por las pruebas de supernovas. Si en cambio en la ec se agrega
el término Ag,,, con A una constante, la ec para un universo plano toma la siguiente forma, donde
para un valor de A > 47G(p + 3p) se obtiene una expansion acelerada.

-

Una primera interpretacién de incluir un término constante en las ecuaciones de campo de Einstein es
considerarlo como un fluido perfecto con presién negativa. La motivacién es la siguiente. Dado que la derivada

17
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covariante de la métrica es igual a cero, podemos escribir las ecuaciones de campo de Einstein como
G =81GT,, — Aguw

= 87G(T, — (2.2)

%guu)

Recordando que en el sistema localmente inercial, el tensor métrico es el de Minkowski, el segundo factor a
la derecha de la ecuacién anterior toma la forma de un fluido con densidad de energia y presién dadas por

A
PA= —— 2.3
81G (2:3)
A
pA=——— 2.4
8rG (24)
Resulta entonces, matemdticamente equivalente a tomar una constante cosmolégica con un valor de la
ecuacion de estado dado por wp = —1. Considerando un universo constituido por materia y energia oscura,
donde la energia oscura puede ser modelada como un fluido con ecuacién de estado wy = p—i, se puede

utilizar la segunda ecuacién de Friedmann, para determinar la condicion que debe cumplir la ecuacién de
estado para generar una expansién acelerada. De modo que por la ec (1.27)) se tiene

a(t) >0
=
0 >p+3p=pn+pa+3pn+3pa
= pm + pA + 3wapa
=
0 > Qun + Qp +3waQpa =1+ 3waQa
=
-1

— 2.
wp < 30, (2.5)

Segtin los datos reportados en 2015 por la sonda Planck, ([I9]), la cantidad de energia oscura al dia de hoy
tiene un valor de O} = 0.685, por lo que para obtener un universo acelerado la ecuacién de estado de energia
oscura tendria que cumplir: wy < —0.486. Nétese que para el caso de una constante cosmoldgica se cumple
la condicién anterior.

Se suele interpretar a la constante cosmoldgica como la densidad de energia del vacio cuantico; sin embargo, el
valor esperado teéricamente, difiere por ~ 10'2! érdenes de magnitud del determinado por las observaciones.
Resulta natural preguntarse, si la expansién acelerada del universo, tenga su origen en algo distinto a la
constante cosmolégica. Una alternativa, es considerar una ecuacién de estado dindmica, es decir, que no
permanezca constante a lo largo del tiempo, como es el caso de una teorfa inflacionaria ([7]). Para ello se
propone modelar la energia oscura como un campo escalar, siendo los més populares son los modelos de
quintaesencia, kesencia y campos fantasmas.

2.2. Quintaesencia y fantasmas

El modelo de quintaesencia propone que la expansién acelerada del universo es generada por un campo
escalar. A continuacién se escribe la accién lagrangiana de este sistema.

s = [ d'ay=gl50"00,0 - V(o) (2.6)
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En la ec , el campo ¢ se encuentra minimamente acoplado con la materia [7], es decir, solé interactia de
manera gravitacional, y \/—g es la raiz del determinante del tensor métrico. Ademds, se pide que el campo
sea espacialmente homogéneo, ¢(Z,t) = ¢(¢). A partir de la accién es posible determinar las ecuaciones de
movimiento y la forma del tensor de energia-momento ([7]). El T},, se obtiene realizando una variacién del
lagrangiano respecto al tensor métrico.

2 L
V=g 6g9°°
-2 V=g

Tos

o+ 0 O0a 90
= (o (L — Vi) + =)
= (- 0u60,6 — V(6)) ~ 0ud050) (27)

Tomando en cuenta la expresién para 1,3 para el caso particular de la métrica FRW, se pueden calcular la
densidad de energia y la presién generada por este campo escalar. Por lo anterior cabe recordar que pg = -T9
y p =T}. Se tiene entonces:

po = 2+ V() (28)
bo =2 —V(0) (29)

Para determinar la ecuacién que predice la dindmica del campo escalar es necesario tomar la variacién de
la accién respecto al campo [7]. Sin embargo, lo precedente es equivalente a igualar la ecuacién geodésica
resultante a la derivada del potencial con respecto al campo. De manera explicita esto es

ss
¢

. av

¢>+3Hq’5+d—¢ =0 (2.10)

Donde H es el parametro de Hubble que en este caso sirve como un término de amortiguamiento en la ec
(2.10)). Utilizando las ecuaciones (2.8) y (2.9)), se puede escribir la segunda ecuacién de Friedmann, (|1.27)),
en términos de la derivada temporal del campo escalar y el potencial de la siguiente manera:

i —8rG .
e~ RC) (2.11)
A partir de la ecuacién anterior resulta evidente que se tiene un universo acelerado cuando el término cinético
es menor al potencial, ¢?/2 < V(¢). Lo anterior sugiere que se imponga una condicién de rodamiento lento
sobre el campo para tiempos muy cercanos al dia de hoy, ¢32 < V(¢), de modo que en el limite la ec
se reduzca al caso de una constante cosmoldgica. No obstante, a pesar de que el modelo de quintaesencia
parezca un candidato atractivo para dar una descripcién dindmica adecuada de la energia oscura, cuenta
con ciertos problemas, como se menciona en [9]. Dado que el modelo de quintaesencia estd acoplado con la
materia ordinaria tiene como consecuencia que existan nuevas fuerzas de largo alcance y una dependencia
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temporal en las constantes universales. Mds ain, si se sustituye (2.8)) y (2.9) en la ec (1.34) se obtiene
la siguiente expresion, donde se observa que la ecuacion de estado tiene dos limites bien definidos, siendo
;2

_ ¢
T=v@):

:¢27V(¢):fc—1 (212)
P+V(g) w+l '

We

El limite inferior ocurre cuando se cumple la condicién de rodamiento lento y corresponde a un valor de
wg = —1. El limite superior ocurre cuando el valor del potencial resulta ser despreciable en comparacién con
la energfa cinética, dando un valor de wg = 1. Por lo tanto, esta solucién no puede explicar valores de la
ecuacion de estado al dia de hoy menores a —1, que de acuerdo con las observaciones se encuentra dentro
del intervalo de confianza posible [I]. De se obtiene que para tener valores menores a —1, es necesario
que el valor de la variable x sea negativo, puesto que el potencial es definido positivo. De modo que wy < —1
requiere valores negativos de la energia cinética.

Cuando la ecuacion de estado se encuentra en una regién donde su valor pueda ser menor a —1, se dice
que el campo responsable de la aceleracién es un campo fantasma. Existen diversas explicaciones para ese
tipo de energia oscura, pero la mas sencilla es que es la consecuencia de un campo escalar donde el término
cinético es negativo. Aunque para ciertos tipos de potenciales, los campos fantasmas resuelvan problemas
tales como el Big Rip [7], tienen también muchos problemas. El principal problema que presentan, es que la
energia cinética no tiene una cota inferior, dando como resultado un vacio inestable ante la produccién de
campos fantasmas y normales. Puesto que los fantasmas viven en una regién donde —1 < x < 0, se tiene
que satisfacer la siguiente desigualdad

—-1< <0
=
d‘)z
1< vy <
=
(Z.52
V(g)> -5 (2.13)

Debido a que no existen fundamentos tedricos suficientemente fuertes que indiquen que la expansién acele-
rada del universo se deba a una constante cosmoldgica o al efecto de un campo escalar, se ha popularizado la
alternativa de parametrizar la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo o el factor de escala
para dar una descripcién fenomenoldgica que empate con las observaciones. En el siguiente capitulo se discu-
tird como parametrizando la ecuacién de estado se puede restringir el valor de los parametros cosmolégicos
haciendo uso de los datos observacionales [18] [I1].

Como se menciond anteriormente, dado que la derivada covariante de la métrica es igual a cero, se puede
incluir un término constante multiplicado por la métrica en las ecuaciones de Einstein sin que se viole
la conservacion de energia-momento, T#";, = 0. Al tomar esto en cuenta las ecuaciones FRW toman la
forma

87G E A
H?>=""p—-~ +— 2.14
5Pt (2.14)
a ArG A
a_ _ &2 2.1
" 3(p+&»+3 (2.15)

Tomando el cambio de variable g = p+ px v § = p+ pa, con pa v pa dadas por (2.3) y (2.4)), el conjunto de
ecuaciones anteriores se reducen a ([1.25)) y (1.27). Como consecuencia se preserva la estructura de la ecuacién
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de continuidad. Esta solucién es explicita para el caso de una constante cosmoldgica, pero motiva a proponer
que el universo se encuentra compuesto de otra componente distinta a la radiacién y a la materia, y cuya
ecuacion de estado tiene que cumplir la restricciéon w < fﬁ para modelar un universo acelerado.

2.3. Supernovas tipo Ia

Las supernovas (SNe) son estrellas que explotan y que se caracterizan por un répido incremento en su brillo
hasta alcanzar un maximo de intensidad en un periodo de pocas semanas, seguido de una lenta disminucién de
la misma en un rango de varios meses. Durante la década de 1940, Minkowski noté que existen al menos dos
tipos distintos de SNe: las que carecen de hidrégeno en su espectro de emisién y aquellas que si cuentan con
él, siendo las primeras el tipo I y las segundas el tipo II dentro de su clasificacion. Con el paso del tiempo,
la calidad de los instrumentos de medicién requeridos para las observaciones fue mejorando y permitié
subdividir a las SNe I en tres tipos: Ia, que presentan una gran absorcién de Siyy, Ib que carecen de Siyy,
pero presentan gran abundancia de Her y las Ic que no cuentan ni con Sij; ni con Hey. Mediante el andlisis
espectral de las explosiones, se puede identificar el mecanismo de origen de las SNe. Las tipo Ia ocurren
debido a explosiones termonucleares de estrellas de poca masa, mientras que el resto de las supernovas se
forman debido al colapso gravitacional de estrellas masivas. Las SNe Ia cuentan con una gran abundancia
de elementos pesados, en particular de °5Ni, que potencia la curva de luz de la supernova por un periodo
de varios meses debido a su decaimiento radioactivo, donde una curva de luz es una grafica de la intensidad
de la luz de un objeto celeste como funcién del tiempo. Si no estuviera presente el decaimiento radioactivo
durante la explosién, la expansién adiabética enfriarfa el proceso en poco tiempo [0].

La formacién de la supernova depende de dos factores: el mecanismo de la explosion y de la estructura de
la estrella que va a explotar. La energia que se libera en la explosién de la estrella es aproximadamente
de 10*6 J, que es comparable con la energia liberada por un objeto con una masa solar y un radio solar
que colapsa a un radio de una estrella de neutrones. Otro fenémeno astronémico capaz de producir una
energia similar, es la quema de aproximadamente una masa solar en elementos pesados como el hierro, ya
que el amarre nuclear es del orden de 10%2J. Se tienen entonces dos mecanismos que producen intensidades
luminicas parecidas.

Aunque el consenso general de la formacién de las SNe Ia es el de las explosiones termonucleares, no existe una
teoria definitiva que explique qué es lo que lleva a la estrella a esa explosién particular, ni como describir el
mecanismo de explosién. Un posible escenario de formacién es el de un sistema binario atado, compuesto por
una enana blanca de carbén-oxigeno y otro acompanante estelar [6]. Cuando la enana blanca empieza a robar
masa de su acompanante, es posible que se alcance la masa de Chandrasekhar, dando como resultado que
la presion de degeneracion electrénica no sea capaz de contrarrestar los efectos gravitacionales y entonces
la estrella colapse. Si la razén de crecimiento de masa es demasiado grande, se comienza a producir la
combustién del hidrégeno, dando lugar a la explosion pero contradiciendo el hecho de que las SNe Ia carecen
de rastros de hidrégeno en su espectro.

Un argumento que favorece el escenario de una enana blanca es que histéricamente no se han registrado
SNe Ia debido a estrellas de neutrones. La suposicién de pocas decenas de masas solares de ®SNi ajusta de
manera adecuada la curva de luz y el espectro observado. Por otra parte, los posibles distintos escenarios de
formacién no son facilmente distinguibles ya que producen pequenas diferencias en las cantidades observadas.
Se ha propuesto realizar observaciones en un rango de longitudes de onda mucho mas amplio y para épocas
tempranas. Se cree entonces que examinando la curva de luz temprana se podra obtener mas informacién
del objeto progenitor y de la fisica de la explosién [6].

Otro posible escenario de ignicion es que se forme una capa de helio por encima de la enana blanca, esta podria
entonces quemarse y producir un frente de ignicién hacia la enana blanca. La compresion y el calentamiento
generado durante el colapso lleva a la incineracion de la estrella, destruyendo asi el sistema progenitor.
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Existen otros modelos en los cuales el objeto acompanante es otro objeto compacto, digase enana blanca o
estrella de neutrones. Después de unirse se forma otro objeto que rebasa la masa de Chandrasekhar y por
ende colapsa. Sin embargo, estos modelos presentan problemas para reproducir la homogeneidad observada
de la luminosidad en el maximo, ya que las masas de los progenitores puede variar de manera significativa
y por consiguiente las condiciones de combustién.

Las SNe Ia muestran una increible homogeneidad en sus curvas de luz, convirtiéndolas entonces en excelentes
reglas para medir distancias astronémicas, al ser utilizadas como candelas estdandar [I0]. Se ha encontrado que
la magnitud absoluta de las SNe Ia, estd relacionada con el ancho de la curva de luz. Esto se logré demostrar
a principios de los anos 90 con la relacién de Phillips, la cual es una relacién lineal entre el pardmetro de
declive, Am;5 y la magnitud absoluta; donde Amjs es la diferencia entre el maximo de luminosidad y el
valor 15 dias después de haberlo alcanzado. Haciendo uso de la correlacion observada entre la forma de la
curva de luz y la luminosidad, se ha podido incrementar la precision en la estimacién de distancias derivadas
de las SNe Ia, dando lugar a que se utilicen como candelas estdndar para la estimacién de los parametros
cosmoldgicos.

La curva de luz de una supernova tipo Ia estd determinada por tres factores: el aumento de energia debido a
los decaimientos radioactivos, la conversion adiabéatica de la energia interna en energia cinética de expansion
y el escape de energia interna en la explosion. La mayor fuente de energia proviene de los rayos v generados
durante el proceso de captura de electrones de elementos medianamente pesados como son el °6Ni y 56Co y
de los positrones producidos en el 19 % de los procesos de decaimiento del *®Co. El pico de la luminosidad
y la razén de calentamiento del gas se encuentran determinados por la abundancia de *’Ni. A medida que
més *6Ni es sintetizado, se incrementa la temperatura y se hace menos eficiente el enfriamiento, dando como
resultado una curva de luz mas ancha y luminosa.

2.4. Evidencias observacionales

2.4.1. Pruebas de Supernovas Tipo Ia

Desde que Hubble descubrié que el universo se encuentra en expansién, diversos grupos de astrénomos y
fisicos se dedicaron a idear formas para medir el factor de desaceleraciéon. Su prejuicio de un universo en
desaceleracion viene del hecho de que la gravedad es una fuerza puramente atractiva. Para eso es necesario
determinar el valor de los parametros cosmolégicos como lo son la cantidad de materia y la constante de
Hubble al dia de hoy. En 1998 Perlmutter etal y el grupo dirigido por Riess, [21] [I7], llegaron a la conclusién
que vivimos en un universo acelerado mientras estudiaban los diagramas de Hubble de las supernovas tipo
Ia.

La prueba de supernovas propuesta por los grupos de investigacién antes mencionados consiste en utilizar
la relacion de magnitud-corrimiento al rojo de un objeto celeste para encontrar el mejor ajuste de los
parametros cosmoldgicos. Esto se debe a que la magnitud aparente de un objeto es proporcional al logaritmo
de la distancia luminica del mismo y dado que la distancia depende de las proporciones de las componentes
de los fluidos que forman el universo, afectan la prediccion del valor de la magnitud observada. Sin embargo,
era necesario contar con objetos que tuvieran las propiedades de una candela estandar para realizar un
analisis estadistico. Es por eso que se trabaja con SNe Ia.

La conclusiéon que obtuvieron los equipos de trabajo fue que para un universo vacio con curvatura positiva,
el valor de la magnitud aparente de la muestra de supernovas dentro del rango z = 0.5 era del orden de
10 % a 20 % menos brillante que el valor esperado, mientras que para un universo con 29, = 0.25 se tenfa
una discrepancia de alrededor del 30 % a 40 %. Al considerar una componente de energfa oscura los valores
esperados de las magnitudes de las estrellas mejoraron de manera significativa y se determiné que el valor
de una constante cosmoldgica mayor a cero tenfa un 95 % de probabilidad.
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La estimacién de los valores centrales de los parametros se realiza tomando una poblacién madre de n SNe
Ta tomando en cuenta el valor de su magnitud aparente, su incertidumbre asociada y su corrimiento al rojo.
Comparando estos datos con los valores predichos por la ec se determina el mejor ajuste haciendo variar
el valor de {Q?M, Qlov Hy}. Suponiendo entonces que los valores de las incertidumbres en las mediciones de la
magnitud aparente de las SNe Ia son puramente aleatorios y siguen una distribucién gaussiana, se obtiene
el mejor ajuste al maximizar la probabilidad como funcién de los parametros en cuestion. Lo anterior es

equivalente a minimizar el valor de (B.3).

El programa Supernova Legacy Survey, [11] trabajé en colaboracién con el telescopio Hubble y el Canadian-
Hawaian-French Telescope para restringir el valor de los parametros cosmoldgicos con una muestra de cerca
de 400 supernovas, las cuales se encuentran hasta en un rango de z > 1.5. Se tomaron en cuenta diversos
factores astronémicos que pudieran afectar el valor de la magnitud aparente y que no estan relacionados con
la evolucion del universo; tal es el caso de las extincién debida al polvo interestelar. Considerar estos factores
que no estan directamente vinculados con las componentes del fluido con el que se modela el universo induce
una modificacion de la ec aumentando el espacio de pardmetros. En 2013 después de tres anos de
recolectar datos, se reportaron valores de 29, = 0.211+£0.034 y wy = —0.9140.16 con un rango de confianza
del 99%. En la ﬁg se muestra el diagrama de Hubble para las SNe Ia con distintos valores de la cantidad
de materia y de energia oscura al dia de hoy.

Figura 2.1: Diagrama de Hubble de las supernovas Ia reportadas en [I1]. Se tomé un valor de w = -1y
b= HMO = 0.63Mpc donde M es la magnitud intrinseca de la supernova y Hj el parametro de Hubble. La
linea roja es un modelo Q9, = 0, O} = 1, la linea azul corresponde a Q9, = 0.3, Q3 = 0.7 y la curva verde

aQ}, =108 =0.
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2.4.2. Radiacién césmica de fondo y formacion de estructura a gran escala

En 1965 Penzias y Wilson descubrieron de manera accidental lo que se conoce actualmente como la radiacion
césmica de fondo. La radiacién césmica de fondo o CMB (por sus siglas en inglés) es radiacién presente
en el universo y que se encuentra a una temperatura uniforme de aproximadamente 2.7K [22]. La CMB es
interpretada como el remanente de la radiacién presente en la fase de altas energias del principio del universo
y resulta una prueba fuerte a favor de la teoria de un Big Bang Caliente.

Después de su descubrimiento, se empez6 a trabajar en buscar y explicar las anisotropias del mapa de
radiacién de fondo césmica. Es importante el estudio de estas desviaciones de una temperatura constante,
yva que las perturbaciones en la temperatura son proporcionales a perturbaciones de la densidad de energia
[12]. Estas fluctuaciones son responsables de la formacién de estructuras del orden de galaxias a ctimulos de
galaxias, siendo esta una fuerte evidencia de un universo en evolucién. En 1977 Smooth etal. encontraron
evidencias de una anisotropia dipolar la cual es causada por el movimiento del observador respecto al marco
de referencia del CMB. Posteriormente en 1992 el Cosmic Microwave Background Ezxplorer (COBE), encontrd
anisotropias superiores al segundo orden, que fueron reportadas en [I8§].

Los resultados obtenidos por COBE apuntan hacia un espectro de fluctuaciones primordiales casi invariante a
escalas angulares mayores a 7°, lo cual resulta congruente por la prediccion de la teoria inflacionaria de Linde
([7]). Las anisotropias del CMB son consideradas actualmente como una de las pruebas més confiables para
la estimacién de parametros cosmolégicos durante el universo temprano. Como se trata de una medicién de
parametros utilizando datos de una etapa del universo en el que la radiacién dominaba, resulta complicada
la medicién de manera directa de un valor asociado la cantidad de energia oscura.

Sin embargo, la precisién con la que misiones como Planck, pueden determinar el valor de los parametros
29, Qg y Hy, imponen fuertes restricciones sobre el modelo estandar cosmolégico. Se pueden expandir las
fluctuaciones de la temperatura en una serie de armoénicos esféricos, donde 07 es la perturbacién y T la
temperatura promedio y C; = (a;,,) el espectro de potencias del CMB.

5T
= > aimYim (2.16)

La dindmica de la energia oscura afecta de dos maneras las anisotropias del CMB. Primero en la posiciéon
de los picos actsticos de las variaciones en la temperatura, ya que dependen de la distancia angular, la
cual a su vez depende de la evolucién del universo como funcién de sus componentes. La segunda forma
es mediante el efecto Integrated Sachs-Wolfe effect, ISW por sus siglas en inglés. El ISW consiste en un
corrimiento al rojo gravitacional en los fotones provenientes de la radiacién de fondo césmica, debido a un
potencial gravitacional que varia en el tiempo, provocando anisotropias en el CMB. Este proceso se da entre
la dltima superficie de dispersién y la tierra y ocurre cuando el universo se encuentra dominado por una
componente distinta de materia. Los resultados reportados en [I8] apuntan a un valor de Q9, = 0.3154+0.017
y de wy = —1.13 £ 0.13, lo que resulta congruente con un modelo de constante cosmolégica. (Véase la fig

23).

2.4.3. Cumulos de galaxias

Los cimulos de galaxias constituyen una herramienta importante para restringir los valores de los parame-
tros cosmoldgicos dentro del paradigma ACDM. Estos, son los objetos méas grandes y virializados que se
pueden observar en el universo, donde por virializado se entiende un sistema de particulas que interactian
gravitacionalmente y se encuentran en equilibrio. Dentro del contexto del paradigma CDM, la densidad de
halos de materia oscura del tamano de cimulos de galaxias como funcién del corrimiento al rojo y la masa
de los halos, se pueden estimar con gran precisién mediante simulaciones de N-cuerpos (véase [9] y [15]).
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Figura 2.2: Espectro de potencias para la temperatura obtenido por Planck en 2015, [I8]. Las barras de
incertidumbre corresponden a lo de confianza.

Al comparar estas predicciones con las muestras de cimulos de galaxias para corrimientos al rojo grandes
(z > 1, es posible imponer restricciones sobre los pardmetros cosmoldgicos.

La distribucién, dependiente del corrimiento al rojo, de los ciimulos de galaxias en una buisqueda que selec-
ciona los cimulos de acuerdo a un cierto observable, O, estd dada por la siguiente expresién

d’N(z) r%(2)

B o0 0 dn(z)
— H(z)/o f(O,z)dO/O (O, M, )= dM (2.17)

En la ec , j—ﬁ es la densidad espacial de halos oscuros, p(O, M, z) es la probabilidad de que un halo
con masa M localizado a un corrimiento al rojo z, sea observado como un ciimulo con observable O. Algunos
ejemplos de propiedades que se utilizan en los ciimulos de galaxias son: La luminosidad de la emisién de rayos
X, la desviacién gravitacional de la luz que produce un cimulo situado frente a otro o la similitud existente
entre la forma y tamafio de los cimulos, es decir cimulos mas masivos resultan ser versiones escaladas de
cimulos més pequenos.

Obsérvese que la ec depende tanto de un factor geométrico como de la evolucién del crecimiento de
estructura. La geometria viene codificada en %, que resulta ser el elemento de volumen comévil, el cual
depende de los parametros de densidades y de la parametrizacion de la ecuacion de estado de la energia
oscura (véase [9]). Por otro lado, el crecimiento de estructura, dado por la densidad espacial de los halos,
depende a su vez de la evolucién de las perturbaciones a la homogeneidad ([14]). Se puede demostrar que las
fluctuaciones en la densidad en un universo en expansién, evolucionan de acuerdo con la siguiente ecuacion,

donde ¢, es la transformada de Fourier de la fluctuacion, k£ uno de los modos de oscilacién, v la velocidad
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del sonido, ¢ una constante y p la densidad promedio.

S+ 2H(2)65 + (v2k% — %) =0 (2.18)

Nétese en la ec (2.18) que el termino de amortiguamiento esta dado por el factor de Hubble, por lo que solo
la correcta distribucién de materia y energia predeciran la correcta evolucion de las perturbaciones.

2.4.4. Edad del universo

Otra evidencia observacional que apoya la idea de que el universo no estd compuesto solo de materia y
radiacion es su edad. A partir del parametro de Hubble se puede determinar de manera aproximada la edad
del universo, digamos ty. La prueba consiste en comparar la edad del objeto astronémico méas viejo conocido
con el valor de ty. En [I3] se reporta la edad del cimulo de estrellas més longevo conocido, restringiendo el
valor de la edad del universo a, tg > 12 giga afios. Sin embargo, tomando en cuenta un modelo ACDM, con
curvatura espacial igual a cero, resulta inconsistente con las observaciones.

De manera explicita si se desprecia la cantidad de radiacién al dia de hoy, dado que es cuatro ordenes de
magnitud menor que la de materia, y se toma un valor de k = 0, se tiene la siguiente restriccién para un
universo sin energia oscura.

Q=1 (2.19)

to 1 1
to :/0 dt:/o 7a*H(a)da
o0 1
:/0 Ho) (112"

/°° 1 1

= dz

o Hox(1+2) /08 «(1+2)3
> 1

De modo que se tiene

L d
= —dz
o Ho(1+z)2
2
- = (2.20)

Luego, tomando en cuenta las restricciones sobre los pardmetros cosmolégicos impuestas por el Hubble Space
Telescope, el valor de H(;l = 9.776h~! giga afos, donde 0.64 = h. Evaluando en la integral anterior se
obtiene que la edad del universo debe ser, 3 < 10 giga anos, lo cual contradice las observaciones.

El siguiente caso que no involucre la necesidad de energia oscura seria considerar un universo con k # 0. En
este caso la restriccion impuesta sobre las cantidades de las componentes de los fluidos es

B+ =1 (2.21)

dando como resultado lo siguiente, [7]

0 _ _ 00
P 1 L R Yl VA S U 7 (2.22)

THol-08,  201-09)3 1+/1-99,

Tomando el limite cuando Q9, — 0 el valor de to — H%) y en el caso que 29, — 1, se reduce al caso anterior,
en el cual, ya se observd que es incongruente con las observaciones realizadas. Si se utilizan los valores de los

to
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pardmetros cosmoldgicos impuestos por la sonda Planck, [I8], se tiene que el primer limite no tiene sentido
fisico ya que se determiné que el valor del pardmetro de densidad de curvatura es, Qx| < 1.

El problema de la edad del universo se puede solucionar de manera trivial si se considera el caso de una
constante cosmoldgica, wpy = —1. En este escenario, la expresién que se obtiene para el tiempo de expansion
del universo es la siguiente.

; 21 1 | (1+\/Q?\) (2.23)
0==— = In = .

3 Ho /O} 0,

Tomando en cuenta los valores de los pardmetros de densidad de energia oscura y materia reportados en
([18]), y utilizando el valor para la constante de Hubble al dia de hoy mencionada anteriormente, se obtiene
que el la edad aproximada del universo es ty ~ 14 giga anos. De modo que para que la edad de expansion
del universo sea congruente con las mediciones de los objetos estelares més longevos conocidos, es necesario
considerar la densidad de energia oscura en el calculo.



Capitulo 3

Parametrizaciones de energia
oscura

A partir del descubrimiento de la expansién acelerada del universo realizado por Perlmutter etal., y Riess
etal., se ha tratado de entender el origen de la misma dentro del modelo cosmolégico estandar. La presencia
de una componente de energia con presion negativa es necesaria para poder generar dicha aceleracion. Dado
que no existe un sustento tedrico suficientemente fuerte para decir que la expansién acelerada del universo
se deba a una constante cosmoldgica, se proponen otras alternativas para explicar dicho fenémeno dentro de
las cuales se encuentra el parametrizar la ecuacién de estado de la energia oscura, lo que permite realizar un
analisis fenomenolégico. Parametrizar la ec consiste en proponer que wy sea una funcién del corrimiento
al rojo (o del factor de escala) y de ciertos pardmetros que se deben ajustar con las observaciones. Al tener
una forma explicita de la ecuacién de estado, es posible determinar la densidad de energia oscura, ya sea de
forma analitica o por medio de métodos numéricos. Debido a que las pruebas observacionales que sustentan
la expansion acelerada del universo dependen de la densidad de energia oscura presente, es posible comparar
de manera directa la validez de las parametrizaciones propuestas.

El objetivo de este capitulo, consiste en describir la parametrizacién propuesta en este trabajo. Se estudid
el significado de los pardmetros con los que cuenta la ecuacién de estado que se propone y se muestra que
resulta una generalizacién de parametrizaciones como lo son: la constante cosmoldgica; la ecuacion de estado
constante; la parametrizacién propuesta por Chevallier-Polarski y Linder. De aqui en adelante se supone un
universo plano y se desprecia la contribucién de particulas relativistas.

3.1. Parametrizacion

La parametrizaciéon propuesta a estudiar en este trabajo es la siguiente

Z)\p

m (3.1)

wa(z) = wo + wr

Esté parametrizacion se encuentra motivada por la evolucién de campos escalares, que pudieran ser los res-
ponsables de la energia oscura, permitiendo interpretar la energia oscura desde una perspectiva de particulas
elementales. Notese que la ec estd definida para todos los reales positivos y el cero. El valor para z = 0
es exactamente el parametro wy, que corresponde al valor de la ecuacién de estado al dia de hoy. Por otro

28
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lado, en el limite en el que z — oo se tiene que la ecuacion de estado toma la forma
Wing = Wo + w1 (3.2)

donde w;y,; corresponde al valor inicial para un tiempo temprano del universo. Resulta claro de la ecuacién
anterior, que es posible expresar al parametro w; en términos de los valores iniciales y actuales de la ecuacién
de estado, por lo que de aqui en adelante se usardn estos. Por tanto, la ec (3.1]) representa una ecuacién de
estado que tiene una transicién entre los dos valores limites mencionados previamente.

El siguiente punto a investigar es la inclusién del parametro z;, y el efecto que tiene la potencia a la cual se
eleve la dependencia de z. Si se evalua la parametrizacion propuesta en el punto z;, se obtiene el siguiente
resultado

w Wini — W
wa(2t) :WO‘F?l:WO‘FTO

_ Wo + Wing
N 2
Es decir el punto z = z;, es el punto intermedio en la transicién que existe entre el valor inicial y el valor
actual de la ecuacién de estado, sin importar el valor de la potencia p. Derivando la ec respecto al
corrimiento al rojo, z, se obtiene lo siguiente.

(3.3)

dwa (2) w1 P, 2y z D, Zpq, %
- L 14 (2 = Pzyp-1Zyp
p (1+(i)p)2(2t(2t) L+ () = () ()
Wi Pz

L+ (5)P)? 2 (Zt) (34)
De la ec , se observa que para corrimientos al rojo mucho mayores al parametro z;, z >> z, el valor
de la derivada tiende a cero. Por otro lado, si se evalia la ec hoy en dia, z = 0, su valor depende de la
potencia p y se divide en 2 casos: si p=1, se tiene que d(‘i"zf‘ = “;—11; si p # 1, la derivada toma un valor igual a
cero. Lo anterior indica que para los modelos con p # 1, se alcanza un valor minimo en z = 0, mientras que
para el caso de p = 1, se permiten valores menores a wy. El pardmetro p, representa que tan abrupta es la
transicion entre wy y win;. Los comportamientos descritos anteriormente se ejemplifican en las figuras
y . En la figura se muestra el comportamiento de la ecuacién de estado como funcién de z para
distintos valores de la potencia p. Obsérvese que a medida que crece el valor de p, la pendiente de la funcién
evaluada en el corrimiento al rojo de transicién aumenta también, de modo que se corrobora que para valores
de la potencia muy grandes, el cambio entre un estado inicial y al dia de hoy es méas abrupto.

Nétese que cuando wyg = —1 y wy = 0 la ecuacién (3.1)) se reduce al caso de una constante cosmoldgica,
mientras que para un valor de z; =1y p =1 se tiene

=wy+wi(l—a) (3.5)

wA:w0+w11+Z

que es precisamente la parametrizacién propuesta por Chevallier-Polarski y Linder (CPL), representando
una transicién suave entre un estado inicial y uno actual. En este trabajo se generaliza la parametrizacion de
CPL, para permitir diferentes puntos de transicién y méas abruptas. Este tipo de transiciones abruptas estan
motivadas por la dindmica de campos escalares como energia oscura. Por simplicidad y como ejemplo de esta
parametrizacién, en este trabajo vamos a tomar los valores de p = 1,2 y 4. Mediante un ajuste de minimos
cuadrados se restringié el valor de los parametros involucrados imponiendo las siguientes condiciones: wy <
ﬁ,wim<0yzt>0.

3.2. Modelo wy = wy

Supongamos un universo plano, es decir, £ = 0, y que consta de solo dos componentes: materia y energia
oscura. La razén por la cual se escoge el modelo anterior, se encuentra fundamentada en los resultados de la
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Figura 3.1: Evolucién de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo. Se utilizé un valor
de wo = —1,19, w1 = 1,19 y de 2z = 0,5. Las lineas roja, azul y amarilla, corresponden a p=1,2 y 4
respectivamente.

sonda Planck ([19]), donde por medio del mapa de radiacién de fondo césmica se determinaron los valores
de {QY,wp, Ho} entre otros. Los resultados reportados en el articulo previamente mencionado, indican un
valor de ) = —0.002, Q%, = 0.271 y Q5 = 0.731.

El primer modelo propuesto consiste en considerar una ecuacién de estado con wy = wg = cte, donde la
constante debe tener un valor menor a wy < ﬁ ~ 0.46, para generar una aceleracion positiva del universo.
Resolviendo la ecuacién de continuidad para la componente de energia oscura, (|1.33)), se tiene

4
p— 1 =
dpa — 3( -f—wo)PAlJrz 0
PA d d
/ apa :/ 3(1 + wo) “
P PA 0 (1+2)
PA
In(=5) =3(1 +wo) In(1 + 2)
PA
pa = pr(1 4 2)30He) (3.6)

Sustituyendo en la ec (1.70)) se obtiene que

142 d
dL =~ / i
VO, (1 + 2)3 + QQ (1 + 2)30+w0)
_1+z / dz
VOO, (1 +2)3 + (1 —Q8,)(1 + 2)30+wo)
La integral resultante en la expresion de la distancia luminica para este o cualesquiera de los siguientes
modelos propuestos, no se puede resolver de manera analitica. Para solucionar este inconveniente y poder

determinar los parametros cosmolégicos se optd por realizar una integraciéon numérica haciendo uso del
software Mathematica.

(3.7)

En la fig se muestra la evolucién de la densidad de materia y de energia oscura como funcién del
corrimiento al rojo. Se puede apreciar que para distintos valores de wy, la época en la que la materia domina
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Figura 3.2: Evolucién de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo para distintos valores
de z;. La linea roja, azul y amarilla, corresponden a p=1,2, y 4 respectivamente.

sobre la energia oscura aumenta a medida que la ecuacién de estado toma nimeros mas negativos. Se tiene
entonces que, la aceleracion del universo crece de manera proporcional al negativo de la ecuacién de estado
para el modelo wy = cte. A partir de la figura, se infiere que para el caso de wy = —1/3 la época de transicién
a partir de la cual se comienza a acelerar el universo corresponde a un valor del corrimiento al rojo de z ~ 1.1,
mientras que para los casos wp = —1, —1.5 se tiene z =~ 0.3 y 0.18 respectivamente.

3.3. Modelo wy = wy+ wi(l —a)

Para el segundo modelo se toma una parametrizacién de la ecuacién de estado de la energia oscura de la
siguiente forma, donde wy y wy son constantes

wp =wo+wi(1—a) (3.8)

Resolviendo la ecuacion de continuidad asociada a la componente de energia oscura se tiene que

d d d
EPA 3014 wo + wi) — + Buy =
PA a a
a d a
ln(p—g) :/ —3(1+w0—|—w1)—a+/ 3wida
PA 1 a 1

=-3(14+wo +w1)In(a) +3wi(a—1)
= In(a=3(Hw0ten))y 4 3, (a — 1)

— In((1 3(1+wotw)y _ 3, _~
n((1+2) )~ 3w

pa = PA(1 + 2)3(Heoten) exp(—3w,

)] (39)

Si se toma el limite z — oo, la ecuacién de estado toma la forma w;,; = wo + wy. La ecuaciéon de estado
CPL tiende a un valor inicial para valores muy grandes del corrimiento al rojo. Dado que en el universo
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Figura 3.3: Densidad de energia como funcién del corrimiento al rojo. La linea verde representa la densidad
de energia de materia, mientras que las lineas azul, rosa y amarilla corresponden a la densidad de energia
oscura para un valor de la ecuacién de estado de wp = —1/3, —1, —1.5 respectivamente. Se tomo un valor de

la, constante de Hubble de 2,24 x 1074 Mlpc.

temprano las componentes de materia y radiacion son las que dominaban, tiene sentido suponer que el valor
inicial de la parametrizacién CPL corresponda al valor de la ecuacién de estado para materia, wy; = 0, o
de radiacién, wr = 1/3. Tomando en cuenta lo anterior, resulta conveniente expresar el valor del pardmetro
w1 en términos del valor inicial y al dia de hoy de la ecuacién de estado, ya que el significado fisico de estos
resulta ser mas claro. Escribiendo wy = w;n; — wp y sustituyendo en la ec , se obtiene la siguiente
expresion para la distancia luminica.

dL — 1+=2 /Z dz
Ho Jo \/(29\4(1 4 2)3 4 (1= QO )(1 4 2)30 et @imi=w0)) tiz gy, =8(wimi—wo) 13z

(3.10)

En la fig se muestra el comportamiento de la ecuacion de estado para diversos wy, donde utilizo la forma
de |i como funcién de z, wp = wp + wllj—z. En la imagen se puede apreciar como al hacer tender el
corrimiento al rojo a infinito, la ecuacién de estado se pega asintéticamente al valor wg + wy.

3.4. Caso p=1

Insertando la ec (3.1)) con un valor de p = 1 en la ecuacién de continuidad se obtiene la siguiente ecuacién

diferencial a resolver
dpa dz f
— =3(l4w + 3w A
pn ST A+ 2)(1+ 2)

dz (3.11)

El primer término a la derecha de (3.11]) resulta trivial dando como resultado al integrar en un intervalo
[0, 2]

/OZ 3(1+w0)1cj_zz =3(1+wo)In(1+ 2) (3.12)
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Figura 3.4: Evoluciéon de la ecuacion de estado como funcién del corrimiento al rojo. Se utilizé un valor de
wo = —1 y se escogieron valores de w; = 0,1,4/3,2 que corresponden a las lineas azul, rosa, amarilla y verde,
respectivamente.

Para resolver el segundo término a la derecha de l| se utilizé el siguiente cambio de variable: x = %

Integrando por el método de fracciones parciales se tiene

/Swl(l—i-z)z(tl—i—jt)dz = /SW1Zt(1‘f‘Zt$)(1‘|'$)dx (3.13)

Nétese que se puede expresar el integrando de la siguiente manera, donde a y b son constantes por encon-
trar.

x _ e b
A4+ zz2)14+z) 14z 14z
~ (a+b)+ (az; +b)x

3w1 2t

3.14
(1+2)(1 4+ zx) ( )
Se llega al siguiente sistema de ecuaciones
a+b =0 (3.15)
az +b = 3wz (3.16)
Resolviendo para a y b se obtiene
3w 2t
= 3.17
¢ =7 (3.17)
b= — 3W1Zt (3 18)
- Zt — 1 '

Finalmente, sustituyendo los valores de a y b en la descomposicion de la division de los polinomios, se llega

a
x 3wizt 1 —3w1 24 1

3 = + 3.19

Wizt I+zz)(142) (2—1)(Q+2) (2x—1) (14 zx) (3.19)




34 CAPITULO 3. PARAMETRIZACIONES DE ENERGIA OSCURA

Con la descomposicién anterior, se puede encontrar una primitiva del segundo termino a la derecha de la ec
(13.11)

z

o X
B = 4
/3“’1<1+z><1+i> : /3”1Zt<1+ztx><1+x> v

3wizt 1 / —3w1 24 1
= — dz+ d
/(zt—l)(l—l—x) : (zt = 1) (1 + zx) :

3w 2t 3w1

= In(l1+z)— In(1+ zx
=1 (1+2) Go1) (1+ z)
=1In((1+z) (ijljﬁ ) — In((1 + z2) <z3tw—11) )
— In((1 + 23)75553 )~ In((1 + 2)T) (3.20)
t
La solucién a la ec (3.11)) es
pa = R (142w (1 2R (3.21)
t

Insertando ([3.21)) en la ecuacién (1.70)) podemos escribir la distancia luminica como
1+2 /z dz

H w w1 . 3wq2z¢

0 008,14 28+ (1 [+ 2P (14 2) 5

dL = (3.22)

3.5. Caso p=2

Resolver la ec (|1.33|) para el caso p = 2 nos lleva a la siguiente ecuacién. Se sigue el mismo procedimiento que
para el caso anterior, es decir, realizar un cambio de variable y luego descomponer la divisién de polinomios
mediante el método de fracciones parciales

dpa dz 5)2
— =31+4+w + 3w L dz 3.23
oy St wo)y U201+ (2)2) (3.23)
Nuevamente se toma el cambio de variable x = Z%, de forma que el segundo término del lado derecho de
(3.23)) se pueda escribir como
2)2 2
3wy (z”) dz = 3wy 24 x dz (3.24)

(1+2)(1+(£)%) (1+ zz)(1 +2?)

Para integrar la ecuacion anterior, se descompone la divisiéon de polinomios en x de la siguiente manera,
donde {a, b, ¢} son constantes por determinar.

x? B a bx + ¢

(14 zx)(1 4 22) (14 z) + (1+ a2
_(a+o)+(btcz)r+(at bzy)x?

3.25
(1+ z2)(1 4+ 22) (3:25)
La expresién anterior nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones
a+c =0 (3.26)
b+cz =0 (3.27)

a+bz =1 (3.28)
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Resolviendo para {a, b, c} se obtiene que

1
- 3.29
T a+ 2 (3:29)
Zt
b = ——+ 3.30
(1+22) ( )
-1
= — 3.31
¢ (1+22) (3:31)
Lo cual implica que
/ x? _ / dx +/ 24X e _/ 1
(1 +zz)14+22) ) (1+22)(1 + z2) 1+ 22)(1 + zx) (1+22)(1 + zx)
B /ﬁ dx +/2 2T . arctan(z)
) oz (L4 22)(1 + ) 2 (14 22)(1 + zx) (1+22)
1 1 ze 1 arctan(x)
- (1 S B i )
P +th)+(1+zt2)2/ R A )
1 1 ze 1 5, arctan(x)
= —+—1In(1 —————1In(1 - 3.32
(15 22) 7 M+ ae) + gyl +e7) — 57— (3:32)

Regresando a la variable original e integrando en el intervalo [0,z], se tiene que el lado derecho de (3.23)
es

B (£)? 3wy 3wz z
3 zt dz = ——In(1+2) + L In(1+ ()2
[ aratemm® ~ a0 9t gy (59
3w1 2zt z
————— arctan(— 3.33
) arc an(zt) (3.33)
Entonces la solucién a (3.23) toma la forma
0 3(14wo+-—2L5) Z |9 3““*2 —3w1 24 z
on = R+ 2T (14 (2)2)2088 xexp( 222 arctan(2))) (3.34)
2t 1+ 2z 2t

Tomando en cuenta (3.34]) la relacién de la distancia luminica queda como

14z

dL 3.35
ir (3.35)
z dz
QA +2)3+1-9%)[(1+=2) P (1+(£)) ¢ *eXP(W arctan(Z))]

3.6. Caso p=4

Para el caso en que la potencia en la ec sea igual a 4, se tiene que resolver la ecuacion de continuidad
para determinar la expresion analitica de la densidad como funcién del corrimiento al rojo. En este escenario,
no se puede aplicar el método de fracciones parciales, ya que el polinomio de la forma 1 + z* = 0, no tiene
raices reales. Para resolver la ecuacién de continuidad se utilizé el software Mathematica. A continuacién se
muestra el resultado obtenido
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El problema consiste en resolver la siguiente integral
/z 5 (£)* p / o, (E) 11
w1 > z = w1 P
o A+2)1+(£)Y) o ([1+2)A+(E)"
® 3w /Z w1
= dz — dz
/0 142 o (1+2)1+(£)Y)

? Swl
— 3wy n(l 4 ) — /O (R E (3.36)

Ahora tomando el cambio de variable, z% = x e insertando la expresién anterior en Mathematica, se tiene el

siguiente resultado

# 3w z z
dz = aarctan(l — vV2=) + barctan(l + V2= ) +
|, wrareEn t=ve) v
z Z 9 z Z 9 z Z 9
cln(1—v2= 4+ (5)) +din(1 — V2= + () +eln(1 + V2= + (5)?)
Zt Zt Zt Zt Zt Zt
FFI( 4 V22 + (2)2) + gln(1 + ()4 + hln(1 + 2) — (a + b)~ (3.37)
2t z Zt 4
El valor de los coeficientes mencionados previamente esta dado por las siguientes expresiones:
_ 3w1 24 9
@ =107 (Zt)4)(\/§ 22 +V/222) (3.38)
3wz 9
b = ERNAAD (V2 + 22 + V222) (3.39)
2
c = M (3.40)
8(1 4 (2¢)*)
_ 3
q = 3V (3.41)
8(1+ (20)%)
—3v2
. — 3‘[“’1? (3.42)
8(1+ (2))
2 3
f = L‘Ulzz (3.43)
8(1 + (1))
3wz}
= 3.44
TN EAD) (349
—3w 2
h = — 3.45
1+ (Zt)4 ( )

Si se resuelve la ecuacién de continuidad para el modelo (3.1) para el caso p = 4, y se toma en cuenta la
ec (3.36)), se tiene que la densidad de energia oscura y la distancia luminica para el modelo anterior, son
respectivamente

P wq 2z Z\2 3v2wyzg(zf-1) 3wy =
on :p%(1+z)3(1+w0+1+z?) (1+\/§Zt+(zt) )W(l-{-(i)‘l)m
1- \/iz% + (i)2 Zt
exp(a arctan(1 — \/53) + barctan(1 4+ \/ii) —(a+ b)g) (3.46)
Zt Zt
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dL

_I+z

=

/Z dz
0 \/934(1+z)3+g—9

37

(3.47)



Capitulo 4

Resultados

En esta seccion se presentan los valores de los parametros ajustados para los distintos modelos propuestos
para la ecuacion de estado de la energia oscura. Se supuso un universo plano compuesto por materia y energia
oscura. Haciendo uso de los corrimientos al rojo, las magnitudes aparentes y sus respectivas incertidumbres
asociadas, de un conjunto de 103 SNe Ia reportadas en [I1]. Se realiz6 un ajuste por medio de minimos
cuadrados para cada una de las parametrizaciones, tal y como se reporta en el Apéndice B. Se introduce
un parametro b, resultado de la marginalizacién de la magnitud intrinseca de la supernova y del valor de
la constante de Hubble al dia de hoy, definido por las ecs y . Haciendo uso de los resultados
reportados en [I§], se restringieron los intervalos de variacién de los pardmetros Q(I)\/[ vy b, a los intervalos
[0,0.4] y [0.4,0.8] respectivamente.

M
b= (4.1)

M = 10M/5 (4.2)

4.1. Modelo 1: Constante cosmolégica

La primera parametrizacién por analizar corresponde al caso de una constante cosmoldgica, es decir, cuando
la ecuacion de estado es constante e igual a —1. Lo anterior es equivalente a que en la ec (3.1)), se escoja un
valor de wy = 0. Este modelo cuenta con dos pardmetros libres, los cuales son la densidad de materia al dia
de hoy y b. Los valores correspondientes al mejor ajuste para Q3; y b se reportan en la tabla con una
incertidumbre asociada de 20. Para determinar las incertidumbres se obtuvo la curva de contorno (figura
de la ec en el plano (29,,b). Las curvas que se obtienen son elipses no concéntricas entre sf y
que presentan una ligera inclinacién respecto al eje del pardmetro de densidad de materia al dia de hoy. Se
puede apreciar, que se logra determinar con mayor precisién la incertidumbre del parametro b, el cual esta
relacionado directamente con el pardmetro de Hubble. Expresado de otra manera, la funcién es mas
sensible a cambios en Q; que en b.

Utilizando el ajuste obtenido para el parametro b, y asumiendo un valor dado para la magnitud intrinseca
de las supernovas, se puede calcular el valor de la constante de Hubble al dia de hoy. Esto se hace despejando
la variable Hy de la ec y recordando la definicién . El valor de la magnitud aparente que se escogié
es el reportado en [I8]. La incertidumbre asociada a la constante de Hubble, se obtiene mediante el método
de propagacién de incertidumbres [4]. El resultado es reportado en la tabla de resultados

38
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Figura 4.1: Curvas de contorno en el plano (29,,b) de 1 a 3 o de incertidumbre para el modelo wy = —1. El

punto rojo corresponde al mejor ajuste.

Se obtuvo un valor de chi-cuadrada reducida de 1.16, lo cual indica que el modelo propuesto se ajusté de
manera aceptable a los datos observacionales; segtin lo sugerido por [4]. La integral de probabilidad arrojé
un valor de 0.131, lo que indica, que en el 13.1 % de las mediciones realizadas se obtendrd un valor mayor al
de x? = 117.088. Todos los resultados anteriores se encuentran reportados en la tabla

En la fig se muestra la evolucién de los parametros de densidad de materia y de constante cosmoldgica
como funcién del corrimiento al rojo. Viendo el comportamiento de las funciones, se aprecia que para un
valor de z = 0.29, empieza a dominar la densidad de constante cosmoldgica sobre la densidad de materia.
Utilizando la ec, se graficé la funcién de desaceleracion para determinar de manera cualitativa a partir
de qué corrimiento al rojo se empieza a acelerar el universo. En la fig , se observa que dicho valor
corresponde a z = 0.62.

4.2. Modelo 2: Ecuacion de estado constante; wy = wy = cte

El segundo modelo que se estudid, consiste en considerar que la ecuaciéon de estado para la energia oscura es
una constante, cuyo valor no es necesariamente—1. Notese que dicho modelo es equivalente a tomar en la ec
el valor del parametro wy; = 0. Este nuevo modelo de energia oscura cuenta con tres parametros libres,
los cuales son (29,,by wp). Se restringié el valor de la ecuacién de estado a tener un valor menor a wy < —0.5,
para poder obtener un universo acelerado . Los resultados obtenidos para el mejor ajuste, después de realizar
la minimizacién de la funcién chi-cuadrada, se reportan en la tabla de resultados Las incertidumbres
asociadas al pardmetro de densidad de materia al dia de hoy y b se obtuvieron como se menciona en la
seccién anterior haciendo cortes de nivel sobre la funcién en el espacio (Q3,,b) y suponiendo que wy no
se encuentra fuertemente acoplado con el resto de los parametros libres. Para determinar la incertidumbre
asociada a un sigma de la ecuacion de estado, se utilizo la ec v luego se multiplicé por 2, para obtener
el intervalo de confianza de 20. La curva de contorno se reporta en la fig De la misma manera como se
menciond en la seccién anterior, se obtuvo el valor de la constante de Hubble para el modelo 2.

Se consiguié un valor de chi-cuadrada reducida de 1.17, indicando un ajuste razonablemente bueno con
respecto a los datos observacionales. La integral de probabilidad tiene un valor de 0.121, lo que muestra
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Figura 4.2: Curvas de contorno en el plano (Q9,,b) de 1 a 3 o de incertidumbre para el modelo wy = wp. El
punto rojo corresponde al mejor ajuste.

que en el 12.1% de las mediciones realizadas, se obtendrd un valor mayor al de x? = 116.765. Todos los
resultados anteriores se encuentran reportados en la tabla [£.8]

En la fig se grafico la evolucion de los parametros de densidad de energia oscura y de materia como
funcién del corrimiento al rojo, segin los valores ajustados. Se aprecia que para un valor de z = 0.17,
comienza a dominar la cantidad de energia oscura sobre la cantidad de materia en el universo. Nuevamente
utilizando la ec se grafic6 el comportamiento de la funcién de desaceleracion; fig (4.16f). En este modelo
se tiene que para un valor de z = 0.53 comienza a haber una aceleracién efectiva en el universo.

4.3. Modelo 3: Ecuacion de estado CPL; wy = wy + wlﬁ

El modelo 3 corresponde a la parametrizacién de la ecuacion de estado propuesta por Chevallier, Polarski
y Linder. Dicho modelo es un caso particular de la parametrizacién , en el cual se escoge un valor de
zz = 1y p=1. En este caso se trata de una ecuacién de estado dindmica, como funcién de z, y cuenta
con dos pardametros libres dados por wg y wi. Si se evalda la funciéon wy en el corrimiento al rojo z = 0,
se encuentra que el valor del parametro wy corresponde al valor de la ecuacién de estado al dia de hoy,
de modo que los valores donde se restringe la variacién del parametro anteriormente mencionado seran los
mismos que en el modelo anterior. En general, esto siempre ocurre para cualquier ecuacién de estado que sea
del tipo . El pardmetro wy, no cuenta con una interpretacién fisica tan clara; sin embargo, en el limite
para corrimientos al rojo muy grandes, z — 00, wi se puede expresar en términos del valor inicial y actual
de la ecuacién de estado. Dado que en el universo temprano la materia dominaba sobre la energia oscura,
resulta natural pensar que el valor inicial de la ecuacion de estado tiene como cota superior un valor de cero,
correspondiente a la ecuacion de estado de materia. Cabe destacar, que el parametro w;,;, siempre se puede
expresar como en la ec para todo modelo de la forma . De modo que se escogen como parametros
libres para esta ecuacion de estado el valor inicial y el valor al dia de hoy. Este modelo cuenta entonces con
un ntumero total de cuatro parametros libres.

Los resultados que se obtuvieron para el mejor ajuste se encuentran reportados en la tabla de resultados
Las incertidumbres asociadas a 9, y b se calcularon mediante la curva de contorno para la funcién
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chi-cuadrada correspondiente a este modelo, y manteniendo constantes el resto de los pardmetros en sus
valores éptimos; fig . Es evidente que el valor inicial y el valor al dia de hoy de la ecuacién de estado
se encuentran fuertemente relacionados. Para determinar sus incertidumbres se tomé en cuenta la curva de
contorno de en el espacio (wo,wini), la cual se muestra en la fig . Se observa, que la incertidumbre
asociada al valor de la ecuacién de estado al dia de hoy, es mucho menor que la correspondiente al valor
inicial para los intervalos de confianza del 95 %, 20. El valor de la chi-cuadrada reducida es de 1.17, indicando
un ajuste razonablemente bueno con respecto a los datos observacionales. La integral de probabilidad tiene
un valor de 0.113, lo que sefiala que en el 11.3% de las mediciones realizadas, se obtendra un valor mayor
al de x? = 116.284. Todos los resultados anteriores se encuentran reportados en la tabla junto con las
correspondientes incertidumbres para los pardmetros a 20 de confianza.
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Figura 4.3: Curvas de contorno en el plano (99,,b) de 1 a 3 o de incertidumbre para el modelo 3. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

Se graficé la evolucién de los parametros de densidades para el modelo CPL, y la desaceleracién predicha
por el mismo. De la fig se observa que para z = 0.16 comienza a dominar la energia oscura sobre la
materia. De la fig , se nota que la transicién a un sistema en aceleracién ocurre alrededor de un valor
para el corrimiento al rojo de z = 0.42. El modelo CPL, es el primero de los que se investigd que presenta
un comportamiento dindmico, es decir, la ecuacion de estado varia con el tiempo, lo cual es equivalente
a decir que es funcién de un corrimiento al rojo. Como se comentd en la seccién anterior, los modelos de
quintaesencia implican una ecuacién de estado dindmica, en los cuales si el término cinético es positivo se
tiene un campo escalar y el valor de wp yace dentro de los limites —1 < wp < 1, y en caso de ser negativo se
trata de un campo fantasma, el cual permite valores de la ecuacién de estado menores a wy < —1. Motivados
por este tipo de modelos, se propuso investigar la forma del potencial y de la energia cinética del campo
como funcién del corrimiento al rojo. Utilizando las ecs v (2.9), se puede escribir el potencial y la
energia cinética como funcién de la densidad de energia oscura y de la ecuacion de estado de la siguiente
manera.

V(z) = 21— w(z) (4.3)
12
e =2t u() (4.4)

Como el mejor ajuste para la parametrizacién propuesta arrojo un valor de la ecuacién de estado al dia
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Figura 4.4: Curvas de contorno en el plano (wp,w;n;) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 3. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

de hoy menor a —1, el campo responsable de la dindmica en el modelo es un campo fantasma, y se debe
cumplir la condicién , donde en este caso el término cinético puede ser negativo. En la fig se
muestra la evolucién de la ecuacion de estado para el modelo CPL como funcién del corrimiento al rojo.
Se traza una linea vertical en el valor z; = 1, el cual corresponde al promedio del valor inicial y el valor al
dia de hoy, % La fig indica el comportamiento del potencial y menos la energia cinética para
esta parametrizacién. Se observa que a partir del valor de z = 0.42, que es cuando empieza la aceleracion, la
energia cinética comienza a tomar valores negativos. También se aprecia que se cumple la condicién .
Finalmente, se calculé el valor de la constante de Hubble al dia de hoy, haciendo uso del parametro b y
tomando el valor de la magnitud intrinseca anteriormente mencionado. El resultado se reporta en la tabla

ES).

4.4. Modelo 4: wy = wy + wlli%

El modelo 4 es de la forma , en el cual se asume un valor de z; = 1 y p = 2. En este caso, el interés
principal del anélisis se centré en ver el efecto que tienen las potencias de z, para la evoluciéon dindmica
de la ecuacién de estado y la desaceleracién del universo. El motivo por el cual se escogié un valor de
p = 2, es porque para dicha potencia se tiene una solucién analitica de . En este caso se tienen cuatro
parametros libres que son {Q8,, b, wo, Wi, }. Los intervalos donde se restringié la variacién de los pardmetros,
para el andlisis de minimos cuadrados, son los mismos que en el caso del modelo CPL. En la tabla [£:§]
se reportan los valores éptimos obtenidos mediante el ajuste de minimos cuadrados, con sus respectivas
incertidumbres calculadas. Se obtuvo un valor de chi-cuadrada reducida de 1,18, el cual sigue siendo un
ajuste considerablemente bueno. La integral de probabilidad para x? arrojé un valor igual a 0.111, por
tanto, en el 11.1% de las mediciones se obtendrd un valor mayor al de la chi-cuadrada encontrada. Para
determinar las incertidumbres asociadas en los parametros, se dibujaron las curvas de contorno en el espacio

(Q(Jj\/bb) y (wOawini)v (Ver ﬁgs " - "
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Figura 4.5: Curvas de contorno en el plano (Q9,,b) de 1 a 3 o de incertidumbre para el modelo 4. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.
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Figura 4.6: Curvas de contorno en el plano (wg,win;) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 4. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

Se obtuvieron las gréaficas de los parametros de densidades y la desaceleracion; figs y respecti-
vamente. En la fig se observa que la densidad de energia oscura comienza a dominar sobre la densidad
de materia para un corrimiento al rojo de, z = 0.17. Por otro lado, en la gréfica de desaceleracion, (4.25)), se
tiene que para un corrimiento al rojo de, z = 0.45, comienza una expansion acelerada del universo, ya que
para zetas menores, el parametro de desaceleracién tiene valores negativos. Para este modelo, el mejor ajuste
para la ecuacién de estado de la energia oscura hoy, tiene un valor de wy = —1.24, por lo que si la dinamica
del sistema fuera consecuencia de un modelo de quintaesencia, se trataria de un campo fantasma. En la
grafica se muestra la evolucion de la ecuacién de estado para el modelo. Se observa que, a medida
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que el corrimiento al rojo va tomando valores mas grandes, la ecuacién de estado se pega asintoticamente a
un valor inicial correspondiente a w = 0, es decir, se comporta como materia. Por otro lado, en la fig
se verfica la condicién , esto es, el valor del potencial es siempre mayor que el negativo de la energia
cinética. También se puede observar que cuando comienza la aceleraciéon del universo, el término cinético
comienza a tomar valores negativos. Por ultimo se determiné el valor de la constante de Hubble y se reporta

en la tabla (4.8).

4.5. Modelo 5: wp = wy -I—wll_i%

El quinto modelo que se presenta, pertenece a los casos particulares de la ec , donde se escoge un valor
distinto de cero para el pardmetro w1, teniendo entonces una ecuacién de estado dindmica. Se toma un valor
de p =4 y de z; = 1. Nuevamente el valor de la potencia que se escogid, es para ilustrar el comportamiento
de , para potencias mayores a 1. En la tabla se muestran los resultados que se obtuvieron para el
mejor ajuste de los pardmetros junto con sus incertidumbres asociadas. El valor de x?2_; fue de 1.17, con una
probabilidad de que en el 12.5% de las mediciones, se obtenga un valor mayor al reportado. En la fig
se muestra la curva de contorno en el espacio (Q%,,b), de donde se obtuvieron las incertidumbres asociadas
a estos dos parametros. Las curvas de contorno que se presentan en 7 corresponden al plano (wg, Win;),
donde la primera elipse encierra un intervalo de confianza de 1o y la segunda corresponde a un intervalo de
20.

o0.80[" ' ' ' ' ' ' .
0.75|
0.70}
= 0.65f
0.60

0.55 b

0.50, . . . . . . 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0

Qpm

Figura 4.7: Curvas de contorno en el plano (Q9,,b) de 1 a 3 o de incertidumbre para el modelo 5. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

Se grafic6 la densidad de materia y la densidad de energia oscura para determinar el corrimiento al rojo,
a partir del cual comienza a dominar la componente oscura del fluido sobre la materia y verificar que se
cumpla la restriccion Qy; + Q4 = 1. De la fig se tiene que a partir del valor z = 0.17, comienza a
dominar la energia oscura y que en todo momento se cumple la condiciéon de suma mencionada anteriormente.
Para este modelo también se obtuvo la gréafica del parametro de desaceleracion, la cual se muestra en la fig
, de donde se observa que para corrimientos al rojo menores a 0,5, se tiene una expansion acelerada del
universo. En la fig , se muestra el comportamiento de la ecuacién de estado para los valores éptimos del
pardmetro wg y wini. Al igual que para los otros modelos donde el pardmetro wy es distinto de cero, se asumid
que la dindmica en la ecuacion de estado, es consecuencia de que la expansién acelerada es generada por un
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Figura 4.8: Curvas de contorno en el plano (wp, w;,;) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 5. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

campo escalar. Se encontraron expresiones para el valor del potencial y el término cinético como funcién del
corrimiento al rojo, haciendo uso de las ecs , y la densidad de energia correspondiente al modelo.
Debido a que el mejor ajuste, para el valor de la ecuacién de estado hoy, arrojé un valor menor a —1, se tiene
que cumplir la condicién de un campo fantasma, dada por . En la imagen se corrobora que se
cumple dicha condicion, es decir, que el negativo de la energia cinética sea menor al potencial.

z

4.6. Modelo 6: wy = wy + w; 1;;

A continuacién, se presentan los resultados que se obtuvieron para una ecuacion de estado de la forma ,
con un valor de la potencia p = 1. Se deja correr libremente el pardmetro z;, de modo que se cuenta con
cinco pardmetros libres, donde el valor de z; > 0. Se interpreta la z;, como el corrimiento al rojo para el
cual, el valor de la ecuacién de estado es exactamente el promedio de su valor inicial y su valor actual.
Los intervalos de variaciéon para realizar el ajuste por minimos cuadrados de los otros cuatro pardmetros
permanecen iguales que en los modelos anteriores. Se obtuvo un valor de x? = 115.345 y de Xfed = 1.18,
donde el niimero de grados de libertad es v = 98. El valor de la integral de probabilidad resulté ser de 0.111,
lo que significa, que en el 11.1% de las mediciones se obtendrd un valor mayor de chi cuadrada del que se
obtuvo ([4]). Todos los valores de los ajustes se reportan en la tabla

Las incertidumbres a 20 de confianza, para la densidad de materia hoy y del pardmetro de marginalizacién, b,
se calcularon utilizando las curvas de contorno en el plano {Q9,, b}, y se muestran en la fig . Por la forma
que tiene la ec , es claro que wg, win; ¥ 2 se encuentran fuertemente correlacionados. Se tendria entonces
que construir las curvas de contorno en un espacio tridimensional dado por coordenadas {wg, wini, 2t }, para
determinar las incertidumbres respectivas. Sin embargo, para valores positivos del corrimiento al rojo de
transicion, las superficies que se encuentran no tienen una frontera bien definida y por tanto, no permite
restringir los valores a 20 dentro del intervalo de variacién. Teniendo lo anterior en cuenta, se opté por
calcular las incertidumbres tomando la curva de nivel en el plano (wo,win;), y considerando que en una
primera aproximacién, z; es independiente del comportamiento de los otros pardmetros, de modo que su
incertidumbre se calcula mediante la ec (B.6)), reportada en el Apéndice B.
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En la gréfica , se muestra la evolucion de los parametros de densidad, materia y energia oscura, para
el modelo 6. En este caso, se tiene que para un valor de corrimiento al rojo, z = 0.07 y menores, domina la
densidad de energia oscura sobre la de materia. En la fig se grafico la funcién de desaceleracion. Se
obtuvo que, para corrimientos al rojo menores a z = 0.21, el universo se expande de manera acelerada.
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Figura 4.9: Curvas de contorno en el plano (99,,b) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 6. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.
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Figura 4.10: Curvas de contorno en el plano (wp,w;n;) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 6. El
punto rojo corresponde al mejor ajuste.

Para discutir la dindmica de la ecuacién de estado, se graficé la misma como funcién de z, y se presenta
el resultado en la fig (4.20). En esta ocasién el valor de la ecuacién de estado al dia de hoy, resulté ser de
wo = —4.47, y con un valor inicial correspondiente a materia. En la figura se aprecia que para zetas menores
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al corrimiento al rojo de transicién, z;, la ecuacién de estado tiende rapidamente al valor de wg; mientras
que para zetas mayores, la velocidad a la que tiende asintoticamente al valor inicial, es menor. Como se tiene
que, wy < —1, se debe cumplir la condicién , lo cual se verifica en la fig (4.28)). De la figura anterior, se
observa que en el momento en que el universo comienza a acelerarse, el campo comienza a presentar energias
negativas, es decir, un campo fantasma es el responsable de la aceleracion para este modelo. Por ultimo
se utilizaron las ecs - para determinar el valor de la constante de Hubble, la cual se encuentra
reportada en la tabla de resultados, (4.8).

2

4.7. Modelo 7: wy = wy + wy lfi2

El modelo 7 corresponde a escoger un valor de la potencia, p, igual a 4 en . Al igual que en el modelo
anterior, el espacio de pardmetros crece una dimension debido a la inclusiéon del corrimiento al rojo de
transicion, z;. Se encontré que el valor de la chi-cuadrada en este caso es de 116.463, mientras que el valor
de la chi-cuadrada reducida es igual a 1,19, lo que indica que el ajuste a los datos es razonablemente bueno.
La integral de probabilidad de la distribucién y?, arrojé un valor de 0.098, lo que significa, que en el 9.8 %
de las ocasiones se obtendra un valor mayor de x? al reportado.

Las incertidumbres de los pardametros ajustados se calcularon de la misma manera que en el modelo anterior.
En la fig (4.11), se muestran las curvas de contorno en el plano (29,,b) a 20 de incertidumbre. En (4.12)) se
presentan las curvas de contorno en el plano (wg,win;), dentro de un rango de confianza correspondiente a
un 95 %. La incertidumbre del pardmetro z; se calculé de acuerdo con .
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Figura 4.11: Curvas de contorno en el plano (29,,b) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 7. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.
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Figura 4.12: Curvas de contorno en el plano (wg,win;) de 1 a 2 ¢ de incertidumbre para el modelo 7. El
punto rojo corresponde al mejor ajuste.

Se presentan las gréficas que describen la evolucién de los parametros de materia como funcién del corrimiento
al rojo y del pardmetro de desaceleracion. De la fig , se obtiene que para zetas menores a 0.17, la
energia oscura domina por encima de la materia. Por otro lado, la aceleraciéon del universo se presenta a
partir de valores menores a z = 0.44. Se grafic6 la ecuacién de estado, véase fig (4.21]), para analizar su
comportamiento. Se observa que para valores menores al correspondiente corrimiento al rojo de transicion,
la ecuacion de estado tiende rapidamente a su valor inicial, mientras que para valores mayores se acerca
asintéticamente a su valor inicial. Nuevamente se tiene el caso de un valor actual de la ecuacién de estado
de energia oscura, menor a —1. En se verifica que se cumpla la condicién ; también es claro en
la imagen, que el punto donde el campo empieza a tener energias negativas, se encuentra entre la region
dada por el corrimiento al rojo de transicién y el corrimiento al rojo a partir del cual se presenta aceleracion.
Finalmente, se obtuvo el valor de la constante de Hubble. Todos los resultados se presentan en la tabla

E3).

4

4.8. Modelo 8: wy = wy + wlp?i‘*

En este caso, la potencia de la ec tiene un valor igual a 4. Se cuenta nuevamente con cinco pardametros
libres. Se obtuvo un valor de x? = 115.804, y un valor de x2_, = 1.18. La integral de probabilidad para este
valor de chi-cuadrada reducida, dio un valor de 0.106, lo que corresponde a que en el 10,6 % de los casos,
se obtendrs un valor mayor de x? al reportado. En la fig , se muestran las curvas de contorno en el
plano de densidad de materia y el parametro de marginalizacién b, las cuales se utilizaron para encontrar
la incertidumbre de dichos pardmetros dentro del rango de 20. La fig corresponde a las curvas de
contorno en el plano (wo, win;). La incertidumbre del pardmetro z se cdlculo utilizando (B.6).
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Figura 4.13: Curvas de contorno en el plano (2%,,b) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 8. El punto
rojo corresponde al mejor ajuste.

wp

Figura 4.14: Curvas de contorno en el plano (wg,w;ni) de 1 a 2 o de incertidumbre para el modelo 8. El
punto rojo corresponde al mejor ajuste.

Se graficaron los pardmetros de densidades, , y se observé que, para z desde cero hasta 0.143, domina
la densidad de energia oscura. Por otro lado, en la grafica , se muestra la evolucién del pardmetro
de desaceleracién. Se obtuvo que la aceleracién del universo comienza cuando, z = 0.15. La gréfica ,
corresponde a la ecuacién de estado para el modelo en cuestién. Se observa que para pasos de 0.2 en z, a
partir del z;, la razén con la que cambia la ecuacién de estado tanto a la izquierda como a la derecha del punto
de transicién, es practicamente la misma. En esta ocasién el valor que se obtuvo para la ecuacion de estado
al dia de hoy, resulta ser mayor a —1, de modo que si la dindmica proviniera de un modelo de quintaesencia,
se trataria de un campo escalar canénico. En la fig , se verifica que la energia potencial sea mayor que
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la energia cinética. Se observa también, que a medida que z crece, la energia cinética y potencial tienden a
igualarse. Finalmente se obtuvo el valor de la constante de Hubble, el cual se reportan junto con todos los
resultados en la tabla (4.8).

Utilizando las graficas de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo, podemos analizar
su dindmica y dependencia con los pardmetros de la ec (3.1). Dado que el modelo 2 consiste de una wp
constante, resulta innecesario examinar la nula evolucién de su ecuacién de estado. Cuando el corrimiento
al rojo de transicién, es igual a 1 (véase figs a ), se observa que a medida que va aumentando la
potencia en , la transicién entre su valor inicial y su valor observado actualmente se vuelve mas abrupta.
También se ve, que cuando el valor de la potencia es p = 1, el comportamiento que se presenta es distinto
ya que no cuenta con un punto de inflexién dentro del intervalo de z € [0, o), por lo que la parametrizacién
CPL tiende més lentamente a su valor inicial que las propuestas en los modelos 4 y 5. Cuando se toma
en cuenta el corrimiento al rojo de transicién (véase figs a (4.22); se observa que el comportamiento
de los modelos es practicamente el mismo que los anteriores, salvo que para distintas potencias, se tienen
diferentes épocas de transicién.

De las figs (4.15)), (4.23) y (4.24]), notamos que el escenario de una constante cosmoldgica es el que predice una
época de equivalencia mas tardia, con un valor de z., = 0.29. Por otro lado las demés parametrizaciones tienen
corrimientos al rojo de equivalencia oscilando entre valores de 0.14 a 0.18, salvo el caso del modelo 6, donde
la época de equivalencia tiene un valor de 0.07, difiriendo por un orden de magnitud respecto a los demas
modelos. Para el grupo de ecuaciones de estado dindmicas, con z;=1, se tiene que el valor de la potencia p en
la ec , no influye de manera significativa en la evolucion del parametro de densidad. Més aun, a medida
que el valor de la ecuacion de estado es mas negativo, se presenta una época de equivalencia méas temprana.
Los modelos donde el corrimiento de transiciéon es un parametro libre, presentan comportamientos diferentes
para distintos valores de p. Por ejemplo, el modelo 8 predice una época de equivalencia mas temprana que
el modelo 7, aun cuando este tltimo tiene un valor wy méas negativo.

Mediante las graficas del pardmetro de desaceleracién (ver [4.16)), (4.25)) y (4.26)), se tiene que la constante
cosmologica es el modelo que predice una aceleracién mas tardia. Como era de esperarse, el comportamiento
del pardmetro de desaceleracion para la ecuacién de estado constante es practicamente el mismo que el de
ACDM; salvo una diferencia en el corrimiento al rojo de aceleracion, las funciones evolucionan de la misma
manera. Cuando se tiene una z de transicién con valor 1, en , se observa que los comportamientos
del pardmetro de desaceleracion no son independientes del modelo; sin embargo, este conjunto de modelos
empiezan a acelerarse alrededor de la misma época. En el caso en que se cuenta con cinco parametros libres,
la funcién de desaceleracién depende fuertemente de la parametrizacién de la ecuacion de estado utilizada.
Para el modelo 7 y 8, se tiene que el aumento en la potencia de la ecuacién de estado produce una transicion
més abrupta entre un universo acelerado y uno en desaceleracién, en comparacién con el modelo 6.
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Figura 4.15: Evolucién como funcién del corrimiento al rojo de los parametros de densidades para los modelos
1y 2.
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Figura 4.16: Parametro de desaceleracion, ¢(z), como funcién del corrimiento al rojo para los modelos 1 y
2. El nimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la grafica. La linea vertical punteada marca
el valor del corrimiento al rojo de desaceleracion, zges-
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Figura 4.17: Evolucién de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo para el modelo 3. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicion, z; = 1.

Figura 4.18: Evolucién de la ecuacion de estado como funcion del corrimiento al rojo para el modelo 4. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicién, z; = 1.
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Figura 4.19: Evolucién de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo para el modelo 5. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicion, z; = 1.
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Figura 4.20: Evolucién de la ecuacion de estado como funcién del corrimiento al rojo para el modelo 6. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicién, z; = 0.05.
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Figura 4.21: Evolucién de la ecuacién de estado como funcién del corrimiento al rojo para el modelo 7. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicién, z; = 0.33.
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Figura 4.22: Evolucion de la ecuacion de estado como funcion del corrimiento al rojo para el modelo 8. La
linea vertical punteada marca el valor del corrimiento al rojo de transicién, z; = 0.21.
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Figura 4.23: Evoluciéon como funcién del corrimiento al rojo de los parametros de densidades para los modelos
1, 3, 4 y 5. El nimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la gréfica.
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Figura 4.24: Evolucién como funcién del corrimiento al rojo de los parametros de densidades para los modelos
1, 6, 7 y 8. El nimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la gréfica.
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Figura 4.25: Pardmetro de desaceleracion, g(z), como funcién del corrimiento al rojo para los modelos 1, 3,
4 y 5. El nimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la grafica. La linea vertical punteada
marca el valor del corrimiento al rojo de desaceleraciéon, zges.
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Figura 4.26: Pardmetro de desaceleracion, g(z), como funcién del corrimiento al rojo para los modelos 1, 6,
7 y 8. El niimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la grafica. La linea vertical punteada
marca el valor del corrimiento al rojo de desaceleracion, zges.
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Figura 4.27: Energia cinética y potencial para un campo escalar como funcién del corrimiento al rojo para
los modelos 1, 3, 4 y 5. El ntiimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la grafica.
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Figura 4.28: Energia cinética y potencial para un campo escalar como funcién del corrimiento al rojo para
los modelos 1, 6, 7 y 8. El niimero entre paréntesis indica a qué modelo corresponde la grafica.



Capitulo 5

Conclusiones

La energia oscura y los retos que presenta, son un problema abierto en el modelo cosmolégico estdndar.
La solucién mas sencilla a este problema es la introducciéon de una constante cosmolégica. También los
modelos de campos escalares resultan ser muy atractivos por su sencillez y el hecho de que, seria agradable
poder explicar esta componente de energia del universo desde un punto de vista de fisica de particulas. Por
otro lado existen diversas observaciones que ratifican la existencia de la energia oscura y su influencia en
la evolucién del universo. Actualmente las mediciones més precisas de los pardmetros cosmoldgicos las han
realizado dos grupos de investigacién; la sonda Planck y el Supernova Legacy Survey. El primero, estudia el
mapa de radiacién de fondo césmica mientras que el segundo hace un analisis espectral con SNe Ia. Dado
que no existe un modelo tedérico que explique de manera satisfactoria la naturaleza de la energia oscura, se
ha popularizado la idea de parametrizar la ecuacion de estado de la misma. Utilizando las parametrizaciones
y las mediciones astronémicas realizadas, es posible analizar desde un punto fenomenoldgico la evolucién de
la energia oscura y el universo.

En este trabajo de tesis se propusieron ocho parametrizaciones distintas para la ecuacién de estado de la
energia oscura, donde cada modelo es un caso particular de la ecuacion . El primer modelo consiste en
tomar una constante cosmoldgica, es decir wp = —1. En el segundo modelo, la ecuacion de estado de la energia
oscura es una constante que debe tener un valor wp = wy < ﬁ La tercera parametrizaciéon es la propuesta
por Chevallier, Pollarski y Linder (CPL); que en el caso de nuestra parametrizacién consiste en tomar p = 1
y zt = 1 en la ecuacién . El cuarto y quinto modelo son casos en los cuales el corrimiento al rojo de
transicion es exactamente z; = 1, y los valores de la potencia son p = 2 y p = 4 respectivamente. Finalmente
en los modelos 6, 7 y 8 se dejan variar los pardmetros {wg, wini, 2¢} bajo ciertas restricciones y se escogen
valores de la potencia p = 1, 2, 4 respectivamente. Los primeros tres modelos han sido estudiados por ([19]) y
([23]), por lo que fue posible comparar de manera directa el valor de ciertos pardmetros cosmolégicos que se
restringieron, como lo son el valor de la ecuacion de estado hoy en dia y el valor de la constante de Hubble. El
objetivo con los modelos restantes, era determinar si el considerar transiciones més abruptas en la ecuacion
de estado influia en la restriccién de los pardmetros y en el comportamiento de la evolucién césmica. Se
introdujeron parametrizaciones con dependencia cuadratica y cudrtica, asi como un nuevo parametro libre,
zt, que se denomind corrimiento al rojo de transicién y representa el corrimiento al rojo para el cual la
ecuacion de estado tiene el valor promedio entre el inicio del universo y actualmente.

Se restringieron los pardametros haciendo un ajuste de minimos cuadrados sobre la funcién de magnitud
aparente obtenida por cada parametrizaciéon. No se considero un valor a priori de la magnitud intrinseca
de las SNe Ia, en cambio se opté por marginalizar el valor de la constante de Hubble como se muestra
en la ecuacién . Los resultados obtenidos se presentan en la tabla . Para determinar el valor de
Hy se asumié una magnitud intrinseca de M = —19,21. Las incertidumbres asociadas a los parametros
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cosmologicos, se calcularon obteniendo las curvas de contornos de los mismos en el espacio de pardmetros
para {Q9,,b,wo,win; }. Para el corrimiento al rojo de transicién se utilizé la ecuacién para obtener la
incertidumbre a un sigma de confianza. Por dltimo se reportan los valores de la x? y X:eq Para determinar
estadisticamente que modelo es mejor de acuerdo a las observaciones.

El parametro de densidad de materia se mantuvo constante para todas las parametrizaciones con un valor
de 08, = 0.36, salvo en el caso de una constante cosmolégica, cuyo valor fue Q9, = 0.32. El resultado
anterior difiere del valor reportado en ([23]), donde para el modelo ACDM, ecuacién de estado constante y
parametrizacién CPL, se tiene un parametro de densidad de materia de aproximadamente 0.27. Por otro lado
los resultados reportados por la sonda Planck ([19]) predicen un valor de 9, = 0.3089. La diferencia entre
los resultados se debe a que tanto el Supernova Legacy Survey como en Planck, restringen el valor de sus
pardmetros cosmolégicos combinando pruebas de supernovas, WMAP y SDSS DR7, a diferencia de la tesis
en cuestién en la que se utilizaron solo pruebas de supernovas. Los valores de la constante de Hubble que se
obtuvieron son mas parecidos a ([19]) que a los reportados por ([23]). La diferencia entre los resultados, en
este caso, se puede deber al valor que se asumi6 por nuestra parte para la magnitud intrinseca de las SNe
Ta. Se concluyo que el valor de la constante de Hubble no depende fuertemente de la parametrizacién de la
ecuacion de estado.

Respecto al valor hoy en dia de la ecuacién de estado de la energia oscura, se obtuvieron valores muy cercanos
a una constante cosmoldgica, salvo para el caso del modelo 5. Los valores obtenidos son congruentes con
(23]) y ([19]). En particular en el articulo de la sonda Planck, se menciona que para valores mayores de
Hy = 68.235\{4—’&, se favorece el régimen fantasma, lo cual coincide con lo que se observé. Para las ecuaciones de
estado dinamicas, se obtuvo que el valor inicial de la ecuacién de estado preferido por las parametrizaciones
correspondia a w;,; = 0, salvo el modelo 7, estableciendo entonces que en un inicié la energia oscura se
comportaba como materia y explicando porque inicialmente dominaba la densidad de materia sobre la de
energia oscura. Cabe destacar que las incertidumbres que se obtuvieron mediante las curvas de contorno para
el valor inicial de la ecuacién de estado, resultan ser exageradamente grandes. Lo anterior se puede explicar
debido a que el conjunto de supernovas utilizadas tiene corrimientos al rojo en un rango de [0.02,0.83],
es decir para épocas muy cercanas a la actual, por lo que no se espera que la prueba de supernovas sea
suficiente por si misma para restringir parametros del universo temprano. Para poder determinar de manera
adecuada las incertidumbres asociadas a wj,;, se requiere de restringir las curvas de contorno con otras
pruebas cosmoldgicas, lo cudl esta fuera del alcance de este trabajo de tesis. Para los modelos que contaban
con el parametro de corrimiento al rojo de transicion, se encontrd que el valor del mismo depende fuertemente

de la potencia en la ec (3.1)).

De los valores que se obtuvieron de la prueba de x?2, el ajuste que presenta un valor minimo de la misma es el
que se realizo al modelo 4, mientras que el valor maximo corresponde al caso de una constante cosmoldgica.
De modo que mediante la prueba de x2, la generalizacién a la ecuacién de estado de la energia oscura que
se propone en este trabajo, mejora el ajuste de los parametros cosmolégicos. La reducciéon en el valor de
x? se debe a que los modelos 2-8 constan de més pardmetros libres, el modelo 2 cuenta con 3 pardmetros
libres, el caso de CPL y los modelos con z; = 1 con potencias 2 y 4 con cuatro parametros libres, los modelos
6-8 cuentan con cinco pardmetros libres. Al calcular la x?2_; para los modelos, se encontré que la constante
cosmologica es la que presenta el valor minimo con Xfed = 1.16. Sin embargo la diferencia entre el ” peor.2juste
y el "mejor.®s de tan solo szed = 0.02, por lo que las otras parametrizaciones son un buen ajuste. Se obtuvo
la integral de probabilidad para cada prueba x? y de acuerdo a lo reportado en ([4]) todos los modelos se
encuentran en el rango de un buen ajuste para los pardmetros. Al restringir el anélisis a un punto de vista
estadistico, AC' DM resulta ser el preferido, corroborando lo reportado en ([19]) y (J23]). Cuando se comparan
las graficas de los parametros de desaceleracion y los parametros de densidades para las ecuaciones de estado
presentadas, (4.15) (4.23) (4.24]) (4.16]) (4.25) (4.26), se observa que la inclusién del corrimiento al rojo de
transicion, influye de manera significativa en la evolucion del universo y en la restriccién de los pardmetros
cosmoldgicos. En ([I9]) se discute la importancia de introducir términos superiores a 1 en la ecuacién de
estado de CPL, ya que la parametrizacion CPL se puede interpretar como una expansion en serie de Taylor
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a primer orden de la ecuacién de estado con ag = 1. Se concluye que introducir dependencias mayores en z
en la ecuacion de estado, no afecta de manera significativa la restriccion sobre los pardmetros cosmoldgicos.
Sin embargo, las propuestas realizadas en el articulo anteriormente mencionado, no incluyen la inclusién
del pardmetro z;. De las figuras ([#.23) y (4.25) se llego a la misma conclusién, pero cuando se analizé el
comportamiento dindmico presente en (4.24)) y (4.26]) se encontré que incluir el pardmetro de corrimiento al
rojo de transicion, cambia drasticamente el comportamiento de la energia oscura para cada potencia distinta
de z. Més aun, los resultados muestran que para el modelo 6, que es equivalente a la parametrizacién CPL
pero con una z de transicién distinta de 1, el valor de la ecuacién de estado al dia de hoy difiere radicalmente
del valor obtenido para CPL y los reportados en la literatura. De igual manera el modelo 8, que consiste
en considerar un término cuartico en la ecuaciéon de estado de la energia oscura, es el inico que predice un
valor de wp que no yace en el régimen fantasma.

La parametrizacién propuesta en este trabajo mejora en todos los casos el ajuste al modelo de acuerdo con
la prueba x2. Al considerar el nimero de grados de libertad para cada caso y determinar el valor de Xzed, se
tiene que la constante cosmolégica presenta el valor minimo. Sin embargo, la diferencia con el resto de los
modelos no es lo suficientemente grande para favorecer a uno del otro. El hecho de que los ajustes para el
valor de la ecuacién de estado al dia de hoy no sea exactamente igual a menos uno, abre la posibilidad de
investigar la expansién acelerada del universo desde un punto de vista de particulas elementales. El utilizar
la prueba de supernovas para restringir los parametros que dictan la dindmica de la energia oscura, permite
comparar de manera cualitativa la evolucion de la energia oscura y determinar que modelos se ajustan con
las observaciones y cuales no. Se concluye entonces que es importante e interesante estudiar la posibilidad
de incluir transiciones mas abruptas y un corrimiento al rojo diferente a z; = 1 en las parametrizaciones
de la ecuacién de estado. El comportamiento de la evolucién cosmolégica depende de que tan abrupto es el
cambio del valor de la ecuacién de estado y puede, para ciertos valores de la potencia, ajustar mejor con las
observaciones cosmoldgicas realizadas.



Apéndice A

Simbolos de Christoffel y
componentes diagonales del tensor de

Ricci para la métrica de FRW

A continuacién se determinan los simbolos de Christoffel para la métrica . Dichos simbolos se pueden
obtener calculando la métrica inversa y haciendo uso de la ec . Sin embargo, el procedimiento anterior
resulta engorroso y poco ilustrativo por lo que se optd por obtener los Christoffels a partir de las ecuaciones
geodésicas. En relatividad general, las curvas geodésicas son aquellas que transportan paralelamente su vector
tangente a lo largo de si mismas, Vﬁ(j = 0. En particular, escogiendo un sistema de coordenadas, se tiene
que las curvas geodésicas son aquellas que cumplen la siguiente ecuacion:

o bosasB
it + T e’ =0 (A1)
Es facil demostrar que las ecuaciones geodésicas se pueden derivar de un método variacional. Para ello
recordemos que el elemento de linea es, intuitivamente, la distancia infinitesimal entre dos puntos del espacio-

tiempo; de modo que resulta natural proponer que la distancia entre dos puntos a y b esté dada por la
siguiente funcional

S[x]z/ V GuTHEY dA (A.2)

.z . , % . H . .
Donde, en la ecuacién anterior, \ es un pardametro afin y &# = dd%. Ahora se va a extremizar la funcional

anterior, es decir, se va a variar S[x] con respecto a las coordenadas e igualar a cero el resultado. Se tiene
entonces que

b
0 :5(/ G dN)
b b S 3V
:/ 5( TWVW:/ g dta”) o\

2/ guvtzv

Queda claro que el denominador dentro de la integral es distinto de cero, por lo que basta igualar la variacién
del numerador a cero para determinar las ecuaciones geodésicas. Se deben recordar dos cosas: 1) El operador
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de derivada total con respecto al pardmetro afin y el de variacién respecto a las coordenadas conmutan; 2)
los términos de derivada total se desvanecen en las fronteras. Teniendo esto en cuenta se tiene que:

b
0= / 5(gund"i”)dA

b
= / (8(gpu) 3" + 2,6 (i* 2" ))dA

b
d(ox
- / (g#Vﬂl aha’ sz + ZQMVM‘fV)d)\
a dA
b .
d(2g,,, 7 dxH
= [ a2+ A2 it 2,5 50
a

b
= / (_29;11/9%” — 201150 LT + Gavsp ) ozt dA
a

Como la igualdad a cero se debe sostener para toda variacion, d, se tiene que el argumento que se encuentra
dentro del signo integral es exactamente cero. Entonces acomodando indices mudos y multiplicando por la
métrica inversa, se tiene que

v

0 =—-2g,,2" + (gamu —9pvsa —Ypasw )i
=

0 =i+ 59”5((9ua7u +9uvsa —Gavsp )& &)
=
0 =i + 18 i~

Por tanto, se puede obtener la ecuacién geodésica por medio de un método variacional. En el caso particular
de la métrica ([1.14), el término cinético dentro de la funcional tiene la forma

a®(t)

2 4 e + X (rsin 0)7

guuiuju ="+

Variando la funcional definida anteriormente para el caso particular de (1.14) y denominando a la derivada
. oy , da(t)
del factor de escala con respecto al tiempo comévil de la particula como, =

ecuacién

= d'(t), se tiene la siguiente

b l 2 2
B . 2a(t)d(t) .o 2a°kr 2a°(t) ...
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2a(t)a’ (t)r2026t + 24> (t)r6%6r 4 2a2(t)r2066 + 2a(t)a’ (t)r?sin?(0)Hdt
20> (t)rsin®(0)$20r + 242 (t)r? sin(0)cos(0)H2660 + 242 (t)r?sin®(0)ddd)dA
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Nétese que
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Luego entonces, sustituyendo las observaciones anteriores en la variacion del término cinético, eliminando los
términos de derivada total en la frontera y agrupando respecto a la variacién de las coordenadas se obtienen
las ecuaciones geodésicas para la métrica de Friedmann-Robertson-Walker

a(t)a'(t) .

t+ IFC a(t)a' (t)r260% + a(t)d (t)r’sin®(0)¢* =0

k . / t
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a(t)
AOFFSHERS NP t(0)0p =0
7‘ —
all) co
Comparando las ecuaciones geodésicas con la ec (A.1l) se obtienen los simbolos de Christoffel distintos de

cero para la métrica (|1.14))

b+2
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Una vez que se tienen los simbolos de Christoffel, es posible calcular las componentes del tensor de curvatura
y del tensor de Ricci. Recuérdese que dada una base coordenada, las componentes de los dos tensores
previamente mencionados se obtienen de los coeficientes de la conexién asi

« _ «@ [e% @ A
By = 0 W3, — 5‘,,F5ﬂ +7T )\Fﬁy o, (A.3)
R = R, (A.4)

Las ecuaciones de campo de Einstein se escriben en funcién del tensor de Ricci y el escalar de curvatura,
por lo que en el caso mas general se deberian de calcular las diez componentes independientes del tensor de
Ricei (para una variedad cuatro dimensional). En el caso particular del universo FRW, el tensor de energia
momento es el de un fluido perfecto y diagonal. Como el tensor de Einstein es proporcional al T}, basta



entonces con computar los elementos diagonales del R,,,,. De manera explicita, estas componentes son

Roo = Rioo = 0Ly — 00T, + T8I0 — T6aI0.
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Apéndice B

Método de minimos cuadrados

Usualmente resulta de interés determinar las caracteristicas de un sistema fisico, que a su vez dependen de
otras propiedades inherentes al mismo. En la mayoria de los experimentos, en lugar de realizar un niimero
de observaciones de una sola cantidad, se realizan un serie de N mediciones de una pareja de puntos (z;,y;),
en donde la variable y depende del valor de la variable independiente x. Una vez realizadas las mediciones
necesarias para el experimento, se requiere contar con un modelo matematico que prediga el comportamiento
del fenémeno a estudiar. La relacién entre las variables, depende del comportamiento esperado del fenémeno
a estudiar. Por lo general se proponen funciones que simulen la forma de evolucionar de la variable indepen-
diente como funcién de la dependiente y de ciertos pardametros. Sin embargo, el valor de dichos pardmetros
es desconocido a priori, de manera que se requiere de contar con una manera de determinar los mismos. El
método de minimos cuadrados, permite encontrar el valor del conjunto de parametros, determinar su incer-
tidumbre y cuantificar que tan adecuado resulta el ajuste propuesto de acuerdo a los datos experimentales
u observacionales. A continuacién se describe dicho método.

El ajuste por medio de minimos cuadrados hace uso del método de méxima probabilidad y de la distribucion
x2. Supéngase entonces que se realiza un experimento donde se han hecho N mediciones de una cantidad
fisica y;, la cual es funcién de otra cantidad independiente que se denotara por z;, donde el indice i corre
desde i = 1,...N. Se asume que cada valor de y; proviene de una poblacién padre, la cual sigue una
distribucién normal con media yo(z;) v desviacién estdndar o;. Luego entonces, dada la suposicién Gaussiana
de la distribucién de las observaciones, se puede expresar la probabilidad de realizar una medicién y; con
desviacién esténdar o; y media yo(x;) de la siguiente manera.

P= (Sl e ) (B.1)

oV 2T 2 o;

Ahora, supéngase que se cuenta con un modelo, digamos y(z;), que se espera reproduzca el comportamiento
del fenémeno a estudiar y cuenta con un conjunto de pardmetros { ay }, con k < N. De manera andloga, se
tiene que la probabilidad de obtener el mismo conjunto de mediciones con el nuevo modelo viene dado por
la siguiente ecuacion, la cudl es funcién de los pardmetros a determinar.

P'(ay,as,...) :HP{:HJ%eXp(;l(yi_i(m)?) (B.2)

i=1 i=1 "1

El método de méxima probabilidad establece que la ec (B.1]) es la méxima probabilidad que existe para
obtener el conjunto de las N mediciones. De modo que los valores de los pardmetros a determinar en la
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ec , son aquellos que maximicen el valor de P’. Ahora, dado que el factor que se encuentra frente
a la exponencial en no depende de los pardametros, maximizar P’ equivale a minimizar el valor del
argumento de la exponencial. A dicho argumento se le denotara por x?, ya que basicamente es la definicién
de la distribucién chi-cuadrada ( véase [4]) pero aplicada en un contexto diferente.

2 _ > Yyi —y(&i) o
Xt =Y (HEE (B.3)

De modo que el método de minimos cuadrados establece que para encontrar el valor de los pardmetros de la
funcién a ajustar, y(x;), es necesario minimizar . Para minimizar la distribucién x?2, se toman derivadas
parciales de la distribucién respecto a los parametros y se igualan a cero, lo que da como resultado un sistema
de ecuaciones, cuya solucién son los valores éptimos de los {a;}. Cabe destacar que si el sistema de ecuaciones
resultante no es lineal, se trata a x? como una funcién continua, la cual describe una hipersuperficie en el
espacié de parametros de dimension k.

Para una muestra suficientemente grande de eventos, la probabilidad de medir un solo evento toma la forma
de una distribucién normal centrada en los valores que minimizan a y?2, a;-, y donde A es funcién de los otros
k — 1 pardmetros y o, la incertidumbre asociada al pardmetro a; (véase []).

P'(a) = Aexp(5 (L2 (B.4)

Se puede entonces demostrar ([4]) que utilizando la ec (B-4), e insertdndola en la ec (B.2), se obtiene la
siguiente expresién para la distribucién x?, siendo C una funcién de los otros k — 1 pardmetros.

x> —21n(P’(a17...,aj,l,a]qrh...))+21n(H7

. —ql
= 7(1] a] + C (B'5)

Oa,

Nétese que tomando la segunda derivada de (B.5|) respecto al pardmetro a; y despejando para o, , se obtiene
la siguiente expresion:

De modo que se cuenta entonces con una expresién analitica para la incertidumbre del parametro. Sin
embargo la expresién anterior es solo valida cuando se cumple la suposicion de una distribucién normal,
ec . En particular, esta condicién no se satisface cuando los pardmetros se encuentran fuertemente
acoplados, y resulta necesario emplear otros métodos para determinar la incertidumbre asociada de los
mismos. Dada la similitud que existe entre la ec y la distribucién estadistica x2, se emplearan los
métodos estadisticos de la misma para determinar la dispersién asociada a cada parametro.

Una manera para determinar la incertidumbre en los pardmetros fuertemente acoplados de la ec es
realizando curvas de contorno sobre la funcién x? en el espacio de pardmetros. Supéngase que existen dos
parametros, {a;,ax}, cuya covariancia es distinta de cero; el método de curvas de contorno consiste en
graficar en el plano (j, k), la curva correspondiente a un cambio de 2, respecto al valor minimo,evaluando
el resto de los pardmetros en su valor éptimo, y variando a; y aj. Las curvas que se obtienen son cerradas
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y su inclinacién con respecto a los ejes del plano indica el grado de correlacion entre los pardmetros. En el
caso que no exista correlacién, se espera que el resultado sean elipses concéntricas en el valor minimo de 2.
Para determinar un rango de incertidumbre de una desviacidon estdndar, se tiene que escoger un valor de
dx? = 2,30, que corresponde a una probabilidad de 68,3 %, de que el valor real del pardmetro se encuentre
dentro del rango de incertidumbre determinado, asumiendo una distribucién con dos pardmetros libres. De
igual forma, para obtener un rango de 20 y 30, se toma §x? = 6,14 y 11,83 respectivamente.

La distribucién x? es una estadistica que caracteriza la dispersién existente entre la frecuencias observadas
de las frecuencias esperadas. El numerador de la ec es una medida de la diferencia que existe entre el
modelo esperado y las mediciones experimentales, mientras que el denominador es la dispersién estadistica
esperada de las mediciones. Para que una medicién sea confiable, se espera que en promedio, el valor del
numerador coincida con el del denominador, de modo que cada frecuencia contribuya en una unidad a la
distribucién. Sin embargo, lo anterior resulta no ser del todo cierto ([]), ya que se puede demostrar que el
valor esperado de la distribucién x2 esta dado por la siguiente expresién, en donde v es el nimero de grados
de libertad del modelo, N la cantidad de puntos experimentales con los que se cuenta y N, el ntimero de
parametros libres por ajustar.

(x*)=v=N-N, (B.7)

Resulta entonces conveniente definir una nueva cantidad denominada chi-cuadrada reducida, x?_,, cuyo valor
de expectacion sea exactamente 1.

X2

2
_ B.
Xred v ( 8)

Se espera que si el modelo propuesto es congruente con las observaciones, entonces el valor de la ec
sea muy cercano a 1. Valores mucho mayores a la unidad en el valor esperado de Xze 4 se pueden deber a
diversos factores factores como lo son: una mala suposiciéon en el modelo propuesto para el ajuste de los
datos, mediciones incorrectas, mala determinacién en las incertidumbres de los datos, eleccién incorrecta
en la funcién de probabilidad. De igual manera valores mucho menores a uno en x2 ; pueden indicar una
mala asignacién de incertidumbres o un desconocimiento sobre el experimento en cuestién (véase [4]). Las
observaciones anteriores se resumen en decir que se tendra un ajuste adecuado a los datos experimentales
siempre y cuando el valor de la ec (B.8)) sea cercano a 1.

La distribucién x? cuenta con una prueba integral para determinar la probabilidad de observar un valor
de x?,, igual o mayor al calculado. La distribucién de probabilidad para la funcién (B.5) con v grados de
libertad y su integral de probabilidad se muestran a continuacién (véase [§]).

—x

(22)2" x e

py(a?v) = X T(v)2) (B.9)
Py(x*v) = /:O px (2% v)da® (B.10)

Si el valor de la ec se encuentra razonablemente cercano a 1, entonces la distribucién propuesta
describe de manera adecuada la dispersiéon de los datos. Por el contrario si la probabilidad resulta mucho
menor a la unidad, se tiene que o la distribuciéon asumida genera un mal ajuste o la muestra de datos no es
representativa de la poblacién padre de la cual se extrajo. En el caso que se cuente con un valor de x? ea =1L,
se espera obtener una probabilidad asociada del 50 %, ya que estadisticamente los valores observados de
(IB.5) excederdn la norma la mitad de la ocasiones. La integral de probabilidad permite cuantificar que tan
bueno es un ajuste respecto a las observaciones, usualmente la probabilidad en la ec se encontrara
cercana al 50 % siempre y cuando el valor de sea menor a 1.5 (véase [4]).
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