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Introduccion

El estudio de las simetrias de un objeto geométrico, de particulas, moléculas, o sistemas (en general)
lleva naturalmente a estudiar las realizaciones concretas de un grupo como un conjunto de matrices.
El presente trabajo estd basado principalmente en [13], en donde se hace la teorfa de representacio-
nes unicamente en términos del dlgebra lineal (aunque al final termina en términos de la teoria de
médulos) y la teoria de grupos finitos, de la cual, la herramienta que utilizaremos con mds frecuencia
y a lo largo de todo el trabajo, es el concepto de accion de un grupo G en un conjunto X con la
propiedad de ser un espacio vectorial sobre algin campo. Asi, teniendo una estructura adicional
a la de G-conjunto, podemos hacer compatibles ambas estructuras algebraicas para dar origen al
concepto de accidn lineal, que como dijimos, es una forma hacer compatible la estructura de espacio
vectorial dimensionalmente finito sobre un campo y la accién del grupo. Asi, en lo que haremos
estaremos usando hibridaciones de estructuras algebraicas.

Por otra parte, en [2] tenemos la visién moderna de la teorfa de representaciones: los médulos
finitamente generados sobre algebras de grupo que se debe principalmente a E. Noether. Esta vi-
sién permite tratar de manera unificada problemas diversos, que van desde el estudio de formas
cuadraticas hasta problemas de clasificacién de sistemas de ecuaciones diferenciales, o los mencio-

nados anteriormente.

Los grupos surgen en las matemédticas como conjuntos de simetrias de un objeto, por ejemplo .S, es
el grupo de permutaciones de n letras o n simbolos, A, es el grupo de permutaciones de n letras
que preservan la paridad y O(3) es el grupo de transformaciones rigidas (que fijan el origen) en el
espacio euclideano, Dy, aparece como las simetrias de un poligono regular de n lados, etc, asi, ya
se ha respondido a una pregunta surgida desde la geometria ;dado un objeto geométrico cudl es su
grupo de simetrias? Pero la teoria de representaciones hace esta pregunta al revés: ;Dado un grupo
cualquiera, en qué objetos actia? Para responderla habra que clasificar tales objetos.

Una representacion es una relaciéon muy general que expresa similitudes entre objetos, es decir, una
colecciéon de objetos puede ser representada por otra coleccion de objetos, en nuestro caso, queremos
ver a los grupos como conjuntos abstractos de matrices invertibles (o de operadores lineales).
Entonces, la idea bésica de la teoria de representaciones de grupos finitos es poder visualizar a los
grupos como operadores lineales en un espacio vectorial de dimensién finita. Y claro, si algo se va
a ver o pensar como un grupo, en ese algo los elementos deben ser invertibles pues de lo contrario
no tendriamos una buena identificacién de ese algo con el grupo, asi, se trabajara con isomorfismos

de espacios vectoriales que se codifican (se ven) como matrices invertibles en el caso de dimensién



finita, por lo que la teoria de representaciones nos lleva a estudiar los morfismos de grupos abstractos
a grupos de automorfismos de espacios vectoriales, y estos morfismos producen invariantes que son
ndimeros cuyas propiedades aritméticas ayudan a obtener cierta informacién del grupo. Para todo
lo que haremos consideraremos siempre espacios vectoriales de dimensién finita, y por lo tanto, una
representacién nos dard una manera de pensar a cada elemento de un grupo como una matriz inver-
tible. Asi, en el contexto de la teoria de representaciones los grupos son considerados como conjuntos
abstractos de operadores lineales en un espacio vectorial de dimensién finita, que forman un dlgebra,
y si el grupo ya se ve dentro de un algebra, es natural preguntarse cémo se puede extender el grupo
a un algebra, y esto nos llevara a la construccién del algebra de grupo, que corresponde a esa forma
de considerar al grupo como un subconjunto de un algebra. La construccion del algebra de grupo

simplemente se hara considerando a los elementos del grupo como la base de un espacio vectorial.

El trabajo se divide en tres capitulos, el primero estd dedicado a recordar conceptos y resulta-
dos bésicos (que estaremos usando constantemente) de la teoria de grupos, la teorfa de anillos, el
algebra lineal y la teoria de médulos, algunos son mencionados sin prueba ya que el trabajo requiere

del conocimiento previo de los mismos.

El segundo capitulo abarca los fundamentos de la teoria de representaciones de grupos finitos, en
la que pensaremos a los elementos de cualquier grupo finito G como matrices (u operadores linea-
les en un F-espacio vectorial de dimensién finita V') mediante un morfismo de grupos y esa forma
de ver a los elementos del grupo, nos llevard a definir una accién del grupo G en el espacio vec-
torial V' correspondiente y ésta serd compatible con la estructura de espacio vectorial. El grupo,
mas precisamente, sus elementos, serdn la base de cierto espacio vectorial llamado el algebra de
grupo y serd particularmente importante para lo que haremos, y en este espacio buscaremos una
descomposicién en subespacios que ademas de heredar la accién del grupo tendran la propiedad de
la irreducibilidad, asi, bastara estudiar a estos subespacios para tener una visiéon completa de lo que
sucede con espacios vectoriales en los que se tenga ademads una estructura adicional de G-conjunto.
Estudiaremos en esta parte también los morfismos entre espacios vectoriales en los cuales actie el
grupo G y nos daran informacién acerca de la descomposicion del dlgebra de grupo como una suma
directa de los subespacios mencionados anteriormente y con ayuda de ellos, clasificaremos a todos los
espacios vectoriales (salvo isomorfismo) en los cuales exista ademds una accién del grupo compatible

con la estructura de espacio vectorial.

Por dltimo, el tercer capitulo consiste de los resultados fundamentales de la teoria de caracteres
de grupos finitos que empezé a ser desarrollada en 1896 por Frobenius y algunos otros. La idea es
asociar una funcién del grupo en los complejos (llamada un cardcter del grupo) a un morfismo del
grupo en el grupo general lineal de grado finito, asignando la traza de la matriz correspondiente al
elemento del grupo bajo el morfismo, ademds esta asignacion sera constante en clases de conjugacion
del grupo y esa propiedad tendra una conexién importante con el nimero de factores irreducibles en
la descomposicién del algebra de grupo. Ademds los caracteres nos ayudaran a determinar cuando
dos representaciones son equivalentes y la irreducibilidad de representaciones también puede ser

determinada por propiedades aritméticas de los caracteres.



Preliminares

Operaciones Binarias
Definicién 0.1. Sea X # 0 un conjunto, una operacién binaria en X es una funcién

¥x: X xX — X

(x,y) — x*(z,y),

donde x(x,y) se denota como xxy. Se dice que la operacion x es una operacidén cerrada para indicar
que cada vez que se opera una pareja de elementos x,y € X se obtiene un elemento xxy de X (pero
debe ser cerrada pues x es una funcion con codominio X y asixxy € X ).

Diremos que una operacion binaria * es asociativa si para todos x,y,z € X se tiene que x*(y*z) =
(zxy)xz. Un elemento e € X es llamado identidad izquierdo con respecto a * si para todo x € X
se tiene que e x x = x. Andlogamente, un elemento e € X es llamado identidad derecho con
respecto a x si para todo x € X se tiene que xxe = x. También, e € X es un elemento identidad
de X con respecto a x si para todo x € X se tiene que e x T = e = T *x e, es decir, e es identidad
izquierdo e identidad derecho con respecto a la operacion .

Diremos que la operacion binaria x es conmutativa si para todos x,y € X se tiene que Ty = y*x.
Sie € X es un elemento identidad con respecto a x si y x € X, decimos que y € X es un inverso

dersizxy=e=yx*z.

Observacion 0.2. Todas las estructuras algebraicas con las que trabajaremos dependen de la
existencia de al menos una operaciéon binaria asociativa en un conjunto no vacio, la asociatividad es

la minima condicién que pediremos a una operacién binaria para definir una estructura algebraica.

Observacién 0.3. Si X # () es un conjunto y * es una operacién binaria asociativa en X, es facil ver
que si existe un elemento identidad respecto a * entonces es tnico, de igual forma, si algin elemento

tiene un inverso respecto a * entonces también es Uinico.

Definicién 0.4. Sea X # () un conjunto. Decimos que (X, *) es un semigrupo si * es una operacion
binaria asociativa en X, decimos que X es un monotide si x es una operacion binaria asociativa y

existe un elemento identidad con respecto a *.

No trabajaremos con estas estructuras, pero agregando una condicién sobre la operacién * tendremos

la estructura algebraica con menos propiedades con la que trabajaremos.
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Grupos

Definicién 0.5. Sea G # () un conjunto. Decimos que (G,*) es un grupo si *x es una operacion
binaria asociativa en G, si existe un elemento identidad eg en G con respecto a * y si existe para
cada elemento g € G un inverso de g con respecto a la operacion . Si la operacion x es conmutativa

decimos que G es un grupo abeliano.

Por la observacién 0.3 en un grupo tanto el neutro como los inversos son tinicos, al inverso de cada
elemento ¢ € G se le denota por g~ '. Si la operacién * es un producto y z,y € G, es usual escribir
T * Yy = xy, pero si es una suma, no se omite el signo de suma, ademés en este caso, el neutro del

I se escriben como —z.

grupo se denota por 0 en lugar de eg y los inversos en vez de z~
En un grupo son validas las leyes de cancelacién, es decir, si xa = xb simplemente multiplicamos
por 271 a la izquierda en la igualdad y entonces a = b (ley de cancelacién izquierda). Andlogamente
se obtiene la ley de cancelacién derecha.

El orden de un grupo G se define como el nimero de elementos que tiene y se denota por |G].

Un grupo es finito si tiene una cantidad finita de elementos, y es infinito en caso contrario.
Subgrupos y ejemplos de grupos

Definicién 0.6. Sea G un grupo. Un subconjunto H C G es un subgrupo de G, denotado por
H < G, si es por si mismo un grupo con la restriccion a H de la operacion binaria en G. Si H

estd contenido propiamente en G decimos que es un subgrupo propio de G y se denota por H < G.

Observacion 0.7. H < G si y sélo si eg € H, para todos x,y € H se tiene que xy € H y para
todo x € H se tiene que z~! € H.

Todo grupo G tiene al menos dos subgrupos, {eg} y G llamados los subgrupos triviales. Todo
subgrupo de un grupo finito G es finito, sin embargo, en un grupo infinito G siempre hay subgrupos
de orden finito y de orden infinito, al menos los triviales. También todo subgrupo de un grupo abe-
liano es abeliano, pero grupos no abelianos siempre tienen subgrupos abelianos y no abelianos. La
relacién ser subgrupo de G, que denotamos por <, es un orden parcial en la familia de los subgrupos
de G. La interseccién de una familia arbitraria subgrupos es subgrupo, y la unién de dos subgrupos

es subgrupo si y sélo si alguno de ellos estd contenido en el otro.

Para todos k € Z*, 2 € G, z¥ es el producto de = consigo mismo k veces y 7% = (z71)* es el

1 0

producto de 7" consigo mismo k veces, se define x° = eg, asi, de forma recursiva o inductiva,

karl

= zFz. Si el grupo es aditivo, entonces * se denota por kz, que es la suma de = consigo mismo
k veces, de forma similar, —kz es la suma de —x consigo mismo k veces. En un grupo son validas

las leyes de los exponentes, es decir, para todos z € Gy m,n € Z tenemos que
xmxn — xm-‘rn y xmn — (xm)n

Un elemento z € G es un elemento de orden finito si existe m € NT tal que 2™ = eg, al menor
natural que cumpla lo anterior se le llama el orden de z. Un elemento & € G es de orden finito n

n—1

siysélosieg,z,22,..., son todos distintos y e¢ = ™. Decimos que = € G es un elemento

de orden infinito para todo m > 1 € N se tiene que ™ # eg, es decir, ninguna potencia con
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exponente positivo de x se anula. En un grupo el tnico elemento de orden 1 es eqg. Si el tnico
elemento de orden finito en un grupo es el neutro se dice que el grupo es libre de torsiéon. Si x € G,

entonces el conjunto
() ={a* | keZ}C G

es un subgrupo de G (por las leyes de los exponentes) llamado el subgrupo ciclico generado por
z. Si G es un grupo, decimos que es un grupo ciclico si G es generado por un elemento, es decir,
existe g € G tal que G = (g) y llamamos a g un generador de G. Una consecuencia més de las
leyes de los exponentes es que todo grupo ciclico es abeliano. También todos los subgrupos de un
grupo ciclico son ciclicos. Si G = (z) es ciclico infinito todas las potencias enteras de z son distintas

y es un grupo abeliano libre de torsién. Si g € G tiene orden finito n el conjunto

(9) ={ec.9,9°,--..9" "}

es un subgrupo de orden finito n. Si G = (z) es ciclico finito de orden n debe tener un elemento
generador de orden n, y el reciproco es cierto, si G es finito y existe un elemento de orden igual que
|G|, entonces G es ciclico.

Todo elemento en un grupo finito tiene orden finito menor o igual que |G| pues de lo contrario el
subgrupo ciclico generado tendria mas elementos que G. Generalizando la idea del subgrupo ciclico

generado por un elemento tenemos lo siguiente.

Definicién 0.8. Sea G un grupo y X C G. El subgrupo generado por X es el conjunto
xX)= (] H
H<G,XCH

es decir, la interseccion de todos los subgrupos de G que contienen a X.

Por ser interseccién de subrupos, (X) es un subgrupo de G y es el menor subgrupo de G que contiene
a X (por ser la interseccién de los subgrupos que contienen a X, (X) estd contenido en todos, es el
menor en este sentido) y por lo tanto, si X < G entonces (X) = X. Si X = {z}, entonces escribimos
(x) en lugar de (X), que es el ciclico generado por z, de forma similar, si X = {x1,...,x,} escribimos
(x1,...,2,) enlugar de (X). Otra forma equivalente de pensar a (X ) es como el conjunto que consiste

de eg y de todas las palabras formadas por elementos de X y sus inversos, es decir,

<X> = {6G7 xlal . :Erar

reNt z; € X,a; = +1V i}

Ejemplo 0.9. (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+), donde + es la suma usual, son grupos abelianos,

ademas tenemos la cadena de subgrupos
(Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).

Més aun, (Z,+) es el ejemplo canénico de un grupo ciclico infinito, tiene como dnicos generadores
a +1. Todos sus subgrupos deben ser ciclicos generados por una potencia de 1, es decir, por un

elemento de la forma n - 1 = n, por lo tanto son de la forma
H=nZ={nkeZ)|keZ}=(n)=los miltiplos de n.

También se puede probar que (Q,+) no es ciclico.



Ejemplo 0.10. Z* := ({£1},-), Q* :=(Q — {0},-), R* := (R —{0},-) y C* := (C — {0}, -), donde

- es el producto usual, son grupos abelianos y tenemos las inclusiones
Z* < Q* <R* < C*.

Tenemos otro ejemplo si restringimos el grupo R* := (R — {0}, ) al conjunto de los niimeros reales
positivos Rug = {z € R | z > 0}, es decir, (Rsq,-) es un grupo llamado el grupo multiplicativo

los niimeros reales positivos.
Ejemplo 0.11. Para n > 2, el conjunto de los enteros médulo n
Lo, :{[O]a[l]va[nil]}

con la suma [a] + [b] := [a + ] es el ejemplo canénico de un grupo ciclico finito de orden n y es
generado canénicamente por [1], tiene otros generadores que son las clases [a] tales que 1 <a<ny
(a,n) =1.

Ejemplo 0.12. Paran > 2sea Z,” :={[a] € Z,, | 1 <a <y (a,n) = 1} el conjunto de los enteros
no negativos menores que n y primos relativos con n. Entonces Z,* es un grupo con el producto

(médulo n) definido como [a] [b] := [ab] .
Ejemplo 0.13. El circulo unitario
St:={z€C*||z|=1}cCcC
con el producto usual de nimeros complejos es un grupo abeliano.
Ejemplo 0.14. Para n > 2 el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad

2mik

pn={2€C|2z"=1}={e™™ |0<k<n-1}cStccC*

es un grupo abeliano con el producto usual de niimeros complejos.
Ejemplo 0.15. Sea X # () un conjunto, entonces el conjunto
Sx ={f:X — X | f es biyectiva }

es un grupo con la composicién de funciones como operacién binaria ya que la composicién es una
operacion cerrada pues la composicién de funciones biyectivas es biyectiva, ademéds la composicién
es asociativa, la funcién idx (xz) = z para todo € X es una funcién biyectiva y es el neutro para
este grupo; por tltimo cada funcién biyectiva f tiene una inversa f~! que es su inverso respecto a la
composicion. El grupo Sx es llamado el grupo simétrico de X o el grupo de permutaciones
de X. 81 X ={1,2,...,n} := n<, entonces escribiremos Sx = 5,, y decimos que S, es el grupo de
permutaciones de n letras. Si |[X| = n < oo, donde | | denota al cardinal de X, entonces para

n > 3 tenemos que Sx es no abeliano. Ademas S,, tiene un subgrupo dado por
Ay, ={a €S, | aespar}

llamado el grupo alternante de n letras.



Ejemplo 0.16. Producto directo. Si G y H son grupos, entonces podemos dar estructura de grupo

al producto cartesiano G x H con la operacién entrada a entrada. En general, pokdemos considerar

un numero finito de grupos Gy, ...,Gy y tomando su producto cartesiano G = HGi definimos la

operacion =
(a1y...yak)(b1,...,bk) = (a1by,. .., arby).

y llamamos a G el producto directo externo de G, ..., Gy.

Ejemplo 0.17. El conjunto de matrices invertibles de n x n con entradas en R

GLn(R) = {4 € Myn(R) | det(4) £ 0}

es un grupo con el producto usual de matrices llamado el grupo general lineal. Este tiene un

subgrupo llamado el grupo especial lineal dado por
SL,(R) ={A € Mpxn(R) | det(A) =1},
En el ejemplo anterior puede sustituirse a los nimeros reales por los nimeros complejos C.
Ejemplo 0.18. Para todo grupo G y cualquier subconjunto X C G, el conjunto
Co(X)={9€eG|gr=29gVzeX}

es decir, de los elementos del grupo que conmutan con todos los elementos de X es un subgrupo de

G llamado el centralizador de X en G.

Ejemplo 0.19. Para cualquier conjunto X # (), si P(X) = {4 | A C X} es la potencia de X y A es
la diferencia simétrica de conjuntos, es decir, AA B := (A— B)U(B— A), entonces (P(X), ) es un
grupo abeliano pues A es cerrada, asociativa y conmutativa en P(X), el conjunto @) es el elemento

neutro de este grupo y para cada A C X su inverso respecto a A es él mismo.
Ejemplo 0.20. Grupo dihédrico. Consideremos un cuadrado en el plano euclideano con vértices
1=(1,1),2=(-1,1),3=(-1,-1) y4=(1,-1).

Podemos preguntarnos por sus simetrias, que no es mas que un subconjunto del grupo de simetrias
de 4 letras, pues una simetria del cuadrado mueve a lo mas 4 letras, sus 4 vértices, y estas simetrias
consisten de rotaciones respecto al origen (hay 4 de ellas) y reflexiones respecto a las diagonales y

respecto a los ejes coordenados, éstas son también 4, més claramente éstas son:

L. ro=(12%234) = (1) =1 es la rotacién de cero grados.

2. ry = (32%1) = (1234) = z es la rotacién de 90 grados (multiplicar por 7).

3. ro=1(32%234) = (13)(24) = 22 es la rotacién de 180 grados.

4. r3=(1%34) = (1432) = 23 es la rotacién de 270 grados.

5.mqp = (32%4) = (12)(34) = y es la reflexién en el eje Y.

6. mo = (12%231) = (14)(23) = 2%y es la reflexién en el eje X.

7. dy = (3334) = (13) = zy es la reflexién respecto a la gréifica de la identidad negativa.
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8. dy=(1231) = (24) = 23y es la reflexion respecto a grafica de la identidad.
y forman un grupo llamado el grupo dihédrico de orden 8 y lo escribiremos como
Dy=(z,y|a'=1y"=Lay=yz ")

Generalizando este ejemplo, para cualquier n > 3 podemos considerar el conjunto de simetrias de un
poligono regular de n lados en el plano y éste forma un grupo llamado el grupo dihédrico de orden

2n, dado por

Dy, = <$7y | = 1>y2 = 17333/ = y(E_1>.

cos(%)  —sen(3F) > ; - Y
donde x = 722 = ) ) es la rotacién por el dngulo =& y y es alguna reflexion
" sen(<X)  cos(<L)
n n
que depende de la paridad de n, si n es par entonces D, contiene las § reflexiones con respecto

a las bisectrices de sus dngulos internos (sélo hay % de éstas) y las % reflexiones con respecto a
las bisectrices de sus lados (también hay 7 de éstas), si n es impar entonces Da, contiene las n

reflexiones con respecto a las bisectrices de sus dngulos internos (hay n de éstas).
Ejemplo 0.21. Cuaterniones. Consideremos el grupo de orden 8 dado por
Q = {+£1, =i, £j, £k},

cuyas reglas de multiplicacién son

2=2=k2=—1,ij=k, jk=1, ki=j, ji=—k, kj=—i, ik = —j.

Q@ es llamado el grupo de cuaterniones.
Clases laterales

Siz € Gy H < G entonces denotamos al conjunto {z}H = {zh | h € H} simplemente como zH y
le llamamos a xH la clase lateral izquierda de x en H (se pueden considerar las clases laterales
derechas Hz), el nombre de clase proviene del hecho de que ese conjunto consiste de la clase de
equivalencia de z de la siguiente relacién de equivalencia en G: x,y € G estan relacionados (médulo
H) siy sélo si y~tx € H, y el conjunto de clases de equivalencia de esta relacién de equivalencia se
conoce como el conjunto cociente de G por H y se denota por G/H.

Usamos clases laterales izquierdas pues todo lo que haremos en este trabajo sera por el lado izquierdo.
Ademis existe una correspondencia biyectiva entre las clases laterales izquierdas y las clases laterales

derechas de H en G mediante la funcion

f:{aH|ae G} — {Hal|a€G}
xH +— (Hx)™'=Hz™!

que esta bien definida y es una biyeccién. Cualesquiera dos clases laterales son la misma o son ajenas
pues generan una particién en GG, entonces cada elemento x € G pertenece exactamente a una clase
lateral, x H y también existe una correspondencia biyectiva entre H y *H dada por h — xh.

El indice de H en G se denota por [G : H| y se define como el ntimero de clases laterales de H en
G, si hay un namero infinito de ellas entonces se le asigna al indice un nimero cardinal apropiado

y se define el orden del grupo como el nimero cardinal [G : {eg}].
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Si G es finito las clases laterales de H en G son un particién de G en [G : H] conjuntos de cardinalidad
_ Gl
i
argumento es realmente la demostracién del primer teorema importante de la teoria de grupos finitos:

igual a |H| y entonces todo subgrupo tiene indice finito y estd dado por [G : H| Este tltimo

Teorema 0.22. Teorema de Lagrange.

Sea G un grupo finito y H < G. Entonces el orden de H es divisor del orden de G. B

Asi, si queremos encontrar los subgrupos de un grupo basta determinar qué posibles érdenes pueden
tener, pues éstos deben ser divisores del orden del grupo.

Una consecuencia directa del Teorema de Lagrange es que los grupos de orden primo son ciclicos
ya que si un grupo tiene orden primo, entonces cada elemento distinto del neutro tiene orden un
divisor no trivial del orden del grupo, y ya que éste es primo, cada elemento tiene el orden igual
al orden del grupo y por lo tanto un grupo de orden primo es ciclico generado por cada elemento
distinto del neutro del grupo.

Cada vez que se tiene algin resultado es usual preguntarse si el reciproco es cierto, en este caso,
nos hacemos la pregunta: ;si G es un grupo finito y m es un divisor del orden de G, entonces existe
H < G de orden m? que es el reciproco del Teorema de Lagrange y se cumple para grupos ciclicos
y para grupos abelianos en general. Un reciproco parcial es buscado y la biisqueda de la solucién
a este problema ayudo a desarrollar la teoria de grupos finitos, es decir, jpara que divisores m del
orden de G existe H < G tal que el orden de H es m?.

Definicién 0.23. Sea G un grupo y x,y € G. Decimos que y es conjugado de x si existe g € G
tal que y = gxg~'. Si H < G, decimos que H es un subgrupo normal de G, y lo denotaremos por
H 4G, si H es cerrado bajo conjugacion, es decir, si para todos h € H y x € G se tiene que

zhx™' € H, o de forma equivalente, tH = Hzx.

Los subgrupos normales se escriben usualmente con la letra N. En un grupo existen al menos dos
subgrupos normales, los triviales. Si un grupo no tiene subgrupos normales ademéds de los triviales
decimos que es un grupo simple. En un grupo abeliano todo subgrupo es normal.

Si N <@, el cociente G/N tiene una buena definicién de operacién binaria heredada de la operacién
binaria en G dada por (aN)(bN) = abN que otorga a G'/N una estructura de grupo donde N = eq/n
y el inverso de aN es a~'N, llamamos a G/N el grupo cociente o grupo factor de G por N.

Si G es abeliano, entonces G/H es abeliano. También, si G es ciclico y H < G entonces G/H es

ciclico.
Ejemplo 0.24. El grupo conmutador de un grupo G es el subgrupo
G' = < [g,h] |g,h€G>,

donde [g, h] = ghg=*h~! es llamado el conmutador de g y h. Ademés G’ < G.
Si N <G, entonces

G’ < N siy sélo si G/N es abeliano.

En particular G/G’ es abeliano. De aqui tenemos que el conmutador de un grupo es el menor

subgrupo normal con grupo cociente abeliano.



Morfismos de grupos.

Definicién 0.25. Sean G y G grupos y ¢ : G — G una funcién. Decimos que ¢ es un morfismo
de grupos si para todos x,y € G se tiene que p(xy) = @(x)p(y). Si ¢ es un morfismo de grupos
y es inyectivo decimos que es un monomorfismo de grupos, si es suprayectivo diremos que es
un epimorfismo de grupos, si es biyectivo diremos que es un tsomorfismo de grupos y se

denotard por G = G.

En otras palabras, una funcién es un morfismo de grupos si respeta las operaciones de ambos grupos,
como consecuencia también respeta neutros e inversos, es decir, todo morfismo de grupos ¢ : G — G
asigna al neutro de G el neutro de G y al inverso de cada elemento le asigna el inverso de la imagen

del elemento. Para cualquier morfismo de grupos ¢ : G — G tenemos asociados los conjuntos
Ker(p):={g€ G |p(9)=est CG y Im(p):={olg) €G|ge G} CC
que son llamados el nicleo y la imagen de ¢ respectivamente y de hecho, es facil ver que
Ker(p) < G y Im(p) < G.

En términos de los conjuntos anteriores podemos pensar las condiciones de inyectividad y suprayecti-
vidad para un morfismo de grupos ¢ : G — G como sigue: ¢ es inyectivo si y sélo si Ker(p) = {eq}

y ® es suprayectivo si y sélo si Im(p) = G.
Ejemplo 0.26. Sea G un grupo y N < G. Entonces existe un epimorfismo de grupos

.G — G/N
g +— gN

con N = Ker(m), y es llamado el epimorfismo candnico o la proyeccién natural.
La existencia de m muestra que todo subgrupo normal es el nicleo de un epimorfismo de grupos y

que todo grupo cociente es la imagen de un epimorfismo de grupos.

Teorema 0.27. Primer teorema de isomorfismo de grupos.
Sean G,G grupos y p: G — G un morfismo de grupos con K = Ker(yp). Entonces existe un
isomorfismo de grupos G/K = Im(yp) dado por

$:G/K — Im(p)CG
gK — ¢(g).

El isomorfismo @ es inducido por el morfismo ¢ y es candnico en el sentido de que es natural definir

ast la regla de correspondencia de p. Ademds satisface que @ o = .
Ejemplo 0.28. Para cualquier grupo G las funciones

idg: G — G Yee : G — G
y
g — g g —— e€qg

son morfismos de grupos llamados el morfismo identidad y el morfismo trivial respectivamente,

y entonces inducen isomorfismos G/{eq} = G y G/G = {e} respectivamente.
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L. G — @G es también un morfismo

Observacién 0.29. Si ¢ es un isomorfismo, su inversa ¢~
de grupos. Luego, ya que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva y que facilmente se ve
que la composiciéon de morfismos de grupos es un morfismo de grupos, entonces la composicién de
isomorfismos es un isomorfismo, esto junto con la existencia del morfismo identidad muestran que en
la clase de todos los grupos tenemos la relacion de equivalencia, =, ser isomorfo. Los isomorfismos
son muy utiles pues nos permiten trabajar de manera mas cémoda con identificaciones més sencillas

de grupos dados.

Ejemplo 0.30. El grupo multiplicativo los niimeros reales positivos (Rsq,-) y el grupo aditivo de

los nimeros reales (R, +) son isomorfos via el logaritmo natural y la funcién exponencial, es decir,

log:Rsg — R exp: R — Ry
y
a — log(a) x — e,

Estas funciones en efecto son morfismos de grupos ya que
log(ab) = log(a) + log(b) y e"t¥ = e%eY.
Ejemplo 0.31. Sea S, el grupo simétrico en n letras, n > 2, entonces la funcién
sgn: S, — {1} =2*ccC*
a +— sgn(a)

es un epimorfismo de grupos llamado la funcién signo, y su nicleo es Ker(sgn) = A,, el grupo
alternante, asi A, < S,,. Por lo tanto S, /A4, = {£1}.

Ejemplo 0.32. Paran > 2 sea Z,, el grupo aditivo de los enteros médulo n y (Z, +) el grupo aditivo

de los enteros, entonces existe un epimorfismo de grupos

v (Z,4) — Zy
a +— Ja

donde Ker(y) = nZ = {nk € Z | k € Z}, es decir, los muiltiplos de n y por el primer teorema de

isomorfismo tenemos que Z/nZ = Z,.

Ejemplo 0.33. Cualesquiera dos grupos ciclicos finitos del mismo orden son isomorfos.
Salvo isomorfismo, Z,, el grupo de los enteros médulo n, es el tinico grupo ciclico finito de orden n
ya que si G = (z) un grupo ciclico finito de orden n entonces existe un isomorfismo de grupos

o:(x) — Z,

k

con 0<k<n-1.
v — [k

Asi, sdlo existe un grupo ciclico finito de orden n,. Entonces también tenemos un isomorfismo

¢:Mn — Zn

9mi con 0<k<n-1
(e™)r — [K]

entre el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y los enteros médulo n.

Ejemplo 0.34. Cualesquiera dos grupos ciclicos infinitos son isomorfos.
Nuestro ejemplo canénico de grupo ciclico infinito es el grupo aditivo de los enteros, si G = (z) es

otro grupo ciclico infinito, entonces existe un isomorfismo de grupos
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p:{zr) — Z

2 — k.

Entonces, salvo isomorfismo, sdlo existe un grupo ciclico infinito,

Ejemplo 0.35. Existe un morfismo de grupos
p:(R,+) — C*
xr — e = cos(x)+isen(x)
cuyo ntcleo e imagen son
Ker(p)={zeR | e =1}={21k | k€ Z}=(27) ¥y
Im(p) ={z € C* | [z| =1} =S,

respectivamente, y entonces R/(2mk) = St.

Ejemplo 0.36. Conjuntos del mismo cardinal tienen grupos de permutaciones isomorfos.
Sean X,Y # () conjuntos tales que | X| = |Y|, donde | | denota al cardinal de los conjuntos. Entonces

existe un isomorfismo de grupos Sx = Sy. Para ver esto, notemos que existe una funcién biyectiva

f: X — Y

x — f(z)
ya que por hipédtesis X y Y tienen el mismo cardinal, asi tenemos la funcién

CI)ZSX — Sy
o — foaof*1

donde la funcién f oo o f~! es una funcién biyectiva por ser composicién de funciones biyectivas y
por lo tanto f oo o f~1 € Sy. Luego, la funcién ® es inyectiva por que si (1) = ®(02) entonces
fooiof ' =fooso f~' y componiendo por la derecha con f y por la izquierda con f~! en esta
igualdad tenemos que o1 = 05. Ahora, ® es suprayectiva pues para cualquier 7 € Sy tenemos que
la funcién f~lo71o f € Sx es tal que ® (f_l oToO f) = 7. Por lo tanto ® es una funcién biyectiva

y por dltimo, ® es un morfismo de grupos ya que si 01,09 € Sx entonces
®(0102) = fo(or009)of ! = fo(oro(f~ of)oaa)of ™t = (foorof ~H)o(foaaof~t) = B(01)o®(a2).
Por lo tanto ® : Sy — Sy es un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 0.37. La funcién determinante

det : GL(n,R) — R*
A — det(A)

es un epimorfismo de grupos, pues el determinante es una funcién multiplicativa, luego
Ker(det) = SL(n,R) < GL(n,R),
y por lo tanto GL(n,R)/SL(n,R) = R*.

Ejemplo 0.38. Si C, = (z,), Crn = (Xm) ¥ Crm = (Tnm) son los grupos ciclicos de orden n, m y

nm respectivamente y si (n,m) = 1, entonces existe un isomorfismo de grupos
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0:Chm — CpxCn

k

. . donde 0 <k <nm.
Tnm — (l'n y Tm ) = (xnaxm

i 0 0 1
Ejemplo 0.39. . Sean A = (é ) y B = < ) O)’ donde A se puede pensar como la reflexién
— _

en el eje X (la conjugacién compleja) multiplicada por i y B es una rotacién de 90 grados respecto
al origen en el sentido de las manecillas del reloj. Entonces el subgrupo generado por A y B consiste

de los elementos:

A B, A2 =B = (' 0) =1, A= (5%) =—A, A'= B> =1,

AB=(1§), AB=-B=B"= (] )y A°B=-AB= (5 7),
y por sus relaciones entre generadores se puede escribir como
Qs=(A,B| A*=B*=1 B 'AB=A"1) C GLy(C).
Entonces existe un monomorfismo de grupos

p:Q — GLy(C)
it — A

con 0 <s<3y0<t<1,y porlo tanto

Q= Im(p) = (A, B) = Qs.

el isomorfismo es

1 0 . i 0 5 -1 0 3 . -1 0
1— , L , 1 =—1— , 10 = —1
0 1 0 —i 0 -1 0 <
j 0 1 ij =k — 0 i
, 1) =
/ -1 0 J 1 0

0 -1 -1 0
Ejemplo 0.40. Consideremos las matrices A = <1 ) y B= 0 1), donde x es la rotacién

~
N
-~
(V)
o
I
|
<
1
R
_ O
o |
—
~—
~.
w
<
Il
|
ol
VRS
=)
S
o |
~
~—

0
de 90 grados respecto al origen en el sentido contrario de las manecillas del reloj y y es la reflexion

respecto al eje Y. Entonces el subgrupo de GL2(C) generado por A y B consiste de los elementos:

A= (97") eslarotacién de 90 grados (multiplicar por ).

B =(734'"Y) es lareflexién en el eje Y.

A? = (' °)) = —I es la rotacién de 180 grados.

A3 =A%2A=—-A= (") eslarotacién de 270 grados.

A*=B? = (}9) =1 es la rotacién de cero grados.

AB = (91 _01) es la reflexién respecto a grafica de la identidad negativa.

A?2B=-B=(§2") eslareflexién en el eje X.

S N o o

A3B =—AB = (9}) es la reflexion respecto a la grafica de la identidad.

Por lo que podemos escribir
(A,B) =(A,B| A*=B%>=1,BAB=A"1)
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y entonces existe un monomorfismo de grupos dado por
¥:Dg — GL2(C)
iyl — A'BI
con 0<1<3y0< 5 <1,y por lo tanto
Dg = Im(y)=(A,B| A*=1,B>=1,AB = BA™1).
Mas claramente, el isomorfismo es

erg=(1)=1+—1T=(}9) eslarotacién de cero grados.

=(1234)=2x+— A= ((1) ’01) es la rotacién de 90 grados.

13)(24) = 2% — —I = (' °}) es la rotacién de 180 grados.

o r3=(1432) = 2% — A3 = —A = ( % {) es la rotacién de 270 grados.

e my = (12)(34) =y +—— B = (") es la reflexién en el eje Y.

e dy=(13)=ay+— AB = (° ') es la reflexién respecto a la identidad negativa.
e my = (14)(23) = 2%y — A?B = —B = ({ %) es la reflexién respecto al eje X.

o dy = (24) =23y — A3B = ({}) es la reflexién respecto a grafica de la identidad.

Sabemos que Dg tiene un subgrupo dado por

V ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

donde cada elemento no identidad tiene orden orden 2 pues son las reflexiones respecto a los ejes
coordenados y el otro es la rotacién de 180 grados y el producto de cualesquiera dos nos da el tercero,

este grupo es llamado el grupo de Klein, y por el isomorfismo anterior, en matrices se ve como

V={e=(31)a=(3"1).b=(% %)e=(2)}
Teorema 0.41. CAYLEY.
Sea G un grupo. Entonces G es isomorfo a un subgrupo de Sg. Mds ain si |G| =n < oo entonces
G es isomorfo a un subgrupo de S, .
Demostraciéon. Consideremos para cada g € G la funcién
TG — G
T — gx.

A 7,4 se le llama la traslacién izquierda por g y es inmediato (por la regla de correspondencia)

que es una funcién biyectiva con inversa dada por

Tg—llG — G

x — g lz

y por lo tanto 7, € Sg, sin embargo, es claro que no es un morfismo de grupos. Ahora, para todos

g,h,x € G tenemos que
Tgn(x) = (gh)z = g(hz) = 74 (Th(2)) = (74 0 Ta) (2),
es decir, 74, = T4 0 T3, y entonces la funcién
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p:G — Sg

g V> Ty
es un morfismo de grupos pues ¢(gh) = 7gn = 74 0 T, = ©(g) 0 p(h). Ademads es inyectivo porque si
©(91) = ¢(g2) entonces Tg, = Tg, ¥ Por lo tanto g1 = g2 y por el primer teorema de isomorfismo

G=Im(p)={ry | g€ G} :=H < Sq.

Por otro lado, supongamos que |G| = n < oo, entonces podemos escribir G = {eg, 92,93,---,9n} ¥
sinc ={m & N|1<m <n} (el conjunto de los nimeros naturales entre 1 y n), entonces, por el

ejemplo 0.36 la funcién

— g
es una biyeccién (f estd enumerando a los elementos de G) que induce un isomorfismo de grupos
®:5, — Sa
o — fooofl
Porloque GE H < S =2 65,. |
Observacion 0.42. El teorema de Cayley tiene como consecuencia importante que por muy abs-
tracto que sea un grupo, genéricamente es un grupo de permutaciones, entonces nos dice que basta
estudiar los grupos simétricos para saber el comportamiento de los demds grupos. Aunque el resulta-
do parezca sorprendente, no lo es tanto si observamos la tabla de multiplicacién de cualquier grupo
finito, en ella cada renglén nos da una permutacién del grupo, pues en cada renglén aparecen todos

los elementos del grupo sin repetirse, sucede lo mismo para las columnas, y en este sentido puede

pensarse al grupo como un grupo de permutaciones.

Definicién 0.43. Sea G un grupo y X # () un conjunto. Una accidon de G en X es una funcidén

GE@xX — X
(g.2) — ((g.:2) =g
que satisface para todos g,h € G y x € X las siguientes propiedades:
i) eg-x =x.
it) (gh) -z =g-(h-z).

Si existe una accion de G en X decimos que X es un G-conjunto.

Existe una conexién entre las acciones de un grupo G en un conjunto no vacio X y los morfismos de

G en el grupo de permutaciones de X, estableceremos esa relacién en los dos teoremas siguientes.

Teorema 0.44. Sea G un grupo y X # 0 un G-conjunto, entonces la accion de G en X induce un

morfismo de grupos ¢ : G — Sx.
Demostracion. Sea - la acciéon de G en X y consideremos la funcion

¢:G — Sx Plg): X — X
donde
g — ¢(9) r — g-T.
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Luego, ¢(g) es biyectiva pues tiene inversa dada por

dlgH: X — X
r g_l-x.

En efecto, tenemos que

(pg)oodlg™)) (@) =g (97" 2) =(997") -z ==,
y (g™ od(g) (z) =g (g-2)=(g7"9) -z ==z,

por lo tanto ¢(g) € Sx. Ahora, para todos g,h € G y x € X tenemos que

¢ (gh) (z) = (gh) -z =g (h-z) =2 = ¢(9) (p(h)(x)) = (¢(g)  #(h)) (2),

que significa que ¢ es un morfismo de grupos. |

Teorema 0.45. Sean G un grupo, X # () un conjunto y ¢ : G — Sx un morfismo de grupos.

Entonces ¢ induce una accion de G en X.

Demostracion. Sea ¢ : G — Sx morfismo de grupos y consideremos la funcién

G GExX — X
(9,2) — g-z:=0(g)(x)
(9-x:=¢(g9)(z) € X pues ¢(g)(z) € Sx). Como ¢ es un morfismo de grupos entonces

i) eg-x=¢leg) v =idx(x) =x
ii) g-(h-z)=¢(g)(¢(h)(x)) = (¢(g) 0 ¢(h))(x) = ¢(gh)(x) = (gh) - z,

que son los axiomas de una accién de G sobre X. |

Resumiendo, los dos teoremas anteriores nos dicen que una accion de un grupo G en un conjunto
no vacio X es lo mismo que un morfismo de grupos de G en el grupo de simetrias de X .

Diremos que una accién es fiel o que G actia fielmente en X si el Unico elemento del grupo que
fija a todos los del conjunto es el neutro, o de forma equivalente, si el morfismo inducido por la
accién es inyectivo. Asi, recordando que para todo grupo G, por el teorema de Cayley existe un
morfismo de grupos ¢ : G — Sg, entonces este morfismo inyectivo induce una accién fiel de G en
G, que de acuerdo con el teorema 0.45 estd dada por g -z := ¢(g)(x) = 74(x) = gz, que no es mas
que la traslacién por g, es decir, el producto en G es una accién fiel. Y en términos del teorema 0.44,
si la accién de G en G estd dada por el producto en G (que es una accién fiel), entonces induce el

morfismo de grupos inyectivo

@ : G — Sg
g — T4
usado en la demostracién del teorema de Cayley, este morfismo es llamado la representacién re-

gular izquierda de G. En general, un morfismo de grupos ¢ : G — Sx para algin conjunto no

vacio X es llamado una representacién por permutaciones de G.

Sea X # () un G-conjunto, entonces para todo z € X naturalmente la accién de G en X le asigna

un subconjunto de X y un subgrupo de G dados por
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o) ={ye X |JgeGtalquegr=y} CX y
Gy={9eG|lgz=2}<G

llamados la 6rbita de = y el estabilizador de x en G respectivamente.

Las érbitas son las clases de equivalencia de la relacién de equivalecia en X dada por: x ~ y si existe
g € G tal que gr = y. Las 6rbitas también son por si mismas G-conjuntos con la accién inducida
de G. De hecho, un subconjunto A C X es un G-conjunto con la accién inducida de G si y sélo si
es una unién de orbitas. Luego, elementos en una misma érbita tienen estabilizadores conjugados, y
en particular isomorfos, es decir, si o(x) = o(y) entonces G, = gG,¢g~* donde g es tal que gz = y.
Decimos que una accién es una accién transitiva o que X es un G-conjunto transitivo si existe
xz € X tal que o(z) = X, o de forma equivalente, la accién tiene una sola érbita, todo X, es decir,
para todo = € X se tiene que o(z) = X. Ya que las drbitas son clases de equivalencia, un G-conjunto
X tiene una unica particién que consiste de G-conjuntos transitivos, su particién en 6rbitas (las
6rbitas son los tinicos G-subconjuntos transitivos de X). Asi, para describir a todos los G-conjuntos

basta describir a todos los G-conjuntos transitivos.

Ejemplo 0.46. Todo grupo G actiia en si mismo por conjugacion, es decir, la funcién
GxG — G

(9,2) — g az=gxg .

es una accién, y en términos del teorema 0.44, la conjugacién induce un morfismo de grupos

I: :
G — Sqg donde V9:G — G

g > r — g-x:=grg !

donde para todo g € G la funcién v, € Sg no es més que la conjugacién por g (es claro que es
inyectiva, y por lo tanto suprayectiva pues su dominio y codominio tienen el mismo cardinal). Mds
aun, 7, es un morfismo de grupos, y por lo tanto un automorfismo de G, los automorfismos -y, son
llamados automorfismos internos o conjugaciones de G, y el conjunto de ellos se denota por
Inn(G), cualquier otro automorfismo de G es llamado automorfismo externo, y se denotan por
Out(G). Entonces se tiene que
¢ — Aut(G)C S¢
g =
es un morfismo de grupos pues yqn = Y4 © V4, ¥ tiene como nicleo
Ker(T) = {9€G |7 =" =idc}={9€G|grgt =axVzeG}
= {geG|lgz=agVaxeG}=CcG),
es decir, el conjunto de los elementos del grupo que conmutan con todos los elementos del grupo,

escribiremos Ker(T') := Z(G) y lo llamaremos el centro de G. Tenemos que Z(G) < G pues es el

ntcleo de un morfismo de grupos. Por dltimo, por el primer teorema de isomorfismo se tiene que
G/Z(G) =2 Im(T) = Inn(G) < Aut(G) < Sq.
Mas ain, Im(I') = Inn(G) < Aut(G) y ademds
Aut(G)/Inn(G) = Out(G).
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Reciprocamente, si tenemos el morfismo
¢ — Sa
g ==

éste induce la accién de G en si mismo que de acuerdo con el teorema 0.45 estd dada por la conju-

gacion, es decir, g -z 1= y4(z) = grg L.

Luego, la orbita de esta accién para cada x € G esta dada por
ofr)={y€G|ly=gzg~', ge G} C G
y es llamada la clase de conjugacién de x en G y la denotaremos por 2. También tenemos que
Go={g€G|gag " =a}={geCG|gz=ag}=Cc2) <G
es decir, estabilizador de x en este caso coincide con el centralizador de = en G.

Ejemplo 0.47. Conjuntos cocientes son G-conjuntos transitivos.

Si H <Gy G/H es el conjunto de clases laterales de H en G entonces la funcién

-:GxG/H — G/H
(g, 2H) +— g-xz:=gxH.

es una accién y es transitiva pues si *H,yH € G/H entonces tomando g = yx~! tenemos que

g(zH) =y~ (xH) = yH. Y en términos del teorema 0.44, la accién induce un morfismo de grupos

0:G — Sg/m donde 7,:G/H — G/H

g — T4 zH +— g-xH :=gxH

donde para todo g € G'la funcién 74 € S,z N0 es mas que la traslacién izquerda por g en el cociente
y por lo tanto es una accion fiel. Este ejemplo generaliza al Teorema de Cayley, que no es mas que

este resultado tomando H = {eg}.

Vamos a clasificar ahora a todos los G conjuntos transitivos, vimos en el ejemplo anterior que
conjuntos cocientes son G-conjuntos transitivos, vamos a ver que todo G-conjunto transitivo se
puede ver como un cociente.

Si X y Y son G-conjuntos entonces una funcién f : X — Y es llamada un morfismo de G-
conjuntos si respeta la accién, o conmuta con la accién, es decir, para todos g € Gy x € X se tiene
que f(gx) = gf(x). Si ademés f es biyectiva diremos que es un isomorfismo de G-conjuntos,

diremos que X y Y son G-conjuntos isomorfos y se denota por X &Y.
Teorema 0.48. Sea X un G-conjunto transitivo. Entonces tenemos un isomorfismo de G-conjuntos
X =2 G/G, para todo v € X.

Demostracion. Para todo x € X definamos la funcién

GG, — X
9gG, +— gz.
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La funcién f estd bien definida pues si G, = hG, entonces h='g € G, y por lo tanto (h~lg)r = x
y asi gr = hx. Revirtiendo este argumento se ve que f es inyectiva. Luego, si y € X existe h € G tal
que y = hz, entonces tenemos que f(hG,) =y y por lo tanto f es suprayectiva. Luego, para todos
he€ @G, ¢gG, € G/G, tenemos que

hf(9Gz) = h(gz) = (hg)x = f(hgG.) = f(h(9Gz))

y por lo tanto f es un isomorfismo de G-conjuntos. |

El teorema anterior no sélo clasifica a todos los G-conjuntos transitivos sino que tiene como conse-

cuencia el siguiente importante teorema.
Teorema 0.49. Teorema Orbita-Estabilizador. Sea X un G-conjunto. Entonces existe un iso-
morfismo de G-conjuntos o(x) = G/G, para todo x € X. En particular si G es finito entonces

|G|
o(z)| = s
o)l =167

es decir, el numero de elementos en la orbita de x es igual al indice del centralizador de x en G.

Demostracién. Para todo x € X su drbita es un G-conjunto transitivo, y se sigue por lo tanto del

teorema anterior. [ ]

Ahora, para finalizar con los resultados que usaremos de teoria de grupos recordemos el teorema
Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos, no haremos la prueba aqui, pero se puede encontrar

en [20] donde se da una demostracién aplicando los teoremas de Sylow.

Teorema 0.50. Todo grupo abeliano finito G es producto directo de grupos ciclicos, es decir,
G=Cy X xCy, .

donde ni|niv1 y Cn, = L, 2 Z/n; 7.

Demostracién. Ver [27], capitulo 7. ]

Anillos

La estructura con la que se trabaja después de grupos es la de anillos, en ella tenemos una operacién
binaria més, y por lo tanto podria o no satisfacer las propiedades de conmutatividad, la existencia
de un elemento identidad y la existencia de inversos, cada vez que agreguemos alguna propiedad a

la operacién binaria se obtiene una nueva estructura algebraica.

Definicién 0.51. Sea R # () un conjunto. Decimos que R es un anillo si en R existen dos opera-
ciones binarias, denotadas por + y * tales que (R,+) es un grupo abeliano y (R, *) es un semigrupo,

es decir x es asociativa, y ademds se satisfacen las leyes distributivas
alb+c¢)=ab+ac y (a+bc=ac+bc
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para todos a,b,c € R, es decir, ambas operaciones binarias son compatibles en R. Si (R,*) es un
monoide (* es asociativa y existe un elemento identidad en G con respecto a la operacion *) decimos
que R es un anillo con uno o que tiene elemento unidad, denotado por 1g, cuando hablemos de
anillos de ahora en adelante siempre supondremos que tiene elemento unidad. Si x es conmutativa

decimos que R es un anillo conmutativo.
Un dominio entero es un anillo conmutativo con uno que satisface la siguiente propiedad:
sia#0yb#0 € R entonces ab # 0

o de forma equivalente, si el producto de dos elementos es cero entonces alguno de ellos debe ser
cero. De hecho, un anillo es dominio entero si y sélo si se cumple la ley de la cancelaciéon para el
producto en R. Sia #0y b # 0 € Ry ab = 0 decimos que a y b son divisores de cero, asi, un

dominio entero es un anillo conmutativo que no tiene divisores de cero.

Un elemento a € R es unidad si es invertible bajo el producto en R, es decir, existe a~! € R tal

1

que aa~ ' = a"'a = 1g. El conjunto

UR)={u e R|uesunidad } CR

es un grupo llamado el grupo de unidades del anillo R. Decimos que un anillo con uno es un anillo
con divisién si U(R) = R* := R — {0}, es decir, todo elemento no cero es unidad. Un campo es
un anillo con divisién conmutativo, es decir, un campo ya tiene practicamente todas las propiedades
de grupo para la operacién que se toma como el producto ((R — {0}, ) es un grupo), asi, podemos
decir, solo en términos de grupos, que un campo es un conjunto con dos operaciones binarias con
las que forma un grupo abeliano con cada una de ellas y estas operaciones son compatibles, que no
es mas que las leyes distributivas.

No existen elementos en un anillo que sean divisiores de cero y unidades al mismo tiempo, asi, todo
campo es un dominio entero.

Un resultado importante es que si un anillo finito tiene al menos dos elementos y no tiene divisores

de cero entonces es un anillo con divisién, en particular, un dominio entero finito es un campo.
Definicién 0.52. Sea R un anillo con 1g. La caracteristica de R se define como
char(R) := min{m € Z* | mlr = Or},

es decir, es el minimo numero de veces que hay que sumar 1g consigo mismo para obtener el Og. St
no existe tal m decimos que el anillo tiene caracteristica cero. Ya que todo campo es un anillo, la

caracteristica de un campo es su caracteristica como anillo.
Subanillos y ejemplos de anillos

Definicién 0.53. Sea R un anillo. Un subconjunto S C R es un subanillo de R, denotado por
S < R, si es por si mismo un anillo con la restriccion a S de las operaciones binarias en R. Si S
estd contenido propiamente en R decimos que es un subanillo propio de R y se denota por S < R.
Un subanillo K de un campo F es un subcampo si tiene al uno de F y si es por si mismo un campo

con las operaciones de TF.
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Observacion 0.54. S < R siy sélo si S es un subgrupo aditivo de R y es cerrado bajo el producto.

Todo anillo R tiene al menos dos subanillos, {0z} y R. La relacién ser subanillo de R, que denotamos
por <, es un orden parcial en la familia de los subanillos de R. La interseccién arbitraria de una

familia de subanillos es un subanillo.

Definicién 0.55. Sea R un anillo e I C R. Decimos que I es un ideal izquierdo de R si I es
subanillo de R y absorbe el producto por elementos de R del lado izquierdo, es decir, para todos
r € R, x € I se tiene que rx € I, de forma similar, I es llamado ideal derecho de R si para todos
r € R, x € I tenemos que xr € I. Llamamos a I un ideal bilateral si es un ideal tanto izquierdo

como derecho, y simplemente diremos que es un ideal.

Todo anillo R siempre tiene al menos dos ideales, {Or} v R, llamados los ideales triviales de R.
En términos de ideales, una caracterizacién de los campos es que si R es un anillo conmutativo con

uno, entonces R es un campo si y sélo si no tiene ideales propios ademés de los triviales.

Definicién 0.56. Sea R un anillo y X C R. El subanillo generado por X es el menor subanillo
de R que contiene a X y el ideal generado por X es el menor ideal de R que contiene a X, y
ya que la interseccion de subanillos es subanillo entonces el subanillo (ideal) generado por X es la
interseccion de todos los subanillos (ideales) de R que contienen a X, usaremos la notacion (X)

para el ideal generado por X, es decir,
(X)=nI donde X C I,I ideal de R.

Lema 0.57. Sea R un anillo y X C R no vacio.

1) El subanillo generado por X es la suma o diferencia de todos los productos finitos de elementos

de X.
2) El ideal generado por X es el conjunto

n
RXR = {Zrixisi | ri,8, € Ryx; € Xyn > 1}.
i=1
3) Si R es conmutativo entonces el ideal generado por X es
n
RX = {ZTZJJZ | rine€Rx, e X,n> 1}

i=1
En particular si X = {a} entonces el ideal generado por X es

Ra={ra|r € R}
y es llamado el ideal principal generado por a, es decir, los multiplos de ¢ en R. Un dominio entero

en el cual todo ideal es principal es llamado un dominio de ideales principales (DIP).

Si I es un ideal de un anillo R, entonces I es un subgrupo aditivo de R como grupo abeliano
aditivo, entonces las clases laterales de I en R se escriben aditivamente como a + I para todo a € R,

y forman el grupo abeliano aditivo R/I, entonces se le puede dar estructura de anillo a R/I de forma
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natural con el producto inducido del producto del anillo, es decir, si a + I,b+ I € R/I entonces
(a+I)(b+1I)=ab+1.Si R es conmutativo entonces R/I es conmutativo. Si R tiene 1p entonces
R/I tiene uno dado por 1g + I. El anillo R/T es llamado el anillo cociente del anillo R por el ideal
I.

Ejemplo 0.58. Son anillos conmutativos con 1 sin divisores de cero los conjuntos
(Z,+,), (Q+,), (R, +,-) ¥y (C,+,)
donde + y - son la suma y producto usuales, ademés tenemos la cadena de subanillos
(Zy+,-) <(Q+,7) < (R, +,-) < (C, +, ).
Los grupos de unidades de estos anillos son
U(Z) =2 = {1}, UQ) = Q* == Q— {0}, UR) = B* := R — {0} y U(C) = C* == C — {0}

y por lo tanto, Q,R y C son campos y Z no lo es, aunque si es dominio entero y 2Z es un subanillo
de Z que no tiene al 1, ademdas 2Z es un ideal de Z, en general, para cualquier m > 2, mZ es un

ideal de Z pues es el ideal principal generado por m.

Ejemplo 0.59. Para n > 2, el conjunto de los enteros médulo n

Zn ={[0],[1],...,[n—1]}

con la suma [a] + [b] := [a + b] y producto (médulo n), [a] [b] := [ab] es un anillo conmutativo con 1,
de hecho es el anillo cociente Z/nZ, mds atin, si n es compuesto tiene divisores de cero (las clases
de los enteros que aparecen en la descomposicién de n). Luego, el grupo de unidades de este anillo

es el conjunto de los enteros no negativos menores que n y primos relativos con n, es decir,
U(Ly) =Ly ={la] €Zn |1 <a<ny (a,n)=1}
Entonces Z,, es un campo si y sélo si n es un nimero primo.

Ejemplo 0.60. Anillos de funciones de un conjunto en un anillo.

Sea X un conjunto no vacio y R un anillo. Entonces el conjunto
RX¥ ={f:X — R f es funcién }
es un anillo con la suma puntual de funciones y el producto puntual de funciones, es decir

(f+9)(@) = f(x) +9(x) vy (f9)(x) = f(z)g(x).

Luego, el anillo RX tiene las siguientes propiedades.

i) Si R es un anillo con uno entonces RX es un anillo con uno.

ii) RX es conmutativo si y sélo si R es conmutativo.

iii) RX tiene divisores de cero (no es dominio entero).

v

)

)

) Si R=T es un campo y f € FX es tal que f(z) # 0 para todo x € X entonces f es unidad en
FX.
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Ejemplo 0.61. Anillos de endomorfismos de grupos abelianos.

Sea A un grupo abeliano aditivo, entonces el conjunto
End(A)={f:A— A f es morfismo }

con la suma puntual de funciones y la composicién de funciones como producto es un anillo con
uno, id4(a) = a para todo a € A, llamado el anillo de endomorfismos de A, este anillo no es

conmutativo ya que la composicién de funciones en general no es conmutativa, luego
U (End(A)) = Aut(A).

Ejemplo 0.62. Suma directa de anillos.

Si R y S son anillos, entonces podemos dar estructura de anillo al producto cartesiano R x S
con las operaciones entrada a entrada. En general, podemos considerar un nimero finito de anillos
Ry,...,R; y tomando su producto cartesiano definimos las operaciones entrada a entrada para

formar un anillo llamado la suma directa de anillos denotado por

La suma directa de anillos es un anillo conmutativo si y sélo si todos los anillos son conmutativos
y tiene uno si y sélo si todos tienen uno. No es un dominio entero. Sus unidades son los elementos

(a1, az,...,a;) tales que a; € R; es unidad para todo i.

Ejemplo 0.63. Anillos de matrices con entradas en un anillo conmutativo.
Sea R un anillo conmutativo con uno, entonces el conjunto M, «,(R) de matrices de n X n con
entradas en un anillo R es un anillo con uno con la suma y producto usual de matrices, ademéas no

es conmutativo y tiene divisores de cero (no es dominio entero), sus unidades son el grupo
GLn(R) = {A € Myxn(R) | det(A) £ 0}

llamado el grupo general lineal de grado n sobre el anillo R.
El anillo M,,«,(R) tiene subanillos con uno, por ejemplo, el conjunto de matrices diagonales y los
conjuntos de matrices triangulares superiores e inferiores. Pero tiene subanillos sin uno como por

ejemplo los conjuntos de matrices estrictamente triangulares superiores e inferiores.
Ejemplo 0.64. Para todo anillo R y cualquier subconjunto X C R, el conjunto
Z(R)={s€eR|rs=srVreR},

es decir, de los elementos del anillo que conmutan con todos los elementos del anillo es un subanillo
de R llamado el centro del anillo de R.

Ejemplo 0.65. Para cualquier conjunto X # 0, si P(X) = {A | A C X} es la potencia de X
y definimos la suma como A, que es la diferencia simétrica de conjuntos y el producto como la

interseccién entonces (P(X), A, N) es un anillo conmutativo con uno, todo el conjunto X.

Ejemplo 0.66. Anillos de polinomios sobre anillos conmutativos.

Sea R un anillo conmutativo con 1 y consideremos el conjunto
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R[z] = {(ao,a1,a2,...) | a; € RV i donde a; # 0 s6lo para un nimero finito de términos a;},

es decir, el conjunto de todas las sucesiones infinitas con elementos de R con sélo un nimero finito
de términos no nulos. Dos elementos en R [z] son iguales (como sucesiones) si y sélo si todas sus
correspondientes entradas son todas iguales entre si. Entonces R [z] es un anillo conmutativo con

1R[2] con las operaciones de suma y producto dadas por

(ao,al,ag,...) + (b07b1,b2,...) = (ao ~+ bo, a1 + b1, as +b27...) y

k
(ao,al,ag, .. .)(bo,bl,bg, .. ) = (Co,Cl,Cg, .. .), con cp = Z aibj = Zaibk,i.
i+j=k =0

Podemos ver al anillo R dentro de R [z] considerando la funcién

f:R — Rl
a — (a,0,0,...).

El uno de Rz] es el elemento (1g,0,0,...), y entonces se identifica con 1. Si x := (0,1g,0,...),
entonces 22 = (0,0,1x,0,...), 22 = (0,0,0,15,0,...), etc. Asi, para cada (ag, a1, as,...) € R[z] se

tiene una expresién tinica
2
p(l‘) =ap+a1x+ax” +--- am—lxm + am-rm-

El anillo R [z] es llamado el anillo de polinomios sobre R en la indeterminada z. Se dice que
R es el anillo de coeficientes de R [x]. Dos elementos en R [z] son iguales si y sélo si coeficiente a
coeficiente son iguales. Si n es el natural mas grande tal que a,, # 0 decimos que es un polinomio de
grado n y se denota al grado de un polinomio p(x) por deg(p(x)) y a, es llamado el coeficiente
principal del polinomio. Un polinomio cuyo coeficiente principal es 1z es llamado polinomio
monico. El polinomio cero, pyg(z), es el polinomio cuyos coeficientes son todos cero y se define
su grado como —1. También, si R es un dominio entero entonces R [z] es un dominio entero y las
unidades de R [x] son las unidades de R.

Si R = F es un campo los elementos del campo vistos dentro del anillo de polinomios son unidades y
son los polinomios de grado cero, ademés en el anillo de polinomios F [z] es vdlido el algoritmo de la
divisién, es decir, para cualesquiera polinomios f(z),g(z) € F [x] existen tdnicos ¢(x),r(z) € F[x)
tales que g(z) = f(z)q(z) + r(z) con deg(r(x)) < deg(g(x)) o r(x) = 0. Una consecuencia del
algoritmo de la divisién es que F [x] es un dominio de ideales principales, cada ideal es generado por
un elemento de grado minimo respecto a los otros elementos del ideal, y existe un tnico polinomio

monico que genera a cada ideal.
Morfismos de anillos

Definicién 0.67. Sean R y R’ anillos y ¢ : R — R’ una funcién. Decimos que ¢ es un morfismo
de anillos si es un morfismo de grupos aditivos y respeta el producto en los anillos, es decir, para

todos a,b € R se tiene que

pla+b) =p(a) +¢b) y plab) = p(a)p(d).
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Si ambos anillos tienen uno y un morfismo de anillos manda el uno en el uno decimos que es un
morfismo unital. Si v es un morfismo de anillos y es inyectivo decimos que es un monomorfismo
de anillos, si es suprayectivo diremos que es un epimorfismo de anillos, si es biyectivo diremos
que es un isomorfismo de anillos y se denotard por R = R'. Un morfismo de un anillo en
st mismo es llamado un endomorfismo, un isomorfismo de un anillo en si mismo es llamado un

automorfismo.
Para cualquier morfismo de anillos ¢ : R — R’ tenemos asociados los conjuntos
Ker(p):={a€ R | p(a) =0r} CR y Im(p):={p(a) e R |a€ R} CR

que son llamados el niicleo y la imagen de ¢ respectivamente y de hecho, el nicleo es un ideal
de R y la imagen un subanillo de R’. En términos de los conjuntos anteriores podemos pensar las
condiciones de inyectividad y suprayectividad para un morfismo de anillos ¢ : R — R’ como sigue:

¢ es inyectivo si y sblo si Ker(p) = {Or} vy ¢ es suprayectivo si y sélo si Im(p) = R’.

Observacién 0.68. Si ¢ : R — R’ es un isomorfismo de anillos, su inversa ¢! : " — R es
también un morfismo de anillos. Luego, ya que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva y
que facilmente se ve que la composicién de morfismos de anillos es un morfismo de anillos, entonces la
composicion de isomorfismos es un isomorfismo, esto junto con la existencia del morfismo identidad

muestran que en la clase de todos los anillos tenemos la relacion de equivalencia, 22, ser isomorfo.

Ejemplo 0.69. Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces existe un epimorfismo de anillos

m:R — R/I
a — a+1

con I = Ker(w), y es llamado el epimorfismo canénico o la proyeccién natural.
La existencia de m muestra que todo ideal es el niicleo de un epimorfismo de anillos y que todo anillo

cociente es la imagen de un epimorfismo de anillos.

Teorema 0.70. Primer teorema de isomorfismo de anillos.
Sean R, R’ anillos y ¢ : R — R’ un morfismo de anillos con I = Ker(y). Entonces existe un
isomorfismo de anillos R/I = Im(yp) dado por

p:R/I — Im(p)CR
a+I +— o(a).

Tenemos un teorema para anillos que juega el papel del Teorema de Cayley para grupos, éste nos
decia todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones, es decir, que a partir de los grupos
simétricos obtenemos esencialmente todos los grupos finitos. En el teorema siguiente, para el caso
de anillos el papel de los grupos simétricos es tomado por los anillos de endomorfismos de grupos

abelianos.

Teorema 0.71. Para todo anillo R existe un grupo abeliano A, tal que R es isomorfo a un subanillo
de End(A).

Demostracién. Sea R un anillo, y sea A = (R, +) el grupo abeliano aditivo del anillo R, luego,

para cada a € R definamos la funcién
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M:R — R
r — ar,

entonces, por la distributividad en R tenemos que
Aa(r+8) =a(r+ s) = ar + as = A\ (1) + Aa(9),
es decir, A, € End(R), as{ podemos definir la funcién

®:R — End(R) M:R — R
donde
a — A r o — ar,

que es un morfismo de anillos ya que

Aato(r) = (@a+0)r =ar +br = Xo(r) + (1) = Ao + Xo)(r) ¥
Aap(r) = (ab)r = a(br) = Aa(Ap (1)) = (Aa 0 Mp)(r)
es decir,
(I)(Cl + b) = )\a-‘,—b = )\a + )\b = (b(a) + (D(b) y
B(ab) = Aup = Aa 0 Ay = (a) 0 D(D)
y ®(1g) tiene como imagen la funcién

)\1R1R — R

r — lgr=r

que es la identidad en R. Ademés @ es inyectiva ya que si A\, = Ay entonces a = A\, (1g) = A\p(1g) = b.

Por dltimo, la imagen de un morfismo de anillos es subanillo del codominio, as{ I'm(®) es subanillo

)
de End(R) y por el primer teorema de isomorfismo de anillos tenemos que R = I'm/(®). ]

Algebra lineal

Definicién 0.72. Sea F un campo. Un espacio vectorial sobre F (o un F-espacio vectorial) es

un grupo abeliano aditivo V' equipado con un producto por escalar, que es una funcion

S FxV — V
Nv) — ~(()\7v))

(donde escribiremos -((/\, v)) simplemente como \v) que satisface los siguientes axiomas para todos

v,u eV ylpelF

Los elementos de V' son llamados vectores y los elementos de F son llamados escalares.

Definicién 0.73. Sea F un campo y R un anillo. Decimos que R es una F-dlgebra si tiene estructura

de espacio vectorial sobre F y satisface para todos A € F y r,s € R que
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A(rs) = (Ar)s = r(As).

Podemos partir también de tener V' un espacio vectorial sobre F y definir un producto en €l que lo

vuelva anillo y que cumpla la propiedad anterior para definir un dlgebra.

Si vy,...,v,, son vectores en un F-espacio vectorial V', una combinaciéon lineal de ellos es un

vector v € V de la forma
v = A\v1 + -+ v, para algunos Aq,..., A\, € F.

Decimos que vy, ..., v, forman una lista linealmente independiente (abreviado 1.i.) si en toda
combinacién lineal de ellos igualada a cero los escalares son cero, es decir, si Ayvy + -+ + Apv, =0
para algunos Ay, ..., A\, € F entonces \; = --- = A\, = 0, decimos que es linealmente dependiente

(abreviado 1.d.) en caso contrario.

Definicién 0.74. Sea V' un F-espacio vectorial. Un subconjunto W C V es un subespacio de V,
denotado por W <V, si es por si mismo un F-espacio vectorial bajo la suma y producto por escalar
heredados de V. Si W estd contenido propiamente en V' decimos que es un subespacio propio de

V' y se denota por W < V.

Observacién 0.75. W < V si y sélo si Oy € W y para todos w,u € W y A € F se tiene que
wt+ueWyweW.

Todo espacio vectorial V' tiene al menos dos subespacios, {0y} y V llamados los subespacios
triviales. La relacién ser subespacio de V', que denotamos por <, es un orden parcial en la familia
de los subespacios de V. La interseccion de una familia arbitraria de subespacios es un subespacio,

y la unién de dos subespacios es un subespacio si y solo si alguno de ellos esta contenido en el otro.

Definicién 0.76. Sea V un F-espacio vectorial y ) # S C V. El subespacio generado por el
subconjunto S es el conjunto
= NN w,
W<V,SCW

es decir, la interseccion de todos los subespacios de V que contienen a S.

Por ser interseccién de subespacios, (S) es un subespacio de V' y es el menor subespacio de V' que
contiene a S (por ser la intersecciéon de los subespacios que contienen a S, (S) estd contenido en
todos, es el menor en este sentido) y por lo tanto, si S < V entonces (S) = S. Si S = {s}, entonces
escribimos (s) en lugar de (S), de forma similar, si S = {s1,...,s,} escribimos (s1,...,$,) en
lugar de (S). Otra forma equivalente de pensar a (S) es como el conjunto que consiste de todas las

combinaciones lineales finitas de elementos de S, es decir,
(Sy={Ms1+ - +Amsm | meN,s; € S,a; EFV i},

Decimos que S = {s1,...,8,} genera a V si V = (s1,...,8,), es decir, todo vector en V es
combinacién lineal de sq,...,s,. Un subconjunto 8 = {vy,...,v,} C V es una base de V si 8
es linealmente independiente y genera a V. Al nimero de elementos de una base 3 se le llama
la dimension de V, si es un numero finito diremos que V tiene dimensién finita sobre F y se
denotard por dimgp (V). Si 5 es una base de V entonces cada elemento v € V tiene una tnica

expresion como combinacién lineal de (3, es decir, existen escalares Unicos A1, ..., A\, € F tales que
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n
v = E )\ﬂ)i.
i=1

Si R es una F-dlgebra y R como espacio vectorial sobre F tiene dimensién finita entonces diremos
que R es un algebra de dimension finita.

Todo subespacio de un espacio de dimension finita también tiene dimension finita menor o igual que
la dimensién del espacio, si se da la igualdad entonces son el mismo espacio, el total.

Dos resultados fundamentales sobre bases (en espacios de dimensién finita) son que todo conjunto
generador finito se puede reducir a una base, y que todo conjunto linealmente independiente se
puede extender a una base, es decir, si {vy,...,v;} es linealmente independiente entonces existen
Vk41,---,Up € V tales que {v1,..., 0k, Vgt1,...,0,} €s una base de V.

También, un conjunto con mas elementos que una base necesariamente es linealmente dependiente,
un subconjunto de un espacio que contenga al cero no puede ser linealmente independiente. Todo

subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente independiente.
Transformaciones lineales.

Definicién 0.77. Sean V y U espacios vectoriales sobre ¥ y T : V. — U wuna funcion. Decimos
que T es una transformacion lineal (un morfismo de espacio vectoriales) si abre la suma y saca

escalares, es decir, para todos v,w € V y A € F se tiene que
Two+w)=Tw)+T(w) y T(A)=AT(v),

o0 lo que es lo mismo, es un morfismo de grupos aditivos y respeta el producto por escalar. Si'T es una
transformacion lineal y es inyectiva y suprayectiva diremos que es un isomorfismo de espacios
vectoriales y se denotard por V=2 U. Una transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo

es llamado un operador lineal en V o un endomorfismo de V.
Toda transformacion lineal T': V' — U tiene asociados dos subespacios, éstos son
Ker(T):={ueV |TWw) =0} <V y ImT)={T)eU|veV}<U

que son llamados el nicleo y la imagen de T respectivamente. En términos del nticleo y la imagen
tenemos que para una transformacion lineal T': V' — U, T es inyectiva siy sélo si Ker(T) = {0y} y
T es suprayectiva siy s6lo si Im(T") = U. Una transformacién lineal estd completamente determinada
por su efecto en la base pues abre sumas y saca escalares y cada vector es una combinacién tnica

de los elementos de la base.

Definicién 0.78. Sea V' un F-espacio vectorial y S1,S2 subconjuntos no vacios de V', la suma de
S1 y S es el conjunto S 4 Sy := {s1 + s2 | $1 € S1,82 € Sa}. De forma andloga se define la suma

de un numero finito de subconjuntos no vacios de V.

Observacion 0.79. Si Wy, W5 son subespacios de un espacio V' entonces la suma W; + W5 es un

subespacio de V', en particular la suma de cualquier niimero finito de subespacios es un subespacio.

Definicién 0.80. Se dice que un F-espacio vectorial V' es la suma directa de subespacios Wy, Ws

si V=W, + Wy y Wiy NWy = {0}. En general, V es la suma directa de un ndmero finito de
k

subespacios W1, ..., Wi, denotada por @Wi, St
i=1
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V=Wi+--+Wy y Winy» W; ={0} para 1 <i<k.
i#]
Observacion 0.81. V =W; @ - - & Wy, es suma directa de subespacios si y s6lo si para todov € V

existen tnicos w; € W; tales que v = wy + - - - + wy.

Teorema 0.82. Teorema de la dimension.
Sean V' y U espacios vectoriales sobre F con dimp(V) < oo y T : V. — U wuna transformacion

lineal, entonces Ker(T) y Im(T) son de dimension finita y
dimp (V) = dimp (Ker(T)) + dimp (Im(T)) .
Tenemos a continuacién algunos ejemplos béasicos del algebra lineal.

ay
Ejemplo 0.83. El espacio de vectores columna sobre un campo F son matrices <az> denx1

an

con entradas en F y es identificado con
F* ={(a1,...,an) | a; € F},

es decir, el producto cartesiano del campo consigo mismo n-veces con la suma y producto por escalar
0

entrada a entrada. Una base para este espacio es C = {ey,...,e,} donde e; = <1> tiene el 1 en el
0

lugar ¢ y es llamada la base candénica de F”.

Ejemplo 0.84. El espacio de funciones de un conjunto en un campo. Sea X un conjunto

no vacio y F un campo. Entonces el conjunto
FX ={f:X — F| f es funcién }
es un F-espacio vectorial con las operaciones puntuales de suma y producto por escalar, es decir,

(f+9)(@) = f(x) +9(z) vy (M)(x) =Af(x), AeF.

Con el producto puntual de funciones, FX tiene estructura de anillo y por lo tanto de F-dlgebra. Si

|X| < oo entonces FX tiene dimensién igual a | X|.

Ejemplo 0.85. Espacio de polinomios con coeficientes en un campo.

El anillo F[z] (ejemplo 0.66) tiene estructura de F-algebra pues es un F-espacio vectorial con la
suma que le da su estructura de anillo y producto por escalar multiplicando a cada coeficiente. Este
espacio no tiene dimensién finita, pero para todo n € N el conjunto de los polinomios de grado

menor o igual que n es un subespacio de F [z] de dimensién n + 1 denotado por P, (F).

Ejemplo 0.86. Algebra de matrices con entradas un campo.

Sea IF un campo, entonces el anillo M, (F) (del ejemplo 0.63) de matrices de m x n con entradas
en IF es un F-espacio vectorial con la suma (de su estructura de anillo) y producto por escalar entrada
a entrada. La base canénica de M, (F) es el conjunto de matrices {Eij}ij donde E;; es la matriz
que tiene todas sus entradas iguales a cero salvo la entrada ij, que es igual a 1, estas matrices son

llamadas matrices elementales. Por lo tanto la dimensién de M., x,, (F) es nm.
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Sin = m entonces escribimos M., (F) en lugar de M, (F). El espacio M,,(F) tiene como ejemplos
de subespacios al conjunto de matrices diagonales D,,(F) y a los conjuntos de matrices triangulares
superiores TU, (F) e inferiores TL, (F) y de matrices estrictamente triangulares superiores STU,, (FF)
e inferiores STL,,(IF). El subconjunto GL, (F) = {A € M, (F) | det(A) # 0} forma un grupo con el

producto usual de matrices y es conocido como el grupo general lineal.

Ejemplo 0.87. El espacio de transformaciones lineales entre dos F-espacios vectoriales.
Sean V' y U espacios vectoriales sobre F de dimensiones finitas n y m con bases 8 = {v1,...,0,} ¥

v ={u1,...,un} respectivamente. Entonces el conjunto
Homgp(V,U) :={T:V — U | T es lineal },

es decir, todas las transformaciones lineales de V' a U, es un F-espacio vectorial con las operaciones

puntuales de funciones, es decir,
(T+S)(w) :=Tw)+Sw) y (AT)(v) = AT'(v), paratodosv eV, Ae€T.

Una base para este espacio estd dada por las funciones A = {T};} con 1 <7 <m, 1 < j <n donde

u; st k=j
Eﬂ%):{ 0 si k#j

y por lo tanto su dimensién es nm.

El campo F es por si mismo un F-espacio vectorial de dimensién 1, asi, el conjunto
Homp(V,F):={f:V — F | f es lineal }

es llamado el espacio dual de V' y se denota por V*, un elemento en el espacio dual es llamado un
funcional lineal. Si V tiene dimensién finitany 8 = {v1,...,v,} es una base de V entonces la base
dual de 3, denotada por 8*, es una base para V* y estd dada por las funciones 8* = {¢1,...,on}
donde
1 si i=j
wi\vj) = S,
i(v) { 0 si 1#35.
Ejemplo 0.88. Todo F-espacio vectorial de dimensién finita n es isomorfo a F”.
Sea V cualquier F-espacio vectorial de dimensién finita n con base 8 = {vy,..., v, }. Entonces existe

un isomorfismo de F-espacios vectoriales
pp: V. — F"
n

v:ZAivi — (A, )
i=1

y escribiremos ¢5(v) = (A1,...,An) como [v]4 y lo llamaremos el vector de coordenadas de v con
respecto a la base 5. Este isomorfismo depende de la eleccién de la base, si elegimos otra base, el

vector de coordenadas se ve diferente.

Observacién 0.89. Si T : V — U es un isomorfismo de espacios vectoriales entonces su inversa
T71:U — V es también una transformacién lineal. Ya que la composicién de funciones biyectivas
es biyectiva y que facilmente se ve que la composicion de transformaciones lineales es una trans-

formacién lineal, tenemos que la composicién de isomorfismos es un isomorfismo, esto junto con la
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existencia de la transformacién lineal identidad (idy (v) = v para todo v € V') en cualquier espacio
V', muestra que en la clase de todos los F-espacios vectoriales tenemos la relacién de equivalencia,
> ser isomorfo. Las clases de isomorfismo de espacios vectoriales de dimensién finita

estan caracterizadas por la dimensién, es decir, dos espacios vectoriales sobre el mismo campo son

isomorfos si y sélo si tienen la misma dimensién.

Teorema 0.90. Sean V y U espacios vectoriales sobre F de dimensiones finitas n y m con bases
B=A{v1,...;on} yv={u1,...,un} respectivamente. Entonces existe un isomorfismo de F-espacios
vectoriales

®: Homp(V,U) — Mpxn(F)
T +— [T]g
donde la j-ésima columna de [T} es [T'(v;)],, el vector de coordenadas de T'(vj) respecto a . La
matriz [T]g es la matriz relativa o la matriz que representa a la transformacion lineal T en las

bases B y 7.

Observacién 0.91. Si v = f escribimos [T ]g simplemente como [T'];. Una de las propiedades
fundamentales de este isomorfismo es que preserva la invertibilidad, es decir, la transformacion

T:V — U es invertible si y sélo si [T]} es invertible, mas atin, [Tfl]f = ([T~

Teorema 0.92. Sean V y U espacios vectoriales sobre F de dimensiones finitas n y m con bases

B=Av1,...,on} yv={us,...,un} respectivamente. Si T,S :V — U € Homgp(V,U) entonces
T4 STy = [T+ [T}y NI, = AT},

es decir, la matriz asociada a una suma de transformaciones lineales es la matriz resultante de la
suma de las matrices asociadas a dichas transformaciones y la matriz asociada al producto de un
escalar por una transformacion es la matriz resultante de multiplicar el escalar por la matriz asociada

a dicha transformacion.

Anélogo al teorema anterior, el comportamiento de matrices asociadas a una composicién de fun-

ciones es:

Teorema 0.93. Sean V,U y W espacios vectoriales sobre F de dimensiones finitas n,m y I con
bases B = {v1,...,von},y ={u1,...,um} y 6 = {wn,...,w;} respectivamente. Si T € Homp(V,U) y
S € Homp(U,W) entonces SoT € Homp(V,W) y

)

S 0Ty =182

.
[Tl
es decir, la matriz asociada a una composicion de transformaciones lineales es la matriz resultante

del producto de las matrices asociadas a dichas transformaciones.

Si V es un F-espacio vectorial de dimensién finita n con base 8 = {v1,...,v,}, entonces la matriz

asociada a la transformacion identidad en V' es la identidad de tamano n, es decir,

Iv]g = In.

Luego, otro resultado fundamental es que multiplicar a la izquierda un vector columna por la matriz
asociada a una transformacién lineal es una transformacion lineal y hace lo mismo que T pues la

representa, es decir,
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[T} ]y = [T(v)], paratodow e V.

En las Matematicas, para simplificar expresiones a algunas mads sencillas se utiliza a menudo un
cambio de variable, en el dlgebra lineal, cambiar de variable se hace mediante una matriz:
Si V' es un F-espacio vectorial de dimensién finita n con bases 8 = {vy,...,v,} y 8/ = {vy,...,v.},

entonces, si QQ = [Iv]’g tenemos que

]y = V] ] = Qul,

La matriz @) es llamada la matriz de cambio de coordenadas que transforma las coordenadas
de B en coordenadas de 3. Podemos preguntarnos por la relacién entre las matrices asociadas a
dos bases distintas del dominio y el codominio de una transformacién lineal, es decir, si V' es un
F-espacio vectorial de dimensién finita n con bases 8 = {vy,...,v,} y ' ={v},...,v.}, y U es un
F-espacio vectorial de dimensién finita m con bases v = {uy,...,um}t y v = {u}, ..., u,,}, entonces,

siQ = [Iv]gl y P= [IU]YY/ tenemos que
(11} = [Io]) [T [v]5, = PT]; Q7"
En particular, para un operador lineal T': V. — V se tiene que

[T, = [Iv]] [T], [Iv]5 = QT Q"

es decir, matrices que representan a un operador lineal en distintas bases son conjugadas, la matriz

que las hace conjugadas es la matriz de cambio de coordenadas. Y también tenemos que

det ([T),) = det ([T],)
pues el determinante es multiplicativo y son matrices conjugadas. Asi, el determinante de un
operador lineal T, denotado por det(T), es el determinante de la matriz asociada a T en cualquier
base de V' y esta bien definido pues es independiente de la eleccion de la base, de la misma forma,
la traza de un operador lineal T, denotada por ¢r(T'), es la traza de la matriz (la suma de los

elementos de la diagonal) asociada al operador en alguna base.

Teorema 0.94. Si V es un F-espacio vectorial de dimension finita n y T un operador lineal en V,

entonces T es invertible (es un isomorfismo) si y sdlo si det(T) # 0.

Sea V' un F-espacio vectorial de dimensién finita n y T un operador lineal en V', entonces hay
una pregunta evidente: jexiste una base § de V tal que [T] 5 s una matriz diagonal?, y si existe
dicha base, jcémo puede encontrarse?. Para responder a esta pregunta se necesita el concepto de

diagonalizacién de un operador lineal.

Definicién 0.95. Si V' es un F-espacio vectorial de dimension finita n y T un operador lineal en
V', decimos que T es diagonalizable si existe una base 5 de V tal que [T]ﬁ es una matriz diagonal.

Una matriz cuadrada es diagonalizable si es similar (conjugada) a una matriz diagonal.

Definicién 0.96. Si T es un operador lineal en un F-espacio vectorial V' de dimension finita n,
decimos que 0 # v € V' es un vector propio de T si existe X € F tal que T'(v) = \v. Al escalar

se le llama valor propio asociado al vector propio v.
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Teorema 0.97. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita n y T un operador lineal en V.

Entonces T es diagonalizable en V' si y sélo si existe una base 8 = {v1,...,v,} de V y escalares
M, ..., Ay € F (no necesariamente distintos) tales que T'(v;) = Av;, ast
A0 0
0 Ao 0
15 = :
0 0 X
Definicién 0.98. Sea V' un F-espacio vectorial de dimensidn finitan con 5 = {vy,...,v,} cualquier

base de V y sea T un operador lineal en V. Entonces, el polinomio caracteristico de T es el

polinomio en la indeterminada t dado por

p(t) = det ([T} - tIn) .

Observacién 0.99. El polinomio caracteristico es de grado n y por lo tanto T tiene a lo méas n
valores propios distintos (se pueden repetir). El coeficiente principal del polinomio caracteristico es

(—=1)"™. Entonces A es valor propio de T siy sélo si A es raiz del polinomio caracteristico.

Teorema 0.100. Si V' es un F-espacio vectorial de dimension finita n y T es un operador diagona-
lizable en V| entonces su polinomio caracteristico p(t) se descompone como producto de n factores,

todos de grado 1, es decir, existen escalares A1, ..., A\, (no necesariamente distintos) tales que

p(t) = ()" = A)(t = Az) -+ (¢ = An)

Definicién 0.101. El polinomio minimo m(t), de un operador lineal T es el polinomio mdnico

de menor grado que anula a T, es decir, m(T) = Ty, donde Ty es la transformacion lineal cero.

La propiedad fundamental del polinomio minimo es que divide a cualquier otro polinomio que anule
al operador T, en particular divide al polinomio caracteristico (que se anula en T" por el teorema de

Cayley-Hamilton) y ademds el polinomio minimo es tinico.

Teorema 0.102. Si T es un operador en un F-espacio vectorial V' de dimension finita n, entonces
T es diagonalizable si y sdlo si el polinomio minimo m(t) de T se descompone como producto de

factores lineales, es decir,
m(t) = (=1)"(t = A1)t — Az) -+ (E — Ax)
donde los escalares A1, ..., i son los distintos valores propios de T.
Observacion 0.103. Dado un polinomio
p() = 2 + an12™ "+ +ag

moénico de grado n en F]z], la matriz compafiera de p(x) es la matriz

00 - 0 —ag

10 -0 —aq

A = . . . . .
00 - 1—an,

y ademas el polinomio caracteristico de A es p(z).
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Definicién 0.104. Sean R y S dos dlgebras sobre un campo F. Un morfismo de dlgebras es
un morfismo de anillos de R en S que es ademds una transformacion lineal. Un isomorfismo de

dlgebras es un isomorfismo de anillos que es también un isomorfismo de F-espacios vectoriales.

Para algebras existe una versién del Teorema de Cayley en su versién para anillos, y éste en grupos
significaba que todo grupo finito es genéricamente un subgrupo de permutaciones y eso se hacia con
un monomorfismo del grupo en su grupo simétrico y éste inducia una accién en el grupo que era
la traslacién izquierda, donde ademas, el Teorema de Cayley era un caso particular de la accién de
un grupo dado en un cociente de él por uno de sus subgrupos, por la traslacién izquierda de clases
izquierdas; tomando el subgrupo como el grupo trivial tenfamos el Teorema de Cayley. La version
para anillos dice que todos los anillos son genéricamente subanillos de anillos de endomorfismos de

grupos abelianos. La versién en dlgebras es:

Teorema 0.105. Sea R una F-dlgebra de dimension finita. Entonces para algin n € N el dlgebra R

es isomorfa a un subanillo de M, x,(F).

Demostracién. Consideremos la funcion

A:R — End(R) MR — R
donde
ro— A r — rx.

Entonces A es un morfismo de anillos pues para todos r,s y x € R tenemos que

Mys(@) = (r+ )z =re+ sz =N(2) + As(2) = (M + A5)(x) ¥
Ars(x) = (rs)x = r(sx) = N\ -(As(x)) = (Ao Ag)(x) .

Adema&s A es una transformacién lineal pues ya vimos que abre suma y tenemos que si a € F
Aar(z) = (ar)x = a(rz) = a\ ().

Por lo tanto, A es morfismo de algebras, y por ultimo, A es inyectivo ya que si A\, = A4, entonces

r = A(1g) = As(1g) = s. Por el primer teorema de isomorfismo de anillos,
R = Im(A) < Endp(R) & Myxn(F)

donde n = dimp(R). [ ]

Moébdulos

La importancia de los Médulos en este trabajo se debe a que éstos son un concepto basico unificador
en las Matemadticas ya que son la generalizacion de otro tipo de estructura algebraica: los espa-
cios vectoriales y los grupos abelianos, més precisamente: los médulos son a anillos, como espacios
vectoriales son a campos, es decir, los escalares ahora serdn tomados en un anillo en lugar de un
campo y al debilitar asi las propiedades de los escalares se obtiene la teoria de mdédulos para explicar
como ejemplos a la teoria de anillos y a la teoria de grupos abelianos finitos, también la teoria de

Representaciones esta en estos términos pues es el estudio de simetrias de espacios vectoriales.
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Definicién 0.106. Sea R cualquier anillo con 1r no necesariamente conmutativo. Un R-mddulo
izquierdo es una pareja (M,-), donde M es un grupo abeliano (aditivo) y - es un producto por

escalar, que es una funcion

- RxM — M
(rym) +— -((r,m))

(donde escribiremos ~((r7 m)) simplemente como rm) que satisface los siguientes axiomas para todos
a,be RymmneM

3

1) 1gm = m.
(ab)m = a(bm).

a(m+n) =am + an.

ma
ms

my

)
)
)
) (a+b)m =am+bm.

Vamos a ver que una estructura de médulo sobre un anillo induce cierto morfismo de anillos del

anillo en el anillo de endomorfismos del médulo (del grupo abeliano aditivo subyacente).

Teorema 0.107. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces el producto por escalar - induce un
morfismo de anillos A : R — End(M).

Demostracion. Consideremos la funcién
AR — End(M) AMr): M — M
donde
r — Ar) m — rm,
que es un morfismo de anillos unital, es decir, manda el uno en el uno ya que
Ar+s)(m) = (r+s)m=rm+ sm = Ar)(m) + A(s)(m)

A(rs)(m) = (rs)m = r(sm) = A(r)(A(s)(m)) = (A(r) o A(s))(m) , ¥
AM1g)(m) = 1gm = m =idp(m).

El reciproco, como en el caso de grupos (Teorema de Cayley) es cierto:

Teorema 0.108. Sea R un anillo con 1g y M un grupo abeliano aditivo y supongamos que existe
un morfismo de anillos A : R — End(M), entonces M es un R-mddulo izquierdo.
Demostracion. Consideremos la funcién

RxM — M

(r,m) — ((r,m)) =rm:= X(r)(m) .
Entonces satisface para todos r,s € Ry m,n € M que
1gm = A(1g)(m) = idp(m) = m.

(
(rs)m = A(rs)(m) = (A(r) 0 A(s)) (m) = A(r) (A(s)(m)) = 7(sm).
A(r)(m +mn) = A(r)(m) + A(r)(n) == rm + rn.
(r+s)m:= A+ s)(m) = A(r)(m) + A(s)(m) = (A(r) + A(s))(m) := rm + sm.
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Por lo tanto - es un producto por escalar y asi M es un R-mddulo izquierdo. ]

Entonces, un grupo abeliano aditivo equipado con un producto por escalar (un médulo sobre un
anillo con uno) es lo mismo que un morfismo de anillos del anillo en el anillo de endomorfismos del
grupo abeliano.

Notemos que los dos primeros axiomas nos dicen que si M es un R-médulo izquierdo entonces existe
una accién del anillo R en el grupo abeliano M. Esto es andlogo a las acciones en grupos como
habiamos establecido en el teorema 0.71, y por ese teorema y el anterior tenemos que todo anillo
es un médulo sobre si mismo, que es un ejemplo clasico que se logra si definimos el producto por
escalar por elementos del anillo como el producto en el anillo, y de hecho este ejemplo es el andlogo

a que todo campo es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre si mismo.

Definicién 0.109. Sea R un anillo con 1g y M un grupo abeliano aditivo. Un morfismo de anillos

A R — End(M) es llamado una representacion del anillo R.

De la definicién y los dos teoremas anteriores tenemos que las representaciones de anillos pueden
traducirse al lenguaje de médulos, es decir, toda representacién de un anillo induce una estructura
de médulo sobre el anillo, y toda estructura de médulo sobre el anillo induce una representacion del

anillo. Mas claramente:

Teorema 0.110. Si R es un anillo con uno, existe una correspondencia biyectiva entre los R-

mddulos izquierdos y las representaciones de R en anillos de endomorfismos de grupos abelianos.

Ejemplo 0.111. Para cualquier anillo R, el R-médulo més simple es él mismo definiendo un pro-
ducto por escalar por elementos de R como el producto en R, y se denota por rR, que es llamado

la representacion regular del anillo R.

Ejemplo 0.112. Si F es un campo, los F-espacios vectoriales son F-moédulos pues satisfacen los

mismos axiomas y en particular todo campo es un anillo.
Ejemplo 0.113. Todos los grupos abelianos son Z-médulos por las leyes de los exponentes.

Definicién 0.114. Sea M un R-mddulo. Un subconjunto N C M es un submddulo de M, denotado
por N < M, si es por si mismo un R-mddulo con la suma y producto por escalar heredados de M .

Si N estd contenido propiamente en M decimos que es un submaodulo propio de M y se denota

por N < M.

Observacion 0.115. N < M si y s6lo si N es un subgrupo abeliano aditivo de M y rn € N para
todosr € Ryn € N.

Todo R-médulo M tiene al menos dos submédulos, {0} y M llamados el submédulo trivial y
el submédulo impropio respectivamente. Un R-médulo es simple o (irreducible) si sus dnicos
submodulos son él mismo y el trivial.

La relacién de ser submoédulo de M, que denotamos por <, es un orden parcial en la familia de los

submédulos de M. La interseccion de una familia arbitraria de submoédulos es un submaddulo.

Definicién 0.116. Sea M un R-mddulo y ) # X C M. El submddulo generado por X es el

conjunto
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x)=" () N,

N<M,XCN

es decir, la interseccion de todos los submaodulos de M que contienen a X.

Por ser la interseccién de submédulos, (X) es un submddulo de M y es el menor submdédulo de M
que contiene a X (por ser la interseccién de los submdédulos que contienen a X, (X) estd contenido en
todos, es el menor en este sentido) y por lo tanto, si N < M entonces (N) = N. Si X = {z}, entonces
escribimos (z) en lugar de (X), de forma similar, si X = {z1,..., 2z} escribimos (x1, ..., zx) en lugar
de (X). Si N es un R-submddulo de un R-médulo M, decimos que N es finitamente generado si puede
ser generado por un subconjunto finito de M, es decir, N = (x1,...,2g) con {x1,...,xx} C M.

El submédulo ciclico generado por m € M es el conjunto
(m) =Rm ={y € M | rm = y para algin r € R}.

Si X = {x; | ¢ € I}, una R-combinacién lineal de elementos de X es un elemento de la forma

rixy + -+ rx; =0con ry,...,r € R, es decir, una expresién de la forma anz conr; € Ry
il

s6lo un ndmero finito de r; # 0. Un subconjunto X = {z1,...,2;r} C M es llamado R-linealmente

dependiente si existen elementos distintos z1,...,2; € X y r1,...,r € R no todos nulos tales que

rixy +---+rx=0.

X es R-linealmente independiente si para cualesquiera elementos distintos zi,...,z; € X, tene-
mos que x171 + -+ rx; =0 con ry,...,r; € R, implica que r; =--- =1r; = 0.

Un R-mdédulo M es finitamente generado si es generado por un subconjunto finito de M, es decir,

M= {(x1,...,zk) = Zin

z;, €X

con {z1,...,x5} C M. Decimos que x1,...,x son generadores de M.

Un subconjunto B C M es una base de M si B es R-linealmente independiente y genera a M. Un
R-médulo que tenga base es llamado médulo libre. Por ejemplo, el médulo trivial {0} es libre,
su base es el conjunto vacio. Todo F-espacio vectorial de dimensién finita es un F-mddulo libre. De
hecho, B C M es una base de M si todo elemento de M se puede escribir de forma tnica como

R-combinacién lineal de elementos de B.

Definicién 0.117. Sean M y N R-mddulos. Una funcion f : M — N es un R-morfismo si para

todos mi,mo € M y 1 € R se tiene que

f(m1+mg) = f(m1) + f(ma) y f(rmyi) =rf(m1)

o lo que es lo mismo, es un morfismo de grupos aditivos y respeta el producto por escalar. Si f es
un R-morfismo y es inyectivo y suprayectivo diremos que es un isomorfismo de R-mddulos y se

denotard por M = N. Un R-morfismo de un R-mddulo en si mismo es llamado un endomorfismo
de R.

Todo R-morfismo f : M — N tiene asociados dos submdédulos, estos son
Ker(f):={meM | f(m)=0}<M y Im(f):={f(m)eN|meM}<N
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que son llamados el nicleo y la imagen de f respectivamente.

Sea M un R-médulo y {M;};e; una familia de submddulos. Entonces su unién en general no es
submaddulo, pero el generado de la unién si lo es y corresponde a la suma de submdédulos, es decir,
() =

i€l i€l
Definicién 0.118. Sea M un R-mddulo y {M;}icr una familia de submddulos, entonces M es la
suma directa interna de la familia {M;};cr, denotada por M = @Mi, st
icl
M = ZMI y para cada k € I se tiene que My () ZMZ = {0}.

il i£k

Observacion 0.119. M = @Ml si y sélo si para todo m € M existen tnicos m; € M;,i € I tales
iel
que m = Zmi con m; # 0 para un numero finito de indices i.
il

Un R-médulo M es semisimple si es suma directa de submédulos simples (irreducibles) o equiva-
lentemente si todo R-submédulo N tiene complemento, es decir, existe un R-submédulo N tal que
M = N & N. Por ejemplo, todo F-espacio vectorial es un F-moédulo semisimple, cada subespacio

tiene complemento y no es tinico en general porque su existencia depende de una base del subespacio
dado.

Teorema 0.120. Un R-mddulo es libre si y solo si es isomorfo a una suma directa de copias del

R-mddulo rR.

Observacion 0.121. El centro de una F-algebra contiene una copia de F.
Sea A una F-dlgebra con uno y sea Z(A) el centro de A, entonces Z(A) contiene una copia de T,

donde hacemos la identificacién (la inclusién de F en A)

iFZF — A
A — )\-lA

que es un morfismo de anillos. Por lo tanto, si M es un A-mdédulo izquierdo (médulo sobre el dlgebra

A, denotado por 4 M) entonces su producto por escalar

s AxM — M

(a,m) — axm=am
define una estructura de F-espacio vectorial en M (denotado por M) con el producto por escalar

*:FxM — M
(A,m) — Axm:=(A-14)%m.

Luego, si ¥ € Enda(M) = {f : M — M | f es un A-morfismo } (que es un A-mdédulo con
las operaciones puntuales si el dlgebra A es conmutativa) entonces Ap(m) = ¥ (Am) para todos

AeF,m e M, asi, como F-espacios vectoriales tenemos que

Ends(M) < Endg(M)={T: M — M | T es un F-morfismo } = {T: M — M | T es lineal }.
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Representaciones de (GGrupos

Los grupos aparecen naturalmente en la Matematicas como conjuntos de simetrias de un objeto, por
ejemplo S, Ay, Dg, O(3). Luego, desde el punto de vista de la geometria, surge la pregunta, ;dado
un objeto geométrico X, cudl es su grupo de simetrias G7, la teoria de representaciones revierte esta
pregunta a la siguiente: ;jDado un grupo, en qué objetos X actua? e intentaremos responder a esta

pregunta clasificando tales X salvo isomorfismo.

Una representacién es una relacién muy general que expresa similitudes entre entre objetos, mas

claramente, una coleccién de objetos puede ser representada por otra coleccién de objetos.

La idea detrds de la teoria de representaciones de grupos finitos es pensar a los grupos co-
mo endomorfismos (transformaciones lineales) de un espacio vectorial. Por supuesto, si
algo se va a ver como un grupo debemos tener en ese algo la propiedad de que cada elemento sea
invertible, entonces la idea es trabajar con isomorfismos de espacios vectoriales, que en el caso de
dimensién finita se pueden codificar mediante matrices invertibles.

Asi, la teoria de representaciones es el estudio de los morfismos de grupos abstractos a grupos de
automorfismos de espacios vectoriales, y cada uno de estos morfismos produce invariantes que son
nimeros cuyas propiedades aritméticas ayudan a probar teoremas acerca del grupo.

Estamos interesados en el caso en el que el espacio vectorial es de dimensién finita, y asi, una repre-
sentacién nos da una forma de visualizar a cada elemento de un grupo como una matriz invertible
(de tamario igual a la dimensién del espacio) con entradas en el campo de escalares del espacio

vectorial.
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Representaciones de Grupos y FG-Mdbdulos

De aqui en adelante, a menos que se indique lo contrario, G denotard siempre un grupo finito, V'
denotard a un espacio vectorial de dimensién finita n € Z* sobre F = R o C y GL(V) denotar4 al
grupo de los isomorfismos de V' (con la composicién). Bajo estas condiciones tenemos un isomorfismo
de F-espacios vectoriales V' = F™ (donde F” es el espacio de vectores columna con entradas en F),
dado por el vector de coordenadas respecto a alguna base de V', y también un isomorfismo de grupos
GL(V) 2 GL,(F), donde GL,(F), denota al grupo de matrices invertibles de n x n con entradas en
F (con el producto de matrices).

Vamos a dar ahora dos definiciones y veremos que realmente son equivalentes.

Definicién 0.122. Un morfismo de grupos p : G — GL,,(F) es llamado una representacion de

G sobre F y el grado de la representacién es el entero n.

Definicién 0.123. Sea V' un espacio vectorial sobre F y sea G un grupo. Decimos que V es un
FG-mddulo si existe una accion de G en V- compatible con la estructura de espacio vectorial de V
(también se usa el término accion lineal), es decir, hay definida una multiplicacidn gv que safistace

los siguientes axiomas para cualesquiera u,v €V, ggh € G y A € F:
1) gveV
2) equ ="
3) (gh)v = g(hv)
4) 9(Av) = A(gv)
5) g(v+u) = gv+gu.

Tenemos ahora la conexién entre FG-mdédulos y representaciones de G sobre F.

Teorema 0.124. Sea p : G — GL,(F) una representacion de G sobre F, entonces V.= F" tiene

estructura de FG-mddulo.
Demostracion. La funcién
2 (GxV) — V
(g:v) +— gv:=p(g)v
define una accién lineal de G en V' ya que para todos u,v € V, g,h € G y A € F tenemos que

1) gv = p(g)v € V pues el producto p(g)v es una matriz de n x 1.

2) eqv = p(eg)v = I,v = v pues p es un morfismo de grupos.

4
)

)
)
3) (gh)v = p(gh)v = p(g)p(h)v = g(hv) pues p es un morfismo de grupos.
) g(Av) = p(g)(Av) = A(p(g)v) = A(gv) ya que el producto de matrices saca escalares.
)

g
glv+u) = p(g)(v+u) = p(g)v+ p(g)u = gv + gu pues el producto de matrices distribuye a la
suma de matrices.

Por lo tanto F” es un FG-médulo con esta multiplicacién por elementos de G. |

El reciproco de hecho es cierto, y completa la equivalencia (conexién) de la que habldbamos.
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Teorema 0.125. Sea V' un FG-mddulo. Entonces existe una representacion de G sobre F.

Demostracion. Definimos para todo g € G la funcién

pg: V. — V
v o—> gu

que es un endomorfismo de V' (operador lineal) por las condiciones 1), 4) y 5) de la definicién de
FG-médulo, es decir, ya que existe una accion lineal de G en V', para todos u,v € V, g€ G, A € F

tenemos que
w py(v)=gveV.
@ pg(v+1u) = g(v+u) = gv + gu = py(v) + py(u).
= pg(Av) = g(Av) = A(gv) = Apg(v).
Luego, sea (8 una base de V' y para cada g € G sea [pg]ﬁ € GL,(F), que abreviaremos como [g]ﬂ7 la
matriz asociada al operador p, con respecto a la base 5. Ahora, para todos g, h € G notemos que
pgn(v) = (gh)v = g(hv) = pg(hv) = (pg © pn)(v),

por lo que los operadores lineales pg, ¥ pg © pr, son iguales, y como la matriz asociada a una
composiciéon de transformaciones lineales es igual al producto de las matrices asociadas a cada

transformacién tenemos que

[gh]/a = [9]/3 [h]g’

y en particular se tiene que

915 [97"] 5 = lecls = In-

Por lo tanto, concluimos que para todo g € G, la matriz [g] 5 es invertible con inversa [g_l} R

ast [971][3 = [g]ﬂ_l. Y entonces la funcién

p:G — GL,(F)
g [g]g

es una representaciéon de G sobre F ya que es un morfismo de grupos pues tenemos que

p(gh) = [ghls = [g]5 (A5 = p(9)p(h)
para todos g,h € G. ]

Observacién 0.126. Concluimos que toda representacién p : G — GL,(F) de G sobre F induce
una estructura de FG-médulo en F™ (y por lo tanto en cualquier espacio vectorial de dimensién n)
con la accién lineal gv := p(g)v. Y reciprocamente, si en un espacio vectorial V' de dimensién n
existe una accién lineal de un grupo G, entonces ésta induce una representacién de G sobre F, con

la notacion del teorema anterior

p:G — GL,(F)
donde
g +— lpgls v gu,

pg: V. — V

Con esto, también podemos pensar a una representacién de grado n de un grupo G como una pareja

consistente del espacio vectorial F" y de un morfismo de grupos p : G — GL,,(F).
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Por lo tanto, los dos teoremas y la observacién anteriores nos dicen que estudiar las representaciones

de grupos es equivalente a estudiar las acciones lineales de grupos, es decir, nos garantizan que:

Teorema 0.127. Sea G un grupo. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de representaciones de G sobre F (morfismos de G en GL,,(F)) y el conjunto de acciones lineales de

G en el espacio vectorial F™.

Asi, existen dos maneras de pensar a la teoria de representaciones, mediante las representaciones
mismas, o mediante sus FG-médulos inducidos correspondientes. De aqui en adelante usaremos

indistintamente representaciones o FG-mddulos de acuerdo a cémo nos convenga.

Algebra de Grupo y Mddulos

Existe una visién méds moderna para la teoria de representaciones de grupos finitos, ésta requiere
otro concepto equivalente a una accién lineal: los médulos finitamente generados sobre algebras de
grupo, haremos en lo que sigue esa construcciéon y se omitiran algunas demostraciones ya que se
trata de resultados clasicos sobre teoria de moédulos.

En el contexto de la teoria de representaciones los grupos son considerados como conjuntos abstractos
de operadores lineales en un espacio vectorial de dimensién finita, que forman un &dlgebra, en éste
sentido nos falta completar el grupo a un algebra, y el adlgebra de grupo es esa manera de ver a
un grupo dentro de un algebra, y es importante ya que se comporta de tal forma que podemos
obtener resultados acerca de FG-mddulos estudidndola, consideraremos después médulos sobre ésta.
La construccién del algebra de grupo se basa en considerar a los elementos de un grupo como la

base de un espacio vectorial.

Definicién 0.128. Sea R un anillo con 1g y G un grupo (puede ser infinito). El anillo de grupo

de GG sobre R es el conjunto
R(G) = { Zagg | ag € R}
geG
donde sélo un nimero finito de ag € R son distintos de Or. Ast, el anillo de grupo son las R-

combinaciones lineales finitas de elementos de G donde definimos la suma evidente y el producto

extendiendo el producto en el grupo, es decir,

Z%g + Zbgg = Z(ag +bg)g Yy

geG geG geG
(Seas ) (Stnt) = 5 Castntan) = X (S, )
gea hed gEChe 9€C “\hel

y podemos reescribir el producto como Z ( Z awby>g = Z agbn(gh).

geG “zy=g g,heG

Observacién 0.129. El anillo de grupo tiene las siguientes propiedades:

(1) Tiene un elemento identidad, 1r(g) = 1reg, que se identifica con el neutro del grupo.

(2) Podemos visualizar a cada elemento g € G en R(G) como la combinacién lineal 1rg, y deno-

taremos a esta combinacién simplemente por g.
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(3) R(G) es conmutativo si y sélo G es abeliano y R es conmutativo.

(4) Si G tiene elementos de orden finito entonces R(G) tiene divisores de cero (no es un dominio

entero), por ejemplo, si tomamos en G un elemento g de orden m entonces
1-9)(A+g+g*+-+gm 1) =0.

Para lo que haremos estamos interesados en grupos G de orden finito, digamos n y R = F un campo.
Bajo estas condiciones R(G) = F(G), ademés de su estructura de anillo con uno, tiene también
estructura de espacio vectorial sobre [F con el producto por escalar definido de la forma candnica, es

decir,

aZagg = Z(aag)g para todo a €T,
geG geG

y como espacio vectorial sobre F tiene como una base a los elementos del grupo G y por lo tanto
dimensién n = |G|. Asi, con este producto por escalar el anillo de grupo se conoce como el dlgebra

de grupo de G sobre F, aunque debemos verificar la condicién adicional
(av)u = a(vu) = v(au) para todos a € F y v,u € F(G).

y ésta se satisface ya que

(av)u = ( Zagg) thh = Z(aag)gahh = Z aagbp(gh) = a Z agbn(gh) =

g€G hea geq heG g,h€G g,h€G
( E agg E bhh> = a(vu) E aagby(gh) = E agaby(gh) = E ag9 E (abp)h au).
geG  heG g,h€G g,heG g€G  heG

Observacién 0.130. El algebra de grupo de G sobre F es el F-moddulo libre con base G.
Regresando al contexto de representaciones tenemos la siguiente

Definicién 0.131. Sea G un grupo y sea p : G — GL,(F) una representacion de G, entonces el

nicleo de la representacion p es el conjunto

Ker(p) ={g9 € G | plg) = In}.
Diremos que p es una representacion fiel si Ker(p) = {eg}, es decir, si p es monomorfismo.

Observacién 0.132. Para cualquier representacién p : G — GL,,(F) de G tenemos que Ker(p)<JG

pues p es morfismo de grupos.

Ejemplo 0.133. Si p: G — GL,(F) es una representacién de G, y no es inyectiva (no es fiel), sea

Ker(p) = K, entonces, por el primer teorema de isomorfismo de grupos tenemos un isomorfismo

p:G/K — Im(p) C GL,(F)
gk — p(g)

que es una representacion fiel del grupo cociente G/ K, asi, toda representacién de un grupo que no

sea fiel siempre induce una representacion fiel en uno de sus grupos cocientes.

Ejemplo 0.134. El grupo ciclico de orden n, Z,, = (g) tiene representaciones dadas por
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Oy : 2, —> GLl((C) =C*

. ,0<k<n—-1,
g — ¢

donde ¢ = e% es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Ejemplo 0.135. Si S, es el grupo simétrico en n letras entonces la funcién signo
sgn: S, — {l,-1}cC*
a +— sgn(a)

es una representacién de S,, de grado 1 que no es fiel pues Ker(sgn) = A, el grupo alternante en

n letras (permutaciones pares).

Ejemplo 0.136. Todo espacio vectorial complejo V' de dimensién n es identificado con C™ usando
alguna base, asi, V es naturalmente una representaciéon de GL,(C) sobre C pues es un CGL,(C)-
modulo con la accién lineal
GL,(C)xV — V
(A,v) — Av.
Ejemplo 0.137. La representacion trivial de G.

Para cualquier espacio vectorial V' sobre F podemos considerar el morfismo trivial
7:G — GL(V)
g +— Idy.
que es un morfismo de grupos y por lo tanto una representacién de G sobre F, cuya accién lineal

inducida es gv := 7(g)(v) = Idy(v) = v para todos g € G,v € V, luego, esta accién se extiende a

una accién trivial de F(G) sobre V
«:F(G)xV — V

(Za_,,g,v) o Yaggrvi= Yag,

9€@ geq geqG
En particular, podemos tomar V = F como un F-espacio vectorial de dimensién 1 (cualquier espacio
vectorial de dimensién 1 sobre F es isomorfo a F), luego usando la accién trivial
-:GxF — F
(9,a) — ga:=a,
tenemos un FG-médulo llamado el FG-médulo trivial de G, y la representacién inducida es
p:G — GL(F)=F*
g — 1

y es llamada la representacién trivial de G.

La representacién trivial de un grupo G es fiel si y sélo si G = {eg}.

Ejemplo 0.138. Sea X un G-conjunto y F un campo. El espacio FX de funciones de X en F es un

FG-médulo con la accién
S GxFY — FX g¢: X — F
donde o
(9,8) — g€ r — (g7 ).
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En efecto, para todos g,h € G, £,v € FX y X\ € F tenemos que

1. g¢¢ € FX¥ pues g 'z € X

2. eq€(x) = (egx) = £(x)

3. (gh)é(z) = €((h~ g~ o) = &(h " (g7 'w)) —h£ (97'z) = g(he) ()
4. g€ +v)(z) = (£+V)(9 156)25(9 ) +v(g~ ) = g&(z) + gv(z)
5. g(A)(x) = (A)(g™1z) = M) (97 ) = A(g&) ().

Ejemplo 0.139. Extension lineal de una accién.
Sea G un grupo, F = Cy X = {z1,...,2,} un G-conjunto. Entonces la accién de G en X se extiende

linealmente al C-espacio vectorial
(X)y={cix1+ -+ cpxn | ¢; € C},

(las combinaciones lineales de los elementos de X con coeficientes complejos) con la suma y producto
por escalar evidentes. Asi la extension de la accién en este espacio es

£ Gx (X) — (X)

n

(Q,Zcm> — éci(gasi).

i=1
Una accién de este tipo induce un CG-médulo llamado médulo de permutaciones para G. Las
matrices correspondientes a los elementos del grupo bajo ésta representacion consisten sélo de 1’s
y 0’s con exactamente un 1 en cada renglén y columna, estas matrices son llamadas matrices de
permutacién. El médulo de permutaciones es un FG-moddulo fiel si la accién de G en X es fiel ya
que en este caso, si gr; = x; para toda i € {1,...,n} entonces g = eg.

El algebra de grupo F(G), con su estructura de F-espacio vectorial es un caso particular de éste
ejemplo considerando G = X y G actuando en si mismo mediante el producto en G. Es decir, el
algebra de grupo no es mas que un médulo de permutaciones de G (la extensién lineal del producto

en G).
Ejemplo 0.140. Si S, es el grupo simétrico en n letras entonces la funciéon

p:S, — GL,(C)

donde a;; = 6; o+
o Aa = (aij) / hedd)

es una representacién fiel de S, de grado n, por ejemplo, si o = (235) € S5, entonces

- ()

Notemos que estas matrices se obtienen de la matriz identidad I,, intercambiando sus columnas.

[elelelelg
[olel ole}
—HOOOO
coOo~=O

0
0
0
1
0

Ejemplo 0.141. Restricciéon. Sea V un FG-mdédulo y H < G. Entonces V' es un FH-médulo si
restringimos la accién de G sobre V' al subgrupo H, es decir V' es una representacion de H sobre

F. Asi, V' visto como un FH-mddulo se conoce como la restriccién de V a H y se denota por
VI]H.
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Ejemplo 0.142. Pullback. Sean GGy, G5 grupos, f : G; — G5 un morfismo de gruposy p : Go —
GL(V) una representacién de Go sobre F. Entonces existe una representacién de G, sobre F llamada

el pullback de p bajo f, dada por la funcién
f*lp): Gy — GL(V)
g — (pof)lg)

Ejemplo 0.143. El FG-mdédulo de transformaciones lineales entre dos FG-mddulos.

Si Uy V son FG-médulos, entonces el espacio Homp(U, V) es un FG-mdédulo con la funcién

-:Gx Homp(U,V) — Homgp(U,V) donde gp:U — V
(9:¢) — 9o u — g(dlg™u)

pues claramente es una accién porque gp € Homp(U,V) y eqd = ¢, v si g1, g2 € G tenemos que

(9192)0 (1) := g1920((g9192) 1) = 91(920(95 ' (91 'w))) = 91((920) (97 ")) = (91(920))(w)

y por lo tanto tenemos que (g192)¢ = g1(g20), luego, es lineal ya que si ¢1,¢2 € Homp(U,V) y

a € F entonces para todo g € G tenemos que

g(1+¢2)(u) = g((d1+¢2)(g7 w) =g (d1(g u) + d2(g ')
= g(o1(g 7 u) + g (d2(97w)) = go1(u) + gha(u)

y glagr)(u) := g ((ag1) (g~ w)) = g (ad1(g~'u)) = a (go1((g7'w))) = alger)(w).

Asi, Homy(U, V) se vuelve un FG-médulo. Luego, en el espacio dual V* = Homg(V,F), donde F es
visto como FG-médulo sobre sf mismo (el FG-médulo trivial) la accién es (g¢)(u) = ¢(g~ u) pues

G actua trivialmente en F.

Ejemplo 0.144. Morfismos definidos en el anillo de grupo.
Vamos a ver el anillo de grupo F(G) convierte ciertos morfismos de grupos (en particular, represen-
taciones) en morfismos de anillos. Si R es una F-dlgebra y f: G — R* es un morfismo de grupos

(R* es el grupo de unidades de R), podemos definir una funcién

f:FG — R

Zagg — Zagf(g)

geG geG

que es un morfismo de anillos pues

(T Xg) = (e +0a) = (a4 5500

9eG geqG geG geG
= St + Xt = 7(Sea) + F( Xtuo),
geG geG geG geG

y respeta el producto pues para todos g,h € G

o~

Flgh) = f(gh) = f(g)f(h) = F(g)f(h)

y usando la ley distributiva se obtiene el caso general.
Entonces, como un caso particular de esto, cualquier representacién p de G de grado n puede ser

extendida de forma tnica a un morfismo de F-algebras
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p:F(G) — Myxn(F)

D agg — > agplg)

9eG geG

pues GL,(F) es el grupo de unidades (vista como anillo) del dlgebra M., «, (F).

Ejemplo 0.145. Extension de morfismos de grupos.
Si Gy H son grupos y f: G — H es un morfismo de grupos, podemos extender f a un morfismo

de anillos entre las dlgebras de grupo de G y H, que es la funcién

f:F(G) — TF(H)

Y agg — > agf(g).

geG geG

En particular, si H es el grupo trivial entonces F(H) = F y el morfismo de anillos mencionado
anteriormente es la funcién
e:F(G) — F

Zagg — Zag

geG geG
que es llamada el morfismo de aumento, su nicleo
AEE) = { L < 6) | Yy =0
geG geG

se conoce como el ideal de aumento de F(G). Claramente la funcién de aumento € es una trans-
formacidn lineal y es suprayectiva, y ya que F(G) como espacio vectorial tiene dimensién |G| = n,
tenemos por el Teorema de la Dimensién que dimy (A (F(G))) = n — 1 como subespacio de F(G).
Luego, el conjunto {g — e¢ | e # g € G} es una base para el ideal de aumento pues es un conjunto

linealmente independiente de n — 1 vectores en un espacio de dimensiéon n — 1.

Lo siguiente serd construir un FG-mdédulo a partir del dlgebra de grupo, éste es un importante

ejemplo para el desarrollo de la teoria de representaciones.

Ejemplo 0.146. Representacion Regular de un Grupo.

Sea [F un campo y G un grupo de orden finito n. La representacion mas basica de G es la inducida
por el algebra de grupo F(G) de G sobre F vista como FG-médulo. Sabemos que F(G) es un espacio
vectorial sobre F, donde dimg (F(G)) =n = |G|, y la funcién

o GxF(G) — F(QG)

<x, Zagg) s Yay(eg)

geqG geG

es una accién lineal de G en F(G), més claramente, vemos que bajo ¢ la accién G en F(G) estd dada

por el producto en F(G) si vemos a G dentro de F(G), es decir,
TOV =120 <Zagg> = (1F(G)x) (Zagg) = Zag(xg).
geG geG geG

Con esta accién F(G) es un FG-mddulo llamado el FG-médulo regular.

La representacion de G de grado n inducida por la accién anterior es la funcién
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preg : G — GL(F(G)) preg(x) 1 F(G) — F(G)
T Preg(w) donde g%;:agg — g%éag(xg)a

y es llamada la representacién regular de G. Notemos que esto es el ejemplo 0.139 con el grupo

actuando mediante el producto.
De hecho, generalizando, el algebra de grupo actia en cualquier FG-mdédulo V', de modo maés preciso:

Ejemplo 0.147. FG-mdédulos son F(G)-médulos.

El édlgebra de grupo actia en cualquier FG-médulo V' mediante la funcién
o:F(G)xV — V

(Zagg,v) — (Zagg)ov:: S ay(g-0)

geG g€eG geG

donde - denota la accién de G en V que lo hace un FG-mdédulo.
Luego, con la accién o tenemos que V es un F(G)-mddulo pues G actia linealmente en V' y asi para

todos 1, s € F(G),v,u € V se satisface que
lpgyv=egv=v
(rs)v =r(sv)

(r+s)v=rv+ sv

Ll s

r(v+u) =rv+ru.

Luego, por el teorema 0.107, la representacidn de F(G) (vista como anillo) inducida por esta accién

es un morfismo de anillos

A:F(G) — Endp(V) = Mpyxn(F) )\<Zagg> Vo — Vv
donde 9€G
Zagg — A(Zaw)
e = v Zag(gv).

geG

Observacién 0.148. Los médulos izquierdos M sobre F(G) pueden considerarse también como
espacios vectoriales sobre F (por la observacién 0.121) con el producto por escalar si hacemos actuar

A € F como Aeg € F(G), es decir, con la funcién

FxM — M
(A,m) — Adm:=(deg)m .

En nuestro caso, G un grupo finito, tenemos la importante conexién entre estas estructuras:

Lema 0.149. Sea F un campo y G un grupo finito, entonces un F(G)-mddulo es finitamente generado

si y solo si tiene dimension finita como espacio vectorial sobre .

Demostracién. Si V' es generado como F(G)-médulo por {vi,...,v;:}, entonces V es generado
como F-espacio vectorial por el conjunto {gv; | g € G,1 < i <t} y ya que G es finito tenemos que

dimp(V) < co. El converso es trivial por el inciso (2) de la observacién 0.129. |

De aqui vamos a obtener la conexién entre los médulos sobre el dlgebra de grupo y la teoria de

representaciones.
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Teorema 0.150. Sea F un campo y G un grupo finito. Entonces existe una correspondencia biyectiva

entre F(G)-mddulos y acciones lineales de G en un espacio vectorial de dimension finita sobre F.

Demostracién. Si V' es un F(G)-mddulo finitamente generado, por el lema anterior, dimg(V') es

finita y si el producto en V' como F(G)-médulo estd dado por

«:F(G)YxV — V
(Zagg,v) — (Zagg) o

geG geG

entonces restringiendo este producto a G, pues g = lgpg € F(G) para todo g € G, tenemos que la
funcién

* |G: GxV — V

(g,v) — gxv=I1pg*v

es una accién lineal de G en V por la propiedades de .

Podemos demostrar esto usando de la misma forma la observacién 0.121 y el lema anterior para ver a
un F(G)-mdédulo V finitamente generado como F-espacio vectorial de dimensién finita, por el teorema
0.107 la estructura de F(G)-médulo en V' induce un morfismo de anillos ¢ : F(G) — Endp(V), y ya
que los elementos de G son unidades (elementos invertibles) vistos dentro del anillo F(G), se tiene
que o(g) es unidad (matriz invertible) en Endp(V) para todo g € G, asi la restriccién de p a G define
un morfismo de grupos de G a GL(V), es decir, una representacién de G.

Reciprocamente, supongamos que V' es un F-espacio vectorial en el cual existe una accién lineal de
un grupo G denotada como gv, entonces debemos equipar a V' con una estructura de F(G)-mdédulo,
pero vimos en el ejemplo 0.147 que el dlgebra de grupo actia en cualquier F(G)-médulo mediante

la funcién
>:FG)xV — V

<Zagg , v) — (Zagg) >v = Zag(gv),

ge@ e e
y como G actia linealmente en V' entonces se satisfacen los axiomas de estructura de médulo sobre
F(G), por lo tanto, V' es un F(G)-médulo.
Otra forma de demostrar lo anterior es la siguiente: Ya que V' es un FG-médulo existe una represen-
tacion p : G — GL(V), que es por definicién un morfismo de grupos, entonces, por el ejemplo 0.144
se extiende de forma tnica a un morfismo de anillos p : F(G) — Endr(V') tal que p(g) = p(g) para
todo g € G, y este morfismo de anillos, por el teorema 0.108 induce una estructura de F(G)-médulo
en V. Asi, en el lenguaje de representaciones de un grupo esto se traduce en que para cualquier

representacién p de G, V = F” tiene estructura de F(G)-mddulo mediante
o:FG)xV — V

(Z%g,v) — (Zagg)@v:: S ay(pla)e)

geG geG geG
|

Observacion 0.151. Entonces, en términos de lo anterior, una representacién de un grupo finito G

sobre F induce un F(G)-médulo V finitamente generado y todo F(G)-médulo finitamente generado
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V induce accién lineal de G en un espacio de dimension finita V.
En otras palabras, es lo mismo pensar en representaciones lineales de G, en FG-médulos o en F(G)-

modulos.

FG-submoédulos y morfismos de FG-moédulos

Definicién 0.152. Sea V un FG-mddulo (o equivalentemente, p : G — GL(V) es una repre-
sentacion de G), un subconjunto U de V' es llamado un FG-submddulo de V si U es subespacio
de V y gu € U para todos g € G y u € U, es decir, U es cerrado bajo la accion de G. Asi, un
FG-submddulo de V' es un subespacio que también es un FG-mddulo (una subrepresentacion de

p es una representacion o asociada a un FG-submddulo de V).

Ejemplo 0.153. Si V es un FG-mddulo, entonces los espacios V' y {0} son dos FG-submédulos,

llamados los FG-submédulos triviales.

Definicién 0.154. Sea V un FG-mddulo, decimos que V' es un FG-mddulo irreducible si V # {0}
y sus Unicos FG-submddulos son V y {0}. Si V tiene un FG-submddulo W # {0} y W #£ V', entonces
V es un FG-mdédulo reducible. Equivalentemente, si p: G — GL,(F) es una representacion de
G, decimos que p es una representacion irreducible si el correspondiente FG-mddulo V =TF" es

irreducible, y es reducible si F" es reducible.

Observacién 0.155. De forma equivalente, un FG-médulo V' es irreducible si es simple visto como
F(G)-médulo.

Ejemplo 0.156. Sumas directas.
Sea W un FG-médulo y sean U y V FG-submédulos de W y supongamos que W = U & V como
espacios vectoriales, entonces podemos equipar a la suma directa U &V naturalmente con estructura

de FG-médulo componente a componente, es decir,

LGxUaV) — UaV)
(g,u+v) — gu-+ go.

Si By = {uy,...,ur} es una base de U y B3 = {v1,...,v;} es una base de V sabemos que podemos

unirlas y obtener una base de W = U &V y en esta base 8 = {u1,...,u,v1,...,0} tenemos que

_ [g]ﬂl 0
ols = ( 0 I, )

En general, si W =U; & --- @ U como espacios vectoriales y si Uy, - -+ ,Us son FG-submédulos de

para todo g € G

W, entonces, si 3; es una base de U; para todo 1 <4 < s tenemos que 8 = 31 U---U 85 es una base

de W=U; @ ®Us y asi la representacion de la suma directa (interna), para todo g € G cumple

que
gy, 0 - 0

0 gl = O

[g]lB: . . . .

0 0 - [gls
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Para el caso de la suma directa externa de FG-médulos simplemente tomamos el producto cartesiano
de los espacios en cuestion con las operaciones componente a componente y la acciéon del grupo es

entrada a entrada como en la suma directa interna.

Definicién 0.157. V es una representacion indescomponible de G si V' es indescomponible

como FG-mddulo, es decir, no es suma directa de otros FG-mddulos.
Observacién 0.158. Claramente todo FG-mdédulo irreducible es indescomponible pero al revés no.

Definicién 0.159. Sean V y U dos FG-mddulos. Una transformacion lineal T : V — U es llamada
un morfismo de FG-mddulos o un FG-morfismo si respeta la accidn del grupo (es un morfismo

de G-conguntos), es decir,
T(gv) = gT(v) para todosv €V, g € G.

Un isomorfismo de espacios vectoriales que respete la accion es llamado un tsomorfismo de FG-
mddulos, en este caso escribiremos V.= U (que es un isomorfismo de espacios vectoriales y al
mismo tiempo de G-conjuntos). Si los FG-mdédulos no son isomorfos escribiremos V-2 U. El con-

Junto de morfismos de FG-mddulos entre dos FG-mddulos se denotard Hompa(V,U).

~

Notemos que por la biyeccién entre representaciones lineales de G (morfismos de G en GL,,(F)
GL(F™)) y las acciones lineales de G en un espacio vectorial V sobre F de dimensién n, tenemos que
sip:G— GL(V)y7:G— GL(U) son las representaciones asociadas a V' y U, la definicién

anterior es equivalente a pedir que
(T op(g)) (v) =(7(g9)oT) (v) para todos v € V, g € G.

Diremos que p: G — GL(V) y 7 : G — GL(U) son representaciones equivalentes o isomor-
fas si hay un isomorfismo de FG-médulos T': V. — U tal que T o p(g) = 7(g) o T para todo g € G,

que podemos reescribir como
Top(g)oT ! =7(g) paratodo g € G

y entonces podemos traducir al lenguaje de matrices la equivalencia de representaciones diciendo que
dos representaciones son equivalentes si son conjugadas por una matriz invertible. Por la equivalencia
de acciones lineales y médulos sobre el dlgebra de grupo también podemos pensar a un morfismo
de FG-médulos, como un morfismo de F(G)-médulos ya que si T : V. — U es un morfismo de

FG-modulos, entonces tenemos que para todov € V iy r = Zagg e F(G)

geG
T(rv) = T(Zawv) = ZagT(gv) = ZaggT(v) =rT(v).
geG geG geG

Observacién 0.160. Dos representaciones equivalentes tienen el mismo grado pues existe un iso-

morfismo de espacios vectoriales sobre I entre los espacios V' y U de la definicién anterior.

Teorema 0.161. Sean V y U dos FG-mdédulos. Si V = U wvia un isomorfismo de FG-mddulos T,

entonces T~1 : U — V también es un FG-isomorfismo, es decir, U =2V como FG-mddulos.

Demostracién. Siu € U y g € G se tiene que
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T(9(T(u)) = g(T(T~(u))) = gu =T (T (gu)),

y usando que T es inyectivo tenemos que g(T~1(u)) = T~*(gu) para todos u € U y g € G. [ ]

Observacion 0.162. Por la observacién y el teorema anteriores, para dos FG-moddulos, ser isomorfos
es una relacion reflexiva y simétrica, y es facil ver que es transitiva. Por lo tanto ser isomorfos es una
relacién de equivalencia en la clase de todos los FG-mddulos. Llamaremos a las clases de equivalencia

de esta relacién de equivalencia las clases de isomorfismo de FG-mddulos.

Un problema bésico de la teoria de representaciones es clasificar todas las representaciones de un
grupo G salvo isomorfismo (que para grupos de orden infinito suele ser bastante complicado). La

siguiente proposicién clasifica las representaciones de grado m de un grupo G.

Observacién 0.163. Notemos que si p € Hom(G,GLy,(F) (p es una representaciéon de G) y T' €

GL,,(F) entonces la conjugacién de p por T nos da la funcién

PT G — GLm (F)
g — Top(g)oT!
que es un morfismo de grupos y por lo tanto una representacion de G, y esto es lo que pediamos

para que dos representaciones fueran equivalentes. Asi, el conjunto de clases de isomorfismo de

representaciones de G de grado m tiene cardinal igual a |G L, (F)|.

Ejemplo 0.164. Sean G un grupo y V,U dos FG-médulos. Entonces cualquier morfismo de FG-
médulos T : V' — U naturalmente nos proporciona dos FG-submédulos, éstos son los subespacios
Ker(T) <V y Im(T) < U pues T es compatible con la accién, luego, si g € Gy v € Ker(T)

entonces
T(gv) = gT(v) =90 =0

y por lo tanto gv € Ker(T), por otro lado, si g € Gy u € Im(T) entonces u = T'(w) para algin

w € V y tenemos que
gu = gT (w) = T(gw) € Im(T)
por lo que el ntcleo y la imagen de cualquier FG-morfismo son F'G-submédulos.

Observacion 0.165. Los isomorfismos de FG-mddulos hacen que los FG-mddulos en cuestién ten-
gan las mismas propiedades estructurales, es decir, para V' y U FG-mdédulos isomorfos de dimensiéon

finita tenemos que
1) dimp(V) = dimp(U) ya que {v1,...,v,} es una base de V si y sélo si {T'(v1),...,T(vy)} es
una base de U.

2) V es irreducible si y sélo si U es irreducible ya que X C V es un FG-submédulo si y sélo si
T(X) C U es un FG-submdédulo.

Ejemplo 0.166. El doble dual. Sean V, U y W FG-médulos. Si V* = Homp(V,F), entonces
existe un isomorfismo de FG-moédulos V' & V**.

Consideremos T' € Hompg(V,U), entonces T induce un FG-morfismo
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™ :U" — V*
p — ol

En efecto, para todos g € Gy v € V tenemos que

9T (@)l (v) =lg (e D)) (v) = glpo T) (97"
= ¢ (T(g'v)
= »lg7'T()
= g( (g 'T(v)) = (9o T)(v) = [T*(g¢)] (v).
Notemos que si T' € Hompa(V,U) y S € Hompa(U, W) entonces (S oT)* =T* o S*.

Sabemos que en dimension finita existe un isomorfismo de espacios vectoriales

Oy Vo Y 0oV — F
donde
T f — fv).

Este isomorfismo en efecto es un FG-morfismo pues para todos g € Gy v € V tenemos que

[9Pv ()] (f) = 99 (f) = g (pulg™'f))
= (g7'N)w)
= g ' (f(gv))
= f(gv) = pgu(f) = [@v(gv)] ().

Maés aun, si T € Hompg(V,U) entonces existe T** € Hompg(V**,U**) tal que T** o &y = Oy o T.

Evaluando en v € V y [ € U* tenemos que

[T o ®y](v) = T"(¢v)
= [pp o T*] ()
= wy(loT)
= U(T(v)) = prw)) =[Pv o T](v).
Ejemplo 0.167. El FG-isomorfismo del algebra de grupo con su dual.

~

Existe un isomorfismo de FG-mdédulos F(G) = F(G)* mediante la funcién

T:FGQ) — F(G)* T(r) :F(G) — F
r= ngg — T(r) donde _ qug — qusq
geG geG geq
Primero, si r = ngg, s = ngg, t= Ztgg € F(GQ) y a € F entonces
geG geG geG
T(r)(s +1) = T() (3 (59 +e)g) = Y oralsg 1) = Y rysg + D 1oty = T()(s) + T(r)(1)
geG geG geG geG
T(r)(as) = T(r)(Zasgg) = ng(asg) = Zargsg = angsg =aT(r)(s)
geG geG geG geG

y por lo tanto T'(r) € Homp(F(G),F) = F(G)*.

Ahora, para ver que T es inyectiva, si 0 # r = ng g € F(G) entonces existe al menos un coeficiente
geG
ry # 0, asi, T(r)(g) = rz y por lo tanto T'(r) no es el funcional lineal cero, por lo que T es inyectiva,

y entonces es un isomorfismo de F-espacios vectoriales pues su dominio y codominio tienen la misma

dimensién. Por ultimo, T respeta la acciéon ya que para todo g € G tenemos que
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() () =T(9)raw ) (5) = T(Yoralgn)) (suw) = D rasy

zeG zeG yeG y=gzeqG

y por otro lado

9T (5) = g [T (675) =T (sulo ) = 3 sy

yeG r=g9-lyeG
y entonces T(gr) = gT'(r) pues z = g~ 'y si y sélo si gz = y.
Teorema 0.168. Sea V un FG-mddulo con base 3 y como en la demostracion del teorema 0.125

tomemos la representacion

: L, (F :
p:G — GL,(F) donde pg: V. — V

g = [pg]g v o gu,
denotemos [pg4], como [g]g, entonces

i) Si vy es otra base de V tenemos que la representacion

0:G — GL,(F)
g — ldl,
es equivalente a la representacion p.

ii) Si T es una representacidn equivalente a p existe una base § de V tal que

7:G — GL,(F)

g — lgls

Demostracion. i) Consideremos Q = [I dv]g la matriz de cambio de coordenadas de [ en -,

entonces tenemos que
l9]., = [Tdv]} (9], [Tdv]® = Qlg]; QY
es decir, [g]., ¥ [g]; son matrices conjugadas, y de aqui tenemos que
9], Q@ =Qlgls »

que traducido a los operadores asociados a esas matrices con respecto a la base 5 no es otra
cosa que la definicién de representaciones equivalentes. Méas claramente, sea T el operador

lineal tal que @ = [T}, entonces
9], (T3 = [T15[9]5 ¥ por lo tanto
[0(9) o TT = [T'o p(g)]} , 0 bien, a(g) o T' =T o p(g),

es decir, p y o son representaciones equivalentes.

ii) Supongamos que T y p son representaciones equivalentes, entonces para alguna matriz invertible

B, tenemos que
7(g) = Bp(g)B~! para todo g € G.

Ahora, sea 0 la base de F" tal que la matriz de cambio de base de 8 a § es B, es decir,

B = [Idv]g, entonces, para todo g € G
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7(g) = [Idv)} plg) [Tdv]; = [Idv]} [g]; [Tdv]s = [g];

Vamos a ver ahora que FG-moddulos isomorfos corresponden a representaciones equivalentes.

Lema 0.169. Los FG-mddulos V y U son isomorfos si y sélo si existen bases By y By de V. y U
respectivamente tales que [g]5, = [g]s, para todo g € G.

Demostracién. Sea T : V — U un FG-isomorfismo y 8y = {v1,...,v,} una base de V, entonces
Bu ={T(v1),...,T(v,)} es una base de U. Si g € G entonces gT'(v;) = T(gv;) para todo i, por lo
que se sigue que [g]5 . = [g]5, -

Conversamente, si By = {v1,...,v,} una base de V' 'y By = {u1,...,u,} es una base de U tales que

95, = [9]5, para todo g € G. Consideremos la tranformacién lineal invertible tal que

T:V — .
para todo 1.
vy > Uy

Sig € G, yaquelgls, =[gls, sesigue que T'(gv;) = ¢gT(vi), es decir, T' es un CG-isomorfismo. W

Teorema 0.170. Sea V un FG-mddulo con base 8 y U un FG-mddulo con base 7.

Entonces V=2 U si y solo si

p:G — GL,(F) c:G — GL,(F)
g — ldls ! g — lgl,

son representaciones equivalentes, donde escribimos [g] en lugar de [py] ;.

Demostracion. Por el lema anterior si los FG-médulos V' y U son isomorfos entonces existen bases
Bv y Bu de V' y U respectivamente tales que [g]ﬁv = [9lg,, para todo g € G.

Definamos ahora una representacién de G dada por la funcién

7:G — GL,(F)
g — lglg, -
Luego, por el teorema 0.168 i) tenemos que 7 es equivalente a p y o, y por lo tanto, p y o son
equivalentes.
Conversamente, supongamos que p y o son equivalentes, entonces por el teorema 0.168 i) existe
una base ¢ de V' tal que o(g) = [g]5 para todo g € G, esto es, [g]; = [g], para todo g € G. Por lo

tanto, V' y U son isomorfos por el lema anterior. |

Ejemplo 0.171. Representacion cociente. Sea V un FG-médulo y W un FG-submédulo de V.
Consideremos para cada v € V el conjunto v + W = {v+w | w € W}.

Es facil ver que
v+W=WsiysoélosiveWW.

Luego, los conjuntos v + W corresponden a las clases de equivalencia de la siguiente relacién de
equivalencia dada en términos de W: v,u € V son comparables (relativos a W), es decir, v+ W =
u—+ W siysélosiv—u e W. Esto no es més que las clases laterales de W en V' con sus estructuras

de grupos abelianos aditivos. Entonces el conjunto
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V/IW={v+W|veV}
es un F-espacio vectorial con las operaciones

W+W)+(u+W)=@w+u)+W y
a(u+ W) = (av) + W con a € F.

Y usando lo anterior también es ficil ver que dimyp(V/W) = dimp(V) — dimp(W) simplemente
eligiendo una base By = {wi,...,w,} de W, luego se completa a una base de V con vectores
B ={vm+1,-..,0,} v se toman las clases laterales cuyos representantes son los vectores con los que
completamos, es decir, By /w = {vm41 + W, ..., v, + W} es la base del espacio cociente. Mas atin,

V/W es una representacién de G con la accién

S GExV/W — V/W
(g, v+ W) — guv+W.

Ahora, si V = Wy & Wy, como FG-médulos, es decir, para todo v € V' tenemos que existen tinicos

wy € Wi, we € Wy tales que v = wy + wa, entonces
’U+W1 = (w1 +w2)+W1 :w2+w1+W1 ZU/2+W1
y asi las representaciones V/W; y Ws son equivalentes pues la funcién

T: V/W1 — W2
wao +W1 — W2

es un isomorfismo de FG-médulos.

Observacién 0.172. En el lenguaje de matrices, si V es una representacién reducible de G y W
es una subrepresentacién de V', entonces, eligiendo una base v de W la podemos extender con un
conjunto ¢ a una base 8 de V, es decir, 5 = vUJ y entonces, por el ejempo 0.171 tenemos que la

matriz asociada a la representacion, para todo g € G tiene la forma

[ lew(9)], (*)
lpv(9)]s = ( 0 [pv/W(g)]§>

donde pw (g) es el operador asociado a la representacién de G en W, (%) es una matriz arbitraria y
pv/w(g) es el operador asociado a la representacion de G en V/W cuya base es 5 que es inducida
por J, es decir, las clases de los elementos de §.

Si V es una representaciéon descomponible de G, es decir, V. = W Wy y Wy, W5 son FG-submédulos
no triviales, entonces eligiendo bases 1 y 72 de Wi y W5 respectivamente, y uniendo estas bases
tenemos una base de V', v = 1 U~s, y entonces, por el ejempo 0.171 tenemos que la matriz asociada

a la representacion, para todo g € G tiene la forma

lpv(9)]s = (UJWI(()Q)]V1 [pwz?g)] > '
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Teorema de Maschke y reducibilidad completa

Ahora tenemos el resultado méas bésico de la teorfa de representaciones de grupos finitos. Fue descu-
bierto por Heinrich Maschke en 1898. Como consecuencia tendremos que todo FG-mddulo es suma
directa de FG-submddulos irreducibles. Asi, el estudio de la teoria de representaciones de grupos

finitos se reduce al estudio de FG-médulos irreducibles.

Teorema 0.173. MASCHKE. Sea G un grupo finito y F un campo de char(F) = 0 o tal que
char(F) t |G|. Si V es un FG-mddulo de dimension finita y U C V es un FG-submddulo, entonces

U es sumando directo de V. como FG-mddulos, es decir existe un FG-submddulo W C V' tal que
V=UoW.

Demostracién. Dado U un FG-submddulo de un FG-médulo V', tenemos que en particular U es un
F-subespacio vectorial de V' por lo que existe un subespacio Wy tal que V = U & Wy, por ejemplo,
podemos elegir una base de U, completarla a una base de V' y el generado por los vectores con los
que completamos cumple lo anterior. Sin embargo, no necesariamente Wy es un FG-submoédulo de
V' y existen infinitas formas de elegir Wy, de acuerdo a como se elija una base de U y de como se

extienda ésta a una base de V. Luego, consideremos la proyeccion de V' en U, es decir, la funcién

w : V. — U

u+w —  u,

y entonces ker(my) = Wy v Im(my) = U. Vamos ahora a modificar esta proyeccién para obtener un

morfismo de FG-médulos de V' en V' que tenga imagen U, para esto definimos

19UV—>V

|G\ Zng _11) .

geG

Para que Yy tenga sentido usamos la hipotésis sobre la caracteristica de F y el hecho de que G es
finito. Claramente Jy es una transformacion lineal de V en V' y Im(dy) C U. Veamos ahora que

Yy es un morfismo de FG-mddulos, entonces para todos v € V y x € G tenemos que

1 1
Yy (zv) g (g7 (2v) gy (g~ x)v
= @ =y = @ =y )

geG geG

pero g corre sobre todos los elementos de G, entonces sea y = g, asi, ¥ también varia sobre todos

los elementos de Gy podemos escribir entonces

Do) = |G|§€%m Lgmy (g~ 2))
_ @%;u—wm«wmw)
_ <y§ym 11))
_ (|G|y€ZGy7rU 1v)=x(ﬁU<v>)-
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y por lo tanto ¥y es un morfismo de FG-médulos.
Veamos ahora que U C I'm(dy ), primero notemos que para cualesquiera u € U y g € G se tiene que

gu € U pues U es un FG-submédulo de V' y por lo tanto 7y (gu) = gu, asi tenemos que
—1 -1
(u) gru (g™ u) (g™ u) u=u.
~al: Z " al: Z e Z;

Esto significa que I'm(¥dy) = U. Ahora si v € V, entonces ¥y (v) € U y por lo anterior tenemos que
Yy (Vu(v)) = Iy (v), es decir, 9% (v) = Iy (v) por lo que Iy, es efectivamente una proyeccién. Luego,
ya que Im(¥y) = U, entonces sea W = ker(Jy), que es un FG-submédulo de V, y V =U & W por

ser Jy una proyeccion. [ |

Lo siguiente es una consecuencia importante del Teorema de Maschke, vamos a ver que todo FG-
modulo (representacién de un grupo finito) es suma directa de FG-submédulos irreducibles (subre-

presentaciones irreducibles).

Definicién 0.174. Una representacion p : G — GL(V) (o equivalentemente, V, el FG-mddu-
lo asociado) es llamada(o) completamente reducible si es suma directa de subrepresentaciones

irreducibles, es decir, si existen FG-submddulos irreducibles U; tales que
V=U& --aU,.

Observacién 0.175. En el lenguaje de médulos esta definiciéon dice que un FG-médulo V' es com-
pletamente reducible si es semisimple visto como F(G)-mddulo (el médulo sobre el dlgebra de grupo

inducido por la accién).
Corolario 0.176. Sea G un grupo. Entonces todo FG-maddulo no trivial es completamente reducible.

Demostracion. Sea V un FG-médulo no trivial de dimensién finita, vamos a hacer induccién sobre
dimp(V) = n. Si dimp(V) = 1 el resultado es cierto pues V siempre es irreducible ya que no hay FG-
submédulos no triviales. Si V' es irreducible no hay nada que probar, entonces supongamos que V' es
reducible. Asi V tiene un FG-submdédulo propio U, luego, por el Teorema de Maschke existe un FG-
submddulo W tal que V = U @ W. Ahora, ya que dimp(U) < dimp(V) y dimp(W) < dimg(V'), por

hipdtesis de induccién U y W son completamente reducibles, es decir, tenemos una descomposicion
U=U,®---0U, y W=W1&---d W,
para algunos r,s € N, y entonces tenemos que
V=U,o --aU,eW & & W,

es decir, V' es una suma directa de FG-médulos irreducibles, por lo que V' es completamente reducible.
[ ]

Otra consecuencia util del Teorema de Maschke es:

Proposiciéon 0.177. Sean V,W dos CG-mddulos y ¥ : V. — W un morfismo de CG-mddulos.
Entonces existe un CG-submddulo U de V tal que

V=Ker(W)eUyU=Im() CW.
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Demostracién. Sabemos que Ker() es un CG-submddulo, asi, por el Teorema de Maschke existe

un submddulo U de V tal que V = Ker(¥) ® U, luego definamos la funcién

9:U — Im(V)
u —  Y(u).

Claramente ¥ es un morfismo de C(G)-médulos pues ¥ es un morfismo de C(G)-médulos. Mas atin,
es un isomorfismo ya que si u € Ker(J) entonces u € Ker(9)NU = {0} y por lo tanto Ker(dJ) = {0}.
Ahora, si w € Im(?¥) entonces w = ¥(v) para algin v € V, y por lo anterior, escribamos v = k + u

con € Ker(d), u € U. Entonces
w=9(v) = Ik +u) =9Ik) +I(u) =I(u) = I (u).

Por lo tanto Im(¥) = Im(9) y asf tenemos que ¥ : U — I'm(¥) es un isomorfismo de CG-mdédulos,
es decir, U = Im/(9). ]

Observacion 0.178. El corolario 0.176 nos dice que para entender FG-mdédulos es suficiente estudiar

todos los FG-mdédulos irreducibles.
Entonces, en el lenguaje de mdédulos el Teorema de Maschke y el corolario 0.176 se enuncian como:

Teorema 0.179. Si G es un grupo finito y F un campo tal que char(F) = 0 o char(F) { |G| entonces
cualquier mddulo sobre el dlgebra de grupo F(G) es semisimple, y en particular, la representacion

reqular F(G) es semisimple.

Lema de Schur

Lo siguiente serd un resultado concerniente a FG-mdédulos irreducibles, llamado el Lema de Schur,
éste es fundamental para la Teoria de Representaciones, y da una aplicacién inmediata para deter-
minar todas las representaciones irreducibles de grupos abelianos finitos. A partir de ahora conside-

raremos siempre F = C.

Lema 0.180. SCHUR. Seanp: G — GL(V) y1: G — GL(U) dos representaciones irreducibles
de un grupo G (es decir, V y U son CG-mddulos irreducibles).

(1) SiT:V — U es un morfismo de CG-mddulos, entonces T es isomorfismo (p = 7)o T =Ty,
donde Ty es la transformacion lineal cero.

(2) SiV=UyT:V — V es un endomorfismo de CG-mddulos, entonces T es un miltiplo
escalar de la identidad en V', es decir, T = Ay, para algiun A € C.

Demostracién. (1) Supongamos que T'(v) # 0 para algin v € V, por lo que Im(T') # {0} y ademds
Im(T) es un CG-sumédulo de U, pero U es irreducible, por lo que Im(T) = U y como ker(T) #V
es un CG-submdédulo de V' 'y V es irreducible entonces Ker(T) = {0} y por lo tanto, T es invertible,
asi, T es un isomorfismo de CG-modulos.

(2) Recordemos que A € C es valor propio de T si existe Oy # v € V tal que T'(v) = Av, es decir, si
(T = AIy)(v) = 0 para algin Oy # v € V, o de modo equivalente, si T'— AIy no es invertible.

Asi, dada una base 8 de V, y si n = dimg(V), entonces los valores propios de T son los escalares

A € C que satisfacen la ecuacion
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det([T]; — A,.) =0

que no es mas que el polinomio caracteristico de 7', un polinomio de grado n con coeficientes en
C, entonces por el Teorema Fundamental del Algebra el polinomio caracteristico de T' tiene una
raiz A, es decir, un valor propio de Ty entonces Ker(T — Ay) # {0} por lo que Ker(T — Aly)
es un CG-submodulo no cero de V, pero V es irreducible y entonces necesariamente se tiene que
Ker(T — My) = V, esto significa que para todo v € V tenemos que (T' — Ay )(v) = 0, es decir,
T(v) = My (v), por lo que T'= Ay como querfamos. |

La segunda parte del Lema de Schur tiene el siguiente converso:

Teorema 0.181. Sea V un CG-mddulo no cero y supongamos que todo CG-morfismoT :V — V

es un multiplo escalar de la identidad en V', es decir, T = A\ly,, entonces V es irreducible.

Demostracion. Supongamos que V es reducible, entonces existe un CG-submodulo U propio de
V. Luego, por el Teorema de Maschke U tiene un complemento W, es decir, un CG-subméddulo de
V tal que V = U & W. Entonces la proyeccion m,, es un morfismo de CG-moédulos que no es multiplo

escalar de la identidad, esto es una contradiccién. Por lo tanto V es irreducible. |

Luego la interpretacién del Lema de Schur y su converso en términos de representaciones es:

Corolario 0.182. Sea p : G — GL,(C) una representacion de G. Entonces p es irreducible si y

s6lo si toda matriz A de n X n que satisface que
Ap(g) = p(g)A para todo g € G
tiene la forma A = A, para algin A € C.

Demostracién. Recordemos que p induce una accién lineal en C" dada por gv = p(g)v para todos

v e C", g€ G. Para cualquier A € M,,(C) consideremos la funcién

TA:(Cn — C"
v — Av,

que es una transformacion lineal en C™, y es un morfismo de CG-médulos si y sélo si para todos
v € C", g € G tenemos que Ty (gv) = gTa(v) siy sélo si A(gv) = g(Av) siy sélo si Ap(g)v = p(g)Awv,
es decir, si y sélo si Ap(g) = p(g)A para todo g € G.

Por lo tanto, si p es irreducible y Ap(g) = p(g)A para todo g € G, por lo anterior T4 es un morfismo
de CG-mébdulos, y por la segunda parte del Lema de Schur, A debe ser miltiplo escalar de I,,. Ahora,
si toda matriz de n X n que satisface que Ap(g) = p(g)A para todo g € G tiene la forma A = A\,

para algiun A € C, por el converso del Lema de Schur tenemos que p es irreducible. |

El Lema de Schur entonces establece que todo morfismo de CG-mdédulos entre CG-modulos irredu-
cibles es siempre cero o un isomorfismo. También, los morfismos de CG-médulos de un CG-médulo

irreducible en si mismo son siempre multiplos escalares de la identidad.
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Representaciones de grupos abelianos finitos

Recordemos que el teorema 0.50 decia que todo grupo abeliano finito es producto directo de grupos
ciclicos, y es el més importante sobre la estructura de grupos abelianos finitos, a partir de él, basta
determinar las representaciones irreducibles de productos directos de grupos ciclicos para describir
las representaciones irreducibles de todos los grupos abelianos finitos.

Primero tenemos una caracterizacion de las representaciones irreducibles de grupos abelianos.
Teorema 0.183. Las representaciones irreducibles de un grupo abeliano son de grado 1.

Demostracion. Sea GG un grupo abeliano y sea V' un CG-médulo irreducible.

Luego, para todo x € G la funcién

.V — V
v o

v

es un endomorfismo de V' (operador lineal) pues la accién de G en V es lineal, méds adn, ya que G

es abeliano tenemos que (gz)v = (zg)v para todo g € G y entonces

T:(gv) = z(gv) = (zg)v = (gz)v = g(zv) = 9T (v),

es decir, T, es un morfismo de CG-médulos, por el lema de Schur tenemos que la funcién T, es un

multiplo escalar de la identidad, es decir T, = A, Iy para algin A, € C, por lo que
xv =T, (v) = ATy (v) = A\zv para todo v € V.
Por lo tanto si W C V es un subespacio vectorial, entonces para todos z € Gy w € W tenemos que
zw = Ty(w) = A Iv(w) = Apw € W,

por lo que todo subespacio vectorial W de V' es cerrado bajo la accién de G y por lo tanto es un

CG-submédulo de V', pero como V es irreducible esto sélo es posible si dime (V) = 1. |

Teorema 0.184. Sea G un grupo abeliano. Entonces existen tantas representaciones irreducibles de
G sobre C de grado 1 como |G|.

Demostracion. Sea GG un grupo abeliano tal que
G=Cy x---xCh,,
donde |G| =n =mn1 - N, Ni|Nig1 ¥ Cn;, 2 Z/072 2 T, Sea &; un generador de Cy,, y consideremos
gi=(1,...,&,...1)
con &; en la i-ésima entrada, entonces
G={g91,...,9m) con ¢, = ey gig; = g;9; para todos i, j.

Ahora sea p : G — GL,(C) una representacién de irreducible de G sobre C. Entonces n = 1 por el

teorema 0.183 y por lo tanto, para cada 1 < ¢ < m existe (; € C tal que
p(g:) = (G) € M1xa(C).
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Luego, ya que el orden de g; es n; tenemos que ;"' = 1, es decir, (; es raiz n;-ésima de la unidad.
También, los valores (1, ..., (, determinan a p ya que para todo g € G tenemos que g = gil conglm

para algunos enteros i1, ...,%,, y entonces
plg) = plgr - gm) = (G- Gr).
Dada una representacién de G que cumpla lo anterior para todos i1, ..., %, se escribird

P =Pl,cilm
A la inversa, dadas ¢; (1 < i < m) cualesquiera raices n;-ésimas de la unidad, la funcién

p G — GL(C)=C*
g g o (GG
es una representacion de GG de grado 1 y por lo tanto existen n = nins - - - ny, de tales representaciones

y dos a dos no son equivalentes por construccion. |

Observacién 0.185. El teorema 0.184 nos garantiza la existencia de tantas representaciones irre-
ducibles de un grupo abeliano como su orden y de hecho el converso es cierto: si un grupo tiene
tantas representaciones irreducibles como su orden, entonces debe ser abeliano, no daremos una

demostracién aqui, pueden consultarse los detalles en [1], Capitulo 8.

Algebra de grupo y el espacio de FG-morfismos.

Una consecuencia del Teorema de Maschke fue el corolario 0.176, asi, tenemos que si G es un grupo

finito entonces para el algebra de grupo, vista como el CG-moédulo regular, existe una descomposicion
CG)=Ui®---aU,

en CG-moédulos irreducibles U;, vamos a ver que todo CG-moddulo irreducible V' es isomorfo a alguno
de los sumandos U; que aparecen en la descomposicién de C(G). Y como consecuencia, existe sélo un
nimero finito de CG-mddulos irreducibles no isomorfos. Luego, para encontrar todos los CG-médulos

irreducibles es suficiente descomponer a C(G) como suma directa de CG-submdédulos irreducibles.

Teorema 0.186. Sea V un CG-maodulo y escribamos V =Uy & - -- B Uy, una suma directa de CG-
submdédulos irreducibles U;. St U C V es cualquier CG-submddulo irreducible entonces U =2 U; para
algin i, es decir, todo C(G)-submddulo irreducible de G sobre C es isomorfo a un C(G)-submddulo

irreducible del dlgebra de grupo C(QG).
Demostracién. Para todo uw € U C V tenemos que u = u; + - - - + us para vectores unicos u; € U;.
Consideremos ahora la proyeccién en la i-ésima componente de U, es decir, la funcién
.U — U
U ;.

Luego, podemos elegir ¢ tal que u; # 0 para alguna u € U y asi m; # 0, entonces, ya que U y U;
son irreducibles, y m; claramente es un morfismo no cero de CG-médulos entre ellos, por la primera

parte del Lema de Schur tenemos que U = U;. |
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Definicién 0.187. Si V' es un CG-mddulo y U es un CG-mddulo irreducible entonces decimos que
U es un factor de composicion de V, si V tiene un CG-submddulo isomorfo a U.
Dos CG-mddulos V y W tienen un factor de composicion comun si hay un CG-maodulo irredu-

cible que es factor de composicion de V y W.
Podemos enunciar ahora el siguiente:

Teorema 0.188. Todo CG-mddulo irreducible es factor de composicion de C(G), es decir, si el

dlgebra de grupo, vista como el CG-mddulo regular, se escribe como
CG) =l @ aU,

una suma directa de CG-submddulos irreducibles U;, entonces todo CG-mddulo irreducible W es

isomorfo a alguno de los sumandos U;.

Demostracién. Sea W un CG-médulo irreducible y tomemos un vector no nulo w € W. Luego,
notemos que el conjunto {rw | r € C(G)} es un CG-submddulo de W no nulo y ya que W es

irreducible tenemos que
W = {rw|reC(G)}.
Ahora, la funcién

9:CG) — W
T o Tw

tiene imagen W y claramente es una transformacién lineal pues la accién de C(G) en W es lineal.

Mids aun, ¥ es un morfismo de C(G)-mdédulos ya que para todos r, s € C(G) tenemos que
I(rs) = (rs)w = r(sw) = rd(s)
y en particular, para los elementos de G vistos dentro del dlgebra de grupo tenemos que
I(gr) = (gr)w = g(rw) = gi(r).
Ahora, por la proposicién 0.177 tenemos que existe un C(G)-submédulo U tal que
C(G)=Ker(¥) ®U con U = Im(9) = W.

Ya que W es irreducible U debe ser irreducible y por el teorema 0.186 U = U; para algin i y
asi W 2 U,. [ |

Este teorema muestra que sélo existe un numero finito de CG-modulos irreducibles salvo isomorfismo,

es decir,

Corolario 0.189. Si G es un grupo finito, entonces existe sélo un numero finito de CG-mddulos

irreducibles no isomorfos.

De acuerdo al teorema 0.188, para hallar todos los CG-mdédulos irreducibles sélo necesitamos des-
componer al CG-médulo regular C(G) como suma directa de CG-submédulos irreducibles.

Luego, recordando que tenemos la descomposicién del CG-médulo regular
c@=tU»---0U,
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la siguiente pregunta es: jcuantos de estos U; son isomorfos a un CG-médulo irreducible dado V7 la
respuesta serd que hay tantos como dimg(V'), para la prueba se requiere dar estructura de espacio

vectorial al conjunto de CG-morfismos entre dos CG-médulos.

Teorema 0.190. Sean V y U CG-mddulos, denotaremos Homea(V,U) al conjunto de CG-morfismos
de V en U, entonces éste es un espacio vectorial sobre C con las operaciones puntuales de suma y

producto por escalar, es decir,
(T + S)(v) :==TW) + S(v),
(AT)(v) := AT (v).

Demostracién. La prueba de que se satisfacen los axiomas de espacio vectorial es directa a partir

de la forma en que estan definidas las operaciones. |

Como una consecuencia importante del Lema de Schur tenemos que si V es un CG-mdédulo irreducible

entonces
Endcg(V) = { My ‘ reC } = C,

es decir, Homcg(V,V) = Endce(V) es un anillo con divisién.

Ademsds, en el espacio Homeg(V,U) tenemos lo siguiente:

Proposiciéon 0.191. Supongamos que V,U son CG-mddulos irreducibles, entonces

1 st V2U;

dim(c(HomCG(V,U)) { 0 si V;,'V_fU

Demostracién. Si V 2 U entonces por el Lema de Schur se tiene que dimg (Homu;(V, U)) =0.
Ahora supongamos que V = U y via un CG-isomorfismo T : V' — U. Luego, para cualquier
¢ € Homeg(V,U) no nulo tenemos que T-1op : V — V es un CG-isomorfismo y por lo tanto,
por el Lema de Schur se tiene que existe A € C tal que T~ o ¢ = Ay, es decir, o = AT, asi

Homeg(V,U) ={AT | A € C},
que es un C-espacio vectorial de dimension 1. |

Teorema 0.192. Sean V y U dos CG-mddulos y supongamos que Homea(V,U) es no trivial.

Entonces V y U tienen un factor de composicion comun.

Demostracién. Sea ¢ € Homcg(V,U) no nulo, entonces tenemos que V = Ker(yp)®W para algin
CG-submoédulo no trivial W de V' por el Teorema de Maschke. Sea X un CG-submédulo irreducible
de W. Ya que p(X) # {0}, ¢|x : X — ¢©(X) es un isomorfismo, es decir, p(X) = X, asi, X es
factor de composicién de V' y de U. |

Los siguientes resultados muestran cémo calcular en general la dimensién de Homeg(V,U) .
Proposicién 0.193. Dados CG-médulos V,W,V;,W,, coni€ {1,...,r} yj € {1,...,s}, entonces

i) dime(Homea(V, W1 & - & W,)) =Y _dime(Homea(V, W),

Jj=1
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i) dimc (Hom(cg(Vl oDV, W)) = Zdimc (Hom(cg(Vi, VV))7 y de ambas partes se sigue que
i=1

i11) dim(c(Hom(cg(V1 @V, Wid---aW,) = Z Zdimc(Hong(‘/i7 WJ))

i=1 j=1

Demostracion. La prueba se omite porque es algo técnica y se hace primero para dos factores y

luego por induccién para s factores, para estos detalles ver [13] capitulo 11. ]

Si aplicamos #4¢) cuando V; y W; son irreducibles y por la Proposicién 0.191 podemos encontrar en
general dimc (H omca(V, W)), en el siguiente corolario, tomamos nada mas uno de los CG-médulos

irreducible.
Corolario 0.194. Sea V un CG-mddulo con
v=U,® - -9U,
donde cada U; es un CG-mddulo irreducible y sea W cualquier CG-mddulo irreducible, entonces
dimc (Homcg(V, W)) =dimc (Hom(cg(I/V, V)) es el numero de U; tal que U; = W.

Demostracion. Se sigue de la proposiciéon anterior que
dime (Homea(V,W) =Y _dime (Homea (U, W)), y

=1

dime (Homeg(W,V)) =Y _dime(Home(W, U)),

i=1

y de la proposicién 0.191 tenemos que

1 st U; 2W;

dim(c(Hom(cg(Ui,W)) == dimc(Hong(W, Ul)) == { 0 si U % W

por lo que se tiene lo que deseabamos. |

Vamos a aplicar esto al espacio de CG-morfismos del CG-médulo regular (dlgebra de grupo) en

cualquier otro CG-médulo.
Teorema 0.195. Sea V' un CG-mddulo y C(Q) el CG-mddulo regular. Entonces
dimc (Hom(cg (C(G), V)) = dimCV.

Demostracién. Sean d = dimc(V) y {v1,...,vq} una base de V, luego, para cada i € {1,...,d}

definamos la funcién
o : C(G) — V

S a0 (Zagg)mzzag@m

geG geG geG

Luego, para todos r € C(G) y « € G tenemos que
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di(ar) = ¢i<$g§%9) = ¢ (g;ag(xg))
_ (z;ag@g))m - z;;ag«xgm)
- S -o{ i)
= z ¢i(2agg> = x¢i(r),
rere

y por lo tanto ¢; € Homee (C(G), V). De hecho, para todo 7, s € C(G) tenemos que

¢i(rs) = (rs)vi = r(svi) = r(¢i(s))-

Afirmamos ahora que {¢1,...,d4} es una base de Homeg ((C(G), V).
d

Para cualquier v € Homceg ((C(G), V) tenemos que (1)) = Zlh‘%‘ € V para algunos u; € Cy
i=1
por lo tanto, para todo r € C(G) tenemos que
P(r) = Y(rice))
Y (le(a))
= r(pvr+ -+ pava)
= 171+ e+ UdTVg
= m¢i(r) + -+ paga(r)

= <§;m¢i> (r)

d
es decir, ) = Y pi¢s, por lo tanto, (¢1,...,¢a) = Homea (C(G), V).
i=1
' d
Ahora supongamos que para algunos A; € C se tiene que Z)\i@ = 0, entonces, evaluando en 1¢(q)
i=1

tenemos que

d d
D Nidille) = >_Aivi =0,
i=1 i=1

por lo que necesariamente \; = 0 para todo ¢ pues los vectores v; son una base de V, y esto
significa que {¢1,...,¢q} es linealmente independiente, asi concluimos que {¢1, ..., dq} es una base
de Homeg (C(G), V), por lo tanto, dime (Homea(C(G),V)) = d. |

Tenemos ahora el resultado principal de esta seccién, que nos dird cudntas veces aparece cada CG-

médulo irreducible en la descomposicién de C(G).
Teorema 0.196. Consideremos el CG-mddulo regular C(G) y supongamos que
CGE=Uis---aU,,

donde cada U; es un CG-submddulo irreducible. Si 'V es cualquier CG-mddulo irreducible, entonces

el nimero de CG-mddulos U; tal que U; =V es igual a dimc(V).

Demostracion. Por el teorema 0.195 tenemos que
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dim(c(V) = dimc (Homcg(C(G)7 V))7
y por el corolario 0.194 éste es igual al nimero de CG-médulos U; tal que U; 2V . |

Este teorema dice que todo CG-moédulo irreducible es factor de composicion del algebra de grupo

C(G) y aparece tantas veces como su dimensién.

Una consecuencia de lo anterior involucra a las dimensiones de todos los CG-médulos irreducibles.

Definicién 0.197. Sean Vi,...,Vr CG-mddulos irreducibles. Decimos que Vi,..., Vi forman un
conjunto completo de CG-maodulos irreducibles no isomorfos si dos a dos no son isomorfos

y st todo CG-mddulo irreducible V' es isomorfo a algin V.

Observacion 0.198. El corolario 0.189 establecia que para cualquier grupo finito G existe sélo un
nimero finito de CG-mdédulos irreducibles no isomorfos, por lo que para todo grupo finito G siempre

existe un conjunto completo de CG-mddulos irreducibles no isomorfos.

Teorema 0.199. Sean Vi,..., Vi un conjunto completo de CG-mddulos irreducibles no isomorfos,
entonces

k

3 (dime (Vi) = |G,

i=1
Demostracién. Sea C(G) =U; @ - - - @ U,, una suma directa de CG-submdédulos irreducibles. Para
1 € {1,...,k} denotemos d; = dimc(V;), luego, por el teorema 0.195 para cada i, el ntimero de
CG-moédulos U; tales que U; = V; es igual a d; y por lo tanto

k k

Gl = dime (C(G)) = Y _dime(Uy) = D _di(dime (Vi) = 3 _di.

i=1 i=1
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Teoria de Caracteres

Seguiremos considerando G' un grupo finito y representaciones de G sobre C (CG-médulos de di-
mensién finita), también llamadas por algunos autores representaciones ordinarias de G.
Recordemos que la traza de una matriz cuadrada A = (a;;) de tamano n con entradas en C es el

escalar resultante de la suma de los elementos de la diagonal, es decir, la funcién

tr: M,(C) — C
n
A — Zaii .
i=1
Tenemos las siguientes propiedades acerca de la traza.

Proposicién 0.200. Sean A, B y T matrices de n X n, con T invertible, entonces

1. tr(A+ B) =tr(A) + tr(B),
2. tr(AB) = tr(BA),

3. tr(TAT™Y) = tr(A), es decir, matrices conjugadas tienen la misma traza.

Demostracién. Sean A = (a;;) y B = (b;;), entonces

1. tr A + B = zn: a” + bii) = Zan’ + Zbii = t?“(A) + tT(B).

2. tr(AB) Za”Zbﬂ ibjiiaij = tr(BA)
j=1 =1

3. Sea B = TAT 1, entonces tenemos que

tr(B) = tr

Notemos que por el contrario, la funcién traza no es multiplicativa como lo es el determinante.
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Caracteres de grupos finitos

Definicién 0.201. Sea p : G — GL,,(C) una representacion de G sobre C, como p(g) es una

matriz, considerando su traza podemos definir la funcion

Xp: G — C*
g — tr(p(9)

que llamaremos el cardcter de la representacion p. Si p es de grado n diremos que x, es un

cardcter de grado n. Los caracteres de grado 1 son llamados caracteres lineales

De forma equivalente, para la representacién p : G — GL,,(C), consideremos el CG-médulo co-
rrespondiente V' = C" y § la base candnica de C”, por el teorema 0.125 tenemos que [g]ﬁ = p(g).

Entonces el caracter de V es la funcion

thG — C*
g tr([g]ﬁ)

Observacion 0.202. El caricter de V no depende de la base 8 ya que si 7 es otra base de V'
entonces [9]7 =T [g]ﬂ T—! donde T es la matriz de cambio de coordenadas de /3 a -, por el teorema

0.168 y por la proposicién 0.200 inciso 3) tenemos que

trgl, =trlgls-

La palabra cardcter surge de que para una representacién p, su cardcter x, la caracteriza en el
sentido de que si hay otra representaciéon con el mismo caracter entonces deben ser equivalentes,

como veremos mas adelante.

Definicién 0.203. Decimos que x es un cardcter de G si x es el cardcter de algin CG-maodulo,
le llamaremos a x un cardcter irreducible de G si es el cardcter de algin CG-mddulo irreducible,

o bien, x es un cardcter reducible de G si es el cardcter de algin CG-mddulo reducible.

Ejemplo 0.204. El caricter trivial (o principal) de G es el cardcter del CG-médulo trivial y es
un caracter lineal de G. Asi, dado un grupo G conocemos siempre al menos un caracter irreducible de

G, el caracter trivial. Hallar todos los caracteres irreducibles de un grupo generalmente es complicado.

Ejemplo 0.205. Caracteres lineales corresponden a morfismos.

Todo caracter lineal de un grupo G es un morfismo de grupos G — C*, de hecho, éstos son los
Unicos caracteres de G que son morfismos de grupos.

M4s claramente, si xy es un cardcter lineal de G (el cardcter de una representacién p de dimensién

1), entonces para todo g € G

p:G — GL(C)=C*
g — A

y asi gv = A\gv para todo v € V 'y xv(g) :=tr (p(g)) = Ay. Como
(99 )v = g(g')v = g(Agrv) = AgAgrv
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entonces \gg = AgAg, es decir, xv(99’) = xv(g9)xv(¢9’) que significa que xy es un morfismo de
grupos de G en C*.

Reciprocamente, todo morfismo de grupos ¢ : G — C* 2 GL;(C) es una representacién de grado
1 por definicién, asi tiene asociado un carécter lineal que podemos tomar xy = ¢. Entonces existe

una correspondecia biyectiva entre caracteres lineales de G y morfismos de grupos de G en C*.
Ahora vamos a ver que el caricter es invariante en clases de isomorfismo de CG-mdédulos, es decir,
Proposiciéon 0.206. Sean V y U CG-mddulos. Si'V = U entonces tienen el mismo cardcter.

Demostracion. Supongamos que V' y U son CG-médulos isomorfos, entonces, por el lema 0.169

existen bases By y By de V y U respectivamente tales que

(95, = l9], para todo g € G.

Y por lo tanto tr [g]ﬁv =tr [g}ﬁu para todo g € G, es decir, V y U tiene el mismo carécter. [ ]

La versién para representaciones de este teorema dice que dos representaciones equivalentes tienen
el mismo caracter.
Veremos ahora cémo se comportan los caracteres al evaluarlos en elementos de una misma clase de

conjugacion.
Proposiciéon 0.207. Los valores de los caracteres son constantes en clases de conjugacion de G.

Demostracién. Supongamos que x y y son conjugados en G, entonces y = grg~! para algiin g € G.
Luego, si V es un CG-médulo y B es una base de V' entonces

[yls = lgzg7] 5 = l9]p 2]y ol

y por la proposicién 0.200 inciso 3) tenemos que tr [y]ﬁ =tr [x]ﬁ, es decir, si x es el cardcter de V

entonces x(y) = x(x). [ |

Seguimos con algunos resultados sobre los valores de caracteres, pero primero necesitamos el siguiente

lema, que habla sobre la diagonalizabilidad de los operadores dados por una representacién.

Lema 0.208. Sea G un grupo finito y V. un CG-mddulo. Entonces para todo g € G, el operador
p(g) es diagonalizable, es decir, existe una base B de V' tal que la matriz [g}ﬁ es diagonal. Si g tiene

orden m entonces las entradas en la diagonal de [g] 5 son raices m-ésimas de la unidad.

Demostracién. Consideremos H = (g) el subgrupo ciclico de orden m generado por g, luego
pH = plg es una representacién de H, es decir, con la restriccién de p a H tenemos que V es
un CH-moédulo, luego, por el Teorema de Maschke V' tiene una descomposicién en CH-subméddulos
irreducibles V. =U; & --- & U, y como H es abeliano, por el teorema 0.183 estos irreducibles tienen
dimensién 1, es decir, U; = (u;), para algin u; € V, por lo tanto r = dimc(V).

Ahora, si p; : H— GL(U;) 2 GL1(C) 2 C* es la representacién correspondiente a cada U; entonces
pi(g)™ = pi(g™) = pile) = 1c

esto quiere decir que p;(g) es rafz m-ésima de la unidad, digamos p;(g) = w® con w = e = una
b

raiz m-ésima primitiva de la unidad, por lo tanto, para todo i existen enteros «; tales que
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gu; = pi(g)u; = wiy,

por lo que, para la base 8 = {u1,...,u,} de V, la matriz asociada a p(g) es suma directa de las

matrices asociadas a cada p;(g), asi

[/’1(9)]/3 0 0 w* 0 .. 0

0 [p2(plg - 0 0 w*2 ... 0

@l =1 . S - :
0 0 [on(9)l, 0 0 W

que es una matriz diagonal y por lo tanto p(g) es diagonalizable. Aqui los valores propios de p(g)

son precisamente raices m-ésimas de la unidad (potencias de w).

Otra forma de demostrarlo es notando que si g € G es de orden m entonces g™ = e, por lo que
p(g)™ = p(¢g™) = Iy, entonces p(g) es cero del polinomio ™ — 1, que se descompone en distintos
factores lineales en C [z], sus ceros son raices m-ésimas de la unidad y asi, el polinomio minimo del
operador p(g) también se descompone en distintos factores lineales en C [z] y esto sucede si y s6lo

si p(g) es diagonalizable. [ |
Como consecuencia del lema anterior tenemos lo siguiente.

Teorema 0.209. Sea V un CG-mddulo, x su cardcter y g € G un elemento de orden m, entonces

(1) x(e) = dime(V) .

(i) x(g) es una suma (con multiplicidad) de raices m-ésimas de la unidad (los valores propios del
operador p(g)). Mds ain, x(g) es una suma de x(e) = n = dimc(V) raices m-ésimas de la
unidad.

(iii) x(97") = x(9)-

(iv) x(g9) € R si g es conjugado de g—*.

Demostracion. Sea n = dimc(V) y 8 una base de V, entonces

(i) Tenemos que [e] 5 = I, por lo tanto x(e) = tr[e]; = tr(I,) = n.
(73) Por el lema 0.208, existe una base § de V tal que

wi 0 - 0
0 wa e 0
glg=1. .-
00 - W

donde cada w; es una raiz m-ésima de la unidad, asi,
X(g) = w1+ +wn.

(iii) Notemos que el operador p(g~!) tiene, con respecto a la base 3 del inciso anterior, la matriz

asociada
w0 -0
0 w;' - 0
[9_1]5: i
00 e owot

n
es decir, sus valores propios son los inversos de los valores propios de p(g) y como éstos son complejos

de norma 1, el inverso coincide con el conjugado, es decir, w; ! = @; y por lo tanto
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Mo =Y m =3 =0

L entonces x(g) = x(¢~ ') por la proposicién 0.207, asi, x(g9) = x(g) ¥

(iv) Si g es conjugado de g~
entonces x(g) € R.
|

Seguimos con un resultado que nos va a permitir conocer el niicleo de una representacion si conocemos

su caracter.
Teorema 0.210. Sea p: G — GL,(C) una representacidn de G, y x el cardcter de p, entonces

i) Para g € G, |x(g9)] = x(e) si y sdlo si p(g) = M,, para algin X € C.
i) Ker(p) = {9 € G | x(9) = x(e) = n}

Demostracién. i) Sea g € G de orden m y supongamos que p(g) = A\, con A € C, y as{ x(g) = nA.
Ademds A es una raiz m-ésima de la unidad, y por lo tanto |x(g)| = n = x(e).

Supongamos que |x(g)| = x(e). Ahora, por el lema 0.208 existe una base § de C™ tal que

w; 0 - 0
wy -+ 0
gls=1 ...
0 0 - wy
donde cada w; es una raiz m-ésima de la unidad, y entonces |x(g)| = |w1 + -+ + wn| = x(€) = n.
Recordemos que para cualesquiera nimeros complejos z1, . . ., z,,, es valida la desigualdad del tridngu-
lo, es decir,
|21 4 ...+ 20| < |z1| + - + |20
que es una igualdad si y sélo si los argumentos de z1, ..., 2, son todos iguales.

Ya que |w;| = 1 para todo i, de la igualdad anterior y de la desigualdad del tridngulo deducimos que

w; = w; para todo 1, j. Por lo tanto

wi 0 0

0 wi . 0
glg=1. .. . |=wl

0 0 W

Por lo que para todas las bases v de C" tenemos que [g], = w11, y asf p(g) = wi1l, para alguna rafz
m-ésima de la unidad.

1) Si g € Ker(p) entonces p(g) = I, por lo que x(g) =n = x(e).

Ahora supongamos que x(g) = n = x(e), entonces por i) tenemos que p(g) = Al algin A € C. Esto
implica que x(g) = trp(g) = An = Ax(e) por lo que necesariamente A = 1 y por lo tanto p(g) = I,,,
es decir, g € Ker(p). |

En términos del teorema anterior vamos a definir el nticleo de un caracter de la siguiente manera.
Definicién 0.211. Si x es un cardcter de un grupo GG, entonces el nicleo de x es el conjunto

Ker(x) ={g € G | x(9) = x(e)}-

Por el teorema 0.210, si p es una representacion de G con cardcter x, entonces Ker(p) = Ker(x)

por lo que Ker(x) < G. Diremos que x es fiel si Ker(x) = {eg}, es decir, si p es fiel.
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Proposicion 0.212. Sea x : G — C* un cardcter de G. Entonces la funcion

X:G — C*

g — x(9)

es un cardcter de G. Mds aun, si x es irreducible entonces X también es irreducible.

Demostracién. Sea x el cardcter de una representacién p : G — GL,,(C), entonces, para g € G se
tiene que x(g) = tr(p(g)), luego, si A = (a;j) € M, xn(C), definamos su matriz conjugada claramente
como A = (a;;). Ahora notemos que si A = (a;;), B = (bij) € Myxn(C) entonces AB = A B, pues

n n
la entrada ij de A B es Zﬂ@ que es el complejo conjugado de Z aixbij, la entrada ij de AB.
k=1 k=1
Y por lo tanto la funcién

5:G — GL,(C)
g —

es una representacion de G. Y ya que

tr(p(g)) = tr(p(g)) = tr(p(g)) = x(9)

el cardcter de la representacién p es . Luego, si p es reducible entonces p es reducible por la

observacion 0.172. Por lo tanto x es irreducible si s6lo si X es irreducible. |

Definicién 0.213. Dado un cardcter x : G — C*, el cardcter conjugado de x es la funcion
X:G — C*
g — xl(g9)

de la proposicion anterior, es decir, los valores del cardcter conjugado son los complejos conjugados

de los valores de x.

Ejemplo 0.214. El caracter regular de un grupo finito G de orden n es el cardcter asociado a la
representacion regular de G estudiada en el ejemplo 0.146, ésta es el dlgebra de grupo C(G) como

espacio vectorial sobre C, es decir tenemos que la funcién
o : GxC(G) — C(G)

<x, Zagg> Y ay(eg)

geG geG

es una accién lineal con la cual C(G) es un CG-médulo y la representacién de G de grado n inducida

por la accién anterior es la funcién
preg: G — GL(C(G)) preg(z) : C(G) — C(G)

donde
a — aq(xg) .
r — preg(x) gEZG g9 gGZG 9( g)

Denotaremos al caracter regular de un grupo finito G como Xrg-

Lema 0.215. Para cualesquiera CG-mddulos U y V el valor del cardcter de su suma directa es

igual la suma de los valores de los cardcteres de U y V, es decir,
XveV = XU T XV
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Demostracion. Sea 8 = {uy,...,un,v1,...,0,} una base de U @ V, con, Sy = {u1,...,u,} una

base de U @0, y By = {v1,...,v,} una base de 0 @ V, entonces
g 0
ol = <[ b )
0 [Q]ﬁv

xvev(g) =tr([gls) =tr([gls,) +tr(lgls,) = xv(9) + xv(9)-

asi tenemos que para todo g € G

Vamos a ver ahora que a partir de los caracteres irreducibles de un grupo G se puede determinar el

caracter del dlgebra de grupo de G sobre C. Necesitamos antes el siguiente
Lema 0.216. Sea V un CG-mddulo y supongamos que
V=U& --aU,,

es una suma directa de CG-mddulos irreducibles U;. Entonces el cardcter de V es la suma de los

caracteres de CG-mddulos Uy, ..., U,.
Demostracién. Es inmediata por el ejemplo 0.156 y la definiciéon de carécter. |
Teorema 0.217. Sean Vi,..., Vi un conjunto completo de CG-mddulos irreducibles no isomorfos.

Para cada 1 < i < k sea x; el cardcter de V; y d; = dime(V;) = xi(eq), entonces
Xreg = dix1 + -+ drXxk
Demostracion. Por el teorema 0.196 tenemos que
CGx(Vie--—aN)e(Vd---aVa)d - ®(Vid- & V)

donde cada V; aparece sumado consigo mismo tantas veces como su dimension d;, luego el resultado

se sigue por el lema 0.216. |

Ahora vamos a describir los valores del cardcter regular, tenemos el siguiente

Teorema 0.218. Si x,¢q €5 el cardcter regular de un grupo finito G entonces

X?'eg(eG) = |G| Yy
Xreg(g) =0 si g 7é €G-

Demostracién. Sean gi,..., g, los elementos de G y sea f la base {¢1,...,9n} de C(G), por el
teorema 0.209 inciso i) tenemos que xreq(ec) = dime (C(GQ)) = |G].

Ahora, si eq # g € G entonces para todo 1 < 7 < n tenemos que gg; = g; para algin j y j # 1.
Entonces la i-ésima columna de la matriz [g]; tiene ceros en todos lados salvo en el lugar del renglén

J, en particular la entrada ii de [g]; es cero para todo i. Por lo tanto x,e4(g9) = tr[g]5 = 0. ]
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Producto interno de caracteres

Notemos que los caracteres de un grupo finito G son ciertas funciones y : G — C. El conjunto
¢ ={¢:G— C| ¢ es funciém }

(todas las funciones de G a C) estd equipado con una estructura de C-espacio vectorial con las
operaciones puntuales, es decir, si ¢,9 : G — C son funciones y A € C entonces la suma y el
producto por escalar son:
o+v:G — C Ap:G — C
y
g — 9(g)+¢(g) g — A(g).

Luego, en este espacio de funciones también podemos definir el producto puntual de funciones

oy G — C

g — o(g)v(g)

y con este producto C¢ es un anillo conmutativo con 1, y tiene divisores de cero. Las unidades de

este anillo son las funciones que no se anulan nunca, es decir
UCY) ={¢:G—C|o(g) 0V g € G}
Este producto puntual de funciones vuelve a C un C-algebra.

Observacion 0.219. Notemos que la suma, el producto, y el producto por escalar no necesariamente
son caracteres cuando las funciones involucradas en las operaciones son caracteres pero después

veremos cuando lo son.

Luego, podemos definir un producto interno definido positivo el espacio vectorial C& de la siguiente

manera.

Definicién 0.220. Si ¢, : G — C son funciones entonces existe en C% un producto interno
(,):C¢¥xC¢ — C
@9) = (64) = Z¢>
geG
Claramente esta definicion satisface los axiomas de un producto interno, es decir, para todos ¢, ¢1, ¢2, ¥, 11,99 €

C% y A € C tenemos que

(@) (¢,0) 20y (¢, ¢) =0siysdlosi¢=0.
(b) (¢, 9) = (¢, ).

() (Ao, ¥) = Ao, )

(d) (f1 + ¢P2,7) = (b1,9) + (P2, ).

Las siguientes propiedades son consecuencia de las primeras
() (9, M) = X, 9)
(£) (@1 +v2) = (&,¢1 ) +(d,2) .
€] G

Observacién 0.221. Notemos que si 17,...,2;~ son las distintas clases de conjugacion de G y
denotamos z;¢ = C; para todo 4, entonces, por el Teorema Orbita-Estabilizador tenemos que el

producto interno se puede escribir como
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oo
= al 5 T |G|Z#C Z |CG )|

geG

En lo que sigue vamos a desarrollar el resultado mas importante sobre el producto interno: los
caracteres irreducibles de un grupo finito G' forman un conjunto ortonormal del espacio C¢. La
demostracion es algo técnica y requiere de varios resultados previos que se desarrollaran bajo la
siguiente hipdtesis temporal: escribir como suma directa de dos CG-submédulos a C(G) donde los

sumandos no tiene factores de composicién comunes.

Hipétesis 0.222. Sea C(G) = U; ® Us, donde U; y U son C(G)-submdédulos que no tienen factores

de composicién comunes. Escribamos 1cg = e1 + €2, donde e; € Uy y e3 € Us.
Proposicion 0.223. Para todos ui; € Uy y us € Uy tenemos que

e1u; = uy, ejug =0

€U = 0, €2U2 = UQ.

Demostracion. Si u; € U; entonces la funcién
f : U2 — U1
Ug +H——> U2U1

es un morfismo de CG-médulos, pero por hipétesis U; y Us no tienen factores de composicion
comunes, asi, por el teorema 0.192 todo morfismo de CG-médulos de Uy y U; es cero, por lo tanto
uguy = 0 para todos u; € Uy, ug € Us. Andlogamente, tenemos que ujus = 0 para todos uy € Uy,

ug € Us. En particular equ; = equs = 0. Luego,

u; = lggyur = (e1 + ea)ur = (erur + eg)uy = ejuy, y

uz = logyuz = (€1 + ez)ug = (e1ug + e2)uz = eauy.

Observacion 0.224. En particular si en la proposicién anterior u; = e1 y us = eg entonces
2 _ 2 _ — =0
€17 = €1, €2” = €3y €1€3 = €261 =

Proposicién 0.225. Sea x; el cardcter del CG-mddulo Uy de la hipdtesis 0.222. Entonces
e = ZXI )
|G| =

Demostracién. Sean x y X2 los caracteres de C(G) y W5 respectivamente, y ya que e; € C(G),

entonces para algunos A, € C tenemos que
e1 = E Agg-
geG
Vamos a calcular los coeficientes Ag en términos del cardcter xi. Sea x € G, entonces la funcién

T:C(G) — C(G)

w x_lelw
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es un endomorfismo de C(G). Vamos a calcular la traza de T de dos formas (la traza de un operador
es la traza de cualquier matriz asociada al operador en alguna base).

Primero, para u; € Uy, ug € Us, por la proposiciéon 0.223 tenemos que

1

T(u) =2 tequy =27y y T(ug) =271

€Uy = 0.

Por lo tanto,
T|U1 U — (C(G) v T|U1 Uy — C(G)
up — x luyg uy +— 0,
y asi, Ty, :=T1 y T|v, := T son endomorfismos de U; y Us respectivamente, luego, ya que xi es

-1

el cardcter de U; entonces tr(T1) = x1(z7 1) y tr(Tz) = 0, por lo tanto el valor de x(z 'e1) es

x(@ter) = tr(T) = tr(Th) + tr(T2) = x1(z71) + x2(0) = xa(a™").
Luego, por el teorema 0.218, el endomorfismo
Szq:C(G) — C(G)
(N x_lgw
tiene traza cero si g # x y tiene traza |G| si g = x, por lo tanto, ya que

w) = x*IZ)\ggw = Z/\gxflgw

geG geG

tenemos que

T) =3 Agtr(Sag) = Aatr(Sa.a) = Xa|G|.

geG

Asi tr(T) = X\;|G|. Igualando las dos expresiones para la traza, tenemos que para todo = € G

xa(z™)
A =)
|G|

Por lo tanto

Xl 1 71
=2 "G CE Z’“

geqG

Corolario 0.226. Sea x1 el cardcter de Uy en la hipdtesis 0.222. Entonces

(x1,x1) = xa(eq).
Demostracién. Por la definicién de producto en C(G) y por la proposicién 0.225 tenemos que
1
,1 -1
xi(g x1(9)g >
(|G| 2, ) (e 2

y en esta expresion, el coeficiente de eq es

1
|G|2 ZXl X1 (9) @(Xh)ﬁ)-
geG
p .y . x1(eq) 9
or otro lado, de la proposicién 0.225, el coeficiente de eq en ey es Gl y por la observacion

2

0.224 tenfamos que e;* = ey, entonces (x1,x1) = X1(€eq)- [ |
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Podemos ahora enunciar y demostrar nuestro resultado principal:

Teorema 0.227. SiV y U son CG-mddulos irreducibles no isomorfos con caracteres x y 1 respec-

tivamente, entonces

Demostracién. Recordemos que por el teorema 0.196
CG)=bUi®---aU,
donde cada U; es un CG-submodulo irreducible y el nimero de CG-médulos U; tal que U; =2 V es
igual a dimc (V). Si m = dimc(V), definamos
W=U1& - &Up,

donde U; 2V para todo 1 < i < m y sea X la suma del resto de los U; que no son isomorfos a V.

Entonces
C(G)=wWaX.

Asi, todo factor de composicién de W es isomorfo a V' y ningtn factor de composicién de X es
isomorfo a V', en particular W y X no tienen factores de composicién comunes.
Luego, el cardcter de W es myx ya que W es suma directa de m CG-submddulos, cada uno con

cardcter x, Aplicando el corolario anterior a my tenemos que

(mx, mx) = mx(eg).

Ya que x(eq) = dimc (V) = m, entonces (x, x) = 1.
Ahora, sea Y la suma de los CG-submédulos U; donde cada U; es isomorfo a V' o es isomorfo a U y
Z la suma de los CG-submoddulos U; restantes, es decir, donde cada U; no es isomorfo a V' y no es

isomorfo a U. Entonces
CG)=YoZ

v Y y Z no tienen factores de composicién comunes. Luego, el caracter de Y es my + nvy, donde

n = dimg(U). Por el corolario anterior tenemos que

(mx +nv)(eq) = mx(eq)+nip(eq)
= (mx +np, mx + ny)
= m?(x,x) + n* (¥, ) + mn ((x,¥) + (¥, x)) -

Ahora, habifamos visto antes que (x, x) = 1, de manera andloga, (¢,1) = 1, y también x(eq) = m

y ¥(eg) = n. Por lo tanto

<X7 w> + <’(/}7X> = 0'

Por 1ltimo, notemos que

1 1 X
(x, ¥) = @Zx(g)w(g) = @Zx(g)w(g‘ ).

geG geG

Pero el conjunto {g~! | g € G} = G, por lo que
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0ev) = Zx ) =@ Zw = (¥, X)-

geG geG

Por lo tanto, (x,v) = 0. [ |
Como consecuencia del teorema anterior, tenemos que

Teorema 0.228. Si G es un grupo finito y Vi,..., Vi es un conjunto completo de CG-mddulos

irreducibles mno isomorfos con caracteres x1,...,Xr, entonces para cada i, j
dij = (Xi» Xj)
Observaciéon 0.229. El teorema anterior implica que los caracteres irreducibles xi,..., X, son

todos distintos.

Teorema 0.230. Sean x1,...,xx los distintos caracteres irreducibles de G. Entonces cualquier

cardcter i de G se puede escribir como

Y =dix1+ - +dpx

para algunos enteros no negativos di,...,dy. Mads ain,

k
(¥, xi) = di para todo i, y (¢, V) = Zdiz'

Demostracion. Para G un grupo finito, vimos en el teorema 0.176 que todo CG-médulo V' es com-

pletamente reducible, es decir, es suma directa de CG-submédulos irreducibles, luego, si Vi,..., Vi
es un conjunto completo de CG-mddulos irreducibles no isomorfos con caracteres x1, . .., X entonces
cada sumando es isomorfo a algin V; y existen enteros no negativos di, ..., d; tales que

veWie oo Ved---dWa---a(Vid- -0V
donde para cada ¢, hay d; factores V;. Por lo tanto, el caradcter xy de V esta dado por
Y =dix1+ -+ diXs-

Luego, notemos que para todo 1 < i < k, por el teorema 0.228 tenemos que

<waX1> = <X’L7¢> = dia y
() =di® + - + di%.

Definicién 0.231. Sea ¥ cualquier cardcter de G y x un cardcter irreducible de G. Decimos que
X es un constituyente de v si (1, x) # 0. Entonces, los constituyentes de ¢ son los caracteres
irreducibles de G para los cuales el entero d; en la expresion ¢ = dyx1 + -+ + dr-xx es distinto de

cero 0 .

Otra consecuencia importante del teorema 0.228 es un resultado que permitird determinar cudndo

un CG-médulo es irreducible o no.
Teorema 0.232. Sea V un CG-mddulo con cardcter x. Entonces
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V es irreducible si y sdlo si (x,x) =1

Demostracion. Si V es irreducible, entonces, por el teorema 0.227, tenemos que (x, x) = 1.
Supongamos ahora que (x,x) = 1. Sabemos que ¥ = dyx1 + -+ + d,xx para algunos enteros no

negativos di,...,d;, y por el teorema anterior

k
1=(x,x) =Y d?
=1

por lo que uno de los d; debe ser igual a 1 y los otros iguales a cero, asi, V = V; y por lo tanto V es
irreducible. |

Podemos ahora demostrar otro hecho importante: todo CG-mdédulo esta determinado por su caracter.
Este resultado es importante porque significa que podemos responder preguntas acerca de CG-

modulos usando teoria de caracteres.
Teorema 0.233. Sean V y U dos CG-mddulos con caracteres x y 1 respectivamente. Entonces
V=U siysolosi x=1

Demostracién. En la proposicién 0.206 vimos que si V' 22 U entonces y = 1.
Ahora supongamos que x = 1. Sea Vi,..., Vi un conjunto completo de CG-mddulos irreducibles no
isomorfos con caracteres x1, ..., Xk, igual que en la demostracién del teorema 0.230, existen enteros

no negativos ¢;,d;, con 1 < i < k tales que
vVeWie--on)eVed---oWa---a(Vid- - V)
con ¢; factores V; para cada i, y
vex(ie--an)ea(Vad--dWV)d-- & Vid--® V)
con d; factores V; para cada i, luego, por el teorema 0.230 tenemos que
¢i = (X, xi) = di y (1, xs) = d; para todo i.
Ya que x = v entonces ¢; = d; para todo ¢, por lo tanto V = U. ]

Teorema 0.234. Los caracteres irreducibles de un grupo G, como elementos de C¢, son linealmente

independientes sobre C.

Demostracion. Sean x1, ..., xx los distintos caracteres irreducibles de Gy supongamos que
k
> Aixg = fo, \j €C,
j=1

donde fj es la funcién cero, es decir, g — 0 para todo g € G, entonces, usando el producto interno

tenemos que por el teorema (0.228, para todo ¢

k 2
0= (fo.xi) = O _Nixsxi) = D N> xi) = A,
j=1

Jj=1

por lo tanto, x1,..., X, son linealmente independientes en C&. |

Teorema 0.235. Sean V y U dos CG-mddulos con caracteres x y i respectivamente. Entonces
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dimg (Homcc;(V, U)) =(x,¥)

Demostracion. Una vez mds, igual que en la demostracién del teorema 0.230, existen enteros no

negativos ¢;,d;, con 1 < i < k tales que tales que
veWie--eoV)e(he oo e (Vi oV

con ¢; factores V; para cada i, y
U=(Vie--on)oe(ae---aoWV)e-- o (Ve - oV

con d; factores V; para cada i.

Por el teorema 0.191, para todos 4, j tenemos que
dimc (Homea(Vi, Vi) = 6ij -

Asi, usando la proposicién 0.193 inciso #i7) tenemos que

k
dimc (Homcg(V, U)) = Zcidi .
i=1

k k

Por otro lado tenemos que xy = Z%‘Xi vy = ZdiXu entonces
i=1 i=1
k
(X, v¥) = Zcidi~
i=1

Por lo tanto, tenemos lo que queriamos. |

Asi, para distinguir caracteres de CG-mdédulos, basta distinguir a los CG-mddulos mismos. De lo
anterior, aunque cada cardcter determine un CG-médulo salvo isomorfismo, no existe una forma
genérica de construir un médulo a partir de su correspondiente caracter. Asi, algo de informacién es
perdida estudiando caracteres en vez de médulos. Sin embargo, los caracteres llegan a ser un medio
eficaz de traducir informacién acerca la teoria ordinaria de representaciones para G, en informacion

acerca de G mismo, por esta razén tenemos interés en estudiar CG-moédulos y sus caracteres.

Funciones de clase y el nimero de caracteres irreducibles

El objetivo de esta parte serd establecer que el nimero de caracteres irreducibles de un grupo finito
G es igual al numero de clases de conjugacién, es decir, vamos a ver la conexion fundamental entre

el nimero de CG-modulos irreducibles y clases de conjuacién de G.

Definicién 0.236. Una funcion de clase en G es una funcion f : G — C cuyo valor dentro de

cualquier clase de conjugacion es siempre constante. Denotaremos
CE(C)={f:G—C | f es funcién de clase }.
Teorema 0.237. El conjunto CE(C) es un subespacio vectorial de CE y ademds
dime ((CG(C)) =r

82



donde r es el numero de clases de conjugacion de G.

Demostracién. Veremos que una base de este espacio es el conjunto de las funciones que tienen

valor 1 precisamente en una clase de conjugacién y 0 en todas las demas clases, es decir,

1 si geux©
Yig) { : .
0 si g¢uax°.

,
Claramente son linealmente independientes porque si fo = Zuﬂﬁi para algunos u; € C,ysi he G
i=1

T
con h € 2;%, entonces 0 = Zuﬂ/}i(h) = ;. Por lo tanto, u; = 0 para todo i. Estas funciones
i=1

T
generan a las funciones de clase porque si f € C%(C) entonces f = Z flz)w;. [ ]
i=1

Notemos que para cada funcién de clase ; tenemos que

(i hi) = iZiﬁi(g)lﬂi(g)

Gl =,
1 -

= Y wi(h)h
|G|h§cw( Ji(h)
1

- Y1
|G|}LEXJCL:G
#!EiG

G|
1

Ca ()|
Y también (v;,v;) = 0 para ¢ # j. Esto significa que es una base ortogonal que no es ortonormal,
sin embargo s{ podemos ortogonalizarla y la base es {+/|Ca(x;)|1; }4-

Observacién 0.238. Por la proposicién 0.207 los caracteres de un grupo finito G (los caracteres

de CG-mdédulos) son funciones de clase.

Observacion 0.239. Toda funcién de clase f : G — C se puede ver como un elemento dentro del

algebra de grupo si hacemos la identificacién

fe—= > f9)g-

geG

Entonces la asignacién para las funciones 1;, para todo ¢ es

Yis— Y vilg)g= Y g€C(G).

geG gex; G

Esta asignacion aparecera naturalmente después.

Ahora consideremos los elementos del dlgebra de grupo que conmutan con todo elemento del dlgebra

de grupo, es decir, el conjunto
Z(C(G) ={z € C(G) | zy =yz V y € C(G)}
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que llamaremos el centro del dlgebra de grupo. Claramente el centro del dlgebra de grupo es
un subespacio del dlgebra de grupo y el centro de cualquier anillo es subanillo, por lo tanto es una

subdlgebra. La siguiente proposicién es una consecuencia més del Lema de Schur.

Proposicién 0.240. Sea V un CG-mddulo irreducible y sea z € Z (C(Q)).

Entonces existe p € C tal que
zv = v para todov € V.

Demostracién. Para todos r € C(G) y v € V tenemos que (zr)v = (rz)v, por lo tanto, la funcién
TV — V
v 20

es un morfismo de CG-médulos ya que
9T (v) = g(zv) = (92)v = (2g9)v = 2(gv) = T(gv),
entonces, por el Lema de Schur tenemos que existe p € C tal que T' = uly. |

Teorema 0.241. El ndmero de caracteres irreducibles de G (nimero de CG-mddulos irreducibles o
equivalentemente, representaciones irreducibles de G) es igual al nimero de clases de conjugacion
de G.

Demostracién. Sean xi,...,xx los caracteres irreducibles de G y sea r el niimero de clases de
conjugacion de G. Por el teorema 0.234 x1,. .., X son linealmente independientes en C%(C) y por
el teorema 0.237 dime (CY(C)) =r, asi, k <.

Vamos a dar ahora una base para Z ((C(G)) en términos de las clases de conjugacién de G, de aqui ten-

dremos la relacion fundamental entre el centro del dlgebra de grupo y las clases de conjugacién del

grupo. Sea ;¢ := C; la i-ésima clase de conjugacién de G, con i € {1,...,r} y definimos
Ci=Y g €C(G).
geC;

Es decir, cada C; consiste de la suma de todos los elementos del grupo pertenecientes a la, i-ésima
clase de conjugaciéon de G (no debe confundirse esta notacién con la conjugacién compleja). Los
elementos C1,...,C, son llamados las sumas de clase. Notemos que las sumas de clase son las
asignaciones en el algebra de grupo para cada funcion ; de la base de las funciones de clase como
habiamos dicho antes, es decir,
Yi < > bilglg= Y g=0C; € C(G).
geG g€x; &

Vamos a ver ahora que la base del centro del 4lgebra de grupo es {Cy,...,C,}.

Primero necesitamos ver que en efecto, las sumas de clase son elementos de Z ((C(G)) Consideremos
x; el i-ésimo representante de las clases de conjugacién y si #C; = t; para todo ¢ entonces la i-ésima

clase es de la forma

Ci={gizigr ', .. 79&%‘9;1},

es decir, consiste de los ¢; distintos conjugados de z; en G, por lo que cada suma de clase se puede

escribir como
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i
Ci= Zgjl’ig;l-
j=1

Luego, para todo h € G tenemos que 1h € C(G) por lo que

t;

t;
héih_l = Zhgjwigglh_l = Z(hgj)xi(hgj)_l
j=1

Jj=1
y aqui, para cada i, (hg;)z;(hg;)~" € C; y como la suma corre de 1 hasta ¢; tenemos que

t;

hCsh ™" =y " (hg;)ai(hg;) ™" = C;

j=1
y por lo tanto tenemos que
hC; = C;h,

es decir, toda suma de clase conmuta con todo elemento del grupo y por lo tanto con todo elemento

Z)\hh € C(G) ya que por definicién
heG

(ZA;JL) Ci =Y M(hCi) = > M(Cih) = Ci(ZAhh),

heG heG heG heG

es decir C; € Z ((C(G)) Luego, {C1,...,C,} es linealmente independiente porque si

0="> wC, = Zu<2y> => Y py, mi €C,
i=1 =1

yel; i=1lyeC;
entonces p; = 0 para todo ¢ pues las clases C1,...,C, son disjuntas por pares. Sélo falta ver que
(Cy,...,Cr) = Z(C(G)), para esto consideremos w = Z)\gg € Z(C(G)) y h € G, entonces
geG

hw = wh por lo que hwh™! = w, es decir
h(ZAgg> Wt = "N (hgh™) = > Ag(hgh™") = Nrgng = > _Agg-
geG geG hgh—leG geG geG
Esto significa que para todo h € G el coeficiente A\, de g es el mismo que el coeficiente A\j-14, de
h~'gh, es decir, la funcién
coef :G — C
g = Ag
es constante en cada clase de conjugacién, y por lo tanto es una funcién de clase de G, de aqui se
T

sigue que w = Z)\gg = Z)\ia, donde A\; = Ay, es el coeficiente de algin g; € C;. Por lo tanto
geG i=1

dimc(Z(C(G))) =r.

Ahora consideremos al algebra de grupo como el CG-médulo regular y sea Vi, ..., Vi un conjunto

completo de CG-médulos irreducibles no isomorfos. Por el teorema 0.176 sabemos que
C@ W1 d---dW

donde para cada i, W; es isomorfo a una suma directa de copias de V;. Luego, ya que C(G) tiene

elemento identidad 1¢(g), existen s; € W; tales que
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Iy = 81+ + sk

Por tltimo, para z € Z (C(G)), por la proposicién 0.240, para cada i existen u; € C tal que para
todo v € V;

20 = v
Por lo tanto zw = p;w que para todo w € W;, y en particular
z8; = pis; que para todo 1 <1 < k.
Entonces
z=zlge) = 2(51+ -+ 8k) = 281 + -+ 25, = 1Sy 4 A Sk

Esto muestra que

Z (C(@R)) C {81, 8k),
pero habfamos visto que la dimensién de Z (C(G)) es r, por lo tanto, r < k, y asi, k = r. [ ]

Corolario 0.242. Los caracteres irreducibles {x1,...,xr} de G forman una base ortonormal para

el espacio de funciones de clase en G.

Demostracién. Por el teorema 0.234, los caracteres irreducibles de G son linealmente indepen-
dientes en C%(C), pero su ntimero es igual al nimero de clases de conjugacién de G por el teorema
0.241, que es igual a la dimensién de C%(C) por lo que los caracteres irreducibles forman una base

de C%(C). Més atn, {x1,...,X,} es un conjunto ortonormal por el teorema 0.228. [ ]

Observacion 0.243. Por algebra lineal, podemos escribir

p= Z)\iXia con \; = (@, X4)
i1

K
ya que ¢ = Z)\jxj para algunos \; € C, y entonces para todo i

j=1
T T T
(o, xi) = <Z)\ij,X¢> = ZAj (Xj:xi) = ZAj(sji = Ai.
j=1 j=1 j=1
A una Z-combinacién lineal de los caracteres irreducibles x1, ..., x, de G le llamaremos un caracter

virtual.

T ks
Corolario 0.244. Sia = ZaiXi yp= ijXj son caracteres virtuales de G, entonces
i=1 i=1

(@, 8) = > aib,
=1

Demostracion. Tenemos que

(. B) = <ZaiXiaijXj> =D aibi(xixg) = DY aibidiy; =Y abi.
i=1 i=1 =1

i=1j=1 i=1j=1

86



Corolario 0.245. Si « es un cardcter de G yn € {1,2,3}, entonces
(o, ) = si y sdlo si o es una suma de n caracteres irreducibles.

Demostracién. Dado que « es un caracter de GG, descomponiendo el médulo asociado en moédulos
T

irreducibles tenemos que o = E a; X con a; enteros no negativos. Entonces, por el corolario anterior

i=1
T

tenemos que («a, o) = E al-2. Luego, si (a, a) = n entonces tenemos que aj = 1 para exactamente n
i=1
nimeros 1 < j <7y a; = 0 para los otros ¢, y entonces o es una suma de n caracteres irreducibles.

Por el corolario anterior el reciproco es trivial. |

Corolario 0.246. Si« es un cardcter virtual de G, entonces cada x; aparece con coeficiente (a, X ;)
en la unica expresion de o como una Z-combinacion lineal de los caracteres irreducibles de G.

T
Demostracién. Si a = E a;x; con a; enteros no negativos, entonces (, x;) = a; por el corolario

i=1

0.244. ]

Tabla de caracteres

Habiamos concluido que cualquier caracter de un grupo G es una Z-combinacién lineal de los r
caracteres irreducibles x1i, ..., x, de G, donde r es el nimero de clases de conjugacién de G.

Ya que cada caricter es especificado por su valor en cada clase de conjugacién de G, se sigue que
los caracteres de G estan completamente determinados por un arreglo de r x r dando los valores de

los r caracteres irreducibles en las r clases de conjugacion de G.

Definicién 0.247. Sean x1,..., X los caracteres irreducibles de G, donde r es el nimero de clases
de conjugacion de G y x1,...,T, son los representantes de las clases de conjugacion.
La tabla de caracteres de G es la matriz T de v X r cuya entrada ij es x;(z;), i, € {1,...,r}.

Es decir, los renglones estan indexados por los caracteres irreducibles y las columnas por las clases

de conjugacion (o por los representantes).

Por convencién, x1 = eq, asi que la primera columna de la tabla de caracteres consiste de los grados
d; de G (las dimensiones de un conjunto completo de CG-médulos irreducibles no isomorfos), y
X1 es el cardcter trivial, denotaremos ademas |z;%| = k; = [G : Cg(x;)] al tamafio de la clase de

conjugacién de z; (por el Teorema Orbita—Estabilizador) para cada i. Entonces T se escribe como:

1 ko ks ky

€a T2 z3 T Ty

X1 | eq 1 1 e 1
X2 | d2 | xa2(z2) | x2(23) | -+ | xal®y)
X3 | ds | xs(z2) | xs(x3) | -+ | xs(zr)
Xr | dr | Xr(22) | Xo(23) | - | xo(@r)




Observaciéon 0.248. La tabla de caracteres de G estd bien definida, salvo reordenamientos de
renglones o columnas. Ademds es una matriz invertible. Mdas claramente, sea ) la matriz cuya

entrada ij es

kzxi(xz
Qyj =G5 = X5 (9t)
e |G| Z} 7

entonces

y 1 ¢ _
(TQ)ij @ZXi(xt)kth(fﬁt)

= |G‘ZX1 XJ

geG
= (X X3)
ya que kix;(z:) Z X;(y) v asi tenemos que YTQ = I.
yeCy

Lo siguiente serd establecer algunas propiedades fundamentales de los caracteres.

Teorema 0.249. Relaciones de ortogonalidad. Sean x1,..., X, los caracteres irreducibles de
G y sean x1,...,x, los representantes de las clases conjugacion de G con ky, ..., k. sus respectivos
tamarios, enton