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RESUMEN

Se presenta un estudio sobre la dindmica del decaimiento de dos particulas enredadas que no
interactian entre si, y que se encuentran inicialmente confinadas en un potencial de alcance
finito. Utilizando el formalismo de estados resonantes a lo largo de la region interna y region
externa del potencial, se desarrollan expresiones analiticas exactas para la funcién de onda.
Estas expresiones dependen de la simetria del estado inicial del sistema, la cual puede ser
simétrica o antisimétrica enredadas. Debido a que no se considera al espin, a las particulas
descritas por un estado simétrico las denominaremos como bosones y a las de un estado anti-

simétrico como fermiones. También se considera el caso separable o de simetria factorizada.

El estudio comprende un andlisis de la densidad de probabilidad como funcién del tiempo
para valores fijos de la posicion a lo largo de las region interna y region externa del potencial de
interaccion. Se presenta como ejemplo el modelo de potencial delta, para el caso de momento

angular nulo.

Se corrobora trabajo previo a lo largo de la region interna del potencial de interaccién para
las probabilidades de supervivencia y de permanencia, que establece que la densidad de pro-
babilidad posee las siguientes contribuciones importantes: una contribucidén no exponencial
para tiempos muy cortos, un régimen de decaimiento exponencial dominado por una suma de
términos que involucra los anchos de resonancia de las dos particulas, seguido de un régimen
para tiempos largos que decae como ¢~® para bosones, y r~ !0 para fermiones. Se derivaron
férmulas analiticas sencillas para calcular la probabilidad de supervivencia en los sistemas de

dos particulas idénticas enredadas.

Se muestra que en la region externa del potencial, en general, la densidad de probabilidad
posee dos frentes de ondas. En la parte izquierda del primer frente de onda aparece un com-
portamiento oscilatorio que se asemeja al caso del decaimiento de una particula, producto de
las contribuciones de estados resonantes con mayor energia. En la parte derecha del segundo
frente de onda existe un régimen exponencial. Después, existe una zona de interferencia y por
tltimo, un régimen asintético para tiempos largos que decae como ¢~ para bosones, y ¢~ 19

para fermiones. Se muestra que en la region intermedia de los dos frentes de onda, en general,



se forma una regién concava con una estructura de picos que implica la aportacion de estados
resonantes con niveles de mayor energia, la cual es similar para bosones y fermiones. Se en-
contré que la interferencia entre las dos particulas enredadas, evoluciona en el tiempo de tal
forma que refleja caracteristicas del espectro de energia del sistema completo. La diferencia
de comportamiento entre bosones y fermiones, ademds que los fermiones no pueden estar en
el mismo lugar, como se menciond, poseen un comportamiento asintético en el tiempo que es
distinto.

Finalmente, en el caso de fermiones, se estudié el comportamiento de la densidad de proba-
bilidad a un tiempo fijo cuando la posicidn de las particulas tiende al mismo valor. Se encontré

que la densidad de probabilidad tiende a cero gradualmente.



ABSTRACT

This work presents a study on the quantum decay dynamics of two non-interacting entangled
particles confined initially within a potential of finite range. Using the formalism of resonant
states, exact analytical expressions for the wave function are considered developed both along
the internal and external regions of the potential. These expressions depend on the symmetry
of the initial state of the system, which may be entangled symmetric or entangled antisymme-

tric. The case separable or product states is also discussed.

We provide an analysis of the probability density as a function of time for fixed values
of the positions of the particles, both along the internal and external regions of the potential

interaction using the Dirac delta potential model for the case of zero angular momentum.

The present work corroborates results of previous work along the internal region of the
potential interaction for the survival and nonescape probabilities. Along the internal inte-
raction region the probability density possesses the following relevant contributions: a non-
exponential contribution at short times, an exponential decaying regime dominated by a sum
of the resonance terms, followed by a regime at long times that behaves respectively, as the
power ¢ % for bosons and !9 for fermions. It is worth mentioning that a novel simple analy-
tical formula has been derived to calculate the survival probability in systems of two identical

entangled particles.

It is found that in general, along the external region of the potential the probability density
possesses two wavefronts. There appears an oscillatory behavior on the left part of the first
wavefront, which resembles the case of single particle decay. The part on the right of the
second wavefront exhibits an exponentially decaying regime which is followed by interference
contributions that lead, at asymptotically long times, to a regime that goes as the power ¢~ for
bosons and # 10 for fermions. The intermediate region situated between the two wavefronts,
has in general a concave form and exhibits a rich peaked structure involving the contribution
of higher energy resonance levels. We find that the interference between the two entangled
particles evolves in the time in such a way that reflects the complete energy spectra of the

system. The distinction between bosons and fermions, in addition to the fact that fermions



vii

cannot be in the same place, is the distinct long time asymptotic behavior.
Finally, in the case of fermions, the vanishing of the probability density at a given time, as
the position of the particles attains the same value is analyzed. It is found that the vanishing

occurs gradually.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En el contexto de la mecénica cudntica, el problema del decaimiento cudntico es un tema de
gran interés en la actualidad. Esto es debido a que es un fenémeno fundamental Gnico, sin
andlogo clasico. El primer trabajo en ofrecer un marco tedrico capaz de describir satisfac-
toriamente el proceso de decaimiento cudntico fue realizado por Gamow en 1928 [16]. En
este trabajo Gamow utiliz6 las ideas de la teoria cudntica para describir el proceso de desin-
tegracion alfa. Para ello, considerdé que la particula alfa escapa del nucleo, al cual describié
como un potencial efectivo que posee una barrera, por medio del efecto tiinel e imponiendo
condiciones de onda saliente a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, lo que da ori-
gen a energias complejas, derivé una expresion analitica para el decaimiento exponencial en

términos de la parte puramente imaginaria de la energia compleja.

En trabajos posteriores, se ha encontrado que la teorfa cudntica predice desviaciones en la
ley de decaimiento exponencial a escalas de tiempo cortos y tiempos largos comparados con
la vida media del sistema [25, 36]. Esta prediccion ha despertado gran interés en el estudio
del comportamiento temporal de sistemas cudnticos inestables. Existe un particular interés en
estudiar las desviaciones a tiempos cortos. Esto se debe a su estrecha relacién con el fenémeno
conocido como efecto Zenon cuantico [9, 12]. Dicho efecto involucra el decaimiento de un
sistema inestable a través de repetidas mediciones en las primeras etapas de la evolucion.
Asimismo, diferentes autores también han abordado el estudio del efecto anti-Zendn cuantico
[12, 27].

En la actualidad diversos resultados experimentales han mostrado las desviaciones en la ley
de decaimiento exponencial a tiempos cortos y tiempos largos. Tal es el caso de un experimen-
to de tunelaje cudntico con dtomos ultrafrios confinados por potenciales 6pticos periddicos. En
este trabajo se ha mostrado evidencia de las desviaciones a tiempos cortos [45]. Por otro lado,

existe un experimento con materiales organicos disueltos, en el cual se ha mostrado evidencia
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de las desviaciones a tiempos largos [8].

Investigaciones recientes contemplan el estudio del decaimiento cuéntico en sistemas de
muchos cuerpos [29, 41]. Sistemas con un gran ndmero de particulas bosénicas (como los
condesados de Bose-Einstein) permiten estudiar el tunelaje cudntico en niveles macroscopicos
[26]. Ademds de esto, avances experimentales recientes han conseguido controlar los estados
cudnticos de dtomos fermidnicos ultrafrios mediante el uso de trampas Opticas [43]. Debido
a estos importantes avances en el contexto experimental, se han motivado diversos estudios

tedricos sobre decaimiento en sistemas de particulas fermionicas [10, 25, 40, 41, 47].

Actualmente, existe un formalismo llamado teoria de los estados resonantes desarrollado
por Garcia-Calderdn (véase la referencia [18] y contenidas en esta). Este marco teérico per-
mite estudiar, mediante expresiones analiticas exactas, la evolucion temporal del decaimiento
de una particula. El planteamiento del formalismo se basa en desarrollar una solucién radial
de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, con condiciones de frontera de onda
saliente. Asimismo, se utiliza como condicién inicial en # = 0 un estado arbitrario, ¥(r,0),
confinado en la region interna de un potencial arbitrario de alcance finito, definido en el inter-
valo 0 <r <a.

La ventaja de utilizar la teoria de los estados resonantes, es que permite obtener expre-
siones analiticas exactas para la funcién de onda, W(r,¢), en las regiones interna y externa
del potencial de interaccién. Los estado resonantes satisfacen la condicién de onda saliente
propuesta por Gamow. Sin embargo, la teoria se basa en propiedades analiticas de la funcion
de Green de onda saliente del problema que permiten obtener la condicién de normalizacién
de estos estados y su uso en dearrollos, lo cual no era posible en la formulacién de Gamow.
Bésicamente la funcién de onda se calcula a partir de la condicién inicial y una funcién de
Green retardada, donde esta ultima se desarrolla en términos de los estados resonantes, up(r),
y sus correspondientes polos K.

Esencialmente, el formalismo muestra que la densidad de probabilidad, [¥(r,7)|?, en am-
bas regiones del potencial, existen contribuciones exponencial y no exponencial en la evolu-
cién temporal, en particular se muestra para el régimen de tiempos largos, que el sistema decae

como 3.

El formalismo de los estados resonantes también alude a dos cantidades que son de interés
para el estudio del decaimiento cudntico. Estas cantidades son la probabilidad de superviven-
cia, S(t) = | [§ ¥*(r,0)¥(r,t)dr|?, y la probabilidad de permanencia P(t) = [ |¥(r,1)|?dr. La
primera es la probabilidad de que la particula permanezca en el estado inicial, mientras que

la segunda es la probabilidad de que la particula se mantenga dentro de la region interna del

potencial.



Existen trabajos donde se ha explorado el fendmeno del decaimiento de una particula
utilizando la probabilidad de supervivencia y la probabilidad de permanencia [21, 30-32]. En
estos trabajos se ha reportado que las probabilidades antes mencionadas poseen en general las
siguientes contribuciones: una contribucion no exponencial para tiempos cortos, un régimen
de decaimiento exponencial que depende de los anchos de resonancia, seguido de un régimen
para tiempos largos que decae como 2.

Recientemente, en los trabajos de Garcia-Calderén et al. [21, 32], se ha realizado una
generalizacion del formalismo de la evolucién temporal del decaimiento de una particula al
del decaimiento dos particulas sin interaccion. En estos trabajos se reporta que para estos
sistemas, las probabilidades de supervivencia y de permanencia en general tienen las sigu-
ientes contribuciones: una contribucién no exponencial para tiempos cortos, un régimen de
decaimiento exponencial dominado por una suma de los anchos de resonancia, seguido de un

régimen para tiempos largos que decae como r~© para bosones, y ¢ 19

para fermiones.

En la mecdanica cudntica existe un fenémeno llamado enredamiento cudntico. El enre-
damiento es un fendmeno sin andlogo clasico, en el que dos entes estdn inexorablemente
enredados independientemente de lo alejados que estén entre si [2]. Un trabajo relevante en
hacer referencia a dicho fenémeno fue realizado por Albert Einstein et al., en 1935 [1 1.

El articulo de Einstein, también conocido como paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR), ha motivado diversos trabajos experimentales sobre el enredamiento cudntico [5, 14].
Estos experimentos, siguiendo el trabajo de John S. Bell [7], han proporcionado evidencia de
la existencia del fendmeno.

Consideremos dos sistemas que no interactian A y B, con los respectivos espacios de
Hilbert Hy y Hp. El espacio de Hilbert del sistema compuesto es el producto tensorial H4 © Hp.
Si el primer sistema estd en el estado |y)4 y el segundo en el estado |¢) g, el estado del sistema
compuesto es |Y)4 ® |¢)p. Los estados del sistema compuesto que se pueden representar de
esta forma se llaman estados separables, o estados producto. No todos los estados son estados
separables. Dada una base {|i)4} para Hy y una base {|j)p} para Hp. El estado més general
en Hy ® Hp es de la forma |y)ap = ¥ jcijli)a ®|j)p. Este estado es separable si existen ¢/},
c? tal que ¢;j = ci'c?, por lo tanto [w)s = ¥, c|i)a y [9) = ¥ ;c?|j)s. Es inseparable si por
lo menos un par de c?, c? cumple que c¢;; # cf‘c? . Si un estado es inseparable, se 1llama un
estado enredado [4].

En esta tesis se estudia el problema del decaimiento de dos particulas idénticas enredadas,

sin interaccion y confinadas inicialmente por un potencial de alcance finito. El objetivo de este

TEl término originalmente en aleman -verschrinkung, o en inglés -entanglement, fue introducido por Erwin
Schrodinger en 1935 [42]. La palabra entanglement se traduce al espafiol como enredamiento o entrelazamiento.
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trabajo es estudiar el comportamiento temporal de la funcién de onda con enredamiento y de
la densidad de probabilidad en ambas regiones del potencial de interaccién. En particular, se
tiene interés por examinar el comportamiento temporal en la regién externa. Esto se debe a que
los trabajos anteriores realizados con las probabilidades de supervivencia y de permanencia,
solo involucran en los célculos la funcién de onda en la region interna del potencial.

La estructura del documento es de la siguiente manera. En el capitulo 2 se realiza una
revision del formalismo de los estados resonantes de una particula. Ademads, se muestran
expresiones asintdticas para tiempos largos de la funcion de onda en la regidn interna del po-
tencial, asi como también, de las probabilidades de supervivencia y de permanencia. Por otro
lado, se han incluido un par de anexos para esclarecer algunas derivaciones del formalismo,
con el fin de no apartar al lector del contenido esencial. Como ejemplo, se muestra el mo-
delo de potencial delta, en el cual se utiliza como condicién inicial las autofunciones de una
particula confinada en una caja tridimensional. En el capitulo 3 se deduce la extension del
formalismo de los estados resonantes para el caso de dos particulas idénticas sin interaccion.
Para esto, se desarrollan expresiones analiticas exactas para la funcién de onda y para las pro-
babilidades de supervivencia y de permanencia. Estas cantidades dependen de la simetria del
estado inicial del sistema, la cual puede ser simétrica factorizada y simétrica o antisimétrica
enredadas. Asimismo, se muestra un desarrollo asint6tico para tiempos largos de la funcion
de onda en la regién interna del potencial. Como ejemplo, se presenta el modelo de potencial
delta para dos particulas, donde se emplean las autofunciones de una particula en una caja
tridimensional para conformar el estado inicial del sistema. Finalmente, en el capitulo 4 se
presentan las conclusiones de este trabajo, ademds de mencionar algunas factibles lineas de
trabajo a futuro.



CAPITULO 2

FORMALISMO DE LOS ESTADOS RESONANTES PARA UNA PARTICULA

El propdsito del presente trabajo consta principalmente en examinar el comportamiento tem-
poral de la densidad de probabilidad para el problema de decaimiento de dos particulas idén-
ticas, sin interaccién y confinadas inicialmente por un potencial de alcance finito. Para esto,
resulta fundamental plantear la base tedrica con la que se trabajard, asi como también repro-
ducir algunos resultados importantes de andlisis previos.

En este capitulo se dard una revisién de los aspectos mds relevantes del formalismo de
los estados resonantes [18]. Inicialmente se expondrd el problema del decaimiento de una
particula y posteriormente, se mostrardn las derivaciones analiticas exactas para la funcién
de onda, asi como para las probabilidades de supervivencia y de permanencia. Asimismo,
se desarrollard una aproximacion asintdtica para tiempos largos de la funcién de onda en la
region interna del potencial. Finalmente, se estudiard el modelo de potencial delta de Dirac, o

también conocido por diferentes autores como el modelo de Winter [46].

2.1 Estados resonantes en el problema de decaimiento

Para comenzar, se considera el problema del decaimiento de una particula confinada inicial-
mente (a ¢t = 0) por un potencial real, esféricamente simétrico V(r) y de alcance finito, i.e.,
V(r) =0 para r > a. Debido a que el problema involucra a un potencial central, la solucién se
obtiene resolviendo la ecuacién de Schrodinger en coordenadas esféricas. En este trabajo se
estudia, sin pérdida de generalidad, la solucion radial para el caso de momento angular / = 0.

Por lo tanto, el problema se reduce a encontrar la solucién a la siguiente ecuacién !

02 v v _,8‘{, W0 — 0 -
{_ﬁ+ (r)} (r,t)—lE (rt), (0,¢) =0. 2.1)

IPor simplicidad se utilizaran unidades naturales i = 2m = 1.
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Utilizando el método de separacién de variables es posible escribir una solucién completa

particular de la siguiente forma

W(rt)={(r)e (2.2)

donde E es la energia de la particula y {(r) satisface la siguiente ecuacion

{% e v@] £(r) =o, 23)

con k*> = E, donde k es el nimero de onda y es una cantidad real como la energia. La solucién

para la region r > a se puede escribir como

E(r)=Ak)e* +B(k)e *  keR. (2.4)

Por otro lado, existe una segunda solucion a la ecuacion (2.3), que es debida a la invariancia

ante inversion temporal, la cual estd dada por la siguiente expresion

C*(r) =A*(k)e ™ 4 B*(k)e*,  keR. (2.5)

Por tratarse de un problema de decaimiento donde fisicamente se esperaria la existencia de
una corriente de probabilidad hacia la region externa, se impone, siguiendo a Gamow, que las
soluciones dadas por las ecuaciones (2.4) y (2.5) estan sujetas a la condicién de onda saliente,

i.e., se deben cumplir las siguientes condiciones

B(k)=0,  A*(k)=0. (2.6)

La ecuacién anterior implica que B*(k) =0y A(k) = 0, y por lo tanto, que las soluciones
§(r) =0y &*(r) = 0. Esto es, las soluciones con k real de la ecuacién (2.6) son inadmisibles,

pero no asi las complejas, las cuales ocurren para ciertos valores que se pueden denotar como

K, =0 —ifp; E,=¢,—1i,/2, (2.7
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donde Kg = E,. Por consiguiente se obtienen las siguientes relaciones 2

e=0,—B,  T,=40,p. (2.8)

Los estados resonantes o también conocidos como estados de Gamow se definen como las

soluciones de la siguiente ecuacién

az
{W + K, — V(r)} u,(r) =0, (2.9)

que obedecen la condicion de frontera en el origen

u,(0) =0, (2.10)
y la condicién de onda saliente
up(r) = Ape™"; r>a, (2.11)
la cual conduce a la siguiente expresion
] =i @.12)
—uy(r =iKyuy(a). .
ar'?\V) plp

Debido a la invariancia ante inversién temporal, se tiene que u—,(r) = uj,(r) también es solu-
cion de la ecuacion (2.9), con k), = —K‘;.

La dependencia temporal de los estados resonantes se puede escribir como [18]

up(r,t) = up(r)e Ert = up(r)e*ieptefrpt/z. (2.13)

Asi pues, la densidad de probabilidad estd dada por la siguiente ecuacion

lp (r,0)|* = |up(r)Pe 0. (2.14)

%La cantidad €, expresa la posicion en que se efectia en la p-€sima resonancia y I', es el ancho de decaimiento
correspondiente.



8 Formalismo de los estados resonantes para una particula

FIG. 2.1 Estados resonantes, estados ligados y potencial de alcance finito.

En la expresion anterior, se puede observar que los estados resonantes decrecen exponencial-
mente con respecto al tiempo, en una escala natural del sistema 7, = 1/ I, la cual se le conoce
en la literatura con el nombre de vida media.

Por otra parte, para determinar la distribucién de los polos en plano complejo?, se aplica
el teorema de Green a la ecuacion (2.9) y a su complejo conjugado *, con lo cual se obtiene la
siguiente expresion

d d .. 1 a
uplr) — up<r>5u,,<r>] (52 ) [l @.15)

”;(’”)d—

r

Aplicando las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.12) y suponiendo

que o, # 0 se obtiene la siguiente relacion [18]

2
=]l 016

Jo lup(r)2dr’

donde se observa que f3, > 0, por lo que los polos (en este caso llamados polos resonantes) se
encuentran distribuidos en el plano k por debajo del eje R(k) y simétricos con respecto al eje

3 (k) como se muestra en la figura 2.2.

3Polos hace referencia a los valores que pueden tomar tanto Kp COMO K_p.

“El teorema de Green hace referencia al siguiente procedimiento: dadas dos funciones f y g que satisfacen
las ecuaciones diferenciales Ey y E, respectivamente, realizar la siguiente operacion f * Eg — g * Ey € integrar en
un intervalo que permita usar las condiciones de frontera que obedecen f y g.
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FIG. 2.2 Distribucién simétrica con respecto al eje imaginario de los polos resonantes K, y k. De-
pendiendo del problema se pueden encontrar polos ligados k;, = i, y polos anti-ligados k, = —id,,
donde { 7,8, € RT}.

Otra propiedad interesante de los estados resonantes se logra a través de la ecuacion de

conservacion de probabilidad

M} — 0. 2.17)

9 . 9T,
5'”1’(’.’0’ +2$ |:up(r7t) or

Integrando la ecuacién anterior sobre el intervalo [0, a] y utilizando las condiciones de frontera

dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.11) se puede escribir I'), como [18]

Jup(a)l?

PR Ty () P 219

donde se relaciona la anchura de la p-ésima resonancia con un término de superficie y un

término sobre la regi6n interna del potencial.’

En unidades naturales la cantidad vp = 2@, = ha, /m, puede ser interpretado como la velocidad de la p-ésima
particula emitida.
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2.2 Funcion de onda en términos de la funcion de Green re-
tardada

La solucién a la ecuacién (2.1) se puede escribir en términos de la funcién de Green retardada

g(r,r';1) y de la condicion inicial ¥(r’,0) como [44]

a
Y(rt)= / g(rr' . t)¥(r',0)dr, t>0. (2.19)
0

Haciendo el limite cuando # — 0 en la expresion anterior, se puede inferir la primera propiedad

de la funcion g(r,r’;1), esto es,

Y(r,0) = /Oag(r,r',0+)‘P(r',O) dr. (2.20)

Asi pues, para que se satisfaga la relacion anterior se debe cumplir la siguiente expresion

g(rr',0.)=8(r—r). (2.21)

La funcién de Green retardada se puede calcular a través de una transformada de Laplace

en términos de la funcién de Green de onda saliente G (r,r; k) como [22]

1 .
g(rr 1) = P Gt (r,r'sk)e*1 2k dk, (2.22)
iJc,

donde Cj es el contorno de integraciéon deformado sobre el plano k. Usando el Teorema
Integral de Cauchy sobre el contorno C indicado en la figura 2.3 y haciendo el limite cuando
k — oo, se puede escribir la ecuacion (2.22) en términos del contorno Cy de la siguiente forma
[18]

g(rr 1) = i/ G (r, r';k)e*ikzz 2kdk. (2.23)

2.3 Normalizacion de los estados resonantes

Un problema que tuvo que afrontar G. Gamow al introducir los estados resonantes fue el de la

normalizacién de estos estados. Esto se debe a que |u,(r) |? diverge para r > a cuando r tiende
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FIG. 2.3 Contorno de integracién C en el plano &, donde C = Cy + Cg + Cj.

a infinito. Para visualizar el problema se considera la férmula ortodoxa de normalizacion, de

esta manera se tiene la siguiente expresion

/ |up(r)|2dr = |A,)? / 2P dr = oo, (2.24)
0 0

Para obtener una férmula adecuada de normalizacion para los estados resonantes se con-

sidera la funcién de Green de onda saliente que satisface la siguiente ecuacién

2
[% +12 v(ﬁ] G (rr'sk) = 8(r—r), (2.25)

y que obedece a las siguientes condiciones de frontera

G(0,/;k) =0 (2.26)

{—G’L(r, r’;k)] = ikG" (a,r';k). (2.27)
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Por otro lado, se puede escribir la funcién G*(r,7’;k) alrededor de un polo resonante como
[18]

R, (1)

G (rr:k)=
(r7r ) k_Kp

+&(r,r'sk), (2.28)

donde R, (r,r’) es el residuo de la funcién de Green y & (r,r';k) es una funcién regular.

En el apéndice A se muestra que el residuo R, (r,7’) se puede escribir como [18]

R,(r,r) = —up(gzp(r/), (2.29)
4

si los estados resonantes estdn normalizados por la siguiente expresion [18]

a M2 a
/O uf,(r)dr%—i% =1. (2.30)
14

Finalmente, una ecuacion mas general que la ecuacion (2.30) se obtiene aplicando el teo-
rema de Green entre las ecuaciones u,(r) y uy(r). Esto mediante el uso de las ecuaciones

(2.10) y (2.12) para los subindices p y ¢, con lo cual se obtiene

/Ou,,(r)uq(r)drw%:o, ky # kg, 2.31)

Asi pues, usando las ecuaciones (2.30) y (2.31) se obtiene la siguiente ecuacion [18]

/0 up(r)uq(r)dr:5p7q—i%. (2.32)
2.4 Funcion de Green de onda saliente en términos de los

estados resonantes

Es posible realizar un desarrollo de la funcién de Green de onda saliente en términos de los

estados resonantes. Para ello, se considera la siguiente integral [17, 23]

i [GT(rr;k)
= }4 LK, (2.33)
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FIG. 2.4 Contorno de integracién I en el plano k', donde I' = C; + Cg + Y, C

donde I" es el contorno de integracién mostrado en la figura 2.4. Usando el teorema Integral

de Cauchy se puede expresar la ecuacién (2.33) como [18]

G*(rr k) G+ (r,r; k’ , Gt (r,r;k) .,
2mwiS = dk dk — — " dk =0. 2.34
& a K- +27{ 7& k' —k (2.34)

Es posible demostrar que la funcién G*(r,7;k’) tiende a cero exponencialmente en todas
direcciones del plano complejo k’, cuando el radio del contorno Cg tiende a infinito [19], es

decir, ©

lim G™(r,/;k') =0, (n) <a (2.35)

K| oo
El caso descrito por la ecuacién anterior implica dos cosas, la primera es que la integral
sobre el contorno Cg de la ecuacion (2.34) se anula, y la segunda es que se debe calcular el

término intermedio de la misma ecuacién sobre el conjunto completo de los polos resonantes.

6Se denota como (r,7)" < a los siguientes casos: (r < a,r <a), (r<a,r =a)y (r=a,” < a).



14 Formalismo de los estados resonantes para una particula

Considerando lo antes mencionado, se obtiene la siguiente expresion

Gt (r,r;kK) GJr (r,7; k’
dk’ - 7{ dk/, rn) <a. 2.36
[ ,,Zm e ()" < (2:36)

Empleando el Teorema de los residuos en la parte izquierda de la expresion anterior, se obtiene

la siguiente ecuacién

1 Gt (r,r;k) , G*(r,r;k)
— ¢ — 124k = lim | (K —k) ———2| =G (r,r;k). 2.37
2m‘7€ K —k dim | (K =8) =% (r54) 2.37)

Por otro lado, usando el Teorema de los residuos en el enésimo polo resonante k, y la
ecuacion (2.28) en la integral de la parte derecha de la ecuacion (2.36), se obtiene la siguiente

relacion

L?{ CACLELO . (K —x) Rolrr) S]] _ Ryler)
2miJe, K —k K=K, (k' —k)(K' —xp) kK —k K, —k

(2.38)

Asi pues, usando las ecuaciones (2.29), (2.37), y (2.38) en la ecuacion (2.36), se obtiene
una expresion de la funcién de Green de onda saliente en términos de los estados resonantes
[6, 23, 24, 33, 34]

i - up(n)up(r) N
G (r,r'k) = p_szx,,(k o) ()" <a. (2.39)

2.5 Algunas identidades de los estados resonantes

En esta seccion se obtendran algunas relaciones importantes siguiendo el trabajo de Garcia-
Calder6n [18]. Para esto, se sustituye la ecuacién (2.39) en la ecuacién (2.25), sumando y
restando Klz,u »(7), y usando la ecuacién (2.9) se obtiene la siguiente expresién

x P Y () =50 ) e 40
p=—oo p=—c

Sin embargo, la expresion anterior debe ser consistente con el hecho de que k puede tomar
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cualquier valor del continuo, por lo tanto se deben cumplir las siguientes ecuaciones [6, 24]

S Y wp(up(rX)=8(r=r),  (n) <a (2.41)

y
/
y & W) o ) <a (2.42)
p=—o° Kp
Por otra parte tenemos la siguiente relacion
1 11 1
- |= 243
Kp(k—Kp) k[’( +k—Kp}7 (249

Sustituyendo la ecuacién (2.43) en la ecuacion (2.39), y usando la ecuacién (2.42) podemos

escribir G*(r,7; k) como
/
G (k)= Y up(rupr) i <) (2.44)

Sustituyendo la ecuacion (2.44) en la ecuacion (2.25), sumando y restando Klgup(r), y

usando las ecuaciones (2.9), (2.41) y (2.42), se obtiene la siguiente expresion [18]

() <a, (2.45)

Z Kpup(r

pf—oo

\_/
|
o

donde la ecuacion (2.41) representa la relacion de cerradura para los estados resonantes, mien-

tras que las ecuaciones (2.42) y (2.45) son reglas de suma que obedecen los estados resonantes.

2.6 Funcion de onda en la region interna del potencial

En esta seccidn se desarrollard la solucién de la ecuacion (2.1) para la region interna del
potencial en términos de los estados resonantes. Para esto, se seguird el trabajo de Garcia-
Caldero6n [18]. Para comezar, se sustituye la ecuacion (2.44) en la ecuacion (2.23), con lo cual

se obtiene la siguiente expresion

—lkl
(rrs1) Z up(r)up(r [2;: / - Kpdk] () <a, (2.46)
p=—o
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donde el término entre corchetes de la expresion anterior corresponde a la funcién de Mos-
hinsky 7 [35],

M( O) i /oo e ikt " 160(' 0) 1 (9)2 fel 0) (2.47)
= — = = 1 = <€ erjc .
P ) ek—k, T 2 T )

donde w(z) es la funcién de Faddeyeva y erfc(z) es la funcién de error complementaria [1,

13], y donde el argumento zg estd dado por

& = —rpt! 2/, (2.48)

Utilizando la ecuacién (2.47) en la ecuacion (2.46) se puede expresar la funcion de Green

retardada como [38]

(r,r;t) Z up(r (Zg) () <a. (2.49)
oo

Para obtener la solucién de la ecuacion (2.1) en la regioén r < a, se sustituye la ecuacion

(2.49) en la ecuacion (2.19), con lo cual se obtiene la siguiente expresion

Wit (1,1) Z Cpup(r)M(2)), >0, (2.50)
p_—oo

donde el p-€simo coeficiente C), estd dado por

Cp= /Oa up(r)P(r,0)dr. (2.51)

A continuacién, se derivardn unas relaciones importantes que involucran a los coeficientes
del desarrollo de la funcién de onda interna. Estas relaciones son conocidas como las reglas de
suma para los coeficientes C,. Para obtener estas relaciones, se procede a evaluar la ecuacion

(2.50) para el tiempo ¢t = 0,

Wi (r,0) = Z Cptp(r Z Cptp(r (2.52)
p=—2 P*—°°

donde M(0) = 1/2. Integrando la probabilidad sobre la regién interna del potencial y usando

"En honor al destacado fisico mexicano Marcos Moshinsky Borodiansky (1921 - 2009).
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la ecuacidn (2.52), se obtiene

a . 1 & o
/0 W (1,0) W (r,0)dr = zpz_‘,mcpcp =1, (2.53)

donde C,, tiene la siguiente forma

C,= /0 aqf*(r, 0)up,(r)dr. (2.54)

Es importante aclarar que en este trabajo se ha considerado estados iniciales reales. Esto im-
plica que los coeficientes Cj, y CT, son iguales, pero se supondra que en general son diferentes
con la finalidad de obtener una expresion general. Utilizando las propiedades de simetria de

los estados resonantes, se deduce la siguiente regla de suma

| A P S— —
5 ), GCp= 5 Zl [Cpcp+ (Cpcpf} =1, (2.55)
p=—0o° p=
R icpc_p =1. (2.56)
p=1

2.7 Funcion de onda en la region externa del potencial

En esta seccion se desarrollaré la solucion de la ecuacidn (2.1) para la region externa del poten-
cial, siguiendo el procedimiento de Irene Maldonado y Garcia-Calderén [18, 30]. Para comen-
zar, se debe escribir la funcién G (r, '; k) para el caso cuando r > /. Usando la ecuacion (B.1)

se puede escribir la siguiente expresion

‘P(k’;/j{;)(k’ Do s, (2.57)

G (rrik)=—

donde la funcién Ji (k) son las funciones de Jost. La funcién ¢(k,r) es llamada solucién
regular de la ecuacién de Schrodinger y las funciones fi (k,r) son llamadas soluciones irregu-

lares de la ecuacién de Schrodinger (consultar el anexo B).

Evaluando la ecuacién anterior en r = a y usando la ecuacion (B.3), se obtiene la siguiente
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relacion

eka. r>a, r<a. (2.58)

De esta manera, usando las ecuaciones (2.58) y (B.3) se puede reescribir la ecuacién (2.57)

como
G*(rr'sk) =G (a, k)™ r>a, F<a (2.59)

Asi pues, empleando la ecuacidon (2.39) en la ecuacion anterior se puede escribir la funcién de

Green de onda saliente de la siguiente forma

oo /
G (rrk)= k(r=a) Z %, r>a, r<a. (2.60)
p=—o0 14 P

Por otra parte, sustituyendo la expresion anterior en la ecuacion (2.23) y usando las ecua-

ciones (2.42) y (2.43) se puede escribir la funcion de Green retardada como

i oo e'k(rfa)efikzt
g(rr':t) Z u,(a 27[/ de , r>a, r<a,  (2.6])
p=—o°

donde al igual que en la seccidn anterior, el término entre corchetes de la expresion anterior

corresponde a la funcién de Moshinsky [35],

i [ ekl )e_’k2 1 | 2 2
= — — f— (r (l) /4t l(ria) /4t Zp
M(zp) 2%/_ ra— dk 2e o(izp) = ¢ ererfe(zp), (2.62)

con el argumento z,, dado por
(r=a) = 28! —injs, (2.63)

Usando la ecuacion (2.62) en la ecuacion (2.61) se puede escribir la funciéon de Green
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retardada como

(o]

g(rrst) = Z up(a)u,(r'YM(z,), r>a, r<a. (2.64)
p=—o
Para obtener la solucion de la ecuacién (2.1) en la regién r > a, se sustituye la ecuacion
(2.64) en la ecuacion (2.19)

Yo (1) Z Coup(a)M(z,),  t>0, (2.65)
p_—oo

donde el p-€simo coeficiente C), estd dado por la ecuacion (2.51).

Note que las soluciones en ambas regiones dadas por las ecuaciones (2.50) y (2.65) eva-
luadas en r = a son iguales. Esto se aprecia analizando los argumentos de las funciones

Moshinsky dadas por las ecuaciones (2.48) y (2.63).

2.8 Desarrollo asintoético de la funcion de onda interna para

tiempos largos

A continuacion, se realizard un desarrollo de la funcion de onda en la regién interna del poten-
cial de interaccion. Esto con la finalidad de obtener una férmula analitica que permita estudiar
el comportamiento de la densidad de probabilidad para tiempos largos. Para ello, se procedera
a lo largo de las mismas lineas que en los trabajos de Irene Maldonado y Alejandro Mattar

[30, 31]. Se inicia por escribir la ecuacién (2.50) como

1 - * >(<
Wi (r,t) = =5 Zl [Cpup(r lZp)+C H(r)o (lz(lp)} r<a, (2.66)
p:
donde se ha considerado las siguientes relaciones de simetria u_p(r) = uj,(r) y k—p = —K,.

Por otra parte, se considera la siguiente propiedad de las funciones Faddeyeva [1, 18]

o(iz) =26 — o(—iz). (2.67)

Tomando en cuenta lo antedicho y usando las ecuaciones (2.66) y (2.67) se puede escribir la
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siguiente expresion

Wi (rt) = i Cp(r)up(r)e*l Kt — Qint (1,1, r<a, (2.68)

p=1

donde | e
O (1) = 5 ) [Cpup(ro(=izy) — Coup(r@(iz? )] (2.69)

p=1

la cual contiene la parte no exponencial.

Por otro lado, la funcién de Faddeyeva posee el siguiente desarrollo asintético para tiempos
largos [1, 18]

o) =~ i L/+1/2) (2.70)

Asimismo, se satisface que 7/2 < arg zg <31 /2y que los polos son propios, i.e., k, = 0, —if,
con o, > fB,. Esto permite que se pueda utilizar la ecuacion (2.70) en la ecuacion (2.69), con

lo cual se obtiene la siguiente expresion

. oo F
%rt—%ZZ F+1/2) @.71)

Cpup(r) Cputp(r) ] ‘

(ST i,

Sin embargo, la ecuacion anterior tiene la particularidad de que a orden cero (f = 0) se anula.

Esto se debe a la regla de suma dada por la ecuacion (2.42).

Finalmente, la funcion de onda interna se puede escribir a tiempos largos como [30]

2 .
Wi (1) ZC up(r)e”" " —iuS

i Cpup(r)] ( 1 )_Res(m)’ o am

3 32
=K 13/

donde u = e~/ /2./7, mientras que el residuo Res(r,) estd dado por

Cpuy(r) Cru’(r)
i | @.73)

. o F
i
Res(n,t) 2—;; (f+1/2)

El término intermedio de la ecuacién (2.72) es la funcion ¢;,(r,1) a primer orden (f = 1).
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2.9 Probabilidades de supervivencia y de permanencia

Para estudiar la evolucién temporal del problema de decaimiento, ademds de la funcién de
onda, resulta apropiado introducir los conceptos de probabilidad de supervivencia S(¢) y pro-
babilidad de permanencia P(¢) [18]. Para iniciar, se define la amplitud de supervivencia, A(z),
como el traslape de la funcién de onda con el estado inicial, el cual se considera confinado a

la regién interna del potencial, es decir,

Alf) = /O (.09 (1, ) (2.74)

Asi pues, la probabilidad de supervivencia es dada

S(t) = A(1)]?, (2.75)

la cual se interpreta como la probabilidad de que el sistema permanezca en el estado inicial

después de un tiempo ¢.

Por otro lado, la probabilidad de permanencia se define como
a
P(t) = / P (r,2)|%dr, (2.76)
0

la cual se interpreta como la probabilidad de que la particula no haya escapado de la regién

interna del potencial al tiempo ¢.

Debido a que los limites de integracion que aparecen en A(z) y P(¢) involucran la region
interna del potencial, solo es necesario conocer la funcién de onda en la regién interna del

potencial para poder calcular las probabilidades de supervivencia y de permanencia.

Las cantidades A(r) y P(t) se pueden escribir en términos de los estados resonantes usando
la ecuacidn (2.50). Para esto, se ha de recordar que en este trabajo se considera que el estado
inicial es real, es decir, ¥(r,0) = ¥*(r,0). Entonces, la amplitud de supervivencia A(t) se

puede expresar usando las ecuaciones (2.50) y (2.74) como [18, 30]

(oo}

A=Y M), t>0. (2.77)
Pl

Por otro lado, sustituyendo la ecuacion (2.50) en la ecuacién (2.76) podemos escribir la
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probabilidad de permanencia P(¢) como [30]

Pity=Y CCil MM (), t>0, (2.78)
P,q=—>
donde (@)t (a)
a u,(a)u’(a
I z/ dr=28, ,—it11" 2.79
P Oup() J(r)dr=26p _q—i P— (2.79)

2.10 Aproximacion asintética para la amplitud de superviven-

cia y la probabilidad de permanencia

La aproximacion asint6tica de la amplitud de probabilidad se encuentra sustituyendo la ecuacion

(2.72) en la ecuacion (2.74), con lo cual se obtiene la siguiente expresion [30]

o)

A=), Clz,e*’sl’ e 2t —iuS

C2
Z o

b=

(ﬁ%) —Res(t), t>0, (2.80)

donde ) )

P i C C:

l
Res(t) = — +1/2) __P — P
o 2 AU [(—zz2>2f+l (i, o7

(2.81)

Por otra parte, empleando la ecuacién (2.72) en la ecuacion (2.76), se obtiene que la apro-
ximacion a tiempos largos de la probabilidad de permanencia (sin considerar el residuo, que

es despreciable) se puede escribir como [30]

P t) ~ Z Cpcge—i(sp—sq)te—%(Fp+Fq)t

p,q=1
> Cp C’k C*C”k . 1 1
p—q gyt ,—>Iyt
U Z < e Ipq> ette 2 q] <_13/2)

p,q=1 P p

ul? o [ S G - 1
+TSR Z KSK*3I”"’ K#Kflpq 3 ) t>0, (2.82)

P,q=1 q
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donde

(2.83)

2.11 Ejemplo. El modelo de potencial

En este ejemplo se considera el problema para momento angular cero del decaimiento de una

particula inicialmente confinada por el potencial

V(r)=A8(r—a), (2.84)

donde A modula la intensidad del potencial y a es el pardmetro que separa la region interna de

la externa. El estado inicial confinado at =0 es

an

‘P(r,O):\/gsin <—r> ®la—r), oa=123,.. (2.85)

a

donde ®(x) es la funcion Heaviside.

Es conveniente iniciar con el célculo del conjunto de polos del sistema. Para esto, se

sustituye la ecuacidn (2.84) en la ecuacién (2.9), con lo cual se obtiene la siguiente expresion

2

d
W+K§—7L5(r—a) uy(r) = 0. (2.86)

Por otra parte, las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.11) implica

que las soluciones a la ecuacién (2.86) tengan la siguiente forma

Apsin(k,r), r<a
up(r) = | (2.87)
Bpe'™’,  r>a.

Debido a que la funcién u,(r) tiene que ser continua, debe cumplirse la primera condicién de

8En este ejemplo se dard un enfoque al estudio del problema a través de la densidad de probabilidad. Para
conocer un andlisis utilizando las probabilidades de supervivencia y de permanencia, consultar los trabajos de
Irene Maldonado, Alejandro Méttar y Luis Mendoza [30-32].
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acoplamiento, i.e., las soluciones de la ecuacion (2.87) deben ser iguales en r = a,

Apsin(kya) = B,e™ ", (2.88)

Por otro lado, dada la discontinuidad que presenta la derivada de la funcién delta de Dirac,
se debe integrar la ecuacién (2.86) en el intervalo [a — €,a + €| para obtener una segunda

condicién de acoplamiento

—&

ate [ 42 a+e
/ {%4—1(5] up(r)dr:l/ 8(r—a)uy(r). (2.89)

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo y las propiedades de la delta de Dirac se obtiene

la siguiente relacion

—upla+e€)— %up(a—e) = Auy(a). (2.90)

con lo cual se obtiene la segunda condicién de acoplamiento

ik,Be" " — Ak, cos(Kkpa) = AB,e" 7", (2.91)

De esta manera, usando las ecuaciones (2.88) y (2.91) se puede escribir la siguiente expresion

2ikpa+ A (2" —1) =0, (2.92)

la cual es llamada ecuacion de los polos. Esto es, porque fijadas las cantidades A y a, sus
soluciones son el conjunto de polos resonantes del sistema {k,}. Sin embargo, debido a que
la ecuacién (2.92) es una ecuacién trascendental, sus soluciones se encuentran mediante el

método de Newton Raphson. Para ello, se utiliza la siguiente ecuacion de iteracion

kit =i — F (k) /F (k) (2.93)

donde F es la funcién a encontrar los ceros y F = [dF /dk] k=x,- Asi pues, se puede obtener
grados de aproximacion de K, para los cuales la ecuacion (2.92) es igual a cero. En la figura

2.5 se muestra la distribucién de polos resonantes para los parametros A =6y a = 1.
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FIG. 2.5 Distribucion de los polos resonantes k), obtenido a partir de la ecuacion (2.92), con A =6y
a = 1. El polo correspondiente al primer estado es k7 = 3.11052682 —i0.00095614.

El célculo de la densidad de probabilidad para la region interna del potencial se obtiene a

través de la ecuacion (2.50). Para esto, primero se calcula la constante de normalizacion A,

/ 21
A,y =4 —M——, 2.94
p )’a+e—2li('p(1 ( )

Para calcular los coeficientes C;, dados por la ecuacion (2.51), se utilizan las ecuaciones (2.85),

usando la ecuacién (2.30)

(2.87) y (2.94), con lo cual se obtiene la siguiente expresion

(2.95)

C :/Oaup(r)‘l’(r,O)dr:

Aa 2omsin(kpa)(—1)*
Aa+ e 2ikpa k2a? — a’m? '

En la figura 2.6 se grafica In[|W;y (r = 0.9a,t)|?]. En esta gréfica se pueden apreciar dos
lineas, la linea azul es la solucion exacta y la linea punteada es la parte no exponencial de
la solucién. En la linea azul se observan las siguientes contribuciones: una contribucién no
exponencial con pequeiias oscilaciones para tiempos cortos, una contribucién exponencial con
pendiente m = —I';.” Después, existe una zona de interferencia entre la parte exponencial y

una parte no exponencial, y por ultimo, se puede apreciar un régimen para tiempos largos que

“Para obtener la pendiente, se utiliz6 la parte exponencial de la ecuacién (2.72), donde solo se considerd el
primer término de resonancia.
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decae como 3.

En la figura 2.7 se grafica In[S(¢)]. En esta grifica se pueden observar las contribuciones
exponencial y no exponencial para tres casos con diferentes valores de o. Los tres casos que
se muestran decaen como ¢ > para tiempos largos.

En la figura 2.8 se grafica In[|W;, (r,t)|?]. En esta grifica se muestran tres casos que
corresponden a diferentes valores de la posicion. En la gréfica se aprecia las transiciones entre
los regimenes exponencial y no exponencial. Asimismo, se observa que en el régimen de
tiempos largos, los tres casos decaen como ¢ 2.

En la figura 2.9 se hace una ampliacion de la figura 2.8 para el régimen de tiempos cortos.
En esta grafica se observan las desviaciones a la ley del decaimiento exponencial para tiempos
cortos. En la grifica se muestran las distintas lineas, las lineas sélidas son obtenidas a través de
la solucién exacta dada por la ecuacion (2.50), y las lineas punteadas son obtenidas a partir de
las aproximacion asintética dada por la ecuacion (2.72). Asimismo, los puntos son obtenidos
de la condicién incial dada por la ecuacién (2.85).

En la figura que se menciona en el parrafo anterior se observa que las lineas punteadas se
sobreponen a las lineas s6lidas, excepto para los valores ultracortos del tiempo. Esto se debe a
que la aproximacion asintotica diverge para valores cercanos a t = 0. Por otro lado, los puntos
de colores se colocaron para confirmar la concordancia entre las lineas sélidas y los valores
correspondientes a las condiciones iniciales.

Para conocer el comportamiento de la solucion en la parte externa del potencial, se repro-
ducen dos graficas que aparecen en los trabajos de Garcia-Calderén [18, 20].

En la figura 2.10 se grafica In[|W,. (r,)|%]. En esta grifica se observa las siguientes con-
tribuciones: una contribucién con oscilaciones para tiempos cortos, las cuales provienen de
estados resonantes con mayor energia. Después, se forma un frente de onda, el cual se muestra
marcado por un punto rojo. Posteriormente, existe una contribucién exponencial con pendien-
te m = —0.0123177, la cual se aproxima al valor de —I'y = —0.011894. En seguida, se forma
una zona de interferencia, y por ultimo, se puede observar un régimen no exponencial que
decae como 3.

En la figura 2.11 se grafica In[|¥,(r,)|*]. En esta grifica ademds de variar el tiempo,
también se varia la posicion. En esta figura de tres dimensiones se incluye una grafica de con-
tornos, la cual ayuda a visualizar las diferentes contribuciones exponencial y no exponencial
que posee el sistema.

En la figura 2.12 se muestra qué ocurre en la densidad de probabilidad si se cambia el valor
de la intensidad del potencial. Para esto, se consideré el valor A = 6, con lo cual se observa

que el régimen exponencial y la zona de interferencia se mezclan. Esto en comparacién con
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lo que se muestra en la figura 2.10.
En la figura 2.13 se grafica en tres dimensiones In[|W,, (,1)|%]. Esta gréifica se realizé de

forma similar que la figura 2.11 utilizando A = 6.
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FIG. 2.6 Grifica de In[|W;, (r = 0.9a,t)|?] a partir de la ecuacién (2.72); con pardmetros A = 6, a = 1
y a = 1. La linea punteada representa la parte no exponencial de la solucién. Se utilizaron 100 polos
para realizar el cdlculo.
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FIG. 2.7 Gréfica de In[S(¢)] a partir de la ecuacion (2.80). En esta figura se utilizaron los siguientes
valores: o = 1 (color negro), & = 3 (color rojo) y & = 6 (color azul). Se utilizaron 100 polos para
realizar el calculo.
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FIG. 2.8 Grifica de In[|W;y (r,t)|?] a partir de la ecuacién (2.72); con pardmetros A =6,a=1y o = 1.
Se utilizaron los siguientes valores para la posicién: r = 0.1a (linea negra), r = 0.5a (linea roja) y
r = 0.9a (linea azul). Se utilizaron 100 polos para realizar el célculo.

N[0 (1,0)]° ]

FIG. 2.9 Grifica para tiempos cortos de In[|W;,(r,t)|?] a partir de la ecuacién (2.72). Las lineas s6l-
idas se calculan con la ecuacién (2.50) y las lineas punteadas se calculan con la ecuacién (2.72). Los
parametros son los mismos que en la grafica anterior. Se consideraron los siguientes valores de la posi-
cién: r =0.1a (linea s6lida negra), r = 0.5a (linea sélida roja) y r = 0.9a (linea sélida azul). Los puntos
de color, rojo, negro y azul (estos dos tltimos superpuestos) corresponden al valor In[|W;, (r,0)|*] res-
pectivamente.
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FIG. 2.10 Grifica de In[|W.(r,t)|?] a partir de la ecuacién (2.65); con pardmetros A = 100, a = 1,
a = 1y posicién r = 3000a. El punto rojo es In[|W .y (r,t)|*], donde ty = /2. La linea punteada
roja estd dada por la expresion f(t) = —3In(t) +2.7; con ello se conoce que el sistema decae a tiempos
largos como ¢ 3. La linea punteada azul es g(¢) = —0.0123177 ¢ —0.173184. Se utilizaron 1000 polos

para realizar el célculo.

FIG. 2.11 Célculo del caso anterior variando la posicién r = [2950,3050]a, donde y = In[|Wex (r,1)|?].
Cantidades importantes del sistema son: I'j = 0.011894, 7; = 84.076004708, £, =9.13 x 1077 y K| =
3.11052682 — i0.00095614. Se utilizaron 100 polos para realizar el calculo.
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FIG. 2.12 Grifica de In[|¥ . (r,t)|*] a partir de la ecuacién (2.65); con pardmetros A = 6,a=1, a = 1
y posicién r = 3000a. El punto rojo es In[|W.y (r,t)|*], donde ty = r/2a;. La linea punteada roja estd
dada por la expresion f(t) = —31In(t) +0.04; con ello se conoce que el sistema decae a tiempos largos

como 3. Se utilizaron 1000 polos para realizar el célculo.

FIG. 2.13 Cdlculo del caso anterior variando la posicién r = [1,50]a, donde y = In[|Wey(r,2)|*]. Se
utilizaron 100 polos para realizar el calculo.



CAPITULO 3

FORMALISMO PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS CUAN-
TICAS IDENTICAS

En este capitulo se mostrard la extension del formalismo de los estados resonantes para un sis-
tema de dos particulas, sin interaccion y confinadas inicialmente por un potencial de alcance
finito. Para ello, se seguird los trabajos de Garcia-Calderén y Luis Mendoza [21, 32]. Ini-
cialmente se revisard informacion de libro de texto relacionado con el tema, posteriormente se
desarrollardn expresiones analiticas para la funcién de onda, la cual puede poseer simetria fac-
torizada, y simetria o antisimetria enredada. Ademds, se derivardn expresiones exactas para
las probabilidades de supervivencia y de permanencia. Finalmente, en la dltima seccion se
presentard como ejemplo el modelo de potencial delta para el caso de dos particulas idénticas.
En este ejemplo se estudiard el comportamiento temporal de la densidad de probabilidad para

las regiones interna y externa del potencial de interaccion.

3.1 Particulas idénticas

Dos particulas se consideran idénticas si comparten exactamente las mismas propiedades fisi-
cas que las caracterizan. Dentro del marco tedrico de la Mécanica Clésica dichas particulas
pueden ser distinguidas entre si. Esto se logra, por ejemplo, etiquetando las particulas y si-
guiendo con detalle sus correspondientes trayectorias. Esto significa que en cualquier instante
de la evolucion temporal del sistema es posible identificar a las particulas [3, 28].

En Mecanica Cudntica, el hecho de que un par de particulas posean semejantes propiedades
fisicas implica un principio de indistinguibilidad. Esto se debe fundamentalmente al princi-
pio de indeterminacion de Heisenberg, que establece que aunque se conozca la posicion de las
particulas en un instante ¢ = #(, es imposible aseverar el valor de las coordenadas en t =1y + €.

Lo anterior conlleva a que el concepto de trayectoria pierda completamente sentido, por lo
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que es imposible tratar por separado a las particulas idénticas y con ello poder distinguirlas,
en pocas palabras las particulas pierden su individualidad [28].

Es conocido en la literatura que en sistemas de particulas idénticas, la invariancia del
hamiltoniano al aplicar el operador de transposicién impone condiciones de simetria a las
funciones de onda. Para el caso de particulas bosénicas cuyo espin es entero (0,1,2,...) y que
obedecen la estadistica de Bose-Einstein, se tiene que la funcion de onda permanece simétrica
bajo la aplicacién del operador de permutacién. En cambio, es antisimétrica para particulas
fermidnicas con espin semientero (1/2, 3/2, ...), las cuales obedecen la estadistica de Fermi-
Dirac y el principio de exclusion de Pauli [39].

Finalmente, se resumird lo que se ha dicho hasta el momento en esta seccién con un prin-
cipio y un teorema conocidos en la literatura respectivamente como [15]

PRINCIPIO DE SIMETRIZACION: Los estados puros de un sistema de particulas idénti-
cas deben ser totalmente simétricos o antisimétricos bajo el intercambio de cualesquiera de
ellas.

TEOREMA DE CONEXION ESPIN Y ESTADISTICA: Los estados puros de un sistema de
particulas idénticas son totalmente simétricos si su espin es entero y antisimétricos si su espin

es semientero.

3.2 Funcion de onda para dos particulas cuanticas idénticas

Debido a que se trata de un problema de particulas idénticas con una formulacién no rela-
tivista, resulta esencial considerar la parte del espin en la funcién de onda que describe los
estados del sistema. Sin embargo, en este trabajo se estudiard solo la parte de la funcién de
onda correspondiente a las coordenadas.

Se considera nuevamente el problema de decaimiento planteado en la seccion 2.1. La
funcién de onda de la ecuacién (2.1) extendida al caso de dos cuerpos se puede escribir en

términos de la funcién de Green retardada y de la condicién inicial ¥(yy,y2,0) como [21]
a a
) = [ et )¥.0dndy, >0, (3.1)

donde r denota (r,r,), las cuales son las posiciones de las particulas a un tiempo ¢. Por otro
lado, y denota (y;,y2), las cuales son las posiciones iniciales de las particulas.
Como ya se menciond en la seccidn anterior, en un sistema de dos particulas idénticas

que no interactian, el hamiltoniano conmuta con el operador de transposicién, [H ,13172] =0.
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Esto implica que la simetria o antisimetria del estado inicial se conserva durante la evolucion

temporal.

En este capitulo se estudiara el caso particular cuando el hamiltoniano del sistema esta

dado por la siguiente expresion

H=H"Y4+H? (3.2)

donde H'/) denota el hamiltoniano de una particula individual. Asf pues, la ecuacién anterior

permite escribir funcién de Green retardada de la siguiente manera

g(ri,y1,r2,y2,t) = g(r1,y1,1)8(r2,y2,1). (3.3)

3.2.1 Funcion de onda simétrica factorizada

A continuacidn, se obtendrdn expresiones analiticas para el caso cuando el estado inicial del

sistema posee simetria factorizada
¥(y,0) = Va(y1)va(y2). (3.4)

Utilizando las ecuaciones (2.50), (3.1), (3.3) y (3.4) se puede expresar la funcién de onda en

la regidén interna del potencial como [21]

Wi ( Z CpaCq.attp( ”l)uq(FZ)M(Zg)M(Z(q))
p.g=—c°

:( i Cp7aup(r1>M(Zg>> ( i Cqﬂuq(rz)M(zg)) , r <a. (3.5)

q:—oo

donde G, o, con n = p,q, estd dada por

Cra = / Uun(y) W (y)dy. (3.6)
0

Por otro lado, utilizando las ecuaciones (2.65), (3.1), (3.3) y (3.4) se puede escribir la
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funcién de onda en la region externa del potencial como

W, (r,t) = i Cp.aCy,attp(a)ug(a)M(zp)M(zq)
pg=—

:( i Cnaup(a)M(zp)) ( i C, ’auq(a)M(zq)> , r>a, (3.7)

p=—o g=—o0

3.2.2 Funcién de onda espacial simétrica o antisimétrica enredada

El caso mads interesante para el propdsito de este trabajo, es cuando el estado inicial se encuen-

tra en la siguiente configuracién de enredamiento espacial
1
P(y,0) = 7 [Wa (1) wp (v2) £ W (1) Wa(r2)] - (3.8)

El signo £ hace referencia a los casos cuando el estado inicial es simétrico enredado (+) o
antisimétrico enredado (—).! Empleando las ecuaciones (2.50), (3.1), (3.3) y (3.8) se obtiene
que la funcién de onda en la region interna del potencial estd dada por la siguiente ecuacion
[21]

1 [e'e]
‘sz(r,t)z—ﬁ Y (CpaCyp£CppCoa) tp(ri)ug(ra)M(ZM(2)), r<a. (3.9
pP,q=—°

Por otra parte, utilizando las ecuaciones (2.65), (3.1), (3.3) y (3.8) se obtiene que la funcién

de onda en la region externa se puede escribir como

o)

Y (CpaCyp£CppCoa) up(@ug(@)M(zp)M(zg), T>a, (3.10)

1
lPext(rvt) = =
V2 =

donde los coeficientes C, g se obtienen intercambiando & por  en la ecuacién (3.6).

INo se debe confundir los estados de la particulas (¢, B) con las componentes de los polos resonantes (0, Bp).
En este trabajo se considerard que o # f3.
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3.3 Desarrollo asintotico de la funcion de onda interna de

dos particulas para tiempos largos

En esta seccidn se realizarad un desarrollo de la funcion de onda en la regién interna del poten-
cial de interaccién. Esto con el objetivo de obtener una férmula analitica que permita estudiar
el comportamiento de la densidad de probabilidad para tiempos largos. Para esto, se procedera
a utilizar los desarrollos asint6ticos mostrados en la seccién 2.8 para extenderlos al caso de

dos particulas idénticas.

3.3.1 Desarrollo asintético para el caso de simetria factorizada

A continuacion, se obtendrd un desarrollo asintético para tiempos largos de la funcién de onda

interna con simetria factorizada

Wine (r,1) = Yo (r1,1) Ya(ra;t). (3.11)

Utilizando las ecuaciones (2.72) y (3.11) se puede escribir el desarrollo asint6tico para tiempos

largos como

1
W (1,1 Z Cp.aCyattp(r1 g (ra)e Er+e =3Ol _ @, (1 1) (3.12)
p.g=1

donde la funcién ®;, (r,7) es

2
Dy (1,1) =0 (1,1 Zcqauq ry)e !

q=
+¢a(r2,1) Z Cpﬂ”p("l)e_m’%t_(Poc("l,f)‘])a(”zat)a (3.13)
p=1
y
. o F * *
¢a(rm,t) _ L Z Z F f+1/2 naun(l”m) Cn,aun(rm) ‘ (3.14)

27

k ( )2j+1 (izgn)sz

1f=1
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El indice m = 1,2, el indice n = p,q, donde n = p cuandom =1 y n = g cuando m = 2.

3.3.2 Desarrollo asintético para los casos de enredamiento espacial simétrico

y antisimétrico

A continuacidn, se considera el caso cuando la funcién de onda interna tiene simetria enredada

o antisimetria enredada. En este caso la funcién de onda se puede escribir como

1
\Pim(l',t) = E [l//a(rl,t)l//ﬁ(rz,t) :ElVﬁ(F],t)l//a(rz,l‘)} . (315)

Usando las ecuaciones (2.72) y (3.15) se puede expresar el desarrollo a tiempos largos de la

siguiente manera

Z (Cp.aCyp£CppCoa) “p(rl)”q(r2>€_i(€p+gq)t€_%(F"+Fq)t

- @b @) (3.16)

donde

Pp(rr) =a(rinr) X Cuptiglra)e ™
q:

+05(r2,1) Y Cpattp(ri)e ™5 — ¢ (r1,1)9p (r2,1). (3.17)
p=1

Para obtener la funcién CID"é”a (r,7) solo se intercambian los subindices en la ecuacién anterior.
)

Las funciones ¢(ry,,?) estdn dadas por la siguiente expresion

(o)

. F * *

l Cn.sun(rm) Cn sun(rm)

(rm,t ——E E ['(f+1/2) s - — , (3.18)
" 2n n=1f=1 (_1Z2)2f+1 (lz(ln)szrl
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3.4 Probabilidades de supervivencia y de permanencia

De manera andloga al sistema de un cuerpo, se define la amplitud de supervivencia A(¢) para

un sistema de dos particulas idénticas como [21]

a ra
:/ / ‘P*(rl,rZ,O)‘P(rl,rz,t)drldrz, (3.19)
0 JO

donde la probabilidad de supervivencia S(¢) estd definida por la ecuacién (2.75).

La probabilidad de permanencia P(t) para dos particulas se define como [21]

/ / \¥(x,1)|dridr. (3.20)

3.4.1 Probabilidades para el caso de simetria factorizada

La amplitud de supervivencia A(r) para el caso de simetria factorizada se obtiene utilizando

las ecuaciones (3.5) y (3.19). Asi pues, se tiene la siguiente expresion [32]

Z Co oCaoM(@M(Z), >0 (3.21)
pg=—c°

En el Anexo C se muestra que también se puede escribir A(7) como

Ar) =AY (NAZ (1) = AL (1). (3.22)

A continuacion, se hard un paréntesis para derivar las reglas de suma de los coeficientes

Cy,- Para obtener estas relaciones, se utiliza la ecuacion anterior ent =0

A(0) =40 (0042 (0) = 1. (3.23)

Utilizando la ecuacién anterior, la ecuacién (3.21) y el hecho de que M(z%),—o = 1/2, se

obtiene la siguiente relacion

= 1. (3.24)




3.4 Probabilidades de supervivencia y de permanencia 39

Se puede observar en la ecuacion anterior, que cada coeficiente C, o obedece una regla de

suma similar a la que se muestra en la ecuacién (2.56), es decir,

—1, (3.25)

R i Cr
p=1

donde en este caso, se cumple que C;, o y Gy, o SON iguales.
La probabilidad de permanencia se obtiene sustituyendo la ecuacion (3.5) en la ecuacion

(3.20). De esta manera se puede escribir P(¢) como [32]

[e] o)

= Y Y C.aCeaCioCalpilg MEIMENM* )M (2)), 120, (3.26)
pP.q=— °°l7j__°°

donde . .
ijiz/o up(ri)u; (r1)dry, Iq7j5/0 ug(r2)ui(r2)drs. (3.27)

De forma similar a la ecuacidn (3.22), la probabilidad P(¢) se puede expresar como

P(t) =P ()PP ). (3.28)

3.4.2 Probabilidades para el caso de simetria o antisimetria enredada

La amplitud de supervivencia A(t) para el caso de simetria o antisimetria enredadas se obtiene

usando las ecuaciones (3.9) y (3.19). Asi pues, se tiene la siguiente expresion [32]

L (GaGypC 5Ca.0) M(Z5)M(2)) (3.29)

l\)l'—‘

En el Anexo C se muestra que también se puede escribir A(f) como

A(t) = Aq(t)Ag (1) £ Aqp(1)Apy(t), 1> 0. (3.30)

donde .
Agp(t) = /0 Wi (r) W (1, ) dr. (3.31)

A continuacion, se hard un paréntesis para derivar las reglas de suma de los coeficientes
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C,.s. Para obtener estas relaciones, se utiliza la ecuacion anterior en t = 0

A(0) :Aa(O)A[; (O)iAaﬁ (O)Alga(O). (3.32)
Utilizando la ecuacion anterior y la ecuacion (3.29) en r = 0, se obtiene la siguiente relacion

+Aqp(0)Apq(0) = 1. (3.33)

s L

donde

Agp(0)Ag4(0) [/ W (1,0)¥5(r,0)d 1 U W5 (r,0) e (r,0)dr (3.34)

Si el estado inicial de la ecuacion anterior cumple con la propiedad de ortonormalidad. En-
tonces, la ecuacion anterior es igual a cero. Asi pues, se tiene que cada coeficiente C, ; obedece

una regla de suma similar a la que se muestra en la ecuacion (2.56), es decir,

i c,is] =1, (3.35)

donde en este caso, se cumple nuevamente que C, 5 y G, s son iguales.

Por otra parte, utilizando la ecuacién (3.9) en la ecuacion (3.20), se puede escribir la

probabilidad de permanencia P(t) como [32]

Z Z Cp.aCyp£CppCaa) (CiaCip£CipCia)’
2 p =i, e

xlpilg ;MM (@M (@M (&), 120, (3.36)

donde I, ; e 1, ; estan dadas por la ecuacion (3.27).
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3.5 Ejemplo. El modelo de potencial 6 para dos particulas

idénticas

En este ejemplo se considera el problema del decaimiento de dos particulas idénticas confi-

nadas inicialmente por el siguiente potencial
V(r) = A8(r1 —a) +18(r, —a), (3.37)

donde A modula la intensidad del potencial y el parametro a separa la regiones interna y

externa del potencial. El estado inicial confinado de una particulaat =0 es

W (y) = 2 gin (ﬂy) ®l—y), s=1,2,3,.. (3.38)

a a

donde O(x) es la funcién escalén de Heaviside, y s es el nimero de estado s = a, f3.

Cada particula del sistema obedece una ecuacion de Schrodinger como la ecuacién (2.86).
Asimismo, se tiene que los estados resonantes correspondientes a cada particula poseen la
forma de la ecuacion (2.87). Por otro lado, realizando un procedimiento similar al problema

de una particula se obtiene que los coeficientes, A,, estdn dados por

/ 2

donde n = p, g, mientras que los coeficientes C, s estdn dados por

_ [ _ Aa  [2smsin(i,a)(—1)°
Cnys = /0 un()’)‘l’s()’)dr—m { ek (3.40)
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3.5.1 Caso de simetria factorizada

En la figura 3.1 se grafica In[|W;, (r,t)|?] para tres diferentes valores de r, donde para cada
caso existen pequeiias oscilaciones para tiempos cortos. Después, existe una parte exponencial
con pendiente m = —2I"|, seguido de una regién de interferencia entre la parte exponencial y

no exponencial, y por tltimo, se puede observar un régimen que decae como .

En la figura 3.2 se muestra una ampliacion del régimen de tiempos cortos de la figura
3.1. En esta gréfica se observa que las lineas punteadas se traslapan con las lineas sdlidas,
a excepcion de los valores ultracortos del tiempo. Esto se debe a que la aproximacién asin-
tética diverge cuando r — 0. Asimismo, los puntos de colores se situaron para corroborar la

concordancia entre las lineas sélidas y los valores de las condiciones iniciales.

En la figura 3.3 se grafica In[S(¢)], obtenida mediante la amplitud de supervivencia, A(7),
dada por la ecuacién (3.22), para el caso de o = 1. En esta gfafica se observan dos lineas, la
de color rojo es la contribucién no exponencial de S(z) y la de color azul es S(¢). Asi pues, se

pueden apreciar las contribuciones expoenencial y no exponencial de S().

En la figura 3.4 se grafica In[|Wey (,1)|?]. En este caso aparecen en la densidad de pro-
babilidad dos frentes de onda, los cuales quedan indicados con los puntos rojos. En la parte
izquierda del primer frente de onda se observan algunas oscilaciones, las cuales son producto
de las contribuciones de estados resonantes con mayor energia. En la parte derecha del se-
gundo frente de onda se observa un régimen exponencial, el cual se traslapa con la linea azul
con una pendiente de m = —0.0129483, la cual es m # —2I'y. Después, existe una zona de in-
terferencia entre la contribucion exponencial y una contribucién no exponencial, y por tltimo,

se observa que para tiempos largos existe un régimen de decaimiento no exponecial.

Para conocer la ley de decaimiento del dltimo régimen de la figura 3.4, se ajusté una linea
roja dada por la funcién f(t) = —6In(t) +9.15, donde el coeficiente —6 significa que para

tiempos largos el sistema obedece una ley de decaimiento como #~°.

En la figura 3.4 también se observa una drea entre los dos frentes de onda, en el cual
se forma una region céncava con algunas interferencias. Los picos de estas interferencias
estdn marcados por tres puntos azules. Estas interferencias proceden de los tres primeros
estados resonantes excitados asociados con la particula en la posicion r;. En otras palabras,
las localizaciones temporales de los picos de estas interferencias se pueden estimar calculando

los tiempos como #; = /2, donde i = 2,3, 4.
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FIG. 3.1 Griéfica de In[|W;,(r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.12); con pardmetros A =6, a =1y
o = 1, para los valores de r = (0.1,0.9) (linea negra), r = (0.25,0.75) (linea roja) y r = (0.45,0.55)
(linea azul). La linea punteada estd dada por la funcién f(t) = —6In(t) — 30.0. Se utilizaron 50 polos
para realizar el cdlculo. Cantidades importantes del sistema son: I'j = 0.011894, 7; = 84.076004708,
£ =9.13x 1077 y x; = 3.11052682 — i0.00095614.
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FIG. 3.2 Se muestra una ampliacion de la figura 3.1 para tiempos cortos. Las lineas punteadas son
calculadas con la ecuacién (3.12), las lineas sélidas a partir la ecuacién (3.5), y por dltimo, los puntos
de colores a partir de la condicién inicial, i.e., usando las ecuaciones (3.4) y (3.38). Se utilizaron 50
polos para realizar el célculo.
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FIG. 3.3 Gréfica de In[S(¢)] a partir de la ecuacién (3.22); con valores de @ = 1 y A = 100. La linea
punteada roja es g(¢) = —6In(t) —27.0. Se utilizaron 100 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.4 Grifica de In[|W,(r,¢)|*] a partir de la ecuacién (3.7); con valores de A = 100, a =1, & = 1
y r = (3000, 15000). El primer punto rojo (de izquierda a derecha) es In[|W (1 ,t(gl) =r/2a))?,

mientras que el segundo punto rojo es In[|‘Pext(r2,t(()2) = ry/204)|?]. La linea punteada roja estd dada
por la expresion f (1) = —6In(t) +9.15; con ello se conoce que el sistema decae a tiempos largos como
t~%. Lalinea punteada azul es la funcién g(¢) = —0.0129483¢ +4.36544. Los puntos azules (de derecha
a izquierda) se localizan en los tiempos #; = rp/2a;, donde i = 2,3,4. Se utilizaron 1000 polos para

realizar el calculo.
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3.5.2 Caso de simetria espacial enredada

En la figura 3.5 se grafica In[|W;, (r,t)|?] usando los valores de & = 1, B = 2. En esta grdfica
se observa la transicion entre el régimen exponencial y no exponencial de la densidad de
probabilidad. Similarmente que en la figura 3.1, se observa que existen oscilaciones para
tiempos cortos. Sin embargo, en este caso las oscilaciones son mas pronunciadas. También
se aprecia un régimen exponencial con pendiente m ~ —(I"; + 1), seguido por una zona de
interferencia entre la parte exponencial y la parte no exponencial, y por dltimo, un régimen

que obedece una ley de decaimiento como 6.

La diferencia entre las figuras 3.1 y 3.5 se aprecia en el régimen de tiempos largos. Esto

se debe a que el sistema de una particula decae para tiempos largos como 3.

En la figura 3.6 se realiza una ampliacién de la figura 3.5 para tiempos cortos. En esta
grafica se aprecia que entre mas proximas estén las posiciones de las particulas, en general, la

densidad de probabilidad toma valores mayores.

En la figura 3.7 se grafica In[S(¢)] utilizando los valores de @ = 1 y B = 2. En esta gfafica
se observan dos lineas. La linea punteada de color rojo corresponde a la contribucion no
exponencial de S(7), mientras que la linea de color azul es S(¢). Asi pues, se pueden observar

las contribuciones expoenencial y no exponencial de la probabilidad de supervivencia.

En la figura 3.8 se grafica In[|W.y (r,t)|?] usando los valores de & = 1y 8 = 2. Similar-
mente que en la figura 3.4, en esta gréfica se aprecia que existen dos frentes de onda. En la
parte izquierda del primer frente de onda se observan oscilaciones, las cuales son producto de
las contribuciones de estados resonantes con mayor energia. En la parte derecha del segundo
frente de onda se observa un régimen exponencial. Después, existe una zona de interferencia
entre la contribucién exponencial y una contribucion no exponencial, y por ultimo, se observa

un régimen de decaimiento con una contribucién no exponencial.

Para conocer la ley de decaimiento del dltimo régimen de la figura 3.8, se ajusté una linea
roja dada por la funcién f(t) = —6In(t) + 8.25, donde el coeficiente —6 significa que para
tiempos largos el sistema decae como . Por otro lado, similarmente que en la figura 3.4, en
el 4rea entre los dos frentes de onda de la densidad de probabilidad, se puede observar que se
forma una region con algunas interferencias, las cuales provienen de los tres primeros estados

resonantes exitados asociados con la particula en la posicion r;.
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FIG. 3.5 Grifica de In[|W;, (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.16); con pardmetros A =6,a =1, a = 1,
B =2. La linea negra es con r = (0.1,0.9), la linea roja con r = (0.25,0.75) y la linea azul con
r = (0.45,0.55). La linea punteada roja es la funcién g(r) = —6In(r) — 30.0.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

FIG. 3.6 Se muestra una ampliacién de la figura 3.5 para tiempos cortos usando la ecuacién (3.9).
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FIG. 3.7 Grifica de In[S(¢)] a partir de la ecuacion (3.30); con pardmetrosde a =1, B =2y A =6.
La linea punteada es g(¢) = —6In(t) — 28.4. Se utilizaron 100 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.8 Grifica de In[|W,(r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
a=1,5 =2yr=(3000,15000). El primer punto rojo (de izquierda a derecha) es In[|‘Pex,(r1,tél) =
r1/2aq)|?], mientras que el segundo punto rojo es In[\‘Pext(rz,t(()z) = ry/2a4)|?]. La linea punteada roja
estd dada por la expresion f(t) = —6In(t) + 8.25; con ello se conoce que el sistema decae a tiempos
largos como t=%. Los puntos azules (de derecha a izquierda) se localizan en los tiempos t; = r, /204,

donde i = 2,3,4. Se utilizaron 1000 polos para realizar el cdlculo.
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En la figura 3.9 se grafica In[|W,., (r,¢)|?] utilizando los valores de & = 1y B = 6. Es decir,
la diferencia entre @ y B es més grande con respecto al caso de la figura 3.8. Asi pues, los
cambios en los valores de los estados cudnticos produce que el pimer frente de onda se eleve
con respecto al segundo frente de onda. En otras palabras, el pico del primer frente de onda se
situa en un valor con mayor probabilidad en comparacién con el valor que obtiene el pico del
segundo frente de onda. No obstante, las caracteristicas generales de las contribuciones de la

densidad de probabilidad mostradas en la figura 3.8 siguen permaneciendo.

En la figura 3.10 se grafica In[|Wy (r,¢)|?] usando los valores de & = 1y 8 = 10. En esta
gréfica casi no se observan cambios significativos en la densidad de probabilidad con respecto
a la figura 3.9. Sin embargo, las oscilaciones que se localizan en la parte izquierda del primer

frente de onda, se recorrieron hacia la parte superior de la grafica.

En la figura 3.11 se grafica el In[|¥ .y (r,t)|?] utilizando los valores de a = 1, B =2y
r = (3000, 10000). Es decir, las posiciones de las particulas son més proximas en comparacién
con las tres figuras anteriores. En esta grafica se observa que el segundo frente de onda se
recorre hacia la parte izquierda de la figura. Ademas, se aprecia en la region que se encuentra

entre los dos frentes de onda aparece una interferencia muy pronunciada.

En la figura 3.12 se grafica el In[|¥,y(r,¢)|?] usando los valores de « =1, B =2y r =
(3000,3000). Es decir, en esta figura ambas particulas comparten la misma posicién. En esta
gréafica se observa que se forma un solo frente de onda. Asimismo, se puede observar una

interferencia muy notable antes del frente de onda.

En la figura 3.13 se muestra qué ocurre en la densidad de probabilidad de la region externa,
si se cambian los valores de las posiciones de las particulas para un tiempo fijo. En esta grafica

se observa que la densidad de probabilidad refleja maximos y minimos.
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FIG. 3.9 Grifica de In[|W,(r,?)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
o =1, =6yr=(3000,15000). La linea punteada roja estd dada por la expresion f(¢) = —6In(t) +
5.95; con ello se conoce que el sistema decae a tiempos largos como #~°. La linea punteada azul es la
funcién g(r) = —0.01305137 4 0.305487. Se utilizaron 1,500 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.10 Se grafica el caso anterior, pero ahora con los valores de o = 1, B = 10. La linea roja
punteada es f(t) = —6In(t) — 5.0, mientras que la linea azul es g(t) = —0.01309617 — 0.556441.



50 Formalismo para un sistema de dos particulas cudnticas idénticas

0 —
o 10
“ _2"
N r
o —30
=al r
— —50+
£ B
- 60
0 1000 2000 3000 4000 5000
t

FIG. 3.11 Grifica de In[|W, (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
o =1, =2yr=(3000,10000). La linea punteada roja estd dada por la expresion f(¢) = —6In(t) +
7.3. Se utilizaron 1000 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.12 Se grafica el caso anterior utilizando el valor de r = (3000,3000). La linea roja es f(z) =
—6.In(t) +4.7.
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FIG. 3.13 Se grafica y = In[|W, (r,t = 1000)|?] para el caso de simetria espacial enredada, donde los
valores que pueden tomar las posiciones son: r; = [1,2000]a y r, = [1,2000]a. Para esto, se utilizé la
ecuacion (3.10); con los pardmetros de . = 1y § = 6.
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3.5.3 Caso de antisimetria espacial enredada

En la figura 3.14 se grafica el In[|¥;, (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.16) utilizando los valo-
res de o = 1 y B = 2. En esta grafica se muestran tres casos para diferentes posiciones de las
particulas. En cada caso se observa que existe un régimen exponencial para tiempos cortos.
Después, se aprecia una pequefia zona de interferencia, seguido de otro régimen exponencial,
posteriormente se observa una nueva zona de interferencia, y por dltimo, se observa un régi-

men de tiempos largos que decae como ¢~ 1.

La diferencias entre las figuras 3.5 y 3.14 son las siguientes: las primera diferencia es que
en la figura 3.14 aparece una zona mas de decaimiento exponencial con respecto a la figura
3.5. La segunda diferencia es que ambos sistemas, con simetria enredada y con antisimetria
enredada, poseen distintas leyes de decaimiento para el régimen de tiempos largos, las cuales

ya fueron mencionadas.

En la figura 3.15 se realiza una ampliacién de la figura 3.14 para tiempos cortos a partir
de la ecuacion (3.9). En esta grafica, a diferencia de la figura 3.6, la linea roja se encuentra
por encima de las lineas negra y azul. En otras palabras, cuando las posiciones de las particu-
las poseen una separacién intermedia en comparacion con los otros dos casos, la densidad de

probabilidad obtiene valores mayores en la evolucién temporal para tiempos cortos.

En la figura 3.16 se grafica In[S(r)| usando los valores de @« = 1 y B = 2. En esta gfafica
se observan dos lineas, la linea punteada de color rojo corresponde a la contribucién no expo-
nencial de S(7) y la linea de color azul corresponde a S(¢). Como se puede observar en esta
figura, las contribuciones exponencial y no exponencial, son semejantes a las contribuciones

mostradas en la figura 3.14.

En la figura 3.17 se grafica In[|¥ . (r,?)|?] utilizando los valores de & = 1y B = 2. Esta
figura es similar a las figuras 3.4 y 3.8. Esto, con respecto al comportamiento de las contribu-

ciones en la evolucién temporal.

En la gréfica de la figura anterior, se pueden apreciar dos frentes de onda. En la parte
izquierda del primer frente de onda se observan oscilaciones, las cuales son producto de las
contribuciones de estados resonantes con mayor energia. En la parte derecha del segundo

frente de onda se observa un régimen exponencial con una pendiente de m = —0.0129483.
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FIG. 3.14 Griéfica de In[|W;,(r,t)|*] a partir de la ecuacién (3.16); con pardmetros A = 6, a = 1,
oa=1,B=2yr=(0.1,0.9) (linea negra), r = (0.25,0.75) (linea roja) y r = (0.45,0.55) (linea azul).
La linea roja punteada es f(t) = —10In(r) —42.0. Se utilizaron 50 polos para realizar el célculo.
Cantidades importantes del sistema son: I’} = 0.011894, 7; = 84.076004708, £, =9.13 x 1077 y K| =
3.11052682 — i0.00095614.
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FIG. 3.15 Se muestra una ampliacién de la grafica anterior para tiempos cortos apartir de la ecuacién
(3.9). Se utilizaron 50 polos para realizar el cdlculo.
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FIG. 3.16 Grifica de In[S(r)] a partir de la ecuacién (3.30); con los pardmetros A =6, a=1, a =1y
B = 2. Lalinea punteada roja es la funcién f(z) = —10In(t) — 39.3. Se utilizaron 50 polos para realizar
el célculo.
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FIG. 3.17 Grifica de In[|W.y(r,t)%] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100,
a=1, a=1, =2y r=(3000,15000). EI primer punto rojo (de izquierda a derecha) es
In[|‘Pext(r1,t(g1) = r1/201)|?], mientras que el segundo punto rojo es In[|‘I’ext(r2,t(g2) =r/204)[%]. Por
otra parte, la linea punteada roja estd dada por la expresién f(z) = —10In(¢) 4+ 37.68. La linea azul es
g(t) = —0.0128535¢ + 1.91805. Los puntos azules (de derecha a izquierda) se localizan en los tiempos
ti =r/20;, donde i = 2,3,4. Se utilizaron 1500 polos para realizar el cdlculo.
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Después, se observa una zona de interferencia entre la contribucién exponencial y una con-
tribucidn no exponencial, por dltimo, en el régimen de tiempos largos, el sistema decae como
=10, Por otro lado, las interferencias que aparecen en la zona entre los dos frentes de onda

son producto de las contribuciones de los tres primeros estados resonantes excitados.

En la figura 3.18 se grafica In[|W,y(r,7)|?] a partir de la ecuacién (3.10) utilizando los
valores de o = 1 y B = 6. En general, las contribuciones en la evolucién temporal son seme-
jantes a las contribuciones que se muestran en la figura 3.17. En la figura 3.19 sucede algo

parecido, pero en este caso se utilizaron los valores de ¢ = 1y 8 = 10.

En las figuras 3.18 y 3.19 se puede observar que cambiar los valores de los estados cuén-
ticos @ y 3, produce que el pimer frente de onda se eleve con respecto al segundo frente de

onda, similarmente a lo que sucede en la figura 3.9.

En la figura 3.20 se grafica In[|W.y(r,?)|?] utilizando & = 1 y B = 2. En este caso se
consideré que r = (3000,5000). En la figura 3.21 sucede algo similar, i.e., se consideré que
r = (3000,3000.1). En ambas figuras se aprecian cambios en la densidad de probabilidad en
comparacion con las graficas anteriores. Particularmente, en la region intermedia de los dos
frentes de onda. En la figura 3.20 esta region se redujo, mientras que en la figura 3.21 los

picos de los dos frentes de onda se encuentran practicamente superpuestos.

En la figura 3.22 se grafica In[|W,y (r,¢)|?] utilizando los valoresde ¢« =1, B =6y A =
100. En la Fig 3.23 sucede algo similar, en este caso se utiliz6 el valor de A = 50. En ambas
graficas se realiz6 una comparacion entre los sistemas de bosones y fermiones. Las lineas rojas
corresponden al sistema de fermiones y las lineas azules al sistema de bosones. Asi pues, en
las figuras 3.22 y 3.23 se puede observar que existen regiones donde es imposible diferenciar
entre ambos sistemas. No obstante, en la region intermedia de los dos frentes de onda, la linea
azul se ubica por debajo de la linea roja. Por otro lado, también se puden distinguir las lineas

sobre el régimen asintdtico de tiempos largos.
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FIG. 3.18 Grifica de In[|¥,y (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
a=1,3=6yr=(3000,15000). La linea punteada roja estd dada por la expresioén f(t) = —10In(t) +
35.95. La linea azul es g(r) = —0.0129972¢ +0.0770308. Se utilizaron 1500 polos para realizar el
célculo.
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FIG. 3.19 Grifica de In[|¥, (r,?)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
o=1, =10y r=(3000,15000). La linea punteada roja es f(t) = —10In(¢) + 35.3. La linea
punteada azul es g(r) = —0.0130495¢ — 0.788077.
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FIG. 3.20 Grifica para el caso de fermiones de In[|'¥,y (r,#)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con
pardmetros de A =100, a =1, a =1, B =2 y r = (3000,5000). La linea punteada roja estd dada por
la expresion f(t) = —10In(t) 4 29.6. Se utilizaron 1500 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.21 Grifica para el caso de fermiones de In[|¥,.y(r,?)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con
pardmetros de A =100, a=1, a =1, B =2 y r = (3000,3000.1). La linea punteada roja es f(t) =
—101In(t) +8.6.
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FIG. 3.22 Grifica de In[|¥,y (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 100, a = 1,
o =1, =6yr=(3000,15000). Linea azul corresponde al caso de simetria enredada, y la linea roja
corresponde al caso de antisimetria enredada.
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FIG. 3.23 Grifica de In[|¥, (r,t)|?] a partir de la ecuacién (3.10); con pardmetros de A = 50, a = 1,
a=1,8=6yr=(3000,15000). Linea azul corresponde al caso de simetria enredada, y la linea roja
corresponde al caso de antisimetria enredada.
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Para explicar las figuras 3.24 y 3.25 es necesario hacer el siguiente paréntesis. La densidad

de probabilidad para el caso con enredamiento espacial se puede escribir como

1
Wt (r,1)|* = !ﬁ [Wa(r1,0) W (r2,t) £ Wp (r1, 1) Wa(ra,1)] 2. (3.41)

Asi pues, se procede a realizar la operacion del médulo al cuadrado que aparece en la ecuacion

anterior, de esta manera se obtiene la siguiente expresion

1 1
[Wew (1,0)[* =2 [Wa(r,)Wp (r2, ) + S [Wp (r1,0) Wa(r2,1)

j:g{[lya(rht)qlﬁ <r27l)qlz;(r17t)qlzc(r27t)]v (342)

donde el dltimo término se suma para bosones o se resta para fermiones. 2

En la figura 3.24 se grafican las componentes, y,, correspondientes a la ecuacion (3.42),
para el valor de A = 100. En la figura 3.25 sucede algo semejante, pero en este caso se utilizé
el valor de A = 50. En ambas grificas se observan las contribuciones de la densidad de prob-
abilidad que dan origen a los dos frentes de onda.

En las figuras 3.24 y 3.25 se puede observar que cuando en y; se crea un frente de onda,
y> se mantiene por debajo de y; y viceversa. En otras palabras, los frentes de onda se asocian
a la posicion de la particula con el estado cudntico de mayor vida media. Por otra parte, la
componente y3, la cual corresponde al término de interferencia, evoluciona en el tiempo de tal
forma que refleja caracteristicas de las primeras dos componentes. Sin embargo, en la region
intermedia entre los dos frentes de ondas y en el regimen de tiempos largos, la contribucion de
la componente y3 es relevante, por esta razon los sistemas de bosones y fermiones se pueden

distinguir en estas regiones de la evolucién temporal.

2Se denota como y; = In[1|Wq (ry DPp(r2,1)*], y2 = In[%|‘P5 (r1,8)®q(r2,1)|?], y finalmente
y3 = In[i)([‘l’a(rl,t)‘l’ﬁ (rz,t)‘I‘;‘3 (r1,)¥5,(r2,1)])-
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t
FIG. 3.24 Usando la ecuacion (3.10) se graficaron los siguientes casos y; (linea azul), y, (linea roja), y
y3 (linea negra). Donde y1, y2 y y3 se definen en el pie de la pdgina 59. Los pardmetros que se usaron

en la graficas son: A =100,a=1,a =1, =6y r = (3000,15000). Se utilizaron 1500 polos para
realizar el célculo.
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t
FIG. 3.25 Usando la ecuacién (3.10) se graficaron los siguientes casos y; (linea azul), y, (linea roja), y
v3 (linea negra). Donde y1, y2 y y3 se definen en el pie de la pdgina 59. Los pardmetros que se usaron

en la graficas son: A =50,a=1,a =1, f =6y r=(3000,15000). Se utilizaron 1500 polos para
realizar el célculo.
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En la figura 3.26 se grafica el In[|¥,, (r,t = 1000)|?]. En esta gréfica se aprecia el com-
portamiento de la densidad de probabilidad para un tiempo fijo. Para esto, se variaron las
posiciones de las particulas. Asi pues, se puede observar que en la regiéon donde ambas posi-
ciones tienden a igualarse, la densidad de probabilidad se anula de manera paulatina, formando

asi un sumidero, lo cual concuerda con la antisimetria de la funcién de onda.

En la figura 3.27 se muestra el comportamiento del sumidero para diferentes casos de o
y B. Esto para la regién interna del potencial y para el valor de A = 6. En la figura 3.28 se
realiz6 algo parecido, pero en este caso se utilizo el valor de A = 100. En el anexo D se realizé
un desarrollo de la funcién de onda. Esto con la finalidad de observar analiticamente cdmo
la contribucién que contiene el pardmetro A modula las oscilaciones que se observan en la
gréfica 3.27.

Las figuras 3.29, 3.30 y 3.31, son parte de un anélisis, el cual se realiz6 con el propdsito
de verificar que el sumidero es real. Es decir, que el sumidero no sea una ilusién producto del
nimero de puntos que posee la grafica. Asi pues, en la figura 3.29 se graficé la densidad de
probabilidad utilizando 1000 puntos. En la figura 3.30 se grafic6 la densidad de probabilidad
usando 10000 puntos. Por ultimo, en la figura 3.31 se muestran sobrepuestas las dos graficas
anteriores. Las lineas veriticales azules permiten conocer que los puntos de la figura 3.29 se

encuentran debajo de los puntos de la figura 3.30.

El andlisis enunciado en el parrafo anterior muestra que el sumidero es real. En otras pa-
labras, que la forma paulatina en que se anula la densidad de probabilidad es real. Es decir, el
sumidero no es una ilusién producto del niimero de puntos que poseea la grafica. No obstante,

entre mayor sea el nimero de puntos, la definicién del sumidero serd mejor.

En las figuras 3.32 y 3.33 se grafican casos con diferente valor de A, para el sumidero

correspondiente a la region externa del potencial.

En las figuras 3.34, 3.35 y 3.36 se muestra un anélisis del sumidero para la region externa
del potencial, andlogo al que se realiz6 para la region interna. Se tiene que los resultados para

la regién externa del potencial son andlogos a los resultados expuestos para la region interna.
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FIG. 3.26 Grifica y = In[|¥,y (r,t = 1000)|?] a partir de la ecuacién (3.10). Los valores que pueden
tomar las posiciones son: r; = [1,2000]a y r» = [1,2000]a.
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FIG. 3.27 Se muestra la regién del sumidero correspondiente a la regién interna del potencial; con
pardmetros A =6, r, =0.5,7 =1, a = 1. En la figura se muestran tres casos, los cuales son: linea negra
(x=1,8=2),linearoja(a =1, B =6)ylinea azul (¢ = 1, § = 10). Para esto, se utiliz6 la ecuacién
(3.16). Se utilizaron 1,000 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.28 Sumidero para la parte interna con pardmetros A = 100, r, =0.5,¢ =1, a = 1. En la figura
se muestran tres casos, los cuales son: linea negra (¢ = 1, B = 2), linea roja (¢ = 1, § = 6) y linea
azul (o = 1, B = 10). Para esto, se utiliz6 la ecuacién (3.16). Se utilizaron 1000 polos para realizar el
célculo.
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FIG. 3.29 Se muestra un andlisis del sumidero de la figura 3.28; con pardmetros de @ = 1, f = 10,
A =100,7 =1y r, =0.5. En esta figura se calcularon 1000 puntos de la densidad de probabilidad. Se
utilizaron 1000 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.30 En esta figura se calcularon 10000 puntos de la densidad de probabilidad. Se utilizaron 1000
polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.31 En esta figura se muestran sobrepuestas las figuras 3.29 y 3.30.
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~20;
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FIG. 3.32 Sumidero para la parte externa con parametros A = 6, r, = 100, 7 =1, a = 1. En la figura se
muestran tres casos, los cuales son: linea negra (o = 1, = 2), linea roja (o = 1, B = 6) y linea azul
(o =1, B = 10). Se utilizaron 1000 polos para realizar el célculo.
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FIG. 3.33 Sumidero para la parte externa con parametros A = 100, r, = 100,7 =1, a = 1. En la figura
se muestran tres casos, los cuales son: linea negra (o = 1, B = 2), linea roja (o« = 1, B = 6) y linea
azul (oo = 1, B = 10). Se utilizaron 1000 polos para realizar el célculo.
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FIG. 3.34 Se muestra un anélisis del sumidero de la figura 3.33 parael casode a = 1 y B = 6, donde
A =100,¢t =1y r, =100. Se calcularon 1000 puntos de la densidad de probabilidad. Se utilizaron

1000 polos para realizar el calculo.
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FIG. 3.35 Se muestra un anélisis del sumidero de la figura 3.33 parael casode ¢ = 1 y f = 6, donde
A =100,t =1y r, = 100. En esta grafica se calcularon 10000 puntos de la densidad de probabilidad.

Se utilizaron 1000 polos para realizar el célculo.
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FIG. 3.36 En esta figura se muestran sobrepuestas las figuras 3.34 y 3.35.
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CONCLUSIONES

Se realiz6 un estudio sobre el decaimiento cudntico de un sistema de dos particulas idénticas,
sin interaccion y confinadas inicialmente por un potencial arbitrario de alcance finito. Usando
el formalismo de los estados resonantes se derivaron expresiones andliticas exactas para la
funcion de onda, W(r,t). Se mostré que dichas cantidades dependen del tipo de simetria que
posee el estado inicial del sistema, W(r,0), el cual puede ser simétrico factorizado y simétrico

o antisimétrico enredados.

Se present6 el modelo de potencial delta de Dirac, en el cual se analizaron las contribu-
ciones exponencial y no exponencial de la densidad de probabilidad. Esto para las regiones
interna y externa del potencial de interaccion. Asimismo, para cada region del potencial se
estudiaron los casos para cada tipo de simetria que el estado inicial puede tener, los cuales ya

se mencionaron en el parrafo anterior.

En la region interna del potencial, se realizé un desarrollo asintético para tiempos largos de
la funcion de onda, W;,,(r,1), lo cual permiti6 observar de manera explicita las contribuciones

que posee el sistema, ademas de simplificar los célculos para realizar las graficas.

Los resultados para la regién interna del potencial se mencionan a continuacién: se observé
en las distintas graficas de |W;, (r,t)|?, que en general, se tienen las siguientes contribuciones
importantes: una contribucién no exponencial para tiempos cortos, un régimen de decaimiento
exponencial dominado por una suma de los anchos de resonancia, seguido de un régimen para
tiempos largos que decae como ¢~ para bosones, y ¢ 10 para fermiones. Estas caracteristicas
de las contribuciones son similares a las que se han reportado en el trabajo de Luis Mendoza
[32], para las probabilidades de supervivencia y de permanencia.

Se estudiaron las expresiones analiticas de las probabilidades S(z) y P(¢). Se mostraron
gréficas para la probabilidad de supervivencia que concuerdan con los resultados del trabajo

de Luis Mendoza [32]. Asimismo, en el anexo C se desarrollaron expresiones mas sencillas
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para calcular la probabilidad de supervivencia en sistemas de dos particulas idénticas. Estas
expresiones permitieron calcular las reglas de suma que obedecen los coeficientes G, 5, en

sistemas de dos particulas idénticas.

Por otra parte, se realizé una extension de la funcién de Green retardada para la region
externa del potencial, lo cual permitié escribir una expresion analitica exacta para la funcién
de onda, W, (n,1).

Los resultados para la region externa del potencial son los siguientes: se encontrd en las
distintas graficas de |¥y (r,¢)|?, que en general, existen dos frentes de ondas en la densidad
de probabilidad. Las localizaciones de estos frentes de ondas se pueden estimar evaluando la
densidad de probabilidad en los tiempos ¢ = r;/2a;, donde el numerador es la posicién de una

de las particulas y el denominador es la velocidad en unidades naturales.

En la parte izquierda del primer frente de onda, se forman algunas oscilaciones producto de
contribuciones de estados resonantes con mayor energia, las cuales disminuyen como funcioén
del tiempo. Estas oscilaciones son afectadas por los cambios de los nimeros de estados o
y B. Por otro lado, en la parte derecha del segundo frente de onda, se forma un régimen
exponencial con una pendiente que no esta relacionada directamente con los anchos de banda
de las resonancias. Después, existe un régimen de interferencia, y por ultimo, un régimen

t_lO

asintético para tiempos largos que decae como ¢ ~° para bosones, y para fermiones.

Se observo que en la region intermedia de los dos frentes de onda, en general, se forma una
regién concava con algunas interferencias. Estas interferencias proceden de los tres primeros
estados resonantes excitados asociados con la particula en la posicién r,. Esto se debe a que
los estados resonantes salen de la region interna del potencial con diferentes velocidades, con
lo cual a distancias grandes forman picos. Las localizaciones temporales de los picos de estas
interferencias se pueden estimar calculando los tiempos de manera cldsica como t; = rp /204,
donde i = 2,3,4.

Se realiz6 una comparacion entre la evoluciéon temporal del sistema de bosones y del sis-
tema de fermiones, con lo cual se observé que ambas densidades de probabilidad son practi-
camente idénticas, con excepcion de la region intermedia de los dos frentes de onda y en el
régimen asintdtico para tiempos largos.

Se analiz6 para el sistema de bosones, el caso cuando las dos particulas poseen la misma
posicion. En este caso, se observd que en la densidad de probabilidad se forma un solo frente
de onda, lo cual se asemeja a lo que sucede en el sistema de una particula. Por otro lado, para
el sistema de fermiones, se analiz6 el caso cuando las dos particulas tienen posiciones muy
proximas. En este caso, se observd que la region intremedia entre los dos frentes de onda

practicamente desaparece.
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Se analizaron por separado las componentes de la densidad de probabilidad para el caso
de enredamiento. Estas componentes son: y; = 1/2\‘Pa(r1,t)‘PB(r2,t)\2, y2 = 1/2|Wg(r1,t)
XWo(r2,0)[* y y3 = R[Wa(ri,1)¥p(ra,t) 5(r1,1)¥5(r2,1)], donde y3 es la interferencia, la
cual se suma a las otras dos componentes para el caso de bosones, y se resta para el caso de
fermiones. Asi pues, se observo que la componente y; contribuye mds en la formacién del
primer frente de onda, y y, contribuye mas en la formacion del segundo frente de onda. En
otras palabras, los frentes de ondas se asocian, en las primeras dos componentes, a la posicion
de la particula que posee el estado con mayor vida media.

Por otro lado, la componente y3, la cual corresponde al término de interferencia, evolu-
ciona en el tiempo de tal forma que refleja caracteristicas de las primeras dos componentes.
Sin embargo, en la region intermedia entre los dos frentes de ondas y en el regimen de tiem-
pos largos, la contribucién de la componente y3 es relevante, por esta razén los sistemas de
bosones y fermiones se pueden distinguir en estas regiones de la evolucién temporal.

Se explor6 la regién del sumidero que aparece en la densidad de probabilidad para el
caso de fermiones. Se observé que la densidad de probabilidad, para un tiempo fijo, tiende a
anularse paulatinamente al aproximarse a los valores donde las posiciones de la particulas son
iguales.

En general, se mostré que las contribuciones de la densidad de probabilidad en la region
externa del potencial, poseen una estructura mas compleja con respecto a lo que sucede en la
region interna del potencial. Esto amerita un trabajo a futuro que profundice més en anélisis
de las distintas contribuciones en el decaimiento de dos particulas con enredamiento. En
particular, el efecto de interaccion entre las particulas. Finalmente, también seria interesante

estudiar la conexién de este trabajo con otros estudios sobre enredamiento cudntico.



ANEXO A

RESIDUO DE LA FUNCION DE GREEN DE ONDA SALIENTE

Con el propésito de expresar el residuo R, (r,7') de la funcién de Green de onda saliente, se
realiza el siguiente desarrollo del trabajo de Garcia-Calderéon [18].

Sustituyendo la ecuacién (2.28) en la ecuacion (2.25) se obtiene la siguiente expresion

2 / 2
[% +1Z _v(r>] IZI_(_%—,: ) [% +k - v(r>] k) =8(r=r), (A1)

donde R, (r,r") es el residuo de la funcién de Green y & (r,7’; k) es una funcién regular. Sumando
y restando el término k2R, (r,7’)/(k — k,) en la ecuacién anterior, y luego tomando el limite

cuando k — K, se pueden inferir las siguientes expresiones

92 /
y
82
V0] ) = 80~ 2R ). (a3)

A continuacion, se escribirdn las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2.26)
y (2.27) en términos de las cantidades R, (r,7') y &(r,r;k).

Sustituyendo la ecuacién (2.28) en la ecuacion (2.26) se obtiene la siguiente relacion

R, (0,7
k—x,

+£&(0,7;k) =0, (A.4)

multiplicando la ecuacion anterior por (k — k;,) y tomando el limite cuando k — k;,, se pueden
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deducir las siguientes condiciones en el origen

R.(0,/)=0 (A.5)

£(0,7;k) =0. (A.6)

Por otra parte, sustituyendo la ecuacién (2.28) en la ecuacion (2.27) se obtiene la siguiente

expresion

1 [9 , Jd.. _ o Ra(rr)
P {ERn(r, r )} _ + [Eé (r,r ,k)} = lkk—

+ik& (73 k), (A7)

r=a - An
sumando y restando el termino ik,R,(a,r’)/(k — k) en la ecuacién anterior, y tomando el

limite cuando k — K, se pueden deducir las siguientes expresiones
a / . /
—R,(r,r") = ik, Ry(a,r) (A.8)
dr r=a

[ié (r, r',k)} =ik, E (1,7 k) + iR, (1, 7). (A9)

dar r=a

Es importante enfatizar que las funciones R, (r,7’) y los estados resonantes u,(r) satisfacen
idénticas ecuaciones diferenciales e idénticas condiciones de frontera, esto con respecto a la
variable r. Por consiguiente, dichas funciones deben tener la siguiente estructura de propor-

cionalidad

Ru(r, 7)) = un(r)Qu(r). (A.10)

Es posible encontrar una relacion de ,(r’) en términos de los estados resonantes. Para esto,

se aplica el Teorema de Green entre las ecuaciones (2.9) y (A.3), y utilizando la ecuacion



73

(A.10) se obtiene la siguiente ecuacion

un(r)a—é(r, i K) —g(r,r';lcn)gun(r)} = /Oaun(r)S(r—r/)dr—/Oau;‘;(r)Qn(r/)dr.
! (A.11)

Aplicando las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2.10), (2.12), (A.6) y (A.9)

se obtiene la siguiente expresion

un(r')

)= (e ol

(A.12)

donde el término entre corchetes de la expresion anterior es igual a la unidad. Asi pues,
utilizando la ecuacion (A.12) en la ecuacion (A.10) se puede escribir el residuo en términos

de los estados resonantes como

wn (1), (1)

R, (r,r) = P
n

(A.13)



ANEXO B

METODO ORTODOXO DE FUNCIONES DEL CONTINUO

Para mostrar el método ortodoxo de funciones del continuo, se comienza por escribir la fun-
cién de Green de onda saliente de la siguiente forma [37],

(P(k?r)f-l-(kvrl) /

(k) =— B.1
G (rr'k) 7.0 , r<r, (B.1)

La funcién J (k) es la funcién de Jost que mds adelante se definird. La funcién ¢ (k, ) se llama
solucién regular de la ecuacion de Schrodinger, la cual obedece las siguientes condiciones de

frontera en el origen

0 (k,0) =0, [‘M(k’r)} —1. (B.2)
r=0

Las funcidnes f+ (k,r) se llaman soluciones irregulares de la ecuacién de Schrodinger. Para

potenciales de alcance finito cumplen con la siguiente condicién
fekr) =™, r>a. (B.3)

Propiedades de las soluciones de Jost

A continuacion, se derivardn algunas propiedades importantes de las soluciones de Jost que

serviran a la finalidad de este anexo. Las funciones irregulares satisfacen la siguiente ecuacion

2
O Fellr) = R V(] (kr). (B4)

Ahora, se calculard la derivada del Wroskiano entre las funciones irregulares. Utilizando la
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ecuacion (B.4) se obtiene la siguiente expresion

Dyip ko) i) = £ (6D o por) = £ S p k=0, (B5)
dr —\K,T)y J+-\K, T —f, T dr2f+ T f+ T drzf* 1) =Y. :

La ecuacion (B.5) significa que el Wroskiano no depende de la variable r, por lo tanto se

puede utilizar la ecuacién (B.3) para determinar su valor

WIf_(k,r), f+(k,r)] = 2ik. (B.6)

La ecuacion (B.6) implica que las funciones f4 (k,r) son linealmente independientes. Por

esta razon se puede escribir la solucion regular como la siguiente combinacion lineal
¢(k7 r) = A[f_(k,())f+(k, I’) - f+(k70)f— (ku I’)], (B7)

usando la ecuaciones (B.2) y (B.6) se puede determinar que la cantidad A = 1/2ik.

Las funciones de Jost se definen como las funciones irregulares evaluadas en r = 0. Sin
embargo, usando las ecuaciones (B.6) y (B.7) se pueden escribir en términos del Wroskiando

entre las soluciones regulares e irregulares como

J & (k) = f(k,0) = W [fi(k,r), ¢ (k,r)] . (B.8)

Por otro lado, utilizando las ecuaciones (B.3) y (B.7) se pueden inferir las siguientes

propiedades

¢(k,r):¢(—k,r):¢*(k,r), f¥(k7r):f:t(_k7r):fi(k7r)' (B.9)

Se considera la funcién de Green retardada dada por la ecuacion (2.23). Utilizando las

ecuaciones (B.8) y (B.9) se puede escribir la siguiente relacion 1

L / Gt (ke ®1 2kdk = —— / (G (1,7 3k) — G (r, /s —k)]e " 2kdk.  (B.10)
27 J—oo 21 Jo

Utilizando las ecuaciones (B.1), (B.8) y (B.9) se puede reescribir el término entre corchetes

IEsta derivacién la desarrollo Garcia-Calderén. Para un estudio mds detallado consultar [31].



76 Método ortodoxo de funciones del continuo

de la ecuacion anterior del siguiente forma

¢ (k,r)¢(k,r')

G (r,rk)— Gt (rr;—k) = —2ik )
(h75k) =G nrs =h) IRGYAR

(B.11)

Sustituyendo la ecuacién (B.11) en la ecuacion (B.10) se obtiene la funcion de Green retardada

en términos de las funciones fisicas

g(nri0) = [ W )yt (ke ik, (B.12)
0

donde las funciones del continuo se definen como

- 2(])(1{,}") * N %(P(k,r/)
Wt (k,r) = R ko oy (k) = AT k. (B.13)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (B.12) en la ecuacién (2.19), la funcién de onda se

pude escribir como

¥(rt) = / C(k) P (k,r)e %" dk, 1>0, (B.14)
0

donde el coeficiente C(k) estd dado por

C(k) = /O ’ v (k, YR ,0)dr . (B.15)



ANEXO C

FORMULA PARA CALCULAR LA AMPLITUD DE SUPERVIVEN-
CIA PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS

En este anexo se desarrollard una férmula para calcular las amplitudes de supervivencia de un
sistema de dos particulas. Para esto, se comienzard por el caso de simetria factorizada. La

amplitud de supervivencia se define como

a ra
A(l‘) :/ / ‘P*(rl,rZ,O)‘P(rl,rz,t)drldrz, (C.l)
0 JO

usando las ecuaciones (3.4) y (3.5) se puede escribir la siguiente expresion

At) = { /0 al//;(rl,O)‘Pa(rl,t)drl} { /0 W (2, 0Wa (r,t)dra | (C2)

La ecuacion anterior es la multiplicacion de las amplitudes de supervivencia correspondientes
a cada particula. Dado a que ambas integrales comparten los mismos limites y el valor de o,

se puede escribir la siguiente ecuacién
A1) =4 (DAG) (1) = A3(1), 120, (€3)
donde el indice entre paréntesis, etiqueta a la particula.

Por otro lado, para el caso de enredamiento se utilizan las ecuaciones (3.15) y (3.19), con

lo cual se puede expresar la amplitud de supervivencia como
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=3 [ [ [vetrowion) = virwiim)|
X [Walr,t)Wp(r2,t) £Wp(r1,1)¥a(r2,t)] dridr. (C.4)

Realizando la multiplicacion que indican los corchetes y separando las integrales que resultan,

se puede escribir A(z) de la siguiente forma

1
AW = 5 |48 AT () + 45 (VAZ () £ AL OAZL () £ AR DAZ O], 1>0,
(C.5)
donde .
Aap(0)= [ Vel ¥p(ra)dr (6
y
Ape(t) /wﬁ Yo (r,t)dr. (C.7)

Finalmente, dado que los indices que etiquetan a las particulas son mudas, se puede sim-

plificar la ecuacién (C.5) como

A(t) = Aq(t)Ag(t) T Aup(t)Agal(t), t>0. (C.8)



ANEXO D

FUNCION DE ONDA CON ENREDAMIENTO

La funcién de onda interna con simetria enredada esta dada por la siguiente ecuacién

)

Z (Cp,vaﬁ iCPﬁCq,a) up(r )uq(rz)M(zg)M(zg), r<a.(D.1)

1
lPint (I‘7 t) = =
V2 pi= e

Se reescribe la expresion anterior de la siguiente manera

1 oo
i (r,1) = 7 Y, AY up(r)ug(r)M(Z)M(zg), (D.2)
pP,gq=—°
donde
Ag;‘? = Cp7va7ﬁ :l:prﬁC‘La' (D3)

Utilizando la ecuacion (3.40) en la expresion anterior se puede escribir la siguiente ecuacion

ap :47Laocﬁ7t2(—1)“+ﬁ sin(kpa) sin(kya)
P4 " (Rate 2%99)2(Jqt e Zka)1/2
1 n 1
(K3a? —o?m?)(xga> — B2m?) — (x3a* — a’m?)(kZa® — B2m2) |

X

(D4)

Por otro lado, utilizando las ecuaciones (2.87) y (3.39), el producto de los estados reso-

nantes se puede escribir como
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up(r )Mq(rz) =Apsin(k,r )Aq sin(quz)

22 ‘ ‘
- (Aa+ e 2a)1/2( Qg + e~ 2ikea)1/2 sin(Kpry) sin(Kqr2). (D.5)

Por ultimo, utilizando las ecuaciones (D.4) y (D.5) en la ecuacién (D.2), y separando la

parte que contiene la contribucién de A, la funcién de onda se puede escribir como

Wt )= Y Qpy(h) : + :
Y (k2a> — a?m?) (K2a® — B2m2) — (x2a? — 12 (Kk2a> — B2 n?)
of(—1)%+P sin(x,a) sin(kya) sin(k,ry) sin(quz)M(zg)M(zg), (D.6)
donde
8an*A?

Qpq(A) = D.7)

\/Q(Aa—ke*z"’fpa)(la—i—e*z”‘q“)‘



REFERENCIAS

[1] Abramowitz, M. and Stegun, 1. (1968). Handbook of Mathematical Functions. Dover, N.
Y. chap. 7.

[2] Aczel, A. D. (2008). Entrelazamiento: El mayor misterio de la fisica. Editorial Critica.

[3] Albert, M. (1965). Quantum Mechanics Vol. 1I. North Holland Publishing Company.
chap. XIV.

[4] Anderson, R. W. (2015). The Cosmic Compendium: Interstellar Travel. Lulu.com. chap.
4.

[5] Aspect, A., Grangier, P., and Roger, G. (1981). Experimental tests of realistic local theo-
ries via bell’s theorem. Phys. Rev. Lett., 47:460-463.

[6] Bang, J., Gareev, F. A., Gitzzatkulov, M. H., and S. A. Goncharov, S. A. (1978). Expan-
sion of continuum functions on resonance wave functions and amplitudes. Nucl. Phys. A,
309:381.

[7] Bell, J. S. (1964). On the einstein podolsky rosen paradox. Physics, 1:195-200.

[8] C. Rothe, S. I. H. and Monkman, A. P. (2006). Violation of the exponential-decay law at
long times. Phys. Rev. Lett., 96:163601.

[9] Chiu, C. B., Sudarshan, E. C. G., and Misra, B. (1977). Time evolution of unstable
quantum states and a resolution of zeno’s paradox. Phys. Rev. D, 16:520-529.

[10] del Campo, A., Delgado, F., Garcia-Calder6n, G., Muga, J. G., and Raizen, M. G.
(2006). Decay by tunneling of bosonic and fermionic tonks-girardeau gases. Phys. Rev. A,
74(1):013605.

[11] Einstein, A., Podolsky, B., and Rosen, N. (1935). Can quantum-mechanical description
of physical reality be considered complete? Phys. Rev., 47:777-780.

[12] Facchi, P., Nakazato, H., and Pascazio, S. (2001). From the quantum zeno to the inverse
quantum zeno effect. Phys. Rev. Lett., 86:2699-2703.
[13] Faddeyeva, V. N. and Terentev, M. N. (1961). Tables of values of the function ®(z) =

e 7 <l + j—% (fetzdt>, for complex argument. Edited by Academician V. A. Fock, printed
in Grear Britain by Pergamon Printing & Art Services LTD. London.



82 Referencias

[14] Freedman, S. J. and Clauser, J. F. (1972). Experimental test of local hidden-variable
theories. Phys. Rev. Lett., 28:938-941.

[15] Galindo, A. and Pascual, P. (1978). Mecdnica Cudntica. Alhambra. chap. 13.
[16] Gamow, G. (1928). Zur quantentheorie des atomkernes. Z. Phys., 51:204-212.

[17] Garcia-Calderén, G. (1992). Resonant States and the Decay Process: Symmetries in
Physics, chapter 17, pages 252-272. Springer—Verlag, Berlin.

[18] Garcia-Calderdn, G. (2010). Theory of resonant states: An exact analytical approach for
open quantum systems. Adv. Quant. Chem., 60:407 — 455.

[19] Garcia-Calderén, G. and Berrondo, B. (1979). Note on the asymptotic energy behaviour
of their green function for a cut-off potential. Lett. Nuovo Cimento, 26:562.

[20] Garcia-Calderdn, G., Maldonado, I., and Villavicencio, J. (2013). Time-domain reso-
nances and the ultimate fate of a decaying quantum state. Phys. Rev. A, 88:052114.

[21] Garcia-Calderén, G. and Mendoza-Luna, L. G. (2011). Time evolution of decay of two
identical quantum particles. Phys. Rev. A, 84:032106.

[22] Garcia-Calderén, G. and Peierls, R. E. (1976). Resonant states and their uses. Nucl.
Phys. A, 265(3):443.

[23] Garcia-Calderdn, G. and Rubio, A. (1986). An expansion of continuum wave functions
in terms of resonant states (ii). solvable models. Nucl. Phys. A, 458:560.

[24] Garcia-Calderénr, G. (1982). On the overcompletness of the set of bound, antibound and
resonant states. Lett. Nuovo Cimento, 33:253.

[25] K. Urbanowski, J. P. (2010). Long time deviations from the exponential decay law: Pos-
sible observational effects. Computational methods in science and technology, 16(2):201-
205.

[26] Kim, S. and Brand, J. (2011). Decay modes of two repulsively interacting bosons. J.
Phys. B, 44:195301.

[27] Kofman, A. G. and Kurizki, G. (2014). Frequent observations accelerate decay: The
anti-zeno effect. Zeitschrift fiir Naturforschung A., 56:83-90.

[28] Landau, L. D. and Lifshitz, E. M. (1991). Quantum Mechanics Non-relativist Theory.
Pergamon press. chap. IX.

[29] Longhi, S. and Della Valle, G. (2012). Many-particle quantum decay and trapping: The
role of statistics and fano resonances. Phys. Rev. A, 86:012112.

[30] Maldonado, I. (2005). Tesis: Estudios de evolucion temporal y propagacion espacial en
el decaimiento cudntico. Universidad Nacional Autébnoma de México.

[31] Mattar, A. (2011). Tesis: Equivalencia entre la base de Estados Resonantes y el Con-
tinuo. Universidad Nacional Auténoma de México.



Referencias 83

[32] Mendoza, L. (2011). Tesis: Decaimiento cudntico de dos particulas idénticas. Univer-
sidad Nacional Auténoma de México.

[33] More, R. M. (1971). Theory of decaying states. Phys. Rev. A, 4(5):1782-1790.

[34] More, R. M. and Gerjuoy, E. (1973). Properties of resonance wave functions. Phys. Rev.
A, 7:1288-1303.

[35] Moshinsky, M. (1952). Diffraction in time. Phys. Rev., 88:626.

[36] Nakazato, H., Namiki, M., and Pascazio, S. (1996). Temporal behavior of quantum
mechanical systems. Int.J.Mod.Phys., B10:247-295.

[37] Newton, R. G. (2002). Scattering Theory of Waves and Particles. Dover Publications
INC., second edition. Chap. 12.

[38] Nussenzveig, H. M. (1992). Symmetries in Physics, chapter 19. Springer-Verlag.
[39] Padilla, P. P. (2011). Fundamentos de Fisica Cudntica. Reverté UAM. chap. 13.

[40] Pons, M., Sokolovski, D., and del Campo, A. (2012). Fidelity of fermionic-atom number
states subjected to tunneling decay. Phys. Rev. A, 85:022107.

[41] Rontani, M. (2013). Pair tunneling of two atoms out of a trap. Phys. Rev. A, 88:043633.

[42] Schrodinger, E. (1935). Die gegenwirtige situation in der quantenmechanik. Naturwis-
senschaften, 23(49):823-828.

[43] Serwane, F. and et al. (2011). Deterministic preparation of a tunable few-fermion system.
Science, 332:336-338.

[44] Shankar, R. (1994). Principles of Quantum Mechanics, Second Edition, chap. 8. Plenum
Press, N. Y. and London.

[45] Wilkinson, S. R. and et al. (1997). Experimental evidence for non-exponential decay in
quantumtunnelling. Nature, 387:575-577.

[46] Winter, R. G. (1961). Evolution of a quasi-stationary state. Phys. Rev., 123:1503-1507.

[47] Ziirn, G. and et al. (2013). Pairing in few-fermion systems with attractive interactions.
Phys. Rev. Lett., 111:175302.



	Portada 
	REsumen 
	Introducción
	Índice General  
	Capítulo 1. Introducción 
	Capítulo 2. Formalismo de los Estados Resonantes para una Partícula
	Capítulo 3. Formalismo para un Sistema de dos Partículas Cuánticas Idénticas  
	Capítulo 4. Conclusiones  
	Anexos
	Referencias 

