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Introduccion

La idea de representar un objeto matematico por uno més simple ha
sido una de las tareas que ha ocupado a los matematicos desde tiempos re-
motos. En particular, en el marco de la Teoria de Representaciones, Emily
Noether (1930) introdujo un nuevo escenario interpretando las representa-
ciones como modulos. Esto permitié que todas las técnicas desarrolladas
para el estudio de modulos y categorias se pudieran estudiar en la Teoria de
Representaciones.

Actualmente, cuando estudiamos las representaciones de un algebra (la
cual, en este trabajo, asumimos que es asociativa con uno y de dimension
finita sobre un campo algebraicamente cerrado) se hace uso de las dlgebras
de carcaj.

Ahora bien, en el inicio de la Teoria de Representaciones de algebras, se
introdujeron simultdneamente las técnicas de las algebras de carcaj, desa-
rrolladas por la escuela de Peter Gabriel y por otra parte, la teoria de las
sucesiones que casi se dividen de Maurice Auslander y de Idun Reiten.

El propésito de esta tesis, por un lado, es dar una demostracién detallada
del Teorema de Jordan-Holder, el cual es uno de los teoremas fundamentales
en la Teoria de médulos. Dicho teorema establece que cualesquiera dos series
de composicién de un médulo M son equivalentes (ver el Teorema 1.2.6). Por
otro lado, en este trabajo estudiamos toda la teoria necesaria para demostrar
el Teorema de Peter Gabriel (ver el Teorema 4.1.7). Dicho teorema establece
lo siguiente:

Si A es una K-algebra de dimensién finita, bésica e inescindible, entonces
existe un ideal admisible I de KQ, tal que A es isomorfa a KQ, /I donde
@ es un carcaj (asociado a A) e I un ideal admisible de KQ.

Este trabajo se desarrollard de la siguiente manera: en el Capitulo 1
estudiamos los médulos de longitud finita y demostramos el Teorema de
Jordan-Holder. En el Capitulo 2 estudiamos las algebras y todas las pro-
piedades de éstas que seran necesarias para desarrollar el Capitulo 3. En el
Capitulo 3 introducimos el concepto de algebra de carcaj, ideal admisible
y cociente de algebra de carcaj. Finalmente en Capitulo 4, enunciamos y
demostramos el Teorema de Gabriel.

VII



VIII



Capitulo 1

Teorema de Jordan-Holder

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el Teorema de Jordan-
Holder. Lo que afirma este resultado es que si un A-moédulo M tiene una serie
de composicién de longitud n, esto es, una cadena finita de n+1 submddulos
de M:

M=My>M >..>M,=0

tal que M;/M,;1 es simple para i = 0,...,n — 1, entonces cualesquiera dos
series de composicién de M son equivalentes. Es decir, si M = Ny > Ny >
... > N, = 0 es otra serie de composicion de M, de longitud p. Entonces n =
Py existe una permutaciéon o : {0,1,...,n} — {0,1,...,p} tal que M;/M;1; =

No(i)/No(it1)-
A lo largo de todo el trabajo nuestros anillos seran anillos asociativos
con uno.

1.1. Mobdulos Artinianos y Neterianos

En esta seccién daremos la definicion de médulo artiniano y neteriano,
asi como sus principales propiedades.

Notacién 1.1.1. Sean M un A-médulo, A= {M, | o € A} un conjunto de
submodulos de M y X C M. Denotamos por:

s A=Y caMo=U{Mo, +..+ My, | a1,..;an € A (n=1,2,..)}.
s AX =Y cxAe={ x4+ ...+ | ez eX (n=1,2,..)}.
Definicion 1.1.2. Sea M un A-mddulo:

1. Decimos que M es finitamente generado st para todo conjunto A de
submaodulos de M

S A= M implica Y, F = M, para algin F C A, F finito.

1



2 CAPITULO 1. TEOREMA DE JORDAN-HOLDER

2. Decimos que M es finitamente cogenerado si para todo conjunto A de
submodulos de M

NA =0 implica N F =0, para algin F C A, F finito.

3. Sea U una clase de A mddulos.

(a) Decimos que U genera a M o que M estd generado por U, si hay
un conjunto indexado (Uy)aeca en U y un epimorfismo:

DU, — M —0.

(b) Sid = {U} simplemente decimos que U genera a M. Es decir, si
existe un epimorfismo:

UA - M =0

para algin conjunto A.

(¢) Decimos que U genera finitamente a M, si hay un conjunto inde-
zado finito (Uy)aca en U y un epimorfismo:

@AUQ%M—)O.

(d) SiUU = {U} simplemente decimos que U genera finitamente a M.
Es decir si existe un epimorfismo:

UA - M —0

para algin conjunto finito A.
Ejemplos 1.1.3.
(a) 77 es finitamente generado.
(b) rR[z] no es finitamente generado.
(¢) 22y es finitamente cogenerado.
(d) 7Z no es finitamente cogenerado.
Maés adelante necesitaremos el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.4. Sean M un A-médulo y X C M tal que AX = M.
Entonces existe un epimorfismo:

A 5 M — 0.

Mads atun, A genera finitamente a M, si y sélo si, AX = M para algin
X C M finito.
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Demostracion. Sea X C M tal que AX = M. Para cada ¢ € X conside-
remos la multiplicacién a izquierda p, : A — M, dada por py(a) = awx.
Claramente p, es un A-morfismo; sea p = @, ¢ x p- la suma directa de estos
morfismos, as{ p : AX) — M es epimorfismo ya que Imp = Yorex Impy =
Yowex Ar =AX =M.

Para la ultima afirmacion, ya tenemos que si M = AX para X C M,
X finito, entonces A lo genera finitamente. Ahora bien, supongamos que A
genera finitamente a M, esto es, existe un epimorfismo

A a0

con A un conjunto finito y ¢ = @ 4 ¢;. De esta manera, para todo x € M
existe (a;)iea € A tal que z = ¢((i)ica) = Syea @idhi(1a). Por lo tanto,
el conjunto que buscamos es X = {¢;(15)}ica. O

Proposiciéon 1.1.5. Sea M un A-mddulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es finitamente generado;

(b) Para cada conjunto fo : Uy — M (o € A) con M =Y 4 Imf,, existe
F C A, F finito tal que M =Y Imf,;

(¢) Para cada conjunto indexado (Uy)acA y para cada epimorfismo @ 4 Uy —
M — 0, existe ' C A, F finito y un epimorfismo @p Uy = M — 0;

(d) Cada mddulo que genera a M, lo genera finitamente;
(e) Existe X C M, X finito, tal que AX = M.

Demostracion. (a) = (b) Consideremos un conjunto de morfismos { fa}aca
tal que fo : Uy > M VYae Ay M =>4 Imf,. Notemos que Imf, < M
Va € A. De esta manera, dado que M es finitamente generado por hip6tesis,
existe F' C A finito tal que Y} pImf, = M.

(b) = (¢) Como f: P4 U, — M es un epimorfismo tenemos que:

M=Imf=> 2Imf,.

Asi, por hipétesis, tenemos que existe F' C A, F finito tal que > p Imf, =
M. De esta manera @p U, — M es un epimorfismo.

(¢) = (d) Supongamos que U genera a M, por lo que existe un epimor-
fismo UMW) — M — 0, para algin conjunto A. Y por hipdtesis tenemos que
existe F C A, F finito y un epimorfismo U*) — M — 0, lo que quiere decir
que U genera finitamente a M.

(d) = (e) Se sigue de la Proposicién 1.1.4.

(e) = (a) Supongamos que AX = M, para X = {z1,..,2,} C My
supongamos que A es un conjunto de submoédulos de M tales que > A = M.
Entonces, para cada x; existe F; C A, F; finito con z; € > F;, definamos
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F = U F;, de esta manera F es finito y como ) F es un submoédulo de M
que contiene a X, > F = M. Por lo tanto, M es finitamente generado. [

Definiciéon 1.1.6. Sea M un A-mddulo:

1. Decimos que es M es neteriano si toda cadena de submddulos satisface
la condicion de cadena ascendente, es decir, si dada una cadena de
submaodulos

existe un n € N tal que M,, = My;Vt > n.

2. Decimos que M es artiniano si toda cadena de submddulos satisface
la condicion de cadena descendente, es decir, si dada una cadena de
submddulos

existe un n € N tal que M,, = My ¥Vt > n

En seguida daremos unas equivalencias de estas definiciones. Para eso
recordaremos algunos conceptos.

Definicién 1.1.7. Sea (P,=) un conjunto parcialmente ordenado. M un
A-mdédulo y K es un submddulo de M:

(a) Un elemento m € P es mazimal si cada vez que x = m, con x € P,
implica T = m.

(b) Un elemento m € P es minimal si cada vez que x < m, con x € P,
implica x = m.

(¢) K es un submddulo mazimal de M si es elemento mazximal del con-
junto {M' < M}.

(d) K es un submddulo minimal de M si K # 0 y es elemento minimal
del conjunto {M' < M}.

Proposiciéon 1.1.8. Sea M un A-mddulo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) M es artiniano;
b) Todo conjunto no vacio de submdédulos de M tiene un elemento minimal;
c) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.

Demostracién. (a) = (b) Sea A un conjunto no vacio de submédulos de M
y supongamos que A no tiene elemento minimal. Sea My € A, como A no
tiene elemento minimal, el conjunto
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{M'e A|M' < My} # 2

y por lo tanto, existe My € A tal que My < My. Procediendo recursivamente
tenemos la siguiente cadena descendente:

My > My > My > ...

que no se estaciona, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, A tiene
elemento minimal.

(b) = (¢) Sea K < M. Sea X familia de submddulos de M/K tal
que (X = K. Por el Teorema de la Correspondencia tenemos que cada
submédulo de M/K es de la forma M'/K donde K < M’ < M. Por tanto
s6lo sera necesario ver que si K < M y si A es un subconjunto de submédu-
los de M tales que (1A = K, entonces (| F = K para algun F C A, F finito.
En efecto, sea P = {NF | F C A, F finito}, por hipdtesis P tiene elemen-
to minimal V = N F. Como F C A, es claro que K = A C V. Ahora
supongamos que V' 2 K, entonces que existe z € V tal que x ¢ K = A,
de esta manera hay un V' € A tal que x ¢ V'. Tenemos que VNV C V, lo
que es una contradicciéon ya que V era minimal, por lo tanto, V = K.

(¢) = (a) Supongamos que M tiene una cadena descendente

My> M, >..>M,> ..

de submodulos. Sea K = N;enyM;. Consideremos M /K, como M esté finita-
mente cogenerado y tenemos que (;cn(M;/K) = K, entonces existe n € N
tal que (i_o(M;/K) = K. Por lo tanto, M,, = i, M; = K y de este modo
Mg = M, Vs > n. O

Proposiciéon 1.1.9. Sea M un A-mdédulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) M es neteriano;
b) Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento mazimal;
¢) Todo submddulo de M es finitamente generado.

Demostracion. (a) = (b) Sea A un conjunto no vacio de submédulos de M
y supongamos que A no tiene elemento maximal. Sea My € A, como A no
tiene elemento maximal, el conjunto

(M'e A| M' > My} £

y por lo tanto existe My € A tal que My > Mj. Procediendo recursivamente
tenemos la siguiente cadena ascendente:

My < My < My < ...
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que no se estaciona, lo cual es una contradiccién, por lo tanto A tiene ele-
mento maximal.

(b) = (c) Sea N < M y A la familia de todos los submdédulos de N
que estdn finitamente generados, A # @ pues 0 € A. Por hipdtesis A tiene
elemento maximal N* < N, para cada x € N consideremos el submédulo
Az + N*. Como N* estd finitamente generado Ax + N* € A, por lo tanto
Ax+ N* < N*Vz € N. Por tanto N < N*y N = N*, de esta manera N es
finitamente generado.

(¢) = (a) Sea

My< My <...< M, <..

una cadena ascendente de submédulos de M y consideremos M’ = J;cy M;
submédulo de M, por hipdtesis tenemos que M’ es finitamente generado.
Supongamos que {1, ..., Z, } es un conjunto generador de M’, de esta manera
x; € Mj, Vi=1,...,r. Escojamos n > j; Vi = 1,...,r7 de modo que z1,...,z, €
M,,, por lo tanto:

Uien Mi = (T1, ..., ) S M, C Uien Mi.

Entonces J;ey M; = My, asi Vk > n tenemos M,, C M;, C M, y en conse-
cuencia M,, = M. ]

Ejemplos 1.1.10.

(a) 7Z es neteriano.

(b) rR[z] no es neteriano.

(c) Si M es un A-mddulo simple, entonces M es artiniano.

(d) zQ no es artiniano.

(e) Un espacio vectorial V de dimension finita es neteriano y artiniano.
Corolario 1.1.11. Sea M un A-mdédulo distinto de cero.

(a) Si M es artiniano, entonces M tiene un submdédulo simple.

(b) Si M es neteriano, entonces M tiene un submddulo maximal.

Demostracién. (a) Consideremos el conjunto A = {0 < M’ | M' < M}.
El conjunto es distinto del vacio ya que M € Ay como M es artiniano A
tiene un elemento minimal M. Afirmamos que M es simple. En efecto, sea
0+# K < M, como M es minimal K = M. Por lo tanto, M es simple.

(b) Consideremos A = {M’ < M}, el conjunto de todos los submédulos
propios de M. El conjunto A # &, ya que el submédulo cero estd en el
conjunto. Como M es neteriano A tiene un elemento maximal y por lo
tanto, M tiene un submaddulo maximal. O
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El siguiente resultado nos servird para demostrar la relaciéon de las su-
cesiones exactas con los médulos neterianos (artinianos).

Proposiciéon 1.1.12. Sea M un A-mddulo y H, K, L < M. Si K < H,
entonces:

HN(K+L) =K+ (HNL)

Demostracion. Seax € HN(K+ L), entonces x € Hy z =k+1lcon k € K,
le L. Asil=x—k € H,porlotanto, z =rk+1le€ K+ (HNL).

Para la otra contencién seay € K+(HNL),asiy = k'+aconk’ € K, a €
HNL.Deestamaneray € Hyy € K+L, porlo tanto,y € HN(K+L). O

Proposiciéon 1.1.13. Sea
0+K—-+M-—-N-—=0

una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces M es artiniano (neteriano), si
y solo si, K y N son artinianos (neterianos).

Demostracion. Haremos la demostracion sélo para el caso artiniano, ya que
el caso neteriano se puede demostrar usando argumentos muy similares. Su-
pongamos que M es artiniano, como K es isomorfo a un submédulo de M,
entonces K es artiniano. Por otro lado, por el primer teorema de isomorfismo
N = M/K. Consideremos N’ < N, usando el segundo teorema de isomor-
fismo tenemos N/N' = (M/K)/(M'/K) = M/M’', con K < M' < M.
Por lo tanto, como M es artiniano, entonces N/N' finitamente cogenerado
VN’ < N. De esta manera N es artiniano por la Proposicién 1.1.8.

Ahora supongamos que K y N son artinianos, sin perdida de generalidad
supondremos que K < M y M/K = N. Sea:

Lo>2Ly 2Ly > ...

una cadena descendente de submédulos de M. Dado que M/K = N, tene-
mos que M /K es artiniano, entonces tenemos la siguiente cadena descen-
dente de submddulos de M/K:

(Lo + K)/K > (L1 + K)/K > (Ly + K)/K > ...

que se estaciona, es decir existe m € N tal que (L, +K)/K = (Lp4i+K)/K
con i € N. Afirmamos que:

(1) Ly + K = Ly + K (Vi € N)

En efecto, es claro ver: Ly,4+; + K C L, + K, por lo que resta demostrar la
otra contencién. Sea = + k € L,, + K, proyectando en el cociente tenemos
que (r+k)+ K = (y++')+ K paraalgin y € L,+; y ¥ € K, por lo tanto,
r+k=y+k" € Ly + K con K € K, de esta manera demostramos la
afirmacion (1). Por otro lado tenemos la siguiente cadena descendente de
submodulos de K:
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LoNnKZ>2LiNnK>2LsNK > ..,

como K es artiniano existe m’ € N tal que L,y N K = Ly, N K Vi € N.
Sea n = min{m,m’} y usando la Proposicién 1.1.12 tenemos:

L= L0 (L + K) = L O (Lni + K) = Lo + (Ln N K) =
Ln_t,_i + (Ln—‘rz N K) = Ln-i—i Vi € N.

Por lo tanto, M es artiniano. ]
Como resultado de la proposicion anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.14. Sea M = Mi P M>P ... P M,,. Entonces M es arti-

niano (neteriano), si y solo si, M; es artiniano (neteriano) Vi.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién 1.1.13 conside-
rando las inclusiones y proyecciones en cada coordenada. O

Definicién 1.1.15. Diremos que un A-mddulo M, no nulo, es inescindible
st no tiene sumandos directos no triviales. Es decir si M = U @V, entonces
U=0 ¢ bien V=0.

Proposiciéon 1.1.16. Sea M un A-médulo artiniano o neteriano. Entonces
M tiene una descomposicion en modulos inescindibles:

M=M®..QM,.

Demostracion. Si M es inescindible no hay nada que probar. Supongamos
que M no es inescindible. Entonces M = My @ N1, de la misma manera, si
ambos son inescindibles no hay nada que probar, por lo que suponemos que
M; = M5 & Ns. Recursivamente tendriamos una descomposicion de M en
inescindibles que puede ser infinita o finita, si es infinita tendriamos que

<M, < ... < My < M;
Ni<Ni+No<..<Ni+No+..4+ N, <..

son cadenas descendente y ascendente, respectivamente, que no se estacio-
nan. De esta manera llegamos a una contradicciéon. Por lo tanto, este proceso
debe terminar. O

1.2. Teorema de Jordan-Holder

El objetivo de esta seccion serd demostrar el Teorema de Jordan-Holder.
Empezaremos dando la siguiente definicién.

Definicion 1.2.1. Sea M un A-mdédulo distinto de cero. Una cadena finita
de n+1 submdodulos de M, tal que

M=My>M; >..>M, =0y M;_1/M; simpleVi=1,...n
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se llama serie de composicion de M, de longitud n.

La siguiente proposicién da condiciones para que un A-moédulo admita
una serie de composicién:

Proposiciéon 1.2.2. Sea M un A-mddulo distinto de cero. Entonces M tiene
una serie de composicion, si y solo si, M es neteriano y artiniano.

Demostracion. Supongamos que M tiene una serie de composicion. La de-
mostracién se hard por induccién sobre la longitud de una serie de longitud
minima de M, la cual denotaremos por n. Si n = 1 M, es simple y en
consecuencia neteriano y artiniano. Supongamos que n > 1 y sea

M=My>M >..>M,=0

una serie de composiciéon de longitud minima. De esta manera tenemos que
la serie de composicién de longitud minima de Mj es igual a n — 1, y por
hipé6tesis de induccién tenemos que M; es artinitano y neteriano. Ademas
como M /M; es simple, tenemos que M /M; es artiniano y neteriano. Por la
Proposicion 1.1.13 concluimos que M es artiniano y neteriano.

Conversamente, supongamos que M es artiniano y neteriano. Por el Co-
rolario 1.1.11(b) M tiene un submédulo maximal M;. Si M; = 0 tendriamos
la siguiente serie de descomposicién M = My > 0, si M7 # 0 entonces M;
es neteriano y tiene un submoédulo maximal Ms. Asi, aplicamos el mismo
razonamiento que usamos para M;. Recursivamente tendriamos alguna de
los siguientes casos:

(@) M > My > DMy >...>M,=0
(b) M > My > My > ... > M, > ...

Donde M;_1/M; es simple Vi. Como M es artiniano, es claro que s6lo puede
pasar (a), ya que las contenciones son propias y no podria existir un n € N tal
que M, = My Vs > n. Por lo tanto, M tiene una serie de composicién. [

Corolario 1.2.3. Sean K, M, N A-mddulos distintos de cero. Consideremos
la siguiente sucesion exacta:

0-K—-+M-—=>N=0
Entonces M tiene serie de composicion, si y sélo si, K y M la tienen.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las Proposiciénes: 1.1.13 y 1.2.2.
O

Para demostrar el Teorema de Jordan-Holder haremos uso del tercer
teorema de isomorfismo, el cual demostraremos a continuacion.

Proposicién 1.2.4. Sea M un A-mddulo. Si H < M y K < M, entonces
(H+ K)/K2H/(HNK).
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Demostracién. Consideremos el siguiente epimorfismo f : H — (H+K)/K,
dado por, f(h) = h+ K. Afirmamos que Kerf = H N K. En efecto, sea
x € Kerf , de este modo f(z) =2+ K = K, lo que implica x € K. Por lo
tanto, z € H N K.

Por otro lado, sea y € HN K, asi f(y) = y+ K = K. Con lo que
conlcluimos que y € Kerf y como consecuencia Kerf = HNK. Por dltimo,
aplicando el primer teorema de isomorfismo obtenemos

H/(HNK)= (H+K)/K.

Definiciéon 1.2.5. Sea M un A-mddulo con series de descomposicion:
M=My>..>M,=0yM=Ny>..>N,=0
Decimos que las series son equivalentes si:
a) p=n;
b) Ezxiste una permutacion o :{0,1,....,n} — {0,1,...,p} tal que M;/M;1 =
No(i)/No(ig1) Yi=1,...,n.

Ahora tenemos todo lo necesario para demostrar el teorema de Jordan-
Holder:

Teorema 1.2.6 (Jordan-Holder). Sea M un A-mddulo. Si M tiene una serie
de composicion, entonces cualesquier par de series son equivalentes.

Demostracién. Si M tiene una serie de composicién, denotemos por c¢(M)
la longitud minima de dichas series; realizaremos induccién sobre ¢(M). Si
c¢(M) = 1 el resultado es claro, asi, tomaremos ¢(M) = n > 1 y supondremos
que para cualquier médulo con serie de composicién de longitud menor a n
se cumple el teorema.

Sean:

(1) M=My>M; >...>M,=0
(2) M=Ny>N;>..>N,=0

dos series de composicién de minima longitud de M. Si My = N, por hipéte-
sis de induccién, dado que ¢(M;) = n — 1, las dos series son equivalentes.
Por lo que podemos suponer que M; # Ni, ademdas como son series com-
posicion My/M; es simple y por lo tanto, M; es submddulo maximal de
M, de esta manera My + N1y = M, ya que M7 + N1 > M, y aplicando la
Proposicion 1.2.4 tenemos

(3) M/M1 = (Ml +N1)/M1 = Nl/(Ml ﬂNl)

(4) M/N1 = (Ml + Nl)/Nl = Ml/(Ml ﬂNl)
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Por lo tanto, M1 NNy es maximal en M7 y Ni. Ahora, por el Corolario 1.2.3,
M N Ny tiene serie de composicion
(MiNnNy)=Ly>L1>..>Lx=0
De esta manera
My >Log>L;>...>Lx=0
Ni>Log>L1>..>L=0

son series de composicién de M; y N;j. Dado que ¢(M;) < n, cualesquiera
dos series de composicién de M; son equivalentes, por lo que:

M=My>M >My>..>M,=0
M=>My>M >Ly>..>L=0

son equivalentes. Ademas tenemos que £k = n — 2 , de donde tenemos que
¢(N1) < n. En consecuencia, por nuestra hipétesis de induccién, tenemos
que cualesquiera dos series de composicién de N; son equivalentes.

Por lo tanto, las siguientes series:

M:N0>N1>N2>...>Np:0
M=Ny>Ni>Log>L1>..>L=0

son equivalentes. Pero por (3) y (4) tenemos que:
M/M1 &= Nl/L() y M/N1 = Ml/L();
por lo tanto, las series (1) y (2) son equivalentes. O

Es inmediato del Teorema de Jordan-Hoélder que para cualquier moédulo
que tiene una serie de composicion, todas sus demas series tienen la misma
longitud.

Definicion 1.2.7. Decimos que un A-mddulo M es de longitud finita si es
artiniano y neteriano. Para dicho mdédulo podemos definir, sin ambigiiedad,
su longitud c(M):

0 st M=0
n st M tiene una serie de composicion de longitud n.

(M) = {

Si el modulo M no tiene longitud finita, decimos que es de longitud infinita
y escribimos

(M) = 0.
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Capitulo 2

Algebras

En este capitulo estudiaremos el concepto de dlgebra y enunciaremos
sus principales propiedades. Los resultados estudiados serdn necesarios en el
Capitulo 3.

2.1. Algebras

En esta seccién daremos la definicién y los resultados basicos concernien-
tes a las K-algebras.

Definicién 2.1.1. 1. Sea K un campo. Una K-dlgebra es un anillo A
con 1p # 0p, que posee ademds estructura de K-espacio vectorial de
tal forma que:

(1) a(ab) = (a)b = a(ab) = (ab)a, Va € K Va,b € A.

2. Diremos que A es una K-dlgebra de dimension finita , si A es de di-
mension finita como K-espacio vectorial.

Cuando se satisface la igualdad (1) se acostumbra decir que K tiene
accion central en A o bien que K actia centralmente en A.

Proposiciéon 2.1.2. Sea K un campo y A una K-dlgebra. Entonces existe
A un subanillo de A tal que K es isomorfo a A\’.

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ : K — A dado por o« — alp.
Veremos que ¢ es monomorfismo de anillos con uno. Sean a, o’ € K, usando
las propiedades de K-algebra de A se tiene que:

e Gla+a’) = (a+a)ly = aly +a'ly = ¢(a) + Ba);

= ¢(ad) = (ad/)1) = (da)ly = d/(aly) = o/(aly)1s = (alpy)(@'1n) =

n d(lg) =1xla =14,

13
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Por lo tanto, ¢ es un morfismo de anillos con uno, resta ver que es mono-
morfismo: sea O # o € Kerg, entonces:

¢(a) = aly =0y

y como K es campo existe o~ € K tal que a~!

a = 1. Por lo tanto:
0p = ofloA = Oéil(ozllﬂ = (a’la)l,\ =1glp =14.

Lo cual es una contradiccién, de esta manera o = O, lo que implica que ¢
es monomorfismo. Con lo que concluimos que: K = I'mg. O

Gracias al siguiente corolario se dice que el campo K actia centralmente
en A.

Corolario 2.1.3. Sea A una K-dlgebra. Se tiene que:
(alp)a =a(aly) Ya € A, Va € K.
Demostracion. Sean aw € K y a € A. Por la Definicién 2.1.1 se tiene:

(alp)a = a(lpya) = aa = alaly) = alaly).

Ejemplos 2.1.4.

(a) Sea K[x1,x2,...,x;] el anillo de polinomios en r variables con coeficien-
tes en K. Como sabemos, éste también es un K-espacio vectorial de
dimension infinita, con accion central en K. Tiene por tanto estructura
de K-dlgebra.

(b) Dada una K-dlgebra A, podemos construir su K-dlgebra de matrices
M, (A). Es decir, M, (A) es el conjunto de todas las matrices de n X n,
con entradas en A, que tiene estructura de K-dlgebra mediante la suma
y multiplicacion matriciales usuales, y con el producto por escalares de-
finido entrada a entrada. Ademds si A es de dimension finita t, entonces
M, (A) tiene dimension finita tn?.

(c) Si G es un grupo finito, sea KG el K-espacio vectorial con base G.
Se tiene que KG tiene una dnica estructura de K-dlgebra de dimen-
sion finita | G |, tal que la multiplicacion de los bdsicos coincide con la
multiplicacion en G.

Definicién 2.1.5. Sean A y A’ dos K -dlgebras. Un morfismo de K -dlgebras
¢: A — N es un morfismo de K-espacios vectoriales y de anillos con uno
simultdneamente.

En este trabajo nos interesaran ciertas subcategorias de la categoria de
los A-médulos izquierdos. Por ello introduciremos la siguiente notacién.
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Notacién 2.1.6. a) A-Mod denotard la categoria cuyos objetos son todos
los médulos izquierdos sobre A.

b) A-mod denotard la subcategoria plena de A-Mod constituida por los mddu-
los izquierdos finitamente generados.

Proposicién 2.1.7. Todo A-médulo M es un K-espacio vectorial que satis-
face: a(Am) = (a\)m = AMam) YA € A, Va € K y¥Ym € M.

Demostracion. Sea M un A-médulo. Sabemos que (M, +) es un grupo abe-
liano, definamos am = (aly)m Va € K. Y es ficil verificar que con esta
operacion M cumple con las propiedades de K-espacio vectorial y ademas
cumple con la propiedad enunciada. O

Proposiciéon 2.1.8. Si A es una K-dlgebra de K-dimension finita, A-mod
coincide con la subcategoria plena de A-Mod cuyos objetos son los mddulos
que son K-espacios vectoriales de dimension finita.

Demostracion. Sean A una K-algebra de dimensién finita y M un A-mddulo
finitamente generado. Consideremos {a1, ..., ay } base de A y {my, ..., ms} un
conjunto generador de M.
Tomemos m € M, asi m = Y7, Bimy, By € A Vi =1,...;s. Como A
es de K-dimensién finita 3; = Z;?:l tijajs; ti; € K Vi,j. De donde m =
s §:1(tijaj)mi) = 25:1(2?:1 tij(a;m;)). Por lo tanto, el conjunto:
S = {arimy, ..., 1 mg, @My, ..oy QMg ooy M, .y Mg }

es un conjunto que genera a M como K-espacio vectorial. Dado que S es
finito, entonces M tiene una K-base finita y asi M es un K-espacio vectorial
de dimensién finita.

Conversamente, supongamos que M es un A-moédulo de K dimension
finita. De esta manera, sea {my,...,m,} una K-base de M, recordemos que
por la Proposicién 2.1.7: am; = a(lym;) = (aly)m; Va e Ky Vi=1,...,n.
Por lo tanto, para cada m € M tenemos:

m =Y agmy = 0y ai(1amg) = 350 (ala)m;.

Asi, {m1,...,m,} es un conjunto generador para el A-médulo M. O

2.2. Descomposicion en inescindibles

En esta seccién veremos cémo podemos descomponer a un A-moédulo
en suma directa de A-mddulos inescindibles gracias al Teorema de Krull-
Schimdt, y cémo podemos descomponer a una K-algebra en suma directa
de K-édlgebras inescindibles (conectadas).

Durante esta tesis trabajaremos tnicamente con K-dlgebras de di-
mensién finita y por comodidad, algunas veces, sblo diremos que A es



16 CAPITULO 2. ALGEBRAS

una K-algebra. Ademads, inicamente trabajaremos en la categoria A -mod,
es decir, nuestros modulos siempre seran médulos izquierdos finitamente ge-
nerados. Recordamos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1. Diremos que un A-mdédulo M, no nulo, es inescindible si
no tiene sumandos directos no triviales. Es decir si M = U @&V, entonces
U=0 6 bien V=0.

Ejemplo 2.2.2.

Sea V un K-espacio vectorial (no nulo) de dimension finita y 5 = {v1, ..., vx }
base de V. Consideremos V' = (v1) = {\v1 | A € K}. Afirmamos que V' es
inescindible.

En efecto, sea V.< V' yv € V, supongamos que v # 0, por lo que
v = Av; con XA # Og. Como \ € K, existe \™' tal que X'\ = 1g, asi
Aty = vy y por tanto vy € (v). Lo que implica V' = (v) C V, de donde
V= 17, que es una contradiccién. De esta manera V' es simple, por tanto
V' es inescindible.

El siguiente resultado lo necesitaremos en el Capitulo 4.

Proposiciéon 2.2.3. Sea A una K-dlgebra, e € A un idempotente y M un
A-mddulo. Entonces el morfismo de K-espacios vectoriales

Opr : Homp(Ae, M) — eM
definido por ¢ — @(e) = ep(e) Yo € Homp(Ae, M), es isomorfismo.
Demostracion. Definamos 6}, : eM — Homy(Ae, M), por la férmula
0 (em)(ae) = (ae)m.

Afirmamos que 6,(em) : Ae — M estd bien definida, es decir, que si e = e
entonces 0, (em)(ae) = 0'(em)(Be). En efecto

0 (em)(ae) = (ae)m = (Be)m = Oy (em)(Be),

por lo tanto, 0, esté bien definida. Es sencillo verificar que 6}, es un morfis-
mo de K-espacios vectoriales, por lo que resta ver que 057 y 6, son inversas.
Tenemos lo siguiente:

(a) 61 (B (em)) = By (em)(e) = em.

() 0 (021(2) = Oyy((e)) = Oyy(ep(e)), ademds B (co(e))(ae) =
(ae)p(e) = p(ae) Vae € Ae. Por lo tanto, 0, (0 (¢)) = .

En consecuencia 0, es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. ]

El Teorema de Krull-Schimidt es de gran importancia a lo largo de este
trabajo, es por eso que lo demostraremos. Para ello necesitamos los siguientes
resultados.
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Proposiciéon 2.2.4. Sea A una K-dlgebra y M un A-mddulo. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.
(a) M es inescindible;
(b) La K-dlgebra A = EndM tiene como tnicos idempotentes a Ox v 1z
(¢) Todo endomorfismo de M es un isomorfismo o nilpotente.

Demostracion. (a) < (b) Sea e € A un idempotente, entonces
M =Ime@ Im(l5 —e),

de donde e = 03 6 e = 1j.

Conversamente, supongamos que M = U@ V. Definamos e : UEPV —
M con e(u+wv) = u, claramente e es idempotente. Entonces e = 05 6 e = 13
y por lo tanto, U =06 V = 0.

(a) < (c) Supongamos que M no es inescindible, de esta manera M =
M1 @ Ms con My, My # 0. Consideremos ui,p; la proyeccién e inclusion
asociada a M7, entonces u1p; € EndM pero no es nilpotene ni isomorfismo.
De esta manera tenemos una contradiccién, en consecuencia M es inescin-
dible.

Conversamente, tomemos f € EndM, de esta manera Im(f") C Imf C
M ¥n > 1. Como M es finitamente generado en una K-algebra de dimension
finita, entonces es de K-dimensién finita. Por lo tanto, hay dos posibilidades:

(i) Debe de existir n > 1, tal que Im(f™) = 0, en tal caso f es nilpotente.

(ii) Debe de existr m > 1, tal que Im(f™) = Im(f™") i =1,2,..., en
particular Imf(f™) = Im(f?™). Sea x € M, entonces f™(x) = f?™(y) para
alguna y € M, por lo tanto, f™(x—f™(y)) = 0y en consecuencia z— f"(y) €
Ker(f™). De esta manera x € Ker(f™) + Im(f™), asi, M = Ker(f™) +
Im(f™). Veamos que la suma es directa, sea x € Ker(f™)Im(f™), en-
tonces x = f™(y) para alguna y € M. Por lo tanto, 0 = f™(x) = f?"(y) =
f™(y) = x, en consecuencia M = Ker(f™)@ Im(f™), pero M es inescin-
dible por lo que Im(f™) = 0 6 Im(f™) = M. Recordemos que f no es
nilpotente, entonces Im(f™) = M y Ker(f™) = 0, abusando de la notacién
tenemos f™(M) = fmH(M) y asf f™(f(M) — M) = 0, en consecuencia
f(M) = M. Ademés, es claro que Ker(f™) = 0 implica Kerf = 0, de esta
manera f es isomorfismo. O

Corolario 2.2.5. Sea A una K-dlgebra y M un mddulo inescindible. Si
hay fi,..., fn € EndM tales que Y ;" fi es invertible, entonces eziste j €
{1,...,n} tal que f; es invertible.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién, si n = 1 no hay
nada que probar. Supongamos que n > 1, tenemos que h = > i' | f; es
invertible, entonces idy; = Y1 h7lfi, v asi, idy — b7 f1 = P 7L
Por la Proposicién 2.2.4 h~! f; es isomorfismo o nilpotente, si es isomorfismo
terminamos, si es nilpotente tenemos que existe m > 1 tal que (h=1f1)™ =0
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y entonces idy; — h'f1 es invertible. Por lo tanto, usando la hipétesis de
induccién, queda demostrada la proposicion. O

Ahora procederemos a la demostracién del Teorema de Krull-Schmidt.

Teorema 2.2.6 (Krull-Schmidt). Sea A una K-dlgebra de dimensidn finita
y M un mdédulo en mod-A.

(a) M tiene una descomposicion M = M1 @ ... @ M,,, donde M, ..., M,,
son mdodulos inescindibles en A-mod. Ademds, la K-dlgebra de endomorfis-
mos A = End(M;) tiene como tnicos idempotentes a 03 y 13, para cada
j=1..m.

(b) Si M = @iy M; = @;_; Nj, donde M; y N; son inescindibles.
Entonces m = n y existe una permutacion o de {1,..,n}, tal que M; = N,
para cada i =1,...,n.

Demostracion. (a) Dado que dimg M es finita, M tiene una descomposicién
en inescindibles, es decir, una descomposicion en suma directa de mdédulos
inescindibles. Por la Proposicién 2.2.4, el dlgebra de endomorfismos de cada
sumando directo inescindible de M cumple con el resto del inciso.

(b) Procederemos por induccién. Si m = 1, entonces M es inescin-
dible y no hay nada que probar. Asumiremos que m > 1 y sea M| =
@;~1 M;. Denotemos a las inclusiones y proyecciones asociadas a la des-
composicion M = M; @ M| por u,u'p,p’ y a las asociadas con la des-
composicion M = @?:1 N; por uj,pj, donde j = 1,...,n. Tenemos que
idyy, = pu = p(37_; ujpj)u = 374 pujpju. Por el Corolario 2.2.5 existe
Jj €{1,...,n} tal que v = pu;p;u es invertible. Reacomodando los indices, si
es necesario, podemos suponer que j = 1. Entonces w = v~'puy : Ny — M,
satisface wpiu = idpy,, entonces pju es monomorfismo y pjuw € EndN;
es idempotente. De esta manera, por la Proposiciéon 2.2.4, pjuw debe ser
tdn, 6 On,. Si pjuw = Op,, entonces pju = Oy, pues w es un epimor-
fismo, pero esto es una contradiccién ya que v = pujp;u es invertible.
Por lo tanto, pjuw = idy, v pru € Homy (M, N1) es isomorfismo. En
consecuencia, M = M;€D;.1 N; y por la Proposicion 1.2.4 tenemos que
@Di>1 Mi = @D,~1 Nj. De esta manera el resultado se sigue por la hipétesis
de induccién. O

Notemos que el algebra A puede ser vista como un objeto en A-mod
gracias a la multiplicacion del anillo. De esta manera, yA tiene una tnica
descomposicién en médulos inescindibles. Es decir:

() AMA=PLdP,®d...0 P,

Dado que pA es libre, los A-médulos P; son proyectivos Vi = 1, ..., n. De esta
manera cada P; es proyectivo e inescindible.

A la descomposicién (%) de A A, se le conoce como la descomposicion
del A-moédulo regular A A en suma directa de proyectivos inescindibles. Nos
referiremos a dicha descomposicién mas adelante.
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Proposiciéon 2.2.7. Todo mddulo proyectivo inescindible P en A-mod es
isomorfo a algin P;.

Demostracion. Sea P un A-moédulo proyectivo inescindible. Como P es pro-
yectivo, existe un A-médulo S y un A-médulo libre M, tal que M = P& S.
Ademads, dado que M es libre, tenemos M = @;_; A, y aplicando el Teo-
rema 2.2.6 para A, obtenemos:

im B =M=P&S

Aplicando el Teorema 2.2.6 a S, tenemos S = @;”:1 Qj, con Q; proyectivo
inescindible Vj. Entonces:

im1 P/ = PO}, Q)

Y por unicidad de la descomposiciéon P = F;, para algin ¢ =1, ..., n. ]
Proposicién 2.2.8. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y
AA:Pl@PQEB...@Pn

su descomposicion en proyectivos inescindibles y sea 1p = e; +e2 + ... + e,
la descomposicion del 15 en esta suma directa.
Entonces el conjunto {e1,...,en} satisface las sigueintes propiedades:
(a) >0 ei =1; es decir completo.
(b) e? =e; Vi =1,...n; es decir cada e; es un idempotente.
(c) eiej = 0p st i 5 j; es decir los e;’s son ortogonales.
(d)Vi=1,...,n,e; #0ysie; = f+g con fy g idempotentes ortogonales,
entonces f =0p 6 g = 0x; es decir, cada e; es primitivo.

Demostracion. (a) Queda claro por la manera de escoger a los e;.
(b) Tenemos que e; = e; 1y = eje; + ... + e;e; + ... + e;e,. Como e; se
escribe de manera tnica como e; = 0p + ... + ¢€; + ... + 0, tenemos:

e?:eiyeiej:OAVi#j.

(c¢) Se demostré en el inciso anterior.

(d) Afirmamos que Ae; = P;. En efecto, ya sabemos que Ae; C P;. Sea
x € Pj, tenemos que x = zly = xe; + ... + xe, y por la descomposiciéon en
suma directa, tenemos que we; = 0p Vi # j. Por tanto, x = xe; € Ae;; de
esta manera Ae; O P;, por tanto Ae; = P;, més aun e; # 0 ya que P; # 0.

Supongamos que e¢; = f+g con fy g idempotentes ortogonales, veremos
que

Aej=Af & Ay
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Tenemos ae; € Ae;, de donde ae; = a(f + g) = af + ag € Af + Ag, con lo
que Ae; € Af+ Ag. Para la otra contencién tomemos vf+ Bg € Af +Ag; de
donde, (vf+Bg)ei = vfei+Bgei = vf*+vfg+Bgf+Bg> = vf+Bgy como
vf + Bg € A tenemos (vf + Bg) € Ae; € Ae;. Por lo tanto, Ae; O Af + Ag.

Resta ver que la suma sea directa. Sea z € Af N Ag de esta manera
x =oaf = Bgcon a, B € A. Esto implica = = af = af? = fgf = 05. Con lo
que concluimos que:

P,=Ae; =AfDAg
Y como P; es inescindible Af =06 Ag=0,conesto f =0y 6 g=0,s. O

A un conjunto {ey,...,e,} que satisface las cuatro propiedades de la
proposicién anterior se le conoce como un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales y primitivos .

El resultado siguiente muestra que la reciproca también es cierta.

Proposicién 2.2.9. Sea {ey,...,e,} un sistema completo de idempotentes
ortogonales y primitivos. Entonces

AN =Ae1 @ ... B Ae,,
es una descomposicion en proyectivos inescindibles de pA.

Demostracion. Tenemos que A = Aej + ... + Ae, por tratarse de un sistema
completo. Sea x € Aej N3, Ae;, ast x = aej = Y71, aze;. Por lo tanto,

L — el — — =\ oo —
rej = aej = ae; —x—zi# aejej = Op.

De donde pA = @), Ae;. Ademds, cada sumando es inescindible ya que
cada e; es primitivo. ]

Ahora enunciaremos una forma de establecer si un idempotente es pri-
mitivo.

Proposicién 2.2.10. Sea A una K-dlgebra y e € A un idempotente. Enton-
ces e es primitivo, si y sélo si, la K-dlgebra eMAe sdlo tiene a e y 0p como
idempotentes.

Demostracion. Sea e € A idempotente primitivo y a € eAe idempotente.
Tenemos que e — « es idempotente y e — «, « son ortogonales. Ademés
e = a+ (e —a), por lo tanto, &« = e 6 a = 0y, ya que e es idempotente
primitivo.

Conversamente, si e = f + g con [ y g idempotentes ortogonales en A.
Afirmamos que f,g € eAe. En efecto, si e = f 4 g entonces fe = f2 +
fg=f=f>+9gf =ef,asi f = fe = fe? = efe € eAe. Andlogamente
g = ege € eMe. Por lo tanto, f = 05 6 g = 0, de donde e es idempotente
primitivo. ]
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Sea A una K-dlgebra. Sabemos que el médulo regular izquierdo A A tiene
una descomposicion

M=P®..OP,

en A-médulos inescindibles. En dicha descomposicion algunos médulos pue-
den ser isomorfos, asi introducimos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.2.11. Sea A una K-dlgebra de dimensidn finita. A es bdsica
st los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposicion no son
isomorfos. Es decir, P; % P; Vi # j.

Ejemplos 2.2.12.
(a) R es una R-dlgebra bdsica, ya que sus unicos idempotentes son el 0y 1.

(b) Afirmamos que M2(C) no es una C-dlgebra bdsica. En efecto, tenemos:

My(C) = My(C) ( e )@MQ(C) ( - ) PP

Y se verifica facilmente que Py y Po son Ms(C)-mddulos isomorfos.

Gracias a la siguiente proposicién podemos restringir nuestro estudio
solo a K-algebras basicas.

Proposicién 2.2.13. Para toda K-dlgebra A de dimension finita existe una
K-dlgebra A’ de dimensién finita y bdsica tal que, A-mod y A'-mod son ca-
tegorias equivalentes.

Demostracién. Ver Corolario 6.10, [ASS]. O

A continuacién daremos la definicion de una K-algebra inescindible (o
conectada).

Definicién 2.2.14. Sean Ay y Ay K-dlgebras:

(1) Dadas dos K-dlgebras A1 y Ao, la suma directa externa denotada por
A D As es la K-algebra obtenida mediante la suma directa externa de
los espacios vectoriales, con la multiplicacion componente a componente.
Es decir:

(A1, A2) - (A1, A) = (A1A], A2Xy).

(2) Una K-dlgebra A es inescindible (o conectada) como K-dlgebra si no es
suma directa de dos K-dlgebras.

El siguiente resultado caracteriza a las K-algebras inescindibles.
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Proposicién 2.2.15. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces A
es inescindible como K-dlgebra, si y solo si, sus unicos idempotentes centrales
son Op y 1p.

Demostracion. Sea e € A un idempotente central, de esta manera:
a=ae+a(ly —e) Vae A

por lo tanto, A = Ae + A(1p — e). Veremos que la suma es directa, sea
x € Ae N A(15 — e), entonces:

x = a(lp — e) = fe para algin f,a € A

de esta manera tenemos fe = Be? = a(15 —e)e = 0, pues e es idempotente

y ortogonal a (1 —e). Asi A = Ae@ A(1p — e), y dado que e es central,
es claro que Ae y (15 — e) son K-dlgebras. Por lo tanto, A(1y —e) =06
Ae =0, lo que implica que e = 15 6 e = 04.

Conversamente, si A = Aj @ Ag tenemos que 14 = (1,,,1,,). Claramen-
te (15,,04,),(0a,,14,) son idempotentes centrales, asi Ay =06 Ay =0. O

Ejemplos 2.2.16.

(a) R es una R-dlgebra inescindible ya que sus unicos idempotentes son 0y
1.

(b) Sea rRA =RE@C, donde R y C son R-dlgebras no triviales. Claramente

A no es inescindible.

Proposicién 2.2.17. Toda K-dlgebra de dimension finita es igual a una
suma directa de un numero finito de K-dlgebras inescindibles de dimension
finita.

Demostracion. Si A es inescindible no hay nada que demostrar. Supongamos
que A no es inescindible. Entonces A = Ay @ Ay donde Ay, Ay son K-dlge-
bras de dimensién finita, ya que A es de dimension finita. Si A; y Ag son
inescindibles terminamos. Si alguna de ellas no es inescindible, digamos Ay,
entonces A1 = A3 @ A4. De la misma manera, si son inescindibles termina-
mos, sino, podemos aplicar el proceso nuevamente. Es claro que el proceso
termina, ya que dimg A < 0o, y de esta manera tenemos una descomposiciéon
de A en K-algebras inescindibles de dimensién finita:

A=MNMPAP..OA,
O
Del mismo modo que nos podemos restringir sélo a K-algebras basicas,

se tiene en virtud de la siguiente observacién, que podemos restringirnos a
K-algebras inescindibles.

Observacion 2.2.18. Si A = @}, A;, con A; K-dlgebras inescindibles de
dimension finita, entonces A-mod = x}'_;A;-mod.
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2.3. Radical de algebras y médulos

En esta seccion definiremos el radical de un algebra y el radical de un
modulo, asi como algunas propiedades de éstos. De aqui en adelante supon-
dremos que nuestros campos son algebrdicamente cerrados.

Definicién 2.3.1. El radical (de Jacobson) de una K-dlgebra A es la inter-
seccion de todos los ideales maximales izquierdos de A, lo denotaremos por
radA.

El siguiente resultado nos proporcionard una caracterizacién del radical
de una K-algebra A.

Proposiciéon 2.3.2. Sea A una K-dlgebra y a € A. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(a) a € radA;
(b) a estd en la interseccion de todos los ideales maximales derechos de A;
(¢) Para cualquier b € A, el elemento 15 — ab tiene inverso multiplicativo;

(d) Para cualquier b € A, el elemento 15 — ab tiene inverso multiplicativo
derecho;

(e) Para cualquier b € A, el elemento 15 — ba tiene inverso multiplicativo;

(f) Para cualquier b € A, el elemento 15 — ba tiene inverso multiplicativo
izquierdo.

Demostracion. (a) = (f) Sea b € A y supongamos que 15 — ba no tiene
inverso izquierdo. Entonces existe un ideal maximal izquierdo I de A tal que
15 —ba € A. Ademaés, dado que a € radA C I, tenemos: ba € I y 15 € I. Lo
cual es una contradiccion, por lo tanto, 1, — ba tiene inverso.

(f) = (a) Supongamos que a ¢ radA, sea I el ideal maximal izquierdo de
A tal que a ¢ I. Entonces A = I+ Aa y por lo tanto, existen = € I, b € A tal
que 1y = x4+ ba, de esta manera 1y —ba = x € I . En consecuencia, 15 — ba
no tiene inverso, lo que es una contradiccién, de esta manera a € radA.

(b) & (d) Se prueba de manera analoga a los anteriores incisos.

(c) & (e) Se sigue de las siguientes igualdades, Ve, d, x,y € A:

» Si(1p —cd)x = 1y, entonces (15 — de)(1p + dzc) = 1,.
» Siy(ly —cd) = 1y, entonces (14 + dyc)(1p — de) = 1,.

(d) = (c) Fijemos b € A, por (d) existe ¢ € A tal que (15 — ab)c = 1,. Por
lo tanto, ¢ = 15 — a(—bc) y usando de nuevo (d) tenemos que existe ¢ € A
tal que 1y = ¢ = ¢ + abed = ¢ + ab, de donde se sigue que ¢ =15 —ab y
entonces c es el inverso izquierdo de 14 — ab.
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(f) = (e) Es dnalogo a (d) = (c).
Dado que (¢) = (d) y (e) = (f) son claras, la proposicién estd demos-
trada. ]

Corolario 2.3.3. Sea radA el radical de la K-dlgebra A. Entonces:
(a) radA es la interseccion de todos los ideales maximales derechos de A.

(b) radA es un ideal bilateral de A y rad(A/radA) = 0.

(c) Si I es un ideal bilateral nilpotente de A, entonces I C radA. Ademds
si el dlgebra AJI es isomorfa a la suma directa externa K @ ... K de
copias de K, entonces I = radA.

Demostracion. (a) Se sigue de la Proposicién 2.3.2.
(b) Se sigue de (a) y del teorema de la correspondencia.

(¢) Supongamos que I" = 0 para alguna r > 0. Sea x € I y a un elemento
de A. Entonces ax € I y (az)” = 0. De donde la siguiente igualdad se
cumple Va € A:

(1p + az + (az)* + ... + (az)" ") (1p — az) = 14.

Y usando la Proposicién 2.3.2 concluimos que x € radA. De esta mane-
ra, I C radA. Para probar la otra contencién, supongamos que A/I =
K@ ... K, de donde claramente rad(A/I) = 0. Consideremos la pro-
yeccion canénica m: A — A/l yseaa € radA y w(b) =b+1 € A/I con
b € A, por la Proposicion 2.3.2 15 — ba es invertible en A y por lo tanto,
m(1p —ba) = 15/; — m(b)7(a) es invertible en A/I. De igual manera por
la Proposiciéon 2.3.2 nos da:

m(a) € rad(A/I) =0

Con lo cual radA C Kerm = 1.
O

Lema 2.3.4. [Lema de Nakayama] Sea A una K-dlgebra y J un ideal bila-
teral contenido en radA. Sea N un A-mddulo finitamente generado y supon-
gamos que JN = N. Entonces N = 0.

Demostracion. Supongamos que N # 0. Consideremos entonces un sistema
de generadores {wy, ..., w,} del A-médulo N, de cardinalidad minima. Como
JN = N, podemos escribir: w; = Y.I* ; a;w; con a; € J, de donde (15 —
a1)wy = agws + ... + apWy.

Si 15, — a1 no es invertible, siempre existe un ideal maximal M que lo
contiene, pero siendo a; elemento de J, esta en todos los ideales maximales,
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en particular en M. Entonces 15, € M, lo cual es una contradiccién. Por tanto
17 —ay es invertible y w; se expresa como combinacién lineal de {wa, ..., wy, },
lo que es absurdo ya que es un sistema generadores de cardinalidad mas
pequeiia que el conjunto que habiamos dado. O

Corolario 2.3.5. Sea A una K-dlgebra (de dimension finita). Entonces
radA es nilpotente.

Demostracion. Dado que dimgA < 0o, la cadena
A > radA > (radA)? > ... > (radA)™ > (radA)™ ! > ..

de K-espacios vectoriales se estaciona. Entonces (radA)™ = (radA)"radA
para alguna n € N y usando el Lema 2.3.4 tenemos (radA)™ = 0. O

A continuacién estudiaremos el radical de un médulo. Iniciaremos dando
la definicién del radical de un médulo y recordaremos la definicién de médulo
simple.

Definicion 2.3.6. Sea M # 0 un A-mddulo izquierdo.

(1) El radical de M, denotado radM, es el submddulo de M obtenido al
intersecar todos los submdédulos maximales izquierdos de M.

(2) M es simple si no tiene submddulos distintos de 0 y M.
(8) M es semisimple si es suma directa de modulos simples.
Ejemplos 2.3.7.

(a) Todo campo K es un K-mddulo simple.

(b) Todo espacio vectorial V de dimension uno es simple.
(¢) ElR-mddulo M2(R) no es simple.

Proposiciéon 2.3.8. Sean S, S’ A-mddulos y f : S — S’ un A-morfismo
distinto de cero. Se tiene:

(a) Si S es simple, entonces f es monomorfismo.
(b) Si S es simple, entonces f es epimorfismo.
(c) Si SyS son simples, entonces f es isomorfismo.

Demostracién. Dado que f: S — S’ es un morfismo de A-mddulos, Kerf e
Imf son A-submdédulos de S y S’ respectivamente. Sea f : S — S’ distinto
de cero, de esta manera:

(a) Si S es simple, entonces Kerf = 0y por lo tanto, f es monomorfismo.
(b) Si S’ es simple, enonces Imf = S" y por lo tanto, f es epimorfismo.

(c) Se sigue directamente de (a) y (b). O



26 CAPITULO 2. ALGEBRAS

Corolario 2.3.9. Sea A una K-dlgebra. Si S es un A-mddulo simple, en-
tonces hay un isomorfismo de K-dlgebras EndS = K.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2.3.8 (¢) que todo elemento dis-
tinto de cero en EndS es invertible y por lo tanto, EndS es un anillo con
divisién. Dado que S es simple, S es un A-médulo ciclico y por lo tanto,
dimgS < o0o. Se sigue que dimg EndS < oo, por lo tanto, para cualquier
¢ # 0 € EndS, existe un polinimio irreducible f € K][t] tal que f(p) = 0.
Dado que K es algebraicamente cerrado, f es de grado uno y asi ¢ actia
sobre S como la multiplicacion por un escalar A, € K. De este modo la
correspondencia ¢ +— A, establece un isomorfismo de K-algebras. O

El siguiente teorema serd necesario para resultados posteriores.

Teorema 2.3.10 (Wedderburn-Artin). Sea A una K-dlgebra de dimension
finita, con K algebrdicamente cerrado. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) El A-médulo derecho Ay es semisimple;
(b) Todo A-mddulo derecho es semisimple;
(¢) El A-mddulo izquierdo A\ es semisimple;

(d) Todo A-mddulo izquierdo es semisimple;

(e) radA =0
(f) Existen enteros positivos mi,...,ms y un isomorfismo de K-dlgebras,
tales que:
A=M,, (K)+ ...+ M, (K).
Demostracion. Ver el Teorema 3.4, [ASS]. O

Definicion 2.3.11. Sea A una K-dlegbra. Decimos que A es semisimple si
se cumple cualquiera de las condiciones del Teorema 2.3.10.

Proposicién 2.3.12. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Si A es
semisimple, entonces todo A-mddulo izquierdo (derecho) es proyectivo.

Demostracion. Ver la Proposicion 4.5, [R]. O

Proposiciéon 2.3.13. Sea I un ideal bilateral de A y M un A-mddulo tal
que IM = 0. Entonces M tiene estructura de A/I-mddulo y todos los A-
submdédulos de M son A/I-submddulos de M.
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Demostracién. Consideremos la operacién binaria A/ x M — M, donde
(a + I,m) — am. Veamos que es una funcién, si &« — o € I entonces
am —a'm = (o — o’)m = 0 y por lo tanto, la operacién binaria esta bien
definida. Es claro que con esta operaciéon M tiene estructura de A/radA-
modulo. Y el enunciado de la proposiciéon se sigue. ]

El siguiente resultado nos serd de utilidad.

Proposicién 2.3.14. Sean L, M y N A-mddulos finitamente generados, con
M y N distintos de cero.

(a) Sea m € M, m € radM, si y sélo si, f(m) = 0 para cualquier f €
Homy (M, S) con S un A-mdédulo simple.

(b) rad(M @ N) = radM @ radN .
(c) Si f € Hompa(M,N), entonces f(radM) < radN.
(d) (radA)M = radM .

(e) Si L, M son A-submddulos de N tales que, L C radN y L+ M = N,
entonces M = N.

Demostracion. (a) Tenemos que f(M) < S, pero S es simple por lo que
f(M) =06 f(M) =S.Si f(M) = 0 entonces no hay nada que probar;
por otro lado si f(M) = S tenemos que f es epimorfismo, de este modo
usando el primer teorema de isomorfismo tenemos M/Kerf = S.Y como S
es simple también lo es M /Kerf, asi Kerf es maximal en M, por lo tanto,
todo m € radM pertenece a Kerf, de modo que f(m) = 0 Vm € radM.
Conversamente, consideremos 7 : M — M /M’ con M' < M maximal y sea
m € M. Por hipétesis m(m) = 0 y entonces m € M’ VM’ maximal, por lo
tanto, m € radM.

(b) Primero demostraremos que radM @ radN C rad(M @ N). Sea A
submédulo maximal de M @ N, consideremos:

MY M@®N S (M@N)/A,

por (a) tenemos que wi(m) = 0 Ym € radM, por lo tanto, radM @0 C A,
asi radM @0 C rad(M @ N). De manera analoga tenemos 0@ radN C
rad(M @ N) y en consecuencia radM @ radN C rad(M @ N). Para la otra
contencién, sea M’ < M maximal. Consideremos:

M@®N 2 MS M/M,

por (a) tenemos que mp(m,n) = 0 V(m,n) € rad(M @ N), por lo tanto,
m € M’, asi m € radM. De manera aniloga se tiene que n € radN y en
consecuencia rad(M @ N) C radM @ radN.

(¢) Sea N’ < N maximal, entonces N/N’ es simple. Consideremos la
proyeccién canénica m: N — N/N' y «f : M — N/N’, por (a) tenemos
que:
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nf(z) = f(x)+ N = N'Vx € radM y VN’ < N maximal,

de esta manera f(z) € radN Vx € radM. Por lo tanto, f(radM) C radN y
entonces f(radM) < radN.

(d) Sea m € M y definamos un morfismo de A-médulos izquierdos como
sigue, f, : A — M tal que f,,,(a) = am con a € A. Por (c¢) tenemos que am =
fm(a) € fm(A) C radM, Ya € radyA y por lo tanto, (radA)M C radM.
Para la otra contencién notemos que radA(M/(radA)M) =0 y por la Pro-
posicién 2.3.13: M/(radA)M tiene estructura de A/radA-médulo. Ademds,
por el Teorema 2.3.10 el A/radA-médulo M /(radA)M es semisimple y por lo
tanto, es suma directa de A /radA-médulos simples, ademés dado que el radi-
cal de todo médulo simple es cero, tenemos por (b) que rad(M/(radA)M) =
0. Considerando la proyeccién canénica 7 : M — M /(radA)M tenemos, co-
mo consecuencia de (c), que w(radM) C rad(M/(radA)M) = 0 y de esta
manera radM C Kerm = (radA\)M.

(e) Supongamos que L C radN y L+ M = N, haremos la demostracién
por contradiccién, supongamos que M # N. Dado que N es de K-dimension
finita M estd contenido en X C N maximal, por lo tanto, L. C radN C X
y de este modo:

lo cual es una contradiccién ya que X es maximal en N. O

Proposiciéon 2.3.15. Sea M # 0 un A-mddulo finitamente generado.
(a) rad(M/radM) = 0.
(b) Si M es simple, entonces (radA\)M = 0.

(¢) El A-médulo M /radM es semisimple y es un mddulo sobre la K-dlgebra
A/radA.

Demostracion. (a) Se sigue del teorema de la correspondencia.
(b) Se sigue inmediatamente del Lema 2.3.4.
(c) Por la Proposicién 2.3.14 (d) tenemos radM = (radA)M, asi

radA(M/radM) =0

y por la Proposicion 2.3.13 el A-médulo M /radM tiene estructura de A /radA-
modulo. Ahora, por el Teorema 2.3.10 tenemos que el dlgebra A/radA es
semisimple y el médulo M /radM es semisimple. O

Corolario 2.3.16. Sea M # 0 un A-mddulo finitamente generado.
(b) M es simple como A-mddulo, siy sélo si, lo es como A/radA-mdédulo.
(a) radM =0, si y sdlo si, M es semisimple.
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Demostracion. (a) Se sigue de las Proposiciones: 2.3.13 y 2.3.15 (b).

(b) Si radM = 0, tenemos por la Proposicion 2.3.15 (¢) que M =
M /radM es semisimple como A /radA-médulo, de esta manera M = @} ; S;
con S; A/radA-médulos simples Vi y asi M es un A/radA-moédulo semisim-
ple. En consecuencia, por (a), M es un A-médulo semisimple.

Conversamente, supongamos que M es semisimple, de esta manera te-
nemos que M = @i ; M;, con M; simples Vi = 1,...,n. Por la Proposi-
cién 2.3.14 (d) tenemos, radM; = (radA)M; = 0 Vi = 1,...,n y por la
Proposicién 2.3.15 (b) rad(Bj—; M;) = 0. Asi, radM = 0. O

Recordemos que toda K-algebra (de dimension finita) A se puede des-
componer como

Con P, := Ae; proyectivo inescindible. Por la Proposicién 2.2.7 tenemos que
todo A-médulo proyectivo inescindible P es isomorfo a algin P;, de esta
manera {Aej,...,Ae,} es una lista completa de las clases de isomorfia de
modulos proyectivos inescindibles.

De manera similar, el siguiente resultado nos dara las clases de isomorfia
de los médulos simples en A-mod.

Proposicién 2.3.17. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y {e1, ..., en}
un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos. Entonces

{Aei/radAey, Aeg/radles, ..., Aey, /radAey}

es una lista completa de representantes de las clases de isomorfia de los
maodulos simples en A-mod.
Ademds Ae;/radAe; = ANej/radAe; siy solo si Ae; = Ae;.

Para su demostracién necesitaremos algunas definiciones y resultados.

Definicién 2.3.18. Sea M y N en A-Mod. Un epimorfismo f : M — N
es superfluo si, cada vez que fg sea epimorfismo para algin g : X — M, g
es epimorfismo.

Ejemplos 2.3.19.
(a) Todo isomorfismo de A-mddulos es superfluo.

(b) Sean M, N A-mdédulos, consideremos su suma directa externa M @ N.
Tenemos que la proyeccion en la primera coordenada p: M@ N — M
no es superflua.

Proposicién 2.3.20. Sean M un A-mdédulo finitamente generado e I C
radA ideal bilateral de A. Entonces m: M — M/IM es un morfismo super-
fluo (donde m es la proyeccion candnica).
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Demostracion. Sea g : X — M morfismo de A-moédulos y supongamos que
fg es epimorfismo. Para mostrar que f es superfluo, debemos mostrar que
g es epimorfismo, es decir, Img = M.

Consideremos M /Img, probaremos que I(M/Img) = M /Img, de donde
tendremos que M/Img = 0 por el Lema 2.3.4.

Sabemos que I(M/Img) = (IM + Img)/Img, afirmamos que Img +
IM = M. En efecto, sea m € M, tenemos que f(m)=m+ IM y como fg
es epimorfismo, esto implica que existe x € X tal que:

m+IM = fg(x) = f(g(x)) = glx) + IM.

Por lo tanto, m — g(x) = am’/ con « € I y m’ € M, en consecuencia
m = g(z) +am’ € Img+ M. De esta manera tenemos que M = Img+ IM,
con lo que queda probada la proposicion. ]

Definicién 2.3.21. Sea M en A-mod. Entonces ¢ : P - M en A-mod es
una cubierta proyectiva si P es proyectivo y ¢ es superfluo.

Se sabe que para los A-moédulos finitamente generados la cubierta pro-
yectiva existe. En este caso se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.22. Sea M en A-mod y ¢ : P - M una cubierta proyec-
tiva. Entonces ¢ : P — M es unica.

Demostracion. Sea M en A-mod, y ¢ : P — M su cubierta proyectiva.
Supongamos que existe 1 : Q — M otra cubierta proyectiva. Por ser @)
proyectivo, existe o : Q — P tal que:

o = .

Por lo tanto, a es epimorfismo. De manera similar, como P es proyectivo,
existe §: P — @ tal que:

YvB =9,

de donde # es epimorfismo. Ademés consideremos que ¢aff = ¢, de donde
aff : P — P es epimorfismo, y como P es proyectivo, existe v : P — P
tal que afy = 1p y por lo tanto, v es monomorfismo, para ver que es
epimorfismo temos que:

¢y = pafy = ¢lp = ¢,

de manera que y es epimorfismo. Asi, af es isomorfismo y entonces [ es
isomorfismo. O

Ahora enunciaremos un resultado que nos sera de utilidad.

Proposiciéon 2.3.23. Sea A una K-dlgebra. Los idempotentes de la K-dlge-
bra A/radA se pueden levantar mddulo radA, es decir, para cualquier idem-
potente n = g + radA € A/radA (g € A), existe un idempotente e € A tal
que g — e € radA. FEs decir, n = e + radA.
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Demostracion. Se sigue del Corolario 2.3.5 que (radA)™ = 0 para alguna
m > 1. Dado que n? =17, g—g? € radA y por lo tanto, (g—g?)™ = 0. De esta
manera, por la férmula del binomio de Newton, tenemos 0 = (g — g>)™ =

g™ — g™, donde t = Y7L, (—1)/7! ( 77; ) 7=1. Se sigue

(i) g™ = g™t

(ii) gt = tg

Afirmamos e = (gt)™ € A es el idempotente que levanta a 7. Primero,
notemos que e = ¢gMt™ = gmtimtl = = g2m2m — ((gt)™)?2 = €2 y por

lo tanto, e es un idempotente. Ademas tenemos

(iii) g — g™ € radA,

dado que g — g2 € radA implica las siguientes igualdades g — g™ = (15 —
9" g = (Ia+g+..+9"2)(Aa—9)g = (Ia+g+...+9™ ) (g—g?) € radA,
mas aun

(iv) g — gt € radA.

Lo ultimo se sigue porque de las igualdades (i)-(iii) tenemos

g +radh = g™ + radA = g™t + radA = (g™ + radA)(t + radA) =
(g™ 4+ radA)(g + radA)(t + radA) = (g + radA)(g + radA)(t + radA) =
(g? + radA)(t + radA) = (g + radA)(t + radA) = gt + radA.

En consecuencia, e +radA = (gt)" +radA = (gt +radA)™ = (g+radA)™ =
g™ 4+ radA = g+ radA = n y por lo tanto, e + radA = 7. O

Ahora podemos proceder a la demostracion de la Proposicién 2.3.17.

Demostracion. Haremos la demostracién por partes:
(1) Cada Ae;/radAe; es simple.
Tenemos que A A = ;- ; Ae;, de esta manera podemos descomponer:

(%) A/radA = B, Ae;/radAe;.

Ademas por la Proposicién 2.3.15 (¢) Ae;/radAe; tiene estructura de A/radA-
moédulo y dado que A/radA es semisimple, entonces Ae;/radAe; es semisim-
ple. De esta manera, si algin sumando en la descomposicién (*) no fuera
simple, obtendriamos un sistema completo de idempotentes ortogonales y
primitivos con mas de n elementos, que podriamos levantar por la Proposi-
cién 2.3.23. Lo cual es una contradiccién. De esta manera Ae;/radAe; es un
A-médulo simple Vi =1, ..., n.

(2) Todo A-médulo simple es isomorfo a algin Ae;/radAe;.

En efecto, tenemos la descomposicion (x). Sabemos que alli aparecen to-
dos los proyectivos inescindibles de A /radA. Pero A/radA es semisimple y se
sigue del Teorema 2.3.10 y la Proposicién 2.3.12 que todos sus moédulos son
semisimples y proyectivos, de donde se deduce que sobre A/radA, los pro-
yectivos inescindibles coinciden con los simples. Pero por el Corolario 2.3.16
(a), éstos son los A-modulos simples.
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(3) Ae;/radAe; = Aej/radAe;, siy solo si, Ae; = Ae;.
Si ¢ : Ae; — Ae; es isomorfismo de A-médulos, es claro que:

Ae;/radAe; = Aej/radAe;

via 0(ae; + radAe;) = ¢(ae;) + radAe; Va € A.

Por otro lado, si Ae;/radAe; = Aej/radAe;, consideremos las proyeccio-
nes canoénicas: m : Ae; — Ae;/(radAe;)Ae; y © : Aej — Aej/(radAej)Ae;.
Por la Proposicién 2.3.20 tenemos que 7 y 7’ son superfluos, por lo tanto, son
cubiertas proyectivas. La Proposicion 2.3.22 concluye la desmostracién. [

Corolario 2.3.24. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces

(a) A es basica, siy sdlo si, el dlgebra A/radA es isomorfa a una suma
directa externa de copias de K.

(b) Todo mddulo simple sobre una K -dlgebra bdsica es de dimensidn uno.

Demostracion. (a) Sea A = Aey @ ...Ae,, una descomposicién en inescin-
dibles. Entonces {ey,...,e,} es un sistema completo de idempotentes or-
togonales y primitivos de A. De esta manera, por la Proposicién 2.3.17,
A/rad\ = @], Ae;/radXe; es una descomposicién en inescindibles, mas
aun, simples. También por la Proposicién 2.3.17 tenemos que Ae;/radAe; =
Aej/radAe;, si y sélo si, Ae; = Aej, por lo tanto, si A es bésica, en-
tonces A/radA también lo es. Resta ver que es isomorfo a una suma di-
recta de copias de K, para eso usemos la Proposiciéon 2.3.8 y el Corola-
rio 2.3.9, lo que nos da que: Homy jpqqn(Aei/radAe;, Aej/radAe;) = 0 si
i #jy End(Aej/radAe;) = K Vj = 1,..,n. Por lo tanto, dado un elemento
a=a+radA (con =37 piei, i € AVi=1,....,n) y j <n, definimos:

a; : Aej/radAe;j — Aej/radAej; o_zj(ﬂ_ej) = pjBej + radAe;,

donde y ﬁéj = fe; + radAe;. Claramente a; es un morfismo de A/radA-
modulos, ademds este morfismo induce un morfismo de K-dlgebras: o; :
A/radA — End(Aej/radAe;) = K; oj(a) = ¢. De esta manera podemos
contruir otro morfismo de K-algebras:

o:A/rad\ — End(Aey/radAe;) @ ... D End(Ae, /radAe,) = K@ ...PHK

definido por o(a) = (o1(@),...,on(@)), @ € A/radA. Veremos que o es in-
yectiva, sea @ € A/radA tal que o(a) = (01(&),...,on(@)) = 0. Entonces
oj(@) = a; =0Vj =1,...,n, de esta manera dj(ﬁéj) = pjfej+radie; = 0+
radAe; VB € A, Vj = 1,...,n. En particular, si = 1,, tenemos que pje; €
radAe; Vj = 1,...,n, en consecuencia o = 2?21 pje; € @?:1 radAe; = radA
y por lo tanto, &@ = 0p + radA. Asi o es inyectiva, para la suprayectividad
basta ver que las dimensiones de las K-algebras son iguales y por lo tanto,
o es isomorfismo.

Conversamente, supongamos que A/radA = K@ ... K, de esta mane-
ra A/radA es conmutativa y entonces las clases residuales de los e; son idem-

potentes centrales Vi = 1,...,n. Afirmamos que Ae;/radAe; 2 Aej/radAe;,
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para ¢ # j. En efecto, supongamos por contradiccién que existe un isomor-
fismo de A-médulos ¢ : Ae;/radAe; — Aej/radAe;. Asi tenemos lo siguiente

p(e; + radAe;) = e;(aej + radAej) = e;aej + radAej = 0+ radAe;.

Por lo tanto, ¢ manda todo a cero. Lo cual es una contradiccién ya que ¢
es un isomorfismo. De esta manera, por la Proposicién 2.3.17, Ae; 2 Ae;
Vi # j. En consecuencia A es basica.

(b) Sea M un A-médulo simple, por el Corolario 2.3.16 (a) M es un
A/radA-médulo simple. Por hipétesis A es bésica, de esta manera, debido al
inciso anterior, A/radA = K@ ... K. Por lo tanto, M esun K @ ... P K-
modulo simple y en consecuencia M es un K-mdédulo simple y en consecuen-
cia dimgM = 1. ]
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Capitulo 3

Algebras de carcaj

En este capitulo estudiaremos las algebras de carcaj. Dichas dlgebras
juegan un papel importante en la Teoria de Representaciones debido a que
se tiene el Teorema de Gabriel, el cual enunciaremos en el Capitulo 4.

3.1. Conceptos basicos

En esta seccion enunciaremos y demostraremos los conceptos basicos
relativos a las &lgebras de carcaj.

Definicién 3.1.1. Un carcaj Q = (Qo, Q1,5,t) es una cuddrupla que con-
siste de dos conjuntos: Qo (cuyos elementos son llamados puntos o vértices)
y Q1 (cuyos elementos se llaman flechas), y dos funciones s,t : Q1 — Qo
que asocian a cada flecha o € Q1 su vértice inicial s(a) € Qo y su vértice
final t(a) € Qo, respectivamente.

Ejemplos 3.1.2. Los siguientes son ejemplos carcajes:

(67

!
(@) lo—*=20 30 (b) 1o 20 (c¢) 1o 20
A S A
g 3
4o 3o T>4o 30

Notacion 3.1.3. Sea Q = (Qo,Q1,s,t) un carcaj.

» Por simplicidad se denotard por Q = (Qo, Q1) y mds ain, cuando los
vértices y flechas sean claros lo denotaremos simplemente por Q.

» Una flecha o € Q1 con inicio a = s(a) y final b = t(a) se denotard
por a =5 b.

Notemos que un carcaj @ = (Qo, @1,S$,t), no es mas que una grafica
dirigida.

35
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Definicién 3.1.4. Sea Q = (Qo, @1, s,t) un carcaj.

(a) Un subcarcaj de Q es una cuddrupla Q' = (Qf, Q},s',t'), donde Q) C
Qo, Q) C Q1 y las restricciones s |Q/1,t |Q/1 de s,t a QY, son iguales a
s’ t' respectivamente. Es decir, si a:a — b € Q1 es tal que a € Q) y
a,b € Qp, entonces s'(a) =a y t'(a) =b.

(b) Un subcarcaj es pleno si Q) ={a € Q1] s(a) € Qy y tla) € Qp}-
(¢) El carcaj es finito si Qo y Q1 son conjuntos finitos.

(d) La grdfica subyacente Q del carcaj Q se obtiene olvidando la direccion
de las flechas.

(e) El carcaj es conexo si Q es una grdfica conexa.

(f) Un camino de longitud I > 1 con inicio a y final b, es una sucesion
(b ap..,az,01 | a),

donde ay, € Q1 para toda 1 < k <1y ademds s(a1) = a, t(ax) = s(ag41)
para toda 1 < k <1, y finalmente t(a;) = b.

(9) A cada a € Qq le asociamos su camino de longitud cero y le llamamos
camino trivial 6 camino estacionario en el vértice a. Lo denotamos por:
€a = (al a).

(h) Un camino de longitud | > 1 es un ciclo cuando el vértice inicial y final
coinciden. Un ciclo de longitud uno, se llama lazo.

(i) Un carcaj se dice aciclico si no tiene ciclos.

(j) Sean a,b € Qo, si existe un camino de a hacia b, decimos que a es
. . . (0%
predecesor de b y b es sucesor de a. En particular st existe a — b, se
dice que a es predecesor inmediato de b y b es sucesor inmediato de a.

Ejemplos 3.1.5. Consideremos los carcajes de 3.1.2.

(1) En el carcaj (a) tenemos el siguiente subcarcaj: Qf = {1,2,4}, Q) =
{a,7}, '(a) =1, §(y) =4 y t'(a) = t'(y) = 2. Ademds este subcarcaj es
pleno.

(2) Consideremos el subcarcaj (Qf, Q}) del inciso anterior y sea (Qf, QY)
el carcaj donde Qf = Qu U {3} v QY = Q. Entonces (Qf, Q) no es pleno
pues 2 53 ¢ Q).

(8) Los carcajes dados en los incisos (a), (b) y (c) son finitos.

(4) La grifica subyacente del carcaj (a) es:
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lo—2 92

4o

(5) El carcaj (a) es un carcaj conexo y los carcajes (b),(c) no son conexos.
(6) Los carcajes (a) y (c) son aciclicos.

Notacién 3.1.6. Sea Q) un carcaj:

= Para cada l > 0 denotaremos por Q; al conjunto de todos los caminos
de longitud 1.

» Para cada a € Qo denotamos por a™, a~, al conjunto de todos los
sucesores y predecesores directos de a respectivamente. De esta manera
decimos que el conjunto a*|Ja~ son los vecinos de a.

Definiciéon 3.1.7. Sea Q un carcaj. El dlgebra de caminos KQ de @ es la
K-dlgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base al conjunto de
todos los caminos de longitudl > 0 en Q y tal que el producto de dos vectores

de la base (b| oy, ..., | a) y (d] Bk, ..., 01 | ¢) de KQ, es definido por:

(d ’ 5]67 "'7/81 ‘ C) ' (b ’ ag, ..., 01 ’ a) - 5bc(d | Bka "'76170517 el ’ a)7

donde 0p. denota la delta de Kromecker. El producto de los vectores de la
base se extiende K-bilinealmente a cualquier elemento de KQ).

Por comodidad escribiremos «;...a; en lugar de (b | oy, ..., 1 | a). De la
definicién anterior podemos ver que hay una descomposiciéon de K(¢) como
K-espacio vectorial:

KQ=KQiPx KQ1 D .. D KQ Dy ---»

donde para cada [ > 0 KQ; es el subespacio de K@) generado por el conjunto
Q. Es facil notar que (KQ,) - (KQmn) C KQpim Yn,m > 0, ya que el
producto en K@ de caminos de longitud n y m es cero, 6 un camino de
longitud n+m. Esto se expresa algunas veces diciendo que la descomposicion
define una graduaciéon en K@ o que K@ es un K-algebra graduada.

Ejemplos 3.1.8.
(a) Sea Q el carcaj

10304.

Una base para el dlgebra de caminos KQ es {e1,a,a?,....al,...} y la multi-
plicacion de los vectores de la base estd dada por

el =aler = para todal > 1, y

alaF = otk para toda I,k > 1.
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Por lo tanto, KQ es isomorfo al dlgebra de polinomios K|t|. El isomorfismo
estd dado por el morfismo:

er— 1l y a—t.
(b) Sea Q el carcaj
lo<%—20.

Una base para el dlgebra de caminos KQ es {e1,e9,a}, con la siguiente tabla
de multiplicacion para los vectores de la base

‘ €1 &2 «
€1 | €1 0 «
g9 0 £9 0
al0 o 0

Claramente KQ es isomorfo al dlgebra de matrices triangulares de 2 X 2

TQ(K):[IO{ g]:{lg i] la,b,c e K}

donde el isomorfismo estd inducido por el morfismo de K -espacios vectoria-

les
1o ool o
c1 00/ °2 011" 00"

Proposicién 3.1.9. Sea Q un carcaj y KQ su dlgebra de caminos. Entonces:
(a) KQ es un dlgebra asociativa.

(b) KQ tiene uno, si y sélo si, Qo es finito.

(c) KQ es de K-dimensidn finita, si y sélo si, Q es finito y aciclico.

Demostracién. (a) Se sigue directamente de la definicién de multiplicacién.

(b) Claramente cada camino estacionario £, = (a || a) es un idempotente
de K@. Por lo tanto, si Qg es finito, > ,c, €a €std bien definida, ademds es
facil ver que es el uno de K Q. Conversamente, sea 1xg = > ;- A;w; (donde
A; son escalares distintos de cero y w; son caminos de @), y supongamos que
Qo es infinito. El conjunto @, de inicios de los caminos w; tiene a lo mas m
elementos, por lo que es finito. De esta manera sea a € Qo \ @, entonces
£a-1kQ = 0x@, lo cual es una contradiccion, en consecuencia Qo C Qy C Qo
y entonces (g es finito.

(c) Si @ es infinito, también lo es la base de K@ y por lo tanto, KQ
es de K-dimensién infinita. Si w = qg...a1 es un ciclo en @, entonces para
cada t > 0 tenemos un vector base w! = (y...a1)?, por lo que de nuevo KQ
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es de K-dimensién infinita. Por lo tanto, si KQ es de K-dimension finita,
entonces () es finito y aciclico.

Conversamente, si () es finito y aciclico, entonces todo camino es de
longitud | <| Qo |= ng. Por lo tanto, @, = @ ¥n > ng, de esta manera
() contiene un numero finito de caminos y en consecuencia KQ es de K-
dimension finita. O

Ejemplo 3.1.10. FEl dlgebra del carcaj KQ, donde Q es el carcaj del Ejemplo
3.1.2 (a) es una dlgebra de K-dimension finita, ya que @Q es finito y aciclico.

Corolario 3.1.11. Sea Q un carcaj finito. El elemento 1xq = > qcq, €a
es el uno de KQ y el conjunto {e, | a € Qo} de todos los caminos estacio-
narios € = (a || a), es un sistema completo de idempotentes ortogonales y
primitivos para KQ.

Demostracion. Se sigue de la definicién de multiplicacién que {e, | a € Qo}
son idempotentes ortogonales, y como @ es finito 1xg = > ,c, €a € €l
uno de K@. Por lo que resta demostrar que son primitivos, es decir, por la
Proposicion 2.2.10 tenemos que demostrar que los tnicos idempotentes de
el Qeq son g, y Ok, Va € Qp. Sea € € £,KQe, idempotente, sabemos
que € = Aeg + w, donde A € K y w es una combinacién lineal de ciclos que
pasan por a de longitud [ > 1. De esta manera la igualdad:

0=e?—ec=(\—Nes+ 2\ — 1x)w + w?

nos da w =0y A2 = \, por lo tanto, A = O 6 A\ = 1. De donde € = Ok
6e=c¢g,. ]

Necesitaremos la siguiente proposicion para un posterior resultado.

Proposicién 3.1.12. Sean A una K-dlgebra y {e1,...,en} un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales y primitivos. Entonces A es inescindible,
sty sélo si, no existe una particion I||J no trivial del conjunto {1,2,..,n},
tal que sii € I y j € J entonces ejAej = 0p = ejAe;.

Demostracion. Supongamos que existe una particion que cumple las hipote-
sis de la proposicion. Consideremos ¢ = } ;¢ ;e;, dado que la particion es
no trivial tenemos que ¢ # 0p,15. Ademas e; es un idempotente ortogo-
nal Vj € J, de esta manera c es un idempotente, mas atn ce; = e;c = 0y
Vi€ lycej =ejc=ej Vje J. Tomemos a € A, por hipétesis tenemos
e;jae; = 0p = ejae; siempre que ¢ € I y j € J. En consecuencia:

ca=(Yjerej)a=(Tjereja) 1n = (Cjesei) Xicr i+ Xpeser) =
Zj,keJ ejaey = (ZjeJ €5+ D ier €A D kek €k = ac
Por lo tanto, ¢ es un idempotente central y asi ¢ = 0y 6 ¢ = 1, y por

la Proposicién 2.2.15 tendriamos que A no es inescindible, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, no existe dicha particion. Ahora supongamos
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que A no es inescindible, por lo que existe ¢ € A idempotente central tal que
¢ # 0p, 1. Tenemos:

c=1xcly = (31 ei)e(Xig e) = D07y eicej = Yo7 eice,

dado que c es central. Sea ¢; = e;ce; € e;Ae;, entonces ¢;2 = (e;ce;)(e;ce;) =
e;c’e; = ¢;, de esta manera ¢; es idempotente de e;Ae;. Como e; es primitivo,
por la Proposicién 2.2.10 tenemos que ¢; = 0p 6 ¢; = ¢;, por lo tanto,
podemos considerar los siguientes conjuntos: I = {i | ¢; = 0z} y J = {j |
c; = ej}. Dado que ¢ # 0y, 1, tenemos una particion no trivial de {1,...,n},
m4ds aun, si ¢ € I tenemos e;c = ce; = 0y y, si j € J, tenemos e;jc = cej = e;.
Por lo tanto, sii € Iy j € J, e;Aej = e;Acej = ejcAe; = 0p y lo mismo
para ejAe;. Con lo que llegamos a una contradiccién, en consecuencia A es
inescindible. O

Corolario 3.1.13. Sea Q un carcaj finito. El dlgebra de caminos K@ es
inescindible, si y sdlo si, () es un carcaj conexo.

Demostracién. Supongamos que (Q no es conexo, y sea ()’ una componente
conexa de ). Denotemos por Q" al subcarcaj pleno de @, tal que Q) =
Q \ Qf. Por hipétesis @', Q" son no-vacios, sean a € Q) y b € Qf, dado que
Q no es conexo cualquier camino w en @ estd totalmente contenido en Q' o
(en una componente conexa de) Q”. En el primer caso we, = Og¢g y por lo
tanto, e,we, = Ok, en el segundo caso tenemos e,w = Og g y de la misma
manera g,wep, = Oxg. Esto muestra que €,(KQ)e, = Ogg, y de manera
analoga se muestra que e,(KQ)e, = Oxg. Ademds tenemos la siguiente
particién Qo = Q(LQ( y en consecuencia, por la Proposicién 3.1.12, tenemos
que K@ no es inescindible, lo cual es una contradiccién. Asi, () es conexo.

Conversamente, supongamos que K@ no es inescindible. Por la Propo-
sicién 3.1.12 existe una particiéon Qo = Q) || Qy, tal que siz € Q) y y € Qf,
entonces e,(KQ)ey, = Oxg = €y(KQ)ez. Dado que @ es conexo existen
a € Q) ybe Qy, tales que son vecinos. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que existe a Sbe (@)1. De esta manera tenemos:

a = egpaeg € ep(KQ)eq = 0kq-

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto, K@ es inescindible. O

Ejemplo 3.1.14. Sea Q el carcaj

aClo 20i>30

Como @ no es conexo, KQ no es inescindible y por lo tanto, tenemos una
particion Q = Q'UQ", donde Q' = {1} y Q" = {2,3}. Ademds £1(KQ)e;j =
6j(KQ)81 = OKQ CO’Ilj = 2,3.
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Hasta ahora sabemos que si ( es un carcaj finito y conexo, entonces
el algebra de caminos K@) de @), es una K-algebra asociativa inescindible
con uno, que admite {¢, = (a || @) | a € Qp} como sistema completo de
idempotentes ortogonales y primitivos. Ahora lo caracterizaremos por una
propiedad universal.

Teorema 3.1.15. Sea Q un carcaj finito y A una K-dlgebra. Para cualquier
par de funciones pg : Qo — A y 1 : Q1 — A que satisfagan las siguientes
condiciones:

(1) 1 = Yaeq, 0(a), o(a)* = po(a), y pola) - po(b) = 0x Ya # b,

(7i) Si oz a — b, entonces pi(a) = po(b)p1(a)po(a),

entonces existe un unico morfismo de K-dlgebras ¢ : KQ — A, tal que
¢(ea) = @o(a) Ya € Qo y p(a) = ¢1(a) Vo € Q1.

Demostracion. Primero demostraremos la existencia. Para cada n € N defi-
nimos un morfismo de K-espacios vectoriales ¢, : K@, — A como sigue:

= n =0, 9g: KQyp — A es la extension K-lineal de .
= n=1,¢: KQ1 — A es la extension K-lineal de 1.

= n > 2, consideremos w = an...a1 € Qp con o; € Q1 Vi = 1,...,n.
Definimos ¢, (w) = @1(an)...o1(a1) y extendemos K-linealmente a
KQ,.

Afirmamos que pasa lo siguiente:

(%) Yw € Qn, VY € @m Pnim(Yw0) = Gm(7)@n(w).

En efecto, las condiciones (i), (i7) que satisfacen ¢y y 1, nos permiten
probar (x) para los casos (n,m) = {(4,j) | ¢,7 = 0,1}. Supongamos que
n,m > 1, sean w = ay...a1 y ¥ = P...01, donde oy, B € Q1 Vi, j. Tenemos
dos casos:

(1) t(ow) # s(B1), luego yw = O y entonces @y 4m(yw) = 04. Por otro
lado se tiene que:

Pm(V)pn(w) = ©1(Bm)--1(B1)@o(s(81))po(t(am))pr(an)..pr(a1) = On.
(2) t(an) = s(B1), luego yw = Bi,...L1auy,...aq. Por lo tanto:

Pntm (VW) = 91(Bm)--p1(B1)p1(am)...p1(a1) = Gm(7)Pn().

Por lo tanto, (*) es vélida. Ademas, dado que KQ = @, KQ; y por la
propiedad universal del co-producto, existe una tinica ¢ : KQ — A que es
K-lineal y ¢ |kq, = ¢n Yn. Mas atin,

90(1KQ) = @(Zaer 811) = Zaer @(5(1) = ZaeQO 950(561) = 1,
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ademds por (*) ¢ preserva prodtuctos. De esta manera ¢ : KQ — A es un
morfismo de K-4lgebras que extiende a ¢ y 1. Resta mostrar que es el inico
morfismo que satisface (i) y (i7), supongamos que ¢ : K@ — A es un morfis-
mo de K-dlgebras que extiende a @p,p1 y satisface las propiedades (i),(ii).
Entonces ¢(an...a1) = ¢p(ayn)...p(a1) = p1(ay)...p1(a1) = p(ap...a1), por lo
tanto, ¢ = ¢ y asi queda demostrada la proposicion. ]

Quisieramos calcular el radical del algebra de caminos K@, donde @ es
un carcaj finito, conexo y aciclico. Para eso necesitamos la siguiente defini-
cion.

Definicion 3.1.16. Sea Q un carcaj finito. El ideal bilateral del dlgebra de

caminos KQ generado (como ideal) por las flechas de Q es llamado ideal de
flechas de KQ, y es denotado por Rq.

Notemos que hay una descomposiciéon de Rg como K-espacio vectorial:

Ro=KQi® ... Dx KQ Dy ...

del K-espacio vectorial Rg, donde K(); es el subespacio de K() generado
por el conjunto J; de todos los caminos de longitud [. De esta manera
tenemos que el K-espacio vectorial subyacente de Rg es generado por todos
los caminos de @ de longitud [ > 1. Esto implica que, para cada [ > 1,

Rl = @pst KQm

y por lo tanto, RZQ es el ideal de K() generado por todos los caminos de
longitud mayor o igual a [. En consecuencia, el K-espacio vectorial RlQ / Rgl
es generado por todas las clases residuales de todos los caminos en @ de
longitud (exactamente) igual a [. De esta manera podemos definir el siguiente
morfismo de K-espacios vectoriales

0 KQ — RL/RS con o(X0y Awi) = (g Awi) + RS,

donde \; € K y w; es un camino de longitud [ Vi = 1,....n y n € N.
Claramente ¢ es un isomorfismo de K-espacios vectoriales y en consecuencia
KQi = RL/RG™.

Ejemplo 3.1.17. Sea Q el carcaj

10*a>20*>30

AN

De esta manera tenemos Rg = {AMa + Aaf + A3y + Mfa+ Asya | A €
K,i=1,...,5}. Ademds:

4o

» KQi1={ma+mB+nsv|m,mn,n € K};
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» KQo = {mpPa+nsya|ns,ns € K};
= KQ,=0Vn > 3.

Proposicién 3.1.18. Sea () un carcaj finito, Rg el ideal de flechas de KQ
yeqa = (alla) para a € Qo. El conjunto {€, = eq+ R | a € Qo}, es un
sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos para KQ/Rg, y
éste ultimo es isomorfo a la suma directa externa de copias de K. Ademds,
si @ es aciclico, entonces radK(@Q = Rg y KQ es una K-dlgebra bdsica de
K-dimension finita.

Demostracion. Claramente hay una descomposicion:

KQ/RQ = @a,ber gb(KQ/RQ)g_a

como K-espacio vectorial. Pero como R¢ contiene a todos los caminos de
longitud [ > 1, entonces:

KQ/Rq = @acq, Ca(KQ/RQ)ea-

Por lo tanto, KQ/Rqg es generado, como K-espacio vectorial, por todas
las clases residuales de caminos de longitud cero, es decir, por el conjunto
{éa = €4+ Rq | a € Qo}. Por el Corolario 3.1.11 el conjunto es un sistema
completo de idempotentes ortogonales, resta ver que son primitivos, para eso
tenemos que demostrar que los tnicos idempotentes de £,(KQ/Rg)é, son
0kQ ¥ €as Ya € Qo, esto por la Proposicién 2.2.10. Sea & € £,(KQ/Rg)é,
idempotente, sabemos que € = (Aeq + w) + R, donde A € K y w es una
combinacién lineal de ciclos que pasan por a de longitud I > 1. De esta
manera la igualdad

52—52()\2—>\)€a+(2)\—1[()w—|—w2ERQ

nos da A2 = X, por lo tanto, A = O 6 A = 1. De donde & = w+Rg o6& =2¢,
y en consecuencia &, es primitivo Va € (Jg. Mas atn, para cada a € o, el
algebra £,(KQ/Rqg)é, es generada, como K-espacio vectorial, por &, y en
consecuencia es isomorfa a K como K-algebra. Esto muestra que el algebra
cociente KQ/Rq es isomorfa al producto de | Qo | copias de K.
Supongamos ahora que @ es aciclico, por la Proposicién 3.1.9 (¢) KQ es
de K-dimensién finita. De esta manera existe un camino de longitud maxima,
sea [ > 0 dicha longitud. Esto implica que cualquier producto de [+ 1 flechas
es cero, por lo tanto, Rgrl = 0. En consecuencia R es nilpotente, y ademaés
KQ/Rg es isomorfo a la suma directa de copias de K, asi Rg = radKQ por
el Corolario 2.3.3 (¢) y ademés K@) es bésica por el Corolario 2.3.24 (a). O

Si @ no es aciclico, en general no es verdad que radK(@Q = Rg. Conside-
remos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.19. Sea @ el carcaj:
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1o D [e%

Recordemos que KQ = K|t|. Por lo tanto, radKQ = Okq, esto se debe
a que el campo K es algebraicamente cerrado (por lo tanto, infinito) y el
conjunto {t — X | X € K} es un conjunto infinito de polinomios irreducibles,
que generan un numero infinito de ideales mazimales de K[t]. Afirmamos
que su interseccion es cero. En efecto, sea x € ek (t — A), de esta manera
x(A) =0 VA € K, lo que implica que x tiene como factor a (t—\) VA € K
y de esta manera, si x # 0, entonces tendria grado infinito, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, x = 0.

Por otro lado, Ry = @)~ Kol como K-espacio vectorial y por lo tanto,
distinto de cero. En consecuencia tenemos que radKQ # Rg.

Resumiremos nuestros resultados en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.20. Sea @ un carcaj finito, conexo y aciclico. El dlgebra
de caminos KQ es una K-dlgebra asociativa, bdsica, inescindible y de K-
dimension finita con uno; teniendo al ideal de flechas como radical y al
conjunto {4 = (a || @) | a € Qo} como sistema completo de idempotentes
ortogonales y primitivos.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones: (3.1.9), (3.1.18) y los Corola-
rios: (3.1.13), (3.1.11). O

Ahora daremos una construccién para demostrar que una K-algebra K@,
donde @ satisface las condiciones del Corolario 3.1.20, se puede ver como una
K-4lgebra de matrices triangulares inferiores. Empezaremos recordando una
contruccién clésica para algebras de matrices. Sea (A;)1<i<n una familia de
K-algebras y (M;;)1<i,j<n una familia de A;-Aj-bimédulos tal que M;; = A;
para cada i. Supongamos que para cada terna (i, j, k) tenemos un morfismo
de A;-Ai-bimédulos

@l Mg @ My, — M,
que satisface, para cada cuadrupla (i, j, k, 1), la siguiente condicién
es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

idMij ®pji
M;; @ M @ My — M;; @ M,

J/ng ®idary, el J/

My, @ My My

k
il
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Como cada M;; es un K-espacio vectorial, el espacio n X n matrices

My My -+ My,
Moy Moy -+ Moy, o

A= . . ) = {[z4j] | xi; € M;j, para toda 1 <i,j <0}
Mnl Mn2 e Mnn

es un K-espacio vectorial. Para ver que A es una K-algebra, resta definir un
producto y ver que cumpla con las propiedades deseadas. Asi, defniniremos
la multiplicacién por la férmula

(i) - lyig] = [y ol (o © i)

Usando las propiedades del producto tensorial y como cpgk satisface (%)
(Vi,7,k), A es un anillo. Por ultimo veremos que cumple con la propiedad
(1) de la definicién 2.1.1. Tenemos las siguientes igualdades:

(a) allij] - [yig]) = alShey @F(@in © yry)] = [Chey aofi(zan @ yij)] =
ket (ala)ely (@i © yrg)] = [Chr o (amie @ ykj)] = o] - [yig)-

(0) [awij] - [yij] = [k ohi(azin @ yry)] = [They @5 (@ive @ yry)] =
Dohr b (@i @ ayrg)] = [24] - [owis).
(¢) [zij] - [ayig] = [Xhey 08 (an © ayry)] = [Zhey 05 (@i @ yrj)] =
ket @5 (in © yrg)al = [Chey oF (@i © yrg)la = ([wi5] - [yig])ev.
En consecuencia
o[zis] - [yi5]) = lows] - [ij] = [wij] - [ayis) = ([xi5] - [vi5]) e,
V{xij], [yij] € Ay Vo € K. Por lo tanto, A es una K-algebra.

Observaciéon 3.1.21. Sea @ un carcaj finito y aciclico. Supongamos que
n =| Qo | es el nimero de vértices en Q. Entonces podemos enumerar los
vértices de @), de 1 a n, de tal manera que si existe un camino de i a j,
entonces i < j.

Demostracion. Si i@ = j la observacién se cumple, por lo que suponga-
mos que i # j. Como @ es finito y aciclico, el siguiente conjunto es fini-
to {w € @ | w es camino de Q}. Enumeramos los vértices inciales de los
caminos de longitud méxima (supongamos que la longitud méxima es [),
empezando desde 1. Después enumeramos los caminos de longitud [ — 1 si-
guiendo la numeracién que dejamos en los vértices inciales de los caminos de
longitud [, si algin vértice se repite, dejamos el menor ntimero. Recursiva-
mente enumeramos los demds vértices iniciales. Afirmamos que este proceso
demuestra la observacién, en efecto, sea w un camino de 7 a j y consideremos
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k, s los maximos de las longitudes de caminos que inician en i y en j (res-
pectivamente). Como todo camino que inician en j es parte de un camino
que inicia en i, tenemos que s < k y por lo tanto (usando el procedimiento
antes mencionado) i < j. O

Proposicién 3.1.22. Sea Q) un carcaj finito y aciclico, con Qo = {1,2,...,n}
tal que, para cada i,j € Qo, si existe un camino de i a j, tenemos que
1 < j. Entonces el dlgebra de caminos KQ) es isomorfo al dlgebra de matrices
triangulares

€1 (KQ)El 0 0
A B €Q(KQ)€1 62(KQ)€2 cee 0
sn(kQ)sl 6n(kQ)€2 e 5n(kQ)€n

donde €, = (a || a) para cualquier a € Q.

Demostracion. Dado que {e, = (a || a) | a € Qp} es un sistema completo de
idempotentes ortogonales y primitivos para K@, tenemos una descomposi-
cion del K-espacio vectorial KQ

KQ = @apeq, ev(KQ)eqa-

Se sigue de la hipdtesis que si €;(KQ)e; # 0 entonces i < j. Para cada
i € Qo la ausencia de ciclos a través de i implica que la K-algebra ¢;( KQ)e;
es isomorfa a K. La definicién de multiplicacién en K implica que, para
cada par (i,7) tal que i < j, ¢;(KQ)e; es un €;(KQ)ej-¢;(KQ)e;-bimddulo
y, para cada triplete (k,1,7) tal que k < ¢ < j, existe una funciéon K-lineal

Py, ei(KQ)ei ® ei( KQ)ex, — €5 (K Q)ey,

donde el producto tensorial se tomd sobre €;(KQ)e;. Es facil ver que los goj.k
son morfismos de €;(KQ)e;-e; (K Q)ex-bimbdulos, que satisface la condicion
90?1(<P§~k®idkl) = goz.l(idji@)gafl) cuando ! < k < i < j, donde idy, = id;, k@),
e idj; = id.;(kQ)e;- Ahora, asociando a cada camino de i a j en K@, el
correspondiente elemento en A (es decir, elemento de la base del bimédulo
£;(KQ)g;), tendriamos un isomorfismo de K-algebras K@Q = A. En efecto,
las algebras A y K@ son claramente isomorfas como K-espacios vectoriales
y la biyeccién entre sus bases es compatible con la multiplicaciéon en las
algebras (esto por la definicién de (pék), por lo tanto, el isomorfismo de K-
espacios vectoriales es un isomorfismo de K-algebras. O

En particular, si () no tiene flechas miltiples y su grafica subyacente es
un arbol (es decir conexa y aciclica), entonces s6lo hay un camino entre dos
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puntos de @. De esta manera para todo i < j tenemos dim(e;(KQ)e;) < 1.
En consecuencia, K@ es isomorfa al dlgebra

K 0 - 0

K K - 0
T, (K) = :

K K K

Ejemplos 3.1.23.
(a) Sea Q el carcaj

lo— 20— - — (n—1)o — no

La construccion dada en la Proposicion 8.1.22 da un isomorfismo de K-
dalgebras KQ = Ty (K).
(b) Sea Q el carcaj

lo=—=20
Entonces hay un isomorfismo de K-dlgebras
o K 0
KQ = [ K2 K ] )
donde K? es considerado como K-K-bimddulo de la siquiente manera
a-(x,y) = (am,ay), (l‘,y) b= (mbvyb)

para toda a,b,x,y € K.

(c) Sea Q el carcaj 3o 20 1o 4o . Entonces
K 0 0 0
Ll K} K 0 0
KO=1 s x Kk o
K 0 0 K

donde la multiplicacion se define de manera andloga al que usamos en (b).

3.2. Ideales admisibles y cociente de algebra de
caminos

Sea @ un carcaj finito, por la Proposicién 3.1.9 el algebra de caminos
KQ de Q es un algebra asociativa con uno, de K-dimensién finita, si y sélo
si, @ aciclico. Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar los cocientes de
algebras de caminos K@) que son de K-dimensién finita. Veremos que dichos
cocientes corresponden a ciertos ideales que llamaremos admisibles.
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Definicién 3.2.1. Sea Q un carcaj finito y Rg el ideal (bilateral) de flechas
del dlgebra de caminos KQ. Un ideal bilateral T de KQ@Q se dice admisible si
existe m = 2 tal que:

2
R% CTC Ry,

Si T es un ideal admisible de KQ, a la pareja (Q,I) se le conoce como el
carcaj acotado. Al dlgebra cociente KQ/Z se le conoce como el dlgebra del
carcaj acotado (Q,ZI), o simplemente como dlgebra de carcaj acotado.

Se sigue de la definiciéon anterior que un ideal Z de K contenido en
Ré es admisible, si y sélo si, contiene todos los caminos cuya longitud es
suficientemente grande.

Proposiciéon 3.2.2. Sea Q un carcaj finito e T un ideal bilateral de KQ), tal
que I C Ré. Entonces T es admisible, si y solo si, para cada ciclo o € Q)
existe s > 1 tal que 0° € L.

Demostracion. Sea o un ciclo en Q). Como 7 es admisible, existe m > 2 tal
que RS C 7. De esta manera o™ € Rg C 7, pues la longitud de o es > 1.
Conversamente, sea A el conjunto de todos los caminos en ) que no
contienen ciclos. Como @ es finito, entonces A es finito. Sea n la longitud
méaxima de los caminos en A. Para cada ciclo o € @ sea s, > 1 el menor
entero tal que 0°> € 7 y definamos m = n + k, con k = mdz{s, | 0 € Q}.
Es claro que Rjy C 7. O

Proposicién 3.2.3. Sea @ un carcaj finito y aciclico. Entonces todo ideal
bilateral T de K@ tal que T C Ré, es admisible.

Demostracion. Basta tomar m = [ + 1, donde [ es la longitud maxima de
los caminos en Q. O

Ejemplos 3.2.4.
(a) Para cualquier carcaj Q ym > 2, el ideal Rg es admasible.
(b) El ideal cero es admisible en KQ, si y sdlo si, Q es aciclico.
(c) Sea Q el carcaj

3O<T4O

El ideal 7y = (Ba — ) de la K-dlgebra KQ es admisible dado que 0 =
R3Q CZ, pero Iy = (Ba — \) no lo es, ya que B — X ¢ Ré.
(d) Sea Q el carcaj
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)\Clo<6720

i

3O<T4O

Elideal T = (67 — Ba, \B,A3) es admisible. En efecto, es claro que T C R2),
demostraremos que R4Q C 7. Cada camino de longitud = 4 con vérticie incial
1, 2 6 8 contienen a X3 y por lo tanto, estd en I. Los caminos de longitud
> 4 y vértice inicial 4, contiene a un camino de la forma N*Ba ¢ N6,
por lo tanto, estdn en L. En el primer caso porque A\ € T y en el sequndo
porque \20y = N2(6y — Ba) + A\2Ba € I. Esto completa la prueba de que
T = {6y — Ba, \B, A3) es admisible. Por la Proposicion 3.2.2 el ideal (\%)
es admisible y el ideal (A\B, fa — §v) no es admisible.

De los ejemplos anteriores vemos que es conveniente definir ideales ad-
misibles a partir de sus generadores. Estos los llamaremos relaciones.

Definicién 3.2.5. Sea @ un carcaj. Una relacion en Q) con coeficientes en
K, es una combinacion K-lineal de caminos de longitud (al menos) dos, que
tienen el mismo inicio y final. Por lo tanto, una relacion p es un elemento
de KQ tal que

p =% Aiwi,

donde \; son escalares (no todos cero) y los w; son caminos en @ de longitud
(al menos) dos, tales que el inicio (y el final, respectivamente) de w; coincide
con el inicio (y el final, respectivamente) de w;.

Sim =1, la relacion es llamada relacion cero o relacion monomial. Si
es de la forma wi —wy (donde wi,wy son dos caminos), es llamada relacion
conmutativa.

Si (pj)jes es un conjunto de relaciones de un carcaj Q, tal que el ideal
que ellas generan (pj | j € J) es admisible, decimos que el carcaj Q estd
acotado por las relaciones (p;)je.

Proposiciéon 3.2.6. Sea @ un carcaj finito e T un ideal admisible de KQ.
El conjunto {eq =4 +Z | a € Qo}, es un sistema completo de idempotentes
ortogonales y primitivos del dlgebra de carcaj acotado KQ/Z.

Demostracion. Dado que e, es la imagen de ¢, bajo el morfismo canoéni-
co KQ — KQ/Z, se sigue del Corolario 3.1.11 que el conjunto dado es
un sistema completo de idempotentes ortogonales. Por lo que resta revi-
sar es que cada e, es primitivo, es decir, que los tnicos idempotentes de
ea(KQ/T)eq son e, y 0gqz, esto por la Proposicién 2.2.10. En efecto, sea
e € eq(KQ/T)e, idempotente, sabemos que e = (A\eg +w)+Z, donde A € K
y w es una combinacién lineal de ciclos que pasan por a de longitud > 1.
De esta manera la igualdad e? = e, nos da:
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(A2 = Neg + (2N = Dw +w? €.

Sea Rg el ideal de flechas de K Q. Dado que Z C R2), tenemos que A2 — \ =
Og, por lo tanto, A = O 6 A\ = 1g. Supongamos que A = O, entonces
e = w4+ Z, de donde w es un idempotente médulo Z. Por otro lado, dado
que Rg C 7 para alguna m > 2, tenemos w™ € Z, es decir, w es nilpotente
médulo Z. Por lo tanto, w € Z, y asf e = Ok 7. Ahora supongamos que
A = 1k, entonces e—e, = w+Z es también un idempotente de e,(KQ/Z)e,,
asi w es nuevamente un idempotente médulo Z. Ademés como w es un
nilpotente médulo Z, tenemos que w € Z y por lo tanto, e = e,. ]

Proposiciéon 3.2.7. Sea Q un carcaj finito e Z un ideal admisible de KQ. El
dlgebra de carcaj acotado KQ /T es inescindible, si y sdlo si, Q) es un carcaj
conexo.

Demostracion. Si(@Q no es un carcaj conexo, entonces por la Proposicién 3.1.13
K@ no es una algebra inescindible. De esta manera K@ tiene un idempo-
tente central v # Ok, 1 kg que podemos escoger, gracias a la construcciéon
dada en la Proposiciéon 3.1.12, como la suma de caminos de longitud cero,
es decir, puntos. Por lo tanto, ¢ =y +Z ¢ Z, por otro lado, si ¢ = 1xg +Z,
tendriamos que 1xg —~ € Z, lo cual es una contradiccion dado que Z C RQQ.
Igualmente por la Proposicién 3.1.12, ¢ es central, por lo tanto, es un idem-
potente central distinto de Oxg+Z y 1k +Z, lo que implicaria que KQ/Z
no es inescindible.

Conversamente, supongamos que K@Q/Z no es inescindible, por las Pro-
posiciones 3.1.12 y 3.2.6 tenemos que existe una particiéon Qo = Qf || Qf tal
que z € Q) ey € Qp, implica e;(KQ/I)ey = 0k +Z = ey(KQ/I)e,. Dado
que @ es conexo, existen a € Q) y b € Qf, tales que son vecinos. Sin pérdida
de generalidad supongamos que existe una flecha a : a — b, de esta manera
a = gpag, implica que a = «a + 7 satisface a = eyae, € ep(KQ/I)e, =
Oxq +Z. Por lo tanto, o € Z, lo que es una contradiccion ya que Z C Ré,
en consecuencia K@Q/Z es inescindible. O

Proposicién 3.2.8. Sea @ un carcaj finito e T un ideal admisible de KQ.
FEl dlgebra de carcaj acotado KQ/I es de K-dimension finita.

Demostracion. Dado que Z es admisible, existe m > 2 tal que Ry C Z. Asf,
por el teorema del factor, tenemos la existencia de un tinico epimorfismo
de K-algebras KQ/RTQ” — KQ/Z, por lo tanto, es suficiente probar que
KQ/R{y es de K-dimensién finita. Notemos que las clases residuales de
caminos con longitud menor a m forman una base para el K-espacio vectorial
KQ/Rfy. Dado que éste es un nimero finito, KQ/Z es de K-dimensién
finita. O

Si Z no es admisible, la K-algebra KQ/Z no necesariamente es de K-
dimension finita. El siguiente ejemplo nos muestra lo anterior.
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Ejemplo 3.2.9. Sea Q el carcaj

1o
eZ={aB,B?).T no es admisible, ya que o™ ¢ Z¥m > 1. Sea A= KQ/I
y J el subespacio de A (cons_z'demdo como K -espacio vectorial) generado por
los elementos de la forma fa™, Vn > 1 (donde o = a+Z y 5 =56+71).
Afirmamos que J es un ideal izquierdo de A. En efecto, tenemos que

KQ/I = {()\181 + Xoa™ 4+ A3 + )\4ﬁ04m) +7Z | A € K(i, 1...,4);n,m € N}

y de esta manera tenemos lo siguiente: oBa™ € I, f2a™ € T y fa™Pa €
Z (V,n,m € N). Por lo tanto, J es un ideal izquierdo de A, mds ain,
Ad es un submdédulo del médulo ciclico 4A. Afirmamos que aJ no es fini-
tamente generado (como K-espacio vectorial). En efecto, supongamos que
J = {a'p,....atB | t; € N, (i = 1,...,5)} es una K-base de aJ. Sea
I = max{t; | i = 1,...,s}, de esta manera o!™13 €4 J no puede ser una
K-combinacion lineal de elementos de [J. Por lo tanto, 4J no es de K-
dimension finita.

Proposiciéon 3.2.10. Sea @ un carcaj finito. Entonces cada ideal admisible
T de KQ es finitamente generado.

Demostracion. Sea Rg el ideal de flechas de KQ y m > 2, tal que Ry CT.
Tenemos la siguiente sucesién exacta 0 — Ry — T — I/Rj — 0 de
K Q-moédulos, por lo tanto, sélo es necesario ver que Rg’ eZ/ RS son fini-
tamente generados como K@Q-modulos. Es claro que Rfy es generado como
K@Q-moébdulo por los caminos de longitd m y dado que sélo hay un nitimero
finito, tenemos la primera parte. Para la otra parte, notemos que Z/ Ry es
un ideal de KQ/R{, que es un K-espacio vectorial de dimensioén finita por
la Proposicién 3.2.8. De esta manera Z/Rfy es un K-espacio vectorial de
dimension finita, y por lo tanto, es finitamente generado como K @Q-moddulo
por la Proposicién 2.1.8. O

Corolario 3.2.11. Sea @ un carcaj finito e Z un ideal admisible de KQ).
Entonces existe un conjunto finito de relaciones {pi,...,pm} tal que T =

<P17 )Pm>

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.10, un ideal admisible Z de K@ siem-
pre tiene un conjunto finito generador {0y, ..., 04 }. Los elementos o; del con-
junto generador no son en general relaciones, dado que la composicién de los
caminos 0; no tienen necesariamente los mismos vértices iniciales y finales.
Por otro lado, para cualquier i tal que 1 < ¢ <ty a,b € Qq, el camino
€p0i€q €s cero o una relacién. Dado que o; = ), beQo EbTi€a, Para i < t,
los elementos distintos de cero del conjunto {epoie, | 1 <@ < t;a,b € Qp}
forman un conjunto finito de relaciones que generan a Z. O
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Proposicién 3.2.12. Sea Q un carcaj finito, R el ideal de flechas de KQ
e T un ideal admisible de KQ. Entonces rad(KQ/I) = Rg/Z, mds ain, el
dalgebra de carcaj acotado KQ /T es bdsica.

Demostracion. Dado que Z es un ideal admisible de K@), existe m > 2 tal
que Ry C . En consecuencia, (Rq/Z)™ =0y Rq/T es un ideal nilpotente
de KQ/Z. Por otro lado, el algebra (KQ/Z)/(Rg/I) = (KQ/Rg) es iso-
morfo a la suma directa externa de copias de K por la Proposicion 3.1.18.
Asi, usando el Corolario 2.3.3 (¢), rad(KQ/Z) = Rg/I. Para ver que KQ/Z
es bésica, basta aplicar el Corolario 2.3.24 (a). O

Corolario 3.2.13. Para cada | > 1 tenemos rad'(KQ/I) = (Rg/I)".

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 3.2.12y 2.3.14
(d). O

La observacion que se presenta a continuacién es importante para el
capitulo siguiente.

Observacién 3.2.14. Es consecuencia de la Proposicion 3.2.12 y el Coro-
lario 8.2.13 que el K-espacio vectorial

rad(KQ/T)/rad*(KQ/T) = (Ro/TI)/(Rq/I)* = Rq/Rj
admite como base al conjunto {a+rad*(KQ/I)|a =a+KQ/T ya € Q1}.
Resumiremos nuestros resultados en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.15. Sea @) un carcaj finito y conexo, Rg el ideal de flechas de
K@ eZ un ideal admisible de KQ. El dlgebra de carcaj acotado KQ /T es una
K-dlgebra bdsica, inescindible y de K-dimension finita con uno, teniendo a
Rg/Z como radical y al conjunto {e, | a € Qo} como sistema completo de
idempotentes ortogonales y primitivos.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones: (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8) y (3.2.10).
O

Proposicién 3.2.16. Sea Q un carcaj finito y aciclico, con Qo = {1,2,...,n}
tal que, para cada i,j € Qq, si existe un camino de i a j, tenemos que
i < j. Entonces el dlgebra de carcaj acotado KQ/Z es isomorfo al dlgebra
de matrices triangulares

e (KQ/T)er 0 0
A _ 62(KQ/I)61 62(KQ/I)62 0
en(KQ/T)er en(KQ/T)es -+ en(KQ/T)en

donde T es un ideal admisible de KQ y eq = €4 + I para cualquier a € Qq.
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Demostracion. La demostracién es analoga a la Proposicién 3.1.22. O

Ejemplos 3.2.17.
(a) Sea Q el carcaj

lo—%+920-"530.

Consideremos el ideal bilateral T = {(Ba), dado que T = Ré, entonces es

admisible. De esta manera tenemos que {61,62,63,07,5} es una K-base de
KQ/Z. Por lo tanto,

K 0 0
KQ/I~| K K 0
0 K K

(b) Sea Q el carcaj

lo —% s 920

s,

30?40

El ideal T generado por la relacion conmutativa off — 0y es admisible. Por
lo tanto, KQ/Z es una K-dlgebra de dimension finita. De esta manera
{e1,e9,e3,e4,,3,7,0, Ba} es una K-base de KQ/I. Asi, por la Proposi-
cion 3.2.16 tenemos

K 0 0 0
| K K 0 0
KQ/I:KOKO
K K K K

(c) Sea Q el carcaj

lo D a
Recordemos que KQ = K|t], por lo que, es de K-dimension infinita. Para ca-
dam > 2, el ideal T = (™) es admisible. Por lo tanto, KQ/Z = K|t]/ (t")
tiene dimension m.
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Capitulo 4

Teorema de Gabriel

4.1. Demostracion del Teorema de Gabriel

Sea A un algebra de dimensién finita, sobre un campo K algebriicamente
cerrado, por la Proposicion 2.2.13 y la Observacién 2.2.18 podemos suponer
que A es inescindible y bésica. En este capitulo veremos que, bajo estas
hipétesis, A es isomorfa a un élgebra de carcaj acotado KQ/Z, donde @ es
un carcaj finito y conexo e Z es un ideal admisible de K. Empezaremos
asociando, de una manera natural, un carcaj finito a cada K-dlgebra de
dimension finita, basica e inescindible.

Definicion 4.1.1. Sea A una K-dlgebra de dimension finitca, bdsica e ines-
cindible, y {e1,...,en} un sistema completo de idempotentes ortogonales y
primitivos de A. El carcaj ordinario de A, denotado por Qp, se define como
stque:

(a) Los vértices de Qp estdan en correspondencia biyectiva con los idem-
potentes e1, €2, ..., €.

(b) Dados dos vértices a,b € (Qn)o, las flechas a = b estdn en co-
rrespondencia biyectiva con los vectores de la base del K-espacio vectorial
ep(radA /rad®A)e,.

Dado que A es de K -dimension finita, entonces todo espacio vectorial de
la forma ey(radA/rad®*A)e, (con a,b € (Qp)o) es de K-dimension finita, de
esta manera Qa es finito.

Tenemos que Qa es construido a partir de un sistema completo de idem-
potentes ortogonales y primitivos, debemos demostrar que el carcaj ordinario
de A, @4, no depende del sistema que hayamos elegido.

Proposicién 4.1.2. Sea A una K-dlgebra de dimension finita, bdsica e
inescindible.

(a) El carcaj Qp no depende del sistema completo de idempotentes orto-
gonales y primitivos de A.
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(b) Para cualquier par e,, e, de idempotentes ortogonales y primitivos
de A, el morfismo de K -espacios vectoriales 1 : ey(radl)e, /ey(rad’A)eq —
ey(radA/rad?A)eq, dado por epreq + ep(rad?A)e, — ey(x + rad*A)e,, es un
isomorfismo.

Demostracion. (a) Por el Teorema 2.2.6 sabemos que si

A = D=1 Aew = Dty Agy,

son descomposiciones de yA en sumandos directos inescindibles, entonces
n = m y existe una permutacién o de {1,...,n} de tal forma que Aeg(a) =
Aé’a para cada a = 1,...,n. Esto demuestra que los vértices no dependen
del sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos. Para ver
que las flechas tampoco dependen, consideremos el siguiente epimorfismo de
A-médulos ¢ : (radA)e, — (radA/rad?A)ey, con we, — (x + rad*A)e,. Es
facil demostrar que Kerg = (rad?A)e,, por lo tanto,

(radA/rad’*N)e, = (radA)eq/(rad?A)e,.

Ademsds, dado que radA es un ideal bilateral y por la Proposicién 2.3.14 (d)
tenemos que

(radA)ey/(rad*A)e, = (radA)Ae,/(rad?>A)Ae, = rad(Ae,)/rad?(Aey).

Por lo tanto, (radA/rad*A)e, = (radAe,)/(rad*Ae,). Usando la Proposi-
cién 2.2.3 tenemos los siguientes isomorfismos de K-espacios vectoriales:

ep(radA /rad®A)e, ep[rad(Aey)/rad?(Aey)]

Homy (Aey, radA(ey)/rad?(Aey))
Homp (Aej, radA(el,) /rad?(Ael,))
eg[rad(Aeg)/radQ(Ae )]

e (radA /rad®A)el,

11111 1111

(b) Consideremos el morfismo K-lineal e,(radA)e, — ey(radA/rad?A)e, de-
finido por eywe, + ep(x + rad?A)e,. Es ficil ver que el morfismo admite
como niicleo a ey(rad?A)e, y por lo tanto, ¥ : ey(radA)eq/ep(rad?A)e, —
ep(radA/rad?A)e, definido por la formula epxe, + ey(rad?Ae, — ey(x +
rad?A)e,, es isomorfismo de K-espacios vectoriales. O

Ahora queremos demostrar que si A es inescindible, entonces Q5 es co-
nexo. Para eso necesitamos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.3. Para cada flecha a < b € (Qp)1, sea x4 € ep(radA)e,
tal que {Zo = To +rad’A | a = b} es una K-base de ey(radA/rad?A)e,.
Entonces, para cualquier par de puntos a,b € (Qa)o, cualquier elemento x €
ep(radA)e, puede ser escrito de la forma: © =3 Aaja;_1..01 Ty Tay_1--Las s
donde Aojas...0p € K y la suma se toma sobre todos los caminos ajoy_g...oq
en Qa con vértice inicial a y vértice final b.
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Demostracion. Sea x € ey(radA)e,, tenemos que
r + ey(rad’A)eq = 3 AaZa,

donde la suma corre sobre todas las flechas a = by A\, € K. De esta manera
T — Y Aaa = 2’ € ey(rad’A)e,. Como radh = @, ; ej(radA)e;, tenemos
que:

ep(rad®AN)e, = Dce(@p)olev(radi)ec][ec(radA)eq),

ast, ¥’ = 3 cgu) Tele cOn T € ep(radA)ec y y, € ec(radA)e,. Ademds
2l + ep(rad*A)e, = 3 A\gZp y Y. + ep(rad®A)e, = 3 AT, donde las sumas
corren sobre todas las felchas b 2 ¢, cBa respectivamente y Ag, A, € K.
En consecuencia

T+ ep(rad®A)eq = (X Moo + 33 AgAas2y) + ep(rad®A)e,.

Usando que radA es nilpotente y por induccién, completamos la demostra-
cién. O

Corolario 4.1.4. Si A es una K-dlgebra de dimension finita, bdsica e ines-
cindible, entonces su carcaj ordinario Qp es conexo.

Demostracion. Supongamos que Q5 no es conexo. Por lo tanto, (Qp)o =
Q) U Q, donde ningin vértice de Qj, es vecino de uno de Q. Afirmamos
que sii € Qp y j € Qf, entonces e;Ae; = 0 = e;jAe;. En efecto, por la
Proposicion 2.2.3 y usando que Ae; es inescindible tenemos:

eile; = Homy(Ae;, Aej) = Homp(Ae;, radAej)
= e;jrad(Aey) = ei(radA)e;.

En consecuencia e;Ae; = e;(radA)ej, y por la Proposicién 4.1.3 tenemos
ei(radA)e; = 0. Por lo tanto, e;Ae; = 0 y de manera andloga se demuestra
ejAe; = 0, asi, la Proposicién 3.1.12 implica que A no es inescindible, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, Q4 es conexo. ]

Ejemplos 4.1.5.

(a) Sea A = K]Jt]/ (t"™), con m = 1. Como el unico idempotente distinto
de cero de A es el uno, entonces Qp tiene un sélo vértice. Consideremos
el ideal bilateral de A, T = (t), donde t =t + (t™), tenemos que (t)" =0
y A/ (t) = K. Por lo tanto, por el Corolario 2.3.3 (c), rad\A = (t). En
consecuencia rad’A = (t?) y asi dimg (radA/rad?A) = 1. De esta manera

Q es el carcaj
103 e
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(b) Sea
K 0 0
A=| K K 0
K 0 K

el dlgebra de matrices triangulares inferiores [Ai;] € M3(K), con A3p =0 y
Apg = 0 para p < q. Las siguientes matrices forman un sistema completo de
idempotentes ortogonales y primitivos de A:

1 00 0 00 0 00
e1r=]0 0 0|, e2=]0 1 0|, es=|0 0 0
0 00 0 00 0 0 1
0 00
Consideremos el siguiente ideal bilateral T = a 0 0| |abek
b 0 0

Tenemos que I? = 0 y ademds AJT = K@ K@ K. De esta manera,
usando el Corolario 2.3.3 (c), radA = I y radA? = 0. En consecuencia,
dimy(radA/rad?A) = 2 y un cdlculo sencillo nos da dimp (ez(radA)e;) =
1 = dimg(es(radA)ey). Asi, Qu es el carcaj

1o .
N
20 30

(c) Sea A el dlgebra de matrices triangulares inferiores de 3 x 3

a 0 0
A= ¢c b 0 p|abecdecK
e d a
y sea I el ideal
0 00
= 0 00||eekK
e 00

Las siguientes matrices forman un sistema completo de idempotentetes or-
togonales, para el dlgebra B = N/T:

1 00 0 00
e1r=100 0|+Z y e2=|0 1 0 |+Z
0 01 0 0O
Para ver que son primitivos basta usar la Proposicion 2.2.10. Ahora con-
000
sideremos el ideal bilateral J = ¢c 0 0 |+Z]|c,de K} de B. Te-
0 d o0

nemos que J?2 =0 y ademds B/J = K@ K. De esta manera, usan-
do el Corolario 2.8.3 (c), radB = J y rad’B = 0. En consecuencia,
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dimg (radB/rad*B) = 2 y un calculo sencillo nos da dimg (es(radB)e;) =
1 =dimg(ei(radB)ey). Asi, Qp es el carcaj

«
lo—/=20

B

Proposiciéon 4.1.6. Sea Q) un carcaj finito y conexo, I un ideal admisible
de KQ y A = KQ/I. Entonces Qp = Q.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.6 el conjunto {e, = ¢, +Z | a € Qo}
es un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de A =
KQ/Z. Por lo tanto, (Qx)o = Qo. Por otro lado, por la Observacién 3.2.14,
los elementos de la base de Rg/ Ré estan en correspondencia biyectiva con
los elementos de la base de radA /rad?A. Ademés, como a—ao’ ¢ Ré Va,d €
Rg, tenemos que la base de Rg/ Ré estd en correspondecia biyectiva con
la base de Rg. Por lo tanto, tenemos una biyeccién entre las bases de Rg
y radA/rad?A. De esta manera, para cada a,b € Qp, hay una biyeccién
entre {a = b | a € Q1} y la base de ey(radA/rad’>A)e,. En consecuencia

(Qra)1 = Q1 y asi Qr = Q. O

A continuacién enunciaremos y demostraremos el resultado principal de
esta Tesis, conocido como el Teorema de Gabriel.

Teorema 4.1.7. [Teorema de Gabriel] Sea A una K-dlgebra de dimen-
siom finita, bdsica e inescindible. Entonces existe un ideal admisible I de

KQp tal que

A= KQN\/T

Demostracion. Usaremos la notaciéon de la definicion 4.1.1 y construiremos
un morfismo de K-dlgebras ¢ : KQx — A, después demostraremos que @ es
epimorfismo y que Keryp =7 es un ideal admisible de K Q4.

Para cada flecha a % b € (Qp)1, sea x, € ey(radA)e, donde {z, +
rad’A | a % b} es una K-base de ey(radA/rad’A)e,. Definamos ¢q :
(Qa)o — A por la férmula @o(a) = eq, ¥y ¢1 : (Qa)1 — A por la férmula
v1(a) = x4 para a € (Qp)1. De esta manera {po(a) | a € (Qp)o} for-
ma un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos para A,
ademas, ¢o(b)p1(a)po(a) = epraeq = xq = 1(a). De esta manera, por el
Teorema 3.1.15, existe un tinico morfismo de K-algebras ¢ : KQA — A que
extiende a ¢g vy 1.

Afirmamos que ¢ es epimorfismo. En efecto, dado que su imagen es ge-
nerada por e, (a € (Qa)o) ¥ o (@ € (Qa)1), es suficiente ver que estos
elementos generan a A. Dado que A, radA y A/radA son K-espacios vecto-
riales de dimension finita, la siguiente sucesion se escinde:
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0—radh 5 A5 A/radA — 0.

Donde 4, 7w son la inclusién y proyeccién candnica respectivamente. De esta
manera A = radA @ A/radA. Por el Corolario 2.3.24 (b) A/radA es generado
como K-espacio vectorial por {e, + radA | a € (Qp)o}, falta ver que radA
es generado como K-espacio vectorial por los x4, pero esto es consecuencia
de la Proposicién 4.1.3. Por lo tanto, ¢ es epimorfismo de K-algebras.

Resta ver que Z = Kery es admisible. Denotemos por R = Rg, al ideal
de flechas de K@ . Por definicién de ¢ tenemos ¢(R) C radA y por lo tanto,
©(R") C rad'A para cada | > 1. Como radA es nilpotente, existe m > 1 tal
que rad™A = 0, por lo tanto, R™ C Keryp = Z. Por tltimo demostraremos
que Z C R?. Sea x € Z, tenemos

r= ZGG(QA)O Aa€a + ZaG(QAh Ha® + Y,

donde Ay, p1o € K y y € R%. Como o(x) =0,

0 = ZGE(QA)O )\aea + ZQE(QA)l lu’a'ra + ()O(y)

Asl, Yae(@u)o Aaa = — Xac(@p) Haa — ©(y) € radA. Dado que radA es
nilpotente y los e, son idempotentes ortogonales tenemos que A, = 0 Va €
(Qa)o- De esta manera Zae(QA)l taTa = —@(y) € rad’A y en consecuencia
Yac(@y): HolTa + rad?A) = 0. Pero el conjunto {z, + rad?A | o € (Qp)1}
es por construcién una K-base de radA/rad?A, por lo tanto, p, = 0 para

toda a € (Q4)1. En consecuencia z = y € R? y entonces Keryp = T es un
ideal admisible de KQ,. O

Definicién 4.1.8. Sea A una K-dlgebra de dimension finita, bdsica e ines-
cindible. Un isomorfismo A = KQa/Z, donde T es un ideal admisible de
KQp, es conocido como una presentacion de la K-dlgebra A (como un
dalgebra de carcaj acotado).

Ejemplos 4.1.9.

(a) En el Ejemplo 4.1.22 (a), tenemos el morfismo de K-dlgebras ¢ :
KQa — A definido por p(e1) = 15, p(a) = t. Claramente, ¢ es epimorfismo
y Kerp = (a™). Por lo tanto, KQp/ (o) = A.

(b) En el Ejemplo 4.1.22 (b), tenemos el morfismo de K-dlgebras ¢ :
KQp — A definido por

, ples) =

T
O R O O O
_ oo O O o o
o O O
S O O
= o O

OO O O OO
1L
T
SO O OO
OO O O OO

OO O O OO
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Claramente @ es epimorfismo y en particular veremos que es monomorfismo.
En efecto, sea x = A1e1+ Aaca+Azes+ M+ A58 € KQy tal que p(x) = 0,.
Como ¢ es K-lineal

A 0 0
ox)=1 M A2 O
As 0 Ag

Por lo tanto, \; = 0 Vi =1,...,5. De esta manera A = KQ,.
(c) En el Ejemplo 4.1.22 (c), tenemos el morfismo de K-dlgebras ¢ :
KQp — B definido por

+ 7, @(52) = +Z,

+Z, ¢(B)=

+7.

OO O OO O
_ o O O = O
OO O OO O

O O O O+
O O O O oo
OO O = OO

Un cdlculo sencillo nos da Kerp = (af, fa) = RQQ y por lo tanto, B =
KQB/REQ, donde Q = Qp.
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