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Introduccion

LEs posible desarrollar la teoria bésica de la inferencia estadistica pa-
ramétrica bajo un enfoque integral, sin hacer una separacion entre enfoque
clasico y bayesiano?

La estadistica inferencial es la parte de la estadistica que se encarga de
estudiar procedimientos para la obtencién de conclusiones a partir de la in-
formacion parcial, tipicamente la que se encuentra en una muestra aleatoria.

La inferencia paramétrica resuelve los problemas de las distribuciones de
probabilidad cuando ésta es conocida en su totalidad, salvo por uno o varios
parametros.

En estadistica, se pueden hablar esencialmente de dos enfoques, el clasico
y el bayesiano, pero la diferencia fundamental entre la estadistica clésica (fre-
cuentista) y la bayesiana es el enfoque de probabilidad. Para la estadistica
clasica es un enfoque objetivo, que se encuentra en la naturaleza, mientras
que para la estadistica bayesiana se encuentra en el observador, siendo asi
un enfoque subjetivo. De este modo, en estadistica clasica sélo se toma como
fuente de informacién las muestras obtenidas suponiendo para los desarro-
llos matematicos, que se pueden tomar tamanos limite de las mismas. En el
caso bayesiano, sin embargo, ademas de la muestra también juega un papel
fundamental la informacion previa o externa que se posee en relacion a los
fenémenos que se trata de modelizar.

Se parte de la premisa de que se cuenta ya con conocimientos sobre la
teoria basica de probabilidades, particularmente sobre variables y vectores
aleatorios y sus transformaciones, sin necesidad de antecedente alguno sobre
algin enfoque de la estadistica, y que lo anterior es suficiente para poder
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abordar la teoria basica de la inferencia estadistica paramétrica de manera
integral.

Usualmente, los dos enfoques se abordan de manera separada, por lo que
este trabajo pretende presentar de manera integral, original, estructurada y
desarrollada, un solo enfoque, despues del analisis de textos esenciales sobre
inferencia estadistica parametrica bajos los enfoques clasico y bayesiano, y
otros mas bajo enfoques integrales, ademas de analizar diversos ejemplos de
aplicacion y se desarrollan los que resulten idéneos para aplicar la teoria bajo
el enfoque integral propuesto.

Con este trabajo, podemos ver que el estudio de la estadistica puede ser
en un enfoque integral, que posiblemente facilite el entendimiento de esta
area de gran importancia, sin necesidad de hacer enfasis en las diferencias
conceptuales y metodoldgicas de ambos enfoques.

La gran mayoria de los textos sobre inferencia estadistica paramétrica
(teorfa y aplicaciones) para el nivel licenciatura de una carrera como Ac-
tuarfa abordan solamente (o predominantemente) el enfoque cldsico de la
estadistica, en comparacion con aquellos que lo hacen bajo el enfoque baye-
siano. Mas raros aun son aquellos que abordan ambos enfoques de una forma
integral o equilibrada, tal es el caso de los titulos Statistical Inference An
Integrated Approach y Principles of Statistical Inference.

Este trabajo pretende ser de mucha ayuda para los interesados en el area,
ya que no se cuenta con mucho material en idioma espanol. Por tal motivo,
es de nuestro interés presentar un escrito que muestre de manera clara y de
facil entendimiento los conceptos de la inferencia estadistica paramétrica.

Se abordan diferentes problemas que tienen soluciones estadisticas, mos-
trando los pasos y justificando su desarrollo. Desde ejemplos muy sencillos
hasta algunos mas complejos, con la intencion de ilustrar los temas para un
mejor entendimiento.



Capitulo 1

Inferencia estadistica
paramétrica

1.1. Familias paramétricas

Una familia de funciones de densidad o de masa de probabilidades (fdp o
fmp) se denomina familia exponencial si puede expresarse de la siguiente
manera:

f(x]6) = h(z) c(0) exp <Z w;(6) ti(x)> :

i=1
donde: h(x) > 0, t; son funciones reales que no dependen de 6, ¢(0) > 0, w;
funciones reales que no dependen de z, vedse [2].

Ejemplo: Consideremos una variable aleatoria (v.a) binomial(n, #), n cono-
cida, € desconocida, 0 < # < 1, con funcién de densidad:

fla|n,0) = (Z)em — )" g,y ().

Entonces con k = 1, w(f) = log(:%;), t(z) =z y exlog(%), se tiene que el
modelo binomial(n, #) con n conocida, es familia exponencial.

Si n es desconocida en este modelo, no es familia exponencial ya que no
podriamos separar la funcién indicadora ni el coeficiente binomial.

1
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El modelo clasico de regresién lineal simple, bajo el supuesto de normalidad,
.t = 1,...,n con funcién de densidad

es decir que Y; ~ Normal(a + SBx;, 0?)
de probabilidad:

1
fri(yila+ Bai o) =

2mo?

CAPITULO 1. INFERENCIA ESTADISTICA PARAMETRICA

—(yi — (a + Bx;))?
202

f it

también es una familia exponencial con k = 3, 0 = («, 3,0?) y:

1

(a + fa;)?

202

1

Vo

e:cp( —

h(yz) = \/_2_71" C(Oé,B,O'Q)
wl(aa 57 02) = %7 tl(yl) =Y
g
w2(0[, 57 02) = %7 tQ(yz) = XY
1
w3(O[, 57 02) = _270'2’ t3(yz) =Y

Familia Paramétrica Parametros
Bernoulli P
Binomial n conocida, p desconocida

Geométrica P
Binomial Negativa r conocida, p
Poisson A

Beta a, B
Exponencial 6]
Gamma a, B
Normal i, o
Weibull v, B conocida

Cuadro 1.1: Algunas familias exponenciales.
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Sea f7 una funcién de densidad de una v.a Z. Sea la v.a X = a4 $Z con
aeR,[5>0

Fx(z)=P(X <z)=Pla+pZ <x)

= fx(z]a,B) = %h(x 5 O‘)

es la familia de localizacién y escala construida a partir de la densi-
dad fz, que se denomina densidad estandar de la familia. « es el parametro
de localizacién y S es el parametro de escala, vedse [2].
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Figura 1.2: Parametro de escala.

En las figuras 1.1 y 1.2, se observa el efecto de los pardmetros de localizacon
y escala respectivamente.

Ejemplos: Se tiene

fo(2) = jQ_Wexp(‘;Q) ~N(0,1)

Si definimos a X := 8 Z + « entonces
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Fx(z) = P(X < 1) = P(a+B8Z < 1) —P(Zg (Xﬁ_o‘)) —FZ(X_O‘>.

Al derivar obtenemos que

Entonces

fx(e o, 8) = \/%ﬁewp[— 1(“”” - O‘)] ~ N{a, ).

De manera que, el modelo normal con los pardmetros usuales a, 3% es una
familia de localizacion y escala.

Ahora supongamos que se tiene

1 y—1 w—1
fZ(Z) = B(,)/,w)Z (1 - Z) ]{OSZS 1}~ Beta(’%w)
donde
By - TP
T T T W)

Si definimos a X := [ Z + «a entonces

Fx(z) = P(X <2) = P(a+8 Z < 1) :P(Zg (X_O‘D :FZ<X_O‘>.

derivando obtenemos que

entonces

1 r—a\! z—a\“!
fX('r|Oéuﬁ): 1 - ]{a§x§6+a}

BB(vy,w)
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La distribucién de probabilidad asi obtenida para X se conoce como beta de
cuatro pardametros. Ver Figura 1.3.
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1
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-
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Figura 1.3: Efecto de localizacion y escala en el modelo beta.

1.2. Muestra aleatoria y sus transformacio-
nes

Una muestra aleatoria (m.a) es una sucesién finita X1, ..., X,, de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, y a los valores
que reporte se les conoce como muestra aleatoria observada, y la denotamos
x = (21,9, ..., xy,), vedse [8].
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Las muestras aleatorias se obtienen con la intencién de inferir propiedades
de la totalidad de la poblacién, para lo cual deben ser representativas de la
misma. Para cumplir esta caracteristica, la inclusién de sujetos en la muestra
debe seguir alguna técnica de muestreo.

Un estadistico es una variable o vector aleatorio resultante de transfor-
mar una muestra aleatoria, que pretende ser una herramienta 1til para hacer
inferencia en relacion a la poblacién de interés. Por ejemplo, sea una funcion
t : R" - Ry definamos la v.a T' := #(X1, Xs,..., X,,). Entonces T es un
estadistico, y tendra alguna distribucion de probabilidad, que eventualmente
puede obtenerse explicitamente o bien aproximarse, vedse [8].
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Nombre del estadistico Formula matematica
Medi tral X L zn:X
edia muestra = — i
ey
Varianza muestral 5% = ! i(X - X)?
" on—1+ !

X3 + X+

Mediana muestral X ntl) si n es impar, 5 si n es par
Rango muestral Xy — X
Minimo Xy == min{Xy, ..., X,}
Méximo Xy = max{Xy,.., X}

Cuadro 1.2: Algunos estadisticos comunes.

En el Cuadro 1.2 se presentan algunos de los estadisticos mas utilizados.

1.3. Paradigma general

Supongamos que se tiene una m.a observada x = (1, ..., ,), proveniente de
una familia paramétrica f(x|#) con parametro desconocido § € ©. Tipica-
mente lo que se busca es hacer inferencia acerca de una observacion futura,
es decir prediccion, para asi hacer calculo de probabilidades de interés, me-
diante:



1.3. PARADIGMA GENERAL 9

P(X, 41 € A) = /Af(x |0)dx.

Como el parametro 6 es desconocido, procedemos probabilisticamente de la
siguiente manera:

o] x) = / o, 0] x) df = / F( | 0)p(6|x) db (1.1)

de donde p(#|x), se obtiene por medio de la regla de Bayes, vedse [6]:

C o(x[0)p(0)
1) = T e o)p(0) o

(1.2)

La ecuacién (1.1) se conoce como distribucién predictiva final y la ecuacién
(1.2) es conocida como distribucién final.

Notemos que L(0|x) = p(x|0) la cual se conoce como funcién de maxima
verosimilitud.

©(0) es la distribucién inicial, basada en informacién previa, vedse [7]. El
denominador es una constante, que en ocasiones resulta dificil calcular de
manera explicita, especialmente si la dimensién del espacio paramétrico es
mayor a 1. Sin embargo, existen métodos numéricos y de Monte Carlo para
su aproximacion.

Notemos que
n

L@ |x) = [ [ f(z:i10).

i=1

Observemos que la distribucién final contempla la informacion muestral asi
como la informacién inicial. Una vez hallada ya es posible plantear cualquier
problema de inferencia en relacién al pardmetro desconocido @ y/o a una
observacion futura.
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Ejemplo: Si tenemos una m.a Xi, ..., X,, ~ Bernoulli(#), 0 < # < 1 con una
funcién de densidad f(z|0) = 0%(1 — )"~ Iy 1)(x), entonces
L(O|x) = [] flx:i]0) = 6%=7(1 — )" =",

i=1
Supongamos que contamos con informacion inicial que puede traducirse en
las siguientes ecuaciones:

Mediana(f) = 6, (1.3)

P(01 << 92) = (14)

con by, 61, O v v conocidos.

Como 6 pertenece al intervalo (0,1), cualquier modelo que tenga por lo menos
dos parametros y soporte en (0,1) nos podria resultar ttil para incorporar la
informacién inicial de las ecuaciones (1.3) y (1.4).

Por ejemplo, con el modelo Beta(«, ) tendriamos como distribucién inicial:

Ia+ B)

WQMG —0)7 1 1. 1)(0),

pl(e ’ O‘aﬂ) =

donde los parametros « y [ tendrian que calibrarse de acuerdo con la infor-
macién inicial de las ecuaciones (1.3) y (1.4).

Al utilizar (1.3) tenemos:
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1

Fou(fo |, 8) = 5 =0

Por (1.4),
F@1(62|a76> - F@l(ellavﬁ) =7

F@1(02|a75)_F@1(91|avﬁ)_’720'

Al combinar las ecuaciones anteriores se tiene:

2

2
(a)i= [Ful@wla.p) = 5| + |Falbela,8) = Fu(tr]a,) —

Basta minimizar h;(«, §) para encontrar los valores de a y 8 que reflejen la
informacion inicial de las ecuaciones (1.3) y (1.4).

Realizaremos la construccion de otro modelo que puede funcionar como dis-
tribucién inicial, el cual es conocido como distribucién Kumaraswamy.

Sea Y ~ Beta(1,b) , W =YY% 0 <W < 1cona>0yb>0. Entonces,

Fy(w) = P(W <w) = P(YY") = P(Y <w?) = Fy(w?).

dado que Y ~ Beta(1,b) tenemos que

(1 +b)

T(1)r(b) L=y =01 -y)" " o))

fY(y ’ 17b> =

Entonces:
fww|a,b) = awa’lfy(w 1) = aw“’lb(l — wa)b’II(o,l)(’w “)

=abw* M1 —w*) "o 1(w).
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Al obtener la funcién de distribucion de W,

Fw(w\a,b):/ fW(t|a,b)dt:/ abt =1 —(1—w)".
—00 0

Si se hace u =1— (1 —w )°, entonces w = [1 —(1—u) l/b] v

Por lo tanto:

Fy'(ula,b) = [1—(1—u)/]"" 0<u<1.

Con @y(0 | a,b) ~ Kumaraswamy(a, b),

Por (1.3):

Al aplicar (1.4)

F@2(92|a’7b) _Fm(61|a7b) =7 < (1_91a>b_ (1_92a)b:7-

1-60"—(1-64°—y=0.
hay(a,b) == {(1-%)1”—90]1 {(1—9@’)-(1—9;)"—7 2.

Ahora se minimizara hy(a, b).
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0.0 0.2 04 08 0.e 1.0

Figura 1.4: Comparaciéon de densidades inicial, Beta en negro y Kumaras-
wamy en rojo

En la Figura (1.4) se observa que ambos modelos pueden reflejar la informa-
cién inicial.

Al obtener la distribucién final (1.2) con g:
L(O1%)1(0) 0c 02 (1 = 0)" 22021 (1 — 0) "~ L,1)(0)

Por lo tanto i (0 ]x) ~ Beta(a + >z, f+n— le)

Si quisiéramos desvanecer la influencia de la informacién inicial, obtendriamos
la distribucién final no informativa, en cuyo caso o — 0y 8 — 0, es decir:

01(0]%) ~ Beta(Zx,;,n— zx>

Ahora al obtener la distribucién final (1.2) con s,
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L(0]x)p2(0) o< 0=71(1 — 0)" 201 (1— 0 %) g, 1)(0)
= gr= (1 — )= (1= 6) " g, 1)(6).

Notemos que o< hace referencia a la proporcionalidad, y resulta mas facil
trabajar con ella, ya que al eliminar las constantes se hace los cdlculos mas
sencillos.

Para obtener el denominador es necesario resolver la siguiente integral:

K= / gl (] — g)n=2mi(1 —0)"1 Iy 1y(0)d6.
S

Es importante observar que no es posible resolver la expresion anterior de
forma explicita, por lo cual, se utilizé la herramienta de programacién R para
su aproximacién véase [9], dando como resultado K = 3.905823¢ — 31 (véase
Al).

Por lo cual

02(0]x) = 021 = 0) "2 (1 = 0)" To, 0y (0) (K)

Ejemplo: Tenemos una m.a X, ..., X,, ~ Uniforme(0, ), § > 0, cuya funcién
de densidad es f(z |0) = 3 I{o< 4 <gy, entonces:

n

1
LO|x) =[] f=i]0) = gn Lo> e}
i=1
Suponiendo que la informacién inicial que se tenga puede expresarse median-
te una distribuciéon de probabilidad Pareto con pardametros o y 8 calibrados
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de acuerdo con ello:

Bal
o], B) = Wf{ba} con a, > 0.

Entonces:

pa’
L(0]x) p(0) = ganr1 Lo>avan)

Luego:

pa’

/e L8] x) (6) d6 =

Al obtener la distribucién final (1.2),

(ﬂ+n)(a vV x(n))5+”

(B+n)(a V zg)sm

15

p(0]x) = Py Lio>avam) ~ Pareto(a V (), B+ n).
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18 20

10

T T T T
£.00 508 5.10 515

Figura 1.5: Distribucién final

Y no informativa p*(6|x) ~ Pareto(x(,), n)

20
I

15

10
I

T T T T T
5.00 5.05 B0 6.16 .20

Figura 1.6: Distribucién final no informativa



1.3. PARADIGMA GENERAL

17

Ejemplo: Tenemos una m.a Xj, ..., X;, ~ Uniforme(a, b), a < b, cona, b € R

con una funcién de densidad f(z|a, b) = —— ]{a<x<b}. Entonces,

b

L(a,b|x) = Hf x;la, b) = b—an ) Ttac oy Lio> w0y}
1=1

Supongamos que contamos con la siguiente informacion inicial:

Media(b) = 1 + ko

Pla < fo) =1=P(b> p).

Con kg By v (1 conocidos.

(1.5)

(1.6)

Vamos a construir una distribuciéon inicial que sea familia conjugada del
modelo Uniforme(a, b). Decimos que la distribucion inicial es familia conju-
gada para el modelo L(# |x), cuando sigue la misma ley de probabilidad que
la distribucién final, lo que hace los célculos de probabilidades mas sencillos,

ya que es un modelo conocido, (vedse [4]):

p(a,b|x) o< L(a,b|x)p(a,b).

Entonces,

Q?(l) [e.e]
// {a<x(1)}l{b>x< }dbda— / </ (b_a>_n db) da.
re (b —oo \Jag

Con el cambio de variable u = b — a, du = db tenemos
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Ty [0 Ty [ gt
/ / uw " du = /
-0 Jzm)—a —00 —n+1

oo T(1) _ —n+1
> da = / (@ =)™
T(n)—a —o n-1

Con el cambio de variable v = x(,) — a, dv = —da tenemos que
/%)x(n (2(ny — @)~ p () —a)™ "2 |
— a =
- n—1 (n—1)(—n+2) 2=
1

(=D = Do — o)

Entonces,

1 1
Ttacony Lponydbda = .
//R (b—ay o<z} Hozee) (= 1)(n — 2) (@ — 20))" 2

Al despejar,

(n =) (n—2)(xm — z0)" >
//R2 b—ay I{a<m(1)}f{b>x(n)}dbda:1 con n > 3.

Sean o =n — 2, 1 = x(n), ¥ Bo = x(1). Entonces,

a(a+ 1)(61 — o)

@(a,b|05,ﬂ0,61) = (b_a)a+2

Itacsy Ippspy o >0, By < i

Hemos construido una distribucion inicial que ademas es familia conjugada
para el modelo.
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Ahora, al obtener la distribucién final (1.2) se tiene,

1

p(a,b|x) o< L(a,b|x)p(a,b) = b= ayrare

Al obtener la constante de integracién

1
//R2 (b— a)n+a+2]{a<50“(1)}]{b>/31\/90(n>}dbda'

Con el cambio de variable u = b — a, du = db tenemos

,30A$(1) ') 1 ﬁo/\:C(l) u—n—a—l oo
——duda = _— da
un+a+2 —-n—a—1

—00 ,81V:p(n)fa —00 ,81\/$(n)—a

da

—-n—oa-—1

—00

Con el cambio de variable v = 8, V x(,) — a, dv = —da tenemos
Bivamy—Porza) 4 —n—a—1 ! B1VT () —BoAx (1)
oo —n—a-—1 n+a+l)(n+ao)|

_ BiVam — B ANrg)
(n+a+1)(n+a)

19
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Por lo tanto p(a,b|x) es igual a

(a+n)(a+n+1)(BVaam —50Ax(1))a+nl ,
(b _ a)a+n+2 {a<Bo /\38(1)} {b> 51 Vz(n>}

= p(a,bla+n, By Axqy, BV Tm).

Al obtener la predictiva final (1.1)

otalx) = [ [ rielabota.b|x)dvda

Para facilitar los calculos, haremos

N=(a+n)(a+n+1)(BVam — BoArm)*™

min{z, fo Az(1)} oo N
= — X —dbda,
/—oo /nléx{az,ﬁl V@ } (b - a)oc+n+3

min{z, Bo Az(1)} oo
= N/ / (b—a) " 3dbda.

() méx{z, f1V (n)}

Con el cambio de variable u = b — a, du = db tenemos
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min{z, Bo Az 1)} u_a_n_Q oo
N / B da.
—o0

—a—n—2 méx{z, 1V ) }—a

da.

B N/min{x,ﬁo /\:c(l)} (méx{x, Bl vV x(n)} . a)fa7n72
R a+n+2

Con el cambio de variable t = max{z, #1 V z@)} —a, dt = —da tenemos

N t—oc—n—l
a+n+2)—-a—m-—1

(e}

)
méax{z, f1 V z () }—min{z, Bo Az(1)}

N(méx{z, /1 V x@n)} —min{z, B A x(l)})_a_”_l
a+n+2 '

(@ +n)(B1V zm — Po Axa)* T (méx{z, /1 V x4} —min{z, Sy A za)}) "}
a+n+2 '

Sean By = 31 V x4y y By = By A xa). Entonces

(a+n)(B1 — Bo)*™
a+n+2)(xV By —x A By)oetntl’

p($|X)=(

Con la distribucién inicial,
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obtenemos la marginal pa(a):

[e.9]

oa0) = [ olabdb = ala-+ (B~ ) Tocay [ (b=a) b

—00 B81

Con el cambio de variable u = b — a, du = db tenemos

oo

—a—1

00 —a—1
pala) :/_ p(a,b)db = o+ 1) (By — fo)* Tacs)—

Bi1—a

Entonces

a(B1 — Bo)”

palala, Bo, pr) = B —a)rt

Ig <y con a >0, By < fy.

La marginal pg(b) es

on®) = [ plabida = ala+ 1)~ 5 Ty [ (b= ) e

o]
Con el cambio de variable u = b — a, du = —da tenemos

[e.9]

') —a—1
@awzf o(a,b)da = ala+ 1)(Br — Bo)* Loy ~——

oo —a—1

b—Bo
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Entonces

a(B1 — Bo)”

@B(b|a7607ﬂ1) = (b— BO)OH_l

I{b>51} con a >0, By < B

y la condicional pp|4(b|a) estd dada por

pplalbla) =

B (a(a + DB = Bo)* La <) I{b>61}) ( (B —a)**! )
(b — a)o+? a(B1 = Bo)* Iia < poy

(@D -a
- (b_a)a+2 {6>p1}-

De la distribucién final y tomando en cuenta que la distribucién inicial es
familia conjugada, obtenemos las marginales

(0 +n)(B1V 2w — Bo Ax))* ™™
(Bl \Vi x(n) _ a)a—f—n—f—l

pA(Cl | X) = I{a<,6’o/\ac(1)} con o > 07 60 < /81

(@ +n)(BLV 2w — fo Aw)*H"
pB(blx) - (b _ 6() A I’(l))a—i_n—’_l [{b>ﬂ1V$(n>} con o > 07 /60 < /61'

Y la condicional
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(4+n—+1)(61Vzm —a)* !
pB|A(b ‘ &) = (b _ a)a+n+2 [{b>61\/x(n)}'

Las distribuciones asi obtenidas seran de utilidad para hacer inferencia es-
tadistica tanto sobre los parametros como sobre una observacién futura (pre-
diccién), como se vera en los capitulos siguientes.



Capitulo 2

Estimacion puntual y de
conjunto

2.1. Estimacién puntual

Estimar puntualmente un pardmetro 6 de un modelo de probabilidad f(xz | 6)
dada cierta informacién inicial y/o muestral es escoger un valor 0 que per-
tenezca al espacio paramétrico de €, mismo que denotaremos con ©, y que
esté cercano al verdadero valor de 6 que desconocemos. 0 se puede obtener
mediante alguna medida de tendencia central de la distribucién final p(6 | x),
por ejemplo la media:

0

B(9) - /@ 0 (6| x)db. 2.1)

En el caso de que no se tenga una muestra observada, puede usarse o(6) en
vez de (0| x), vedse [3].

Ejemplo: Consideremos una m.a Xj, ..., X, ~ Uniforme(0,0), § > 0, donde
la informacion inicial se representa mediante una distribucién de probabili-

dad Pareto(a, 5).

25
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Utilizando la media como medida de tendencia central una estimacién pun-
tual de 6 inicial es:

Ba
B—1

con g >1

ézE(G)z/@Hp(&]a,ﬂ)d@z

Del capitulo anterior tenemos que p(f|x) ~ Pareto(a V ), 5+ n), por lo
que la estimacién puntual final de 6 es:

(ﬁ + TL)(Oé V x(n))
B+n—1

é:E(G):/GGp(O]X)dH:

Si se deseara la influencia de la informacién inicial, debe hacerse a« — 0, 5 —
0. Entonces:

Ahora, utilizando la mediana, tenemos:

¢ t
Ba? -
gt la<o lu<py A0+ Iuzp = Ba Iucgy | 07771 d0+ Iysp)

B
_ _ a
= —a’ (77 —a ) Iycpy + Tsepy =1 - (;) Ta<py + Iii>py-
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Entonces

Al despejar a t, tenemos

o

t= ———

(1/2)77

Ya que la distribucién Pareto es familia conjugada para la distribucién Uniforme(0, 9),
el estimador puntual buscado es

t= 21/(6+n)(04 V Qi(n)).

Sia—0,8—0,

t=2ln Z(n)-

Sabemos que la distribucién Pareto es continua, al utilizar la moda, que es
donde esta distribucion alcanza el supremo, el estimador buscado es (aVx(y)).

Si o — 0, el estimador que buscamos es ().

Nota: Podemos ver que al usar la moda y desvanecer la informacion inicial,
coincide con lo que algunos conocen como estimador de maxima verosimaili-
tud, vease [1]. Decidir qué medida de tendencia central conviene utilizar seré
tema del capitulo 4.
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[ o
= [a=s |
||3 =
= |
e
=
iy

Wi — \
= —

T T T

3 3.45 .75

Figura 2.1: Estimadores puntuales Distribucién Pareto

Ejemplo: Consideremos una m.a X, ..., X,, ~ Bernoulli(#), # > 0, donde la
informacion inicial se representa mediante una distribuciéon de probabilidad
Beta(a, 3).

La estimaciéon puntual de € inicial es

é:E(G):LQQ(0|a,6)d9:a+ﬁ.

Del capitulo anterior tenemos que p(f|x) ~ Beta(a + >z, B4+ n— > x;),
por lo que la estimacion puntual final de 6 es

D>
H
\
>
‘75

Qb
KeJ

Q
>
|
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Sia—0,8—0,
§— 2=
n

El estimador puntual es, via la mediana,

0=F1(1/2]|x).

Es importante observar que no es posible obtener una funcion de distribucién
explicita para el modelo Beta, por lo cual, se debe aproximar numéricamente.

Sabemos que la distribucién Beta es continua. Al emplear la moda, que es
donde alcanza el supremo, el estimador buscado es

a+> ;-1

————— con «, > 1 cuando existe.
a+p+n—2 b

Sia— 0, 8 — 0, el estimador que buscamos es

n—2

Observemos que para valores muy grandes de n el valor del estimador pun-
tual via la mediana, via la media o via la moda no difieren mucho.

Ejemplo: Consideremos una m.a Xy, ..., X,, ~ Uniforme(a, b), a < b, donde
la informacion inicial se representa mediante una distribucién de probabilidad

ala+1)(B — By)“

pla, bla, Bo, i) = (b — a)o+2

Ha<poy Ips>py @ >0, fo < fr.
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Del capitulo anterior tenemos que

patala o ) = Sy con > 0. o < )
pB(b|a, Bo, 1) = %[{wﬁl}mn a>0, By < B

El estimador puntual inicial de a es

Bo
@ =E(4)= / aplala, By, B1)da= a(p — 50)“/ a(By —a)~* ! da.
A —00
Con el cambio de variable v = 31 —a, a = 81 — u y du = —da por lo que
a(Br — 50)a/ (Br —wu™ " du = B — M.
B1—Bo a—1

Por lo tanto la estimacion puntual inicial de a es

_ a(b — 50).

a—1

=

Q>

El estimador puntual inicial de b es

b= E(B) = /Bbp(b | a, Bo, B1) db = (B — Bo)” /oo b(b — o)~ db.
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Con el cambio de variable u = b — 5y, b =u+ By y du = db y entonces

(B — Bo)” /°° (u+ Bo)u™ """ du = By + M,

B1—Bo a—1
Por lo tanto, la estimaciéon puntual inicial de b es

(B — 50)'

a—1

b= B+

La estimacién puntual final de A y B, tomando en cuenta que son familias
conjugadas, es pues

(a + n)(ﬁl V Ty — Bo A\ ZE(l))
a+n-—1

a= (Bl \% x(n)) -

(Oz + n)(ﬁl V Ty — Bo N l’(l))

b= (B A .
(Bo A y) + a+n—1

Sia— 0, By — oo, f1 — 0, los estimadores que buscamos son
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Con la mediana, la funciéon de distribucion para la marginal A es

t

/ palala, Bo, Br)da = a(Br — Bo)“ L<pyy / (B1—a) " da+ Iyspy

—00 —00

Br— B\
= (ﬁ Lieepoy + Li2p0)-

Entonces

(51 — 50) —1/2.
B —t
Al despejar a t se sigue que

t=p— 2B — Bo).

Ya que es familia conjugada, el estimador buscado es

t=(B1Vam) =27 T(BV 2wy — By Azy).

Sia—0, fy—>o00y 1 — 0,

= J](n) — 21/n($(n) — J}(l)).
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La funcién de distribucién para la marginal B, es en este caso la integral

/ @B(b’aaﬂo,ﬁl)db:a(ﬁl—ﬁo)af{»ﬂl}/(b—ﬁo)_a_ldb‘i‘ I<py

—00 B1

=1- <u> I{t>ﬁ1} + I{téﬁl}‘
t—Bo

Entonces

De donde se sigue que

t=Bo+2"(8 — Bo).

Ya que es familia conjugada, el estimador buscado es:

t=(Bo Axqy) — 2BV m3) — Bo Ampry).

Sia—0, fp—=>o0y p1 —0

t =) — 2" (2 — 2q0)-
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Sabemos que las marginales de a y b son continuas, la de a creciente y la
de b decreciente. Al utilizar la moda, que es donde alcanza el supremo, el
estimador buscado en cada caso es:

a= 60/\1’(1)

I;: b1V Z(n)-

Si By — o0, f1 — 0, los estimadores que buscamos son
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migda

_ mgdlany

madia

0.2
1

oo
1

oao
1

.14 12 -0 ] A -4 -2

Figura 2.2: Estimadores puntuales de la marginal A

- moda
[ Q-
o
] s
o
™ -
=1 media
[=)
- —
[=1
=

Figura 2.3: Estimadores puntuales de la marginal B

2.2. Estimacién de conjunto

Hacer estimacién de conjunto es encontrar un subconjunto ©, C © tal que
P(6 € ©,) =, donde la probabilidad 7 es tipicamente muy cercana a 1.

En el caso particular de un espacio paramétrico de dimension 1 la estima-
cién de conjunto consiste en encontrar valores 0, , 0 elementos del espacio
paramétrico, f; < 6, dada cierta informacién inicial y/o muestral tal que

(9 <0< s) = 7, tipicamente muy cercana a 1, donde 0; y 0, sean solu-
cién de la siguiente integral (o suma en el caso discreto):
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/é_ "0 x)d0 = (2.2)

~

Normalmente la solucién para 6}, fs no es unica. Por ello se escoge aquella
que minimice la longitud del conjunto [6;, 6], (vedse [2]).

Ejemplo: Consideremos una m.a X, ..., X,, ~ Bernoulli(f),0 < 6 < 1,
donde la informacién inicial se representa mediante una distribucion de pro-

babilidad Uniforme(0, 1).

La ecuacion (1.2) es en este caso

szi(l — «9)"_2 I"I(O?l)@
[} 0% (1 — Oy =Sl 1,0 do

p(0]x) =

Podemos ver que la constante de integracion K = fol pr o=l gy etl=1 gp
es el kernel de una Beta(1 + > x;, n — Y z; + 1). Por lo tanto:

o(0]x) NBeta(l—I—in, n—inqu).

Ahora si observamos la muestra (0,0,0), n = 3. Entonces p(6]0,0,0) ~
Beta(1,4) y

I'(5) _ _
©(010,0,0) = mel "1 =0)"" 10 = 4(1 — 0)*Lp1)0.
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Dado un valor v € (0,1) queremos conocer un conjunto de probabilidad v
para 6, es decir, encontrar 0 < 6; < 0, < 1 tal que P(0; < 0 < 6,) = ~. Para
ello hacemos

0 0s
/ p(9|0,0,0)d9:4/ (1-0)3do=(1-0,)"—(1—0,)*=n.
92‘ 97,'

De donde se sigue que

~

0, = —[(1—0)* =" +1.

Hay multiples soluciones para la expresion anterior por lo que escogemos la
de menor longitud. En este caso haremos 6; = 0, por lo cual 6, = 1—(1—~)"/4.

Por lo tanto [(), 1—(1- 7)1/4} es de probabilidad ~ para 0.

Si vy = 0.95, entonces és = 0.5271, y por lo tanto (0,0.5271) es una estimacién
de conjunto de probabilidad 95 % para 6.

Ejemplo: Consideremos una m.a Xy, ..., X;, ~ Exponencial(6), # > 0, donde
la informacién inicial se representa mediante una distribucién de probabili-

dad Gamma(a, ).

La ecuacion (1.2) es

(9|X) _ Ba 9n+a—16—0(6+2x

T
F(O[) {6>0}‘
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Podemos ver que la expresién anterior forma parte de una Gamma(n+ o, 5+
> ;). Hagamos a — 0, § — 0 para desvanecer la informacién inicial. To-
mando en cuenta una muestra de tamano n = 1,

o(0]x1) ~ Gamma(l, z1) ~ Exponencial(x).

Entonces F(0|z,) =1—e ™ 6> 0.

Buscamos 0 < él < 0; tal que

Pl: <0<6,)=r=F(0,|x) - F6;|z)

Entonces h(0;) = 0, — 0; = — o log (e™™ % —9) —a.

Deseamos que h(éz) se minimice. Esto se logra haciendo que 6; — 0, por lo
que

0, = —x—lllog (I—7).

—log (1 —7)

Por lo tanto, [0,
I

] es un conjunto de probabilidad v para 6.

Ejemplo: Consideremos una m.a X3, ..., X,, ~ Uniforme(a, b), a < b, donde
la informacion inicial se representa mediante una distribucién de probabilidad

ala+1)(B1 — Bo)?
(b —a)ot?

pla, bla, By, i) = Ita<poy Lp> gy @ >0, By < fBr.
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Deseamos encontrar un conjunto de longitud minima con un cierto valor ¢
con probabilidad v para la marginal A, entonces tenemos

o020
]

0.1a

Figura 2.4: Marginal A

Bo B0 _ N - .

Igualando a la probabilidad Gamma y despejando ¢

1_(51—50)a:7
B —c
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Ya que es familia conjugada, el conjunto buscado es

BV xmy — Bo A
(51 V x(n) - (1 _ 7)1/(a+n) ) BO N x(l) .

Deseamos encontrar un conjunto de area minima con un cierto valor ¢ con
probabilidad v para la marginal B, entonces tenemos

020 030
1

Q.10

0.0
1

L B

Figura 2.5: Marginal B

/pB(b‘a’BO’Bl)db:/ﬁ %I{bm}db:l—(%:gﬁ) .

Igualando a la probabilidad Gamma y despejando ¢

1_(51—50)a:7
c— fo
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Ya que es familia conjugada, el conjunto buscado es

V x, A
(51 VI, BoAxa)+ A —bo 1))-

(1 _ 7)1/(a+n)

Deseamos encontrar un volumen de longitud minima con un cierto radio r
con probabilidad v para la densidad final Uniforme(a,b). Entonces tenemos
la integral doble

Br+r (a+ 1)(51 _ﬁo)a
I, /5 N = ey e L R

— o o) ( / " ooy do- / M T B B db)

B1 1
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I e s
! - T
FJ’!J’!JTII!II!I
I — - - -

Figura 2.6: Densidad final

Es importante observar que no es posible resolver la expresion anterior de
forna explicita y por tanto en necesario recurrir a la aproximaciéon numeérica.



Capitulo 3

Contraste de hipdtesis

Sea {©; :i=1,...,m} una particién del espacio paramétrico ©. Una hipéte-
sis sobre el parametro 6 es de la forma:

HiIQEGZ’, @2g@

Es posible contrastar dos o més hipétesis, ya que a cada una de ellas se le
calcula su probabilidad de ocurrencia. Dicha probabilidad se calcula de la
siguiente forma

P(H;) =P(0 €06, = / o0 x)do. (3.1)

0;
Una forma de escoger una de las hipdtesis es elegir aquella H, tal que
P(H.) > P(H;) para todo i, (vedse [6]).

En el caso de que no se tenga una muestra observada, puede usarse p(6) en
vez de p(0]x).

Ejemplo: Consideremos una m.a X, ..., X,, ~ Bernoulli(d),0 < 6 < 1.
Supongamos que la informacion inicial se representa mediante una distribu-

cién de probabilidad Uniforme(0, 1). Se observa la muestra (0,0,0). Como
hipdtesis tenemos

Hi:0<1/3 Ho:1/3<60<2/3 Hy:0>2/3

43
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Del capitulo anterior tenemos que

0(010,0,0) = 4(1 — 0)*L5.1)0.

Entonces

1/3 1/3
P(Hy) = P(8 < 1/3) = / 0(0]0,0,0) df / 4(1-0) 010 6 — 0.8024,
0 0

2/3 2/3

©(610,0,0)do :/ 4(1 = 6)°I10,1y0 db
1/3

P(Mz) = P(1/3< 0 <2/3) = /

1/3

= 0.1851,

1 1

©(010,0,0)do = / 4(1—6)%I9,1)0 d6 = 0.0123.
2/3

P(Hs) = P(0 > 2/3) — /

2/3
Por lo tanto escogemos la hipétesis Hi, ya que es la de mayor probabilidad.
Ejemplo: Consideremos una m.a X, ..., X,, ~ Uniforme(0, ), # > 0, supon-
gamos que la informacién inicial se representa mediante una distribucién de

probabilidad Pareto(0, 1). Se observa la muestra (1,1/2,1/3). Como hipdte-
sis tenemos:

Hi:0<2 He:2<0<3 Hz:3<40
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Tenemos que

4
p(g | 1a 1/2a 1/3) = ﬁ]{9>1}

Entonces

2 2
4
P(H,) = P(6 < 2) = /O 0(0]1,1/2,1/3)do — /0 T Ty 48 = 0.9375,

3

3
4
P(Hy) = P(2<0 < 3) — / o(011,1/2,1/3) d0 — / 5 Ty 46 = 0.05015,
2 2

oo o0 4
P(H3) =P >3) = /3 p(01]1,1/2,1/3)d0 = /3 75 Iig~1y dO = 0.01235.
Por lo tanto, escogemos la hipétesis H; ya que es la de mayor probabilidad.

Ejemplo: Consideremos una m.a Xy, ..., X,, ~ Uniforme(a, b), a < b, donde
la informacion inicial se representa mediante una distribucién de probabilidad

ala+1 — o) “
ola, bl o, o, Br) = (bf((ilw 0 i) Ty @ >0, fio < fi

con la marginal A y como hipétesis

H11&<B0/3 H2:60/3§a<ﬁ0/2 Hgl&zﬁo/Z
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Tenemos que

a(fr — Bo)”

palala, Bo, B1) = W Tta<poycon a >0, By < S

Entonces

Bo/3
P(H,) = Pla < fo/3) = / o], o ) da

- Pol3 (81 — Bo)® ( B — Bo >a
—/—oo (Bl_a)a—i—l ]{a<60} da = Bl_(BO/S)

Bo/2

P(Ha) = P(Bo/3 < a < Bo/2) = /B ol ) do

:/Bo/za(ﬁl—ﬁo)al da:( b1 — bo )(1_( b1 — bo )a
5o/3 (B1—a)tt fo< o} Bi = (Bo/2) 81— (Bo/3)

Bo

P(Hs) = P(a > py/2) = /5 B pla|a, By, f1) da

_ [P alB =B _ _< Bi = Bo )
- /ﬂo/g (Br —ayart Ty o =1\ 575

Recordando que es familia conjugada tenemos que
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BV zmy — Bo Ay )a+n
/3)

P(th) = (ﬁlvxn)—«ﬁom )

P(H,) = ( b1V xmy — Bo Az ) a+n_( BiV my — Bo Az ) atn
? BV zmy — ((Bo Axy)/2) BV xmy — ((Bo Awy)/3)

BV xmy — Bo A )(Hn
)/2)

Pl#a) =1~ (51 V) — ((Bo Az

Se escoge aquella hipdtesis que tenga la mayor probabilidad.
Ahora con la distribucién final y como hipotesis:

Hi:b<2a Ho :2a < b< 3a Hsz :b> 3a

tenemos que

Bo

2a
/ o(a, bl o, By, 1) dbda
1/2J 81

P(Hy) = P(b < 2a) /
B

— 5
// / b aa+2 o la<poy o>y >0, o < Prdbda
B1/2 Y b1 -

-(57) ()

3a
P(H3) = P(2a < b < 3a) / / p(a, bl a, By, p1)dbda — P(H,)
B1/3 J B
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3a
ala+1)(B1 — Bo)®
/51/3 /51 b — a a+2 [{a<g0} [{b>51} o > O, ,80 < 51 dbda—P(Hl)

S () (B (AR

P(H?,):P(b23a):1—P(H1)—P<H2)

(B = Bo)" 3(B1 — Bo) " (BL—Bo)”
G ( 281 ) 227 ()

Recordando que es familia conjugada tenemos que:

BV xm) — Bo A x(l))aJm B 2(2(51 V Ty — Bo A 35(1)))&% 1
Bo N 1) BV iz

P = (

(B V @m) — o Az )a+n _ (BuVaw = Bo Awg)) T
2a+n+1(ﬁ0 A x(l)) 2a+n+1(51/3 \Vi x(n))oan

P(Hy) =

((51V$ — Bo N zq) )>a+n (51\/17 ﬁo/\ﬁ(l)) atn
261\/27 60/\1’1)

4o <2(ﬁ1 V xm) — Bo A x(1)))a+n
BV )



P(Hs) = (B1V Ty — Bo A l‘(l))OéJrn (3(51 V &(ny — Bo Az

Qa+n+1(3, /3 V x(n))a-‘rn 2BV T

(/81 \% T(n) — /80 A l‘(l))a+n
20 n 1 (By A ) )7

Se escoge aquella hipdtesis que tenga la mayor probabilidad.

))

49
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Capitulo 4

Teoria de la decision e
inferencia estadistica

4.1. Representaciéon formal de un problema
de decision

Resolver un problema de decisién es determinar una relacion de preferencia
= sobre un conjunto A de acciones posibles, y con ella elegir la accién 6pti-
ma. Un problema de decisién puede representarse mediante (£, ¢, A, 3), en

donde:

¢ = {E1, Es, ..., Ex}, es un conjunto de eventos mutuamente excluyentes y
ademads relevantes para el problema en cuestién, entendiendo por evento una
proposicion légica, cuyo valor de verdad o falsedad se determina con base en
el resultado de un fenémeno o experimento aleatorio, cuya incertidumbre se
puede modelar mediante una medida de probabilidad P.

¢ = A x £ se denomina conjunto de consecuencias, mismas que se pueden
cuantificar mediante una funcién de utilidad (o de pérdida) u: { — R.

Un problema de decisién también puede representarse mediante:

(A, D), (& P), (¢, u).

Lo que buscamos es determinar la relacién de preferencia = en A, es decir,

o1
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dados ay, as € A, si ay es igual o mas preferible que aq, se escribe a1 = as y
la decisiéon 6ptima serfa una a, € A tal que a = a, para toda a € A.

La relaciéon de preferencia = induce otras dos relaciones:

a; ~ag:sia; Jasy as 3 ag.

La expresién anterior denota indiferencia al elegir una acciéon u otra.

Por otro lado la siguiente expresién denota que a; es estrictamente preferente
a as:

a; < as :sia; 3 as MAas no aj ~ as.

A cada accién a; € A se le puede asociar una v.a X; con RanX; =
{®i1, ..., u;} con funcién de masa de probabilidades:

La utilidad esperada de la accién a; se define como :

k
(a;) = B(X;) = > u;;P(E)).

j=1

Existen diversos criterios para la solucion de un problema de decision, entre
ellos esta el criterio de la utilidad esperada mdzrima, vedse [4], donde la deter-
minacion de la relacién de preferencia estd dada por: a; = ag si 'y solo si u(a;) <
u(az), y en consecuencia:
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aj; ~ ag siy solo si u(ar) = u(ay).

a; < as siy solosiu(ar) < u(as).

Una accion a, € A se considera éptima si:

u(ay) > u(a;) paratoda a; € A.

Si la accién no fuera tnica hablaremos de un subconjunto A* C A de accio-
nes 6ptimas.

Decimos que una accién a; € A estd dominada por otra accion ay € A si
u(ar, E;) < u(ag, E;) paratoda E;, y ademads existe un jy tal que u(aq, E;)) <
u(az, Ej,) y en tal caso se dice que a; es una accién inadmisible, y por tanto
debiera ser eliminada de A, vedse [6].

4.2. Contraste de hipodtesis como problema
de decision

Una aplicacién de teoria de la decision a la inferencia estadistica se da en
contraste de hipdtesis. Si consideramos una m.a Xy, ..., X,, ~ f(z|6) con
desconocido, y se tienen las hipétesis: Hy : 0 € ©4,....,H,, : 6 € ©,, con
{O1,...,0,,} particién de O, se definen las acciones A = {ay, ..., a,,} de mo-
do que a; represente la accién de actuar como si la hipdtesis H; fuera la
correcta. Se define una funcién de utilidad v de forma que u(a;, H;) es uti-
lidad o bien consecuencia econdémica, de escoger la hipotesis ¢ cuando en
realidad la hipdtesis correcta es H;.
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P(H;) | P(H1) | P(H2) P(Hum)
u(ai, HJ) 7‘[1 Hg Hm Tt(ai)
a; U1 U12 Ul u(ay)
az U1 U2 Uom U(GQ)
U, U1 U2 Uy | W)

La accién 6ptima a, es tal que u(a,) > u(a;) para toda i, por lo que escoge-
mos H ..

Tipicamente la funcién de utilidad debiera cumplir para toda i u(a;, H;) >
u(a;, H;) para toda j # i.

Una funcién de utilidad simple serfa: u(a;, ?;) = Iji—j

P(H;) | P(H1) | P(H2) | -+ | P(Him)

u(ai, Hj) Hy Ho C Hon ﬂ(ai)
a, 1 0 e 0 P(H,)
a9 0 1 e 0 P(Hs)
” 5 T T TP

Bajo esta funcién de la utilidad, la accion éptima es escoger la hipotesis de
mayor probabilidad.

Por ejemplo, si consideramos una m.a X1, ..., X,, ~ Bernoulli(d), 0 < 6 < 1,
supongamos que la informacion inicial se representa mediante una distribu-
cién de probabilidad Uniforme(0, 1). Supongamos que se observa la muestra
(0,0,0). Como hipdtesis tenemos:

H129<1/3 7‘[3:¢9>2/3
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Del ejemplo del Capitulo 3, tenemos que:

P(H,) = 0.8024
P(H,) = 0.1851
P(H3) = 0.0123

Por lo tanto:

P(M;) | P(Hy) | P(Hs) | P(Hs)

U(CLZ', H]> Hq Ho Hs Tz(al)
ay 1 0 0 0.8024
a9 0 1 0 0.1851
as 0 0 1 0.0123

Por lo que la accion optima es aq, es decir, escoger H;.

En el caso de tener sélo dos hipotesis, se puede plantear el problema de la
siguiente manera:

Si se tiene una m.a Xp,.... X, ~ f(xz]0), 6 € ©, 0 desconocida, © =
OuUB;, ©yNO; =0 se contrastan las hipdtesis:

Ho:0€0Oy vs H1:0€ O, =0—-0,
de donde j € {0,1} :

Jo, 9(6)d6,  inicial.

pj=P(H;)=P(0€0;) =
f@j p(0]x)do, final.

Con p(0]x) informativa y no informativa.
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Do P1
U((IZ’, 7’[]) Ho 7‘[1 ﬂ((l,’)
Qg Uiy Uy2 u(ar) | = po w1 + Po Uiz

Error tipo II

ay Un1 U2 u(az) | = po u21 + p1 Unz
Error tipo 1

Lo razonable es ujq > w0, Upg > Uoy.

Podemos ver que el error tipo I es la consecuencia (aq,Hp), que es la pro-
babilidad de rechazar la hipotesis Hy dado que es cierta, y por otra parte el
error tipo II es la consecuencia (ag, H1), que es la probabilidad de aceptar la
hipétesis Hy dado que es falsa.

Es de nuestro interés calcular la probabilidad de cometer los errores mencio-
nados, por lo que:

P, si ﬂ(al) Z Tt(ao).

P(Error tipo I) =
0, siu(ar) < u(ag).
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po, siu(ag) > u(ay).

P(Error tipo II) =
0, sia(ag) < u(a).

Ejemplo: Consideramos una m.a Xj, ..., X;, ~ Uniforme(0,6), 8 > 0. Su-
pongamos que la informacién inicial se representa mediante una distribucion
de probabilidad Pareto(c, 8). Como hipdtesis tenemos:

Ho:0<60y vs Hyi:0>0
Del ejemplo del Capitulo 1, tenemos que:

B+n

Lo avagyy ~ Pareto(a V x(,), 8 + n)

Obteniendo P(H,) tenemos:

méx{0o,aVr ()}

P(Hy) = P(0 < 6,) = / (01%) I1o> ava,y 40

—00

df = 1—(04\/x(n))’8+n méx{eg, Oz\/x(n)}*(/ﬂurn)

B méx{0o,aVz(,)} (ﬂ + n) (Oz \% x(n))burn
— g 95+n+1

\/x(n)
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por lo que:

Bin
V Zn
P(%o)zl—( el )
(n) }

max{fy, a V x

Ahora bien obteniendo P(H;) tenemos:

P(H1) = P(0 > 0y) = / 00 %) Lio> ava,)1d0
0o

_/Oo (ﬁ+n)(an(n))B+” d@—( aV Ty >B+n
)}

1 7z
méax{aVz(,),00} gp+nt max{@o, aV T(n

Por lo tanto:

max{fy, a V x

B+n
V 2,
P(”Ho)zl—( iU )
(m)}

aV z, ptn
P :< v <>}>

max{fy, o V x

Si no deseamos contemplar la informacion inicial lo hacemos no informativa
haciendo «, B — 0 es decir:

P(Hy) =1— (ﬂy

T(n) V 0
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Tm  \"
P(Hy) = (2
(#a) <33(n) v 90)

Entonces, con la funcion de utilidad trivial tenemos que:

Po p1
u(ai, H]) Ho Hy Tb(ai)
Tm )"
1 0 11— ———
0 (33(n) v 90)
Error tipo II
o\
0 1 _—
“ (fﬂ(n) v 90)
Error tipo I

Entonces

( <ﬂ) i Tar) > T(ao).

T(n)y V 0o
P(Error tipo I) =

0, si Tt(al) < TL(CL()).




60CAPITULO 4. TEORIA DE LA DECISION E INFERENCIA ESTADISTICA

P(Error tipo II) =

4.3. Estimacién puntual como problema de
decision

En el Capitulo 3, vimos que existen diferentes estimadores puntuales via la

media, mediana y moda, la cuestion es saber cudl elegir. Esto es un problema

de inferencia que puede ser planteado como un problema de decisiéon y para

ello es necesario proponer una funcién de utilidad que cuantifique de cierta
manera las consecuencias.

Si se tiene la siguiente funcién de utilidad:

(0, ) =—(0 —0)° (4.1)

entonces

~

= —Ey[(6 — Ep(8)) + 2(8 — Ep(8))(Eo(8) — ) + (Ep(8) — 6)?]



4.3. ESTIMACION PUNTUAL COMO PROBLEMA DE DECISION 61

= —(0 — Ey(0))* + 2(0 — Ey()) x 0 — Vp(0).

A

El valor 8:* que maximiza 7(6) es el mismo que minimiza Vj(0) + (0 —
Ey(0))?, 6 € O, es decir cuando 0, = Fy(0).

Por tanto el estimador puntual para ¢ bajo funcién de utilidad cuadrética
es 0, = E(0), es decir, la media. Es importante ver que 6 ~ ©(f) o bien
0~ p(0]x).

En los ejemplos de estimacién puntual del Capitulo 2, se obtuvieron algunos
estimadores puntuales via la media.

Ahora bien supongamos que se tiene la siguiente funcién de utilidad.

~

u(0, 6) = ~10 - 0| (4.2)

Notemos que la funcién anterior se maximiza cuando la estimacion es exac-
tamente igual al valor tedrico del parametro.
Entonces

= 01igcgy — O tggy = Olgogy + 0L igspy
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= 0L oy — Lig<iy] + 011925y — O 1pgy-

Sabemos que:

7i(8) = E[fi(6,6)] = Eo(—6 — 61)

= Egl0L 10y — Lro<iy] + 0L 1<ty — 0L 1g-0)]

= é[E9(1{9>é}) - EHU{@gé})] + Ee(ef{egé}) - E9(91{9>é})-

Notemos que:

Ey(Iggey) = P(0 > 0) = 1= Fy(0)
E@(I{egé}) = P(@ < é) = F0(0>

Asi pues:

~

E9(I{a>é}) - Ee(l{egé}) =1—2F(0).

Por otra parte § ~ p(60) o bien 6 ~ (6 | x). Usaremos en este caso 0 ~ p(0 | x)
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0
Eol0l,pciy) = [ Ol0cay(01x) 0 = [ 00(0|)do

— 00

B0 ) = [ Oliiyot6 13000 = [ 00161
Notemos que:

Eo(01tp<y) + Eo(0119550) = Eo(0),

por lo que:

T(0) = 0[1 — 2F,(0)] + 2 / 0p(0|x) df — Ey(6).

—0o0

Entonces:

63
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Como:

Por lo que en 6 = mediana(f) se alcanza un maximo.

En los ejemplos de estimacion puntual del capitulo 2, se obtuvieron algunos
estimadores puntuales via la mediana.

Figura 4.1: Funciones de utilidad media y mediana

Ahora bien supongamos la siguiente funcién de utilidad.

A~
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Al igual que en los ejemplos anteriores 6 ~ p(6) 6 bien 6 ~ p(#]x) y usare-
mos en este caso la distribucién final.

Entonces:

~ ~

1i(0) = Ey[u(0,0)] = Eoll5_c<pcpic)]

R R é+e
:P(9—€§9§0+€)2/ p(0]x)db
o

—€

Entonces 7i(0) se maximiza cuando 6 = moda(6).

Es importante notar que p(6 | x) o< L(6 | x)p(6). Sin embargo al tomar el caso
no informativo, vemos que éste coincide con el que se conoce como estimador
de maxima verosimilitud.

En los ejemplos de estimacion puntual del capitulo 2, se obtuvieron algunos
estimadores puntuales via la moda.
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el )

Figura 4.2: Funcion de utilidad moda

4.4. Estimaciéon de conjunto como problema
de decision

La estimacién de conjunto también puede plantearse como un problema de
decision, ya que existen multiples soluciones para C' en la ecuacion |, o 9(0]x)do =

.

Al conjunto de soluciones posibles lo denotaremos por:
A= {C’C@:/p(@]x)dﬁ—y},
c

donde A representa el conjunto de acciones, en el que cada accién es una de
los distintos subconjuntos que podemos elegir.

Propongamos una funcién de utilidad tal que se prefieran las regiones C' de
menor tamano posible, el cual se denotard mediante ||C||, y que contengan

el verdadero valor de 6:
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w(C,0) = —k||C]| + 1c(0), k> 0.

La funcién de utilidad esperada para cada C' € A se obtiene mediante:

UC) = [ wC.00(61%)d8 = ~H|[C| .

Por lo tanto, la regién éptima serd aquella C* € A tal que su tamaio ||C*||
sea el minimo, donde C* se conoce como conjunto de probabilidad v de méaxi-
ma densidad. En los ejemplos de estimacion por regiones del Capitulo 2, se
obtuvieron conjuntos de tamano minimo.



68CAPITULO 4. TEORIA DE LA DECISION E INFERENCIA ESTADISTICA



Capitulo 5
Prediccion

Es de nuestro interés hacer el calculo de probabilidades de una observacién
futura de la v.a X, el cual hacemos mediante la distribucion predictiva final
1.1, vedse [5].

5.1. Estimacién puntual predictiva

Ejemplo: Tenemos una m.a Xy, ..., X,, ~ Uniforme(a, b) a < b con a, b € R

1

con una funcién de densidad f(x|a, b) = P Ita< 2 <) entonces
—a

a b|X Hf $z|a b ( ) ]{a<x(1)}[{b>z(n)}
1=1

Del Capitulo 1, tenemos que la distribucién predictiva final es:

(Oé + n) (Bl - Bo)a+n
(a+n+2)(xV By —x A By)otntl’

p(r]x) =

donde By = 1 Vxm) ¥y Bo= fo A x)

69
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0.10
|

0.05
l

Figura 5.1: Predictiva final

Al utilizar la media como medida de tendencia central una estimacién pun-
tual predictiva de x seria:

B S RS0, .
B (a+n+2)(xV By —x A By)atrtl

—00

Caso 1: x < By.

dx

T =

(a+n)(31 _ Bo)a+n /Bo T
(Oé +n+ 2) e (Bl _ x)a-i—n-i—l
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Con el cambio de variable u = B; — ¢ du = —dx tenemos:

(Oé + n)(31 o Bo)a—l-n B1—Bog

= — B, — —a—n—ld
(a+n+2) /Oo (Br—uu “

(a + n)(31 - B(])a—i-n By u ™ B1—Bo B y—o—ntl Bl—BO>
= (a+n+2) —(a+n) | —(a+n—1) |
Bl (Oé + n)(Bl — Bo)

a+n+2 (a+n+2)(a+n—1)

Por lo tanto el estimador puntual es:

B1 B (a—}—n)(Bl —Bo)
a+n+2 (a+n+2)(a+n-—1)

T =

Caso 2: By < x < Bj.

T =

(v +n)(By — By)*t" /Bl x (B — BZ)(a+n)

dx = .
(@+n+2) 5, (B — Bo)*™ " T 2(a+n+2)(Br — By)

Por lo tanto el estimador puntual es:

(312 - BOQ)(Q +n)

T %a+n+2)(B - By




72 CAPITULO 5. PREDICCION

Caso 3: x > B;.

T =

(v +n)(By — By)*t" /Oo x s
(+n+2) B, (z— Bp)atntl

Con el cambio de variable u = x — By du = dx tenemos:

_ B a+n e e}
— (a +n)(By 0) / (u+ By) uw " Ly
(a+n+2) Bi—Bo

[e's) —a—
uozn+1

o (O./ + n)(31 — Bo)aJrn (BO y-e "
B (a+n+2) —(a+n)

) )
B1—Bog

_|_ -
Bi—Bq —(a+n-—1)

(Oé"‘ﬂ)(Bl —B(]) BO
(a+n+2)(a+n—1) a+n+2

Por lo tanto el estimador puntual es:

(a+n)(31 —B()) BO
(a+n+2)(a+n—1) a+n+2

T =

En el capitulo anterior vimos que puede plantearse la estimacién puntual
como un problema de decisién. Con la siguiente funcion de utilidad se obtiene
como estimador puntual la media de una observacién futura.

@, x) = — (@ —z)” (5.1)
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Notemos que esta es la misma expresién obtenida anteriormente.
Ahora se utilizard la mediana:
Encontrando la funcién de distribucion

Caso 1: x < By.

(a+n)(Bi = Bo)*™ /t 1
(a+n+2) {t<Bo} o (B — z)atntl

Con el cambio de variable: ©u = By — z, du = —dx:

Bi—t

a+n)(By — By)*™ u e
( NB: = 5o) + Iie>B}

] -
(a+n+2) )

(Bl _ Bo)a+n

(v +n+2)(By —t)*tn {t<Bo} T 1{t>Bo}

[e.9]

Entonces:

(Bl _ BO)aJrn B 1
(a+n+2)(B; —t)otn 2

Al despejar t, tenemos:

g (2B By e
! (a+n+2) ‘

d!E + ]{tZBO}’

73
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Caso 2: By < x < By.

a+n B, — B a+tn ¢ 1
( >( - 0) {Bo<t<B1}/ dx + I{t<30} [{t>Bl}

(a+n+2) 5, (B1 — Bp)otntl

B (v +n)
~ (a+n+2)(B;— By

(t = Bo) I{By<t<Br} + Lp<Bo} Lit>B13}-
)

Entonces:

(a+n)
(a+n+2)(B; — By)

(t—Bo) = %

Al despejar t, tenemos:

2(a+n)

t= By + .
T (a+n+2)(B — By)

Caso 3: By < .

a—+n)(By — By t 1
( )(By — By) I{t>31}/ iz + Tyen,).

(a+n+2) B, (¥ — By)atntt

Con el cambio de variable: u = x — By, du = dx:
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(a4 n)(By — By)*™ y—on |t Po

] -
(a+n+2) P (0t n) |y p

+ <y

1 (Bl _ Bo)a—i-n

= - I~y + Iu<py-

(a+n+2) (a+n+2)(t— By

Entonces:

1 (By — B)e™ 1

(a+n+2) (a+n+2)(t— Byt 2

Al despejar t, tenemos:

2B, — Bo)“+") Yok

t:BO+( o)

5

En el capitulo anterior vimos que puede plantearse la estimacién puntual
como un problema de decisién. Con la siguiente funcién de utilidad se obtiene

como estimador puntual la mediana de una observacion futura.

~

Notemos que esta expresion es la misma obtenida anteriormente.

(5.2)

Ahora utilizando la moda, que es donde se alcanza el supremo, podemos ver
que este estimador no es unico, ya que existen una infinidad de soluciones en

el conjunto [By, By]. Por lo tanto, tomaremos como estimador puntual Z al

punto medio del conjunto.
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5.2. Estimacién de conjunto predictiva

Del ejemplo anterior tenemos que una estimacion de conjunto para la funcion
predictiva final seria:

Caso 1: < By.

(Oé + n)(Bl _ B(])oz-l-n /BO 1 p
x.
(a+n+2) g, (B —x)otntl
Con el cambio de variable: u = By — x, du = —dz:
(a+n)(By — By)ot™ womm |70 1 (By — Bp)atn

(a+n+2) (a+n)|p _g _a+n+2_(a+n+2)(31_éi)a+n

Entonces:

1 B (Bl _ B())a-i-n
Oé—l—Tl—'—Q (a+n+2)(B1—éZ-)a+”

De donde se sigue que:

G _ g (B By \U

Por lo cual el conjunto buscado es:

B — Bp)otn 1/a+n
B - (BB . By ).
I —(a+n+2)y
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Caso 2: By < x < By.

(a +n)(By — By)*“t" /Bl 1 a+n

dr = ——.
(a+n+2) B, (B — By)atnt! (a+n+2)

Notemos que no existe un conjunto para este caso, ya que solo es una cons-
tante.

Caso 3: x > Bj.

(o +n)(By — Bo)™*" /"? L
(+n+2) B, (x— Bp)atn+l

Con el cambio de variable u = x — By du = dx tenemos:

(a+n)(By — Bp)otn  wmemn |7 1 (By — By)*t
(+n+2) —(a+n) B_B, Qtn+2 (a+n—|—2)(és—BO)a+"'
Entonces:
1 (Bl _ BQ)a—i—n

a+n+2_ (a+n+2)(és_30)oz+n =7

De donde:
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(By — Bp)*t™ )1/a+n
Y

0, = B,
0+(1—(a+n—|—2)

Por lo cual el conjunto buscado es:

B. — Ba)atn 1/a+n
<Bl,BO+( (B~ Bo) ) >
I—(a+n+2)y

En el capitulo anterior vimos que puede plantearse la estimacion por regiones
como un problema de decisién el cual coincide con lo anterior.

5.3. Contraste de hipotesis predictivo

Del ejemplo anterior tenemos que:

([ (a+n)(By = By)**™"

ix < By.
(a+n+2)(B —g)etntt T T=T0

(a +n)(Bi — By)*™ :
o(r|x) = (6t 11 2)(Br — By si By <z < By.

(a+n)(Bi — By)*™
(v +n+2)(x — By)tnt!

SiZL'ZBl.

\

Tomando las siguientes hipotesis:

Hl:XnJrlS_l H21—1<Xn+1<3 HgZXn+123
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Se tiene que:

P(Hy) = P(X,s1 < —1) =

(a+n)(By — By)*™ /BO 1 i
(O_/ +n+ 2) . (Bl _ x)a+n+1

BB [,
(Oé +n+ 2)(81 — Bo)a+n+1 ’

Con el cambio de variable: u = By — x, du = —dz:

B1—Bo (Oz + TL)(Bl _ Bo)a+n
(Oé +n+ 2)(31 — Bo)a—l-n—l-l

(Oé + TL)(Bl — B())a-l—n u- e
(a+n+2) —(a+n)

(—1—By).

[e.9]

Por lo tanto:

1 . (Oz + Tl)(Bl — B[))a—i-n(l + Bo)
a+n+2 (Oz—l—n—l—?)(Bl—Bo)‘”"H ’

P(H,) =

Por otro lado:

(o +n)(By — By)** / §
P =P(-1< X, 3) = d
() (=1 < Xni1 <3) (a4 n +2)(B; — By)atn+t | | r
+<C¥ =+ n)(Bl — Bo)OH_n /3 1 1 dx
(+n+2) B, (x — By)otnt
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Con el cambio de variable u = x — By, du = dx:

_ (a+n)(Br = Bo)*™(B1 + 1>+(Oé +n)(By — Bp)etn wen P dx
(a@+mn+2)(By — By)atntl (a+n+2) —(atn) g5

Por lo tanto:

P(?‘l ) _ (a + n)(Bl - Bo)a+n(31 + l) B (B1 _ Bo>a+n . 1
2 (a+n+2)(By — By)etmtl  (a+n+2)(3—By)*t" a+n+2

Y finalmente:

P(Hs) = (X1 > 3) = (@B = Bo)™” /oo : C

(o +n+2) x — Bp)atntl

Con el cambio de variable u = x — By, du = dx:

B (a+n)(By — By)*t"  w—o ™ |
(a+n—+2) —(a+n) 3730'
Por lo tanto:
By — Bo)+n
P(Hy) = (B: — Bo)

(a+n+2)(3— By
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En el capitulo anterior vimos que puede plantearse el contraste de hipdtesis
como un problema de decision.

Por ejemplo, utilizando las hipdtesis anteriores y tomando en cuenta que
a=1, By=-1.5, By =35y n=3 tenemos:

P(H,) | P(H) | P(Ha) | P(Hs)

U(CLZ', H]) Hl 7‘[2 Hg u(az)
a; 1 0 0 0.2333
as 0 1 0 0.5126
as 0 0 1 0.2540

Por lo que la accion 6ptima es as.

5.4. Cadena de Markov de dos estados

Ejemplo: Tenemos una cadena de Markov homogénea de dos estados £ =
{0,1} con {X,, : n =0,1,...} y una distribucién inicial Vj = (y 1—+) cuya
matriz de transicion es:

11—« «
7) —
(5" %)
Con pardmetros «, 3,7 € (0,1)

Obteniendo la funcién L(a, ,7|x) tenemos:

L(a, B,7|x) = P(Xo = x9, X1 =21, ..., Xpy =2p |, 5,7)

= Vo(o) Prozy Pryzyoo-Poy iz, = 717360(1 - 7)I0(1 - O‘)nooanmﬁnw(l — p)"
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Donde n;; es el nimero de transiciones deiaj, P € {a, 1 —a, 5, 1 =B}y
ademas ngg + ng1 + N1g + N1 = N

Notemos que y!7%(1 — )™ es el kernel de una Beta(l —zg+ 1,z : 0 + 1),
(1—a)™0a™0 es el kernel de una Beta(ng; +1, ngo+1) y ademds gm0(1—[5)"

es el kernel de una Beta(nig + 1,n11 + 1).

Propongamos una funcién de distribucion inicial que ademas sea conjugada
de la siguiente manera:

pla, B,7) = p1(a) pa(B) p3(7),
De donde:

o1(a) ~ Beta(ay, by),
©2(B) ~ Beta(asg, bs),
©3(7v) ~ Beta(as, b3).

Obteniendo la funcién de distribucién final 1.2 tenemos que:

o(a, B,7]x) = Beta(a | a1 + no1, b1 + ngo) - Beta(5 | ag + nio, ba + na1)

‘Beta(y|as + 1 — xo, bs + x0),

Donde zy puede ser 0 6 1.
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ESTIMACION PUNTUAL

Utilizando la media como medida de tendencia central las estimaciones pun-
tuales iniciales son:

6= E(pi(a) = -
b= Boa(8) =
3= Blos(n) =

Y las estimacionnes puntuales finales son:

ap + nox
)
ay; + by + no1 + ngo

& = E(Beta(ar + noi1, b1 + noo)) =

as + 10
;
as + b2 + N1o + N11

B = E(Beta(ag + 110, by +n11)) =

a3+1—x0

¥y = E(Beta(az + 1 — x9,b3 + z¢)) = .
v ( (3 0,73 0)) a3+b3—|—1

Si quisieramos que se desvaneciera la influencia de la informacién inicial, ha-
cemos a; — 0, b; = 0
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Entonces:
A no1
a=——,
No1 + Noo
B - 10
N1o + N11
y=1-ux

Sabemos que la distribucion Beta es continua. Entonces utilizando la moda,
que es donde alcanza el supremo, los estimadores son:

a1+n01+2xi—1

a= ,
a1+n01—|—b1+noo+n—2
= ag+nipo+ )z —1
az +mni+by+np+n—2
A as + > x; — X
7 a3+bg+n—1'

Si quisieramos que se desvaneciera la influencia de la informacién inicial, ha-
cemos a; v b; — 0, por lo que los estimadores que buscamos son:

nop + 7 — 1
n01+n00—|—n—2’

5 n10—|—ZCL’Z‘—1
n10+n11+n—2’
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Zl‘i—l’o

7= n—1

Para encontrar el estimador puntual via la mediana:

0=F"'1/2]x).

Es importante observar que no es posible obtener una funcién de distribucién
explicita para el modelo Beta, como se mecioné anteriormente.

Ahora trabajaremos en hacer el calculo de probabilidades de una observacion
futura.
P(Xn+1 = Tn+1, Xn+2 = Tn+t2, - Xn+m = Tpt+m | X, = T, .. Xo = l’o)

- P(Xn+1 = Tp+1, Xn+2 = Tn+2y vy Xn+m = Tn+m | Xn - xn)
= P<Xn+m = Tn+m | Xnerfl = $n+m71>‘--P(Xn+1 = Tn+1 |Xn = xn)

_ Ozkm(l _ a)k’ooﬁkm(l _ /B)kll,
Donde k;; es el nimero de transiciones de i a j de datos futuros, P;; €

{Oé, 1-— a, B, 1-— 6} y ademas k’oo + k’(n + ]{510 + kll = k.

Notemos que a1 (1 —a)* es el kernel de una Beta(ko; +1, koo +1) v ademds
BF10(1 — B)F11 es el kernel de una Beta (kg + 1, ki1 + 1).

Obteniendo la funciéon de distribucién predictiva final 1.1 tenemos que:

e = [ [ e g gy

-Beta(a ‘ a + Nno1, bl + noo) . Beta(ﬂ ’ as + N0, b2 + TLH)
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Beta(y|as + 1 — xg, b3 + zo) dad dry.

Notemos que podemos expresar lo anterior como un producto de tres inte-
grales por la independencia de los parametros, es decir:

F(a1 + o1 + bl + nog)
F(a1 + Tl01>F(b1 + noo)

1
p(a: ‘ X) - / aal+n01+k01—1(1 o a)b1+noo+k00—l dov
0
F(a2 +nyo + ba + nn)
F(QZ -+ nlo)r(bQ + nn)

F(a3+1—l'0+b3+l'0>

1
. a3+1—xg 1— bs+zo—1 d~.
F(ag + 1 — Qfo)r(bg + I()) /0 K ( 7) i

1
/ Ba2+n1o+k10*1(1 _ ﬂ)b2+n11+k11*1 dﬁ
0

Puesto que x( y 71 sélo pueden tomar los valores de 0 6 1 y ademés sabemos
que:
Fla+1)I'(b+1)

I'(a+b+2)

/1 Lol )bl gy =
0

Se sigue que:

I'(ay 4+ noy + b1 + ngo) _ I'(a1 + no1 + ko1)I'(b1 + noo + koo)
I'(ay 4+ no1)L'(by + ngo)  I'(ay + no1 + kot + b1 + noo + koo)

p(z|x) =

F(CLQ + N0 + b2 + nu) ) F(CLQ + 10 + klo)r(bg + ni + /{311)
F(CLQ + nl(])F(bg + TLH) F(CLQ + N10 + klO + bg + nq + ]{311) '

ESTIMACION PUNTUAL PREDICTIVA

Utilizando la media como medida de tendencia central y tomando en cuenta
que x solo puede tomar el valor de 0 6 1, las estimaciénes puntuales predic-
tivas son:
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1

&= E(@) =Y ap(x|x) = pla|x)

0

I'(ay 4+ noy + b1 + ngo) ' I'(a1 + no1 + ko1)I'(b1 + noo + koo)
I'(ay 4+ no1)I'(by +noo)  T'(ay + no1 + ko1 + b1 + noo + koo)

= plr|x) =

['(ag + nyg + by + n11) ‘ [(as 4+ nyo + k10)I'(be + 191 + k11)
['(ag + n10)(by + n11)  T(ag + nig + k1o + ba + ngy + ki)

Si quisieramos que se desvaneciera la influencia de la informacién inicial, ha-
cemos a; — 0, b; — 0

Entonces:
_ I'(no1 + noo) . I'(no1 + ko1)I'(noo + koo)
I'(no1)T(noo)  T'(nor + ko1 + noo + koo)

. ['(n1o + n11) _ C(nio + k1o)T'(n11 + k11)
F(nlo)F(nH) F(nlo + klO + ni + /{311) ’

Ahora bien, utilizando la moda, que es donde alcanza el supremo, el estima-
dor buscado es 1.

ESTIMACION DE CONJUNTO

En el Capitulo 3 vimos en qué consiste la estimacién por conjunto:

Os
P(0; <0 <4y) :/ p(0]x)d0 = F(0s|x) — F(0; | x).
0
Pero también sabemos que en el caso del modelo Beta, no se tiene funcion de
distribucién explicita, por lo que en este ejemplo, la estimacion por conjunto
para cada marginal se obtiene numéricamente.
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CONTRASTE DE HIPOTESIS.

Supongamos que se tienen las siguientes hipdtesis:

Ho=a<1l—- Hi=a>1-p
Obteniendo P(H,) tenemos:

1 1
Pla<1-9)= [ [ pla.81x)1 a0 dda

/ / a, B|x)dp da,

Donde p(Oé, ﬁ | X) = Beta(a | aq + Nno1, b1 + TL00> . Beta(ﬁ | a9 + N0, bg + TLH).
Por lo que:

1 -«
P(C( < 1—5) = / / Beta(a ‘ a1+no1, bl+n00) -Beta(ﬁ | as+nig, bg—i—nn) dﬁ do.
0 JO

Es importante observar que no es posible resolver la expresion anterior por
métodos usuales, por lo cual, se utiliz6 la herramienta R para su aproxima-
cién, dando como resultado de la misma 0.8025721, véase A.3.

La figura 5.2 esquematiza la regién de integracién.
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Figura 5.2: Regién de integracién

Ahora bien:
Pla>1-0)=1—-Pla<1-73)=1-0.8025721 = 0.1974279.

Por lo tanto:

Pla <1—f)=0.8025721.

Pla>1—f) = 0.1974279.

39
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Conclusiones

En conclusién, tras el analisis de diverso material bibliografico, se logrd
crear un escrito que aborda los principales temas de la inferencia estadistica
paramétrica logrando un enfoque integral en contraste con la practica usual,
en idioma espanol, y que presenta desarrollo conceptual y ejemplos para un
mejor entendimiento de los temas abordados.

Este trabajo implicard que la inferencia estadistica pardametrica ya no se
vea desde dos puntos diferentes, si no de una manera unida, que se entienda
que se puede ensenar y aprender en conjunto, sin necesidad de enfatizar tan-
to entre las diferencias, sino mejor en la relacion que pueden llegar a tener,
logrando un entendimiento méas réapido y una postura equilibrada de ambos
enfoques.

Es recomendable el uso de herramientas computacionales, pues estas fue-
ron de mucha ayuda para el desarrollo de algunos temas, ya que no siempre
resulta factible el calculo manual y explicito de las férmulas.

Existen ya materiales que tratan de presentar un enfoque integral, pero
la diferencia con respecto al presente, esta principalmente en el idioma y en
que en este trabajo siempre se procuré no mencionar ningin enfoque, sino
realmente hacer algo integral.

Entre las limitaciones de la investigacién se encuentra el poco material, en
idioma espanol, que existe, y que podria utilizarse como elemento bibliografi-
co, asi como el uso de herramientas computacionales que no todos los lectores
utilizan y que podrian significar un problema para el entendimiento completo
de los temas.
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Apéndice A

Cddigo de programacion en R

A.1. Inferencia estadistica paramétrica

#GRAFICA DE LOCALIZACION

curve(dnorm(x,0,1) ,from=-5, to=7,lwd=3)
curve (dnorm(x,3,1),add=T,from=-5, to=7,1lwd=3)

#GRAFICA DE ESCALA

curve(dnorm(x,0,1) ,from=-5, to=7,lwd=3)
curve (dnorm(x,0,2),add=T,from=-5, to=7,1lwd=3)

#GRAFICA DEL MODELO BETA

a <- 2.5; b <- 3.5; alf <- 1/4; bet <- 1.5

z <- seq(0, 1, length = 1000) # Ran Z

x <- seq(0 + alf, bet + alf, length = 1000) # Ran X

plot(z, dbeta(z, a, b), xlim = c(0, bet + alf), type = "1",1wd=3)
lines(x, (1/bet)*dbeta((x - alf)/bet, a, b), type = "1",1wd=3)

#CONSTANTE K DE INTEGRACION DEL MODELO KUMARASWAMY

93
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N < H
/\/I\/I\/\
o O O O
© 00 01 N

# Creando la densidad inicial Kumaraswamy(a, b)

dkuma <- function(w, a, b)

axbx(w™(a - 1)*((1 - w"a)~ (b - 1))*(0 < w)*(w < 1)
pkuma <- function(w, a, b)

1 -0 -waD*x(0 < w*x(w < 1) + 1x(w >= 1)
gkuma <- function(u, a, b)

(1 - (1 -w(1/b))"(1/2))*(0 < w*(u < 1)

t2 <- function(ab) (qkuma(1/2, ab[1], ab[2]) - t)"2 +
(pkuma(v, ab[1], ab[2]) - pkuma(r, ab[1], ab[2]) - z)"2

(t2NLM <- nlm(h2, c(1, 1)))

a <- t2NLM$estimate[1]

b <- t2NLM$estimate[2]

pkuma(t, a, b)

pkuma(v, a, b) - pkuma(r, a, b)

# Muestra aleatoria

n <- 100 # probar n = 100, 1000
theta <- 0.6

set.seed(l) # analizar semillas 1 y 2
x <- rbinom(n, size = 1, prob = theta)

# Verosimilitud

L <- function(theta) (theta”(sum(x)))*(1 - theta)” (length(x) - sum(x))

# Densidad final con densidad inicial Kumaraswamy(a, b)

numerador <- function(theta) L(theta)*dkuma(theta, a, b)
(K <- integrate(numerador, 0, 1))
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#Comprobando que integre 1

dpost2 <- function(theta) numerador (theta)/K\$value
integrate(dpost2, 0, 1)

A.2. Estimacién puntual y de conjunto

# MARGINALES MODELQ UNIFORME(a, b)

b0 <- -1

bl <- 2

kO <- 3

(aa <- log(2)/log(1 + k0/(b1 - 10)))

#Marginal A

prA <- function(a) (a < b0)*aa*((bl - b0)~aa)/((bl - a)~(aa + 1))
a <- seq(from=-15, to=-1, length=1000)

plot(a, prA(a), type = "1", col = "black", lwd = 3)

#Marginal B

prB <- function(b) (b > bl)*aa*x((bl - b0)~aa)/((b - b0)~(aa + 1))
b <- seq(from=2, to=15, length=1000)

plot(b, prB(b), type = "1", col = "black", lwd = 3)

# UNIFORME (a, b)
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b0 <- -1
bl <- 2
al <- 3

# Modelo inicial

(a2 <- log(2)/log(1l + a1l/(bl - b0)))
# Modelo bivariado:
h <- function(a, b, a2, b0, bl)
(a < bO)*(b > bl)*a2*x(a2 + 1)*((bl - b0)"a2)/((b - a)~(a2 + 2))

# Graficar densidad conjunta inicial

f.biv.eval <- function (f.biv, x.min, x.max, y.min, y.max,
num.div = 30, th = 0, ph = 15){
z <- matrix(0, nrow = (num.div + 1), ncol (num.div + 1))
x <- seq(from = x.min, to = x.max, length = (num.div + 1))
y <- seq(from = y.min, to = y.max, length = (num.div + 1))
for (i in 1:(num.div + 1)) {
for (j in 1:(num.div + 1)) {
z[i, j] <= f.viv(x[i], y[iD)

}
}
persp(x, y, z, theta = th, phi = ph, col="yellow", xlab = "a",
ylab = "b", zlab = "h(a,b)")

return(list(x, y, z))
}
f.biv <- function(a, b) h(a, b, a2, b0, bl)
hEval <- f.biv.eval(f.biv, -4, 0, 0, 5, 30)

A.3. Prediccion

#GRAFICA PREDICTIVA A POSTERIORI UNIFORME(a, b)
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b0 <- -1
bl <- 2
kO <- 3
n <- 10
x <- runif(n, -2, 3)
BO <- min(b0, min(x))
Bl <- max(bl, max(x))
X <- (BO + B1)/2
(aa <- log(2)/log(1l + kO/(bl - b0)))
maxi <- function(c, d) (c + d + abs(c - d))/2
max3 <- function(c, d, e) maxi(maxi(c, d), e)
mini <- function(c, d) (c + d - abs(c - d))/2
min3 <- function(c, d, e) mini(mini(c, d), e)
pred <- function(y)
(aa + n)*((B1 - BO)"(aa + n))/((aa + n + 2)*((max3(y,bl,max(x))
- min3(y,b0,min(x)))"(aa + n + 1)))

pp <- 0.99

g <- function(z) integrate(pred, X, z)$value - pp/2
superior <- uniroot(g, c(X, X + 1000))$root
inferior <- X - (superior - X)

y <- seq(inferior, superior, length = 1000)

plot(y, pred(y), type = "1", lwd = 3)

#CONTRASTE DE HIPOTESIS. EJEMPLO CADENA DE MARKOV
library(cubature)
#Tomando la muestra 0,0,0,1,1,0,1,0,1,1

al <- 2
a2 <- 3
bl <- 4
b2 <- 5
n00 <- 3
n01l <- 3
nl0 <- 2
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nll <- 2

#x[1] es alfa y x[2] es beta

f <- function(x) dbeta(x[1], al+n01, bl1+n00)
*dbeta(x[2], a2+n10, b2+n11)*(x[1]<=(1-x[2]))
adaptIntegrate(f, c(0,0), c(1,1))
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