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Introduccion

Es de mi opinién que el dlgebra esta en todos lados. Por esto quiero decir que
no hay un area de las matematicas que no esté de una u otra manera involucrada
con ella, ya sea para usar ejemplos, para usar la gran herramienta que es, o como
objeto de estudio. No hay forma de ignorar lo importante que es el algebra para
las matematicas. A lo largo de la gran historia de las matematicas el Algebra esy

sera lo maximo.

Este trabajo tiene como objetivo dar una funcién suprayectiva que preserva orden
entre la reticula de clases naturales y la reticula de clases de torsion hereditarias.
Ademés demostramos que este morfismo de orden es un morfismo de reticulas
precisamente cuando es un isomorfismo de reticulas y esto pasa si y sélamente si

el anillo es semi-artiniano izquierdo.

El presente escrito cuenta con dos capitulos y un apéndice. La primera seccién
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del primer capitulo da un panorama general de las clases de torsion no heredita-
rias, con algunos resultados importantes. La segunda seccion habla de la reticula de
clases naturales llamada R-nat. Aqui demostramos lo necesario para comprender
el ultimo y principal teorema de este trabajo. Damos algunos ejemplos de clases
naturales, mencionamos las propiedades mas generales de las clases naturales e
incluimos la demostracién de la distributividad de R-nat. En la tercera seccion
estudiamos la reticula de Teorias de torsion hereditarias denotada por R-tors con
el objetivo de determinar cuando R-tors es una reticula Booleana. Esto pasa preci-
samente cuando R es semiartiniano izquierdo. En el segundo capitulo construimos
un morfismo suprayectivo de R-tors a R-nat y damos condiciones necesarias y sufi-
cientes para que este morfismo de orden sea un morfismo de reticulas. Finalmente,
en el apéndice mencionamos algunos resultados acerca de nimeros ordinales para

este trabajo.

Aqui trabajamos en la categoria de R-mddulos izquierdos con R un anillo aso-
ciativo con unidad. Todas las clases de R-moédulos izquierdos seran cerradas bajo

isomorfismos.



Capitulo 1

Clases de modulos

1.1. R-TORS

En lo que sigue, R es un anillo asociativo con unidad y R-mod es la categoria

de R-modulos izquierdos.
Definicién 1. Decimos que una clase T en R-mod es de torsion si cumple con:

1. SiM €T y N <M entonces M/N € T. (Cerradura bajo cocientes).

2. 8510 —A— B — C — 0 es una sucesion exacta corta con A €T yC €T

entonces B € T. (Cerradura bajo extensiones).

3. Si{M;}icr es una familia de R-mddulos de T, entonces @ M; € T. (Cerra-

el

dura bajo sumas directas).

11



12 CAPITULO 1. CLASES DE MODULOS

Definicion 2. Una clase T en R-modd es una clase libre de torsion si cumple

que:

1. SiN <M y M e€F, entonces N € F. (Cerradura bajo submddulos).

2. 8510 —>A— B— C — 0 es una sucesion exacta corta con A €F y C €T,

entonces B € F. (Cerradura bajo extensiones).

3. Si {M;}icr es una familia de R-mddulos en F, entonces [[ M; € F. (Cerra-

1€l

dura bajo productos directos).

Sea M € R-mod, denotamos por E(M) la capsula inyectiva de M. Ahora

notemos lo siguiente:

Proposicion 1. Toda clase de torsion T determina una clase libre de torsion F y

viceversa bajo las siguientes propiedades ortogonales:

Fr={M € R-mod: Hompg(T,M) =0 para todo T € T}

Ty ={M € R-mod: Homg(M,F) =0 para todo F' € F}

Demostracion. = Vamos a demostrar que Fr es una clase libre de torsion.

1. Sea N < M tal que M € Fr entonces Hom(T, M) = {0} para todo
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T eT. Como N <M,sife Hom(T,N), entonces
N
N
I'——F—M

por hipétesis 1o f =0 = f = 0. Por lo tanto Hom(T, N) = {0}.

2. Sea0 - A — B — C — 0 una sucesion exacta corta tal que A, C' € Fr,
entonces para 7" € T tenemos la sucesién exacta 0 — Hom(T,A) —
Hom(T,B) — Hom(T,C). Como Hom(T,A) = {0} y Hom(T,C) =
{0}, entonces Hom(T, B) = {0}. Esto pasa para toda T € T, asi que

B € Fr.

3. Si {M;}; C Fr es una familia de médulos, entonces Hom/(T, M;) = 0,
para toda M;. Pero Hom(T, [ M;) = [[ Hom(T, M;) = 0. Por lo tanto
il il
H M; € Fr.
el

= Vamos a demostrar que si [ es una clase libre de torsion, entonces Ty es una

clase de torsion.

1. Sea M € Tg, N My F €F. SihubieraO;«éf:%—>F,entonces
habrl'a07é7rzM—>%talqueO%fﬂ:M—>F,loqueesuna

contradiccién. Por lo tanto Hom(%, F)) = 0y tenemos que M/N € Tg.

2. 510> A<s B C — 0 es una sucesién exacta corta tal que A, C €

Tr, entonces Hom(A, F) = 0y Hom(C,F) = 0. Si f € Hom(B, F),
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como f|4: A — F =0, entonces por la propiedad del conticleo, existe
f:C — Ftalque for = f. Como f =0, entonces f = 0. Esto para

toda F' € [F por lo tanto B € Ty.

3. Sea {M;};e; € Ty una familia, entonces Hom(M;, F') = 0 para todo
i €I, porloque 0= Hom(M;, F) = Hom(@ M;, F), y esto para
el iel

toda F' € F por lo tanto @@ M; € Ty.

el

Proposicién 2. Sea T una clase de torsion entonces T = Tr,.

Demostracion. C] Para todo M € T y para todo N € Fr, Hom(M, N) = 0. Por
lo tanto M € Tp,.

D] Sea M € Tg, y supongamos que M ¢ T. Sea A = {N € R-mod : N <
M y N € T}, A es distinto del vacio ya que 0 € A. Como T es cerrada bajo sumas
directas, entonces @A € T, ademéds hay un epimorfismo 7 : A — > A por
lo tanto ) A € T. Definimos ¢t(M) = Y A € T. Es claro que t(M) es el mayor

submédulo que pertenece a T. Por hipétesis 24~ #£0.Sea Ne Ty f: N — 2L

t(M) t(M)
un morfismo. Sea K < M tal que f(N) = t(LM) € T ya que T es cerrada bajo

cocientes. Consideremos la siguiente sucesién exacta:

0 —t(M) — K — > 0.
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asi f = 0. Por lo tanto Hom(N, %) = 0 para todo N € T, asi que % € Fr.

Pero % € T, entonces Hom(%,%) = 0, asi que % = 0 y entonces
M =t(M) € T, contradiccién. O

Definicién 3. Una pareja 7 = (T,Fr) es una teoria de torsion. Si T es una clase
de torsion cerrada bajo submddulos decimos que T = (T,Fr) es una teoria de

torsion hereditaria.

Lema 1. Si (T, F) es una teoria de torsion, entonces t(M) es el menor submédulo

de M tal que % clF.

Demostracion. Sea N € Ty f: N — % un morfismo. Sea K < M tal que
f(N) = % € T ya que T es cerrada bajo cocientes. Consideremos la siguiente

sucesion exacta:

0 —t(M) — K — > 0.

Como T es cerrada bajo extensiones entonces K € T, por lo que t(M) = K y

asi f = 0. Por lo tanto Hom(N, %) = 0 para todo N € T, asi que t(% € Fr.
Sea m : M — i con £ € Fy L < M, entonces w(t(M)) = t(MLHL, pero
% < t(&) = 0, entonces t<M£+L =0yasit(M)<L. O

Definicion 4. 5@ T es una clase de torsion y una clase libre de torsion entonces

T y7=(T,F) son llamadas TLT.
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Hay que notar que si T es T'LT, tenemos dos nuevas clases F y C tal que (C, T)
y (T, F) son teorias de torsién, denotemos a este nuevo par de teorias de torsién

por la terna (C, T, F).

Definicion 5. Sea F una familia de ideales izquierdos. Decimos que F es un filtro

si cumple las siguientes condiciones:

1. (T1) Para todo I € F si I < J entonces J € F.

2. (T2) Sean I,J € F entonces INJ € F.

3. (T3) Sil e F,re R entonces (r: 1) € F. Donde (r:I)={x € R: ar €

I}.

Definicion 6. Si una familia de ideales cumple T1, T2, T3 y ademds cumple que:
(T4) J € Fyl(a:l)eF para cualquier a € J = I € F. Entonces decimos que

F es un filtro de Gabriel.

Proposicién 3. La siguiente familia f ={I < R: R/I € T} con T una teoria de

torsion hereditaria es un filtro de Gabriel.

Demostracion. 1. Sea I € fy sea I < J. Entonces J/I < R/I y como T es

cerrada bajo cocientes tenemos que % € T pero % = R/J por lo tanto

J €.
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2. Sean I,.J € f entonces R/I,R/J € T. El morfismo o : R — % X § tal que
a(r) = (r+ 1,7+ J) tiene Nic(a) ={r e R: a(r)=(,J)} ={re R:
(r+I,r+J)=U,J)}={reR: relyreJ}=1nN.J. Entonces por

R R

el primer Teorema de isomorfismo de Noether, Nie(a) — Tng SC sumerge en

? X % ahora como T es cerrada bajo sumas directas y submddulos tenemos

que % € T. Por lo tanto I N J €.

3. Sean I € f y r € R. Proponemos el siguiente morfismo, sean a € R y
Bo: R R ? tal que (B,(r) = ra + I. Notemos que Nuc(f,) = {z €

R: Buz)=iconiel}={rx e R: za € l} = (a:I). Denuevo, por el

primer Teorema de isomorfismo de Noether, (Cfl) >~ 3,(R) < & pero como T

es hereditaria, es cerrada bajo submédulos entonces % € T. Por lo tanto

(a:1)€f.

4. Sean J € f el ideal de la hipétesis, b € J y I < R tales que (b : I) € f.

Notemos que:

< ?, como T es cerrada bajo submoddulos y cocientes tenemos que

=
~
+
<
N

b) Notemos que z € (b: [) < azbelnNJ < abelyabe J(yaquel <
R) < z € (b:I)entonces (b: INJ) = (b:I)y recordemos que

(b: 1) €f. Ahora sea ay : J SLNgy QR 2 tal que a(y) = yb+ 1N J,
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pero como antes, ; es un epimorfismo y su nicleo es (b : I). Por el

primer Teorema de isomorfismo de Noether tenemos que oD = 17

pero ﬁ € T por lo tanto ﬁ eT.

c) Ahora tenemos la siguiente sucesion:

J t R 4 R
T T I+J

Ahora como T es cerrada bajo extensiones, tenemos que % € T por lo tanto
I ey.

[]

Proposicion 4. 5i T es T'LT entonces existe un ideal bilateral idempotente I tal

que T={M € R-mod: IM =0}.

Demostracion. Sea f={I < R:% e T}.

=] Como T es TLT entonces [[ % € T. Sea a: R — [] £ tal que a(r) = (r+1)e;
Ief Ief

es un morfismo ya que a(ra +b) = (ra+b+ )i = (ra+ 1+ b+ 1)1 =
r(a + Ie; + (b + 1) = ra(a) + «(b). También Nic(a) = {r € R : r €

I para toda I € f} = (I, (VI < Ry por el primer Teorema de isomorfismo de
Ief  Ief

Noether tenemos que % — ][ %, es un monomorfismo, entonces ()1 € f. Asi,

Ie§ I€f I€f

tenemos que existe un ideal I’ de R menor, a saber Nf = I’ tal que % € T. Como

f es un filtro de Gabriel, f cumple T3. Veamos que I’ es ideal derecho, sear € Ry
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be I'. Entonces (r: I') € fy I' C (r: I') por ser I’ el menor ideal en f. Entonces
be (r:1I') porlo tanto br € I'.

Necesitamos un lema antes de continuar.

Lema 2. Con las hipdtesis presentes, si I, J € | entonces JI € §.

Demostracion. (Lema)
Sea a € I, tenemos que J C (a : JI) ya que si z € J, entonces xa € JI por lo
que x € (a : JI). Entonces (a : JI) € § para toda a € I, como I € f. Entonces

JI €. m

Ahora veamos que I’ es idempotente. I’ € fy por el lema I'I’ = I'? € § entonces
I C I’ pero entonces I"” = I’ por ser I’ el menor elemento de f.
Sea M € T y supongamos que I'M # 0 entonces I'm # 0 para algin m € M,
sea v : I' = I'm tal que vy(a) = am, v es un epimorfismo, I'm < M € T. Sea
X = Ntc(y) € I entonces I'm = 17/ Pero entonces tenemos la siguiente sucesion
exacta:
I' R R

O—>X—>}—>ﬁ—>0

por lo que % € T, pero entonces I’ C X C I', contradiccion. Por lo tanto si M € T

entonces I'M = 0. O

Sea (C, T, F), denotemos por ¢(M) al mayor médulo de C-torsion de M.
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Afirmacién 1. R/c(R) es libre de C-torsion.
Demostracion. Tenemos que demostrar que R/c¢(R) € T. Sean N € Cy 0 # « :

N — R/c(R), entonces a(N) < R/c(R) por lo que a(N) = K/c¢(R). Notemos la

siguiente sucesion exacta:
0—c¢(R)—> K — K/c¢(R) =0

Pero ¢(R), K/c(R) € C , entonces K € Cy 0 # «(N) luego ¢(R) < K contradic-

cion. Por lo tanto a = 0. ]
Afirmacién 2. ¢(R) = I con I el ideal idempotente de la Proposicion 4.

Demostracion. Sea J < Rtal que R/J € T. P.D. ¢(R) < J. Notemos que _C(R}+J <

c(R)+J
J

% € T, pero T es libre de C-torsion, entonces € T. Ahora, por el segundo

teorema de isomorfismo de Noether tenemos que C(R}H = C&gﬁ =, Pero ( - € C.

Asi, tenemos que C(C() - €Cy é)) - € T. Entonces C(C]%? - = 0 y tenemos que

c(R) = c¢(R)NJ, asique ¢(R) < Jy yaque ¢(R) < J concluimos que ¢(R) = J. [

Lema 3. Para todo M € R-mod tenemos que ¢(M) = IM con I el ideal bilateral

de la Proposicion 4.

Demostracion. P.D. IM es el menor submoédulo de M tal que 1;; € T. Notemos
que [(%) = 0, entonces 7;; € T. Supongamos que existe N < M tal que % eT.
Veamos que IM < N. Como % € T tenemos que I(%) = 0 entonces IM < N.

Por lo tanto ¢(M) = IM. O
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Observacion: Sea R un anillo tal que R = I & J para I,J < R ideales
bilaterales. Entonces I,.J son generados por elementos idempotentes de R, que

ademas son idempotentes centrales.

Demostracion. Como R = 1@ J en particular 1 =a+bcona €l ybe J. Asi,

2:abperoab€Jya—azelporloque

tenemos que a = a® + ab entonces a — a
a —a® = 0, entonces a = a®. Por lo tanto a es idempotente y también b = 1 — a
es idempotente. Recordemos que (a) = Ra similarmente (b) = R(1 — a). Ahora
veamos que Ra = I. Como a € I e I es un ideal bilateral tenemos que Ra C I .
Sea x € I, como 1 = a + b, entonces i = ia + ib. Asi tenemos que i — 1a = b, y
1 = 1a. Por lo tanto I = Ra.

Como tenemos que R = Ra ® R(1 — a), en particular 1 = a + (1 — a) con esto

tenemos dos igualdades r = ra+r(l —a) y r = ar + (1 — a)r, restando obtenemos

que ra —ar € Ra ® R(1 — a), asi ra — ar = 0 y por lo tanto a es central. [

Afirmacion 3. Sea e un idempotente central de R. Entonces para todo M € R-

mod, tenemos que eM < M.

Demostracion. Veamos eM = {em : m € M} es un subgrupo: 1) 0 € M entonces
em = e0) = 0 € eM, 2) Sean em,en € eM, entonces como n € M tenemos
—n € M y e(—n) = —en, entonces em —en = e(n—m) = ek con k € M, entonces
(eM,+,0) es grupo. Ahora sea r € Ry em € M, entonces r(em) = e(rm) ya que

e es central. Por lo tanto eM < M. ]
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Afirmacién 4. Sean M € R-mod y e un idempotente de R. Entonces T = {M €

R-mod: eM = M} es una clase de torsion.

Demostracion. Sea T = {M € R-méd : eM = M}. Veamos que T es una clase

de torsion.

1. (Cocientes) Sea M € Ty f: M — N un epimorfismo, asi N = f(M) =

f(eM) ya que M € T con eso tenemos que f(eM) =ef(M) =eN.

— 0 la sucesion exacta corta con

i Isv

2. (Extensiones) Sea 0 — A — B —»
A, % € T, ahora sea b € B entonces b+ A = eb + A,asi b — eb’ € A entonces

b— el = ea porlo que b = e(a — V). Por lo tanto B € T.
3. (Sumas Directas) Sea {M,};c; una familia de T, pero e( M;) = @ eM; =

i€l i€l
D M,.

i€l

Asi 7 = (T,F) donde T = {M € Rmod: eM = M} yF ={M € R-mdd :

eM = 0}.
Afirmacién 5. Sea M € R-mod. Entonces M =eM & (1 —e)M.

Demostracion. 1) Sea m € M, entonces m = (1)m pero 1 = e + (1 — e), entonces

m=(e+(1—e))m =em+(1l—e)m.2) Seam € eMN(1—e)M, entonces x = em
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/ /

yr=(1—e)m'. Asie(em) =em =e(l—e)m' = (e —ee)m' = (e —e)m’ = 0m' =

0. []

Teorema 1. Sea (C,T,F) una teoria TLT. Entonces las siguientes propiedades

son equivalentes:

1. C=F

2. M =c¢(M)&t(M) para todo médulo M.

3. (C,T) y (T,F) se escinden.

4. (C,T) se escinde y es hereditaria.

5. R=c(R) ®t(R).

6. (T,F) se escinde centralmente.

7. (C,T) es hereditaria y F es TLT.

Demostracion. 1 = 2] Supongamos que C = F. Sea c(%), sabemos que t(%
es libre de T-torsién, entonces 2~ € F, pero F C C. Asi AL ¢ C. Entonces

t(M) t(M)

c(%) = % Ahora notemos que ¢(

M M IM+t(M M
m) = I( ) = t(M() ) — ) Por los le-

mas anteriores. Entonces M = IM +t(M) = ¢(M)+t(M). Sea c(M)Nt(M) € T,
por otro lado ¢(M) Nt(M) € C = F entonces ¢(M) Nt(M) = 0. Por lo tanto

M =c(M)at(M).
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2 = 3] Supongamos que M = ¢(M) & t(M) para todo M € R-mod. Recorde-
mos que (C,T) se escinde si la parte de C-torsién para todo M € R-mod es un
sumando directo, lo que se cumple por hipétesis. Notemos que (T,F) se escinde
ya que la parte de T-torsion para todo modulo M es un sumando directo por

hipétesis.

3 = 4] (C,T) se escinde por hipétesis. Basta demostrar que (C, T) es heredi-
taria, es decir que C es cerrada bajo submodulos o equivalentemente T es cerrada
bajo capsulas inyectivas. Sea M € T. P.D. que E(M) € T. Como (C, F) se escinde,
entonces M = t(M) @ N en particular E(M) =t(E(M)) & N. Como M < E(M)
y M € T, entonces M = t(M) < t(E(M)). Asi, NN M < NNt(E(M)) =0. Lo

que implica que N =0 ya que N < M.

4 = 5] Supongamos que (C,T) se escinde y es hereditaria. P.D. R = t(R) ®
c(R). Sabemos que R = ¢(R) @& I con I un ideal, apliquemos t(_), es decir,
t(R) = t(c¢(R) & I) y recordemos que t(_) abre sumas directas, entonces t(R) =

t(c(R)® I) = t(c(R)) @ t(I), pero t(c(R)) € CNT, ya que t(c(R)) < ¢(R) y
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(C,T) es hereditaria. Asi, t(c(R)) = 0, entonces t(I) = t(R). Asi, C(];}) € T pero

C(%) = C(C]?;;)LI = C(Rl)m = 4 = 1. Entonces I € T por lo que ¢(I) = I = t(R). Por lo

tanto R = ¢(R) @ t(R).

5 = 6] Supongamos que R = ¢(R) & t(R). P.D. (T,F) se escinde central-
mente, es decir que existe e € R idempotente tal que t(M) = eM. Sea M € T,
recordemos que si T es T'LT entonces existe I un ideal bilateral idempotente
tal que T = {M € Rmod : IM =0} = {M € Rmod : ¢(R)M = 0} =
{M € Rmod: ReM =0} ={M € Rmod: eM =0} = {M € R-mod :
(1 —e)M = M}. También sabemos que I = ¢(R). Asi por el lema 3 y la hipdtesis
general ¢(R) = Re con e idempotente. Demostremos las tdltimas dos igualdades.
Sea A = {M € Rmod: eM =0}. PD.A=T. Sea M € AjasieM =0y
entonces M € T. Sea M € T, entonces ReM = 0, entonces para todo r € Ry
para toda m € M tenemos rem = 0 en particular, para » = 1 entonces em = 0.
Ahora, sea B = {M € Rmod : (1 —e)M = M}. PD. B = T. Sea M € T,
asi eM = 0y tenemos que (1 —e)M = M —eM = M. Ahora sea M € B,
asi (1—e)M = M, entonces M —eM = M y por lo tanto (1 —e)M = M con todo
esto T = {M € R-mod: (1—e)M = M}, entonces t(M) =M = (1 —e)M, y es

claro (1 — e) es idempotente.



26 CAPITULO 1. CLASES DE MODULOS

6 = 7] Supongamos que (T, F) se escinde centralmente. P.D. (C, F) es heredita-
ria, es decir, que C es cerrada bajo submoddulos o T es cerrada bajo capsulas inyec-
tivas. Sea M € T, tenemos que E(M) =t(E(M))® K y que M < E(M), con esto
t(M) < t(E(M)) pero t(M) =M, asi M < t(E(M)). Entonces si 0 # K tenemos
que 0 # KNM < KNt(E(M)), lo que es una contraccién. Por lo tanto E(M) € T
y (C,F) es hereditaria. Nos falta ver que F es TLT pero F ya es cerrada bajo
submoédulos y como la suma directa es un submédulo del producto y F es cerrada
bajo productos, entonces ya es cerrada bajo sumas directas también. Sélo falta ver
que F es cerrada bajo cocientes. Sea M € Fy f : M — N un cociente, necesitamos

que N € F para terminar la demostracion pero eN = ef(M) = f(eM) = f(0) = 0.

7 = 1] Supongamos que (C,F) es hereditaria y F es TLT. P.D. C =F. C] Sea
M € C, entonces t(M) € C ya que C es hereditaria, también ¢(M) € T por lo que
t(M)=0.Asi M € F,
D] Sea M € F. Por hipétesis F es TLT, recordemos que C = {M € R-mod :
Hom(M,N) =0 para todo N € T}. Sean N € Ty o : M — N. Supongamos que

a # 0, entonces a(M) < Ny (M) € F por ser TLT. Ahora como N € Ty T es
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TLT por hipdtesis general tenemos que a(M) € T, entonces a(M) = 0 lo que es

una contradiccion. Por lo tanto M € C. Asi C =T.

[]

Proposicién 5. Sea C una clase de médulos y x(C) = (T ), Fy)) la teoria
de torsion tal que Tycy = {M € R-méd: Hom(M,N) = 0 para todo N € C}.

Entonces x(C) es la mayor teoria de torsion tal que C C Fy ).

Demostracion. La demostracién es completamente andloga a la que haremos en

la seccion tres. ]

Proposicién 6. Sea C una clase de mddulos y £(C) = (Tr,,, Fec)) la teoria
de torsion tal que Fe¢cy = {N € R-méd : Hom(M,N) = 0 para todo M € C}.

Entones {(C) es la menor teoria de torsion tal que C C Tec).
Demostracion. La demostracion es analoga a la de la seccién tres. ]
Definicién 7. Sea C una clase de torsion.

1. Decimos que £(C) es la teoria de torsion generada por C.

2. Decimos que x(C) es la teoria de torsion cogenerada por C.

Lema 4. Sea C C R-mod una clase de maodulos cerrada bajo cocientes. Entonces

Teey ={M €R-mod: YO# f: M - K 3J0# L <K conLeC}.
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Demostracion. D] Denotemos por A ={M € R-mod: VO0# f: M —» K 30 #
L<KconLeC}. Sean M e Ay N € Feq). P.D. Hom(M, N) = 0. Supongamos

que existe 0 # o € Hom(M, N), entonces tenemos el siguiente diagrama:

M a‘a(M)O((M>
L

Con 0 # L < Cy a(M) < N, entonces tenemos que L < N por lo que

0 # L € CNFgpe, contradiccion.

D] Sea M € Teey. PD. M € A, es decir, que existe L € C tal que L < K
para algtin epimorfismo M —» K. Si 0 # f: M — K, entonces K ¢ F¢c) ya que
si K € Feey tendriamos que f = 0. Como K ¢ F¢(), entonces existe L € C y

0 # «: L — K, entonces por hipétesis tenemos que a(L) € Cy a(L) < K. O

Definicion 8. Decimos que un modulo M es semiartiniano st M € Tgs), con S
un conjunto completo de representantes de maodulos simples en R-mod. Si A C S,

como la clase A es cerrada bajo cocientes tenemos que Tea) = {M € R-mod :

YV f: M — N epimorfismo 3 S € A tal que 35 — N}.

Definicion 9. Decimos que R es un anillo semiartiniano izquierdo si y solo si R

es semiartiniano como R-modulo.

Definicion 10. Decimos que una teoria de torsion 7 es de tipo simple si T = T¢(y)

con ACS.
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Proposicion 7. Las siguientes condiciones para un anillo R son equivalentes:
1. R es un anillo semiartiniano izquierdo.
2. Toda teoria de torsion hereditaria es de tipo simple.
3. Todo M € R-mod es semiartiniano izquierdo.
4. Todo 0 # M € R-mod es tal que Zoc(M) # 0.
5. Zoc(M) <es M para todo M € R-mod.

Demostracion. 3) = 4) | Supongamos que todo M € R-mod es semiartiniano
izquierdo. P.D. Si M # 0 entonces Zoc(M) # 0.

Sea M € R-mod tal que M # 0. Por hipétesis, M es semiartiniano izquierdo
entonces M € T¢4) para A C S, pero A es cerrada bajo cocientes, entonces

tenemos el siguiente diagrama con el morfismo identidad:

M—4

]\f
S
con S € A, por lo que Zoc(M) # 0.

4) = 5) | Supongamos que para todo M € R-mod distinto de cero, Zoc(M) # 0.

P.D. Zoc(M) <.s M. Sea M # 0. Por hipdtesis tenemos que Zoc(M) # 0, sea

N < M tal que NN Zoc(M) =0, P.D. N = 0. Contradicciéon. Supongamos que



30 CAPITULO 1. CLASES DE MODULOS

0 # N C M, entonces Zoc(N) # 0 pero Zoc(N) C Zoc(M), sea S C Zoc(N),

entonces S C N, luego N N Zoc(M) # 0.

5) = 3)] Supongamos que para todo M € R-mod tenemos que Zoc(M) <.s M.
P.D. M € T¢4. Sea M — K un epimorfismo con K # 0, entonces 0 # Zoc(K) <

K, luego existe un médulo simple S < K. Por lo tanto M € T¢( ).

1) = 5)] Supongamos que R es semiartiniano izquierdo. P.D. Zoc(M) <.s M
para todo 0 #% M € R-mod. Como R es semiartiniano izquierdo, entonces para
todo cociente de R, es decir, R — K tenemos que R € T4 y K # 0, luego
Zoc(K) # 0. Se sigue que existe S < K con S un médulo simple, lo que quiere
decir que todo modulo ciclico tiene un submédulo simple. Sea x € M, entonces

Rx < M, pero S < Rz < M. Por lo tanto Zoc(M) # 0.

3) = 1)] Si todo R-mod M es semiartiniano izquierdo en particular, R es se-

miartiniano.
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2) = 3)] Supongamos que toda teoria de torsion es de tipo simple. P.D. To-
do R-modulo es semiartiniano izquierdo. Sea M € R-mod. Tenemos que demos-

trar que M € T¢(4), pero M € T¢np y por hipotesis es de tipo simple entonces

E(M) = &(A) para algin A C S.

3) = 2)] Supongamos que todo R-médulo es semiartiniano izquierdo. P.D.
Para toda clase de R-mddulos C, T¢(4) = Teey con A={S € S: 5 € T}
Antes de comenzar recordemos que T¢ 4 = {M € R-mod : VO # f: M —
K 35 C K con S € A}. Ahora veamos las contenciones.

D] Sean M € Teeyy 0 # f : M — K un cociente. Como M es semiartiniano
izquierdo, entonces existe 0 # S € S tal que S C K, notemos que K € T¢) por
que T¢(ey es cerrada bajo cocientes y como es cerrada bajo submoddulos tenemos
que S € T donde se sigue que S € A. Por lo tanto M € Te(4).

C] Sea M € Ty P.D. M € T¢). Primero recordemos que t(M) € Tey. Sea

0#f: M — M/t(M). Consideremos el siguiente diagrama:

M—»M/t(M)

|

S

con S € A. Notemos que M/t(M) € F con respecto a T¢(), entonces S € IF con
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lo que tendriamos que S € F N T¢r), contradiccién. Entonces M/t(M) = 0y

Denotemos por J(R) al radical de Jacobson del anillo R, la interseccién de los

ideales izquierdos maximos de R.

Definicién 11. Sea R un anillo. Decimos que I < R es un nilideal si y solo si
para todo a € I 3 n € N\ {0} tal que a" = 0, es decir, todo elemento de I es

nilpotente.

Proposicion 8. Sea R un anillo e I < R un nilideal, entonces los idempotentes
pueden ser levantados modulo el ideal I, es decir, que todo idempotente de R/I es

imagen de un idempotente de R.

Demostracion. Sean x € R/I un idempotente y r € R tal que r + [ = x. No-

temos que r + I = 2 = 2> = x-x = (r+ I)(r+ 1) = r* + I por lo que

1> —r € Iy asf existe n € N tal que (r* — r)® = 0. También notemos que

rir—1)=r*—r=(r—-1rporloque 0= (r>—r)" = (r(r—1)" =r"(r —1)" =
7“”((3)7“”(—1)0 + (?)Tn_l(_l) + ot (n)TO(—l)n) = r"lg(r) — ™ con g(r) una

expresion polinomial en r. Ahora sea a = g(r)

2

Tenemos e a? = g(r)*'r2" = (1)~ [(g(r)) (™) ("), pero como 0 = 1"+ g(r) -

n+1 2

r", entonces " = r""'g(r) regresando a la igualdad tenemos que a* = ¢g(r)

n

. =g(r)"r" = a. O

2n—1T2n—1 —
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Definicién 12. Sea I < R un ideal. Decimos que I es T-nilpotente izquierdo

(derecho) si para toda familia (a1, a9, ..., ay,...) tal que a; € I existe un k € Z tal

que agag—1---a; =0 ((a1---a =0)).

Definicion 13. Sea M € R-mod, decimos que J(R) es T-nilpotente sobre M si y
solo si para todo m € M y cualquier familia ay,as, ... € J(R) existe unn € N tal

que (ay, ...a;)m = 0.

Definicién 14. Decimos que J(R) es T-nilpotente derecho si y sdlo si J(R) es
T-nilpotente sobre R € R-mdd. Es decir, si para toda (ai,...,ax,...) € J(R)

tenemos que ay, - an_1---a; = 0 para alguna n € N.

Afirmacion 6. Sea I < R. St I es un ideal T-nilpotente, entonces I es un nil-

1deal.

Demostracion. Sean I un ideal T-nilpotente y a € I. Tenemos que existe n € N

tal que I" = 0, en particular a" = 0. ]

Definiciéon 15. Sea M € R-mod. Definimos la sucesion de zoclos de M por in-

duccion transfinita como sique:
1. Zy(M) = 0.
2. Zos1(M)]Zo(M) = Zoc(M/Zy(M)).

3. Si a es limite, entonces Zo(M) = > Zz(M).

b<a
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Notemos que Zy(M) — Zy(M) — Zy(M) — .... Y también denotamos por
ZOC(M) = Zoc,(M) sia es el primer ordinal para el que Zocy(M) = Zoce1(M).
Notemos que ZOC (M) esta bien definido ya que si no existe un ordinal o para el
que Zoco(M) = Zoca+1 tendriamos una clase y una cadena ascendente infinita,

pero M es un conjunto.

Afirmacioén 7. Sea M € R-mod. M es semiartiniano si y solo si existe o ordinal

tal que Zoc,(M) = M.

Demostracion. =] Supongamos que M es semiartiniano. P.D. Existe un ordinal «

tal que Zoc, (M) = M. Sea « el primer ordinal para el que Zoc, (M) = Zocy+1(M),

ZOCa+1(M) — ZOC( M

Zoca (M) m) Como M es Semlartmlano,

asi tenemos que 0 =
entonces todo cociente distinto de cero tiene zoclo distinto de cero. Pero como
ZOC(#NM)) = 0, tenemos que M = Zocq11(M).

<] Supongamos que existe un ordinal « tal que M = Zoc,(M). P.D. M es
semiartiniano. Si a = 0, entonces Zocy(M) = M entonces M = 0 y asi M es
semiartiniano.

Usaremos induccién transfinita. Supongamos que para todo 7 < « se cumple la

hipétesis. Si o = 3 + 1, entonces:

Zocg (M) M M
Zocg(M) — Zocsg(M)

0 — Zocg(M) — Zocg1(M)
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Pero la clase de médulos semiartinianos es igual a la clase de torsion generada

por los médulos simples. Como Zocg(M) € Ts por hipdtesis y Zoc( ZOCZX(M)) es

semisimple y como Ts es cerrada bajo extensiones, entonces Zocgi1(M) € Ts.
Asi M € Tgs.

Si « es un ordinal limite. Por hipdtesis y definicién tenemos que 3 M = Zoc, (M) =
> Zocg(M) y sabemos que @ Zocg(M) — > Zoczg(M). Por hipétesis, cada

B<a B<a B<a

Zocg(M) es semiartiniano, entonces @ Zocg(M) es semiartiniano y cocientes de
f<a

semiartinianos son semiartinianos. Por lo tanto Zoc,(M) = M es semiartiniano.

]
Afirmacién 8. J(R) es T-nilpotente sobre todo mddulo semiartiniano.

Demostracion. Sean M un moédulo semiartiniano izquierdo y m € M. Podemos
definir o(m) como el menor ordinal 3 para el que m € Zocg(M). Notemos que [3
no puede ser un ordinal limite ya que si lo fuera tendriamos que m € Zocg(M) =
ZﬂZ ocy(M), entonces m € Zoc, para algin v < [ contradiccién a menos que
y<

m = 0, pero si m = 0, entonces J(R) ya es T-nilpotente tenemos que para cual-

quier n € Z y ay,...,a, tenemos que m(ay---a,) = 0- (a;---a,) = 0. Pero

Zypa (M) _
i) = o

Zocy11(M)/Zocy(M) es semisimple por definicién, entonces J(R) - (
Asi tenemos que J(R) - Zy41(M) < Z,(M). Ya que m € Zy1 (M) y a € J(R),
entonces am € J(R) - Z,11(M) < Z,(M), se sigue que o(am) < o(m) para to-

da m € M y para toda a € J(R). Sea ay,...,ay,... una sucesién de elementos
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de J(R) tal que (a, - a;)m # 0 para todo n € Z entonces o(m) > o(aym) >
o(asaym) > ... > o(a,...aym) > ... Pero toda cadena estrictamente descendente
de ordinales es finita. Lo que es una contradiccién. Entonces existe z € Z tal que

o(a,...aym) = 0. O

Corolario 1. Si R es un anillo semiartiniano izquierdo, entonces J(R) es un ideal

T'-nilpotente.
Demostracion. Ya que J(R) es T-nilpotente sobre R como R-mod. []

Lema 5. Sea 0 # M € R-mod. Si J(R) es T-nilpotente izquierdo en M, entonces

existe 0 # x € M tal que J(R)x = 0.

Demostracion. Supongamos que J(R)y # 0 paratodo0 #y € M. Sea0 # x € M,
entonces existe a; € J(R) tal que a1z # 0y a1x € M. Asi obtenemos una sucesion
de elementos ag,as,...a,... € J(R) tal que a,...a;x # 0 para todo n € Z,

contradiciendo que J(R) es T-nilpotente. O

Lema 6. Si J es un ideal bilateral de R. Entonces M es un R/J-mddulo < M es

un R-modulo y JM = O.
Demostracion. =]

a) PD. JM =0.Seaa € Jymeée& M, como M es un R/J-médulo, entonces para

toda m € M tenemos que (_)5; =Jyasi0= (_)§m = Jm. Por lo tanto JM = 0.
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b) Como M es un R/J-méduloy JM = 0, definimos rm := (r+J)m. Supongamos
que r + J =1r"+ J, entonces rm = (r + J)m = (' + J)m = r'm.
<] P.D. M es un R/J-médulo. Definimos (r + J)m := rm. Supongamos que
/

r =r', entonces (r+J)m = rm = r'm = (r'+.J)m. No es complicado demostrar

que M es un R/J-mdédulo con esta operacion.
]
Lema 7. Sea R un anillo, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
1. R es un anillo semiartiniano izquierdo.
2. J(R) es T-nilpotente derecho y R/J(R) es semiartiniano izquierdo.

Demostracion. 1 = 2] Supongamos que R es semiartiniano izquierdo. P.D. J(R)
es T-nilpotente y R/J(R) es semiartiniano izquierdo. Por el Corolario 1 tenemos
que J(R) es T-nilpotente. Como toda clase de torsién es cerrada bajo cocientes,
R/J(R) es semiartiniano izquierdo como R-médulo, como J(R) anula a cada R-
modulo simple, entonces los R-mdédulos simples coinciden con los R/J(R)-médulos

simples. Por lo tanto R/J(R) es semiartiniano.

2 = 1] Supongamos que J(R) es T-nilpotente y que R/J(R) es semiartiniano
izquierdo. P.D. R es semiartiniano izquierdo. Sea 0 ## M € R-mod. Por el Lema

5 existe 0 # L < M tal que J(R)- L =0. L es un %—médulo. Como R/J(R) es
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semiartiniano izquierdo por hipétesis, existe S < L un %—médulo simple. Pero S

es también un R-mdédulo simple, ya que si 0 2 N < S, entonces existe 0 #n € N

tal que %-n = S.Seax € S, entonces x = (r+ J(R))-n = rn, luego = = rn por
lo que S = Rn = N. Asi N = S. Entonces para todo 0 ## M € R-mod tenemos

que Zoc(M) # 0. Por lo tanto R es semiartiniano izquierdo. O

Definicién 16. Sea R un anillo decimos que R es semilocal si y sélo si R/J(R)

es semisimple.

Definicion 17. Sea R un anillo. Decimos que R es semiperfecto si y sélo si R es

semilocal y los idempotentes de R pueden ser levantados mddulo J(R).

Lema 8. Sea R un anillo, entonces J(R/J(R)) = 0.

Demostracion. Tenemos que J (%) = N ﬁ Por el Teorema de corres-
7w, S, 7w
méz o
I <R
pondencia #R) < % & J(R) < I < R, entonces [ ﬁ = “}"&) =
max JLR)m%xJL;%)
=0, -

Proposicion 9. Sea R un anillo entonces las siguientes propiedades son equiva-

lentes:

1. R es semiartiniano izquierdo y semilocal.

2. R es semiartiniano izquierdo y semiperfecto.



1.1. R-TORS 39

3. J(R) es T-nilpotente derecho y R es semilocal.

4. R es semiartiniano izquierdo y no contiene un conjunto infinito de idempo-

tentes ortogonales.

Demostracion. 1] = 2] Sea R un anillo semiartiniano izquierdo y semilocal. Recor-
demos que si R es semiartiniano izquierdo, entonces J(R) es T-nilpotente derecho
y asi J(R) es un nilideal de R. Por la Proposicién 8 los idempotentes pueden ser

levantados médulo J(R). R es semilocal por hipétesis.

2 = 3] Supongamos que R es semiartiniano izquierdo y semiperfecto. P.D. J(R)
es T-nilpotente derecho y R es semilocal. R es semilocal ya que R es semiperfec-
to. Basta demostrar que J(R) es T-nilpotente derecho, pero ya demostramos que
J(R) es T-nilpotente derecho sobre cualquier médulo semiartiniano izquierdo y

como R es semiartiniano izquierdo, entonces J(R) es T-nilpotente derecho.

3 = 4] Supongamos que J(R) es T-nilpotente derecho y que R es semilocal. P.D. R
es semiartiniano izquierdo y no contiene un conjunto infinito de idempotentes orto-
gonales. Como R es semilocal, entonces R/J(R) es semisimple, recordando que la
clase de los médulos semisimples es una clase cerrada bajo cocientes, tenemos que
R/J(R) es semiartiniano. Por el lema 7 tenemos que R es semiartiniano izquierdo.

Resta demostrar que R no contiene un subconjunto infinito de idempotentes orto-
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gonales. Supongamos que existe un conjunto infinito de idempotentes ortogonales
en R. Notemos que si e € R es un idempotente tenemos que € = e + J(R) es
idempotente ya que e-e = (e+ J(R))(e+ J(R)) =ee+ J(R) =e+ J(R). Si f,e
son idempotentes ortogonales en R también tenemos que f,é son idempotentes
ortogonales en R/J(R) yaque f-é= (e+ J(R))(f +J(R)) =ef + J(R) = J(R).
Asi, tendrfamos un conjunto infinito de idempotentes ortogonales en R/J(R) lo

que es una contradiccion, de lo contrario R/J(R) no seria semisimple.

4 = 1] Supongamos que R es semiartiniano izquierdo y no contiene un con-
junto infinito de idempotentes ortogonales. P.D. R es semiartiniano izquierdo y
semilocal. Por hipdtesis R es semiartiniano izquierdo. Resta demostrar que R es
semilocal, es decir, que R/J(R) es semisimple. Antes de continuar necesitamos lo

siguiente:

Afirmacién 9. Si gl es un ideal minimo en un anillo R tal que J(R) = 0,

entonces existe un ideal maxrimo K de R tal que I & K = R.

Demostracion. (Afirmacion) Sea 0 # x € I, entonces x ¢ J(R), asi que existe un
ideal méximo K < Rtalquex ¢ K. Asi [+ K = R, yaque K < [+ Ky K
es maximo. Ahora, supongamos que I N K # 0, entonces I N K = I por que [ es

minimo, asi x € I < K lo que es una contradiccion. Por lo tanto I K = R. [
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Ahora continuemos con nuestra proposicion. Observemos que
J(R/J(R)) =0y que Zoc(R/J(R)) # 0 ya que R es semiartiniano. Si I < R/J(R)
es minimo, entonces por la afirmacién 9 existe M < R/J(R) méaximo tal que
M &I = R/J(R). Como I es minimo tenemos que I = Re con e idempotente.
Notemos que 1 = e; + ...+ e, con cada e; idempotentes ortogonales primitivos,
ya que si 1 = e; con e; un idempotente primitivo terminamos, de lo contrario
podemos escribir e; = a1 4+ ao con ay, as idempotentes ortogonales y a; primitivo,
pero de nuevo podemos escribir a as = by + by con by, by idempotentes ortogonales
y b1 primitivo, este procedimiento no puede continuar sin detenerse ya que R no
contiene un conjunto infinito de idempotentes ortogonales, se sigue que R/J(R)
solo tiene un nimero finito de idempotentes ya que si 1 = e; +...4+e¢, tenemos que
l=¢e+...+e,yasi R/J(R) = Re1®...® Re,. Entonces Zoc(R/J(R)) = En'é]i, es
=
decir, el zoclo es una suma de ideales minimos y para cada ¢ tenemos que I; = Re;
con {e;}",; un conjunto finito de idempotentes ortogonales. Zoc(R/J(R)) <es
R/J(R) pues R es semiartiniano. Asi R/J(R) es semisimple y por lo tanto R es

semilocal. N

Definicion 18. Decimos que un anillo R es perfecto derecho si cumple alguna de

las condiciones de la Proposicion 9.
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1.2. R-nat

Definicion 19. Sea C C R-mod una clase de R-mddulos. Decimos que C es una

clase natural st cumple que:

1. C es cerrada bajo submaodulos.

2. C es cerrada bajo capsulas inyectivas.

3. C es cerrada bajo sumas directas.

Ejemplo 1. C = {M € Z-mod : o(x) < oo para todo x € M} es una clase

natural.

Demostracion. 1. Sean M e C N<Myxe N.PD. NeC. Comox €N

tenemos que x € M por lo tanto o(z) < co. Asi N € C.

2. Sean M € C y sea E(M). P.D. E(M) € C. Sea 0 # =z € E(M). Como
M <.s E(M) tenemos que existe z € Z tal que 0 # zx € M, entonces
o(zx) < oo, es decir, que existe m € Z \ {0} tal que m(zx) = (mz)x = 0.

Por lo tanto o(z) < oo y E(M) € C.

3. Sea {M;}ier CC. P.D. P M; € C Sea x = (z;)ic; € @ M, proponemos m =
iel iel

[T{o(z;) : i € I}, tenemos que o(x) < m < oo, por lo tanto {M; }ier € C.

]

Ejemplo 2. Sea F = {M € Z-mod : o(x) = oo para todo 0 # x € M}.
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Demostracion. 1. Sean M € F, N < M y 0# x € N, entonces x € M por lo

que o(x) = oo. Por lo tanto N € F.

2. Sea M € F. P.D. E(M) € F. Supongamos que existe 0 # = € E(M)
tal que o(x) < oo, entonces existe z € Z tal que 0 # zx € M, entonces

o(zx)|o(x) < 0o, lo que es una contradiccion. Por lo tanto E(M) € F.

3. Sea {M;}ie;r CF. PD. @PM,; € F. Sea 0 # = = (x;)ie;r € @ M,;, pero

el el

para cada x; € M, tenemos que o(z;) = oo entonces o(z) = oo por lo que

GE9ZVQ e C.

el

Lema 9. Si{M,}icr es una familia de R-mddulos, entonces @ Z(M;) = Z( M),

iel el

con Z(M)={meM: (0:m) <, R} y(0:m)={re R: rm =0}.

Demostracion. C] Sea y = Z m;, € @ Z(M;) con cada m;, € Z(P M;,), enton-

j=1 i€l i€l
ces (0 : my,) <es R.P.D. (0:y) <. R. Afirmacién: ()(0 : m;;) < (0 : y). Sea
7=1
ro € () (0:my,), entonces roy = r(z i) = 2. (rmi;) =
J=1 J=1 j=1
Como (Y (0:m) <es Ry (1(0:m;,) < (0:y) <R, entonces (0 :y) < R. Por lo
j=1 j=1

tanto y € Z(P,.; M;).

2] Sea m = Zm% € Z(@ M;), con cada m;, € M;, entonces (0 : m) = (0 :

iel
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k
> m;;) <es R. P.D. Para todo (0 : m;,) <. R. P.D. Para todo r € R exis-
j=1

te 0 # s € R tal que sr € (0 : my,). Sea m;, € M;, y r € R entonces existe

k k

s € R tal que s'r € (0 : m), es decir, 0 = s'rm = s'r>_ m;, = > s'rm,,, en-
=1 j=1

tonces s'rm;, + ...+ s'rm; = 0, entonces s'rm;, = —(s'rm;, + ...+ s'rm;,_, +

s'rmi,, + ...+ s'rmy,) € Y- M;,, pero s'rm;, € M,;,, entonces s'rm; = 0. Por lo
JE
tanto (0 : my,) <.s R para toda j € {1,...,k}. Por lo tanto m € @@ Z(M,). O
iel
Ejemplo 3. La clase de todos los modulos no-singulares es una clase natural. Sea

NS ={M € R-mod: Z(M)={0}}, con ZIM)={me M: (0:m) <., R} y

(0:m)={re R: rm=0}.

Demostracion. 1. Sea M € NSy N < M. PD. Z(N) =0sea o # x € N,
entonces x € M, entonces (0 : x) no es esencial en R por lo que =z ¢ Z(N).

Por lo tanto Z(N) = 0.

2. Sea M € NS. P.D. E(M) € NS, es decir, que Z(E(M)) = 0. Supongamos
que 0 # Z(E(M)). Como Z(E(M)) < E(M) y M <.s E(M), entonces
0# Z(E(M))N M, entonces existe 0 # m € M tal que (0: m) <. R, luego

Z(M) # 0, lo que es una contradiccion.

3. Sea {M;};er CNS. P.D. @ M; € NS. Sea x = (x;)ie; € @ M;. Para cada
icl icl
M; tenemos que Z(M;) =0y asi 0 = P Z(M;) = Z( M;). Por lo tanto
iel il

el
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]

Proposicion 10. Sea C una clase natural y M € R-mod. Entonces existe N < M

mazimo tal que N € C.

Demostracion. Sean C una clase natural y {N;};c; C C una familia independiente

maxima de submoddulos de M que existe por el Lema de Tukey, luego @ N; € C,
1€l

entonces E(@P N;) € C. Sea N = E( N;), entonces NN M € C. Sea L < M

iel icl
tal que NN M < L < My L € C. Entonces @ N; <.s L por la eleccién de

1€l
{Ni}ier. Asit E(Q N;) = E(L), entonces M NN =MNE(L) D L. Asi NN M es
1€l

un submodulo de M méaximo de en C. []

Definicién 20. Denotamos por R-nat la clase de las clases naturales.

Lema 10. Sea {M;};c; una familia de submaodulos. ¥ 0 # N < @ M;, entonces

el

10# K <N y3J CI yun monomorfismo K »— M;.

Demostracion. Sea 0 # N < @ M; y 0 # x € N. Entonces Re < N < P M; y
iel i€l

asi x = m; + ...+ m,;, con 0 # m;; € M;;, escojamos z € I con n minimo. Por

la eleccién de n tenemos que los anuladores coinciden, es decir (0 : m;,) = (0 :

mg,) = ...=(0:m;) = (0:2) ya quesiexistet € (0:m;,) yt¢ (0:m;) con

J # k tendriamos que 0 # tx = tm;, +tmy, +...+tm;,_, +tmy,, +...+tm; € N,

contradiccién. Entonces (0 : ) = (0 : m;,) y asi Rx = (0]:1) = (Otﬁil) = Rmy,. Si

tomamos K = Rx, entonces K »— M;. []
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Proposicién 11. Sea C una clase de mddulos, sea A = {N € R-mod : V 0 #
K <N 3J0#L<K yun monomorfismo 0 # f: L — C para algun C € C}.

Entonces A es la menor clase natural que contiene a C, esta clase la denotamos

fR—nat(C) .

Demostracion. 1. Sean M € Ay N < M. PD. N € A Sea 0 # J < N,
entonces J < M y asi existen 0 # L < J y un monomorfismo f : L — C

para algun C € C.

2. Sean N € Ay0# K < E(N). Como N <.s E(N) yO#A#KNN<Ny
N € A entonces existen 0 # L < N y un monomorfismo 0 # f : L — C

para algin C con L < K. Por lo tanto A es cerrada bajo capsulas inyectivas.

3. Sea {M;};ier CA. PD. @ M,; € A Si0+# K < M,;, entonces por el Lema
iel il

10 existen 0 # Rz < K y un monomorfismo f : Re — M; con j € Iy

M; € A, entonces Rx = K' para K’ < M; y por lo tanto existen 0 # L' < K’

y un monomorfismo ¢ : L' — C para algin C' € C, y asi P M; € A.

iel
4. Sea C una clase de médulos y D una clase natural tal que C C ID. Si 0 #
M € A tenemos que para todo 0 # K < M existen 0 % L < K y un
monomorfismo 0 # f : L — C para algin C € C. Recordando que una
familia de submédulos {N;}ier < M es independiente < Vj € I, N; N

( >> N;) ={0} y que {N;}ics es independiente < {N;};cr es independiente
N}
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vV F' C [ finito, asi tenemos que una familia independiente es de caracter finito
y usando el Lema de Tukey que es equivalente al Lema de Zorn tenemos que
existe una familia independiente maxima {L;};c; de submddulos de M con
la propiedad de que cada L; pertenece a D.

Por lo anterior, @ L; € Dy P L; <es M, ya que {L;};c; es una familia

el el

independiente maxima en M. Sea 0 # K < M tal que K N@ L, = 0.

el
Supongamos que K N L; # 0 para alguna j € J entonces K N G? L; # 0 para
ic
toda i € I\ {j}, ast K N L; # 0 para toda i € I entonces {L;};c; U {K}
es una familia de submoddulos independientes y {L;}ier € {Li}tier U{K},
contradiccién. Lo que implica que E(G?~ L))=EM)eD Asi M € D. Y
i€

por lo tanto A C D.

]
Proposicion 12. Sea C una clase natural. Entonces C es cerrada bajo extensiones.

Demostracion. Sea C una clase natural. Sea

0—A-SB0 50




48 CAPITULO 1. CLASES DE MODULOS

donde f, g son inclusiones y como E(A), E(C) € C tenemos que F(A)®d E(C) € C.
Como F(A) es un médulo inyectivo y f es una inclusién, entonces existe h : B —
E(A) tal que h o = g. Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo por la

propiedad universal del producto:

entonces los siguientes diagramas conmutan:

i
| 9B
/ lh\
A)+——=—E(A) ® E(C) =——E(C

|
F
K
4
)® E(C
Es decir, ha = i f, por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

I

0— E(A)———FE(A)® E(C)—— E(C)——0

Asi, v es un monomorfismo y B € C. ]

Proposicion 13. Sea {C;}ic; una familia de clases naturales. Entonces () C; es
icl

una clase natural.
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Demostracion. 1. Sean M € () C; y N < M, entonces M € C; para todai € I.

i€l

Como cada C; es cerrada bajo submoddulos tenemos que N € C; para toda

i € I. Por lo tanto N € () C;.

iel
2. Sea N € [ C,;, entonces N € C; para todo i € I. Como cada C; es cerrada
1el

bajo capsulas inyectivas tenemos que E(N) € C; para toda ¢ € I, entonces

E(N) e NC,.

el
3. Sea {M;}je; € () C; una familia de médulos, entonces {M;};c; C C; para
icl

toda ¢ € I y como cada C; es cerrada bajo sumas directas, tenemos que

P M; € C; para toda i € I. Por lo tanto @ M; € () C,.
jeJ jed el

Definicion 21. Sean C y D dos clases naturales. Definimos un orden parcial en

R-nat como: C<ID < C CD.

Definicién 22. Sea {C;};c; una familia de clases naturales. El infimo estd dado

por:
ACi=()C
1€l el

Yy elsupTETHO como:

\/ Cl - fR—nat(U Cz)

el el
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Lema 11. Sea C una clase de mddulos. Entonces Eg_nat(C) = {M € R-mdd :
existen una familia {P;}icr y una familia de monomorfismos {f; : P, — N;}ier

tal que N; € C para todai € I y @ P, <es M}.

il
Demostracion. Sea D = {M € R-mod : existen una familia {P,};c; y una familia

de monomorfismos {f; : P, — N;}ier tales que N; € C para toda i € [y
@D P <es M}.

el

Cl Sea 0 # M € g _nat(C), entonces existen 0 # L < M y un monomorfismo f :

L — C para algin C € C. Sea { P, };c; una familia de submédulos independientes

maximos de M tales que f; : P, — C; es un monomorfismo para toda ¢ € I con

C; € C. Entonces @ P, <.s M. Por lo tanto M € D.
icl
O] Sean M e Dy 0# N < M. Entones 0 # N N @ P,. Asi existe 0 # Rz < N
el

con ¢ € I y monomorfismos f; : Rx — P;y g; : P, — N; con N; € C. Por lo que

M e €R—nat(c)- []

Observacion: Sea {C;};c; una familia de clases naturales. Entonces \/ C; =
el

{M € R-mod : existe @ N; <.s M, con N; € C;}.

i€l

Demostracion. Sabemos por Lema 11 que V,.;C; = {pna(UCi) = {M €

el

R-mod : existe una familia independiente méxima {P;};c; con P, < M y mo-

nomorfismos f; : P, — N; con N; € |J C; y con @@ P, <.s M}, entonces tenemos
icl icl

que N; € C; para alguna ¢ € I, entonces P, € C;. ]
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Proposicién 14. Sea C una clase de mddulos, entonces C+ = {M € R-mdd :
para todo 0 # N < M no eziste un monomorfismo f: N — C con C € C} es

una clase natural.

Demostracion. 1. Sean M € C* y N < M. Supongamos que existe un mono-
morfismo f : K — C para algin 0 # K < Ny C € C. Como K < M

tendriamos que M ¢ C* lo que es una contradiccién. Por lo tanto N € C*.

2. Sean M € Ct y 0 # N < E(M). Supongamos que existe un monomorfismo
f:K—Ccon0# K< NyCeC.Como0#KNM < M, entonces
existe un monomorfismo f : K "M — C con C € C, lo que es una

contradiccién. Por lo tanto E(M) € C*.

3. Sea {M;}ier una familia de submédulos de C*+. Sea 0 # N < GBIMZ y
ic
supongamos que existe un monomorfismo f : K — C con 0 # K < N
y C € C. Por el Lema 11 existe 0 # U < K, j € I y L < M; tal que
U=>~L< M, yasi Ue CnCH, contradiccion. Por lo tanto Q}IMZ e Ct.
ic
Por lo tanto C es una clase natural. ]

Proposicién 15. Sea C una clase natural. Entonces C+ cumple las siguientes

propiedades:
1. CNncCt ={0}.

2. (CHL=C.
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3. Cv C* = R-mod.

Demostracion. 1. Sea M € CNC*, si 0 # M € Ct tenemos que no existen
0 # L < M y un monomorfismo g : L — C para C' € C. Pero M 5 M es

un monomorfismo # 0, con M € C, contradiccién. Por lo tanto CNC* = {0}.

2. CJ]. Sea 0 # M € (C1)*, entonces M ¢ C+. Entonces existe 0 # N < M tal
que N € C. Sea {N,}ic; una familia independiente méxima de submédulos

de M que pertenecen a C, asi@P N; € Cy @ N; <.s M. Por lo tanto M € C,
el iel

asi (CH)t C C.

DJ. Supongamos que existe 0 # M € C\ (C+)+. Entonces existe 0 # N < M,

K € C* y un monomorfismo f: N — K. Asi N € CNC*, lo que es una

contradiccién. Por lo tanto C = (C)*.

3. Sea 0 # M € R-mod. Si para todo 0 # N < M tenemos que N ¢ C,
entonces M € C*,
Entonces podemos suponer que existe 0 # N < M y N € C. Sea {N, }ier
una familia independiente maxima de submoédulos distintos de cero de M

que pertenecen a C. Entonces @ N; € C. Sea L un seudocomplemento de

1€l
@D N; en M.
i€l
Si L = 0 entonces @ N; <.s M y entonces M € C.

el

Supongamos que 0 # L entonces L € Ct ya que si L ¢ C*, tendriamos que
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existen 0 # K < L y un monomorfismo f : K — C con C' € C. Por lo tanto
0#K <M, KeCyasi {N;}ierU{K} es una familia independiente lo que
es una contradiccién a la eleccion de {N; }ier. Por lo tanto (O N;) B L <.s M

iel

Y(@Ni)@LEC\/(CJ‘, por lo tanto M € C v C*

el

Teorema 2. R-nat es distributiva.

Demostracion. Sean A B, C tres clases naturales y M € A A (B Vv C). Entonces
M e Ay M € BV C, ademas por la proposicion anterior inciso tres. M € R-
mod= B V B+, asi que existen N,L < M tal que N® L <,s M con N € By
L € B*. Por lo que concluimos que N € AAB al ser N < M y A una clase
natural. Por otro lado tenemos que L e BV C yaque M €e BVC y BV C es una
clase cerrada bajo submdédulos. Ademés BV C = £, (B U C) por lo que para
0 # K < L existen 0 # X < K y un monomorfismo f: X — C con C € BV C.
Si C € B, entonces L € p_pnat(B) = B, pero L € B+, contradiccién. Por lo que
C' ¢ B lo que implica que C' € C. Se sigue que L € {g_,.(C) = C. Por lo tanto
Le ANC Asi NNL<LMtalque NOL <es M con Ne ANBy L e AAC.

Ahora usando la observacién anterior tenemos que M € (AAB) Vv (AAC).
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1.3. R-tors

Definicion 23. Una clase de modulos C es una clase de torsion hereditaria si es

cerrada bajo cocientes, sumas directas, extensiones y submaodulos.

Ejemplo 4. La clase de los grupos abelianos de torsion G es una clase de torsion

hereditaria.

Demostracion. 1. Sean G € G, H < Gy x € G/H. P.D. z es de orden finito,
sea x = g + H para algiin g € G, como G es de torsion existe n € N tal que
n-g =0, asi tenemos que n-(g+ H) =n-g+ H =0+ H = H. Por lo tanto

x es de torsion.

2. Sea {G,}ic; CG. P.D. PG; € G. Sea x € @ G, entonces © = (x;);er. Sea

1€l 1€l

n=[[{meN: m-x;=0paratodaiec I}. Asin-x = (n-x;)c =0. Por

lo tanto @@ G; € G.

i€l

3.Sa0 — A -1 B2 ¢ —0tal que AC € G. PD. B € G. Sea
0 #x € Bsixz € f(A) hemos terminado ya que f(A) = A. Supongamos
que = ¢ f(A), entonces g(x) # 0 ya que Im(f) = Nuc(g), entonces existe
n € Z tal que n - g(x) = 0 pero n - g(x) = g(nx). Entonces nx € Nuc(g),

luego nx € f(A), asi nx es de torsién. Por lo tanto x es de torsion.

4. Sea Ge Gy H<LG.PD. HeG. Seax € H, entonces x € G y asi existe

n € N tal que n-x = 0. Por lo tanto H € G.



1.3. R-TORS 25

Definicion 24. Sea F C R-mod una clase libre de torsion. Decimos que F es

hereditaria si ¥ es cerrada bajo capsulas inyectivas.

Ejemplo 5. La clase de los mddulos no singulares NS es una clase libre de torsion

hereditaria.

Para continuar con la siguiente demostracion necesitamos la siguiente propo-
sicion.

Notacién: Z (M )denotara el submddulo singular de M.

Proposicion 16. Sea M € R-mod. Entonces M es no singular si y soélo si

Hom(N, M) =0 para todo N € R-mod singular.

Demostracion. =] Supongamos que M es no singular. Sea N singular y a €
Hom(N, M). Entonces a(N) = a(Z(N)) C Z(M) = 0, por lo tanto a = 0.

<] Supongamos que Hom (N, M) = 0 para todo N singular, en particular para
Z(M), entonces Hom(Z(M), M) = 0, luego i : Z(N) — M es el morfismo cero.

Por lo tanto Z(M) = 0. O

Demostracion. La cerradura bajo extensiones, submoédulos y capsulas inyectivas
la llevamos a cabo en la parte de R-nat. Resta probar que NS es cerrada bajo

productos directos y extensiones.
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1. Sea {M;};,cr € NS. P.D. [[ M; € NS. Sea 0 # = = (x;)ier € [[ M;, es decir

el el

3 j € J tal que x; # 0. Supongamos (0 : (x;)icr) <es R, (0: (xi)icr) = ((0:

el

z;). Entonces (0: 2;) <. RVie I. Siz; # 0, entonces 0 # x; € Z(M;) =0,

contradiccion.

. Sea0 — A3 B2 ¢ — 0tal que A,C € NS. P.D. B € NS. Por la

proposicién anterior tenemos que Hom(N,A) = {0} y Hom(N,C) = {0}
para todo médulo singular N. Sea M singular y o« € Hom(M, B), entonces
goa € Hom(M,C) = 0. Por la propiedad universal del nicleo, tenemos que
existe B : M — A tal que fo 3 = «a pero B € Hom(M,A) = {0} por lo

que a = 0 y por lo tanto B es no singular.

]

Afirmacién 10. Sea C una clase de mddulos. Entonces Fe = {M € R-mod :

Hom(N, E(M)) =0 para todo N € C} es una clase libre de torsion hereditaria.

Demostracion. 1. Sea M € F¢. P.D. E(M) € F¢. Pero como E(E(M)) =

E(M), tenemos el resultado.

2. Sean M € Fcy N < M entonces E(N) < E(M) por lo que E(N) &

L = E(M) con L un médulo inyectivo. Entonces 0 = Hom(K, E(M)) =
Hom(K,E(N)® L) = Hom(K,E(N)) @ Hom(K, L) lo que implica que

Hom(K,E(N)) =0 para todo K € C.
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3. Sea {M;}ic; C Fc una familia de médulos. Sabemos que E([[ M;) < [[ E(M;)

el el

y que Hom(K, ) es un funtor exacto izquierdo. Entonces

Hom(K, E(g M;)) < Hom(K, E[I E(M,;)) = E[I Hom(K, E(M;)) = 0.

Con esto F es una clase natural y por la Proposicién 12. Tenemos que F¢ es

una clase libre de torsion hereditaria. ]

Dada una clase de médulos C podemos definir T¢ = {K € R-mod :

Hom(K,E(M)) = 0 para todo M € C}.
Proposicion 17. Sea C una clase de torsion hereditaria. Entonces C = Ty,

Demostracion. C] Sean M € Cy K € Fg, entonces Hom(M, E(K)) = 0 de lo
que M € Tp,.. Por lo tanto C C Tp,.

D] Sea M € Ty, y supongamos que M ¢ C. Consideremos A = {N € R-mod :
N <MyN e C} A+#0yaque {0} € A Como A € C tenemos que
existe un epimorfismo f : @A — > A, pero t(M) = Y Ay asi t(M) es el
mayor submodulo de M que pertenece a C. Por hipdtesis % #0.Sea N €Cy
a: N — % un morfismo. Tenemos que existe K < M tal que f(N) = ﬁ cC

pues C es cerrado bajo cocientes. Consideremos la siguiente sucesion exacta con

extremos en C:

0 —t(M) — K — > 0

Como C es cerrada bajo extensiones tenemos que K € C. Entonces t(M) =
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M

0 pertenece a C. Por lo tanto

K y a = 0. Por lo que ningiin submoédulo de

Hom(N, E (%)) = 0 para todo N € C, es decir, % € F¢ pero también

t(ﬂM) € Ty, por hipotesis. Entonces Hom(t(%, E (%)) = 0 por lo que % =0.

Asi M =t(M) € C lo que es una contradiccién. Por lo tanto M € C. O

Definicién 25. Una teoria de torsion hereditaria es una pareja T = (T,Fr), donde
T = T, es una clase de torsion hereditaria y Fr es la clase libre de torsion

hereditaria correspondiente a T

Denotamos por R-tors la clase de todas las teorias de torsiéon en R-mod. Si
T € R-tors denotamos por T, a la clase de torsion de hereditaria 7 y por I, a la
clase libre de torsién correspondiente a 7.

Observacion: Si 7,0 € R-tors. Entonces T, C T, < F, C[F,.

Demostracion. =] Sea M € F,, entonces Hom (M, E(N)) = 0 para todo N € T,
es particular para T,, entonces N € ..
<] Sea M € T, entonces Hom(M, F(N)) = 0 para todo N € F, en particular

para todo N € [, entonces M € T,. ]
Definicién 26. Sean 7,0 € R-tors. Decimos que 1 < o< T, CT, < F, CF.,.

Observacion: Sea {T;};c; una familia de clases de torsién hereditaria. En-

tonces [ T; es una clase de torsién hereditaria.
el
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Demostracion. 1. Sean M € (1 T; y N < M, entonces M € T; para todo i € I,
1€l

entonces % € T, para todo 7 € I ya que cada T; es cerrada bajo cocientes.

Por lo tanto 4t € M T;.
i€l

2. Sea {M,};je; € () T; una familia de submoédulos. Entonces {M;}c; € T;
el

para toda ¢ € I, entonces € M, € T, para cada i € I. Por lo tanto € M, €

jeJ jeJ
N T..

el

3. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta corta tal que A,C €

() T;, entonces A, C € T; para toda i € I entonces B € T; para toda i € [
iel

y como cada T; es cerrada bajo cocientes tenemos que B € [ T;.
el
4. Sea M € T,y N < M. Ya que M € T; para cada i € [ y cada T; es
iel

cerrda bajo submédulos tenemos que N € () T;.
il

]

Observacion: Sea {F;};c; una familia de clases libres de torsién hereditaria.

Entonces [ F; es una clase libre de torsién hereditarias.
el

Demostracion. La demostracién de que () IF; es cerrada bajo submédulos y bajo
iel

extensiones es analoga a lo anterior. Resta probar que es cerrada bajo productos

directos y capsulas inyectivas.

1. Sea {M;}je; € (F; una familia de submédulos. Entonces {M;},c; C T,

el
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para toda ¢ € I y como cada [F; es cerrada bajo productos directos tenemos

que [[ M, € F; para toda ¢ € I entonces [[ M; € (F;.
jeJ jeJ i€l

2. Sea M € () F;. Entonces M € F; para toda i € I y como cada F; es cerrada
1el

bajo capsulas inyectivas tenemos que F(M) € F; para toda i € I. Por lo

tanto E(M) € (N F;.

i€l

Definicién 27. Sea {7;}ic; € R-tors.

1. Describimos el infimo de {7;}icr en R-tors como N{Titicr = Tatrye, =

el
N T

1€l
2. Describimos el supremo de {7;}cr en R-tors como \/{Ti}icr = Fyiry., =

N F..

el
Proposicién 18. Sean C una clase de médulos y x(C) = (T c),Fy(c)) la teoria
de torsion tal que Ty(c) = {M € R-mod: Hom(M, E(N)) =0 para todo N € C}.

Entonces x(C) es la mayor teoria de torsion tal que C C F, ).

Demostracion. Tenemos que Fyc) = {N € R-mod : Hom(M,E(N)) = 0 para
todo M € Ty)}. Sean N € Cy M € T,(c), entonces Hom(N, E(M)) = 0 por
lo que C C [, (). Supongamos que C C F; con 7 € R-tors. Sea N € F ().

Supongamos que existe 0 # o : M — E(N) con M &€ T;. Como T, C T,(c),
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tenemos que 0 # (M) NN € Fy )N Tyc) = {0}, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto Fy ) C F,. ]

Proposicién 19. Sea C una clase de mddulos y §(C) = (Tr,,, Fec)) la teoria de
torsion tal que Fecy = {N € R-mod : Hom(M,E(N)) = 0 para todo M € C}.

Entones §(C) es la menor teoria de torsion tal que C C Te(c).
Demostracion. Analoga a la demostracion anterior. H
Definiciéon 28. Sea C una clase de torsion.

1. Decimos que £(C) es la teoria de torsion generada por C.

2. Decimos que x(C) es la teoria de torsion cogenerada por C.

Con esto tenemos que para toda teorfa de torsién 7 se cumple que: £(0) < 7 <

x(0). Es decir R-tors es una reticula completa con 0 y 1.

Proposicién 20. Sea 7 = (T,,F;) una teoria de torsion. Entonces existe un
mddulo inyectivo E tal que T, = {M € R-mod: Hom(M,FE) = 0}. Escribimos

T =x(F).

Demostracion. Sea A = {M € R-mod : Hom(M,E) = 0} con E = [[{E(%) :
? € .}, asi tenemos que E es un médulo inyectivo. Supongamos que M € T,. Co-
mo % € F, tenemos que £ (%) € F, y entonces E € .. Por lo tanto Hom(M, F) =

0, entonces M € A. Supongamos que M € Ay M ¢ T,. Consideremos t(M) el
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mayor submoédulo de M que pertenece a T,. Sabemos que 0 # % € F,. Sea
0 # Rx < % un submodulo ciclico. Tenemos que Rx € F,, ademas Rx = (0]:%33 )

con (0 : x) el anulador de z. Consideremos 0 # 7 : M — % el epimorfismo

[ _ 7|
canénico, entonces tenemos que 7 H(Rr) — Ry = (0]-?2: 7

Asi tenemos el siguiente

diagrama conmutativo ya que E es inyectivo:

7.(.—1
A

(Rz)
\
R R
(0:x) i E((Ox)) io E'

B

\\f

Como 9217 # 0 entonces f # 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto M €

T,. []
Proposicion 21. Las siguientes condiciones son equivalentes para T € R-tors:

1. 7+ € R-tors y es un seudocomplemento de 7, es decir 7 A7+ = £, ademds

71 es mdximo con esta propiedad.

2. T, ={M € R-mod: Hom(M,E(T)) =0 para todo T € T,}.

3. T,o ={M € R-mod: Hom(M, E(C)) =0 para todo C € T,, C ciclico }.
4. Too ={M € R-mod: Hom(M,E(S)) =0 para todo S € T,, S simple }.
5. T,o ={M € R-mod: M no tiene subcocientes distintos de cero en T,}

Demostracion. Sea A = {M € R-mod: Hom(M,E(T)) =0 para todo T" € T,}.

Primero vamos a demostrar que A =T ..
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ClSeaM eT..y0#a: M — E(T)conT € T,. Entonces 0 # o(M)NT €
T, NT,. = {0}, lo que es una contradiccién. Por lo tanto T,. C A. D] Sea
M € T, N A, entonces Hom(M,E(M)) = 0, es decir, M = 0. Por lo tanto
T.. =A, ya que T . es maximo con la propiedad de intersecar a T, en 0.

Sea B ={M € R-mod : Hom(M,E(C)) = 0 para todo C' € T, C ciclico } tene-
mos que A C B ya que si se cumple para todo T € T,, en particular para los cicli-
cos. Sea C = {M € R-mod : Hom(M, E(S)) = 0 para todo S € T,, S simple }.
Ya que todo médulo simple es ciclico tenemos que B C C. Ahora sea D = {M €
R-mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en T,}. Veamos que C C D.
Supongamos que M € C y que M tiene un subcociente 0 = N € T,. Como C es una
clase de torsion hereditaria N € T, NC. Sea 0 # Rx < N. Entonces Rx € T, NC
y tiene un cociente simple S € T, NC. Tenemos que Hom(Rz, E(S)) # 0, lo que
es una contradiccion. Asi C C D.

Ahora veamos que D C A. Sea M € Dy0#a: M — E(T)conT € T,. Enton-
ces 0 # a(M)NT € T, y es un subcociente de M, lo que es una contradiccién. Por

lo que M € A. Asi tenemos que A C B C C C D C A. Las clases son iguales. [

Por lo anterior tenemos que 7= = y(R-simp N T,) con R-simp denotando el
conjunto de clases de isomorfismo de mddulos simples y T,. = {M € R-mdd :

Hom(M, E(S)) =0 para todo S € T,, S simple }.

Lema 12. Si 7 es una teoria de torsion entonces F.i. = {M € R-mod : existe un
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monomorfismo o : M — [[ E(S;) con S € T, S; simple para toda i € 1}.
1€l
Demostracion. Sea A = {M € R-mod : existe un morfismo a : M — [] E(S;)
el

con S; € T, N R-simp}. A es hereditaria ya que si N < M entonces g : N — M

pero f: M — ] E(S;). Entonces f o g funciona como monomorfismo. Ahora si
iel

tenemos {M;};c; una familia tal que existen f; : M; — [] £(S;) monomorfismos,
1€l

entonces tenemos F : [[ M; — [[(I] E(Si)); con F((zi)ier) = (fi(xi))ier. Con-

1€l jedJ el

sideremos M € A, entonces podemos extender o mediante la capsula inyectiva de

M, ya que [] E(S;) es un médulo inyectivo. Asi tenemos el siguiente diagrama

el
conmutativo:
M - a . lgr E(Sz)
|
E(M)

Donde 8 es un monomorfismo ya que « es un monomorfismo esencial. Por lo tanto
E(M) € A. Asi tenemos que A es cerrada bajo cdpsulas inyectivas, productos
directos y es hereditaria. Entonces A es una clase natural y por la Proposicién 12
tenemos que A es una clase libre de torsion hereditaria tal que R-simpNT, C A.
Por otro lado tenemos que 7+ = y(R-mod N T,) es la mayor teorfa de torsién tal
que R-simpNT, C F... Por lo que F.. C A. Por otro lado si M € A entonces
a: M — [[ E(S;) con cada S; € T, N R-simpC F... Entonces E(S;) € F,. para

el

todoi € I, asi [[ € F,1, entonces M € F_.. Por lo tanto A C ... ]
el

Lema 13. Sean 7 € R-tors y .S un mddulo simple. Entonces S € T, 0 S € I,
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Demostracion. Sea S un médulo simple, ahora consideremos ¢,(S) el mayor

submoddulo de S que pertenece a T,. Como S es simple tenemos que .(S) =0 o

t;(S) = S. Supongamos que t,(S) = 0, entonces S = 2= € F,. ]

Lema 14. Sean 7 € R-tors y S un modulo simple. Entonces las siguientes pro-

piedades son equivalentes:
1. SeT,..
2. SeF;.

Demostracion. 1 = 2] Sea 0 # S un médulo simple tal que S € T,.. Por el lema
anterior podemos suponer que S € T,, pero tendriamos que S € T, N T,. = {0}
lo que es una contradiccién. Por lo tanto S € ..

2 = 1] Sea S € F,. Entonces cualquier subcociente de S es isomorfo a S y asi S
no tiene subcocientes distintos de 0 en T,. Tenemos por la Proposicién 21 (5) que

SeT... []

Teorema 3. Sea R un anillo. Entonces las siguientes proposiciones son equiva-

lentes:
1. R es semiartiniano izquierdo.
2. R-tors es Booleana.

8. Para toda T € R-tors tenemos que 7 = (71)*.
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4. Para toda T € R-tors tenemos que T = £(A) con A C R-simp.

Demostracion. Recordemos que por la Proposicion 21 (5) tenemos que T,i:1 =
{M € R-mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en T, .} pero esto es lo
mismo que decir que T,1. = {M € R-mod : todo subcociente distinto de cero de

M tiene un subcociente distinto de cero en T},

4 = 2] Tenemos que demostrar que x(_) = 7V 7+, es decir tenemos que ver
que F,NF.. = {0}. Sea M € F,NF,.. Consideremos la teoria de torsién generada
por M es decir £(M). Por hipdtesis (M) = £(A) con A C R-simp. Afirmamos
que existen un médulo simple S € A y un monomorfismo 0 # o« : S — M
de lo contrario tendriamos que Hom(S, E(M)) = 0 para todo S € A, es decir,
M € Fe(ay, entonces M € Teqy N Feay = {0}, lo que es una contradiccion. En-
tonces M contiene un moédulo simple S. Por lo que S € F. NF_... Por el Lema
12 existe un monomorfismo 5 : M — HIE(TZ) con T; € R-simpNT, para todo
1€
i € 1. Entonces existe un monomorfismo v : S — E(Tj) para alguna j € I.

Ast S = T; € T,, se sigue que S € T, NF, = {0}, lo que es una contradicciéon. Por

lo tanto M = 0.

2 = 3] Sean T € R-tors y 7¢ € R-tors su complemento. Es decir 7 A 7¢ = £ y

TVT¢=x. Ahoratt =7 A (TVT) = (TPAT)V(TEAT) =€V (TEATE) =
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1

7 AT¢ < 7€ Pero 71 es maximo con la propiedad de que 7+ A7 = £. Por lo tanto

7+ = 7¢ por lo que 7 = (79)¢ = (v1)*.

3 = 1] Sea 0 # M tal que Zoc(M) = 0. Consideremos la teoria de torsion
cogenerada por M, entonces por hipdtesis x (M) = x(M)*+. Ademds T, e =
{N € R-mod: Hom(N,E(S)) =0 para todo S € R-simpNT, s }. Por el Lema
14 tenemos que T, = {N € R-mod : Hom(N, E(S)) = 0 para todo S €
R-simp N, }. Si S € R-simpNF, () entonces existe un monomorfismo 0 # « :
S — E(M)¥ para algin conjunto X. Luego existe un monomorfismo 0 # 3 :
S — E(M). Por lo tanto B(S) < M y 5(M) € R-simp. Lo que es una contra-
diccién pues Zoc(M) = 0 por hipdtesis. Por lo que no existen médulos simples en
Feany- Por lo que Te(ppyer = R-mod= Te. Asf (M) = £(M)*+ = £ Por lo tanto
M € Fer) = Fe. Entonces 0 # M € Te N Fe, lo que no es posible. También todo
modulo izquierdo distinto de cero tiene zoclo distinto de cero. Por lo tanto R es

semiartiniano izquierdo.

1 = 4] Sea 7 € R-tors. Consideremos A = {S € R-simp : S € T,}. Por
hipétesis £(A) < 7. Supongamos que M € T, y que M ¢& T¢4). Entonces
0# N = ML(M) € T; NFe¢4). Como R es semiartiniano izquierdo entonces N

tiene un submddulo simple S € T, es decir S € A. Entonces Hom(S, E(N)) # 0
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y N € Fe(4)- Lo que es una contradiccion. Por lo tanto {(A) = 7. O

A continuacién describiremos algunas relaciones entre teorias de torsién y

teorias de torsion hereditarias.

Proposicion 22. Todas las teorias de torsion de R-mod son hereditarias si y sélo

si Hom(M,N) = 0 implica Hom(K,N) =0 para todo K < M.

Demostracion. =] Sea K < My Hom(M,N) = 0. Entonces T = {X € R-mod :
Hom(X,N) = 0} es una clase de torsién tal que M € T, pero K < M entonces
Hom(K,N) = 0.

<|Sea K < My T={X € Rmod: Hom(X,N) =0}, supongamos que M € T

entonces K € T. (]

Proposicion 23. 5% todas las teorias de torsion de R-mod son hereditarias, en-

tonces todo modulo M tiene submodulos maximos.

Demostracion. Sea C = {M € R —mod : M no tiene cocientes simples }.

Afirmaciéon 11. C es una clase de torsion.

Demostracion. (Afirmacién)

1. Sea M € Cy N < M. Supongamos que M /N tiene un cociente simple, es

M M

decir que 5 — S con S simple. Pero tendriamos que M — 3 — S entonces

M — S lo que es una contradiccién. Por lo tanto M/N € C.
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2. Sea0 AL B C%0tal que A, C € C y supongamos que B tiene un

cociente simple S. Notemos el siguiente diagrama:

0—sAJL.p?

\l”//ﬂ
S\l

Tenemos dos casos: Caso 1. Si w(f(A)) # 0 entonces A ¢ C que es una

C 0

contradiccién. Caso 2. Si w(f(A)) = 0 entonces existe un inico morfismo 3
de C en S por la propiedad universal del conticleo, asi C' ¢ C, contradiccién.

Por lo tanto B no tiene cocientes simples, es decir, B € C.

3. Sea {M;};c; una familia de médulos de C. Supongamos que € M; tiene un
iel

cociente simple, es decir, h : @ — S con S simple. Pero tenemos f; : M; —
1€l

P M; y asi tenemos que hf; : M; — S es un cociente simple de M; lo que es
el

una contradiccién. Por lo tanto @ M; € C.
1€l

[]

Ahora como C es una clase de torsion sea 0 £ Rx < M con M € C, entonces
Rz € C pero Rz tiene cocientes simples, entonces C = {0} y asi tenemos que {M €
R—mod : M tiene cocientes simples } = R —mod. Como todo M € R-mod tiene
cocientes simples tenemos que f : M — S y por el primer teorema de isomorfismo

de Noether M/Nuc(f) = S. Por lo tanto todo mddulo tiene submédulos méximos.

[]
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Proposicion 24. Si todas las teorias de torsion de R-mod son hereditarias, en-
tonces Ext(S1, S2) = 0 para cualesquiera modulos simples Sy, Ss no isomorfos. (Es
decir, que para todo M € R-mod la siguiente sucesion se escinde: 0 — Sy — M —

Sl—>0)

Demostracion. Supongamos que 0 — Sy i> M 2y S; — 0 no se escinde. Entonces
sea h: M — S5 con h # 0. Notemos que hf # 0 ya que si hf = 0 tendriamos que
existe una una unica « : 57 — S tal que ag = h por la propiedad universal del
contcleo entonces o # 0 y asi existe un morfismo de S7 a Sy con lo cual tendriamos
que S7 = 55 lo que es una contradiccién. Entonces hf # 0 de lo cual hf : Sy — 54

es un isomorfismo. Notemos el siguiente diagrama:

0—So—=>M-=51—0

2

Por lo que existe v inverso de hf. Sea ¢ = vh y sea a € So, asi tenemos que
vhf(a) = alo que es una contradiccién. Entonces Hom(M, S5) = 0 y por lo tanto

Hom(S5,52) =0 lo que es una contradiccién. O
Proposicion 25. Si toda teoria de torsion es T'LT entonces R es semiartiniano.

Demostracion. Ahora sea Tg la teoria de torsion generada por R-simp. Por hipéte-
sis Tg es T'LT, asi Tg es cerrada bajo productos, entonces existe I ideal minimo

idempotente tal que R/I € Tg por el Lema 23 si 0 # I, entonces existe M maximo
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tal que M < I, asi tenemos que

I R

0 5
M M

~

SENSE
I
oy

— —0
I

pero % € Ts ya que % =~ Sy con Sy un moédulo simple y ? € Ts, entonces % €Tgs.
Pero I era minimo con la propiedad de que % € Ts entonces I =0 asi R € Tg por

lo tanto R es semiartiniano. []

Proposicion 26. Si toda teoria de torsion se escinde centralmente entonces toda

teoria de torsion es T'LT y estable.

Demostracion. Supongamos que toda teoria de torsién se escinde centralmente.

P.D. Todas las teorias de torsién son T'LT y estables:

a) Veamos que las teorias de torsién son TLT. Sea (T,Fr) una teorfa de torsion,
como se escinde centralmente entonces T = {M € R-mod : eM = M}. P.D.

-) T es cerrada bajo productos y -+) T es cerrada bajo submddulos. -) Sea { M; }ier

una familia de médulos de T. P.D. [[ M; € T, es decir, que e [[ M; = [[ M;,

1€l 1el 1€l

pero sea e(m;)ier = (em;)ier € [[ M; y también sea (n;);e; con cada n; = em,;,
1€l

entonces (n;)ier = (em;)ier = e(my)ier por lo que e [[ M; = [[ eM; = [[ M;.
el i€l i€l
Ahora --) Sean M € Ty N < M. P.D.eN = N. Sean € N, entonces n € M

por lo que n = em para alguna m € M, asi en = e(em) = em = n ya que e es

idempotente.
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b) Veamos que las teorias de torsion son estables. Sea (T, F) una teoria de torsion.
P.D. T es estable, es decir que T es cerrada bajo capsulas inyectivas. Tene-
mos que recordar que podemos construir (Cr, T, Fr) por el teorema 1 entonces
(Cr, T) es hereditaria, entonces T es cerrada bajo capsulas y por lo tanto (T, F)

es estable.
O

Proposicion 27. Si para toda teoria de torsion (T,F) de R-mod, el funtor t :
R-mod — R-mod tal que t(M) = t(M) es exacto. Entonces toda clase libre de

torsion es una clase de torsion hereditaria.

Demostracion. Supongamos que para toda teoria de torsién (T, F) el funtor t es
exacto. P.D. Toda clase libre de torsion es una clase de torsion, es decir, que [F es

cerrada bajo cocientes. Sea [ una clase libre de torsion, sean M € Fy N < M.

P.D. % € IF. Sea

M
0 s N s M 5 — 0
N

la sucesién que siempre es exacta. Entonces tenemos por hipotesis que

o—>t(N)i>t(M)i>t<%> 50

es exacta. Como M € [ tenemos que t(M) = 0y ya que g es epimorfismo tenemos
que g(t(M)) = g (%), pero 0 = g(t(M)), entonces ¢ (4+) = 0. Por lo tanto & € F.

Ahora veamos que (T, F) es hereditaria.
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Afirmacién 12. Sea M € R-mod. Si N < M entonces t(N) =t(M)N N.

Demostracion. (Afirmacién) Sabemos que

r M
O—>N;>M—»N—>O.

Entonces

0— t(N) — t(M) —»t(%) — 0

Notemos que Nuc(m|yar) = t(IN) por ser una sucesion exacta y por otro lado
Nuc(m|yany) = {m € t(M) : wlyary(m) =m+N =N} ={mct(M): me N} =

t(M)NN. m

Recordemos que T = {M € R-mod : t(M) = M} nos falta ver que T es
cerrada bajo submédulos. Sea M € T y N < M por la afirmacién tenemos que
t(N) =t(M)N N, pero M € T, entonces t(M)NN = M NN = N. Por lo tanto

N e T. []
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Capitulo 2

Un 1somorfismo de reticulas

de R-nat a R-tors

Definicion 29. Sea C C R-mod. Definimos una funcional ¢ : R-mod — R-mod

tal que p(C) ={M € C: para todo M — K tenemos que K € C}.
Observacion:
1. ¢(C) CC.
2. ¢(C) es cerrada bajo cocientes.

Demostracion. 1. Sea M € p(C) entonces M € C. Ya que M es un cociente de

si mismo.

2. Sean M € o(M)y f : M — K un epimorfismo. P.D. K € ¢(C), sea

75
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g : K — L un epimorfismo. Entonces fog : M — L es un epimorfismo,
asf L € C. Por lo tanto K € ¢(C).

[]

Ademas observemos que si D C R-mod, tal que D C C es cerrada bajo cocientes.
Entonces ¢(C) CC,yaquesi M € Dy f: M — K es un epimorfismo, entonces

K €D C C por lo tanto M € ¢(C).

Lema 15. 5i C C R-mod es cerrada bajo extensiones, entonces C es cerrada bajo

sumas directas finitas.

Demostracion. La demostracion es por induccién. Base: Sean My, My € C. Note-

mos la siguiente sucesiéon exacta:
0 — My — My & My — My — 0.

Entonces como C es cerrada bajo extensiones tenemos que M; & M, € C.

n—1

H.I. 6_9 M; € C. P.D. @ M; € C. Notemos la siguiente sucesion exacta:

=1 =1
n—1 n
0— P M — P " M, —0
=1 1=1

n—1
Y recordemos que suponemos que M,, @ M, € C, como C es cerrada bajo exten-
i=1

n
siones tenemos que @ M; € C. O
i=1

Teorema 4. Sea C una clase de modulos entonces las siguientes propiedades se

cumplen:



7

1. Si C es una clase hereditaria. Entonces o(C) también es una clase heredita-

Q.

2. Si C es cerrada bajo extensiones, entonces p(C) también es cerrada bajo

extensiones.

3. Si C C R-nat. Entonces p(C) es cerrada bajo sumas directas.
Demostracion. Sea C C R-mod.

1. Supongamos que M € ¢(C) y que o : N — M es un monomorfismo. P.D.
N € ¢(C). Como M € C y C es una clase hereditaria entonces N € C. Si

B : N — L es un epimorfismo, tenemos el siguiente diagrama:

N——M

|

L

que podemos extender al coproducto fibrado, es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

N——M

|

L——P

Como M € ¢(C) tenemos que P € C y asi L € C. Por lo tanto N € C.

2. Sean A, C € ¢(C) y la siguiente sucesion exacta:
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Tenemos que B € ¢(C) ya que ¢(C) C C. Ahora notemos el siguiente

diagrama:
f g
0 A B CI' 0
|
|
h h

|
3

B._N
(

0—h(f(A)* =N — 5@y ——0
con h el epimorfismo inducido por la propiedad universal del conticleo. Por
hipétesis h(f(A)) y % pertenecen a C y como C es cerrada bajo exten-

siones de moédulos tenemos que N € C.

3. Sean C C R-nat y {M,;};cr C ¢(C), como C es natural tenemos que @ M; €
iel
C. Sea 0 # f: @ M; — K un epimorfismo. Sea 0 # x € K, entonces existe
il

n n
m;, € M;, tales que f(>_ m;,) = x, entonces rz = rf(_ m;,) para todo r €
j=0 j=0
n
R, por lo que Rz < f(€D M;,). Ast cada M;, € ¢(C) por 2 del teorema y el

7j=1
n n
lema anterior tenemos que @ M;, € p(C), entonces f(P M;;) € ¢(C) C C,
j=1 j=1

entonces Rr € C y entonces Rx € C para todo 0 # € K y por lo tanto

K e C.

Corolario 2. Sea C € R-nat. Entonces ¢(C) es la clase de torsion hereditaria

mds grande contenida en C.
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Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que ¢(C) es una clase de torsién
hereditaria contenida en C. Sea T, C C una clase de torsién hereditaria, entonces

T, es cerrada bajo cocientes. Por lo tanto ¢(C) C ¢(C). O
Definicién 30. Sea C C R-mod. Definimos una funcional 1 : R-mod — R-mod
tal que Y(C) ={M € R-mod: 3 f: M — E(C) para algiun C € C}.

Proposiciéon 28. Si C C R-mod, entonces (C) es cerrada bajo submddulos y

capsulas inyectivas.

Demostracion. a) Sean M € ¢(C) y N < M, entonces tenemos que N — M —

E(C) para algin C € C y por lo tanto N € ¢(C).

b) Sea M € (C). P.D. E(M) € ¢(C). Recordemos que M <., E(M) y por la

caracterizacién de ¥ (C) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M————E(C)
\ /
E(M)
Para alguna C' € C. Como f : E(M) — E(C) es un monomorfismo, entonces
E(M) € ¢(C).
[]
Lema 16. Sea C C R-mod. Entonces Y(C) = {N € R-mod : N se sumerge en

M para algun M € C}. Entonces 1¥(C) es la menor clase cerrada bajo submddulos

y cdpsulas inyectivas que contiene a C.
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Demostracion. Sean C C R-mod. 1(C) es una clase hereditaria ya que si M €
Y(C)y N < M, entonces M se sumerge en F(K) para algin K € C y entonces N
se sumerge en E(K). Si N € 1(C), entonces N se sumerge en E(M) con M € C.
Entonces F(N) se sumerge en E(M) como antes y por lo tanto E(N) € ¢(C).
Tenemos que C C 9(C) ya que M se sumerge en su propia capsula inyectiva. Ahora
sea D una clase cerrada bajo submodulos y capsulas inyectivas tal que C C ID. Si
N € ¢(C) entonces N se sumerge en FE(M) para algin M € C. Como C C D

tenemos que M € Dy asi E(M) € D, entonces N € D. Por lo tanto ¢/ (C) CD. [

Proposicién 29. Si C es una clase de torsion hereditaria, entonces (C) es una

clase natural.

Demostracion. Resta probar que ¢(C) es cerrada bajo sumas directas. Sea { M; };e;r C
¥ (C). Notemos que para cada M; tenemos f; : M; i> E(C;))con C;e Cyi el
Entonces tenemos una familia de monomorfismos { f;};c; que inducen un mono-

morfismo f: P M; — P E(C;) yg: P E(C;) — E(P C;). Como C es una clase

1€l 1el 1el el

de torsién hereditaria entonces € C; € C y la composicién g o f es un monomor-
el

fismo. ]
Asi tenemos una correspondencia entre los conjuntos R-nat y R-tors de la
siguiente manera:

R-nat ﬂ R-tors M R-nat
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Proposicion 30. Si C una clase de torsion hereditaria entonces p(¢(C)) = C.

Demostracion. Sea C una clase de torsion hereditaria. D] Entonces C C ¢(C) y
como C es cerrada bajo cocientes entonces C C ¢(1(C)).

C] Supongamos que M € p()(C)) y que M ¢ C. Sea ¢(M) el mayor submdédulo

M

de C-torsién. Entonces i ©s un modulo libre de C-torsién distinto de cero.

Entonces % € ¢(C). Entonces tenemos que existe 0 # f : % — E(C) para

algun C' € C, ya que C es esencial en E(C') tenemos que f(%) NC' # 0 pero como

f(c(]}@)) = c(—]\]@) se sigue que % NC € CNF¢. Lo que es una contradiccién. [

Proposicién 31. Sea {C;};c; una familia de clases de médulos. Entonces
' (ﬂ Ci) = ﬂ%ﬁ(ci)
el el

Demostracion. Cl]Sean M € o((1C;) y f: M — K un epimorfismo. Entonces

1€l
M, K € () C,; para toda i € I, entonces M, K € C; para toda i € I. Por lo tanto
el
M e N p(Cy).
i€l
D] Sea M € N ¢(C)) v o; : M — K; epimorfismos, con K; € C; para toda i € [
iel
asiMEﬂCi.PorlotantoMEQO(ﬂCi) O
i€l 1€l

Observacion: Sea C y D dos clases de R-moédulos tal que C C ID. Entonces

©(C) C p(D) y ¥(C) C (D). Por lo tanto ¢ y ¥ son morfismos de orden.

Demostracion. a) Sea M € ¢o(C) y a: M — K con K € C, como C C D

tenemos que K € D entonces M € p(D).
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b) Sea M € 1(C), entonces M se sumerge en algin N € Cy como C C D tenemos
que M € D.

[]

Ejemplo 6. Sea Z el anillo de los numeros enteros, entonces ¢(F..) = {0}. Con

F,. denotamos la clase de los grupos abelianos libres de torsion.

Demostracion. La clase F,, es hereditaria. Por el segundo ejemplo de clases natu-
rales, entonces ¢(F,.) también es hereditaria. Supongamos que 0 # M € ¢(F,.),
sea 0 # x € M, entonces Zx < M, pero Z = Zzx, entonces Z € ¢(F,.), pero Z tiene

cocientes de torsion distintos de cero como Z,, lo que es una contradiccién. ]

Como R-nat y R-tors son reticulas, es natural preguntarse si ¢ es un morfismo
de reticulas.

Observacion: Notemos que ¢(_) : Z-nat—> Z-tors no preserva supremos.

Demostracion. Sea T, y F,, las clases de torsién y las libres de torsiéon de gru-
pos abelianos. Ambas son clases naturales. Ademas T, y F.., son complementos
en R-nat, es decir, que Z-mod= T,. Vz_pa Fr.. Entonces Z-mod= ¢(Z-mod) =
O(Tre Vzenat Fri) = ©(Try) Vz—tors ©(Fry) = Tr; Vz_tors {0} = T. Pero Z-

mod# T,.. ]

Proposicién 32. Para toda clase de torsion T,, ¢ X(T,) es cerrada bajo inter-

secciLones.
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Demostracion. Sea {C}lic; € ¢ 1(T,), pero p((1Ci) = N @(Cicr) = NT, =

el el el

T.. ]

Proposicion 33. Sea T, una clase de torsion hereditaria. Entonces el menor

elemento de p~1(T,) es ¥(T,).

Demostracion. Por la Proposicién 30 tenemos que ¢(¢(T,)) = T,. Entonces 1(T,)
pertenece a ¢~ (T,). Supongamos que ¢(C) = T, para alguna C € R-nat. Enton-
ces T, = ¢(C) C C y por la Observacién 2 tenemos que (T,;) C ¥ (C) = C, ya

que C es una clase natural. ]

Lema 17. Sea 0 # T, una clase de torsion hereditaria. Entonces existe un modulo

simple S € T.

Demostracion. Sea 0 # M € T, entonces existe 0 # x € M, entonces 0 # Rx <

M, luego Rx € T, y Rx es finitamente generado asi existe N < Rx méximo.

Rx
N

notemos que £ es simple y % € T,. Pues sea

Consideremos f : Rx — N

=S, O
Proposicién 34. F.,. es el mayor elemento de o(T;) donde zoc denota Zoclo.

Demostracion. F,,. es una clase libre de torsion hereditaria, en particular es na-
tural. Supongamos que ¢(F.,.) # T¢ # {0}. Por el lema anterior escojamos
un S € R-mod simple en ¢(F,,.) pero no existen simples en F,,.. Entonces

¢(F,) = Te. Ahora veamos que F,,. es el elemento mds grande en ¢~ !(T¢). Sea
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C € R-nat tal que ¢(C) = T¢. Supongamos que existe un submédulo simple S € C
y denotemos por DD a la clase natural generada por S, es decir, {g_nat({S}). Enton-
ces D C C y asi tenemos que S € p(D) C ¢(C) = T, lo que es una contradicion.

Entonces C C IF,,... ]
Corolario 3. Si R es un anillo semiartiniano izquierdo. Entonces o~ (T¢) = {0}.

Demostracion. Si R es semiartiniano izquierdo entonces para todo médulo 0 # M
tenemos que Zoc(M) # 0 entonces F,,., = {0} y como es el mayor elemento

entonces o H(F,,.) = {0}. O

Recordemos que F.. = {M € R-mod : existe un monomorfismo f : M —

[ E(S;) con S; € T, y S; simple para toda i € I}.

i€l
Proposicién 35. SiF. es una clase de torsion hereditaria, entonces ¥(T,) C F, ..
Demostracion. Recordemos que por el Lema 8 de la seccion 3 F.. es una clase

natural tal que T, C F_.. Ahora como ¢ (T;) es la menor clase natural que contiene

a T, entonces ¥ (T,) C F,.. O

Recordemos que como R-nat es una reticula Booleana, entonces para clases

naturales C y D podemos describir su supremo en R-nat como: CV D = {M €

Rmod: 3K e€CyLeDtalque K® L <5 M}.

Teorema 5. Sea 7 € R-tors. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:
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1. SiC € o YT,). Entonces C C F,1 VR nat Faoe.

2. Si T € R-tors tiene complemento. Entonces el complemento es el elemento

mds grande en ¢ 1(T,) es F 1 V...

Demostracion. 1. Sea C una clase natural tal que ¢(C) = T,. Si M € C,
por la Proposicion 10 podemos escoger K < M méaximo en F.i. Sea L
un seudocomplemento de K en M. Entonces L & K <.s M. Entonces por
la descripccién del supremo en R-nat basta demostrar que Zoc(L) = 0.
Supongamos que existe S < L simple, si S € F.. entonces K < S @ K con
Séd K € F_1, lo que es una contradiccion por la eleccién de K, entonces
S ¢ F, .Asi S € F,. Ahora como S es un subcociente de M entonces

S € C=T,, lo que es una contradiccion.

2. Por (1) basta demostrar que F,. VIF,,. € ¢ 1(T,). Como T, C F... Entonces
T, C F.. VF,,y debido a que ¢ es un morfimso de orden tenemos que
T, = o(T,;) C @(F,. VF,.). Supongamos que M € p(F,.. VF,,.) entonces
todo subcociente de M esta en F_ 1 VI ,,.. Supongamos que M ¢ T,. Entonces
sea t;(M) el mayor submoddulo de 7-torsién de M. Si cambiamos M por

M

00 = 0 si es necesario, entonces podemos suponer que M € F.. Notemos
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el siguiente diagrama conmutativo:

el
o
k lj

E(S;)
con m;o f # 0, para toda ¢ € I, donde 7; denota la i-ésima proyeccién. Asi S}
es un subcociente de M para cada j € I ya que 0 # 70 f(M) < E(S5;), luego
0%# S;Nmjof(M),asi S; < mjof(M). Porlo tanto S; € F,1 V., para cada
g € I. Entonces S; € F,., entonces S; € T,. Luego M € F,. NF, = {0}, lo

que es una contradiccién.

Corolario 4. Si 7 € R-tors tiene un complemento en R-tors, entonces o~ (T,) =

[¢(T7)7 FTJ- Vv onc] .

Demostracién. Ya que 1(T,) es la menor en ¢ 1(T,) y por el teorema anterior

F_. VF,. es la mayor. []

Teorema 6. Sea 7 € R-tors. Entonces las siguientes proposiciones son equivalen-

tes:
1. w(TT) = Frl \% onc;'

2. Si Zoc(M) = 0 entonces t.(M) <es M.
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Demostracion. Por el teorema anterior ¢(T, < F.u VF,.). 1 = 2] Si M € F,,.
entonces M € F.. VF,,. = ¢(T7). Asi existe un monomorfismo a : M — E(T)
para algin T" € T,. Entonces cada submédulo de 0 # M tiene un submodulo de
T-torsién distinto de cero. Por lo tanto t.(M) <.s M.

2 = 1] Basta demostrar que ¥(T,;) D F.. V F,,.. Entonces sea M € F.. V F,,..
Consideremos dos casos. Si M € F,,. entonces t,.(M) <.s por hipdtesis, entonces
E(t.(M)) = E(M), por lo tanto M € ¢(t.(M)).

SiM ¢ F,,. entonces Zoc(M) # 0, mas aun Zoc(M) € T,. ya que cada submédulo
simple de M esta en [, y por lo tanto en T,.

Como FF.,. es una clase natural podemos tomar L < M un submoédulo méaximo de
M tal que Zoc(L) = 0. Entonces Zoc(M)@ L <.s M y como Zoc(L) = 0, tenemos
que t,(L) <.s L por hipétesis, asi L € ¢(T;). Entonces Zoc(M) & L € ¢Y(T,) y

por lo tanto M € ¥ (T,). O

En lo que sigue los supremos y los infimos son considerados en R-nat.

Definicién 31. Sean 7,0 dos teorias de torsion hereditarias tales que 7 < 0.
Definimos para los intervalos (T, F .. V.| vy [¥(T,), Fyr VI, en R-nat las

siquientes funciones:

Qe [¢(T77 Fov onc)] — [w(TU)JFUL v ]FZOC]

C+— CV(T,)
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6 : W(TJ), IFUl \ ]onc] — W(Tn FTL Vv onc)]

D+—s DA (F.1VF.).

Teorema 7. Sean a y B como en la definicion anterior. Entonces o o f =

Zd[w(TU) ;FO_L \/onc} :

Demostracion. Sea D € [(T,),Fyi VIF,.]. Como R-nat es una reticula distribu-
tiva, entonces (D A (F,. VIF.u)) VY(Ty) =DA (Fre VF.) VO(T,)) < D.

Para la otra desigualdas basta demostrar que (F 1. VF,..) V ¢(Ty,) = Foi V F.p.
Por Teorema 5 ¥(T,) < Fy1. VI, y también F.. C F . ya que 7 < 0. Entonces
(F,iVF.0) VU(T,) < F,i V.. Veamos la otra desigualdad. Si M € F . V.,
entonces existen médulos K € F,. y L € F,,. tal que K ® L <.s M. Si K € F,,.
entonces M € F,,. y asi M € (F.. VF,,.)V¥(T,). Supongamos que Zoc(K) # 0.
Sabemos que si un modulo simple pertenece a IF, ., entonces también pertenece a
T,, por lo tanto Zoc(K) pertenece a T,. Sea L’ un pseudocomplemento de Zoc(K)
en K. Entonces Zoc(K) @ L' <.s K con Zoc(K) € {(T,) v L' € F,,.. Entonces

K € (T,) V F,oe. Por lo tanto M € (F,. VF,,.)¢(Ty) O]

Corolario 5. Si R es un anillo semiartiniano izquierdo. Entonces o }(T) tiene

un unico elemento para cada T € R-tors.

Demostracién. Si R es semiartiniano izquierdo entonces ¢~ !(T¢) = {{0}} y por el
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Teorema 5 {{0}} = [¢(T¢€),Fer VF.o] y por el teorema anterior tenemos que para

toda § < o, entonces [¢(T,),F . V F.o] se sumerge en [¢(T¢),Fer] = {{0}}. O

Teorema 8. Sea R un anillo entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ¢ : R-nat— R-tors es un isomorfismo de reticulas.

2. ¢ : R-nal— R-tors es un morfismo de reticulas.

3. R-tors es una reticula Booleana.

4. R es un anillo semiartiniano izquierdo.

Demostracion. 1 = 2] Es claro.

2 = 3] Si ¢(.) : R-nat — R-tors es un morfismo de reticulas entonces manda
complementos en complementos. Como R-nat es una reticula Booleana entonces
por hipotesis R-tors es una reticula complementada. Por lo tanto R-tors es una

reticula Booleana.

3 = 4] Por el Teorema 3.

4 = 1] Como R es un anillo semiartiniano izquierdo entonces por el corolario

anterior cada ¢ ~1(T,) tiene un tinico elemento. Entonces ¢(_) es inyectiva y como
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¢(_) siempre es suprayectiva tenemos una biyeccién.

Entonces ¥(_) y ¢(-) son isomorfismos de orden y son inversos uno del otro asi que

©(-) vy ¥(-) son isomorfismos de reticulas. O



Capitulo 3

Apéndice

3.1. Ordinales

Esta seccién no es un estudio completo de los ordinales ya que no es parte de
nuestro objetivo. Para un estudio mas completo de la clases de ordinales nos referi-
mos a 10. Pero es importante y necesario mencionar algunos hechos. Denotaremos

por ORD a la clase de ordinales.

Lema 18. Sea X un conjunto de ordinales entonces (X, <) es un conjunto bien

ordenado.

Demostracion. Damos por hecho que (X, <) es un conjunto ordenado, consultar
10. Veamos que (X, <) es bien ordenado. Sean () # A C X y o € A, consideremos

aNA, asi tenemos dos casos: Caso 1) Si aNA = () entonces « es el primer elemento

91
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va que a = 0 como ordinal. Caso 2) Si aN A # () tenemos que aN A C « entonces
« tiene un primer elemento S con el orden €, y asi § es el primer elemento de A

con el orden <. []

Teorema 9. (Principio de Induccion Transfinita) Sea P(x) una propiedad. Su-
pongamos que para todos los numero ordinales o si P(B) se cumple para todo
f < «, entonces P(a) se cumple. Entonces tenemos que para todo ordinal vy, P(7)

se cumple.

Demostracion. Supongamos que existe un ordinal ¢ tal que P(¢) no se cumple.
Sea B ={a < ¢ : P(a)nose cumple }. ¢ € By usando el principio del buen
orden tenemos que hay ag primer elemento de B asi P(qg) no se cumple, pero

P(7) se cumple para todo v < «p lo que contradice nuestra hipdtesis. ]

Teorema 10. (Segunda version del Principio de Induccion Transfinita) Sea P(x)

una propiedad sobre la clase de ordinales, tal que:

1. P(0) se cumple.

2. Si P(a) entonces P(a+ 1) para todo ordinal .

3. St a es un ordinal limite tal que o # 0 y para todo f < « se cumple que

P(pB) entonces P(a).

Entonces P(vy) se cumple para todo ordinal .
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Demostracion. Basta demostrar que de las nuevas condiciones del teorema se sa-
tisface el principio de induccién trasfinita. Sea o un ordinal tal que para todo
B < a, P(8) se cumple. Si @ = 0 entonces P(«) se satisface por 1 Si a es un
ordinal sucesor, es decir hay v ordinal tal que o = v 4 1 entonces v < a entonces
P(7) se satisface por hipdtesis y por 2 tenemos P(y+1) = P(«). Si a es un ordinal

limite P(«) se satisface por 3. O
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