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Introduccion

Una de las herramientas fundamentales a la hora de estudiar todo espacio vectorial es la
buisqueda de una base ortonormal asociada a ese espacio; ubicamos cada elemento de él por
medio de sus coordenadas en el campo, unicas respecto de una base dada. Si la dimensién es
finita cualquier elemento puede expresarse como combinacion lineal de elementos de esa base.
Sin embargo, cuando la dimensién es infinita es necesario usar otras técnicas que provienen
del analisis funcional.

En esta tesis trabajaremos con un espacio normado de funciones que es completo con esa
norma. Ademas, la norma es inducida por un producto interno, por lo que el espacio es de
Hilbert y entonces podemos proyectar un vector en otro unitario obteniendo su componente
para aproximar el elemento en términos de un subconjunto linealmente independiente. Para
estudiar mas detalladamente el andlisis matematico que estamos haciendo nos referimos a
[Rud53]. En virtud de sus propiedades usaremos un concepto parecido al de base: los sistemas
completos.

Detalles acerca de teorfa de la medida pueden encontrarse en [Bar66], un panorama intro-
ductorio sobre el andlisis armonico se encuentra en [Kra99] y tratados enfocados al anélisis
de Fourier usual son, por ejemplo, [BW10, SW71, Wie33, DK72, Tit37]. Al principio daremos
una breve introduccion a la teoria fundamental de ortonormalidad, completitud, medida de
Lebesgue y andlisis de Fourier, y su notacion.

Acercamiento a las funciones de Hermite

. .z . _p2 . .
Al derivar n veces la funcién gaussiana e~ resulta un polinomio H,(x) de grado n

multiplicado por la misma gaussiana, por lo que basta multiplicar por la inversa de ésta para
obtener un polinomio de grado n:
d’I’L
g2 2
Hn (ZE) = @ (e )
Esta féormula es un caso particular de la llamada férmula de Rodrigues para construir los
denominados polinomios de Hermite. Esta construccion favorece expresiones integrales de

esos polinomios en términos de la funcién exponencial, relaciona las derivadas del polino-
mio con los del grado anterior y siguiente, de manera que se obtienen relaciones recursi-
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Introduccién

vas y de pocos términos y generalizandolas podemos encontrar y clasificar mas familias de
polinomios ortogonales. Muchas propiedades de los polinomios ortogonales se estudian en

[AAR99, BW10, Chi78, Leb65, A33].

Considerando esa gaussiana como una funcion de densidad del espacio, se induce una
norma a partir del producto interno ponderado con esa densidad,

—2?
VP e = / |H, (2) e de,
R

lo que permite incluir a los polinomios de Hermite en un espacio de Hilbert con el producto
interno ponderado por la densidad e™*", vy sus propiedades se extienden fdcilmente a las
funciones, es decir

on(z) = e‘xQ/QHn(x),

resultado de multiplicar los polinomios por la raiz cuadrada de la funciéon de densidad en el
espacio de Lebesgue usual; por lo que su norma es la misma que la de los polinomios y tienen
las mismas propiedades, pero en ese espacio. Estas son las funciones de Hermite.

Existen otras maneras de generar los polinomios de Hermite, como son el método de
Gram-Schmidt, los momentos de la funcién gaussiana, o relaciones de recurrencia, las cuales
describiremos.

Las funciones de Hermite tienen excelentes propiedades. Son un sistema completo or-
tonormal del espacio de Lebesgue, por lo que cualquier funciéon cuadrado-integrable puede
descomponerse en una tnica serie de multiplos escalares de funciones de Hermite, y su respec-
tivo coeficiente se obtiene sencillamente con el producto interno. Asimismo, como veremos,
son autofunciones tanto del operador de Schrodinger con potencial cuadratico como de la
transformada de Fourier en el espacio de Lebesgue, con lo cual se prueba que esos operadores
conmutan en ese espacio.

Tienen como aplicacion, entre otras, la modelacion del oscilador arménico cudntico (véase
[PW35]), pues son autofunciones del operador de Schrédinger con potencial cuadratico que
lo describe; veremos que esto es indispensable para demostrar que los niveles de energia del
electrén aumentan en cantidades constantes, que es fundamental en la mecanica cuantica. Su
decaimiento exponencial las localiza simultdneamente en tiempo y en frecuencia, lo cual era
un desafio en los inicios del andlisis de Fourier.

Extension a funciones matriciales

Mostraremos un camino para generalizar a las funciones de Hermite, describiendo un
sistema completo ortonormal de funciones matriciales con las mismas propiedades, especial-
mente como solucién de una ecuaciéon diferencial de segundo orden matricial del mismo tipo
que la del oscilador armoénico cuantico.

VIII



Introduccién

Se estudiara el espacio de polinomios matriciales y después el de funciones matriciales.
Para ello sera necesaria la teoria de polinomios ortogonales matriciales, donde ahora la orto-
gonalidad viene dada en términos de una matriz peso. Definimos una matriz de medidas que
generaliza la gaussiana del caso escalar, cumpliendo las propiedades esenciales. Notamos que
en el caso matricial existe una estructura mucho mas rica que en el caso escalar y estudiare-
mos dos ejemplos distintos que verifican ecuaciones diferenciales tipo Schrodinger. Veremos
que los operadores y sus familias asociadas colapsan en el mismo caso para el caso escalar.

Explicaremos cémo las propiedades de las funciones de Hermite se entienden y verifican
en este espacio mas general. El caracter no conmutativo de la situacion requiere mas detalle
y esfuerzo para obtener los resultados; en [HJ85, Hall04] encontramos muchas propiedades
del algebra de matrices.

Se explicard un método reciente para encontrar ejemplos de polinomios ortogonales matri-
ciales que son autofunciones de un operador diferencial de segundo orden ([DGO04, Dur09]).
Este tipo de sistemas completos ortogonales permiten simplificar el estudio del comporta-
miento de esos operadores en el espacio.

Siguiendo el mismo razonamiento que para los resultados clésicos, se estudiaran dos ejem-
plos especificos de funciones ortogonales matriciales encontrados con dicho método que resul-
tan ser completas en el espacio de Lebesgue de funciones matriciales y que son autofunciones
tanto de un operador matricial diferencial de tipo Schrédinger como de un operador matricial
integral de tipo Fourier. La referencia principal que se usara para eso es [Igl11].

Organizacién del contenido

En el Capitulo 1 se recuerdan los conceptos basicos de andlisis matematico de espacios
métricos, de medida y el andlisis de Fourier que se usaran para las funciones escalares.

En el Capitulo 2 estudiamos las diferentes construcciones de los polinomios de Hermite,
probamos de distintas formas sus propiedades de ortogonalidad y completitud y que satisfa-
cen ecuaciones diferenciales de segundo orden. Mostramos expresiones explicitas, ecuaciones
integrales, sus propiedades al ser derivadas y férmulas recursivas. Después se introducen las
funciones de Hermite y demostramos que son autofunciones de la transformada de Fourier
y del operador de Schrodinger con potencial cuadratico y estudiamos como también tienen
muchas de las propiedades de los polinomios; se demuestra su completitud en el espacio de
Lebesgue y se habla de su aplicacion en la mecanica cuantica.

En el Capitulo 3 se introducen los conceptos de las funciones de variable real a valores
matriciales como generalizacion del caso escalar; se introduce la nociéon de matriz peso o
densidad matricial W (t) y el operador diferencial de segundo orden matricial. Después se
presenta un método para encontrar familias de polinomios matriciales ortogonales con res-
pecto al producto interno ponderado con W () que son solucién de la ecuacion diferencial de
segundo orden, y dos ejemplos de familias distintas obtenidas por este método. Al final del
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Introduccién

capitulo se define el espacio de Lebesgue generalizado de funciones matriciales.

En el Capitulo 4 se estudian mas detalladamente los dos ejemplos obtenidos usando el
método previamente descrito en el Capitulo 3. Se introduce un operador integral de tipo
Fourier para cada uno de ellos, dando propiedades que generalizan algunas del Capitulo 2 y
comparandose; después se estudia el caso concreto de dimensién 2 X 2 para cada uno de ellos,
y conclusiones.

El tema tratado es bastante nuevo en matematicas y existen muchas preguntas abiertas
relacionadas, como la clasificacién de todas las familias de polinomios ortogonales matriciales
que sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden, como definir un opera-
dor integral que generalice aceptablemente a la transformada de Fourier, y sus aplicaciones
en otras disciplinas como la mecanica cuantica. Las referencias al respecto son recientes y
actualmente se realiza analisis matematico y teoria de aproximacién en esta rama, asi como
se han encontrado aplicaciones en la rama de procesos estocasticos.
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Capitulo 1

Preliminares

Recordemos algunos conceptos fundamentales comprendiendo esta tesis. Sea V' espacio vec-
torial sobre un campo K.

Un producto interno en V es una forma bilineal, hermitica y definida positiva. Es decir

(-,-) : V xV — K es producto interno en V si y sélo si Vz,y,z € V, YA € K cumple:

= Mz, 2) + (y,2),

L)y
(, r)=0 <= =0,

» (\z+
= (z,y)
= (z,1)

donde A denota el complejo conjugado de A\. Cuando 3z € V' \ {0}, (z,2) =0, {-,-) se llama
producto interno semidefinido positivo.

Y ||©

Una norma es una funcién || - || : V. — K" que Vz,y € V, VA € K cumple:
» 0=|z]] &= =0,

= |kl = |k[ll=] ¥

= Jlz+yll < lzfl + [y desigualdad triangular.

Una métrica es una funcién d : V x V — K que Vz,y, z € V cumple:

s )= d(,)(z}:tzy,()éd(fl?»y),
= d(z,y) =d(y,x) y
v d(z,2) <d(x,y)+d(y,2)

Naturalmente, todo producto interno induce una norma: ||z||* = (x, z), y toda norma induce
una métrica: d(x, y) = ||z — vl

Un resultado importante es la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz o sim-
plemente desigualdad de Cauchy-Schwarz, que establece que Vz,y € V,

[z, y)I* < (@, 2)(y, ).



1. PRELIMINARES

Su demostracién es un ejercicio de rutina, obteniendo la proyeccién ortogonal de un vector
sobre el otro y usando el Teorema de Pitagoras. Una demostracion puede encontrarse en
[HJ85] pg. 261.

Sea X un conjunto y P(X) el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de
X, llamado conjunto potencia de X. Se define un algebra de subconjuntos de X,
A C P(X), siy sblo si cumple:

» X € A,
» ABeA = A\BeA

que se llama o-algebra si y sélo si, ademaés:

s {ApenCA = | A, € A

neN

También se llama conjuntos medibles.

Por lo tanto, se puede construir una funcién con dominio una o-algebra A y codominio
un campo K, definida positiva, mondétona y numerablemente aditiva. Es decir, u: A — K es
medida si VA, B € A cumple:

B = pu(A) < pu(B),
» ({Atwen CAy (i #] = AN4;=0) = M( U An) = 3 u(An).

neN neN

Esta definicién extiende, a espacios mas generales, nuestro concepto de volumen en el eucli-
diano. Dados un conjunto X y una topologia 7 de subconjuntos de X, la interseccion de todas
las o-algebras que contienen a 7 se llama conjuntos de Borel. Se piensa en subconjuntos
con estas propiedades ya que, usando el Azioma de eleccion, se han encontrado subconjuntos
(llamados de Vitali) del espacio euclidiano cuyo volumen no podemos calcular naturalmente.

Las funciones medibles son aquellas cuya preimagen de cualquier subconjunto medible es
medible. Se llama integrable si la funcion restringida tanto a la preimagen de los positivos
como a la de los negativos tiene medida finita.

En [Bar66] pg. 20 se define la medida de Lebesgue; es la que usaremos para integrar,
denotédndola u(E), E € A. Sea f : R — C una funcién medible. Definimos la p-norma de f

o 151, = ([ 17 )’1’ ()

Denotemos [f]]i ={g: R — C | g es medible, g(v) = f(v) Vv € R\ E, u(E) = 0}. Esto
forma una clase de equivalencia de funciones iguales en todo punto excepto un conjunto de
medida cero; es decir, iguales en casi todo punto (notacién c.t.p.).

2



Definimos .
LR, C) = {[f]z: [Ifll, < o0}
el espacio de Lebesgue de las (clases de equivalencia de) funciones f : R — C p-medibles.

En estos espacios, la desigualdad de Cauchy-Schwarz es un caso especial de

1 1

IFglls < W flpllglle, f e L7, g€ LT, P 1,

llamada desigualdad de Hoélder (ver [Bar66] pgns. 56-57).

Por otra parte, el espacio de matrices de tamano N x M con coeficientes en un campo K
se denota KV*M |

1.0.1. Convergencia

Sea V' espacio vectorial normado. Decimos que {x,, },eny € V' es una sucesién de elementos
de V si y sélo si existe una funcién N : N — V tal que Vn € N, N(n) = z,.

Decimos que una sucesién {x, },eny en V' converge a z € V si
Ve >0, IN. € N (Ym > N, ||z — 2| <),

y se denota x,, — x o lim z,, = . Esto es equivalente con que la sucesion sea de Cauchy:
n—oo

Ve >0, AN, € N (Vn,m > N, ||z, — zn| < €).

Esta definicion aplica para los espacios de funciones: Sean V' y W espacios vectoriales nor-
mados, fy f, funciones de V.a W. f, — fsiysblosi Ve € V, f,(x) — f(x).

Existe una generalizacién de la suma para una infinidad numerable de elementos suman-

n
dos. Sea {y;}jen € V una sucesién. A y, = > y; le llamamos suma parcial hasta n de
j=0
n
esa sucesion. Si dr € V, lim ( > yj) = x, entonces decimos que z es igual a la serie ) yj,
n—o0 " i JjEN
y se denota © = ) y,; es decir, la serie converge en V' si sus sumas parciales y,, como su-
jeN
cesién, convergen a algin x € V. Esta definicién aplica para los espacios de funciones: Sean
Fofn: VoW S fuo=fsiysolosiVe eV, > fu(x) = f(x); es decir:

neN neN
Ve>0, Ve eV, AN, €N, (N, <n = |fu(z) — f(z)] <e).

Notese que, si una serie converge, entonces cualquier serie resultante de reordenar los mismos
sumandos y; converge también.

Mas formas de convergencia (ver [Bar66] pgns. 65-66) se definen asi:



1. PRELIMINARES

» Convergencia absoluta (el valor absoluto de la serie converge, es decir > |y;| con-
neN
verge)

» Convergencia uniforme para funciones (Ve > 0, Vo € V, 3N, € N tal que Vn >
N, |fo(x) — f(z)| < €. Ne no depende de x)

Algunos criterios de convergencia se llaman:

Convergencia en norma para funciones (la sucesién {|| f,,||}nen converge a || f||)

Convergencia en medida para funciones (V§ > 0, limu({z € E: § < |fu(x) —
n—0o0
f()[}) =0)

Convergencia casi uniforme (es la convergencia uniforme de funciones en todo su
dominio excepto un conjunto de medida cero, como se ha definido arriba)

Convergencia en casi todo punto (es la convergencia puntual de funciones, como
se ha definido arriba, excepto en un conjunto de medida cero)

Este trabajo se enfoca en las funciones de ciertos espacios que definiremos mas adelante.
Para mas detalles sobre los criterios de convergencia en esos espacios de forma general, véase
[Bar66] pgns. 74-76.

Finalmente, el criterio de convergencia de Weierstrass establece condiciones sufi-
cientes para que la convergencia de funciones sea uniforme: Dada la serie ) f,(z), si existe

neN
una sucesion {a, : 0 < ay,}pen tal que su serie Y «,, converge y Vn € N, |f.(z)| < a,
neN
en todo su dominio, entonces la serie Y f,(x) converge uniformemente. La demostracién de

neN
este hecho se encuentra en [Rud53] pgna. 148.

1.1. Sistemas completos ortonormales en espacios de
Hilbert

Dados X conjunto, 7 una topologia para X y A C X, la interseccién de todos los conjuntos
cerrados de 7 que contienen a A se llama cerradura o cierre de A.

Un espacio vectorial con un producto interno es espacio de Hilbert si es completo con
respecto a la norma generada por el producto interno; es decir, su cerradura es ¢l mismo: toda
sucesion de Cauchy de puntos en el espacio converge a un elemento del mismo. Recordemos
que toda norma induce una topologia (las uniones de bolas con radio positivo), por lo que
basta un espacio vectorial con producto interno para verificar si es de Hilbert.

4



1.1. SISTEMAS COMPLETOS ORTONORMALES EN ESPACIOS DE
HILBERT

1.1.1. Ortonormalidad

Sean z,y € R, z = (71,...,2x), ¥ = (¥1,-..,yn). El producto interno usual (-,-) :
RY — R se define

(z,y) = szyz (1.2)

Para estos espacios euclidianos, la norma inducida por este producto interno es la distancia
al origen. En cualquier espacio normado X, se dice que x € X es normal o unitario si y
sélo si ||z|| = 1.

El producto interno (-, -) usual en estos espacios satisface la relacion (z,y) = ||z||||y|| cos 0,
donde 6 es el angulo euclidiano minimo entre los vectores x e y. Tomando z unitario, (z,y)
describe la componente de y en direcciéon de x. En un espacio vectorial general con producto
interno, intuimos que la componente de z en direccién de y (respecto del «dngulo minimo»
entre ellos) multiplicada por la magnitud de ¥, es su producto interno (x,y); esto nos induce
a definir ortogonalidad, cuando la componente de uno sobre el otro es nula: para z,y € X,
espacio vectorial con producto (-, -) interno, decimos que x e y son ortogonales si y s6lo si
0 = (z,y). Un subconjunto de X es ortogonal si y sélo si todos sus elementos son no nulos y
mutuamente ortogonales.

Los conjuntos ortogonales y normales se llaman ortonormales. Por sus propiedades, es
de especial interés encontrar bases ortonormales de un espacio de Hilbert.

Sea V espacio vectorial con (-, -) producto interno, y {v, }nen un subconjunto linealmente
independiente en V. Se conoce un procedimiento llamado método de Gram-Schmidt
para formar un conjunto ortonormal {e,},en a partir del subconjunto numerable {v, },en.
Primero, recursivamente define un conjunto ortogonal:

1. con base en uy = vy, define

n—1
Vn, U
2. Vn >0, u, =v, — ZWW
k=0 "
(v ) S (on)
Dado que ﬁuk es la proyeccién ortogonal de v, sobre uy, entonces . %uk es un
b k:(] K
elemento del subespacio generado por {ug,...,u,_1}. Es decir, Vn € N, u, es un vector
ortogonal a uy Vk < n, por su construccién; entonces {u,}nen €s ortogonal, pues ninguno
de sus elementos es nulo. Luego se normaliza definiendo Vn € N, e, = 2 y por lo tanto

|

{en}nen es ortonormal y genera el mismo subespacio que {v, }nen.

1.1.2. Ejemplos de espacios de Hilbert

Notamos algunos ejemplos de espacios de Hilbert.
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Ejemplo 1.1. El conjunto RN con el producto interno (-,-) definido en (1.2) es un espacio
de Hilbert.

Ejemplo 1.2. El espacio de Lebesgue L%(R,C) con el producto interno

(f ) = / f(2)9(@) da (1.3)

R

es un espacio de Hilbert (demostrado en [Bar66] pgnas. 59-60).

Los espacios LP(R,C) definidos como las clases de equivalencia de funciones iguales en
c.t.p. y medibles con la norma p definida en (1.1) no son de Hilbert Vp # 2, pues esas normas
no provienen de producto interno alguno, ya que no satisfacen la Ley del Paralelogramo: para
dos vectores f y g en el espacio,

2017+ llgli*y = I f + gll* + 1f — gll*.

Esto nos dice que un espacio de Hilbert tiene geometria euclideana, donde dos vectores forman
un angulo y determinan un paralelogramo porque la suma de los cuadrados de sus lados es
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales.

L2 (R, C) denota las clases de funciones medibles iguales en c.t.p y esencialmente acotadas
en c.t.p.
L2R,C) :={[f]g:3c€R, |f(z)| <cVe eR\ E, A(E) =0}

Si fe L2R,C), N C R medible y A\(N) = 0, sea
S(N) = sup{[f(z)| : = & N}
y definimos la oo-norma:
|| flloo :==mf{S(N) : N C R medible, A\(N) = 0}.

Ejemplo 1.3. Sea (a,)neny una secuencia o sucesion de nimeros. El espacio de sucesiones
cuadrado-sumables
%(C) := {(an)neN cap €C, E lan|? € R}

neN

con el producto interno

((an)nens (bn)nen) = Z anbn,

neN

es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.4. Sean A, B € CN*M A = (a;;), B = (bi;). Con el producto interno de Frobenius
(A, B) = tr(AB*), donde B* denota la traspuesta conjugada de B. CN*M es un espacio de
Hilbert.



1.2. EL ESPACIO DE HILBERT PONDERADO (3,

1.1.3. Sistemas completos

Definicién 1.5. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es denso en X si
y solo si A =X.

donde A representa la cerradura topolégica de A en X. Cuando la topologfa es inducida por
una norma, esta definicién equivale a que Vo € X, IH{y,}neny € A, ¥y —> = en norma.
{Yn }nen es una sucesiéon de Cauchy.

Definicién 1.6. Sea X espacio topologico vectorial sobre K campo y {¢;}jen = v C X.
Se dice que v es un sistema completo en X si y solo si las combinaciones lineales de

elementos de v,
I' = {ZO(]'QOJ' ey EK,QDJ' G’y}

J=1

son densas en X, es decir I' = X.

Siendo X espacio vectorial normado y completo, como consecuencia de la definicién {¢;}en
es un sistema completo en X si y sélo si:

Vo € X, a{aj}jEN - K, Z()éj@ij =xT.

jEN

1.2. El espacio de Hilbert ponderado £?

A partir del espacio de Hilbert (£2, {-,-)) definido igual que en el Ejemplo 1.2 pero para
(clases de equivalencia de) funciones de codominio R, se define un producto interno (-, -),, que
incluye més funciones que £? en un nuevo conjunto definido de manera similar £2; veremos
que (£2, (-, -)w) resulta ser espacio de Hilbert y £* G L3

Primero, se encuentra una funcién w tal que decae mas rapido que las funciones f que
queremos incluir en el nuevo espacio de Hilbert, de manera que! el producto fw € £2.

Definicién 1.7. Sea w € L? positiva. Se dice que w es una funcion peso positiva o
funcion de densidad si y solo si cumple las siguientes propiedades:

» 0 < [w(z)dz para cualquier conjunto de Borel A C R,
A

» w tiene momentos finitos de cualquier orden, i.e [ z"w(z)dr € R,Vn € N.
R

1Se entiende que ||fw|2 € R, y por lo tanto fw € [h} para alguna clase de equivalencia de funciones

[n] € 2.
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La medida, en general, es dw(x), pero si w es integrable con respecto a la medida de Lebesgue
dx, entonces Jw € L£? tal que dw(x) = w(x)dz. Se nota que un ejemplo de funcién de densidad
positiva es la exponencial w(z) = e .

Sea w una funcién peso. Luego, se define una medida con respecto a w:

Definicién 1.8. Sea f funcion medible,

12 = / (@) Pulz)de (1.4)

es su medida ponderada con respecto al peso w. Cuando || f|l. < oo, se llama integral
ponderada de f.

Dado que se esta integrando siempre respecto del peso w, la medida de integracién se denota
w(x)dzr = dw(z) y la integral (1.4) se denota [ |f(x)|?dw(z) también.
R

Finalmente, se define un producto interno para las funciones cuya medida ponderada es
finita, de manera andloga a como se hace en el Ejemplo 1.2. Aunque Vx € R, g(x) = g(x) por
ser g de valores reales, el producto interno ponderado se define asi para funciones de valores
complejos:

Lema 1.9. Sean f y g funciones medibles tales que || fllw, ||9]lw € R y w una funcion de
densidad, entonces

/f(:v)w(x)mdx € R.

R

Se define un producto interno a partir del peso en (1.4) como se hizo en el Ejemplo
1.2; siguiendo el mismo razonamiento, aplicamos la integral ponderada al producto de dos
funciones cuyo cuadrado es medible, conjugando la segunda, y verificamos que es finito. Ahora
se prueba:

Teorema 1.10. Sean f,g y w como en el Lema 1.9 y también h medible tal que |h?|, € R,
entonces

() i= [ f@o(oigids
R
satisface las propiedades de producto interno:

1. <>‘f+ga h’>w :)‘<f>h>w+<gvh’>w7




1.3. TRANSFORMADA DE FOURIER EN L(R,C)

El producto interno del Ejemplo 1.2 se llama no ponderado, correspondiente al producto
interno ponderado con la densidad constante 1, w = yg (en el Apéndice se define la funcién
indicatriz yg). Ahora podemos definir el espacio de (clases de equivalencia de) funciones inte-
grables donde existe un producto interno ponderado. Si una funcién f es medible, denotamos
f=1[f] ={9:9=f enct.p.} para simplificar su notacién.

Definicién 1.11. Sean f y g como en el Teorema 1.10, decimos que (f, g),es el producto

interno ponderado de f con g respecto al peso w.

Definicién 1.12.
L2 (R,R) := {f funcion medible : || f||, < 0o}

se llama espacio de Lebesgue ponderado de las clases de equivalencia de funciones in-
tegrables respecto a la medida ponderada con el peso w, denotado simplemente L2 .
Como consecuencia directa del Teorema 1.10 se tiene el
Corolario 1.13. (f, g). es producto interno en L2.
Ejemplo 1.14. £2 con el producto interno {f, g). es espacio de Hilbert.
Teorema 1.15. £* G L7,

La demostracion del Lema 1.9, de los Teoremas 1.10 y 1.15 son ejercicios sencillos; para
el ultimo basta pensar en la constante 1. En el Ejemplo 1.14 ya se habra probado que la
operacién mencionada ahi es efectivamente un producto interno, y el hecho de ser espacio
vectorial es ejercicio de rutina, por lo que resta comprobar su completitud.

1.3. Transformada de Fourier en £*(R,C)

Vw € R sea e,(x) = ™ incluyendo el factor 27 para hacer el oscilador e,, de frecuencia
exactamente w respecto el pardmetro del dominio R. Pensemos en la proyeccién de f € £2
sobre cada e,. Aunque no podemos hacer el producto interno en £? con e,, f(x)e,(z) es

medible ([Bar66] pg. 9). Calculamos su medida [ f(z)e,(z)dz y resulta finita Vf € L y

R
para todo w € R excepto un conjunto de medida cero ([SW71] pgns. 16-17). Procedemos
calculando esta componente para todo w, y resulta que

Vf € L2, existe la funcién

Flw) = / Fla)e=2mindy (1.5)

es Unica y siempre pertenece a alguna clase de equivalencia en L%, La demostracién de este
hecho se encuentra en [SW71] pgns. 16-17. Su médulo |f(w)]| es la amplitud, y su dngulo es
la fase de la frecuencia arménica w en f.

Por sus propiedades, conviene la
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Definicién 1.16. Sean f, f € £2, [ definida seqin (1.5). El operador
F:L?— [?
F(H=1
se conoce como Transformada de Fourier de f en L?.

Nétese que la regla de correspondencia equivale a f(w) = \/%777 ]{ f(x)e™™dx. A veces se
define la Transformada de Fourier sin el signo del exponente de la funciéon exponencial, es
decir: f(w) = [ f(x)e*™*dx.

R
 Recordemos algunas propiedades de la Transformada de Fourier. Sea f € L?%; denotamos
f=F().

Proposicién 1.17. El operador integral F : L2 — L£? cumple las siguientes propiedades:

(1) Es lineal.

(11) Es unitario (preserva dngulos o es rigido) ff(x)g(w)dx = [ f(w)g§(w)dw, esta propie-
R R
dad se conoce como Teorema de Parseval.

(i) Es isometria, i.c. ||fll2 = ||f]l2, esta propiedad se conoce como Teorema de Plan-
cherel.

(1v) Foérmula de inversion: I = F o F*, i.e. f = ff(x)e—zmwx = ff(a:)e%iwzdx.
R R

(vi1) Si f es derivable, g—i(w) = qwf(w).

(vil1) Teorema de convolucidn: f x g = f§, denotando (f * g)(t) = [ f(x)g(t — x)dx en
R
c.t.p.

(1x) Tiene 4 valores propios: 1,i,—1 y —i.
Demostracion. Sean f,g € L2, A€ Cyc,a € R.
)
JOt@) + e s = [ Ap(ge e+ glaje o ds -

R R

A / f(x)e 2mwr 4 / g(x)e ™ dg,

R R

10



1.3. TRANSFORMADA DE FOURIER EN L(R,C)

(11) se demuestra con tres métodos distintos en [Tit37] sec. 3.2-4, pgns. 70-76. Aqui se
muestra una prueba como en [SW71] pg. 8 para f(z) y g(x) reales: Aplicando el Teorema de
Fubini, se tiene que

R/ F(2)g(z)d / / £(0) —det - R/ / Wwdx> F)dt

—ek?

(111) Sea 0 < €. Ya que la funcién gaussiana e estd acotada por 1y f € L2, entonces

00 > / |f(k)[2e " dk

-/ R( [ T@eean) ([ e inay)e +ar

:/f(:v)f(y)/e%ik(x_y)e_Ek2dkdxdy.
R

R

Las integrales pueden ser intercambiadas aplicando el Teorema de Fubini porque

f(@) f(y)e

es integrable. La integral de la gaussiana puede ser explicitamente computada, resultando

— [T e
m(z—y)

£ 2 —ek? _ *L*T
R/rmc)re Ak = (1. e ),

La prueba termina tomando el limite cuando € tiende a 0.

En resumen:

Otra prueba se encuentra en [SW71] sec. 1.2, pgns. 17-18 y otros tres métodos distintos
se encuentran en [Tit37] sec. 3.2-4, pgns. 70-76.

(1v) se demuestra como en [SWT71] sec. 1.2, pgns. 17-18: Como F es isometria (inciso
(111)), entonces su rango es un subespacio cerrado de £2. Si ese subespacio imagen no fuera

todo £2, podrfamos encontrar una funcién g tal que Vf € £2, [ f(z)g(z)dz =0y ||g|l2 # 0.
R

Como consecuencia del (11), se tiene f f(x)g(x)dz =0, Vf € L2, entonces g = 0 en c.t.p. por

propiedad del producto interno, contradmlendo el supuesto ||gll2 # 0.

11
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(v) Aplicando el cambio de variable u = z + ¢:

f(f(:r — C)) — f(]) _ C)e—%iwmdx — f(u)e—Qm'w(u.;.c)du
/ /

R

— /f(u)e—Qm'wue—Qm'cwdu — e—ZWiwc/f(u)e—Qﬂ'iwudu — e—ZWiwcﬂlF)'

R R

(vi) Aplicando el cambio de variable u = ax:

]:(f(ax)) = /f(ax)GQWiwxdx — /if(u)eQﬂ'iwu/adu
R R

1 —2mi(w/a)u
:m/f(u)e2 (w/ady =
R

(vir) Usando integracién por partes:
Fw) = [ F(@)e ™ wrde = f(x)e 2| 4+ 2miw [ f(x)e *™ " dr = —2miw f (w).
R R

(vir) usando el Teorema de Fubini antes y después un cambio de variable z = y — :

>

(w)g(w) =

flx)e™®™ dz [ g(y)e > ¥dy = f(:r)e‘mw”“’( g(y)e‘m”ydy>dx
/ [roe (]

s [atwe oy )ae = [ s [ - oz o

R
[ F@lgte — aje > dads = T gtu).
R

A

B P —_

(1X) Por la férmula de inversién (1v), f = f(—z), y entonces resulta que I = F*. Si
existe algiin autovalor A de F, entonces f = F4(f) = M f, por lo que \* = 1; es decir, \
es raiz cuarta de la unidad: A € {1,4,—1,—i}. En el siguiente capitulo, mostraremos que

efectivamente existe un autovector del operador F para cada uno de estos autovalores (ver
Teorema 2.13).

]

1.4. Apéndice

A continuaciéon se enuncian més elementos que se usan en este trabajo.

12



1.4. APENDICE

Cuando se presenta una funcién f que tiene dominio A y codominio B, se escribe «f :
A — B ». Dado un conjunto K, denotamos x4 : K — R la funcién indicatriz de A, i.e.

() 1, size A
xTr) = .
XA 0, sizgA

Una funciéon se llama entera si es analitica en todo el plano complejo.

Teorema 1.18 (de Liouville.). Sea f una funcién entera. Si ¥z € C, |f(z)] < M € R
entonces [ es constante.

Una demostracién puede encontrarse en [DK72] pg. 154 y en [SW71] pgns. 40-41.
Teorema 1.19 (de Fubini). Sea F': R x R :— R integrable. Entonces

/(/F(m,y)dx>dy— / </F(x7y)dy>dx

R R R R

Una demostracion general para espacios de medida se encuentra en [Bar66] pg. 120.

Teorema 1.20 (de la Convergencia Dominada de Lebesgue). . Sean { f,}nen una secuencia
de funciones integrables que converge en c.t.p. a una funcion medible f. Si existe una funcion
integrable g tal que |f,| < |g|,Vn € N, entonces f es integrable y

n—o0

C

/ fdd = lim [ fudi.
C

Una demostracién puede encontrarse en [Bar66] pgns. 44-45.

Ahora se introduce la notacién O: Sean f, g : R — R. Decimos que una funcién g tiene
decaimiento f siy sélo si existen M > 0,z € R tales que |f(z)| < M|g(z)|, Y|z| > |xo|, ¥
se denota O(g(z)) = f(z), x — zo. Es decir,

(f = Olg), @ = z0) > (3e>o, (V]| > laol. If(:v)|<e|g(x)!))-

13



Capitulo 2

Funciones de Hermite

Tratamos de encontrar una base para L?(R,R), por lo que se requiere que el generador
sea subconjunto del espacio que genera. En este capitulo se describe un sistema completo
ortonormal numerable subconjunto de £L*(R, C) = £? (notacién). Todas las funciones tratadas
seran de dominio real, imagen contenida en C y medibles.

Hay muchas maneras de originar estas funciones de nuestro interés; en este trabajo, prime-
ro se describen cuatro métodos para definir un conjunto numerable de polinomios ortogonales
general en el espacio de Hilbert ponderado £2 en virtud de ser w una funcién con momen-
tos finitos de cualquier orden. Posteriormente, respecto al peso gaussiano w(z) = e se
especifica la familia correspondiente de funciones ortogonales en £2, resultado de multiplicar
los polinomios descritos en la primera secciéon por la raiz el peso w para obtener las mismas
propiedades de ortogonalidad al multiplicar dos de esas funciones; mas adelante se demuestra
su completitud, ademéas de una prueba independiente de su ortogonalidad, su transformada

de Fourier, y aplicaciones.

La eleccion del peso gaussiano se debe a que los polinomios ortogonales respecto del
producto interno poderado con él tienen propiedades convenientes bajo la transformada de
Fourier.

2.1. Definicion de los polinomios de Hermite

Muchas propiedades de los polinomios ortogonales en general se encuentran en [BW10]
pgns. 93-154. En este trabajo, primero se define la familia de polinomios ortogonales por medio
del método de Gram-Schmidt, seguido de un método con determinantes, después usando la
formula de Rodrigues y finalmente con una relacién de recurrencia de trés términos.

15



2. FUNCIONES DE HERMITE

2.1.1. Por el método de Gram-Schmidt

Los polinomios en general son funciones medibles al ser valuados en cualquier subconjunto
de elementos del mismo dominio que sus coeficientes. En la Definicién 1.7 del peso w, se ha
definido con momentos finitos de cualquier orden. Ya que los polinomios ménicos z", n € N,
se encuentran en el espacio del Ejemplo 1.14, entonces todos los polinomios se encuentran
en el espacio de Hilbert ponderado £2, identificados como funciones de su determinada z en
relaciones de equivalencia de funciones iguales en c.t.p.

Ya que la familia linealmente independiente {z"},cn genera todos los polinomios en £2
se aplica el método de Gram-Schmidt, descrito en el capitulo anterior, para ortogonalizar
esta base de polinomios.

L2 es un espacio de Hilbert ponderado con (-, -),, producto interno, y {z"},cn es un sub-
conjunto linealmente independiente. Primero, recursivamente define un conjunto ortogonal:

1. con base en ug = 2° = 1, define
n—-1
2.Vn >0, u, =2 — > (2" i)

k=0 <uk 7uk>

A continuacion se ilustran los primeros pasos:

1. up = 2" = 1, entonces

— 1 _ <$171>w —
2. uy =z T1w 1 ==z,
:L‘Qe’z2dx x3e712dx
3 Uo = ZEQ _ <x27u0>w _ <x27u1>w$ — .TQ _ ]}{ _ ]1{ T = 3:2 1
-2 (u0,u0)w (u1,u1)w [e—*?dz [ 22— da 27
R R
4 U = x3 <137u0>wu _ <£E3,'U,1>w <£E3,’M2>w
-8 (u0,u0)w (ur,u1)w — + (u2,u2)w
2 2 2
5 H{x:”e’I dx H{x‘le’z dz D{(rs—%xg’)e*z dx 5 X
— — T — Uy = % — 3
[e—=dx [a2e—=dx [(@2—z+1)e—2"de 2 27
R R R

Notese que asi resultan ser moénicos. Luego se normaliza el conjunto definiendo Vn €

U 3 3 n
N, T due por lo tanto es ortonormal y genera el mismo subespacio que {z"},cn. Su norma

se calculard en el Teorema 2.7 para el coeficiente principal 2", es decir H,(z) = 2"u,(z).

Cada uno es un polinomio par ¢ impar segin la paridad del grado, que resulta n; esto se
demuestra por induccion. Los primeros diez polinomios de Hermite son:

» Hy(z) =1
» Hi(z) =2x
o Hy(z) =42% -2

16



2.1. DEFINICION DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

» Hi(x) = 8x — 12z

e Hy(z) = 162" — 4822 + 12

» Hs(x) = 322° — 160z® + 120z

e Hg(x) = 6425 — 4802 + 7202 — 120

s Hy(z) = 12827 — 13442 + 33602 — 1680z

» Hg(z) = 2562 — 358425 + 134402 — 1344022 + 1680

» Hy(z) = 51227 — 921627 + 483842° — 8064023 + 30240x

Véase la Figura 2.1

2.1.2. Usando la féormula de Rodrigues

La definicién de los polinomios de Hermite también es consecuencia de un método general
para obtener polinomios ortogonales, que puede encontrarse en [BW10] pgns. 98-100. Otras
familias son las de Jacobi, Laguerre y Bessel. Primero veremos el método general.

Tratamos de encontrar un operador diferencial D del cual los polinomios de Hermite
sean autofunciones, es decir: DH, + \,H, = 0, y ademas que sea simétrico con respecto
al peso exponencial w(z) = e, es decir: (Df, g)w = (f, Dg)w con condiciones de frontera
(autoadjunto). Sean p y ¢ polinomios de grado a lo sumo 2 y 1 respectivamente. Denotemos
al operador diferencial D = p(2)9? + q(x)d!. Sea w una funcién de peso positivo y = € I. Nos

concentraremos en la familia de polinomios de Hermite, en cuyo caso I = R y w(z) = e
En ese caso, se tiene que satisfacer la ecuacién de Pearson:
(pw)" = qu. (2.1)
Se deduce que necesariamente p es constante, por ejemplo 1, y que entonces ¢ = —2z. En
resumen, hay que resolver la ecuacién diferencial
" ! _ o (pw)/
p(x)H, (z) + q(z)H, (x) + \yHp(x) =0, ¢ = (2.2)

equivalente a
(pwH))" + \ywH,(z) =0

que para el caso de las funciones de Hermite con el peso exponencial, definidas en toda la
recta real, resultan

2

w(z) =e",
p(x) =1, (2.3)
q(z) = —2x

Siguiendo con el caso general, calculamos los autovalores. La derivada de la soluciéon H,, de
(2.2) satisface una ecuacién similar: derivando (2.2) resulta

p[HL)" + (q+ ) [HL]) + (¢ + ) H, = 0.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Ahora
/

(pw) | _PPw' +2pp'w _ (plpw])

pw pw
Entonces, la funcién pw es también un peso. Como ¢’ es constante, H/ es un polinomio
ortogonal de grado n — 1 con el peso pw. Continuando inductivamente, la derivada m-ésima

H™ corresponde al peso p™w con autovalor

+p

q+p =

1
—An —mq — im(m —1)p".
Como H{" es constante, el autovalor correspondiente es cero y se obtiene la formula general

1
A = —nq — §n(n —1)p".

Para la familia de polinomios de Hermite, resulta
An =21 (2.4)
Veamos ahora una manera de generar los polinomios mediante derivadas sucesivas de su
funcién peso: La ecuacién (2.2) se puede reescribir como

1
wH, = —)\—(pwH,/i)'.

Como pw es el peso correspondiente a H), esto nos lleva a

2 /A
wH, = —(p wHy) .
An(An 4+ ¢')
y finalmente a
n—1 1 1
wHy = (=1)" T [ Mo+ md + Smlm— 19| (prwH)®. (2.5)
m=0

Dado que H™ es constante, es posible normalizar tomando

_ dan
dxn

H, () = w(e) ™ [p(a) ()], (2.6)

La ecuacién (2.6) se conoce como Férmula de Rodrigues. Este método se puede gene-
ralizar para otros pesos en otros dominios, como los polinomios de Laguerre (en I = [0,00)) y
Jacobi (en I = [—1, 1]); en cualquier caso, cada uno tiene grado n. Como hemos visto, en caso
de w(z) = e™®" necesariamente p(z) es constante, por ejemplo 1, y entonces ¢(z) = —2x;
asi se obtienen los polinomios de Hermite como caso particular de la formula de Rodrigues:
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2.1. DEFINICION DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

Definicién 2.1. Sean € N. H, : R — R tal que Vx € R

Ho(z) = (—1)ner2( " e—f"’> (2.7)

dan

Se llama polinomio de Hermite de grado n.

Consecuencia de esta construccién es que los polinomios de Hermite satisfacen la ecuacion
diferencial
H] —2xH] +2nH, = 0. (2.8)

2.1.3. Caso general de existencia: forma de determinante

En todo espacio de Hilbert ponderado con un peso positivo de momentos finitos de
cualquier orden es posible comprobar la existencia de polinomios ortogonales y construir-
los explicitamente. Veremos que los polinomios de Hermite también son un caso particular
de este método.

Teorema 2.2. Dada una funcion de peso w positiva, siempre es posible construir una familia
de polinomios ortonormales asociados a ese peso.

Esta prueba es la misma para otras familias de polinomios ortogonales, como puede en-
contrarse en [BW10] pgns.93-95.

Demostracion. Sea w(zx) una funcién de peso positiva en un intervalo abierto I = (a,b).
Para el caso de las funciones de Hermite, serd a = —oo, b = 0o. Se asume que Vn € N, los

momentos i, son finitos:
b

o, = /x”w(m)dx < 00. (2.9)

a

Sea A_; =1y que ,Vn € N, A, sea el determinante

fo  H1 - fin
A, = P e (2.10)
Mn  HPpg1 .- H2n

La forma cuadratica asociada
b
n

i Wjrkiay = / [Zajxjrw(x)dx

4,k=0 =0

es definida positiva, por lo que el determinante A,, es positivo.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Considerando el espacio de Hilbert ponderado £2 del Ejemplo 1.14, el polinomio

o p1 e g1 1
M1 M2 Hn z

Qn(z) := N (2.11)
Mo Pngl oo Hop—1 X"

es ortogonal a ™, Vm < n, mientras que (Q,,z"), = A,. Para entender eso, se expande
el determinante (2.11) a lo largo de la ultima columna. Al calcular el producto interno
(ponderado) de @,, con 2™, resulta un determinante en el cual la dltima columna de (2.10) es
la misma que (pues ha sido reemplazada por) la columna m+1 del mismo determinante (2.10);
por lo que, si m < n, las columnas son linealmente dependientes y entonces el determinante
es nulo, mientras que si m = n resulta A,,. Ahora @), = A,,_12" mddulo términos de grado
menor, entonces

<Qn7 Qn>w = <Qn> An—lmn>w - An—l(Qna lﬂ)w - An—lAn

Por lo tanto, los polinomios

1
P,(x) = ——=0Q.(x 2.12
(@) = g2 .12
son ortonormales. Estan inicamente determinados por tener coeficiente principal h,, = AA";I
positivo. ]

Ahora veamos el caso particular £2 con el peso w(z) = e* sobre (a,b) = (—00,c0).
Sustituyendo en (2.9), se obtiene

[e.9]

[y = /x”ex2dx.

—00

Por lo tanto los momentos impares son cero y los pares (0 < k, n = 2k) son

VE(2R)!

Mok = —4%! .

2.1.4. Relacion de recurrencia a tres términos

Se tiene una caracterizacién de los polinomios ortogonales en general a partir de una
relacién de recurrencia a tres términos: toda familia de polinomios que satisface esa relacion
es ortogonal, y toda familia de polinomios ortogonales satisface esa relaciéon. Veremos que
como los polinomios de Hermite satisfacen la relacion de recurrencia a tres términos en el
espacio de Hilbert ponderado £2, entonces son ortogonales. En [A33] pgns. 38-40 se estudia
la relacion de recurrencia de una manera més general que la que sera mostrada aqui. Este es
otro método para definir los polinomios de Hermite.
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2.1. DEFINICION DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

Primero veremos el caso general. Sea {P,},ecn una familia de polinomios ortonormales,

como (2.12) de la seccién anterior. Entonces x P, es un polinomio de grado n + 1, y =P, =
n+1

> cn i Py donde se denota ¢, = (xP,, Py).,. Calculando

k=0

Cnk = (®Py, Py = /xPn(x)Pk(:c)w(:c)dx = /Pn(:c)ka(x)w(x)dx
= <Pn7 ka>wa I I

donde zP; es un polinomio de grado k + 1; como P, es ortogonal de grado m, entonces

cnk =0, Yk < n— 1. Este resultado con premisas més generales se encuentra en [A33] pgns.
n+1
33-38. En resumen: P, (x) = ) ¢, Py tiene grado n + 1 y es ortogonal a 2™, VYm < n — 1;

es decir, ¢, =0, k= 0,1,...,n — 2. Como consecuencia existen constantes a,, b, y ¢, tales
que

P, (x) = anPri1(x) + by Po(x) + e Proi ().

Es posible obtener relaciones de recurrencia de mas términos cambiando x P, por z°P, para
algin s > 0.

Comparando los coeficientes del término 2", se observa que a,, = h:L' Por otro lado,
tomando el producto interno con P,_; resulta
hn—l
Cn = <xPn7 Pn—1>w = <Pn7 mPn—1>w = h = Qp—1.
Por lo tanto,
2P, (x) = anPri1(x) + b, Py () + an_1 P11 (). (2.13)

Y queda demostrado el

Teorema 2.3. Toda familia {P,},en de polinomios ortogonales respecto al producto interno
de la Definicion 1.11 satisface la relacion de recurrencia a tres términos (2.13).

Mencionamos el igualmente importante resultado converso al Teorema 2.3:
Teorema 2.4 (de Favard). Sean {a, }nen, {bn}neny C R sucesiones arbitrarias tales que 0 <

an, Yn € N. Si {P,}nen es una familia de polinomios tales que cumplen la relacion de
recurrencia (2.13) con

Py(x) =1y aPy(x) = agPi(x) + by Po(x), (2.14)

entonces existe una medida positiva w tal que {P,}nen es una familia de polinomios ortogo-
nales con respecto al producto interno ponderado (-, +).,.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Una forma més general y su demostracion se encuentra en [Chi78| pgns. 21-22. En virtud
de los teoremas 2.3 y 2.4, ahora se puede caracterizar a las familias de polinomios ortogonales.

La posibilidad de generar infinitas familias de polinomios ortogonales se remarca con
otra manera de escribir la relacién de recurrencia a tres términos: dadas cualesquiera dos
sucesiones {a,}nen de coeficientes positivos y {b, }nen de coeficientes reales, se escribe la
familia de polinomios ortogonales como un vector columna semiinfinito

y se arreglan los coeficientes en una matriz tridiagonal semiinfinita, que tiene como diagonal
principal a {b, },en, las otras dos diagonales junto a la principal son {a,}nen, v las demés
diagonales son cero:

b(] agp 0 0 cos 0
Qo bl aq 0 N 0 e
J=10 a b a 0 ... (2.15)

0 0 (05} b3 as 0

llamada matriz de Jacobi. Las soluciones a la ecuacién
xP=JP (2.16)
son polinomios ortogonales, siempre y cuando se cumpla (2.14).
En el caso de los polinomios de Hermite {H, },en definidos en (2.7) se tiene que
20H, () = Hpy1(x) + 2nH, (),

como se demostrara en el Teorema 2.6.

2.1.5. Algunas propiedades
Mas propiedades de los polinomios de Hermite pueden encontrarse en las pgns. 61-76 de

[Leb65], asi como en la seccién 1.13 de [KS96], donde se dan muchas referencias al respecto.
En esta seccién mencionamos algunas para los definidos segun (2.7).

Operadores escalera
Particularmente, los coeficientes explicitos para la relaciéon de recurrencia de tres términos

para los polinomios de Hermite van a calcularse en el Teorema 2.6. Primero veamos los
operadores en escalera. Sea H,, el n-ésimo polinomio de Hermite definido en (2.7).
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2.1. DEFINICION DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

Lema 2.5.
H)(x) =2nH, () (2.17)

dk

Demostracion. Usaremos (2.7) y que 1 (—2r) = 0 Vk > 2 para reducir la suma hasta n, a

la suma hasta 1.

d d 2 dT'L 2 2 dT'L 2 2 dn 2
_Hn:_ln_:c_—az — (—1)"2re% —— ™% —1)"e? — 9re™ %
S () = (1) e o) = (e e 4 (1) (e )
n €T " x2 n .'EQ - n dk dn_k 71’2
= (—1)"2ze P + (—1)"e Z (/{:)@(_ )dx"—ke
k=0
d" 2 2 ! n\ d* dn=* 2
—_ 1)"9 :rz_ —x —1)e® “ o
(—1)"2ze L + (—1)"e 2 (k)dxk( q:)dxn_ke
d?’L
= ( 1)”293e9‘/’2@e_””2

=( 1)’"‘29L’e“/’2%e”32 + (—1)"e” ( - Qxd—:ne w Qndd:;_ll e“"’Q) =2nH, 1(x).
O
Sea H_;(x) = 0. Claramente Hy(x) =
Teorema 2.6. H, . i(x) = 2xH,(x) — 2nH, _1(x)
Demostracion. . .
%Hn = (—1)"2ze"" ddx"er +(=1)" ﬂ%eﬁ

Reordenando los términos se obtiene

Hyy1(x) =22 H,(z) — H) (x). (2.18)
Usando el Lema 2.5, termina la prueba. O

Las ecuaciones (2.17) y (2.18) se conocen como operadores en escalera de creacién
y aniquilacion, respectivamente. La consecuencia de ambas es la relacion de recurrencia a
tres términos, asi como la solucién de la ecuacion diferencial de Schrodinger con potencial
cuadratico, que se vera méas adelante. Entonces los polinomios de Hermite cumplen la relacion
de recurrencia; también cumplen las demés condiciones del Teorema 2.4, y por tanto son
ortogonales. Notese que esta prueba es independiente de la Férmula de Rodrigues.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Funcion generatriz

Los polinomios de Hermite multiplicados por el factor 1/n! son los coeficientes de la expansién

_ 42 .
de =% es decir
o

(x t ta 2 _

.t < oo, (2.19)
n=0

lo cual se obtiene al expandir la funciéon compleja exponencial de ¢t entera en su serie de Taylor
([Leb65] pgns. 60-61). La funcién w(z,t) en (2.19) se conoce como funcién generadora de
los polinomios de Hermite.

Expresiones integrales

Una forma conocida, que tiene bastante utilidad, de expresar los polinomios de Hermite sin
formulas recursivas es

H,(x) = W/eﬁ“mt”dt. (2.20)
T
R

Esta féormula se deriva de otras que son la forma con los nicleos de sin y cos:

)
22n+1

Hop(2) = —————"— / e 12" cos 2tdt,

° (2.21)

9 2(n+1) 1
(Z1)%e” / e~ 42n L gin 2t

Hopya(7) = NG

Un método para obtenerlas se encuentra en [Leb65] pg. 63.

Expresién como suma

Otra forma de expresarlos explicitamente es ([KS96]):

Ha(r) _ = ()M (2e)
Z kl(n — 2k)!

donde |n/2| denota el minimo entero no mayor que n/2.

Para n par:
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2.1. DEFINICION DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

y para n impar:

n—1

_ - (‘”anlfk 2%+1
Ha(w) =n! ; 2k + DI — o) o

Véase [Leb65] pgna. 60.

Paridad

Es facil probar que H, tiene grado mn: es par si n es par y es impar si n es impar, es decir
H,(z) = (—=1)"H,(—=). Con esta expresién se puede probar la relacién de recurrencia de tres
términos por induccién, véase [BW10] pg. 107.

Norma en L2

Calculemos sus normas en el espacio de Hilbert ponderado con el peso w(x) = e~

Teorema 2.7.
| H,|l2 = 2"nly/m

Demostracion. Colocando H,, del lado izquierdo del operador escalera (2.18) y sustituyendo
su correspondiente lado derecho en || H, || = [ |H,(z)[>¢=* dz, se obtiene
R

/|Hn(a:)|2e_x2d$
_ / Ho () (20 H,1(z) — H,_, (2))e " dx

_ / 2w H, 1 () Hy(2)e"dz — / H' () Hy (2)e—"2dz

2

= {— e ? Hm(x)Hn(x)] OOOO + / e (H;_l(w)Hn(x) + Hnl(x)H;(x)) dz
- / H'_(2)H,(z)e ™ da

~ [ Hs@H @) s
R
Sustituyendo el lado derecho del otro operador escalera (2.17) en H](z), se llega a que

/Hn(x)zerdx: Qn/Hn_l(x)QeIde.
R R

25



2. FUNCIONES DE HERMITE

. —_p2 . .z
Aplicando este resultado n veces, como base en que ||Hy||2, = [ e * dz = \/m, por induccién
R

matematica se demuestra que 2"n!y/7 es la norma de H,, en L. O

Esto prueba que Vn € N, H,, € L2.

2.2. Las funciones de Hermite

Basta multiplicar cada polinomio H,, por un peso de momentos finitos de cualquier orden
para formar un conjunto de funciones en £? que heredan muchas propiedades de los poli-
nomios de Hermite en £2. Las funciones de Hermite en £? son los polinomios de Hermite
llevados al espacio de Hilbert £? de manera natural: multiplicando H,, por la raiz cuadrada
del peso exponencial w(z) = e’ y normalizados; entonces al calcular el producto interno
usual se tiene un sistema completo ortonormal en £2.

Definicién 2.8. Vn € N, sea ¢,, = H,e *"/2.

_ o
[onlo

Un

se llaman Functones de Hermite.

Por el Teorema 2.7, sabemos que ||¢,||2 = 2"n!y/m. Usando lo hecho en la seccién 2.1 se
derivan propiedades de estas funciones por su definicion. Satisfacen una ecuacion diferencial
de segundo orden

Y+ (2n+1— 2%, =0, (2.22)

siguiendo (2.8), lo cual es consecuencia de su definicién en términos de los polinomios de
Hermite, por la ecuacién (2.8) que éstos verifican; eso se demuestra al final de la seccién
2.2.3. La ortogonalidad del conjunto {,},en también es consecuencia de esta definicién,
pues los polinomios de Hermite son ortogonales porque cumplen

m#n = 0= /Hn(x)Hm(x)erdx = /wm(:c)wn(x)dx,

pero también veremos una prueba alternativa. Su relaciéon de recurrencia a tres términos es
la misma y resulta simplemente de multiplicar (2.13) por la raiz del peso exponencial, e v/
También se obtienen los operadores en escalera para 1, las funciones de Hermite sustituyendo
su definicién en los operadores escalera de los polinomios. Las demas propiedades de la seccion
2.1.5 son las mismas multiplicando su funcién de peso correspondientemente.
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2.2. LAS FUNCIONES DE HERMITE

2.2.1. Ortonormalidad

Los polinomios de Hermite H, son solucién de la ecuacién diferencial (2.8), que es caso
particular de (2.2). Hemos visto que satisfacen la relacion de recurrencia (2.13), cumpliendo
las condiciones del Teorema 2.4; entonces { H, } ey es una familia de polinomios ortogonales

en L2 por lo tanto {¢, }nen como en la Definicién 2.8 es una familia de funciones ortogonales
en L2

[Wie33] presenta otro modo de probar la ortogonalidad de las funciones {¢,}, que es el
siguiente:

Teorema 2.9. Sea ¢, como en la Definicion 2.8. Si m # n, entonces

[ ont@)on(ariz =0

Demostracion. Por ser solucién de (2.22),

P — 2 P = —(2m + 1),

" 226 = —(2n+1)é (2.23)

Luego, después de multiplicar la primer ecuacién de (2.23) por ¢, y la segunda por ¢,,, al
restarlas se obtiene:

Integrando por partes sobre todo R, resulta

1 " — " (x dz
R/ e = g [ [00(@)'00(2) = ()0}

= s | [ 0)0n() — ()]
- [ 8w - ¢;<x>¢;<m>}dx] —0

Por lo tanto, definida ¢,, como en la Definicién 2.8 el conjunto de funciones de variable y
valores reales {¢, }nen es ortogonal y, si ¢, = ”(f””Q, entonces {1, }nen €s ortonormal, ya que
ninguna es nula.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

2.2.2. Completitud en £?

En el Teorema 2.9 se probé la ortogonalidad de las funciones de Hermite {%,, }nen, que
son normales por su Definicién 2.8. Ahora se demostrara su completud.

Haremos una prueba un poco maés general; pues, para los polinomios de Hermite, demos-
trando los Teoremas 2.12 y 2.11 los intervalos de integracién son a y b con a = —co y b = 00,
pero su completitud puede demostrarse exactamente de la misma manera que se mostrard a
continuacién para las funciones que provienen polinomios de Laguerre (en el dominio semi-
recta (0,00) y los de Jacobi (en tan sélo un dominio acotado (a,b)), de acuerdo a [AAR99]
pgns. 306-309. Dichas funciones también resultan de multiplicar el polinomio por el peso
correspondiente.

El resultado se puede establecer para el espacio de Hilbert de funciones nulas fuera de un
intervalo (a,b) C R. Esta prueba depende de la unicidad de la Transformada de Fourier de
las funciones integrables. Daremos una prueba un poco mas general de variable compleja.

Teorema 2.10. Si f es integrable en (—oo,00) y Si

= 7 f(t)e™tdt =0

entonces f =0 en c.t.p.

Demostracion. Por la propiedad (v) de la Proposicién 1.17,

/ ft)e=t=9dt = 0
Por lo tanto, si a € R, entonces

/ ft)e=t=adqt = — / f(t)e=t=a)dt (2.24)

Definimos dos funciones de z = = + iy:

/f zztadtR /f zz(ta

Es claro que 3L(z), Yy < 0,y es analitica en y < 0; similarmente, R(z) existe para today > 0
y es analitica en y > 0. Ademds, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue y
(2.24), tenemos

. i) — iz(t—a) — 17 ;
Zlgr(l) L(x + iy) / f(t)e dt ill}r(l) R(zx + 1y)
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2.2. LAS FUNCIONES DE HERMITE

Esto implica que

_JL(z), y<0
Fle) = {R(z), y>0

es una funcién entera acotada. Segin el Teorema de Liouville, F(z) es constante. Més ain
por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,

lim L(iy) = lim /f e vt adt]
Y—r00 Y—00

Por lo tanto, F(z) = 0 y, en particular, F'(0) = 0. Por ser a arbitraria, esto significa que

Va € R
[ rw=

Entonces f =0 en c.t.p. m

Obsérvese la importancia de haber definido el espacio de Lebesgue como un conjunto de
clases de equivalencia de funciones iguales en c.t.p en lugar de sélo un conjunto de funciones,
para que el producto interno (1.3) sea definido positivo y la norma inducida lo sea también.
El teorema anterior es la clave para demostrar que la norma de una (clase de equivalencia
de) funcién(es) sea cero si y sélo si la funcién es la (clase de equivalencia de funciones) cero.

Sea p(t) € L*(R,R) tal que decae exponencialmente hacia los extremos, es decir con la
notacion explicada en el Apéndice:

O(p(t)) = e~ para alguna o > 0, [t| — oo. (2.25)
Teorema 2.11. Sean —oo < ab < oo, 0 # p € L*((a,b),C), y p verificando (2.25) si
a=—00 0b=00
Si f € L%((a,b),R) y
b
/t”f(t)p(t)dt =0 Vn € N

entonces f =0 en c.t.p.

Demostracion. Sea z = x + 1y y definimos

b
/ zzt
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Si —o0 < a < b < o0, entonces F' es una funcion entera; de otra manera, F' es analitica en

—a < y < a. Por lo tanto,
b

F(z) =" / e () f(t)dt

Por hipétesis, F™(0) = 0, ¥n € N. Esto implica que F(z) =0, ¥z € (—a, a). En particular,

b

F(z) = [ a0 s =0

a

Puesto que p(t) f(t) es integrable en (a, b), la unicidad de la Transformada de Fourier garantiza
que p(t)f(t) = 0. Como p(t) # 0 en c.t.p., entonces f(t) = 0 en c.t.p. O

Para el siguiente teorema, se denota da(x) := e~ dz para integrar en toda la recta
((a,b) = (—o0,00), da(x) denotaria x*e *dx si fuera (a,b) = (0,00)). Sea H, el n-ésimo
b

polinomio de Hermite. Para cualquier funcién f € £2 (es decir: tal que [ f(z)da(r) < o)

_ / F@)H(z)da(z).

Teorema 2.12. Si s, = > ¢y Hi(x), entonces

a
sea

Demostracion. Para m < n, es claro que

b
n

/( > Cka)2= zn: el (2.26)

Asimismo,

30



2.2. LAS FUNCIONES DE HERMITE

implica que
> el < /|f )|2da(z (2.27)
keN

Se sigue de (2.26) y (2.27) que {s,} es una sucesién de Cauchy en £2((a,b),C). Entonces
Jg € L2 tal que

n—oo

lim / 19(2) — sn(2)2da(z) = 0. (2.28)

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Vn > k

b b b

/g(fﬁ)H(iU)d@(x) —Cp = / |9(x) = sn(z)[Prda(z) < /Ig(ﬂc) — sn(@)[*da(x)

a a a
Tomando el limite cuando n tiende a oo, obteniendo

b

k= /g(x)Hk(x)doz(x).

a

Segun el Teorema 2.11, resulta que f = g en c.t.p.. Por (2.28), llegamos a que

Jim /b\sn(w)Vda(x) Z/b!f(ﬂf)IQda(:C)

por lo cual > |e,|? = f‘f )|Pda(z O

neN

En el Teorema 2.11, las series Y |c,|* convergen a f en el sentido de £2, por lo que es en
neN
c.t.p.. La convergencia puntual se puede obtener asumiendo que f es diferenciable por trozos,

y en los puntos de discontinuidad la serie converge al punto medio del limite izquierdo y el
limite derecho de la funcion.

Otras pruebas de la completitud de las funcionesde Hermite se encuentran en [Tit37]
pgns. 79-80 y en [Wie33| pgns. 64-67.

2.2.3. Las autofunciones de F

En [Tit37] pgns. 81-82 se encuentran los siguientes dos métodos para comprobar que las
funciones de Hermite son autofunciones de la Transformada de Fourier.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Teorema 2.13. Sean ¢, como en la Definicion 2.8. La transformada de Fourier de ¢, es
(—1)"pn; es decir,

On(z) = (—i)"¢u(2).

A continuacion se presentan tres métodos para demostrarlo. Se recuerda que otra expresion
de la Transformada de Fourier es

£ 1 YT T
wa=7§Jﬂwed-

Primer método

Demostracion del Teorema 2.13.

R
S G
R
= (i)l S (VR ) = (<) VERen(y)
Como g/bi(:n) = ¢n(—x), entonces &Z = (—1)"¢Pp O

Segundo método

Demostracion del Teorema 2.13. Tenemos que

nly) = [ dnlz)e ¥ duz.
/

Entonces, por la propiedad (vir) de la Proposicién 1.17,
6. )= - [ ou(a)e

R
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2.2. LAS FUNCIONES DE HERMITE

Integrando por partes dos veces, resulta

A 1 )
6u) === [ e s

Por lo tanto
bn (y) = Y*0u(y) + (2n + 1)gn(y)
= / <¢;’L(5U) — 2pn(z) + (2n + 1)¢n(aﬁ)>e’2”yxdx = 0.

R

. ; . . ., . . 2 . .
Es decir, ¢, satisface la misma ecuacién diferencial que ¢,,. Como e~*/2¢,, es un polinomio
_2/97 sz
ortogonal, entonces e~*/2¢,, también lo es. Por lo tanto

—

¢n = Cngbn-
Ahora,
—z2/2 _ 1 / —3y?tizy
e =—— [ e 2 dy,
V2T Y
R
dn _ 1,2 " 1.2 iz
1 = [ e
R
y también
dn
@ _5332 = ((_1)nxn + ... )e_5x2,
por lo tanto
\/Zﬁ/eéy2+imyyneixydy — ((-1)”37” 4o )67512
R

y entonces

Entonces ¢, = (—i)"

Esta prueba complementa el inciso (1xX) de la Proposicién 1.17.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Tercer método

En [Wie33| pgns. 51-55 se presenta otra prueba de ser ¢,, autofunciones de la transformada
de Fourier, siguiendo el siguiente razonamiento: Primero se observa una propiedad importante

del operador diferencial D, = < . :1:2).

da?

—
A~

Lema 2.14. Vf € L2, (D,f)(u) = D, f(u).

Demostracion. Sean f € L2y u,x € R. Por la propiedad (viI) de la Proposicién 1.17, la
operacién lineal de multiplicar por iu a f(u) corresponde a la operacion lineal de derivar f ().
Asimismo, la operacién lineal de diferenciaciéon aplicada a f(u) corresponde a la operacién
lineal de multiplicacién por —iz aplicada a f(z). Entonces

2 . X a2 . 4z . R

(Daf)(u) = — ($)+-@1ﬁ2f($)::(NOQf(U)—-aﬂg (W) =93 () = f(u)

~ da?

]

Por lo tanto, las soluciones de D,f = \f, es decir, a la ecuacién diferencial homogénea
de segundo orden

& — 2l f = \f (2.29)

dz?

son autofunciones de F; como consecuencia directa:

Corolario 2.15. Si ¢ es solucion de (2.29), entonces D, conmuta con F aplicados a ¢; es

—

decir: <Dx¢) (u) = Dua(u)

Demostracion. Por el Lema 2.14, si ¢ es solucién de (2.29) entonces aplicar el operador
diferencial de segundo orden D, a ¢ resulta lo mismo que aplicar D, a ¢. O]

Para resolver (2.29), sea f = e */%p. Entonces (2.29) se convierte en (2.2) para el caso
de los polinomios de Hermite:
p'—2xp =N+ 1)p (2.30)

Ahora, busquemos soluciones polinomiales de tipo
p(z) = a0+ a1z + -+ aza” (con a, # 0) (2.31)

asi, (2.30) asume la forma

n n

k(k — 1)aga"2 = Z(Qk + A+ Daga®

k=2 k=0
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2.2. LAS FUNCIONES DE HERMITE

por lo tanto, igualando coeficientes, (2.31) es vélida si y sélo si Vk = 2,3,...,n,
k(k—1)
ay_ 9= ————a
2T ok A -3t

an-12n+A—=1)=a,2n+A+1)=0
Como a, # 0, entonces
A=—(2n+1), a1 =0
y todos los coeficientes de diferente paridad que n son nulos. Ademas, ningun coeficiente de
la misma paridad que n es nulo, pues
k(k—1)

T 2k —on 4™

Ap—2

Por lo tanto la funcién p de (2.31) tiene la forma

(x L onl=1) . nl=D=2(n-3) .,
" 4 4-8
n(n—1)n—-2)(n-3)(n—4) .4
— 1.8.10 x +)

siendo siempre solucién de (2.8) :
p’ —2xp +2np=0

y es la tnica solucién polinomial. Por lo tanto:

Corolario 2.16. (2.29) tiene una solucion de la forma q(m)e‘””Q/2 con q un polinomio de

grado n, solo cuando A = —(2n + 1); siempre tiene una solucion de este tipo ¥n € N y esta
solucion es, excepto por un factor constante, Hne_x2/2, donde

o om o nn—=1) oy nn—-1)(n—-2)(n—-3) ,_,
H,=2 (:1: —Ta: + 1.3 T —)

1. . ., . 2
El factor a, = 2" facilita la normalizacién®. Claramente estas funciones H,e * /2, y todas
sus derivadas, decaen exponencialmente a medida que x — 4o00.

Demostracion del Teorema 2.13. Se sigue de los siguientes hechos:

En (2.5), se obtiene H,(7) = apa™ + ap_12" 1+ +agy

n—1
1
nla, = (—1)" H [)\n +mq + §m(m - 1)p”|.

m=0

En el caso de la familia de polinomios de Hermite, el producto de la derecha es igual a (—2)"n! por lo que el
coeficiente principal a,, de H,, es (—2").
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2. FUNCIONES DE HERMITE

(1) Segin el Lema 2.14 la ecuacién (2.29) es invariante bajo la Transformada de Fourier;

(11) hemos visto que para cualquier A, la ecuacién (2.29) tiene a lo mds una séla solucidn,
excepto por un factor constante, de la forma p(x)e*xz/ 2 con p(x) polinomio;

n
. . _ 2
(111) esa solucién tiene la forma > apzFe=*/2;

k=0

—7%/2 g (i) ko2,

(1v) la Transformada de Fourier de z"e o

(V) (@'%)ke*f‘@/2 es de la forma p(x)e **/2, donde p(z) es un polinomio de grado n, lo cual

se puede verificar por induccién matematica.
m

Por lo tanto, la Transformada de Fourier de una solucién 1, de (2.29) es de la forma
r(:c)e‘gCQ/Q, donde r(x) es un polinomio, y como cumple (2.29), es de la forma ci,(z) con
c € {1,i,—1,—i} por la propiedad (1X) de la Proposicién 1.17. Entonces ¢, (x) = 1, (z).
Noétese que las funciones 1, (z) se obtienen, excepto posiblemente por una diferencia del
signo, al normalizar la secuencia {x"e*ﬁ/ 2} en. Esto demuestra que las funciones de Hermite
satisfacen la ecuacion diferencial (2.29).

2.2.4. Descomposicién de £? en 4 subespacios

La completitud de las funciones de Hermite permite llegar a resultados en todo £? con
demostraciones més sencillas.

Tratandose de un operador lineal isométrico, que preserva el producto interno y que su
aplicacion 4 veces es la identidad, se piensa que F es una rotacion de ¢ grados en el espacio
de dimensién infinita £2. Sus puntos fijos serfan un “eje” de esa rotacién. Nos pregunta-
mos jcudles son todos sus autovectores? Ahora sabemos que existen autovectores de F. A
continuacién se muestra que hay autovectores para cada autovalor complejo v/1, y que las
funciones de Hermite son esos autovectores:

Definida la funcién de Hermite ), segin la Definicién 2.8, obtenemos su correspondiente
Transformada de Fourier segin el Teorema 2.13:

wAn = (_Z)nwn

Como {9y, }nen, de acuerdo con la Definicién 2.8, se trata de un sistema completo ortonormal
en L2, entonces se puede reeestablecer la Transformada de Fourier asi:

neN

por ser un operador lineal.
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2.3. APLICACION EN MECANICA CUANTICA

Asi se razona en [DK72] pgns. 97-98: si definimos

Hk = {f S £2 : f = Z<f7 w4n+k>w4n+k}

neN

entonces podemos descomponer £2? en 4 subespacios ortogonales
H & Hy® Hs & Hy

en el sentido de que Vf € L2 f = fi+ fo+ fs + ficon f, € H,, Vk = 1,234, y los
subespacios Hj, son ortogonales por la ortogonalidad de las funciones v,,, que los generan.

La completitud de las funciones de Hermite en £? resuelve encontrar todos los autovectores
de F.

Por poder representar cualquier funcién en £2 como combinacién lineal numerable tinica
de funciones de Hermite, se encuentra un isomorfismo entre £*(R,C) y ¢*(N,C): la imagen
de cualquier funcién f es la sucesiéon de coeficientes correspondiente, ({f,n))nen. Por lo
tanto, se encuentra una cantidad mayor que numerable de automorfismos en £2: uno por
cada permutacién en el orden de las funciones de Hermite.

2.3. Aplicacién en mecanica cuantica

Una aplicacion importante de las funciones de Hermite es que resuelven la ecuacion de
onda de Schrodinger con potencial cuadratico. Una breve introduccién a este sistema se
encuentra en [PW35] pgns. 50-53.

La ecuacion de onda de Schrodinger es una descripcién del caso mas simple, no-relativista
y sin perturbaciones, del a&tomo de hidrégeno; recibe ese nombre por su similitud a las ecuacio-
nes diferenciales de onda que se encuenran en la mecéanica de fluidos, como la de D’Alembert.
La funcién de onda espacio-temporal que la resuelve se interpreta como la distribucién proba-
bilistica de la masa en el espacio en un instante ¢, ya que segun el principio de incertidumbre
de Heisenberyg, el producto de la varianza de la funcién de distribucién con la varianza de su
transformada de Fourier estd acotado inferiormente (ver [Kra99]), por lo cual es imposible
precisar totalmente la posicién y el momento de la particula, a diferencia de la mecanica
Newtoniana.

2.3.1. La ecuacién de onda espacio-temporal

Consideremos el sistema Newtoniano con un grado de libertad que consiste de una particu-
la de masa m restringida a moverse dentro del eje lineal recto fijo x, durante el tiempo t.
Asumimos que el sistema se describe con una funcién permanente de energia potencial V' (x)
en toda la region —oo < = < oo. Para este sistema, la ecuacién de Schrodinger es:

n? 0%V(z,t) h 0¥ (z,t)

S 8m2m Ox? Comi ot

V(@) (a, t) = (2.32)
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2. FUNCIONES DE HERMITE

En esta ecuacion, h es la constante de Planck, ¥(z,t) es la llamada funcién de onda de
Schrodinger incluyendo el tiempo o la funcion de amplitud probabilistica. Se nota
que esta ecuacion es similar a las ecuaciones de onda de la mecanica clasica, como la cuerda
vibrante. Consultar [PW35] pgns. 53-56 para obtener mas detalles al respecto.

2.3.2. La ecuacion de amplitud

Con el fin de resolver la ecuacién (2.32), primero se estudia la solucién usual de ecuaciones
en derivadas parciales de este estilo: separando las variables. Supuesto que la solucién W existe
y que es producto de dos funciones, una del espacio x y otra del tiempo t:

U(z,t) = ¢(x)o(t). (2.33)
Sustituyendo esto en (2.32), al dividir por ¢(x)¢(t), se obtiene:
1 h? 0% (x) _h 1 09¢(t)
T " S aer TV OVE@) = g (234

Esta ecuacion necesariamente es igual a una constante, pues el lado izquierdo sélo depende
de x mientras que el lado derecho solo depende de t. Llamémosle U a esa constante. Entonces
(2.34) se puede escribir como dos ecuaciones, una del tiempo y otra del espacio:

0p(t 21
7%:_?WM”
h2 aQw(x> (235)
La segunda de estas ecuaciones suele escribirse de la forma
0% 8mim
o T (U~ V(@)ee) =0 (2:36)

La ecuacién (2.36) se llama ecuaciéon de onda de Schrédinger o ecuacién de amplitud,
en la medida en la que ¢ (x) determina la amplitud de la funcién ¥(x,t), cuyo valor absoluto
cuadrado describe la probabilidad de encontrarse la particula en el espacio (z,z + dz) en
el instante t. Segun la interpretaciéon fisica del sistema, donde U corresponde al nivel de
energia cinética, se deduce que los valores de U no pueden ser arbitrarios y deben encontrarse
discretizados. Esto se explica intuitivamente en [PW35] pgns. 57-63, segtn la naturaleza de
la ecuacién (2.36), pues las soluciones deben satisfacer las condiciones de frontera hacia los
infinitos y decaer de manera que 1 sea la probabilidad total: es decir, la probabilidad de que
la particula siempre se encuentre en el espacio, por supuesto.

Numerando los posibles valores de U con el indice n, la primera ecuacién de (2.35), corres-
pondiente a la funcion del tiempo ¢, (t) para el valor energético U, se integra directamente,
resultando ser

Pn(t) = e_%i% :

38



2.3. APLICACION EN MECANICA CUANTICA

La solucién general de la ecuacién (2.32) es la suma de todas las soluciones particulares con
coeficientes arbitrarios

U, t) =3 agWu(w,t) = D anth(z)e 7 (2.37)

neN neN
Si el potencial es cuadratico, es decir V (z) = ﬁﬁ, y si se escribe A\, = —8”;7” U,, se
observa que la segunda ecuacién de (2.35) es la misma que (2.29):
" — 2 = Mo (2.38)

Por el Corolario 2.16, los niveles de energia forman un conjunto discreto de elementos con-
secutivos como se ve en la figura 2.2, lo cual es consistente con la interpretacion fisica; de
hecho, este conjunto debe ser
U - (2n+1)h
8m2m
por el Corolario 2.16.

Como se ha visto en la seccién 2.2.3, hay soluciones de (2.29), y por lo tanto de (2.35)
con las condiciones mencionadas, que son Hn(:v)e_f“z/ 2 donde H, es el n-ésimo polinomio de
Hermite, que difieren sélamente por un factor constante.

Por tratarse de una distribucién probabilistica, entonces las coeficientes de los polinomios
H, son tales que ||H,(z)e™*"/2|| = 1, es decir: las funciones de Hermite (Definicién 2.8) son la
solucién de (2.36) con potencial cuadratico, y sélo valores discretos consecutivos se admiten
como nivel energético. En la figura 2.3 se grafican las primeras 10 funciones de Hermite. A
medida que crece el nivel de energia U, la funcién 1, se parece mas a un oscilador armoénico
clasico.

Cabe mencionar que se buscaron y encontraron polinomios H,, multiplicados por el peso
exponencial w(x) = e~**/2 para resolver la funcién del espacio 1 en la ecuacién diferencial
separada ¥ (z,t) = ¥ (x)o(t); la completud de las funciones de Hermite garantiza que cualquier
solucién en £2 de (2.36) se puede expresar como serie de soluciones polinomiales, lo cual
confirma que los niveles de energia deben estar cuantizados de acuerdo con el Corolario
2.16, como se muestra en la Figura 2.2: incrementando en una cantidad fija. Fisicamente se
interpreta el cuadrado del valor absoluto de la soluciéon como la distribucion probabilistica,
que debe integrar 1 en cada instante, por lo tanto los niveles de energia del sistema fisico
asi planteado son esos cuantos y asi distribuidos; aunque existan soluciones mas generales a la
ecuacién diferencial (2.32) donde no necesariamente quedan las variables separadas como en
(2.33), la interpretacion fisica del sistema requiere que, para cada instante ¢, el valor absoluto
del cuadrado de la distribucion de probabilidad integre 1, por lo que definitivamente se
encuentra en £? y entonces los niveles de energia son cuantos y equidistantes.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Figura 2.1: Gréfica de los primeros 6 polinomios de Hermite ortogonales con el peso e’

y coeficiente principal 2".
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2.3. APLICACION EN MECANICA CUANTICA

Figura 2.2: Sistema del oscilador armoénico cuantico con potencial V cuadratico y los
primeros 6 niveles de energia U,, respectivos.
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2. FUNCIONES DE HERMITE

Figura 2.3: Gréficas de las primeras 10 funciones de Hermite.
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Capitulo 3

Polinomios ortogonales matriciales

Sea K un campo. Un K-algebra o algebra sobre K es un espacio vectorial sobre K que tiene
ademds una operacién binaria (producto) asociativa y con neutro entre sus elementos, que se
distribuye con la suma vectorial y con el producto escalar con elementos del campo, tanto por
la izquierda como por la derecha. Una C*-algebra es un algebra A sobre C cuyos elementos
son los operadores lineales continuos de un espacio de Hilbert complejo, que ademas cumple
las propiedades:

= A es un conjunto cerrado con respecto a la topologia generada por la norma de opera-
dores, y

s Ac A —= A*c A

Dado un operador lineal A € A, denotamos A* al operador adjunto! de A. Una generalizacién
de los espacios de Hilbert son espacios vectoriales con un «producto interno» que tiene valores
en una C*-algebra:

Definicién 3.1. Sea A una C*-dlgebra. Un C*-modulo de Hilbert es una C*-dlgebra M
con una funcion (-,-) : M x M — A tal que, Vx,y,z € M, Y\ € C, cumple:

w (AT +y,2) = Nz, 2) + (y, 2),

= (z,y) = (y,7)",

n <I,I‘>:O < .I:O,

y ademds es cerrado bajo la norma de los operadores elementos de A.

IPuesto que en este trabajo se trata de A = CVN*¥N | entonces simplemente definimos el adjunto A* de A
como su traspuesta conjugada; es decir que se cumple (Az,y) = (z, A*y), Va,y € CV, visto A como la matriz
asociada, con respecto de alguna base, a un operador lineal en CV, que es espacio vectorial con producto
interno.
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Sean N € Ny Q € CV*N. Denotamos Q* = Q' la matriz adjunta de Q, es decir,
conjugada traspuesta.

Definicién 3.2. Decimos que A € CV*N

W =W,

es hermitica si y solo si es autoadjunta, es decir

Recordamos que una matriz cuadrada W se llama definida positiva cuando Vz € CV, 0 <
2W z*; en particular, W es hermitica (ver [HJ85] pgns. 169-176) y todos sus autovalores son
positivos. Esto equivale con que (x,y) = Wy* sea producto interno en CV > x,y. Se llama
semidefinida positiva si y sélo si es definida positiva y Vo € C¥, zWa* > 0. Se llama no
degenerada cuando det W # 0.

Definicién 3.3. Los polinomios matriciales de variable real y valores en el dlgebra de
matrices se denotan:

CNXN[t] = {ZAktk DAL € CNXN,H S N} (31)
k=1

con indeterminada t € R.

También seria posible hacer una definicién similar tomando ¢t € C. En esta memoria, ese
no sera el caso.

Decimos que un polinomio P € CY*¥[t] es ménico si y sélo si su coeficiente principal es la
matriz identidad; decimos que una matriz es singular si su determinante es 0. Los polinomios
se derivan e integran entrada a entrada naturalmente. Luego se define su producto interno,
entendido con respecto a un polinomio matriz de medidas o peso matricial W:

Definicién 3.4. W : R — CY*¥ es un peso matricial si y sélo si cumple las siguientes
propiedades:

» W(Q) = {{dW es semidefinida positiva para cualquier conjunto de Borel Q0 C R,

» W tiene momentos finitos de cualquier orden, i.e Vn € N, [t"dW (t) € CN*N y
R
= si el coeficiente principal de P(t) € CN*N[t] es no singular, entonces

/ P()AW (#)P* (1)

R

es no singular.

Entonces, para obtener propiedades de simetria, es

Definicién 3.5. Sean P,Q € CV*N[t] y W un peso matricial. En CN*N[t] definimos el
producto interno con respecto al peso W con valores en CN*N mediante la forma
sesquilineal hermitica en CN*N|t]:
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<_’ >W . (CNXNM % (CNXN[t] N CNXN
dada por
(P.Quw = [ POV (32)

Aunque la imagen de este producto interno no esta en un campo, es facil verificar que sigue
satisfaciendo las propiedades como producto interno ([Igl07] pg. 3):

Proposicién 3.6. VA, B € CV*N VP Q, R € CN*N[t], el producto interno (3.2) cumple:

= (AP + BQ, R)w = A(P, R)w + B(Q, R)w,

= (P.Q)w =(Q, Py,

donde B < A significa que A — B es una matriz semidefinida positiva.

Demostracién. Sean A, B € CN*N v P.Q, R € CN*N[t].

= (AP + BQ,R)yw = [ (AP(t) + BQ(t))dW (t)R*(¢)

_ / AP)AW (£)R*(t) + BQ)AW ()R () — A(P, Rhw + B(Q, R)w-

=

= Probemos que 0 < (P, P)y: Sea z € CV. Se calcula

0< / (2P())dW (£)(P(£)2)" = (P, Pyw ="

por la tercera propiedad del peso en la Definicién 3.4; como esto ocurre Vz € C¥,
entonces (P, P)y es semidefinida positiva.

Claramente P = 0 es suficiente para que 0 = (P, P)y. Veamos que es necesario:
suponemos que 0 = (P, P)y; sabemos que Vt € R, W (t) se puede diagonalizar porque
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

es semidefinida positiva, es decir 3D, T : R — CN*V tales que Vt € R, W(t) =
T(t)D(t)T*(t) y D(t) es diagonal; calculando (I, I)w, por la tercera propiedad de la
Definicién 3.4 de W se sabe que para todo ¢ cada entrada de la diagonal de D(t) es real
y no nula. Entonces se tiene 0 = (P, P)y = [(P(t)T(¢))D(t)(P(t)T'(t))*dt, notando

R
que se integra una matriz diagonal de sumas de cada entrada de P multiplicada por su
conjugado, por lo que todas deben ser cero y en consecuencia P(t) = 0 para (casi todo)
punto de R.

Existen otras formas de definir productos internos matriciales, como
(P.Q),, = / Q (AW (1) P(2).
R

Ambos productos se relacionan con la féormula (P, Q)W = (P*,Q")}y, mas detalles de otros

productos internos se encuentran en la Seccién 2 de [SV95].

Noétese que estas propiedades son mas generales que las de la Definicion 3.1, considerando
que C C CV*V < CNV*N[¢] al haber copias isomorfas de cada uno en el conjunto méas grande:
Co2=2 e CVN [=11°=1I(t) € CN*N[t] como polinomio de grado cero: constante.
Por esta perspectiva es que denotamos a la matriz nula (cuyas entradas son todas cero) con
el mismo sfmbolo: 0. Estamos tomando CY*¥[t] como médulo izquierdo.

Decimos que una matriz U es unitaria si y sélo si UU* = U*U = 1.

Una norma matricial generalizada debe cumplir las propiedades enunciadas en el
Capitulo 1: ser definida positiva, homogénea y cumplir desigualdad triangular; ademas, puede
ser submultiplicativa: || A]|||B|| < ||AB||. Puesto que es un espacio de dimensién N2, se puede
introducir la norma vectorial de CV 2, pero es mejor aprovechar su estructura algebraica como
matriz. A partir del producto interno (3.2) no se puede inducir una norma naturalmente
como se vio en el caso escalar, que serfa ||A|> = (A, A)w, va que para eso falta definir
bien la raiz cuadrada de una matriz. Puede usarse el producto mencionado en el Ejemplo
1.4, pues su imagen tiene raiz. En [HJ85] pgns. 290-335, al principio se dan mds de seis
ejemplos de definiciones de norma matricial, y méas adelante se encuentran detalles sobre
muchas normas matriciales. Proponemos la siguiente norma en el conjunto de operadores
lineales para estructurar el C*-modulo de Hilbert del Ejemplo 3.8 :

Definicién 3.7. Dada una norma vectorial en CV, se define la norma de operadores
VA € CV*N como
[A]] == max [ Az|

l=l=1

Usando esta norma para el conjunto de operadores lineales de C¥, categorizamos al cierre
del conjunto de polinomios matriciales como
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Ejemplo 3.8. Considerando a cada matriz en CN*N como representante, con respecto a la
base candnica, de un elemento en la C*-dlgebra de operadores lineales de CN, se tiene que el
cierre del conjunto (3.1) con el producto interno de la Definicion 3.5 forma un C*-mddulo
de Hilbert.

Podemos inducir una norma para polinomios matriciales a partir del producto interno y

N 1/2
la norma usual ||z|| = (Z |z1|2) en CV: si P(x) € CN*N,

i=1

(P, P)w)z||. (3.3)

|P|| :== méax
l[2ll=1

Se puede obtener un conjunto de polinomios ortogonales matriciales por el método de
Gram-Schmidt de la misma manera que en la Seccién 2.1.1, verificar que es ortogonal si
cumple la relacién de recurrencia de tres términos u obtenerlo con dos sucesiones especiales
de matrices en CV*V y resolviendo (2.16); las demostraciones hechas en la seccién 2.1 del
Capitulo 2 se pueden entender también para este caso mas general.

El producto de matrices no conmuta y existen divisores de cero, por lo que la factorizaciéon
de un polinomio matricial no es inica. Para poder normalizar un subconjunto requerimos que
las matrices normas sean invertibles, es decir no singulares, lo cual estd garantizado por la
tercera propiedad de la definicién 3.4. En este capitulo se dan ejemplos de pesos matriciales
con las propiedades de esa definicion.

3.1. Generalizando el caso escalar

En cualquier espacio de polinomios se encuentran los polinomios ménicos {t"},cn; clara-
mente cualquier polinomio se puede expresar como combinacion lineal finita de los moénicos.
En la seccién 2.1.1 se construye una familia ortonormal a partir de los polinomios moénicos
que genera el mismo C[t], y el peso exponencial e’ multiplicado por la constante 2° es
suficiente para formar un producto interno tal que todas las (clases de equivalencia de) poli-
nomios (iguales en c.t.p.) se encuentren en el espacio de Lebesgue ponderado (caso particular
de un C*-médulo de Hilbert) con ese peso exponencial, y de hecho esa familia es completa
en un espacio mas grande que sélo los polinomios. Independientemente de cual producto
interno asociado al peso se utilice, con el proceso de Gram-Schmidt se ortogonaliza esa base
de manera que cualquier funcién puede ser expresada como limite de combinaciones lineales
finitas de polinomios.

En CV*N[t] con esta misma técnica, mostrada anteriormente para el caso escalar, se
encuentra una familia de polinomios ortogonales (posiblemente completa en algin espacio
de funciones matriciales) que genera los polinomios en caso de ser W de tipo Hermite (por
ejemplo, W (t) = e “T(t)T*(t), como se verda més adelante); por lo que si un polinomio
es ortogonal a toda esa familia, entonces necesariamente ese polinomio es nulo. Dado un
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peso matricial W es posible encontrar una familia de polinomios ortogonales matriciales,
también con el método descrito en la seccién 2.1.3. Claramente el mismo peso exponencial
multiplicado por el polinomio identidad constante [ es suficiente para formar un espacio de
Lebesgue ponderado que incluye a los polinomios matriciales, pero el objetivo de este trabajo
es generalizar lo mas posible el caso de la familia de Hermite que, ademaés de ser ortogonal, son
autofunciones del operador diferencial D, resolviendo la ecuacién (2.2). Es por propiedades
de ese peso que la ortogonalizacion de la familia de polinomios moénicos define una familia de
polinomios ortogonales que cumple una ecuacién hipergeométrica mas general.

Razonando como en la seccién 2.1.4, una familia de polinomios ortogonales se genera y ve-
rifica usando (2.15), la matriz de Jacobi; para el caso de polinomios matriciales se caracteriza
a las familias ortogonales de manera semejante:

Proposicién 3.9. Sean {P,},en € CVN[L], Py, Py € CN*N[t] tales que P-y =0 y Py es
una matriz no singular. Sean { A, }nen una familia de matrices no singulares y { By, fnen una
familia de matrices hermiticas (es decir B, = B} ) en CN*V.

Eziste un peso matricial W tal que la familia {P,},en es ortonormal con respecto al
producto interno definido por W, si y sélo si, la familia {P,}nen satisface la férmula de
recurrencia de tres términos:

Vn € N, tP(t) = Aps1 Pus(t) + BaPo(t) + AZ Py (). (3.4)

Demostracion. Es necesario que la familia { P, },cn sea ortonormal para que cumpla la re-
lacién de recurrencia de tres términos; la prueba se encuentra en [Dur93]. Para ver que es
suficiente, se hace como en el caso escalar: supongamos que {F, },en es ortogonal respecto
del producto interno dado por el peso matricial W en la Definicion 3.5; como cada polinomio
P, es de grado n, entonces tP, es de grado n + 1 y, en el C*-mddulo de Hilbert, expresamos

n+1
tP,(t) = > caxPr(t) donde se denota ¢, = (tP,, Py)w. Calculando
k=0

Cng = (tPy, Po)w = /tPn(t)W(t)Pk(t)dt = /Pn(t)W(t)th(t)dt = (P, tPo)w,

R R

donde tP; es un polinomio de grado k + 1; como P, es de grado n ortogonal a los otros,
n+1

entonces ¢, =0, Vk <n—1 : tP,(t) = > cyxPi(t) tiene grado n + 1 y es ortogonal a
k=0

™, ¥m < n —1; es decir, ¢,y =0, £ =0,1,...,n — 2. Como consecuencia existen matrices
constantes A,, B, y C,, tales que

tP,(t) = Api1Poii(t) + BuPy(t) + C P (t).
Tomando el producto interno con P,_; resulta
On - <th Pn—1>W - <Pn7tPn—1>w — <tPn—1, Pn>;ku - A:(L
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Por lo tanto
tP,(t) = Aps1Puia(t) + BuPo(t) + AL P, (1). (3.5)

B,, es hermitica porque B = (tP,, P,)w = (P, tPn)y = (tPy, Po)iy = By O

La solucién anterior se puede expresar de manera matricial definiendo un vector semi-
infinito de polinomios matriciales
Py
Py
P:= :
b,

que sea solucion de tP = JP, con

By A, 0 0 ... 0 ...
AT By Ay 0 ... 0 ...
J=10 A5 By A3 0 ... , donde A,,, B, € CV*N y
0 0 A By A, 0 ...
B,

- B

Esto es vélido cuando { P, },,en es ortonormal. Si tuviésemos otra familia ortogonal siempre
es posible normalizarla, ya que sus normas matriciales siempre son positivas e invertibles.
Otra cuestion es si cualquier J tridiagonal por bloques genera una familia de polinomios
ortogonales matriciales por medio de las soluciones de tP = JP, cosa que no siempre es
cierta; para que eso ocurriese, J debe ser semejante a una matriz simétrica, es decir que
exista una matriz semi-infinita II tal que IIJII™! sea tridiagonal por bloques y simétrica,
para asi poder aplicar la Proposicién 3.9.

Noétese que el grado de cada polinomio P, es n, por lo que una familia de polinomios
ortogonales ademas genera todo el conjunto de polinomios matriciales.

3.1.1. La ecuacion diferencial hipergeométrica

Ademas de las propiedades de ortogonalidad, en la practica es util que los polinomios
resuelvan una ecuacién diferencial de segundo orden como (2.2), generalizando las familias
clasicas de polinomios ortogonales escalares, que cumplen una ecuacién diferencial de segundo
orden. Segin [Dur97] pg. 585, al menos hasta el afio 1997 no se conocian resultados generales
sobre la relacién entre los polinomios ortogonales matriciales y ecuaciones diferenciales. En
el caso escalar hemos visto que las familias cldsicas de polinomios ortogonales (Hermite,
Laguerre, Jacobi y Bessel) satisfacen ciertas ecuaciones diferenciales; generalizando al caso
matricial, es natural buscar pesos matriciales y familias de polinomios ortogonales respecto de
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esos pesos que satisfagan una ecuacion diferencial del mismo tipo. Encontraremos una familia
de polinomios ortogonales matriciales que satisface la ecuacién diferencial hipergeométrica

PD = P/(t)F(t) + Py () Fi(t) + Pa(t) Fo(t) = AnPa(t) (3.6)

donde el grado del polinomio matricial F; en CV*¥[t] es, a lo sumo, 2, 1y 0 respectivamente
([Dur97] pg. 589).

Definicién 3.10. Decimos que dos pesos matriciales Wy (t) y Wa(t) son similares si y solo
si existe una matriz constante S no singular tal que Wy(t) = SWs(t)S*. Decimos que una
matriz W reduce su tamano si y solo si es similar a una diagonal por bloques. Decimos
que son unitariamente equivalentes si S es unitaria.

Un desarrollo al respecto se encuentra en [TZ16]. Su mayor reduccién es a una matriz
diagonal y escalar.

Si una familia de polinomios ortogonales { P, },,cn satisface una ecuacién de segundo orden
como (3.6), también lo hace una familia ortogonal respecto del peso ST (t)S* para cualquier
matriz no singular S. Esto se nota conjugando con S a los coeficientes diferenciales F;
SF;S™!, dando lugar a definir las clases de equivalencia de pares {W, D}.

Definicién 3.11. Sean W y W pesos matriciales y D y D operadores diferenciales de segundo
orden. Decimos que los pares {W,D} y {W,D} son equivalentes si y solo si W y W son
similares y D = SDS™Y, con S la matriz no singular tal que W = SW S*.

El par {WW, D} se reduce a escalares si y sélo si existe S no singular tal que ambos STW S*
y SDS~! se reducen a escalares.

Entonces al buscar pesos matriciales cuyas familias de polinomios ortogonales satisfagan
una ecuaciéon diferencial de segundo orden como esa, esto no nos restringe a asumir que
W(a) = I para algiin a € R, siempre y cuando W (t) no sea singular para alguna ¢t. En
consecuencia, cuando buscamos polinomios no triviales resolviendo (3.6), practicamente se
asume que W (de tamano N x N) no reduce su tamano y que para alguna a € R, W(a) = 1.

Noétese en (3.6) que los autovalores se multiplican del otro lado que los coeficientes diferen-
ciales; en este caso D es lineal a izquierda pero no a derecha: VC' € CN*N_ (CF)D = C(FD)
pero en general (F'C)D # (FD)C para toda F' funcién matricial.

Esa eleccion hace que se obtengan ejemplos no triviales de soluciones. Un ejemplo para
un operador de lado izquierdo que no cumple la implicacién del punto (111) con el punto (11)
del Teorema 3.14 puede encontrarse en la Seccién 4 de [Dur97], donde el Lema 3.1 especifica
las condiciones en las cuales si se da la implicacion, que son triviales; ahi se estudia tanto
D operando del lado izquierdo como el caso de D operando del lado derecho; de acuerdo
con [DGO4] pgns. 465-466, usando el producto interno (3.2), es natural y més interesante
definir D operando al lado derecho de las funciones y los autovalores A, del lado izquierdo.
Recordemos que estamos tratando al espacio CV*V[t] como médulo izquierdo.
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Denotemos 0, al operador . Esta ecuacién es equivalente a buscar las autofunciones P,
del operador diferencial de segundo orden

D =0}F,+0,F\ + 9/ F, (3.7)
es decir
P,D=A\,P,. (3.8)

donde P,D simboliza multiplicar a la derecha los coeficientes polinomiales F;, que son inde-
pendientes del grado n. Para toda n € N, P, es de grado n.

Lema 3.12. Sean {P,},en C CY*N[t] ortonormal con respecto a un peso W y Q € CN*N|¢]

de grado m. Entonces

VtER, Q(t) =D (Pu, QwPa(t).
n=0
Demostracion. Claramente Q(t) — > (P,, Q)w P, (t) es un polinomio. Para toda s € N cal-
n=0

culamos

(P, Q- Z Py, QiwPa)y = (P @w = Y _(Pa, Qw (Ps, P)w
n=0
- <PsaQ>W - <PS7Q>W =

Entonces Q(t) — > (P, @)w P, (t) un polinomio ortogonal a toda la familia { P, },en, por lo

n=0

que necesariamente es cero y entonces Vit € R, Q(t) = > (P, Q)w Py (t). O

n=0

Proposicién 3.13. Sea {P,}nen ortonormal respecto al producto interno (3.2).

P, D=A\,P,

con A, hermitica para toda n € N equivale a que D sea simétrico, lo cual significa que

VR, Q € CYN[t], (RD,Q)w = (R, QD)w

Demostracion. Sean { P, }nen ortonormal y R, Q € CVN*N[t] de grados r y s respectivamente.

Primero se supone que Vn € N, A, es hermitica y que P,D = A,P,. Usando el Lema
3.12 y la Proposiciéon 3.6, resulta que

s S

(RD, Qhw = ((D_{Pu R\wP)D, > (P, Q)w Py

n=0 m=0

- Z Py, Ryw(P,D, Z Pos Qw P )y, = Y (Pa, R)w
n=0

S

(Prs Q)i (PaD, Py
0

m=

51



3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

D ICRUTD SERCITINAANED DLNID LR INCAAN
_ iouan, B (P, Q)i (P AvPy) = iouan, Ryw i_jowm, Qi (Pos AP
::i;U%rRﬁvﬁ%,i;ﬂ%“QﬁyAmPﬁ%V::i;U%rRﬁVQ%,(E;U%“Q»Wf%)pxy
:<1JRMRNJ%QD%V=U1QDWL

Para probar que el supuesto es necesario para que el operador D sea simétrico, supongamos
que (RD,Q)w = (R, QD)w VQ, R € CN*N[t]. Veamos que {P,},en son autofunciones de D

de la misma manera como se hace en [Dur97] pg. 588: ya que el operador D no incrementa el
n

grado polinomial, se expresa P,D = Y A, P; y como D es simétrico, entonces se tiene que

k=0
Ak,n = <P7LD7 Pk:>W - <Pn7PkD>W = Si k S n.
Y si k = n, entonces Ay, = A;;’n y P.D = A\, P, =\, P,. O

Ahora contamos con esta caracterizacion de las autofunciones del operador diferencial D.
Ya que no contamos aun con un ejemplo, es de gran interés encontrar pesos matriciales que
satisfagan la Definicién 3.4, que es una finalidad de este capitulo.

Si U,U; = I, entonces {U, P, }neny también es una familia ortonormal y satisfacen (3.5)
con coeficientes U, A, U} y U,B,U; ([DG04] pg. 462) respectivamente. Si se puede diagona-
lizar cada miembro de la secuencia {A, },en, entonces eligiendo adecuadamente las matrices
unitarias {U, }nen se puede enunciar que {A,},en son diagonales desde un principio y la
situacion sera equivalente.

Si para toda n € N, A, es hermitica, entonces existen U,, A,, € CN*N, U, unitaria y A,
diagonal, tales que

A, = U, AU

Por lo tanto, si @, = U, P, entonces {Qy, }nen son ortonormales y por la Proposicién 3.13 se
tiene que

Toda matriz hermitica es unitariamente equivalente a una diagonal.

Ahora calculamos el autovalor correspondiente a la autofuncién del operador en la ecua-
cién diferencial hipergeométrica. Consideramos (3.6) con { P, },en una familia de polinomios
monicos? ortogonales matriciales tal que cada uno la resuelve; denotamos Fj = Yo Fj,ktk, ] =

2No se confunda con la notacién de la Transformada de Fourier de los capitulos 1 y 2.
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0,1,2 en la ecuacién. Nos enfocamos en el término principal del polinomio y lo denotamos
Py=-+t"I

y lo sustituimos en (3.8), por lo tanto se tiene

P'(t)Fy(t) + PL()Fi(t) + Po(t)Fo(t) = Ay Py(t) es decir

[+ n(n— D" 21| (Fog + Foat + Fot®) + [+ +nt" | (Fio+ Fiat)

+ [+t Fog

= Ap(--- +t"1)

Después de despejar el término de orden n obtenemos el autovalor ménico
Ay =n(n—1)Fg+nFi,+ Foy, 0<n (3.9)

Para cualquier otra familia @), = Lnﬁn se tiene que Q,D = A,,Q,,, con A, = Ln/AXnLgl.

3.1.2. Ecuaciones de simetria y momentos

A diferencia del caso escalar, en el caso de polinomios matriciales es mas laborioso en-
contrar un peso no trivial para formar el espacio de Lebesgue ponderado con ese peso. En
la Seccion 3 de [DGO4] (pgns. 466 a 468) se encuentran ecuaciones diferenciales para el peso
matricial; entre ellas, que el ser D simétrico con respecto al producto interno W es equiva-
lente a que W cumpla tres ecuaciones diferenciales en ciertas condiciones de contorno que
generalizan la ecuacién (2.1) de Pearson (F,W) = FiW del caso escalar, donde la tercera
ecuacion es su derivada.

Un método principal desarrollado ultimamente para poder encontrar familias de polino-
mios ortogonales que verifican ecuaciones diferenciales como (3.6) consiste en encontrar un
peso matricial W cumpliendo ciertas ecuaciones de simetria.

Se denota (véase (2.9)) a cada momento de W como

o, = / t"dW (t)
R
para toda n € N. Finalmente, extendiendo la Proposicién 3.13 contamos con el siguiente

Teorema 3.14. Supongamos que el peso matricial W tiene una densidad diferenciable en
todo su dominio. Sean F; = > _o Fjith, j =0,1,2 en la ecuacion (3.6). Son equivalentes:

(1) El operador diferencial de sequndo orden D es simétrico con respecto a W,

(11) W cumple las ecuaciones de simetria
FQW - WF;,
ABWY = F{W + WE, (3.10)
(W) — (B\W) + B, W = W,
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con las condiciones de contorno
BOW(), (FROW() - AW () (3.11)
anuldndose en los limites extremos del soporte de W(t), y

(111) se cumplen las siguientes ecuaciones de momentos: para todo n > 2 se cumple
Foopin + Foapin—1 + Faoptn—2 = pinFyo + pin1F5 ) + pn—2Fy, (3.12)
para todo n > 1 se cumple
2(1=n)(Faoopin+ Foiftn—1+ Faoptn—2) = (Fiapin+ Fioptn-1) = pinFT1 + pin—1F7 g, (3.13)
para todo n > 0 se cumple

n(n—1)(Faaptn + Foafin—1+ Foopin—2) +n(F1ipn + Fropn-1) + Fooln = pinfgg, (3.14)

Demostracion. Primero veamos la equivalencia entre los incisos (1) y (I11).

Supongamos que D es simétrico con respecto al producto interno definido por W. Se tiene
Vn,m > 0,
("D, t" Iy = (", (™) D)w. (3.15)

Escribimos las ecuaciones del inciso (I11) como

Bner = F2,2//Jn+m + F2,1,un+m71 + FQ,Oﬂneran
Cn-‘,—m = Fl,lﬂn—i—m + Fl,(),un—‘rm—l y
Dn+m - FO/JJn—l—m;

usando (3.15) se tiene la siguiente ecuacién de momentos Vn, m > 0:

+ D,

n-+m

4+ mC*

n+m

n(n —1)Buym + nCrim + Dy = m(m — 1)B;

n+m

(3.16)

que para m = 0 es
n(n —1)B, + nC, + D, = D, (3.17)

yparan—1, m=1, es
(n—1)(n-2)B,+(n—-1C,+ D, =C:+ D;.

Esto y (3.17) resultan 2(n — 1)B, 4+ C,, = —C%, es decir

B, =— (Cn,+C), 2<n.

2(n—1)

Por lo tanto para 2 <n, B, = B} y se sigue (3.12).
Por hipétesis se sabe que D,, = Dy, entonces (3.13) y (3.14) se cumplen dado (3.17).
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Ahora se prueba la implicacion contraria, que basta demostrar para la base canénica de
polinomios ménicos; nétese que serd necesario que D esté operando en (3.7) del lado derecho.
Supongamos que se cumplen (3.12), (3.13) y (3.14). Para n + m, a partir de (3.12) se tiene

(n — 1)Bn+m —+ Cn+m + mBn+m = O,
(m — 1)Bn+m + Cn—l—m + an+m = O,

es decir
n(n — 1)Buym + nChim = m(m — 1) By + mCy,.

Supuestos que (3.13) y (3.14) se cumplen, entonces (3.16) también. Y resulta Vn,m > 0 que
(D", t" Dy = "1, D(t™I))w.

Y extendemos el resultado a todos los polinomios por la linealidad del operador sobre esa
base de moénicos que los genera.

Ahora veamos que (1) implica (11). Supongamos que D es simétrico y que el soporte de
W es 0, que suele ser un intervalo; denotamos la frontera del soporte de W como 0f2.

0= (RD,Q)w — (R, QD)w

5ﬂy%+ﬁﬂ+mmwwm—/mw@5+Qﬂ+@mw
R R

-

MBW@—RW@Wwa+/RﬂW@—RW@Tmm
R

+/me0ﬂfmwQ%ya

R

5/M@W@—RW@wwu+/HﬂW@—RW@Fma
R R
+/m%W—Wmmw.

R

(3.18)

Supongamos que ) = [ para obtener la tercera ecuacion de simetria: entonces
0= /R”FQW + R'FyW + RFyW — RW Fjdt.
R
Integrando por partes, resulta igual a
o:mewm—/ﬁwwmm+meﬂm—/meww+/m%W—Wmmt
R R R
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+ [ R(F>,W)"dt, se tiene que

Como — [ R/(F,W)dt = —R(F, W)
R 0 R

0= R/(FQW)‘m + R(— (BW) + BW) (m + /R {(FQW)” — (RW) + R,W — WF;|dt.

R

Podemos elegir cualquier polinomio matricial R y en algunos de esos casos los tres sumandos
son no negativos, entonces todos los sumandos deben ser nulos; de manera que los primeros
dos implican las condiciones de contorno (3.11), pues deben decaer mas rapido que cualquier
polinomio matricial a medida que ¢ tiende hacia los limites del soporte de W. El tercer
sumando implica la tercera ecuacion de simetria, pues es nulo para todo polinomio matricial

R.

Para resolver la primera y segunda ecuaciones, se hace un proceso similar. Veamos que se
cumple la segunda; sea () = tI. Entonces a partir de (3.18) se tiene que para todo polinomio
matricial R,

0= / R'EsWt+ RFyWt — RWEY + RFyWt — RW Ftdt. (3.19)

R

El primer sumando integrado por partes es

/ R'"F,Wt

R

= -REW| + / ROFWYdt — RiFWY| -+ / R(EWY + R(FW)tdt,

R R

mientras que el segundo sumando es

/ RE,Wtdt = RFll/Vt‘aQ - / RE\W — Rt(F,WYdt.

R R

Por lo tanto, se tiene que (3.19) es lo mismo que

0= —RFQW‘ + / R(EB,W)dt — R(F,WY

oN

n / R(F,W)dt + / Rt(FQW)”dt+RF1W‘ / RF,Wdt
R R R
/ RE (W) dt — / RWEdt + / Rt(FyW — W E?)dt,

R
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3.1. GENERALIZANDO EL CASO ESCALAR

Reordenando los términos se tiene

0=
(RF,W — RBW’}%BWU)W
+/R@5Ww4mW—mwﬁw

R
+/RMMW“JMEW%HM%W—WWMt
R
Ya hemos visto que
O:R@mﬂ — REW — R(F,W)’
oN oN
Yy que
oz/wamﬂJmﬂwwuw%W—Wmmu
R
por lo que necesariamente

oz/R@me—RﬂW—RWRmt
R

y como esto vale para todo R, entonces debe cumplirse la segunda ecuaciéon de simetria.

Usando lo anterior probaremos que se cumple la primer ecuacién de simetria. Sea Q = 21
n (3.18), que se convierte en

OZ/HFM#—waq+HﬂWF—RW%W+waV—W$mt (3.20)
R

Integramos por partes el primer sumando, que es

/ R'E,Wt3dt = R F,W t2

— / R (F,W)'t*dt — / Rt2F,Wdt

:H@Wﬂg—Rﬂ@

/ R(E,W)"t*dt
+/Rt2(F2W)/dt—Rt2F2W‘8Q+/Rt2(F2W)’dt+/R2F2Wdt.

Integrando por partes el tercer sumando de (3.20) es

/ R E\Wt3dt = RFy,Wt? o

/ RE*(FW)'dt — / Rt2F,Wdt.
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Tomando en cuenta que 0 = FLW¢?

0 = ((Fg)W’ — FIW)’a como vimos anteriormente,
Q
resulta (3.20) ser lo mismo que

O pu—
/t2R(F2W)”dt+/Rt2 (FRW) dt+/Rt2 (W
R

R R
/R2F2Wdt+/dt— /Rt2 (FW)dt
R

— /Rt2F1Wdt— /RW2tF1* + R(F,2W — WEY)dt.
R R

Agrupando los términos es lo mismo que

0 pu—
/ RE(RW)' — (RW) + W — WE;)dt

R

+ /Rt(4(F2W)’ — 2R W — 2WFY)dt
R

+ /2R(F2W — WFy)dt.
R

Como ya W resuelve la segunda y tercera ecuacion de simetria, entonces aqui los primeros
dos sumandos son nulos, en conecuencia

/2R(F2W —WF;)dt =0
R

y como esto se da para una familia suficientemente grande de polinomios R entonces necesa-
riamente W resuelve la primer ecuaciéon de simetria.

Hemos concluido que el inciso (1) es suficiente para que se cumpla el inciso (11). Para ver
que es necesario se suponen las condiciones del inciso (1I) y realizamos los mismos pasos de
vuelta, pues todo el razonamiento es en equivalencias. O

Esta ultima implicacion contraria no es cierta para casos no triviales si D opera del lado
izquierdo, como se explica en el Lema 3.1 de [Dur97].

Por ser el producto entre matrices en general no conmutativo, las tres ecuaciones escritas
en el inciso (11) del Teorema 3.14 se conocen como ecuaciones de Pearson no conmuta-
tivas o ecuaciones de simetria.

Las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) se conocen como ecuaciones de momentos. Es-
te teorema servird para encontrar pesos matriciales con familias de polinomios ortogonales
correspondientes que resuelven la ecuacién diferencial hipergeométrica.
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3.2. Meétodo para encontrar ejemplos

En esta seccién se describe un método para encontrar pesos matriciales explicitos que
resuelven las ecuaciones de simetria, para asi poder generalizar la familia clasica de polinomios
ortogonales escalares de Hermite que satisfacen la respectiva ecuacion diferencial.

Primero veremos la definicion de la funcion exponencial a valores matriciales, que se
inspira en el Teorema de Taylor (ver la Seccién 2 de [Igl11]):

Definicién 3.15. Se define la funcion exponencial a valores matriciales de X (t)
como e : R — CM*N[t] tal que Vt € R,

X0 =3 Lxi,

1l
jEN J:

Es un ejercicio de rutina probar que VX € CV*N[t], ¥t € R, eX¥® converge en todo su
dominio y es una generalizacion del caso escalar. Es posible aplicar otras funciones al espacio
CN*Nt] usando los coeficientes de su expansién de Taylor de la misma manera; en la Seccién
4.1 se veran mas ejemplos.

Notese que se generalizard la ecuacién de Pearson y se usara el Teorema 3.14 para dar un
ejemplo explicito de W. Por clasificar los pesos que se quieren encontrar para generalizar la
familia de polinomios ortogonales de Hermite, las ecuaciones de simetria (3.10) constituyen
la base del siguiente anélisis.

Se especifican las hipotesis sobre el operador diferencial D para encontrar ejemplos no
triviales de pesos matriciales. Concentrémonos en el caso de (3.6) cuando F; sea una matriz
escalar igual a fol. Con esta condicién resulta més sencillo demostrar el siguiente teorema,
en el cual se establecen condiciones suficientes para encontrar un peso matricial que cumpla
las condiciones del inciso (11) en el Teorema 3.14, y por lo tanto los polinomios ortogonales
asociados a ese peso son autofunciones del operador diferencial D.

Teorema 3.16. Sean

en el operador diferencial D definido en (3.7), p y c(t) funciones escalares, T(t) funcion
matricial tales que

_ (oh)
c(t) = ) (3.22)
Y
T'(t) = G@t)T(t), (3.23)
con G(t) solucidn de la ecuacion
Fi(t) =2f(6)G(t) + c(t)I (3.24)
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

siempre y cuando exista. Definiendo

W(t) = p(t)T(t)T*(t) (3.25)

X(t) =T (1) (LG () + LG (1) + c()G(t) — Fy)T(t), (3.26)

entonces:

(1) SiW satisface la priemer ecuacion de simetria entonces satisface la sequnda: 2(FyW) =

WE + W y

(11) W satisface la tercera ecuacion de simetria si y sélo si para alguna a € R, x(t)W(a)
es hermitica en todos sus valores t, es decir

((FQW)” — (W) + FyW = WF;) — (Vt ER, x(H)W(a) = (X(t)W(a))*).

Demostracion. Por la condicién (3.21) sobre Fy, la primera ecuacién de simetria se satisface
inmediatamente. Despejando G(t) en (3.24) se obtiene

Fi(t) —c(t)I

G(t) = IO (3.27)
Ahora definimos Z mediante la formula
W = Zp.
Entonces la segunda ecuacion de simetria se convierte en
Z'(t) =Gt)Z(t) + Z(t)G*(t) (3.28)

Definida la funcién matricial 7" segin (3.23) por medio de las condiciones
T() = GOTE), T =1,

se tiene que

La eleccién de a es decisiva.

Entonces W = pZ cumple la segunda ecuacién de simetria como consecuencia de que Z
es solucién de la ecuacion (3.28). Suponiendo que W resuelve la tercera ecuacién de simetria,
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3.3. EJEMPLOS DE PESOS MATRICIALES

se llega a que necesariamente x(t)W (a) es hermitica en todo su dominio. En efecto, tomando
la derivada de la segunda ecuacion de simetria y restandole el doble de la tercera ecuacion,
resulta

(WEY — W) = 2(WE; — FyW).

Usando (3.24) y su adjunto se obtiene
(WG = GRW) = (WE; — FW).

Reemplazando aqui (f,WW) por la segunda ecuacién y volviendo a usar (3.24) y su adjunto,
queda
W(fQ(G*)/ + f2<G*)2 + G*c— FJ) = (fQGI + f2G2 + cG — Fo)W

Lo cual es equivalente a que x ()W (a) sea hermitica para todo ¢ en su dominio, con
X(t) =T Ht)(f2G' + faG* + G — Fy)T(t), (3.29)

simplificada asi en virtud de la restriccién sobre la funcién F,. Se nota que haciendo los
mismos pasos de vuelta, suponer que, Vt € R, x(t)W(a) es hermitica implica que W resuelve
la tercera ecuacion de simetria. ]

Este teorema corresponde al Teorema 4.1 en [DG04]. Una demostracién de una versién
mas general donde F3 no es necesariamente escalar se encuentra como el Teorema 2.3 en

[Dur08].

A continuacién se eligirdan W (a) = I y a = 0. Una vez determinado un peso, se encuentra
una familia de polinomios ortogonales matriciales con respecto de ese peso que son soluciones
de la ecuacion diferencial hipergeométrica (3.6). Las condiciones de la imagen de f5 en (3.21)
se refieren a que fy sea funcién real que no se anule en todo el soporte de W; esta misma
restriccion se usa al generalizar otras familias de polinomios ortogonales. Nétese que en el caso
escalar (ver (2.3)) se identifica W (t) con p(t) porque G(t) se anula. Esto hace la diferencia
con esta generalizacién al caso matricial.

3.3. Ejemplos de pesos matriciales

En ciertas condiciones la solucién de la ecuacién (3.23) queda igual que en el caso escalar
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de manera que

i G(s)ds
() = ol “ (3.30)

como es el caso de ser G un polinomio cuyos coeficientes conmutan. Notese que si Vi €
t

R, [ G(s)ds es nilpotente, entonces las series de potencias resultado de aplicar la funcién
0

exponencial generalizada se hacen finitas, simplificando la cuestion.
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Cabe resaltar que el peso depende del dominio de las funciones; generalizando el caso
escalar de Hermite, Laguerre y Jacobi respectivamente (ver Lema 2.2 de [DGO07] y la férmula
2.5 en [Dur09]) se tiene:

s p(t) =e ", f, =1 1implica G(t) = A+ 2Bt y

x(t) =T7'(t)(2B + A* — Fy + (2AB + 2BA — 2A)t + (4B* — 4B)t*)T(t);
» p(t) =1, fo=timplica G(t) = A+ 2y

x(t) =T"(t)((aB+ BQ)% + AB+ BA+ (a+1)A — Fy — B+ (A — A)t)T(t)

» p(t) = (1+2)%(1 —2)?, fo =11t implica G(t) = ﬁ + %. y

W) =T @) (2 (0A + 42) - 295+ B
+ A?+ B*> - AB — BA — (a — ﬁ+1)
—(B—a+1)A-E)T(1).

Seguimos el primer caso correspondiente a la familia de Hermite. Visto como subespacio de los
polinomios matriciales, cada elemento del espacio C[t] se expresa como un polinomio escalar
multiplicado por I € C[t]¥*¥; en ese caso el tinico peso asociado a un operador diferencial
de segundo orden tal que Fy = 1 es e™*’, salvo cambios de variable lineales ([DG04] pg. 471).

En tales circunstancias se ha tomado
pt)=e™, Fy(t) =1y W(t)=e " T(t)T*(t),

de manera que ese peso cumple W(0) = I. Esto nos lleva a que la funcién ¢ (ver (2.3) y
(3.22)) se expresa
c(t) = —2t,

y, segun (3.27),

Ahora, nétese que si se elige p como el peso clasico e’ y fo como el coeficiente diferencial

de la ecuacion de Pearson (ver Seccién 2.1.2 ), es decir fg(t) = 1, entonces
G(t) = A+ 2Bt,

para algunas A, B € CV*N[t] independientes de ¢ y determinadas segin sea F, dado que
F} es un polinomio de grado a lo méas 1. Entonces buscamos las soluciones T de la ecuacion
diferencial (3.23) expresada

T'(t) = (A+2Bt)T(t), con la condicién inicial T'(0) = 1. (3.31)
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3.3. EJEMPLOS DE PESOS MATRICIALES

Atn con estas condiciones, si A y B no conmutan entonces la solucién general de (3.31) (que
es version simple de (3.23)) estd dada por una serie de potencias que dificulta comprobar que
x es hermitica. Como el objetivo es encontrar ejemplos de pesos matriciales lo mas generales
posibles, se simplifica restringiendo las condiciones sobre las matrices A y B, basandonos en
la seccién 4 de [DGO4].

3.3.1. Primer ejemplo: W (t) = e *'eAte?

Si G es un polinomio matricial constante igual a A € CN*N entonces la solucién (3.30)
de (3.23) se reduce a
T(t) = e™.
Asi, el peso buscado (3.25) tiene la forma
W(t) = e ¥ ette™, (3.32)

Asumimos que A no es unitariamente equivalente a una matriz diagonal por bloques
(particularmente no es normal), ya que si fuera asi, W reduce su tamano.

Para usar el Teorema 3.16, serd necesario restringir el coeficiente constante del operador
diferencial D: hay que elegir Fjy de manera que (3.29)

X(t) =T ()G + foG* + G — Fy)T(t)

sea hermitica. Es decir: hay que encontrar las matrices A, no unitariamente similares a una
diagonal por bloques, para las cuales existe Fy tal que

x(t) = A% = 2tA — e M Fpe (3.33)
sea hermitica.
Se expresara el conmutador de una matriz para todo X,Y € CV*V asi:
(X, Y] =XY -YX. (3.34)
Y denotamos
adyY =Y,  adi'Y = [X, ad}Y], (3.35)

para todo n € N. Luego (3.29) se escribe
x(t) = A% — 2t A — e~ tada(fo)

= (A% = Ay) —t(2A — adaFy) — )

2<n

(1
n!

adZF().

La existencia de Fj tal que (3.33) se cumple es equivalente a la existencia de una matriz Fj
tal que
A% — F, 2A — [A, Fy) y Vn > 2 ad} Fy (3.36)

sean hermiticas ([DG04] pg. 472).

Ahora se presentard un ejemplo mdzimo para matrices nilpotentes A de orden V.
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Proposicién 3.17. Sean {v, € C\{0}: n=1,...,N — 1} y A la matriz nilpotente de
orden N definida por

0 vn O 0 0
0 0 1%5) 0

0O 0 O 0 wvn_1
0O 0 O 0 0

Entonces el peso matricial (3.32)
W(t) = e ette™
satisface la ecuacion diferencial
W’ + [(2tI = 2A)W] + {W = W,

donde la matriz Fy estd dada por

Fo=A?—-2J (3.38)

con

J = - . (3.39)

Demostracion. Sea A definida segin (3.37). Es suficiente revisar que (3.36) son hermiticas
valuadas en A con Fj segtn (3.38).

Directamente de la definicién de Fj en (3.38), se tiene que A resuelve la primera condicion
de (3.36), ya que A% — Fy es diagonal. Por medio de un simple célculo se prueba que

2A+FOA—AFO - O,

y sigue que A resuelve la segunda condicién de (3.36).

Como A = [A, Fy]/2, entonces A conmuta con [A, Fyl, por lo tanto Vn > 2, ad}Fy =0y
en consecuencia esta matriz A hace que el resto de las condiciones (3.36) sean hermiticas. [
Este ejemplo es méximo en el sentido de que si el peso e " e4fe4™ con A nilpotente de
orden N, satisface la tercera ecuacion de simetria (3.10), que es un operador diferencial de
segundo orden con F, = I, entonces A es unitariamente similar a la matriz A para algiun

{v, e C\{0}: n=1,...,N —1}.
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Previamente vimos que para Fy, = foI, W resuelve la primera y segunda ecuacion de
simetria. Ya que la existencia de un operador diferencial D tal que su F descrito en (3.38)
hace hermiticas a (3.36) y eso equivale a que y en (3.33) sea hermitica, con A definido segin
(3.37) se tiene que W descrito en (3.32) resuelve la tercera ecuacion de simetria (3.10); por el
Teorema 3.16 se tiene que cumple las tres ecuaciones de simetria. Esto es decir que los pesos
W cumplen las condiciones del inciso (11) del Teorema 3.14 para el operador diferencial

D = 9} + 0} (—2tI +2A) + 07 (A* — 2.).
De acuerdo a (3.9), se tiene que los autovalores ménicos son
A, =—2nl + A*—2J.

Nétese que en el caso escalar todos estos ejemplos se reducen a ser A, = —2n. Es el término
A? —2J lo que nos lleva a tener una generalizaciéon miltiple del caso escalar.

3.3.2. Segundo ejemplo: W(t) = e *eBt'eB"
Si G = 2Bt donde B € CV*N | a partir de (3.30) resulta que
T(t) = P,
Entonces
W(t) =e ePlel (3.40)

y se tiene que W es un peso matricial. Nuevamente asumimos que B no es unitariamente
similar a una matriz diagonal por bloques para que no reduzca su tamano.

Verificaremos si hay una eleccién conveniente de Fy de manera que x en (3.29) en sea
hermitica para usar el Teorema 3.16. Esto significa que hay que encontrar matrices B, no
unitariamente similares a matrices diagonales por bloques, para las cuales exista Fy tal que

x(t) = 2B + 4(B% — B)t? — ¢ ¥ FpeP? (3.41)
sea hermitica, equivalente a que

X(t) = 2B +4(B? — B)t* — e""2s(0)
(_1)t2n
n!

= (2B + Fy) + (4B> — 4B + adpFy)t* — )

2<n

ad%Fo

sea hermitica.

La existencia de alguna matriz Fj tal que la ecuacién (3.41) se mantiene es equivalente a
la existencia de alguna matriz F{ tal que

2B? — Fy, 4B* — 4B+ [B,F,]  yVn>2, adjF,
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son hermiticas.

Con A definida como en (3.37), sea B = A(I + A)~'. Nétese que al aplicar la funcién H%

a Aresulta que B=A(I — A+ A*+ -+ (=N 1AV = A — A2 - 4 (=1)N 24N
es decir

N-1
B = (—1)77 A7
j=1
Su expresion matricial general queda
0 vV —UV1Vy UVilolg ... (—1 NV1V2 ... UNZ
0 0 1%} —llg ... (—1)N_1V21/3 ... UN1
B = o : e CNxN,
0 : —VUN—2VUN-1
0 0 0 UN-1
0 0 0 0 0

Nos fijamos en el caso de las matrices nilpotentes B de orden N cuyo rango es N — 1,
presentando este ejemplo mdximo:

Proposicién 3.18. Sean {v,, € C\ {0} : n=1,...,N — 1} y B la matriz nilpotente de
orden N definida por
B=A(I+ A)™! (3.42)

Entonces el peso matricial
W(t) = e Vbl el (3.43)

resuelve la ecuacion
W+ [(2] — AB)W] + F,W = WE,

donde la matriz Fy estd dada como en (3.38):
Fy=2B-4J

con J definida en (3.39).

La prueba es andloga a la de la Proposicion 3.17, y el razonamiento posterior nos conduce
a concluir que (3.43) también es un ejemplo de peso matricial que cumple las condiciones del
inciso (3.10) del Teorema 3.14 para el operador diferencial

D =071+ 0, (t(—21 +4B)) + ) (2B — 4J).
De acuerdo con (3.9), se tiene que los autovalores son
n(2(—I + 2B)) + 2B — 4J
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De nuevo el caso escalar es el mismo (2.4), con la diferencia del signo dependiendo de si se
estructura la ecuacién igualada a cero o en términos de autovectores.

Existen otros ejemplos de pesos matriciales, como los que se pueden encontrar en [DG04]
y [Dur08]. Dado que la solucién de (3.30) suele ser una serie de potencias, es dificil encon-
trarlos; también es dificil clasificarlos como se hace en las tres familias del caso escalar, pues
los ejemplos que se han encontrado como generalizacién se presentan en posibilidades muy
variadas, de manera que ain seguimos reconociendo su expansién sin haber terminado.

3.4. Funciones matriciales

Consideremos un peso matricial W como en la Definicién 3.4 y una familia de polinomios
matriciales { P, },en ortogonales con respecto del producto interno definido con ese peso segin
la Definicién 3.5 que cumpla las propiedades de la Proposicién 3.6; se tiene que la familia
{P, }nen genera el conjunto de los polinomios matriciales presentado en la Definicién 3.1. Este
es el caso matricial de los polinomios de Hermite cuando la familia cumple las ecuaciones de
simetria (3.10) que son una generalizacién de las ecuaciones de Pearson, ya que resuelven la
ecuacién diferencial hipergeométrica (3.6), que es un caso general de (2.2).

Hemos visto dos ejemplos de pares de peso matricial y ecuacién diferencial matricial
{W,D} tales que las familias de polinomios ortogonales matriciales asociadas son autofun-
ciones del operador diferencial. Estas familias son distintas y notamos que hay una gran
variedad de casos matriciales de los polinomios ortogonales, cuyo caso escalar de Hermite
(para N = 1) se reduce a los mismos H,, sobre los cuales se discute en el capitulo anterior.

Hay transformaciones entre ciertos pares {W, D} y otros: para cada funcién de valores
invertibles S(¢) se nota que ese par de ecuacién y peso es similar a {SWS* S~IDS}, de
manera que la situacion es esencialmente la misma; puesto que el operador es lineal por la
izquierda, aplicado a una autofunciéon P resulta ser

(PS™Y'Fy + (PS™')YF, + PS™'Fy = APS.

3.4.1. Transformacién de pares {IV,D}
Sea D como en (3.7):
D =0!F, + 0} Fy + 0 Fy,

de manera que la familia de polinomios ortogonales matriciales son autofunciones de este
operador, es decir

P, D=A\,P,

con respecto de un peso W con soporte 2 C R. Se considera entonces el par {W, D}, que
sera transformado en otro equivalente a partir de una funcién matricial no constante, a
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

diferencia de como se present6 en la Definicion 3.11. Si .S no depende de ¢, entonces los pares
seran equivalentes.

Sean S(t) una funcién matricial no singular en todo Q y W = SW S*. Nétese que dependen
de t. Para cadan € Ny t € R definimos
P,=P,5",
asi,
@J@W:/aymmmwm$Wa:/awma:mﬁmw
Q Q

Lema 3.19. Sea D = (SD)S~ . ]5n = P,S™! son autofunciones de D con el mismo autovalor
que P,, es decir

P,D = A,P,.
Demostracién. En efecto, ya que P, = P,S™!, como consecuencia del siguiente silogismo:
P,D = A,P,
PT/L/FQ—FPTILFl—i-PnFO:AnPn
(P,S)"Fy + (P,S)'F, + P,SFy = A,P,S
(P,S)"FyS~™t 4+ (P,S) .S~  + P,SFyS™' = A, P,
(P'S +2P.S' + P,S")F,S™' + (P'S + P,S"\F,S~' + P,SF,S™! = A, P,
P'(SFyS™Y) + P/ (28'F,S™  + SFS™Y) + P (S"FoS~ + S'FLS™H 4+ SFyS™)
= Anpna
si definimos
Fy = SF,S™,
Fy = (28'F,+ SF)S™!, y (3.44)
Fy=(8"F,+ S'Fy + SFy)S™,
se obtiene . 3 ) .
D =SDS ' =0, + 0t Fy + 0 Iy (3.45)

que aplicado a P, ha resultado resolver la ecuacién

P.D=A,P,.
u

Por tanto, a partir de los dos ejemplos de pares {W, D} ya mencionados se puede encontrar
numerosas generalizaciones de la ecuacién diferencial (2.2) de acuerdo al peso transformado
correspondientemente.
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3.4. FUNCIONES MATRICIALES

3.4.2. Funciones ortogonales matriciales propias de un operador
diferencial

Ahora se generaliza el espacio de Lebesgue ponderado para posteriormente formar el
espacio de Lebesgue matricial con una familia de funciones ortonormales.

Definicién 3.20. Sea (-,-)w el producto interno de la Definicion 3.5. El conjunto de clases
de equivalencia de funciones matriciales de variable real iguales en casi todo punto, tales que
todas sus entradas son finitas tras aplicar el producto interno a si misma, se denota

Ly, (R, CM*N).
Es decir que para cada clase F' se tiene
Fe LR CVY) = (F,F)y < oco.
Ejemplo 3.21. L2, (R,CY*Y) con la norma de operadores (3.3) es un C*-mddulo de Hilbert.

Ver [Igl11], seccién 3. Nos preguntamos si, como en el caso escalar, existen familias de
polinomios matriciales ortogonales completas en ese espacio de funciones mas general.

Definido W como en (3.25), ya que la norma de operadores de cada P, es finita, si se
multiplica a cada polinomio de la familia ortogonal por /pT', en virtud de la definicién del
producto interno se tiene que la familia {\/ﬁPnT}neN se encuentra en el espacio de funcio-
nes matriciales de variable real L*(R,CY*") m4s general, con peso constante I identidad,
generalizando el espacio de Lebesgue escalar.

Definicién 3.22. Sean W un peso matricial como en (3.25) tal que W (0) = I que resuelve
las ecuaciones de simetria (3.10) para algin operador diferencial de sequndo orden y {P,}nen
una familia de polinomios ortogonales matriciales. Definimos Vt € R,

D, (t) = p2(t) P ()T (1). (3.46)

Para cada par de peso matricial y operador diferencial asociado, la familia {®, },en se llama
funciones ortogonales matriciales.

Como consecuencia directa de su definicién las funciones ®,, son ortogonales en el espa-
cio de funciones matriciales ponderado con el peso I: usando el producto interno usual de
funciones escalares (1.3) en cada entrada de la imagen de cada ®,,, notamos que si m # n
entonces

(O, Or)

P2 (1) Po(t)T (1) (0/2() Pu (T (1)) dt

(@)p()T ()T (1) Py, (t)dt

I
T
=

P,(t)dW ()P~ (t) = 0
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

pues P, es ortogonal a P,, con respecto al producto interno ponderado; y para toda n,
(P, Pr) = HPnHI2/V

con la norma de operadores (3.3).

Definida ®,, segiin (3.46) entonces reescribiremos la ecuacién diferencial (3.6). Considere-
mos W definido segun (3.25) y sea

S(t)=p ' POTH(t); (3.47)
entonces se tiene que
W =SWS* = p V2T p(t)T(t)T*(t)p~ V2 ()T*(t) = I. (3.48)

Con esta transformacién se calculan los coeficientes de D como en la seccién 3.4.1; aplicamos
este operador D a cada funcién ortogonal y con las condiciones del Teorema 3.16 se tiene una
familia de funciones ortogonales que resuelven una ecuacién diferencial de segundo orden de
valores matriciales bastante general.

Teorema 3.23. Sea D con las condiciones del Teorema 3.16, sean S segiin (3.47), D segin
(3.45) y x definido como en (3.29) o (3.33). Cada miembro ®,, de la familia ortogonal (3.46)
con respecto del peso W formulado en (3.48) resuelve la ecuacion diferencial de sequndo orden

1 (fap') far'
@ + 52, — Py (Z_l( 2p Ly i(%), tX) =Tu®n. (3.49)

Demostracion. En estas condiciones, usando (3.44) se expresa (3.45) como

D=0%f, +0}(28 f, + SF)S™' + 9%(S" f, + S'Fy + SF,)S™* (3.50)

Segtin (3.23), se despeja (TT~') = 0 obteniendo
(T = -TG,
y entonces, por definicion
S = —%p_?’/zp'T_1 — T 2. (3.51)
Usando esto se desarrolla el coeficiente de la primera derivada, pues

(QS/fQ + SFl)S_l — (2(_%0_3/2p,T_1 o T—lp—1/2G)f2 + p_1/2T_1F1)p1/2T
— T—l(_p—3/2f2p/ o 2f2p_1/2G + p—l/ZFl)pl/ZT
= —p oy = 26T '\GT +T'F\T
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3.4. FUNCIONES MATRICIALES

que por (3.27) es

=—p~ ' fop — 12f2 “T+T'AT
2f2
= —p lfop =T 'FT+c+T'FT

donde se sustituye (3.22) y queda

B VAN U ) S A ) fzp _n
p p p
es decir
O (28" fo + SFY) S~ =0} £, (3.52)

Ahora se despejara la ultima parte. Calculamos

S’ — _(T—l( 71/2G + lp73/2p1))’
—1G( 1/2G+ 1 —3/2p/)

. (T ( 71/2G/ 1 73/2Gp +1 <p73/2p// o %,05/2([)/)2>>

después de anularse los términos +1p7%/2p'G se tiene
S — T—l (,0_1/2G2 + p—3/2p/G 1/2G/ 3/2p// + %,0_5/2(#)2) (353)

Sustituimos (3.51) y (3.53) en (3.50) y resulta que
O(S" fo+ S'Fy + SFy)S™t =
(T—1(p—1/zG2 +p G — pT G — LT 4 352 ()
+T N (=3pp = p ' PG )Py + p‘l/QT‘lFo> p'*T

:T_l(p_1/2f2G2+p 3/2 /f G — p 1/2f Gl 3/2 l/f
+ %p—5/2(p/)2f2 . -3/2 /F 1/ GF1+p 1/2F0)p1/2T

donde se sustituye (3.24) y queda

:Tfl(pfl/ZfQGZ_i_p 3/2 /f G — p 1/2f G — 1 73/2 //f
I %p—5/2(p/>2f2 o732 fo G — 132 e 05712 1,2
p_1/2cG—|—p_1/2F0) 12
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3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

sustituimos (3.22) y agrupamos
_ T—1(<p—1/2f2 2 1/2f )GZ —1/2f2Gl . p_1/2CG + p—l/QFO)pl/QT

— 30 a4 20720 fa — %p‘lp’—(pf)

= — ‘1(f2G2 + [2.G' + G — Fy)T
LT ot 207 e~ 2t o)
sustituyendo (3.26) esto es
- e 300 = 300 o= 507
- ”f 50 1p’f2+ 1020 fa—
= =10 0 a1 0 s =30 e — 10 0 s+ 300 e —

_ 1(pf2) _(lplf2>/_
i, i, X
es decir: " )
(S " fo+ S'Fy + SFy) S~ = — (i <f2[f ), i(f;p )+ X). (3.54)

Por (3.52), (3.54) y que el término de segunda derivada ya estd resuelto (pues Fy = fo!
que conmuta con T'), entonces se tiene la expresién buscada del operador (3.50), y por el
Lema 3.19 se tiene que las funciones ®,, de la familia ortogonal (3.46) son autofunciones de

D. O
En particular se tiene que (3.49) es una generalizacién de (2.38), la ecuacién de Schrédin-
ger con potencial cuadrético:

Corolario 3.24. Si p(t) = e y fo = I, entonces la familia ortogonal (3.46) resuelve la
ecuacion

" — @, ((t* — 1) + x(t)) = TP

Demostracion. Ya que ®,, resuelve (3.49) por el Teorema 3.23, como f; = 0, entonces

(L Ly )

4 p p
1(=2te Y 1, ,—2e ",
=-(15 T

(—2te Y e " — 44272
o2 TX

1 2
L (4t —2)+1

—~
~
no
|
[
~—
+
=

(4t26—2t2 — 90287 _ f42e—2t7 )
+X

—9¢2
e—2t
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Asi nos encontramos finalmente con una ecuacién diferencial hipergeométrica de segundo
orden resuelta en el espacio de Lebesgue matricial.
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Capitulo 4

Funciones de Hermite matriciales

Generalizando las familias de polinomios ortogonales clasicos de Hermite, cuyo dominio es
toda la recta real, hemos buscado pesos de valores matriciales y polinomios matriciales ortogo-
nales con respecto del peso correspondiente que sean autofunciones de un operador diferencial
de segundo orden.

Como se ha dicho en la Definicion 3.20, el espacio de funciones matriciales es un espacio
de clases de equivalencia de funciones iguales en casi todo punto, de igual forma que el caso
escalar del espacio de Lebesgue presentado al inicio del Capitulo 1. Ademas de ser solucion
de un operador diferencial de segundo orden, otra propiedad importante de las funciones
Hermite es que son autofunciones de la Transformada de Fourier; el hecho de que una fa-
milia numerable de funciones ortogonales matriciales completa en el espacio LZ, (R, CV*)
presentado en el Ejemplo 3.21, sean autofunciones tanto de un operador diferencial como de
uno integral en ese espacio, garantiza que esos operadores conmutan en L%, (R, CV*V) si los
autovalores conmutan, pues basta descomponer a cualquier funcién matricial en su corres-
pondiente expansién numerable y aplicar los operadores, obteniendo la suma del producto
de sus autovalores multiplicando por la izquierda a la funcién ortogonal, como veremos en
conclusién. Un trabajo en esa direccién se ha hecho en [Igll1].

Hasta hoy no se ha encontrado un operador de tipo Fourier, F en la Definicion 1.16, del
espacio de funciones matriciales L%, (R, CNV*¥) lo suficientemente general como para definir
una Transformada de Fourier de valores matriciales unica, pues las familias de polinomios
ortogonales matriciales no se encuentran clasificadas, ni contamos con una solucién general,
a partir de cualquier peso W, de un operador diferencial general de segundo orden de valores
matriciales; vimos que eso da lugar a muchas ecuaciones diferenciales hipergeométricas, que
en el caso escalar son la misma ecuacién de Schrodinger.

Hemos visto que encontrar pesos matriciales no triviales es un ejercicio laborioso. Definir
un nucleo de tipo Fourier sigue siendo un reto. A partir de los dos ejemplos presentados en
el capitulo anterior, por ahora presentaremos dos ejemplos de operadores integrales que en
el caso escalar N = 1 resultan ser la Transformada de Fourier, y con esto puede demostrarse
que el operador diferencial conmuta con el operador integral respectivo al peso en todo el
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

espacio de funciones de valores matriciales.

Con base en cada uno de esos ejemplos se construye una familia de funciones matriciales
ortogonales con la técnica vista en la seccion 3.4.2; observemos que puede variar con la
transformacion de pares vista en la seccion 3.4.1.Generalizaremos algunos resultados acerca
de los Polinomios de Hermite del Capitulo 2.

De ahora en adelante denotamos
L? = L*(R,CMN)

al espacio de clases de equivalencia de funciones a valores matriciales iguales en c.t.p. Obsérve-
se que segun la Definicién 3.20 se tiene que L? es el C*-médulo de Hilbert (ver Ejemplo 3.21)
con el producto interno de la Definicién 3.5 para el peso constante I, lo cual generaliza al
espacio de Lebesgue usual presentado por el Ejemplo 1.2.

A la par que su ortogonalidad, la otra propiedad indispensable de la familia de funciones
ortogonales matriciales (3.46) es su completitud en L?. La demostracién de este hecho sigue

las mismas lineas que la del Teorema 2.12. Naturalmente este resultado simplifica el estudio
de L?.

Veremos algunas propiedades de las familias de funciones y polinomios ortogonales a
valores matriciales que se obtienen con los pesos descritos en la seccion 3.3, asi como sus
expresiones explicitas para el caso N = 2.

4.1. Extendiendo funciones a valores matriciales y al-
gunas propiedades algebraicas

En esta seccion presentamos algunas relaciones algebraicas que usaremos mas adelante,
y la generalizacién de los valores de ciertas funciones.

Asi como se ha construido la funcién exponencial de valores matriciales en la Definicién
3.15, para una matriz X € CV*¥ puede extenderse la imagen de una funcién f : R — C
infinitamente diferenciable hacia valores matriciales por medio de su expansién de Taylor
mediante la féormula ,

) X

_ (o) =
FX) =Y 90 T
jEN

donde fU) denota la j-ésima derivada de f. De esta manera podemos pensar en aplicar f a
cada valor de cualquier funcién matricial, en cada punto.

Denotamos por E;; a la matriz con valor 1 en la entrada (j,k) y 0 en el resto. Estas
matrices son base de CV*¥. Es claro que para todos los naturales 1 <4, j, k,l < N ocurre

B, sij—k
BBy = { GosI=rE (4.1)
0 sij#k
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ALGUNAS PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Hablaremos de una matriz que se comporta como el nimero imaginario i, pero en el espacio
de matrices CV*V . Esto resulta de aplicar la serie de Taylor de la funcién escalar f(z) = e'2%®
a la matriz J descrita en (3.39), obteniendo

N
e’%k‘] _ (Z)kj _ eleogi _ Z(i)k(N_j)Ej,j‘ (42)

j=1

Calculando para naturales k, particularmente para k& = 0 se tiene la matriz identidad I, para
k =1 se tiene la matriz diagonal

(Z'>N—1

eigJ - . ) (43)
?
1
y para k = 2 se tiene la matriz diagonal
(-1
e”‘] = - 1 ’ (44)
1

que es de entradas reales y satisface ¢™/e™™ = [. Para k = 3 se tiene la inversa de (4.3).
Notamos que ¢2%/ tiene periodo 4.

También definimos las siguientes matrices diagonales y singulares: Vk € 7Z,

N
1 .. -
sin <ng) = Z(GZEM — eﬂfk‘]) = Zsin (gk(N - j))EJ,ja
1 JNzl (4.5)
cos (gku]) = —(esz‘] + e_igk‘]) = ZCOS (gk’(N J))Em
j=1

En el caso particular de k = 1 su expresion explicita son las matrices diagonales de entradas
reales:

sin (%(N — j))
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COS (%(N —j))

De igual manera que para la exponencial, a partir de este caso se derivan los valores de estas

matrices con periodo 4 para toda k € Z, pues para k = 2, sin (7TJ> =0, y cos (m]> = e/

para k = 3, sin (%TJ) = —sin (gJ), y COoS (37”]) = cos <gJ) Mas adelante usaremos

las siguientes relaciones:
e L sin (g -
™ cos (3J) = cos (3J), ™ sin (3J) = —sin (£.J), (4.8)
. .3 .

Estas relaciones se prueban sencillamente; por ejemplo, usando (4.5), las propiedades enun-
ciadas para (4.2) y sabiendo que para k = 3, cos %’rJ =cos | 5J |, se tiene
imJ

- ]_ T - ]_ - . T .
e COS (gj) — ezﬂ]ﬁ(ezitl + efli‘]) — 5(615J+zm} + efz§J+mJ)

_ %(ein(l—&-l/Q) i e—mJ(1—1/2)> _ %(eigJ i e—igJ) — cos <g‘])

También, por otro lado, resulta

- 31 - 31 ]_ - T . T 1 - T - T
JRE . (gj> _ ez%]g<ez§J _ i) = E<ez§J(3+1) — e1570-3))
1 . 1 A
— I _ aimd - —inJ I )
5 =) = —5(e )

Las demas se prueban de manera similar.

Lema 4.1. Sean A definida segin (3.37) y ¢2%/ segun (4.2). Para todos k € 7 y m =
1,2, ... ,N —1 se tiene

i3RI Am — (j)bm AmeiThT, (4.9)

Demostracion. Se prueba por induccién sobre m. Sea k € Z. Por definicion

N-1
A= Z VjEj’jJrl. (410)
j=1
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Usando la ortogonalidad de {E;;},i<n, para m = 1 se tiene, por definicién, que

N-1 N N-1

()F AeiEh = (4)F ( Z quj,jH) (Z(i)k(w—z)&l) = () S @)Yy
Jj=1 =1 j=1
N-1 N N—1

= S (DB, = (Z(i)k(N*J)EjJ) ( 3 VzEz,z+1) N
J=1 j=1 =1

Con base en esto, suponiendo que la férmula (4.9) es valida para m € N, vemos que
eigk’JAerl :ei%kJAmA — (Z)kmAmezngA — (Z)kmAm(Z)kAezng
_ (i)k(mH)AmHeing_
Concluimos lo cierto por el principio de induccion matematica. O

Lema 4.2. Definido el operador ad segin (3.35), para todo natural k < N se tiene que

adgrJ = —kAF, (4.11)
Demostracion. Como N
j=1

usando (4.10) tenemos

N-1 N N

N-1
adaJ = AJ — JA = Z ViEj 1 Z(N - Z)El,l - Z(N - Z)El,l Z viEj i
=1

j=1 =1 =1

que por (4.1) es

N-1 N-1

=Y v(N=j—1Ej 1 — > (N—=§)vEjjn
j=1 Jj=1
N-1

N-—1
vi(N=j=1=N+j)Ejj1 =) VB = —A.
1 j=1

.
I

Es decir
adyJ = —A. (4.12)

Ahora probaremos (4.11) por induccién fuerte sobre k. Para k = 0 obtenemos
ad;J =1J —JI =0.
Suponiendo que 3k € N tal que (4.11) se cumple para todo s < k € N, entonces ocurre

adarJ = AFJ — JAY = AFTAT — JAAR T
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Por (4.12) sabemos que AJ = JA — Ay que JA = AJ + A; sustituyendo en lo anterior, se
tiene

adye = AFTAT — JAAR = AFHJA - A) — (AT + A)AF?
= A1 JA — AJARTY — 2AF = A(AFT2T — JAR2)A - 2AF = Aadgr—2J)A — 2A*
que por la hipdtesis de induccion es igual a
A(—(k —2) A" A - 2AF = —(k — 2)AF —24% = — L AF.
O

A continuacién daremos dos ejemplos de pesos matriciales y sus familias de polinomios
y funciones ortogonales asociadas que son autofunciones del operador diferencial D, pre-
sentaremos la Transformada de Fourier asociada a cada uno de estos pesos, demostrando
los autovalores de sus autofunciones, expresiones integrales y daremos expresiones explicitas
para el caso N = 2.

4.2. Primer ejemplo

Sea W como en (3.32), es decir Vt € R,
W(t) = e eAted™

donde A es la matriz nilpotente (3.37). Sabemos que la familia {ﬁn}neN de polinomios ma-
triciales moénicos ortogonales con respecto a W son autofunciones del operador diferencial

D, = 07 + 0} (—2tI 4+ 2A) + 07 (A* — 2J),
que por ser monicos su autovalor correspondiente es
A, = —2nl + A% —2J

para cada n, siendo J la matriz (3.39).

Para cada n buscamos un coeficiente principal no singular L,, tal que la transformacién
del autovalor L,A,L," sea diagonal y tomamos la familia de polinomios ortogonales de la
forma P,(t) = L,P,, por lo que L, es su coeficiente principal. ([Igl11]) Una eleccién posible

para este peso es
2
L, =e 4/4, (4.13)

Con el conmutador definido como en (3.34), usando' la férmula

eXHe ™ = Zad])‘((H)/j!

jeN

1Véase la Proposicién 2.25 y la pdgina 61 de [Hall04].
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y (4.11) con k = 2, se puede ver que

LoA Lt = e /4 (=2n] 4+ A2 — 2.))e™/* = —onl + A? — 2e= /4 Je* /4
=—2n] + A*—2) ad’ y,,(1)/j! = =201 + A> = 2(J + ad_x2/4(J)/5)

JEN

1
=—2nl + A* —2(J + §A?) =—2n] + A*—2J — A* = —2n] — 2J.

4.2.1. Los operadores diferencial e integral correspondientes

Definicién 4.3. Denotamos para todo t € R,
P,(t) = e /1P, (1) (4.14)

con ﬁn el n-ésimo polinomio monico de la familia ortogonal con respecto al peso W dado en
(3.32), y definimos ®,, segin (3.46): para cada n € N,

D, (t) := e V2P, (t)e . (4.15)

Por el Teorema 3.23, se tiene que cada miembro de la familia (4.15) resuelve la ecuacion
diferencial
(1) — @, (£)(17] +2J) + ((2n + 1)1 +2J) P, (t) = 0, (4.16)

que es una generalizacién de la ecuacién de Schrédinger con potencial cuadratico (2.38).
Obsérvese que (ver seccién 3.3) en este caso x(t) = 2J y que esta ecuacién diferencial es
independiente de la matriz A.

A continuacion definimos la generalizacién de la Transformada de Fourier correspondiente
a este peso:

Definicién 4.4. Definimos el operador integral
T, : L* = L?
tal que VX € L?,
(XTh)(z) == \/LQ_W / X (t)e*te27dt, (4.17)
R

con €27 definido segin (4.3).

Como X € L? y ¢ tiene médulo méximo 1, el producto X (t)e**e’2” € L? y es integrable

y por lo tanto X7, € L2

Probaremos que la familia de funciones (4.15) son autofunciones del operador integral 7,
un resultado similar al Teorema 2.13. Esa prueba se hara por induccion sobre n; el siguiente
Lema es la base en n = 0. Nétese que $o(t) = e™*/2e=4*/1eAl,
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Lema 4.5.
(Q0T) () = o' F e 2= ie, (4.18)

Az

Demostracion. Si expandimos el término e”* en el lado izquierdo de (4.18), para k = 1

usamaos la relacién algebraica (49) y
2 iTJ 2
e A /487,72 eZZJGA /47

que es consecuencia de (4.9), y denotamos a la variante de (2.7), los polinomios ménicos de
Hermite, mediante H,(z) = (—1)"*"/2(e~**/2)(") obtenemos

(q)Oll)(x) = (I)O( ) ity Jdt / *t2/2 A2/4eAxeztm g]dt

2%\

-1

e A2/4A] / —t2/2 ztzdt
R

o= 5= 8-
it

N—-1 4
_ e —A2/4 zQJAy( ) /e—t2/2jez‘trdt
Jj=0 R J:
N—-1 ;
(o Al . P
= e’fJeA2/47(—i)]eme/z(i)JHj(SC)
J=0 '

N-1
;T _ 2 2 A] f
:ezzJe :c/QQA /4§ o~
j‘
J=0
i>J A2/4 —x2/2 Az—A2/2

=e€e27€e
_ 2279 _ A2
iy J x/2 A= /4 AI_GQJCDO()

(‘D

pues las funciones moénicas de Hermite (ver Definicién 2.8) H H(t)e™"/? son autofunciones de
la Transformada de Fourier con autovalor i" (Teorema 2.13, donde el signo es negativo porque
podemos definir la transformada de Fourier como en la Definicién 1.16. Véase la nota que
sigue de esa definicién) y la funcién generatriz (2.19) de los polinomios ménicos de Hermite

{ﬁj(t)}jeN en este caso esta dada por > ﬁn(x)% = ete=?/2, O
n=0

Con base en este lema se prueba por induccion el siguiente

Teorema 4.6. Cada miembro ®,, de la familia deﬁmda en (4.15) es autofuncién del operador
T, definido en (4.17) con autovalor T, = (i)"e'2”7, es decir

L m:t 5J . neigJ T
mﬂ!¢n(t dt = (i)"e37®, (x). (4.19)
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4.2. PRIMER EJEMPLO

Demostracion. Denotemos

1 L
U, (t) = —/<I>n z)eei2’dy. 4.20
0= [0le) (420
R
Usando que $e'™ = ize™ y Lei™ = jtei® integrando por partes se obtiene que W, (t)

resuelve la misma ecuacién diferencial de segundo orden (4.16) que ®,,(t), por lo tanto W,,(¢) =
> Chx®,(t) puede escribirse como W, (t) = C,®,(t) para alguna matriz diagonal no singular
k=0

C',; como tanto {®,, }nen como {V,, }en son sistemas linealmente independientes de funciones
matriciales, esto es equivalente a decir que Vn,k € N, (n — k)Cyhx + JCh i — Cri = 0.
Concluimos que si n # k entonces C,, = 0 y si n = k entonces (), = C,, debe ser una
matriz diagonal, ya que el espectro de J es simple.

Ahora usaremos el Lema 4.5, que es el caso para n = 0 de (4.20). Después de derivar n
veces el lado derecho de (4.18) con respecto de ¢, se obtiene

. _ 42
eigJe_A2/4 d?’L (e_t2/2eAt) o (Z)ne t /2eAt e—x2/2wneA$eitmeingx (421)

dnt 2T
R

dnt

Usando la féormula de Leibniz, el lado izquierdo de (4.21) se puede escribir como

eigJe_AQ/‘l%(e_tQ/QeAt) = &5 A= 1) 4 .. e TR (4.22)
Escribimos ®,(t) = e /2P, (t)eM = e */2e=4*/4(t" + .. )e™, por linealidad y usando el

e
lado derecho de (4.21) y (4.22), se obtiene

1 o —A?/4 o
\Ijn(t) = E / CI)n(C(/’)eZtIeZEJdI = © 5 /6_z2/2<1’n1 + . )eAzemeZEde
R R

= (i)"'3T e A 4. )e 2,

Sabiendo que ¥,,(t) = C,,®,(t), por lo que igualando con el coeficiente lider del polinomio de
t en la ecuacién anterior obtenemos C,, = (i)"e'2”. O

Noétese que la ecuacién integral (4.19) también es independiente de A y que el autovalor
tampoco depende de A, tal como el operador diferencial.
4.2.2. Expresiones integrales y propiedades de simetria

En virtud del Teorema 4.6 se prueban las siguientes caracteristicas de simetria y expre-

sion integral para las funciones ®, y los polinomios P,; comparense con las propiedades
mencionadas en la secciéon 2.1.5 para las Funciones de Hermite escalares.
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Corolario 4.7. Para toda n natural, cada elemento ®,, de la familia dada por (4.15) satisface

la condicion ' '
®,(t) = (—1)"e™ ®, (—t)e'™, (4.23)

donde €™ es la matriz (4.4). En consecuencia, la familia de polinomios ortogonales de valores
matriciales (4.14), P,(t) = e **/*P,, satisface la misma condicién de simetria, es decir

P,(t) = (=1)"e™ P, (—t)e™™”. (4.24)

Demostracion. Denotamos por 0 a la Delta de Dirac. Multiplicando (4.19) del lado derecho
por el autovalor (i)"e‘2” y sustituyendo de nuevo por la misma férmula se obtiene

. 1 T tp i
(_1)nez7rJ(I)n<t> - /(i)nGZQJq)n(t)eltIGZQJdI
V2
m R

1 N
= %//cbn(z)e’”emem}dzdt
R R

- /Cbn(z)é(t + 2)e™dz = ®,(—t)e™™.
R

Entonces (4.23) se cumple. Como consecuencia de (4.9) se tiene que e~ 4e™/eAt = ¢/ por

lo tanto (4.24) también se cumple. O

Corolario 4.8. Sea L, segin (4.13). Para toda n natural cada elemento P,(t) = L,P, =
e /AP de la familia de polinomios matriciales ortogonales (4.14) con respecto del peso W
definido en (3.32) satisface la expresion integral

_171 - 1 | T
o2 p e = TV i3 [ p (s aiteeing T, (4.25)

T Vo

donde €27 es la matriz diagonal (4.3).

Demostracion. Inmediatamente a partir de (4.19), usando (4.15). O

(t+iz)2
2

El ntcleo correspondiente para este operador es K(t,x) = e eAreiz e~ At Compérese

con (2.20).

Observamos que (4.25) es una ecuacién integral que depende de valores complejos. En el
caso escalar los polinomios de Hermite H,, satisfacen ecuaciones integrales de valores reales
(ver seccion 2.1.5) en términos de los nicleos cos(tx) y sin(tz) como (2.21). Esto es posible
ya que los polinomios de Hermite satisfacen la condicién de simetria H,(z) = (—1)"H,(—x).

En este caso se tiene una condicién de simetria (4.24) diferente, de manera que el ra-
zonamiento no sigue como en el caso escalar. Sin embargo, es posible derivar una ecuacion
integral de valores reales para { P, },en:
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4.2. PRIMER EJEMPLO

Corolario 4.9. Definidas segin (4.6) y (4.7) respectivamente sean C_ = sm( J) y C, =
cos (5.J), €™ como en (4.4) y |n| denotando el mdzimo nimero entero no mayor que n;
definimos

(. 2) cos(tx) sin es par
n Y Tr) = . . .
sin(tx) sin es impar.

La familia { P, }nen definida en (4.14) satisface las ecuaciones integrales

2 —1)Lz! ) .
e 2™ £ TP, (t)eMCy = (\2_ Cy / e " 2k, (t, x) Py (x)edz(e™ £ 1) (4.26)
m

R

+(—1)L2!

(™ £ )P, (t)et O =
e e n(t)e” Cr
V2

Ci/e’”Q/anﬂ(t,:L')Pn(:c)eAIdx(e”J$[) (4.27)
R

Demostracion. Por la condicion de simetria (4.24) y usando la férmula (4.9), se tiene
e P23 P (1) = (—1)"e™ [e_t2/2e_i%JPn(—t)e_Ate”J}.
Valuamos (4.25) en t y —t, y usando la formula anterior nos resulta
225 P, (1)
o
V2m

/e—:c2/2 COS(tIE)((_l)nPn( )eA””el2‘]—|—ei”‘]Pn(x) AIeZQJe’Lﬂ'J)d
(4.28)

+/e—x2/2Sin(tx)<(_1)nP( )eAzezZJ inPn( ) AmeZQJemJ)dZL'].
R

Ahora multiplicamos (en alguna de las cuatro combinaciones) a la izquierda y a la derecha por
las matrices sin ( J ) y oS ( J ), definidas en (4.6) y (4.7) respectivamente. De esta manera,
dependiendo de la paridad de n, los elementos dentro de los corchetes grandes son iguales
6 se anulan. Dadas las cuatro posibilidades para hacer esta multiplicacién por izquierda y
derecha, se obtienen ocho férmulas al considerar valores pares e impares de n. Se usan las
relaciones (4.8) y la conmutatividad de las matrices diagonales; mostraremos dos casos:

Al multiplicar de ambos lados por cos (gJ ) en la féormula anterior, del lado izquierdo de
la ecuacién se tiene

20702157 P (1) = o /(eI 4 I)P,(t)e™ cos (gJ)
Del lado derecho obtenemos
T

Wi cos (EJ) [/ex2/2 cos(tx) ((—1)”P (z)e1e’27 cos (EJ)

R
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

+ e P, (z)eA%e'2 7™ cos (2 J))da:

+/e‘x2/2sin(t:v)<(—1)”Pn( )e%e’27 cos (;TJ)

— ™ P, (x)e?e'5 ™ cos (gJ)>d$]
_ @
\/_

COS(WJ> [/e mcos(ta:)(( 1)"P,(2)e + ™ P, (x)e? )d.ﬁt

R

+/@ Psin(te) ((~1)" Pa(e)e x—zﬂp()Aﬁd4(awﬂ+1»

_ "
T Vo

COS(QJ) [/e_ }/2 cos(tm)(((—l)"+ ”J)Pn(x)em)dx

R

Como se dijo antes, dependiendo de la paridad de n se anula una de las integrales dentro de
los corchetes y en cualquier caso se anula 1 5, obteniendo una férmula para los pares y otra
para los impares.

Ahora veremos el caso en el cual se multiplica a la izquierda por cos (gJ ) y a la derecha

por sin (2.J). De la férmula (4.28) y usando las relaciones (4.8) se obtiene

e 2™ 4 I)P,(t)e™ sin (gj)

_ (Z)n ™ —z2/2 n T
T cos (§J) [R/e 2 cos(tz)((—1)" — 1) Py(z)edz

+¢/@ﬁ”%m@@«—n"+np<)Amm(mJ—n.

Ahora vemos que para valores pares o impares de n la integral con cos(tx) o sin(tzx) se anula,
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4.2. PRIMER EJEMPLO

y vemos que esas ecuaciones son de valores reales. Por lo tanto

¢ (e 4 I) Py (t)e™ sin (”J)
<_

= COS

2 sin(tx) Py (x)edz (™ — 1),

%\

_t2/2( ™) 1 1) Papya (t)e™ sin (WJ)
_ (—

cos ( e~ cos(tz) Pansr (z)e*dz (e — I).

%\

que son las formulas (4.27) para el signo positivo, ambas para valores pares e impares de n.

Los otros casos se prueban analogamente. O]

Noétese que (4.26) y (4.27) dan ocho ecuaciones integrales de valores reales para la familia
{P, }nen, de acuerdo a los signos y segun el valor par o impar de n. Son ocho férmulas por
la estructura de las matrices (4.6) y (4.7), que son diagonales y singulares; al multiplicar de
un lado u otro unicamente por una de ellas se obtiene sélo una parte de P,, que en general
es una matriz llena. Obtenemos una férmula para cada entrada de P, al multiplicar por la
derecha y por la izquierda. Todos los renglones de P, son cubiertos al multiplicar por C_ y
Cy de ambos lados, en cualquiera de esas combinaciones, pues si solo lo aplicamos a un lado
se describen los renglones pares o impares tinicamente.

Observamos que la familia { P, },,en simplifica considerablemente muchas férmulas estruc-
turales que hacen mas sencillo de estudiar a las funciones de valor matricial. Las normas
de {P,}nen son diagonales, y en consecuencia las de {®,,},en definidas en (4.15) también lo
son. Los coeficientes de la relacién de recurrencia de tres términos (3.4) correspondiente se
simplifican considerablemente.

4.2.3. FEl caso N =2

A continuacién daremos el ejemplo del peso (3.32) y las funciones ®,, definidas segin
(4.15) para el caso particular de dimensién N = 2. Se presentan sus matrices explicitas y
graficas para los valores de las entradas, tanto para W; como para las primeras funciones
ortogonales matriciales.

El peso W,

Dado (3.37) para algun v € C\ {0} fijo,

A= (8 g) . (4.29)
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Por lo tanto

1 .
e =>" —(AtY =1+ At

=07 (4.30)
(1 vt
—\0 1)°
y
L1
ATt = Z ﬁ(A*t)J =1+ A%t
j=0 (4.31)

(10
S\t 1)
Por la definicién de W; en (3.32) se presenta de la forma

Wi(t) = e @ etted
e (1l vt 1 0
—° o 1) \m 1
e (14 vt
—° vt 1)

Notese que su imagen siempre es una matriz autoadjunta, que las entradas de la diagonal
son pares y las del resto son impares, por lo que las integrales fuera de la diagonal principal
son nulas. Cuando v tiende a cero, W; tiende al peso escalar usual encajado en las funciones
matriciales (e7*°I), igual que las ecuaciones de simetria (3.10) tienden a las de Pearson (2.1), y
conforme el valor absoluto de v crece el valor de la cuarta entrada se hace menos significativo,
mientras que la primera entrada cobra toda la relevancia; el determinante es |W;(t) = e,
no depende de v.

En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se encuentra la gréafica de las cuatro entradas de W; para el
valor v = 3, v =1y v = 2, respectivamente.
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Figura 4.1: Gréfica de cada entrada de W para v = %

tWl)l] (len
1 1
os /\ 05
0 o
a3 os
3 2
c + 2 o 2 & & s 4 2 o 2 + &
. ¢
EWIIZI (WIJZE
1 p
os 05 /\
o o
o5 os
1 a
s & =2 : o+ s Par— >+ s

Figura 4.2: Grafica de cada entrada de W; para v = 1.
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) a

e 4 2 o 2 4 s £ 4+ 2 o 2 4 s
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Figura 4.3: Grafica de cada entrada de W; para v = 2.
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2 2
2 :
-2 2
6 4 2 0 2 4 6 & 4 2 0 2 4 &

Los momentos

Daremos los primeros seis momentos de Wi, que es una matriz semidefinida positiva,
como dice la Definicién 3.4; se encuentran igual que en (2.9). Definimos

i = / £ ().

R
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Para los polinomios de paridad n = 2k, k£ € N, basta calcular

2%k —t2 \/_(Qk)
/t dt = 4k I
R

2%k —t2 242 b 2 (2
/t (1+[pt?)dt = \if:((Qk!) ||(2(kﬁ;>’

(4.32)

R
y para los impares (n = 2k + 1),

/t2k+1et21/tdt _ w/T(2k+2)!

4R (k4 1)!

R
4k (] 4 1)!

R

por lo tanto

B e (L+ P vt . (VE+LZ? 0
o = /W1 —/ ( ot L) dt= 0 Jr)
B B e (14 v vt (0 Y
R

Nétese que Wy verifica las propiedades de la Definicion 3.4.

Formula de Rodrigues

Los polinomios a valores matriciales también pueden definirse en términos de una férmula
de Rodrigues que extiende lo visto en la seccion 2.1.2.
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Por supuesto dependen de v. Sea

e {|vIPn/2 0
R,=¢ ( 0 O) :
Palt) = (=1)"[(W1 + R)] Wy
(n) -1
| e | (1P vt lv[*n/2 0 L+ |v]*? vt .2
= (=) (e < 7t )70 0 o 7t 1) °©

(n)
(1) ]et 1+ v+ %) vt 1 —vt e
vt 1 vt 1+ |p|*?

Entonces los polinomios P,, son ortogonales con respecto del peso Wj.

Definimos

Por la frecuencia con la que se usara conviene que definamos el término

Yo =14 —n. (4.33)

Por supuesto ~,, también depende de v y de Wj.
Los coeficientes principales de P, (t) son
(1 0
K,=2 (O %> . (4.34)

Basta multiplicar por el inverso del coeficiente principal para obtener esta relacién para los
polinomios ménicos. La demostracion de esto, asi como de los siguientes resultados, se en-
cuentran en [DGO5], donde se exponen otras férmulas estructurales. Obsérvese que conforme
el mddulo de v tiende a cero, la féormula tiende a la férmula de Rodrigues (2.6) usual escalar
encajada en L?, de la misma forma como W; y los momentos, y cuando es grande entonces es
algo muy diferente y toman relevancia todas las entradas cerca de la diagonal y de la primera.

Norma

Sea { P, } en la familia de polinomios ortogonales moénicos asociada a ;. Su norma

_— " 0
|P,||> = Van!2™" (7 0“ L) (4.35)

Yn

es diagonal y su determinante aumenta conforme crece n.

Por lo que existe una familia de polinomios ortogonormales cuya norma es

1
S (Wﬂ 0 ) |
\/ ﬁn'?‘” 0 V Tn
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Relacién de recurrencia a tres términos

Normalizando cada ﬁn se obtiene la familia {Pn}neN de polinomios ortonormales. Para
este caso la ecuacion (3.5) resulta ser

5 n + 1 vV In+2 O B
tB,(t) =4/ : (\/VSH e ) a1 (1)

Obsérvese lo que ocurre conforme crece o se anula el médulo de v. Podemos encontrar asi una
sucesién de coeficientes para la relacién escalar (2.13).

Relacion con los polinomios de Hermite

La familia de polinomios ortogonales obtenida se puede escribir sencillamente en términos
de los polinomios de Hermite clasicos.

Polt) =Ho(t)] +n (_Ov e t) H, (1)

En este caso ﬁn coincide con P, definidos en (4.14), ya que en el caso N = 2 se tiene que
=44 = I. Por lo tanto P, = K, 'P, con K, dado por (4.34), es decir

Bo(t) = 27 <(1) 2) Polt).

Tn

Estos se pueden expresar en términos de la familia ortonormal { P, },en con la relacién

[v]2
Pt = s (VI TOED 0 g (1.30)
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Por lo tanto los primeros siete polinomios moénicos tienen la forma

10
0 1
< "’/2)
|u\2+2 ’
2t2 _tV
o 2t2\u|2+2t2—1 )
BRPEES 2(|v[2+1)

t(2t2 3) 3(2t2 1)v
3(2752 T (e 3|u\2+4t2 6) | »

2(3[vI*+2) 2(3[v[*+2)
4 2
4t 142215 +3 _(t<2t2 _ 3)1/)
P4(t) = | _te*=3)p  8t|y2—12% |y +4t* —12t%43 | >
2|v|2+1 4(2|v|2+1)
t(4t*—20t24-15) _ 5(4tt—12¢243)v
_ 4 8
P5(t) T | 5(att—12e243)7 (20t |v|2—6062|v |2+ 15|v|2+8t1—40t24-30) | >
4(5|v|2+2) 4(5|v|2+2)
81660t +901%~15 _ 3t(41 20+ 15)v
Ps(t) = s :
6 = | 3t(att—20t2415)p  24t8|v|2—120t4|v|24+90t2|v |2 +8t0 —60t4+90t2—15 | >
4(3|v|2+1) 8(3|v|2+1)

Esto nos permite encontrar una expresion explicita de cada polinomio P, bastante simple y
también de las funciones ®@,,. Podemos calcularlas de acuerdo a (4.15):

B, (t) := e V2P, (t)e™.

con e* segiin (4.30). Por la Definicién 4.3, usando (4.30) se obtienen las primeras funciones
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ortogonales a valores matriciales:

_ —t2/2 1 tv

(2t2-1)v

g2 t e

q)l(t):et/2 v % )
[v|242 |v]2+2

) 221 t(2t2—3)v
Dy(t) = e /2 ’ 2t22—1 )

tw
WP+1 2(jv*+1)

_ 42
D3(t) =e ik _ 3(21:22—1)9 t(4t§—6)
2(3|v|2+2) 2(3|v|?2+2)

4412243 t(4t4—20t2+15)y)
)

t(2t%2-3) (4t412t2+3)u>
)

_ 42
Dy(t) =e r/2 t(2t4273)§

1
44 —12t243

2|v|2+1 4(2|v|2+1)
t(4t*—20t2415) (8t6—60t*+90t2—15)v
_ 122 4 8
D5(t) =e 54t -12243)w £(8t*—40t2+30) )
4(5|v[2+2) 4(5|v[2+2)
8t6—60t4+90t2—15  t(8t6—84¢*+210t2-105)v
— o t?/2 8 8
Pe(t) = e  3t(4t*—2012415) 80— 60t11-90t2—15 ;
4(3Jv|?+1) 8(3|v|?+1)

Obsérvese que todas las matrices son llenas, que sus diagonales son independientes de v
y que no son autoadjuntas; claramente las diagonales son iguales al polinomio de Hermite
escalar, por lo que sigue ocurriendo que si v tiende a cero, entonces la funcién tiende a la
escalar encajada en L2. M4s adelante (Figura 4.4) se encuentra la gréifica de las ortonormales.

Las ecuaciones diferencial e integral asociadas

Segun (4.16) se tiene que las funciones de Hermite (4.15) son solucién del operador dife-
rencial Dy, por lo que en este caso se verifica

42 0 2n+3 0
" / I
OREACY Gral) RN GRS E XUR

Las soluciones de esta ecuacién son las funciones de onda de valores matriciales. Es la gene-
ralizacién para el peso Wi de la de Schrodinger con potencial cuadratico (2.38).

([ Xua(t) Xia(t) o . :
Sea X (t) = (X271<t) Xoa(t)): En este caso la ecuacion integral de la Definicién 4.4 tiene
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la forma

) - [ () e (5 e

Comparese con la Transformada de Fourier usual.

Formulas integrales

Para W y para cada P € {P,},en veremos las ocho ecuaciones integrales del Corolario
4.9. Haremos el primer caso, pues las demés se obtienen siguiendo el mismo procedimiento.

PE(E) PE(
P = (Ff) ety

Denotamos

Dados por definicién en N = 2 se tiene

0 0 1 0
=) e=(0)
imJ _ OO ind _ _20
e +I—<02, e I = 0 0

Pyt = (Fal(0) Pa2(0) + Pl (0
TR @) PR+ wP )

Calculamos sustituyendo en el primer caso de (4.26):

ademés

(=1t ey A i
C, | e" / kn(t, )P, (z)e™*dx(e™ + 1)
V2
i R

1) PL2(t) +vtPH(t)) (0 0
1(t) P2’2(t)+utP3’1(t)) (0 1)

’I(t) Pé’Q(x)+ytPé’1(x)> dz (0 o)

e—t2/2(ei7rJ + I)Pn(t)eAtC+ —

1(t) P2 (x) + vtP>(z) 0 2

95



4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES
/e_x2/2kn(t,x) (

22 (0 0 _ (=nbd
€ 2,2 2,1 =
0 Pre(t) +viPpi(t) V27
R

Claramente se trata de una ecuacion escalar que depende de las entradas del polinomio P,
igual que las demas. De esta forma se puede ver que, por la definiciéon de k,, las ecuaciones

0 0 1
0 P2%(z)+ vtP2(z)) "

son para m par

e 2 (P22(1) + vtP2\(1)) = (Q%Q / e~/ cos(tx) (P23 (x) + vt P (@) da,

R

—t2/2 p1,1 _ (_1>’2‘/ —z2/2 1,1
e P (t) = e cos(tx) P, (x)dx,
R (t2) P} (@)
R
i “*/2 sin(tx) P> (z)d,

eftQ/QPS,l(t) — (\/%
— e (P + mgp;’w) = CoE [ sintea) (P12(a) 4 vt )

o

y para n impar,

o—t3/2 (P272(t) + VtPQ’l(t» - (_\};_75 /
/ s1n (tzx) Pl 1( )da,

ft2/2pl 1

"‘%

7t2/2P21< ) _< \/ﬁ
~ T+ Pl 0) = S [ eota) (1)l @)

/e 212 cos(tz) P> (z)dw y

Expresiones de ¥,V y (t"’[)
Sea 7, como en (4.33). Por simplicidad se toma v € R. Conmderemos la familia de
H,e */2. La familia

)=

funciones de Hermite (ver Definicién 2.8) normalizadas 1, (%)

de funciones ortonormales matriciales de Hermite se puede escribir como
2L, (1)

(4.37)

W, () = A
I T (O B () YV
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En la Figura 4.4 aparecen las graficas de las cuatro entradas de cada una de las primeras.
En la Figura 4.5 se grafican las diagonales de las primeras siete para v = %. Obsérvese que
estas diagonales son densidades de probabilidad. En el caso escalar ([BW10] sec. 4) se sabe
que existen n puntos donde se anulan las densidades de probabilidad, mientras que en este
caso nunca se anulan.
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Figura 4.4: Graficas sobrepuestas de las cuatro entradas de las primeras seis funciones de
Hermite W,, ortonormales respecto al peso Wy para el valor v = 1.
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0.35

0.3F
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Figura 4.5: Gréficas sobrepuestas de la diagonal de las funciones ¥, ¥> respecto al peso
Wi paran=0,1,2,3,4,5,6 y v = 2.
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Por (4.37),

W, ()5 (1)

(020 @R () — 62, (1) (DY)
- (0 (1) 2 () %W(t) G0

Obsérvese que para todo t es una matriz autoadjunta y conforme v tiende a oo esta funcion
tiende a 121. Ahora para 0 < n,m y k = 1,2 calculamos las férmulas

(t"1) = / W, ()W (1). (4.38)

R

En el caso escalar, como consecuencia de la relacién de recurrencia de tres términos para los

polinomios de Hermite se tiene
n n+1
- E(Sm,n—l + T(Sm,n-l-l’ (439)

1 1
— 5\/n(n — Domp—s + (0 + 2)6mn + 5\/(n +1)(n + 2)6mnio- (4.40)

Podemos usar estas formulas del caso escalar para calcular las expresiones explicitas (4.38)
a partir de (4.37):

0,0
\/m + 2 Y1 Ymitl wn-l-lqu)m-‘rl Nararrsy < 2 77Z)n-‘r1f¢’m \/;¢n¢m—1)
1 nm, 2
\/’Yni/YirrH—l< m;r merlwn - \/g’l/}mwnl) % + % VZ;nm ’l/}nflwmfl

Y usamos (4.39) y (4.40) del caso escalar, obteniendo

n'277L+1 O 0 v
P (R

= p— v 0
0 \ o 2 Ann et
(n+D)vn+t2 0
2'\/n+1 (5
+ 0 (n+1)7n m,n+1
27n+1
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4.3. SEGUNDO EJEMPLO

y
1 [/nn—Dynis 0
2 _ 2 Tn—1
(t I)nm - 0 1 [a—1)ym_s 6m,n—2
2 Tn
0 v /%
_|_ , _ Yn—1Yn+1 5m’n71
WV 0
n+3— -2 0
+ RN 11| Om,

0 v n+1
+ Tn+1 2 5
ntl m,n+1
Uy s — 0
2YnYn+2

1 /() (42)vnis 0
—|— 2 Yn+41 5
0 1 [ a2y, | O
2 In+2

Obsérvese que se tienen k términos mas cuando n = m, lo cual no ocurre en el caso escalar.
En el caso escalar la matriz tridiagonal (¢) dada por (4.39) se puede asociar al homomorfismo
f — tf en L£? con respecto a la base {1, },en. En el caso matricial tenemos una matriz
tridiagonal por bloques () que asociamos al homomorfismo F — tF en L? con respecto de
la base {¥, },en. Ahora (1) es una matriz semiinfinita pentadiagonal pero con ceros en la
diagonal principal, o sea

0 % %
* 0 0 %
* 0 0 %= =
(t]): * % 0 0 % ’
* 0 0 % %

indicando con x que es una entrada no nula.

Las matrices (t*) juegan un papel importante en la descripcién del oscilador arménico
cuantico (ver [PW35]) en el caso escalar. Sin embargo, en el caso matricial se desconoce
si (U,)nen (v por lo tanto las matrices por bloques (t*1)) van a tener algiin significado en
términos de algun sistema fisico.

4.3. Segundo ejemplo

Seguiremos el mismo razonamiento que en la seccién 4.2. Sea W como en (3.40). Por
(3.42) se tiene la expresién Vt € R,

Wi(t) = ot eAU+A) T2 ((I+A) 1A (4.41)
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Donde A es la misma matriz nilpotente (3.37). Esta expresién resulta méas conveniente para
hacer calculos de esta seccion. Sea {ﬁn}neN una familia de polinomios ménicos ortogonales
con respecto de ese peso. Como hemos visto en la seccién 3.3.2, {ﬁn}neN son autofunciones
del operador diferencial

D =071+ 0, (t(—21 +4B)) + ) (2B — 4J).

Reescribimos Dy como
OFFy + 0} Fy + 9) Fy

Rt) =1
Fi(t) =2(2A0 + A~ =)t
Fo(t) = 2A(1 + A) ' — 4,

)

donde J es la misma matriz (3.39). De acuerdo a (3.9), los autovalores son
A, =2(2B — I)n + 2B — 4J.
Usando (3.42), los autovalores moénicos quedan
Ay =2QAI+ A = n+2A(1 + A)' — 4.

Ahora elegimos un coeficiente principal L, de manera que diagonalice el autovalor A,; un
candidato es

Ly o= ((I+ A)~V/2)* " (4.42)

De esta manera
LA L= —2n—4J

como consecuencua de la relacion
log(I + A)™'J — Jlog(I + A) = —A(I + A)™%,

que se prueba expandiendo en la serie de potencias y usando (4.11).

4.3.1. Los operadores diferencial e integral correspondientes

Ahora construimos una familia de polinomios ortogonales con respecto del peso W.

Definicién 4.10. Para todo n € N, sea L, como en (4.42). Sea {Pn}nen una familia de
polinomios mdnicos ortogonales con respecto a W dado por (4.41). Denotamos ¥Vt € R,

P,(t) := L P, (1) (4.43)
y definimos ®,, segun (3.46) para cada n € N,

—142

D, (t) := e V2P, (1) T+ (4.44)
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4.3. SEGUNDO EJEMPLO

Por el Teorema 3.23, se tiene que cada miembro de la familia (4.44) resuelve la ecuacion
diferencial

(1) 4+ @ () (¢ +4J) + ((2n + 1)] + 4J) P, (t) = 0, (4.45)

que también es una generalizacién de la ecuacién de Schrodinger con potencial cuadratico
(véase (2.38)) y no es la misma que la del primer ejemplo. Observamos que en este caso
X(t) = 4J y que esta ecuacién diferencial nuevamente es independiente de la matriz A. Véase
seccion 3.3.

Ahora definimos la generalizacién de la Transformada de Fourier correspondiente a este
segundo ejemplo de peso:

Definicién 4.11. Definimos el operador integral
I,: L* = L?
tal que VX € L?,
1 o
XT)(x) = — [ X(t)ete™ dt,
R
con €™ definido seqiin (4.4).

Noétese que el ultimo valor esta vez es la matriz (4.4) y que este operador no depende de

A.

El resultado principal de esta seccion es que la familia de funciones matriciales (4.44) son
autofunciones del operador integral Z,, un resultado similar al Teorema 2.13; ndtese que con
n =0, Oo(t) = e /2(I+A)~/2eAU+N ™ Egta prueba también se hard por induccién sobre
n.

Lema 4.12. (9¢Z,)(v) = ™ e "/2(I + A)~1/2eAU+A 2" = oim/ @ ().

Demostracion. La prueba es mas elaborada que la del Lema 4.5 pero sigue el mismo pro-
cedimiento, usando el analisis real usual de series de potencias de funciones y las férmulas

eiﬂJAk[(I_'_A)fl . 1]k _ (_DkAk[(I_i_A)A . 1} inJ (I+A)1/2 it _ emJ(] A)l/z que
se cumplen por (4.9). O

Con base en este lema se prueba el siguiente

Teorema 4.13. La familia {®,},en definidas seguin (4.44) son autofunciones de Iy con

autovalor (i)"e™ | es decir

L zxtzm] n imJ
MR/%@ t = (i)™, (1),
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Demostracion. Sigue los mismos pasos que la prueba del Teorema 4.6 con la diferencia de
que el coeficiente principal de P, depende de n y que la ecuacién (4.22) ahora es
d” - n _
g (07 AT = (“1)" [2A(1 + )T = 0] e AT

(=D)"[(T = A)(I + A7 + .. )e FRATTATE

4.3.2. Expresiones integrales y propiedades de simetria

A partir del Teorema 4.13 obtenemos las propiedades correspondientes de la misma ma-
nera que en la seccién 4.2.2. Se omiten las pruebas de estos resultados porque son andlogas.
Comparense con las propiedades mencionadas en la seccién 2.1.5 para las Funciones de Her-
mite usuales. Se nota la similitud entre estas propiedades y las del ejemplo anterior.

Corolario 4.14. Las familias dadas en la Definicion 4.10 satisfacen ¥n € N,

Bo(t) = (1) (1),
Pot) = (~1)"Po(—1). (4.46)

Este caso estas condiciones de simetria son exactamente iguales a las de la familia de
polinomios clasicos de Hermite.

Corolario 4.15. Sea e la matriz diagonal (4.4). Para toda n natural, cada elemento de
la familia de polinomios matriciales ortogonales (4.43) con respecto del peso W definido en
(4.41) 0 (3.40), Po(t) = Lo P, con L, = ¢=**/* por la ecuacion (4.42), satisface la expresion
integral

—t2/2 A(T+A) 12 (_Z)n mJ/ —x2/2 jite A(I+A)"12? inJ
e P,(t)e =-—2-¢ P,(z)e e""e e dx. 4.47
(t) o (z) ( )

R

Ademds se tienen las siguientes ecuaciones integrales:

) _ —1)" _ )
e 2 Py (1) eATHA T = (=1 e "2 Py, ()M cos(ta)e™ da, (4.48)

) _ —1)" _ )
eftQ/Zemeszrl (t>eA(I+A) 2 _ ( ) efx2/2]:)2n+1 (m)eA(IJrA) 142 sin(t:c)e”‘]dx. (4'49)

R

Estas expresiones integrales también dependen de A. Observamos que en este caso tinica-
mente se tienen dos ecuaciones integrales de valores reales, a diferencia del primer ejemplo;
esto es por las propiedades de simetria vistas en el Corolario 4.14.
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4.3. SEGUNDO EJEMPLO

El nicleo correspondiente para este operador es

(t+ix)? —1,.2 - _ —1,2
K(t,l’) — e 2 eA(I+A) T ezﬂ'Je A(I+A)~ 1t )

Noétese que, ain dado un peso matricial, las familias no son tnicas como en el caso
escalar y dependen del par {D, W}; tampoco se encuentran clasificadas. No son las unicas
que resuelven un operador diferencial de tipo Schrédinger y a la vez son autofunciones de
un operador integral de tipo Fourier, pero todas en el caso escalar N = 1 son las mismas. A
continuacion estudiemos el caso corespondiente a este ejemplo para N = 2.

4.3.3. El caso 2 x 2

En esta parte daremos el ejemplo explicito del peso (4.41) y las funciones ®,, definidas
segln (4.44). Sea N =2 y W, segun (3.40).

Aqui se encuentran algunas féormulas y las matrices explicitas y graficas de los valores
de las entradas de Wy y de los primeros elementos de la familia de funciones de Hermite a
valores matriciales. En el caso N = 1 quedan las clasicas.

El peso W,

Fijamos algiun v € C\ {0}. Por (3.42) y (4.29) se tiene

B:A(I+A)1:(8 g) (é _1”):(8 g):A.

Por lo que la tnica diferencia con el otro peso es el exponente de . En casos de dimension
N mayor no es asi el asunto: la matriz B es triangular superior salvo su diagonal nula y en
cambio A sélo tiene las entradas (7, j + 1) no nulas. Por ejemplo, si N = 3,

0 141 0
A= 0 O Vy
0 0 O
y
0 11 —1y
B = 0 0 %]
0 0 0

Igual que en (4.30) y (4.31), por su definicién dada en (4.41) en dimensién N = 2 es

2
_ —$2 A(]+A)*1t2 (A(I+A)*1t2)* _ —$2 1 vt 1 O
Wh(t) =e"e e e (0 1 2 1

e 1+‘V|2t4 VtQ
- © T2 1)
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

pues

P =3 LAy = 1+ ar?

g!
(1 vt?
~\0 1 /-

Para todo t es una matriz autoadjunta y las entradas son pares, por lo que la integral de
esas entradas es nula. Cuando v tiende a cero, W5 tiende al peso escalar usual encajado en
las funciones matriciales (e_tQI ) v conforme el valor absoluto de v crece el valor de la primer
entrada se hace mas significativo. En las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 se encuentra la grafica de las
cuatro entradas de Wy para el valor v = %, v=1lyv= %, respectivamente.

Figura 4.6: Grafica de cada entrada de Ws para v = %

2'a 2
1 1
08 LX]
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Figura 4.8: Gréfica de cada entrada de Ws para v = %
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Los momentos

W5 es una matriz semidefinida positiva, como dice la Definicion 3.4; sus momentos se
encuentran igual que en (2.9), definiendo

[ = / "Wy (t)dt.

R

Los momentos pueden calcularse usando la férmula (4.32). Obsérvese en este caso que los
momentos impares se anulan como consecuencia de la paridad del peso Ws.

Los siguientes resultados se encuentran demostrados en [DGO5].

Foérmula de Rodrigues

La férmula de tipo Rodrigues que extiende lo visto en la seccién 2.1.2 en este caso es algo
distinta del anterior. Se prueba de la misma forma que para W;: dependiendo de v definimos

V2 n v
R,=e" (lT( 5) P —5)t) —5)
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Pu(t) = (=1)"[(Wa + R,)] W5
wl | (1+ v vt?
_ (-1 ( ()

2 (n) ~1
(O P ) L et v e

(n)
— wlg-e (L WPE 30750 + (n=5)8%) w(t* —3)
- le ( ( f(t(2+7)’t) ) 1 >]

1 —l/t2 etz
—vt? At +1 '

La familia de polinomios P, son ortogonales con respecto del peso W5. Denotemos

2
Vo =1+ % (Z) (4.50)

Notese que también depende de v. En este caso los coeficientes principales son

K,=2" (é _”(:;“ %)) . (4.51)

Si v = 0 se tiene la férmula escalar multiplicada por la identidad I.

Norma

Sea { P, }nen la familia de polinomios ortogonales moénicos. A diferencia del primer caso,
su norma no es diagonal; ahora se tiene

(B = VI (st P+ 8 vt 4 (4.52)
n " v(n+3) 1

Hay una secuencia de polinomios ortonormales cuyos coeficientes principales son

1 | (n+3)
Ay=———o | oz Vs
VA/mnl2—n 0 n
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Relacién de recurrencia a dos términos

Normalizado cada l/D\n obteniendo la familia {pn}neN de polinomios ortonormales. La ecua-
cién (3.5) resulta ser de dos términos:

Yn+3 v
~ / 1 ~
tPn(t) _ n —2{_ 'én+2 \/'Yn+2';);n+1 Pn+1 (t)

Yn+1
[Ant2 0
n Tn+1 i
+ B - — P,_1(t).

v
vV In+1"n Tn
Esta ecuacion nos sugiere una secuencia de términos correspondiente al caso escalar con

b, = 0 para toda n € N.

Expresion en términos de los polinomios de Hermite escalares

Habiendo calculado los polinomios de Hermite escalares, una manera muy sencilla de
obtener una familia de polinomios ortogonales es por medio de los polinomios de Hermite

clésicos.
Po(t) =H, (1) (é ‘”(”ﬁ%)) 4 2H, (1) (Z) (_Ov ly‘|2VtQ>.

Asi encontramos una expresion explicita de cada polinomio P, y también de las funciones
D,,.

Tenemos que
Po(t) = K, Pu(t)

con K,, dado por (4.51), y por L, segin (4.42), se tiene

por lo tanto

2 1 _ v(2n+1)
y como en este caso K1 = 2n£/2 (fy v(n + 2)> y L, = (1 12 ) , entonces
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Los primeros seis polinomios matriciales asociados al peso W5 que hemos estado estudiando
tienen la forma:

1 _ v
Po(t) = (0 T ) |

T 16(15[v[2+2)2

n 3w
Pl(t) == (302 6t4 ) )

T 8(15[v]2+2)2

221 _ (102-3)v
_ 32 64
PQ(t) - 7 _t2|l/|2+2t2—1 )
8(15[v|2+2)2 8(15|v[242)2
t(2t2—3) _ t(142—15)w
_ 16 2
P3(t) - 3tv _t(3t2|u|§+2t2—3) )
4(15[v[242)2 4(15|v]242)2
44 —12¢%+3 _3(12t*—28t%45)v
_ 6 3
P4(t) - 3(2t1’—1)§ _12t4|u\2—6t2|V|%+4t4—12t2+3 )
2(15|v[2+2)2 4(15[v[2+2)2
t(4t*—20t24-15)  1(44¢*—180t24105)v
_ 16
PS(t) = 5t(2t§73)9 _ t(2064 |2 —30¢3|v |2 +4¢4 —20t2+15) | >
15[v|2+2)2 2(15|v[2+2)2
8t —60t14+90t2—15 _ (104t°—660t*+810t>—105)v
Ps(t) = s 36 0 g0
6\t) — 15(4t4—12t243)v 60t |v|2—180¢|v|2+45¢2|v|>4+8t5—60t1+90t2—15 | »
2(15|v[2+2)2 2(15v[2+2)2

Como en el caso para Wy, también tienden a los polinomios de Hermite escalares encajados
en L? conforme v tiende a cero y la diagonal son los mismos.

De acuerdo con (4.44),

D, (t) i=e~ /2P, (1)
= e U'2P,(t)e

(4.53)
2
_ 7t2/2 ]_ l/t .
e P,(t) (O 1 > :

sustituyendo (4.53) y cada polinomio en (4.44) calculamos las primeras funciones ortogonales
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a valores matriciales:

2t2— 1)1/
o 1)

2 t 2t2 )

—_

0
2(2t2 — 1) (4¢* — 1212 + 3)v
—2U 2% |v|* — t2vr + 2% — 1)

o=

=5 "

( 2 _ 4 2
(415 (2t ) 2t(4t* —20t% + 15)v ) 7
o=("

="

(

—12t1/ 4¢(2t* — 3)
4(4t — 1262 + 3)  2(8t5 — 60t* + 90> — 15)v
—24(2t — 1)v 4(4t* — 126 + 3) ’
8t(4tt — 20t* + 15) 4¢(8t° — 84t + 210t% — 105)v
—80t(2t? — 3)v 8t(4t* — 2012 + 15) ’
8(8t5 — 60t* + 90t — 15)  4(16t% — 224¢5 + 840t* — 840t + 105)v
—120(4t* — 12¢2 + 3)v 8(8t% — 60t* + 90¢? — 15) ’

Igual que para la familia ortogonal respecto de Wi, aqui también las diagonales son las
funciones de Hermite clésicas y cuando v tiende a cero, cada una tiende al polinomio de
Hermite llevado al espacio L?. En la Figura 4.9 se encuentran las grafica de las entradas de
las primeras ortonormales.
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Figura 4.9: Grafica de las entradas de &, conv =1y n=0,1,2,3,4,5,6 para Wh.
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Las ecuaciones diferencial e integral asociadas

Segun (4.45) se tiene que las funciones de Hermite (4.44) son solucién del operador dife-
rencial D, por lo que en este otro caso se verifica

t*+4 0 2n+5 0
" / J—
wo+ao (0t )+ (0 0 ) w0 -

Esta es otra generalizacion de la ecuacion de Schrodinger con potencial cuadratico. Obsérvese
que en este caso tampoco hay manera de encajar el operador diferencial (2.38) en éste. Esta
ecuacion representa la funcién de amplitud de los valores matriciales y sus soluciones también
son densas en L2

_ (X)) Xaa(t) o L
Sea X (t) = (ngl(t) Xoa(t)) En este caso la ecuacion integral de la Definicién 4.11

tiene la forma
X1 1 t X1 2 (t) it
XT. = ’ e dt.
(XT2) (x) \/27r/( Xoa(t) Xao()
Compérese con la Transformada de Fourier usual y con la expresion explicita del caso anterior.

Formulas integrales

Para W, la expresion (4.47) es

—$2 1 l/t2 (—i)n -1 0 2 ; -1 I/t2

t=/2 . x?/2 itz

‘ P"(t)(O 1>‘m(0 1)/13”@)@ ° (0 1)d‘"”
R

y las ecuaciones integrales (4.48) y (4.49) son

oo s )

_ (\_/%n / 2P, () (—01 "f2> cos(tz)da

en(—1 0 1 vt
et/z(o 1)P2”+1(t)<o 1>
1

_ (;%L / e 2P, 1 (2) (_01 _’Iﬁ) sin(tz)dz.

R
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Expresiones de U, U} y (t*)

Sea 7, segun (4.50). Consideremos la familia de funciones de Hermite en la Definicién 2.8)
normalizadas, 1, (t) = L_H,e*"/?. La familia de funciones ortonormales matriciales de

v 2nnly/7T

Hermite asociadas al peso W5 se puede escribir como

v (n+1)(n+2)
\Ifn (f,) _ ¢n (ﬂ/\/ Tn4-2 D) Yniz wn+2 (t) (454)

— 5/ Mg, (t) n(t)/ /T

Por lo tanto

W (8) W7, (t)

(D20 + TR0~ U2a() gt (1) () + 2004(1))
~ e (O 0) + 200 ()) L0 + W20 — w2 (1) )

Obsérvese que para todo t es una matriz autoadjunta y conforme v crece esta funcion ahora
no tiende a a 121, pero sf a una matriz diagonal. En la figura 4.10 se grafican la diagonales
de las primeras siete para v = 1. Nétese que estas diagonales también son densidades de
probabilidad.
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4.3. SEGUNDO EJEMPLO

Figura 4.10: Gréfica de las diagonales de ¥,, U conv =1y n=0,1,2,3,4,5,6 para Ws.
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

Ahora para 0 < n,m y k = 1,2 calculamos, con el mismo método que en el primer

ejemplo, las férmulas
(1) = /t’“\lfn(t)\lf;(t).

R
A partir de (4.54) obtenemos una expresiones explicita de W, ¥} :

A Ve [(n+1D(n+2)(m+1)(m+2)
(\Ijn\pm)Ll B vV Yn+2Vm+2 * 4 \/ Yn+2Vm+2 ¢n+2¢m+2

(W.03),, — m<\/m“ T2 st = | )

: bl | V2 [n(n = Lm(m — 1)
(\I] v ) 2,2 \/m+ 4\/ YnYm 77ZJn—2¢m—2

Y usamos (4.39) y (4.40) del caso escalar, obteniendo

[ Mnt2 0 (n+1)yn+3 n+41
29Yn41 29n+2 29Yn+1Vn+2
tI = Omn—1+
( )nm y oy Y1 m,n—1 n"l‘l)’Yn m n+1
2YnYn+1 29n 29m41

y
1 [n—Dinrs 0
tQI nm — ? I 5m n—
( ) v/ n(n—1) 1 /nn=1)yn—2 m—2
Tn 2 Tn
5 2 v(2n+1)
" TETRn e |y
v(2n+1) n— 3 + 2 m,n
2/ Ynn+2 2 Tn
(n+1)(n+2)Vn+4 vy/ (n+1)(n+2)
2 Yn+2 Yn+2
i 0 1 /(1) (042w Omn+2:
2 Yn+2

Ahora asociamos (tI) al homomorfismo F' — tF en L? con respecto de esta base {U,, },en.
Para este caso (t/) es una matriz semiinfinita heptadiagonal con ceros en las tres diagonales
principales de la forma

00 % «x
00 0 % 0
* 0 0 0 x %
=1« % 0 0 0 + 0 :
0O ~ 0 0 0 = «%
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4.4. OBSERVACIONES

indicando con * que es una entrada no nula.

4.4. Observaciones

Notamos la similitud entre los operadores integrales de las definiciones 4.4 y 4.11 asociados
respectivamente al primer y segundo ejemplos de peso matricial WW; en el caso de dimension
N =1 se trata de la Transformada de Fourier, pero estos no son necesariamente la Trans-
formada de Fourier escalar que podria definirse aplicando el operador entrada a entrada, es
decir: con k = 0.

En este caso también se tiene una férmula de inversiéon para ambos ejemplos. Sea M una
funcién a valores matriciales y k € {1,2}. Definimos

-1 _ 1 e~ itra—i5kI
(MZ; ") (1) = mR/W ) dz.

Usando la condicién de simetria (4.23) ¢ (4.46), @, 1(t) = (—1)e™/®,, 1.(—t)e"™ se tiene

(@1 Tk ) (1) = (1)"e"2™ D, 4 (1)

(2,12, 1) (1) = (—i)"e' 2 D, 1 (2).
Entonces
M(t) = (MZy)Z; ") (¢).

De estas dos maneras podemos llevar a cabo andlisis de Fourier en L?, y ambas son un caso
general de aplicar la transformada entrada a entrada.

La familia de funciones de Hermite clasicas, asi como el peso exponencial usual, pueden
encajarse en L? como los mismos multiplicados por I en los ejemplos de pesos que hemos
tratado en el caso especial de dimension 2 eligiendo v = 0; sin embargo, de ningiin modo los
operadores D; y D, pueden reducirse al operador diferencial escalar, pues son independientes
del conjunto {v,}Y=!. Atin asi lo es la ecuacién (3.49) en el caso unidimensional.

Recordemos que en el caso escalar, segin el Corolario 2.16 las tnicas soluciones poli-
nomiales de la ecuacién de amplitud (2.36) con potencial cuadratico, caso particular de la
ecuacién hipergeométrica (3.6), son miltiplos de los polinomios de Hermite, y por la inter-
pretacién fisica del asunto resulta que los niveles de energia del electrén incrementan en un
valor constante dada la completitud de las funciones de Hermite en el espacio de Lebesgue
donde se encuentran las soluciones de la ecuacién. No sabemos cudl seria la implicacion co-
rrespondiente en el espacio de matrices, pues dependeria del sistema fisico que modelara y
no se han encontrado aplicaciones practicas de la ecuaciéon matricial.

Esperamos dejar claro que la generalizacién a valores matriciales de los pesos, de la
ecuacion de Schrodinger y de las familias de funciones ortogonales es multiple, y clasificarlas
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4. FUNCIONES DE HERMITE MATRICIALES

es un desafio. Tampoco se ha encontrado una generalizacién total de la Transformada de
Fourier. Considérese que se ha trabajado con los casos mas sencillos del operador D y atun
asi su complejidad es bastante. Hemos visto que multiplicar las funciones de Hermite o la
Transformada de Fourier escalar por la identidad I es un caso particular por lo menos de los
ejemplos mostrados explicitamente, y que éstos nos dan diferentes formulas integrales en el
caso N = 2 y diferente cantidad segin el peso.

Se han presentado condiciones en las cuales los pesos matriciales cuyas familias de fun-
ciones ortogonales asociadas son autofunciones tanto de un operador diferencial como de uno
integral. Hemos dicho que las familias de funciones ortogonales presentadas en la Definicion
3.22 son completas en L? dado un peso W. Cabe sefialar que no hay diferencia entre uno
y otro espacio de funciones a valores matriciales en que se encuentran. Se ha expuesto una
relacion de recurrencia de tres términos, la férmula de Rodrigues y expresiones integrales que
facilitan el calculo de la correspondiente familia.

Naturalmente es mas sencillo estudiar a las funciones a valores matriciales por medio de
su descomposicién en funciones ortogonales. Ya que son autofunciones del operador integral
correspondiente y sus autovalores son todos diagonales (ver Teoremas 4.6 y 4.13), elegimos
una de estas familias normalizada y descomponemos cualquier funcién matricial F' en su serie

M(t) =Y C,,(t).

neN

Sean {A*},cn v {I'* },en les autovalores diagonales respectivamente de Dy, e Zy. Entonces

A423k1k== (:}E:(anL{>2)k1% ::jgz(jnAjybnz% ::§£:<:%J\§Fﬁq%1
neN neN neN
_ Z C,TEAFD, = Z C.T*®, D, = Z C.®. T, D), = MTD,.

neN neN neN

Es decir que los operadores integral y diferencial conmutan en todo el espacio L?. Ha sido
indispensable el hecho de que los autovalores se multipliquen a la izquierda mientras que
los operadores actuan a la derecha; asi son lineales por la izquierda. En general, para que
dos operadores conmuten es suficiente que {®, },en sean autofunciones de ambos y que los
coeficientes sean conmutativos.

Demostrar la conmutatividad de los operadores ha sido inmediato usando la familia com-
pleta de autofunciones; esto es un ejemplo del uso de las propiedades de un sistema completo
ortonormal. La prueba de esa completitud se debe al decaimiento exponencial de los pesos y
sigue las mismas lineas que la del caso escalar visto en la seccion 2.2.2.

Con el mismo método podemos descomponer L? en subespacios invariantes, uno por cada
autovalor, bajo los operadores integrales, de la misma forma que en la seccién 2.2.4.
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