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Notacion y simbolos

= Si A= (Ag,...,\,) denota un vector de tamano n y f es una funcién vectorial in-
tegrable, entonces denotaremos por [dAf(A) a su integral miltiple respecto a cada
entrada de A, es decir:

/dAf(A):/d/\l---/d)\nf()\l,...,/\n).

» Si fy hson funciones analiticas que dependen de ¢, entonces f(t) ~ h(t) cuando t — o,
para algtin ty € R (o puede ser co), quiere decir que el comportamiento asintético de
fO 4

f(t) cuando t — tg es igual a h(t), es decir, }5? 6]
0

= SiaybeR, entonces a =~ b quiere decir que a es aproximadamente igual a b, es decir,
que existe un € > 0 muy pequeno tal que |a — b| < €.

» My (K) denotard al conjunto de matrices cuyas entradas son elementos del conjunto
K. En este trabajo K =R, K = C y K = H, representa el conjunto de niimeros reales,
complejos y cuaterniénicosﬂ respectivamente.

= Si X es una matriz de tamafio N x M denotaremos por (X);; a su elemento en la
1-ésima fila y en la j-ésima columna.

» X7 denotard la matriz transpuesta de la matriz X.

» X' denotard a la matriz transpuesta conjugada (también conocida como la matriz

adjunta) de la matriz X, es decir, (X');; = (X);i, donde Z denota el conjugado del
nimero complejo z.

» Tr(X) denotard la traza de la matriz X.

» det(X) denotard al determinante de la matriz X.

'En este trabajo no nos ocuparemos en algtin caso particular con niimeros cuaterniénicos, por lo cual no
es necesario decir como estédn definidos. Sin embargo, puede ver [I] para obtener una definicién y ejemplos
con este conjunto de ntimeros.



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los conceptos mas importantes en estadistica es lo que los fisicos llaman univer-
salidad. En palabras del matematico Terence Tao: la universalidad es un misterio intrigante
que ocasiona que ciertas distribuciones de probabilidad emerjan en sistemas complejos, casi
sin tomar en cuenta los mecanismos subyacentes que los gobiernan [3]. En matematicas la
uniwersalidad es el equivalente a las leyes y teoremas usados para caracterizar, en nuestro
caso particular, ciertas distribuciones de probabilidad, como por ejemplo el teorema del
limite central, la ley de los grandes niimeros, etc. Para poder entender mejor el concepto de
unwwversalidad consideremos los siguientes ejemplos.

Supongamos que tenemos un conjunto de variables aleatorias X = {X; : i € N} in-
dependientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), que provienen de la misma densidad de
probabilidad py(z) con media y y varianza o finitas. Si estudiamos la densidad de probabi-
lidad de la variable X y = + Zi\;l X, denotada por px, (), por el teorema del limite central
tendremos que [4]:

1)’
Pxy () ~ —e L) (1.1)
\/ 275

es decir, para N grande la variable X y se aproximara a una variable gaussiana con media
py varianza o2 /N.

Consideremos ahora el conjunto { X7, ..., Xy} correspondiente a las primeras N variables
aleatorias de X', y definamos sus estadisticos de orden [4] [5] 6] [7] como los valores ordenados:

N N
Xy z - z2Xwy,

donde XY, = max{X;,..., Xn} y X[) = max({Xy, ..., Xn}\{X[)), ..., X[y }), para
1 =2,...,N.De esta manera la variable X(ZN) es el i-ésimo méximo del conjunto { X7, ..., Xy},
particularmente X (J}[V) es el minimo de ellas.

Estamos interesados en estudiar la funcion de distribucion acumulada del k-ésimo es-

tadistico de orden del conjunto {X3,..., Xy}, denotada por PX(Nk) (x) = Prob[X(]Z) < zJ,
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cuando N — oo. En particular para k = 1, debido al teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko,
tenemos que [3], 6, [7, [§]:
lim Py~ (z) =G (2) , (1.2)

z,N—00 (1)

con (G la distribucion acumulada de Gumbel, de Fréchet o de Weibull, dependiendo de la
forma de px(z), y donde z = v

de acuerdo a la forma de px(z).

,an,by € R con by > 0. Estos coeficientes se determinan

Como podemos observar en estos dos casos, sin importar cual sea la funcién de densidad
de las variables aleatorias X;, las variables aleatorias Xy y X(J}f) se aproximaran a una
variable gaussiana y a una variable de Gumbel, de Fréchet o de Weibull (véase capitulo [2),
respectivamente, cuando N sea grande. Notemos que en estos dos ejemplos el concepto de
universalidad se verifica de manera sencilla para variables i.i.d.

A lo largo de esta tesis caracterizaremos la universalidad a través de funciones tasa,
funciones importantes que aparecen en la teoria de grandes desviaciones [9] [10]. Esta teoria
se ocupa de estudiar las desviaciones atipicas de una variable aleatoria Sy (que depende
de N) lejos de su valor esperado (Sy). Las estimaciones que realiza la teoria de grandes
desviaciones son expresadas usualmente de la siguiente forma

6_w1:’\1/7(x), r < <SN>

, 1.3
1— e XY@ 1> (Sy) (1.3)

Ps, (z) = Prob[Sy < 2] ~ {

para N muy grande [9, 10, [I1], donde las funciones tasa W*(x), izquierda (signo de
menos) y derecha (signo de mds) controlan la probabilidad (exponencialmente pequena)
de que la variable Sy tome valores anormalmente mas pequenos o més grandes que (Sy),
respectivamente. El comportamiento asintético de Ps,, (x) viene dado por

In P

i 25 ey

N—oo wN

tim — 0= Pon@) ey (1.4)
N—o0 UJN

Noétese que las velocidades wﬁ deberan ser constantes proporcionales a N para obtener
funciones tasa W= (z) no triviales. Como un ejemplo de este formalismo, Sy podria tomarse
igual a X y.

Realicemos un ejemplo particular para obtener las funciones tasa ¥*(x) de la variable
X (*’\{), suponiendo que la funcién de densidad de las variables en X es px(z) = pe ** para
x > 0, es decir, una funcién de densidad exponencial con media 1/u (Los resultados que
utilizaremos a continuacién aparecen explicados en [9], de manera que en lo subsecuente nos
limitaremos a mencionarlos).



Dada la forma de px(z) tendremos que:

PX(Z\{) ([L’) — eNln(l—e*w) 7 (15)

para x > 0.
Haciendo una expansién en series de Taylor de In(1 — e #*), tenemos que In(1 — e™#*) ~
—e " cuando x — oo. Entonces uno obtiene que:

Pyy (@) m e N = e Y = G(2), (1.6)

para N grande, donde z = pux — In N y G(z2) = ¢¢ " es la distribucién acumulada de

Gumbel. Esto implica que ay = % y by = i De esta manera al relacionar las ecuaciones

(1.3) v (1.6) podemos escribir:

e~ N¥(@) T < X(]\{)
Py~ (x) = Prob[X(]\{) <z = B : (1.7)
1) 1—¢ N\I/(x)7 T > XN

(1)

donde <X (JY)> es el valor esperado de X (]\17), y las funciones tasa y las velocidades son:

wy =wy = N. (1.8)

Como podemos observar en este ejemplo, las funciones tasa a la izquierda y a la derecha y
sus respectivas velocidades coinciden, pero esto no siempre sucede (para ejemplos concretos
vea [9]). Si prestamos atencion a los ejemplos anteriores podremos observar que las distribu-
ciones y funciones tasa universales de estos ejemplos surgiran cuando, entre otras cosas, se
pida que el conjunto X esté representado por variables aleatorias i.7.d. Pero ;qué sucedera si
el conjunto X esta compuesto por variables aleatorias correlacionadas? En el caso de que las
variables aleatorias estén débilmente correlacionadas, los dos ejemplos vistos con anteriori-
dad, ecuaciones y (1.2), exhibirdn las mismas distribuciones universales que surgieron
para variables aleatorias independientes [5], §]. Entonces la pregunta es: jqué pasard con la
distribucion y las funciones tasa de la variable X y de los estadisticos de orden del con-

junto {Xi,..., Xn}, para N grande, cuando las variables aleatorias X; estén fuertemente
correlacionadas?, en particular jcomo seran las funciones tasa de X (]X,) y X (JY)?, Lque uni-

versalidad presentaran estas?. En el caso particular de X (]Y) cuando las variables aleatorias

!Para ver una aproximacién de este valor para N finito vea [9].

10



X; son los valores propios de una matriz aleatoria, para i = 1,..., N (estos valores propios
estan fuertemente correlacionados), la tltima pregunta tiene como respuesta [12]:

lfm Pyx ((x - \/ﬁ)(\/i)Nl/G) = TW(x), (1.9)
N—oo (1)

para x € R. En la ecuacién anterior, TW es la afamada distribucion universal de Tracy-
Widom. Esta distribucién, que representa un nuevo paradigma de universalidad, aparece en
diversos sistemas como en comunicaciones inalambricas, en el anélisis de mercados financieros
y en la distribucién de los valores propios de una matriz aleatoria [3].

En este trabajo usando la teorfa de matrices aleatorias, RMT (random matriz theory,
por sus siglas en inglés), al proporcionar un laboratorio matematico ideal para el estudio de
variables aleatorias fuertemente correlacionadas, respondemos algunas de las preguntas an-
teriormente planteadas para el caso particular cuando las variables aleatorias son los valores
propios ordenados de una matriz aleatoria. Desde un punto de vista matematico, los estadisti-
cos de orden han sido estudiados de manera muy extensa para variables independientes e
idénticamente distribuidas (i.7.d.), pero no mucho para variables fuertemente correlaciona-
das. Debido a que RMT es muy 1til en el andlisis de datos reales, ha habido un incremento
en el estudio de varias propiedades estadisticas relacionadas con los ensambles de Wishart
y de Jacobi, como por ejemplo, las grandes desviaciones de estadisticos de valores extremos
usando el método del fluido de Coulomb (vea de [I3] a [31]). De manera particular, en [13]
usando el método del fluido de Coulomb, los autores calculan analiticamente, para el espec-
tro de matrices grandes de tamano N x N del ensamble de Wishart, la probabilidad de que
el nimero de valores propios sea mayor que un cierto nimero fijo ¢, encontrando que esta
probabilidad es igual a exp[— SN2V, ()], donde S es el indice de Dyson, ¥,(x) es la funcién
tasa y k denota la fraccién de valores propios a la derecha de (.

El principal objetivo de este trabajo es complementar lo realizado en [13] [19] 29] 32, 133],
siguiendo la linea de investigacién iniciada en [34], [35] donde los autores calculan funciones
tasa para el espectro de matrices para los ensambles gaussianos usando el método del gas
de Coulomb. En esta tesis usando este método capturamos en una tnica funcién tasa
propiedades estadisticas de los valores propios en el edge y en el bulk, incluyendo ambas
funciones tasa izquierda y derecha para el valor propio mas pequeno y para el valor propio
mas grande de matrices grandes en los ensambles de Wishart y de Jacobi. Analizando el es-
tadistico de la variable aleatoria SIN (shifted index number) que cuenta el nimero de valores
propios a la izquierda de una barrera infinita de energia, podemos derivar la funcién tasa
U(c, ), que depende de dos variables: la fraccién ¢ de valores propios a la izquierda de la
barrera infinita de energfa situada en la posicién = € R. Para valores fijos de ¢, ¥(c, z) nos
da las grandes desviaciones de los estadisticos de orden de los valores propios. En particular,
en los limites ¢ — 0 o ¢ — 1, es posible extraer las desviaciones izquierda y derecha del valor
propio mas grande y del valor propio mas pequeno, respectivamente. De manera similar,
para un valor fijo de x la funcién tasa nos provee las grandes desviaciones del SIN. Todos

11



nuestros resultados analiticos son comparados con simulaciones Monte Carlo, obteniendo
una concordancia excelente.

Las principales diferencias de nuestro trabajo con [I13] no serén tan sélo la consideracién
de matrices de Wishart rectangulares, sino también el uso de la transformada de Hilbert-
Stieltjes para obtener un resolvente expresado en funcién de un polinomio ciibico cuyas raices
nos serviran para construir la densidad espectral deformada que solucionara las ecuaciones
del punto silla. Ademads, seremos capaces de escribir la funcién tasa a través de integrales
elipticas, lo cual facilitara su evaluacién numérica. Otra diferencia fundamental con [13] es
la consideracién del ensamble de Jacobi.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera; en los capitulos 2 y |3| nos ocupare-
mos de aclarar brevemente las teorias principales que son utilizadas en esta tesis, poniendo
particular atencion en la seccion donde explicamos el método central que utilizaremos en
el desarrollo de este trabajo. Finalmente en el capitulo [4] que es la médula espinal de esta
tesis, expondremos nuestros resultados analiticos y su comparaciéon con simulaciones Monte
Carlo. Queremos aclarar que a lo largo de esta tesis no presentaremos ninguna prueba rigu-
rosa de los resultados ni de las herramientas que utilizaremos para llegar a ellos, inicamente
daremos referencias al lector donde podra encontrar tal rigor.

En esta tesis utilizamos el software Mathematica® para realizar algunas de las deriva-
ciones que surgen en este trabajo. El notebook donde se encuentran estas derivaciones puede
ser solicitado al correo adolfo_xo@ciencias.unam.mx

12



Capitulo 2

Introduccién a la teoria de valores
extremos y estadisticos de orden

En este capitulo presentaremos de manera introductoria algunos de los resultados obtenidos
en la teoria de valores extremos complementando lo ya dicho en el capitulo [I] No buscare-
mos dar una prueba rigurosa de los resultados que mostraremos a continuacién, para ello
se dejaran referencias donde el lector puede encontrar con mas detalle las pruebas de estos
resultados. Nuestro objetivo es establecer un vinculo entre los resultados de la teoria de
valores extremos y estadisticos de orden, para variables i.7.d., con las funciones tasa usadas
en la teorfa de grandes desviaciones (véase [0, 36, [37] para un estudio més formal sobre este
vinculo). Las siguientes definiciones han sido tomadas de [4, [5, [6] [7].

2.1. Introduccion

La teoria de valores extremos, mejor conocida como EVS (extreme value statistics, por
sus siglas en inglés), es una rama de la estadistica que estudia las distribuciones extremas de
un conjunto de variables aleatorias. Esta teoria encuentra aplicaciones en diversas areas tales
como finanzas, teoria de matrices aleatorias y fisica estadistica, solo por mencionar algunas
[8].

Gracias a las contribuciones hechas por Gumbel, Tippett, Fréchet y Gnedenko, se tiene
una teoria exacta de valores extremos para variables aleatorias ¢.7.d., que también puede
extenderse al caso de variables aleatorias débilmente correlacionadas [, [§]. Sin embargo,
diversos sistemas de interés estan formados por variables aleatorias fuertemente correlacio-
nadas y, desafortunadamente, ain no existe una teoria sélida (atin para el valor de la media)
para este tipo de variables. En tal caso, una buena herramienta para el estudio de los valores
extremos de variables fuertemente correlacionadas es la teoria de matrices aleatorias (véase
el capitulo . En la siguiente seccién nos enfocaremos en el estudio de los estadisticos de
orden de un conjunto de variables aleatorias i.i.d. Comenzaremos tratando el caso particular
del estadistico de orden mas grande, para posteriormente extender nuestros resultados al

13



caso general del k-ésimo estadistico de orden.

2.2. Teoria de valores extremos y estadisticos de orden
para variables aleatorias i.t.d.

En el capitulo (1] dimos la definiciéon para los estadisticos de orden de un conjunto de
variables aleatorias i.i.d. Sin embargo, puede verse que esta definicién se mantendra para
cualesquiera variables aleatorias continuas que tomen valores en un subconjunto de R. En-
tonces, demos aqui nuevamente la definicién de los estadisticos de orden de un conjunto de
variables aleatorias continuas.

Definicién 2.1 Sea {X,..., Xy} un conjunto de variables aleatorias continuas. Definimos
a sus estadisticos de orden como los valores ordenados:

N N
Xz =2 Xinys

donde X(]Y) = max{Xy,..., Xy} v X(ZN) = max({X1,..., Xy} \ {X{}S,...,Xg_l)}) para
i = 2,...,N . De esta manera, la variable X(Jy) es el i-ésimo mdzimo de {Xy,..., Xy},

particularmente, X(JYV) es el minimo del conjunto.

Ahora, recordemos al conjunto X = {X; : i € N} formado por variables aleatorias i.i.d.
con misma densidad de probabilidad px (), distribucién de probabilidad acumulada Px(x),
media p y varianza o2 finitas, y a los estadisticos de orden del conjunto {X,..., Xy}, las
primeras N variables de X, utilizados en el capitulo [l Como vimos anteriormente (vea
ecuacion (|1.2)), la distribucién acumulada qu (x) converge a las distribuciones universales
de Gumbel, de Fréchet o de Weibull cuando N, x — oo, es decir,

lim Pyny (z) =G (z2), (2.1)

z,N—o00 (1)

con z = % Ahora, jcomo es la forma de estas distribuciones universales y que debe
cumplir la funcién de densidad px(x) para saber que distribucién G obtendremos?, ;cémo

determinamos los coeficientes ay y by? A continuacién responderemos estas preguntas.

2.2.1. Distribuciones de Gumbel, de Fréchet y de Weibull

Denotemos por * = sup{x : Px(z) < 1}, la cota superior del dominio de la densidad
de probabilidad px(z), y Px'(r) a la funcién inversa de Px(z) (si puede ser expresada de
manera explicita).

14



Distribucion de Gumbel

Esta distribucién se obtiene si 2* es finito o infinito y si la densidad px(x) decrece més
rapido que cualquier potencia (como por ejemplo las distribuciones exponencial y gaussiana).
En este caso la distribucion limite es conocida como la distribuciéon de Gumbel:

G(z)=e° (2.2)

con aN:P)zl (1—%) be:P)}1 (1—%—@\;).
Para un ejemplo particular cuando la funcién de densidad px (z) es la densidad exponen-

cial, vea lo realizado en el capitulo 1]y las ecuaciones (1.6, (1.7) y (1.8).

Distribucién de Fréchet

Esta distribucién se obtiene cuando x* es infinito y px(z) decrece més répido que

—a—1

cualquier potencia, es decir, px(z) ~ x cuando x — oo, con « > 0.

Asi, la distribucion limite es la distribucién de Fréchet:

Glz) = { S_Z z;g | (2.3)

En este caso ay =0y by = Pgl (1 — %)

Ejemplo 2.1.1 La distribucion de Cauchy viene dada por

1
PX(JC) = m;

para x € R.
Tenemos que:

Puede demostrarse que [4), [0]:

PX(]\{) (x) = Prob[X(A{) < x] = P(x)V.

Por otra parte, haciendo una expansion en series de Taylor para arctan(x), cuando x —

0o, obtenemos que arctan(z) ~ I — X, asi que:
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Ahora, sabemos que (1 — %)N ~ e wE [38], cuando N — oo, y por ende:

-1
PX(J\{) ([L‘) ~ 6_% = 6(7 N) s

con by = % y o = 1. Desafortunadamente para el caso o = 1 la media de una variable que
se distribuye de acuerdo a la distribucion de Fréchet es infinita [6, 7, (8], pero ain asi podemos
escribir la funcion tasa y la velocidad como:

Distribucion de Weibull

Esta distribucién se obtiene cuando x* es finito, por ejemplo px(z) = 0 parax > 1y
px(z) ~ (1 —2)* ! cuando z — 1~ (x tiende a 1 por la izquierda) y a > 0. Entonces la
distribucién limite es la distribucién de Weibull:

G(z) = { b= (2.4)

conay =x*y by =" — Py' (1—%).
Ejemplo 2.1.2 La distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] estd dada por [3, [):

1 ze]0,1]
0 en otro caso

pxte) = {

Entonces Px(x) = [ px(y)dy = x. De esta manera tenemos que:

PX(]\{)(Q:> _ IN _ eNln(a:) ~ e—N(l—:n)7

usando que In(x) ~ (x — 1) cuando x — 1 [38]. Asi que « =1, ay =1 y by = +.

Entonces para v — 1 y N muy grande, la funcion de densidad de X(q]) es:

16



~ —N(1-z)
pX(Alf) Ne )

por lo que la media de X(JY) serd:

1
<X(A1[)) %/ pX(J\lf)de =1-e.
0

Usando las ecuaciones Y podemos escribir:

Pyn () ~

{ e~ NV@) z < (XN)
&

1 — e N¥@) :B><X(]\17)) ’

Teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko

El teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko permite unificar estas tres distribuciones univer-
sales agregando un parametro 7 € R de la siguiente manera:

1
=

G(z) = e W72 7 1+72>0, (2.5)

con

7 — 0, distribuciéon de Gumbel.
7 >0, distribucién de Frechét con a = 1/7.
7 <0, distribucién de Weibull con o = —1/7.

A continuacién analizaremos el comportamiento asintético de la distribucién acumulada
de la variable X (]X,), es decir, del minimo de las variables aleatorias X1, ..., Xy. Posterior-
mente daremos una generalizacion para la variable X, con k =1,..., N.

2.2.2. Caso de la variable minimo y el k-ésimo estadistico de orden

Empecemos con una observacion: el evento (X (J}’V) > x) es igual al evento
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(X1>ZE,...,XN>ZL‘),

es decir, si el minimo de las variables aleatorias Xi,..., Xy es mayor que x, entonces
todas las variables aleatorias también deben ser mayores que x. Esto implica que:

Pyn () =1-— Prob[X(]}[V) > x]

(N)
=1 —Prob[X; > z]---Prob[Xy > 1]
=1—(1—Px(x)".

Ahora realicemos el siguiente caso particular.

Ejemplo 2.1.3 Analicemos el comportamiento asintotico de la distribucion PX(J\JI\T : cuando la

funcion de densidad px (x) es la densidad exponencial con media 1/, es decir, px(x) = pe H*
para x > 0. Sabemos que Px(x) =1 — e para x > 0. Tomando esto en consideracion y lo
realizado anteriormente, tendremos que:

o _ ,—Nuzx
PX&) (x)=1—e .

Cuando x — oo tenemos que 1 — e VKT ~ (1 — e H)N = NIl=e™) " Por otro lado,
In(l — e ) ~ —e= " cuando x — oo [9], por lo que:

para x — oo y N grande, y donde:

N~—
Il
S

H-

—
8

N—

I

ml
=
8

U(x
WN

Il
S
=h
Il
=

tal como en el ejemplo visto en el capitulo |1 para el caso de la variable maximo (vea
ecuaciones (1.6), y [1-9)).

Después de haber hecho este caso particular tratemos el caso general para el k-ésimo
estadistico de orden. Sabemos que su densidad de probabilidad esta dada por:

N
Px @) = NIt 1)

P ()" (L = P ()" px (), (2.6)
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para k = 1,..., N. Se puede mostrar que la distribuciéon acumulada de X (]Z) converge a
151, 16, [7]:
k 1
—In G 1 o
N _ —tk—1
i Py () = ProblX(} < > - 5 /_ R Y

.

casi seguramente, donde G es la funcién de distribucion acumulada de Gumbel, de Fréchet
r—a

o Y

donde ay,by € R, con by > 0, son coeficientes que se determinan de acuerdo a la forma de

bx.
Desafortunadamente cuando k ¢ {1, N}, atin conociendo la distribucién limite de PX(]Z) (x),

o de Weibull, dependiendo de la forma de px(x), I'(k) es la funcién gamma, z =

resulta dificil expresar esta distribucién acumulada en la forma de la ecuacion , y aun si
tratamos de calcular directamente los limites que aparecen en la ecuacién para obten-
er sus funciones tasa, nos enfrentaremos a un problema similarmente complicado, ya que
muchas veces se deben buscar velocidades adecuadas, wﬁ, para garantizar la existencia de
dichos limites. Sin embargo, en el capitulo 4] logramos calcular dichas funciones tasa para el
k-ésimo estadistico de orden de un conjunto de variables aleatorias fuertemente correlacio-
nadas, donde este estadistico de orden representa al k-ésimo valor propio ordenado de una
matriz aleatoria.
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Capitulo 3

Introduccion a la teoria de matrices
aleatorias

3.1. Introducciéon

La teoria de matrices aleatorias, RMT (Random matrixz theory, por sus siglas en inglés),
es un area de investigacion muy activa de las matematicas con bastantes aportaciones a la
fisica teorica, teoria de numeros, estadistica, matematicas financieras y biologia, sélo por
mencionar algunas. Su principal objetivo, es analizar las diversas propiedades estadisticas de
ensambles de matrices aleatorias.

Los origenes de RMT se remontan al trabajo de Wishart en los anos 20’s con matrices de
correlacién [39]. Sin embargo, el verdadero auge de RMT comienza con los trabajos de Wig-
ner sobre fisica nuclear [40, 4], 42] 43]. Wigner deseaba describir las propiedades generales
de los niveles de energia de nucleos pesados. Dichos niveles de energia son representados por
los valores propios de una matriz hermitiana H de dimensién infinita, llamada hamiltoniano,
que resulta dificil de escribir para tales sistemas. Entonces Wigner propuso remplazar a H
por una matriz aleatoria f{\, muy grande, que deberia tener propiedades generales similares
al hamiltoniano. De esta manera los niveles de energia podrian ser aproximados mas facil-
mente por los valores propios de H. Posteriormente Dyson, en una serie de articulos [44],
formalizo RMT al proponer tres clases de ensambles de matrices aleatorias que cumplian
ciertas simetrias de grupo.

La teoria de matrices aleatorias sigue desarrollandose en la actualidad tanto en matematicas
como en fisica. Para ver més resultados importantes sobre RMT consulte [45] 46] 147, 48].

En la siguiente seccion definiremos algunos de los conceptos basicos de RMT que uti-
lizaremos en este trabajo. Para més detalles puede consultarse [I], 48].

3.2. Definiciones

Para presentar estas definiciones hemos utilizado las siguientes referencias [, [46, [48], [49].
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Definicién 3.1 (Matriz aleatoria) Una matriz aleatoria es una matriz X € My (K),
tal que (X);; es una variable aleatoria para cualesquierai=1,....Nyj=1,..., M.

Para las siguientes tres definiciones supongamos que X es una matriz de tamano N x N.

Definicién 3.2 (Espectro) El conjunto A = {\1,..., Ay} de valores propios de X, es
llamado el espectro de X .

Noétese que si X es una matriz aleatoria, entonces sus valores propios también seran varia-
bles aleatorias, y por tanto podemos estudiar los estadisticos de orden de A que denotaremos
N . N ’ . ey ., . .
como Apjy = = Al (véase definicién . Con esta notacién definamos lo siguiente.

Definicién 3.3 (Bulk) Definimos el bulk del espectro A de X como el conjunto de es-
tadisticos de orden {)\g) i=2,...,N — 1}.

Notese que el bulk de A es el espectro sin considerar el maximo ni el minimo.

Definicién 3.4 (Edge) Definimos el edge del espectro A de X como el conjunto cuyos
elementos son el mazrimo y el minimo de A.

Definicién 3.5 (Densidad espectral) Sean X una matriz aleatoria de tamano N x N.
Denotemos por pa a la funcion de densidad conjunta de sus valores propios en A. Supongamos
que estos wvalores propios toman valores en un conjunto A C R. Definimos a la densidad
espectral de A como:

N

() :/AN d)\pA()\)%Zé(x—)\i) _ <%Za(x—x,»)> | (3.1)

i=1 PA

para cualquier x € A, donde (- - - >pA denota el valor esperado respecto a py.

En las siguientes secciones presentaremos los ensambles gaussianos, también conocidos
como los ensambles de Dyson, el ensamble de Wishart y el ensamble de Jacobi.

3.3. Ensambles gaussianos

Los ensambles gaussianos son presentados como conjuntos donde sus elementos son ma-
trices aleatorias hermitianas cuyas N(N + 1)/2 entradas independientes vienen generadas
por una distribucién gaussiana. Ademas su funciéon de densidad conjunta es invariante bajo
la accién con un grupo matricial unitario. Estos ensambles se dividen en tres clases, depen-
diendo de si la invarianza bajo el grupo unitario de transformaciones es respecto a matrices
ortogonales, unitarias y simplécticas, respectivamente. Esto a su vez implica que las entradas
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de tales matrices aleatorias sean reales, complejas o cuaternidnicas, respectivamente. A lo
largo de esta seccion denotaremos por Mg(N) = Myn(K), al conjunto de las matrices
cuadradas de tamano N cuyas entradas pertenecen a K, donde K =R, Co H, si g = 1,2, 4,
respectivamente. Para las siguientes definiciones hemos seguido [46, [4§].

Definicién 3.6 (Ensamble GOE) Decimos que una matriz simétrica X de tamano N X
N, cuyas entradas son reales, pertenece al ensamble gaussiano ortogonal, GOE (Gaussian
orthogonal ensemble, por sus siglas en inglés), si las entradas de su diagonal y de arriba de
su diagonal son variables aleatorias independientes con funciones de densidad:

1 1
ey e (3.2)

respectivamente, para cualquier x € R. Una construccion equivalente de dicho ensamble
es tomar matrices aleatorias Y de tamano N X N, cuyas entradas se distribuyen de manera
independiente de acuerdo a la distribucion gaussiana estdndar, media cero y varianza 1, y
después formar X = (Y +Y7").

Puede probarse que la funcion de densidad conjunta de las entradas (X);j, viene dada
por:

p(X') = Zie‘l/QZf’vf—l(X'ﬁf : (3:3)
1

para cualquier X' € My(N), donde Z, es una constante de normalizacion.

Definicién 3.7 (Ensamble GUE) Decimos que una matriz aleatoria hermitiana X de
tamano N x N pertenece al ensamble gaussiano unitario, GUE (Gaussian unitary ensemble,
por sus siglas en inglés), si las entradas de su diagonal, que toman valores reales, y sus
entradas por encima de su diagonal, que toman valores complejos, son variables aleatorias
independientes cuyas funciones de densidad estan dadas por:

Le_x2 y 26_2|Z‘2 ,
NZs T
respectivamente, para cualesquierax € R y z € C, donde | - - -| denota el médulo complejo.

Una construccion equivalente de este ensamble es construir la matriz aleatoria Y , de tamano
N x N, cuyas entradas (Y);; = u; +/i\vij son variables aleatorias independientes, que toman
valores en C, con i = V=1 y donde uy; y vy, se distribuyen de manera independiente
de acuerdo a una distribucion gaussiana con media 0 y varianza 1/\/5, para cualesquiera
i,j=1,...,N. Entonces la matriz X = (Y +Y71)/2, pertence al ensamble GUE.

La funcion de densidad conjunta de todas las variables (X);; viene dada por:
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2

P (X)) = ie, Ehio1 [ (X (3.4)
Zy
para cualquier X' € My(N), donde Zy es una constante de normalizacion y | ---| es el

modulo complejo.

Definicién 3.8 (Ensamble GSE) Decimos que una matriz aleatoria hermitiana X de
tamano N x N, con entradas en los niumeros cuaternionicos, pertence al ensamble gau-
ssiano simpléctico, GSE (Gaussian symplectic ensemble, por sus siglas en inglés), si las
entradas de su diagonal, que toman valores reales, son variables aleatorias independientes

2 50
\/j€23:7
v

para cualquier x € R, mientras que sus entradas por encima de la diagonal son de la forma

que se distribuyen de acuerdo a:

(X)ij = zij +wijk, con k una de las bases cuaternidnicas, z;; y w;; variables aleatorias con
valores en C y distribuyéndose de manera independiente de acuerdo a la funcion de densidad:

4 2
—4
—e 47

para cualquier z € C, y donde |- --| denota el mdédulo complejo.
La funcion de densidad conjunta de todas las variables (X);; viene dada por:

2

D4 (X’) — i6—22f,vj:1!(X/)ij
Zy

(3.5)

para cualquier X' € My(N), donde Z, es una constante de normalizacion y |- --| denota
el modulo complejo.

Para este ensamble no daremos la construccién equivalente ya que resulta mas complicada
que las anteriores ademas de que no la ocuparemos a lo largo de esta tesis. El lector puede
consultar esta construccién en [48].

Puede demostrarse que las funciones de densidad conjunta de las variables (X);; de los
ensambles anteriores, ecuaciones , y , pueden escribirse de forma unificada
como [46), [48]:
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1 _B T Y
ps (X') = e 2 X0 (3.6)
B

para cualquier X' € Mg(N) y 8 =1,2,4. Adicionalmente ndtese que [48]:

ps (X') =ps (UT'X'U) (3.7)

para cualesquiera X' € Mg(N) y U € Up, donde Uy es el grupo ortogonal, unitario y
simplécticoEL para 8 = 1,2y 4, respectivamente. Por esta razon los ensambles son clasificados
de esta manera y se les conoce como ensambles invariantes. El indice 5 que hemos ocupado
es conocido como el indice de Dyson.

La propiedad de invarianza de estos ensambles dada por la ecuacion facilita el calculo
de la funcién de densidad conjunta de valores propios, es decir, si A representa el espectro
de la matriz aleatoria X perteneciente a cualesquiera de los tres ensambles, entonces puede
demostrarse que la funcion de densidad conjunta de los valores propios en A viene dada por
46, 48]

1 sgN 2
pa(y) = e e | I 71 (3.8)
i<j
para cualquiera y = (y1,...,yy) € RY, con Ay una constante de normalizacién y 3 =

1,2,4.

Ciertas propiedades estadisticas de los valores propios de dichos ensambles pueden derivarse
utilizando su funcion de distribucién conjunta. Por ejemplo, uno puede demostrar que en el
limite N — o0, la densidad espectral (vease definicion rescalada adecuadamente tiende
a la famosa distribucién del semicirculo de Wigner [48]:

lim \/LNTN (\/NA) = psc(N), (3.9)

N—oo

donde,

psc(N) = VI X2, (3.10)

o

para cualquier A € [—2,2]. En la figura , podemos observar la distribucion del semicircu-
lo de Wigner junto con un histograma de los valores propios obtenidos al diagonalizar ma-

1Si el lector desea una defincién de estos grupos vea [50]
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trices suficientemente grandes provenientes de GOE.

P(A)
0.35;

0.30f
0.25¢f
0.20¢f
0.15}
0.10¢
0.05¢f

- A
2 -1 0 1 2 3

Figura 3.1: Distribucién del semicirculo de Wigner. La curva negra corresponde a la expre-
sion exacta de psc v el fondo verde es un histograma que corresponde a los valores propios
obtenidos al diagonalizar 10* matrices de tamano 100 x 100 de GOE.

3.4. Ensamble de Wishart

En esta seccién denotaremos por Mg(M x N) = My«n(K), donde, igual que en la
seccién anterior, § determina K para = 1,2y 4.

Definicién 3.9 (Ensamble de Wishart) Sea X una matriz aleatoria de tamano M x N,
con M > N, cuyas entradas son variables aleatorias independientes, con valores en R y en
C, st =11vy2, ycon funciones de densidad:

1 2 1 2
—z?/2 —lz|
—€ —e 3.11
Vim Yo ( )
para cualesquiera x € R y z € C, respectivamente, y donde |---| denota el mddulo

complejo.

Si B =4, escribimos a (X);; = 2 + w;jk como una variable aleatoria que toma valores
en los nimeros cuaternionicos, donde k es una de las bases cuaternidnicas, y con zj y
w;; variables aleatorias independientes que toman valores en C y cuya funcion de densidad
estd dada por:

2
22l
m

para cualquier z € C.
Entonces la matriz W (M, N) = XX, de tamaiio N x N, pertenece al ensamble de
Wishart, donde M y N indican que el tamano de X es M x N.
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Puede probarse que si W (M, N) pertenece al ensamble de Wishart, la funcién de densidad
conjunta de sus valores propios viene dada por [48]:

1 s
pa(y) = A—Oe 2 F'(w) , (3.12)

para cualquier y = (y1,...,yn) € [0,00)", donde Ay es una constante de normalizacién,

N N
Fly)=> yi—u) In(y) =Y Inly; —yl, (3.13)
=1 =1 it

con u = %(l —1),1=(8/2)(M — N +1)y [ es el indice de Dyson con valores 5 =1,2y
4.

Marcenko y Pastur probaron el siguiente resultado para la densidad espectral 7y (véase
definicién para el ensamble de Wishart [48]:

lim N7y(NX) = pw (M), (3.14)

N—o0

donde

a3y = VLT DO T00) -

para cualquier A € [b_(),bi(a)], con by(a) = (1 £vV1+a)? y o = ¥YH. La funcién
pwp es conocida como la distribucién de Marcenko-Pastur (MP). En la figura podemos
observar la grafica de la distribucién MP junto con el histograma formado al diagonalizar

matrices provenientes del ensamble de Wishart.

3.5. Ensamble de Jacobi

Definicién 3.10 El ensamble de Jacobi se define de la siguiente manera. Consideremos
dos matrices que provienen de los ensamble de Wishart, W (M, N) y W (M, N), para
My, My > N > 1. Definimos al ensamble de Jacobi como las matrices de tamano N x N que
se construyen de la forma siguiente:

J(N, My, M) = W (M, N)(W (M, N) + W (My, N)) ™.
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A

2 4 6 8
Figura 3.2: Distribucién de Marcenko-Pastur. La curva negra corresponde a la expresion
exacta de pyp y el fondo verde es un histograma que corresponde a los valores propios
obtenidos al diagonalizar 10* matrices de tamafio 100 x 100 provenientes del ensamble de

Wishart W (300, 100). Esto corresponde al caso a = 2, para los cuales b_(a) = 0.535898 y
bo (@) = T7.4641.

Puede probarse que si J(N, My, M,) pertenece al ensamble de Jacobi, entonces la funcién
de densidad conjunta de sus valores propios sera [48] [49]:

1 _s
Pay) = Z-¢ 2FW), (3.16)

para cualquier y = (yi,...,yx) € [0,1]Y, donde Ay es una constante de normalizacién,

2\ « 2
F(y) = — (M1 ~N+4+1- E) ;ln(yi) — (M2 ~N+4+1- E) Zln(l — ;)
=) In|x - Al (3.17)

i#]

y 8 =1,2y 4, es el indice de Dyson.
Puede demostrarse el siguiente resultado para la densidad espectral del ensamble de
Jacobi [48, [49]:

lim 75(A) = pawp(A) , (3.18)

N—oo

donde
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pas(A) = 2+ 0;17T+ ay \/ (by (o, 042))\?1)\2(/)\\)— b_(a1,az)) 7 (3.19)

para cualquier A € [b_(aq, az), by (ag, ag)], con

2420+ a1(24 a1 +ag) £2¢/(1+ a1)(1 + a)(1 + g + az)
(2 + oy + 062)2

bi(ag,an) = , (3.20)

y o = (M; — N)/N, para i = 1,2. A la funcién pewp se le conoce usualmente como la
densidad espectral generalizada de Marcenko-Pastur (GMP). En la figura presentamos
una grafica de la distribucién GMP.

p(A)
2.0t

b_(a, az) b.(ay, az)
1.5¢
1.0t

0.5¢

' ' ' - A
02 04 06 08 10

Figura 3.3: Distribucion generalizada de Marcenko-Pastur. La curva negra corresponde a la
expresion exacta de pgup v el fondo verde es un histograma que corresponde a diagonalizar
10* matrices del ensamble de Jacobi J(100,300,400) de tamatno 100 x 100. En este caso,
a; =2, a9 =3, b_(a1,a3) = 0.102642 y b, (a1, ) = 0.795318.

3.6. Meétodo del fluido de Coulomb

En esta seccion describiremos de manera breve el método central que utilizaremos en
el capitulo @l Para una explicacién més rigurosa del método del fluido de Coulomb vea
[441, 48, [49], 51, 52].

3.6.1. Introduccion

El método del fluido de Coulomb, o de gas de Coulomb, propuesto primeramente por
Dyson [44] [51], relaciona la funcién de densidad conjunta de los valores propios de matri-
ces aleatorias que pertenecen a ensambles invariantes (vea secciones , y , con el
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factor de Boltzmann de un gas particular [48]. Mas adelante diremos cual es el factor de
Boltzmann. El método recibié su nombre debido a la analogia de tratar a los valores pro-
pios como particulas de un fluido con cargas eléctricas sujetas a interacciones entre ellas
[49]. El método del fluido de Coulomb es de gran ayuda para calcular la funcién tasa, y
por ende la distribucién de probabilidad, de estadisticos del espectro de matrices aleatorias
pertenecientes a ensambles invariantes cuando el tamano de las matrices tiende a infinito.
Dyson obtuvo muchos resultados basado en su intuicién en mecénica estadistica y no con
argumentos de gran rigor matematico. Anios después, ciertas ideas de Dyson fueron formali-
zadas gracias al desarrollo de teorias mas modernas como la teoria de grandes desviaciones
[52].

3.6.2. El método

Consideremos un ensamble invariante de matrices aleatorias (véase secciones [3.3] y
y X una matriz de tamano N x N perteneciente a alguno de estos ensambles. Si A es el
espectro de X, denotemos por p, a la funcion de densidad conjunta de los valores propios en
A. Noétese que la densidad py se puede escribir de la siguiente forma para dichos ensambles:

1 _s
pa(A) = —e 2" (3.21)

donde A = (Ay,...,Ax) con \; € AC R, paracadai=1,..., N,y donde

N

FO) == In|x =X+ ) V(N), (3.22)

i#j i=1

con V : A — R una funcién y Z, una constante de normalizacién para p,, es decir,

Zy = fd)\e_gF(}‘). La manera en la que esta escrita p, en la ecuacion (3.21f) es conocida
como la forma de Gibbs [53].
La funcién V' que aparece en la ecuacion (3.22)) tiene la siguiente forma:

A GOE, GUE, GSE
V(A) =< A—uln()N), Ensamble de Wishart (3.23)
ArIn(A) + Ay In(1 — A), Ensamble de Jacobi

donde u = %(l—l),l: S(M—N+1), 4, = — (]\/[i—N—i—l—%) para i = 1,2. Notemos

también que el dominio A es
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R, GOE, GUE, GSE
[0,00), Ensambles de Wishart . (3.24)
[0,1], Ensambles de Jacobi

A continuacion explicaremos la manera en la que se relaciona el método con la funcién
de densidad p. En mecénica estadistica se establece que la probabilidad p(r) de un sistema
de N particulas interactuantes dentro de un dominio S y con posiciones r = (r1,...,7n),
viene dada por la funcién de densidad [48]:

1
plr) = —e Prom), (3.25)

donde F' es la funcion de energia potencial del sistema, § = kBLT, T es la temperatura del
sistema y kp es la constante de Boltzman. El término e #F(r-"8) en la ecuacién anterior
es conocido como el factor de Boltzmann. Dyson noté que este formalismo de mecéanica
estadistica podia identificarse con la funcion de densidad conjunta de los valores propios de
matrices aleatorias pertenecientes a ensambles invariantes. De esta manera, en la ecuacién

3.21|) el factor de Boltzmann viene dado por e~ 5t M) donde @ es la funcién de energia

potencial del sistema descrito por el espectro A.

Ahora supongamos que deseamos cacular la funcién de distribucién del estadistico es-
pectral G = % Zf\;l f(y:), para una funcién f : A — R. Nos enfocamos en una variable G
de esta forma, ya que en el capitulo 4| calcularemos la funcién de densidad de una variable
similar. Denotemos por pg la funcién de densidad de GG. Entonces por la proposicién
tenemos que:

pee) = [ axm(x ( ) f(&-)) , (3.26)

para cualquier ¢ € R.
En el método del fluido de Coulomb se hace la siguiente observacion: la funcién de den-

sidad pg puede ser escrita como el cociente de dos funciones llamadas funciones de particién
[52]:

2El lector no debe preocupase por tratar de entender estas constantes, ya que sélo se mencionan por la
relacién que encontré Dyson entre un sistema descrito por particulas de un fluido y los valores propios de
una matriz aleatoria. Si el lector desea adentrarse a un estudio més extenso de estos conceptos vea [54].
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- , (3.27)

donde

vy(c) = /AN dhe 3T N5 <c — %Z f(&)) ; (3.28)

es la funcion de particién asociada a un gas (el espectro A) restringido a SV W) =«

Uno = Zo = / dhe 2FX) (3.29)
AN

es la funcién de particién donde el gas no esta sujeto a ninguna restricciéon [48], 52 54].
El siguiente paso es suponer que la energia potencial F'(X) se puede escribir en funcién
de la siguiente medida empirica (vea definicién [B.3)):

1 N
=5 g (3.30)

para cualesquiera A € R y A € AY. Pasando de un enfoque discreto a uno continuo

podemos reescribir los términos de la ecuacién (3.22)) utilizando las propiedades de la delta
de Dirac:

N
P RONACVLICEDY

i: =1

:N/d ﬁ:m—m
f ot

ANV (\)p(A; A) (3.31)
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1 1
S Inh =Nl =) N // AAIN =0 = X)) 0N = ) In A — X

i#j i#]
1 o 1 &
~ N? // dNAN > (A - ) D (N = M) In A — X
i=1 j=1
= N? / / AN p(X; A)p(N; A) In | A — V. (3.32)

Mas aun:

100 = 30 [0 =250 = [ @ xs). (3.33)

=1

De esta manera, sustituyendo las ecuaciones (3.31) y (3.32)) en la ecuacion (3.22)), ten-

dremos que:

F(A) = N2S[p(s A)], (3.34)

con
S A = = [ [ DX NP N A= X+ [ DN, (339
donde V5(A) = +V(A). Es posible deshacerse del factor + haciendo el rescalamiento

A — N\ para ¢ > 0, de tal forma que a partir de ahora olvidaremos el factor 1/N.
Nétese que las funciones vy(c) y vn pueden expresarse de la siguiente forma:

vn(c) :/ dde™ TSP 5 (c— /d)\p(/\;)\)f(/\)) ; (3.36)
AN
UNo = / dXe™ TN SPON] (3.37)
AN

Utilizando la ecuacién[D.4 podemos expresar el numerador y el denominador que aparecen
en la expresion de pg(c) como la siguiente integral de caminos:
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pa(c) = iﬂ / dhe= 5V SN 5 (c— / dAp(A;A)f(A))

Zo )
X /D[p]5(F) <P()\) - %Z o(A — )‘1)>

=1

= [Pl (e [ansn) [ axi (pm e Ao) -

(3.38)
Considerando la ecuacién ([D.3)) podemos escribir:
LN
dAd A)— — oA — N\
/. <F>(p< )~ F 2 >)
LN
= [ Dk dA N | dAE(A A)— — oA — N\
o[ exp[z / <><p<> v 2 >)]
:/D[k]eiNfd)\k()\)p()\)/ d}\e—izﬁilk(,\i)
AN
o ) (3.9
Sustituyendo la ecuacion ([3.39)) en la ecuacién (3.38) tenemos que:
1 .
po(c) = — / Dp, k] exp (—gNzS[p] +iN / dA\k(A\)p(A\) + N1n < / dAe—”fW))
0 A
o (c— / dAp(N) f(/\)) | (3.40)
donde [ D[p, k] denota | D[p| [ D[k]. Si introducimos el siguiente funcional
TEN)] =i / dM\k(\)p(N) + In ( / dAe“fW) : (3.41)
A

SY[k(N)]
3k(t)

utilizando el ejemplo|C.3.3| obtenemos que la condicién = ( resulta en la siguiente

ecuacién:
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o~ k()

PN = Tareion
A

(3.42)

Esta expresion nos dice justamente que p estd normalizada. Aplicando logaritmos de
ambos lados en la ecuacién ([3.42)), multiplicando por p(A) y después integrando con respecto
a A, obtenemos:

/A dAp(N) In(p(\)) = —i /A dAp(N)k(N) — In ( /A dAe—“f(A)) : (3.43)

Finalmente sustituyendo lo anterior en la ecuacién (3.40]), podemos escribir:

pa(c) = ZO/D exp (——N2 N/dAp YIn(p )))
X & (c— /d)\p(/\)f(/\)) b (1 — /d)\p(/\)) : (3.44)

Utilizando la representacién de Fourier de la delta de Dirac (vea proposicién , la
expresion anterior puede escribirse como:

1 &0 .
pG(C) _ 70/D[p]€—§N2S[p]—NfAd)xp()\)ln(p()\))/ dkefZWzk(fd)\p()\)f()\)fc)

— 00

></ drre=2mir(J e -1) (3.45)

Si hacemos los cambios de variable By =

EWT“; y By = 467;\}2, la ecuacion anterior puede
reescribirse como:

p(0) / Dlple= 3N SIA=N [y dro(3) n(o() / B, e~ 4N B (T () ~c)
T A

—00

x / dBye~ 2N B2(f deN)-1) (3.46)

donde en Aj se han absorbido constantes innecesarias al haber realizado el cambio de
variable en la integral anterior. Notese que el término lineal en N en la expresion anterior
puede despreciarse comparado con los otros términos de orden N? al hacer un célculo de
punto de silla. Considerando todo lo anterior escribimos finalmente:
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1 2
pele) = o / Dlp, By, Byl 3N Ain.Br.52]. (3.47)

donde hemos denotado por [ D{p, By, Bo] = [ D[p] [*5_dBy [*_dBsy

Alp, By, By] — — / / AN p(N)p(N) In |A — X| + / IAVA(N)p(N)

+ B ( / Dp()F(N) — c) + B, ( / dAp(N) — 1) | (3.48)

Al funcional anterior lo llamaremos la accién. Notemos que en la ecuacién anterior
las variable B; y B, podrian pensarse como la restriccion impuesta al gas forzando a
JdApNFN) =cy [drp(N) =1.

Utilizando este formalismo matemaético, las funciones de particiéon dadas por las ecua-
ciones (3.28)) y (3.29) tendrédn la siguiente forma tras haber realizado los calculos anteriores:

vn(c) = / Dlp, By, ByJe™ 2N Al ] (3.49)

Uno = Ao = / D[p, Byle™ 2N Al 052 (3.50)

donde en la tdltima funcién de particion hemos supuesto que las constantes absorbidas en
Ag no afectaran el calculo de la integral que aparece en vy. Para una mejor explicacién de
esto vea [55].

Ecuaciones del punto silla

Lo siguiente a realizar es estimar las integrales que aparecen en las funciones de particién
utilizando el método del punto silla (vea apéndice. En nuestro caso sélo nos preocuparemos
por la integral en la funcién de particién vy(c) ya que, como veremos en el capitulo |4} la
integral para la funcién de particién vy ya fue estimada en los articulos [32], 33] para los
casos particulares que realizaremos (Ensamble de Wishart y de Jacobi). Esta funcién de
particion fue estimada como:

ng ~ e 2N (3.51)
donde € es el resultado de evaluar el funcional A[p, 0, Bs| en la solucién de las ecuaciones

del punto silla.
Las ecuaciones de punto silla asociadas al numerador vx(c) vienen dadas por:
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5A[p7 B17BQ] _ aA[pa BlaBQ] _ aA[p7 BlaB2]

=0. (3.52)

Usando la propiedad vista en la ecuacién (C.3) aplicada a la ecuacion (3.48) tenemos
que:

5A[§,,0131),BQ _5;(75 ( / / AN p(N\)p(X) In |\ — X) + 5p5(t ( dAVz(A)p(A))
5

R/ A

Trabajemos por separado cada término de la ecuacién anterior. Utilizando la propiedad
vista en la ecuacion (C.2)), posteriormente la propiedad de la ecuacién (C.1]) y finalmente la

propiedad de la ecuacién (B.1)), podemos escribir lo siguiente:

%(t) (_ / / dAdA’p(A)p(A’)ln]A—X) 9 / / D p (V) In|A — V|

:_2//d>\d/\5 —t)p(X)In|A = X|
/dX () In |t — X|. (3.54)

Para el siguiente término utilizaremos exactamente las mismas propiedades y en el mismo
orden que utilizamos en la ecuacién anterior, entonces podemos escribir:

e ([ o) = [

- / AAVa(N)S(\ — 1)
= Va(t). (3.55)

Usando la propiedad de la ecuacién (C.3)) escribimos:

%(t) <31 (/ dAp(\) f(A) — c)) = BlfdAi’;—((j))f(A) - %@)Bla (3.56)

Por la propiedad tenemos que:
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0
op(t)

y por las propiedades (C.1)) y (B.1)), en ese orden:

Bie=0, (3.57)

op(A) ¢y _
&/M%Gﬂm_&my (3.58)

Para el 1ltimo término de la ecuacién (3.53) seguramente el lector ya conoce como se
procede para hacer la derivacién, asi que sélo escribiremos el resultado directamente:

%(t) (32 (/d)\p(/\) - 1)) _ Bg/d/\fs';—((i\))

_ B / NN — 1) = By, (3.59)

Entonces la ecuacién (3.53) tendrd finalmente la siguiente expresion:

5"4[p7 Bl) BQ]
op(t)

e igualando lo anterior a cero obtenemos nuestra primera ecuacion del punto silla:

_ 9 / AN p(X) I A — N| + Va(A) + Bif(A) + Ba. (3.60)

Va(A) + Bif(A) + By =2 / dNp(\)In |\ = N|. (3.61)
Por otra parte
aA[p7 Bl; BQ] _
B, /d)\p()\)f()\) —c, (3.62)

que igualando a cero nos da la segunda ecuaciéon del punto silla:

/ Dp(V) V) = ¢ (3.63)

Finalmente,
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%ﬁ;ﬂﬂ _ /d/\p()\) 1. (3.64)

Obtendremos la tercera ecuacién del punto silla al igualar esta iltima ecuacion a cero:

/ dAp(\) = 1. (3.65)

En resumen, las ecuaciones del punto silla son:

Vs(\) + By f(\) + By — Q/pr(X) In|A— N,
/ Dp(\) =1, / AP FO) = c. (3.66)

Denotemos la solucién de estas ecuaciones de punto silla como py, Big y Bap. Asi la
funcién de particién vy (c), ecuacién ([3.49)), puede estimarse como:

vn(c) ~ e 2N Ao(e) (3.67)
donde Ay(c) es la accién evaluada en el punto silla, es decir, Ay(c) = Alpo, B0, Ba,o)-
Finalmente la funcién tasa W(c) se obtiene al sustituir las ecuaciones (3.51)) y (3.67) en

la ecuacién (3.27)), obteniendo:

palc) = e PV (3.68)

con

1
Resolver las ecuaciones del punto silla (3.66) no es sencillo y para eso existen diferentes

métodos. Nosotros utilizaremos la transformada de Hilbert-Stieltjes (vea definicién [C.2)) para
resolver tales ecuaciones en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4

Un enfoque unificado para grandes
desviaciones de los valores propios
extremos y del bulk en los ensambles

de Wishart y de Jacobi

Ahora aplicaremos para los ensambles de Wishart y de Jacobi lo que hemos realizado en
la seccién Pero antes necesitamos dar algunas definiciones importantes.

4.1. Definiciones

Estamos interesados en estudiar ciertas propiedades relacionadas con la funcién de densi-
dad conjunta de los valores propios en el espectro A de matrices aleatorias de tamano N x N
de los ensambles de Wishart y de Jacobi (véase secciones y . En particular nos en-
focaremos en la variable aleatoria que cuenta el nimero de valores propios a la izquierda de
un cierto nimero x. Esta variable aleatoria es llamada el shifted index number (SIN) y es
definida como:

N =) O —N), (4.1)

donde © es la funcién escalén (véase definicién , x,\; € A, para cualquier i =
1,..., N,y A estd dado por la ecuacién . De esta manera A, puede tomar valores en
el conjunto {0, ..., N}. Como veremos més adelante, el SIN contiene mds informacién que
el indice estudiado previamente en [30, [56].

Al ser esta una variable aleatoria, una expresion simple para su funcién de probabilidad

de densidad es:
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o, (ng) = /A i dApA(N)S <n — Z Oz — m) : (4.2)

para cualquier n, € {0,..., N} y con py(A) dada por la ecuacién (3.21)).

Notemos que aunque el SIN toma valores discretos, es matematicamente inofensivo con-
siderar deltas de Dirac en lugar de deltas de Kroenecker, ya que mas adelante usaremos el
método del gas de Coulomb para pasar de un analisis discreto a uno continuo.

La cola de la funcién de distribucién acumulada del SIN est4 dada poifl]

Py (ny) = / " dtp (). (4.3)

Ahora, como se establece en [28], [34], hacemos una observacion trivial: la probabilidad de
que el k-ésimo valor propio y) sea menor que x es precisamente la probabilidad de que por
lo menos N, sea mayor que k, esto es

Py (k) = Py (). (4.4)

De manera similar tenemos que Py, (k) = Fy(m (z) = [7 dtpy,, (t). Por lo tanto al analizar
Py, (o equivalentemente py;,) tendremos acceso no sélo a las propiedades estadisticas del
SIN, sino también a las del k-ésimo valor propio. Como se menciona en el trabajo realizado
en [28, [34] para el ensamble gaussiano, veremos que podemos recuperar la totalidad de
las propiedades estadisticas tanto para los valores propios en el bulk como para los valores
propios extremos (edge), es decir, para N muy grande obtendremos las funciones de grandes
desviaciones izquierda y derecha del k-ésimo valor propio.

4.1.1. Meétodo del fluido de Coulomb

Usaremos el método del fluido de Coulomb para obtener una expresién de py, (n,) para los
ensambles de Wishart y de Jacobi. Para derivar una expresiéon para la funcién de densidad de
probabilidad del SIN, definimos la variable aleatoria C, = N, /N, que toma valores ¢ € [0, 1].
Por la proposicién [B.1, una expresion para su funcién de densidad es:

pe,(¢) = /AN dApa(X)0 (c — % Z Oz — m) : (4.5)

'El limite superior de esta integral ha sido puesto como co mientras que, en principio, deberia ser N. Esto
no es un problema si entendemos que la funcién de densidad ppr, tiene un soporte y/o estamos anticipando
el limite termodinamico. Esto es, cuando N — oo.
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para cualquier ¢ € [0, 1]. Notemos que esta funcién de densidad es equivalente a la que
aparece en la ecuacién (3.26) al definir f(\) = ©(z — \) y entonces por el procedimiento
presentado en la seccién llegaremos a que (véase ecuacién (3.47))):

1 _8
pe. () = T / Dlp, By, Byle™ 2N AlBLBl (4.6)

para cualquier ¢ € [0,1], donde (3 es el indice de Dyson y Alp, By, Bs| viene dada por
la ecuaciéon - Adelantando un poco los resultados que obtendremos al analizar esta
funcién de densidad, debido a las ecuaciones (3.68) y (3.69)), sabemos que podremos escribir:

pe.(e) = e PV (e x) = L (Aoe ) — ) (4.7

donde Ay(c,x) corresponde al valor de la accién Alp, By, Bs] evaluada en el punto silla
y, por lo tanto, dependera de los parametros ¢ y x. De manera similar, {2y corresponde
a la evaluacién de la accién asociada con Ag, que es el estado de equilibrio del fluido de
Coulomb que da origen a la distribuciones MP (ecuacién (3.15)) y GMP (ecuacién (3.19))
para los ensambles de Wishart y de Jacobi, respectivamente. Podemos observar que pe, (c)
estd relacionada a la distribucién de equilibrio del fluido de Coulomb en presencia de la
restriccién [ dA\p(A)O(x—\) = c. Sisomos capaces de encontrar esta densidad p que cumple la
restriccién anterior y la evaluamos en la accién (ecuacién , entonces podremos encontrar
una expresién para la funcién tasa W(c, x).

Como veremos mas adelante, la densidad de probabilidad pe, (c) es concava en su dominio
0, 1], alcanzando su maximo en el valor particular ¢ = ¢,(z) [13], donde ¢, (x) estd dado por:

[ dXpw (X Ensamble de Wishart
ex) = , (4.8)
f d\pawr(N), Ensamble de Jacobi
b_(a1,a2)

para cualquier z € A. Puede observarse que c¢,(x) es la proporcién natural de valores
propios a la izquierda de x en las distribuciones MP y GMP para los ensambles de Wishart
y de Jacobi, respectivamente. Si denotamos por Pp, = fcl dc'pe, () ala cola izquierda de la
distribucién acumulada de C,, entonces dado que p¢, (c) es céncava en todo su dominio [0, 1],
para ¢ > c¢,(z) la integral fcl dc'pe, () tendré su maxima contribucién en una vecindad de
c. Haciendo una expansién en series de Taylor de orden cero de la funcién tasa (ecuacién
, tenemos que e AV *¥(ew) gerd, una aproximacion para FCI(C). De manera similar para la
funcién de distribucién acumulada Fe, (c¢) cuando ¢ < ¢,(x). Asi podemos resumir que:
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e AN?¥(c) , ¢ < ci(x)

PCZ<C) ~ { 1 6—5N2\I!(c,x)’ c> C*(l') ) (49>

para N — ooy ¢ € [0, 1].
Una vez que encontremos la funcion de distribucién acumulada del SIN, automaticamente
podremos obtener la funcion de distribucién acumulada del k-ésimo valor propio como:

e AN?U(k/N.z) x < x,(k/N)
Py(k) (x) { 1 — ¢~ BN?¥(k/N.x) . > :L‘*(k/N) ) (4-10)
donde z,(t) es la solucién de la ecuacién
c(z) =t, (4.11)

parat € [0, 1]. Por lo tanto la funcién tasa W(c, x) tiene un significado doble: como funcién
de ¢ (para z fijo) nos da informacién acerca de las grandes desviaciones del SIN, mientras
que como funcién de z (para ¢ = k/N fijo) nos da las grandes desviaciones del k-ésimo valor
propio. El dltimo caso es méas interesante cuando, como veremos mas adelante, encontramos
que para los valores propios extremos, esto es para k = 1 (el mas pequeno) o k = N (el més
grande), uno es capaz de obtener sus funciones de grandes desviaciones izquierda y derecha
usando el método del fluido de Coulomb.

Entonces lo siguiente por hacer es resolver las ecuaciones del punto silla (3.66|) para
nuestro caso particular donde f(\) = ©(x — \) y considerando los ensambles de Wishart y
de Jacobi que determinaran la forma de la funciéon V5. A continuacion basaremos nuestro
andlisis en el ensamble de Wishart. Para el ensamble de Jacobi véase la seccién [4.3]

4.2. Ensamble de Wishart

En esta seccion realizaremos todas las derivaciones para obtener las expresiones que
aparecen en la ecuacién (4.7) para el ensamble de Wishart partiendo de las ecuaciones de
punto silla (3.66]). Para este andlisis consideremos matrices W (M, N) de este ensamble para
M>N>1.

4.2.1. Ecuaciones del punto silla

Al realizar el rescalamiento A — N A y notando que u/N = (M — N)/N (donde u aparece
en la ecuacién (3.23)) para N muy grande, llegamos a que V5(\) = A — aln(A), donde
a = (M — N)/N. Por este motivo las ecuaciones de punto silla tendran la siguiente forma
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N—aln(\) + BiO(@ — \) + By = 2/d)\'p()\’) In A — X, (4.12)
c= /d)\p(/\)@(x —A), 1= /d)\p(/\) . (4.13)

Para resolver estas ecuaciones primero derivamos la ecuacion (4.12) respecto a A obte-
niendo:

1 o ()
- 1——) Cio(z—N) =P [ av 2L 4.14
5 (1-3) + Cudta = /A—X (4.14)

donde C7 = —B;/2 y P denota el valor principal de Cauchyﬂ En la ecuaciéon anterior
hemos usado adicionalmente la ecuacién (B.4]). Justo después de realizar la derivada respecto
a A en (4.12) obtenemos los mismos resultados que en [I3] al haber utilizado exactamente el
mismo método. Sin embargo, a partir de este momento nuestro camino para encontrar py,

la solucién de las ecuaciones del punto silla, cambiara de manera significativa al utilizar la
transformada de Hilbert-Stieltjes (véase definicién |C.2)).

Ahora, multiplicando la ecuacién anterior por p(\)/(z—\) y después integrandola respecto
a A tenemos:

%/d/\% (1 - %) +Cl/d)\L>\))\5(x— ) = /dA%P/dX%. (4.15)

El siguiente paso es utilizar la transformada de Hilbert-Stieltjes de la densidad p , también
llamado el resolvente, dada por S(z) = f d)\%, para reescribir los términos de la ecuacion
anterior.

1. Primer término.

2/ 0225 (1-9) = 5505 [ oS

2
1 o 1 1
— %S(z) - % (S(2) — S(0)) . (4.16)

2El valor principal de Cauchy de una funcién f con integral finita alrededor de un punto ¢ € [a,b] se
define como [2]: Pf;7 f(x)dx = h’]r(r)l+ U;is f(z)dz + fchrE f(z)d:c]
e—
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2. Segundo término.

C’l/d)\%é(x— PN C (4.17)

z— z—x 2(z-—1x)’
donde hemos definido ¢ = Cip(x).

3. Tercer término.

= S5(2)? - Ty, (4.18)

por lo que T3 = %’2)2

Considerando estos resultados, reescribimos la ecuacién (4.15)) como:
S(z)* _ 8(2) g w

o)
2 2 _2_z+£+2(z—x)’

(4.19)

donde definimos v = «S(0). Podemos observar que tenemos una ecuaciéon cuadratica
para S(z):

S(2)? — (1 . —) S(z)— 2 - —0, (4.20)

cuya solucién es

S(z)i:%[(1—%)1\/(1_%)2+4(g+2fgj)] . (4.21)

Lo siguiente a realizar es relacionar v con w. Para eso utilizaremos que S(z) ~ 1/z cuando
z — oo [2,[35]. Esto nos sugiere hacer una expansién en series de Taylor para S(z)4 cuando
z — 00y después verificar con que signo S(z)+ se comporta como 1/z. Realizando lo anterior
obtenemos que S_(z) tiene el correcto comportamiento asintético esperado y es dado por:

S(z)- = — +.... (4.22)



Igualando S(z)_ = 1/z concluimos que v = —1 — w. Sustituyendo esto en la ecuacién

(4.21]), tenemos que:

S(z)i:%[(1—%)i\/<1_%>2_4(14;w_zfx)] ' (4.23)

Trabajando con la expresiéon del discriminante tenemos:

2
<1_g> _4(1+w_ w )
2 2 z—u

! 2 L Wiz —T) — 2W
— - - () —a) - )
_ ﬁ[(z—a)%z—x) — (14 w)(z — 2) — 2w)]. (4.24)

Ahora definimos el siguiente polinomio ctibico:

Py(2) = P3(z,7,w,0) = (2 — a)*(z — :C) —4z(1+w)(z —z) — 2w)
= (z—2)(2* + a® — 22(2 + a)) + 4z 2w
=(z—2)(z=b()(z —b_(a)) + 4r2w, (4.25)

donde

bi(a) = (1+V1+a)?, (4.26)

son la cota superior (by(«)) e inferior (b_(«)) del intervalo que forma el soporte para la
distribucién MP, ecuacion (3.15). Entonces podemos reescribir el resolvente de la siguiente
manera:

%[(z—a):l: ZP?’T(Z;

Notemos que cuando w = 0 recuperamos el resolvente asociado a la distribucién MP, es

Si(z) = S+:(z,2,w,a) = (4.27)

decir,

SF() = o [ - 0) £ V&~ b))z~ b ()] (4.28)
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ya que se puede probar que [32]:

lim ~S[S™(¢ — ie)] = puplt) (4.29)

e—0t+ T

donde (2] denota la parte imaginaria del nimero complejo z. Entonces concluimos que
el pardmetro w controla las deformaciones de la distribucién MP debido a la barrera en la
posicién x y a la fraccion de valores propios ¢ a la izquierda de x. Lo siguiente serd analizar
las raices de P3(z).

4.2.2. Analisis de las raices de P;(z)

Para un polinomio ctibico escrito como:

az® + b2 +cz+d=0, (4.30)

podemos definir A = 18abed — 4b3d + b*c? — 4ac’® — 27a*d?. Entonces tendremos tres raices
reales si A > 0 [3§]. Las raices del polinomio en la ecuacién (4.30)) estdn dadas por [38]:

1 Ay
=——1b C+— k 1,2,3 4.31
2k Ba(+uk +uk0)a e{av}a ( )
donde
~1+iv3 ~1-iV3
u1:17 Ug = —5 Uy = ———(—
2 2
Ay + /A2 —4A3
02\3/ s 21 0 Ag=0—3ac, A;=2b—9abc+ 27a3d.
Ademss se tiene la siguiente relacién A? —4A3 = —27a*A. Para el polinomio P3(z) dado

por la ecuacion (4.25)) tenemos que

a=1, b=—-4—2—-2a, c=4r+2za+o’+4rw, d=—zx0?. (4.32)

Por lo tanto

Ay =16+ 2%+ a(16 + a) — 22(2 + a + 6w),
Ay = —27Tza” — 24+ 2 +2a)* + 94 + . + 2a)(a® + 22(2 + a + 2w)) ,

46



Asfi el discriminante A de la ecuacién cibica P3(z) = 0 puede escribirse de la siguiente

manera

A = —2562°(w — wy(a, 7)) (w — wy (o, 7)) (W — w_(a, 7)),

donde w;(av, z) son las raices de A dadas porf]

wy = w,y (o, ) Ko, x)

1 5 _—1+2\/§ . _—1—2\/§:(oz,x)]7

T 48z _ 2 2 x(a,)
wo=w_(a,z) = 48%% ko, z) — x(a,x) — igg’g] ,
wo = wo(a, ) = 48%% ko, x) — -1 _2“/3 (v, ) — ! z“/gigzj’g] ;

con

[(a,7) = —64a° + 960°(43z — 8) + 24 (x(503z + 1000) — 160)
+ 400 (772 — 16)(x + 4)* + 24002 (22 — 1)(x + 4)°
—12a(z +4)° — (v +4)°,

Qa,x) = 24\/5\/042(—:1:) (83 + 3a2(16 — 5z) 4 6a(x + 4)2 + (x + 4)3)°,

E(a, ) = 16a* + 160° (292 + 8) + 4802 (5z + 2)(z + 4)
+ 8a(z +4)° + (v +4)*,
x(a,2) = VT +Q, k(a,2) = —-8((a —2)a —2) +2° — 20(a + 2)z,

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
(4.40)

donde R denota la parte real de un niimero complejo. Estas raices estan ordenadas como

wy > 0> wp > w_. Esto nos permite expresar a las raices de P3(z) como sigue

3Las raices son siempre reales y, en principio, no hay necesidad de tomar su parte real como aparece en

estas expresiones. Sin embargo, esto es conveniente si uno quiere mantenerlas ordenadas.
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Ag

A=) (o,z,w) = — (—4—x—2a+0+—> , (4.41)

Wl

C

B 1 —1—iV3 —1+4+1ivV3 A,
Ao = Moo, z,w) = -3 (—4—3:—2@—1— 5 C+ 5 ?> ) (4.42)

B ! —1+iV3 , —1—iV3A,
A = Mo z,w) = ~3 (—4—33—204—{— 5 C+ 5 F) , (4.43)

donde
Cla,z,w) = {’/Al + 244/323(w — wo(a, 7)) (w — wy (o, 2))(w — w_(a, z)), (4.44)
Ao, z,w) =16+ 2* + a(16 + a) — 22(2 + a + 6w), (4.45)
2

Ao, z,w) = —;xaz — (442 +2a) + 2(4 + 2+ 2a)(a® +22(2 + a + 2w)) . (4.46)

De esta manera el resolvente (ecuacion (4.27))) puede reescribirse en funcién de las raices
de Ps(z) como:

z—X)(z— )

Z—X

Si(z) =S:(z,7,w,a) = % [(z —a)t \/(z — ) (4.47)

Como uno puede observar al graficar las raices de P3(z) como funcién de w (ver figura
, estas aparecen ordenadas como 0 < A_ < A\g < A;. De esto podemos ver que emergen
dos escenarios: el primero sucede cuando la posicion x de la barrera se encuentra dentro del
soporte natural de la distribucién MP, esto es, x € [b_(«), by (a)] (correspondiendo al panel
de en medio en la figura . Entonces, dependiendo del valor de ¢ comparandolo con la
fraccién natural de valores propios de la distribucién MP a la izquierda de z, ¢,(x), podemos
tener una densidad con un soporte doble (para ¢ # c¢,(x)) o podemos tener la distribucién
MP, la cual corresponde cuando la barrera en la posicién x es ineficiente, esto es, cuando
¢ = ¢,(z). En este caso se observa que w € [wy(e, ), ws (e, )] y el valor de w esta controlando
la fraccién ¢ de valores propios a la izquierda de x partiendo de ¢ = 0 (w = wyp(a, z)) ac=1
(w = w4 (a,)). La verdadera expresién que relaciona a w con ¢ sera obtenida mas adelante.
El segundo escenario corresponde cuando la posicién de la barrera esta afuera del soporte
natural, esto es, cuando x ¢ [b_(a), by (c)]. En este caso tenemos que w € [wy(«),0] o que
w € [0, w4 (a)], respectivamente (y corresponde a los paneles derecho e izquierdo de la figura
[1.1] respectivamente).

De hecho ambos escenarios pueden ser juntados al redefinir las raices del discriminante
A como sigue:
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Alw) Ai(w) A(w)

10Lc£)=0 c:c,(x) 10- < C.(x) ¢ =c,(x) ¢>C,(x) c:c.(x) of)=1
5 10— —

5 ;b ’

1./[) p o
050
0.10 4 L !
05 ~——0(

' ' ' ' ' ' w | ' ' ' ' w 0'5‘ : : : :
000 5 10 15 20 2 04 -02 00 02 06 -04 -02 00

Figura 4.1: Grafica de las raices 0 < A_(a, z,w) < Ao, z,w) < Ay (a, z,w) y la posicién de
la barrera en z (linea azul sélida) como funcién de w. En este caso o =2y x = 1/10, 3,10
(de izquierda a derecha).

(0 ] o <b (o)

woler ) = 3 ke, 2) — 58y (o, 2) — #% r>b_(a) ’ (4.48)
- :

(o) = | B[R0 = =5 e) - SPATES @ <bi(a) (4.49)
[ 0 ) 2> b(a)

Un resumen puede encontrarse en la figura donde pueden observarse las regiones
restringidas en los planos (z,w) y (x,¢). Aqui la curva roja corresponde a la expresién de
¢(x) cuya expresion exacta (véase seccién [4.2.3)) estd dada por

0, r <b_(w)
() =1 w(z), zeb_(a)b(a) , (4.50)
1, r>by(w)
donde
V(0 (@) =)t = b_(a)) +2(2 + ) sin™! ( t;;%) ~2atan™! ( gfga;gj;f;gg)

= (1) = - ,

para cualquier t € [b_(«), by (a)].
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100 \ e b.(a) "
0.5/
€>C.(x) ™ c=c.(x) y
> 4 6 8 10
-0.5¢ c<c(x)
bla) wpla ) g 10

Figura 4.2: Izquierda: Regién permitida para las soluciones fisicas en el plano (z,w), acotadas
por las lineas w = w (linea azul) y w = wy (linea verde). Cuando w = 0 (linea roja), la solu-
cién corresponde a la distribucion MP. A lo largo de esta linea la fraccion de valores propios
a la izquierda de z es ¢ = ¢,(x). Empezando en w = 0 e incrementando su valor, entramos
a la regién rellenada de color azul que corresponde a una funcién de densidad restringida
(solucién de las ecuaciones de punto silla) donde ¢ es mayor que el valor tipico ¢, (z) hasta
que alcanza su valor maximo ¢ = 1, es decir, todos los valores propios se encuentran a la
izquierda de x. Por otro lado, si comenzamos en w = 0 y disminuimos su valor, entraremos
a la region verde que corresponde a ¢ < ¢,(x). De manera eventual llegaremos a w = wy que
corresponde a ¢ = 0 cuando todos los valores propios estan a la derecha de z. Derecha: El
plano (z,c). La linea roja corresponde a ¢,(z). En este caso b_(«) etiqueta la regién azul
oscuro y by () la regién verde oscuro.

4.2.3. Expresion exacta de ¢, ()

Los resultados que aparecen a continuacién fueron tomados de la p. 79 de [3§]. En esta
seccién by denotard a by («). Para encontrar la expresion exacta de ¢, (x) tenemos que resolver
la integral que aparece en la ecuacion (4.8). Sabemos que:

x

@)= [ dow(y)

b-(a)
1 V@ =N —b (@)
o / dA A
b-(a)
1 [ VR
=5 d)\T, (4.52)
b- (o)

con
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R=(by =N\ —=0b_)= =N+ Xby+b_) —brb_=a+b\+c1\?, (4.53)

donde hemos denotado

a = —b+b_ s b = b+ + b_ s CcCl = —1 N (454)
y definimos A = 4b,b_ — (b, + b_)%. Sabemos que

VR d\ b [ d)
/d)\T—\/E—FCL/m—Fﬁ ﬁ (455)

Trabajemos con los términos de la integral anterior.

1. Debido a que a < 0y A < 0 tenemos que

2. Ya que ¢; < 0y A < 0 sabemos que

ax 1 - (201)\+b)
VR —C1 vV=A

Finalmente la ecuacion (4.55) puede escribirse como

/d)\@ —VR+ \/L__asinl (2;”\/__[2) - 2\/6__6151111 (2%b> . (4.56)

Por lo tanto

() = Vi =)@ —b) /(b —x)(&—b) FHin_l (b+x+b_(—2b++x))}

27 a 27 2 (by — b )z

by +b_ [m . (by+b_—22
+ 1r [E—l—sm (—b_—b+ )]

(4.57)

51



y simplificando la expresion anterior obtenemos finalmente que

VI =05+ 22 +a)sin ! (/5 - 20tan (/262)
o a) = . (458)

para cualquier x € [b_(a), by ()]

4.2.4. Distribucion deformada MP

Con la ayuda del anélisis realizado para las raices de P3(z) podemos finalmente escribir
una expresion exacta para la distribucién deformada MP (que da solucién a las ecuaciones
de punto silla):

) 1 \/(A_M)(Am—_AAo)(A—A,)]AE[A_’I]+\/(M—A)(AA—_A;)(A_A,)IAEWM7 e
0 — |
27\ \/ (Af)\+)(>\)?:;\)(>\f>\—) Daepr no] + \/ (/\+f>\)(>\)\:>;§))(>\f>\—) Detonys e<en(o)
(4.59)

para cualquier A € [A_,\,], y donde I,cp esigual a 1 si z € D y cero en otro caso.

Esta expresién se simplifica de manera significativa cuando todos los valores propios estan
a la izquierda o a la derecha de la barrera situada en la posicién z. Desde el punto de vista de
las raices de Ps(z) esto corresponde algebraicamente a tener A = 0 (véase ecuacién ([4.33))
y Ay # 0, lo que implica tener una raiz doble y una raiz simple dadas por

9ad — be
pum— = - 4-
T T2 2A0 s ( 60)
dabc — 9a*d — b?
= 4.61
que en nuestro caso seran
2 2 2 2 2 —2a% + 4 2)+8 1
Al(a,x,w):a(&+ )+ 2 (a+ 2w+ 2) + 2 (—20% + da(w + 2) + 8(w + ))’ (4.62)
ala+16) + 22 — 2z(a + 6w + 2) + 16
—4(2 4) (a® +2 2 2 2 2 4)3
Nola, 1) = Qa+az+4) (o +2z(a+ 2w+ 2)) + 9oz + (200 + x + 4) (463)

a(a+16) + 22 — 2z(a + 6w + 2) + 16

Aqui w debe escogerse de tal manera que w = wy (correspondiendo a todos los valores
propios a la derecha de z) o w = wy (correspondiendo a todos los valores propios a la
izquierda de x). Notemos que graficamente la raiz que es doble corresponde a la que iguala
a z (panel central en la figura , es decir, la que estd pegada a la barrera. Por ende, para
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c = 1 tenemos que A, = \g, mientras que para ¢ = 0 tenemos que A\_ = ). Las ecuaciones
siguientes resumen los resultados obtenidos. La densidad espectral para todos los valores
propios a la izquierda o a la derecha de la barrera en la posicién x tiene la forma siguiente:

,OMP(/\) ) x > b+(a)
pL(A) = lp(as : (4.64)
{ ﬁ W |)‘ - UL(Oé, ZL’)| I)\E[ZL(oe,a:),x] , T < b+(Oé)
y
o) = | P vt (4.65)
R = ur(a,r)— R .
oo % IA = Llr(, 2)| Dz up(am) s T = b-()

para cualquier A € [0,00), donde R y L denotan que todos los valores propios se encuen-
tran a la izquierda y a la derecha de x, respectivamente. Las funciones anteriores concuerdan
con los resultados presentados en [16]. Aqui hemos usado las siguientes definiciones

up (o z) = a?(a+2) + 2% (a+ 2w, +2) + 2 (=202 + da(wy +2) + 8(wy + 1))
ala+16) + 22 — 2x(a + 6wy +2) + 16

lp(a,z) = A_(a,z,wi (o, x)), (4.67)

?(a+2) + 2% (a + 2wo + 2) + 2 (—202 + da(wy + 2) + 8(wp + 1))
ala+16) + 22 — 2z(a + 6wy + 2) + 16

ug(a, ) = Ay (a, z,wo(a, ) . (4.69)

. (4.66)

lr(a, ) = . (4.68)

En las ecuaciones anteriores hemos obtenido uy (o, x) y ¢r(a, x) de la siguiente manera

urp(a, ) = A (o, z,wy (a, ) = Ao(a, z,wy (a, 7)),
lrla,x) = A (o, z,wo(a, ) = Ao(a, z,wo(e, ) .

Finalmente podemos obtener una expresiéon que relacione a los parametros w con la
fraccién ¢ de valores propios a la izquierda de la barrera en la posicion x.

4.2.5. Expresién para c(a,z,w)

En esta seccién obtendremos una expresion exacta para relacionar w con c. Esto se realiza
integrando la distribucién deformada MP (ecuacién de acuerdo al caso que corresponda:
¢ > ¢, (x) 0 ¢ < ¢i(x). Para los resultados obtenidos a continuacién hemos utilizado (252.11,
252.12, 253.11 y 253.12) de [57].
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Caso ¢ > ¢,(x)

En este caso por la ecuacion (4.59) tendremos que

(o, 2, w) /dAZM\/ A= A)(A -~ A0)(A—A—>, (4.70)

Calculemos

Il/d)\ \/A Ar)(A = ’\OW_A‘). (4.71)

Denotemos port =X, a=A, b= X, y=ci =xyd=A_. Entoncesa >b>c; >y >d
y la ecuacion anterior puede escribirse como

rdt [(t—a)t—b)t—d)
I = /7\/ p— . (4.72)

d

(t—a)(t—b)(t—d)

Multiplicando la ecuaciéon anterior por
(t—a)(t—b)(t—d)

tenemos que

Cfdt - at-b-d)
[1_/ t /(t—a)(t—b)(ci—t)(t— d)

/
dt¢ i—a) t—If)Z(cl —Di—-a) (a+b+d)d/dt\/(t—a)(t—bt)(cl )i —d)
+ (ab+ ad + bd) ydt\/t_a t_;)(ﬁ —
_ abdd/y % T ;)(Cl == (4.73)
Utilizando que
| i —t:dil —i-a Y 0/1 <(11 _—g:j(%))): du, (474)
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Yy

dt (1-a m
/ :i/ O7sn’(u)) du, (4.75)
tmy/(t—a)(t —b)(cp —t)(t —d dm0

1—ao; Sn2 (u))m

aNQZa(d—cl) 2:(a—b)(cl—d) _ 2 &“QZd_Cl

! (a—cp)d’ K (a—c)(b—d)’ g \/(a—cl)(b—d)’ a—cl<o’
_Sinfl (a_cl)(y_d) U — _

c o \/<cl—d><a—y>’ S AR,

podemos reescribir los términos de la ecuacién (4.73) de la manera siguiente. Los primeros
tres términos pueden reescribirse al utilizar las ecuaciones (4.74) y (H.7), en ese orden,
mientras que el cuarto término al utilizar las ecuaciones (4.75)) y (H.8g]).

1. Primer término.

v P 2
N e e e .

2. Segundo término.

Y

t
d =dgZ; . 4.77
[ e e

d

3. Tercer término.

Y

1
/dt N DI CEDI 920 (4.78)

d

4. Cuarto término.

%)



Y

dt 1 g
d/7¢<t—a><t—b><c1—t><t—d> “a )

De esta manera podemos escribir a I; como:

I = d2gZs — (a+ b+ d)dgZi + (ab+ ad + bd)gZs — abd%Z]
=g (d’Zy — (a+ b+ d)dZ; + (ab+ ad + bd) F(p, k) — abZy) . (4.80)

Sabemos que ¢(a, z,w) = %]1, asi que simplificando la ecuacion (4.80f) usando las expre-
siones de las ecuaciones (H.9{H.14)) obtenemos finalmente que

1
(o, 7,0) = A = 2) (Ao = A)E(K) = (A = A) (A — 2) K (k)
2/ (Ay — ) (Mo — A2) [ <
A —x Ar(A —x)
— (A Ao — AT k 20l | —— .k 4.81
(++ 0 T+ ) <)\+—I‘7 >+ 0 ()\()\+—SC)’ ))]7 ( )
donde k = m% es el médulo eliptico, K(k), E(k), y l(n,k) corresponden

a las integrales elipticas completas de primer, segundo y tercer tipo (véase apéndice ,
respectivamente.

Caso ¢ < ¢,(x)

En este caso por la ecuacion (4.59) tenemos que

cla, z,w) :/d)\271)\\/(/\_>\+)(>;__;)()\_/\_). (4.82)
Necesitamos resolver
Pax [0 =)0 =N =X
(= [ ORI =5 )

De manera andloga al caso anterior, si denotamos port =X\, a = A, b=2,¢1 =\ y
d =1y = \_, tenemos que a > b > ¢; >y > d y de esta manera podemos reescribir a I como
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I_/dt\/t—a t—01 )(t—d) (4.84)

(t—a)(t—c1)(t—d

Multiplicando la ecuacién anterior por
p PO —en(d

tenemos que

1 2 ¢ t

B N e e B N [
c1 1

+ (acy + ad + ¢1d) dt\/(t_a)(b—t)@_cl)(t_d)

Y

C1

1
— acld/dtt\/(t 0 D) —d) . (4.85)

)

Utilizando que

ul

ra =ct (1 —an’sn’(u)" u
/ \/@_t t)(c1 —t)(t —d) N 190/ (1—a28n2(u))md ) (4.86)

C1 ul

dt _ 9 (1 — a?sn?(u))™ du 187
/tm\/a—t t)(cy —t)(t —d) CTO/(l—aIQSHQ(U))m ’ (4.87)
62{2217(01 d) k2:(a_b)(cl_d) . 2 a2zcl_d
ci(b—d)’ (a—c))(b—d)’ Vie—c)b—d)’ b—d’
o [b=d)(er —y) o,
@ =SIn \/(cl—d)(b—y)7 Ul—ZO—F(Qovk)7

podemos reescribir I (de manera andloga al caso anterior) como

[ =c1gZy — (a+ ey + d)ergZy + (acy + ad + ¢1d)gZy — gadZy (4.88)

Al simplificar ¢(«, z, w) = =1 utilizando las ecuaciones (H.9H.14)) obtenemos finalmente
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1
cla, x,w) = dr /O =) =) [(a: — o) < — 2\ —x)(z — A\)K (k)
+ (A — 2+ N+ AT (i;o__;\k)
— 22 MDD (% k;) ) + 20— M)z = A )E (k) |, (4.89)
con k = m%

Ahora tenemos todo lo necesario para graficar la distribuciéon deformad MP (ecuacién
4.59)). Estas gréaficas se muestran en la figura junto con simulaciones Monte Carlo para
valores decrecientes de ¢ de izquierda a derecha.

p(A) piA)

030: |y ) b 0% 1
0.25¢ 0.20¢ 1
020; 0.15
0.15¢ '
040t 0.10
0.05: 0.0

: L . . A

8 h 2 4 ) 8

Figura 4.3: Distribucién deformada MP para * = 2 y a = 2 correspondiendo al valor

¢ (o, ) = 0.362418. El fondo verde de las graficas corresponde a simulaciones Monte Carlo
con N = 600 y con 10° pasos de Monte Carlo para termalizar y 10° pasos de Monte Carlo
para reunir a todos los valores propios. Los valores propios han sido distribuidos de cada lado
de la barrera para alcanzar la fraccién deseada ¢ que, de izquierda a derecha, corresponde a
los valores siguientes ¢ = 5/6,0.362418,1/6. La curva de color negro corresponde a las curvas
tedricas dadas por las ecuaciones (4.59) y , donde la gréafica del centro corresponde a
la distribucién MP.

4.2.6. Evaluando la accién y la funcién tasa en el punto silla

Por la ecuacién (3.48)) la accién evaluada en el punto silla py tiene la siguiente forma
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Ao(e,z) = Alpo, B, B = = [ [ N oo A = X]+ [ drpo(0)(h - ala(d)
Realicemos el siguiente truco para poder reescribir a la doble integral que aparece en

la ecuacién anterior. Si multiplicamos la ecuacién de punto silla (4.12)) por pg y después la
integramos respecto a A, nos lleva a la siguiente expresion:

) / / AN po (N po (V) In [ — V| = / ps(N)(A — aln(N) + By / DAy (NO(x — A) + Bs.

(4.91)
Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién (4.90) podremos escribir
1 1 1
Ao(C, l’) = 5 d)\ﬂo(A)()\ — aln()\)) — 5316 — §B2 s (492)

donde ¢ = ¢(a, z,w) dado por las ecuaciones (4.81) y (4.89)), dependiendo el caso corres-
pondiente. Lo siguiente que tenemos que realizar es obtener una expresion exacta del primer

término de la ecuacién anterior y de las variables By y Bs.

Expresion exacta para el primer término de Ag(c, x)

Buscamos una expresion exacta para

: / DN~ aln(A) = 5 ( / (A — a / dApo(V) ln(A)) S (493

Recordemos que el resolvente estda dado por (véase definicién [C.2))

S(z):/d %.

De [35] sabemos que

S(z) =Y zﬂ_il : (4.94)

con



= [ DN, (4.95)

para cualquier j = 0,1, .... Por otra parte, si hacemos una expansion en series de Taylor
de S_(z) dado por la ecuacién (4.21]) tenemos que:

1 1t+a-
S(m)=cp oL (4.96)

z z

Comparando esta expresion con la ecuaciéon (4.94)), concluimos que 1 = 1+ o — 2w y de
la ecuacién (4.95) tenemos que

/d)\po()\))\ =l4+a—aw. (4.97)

Por otro lado, realizando el siguiente truco tenemos que

/sz+ //d d)\po

A

_ /d)\po()\) /dzz ! .

0

_ / dApo(A) In A — Al — / p(\)n |\ (4.98)

y por lo tanto

A

/d/\po()\) In|A| = /d)\po()\) InjA_ — Al — /sz+(z). (4.99)

0

Si evaluamos la ecuacién del punto silla (4.12) en A_ tendremos que

Q/d/\po(/\) InjA- = A=A —aln(A) + B1O(x — A\_) + By
= A_ — ozln()\_) + Bl + B2 . (4100)

En la ecuacién anterior hemos usado el hecho de que > A_ y la definicién de ©.
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Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién (4.99)) tenemos que

Ao

(A —aln(A_)+ By + Bs) — /sz+(z) : (4.101)

N | —

JEOE

Finalmente, al sustituir las ecuaciones (4.97)) y (4.101)) en la ecuacién (4.93)) obtenemos

A

1 1 —

i/d)\po()\)(/\ —aln())) = y — % Al —aln(A2) + By + By — 2/sz+(z)
0

(4.102)

Expresiones para las constantes B; y Bs

Dividiremos en dos casos nuestras derivaciones para encontrar las expresiones de By y de
Bs.

1. Caso ¢ > c,(x)

En este caso el soporte de la densidad espectral py es [A_,z] U [Ag, Ay]. Evaluando los
puntos Ay —&, Ag+¢ey x—¢, cuando € — 0T, en la ecuacién (4.12)) y utilizando la definicién
[B.2] obtenemos las siguientes ecuaciones:

Q/d)\po()\) InAy = A=Ay —aln(Ay) + B, (4.103)
2/d)\p0()\) In ‘)\0 - )\’ = )\0 - Oéln()\o) + BQ, (4104)
2/d)\p0()\) Iz — A =2 —aln(z) + By + Bs. (4.105)

Despejando B, en la ecuacion (4.103) y después despejando By en la ecuaciéon (4.104)),
sustituyendolo en la ecuacién (4.105]) y finalmente despejando a B; de esa misma ecuacién,
obtenemos

By = -, +aln(A;) + Q/d)\po()\) In A, — Al (4.106)
Bi=X—z+ah|= +2/d)\p0()\)ln LA (4.107)
o Mo — A

Deseamos escribir las integrales de las ecuaciones anteriores en funcion de integrales del
resolvente S(z)+. Entonces realizamos el siguiente truco
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/d)\po()\) I\, — A = In(\,) — 7(12 (S_(z) - %) ,

At

que sustituyendolas en las ecuaciones (4.106)) y (4.107)) tendremos que

By = A +aln(ry)+2 [ () — / d- (S_(z) _ é) , (4.108)
At
By =X—z+aln (/\ﬁ) + 2/sz+(z) . (4.109)
0

Ao

2. Caso ¢ < ci(x)

En este caso el soporte de py es [A_, A\o] U [, Ay]. Evaluando los puntos Ay —¢, z +¢cy
Ao — €, cuando € — 07, en la ecuacién (4.12)) y usando la definicién tenemos que

Q/d)\po()\) A, — A = Ay —aln(A,) + Bs, (4.110)
2/d)\p0()\)ln]x—)\| =z —aln(z) + By, (4.111)
2/d/\p0(>\) I Ao — Al = Ao — aln(Ao) + Bi + Ba. (4.112)

Despejando B; en la ecuacion (4.110]) y después despejando By en la ecuacion (4.111)),
sustituyendolo en la ecuacién (4.112]) y finalmente despejando a B; de esa misma ecuacién,
obtenemos
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By = A +aln(ry) + 2/d>\p0()\) A, — A, (4.113)

A
By =—-XN+z+aln (f) + Q/dApo()\) In (4.114)

Ao — A
r—\|

Nuevamente queremos expresar las integrales que aparecen en las ecuaciones anteriores
en funcién de integrales del resolvente S(z)+. Realizando trucos similares a los anteriores
tenemos que

Ao

)3\30__;“ - /sz_(Z),

T

/d)\po()\) In[A, — A =In(\;) — 7dz (S_(z) —~ %) :

At

/ dXpo(N) In

que sustituyendolas en las ecuaciones (4.113)) y (4.114]) tendremos que

By ==X +aln(Ay)+2 [ In(Ay) — /dz (S(z) - é) , (4.115)
Ap
A f
Bi=x—X+aln (?0) —|—2/sz_(2). (4.116)

xT

Como podemos notar en ambos casos la expresion de By (ecuaciones (4.108]) y (4.115))
resulta ser la misma. De manera similar, las ecuaciones (4.109) y (4.116|) para B; resultan
ser iguales. Esto ultimo puede verse de la siguiente manera.

Utilizando la forma del resolvente de la ecuacion tenemos que

2isz+(z) —2— ) —al (Aﬁo) + /xd%\/(z —AME=M)EZA) g
Ao

Z—X
Ao

que es justo el término que aparece en la ecuacion (4.109)). Por lo tanto

B, = /md%\/(z — A1) (2= Xo)(z — A2) |

zZ—XT

Por otro lado, nuevamente usando la forma del resolvente de la ecuacién (4.47))
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/sz (2) =X —2—alh (M) /dz—\/ — ) ZZ__A;)(Z_A ) wns)

siendo el término que aparece en la ecuacién (4.116[). Por lo tanto

/dz—\/ 2= A)EZ A= A) (4.119)

Z—XT

Como puede verse, en los dos casos cuando ¢ > ¢,(x) y ¢ < ¢.(z) obtenemos la misma
expresion para Bj.

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (4.102), (4.115) y (4.116]) en la ecuacién (4.92))
obtenemos

Aole,z) = ”O‘T‘m -2 <)\_ Caln(A)—2 /0 " sz+(z)>

— = e+ 2) (x ~ o+ aln(he/z) +2 /:O sz(z)) (4.120)

(1+%) (—A++(2+a)ln(/\+) —2/: [5(2) - %D )

que es valida para ¢ > ¢,, dado por la ecuacién (4.81), y ¢ < ¢,, dado por la ecuacién
(4.89). La funcién tasa es tan sélo

N | — [\Dlr—t

W(e, ) = 5 (Aofe, 1) — ) | (4.121)

con

17, a
== — 1 4.
Qo 5 (a In (a+1> + 30— 2o+ 1) In(a + )+3) : (4.122)

obtenido en [32]. Con esta funcién tasa tinica, ecuacién ([{.121]), unificamos los resultados
obtenidos en la literatura [13] 19, 29| 32].

Como se muestra en [34] [35], es posible obtener una expresién exacta de la accién
en funcién de integrales elipticas (véase seccién . En la figura , presentamos un den-
sity plot de la funcién tasa en términos del par de variables (z,¢) y (z,w).
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Figura 4.4: Density plot de la funcién tasa (ecuacién (4.121))) en los planos (z,¢) y (z,w).
En este caso oo = 2

Finalmente podemos extraer las funciones tasa de los valores propios més pequeno y més
grande. Denotemos por \Ill(vﬂf ) (x) y wi) () a las funciones tasa izquierda (signo menos) y
derecha (signo mas) del valor propio més grande y més pequeno, respectivamente. De hecho,

puede mostrarse que

U
PO (@) = 1im 2ED (), (4.123)
c—0t C
) (z) = lim W(c, x), r>b_(a), (4.124)
c—0+
y
o) (z) = lim W(e,z), @ <bi(a), (4.125)
c—1-
U(c,x)

\IJI(\;[H(:E) - cl—l,gl* 1—c ’

z>bi(a). (4.126)

donde las expresiones de \Ill(\f ) () y s (x) corresponden a las reportadas en [19] 29,

32]. En la figura presentamos una comparacion de la parte izquierda y derecha de las

ecuaciones ([4.12344.126)).

4.2.7. La accion en funcién de integrales elipticas

Primero recordemos que la accién esta escrita en funcion de integrales del resolvente
S(z)+, ecuacién (4.120). Lo que haremos en seguida es expresar estas integrales del resol-
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Figura 4.5: Comparacién entre ¥(c, x) para los valores extremos (circulos verdes) de acuerdo

a las férmulas (4.12344.126]) y los resultados obtenidos en [19, 29 32] (curvas rojas). Las

graficas han sido realizadas escogiendo o = 2.

vente en funcion de integrales elipticas. La manera en la que expresaremos estas integrales
es analoga a como lo hicimos en la seccién 4.2.5] al verificar la forma de la integral corres-
pondiente usando [57]. Estos resultados los dividiremos en dos casos, ¢ > ¢, y ¢ < ¢.

Caso ¢ > ¢,

En este caso la densidad py, ecuacién (4.59), tiene soporte en [A_, z] U [Ag, Ay].

1. Integral [ dzS,(z)
Ao

Por la forma del resolvente en la ecuacién (4.47)), esta integral tiene la forma siguiente:
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Ao Ao

1 a1 1[Gz )=
2/dz<1_z>+2/dzz z—x

)\0 /\0

| L Fde (o) =) — A
_ B B 4 _Z 2= AL )\ — Ag)Z — A
= 3= —aln(x/A)) 2/”/ -~ |

Trabajando con
T X \ X\

Kl()‘Jra)‘Oaxa)‘):/TZ\/(z_ +)<Zz__ x0)<z_ _>7 (4127)

llegamos a la siguiente expresion

1
1v/Or — )00 — 1)

C(r—A) (mo K (K) 4+ 2(\p + Ao —x + AT ( Ao = & k:)

Ao — A

con k? = %, y donde K(k), E(k) y II(n, k), son las integrales elipticas com-

pletas de primer, segundo y tercer tipo, respectivamente. Por lo tanto

KI(A+7/\O7xa )‘—) =

[ﬂx—MN&—AJE%)

)

/sz+(z) _ %(x “ o — aln(z/A)) — %Kl()\+, Doy AL). (4.128)
Ao

Integral 2. sz (S-(2) — %)

z
At

Yy
Para este caso calcularemos [ dz (S,(z) — %) cuando y — oco. Nuevamente, utilizando la
At
forma del resolvente que aparece en la ecuacion (4.47)), esta integral tiene la forma siguiente
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yim(&@yfg:i/m<%iz—a—¢@_*”%iyx”“L1—é> (4.129)

Ay At

—%@—A+—kaumwﬂg>_%/%aﬂz—Xﬁ@—A@@—Ag.

zZ—XT

(4.130)

Yy
Notamos que y y In(y/\;) divergen cuando y — oo, pero sin embargo [ dz (S_(z) — 1)
At

z=Ay)(z=Ao)(z=A)

converge al sustraer la parte divergente <, lo que nos sugiere que f dz\/

+
tiene una divergencia lineal y una logaritmica que contrarresta las divergencias de y y de

In(y/A+).
Si denotamos por a = Ay >b=Xg>c; =2 >d=)\_yt=z tendremos que

)z — o)z — (t—a)(t—b)(t —d
I—/¢%¢Z +)(z = o)z /ﬁ ¢ @) ). (4.131)
Z—x t—01

Expresando a I en funcién de integrales elipticas, tendremos que:

I=g(a’Zy — (a+b+d)aZy + (ab+ ad + bd)F (¢, k) — bdZ,) | (4.132)
con
o bla—4d) 2 (b—c1)(a—d) 2 5 a—d
Q) = s = s - = )
LT b —d) @—e)o—-a) 77 Ja—a)t_d b—d
o [(b—d)(y—a)
¢ =sin ,
¢W—®@—@
y donde las funciones Z;, Z, y Z estdn dadas por las ecuaciones (H.10)), (H.11) y (H.12).

—a)(t—b)(t—d)

. ., . t
Por otro lado, haciendo una expansion en series de Taylor de %\/ (t=a) r—— cuando

t — 00, tenemos que:
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4.133
t t—c 2t ’ ( )

1\/(t—a)(t—b)(t—d)N1+—a—b—|—cl—d

para t grande, y ademas

Y —a—b+c —d —a—b+c —d Yy
dt (1 =y—A In{—). 4.134
Lol ) ()

Por este resultado podemos ver justo que la integral I tiene una divergencia lineal y

logaritmica cuando y — oco. Estas divergencias son canceladas con el término (y — Ay — (o +
1)In(y/A4)) que aparecen en la ecuacion (4.129)).

Tomando esto en consideracion, definimos ahora una nueva integral donde estas diver-
gencias son removidas, es decir, definimos

t—ocy 2t ’

~ 4 1 [(t—a)(t—=0)(t—d —a—> —d
I:/‘m ¥¢( t=bt=d) , za-bta (4.135)
Lo siguiente es localizar las divergencias logaritmica y lineal de I en la ecuacién (4.132)).
Haciendo una analisis, vemos que estas divergencias vienen de las funciones II(p,a% k) y

%W. De la siguiente identidad [58]

)

1 Wﬁtanz—k 1 — msin?(2)

In (4.136)

+—— ,
/o) \ T i () — /D)

sabemos que la divergencia de II(p,a% k) es logaritmica y al hacer una expansién en

. al d . . . .
series de Taylor para %W observamos que su divergencia es lineal. Esta serie de

Taylor es

ﬁ(z,n,m) = F(z,m) — I (z,

=3

atsn(u)en(u)dn(u)
1 — a?sn?(u)

1
:82(a,b,cl,d)+Ay+B§+..., (4.137)

donde A y B son constantes innecesarias y
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(a—d)(a—b+c; +d)
Ey = — . 4.138
? 2/ —cy(b— d)3/2 (4.138)
Usando la identidad en la ecuaciéon (4.136f) y haciendo una expansion en series de Taylor
A/ 7("_7%7)1(”_1) tan z+m
\/1-m sin2(z)—\/("_mn$ tan z

para el término In ( ), con z = @, n=a’ym =k, tenemos que

~ —d /b
i (¢, Z_—dk> — 1 <0, - _zk) +F(0,k) + &E(a,b,cr,d) + Alny, (4.139)

donde 0 = sin™* % = lfm sin~! ,/% = lim ¢, A es una constante innecesaria
y—b)

Yy—00 Yy—00

Ei(a,b,cy,d) = \/(aQ—(acl_)(bb)— d) In (a = —4(:1 — d) : (4.140)

Redefiniendo las nuevas funciones V y Z donde no consideramos estas divergencias, te-

nemos que
VO = F(ea k)a
Y, =11 (9, Z_ Zlk) + F(8,k) + &(a,b,c1,d),
—C
1 9 2 2 ~279 ~9 ~4 2
Vy = @D =) [0PE(0,k) + (K — o®)Vo + (28°k* + 28° — &' — 3k*)| W
— 52((1, b, Cl,d),
ZO — F(@, k) 5
| —
ZI = §[<a2 - 0612>V1 + 0512]}0] 9
- 1 . SN -
Z = 572[(0‘12 — &I, a1°, k) + a* V],
1

| o _ - —
ZQ = g[a#Z{) + 2(1/12(a2 — Oz12)V1 + ((1/2 — O./12)2V2] s

Usando estas definiciones y tomando y — oo tenemos que
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—a—b+c —d

I =g(a®2y— (a+ b+ d)aZ, + (ab+ ad + bd) Zy — bdZ,) + a + 5 In(a).
(4.141)
Simplificando esta expresién, obtenemos finalmente
- 1
I(Ay, Aoy, A) = — 200 =) Ap —x+ 20 ) F (0, k
(s, ) 2¢<A+—x><xo—x_>[<* o) )F6.5)
~ Ao( Ay — A
+2Ar — )Xo — A)E (0, k) +4X_(No — AT (9, M, k:)
Ar(do—A2)
=~ )\0 — X
—2A: = M)A+ Ao —x+ A 6, k
)\+ — X
4N,
+/ Oy -2 /\O—A_)<()\++/\O—x+)\_)ln (A++A0_x_k_)

—)\+—>\0+x+>\_>

con k* = %, donde F(0,k), E(0,k) y ﬁ(@,n,k), son las integrales elipticas

incompletas de primer, segundo y tercer tipo, respectivamente.
Finalmente obtenemos

/dz (S(z) — 1) = —%f(M, Ao, T, M) . (4.142)

Caso c < ¢,

En este caso, el soporte de la densidad py es [A_, A\g] U [z, A4 ]
Ao
1. Integral [ dzS_(z)

De la ecuacién (4.47) del resolvente sabemos que la siguiente integral es igual a

fdzs(z) _ /d% [Z_a_ JERIE Zoxz_m] s
;[)\o—a:—ozln (No/2)] + Adz\/z_A+ Z:ZO)(Z_A‘). (4.144)
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Si denotamos port =z, a= A, b=y =2, ¢y = Ay y d = A_, entonces

/ @\/(Z—M (z — Xo)( / \/t—a t—c)t—d) (4.145)
N z—x t—>b

En este caso procedemos de la misma manera que en la seccién (4.2.5)) y obtenemos que

/sz_(z) = %(/\0 —x—aln(N/z)) + %Kg()\+, T, Aoy A ), (4.146)
donde
1
Ky(Ay,x, M, M) = N Ve wIrE [()\0 — ) ((x — MK (B)+ Ay —xz4+ X+ A2)

r — )\0 (ZL‘ — )\0))\_
I k| =2 10 +——,k Ap — A — A\ )E (k
(Z5520) = onemn (22202 ) )+ O = e = B8 |
(4.147)
con k? = % y donde K (k), E(k) y TI(n, k) son las integrales elipticas completas
de primer, segundo y tercer tipo.
2. Integral fOL dzS1(z)

Lo que haremos sera considerar la integral f;’ dzS,(z) cuando y — 0. Entonces por la
definicién del resolvente de la ecuacién (4.47)) podemos escribir

//\ dzSy(z) = /dz% [z —a+ \/(2 — )\+)(ZZ—_);0)(2 — )\)]

— 30—y am 4 [ EERIEZNEZA)

z— X

Como podemos observar tenemos una divergencia con el término In(A_/y) cuando y —
00. Sin embargo, la integral fy’\_ dzS, (z) converge, lo que nos sugiere que

/A— %\/(Z — (= —_Ao)(z —A)
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tiene una divergencia logaritmica que cancela al término In(A_/y). Primero, calculemos

la integral f \/ (2= M)(ZZ:’\;))(Z*A‘) en funcién de integrales elipticas.

Para hacerlo supongamos que ¢ > ¢, para poder denotar a = Ay, b= A, c; = x,d = A_,
ya>b>c >d>y, entonces

A7 —_ _ J— R _
[:/ @\/(z RICESNIE / dz\/z QE=E=d)
y 2 z2—x z—c

Tendremos que

(a—cr1)(c1 — 2b)(c1 — d)

I(a,b,ci,d,y) = k a—c)(b—d)E(p, k
( y) Y T )+ (a—c)(b—d)E(p, k)
(d—cl)(a+b—cl+d)ﬁ &2 L 2ab(01—d) ﬁ &2 L
N AW rrry Al
(a —d)(d=b) en(F(p,k))dn(F(p, k), k)sn(F(p, k), k) (4.150)
N eI 1 — a%sn?(F(p, k), k) ’ '
donde

@ =sin"! \/(a —c)d—y) k2 — (b—ci)(a—d) 2_a—d o ci(a —d)
(a—d)(er—y)’ (a—c)(b—d) a—cy’ Ydla—a)’

(4.151)

Nuevamente notamos que la divergencia logaritmica proviene de ﬁ(gp, ai k) al usar la
identidad que aparece en la ecuacion (4.136]).
(z—a)(z—b)(2—d)

po cuando z — 00, tenemos

Haciendo un expansién en series de Taylor de %
que

%\/@_a)(j__f)(’z_@ ~ w/acbdi A+ Bz, (4.152)

donde A y B son constantes innecesarias. Si integramos la expresién anterior tendremos

que
d [abd 1 [abd B
/ dz ( A+ Bz) =2 In(d/y) + A(d — y) + =(d* — *). (4.153)
v c1 z C1 2
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Notamos que cuando y — oo el término que nos da la divergencia es %l In(d/y) que

proviene de 4/ %% en la integral anterior. Por ende definimos la siguiente integral sustrayendo
esta divergencia

_ d 1 z—a)lz—="0)(z—d labd 1
y z Zz— C Cc1 2

= I(a,b,c1,d,y) — U%i In(d/y) . (4.154)

Entonces definimos

j1<a, b, Cl,d) = ;I/E}(l)jo(a,b, Cl,d, y)

Jleza)la e D pg ), a—c)b—d)E,k

T gn g [ eR V-l dECK)

(d—C1)(a+b—cl+d)ﬁ0 <2
\/(G_C1)(b—d) (9,07, k)

(a —d)(d—"0b) cn(F(0,k))dn(F(0,k

Vi(a—c)(b—d) 1 — a2sn2(F

2ab(cy — d) ﬁ(% 54%, k) — 22 ln(y)] : (4.155)

Jk)sn(F(0,k), k) abd
9, k), ]{7) C1

~—
|
[—
=
—~
S
~—

—

o1 flamend _ o1 [la—en(d—y) _ 1
donde 6 = sin (oo = ?lgr(l) sin (=) ey 31/131(1) ©.
El limite anterior puede reescribirse al usar la identidad de la ecuaciéon (4.136))
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, 2ab(c; — d) A @ la d
lim ai, k)
y—0 Ll\/(a—cl)(b—d ]

_ 2ab(c; — d) [ ( db—c1) k) }
ci/(a—c)(b—d) c(b—d)’
(@2 a2 .
, 2ab(c; — d) 1 % tan(p) + /1 — ksin®(¢)
+ lim —
v=0 | ¢/ (a —c1)(b— \/(a% DIGE 1) V1= Esin(g) — [GEhIGED) k)(a% D tap
abd
—y/—1
o n(y)]
2 — ~ _
_ Zabe —d) {—H (9, db—cr) k) + F(0, k)}
c1y/(a — 1) (b —d) ci1(b—d)
abd 4abe;d
—1 . 4.1
cy . (abcl + abd — ac;d — bcld> (4.156)
Donde
a2—k) (@2 .
2ab(c; — d) 1 M tan(p) + /1 — ksin®(y)
lim — _ _
y—0 01\/G—C1 b—d 2\/(0@ k) a% 1) m @Gi-k)@Ei-1) a% D tan
abd abd 4abeid
/=1 =4/ —1 4.157
1 n(y )] a1 " (abq + abd — acyd — bcld) ’ ( )

al usar Mathematica®. Por lo tanto

(A +2X —2)(z — A )
VO — 00— 1)
(Ao —2) Ay +ro—a+ )
VO =200 = 1)

(A = A A = Ao) en (F (6, k) , k) dn (F (0, )

VO =0 e N
2A 1 Ao(z — A) A_(Ao — )

RV v (%S

i >\+>\0>\_ In 4)\+>\0$
V =z A Ao + Ay XA — ApzAl — Aoz’

fl()ur? )‘07 Z, )‘*) =

F0,k)+vVM\ —2) (Mo — A)E(0,k)

1 (6,52, k)
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Al
/ d=8. (2) = 211()\+,)\0,x)\) AQ— (4.158)
0

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (4.128]), (4.142)), (4.146]) y (4.158)) en la ecuacion
(4.120]) tenemos

Para ¢ > ¢,

I +a— ]

y + 2 (a0 + i, M w1 )
1

+5 (c+ 2) Ki(\s, Aoy 2, A )

1

—5 (14 9) (A + 2O + Tk de,wA))

Ao(C, 33) =

con las siguientes definiciones

()\++2)\0—x)(x—/\) F 0k =)0 — A VE (01, k

VO —o)e—A) PV JEE
A=)+ ho =2+ A oy

VO =) =10 (O &%)

(As — A )(A_ = Xo) en (F (61, k), k) dn (F (61, k), k) sn (F (61, k), k)
VOs —2) (o — A) 1—a2sn? (F (61, k), k)
_ 2/\+/\0([L’ - )\_) -~ )\_(>\0 - l’)

2/ O — ) (Mo — )\_)H ( P (N — A_)’k>

+ )\+)\0)\_ In 4/\4_)\01;
S VIS WS W VS W S W W W

/(Mg — i)(AO —) [x(x —A) Qo = A)E (k)

—(z— /\_)<x()\0 ~A)K (k) +x(Ay +Xo — 2z + AT ( Ao = @ k)

Ao — A

LA, do,z, A_) =

K1<>\+7 A07277)‘—) =

)
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- 1
T Aoy, A ) = == [2()\+ ) (s — 242X )F (6, k)
Ao(Ay —A-) k>

+ 2004 — 2) (Ao — A_)E (B2, k) + 4X_ (Ao — AT (92, 2 Oo— A )

~ Ao —
—2()\+_)\0)<)\++)\0_.T+)\7)H (027 . xak)
)\+ — X

VT =00 =3 (s 0 =420 (5t

)

—)\+—/\0+x+/\_)

=2 o De=2)0i =)

0 =sin by X
LSO e Oy —2) (o — 1)
[ Ao — A_
92 = SiIl_1 ( /\j_ _/\_> .
Para c < ¢,

En este caso sélo necesitamos remplazar la funcién K; por — Ky y escribir

1 4+a— )
Ao(e,z) = 14— @ (@) + Ay, Ao,z A1)

2 1
_ % <c+ %) KoMy, 2, Aoy M)
- % (1+5) (“2s + @ +a) () + T Ao 2. 00) | (4.159)
|
Kg(/\+,$, )\0, )\_) = \/(}\+ — )\0)(1‘ — )\_) [(/\0 — )\_) ((l‘ - /\_)K (k) + ()\+ -+ /\0 + )\_)
T — )\0 =~ (Qf — )\0))\_
I (w = )\_,k) _oAL I (mk) ) F Oy =)@ = A E®) |,
/{32 _ ($ - AO)(A-&- - >‘—) (4160)

(A = Ao)(x —A)

4.2.8. Simulaciones Montecarlo

Hemos comparado nuestros resultados con simulaciones Monte Carlo del fluido de Coulomb.
Primero lo hemos equilibrado usando el algoritmo de Metropolis (véase seccién |G.2)) y después
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hemos generando muestras para estimar promedios. Explicaremos como hemos generado los
histogramas de la figura [4.3| que aparece en la pagina [58|

La figura central corresponde a la distribucién de MP (ecuacién (3.15))) y es obteni-
da cuando ¢ = c¢,. Para generar este histograma utilizamos el algoritmo presentado en la
definicién donde py, ..,y viene dada por la ecuacién (3.12), N = 600, A = [0, 00),
( = —1/8 = —0.5 y la funcién F por la ecuacion . A continuacién, presentamos el
algoritmo que utilizamos en R para generar dicho histograma.

DF=function(y,epsilon,alpha,beta){
deltf=(1:length(y))*0

for(i in 1:length(y)){
deltf[i]=sum(log(abs(1+epsilon([i]/(y[i]l-y[-i]1))))
}

return(epsilon-(betax* (alpha*xlength(y)+1)-2)*log(1l+epsilon/y)
-2%betaxdeltf)
}

evalua=function(y,alpha,beta){
epsilon=rt(length(y),0.5)*length(y)
aux=y+epsilon

aux1=(y+epsilon) [aux<0]
indices=which(aux %in) auxl)

for(i in indices){
while(epsilon[il+y[i]1<0){
epsilon[i]=rt(1,0.5)*1length(y)
}

}

return(epsilon)

}
simulation=function(N,M,y0,alpha,beta){
lamb=y0

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 1", M-i, "\n")
epsilon=evalua(lamb,alpha,beta)
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p=ifelse(exp(-0.5+DF(lamb,epsilon,alpha,beta))>1,1,
exp(-0.5*%DF (lamb,epsilon,alpha,beta)))

m=runif (N,0,1)

lamb=ifelse(p>m,lamb+epsilon,lamb)

b

for(i in 1: (M-1)){

cat("loop 2", M-1-i, "\n")
epsilon=evalua(lamb,alpha,beta)
p=ifelse(exp(-0.5+DF(lamb,epsilon,alpha,beta))>1,1,
exp(-0.5*%DF (lamb,epsilon,alpha,beta)))
m=runif (N,0,1)

lamb=ifelse(p>m,lamb+epsilon, lamb)

}

}

Para generar las graficas izquierda y derecha de la figura hemos ocupado el algoritmo
que aparece en la definicion . En este caso, A = [0,00), N = 600, py, ., viene dada por
la ecuacién (3.12), ¢ = —1/8 = —0.5 y F dada por la ecuacién (3.13)). Ademds A; = [0,2)
y Ay = (2,00), Ry = Ry = 10° y N; = 500 para la figura de la izquierda y N; = 100
para la figura de la derecha, que corresponden a ¢ = 5/6 y ¢ = 1/6, la fraccién de valores
propios a la izquierda de x = 2, respectivamente. A continuacién, presentamos el algoritmo
que ocupamos en R para generar estas figuras.

DF=function(y,epsilon,alpha,beta){
indices=which(y>0,arr.ind=T)
deltf=yx*0

for(i in 1:nrow(y)){

for(j in 1:ncol(y)){

deltf[i,jl=sum(log(abs(1+epsilon(i,jl/(y[i,jl-y[1i,-31))))
}

return(epsilon-(beta* (alpha*xlength(y)+1)-2)*log(1l+epsilon/y)
—-2xbetaxdeltf)
}

evalua=function(y){
epsilon=matrix(rt(ncol(y)*nrow(y),0.5)*ncol(y),nrow=nrow(y),ncol=ncol(y))
indices=which(y+epsilon<0, arr.ind=T)
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for(i in 1:length(epsilon[indices])){
while(epsilon[indices] [i]+y[indices] [1]<0){
epsilon[indices] [i]=rt(1,0.5)*ncol(y)

}

}

return(epsilon)

}
simulation=function(Y,nl,nr,M,alpha,beta){

n=nl+nr
l=c(runif(nl,0,Y))
r=c(runif(nr,Y,Y"2))
y0=(1:n)*0
yo[1:n1]=1

yO[(nl+1) :n]=r

y=matrix(0,ncol=n,nrow=M)

y[1,]1=y0

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 1", M-i, "\n")

epsilon=evalua(y[i,],alpha,beta)
p=ifelse(exp(-0.5+%DF(y[i,],epsilon,alpha,beta))>1,1,
exp(-0.5*%DF(y[i,],epsilon,alpha,beta)))

m=runif(n,0,1)
y[li+1,1:nl1]=ifelse((p[1:nl]>m[1:nl])*ifelse(y[i,1:nl]+epsilon[1:n1]<Y,1,0),
y[i,1:nl]+epsilon[1:nl],y[i,1:n1])

y[i+1, (n1+1) :n]l=ifelse((p[(nl+1) :n]>m[(nl+1) :n])*ifelse(y[i, (n1+1) :n]
+epsilon[(nl+1):n]>Y,1,0),

y[i, (nl1+1) :n]+epsilon[(nl+1) :n],y[i, (n1+1):n])

y[1,]=y[M,]
for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 2", M-1-i, "\n")
epsilon=evalua(y[i,],alpha,beta)
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p=ifelse(exp(-0.5+#DF(y[i,],epsilon,alpha,beta))>1,1,
exp(-0.5*%DF(y[i,],epsilon,alpha,beta)))

m=runif(n,0,1)
y[li+1,1:nl1]=ifelse((p[1:nl]>m[1:nl])*ifelse(y[i,1:nl]+epsilon[1:n1]<Y,1,0),
y[i,1:nl]+epsilon[1:nl],y[i,1:n1])

y[i+1, (n1+1) :n]=ifelse((p[(nl+1) :n]>m[(nl+1) :n])*ifelse(y[i, (n1+1) :n]
+epsilon[(nl+1):n]>Y,1,0),

y[i, (n1+1) :n]+epsilon[(nl+1) :n],y[i, (n1+1):n])

}
return(y/n)

}

Estimacién de la accién Ag(c, )

Si denotamos por (- - )uc a los promedios de acuerdo a cadenas de Markov del método
Monte Carlo, entonces la accién puede estimarse como

Ag(e,z) = % (F(y))ue + uNIn N + N(N = 1)In N] | (4.161)

donde F esta dada por

N N
FA) =N A—u) In(\) =) I\ = N[ —uNIn(N)+ N(N - 1)In(N), (4.162)
i=1 i=1 i#j

obtenida al hacer el rescalamiento A\ — NA. En la figura [4.6] mostramos una compara-
cién entre los resultados exactos (lineas solidas) junto con los estimados que resultaron de

simulaciones Monte Carlo (tridngulos anaranjados).
Ahora explicaremos como generamos los triangulos anaranjados de la figura 4.6

Figura Izquierda

Para generar esta grafica se ha seguido el algoritmo de la definicion escogiendo
A =10,00), N =500, Ry = Ry = 10000, py,...,, dada por la ecuacién y F' dada por
la ecuaciéon . En este caso notemos que x = 2 nos delimitara los conjuntos A; y As,
siendo estos A; = [0,z) y Ay = (z,00). Procedimos de la siguiente manera.

1. Realizamos una particién discreta del intervalo [0, 1], donde toma valores c. Esta par-
ticién es 0 = ¢y < ¢1,...,< ¢19 = 1. Definimos 5 = 0.

2. 51 j < 10, definimos N; como el minimo entero mayor o igual que N¢;. En caso
contrario se termina el algoritmo.
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Figura 4.6: Izquierda: Funcién tasa vs ¢ para a = 2, x = 2 y comparacién con simulaciones
Monte Carlo con N = 500, 10000 pasos para termalizar y un promedio realizado con 10000
pasos de Monte Carlo. Derecha: Funcién tasa vs x para ¢ = 7/10 y comparacién con simula-
ciones Monte Carlo. Lo ultimo fue realizado con el mismo nimero de pasos para termalizar
y realizar promedios.

3. Realizamos el algoritmo de la definicion con los valores especificados previamente,
con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos F; = F(W;).
4. Al final del algoritmo, definimos F; = RLQ 25:21 E,.

5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2.

Al final de este algoritmo tendremos Fj con j = 0,...,10 y ademas <F(y))1(€4)C = F
los cuales sustituimos en la ecuacién ({4.161)) y graficamos (¢, U(z,¢;)), generando asi los

tridngulos anaranjados.
Figura derecha

Esta figura se genera de manera analoga a la figura anterior. Se sigue el algoritmo de la
definicién [G.3] escogiendo A = [0,00), N = 500, N; = (1/7)N = 350, Ry = R, = 10000,
Dyr...yn dada por la ecuacién (3.12)) y F' dada por la ecuacién (4.162)). Procedemos de la

siguiente manera.

1. Realizamos una particién discreta del intervalo [0,10], donde toma valores z. Esta

particién es 0 = zg < x1,...,< 219 = 10. Definimos j = 0.
2. Sij < 19, definimos a A; = [0,2;) y A2 = (x;,00). En caso contrario se termina el
algoritmo.

3. Realizamos el algoritmo de la definicién con los valores especificados previamente,
con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos F;, = F(W,).

4. Al final del algoritmo, definimos F; = Riz fjl E;.
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5. Actualizamos j = j 4+ 1 y volvemos al paso 2.

De igual manera que en la figura anterior, al final de este algoritmo tendremos F; con
j =0,...,10 y ademas (F(y)}l(\i)c = F} los cuales sustituimos en la ecuacién (4.161) y

graficamos (x;, U(z, ¢;)), generando asi los tridngulos anaranjados.

4.3. Ensamble de Jacobi

A continuacién presentaremos los resultados obtenidos para el ensamble de Jacobi. En
esta seccion no profundizaremos en las derivaciones ya que son analogas al caso del ensamble
de Wishart vistas con anterioridad. Consideremos matrices J (N, My, Ms), con My > My >
N > 1 del ensamble de Jacobi.

4.3.1. Ecuaciones del punto silla

Para el ensamble de Jacobi no es necesario realizar ningin rescalamiento. Lo tnico que
notamos es que A;/N = —(M; — N)/N para N y M; muy grandes, y donde A; aparece en
la ecuacion para ¢ = 1,2. Por lo tanto la funcién V, apareciendo en la ecuacion ({3.66))
tiene la forma V5(A\) = —ay In(A) — apIn(1 — A), donde a; = (M; — N)/N para i = 1,2. De
esta manera, las ecuaciones del punto silla tendran la siguiente forma

— () — asn(l = \) + BiO(z — A) + By — 2 / Vo)A = N[, (4.163)
¢ = / DO —N), 1= / dAp()) . (4.164)

Realizando un anélisis analogo al de la seccion y al utilizar la transformada de
Hilbert Stieltjes S(z) (véase definicién [C.2)) llegamos a la ecuacién cuadratica para S(z)

S(z)2+5(z)<ﬂ— @2 )—ﬁ—l— Y —o, (4.165)

donde 71, 72 y w han sido escogidos apropiadamente para eliminar constantes innecesarias.
Resolviendo la ecuacién anterior y ocupando nuevamente que S(z) ~ 1/z para z — o0
relacionamos los parametros 7y, 72 y w como y; = Y2 —w y Y2 = —1 — a3 — a2 + zw. Después
de algunos céalculos llegamos a que

N | —

Si(2) = Se(zz,w;ar,a0) =

(03] Q9 (2 —+ aq + 062) Qg(z)
[_?—i_ 1—z:|: z2(1—z) z—x] ’ (4.166)
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donde

Qs(2) =(z—by)(z —b_)(z —x) +dwz(l —x)2(1 — 2), (4.167)

con

2+ 20 + a1(24 a1 +ag) £2¢/(1+ a1)(1 + ag)(1 + g + az)
(2 -+ (05} + Oég)2

bi = bi(Oél,Oé2> = s (4168)

son las cota superior (by) e inferior (b_) del intervalo que forman el soporte de la dis-
tribuciéon GMP (véase ecuacion (3.19))), respectivamente. Notamos nuevamente que cuando
w = 0, recuperamos el resolvente asociado a la distribucion GMP, esto es:

1 (03] [6%) 2+ a1 + Qo
M) == |—— + — —b_)| . 4.1

Por lo tanto, concluimos que el parametro w controla las deformaciones de la distribucion
GMP debido a la barrera en la posicion z y a la fracciéon de valores propios ¢ a la izquierda
de x. Lo siguiente a realizar es una andlisis de las raices de Q3(z).

4.3.2. Analisis de las raices de (3(2)

El discriminante A de la ecuacion cibica Q3(z) = 0 puede escribirse como

A = 25621 — 2)Hw — wy ) (W —wy) (W —wo)(w —w__), (4.170)

donde w; (a1, as, x) son las raices de A y estan ordenadas como wy > wy > 0> wy > w__
(En este caso no se presentaran estas raices de manera explicita, ya que resulta muy dificil
poder escribirlas). Definiendo las raices de Q3(z) tenemos que

1 Ay

b = — b+C+ = 4.171
(a1, a9, 2, w) 32+ o + aa)? ( + 0+ C) ; ( )

1 —1+14V3 —1—iV3 A,
A - — b — 4.172
#an02,2,0) = =g Ty ( Tt Yt i)

1 —1—14V/3 —1+iV3 A,
0(0&1,052,1'7(.{)) 3(2+()é1 +a2>2 < + 2 C+ 2 C ) 9 ( 73)

con
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C = f/Al +48(2 + a1 + a2)* (=1 + 2)%%/—3(w — wo) (w —w- ) (W — wi) (W — wiy)
— 5 ,
Ay = 270224+ a1 + o)z — 9(2 4+ o) + an)?

X [a% + 4x + 2((2 +o1)(ag + ag) + 2w>a: — 4wx2} [— 2(2(1 +ao)+ a1 (24 aq + Ozz))

—((2+a1+a2) +4w>x+4wx2} ( ( 1+a2)+a1(2+a1+a2))
— ((2+a1 + ag)? +4w>x+4wx2>
A0:—3<2+a1+a2> (a1+4x+2<2+041 a1+a2)+2w)x—4wx>
+(2<2(1+a2)+a1 2+oz1+oz2>—|— (24 a1 + ay)? —|—4w>x—4wx2>2,

)

b:—2<2(1—|—a2)+a1(2+a1+a2> ((2+a1+a2) +4w>x+4wz2.

De esta manera el resolvente de la ecuacién (4.166|) puede reescribirse como

1] _«a « 240+
S:E(Z)Esj:(z;x,w;afl’az)zﬁ {_?1_1_1_22:,:( 2(11_2) 2)

o[ E 2=

Z—XT

(4.174)

Como uno puede observar al graficar las raices de Q3(z) como funcién de w (ver figura[d.7)),
estas aparecen ordenadas como 0 < A_ < A\g < Ay < 1. De esto podemos ver que emergen
dos escenarios: el primero sucede cuando la posicion x de la barrera se encuentra dentro del
soporte natural de la distribucién GMP, esto es, x € [b_(a1, az), by (aq, az)] (correspondiendo
al panel de en medio en la figura . Entonces, dependiendo del valor de ¢ comparandolo
con la fraccién natural de valores propios de la distribucion GMP a la izquierda de z, ¢,(z),
podemos tener una densidad con un soporte doble (para ¢ # c¢,(x)) o podemos tener la
distribucion GMP, la cual corresponde cuando la barrera en la posicion z es ineficiente, esto
es, cuando ¢ = ¢,(z). En este caso se observa que w € [wy(a, g, ), wy (aq, ag, x)] v el valor
de w esta controlando la fraccion ¢ de valores propios a la izquierda de z partiendo de ¢ =0
(w = wo(ag,an,x)), a c =1 (w = wy(ag,a,z)). La verdadera expresién que relaciona a
w con ¢ sera obtenida mas adelante. El segundo escenario corresponde cuando la posicion
de la barrera estd afuera del soporte natural, esto es, cuando = ¢ [b_(a1, aa), by (aq, az)].
En este caso tenemos que w € [wo(a, as),0] o que w € [0,w(aq, az)], respectivamente (y
corresponde a los paneles derecho e izquierdo de la figura respectivamente).

En la figura pueden observarse las regiones restringidas en los planos (z,w) y (z,c).
Aqui la curva roja corresponde a la expresién de ¢,(z) cuya expresion exacta (véase seccién
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Figura 4.7: Grafica de las raices 0 < A_(«, z,w) < Ao(a, z,w) < A (o, z,w) < 1y la posicién
de la barrera en z (linea azul sélida) como funcién de w. En este caso a1 = 2, ay = 3y
x =17/100,1/4,17/20 (de izquierda a derecha).

4.2.3)) esta dada por

0, x <b_(ag,as)
clag, a2, 2) =< w(ag,az), =€ [b_(ai,a),bi(ar,a0)] (4.175)
1, x> by(ag,as)

donde

2
w(ozl,og):—%([—l—i-\/ —1+0-) 1+b+)+\/b_b+}7r

+arccos(bb+_b+;+2x) Vi =), = 1)

O B U

bo+by —2b_by + (—24+0b_+by)x
(b+ —b_ )w
b_b . 4.1
+arcsec (—Qb_b+ n (b_ n b+) (4.176)

4.3.3. Expresiéon exacta de c,(x)

Necesitamos resolver la integral que aparece en la ecuacion (4.8]). Utilizando la expresion
exacta de la distribucién GMP en la ecuacién (3.19) tenemos que:
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Figura 4.8: Izquierda: Regién permitida para las soluciones fisicas en el plano (z,w), acotadas
por las lineas w = w; (linea azul) y w = wp (linea verde). Cuando w = 0 (linea roja), la
solucién corresponde a la distribucién GMP. A lo largo de esta linea la fraccién de valores
propios a la izquierda de z es ¢ = ¢,(x). Empezando en w = 0 e incrementando su valor,
entramos a la regién rellenada de color azul que corresponde a una densidad espectral pg
restringida donde ¢ es mayor que el valor tipico ¢,(z) hasta que alcanza su valor maximo
c = 1, es decir, todos los valores propios se encuentran a la izquierda de x. Por otro lado, si
comenzamos en w = 0 y disminuimos su valor, entraremos a la regién verde que corresponde
a ¢ < ¢,(x). De manera eventual llegaremos a w = wy que corresponde a ¢ = 0 cuando todos
los valores propios estan a la derecha de x. Derecha: El plano (x, ¢). La linea roja corresponde
a ¢ (x). En este caso b_(a, as) etiqueta la regién azul oscuro y by (aq,as) la regién verde
oscuro.

T

(o) = [ dpae(n) = G PRAUEEEEL A de(—lA_)(;)—b_)

(4.177)

Sélo necesitamos resolver dos integrales

4.1
- , (1.178)

b_

M¢@G?%_MX (4.179)

b_

La primera se resuelve exactamente igual que en la seccién y la segunda también al
hacer el cambio de variable N’ =1 — \. De esta manera obtenemos la expresién que aparece

en la ecuaciéon (4.175)).
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4.3.4. Distribucion deformada GMP

Al realizar el andlisis previo de las raices de Q3(z) podemos finalmente escribir una
expresion exacta para la distribucién deformada GMP:

2+a;+ o \/(A Aot AO A= )\_)IAE)\ 2] T \/(A-Fi)\)()ﬁ);))()\i/\_)]/\e[)\o,AH c>cu()
27T/\(1 _)\) \/(/\ /\+ )\ A )I)\E[)\ )\0 + \/ )\+_)\ )\ )\xo)(/\ A )[)\G[x,)\+] c<c*(ac)
(4.180)

Po(/\) =

para cualquier A € [A_, A\,]y donde I,cp esiguala 1lsix € Dy cero en otro caso. Al igual
que en la seccién esta expresion es simplificada de manera significativa cuando todos
los valores propios estan a la izquierda o a la derecha de la barrera situada en la posicién
x. Esto corresponde algebraicamente a que A = 0y Ay # 0, lo que implica tener una raiz
doble y una raiz simple para el polinomio Q3(z):

(2+ o1 + @2)’ N1+ NiagNig
2(D11(aq, g, 2, w) + Dy o(on, g, z,w))
—Ni(on, a0, 2,w)(2+ ar + a)t + 4(2 + a1 + az)?(—N1 2Ny 3) — Nf’73

(24 aq + a2)?(Dy1(a1, g, x,w) + Dy oo, ag, z,w))

(4.181)

Al(oﬂa Qo, CC',(A)) =

Xo(a, g, z,w) =

Y

(4.182)
respectivamente, y donde
Nii(aq, g, z,w) = —9aiz, (4.183)
Nip(ar, a0, z,w) = —[af + 4z 4+ 2((2 + 1) (o + ao) + 2w)z — dwz?] (4.184)
Nis(ar, ag, 2, w) = —2 [2(1 +as) +a1(24+ a; + Oég)] - ((2 + a1 +a)? + 4w)x + dwa?
(4.185)
Di(aq, ag,7,w) = =3(2 + a1 + ay)? [a% + 4z + 2((2 +ap)(ag +ag) + 2w)x - 4wx2} ,
(4.186)
DLQ(OQ, Qg :E,w) = [ — 2(2(1 + Oég) + &1(2 + o + OZQ))
2
- ((2 Fop+an)?+ 4w)x + 4wx2] . (4.187)

Como ya se menciond, w debe escogerse de tal manera que w = wy (correspondiendo a
todos los valores propios a la derecha de ) 6 w = wy (correspondiendo a todos los valores
propios a la izquierda de z). Notemos que graficamente la raiz que es doble corresponde a la
que iguala a x, es decir, la que esta pegada a la barrera. Por ende, para ¢ = 1 tenemos que
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AL = Ao, mientras que para ¢ = 0 tenemos que A_ = )\g. Las ecuaciones siguientes resumen
los resultados obtenidos. La densidad py para todos los valores propios a la izquierda o a la
derecha de la barrera en la posicion z, tiene la forma siguiente:

pawr () T>by (o,02)
) =3 o . (188)
{ g;ri_)\(llt/\Q) ()\ éLifl): = )) |A - UL(O[l, 062, CU)| I)‘E[EL(alvazvx)vz} x§b+(a1,a2)
y
pawp () z<b_(a1,02)
PRA) = 3 9iairas  [un(onone)— , (4.189)
{ g:)\(llt;) Al 1)\7_17 )= |)\ - 63(041, a9, ZU)| I)\E[a:,uR(al,ag,z)} z>b_(a1,02)

Donde hemos usado las siguientes definiciones

UL(Oq,OéQ,l‘) = )\+(a1,a2,x,w+(a1,a2,x)) )
lr(ag, ag, z,w) = A_(aq, ag, T, wy (a, g, ),
UR(CYhOéQ,x) = A+(a1,a2,x,w0(a1,a2,x)),

fL(Oéh A9, T, w) = >\7(041, g, 377000(041; Qg, l’)) .

4.3.5. Expresién para c(aq, as, x,w)

De manera analoga que en la seccién 4.2.5) podemos obtener una expresion que relacione
a los parametros w con la fraccién ¢ de valores propios a la izquierda de la barrera en la
posicién x. Esto se realiza considerando los dos casos ¢ > ¢, y ¢ < ¢.

Caso ¢ > ¢,(x)

En este caso, sustituyendo la expresion de la ecuacién (4.180f) tenemos

C<O‘170527x7w) = /I CD\PO(}\) = /)\m d)\22;_)\c<¥11 ji; \/()\ _ /\_>(i\r__>;\0)<>\ — )‘-l—)

T

2+ arta dA (A =2)(A = Xo)(A = Ay)
N 27 /T\/ r— A

A
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Debemos expresar las siguientes integrales en funcién de integrales elipticas:

/d)\\/)\ M)A — AAo)(A M) (4.195)

A= A)A=2)(A=Ay)
\/ — (4.196)

La primera se expresa igual que la integral en la seccion y la segunda de manera
analoga al realizar el cambio de variable ' = 1 — A. De esta manera obtenemos

2+041+a2 1
clag, ag, r,w) = S VT )((1_$(A0—x)(x—1)()\_—)\0)

_()\+—)\_)()\+—x)>K(k)~l— 1ix<()\o—x) [(3:—1)

X ((—2 F A+ X — 2+ AT (;”O__AA—,/{» —20\ — 1)\ — 1)
il

(Ao — D = \-) o .
<( D — k)]) A=A | — Ay + Ao +A2)

T — -)
A MO —2) ]
II k 20l | ———= & 4.197
g <)\+—$ >+ ’ ()\—()\-F_x)’ ) )7 ( )
con k = % y donde K (k) y II(n, k) son las integrales elipticas completas de

primer y tercer tipo, respectivamente.

Caso ¢ < ¢,(x)

En este caso al sustituir la expresion de la ecuacion (4.180]) tenemos
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Ao Ao

clar, ag, z,w) = /d/\po()\) - /d/\zz;r{_)\?il j‘;)z \/(A - A—)(AAo_—;)(A —A4)

P

Ao
240t /@\/(A—A_)(AO—A)(A—A+)
n 27 A A—2x

Ao

A

+/ d/\/\\/(/\—A—)(Ao “ VA=A (4.198)

1— AN—x

Ao

Nuevamente, debemos de expresar las dos integrales siguientes en funcion de integrales
elipticas:

/d/\\/A A) )\0—)\)(/\_>‘+), (4.199)

\/A M) AO—)\)(/\—A+)

(4.200)

Con ambas se procede de manera andloga a la realizada en la seccién [1.2.5, donde en la
ultima se hace el cambio de variable N =1 — \.
De esta manera obtenemos

2+OZ1+O!2 1
clag, ag, r,w) = S SV W )((1_x(x—)\o)(l—Q/\Jr—i—x)(x—)\_)
_()\+—/\_)(/\+—x))K(k:)+ (e~ %)

x ((m—l)(—2+/\+—x+)\o+/\_)ﬂ (AO_L,k)

T — A
_a(A, — (A — DI (go__lig( 3 )) Oy — A)
X {—(M — x4+ X+ AT (i — iZk) + 211 (Hkﬂ ) ,
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A y—z)(Xo—A-)
(A+=Ao)(z—A-)
las integrales elipticas completas de primer y tercer tipo, respectivamente.

con k = el modulo eliptico, mientras que K (k), y II(n, k) corresponden a

Ahora, grafiquemos la distribucion deformada GMP. Estas gréficas se muestran en la

figura , donde graficamos las expresiones exactas (ecuaciones ([3.19)) y 4.180) junto con
simulaciones Monte Carlo para valores decrecientes de ¢ de izquierda a derecha.

pih)
' 20 | -
/i‘(') /{1‘ P-(ﬂ’w, QE) Df(a’h a&‘)g
15¢
10r |
0.5¢
I L Xl L L m|W ::::::::::::: 'A AT PO O 0 A S B
v %, gk > X ' T
01 02 03 04 05 06 07 02 04 06 08 10 02 03 04 05 06 07 08

Figura 4.9: Distribucién deformada GMP para © = 1/4, a1 = 2y ag = 3 correspondiendo al
valor de ¢, (a1, g, ) = 0.220748, respectivamente. El fondo verde de las graficas corresponde
a simulaciones Monte Carlo con N = 600. Los valores propios han sido distribuidos a cada
lado de la barrera en la posicion x para alcanzar la fraccion deseada ¢ que, de izquierda a
derecha, corresponde a los valores siguientes: ¢ = 0.05767, ¢, = 0.220748 y 0.970366. La curva
de color negro corresponde a las curvas tedricas dadas por las ecuaciones (3.19)) y (4.180).

4.3.6. Evaluando la accién y la funcion tasa en el punto silla

Por la ecuacién (3.48]), la accién evaluada en el punto silla tiene la siguiente forma

Aole, ) = / IApo(A) [—an n(A) — as (1l — \)] — / / AN po(N)po (V) In A — X
+ B < / Dpo(N)O( — ) — c) 4+ B, ( / IApo(N) — 1) | (4.202)

Después de obtener una expresién, como en la seccion 4.2.6| para la integral doble que
aparece en la ecuacion anterior tenemos que

Ao, z) = % / o) [—ar In(A) — asIn(1 — \)] — %Blc _ %Bg | (4.203)

donde ¢ = ¢(ay, a9, x,w), estd dado por las ecuaciones (4.197) y (4.201)). Lo siguiente es

obtener una expresién exacta para el primer término de Aq(c, z) y de las variables By y Bs.

92



Expresién exacta para el primer término de Ay(c, z)

Se busca una expresion exacta para

1/aMpO(A) [—an In(\) — azIn(1 — \)] = —% dhpo(N\) In(\) — % /d)\po()\) In(1— ).

2
(4.204)

Realizando un analisis anédlogo al realizado en la seccién tenemos que

A

/ dApy(\) In(\) = % (—ar (M) — asIn(l — A_) + By + By) — / d=5,(x)  (4.205)

0
1

/d)\po()\) In(1 —\) = %(—al In(Ay) —asIn(l — Ay) + B) + /sz_(z) . (4.206)
At

Expresiones para las constantes B; y Bs

Realizando un anélisis andlogo al de la seccién [£.2.6] obtenemos dos expresiones para B;
y Bs dividiendo los casos ¢ > ¢, y ¢ < ¢,. En ambos casos la expresion de B, es la misma y
tras una analisis equivalente al realizado en la seccién [4.2.6, concluimos que la expresion de
B, también sera la misma para ambos casos. Entonces estas expresiones son:

By =a;In(Ay) +asIn(l — Ay) +2 | In(Ay) — /dz (S_(z) - %) ) (4.207)

1 B x
B —artn [ Z) +asin (225 ) 49 / d=5. (=) (4.208)
% =

0

Sustituyendo las ecuaciones (4.205)), (4.206)), (4.207) y (4.208) en la ecuacién (4.203)),
tenemos que
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A
Ao(e,x) = % 20 /sz+(z) + ajae [ln(l —A_)+ ln()\+)} +a3ln(l — Ay ) 4+ afln(A)
0

24 a1+ a) —2/dz <S_(z) - é) +asin(l = A,) + (24 an) In(As)
At
@ 1
— (a1 + 2¢) 2/sz+(z) + asln ( v ) + apln (i) - 2a2/sz(z) )
{ A —1 Ao J

(4.209)

que es valida para ¢ > ¢,, ecuacion (4.197)), y ¢ < ¢, ecuacion (4.201)). La funcion tasa
con la que unificamos los resultados presentado en [33] es tan sélo

(e, z) = % (Ao(e,z) — Q) | (4.210)

con

Q= —(2+ a1 +as) (Oqln V(1 +a)(1+ a1 +ay) oyl VI + ) (1+ oy +@2)>

2+a; + as 24 o1 + oy

1 1
n—Oé1 n—oz2 + oy In \/< +a){1+a)

24 o1 + oy 24 a1 + s 24 a1 + as
VI F o)+ az) (I + a1 + ag)
(2 + aq + 052>2

2 2
Qa7 2
— 1 -1

+ 2 2

—In

. (4.211)

obtenida en [33]. Lo siguiente es obtener una expresién exacta de la accién (ecuacién
(4.209) en funcién de integrales elipticas (véase seccion [4.2.7)). En la figura (4.10)), presen-

tamos un density plot de la funcién tasa (ecuacién (4.210)) en funcién del par de variables
(z,0) y (z,w).

De manera idéntica a la vista en la seccién [4.2.6, podemos extraer las funciones tasa
de los valores propios en el edge. Denotemos por \Ifl(\;f ) (x) y ol () a las funciones tasa
izquierda (signo menos) y derecha (signo mas) del valor propio mas grande y mas pequeno,

respectivamente. De hecho, puede mostrarse que
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20| bi(a)

wia, x)

10,

c>c.(x)

() |

-10.

00 02 04 06 08 1.0

Figura 4.10: Density plot de la funcién tasa en los planos (z,¢) y (z,w) paraa; =2y ag = 3.

v
\an_)(x) = lim M7 r <b_(a1,02), (4.212)
c—0t C
U (2) = lim W(e,z), @ >b (a1, qs), (4.213)
c—0t
y
vy (@) = lim W(c,x), @ <bi(ar,a), (4.214)
c—1—
U(c,x)

\III(VJ[F) (x) = lim

lim ——=,  z2bi(a,a). (4.215)

donde las expresiones de \III(V}_L ) (x) y ol (x) corresponden a las reportadas en [33]. En la
figura presentamos una comparacién de la parte izquierda y derecha de las ecuaciones

(A21211.215).

4.3.7. La accién en funcion de integrales elipticas

Lo que haremos a continuacién es escribir las integrales en funcién del resolvente S(z)+
que aparecen en la ecuacion (4.209), en funcién de integrales elipticas. Nuestro analisis se
basara en dos casos: ¢ > ¢, v ¢ < ¢4.

Caso ¢ > ¢,

En este caso la densidad pg, ecuacién (4.180)), tiene soporte en [A_, z] U [Ag, Ay].
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Wit (x) Wit (x)
> 5t b.(a,ap) o
5t b, (ay.az)

40 b_(ay.a) 8 |b.(ana) °
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002 004 006 008 010 02 04 06 08 10

Figura 4.11: Comparacién entre ¥(c, x) para los valores extremos (circulos verdes) de acuerdo

a las férmulas (4.212H4.215)) y los resultados obtenidos en [33] (lineas rojas). Las graficas han
sido realizadas escogiendo oy =2y ap = 3.

1. [ dzS4(z)
Ao

En este caso, por la expresién de la ecuacion (4.174)) tenemos

z 1l—z 2(1—z) z—x

——%ln -z —%ln -
D) Ao 2 1—Xo

+2+a1+a2]dz ( 1 \/(z—)ur)(z—)\o)(z—)\_)‘

1—2) z—

/xszJr(z):/xdzl [—%—l— Qg +2+a1+a2\/(z—)\+)(z—)\0)(z_)\_)

(4.216)
Ao

Tenemos que reescribir las siguientes integrales en funcién de integrales elipticas
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/dzl (2= A= A)(z =) , (4.217)

/dzliz\/('z—h)(z—_zo)(Z—A—). (4.218)
Ao

Procediendo de manera andloga a lo realizado en la seccién [£.2.7] tenemos que

T

1-— 2
/dz5’+(z) - —%m (ﬁ) _ %1n< x) LT 0 e ), (4.219)

Ao 2 1—Xo 2
Ao
donde
1
I4<>\_|_7 AO,ZE, )\_) = — ()\+ — )\_)()\+ — )\0 —x 4+ )\_)K(kf)
VAL —2)(ho — M)
1 )\0 — X
+— A= Xo)z| (—2+ A+ g —z+ ) K
x Ay —2x
(—1+)\+)()\0 —Qf) )
—2(=1+A)II Kk
( ) <(—1+)\0)()\+—$)
balr— M)+ ho— 2+ AT 292 g
Ao — A-
()\0 — iL‘))\,
20 0(—z + A | —F—,k 4.220
2o (I ) ) (4.220
con k* = %, y donde K (k) y II(n, k) son las integrales elipticas completas del

primer y tercer tipo, respectivamente.

2. Integral sz (S,(z) - l)

z
At

y
Al igual que en la seccién [4.2.6| consideremos [ dz (S,(z) — %) cuando y — oo. En este

At

caso tendremos
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/dz (S_(z) - %) = /ydz (% [—% + loizz — Qj(f‘it)o‘2\/(z - )\+)(i—_20)(z -A)

24 artay [ 'R [ W TS VS Y S
_ /dzz( )\/ S (4221)

At

y
Para realizar la integral [ dzi hagamos el siguiente truco

[ Y
/dzl_zzll_lg(l) /dzl—z+/dzl—z
A+ A+ 1+€
/ 1
:ll_r}(l) —lne—i—ln(l—)ur)—/dzz_l
1+e
= h’né(—lne +In(1—XAy)—In(y —1) +1ne)
E—
=In(l—-X;) —In(y—1). (4.222)

Entonces tenemos que

y

1 2 2

/dz (S_(z)——) :—a12+ lny—i-ozl2+ ln(/\)++%ln(1—/\+)
2

At

. 2+a1+a2/ydz 1 \/(Z—A+)(Z—AO)(,Z—A_)_

Z—XT
(4.223)

_ai+2
2

1)) ~ —2at2ny cuando y — oo, teniendo asi una divergencia logaritmica. Esto nos

Notamos que si y — 0o, entonces y — 1 ~ y, por lo que el término ( Iny — < In(y —

sugiere que la integral
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[ 1 G- —A)
/dzz( \/ (4.224)

1—2) z2—
At

también tiene una divergencia logaritmica que contrarresta la divergencia ocasionada por

2
—O[12+ Iny — %ln(y— 1).

Notemos que

Ay Ay
)
+/dz 1 \/(2—)\+)(z—)\0)(z—)\)
1—=z zZ—x
At
Si denotamos por
ro1 ) M)z — A
I= /dz— (2= A)(z = Ao)(z= ) (4.225)
z z2—x
At
[ ) SIS
J = /dz \/(z_ HE =)= ) (4.226)
1—=z Z—x

y trabajamos con cada integral por separado, de manera andloga a lo realizado en la
seccién [4.2.6] tendremos

1 il [o—da—) a=d (b=c)la—d)

AR e e b)<H< J(a—d)(—y’b—d’(a—cn(b—d))
B i ( sin-t b—d)(a—y) b—1)(a—d) (b—c1)(a—d)
(=Ll \/(a—d)(b—y)’(a—l)(b—d)’ p— (b—d))

) : (4.227)
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donde hemos denotado por a = Ay >b =X > =2 >d= Ay ﬁ(g@,n, k) es la
integral incompleta de tercer tipo. Usando la ecuacién (4.136)), detectamos que la divergencia
logaritmica proviene de

ﬁ<sm_1 \/(b—d)(a—y) a—d7<b—cl><a—d>> (£228)

(c1—y)(=d+y)

V(a—cr)(b—d) 1 L+ o

_ (e1=y)(=d+y)
1+ (a—y)(=b+y)

(4.229)

[\
s
|
=
[}
~_

Realizando una expansion en series de Taylor del término logaritmico cuando y — oo
obtenemos:

1+ (c1—y)(=d+y)

a—y) (= 4 1
n (a—y)(~b+y) = 1In <—) +Iny—A-—+..., (4.230)
1+ (c1—y)(=d+y) a+b—c —d Y
(a—y)(—b+y)

donde A es una constante innecesaria. Cuando y — oo el término Iny de la expresion
anterior se cancelara con —‘“T” In —%2 In(y — 1). Entonces, tomando el limite cuando y — oo
y quitando la divergencia logaritmica, tenemos que

1 2 2
[ (520 - 2) = 252 m + P - a0 - 2RO a0,

(4.231)
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IO, Ao 2, A ) — 2= do) (F (02, F)
_1 (92, ji:ﬁw)
* \/(A;(;jl(ioo)_ i ()\+ n /\04— z— A)
e O e rerw )
AT (92, i‘f&—:ijk» , (4.232)
donde k? = Gr=t0e=2) g, — sin! ( doe )

3. Integral fo/\_ dzS;(z)

En este caso trabajemos con la integral f;" dzS(z) cuando y — 0, entonces

/: dz5+(z):/: dz% [—%—l— Qs +2+a1+a2\/(z—)\+)(2_)\0)(z_>\_)]

z 1-—=z 2(1—2) z—x

__1 O ) + 2+a1+a2/*— \/z—)\+ Yz —Xo)(z — A)

z—XT

_%ln<1—/\_>+2+a1+a2/ dz11 \/(z—)ur)(z—)\o)(z—)\_).

2 1—y 2 -z Z—x

(4.233)

Observamos que el término —%- In(A_/y) diverge cuando y — 0, lo que nos sugiere que

f A dz \/ (z=Ae)(= ’\0 —2-) tiene una divergencia logarftmica que contrarresta dicho término.
De hecho, esta mtegral resulta ser la misma que la integral que tiene la misma divergencia
cuando y — 0 en la seccién por lo que contamos con el resultado para aislar dicha
divergencia. Sélo resta trabajar con la integral

Z—X

[ JERIE G AT (1.231)

usando el caso ¢ < c,. Esta integral se trabaja igual que las integrales sin divergencia
trabajadas en la seccion [4.2.6] Por lo tanto llegamos a que
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Ao

2
Si(z) = —% In(1—X_)+ whw, Xo, T, A_) (4.235)
0

(—1+ wWMl —2)(h — AJ) (295@ - (M‘l + A0) = Ao + 1]

x F(01,k) — (=1 + 2)II (91, Mk;)
)\+ — X

Il(/\—l-?)‘(]wra )‘—) =

e (i G )

. (\/)\+>\0(A+ — 1) (Ao — A A x\/A+AO(A+ —2) (Mo — )\_))\_>

In 4)\+)\0.Z'
—)\0.23)\_ + )\+( TA_ + )\D(ZE + A )

)
— 22 (=14 2)(z — A)I (91, ((AO - >A 1 k:) ) : (4.236)

— w1l Qe g2 Qo—z)(Ae—Ao) T
~ con 0, = sin”" (/\i_f_)r, k? = ‘m, y donde F‘(Hl,k:) y 1(01,n, k), son las
integrales elipticas incompletas del primer y tercer tipo respectivamente.

4. Integral fi dzS_(z)

En este caso trabajaremos con la integral f ;/+ dzS_(z), cuando y — 1 y usando el caso
c < ¢,. Entonces tenemos que

y v

dzS_(z) = dz—
/A+ 25-(2) /M “2 z +1—z 2(1 = 2) z2—x
_ay (A _2+oz1+0z2/y%\/(Z—M)(Z—)\o)(z—)\—)

2 Y * 2 Ay % z—x

1— P v - - o
az A 24 o +042/ dz \/(z A )(z—Xo)(z— A ) (4.237)
2 1—y 2 =2 z—x

Como podemos observar, el término % In (1 ’\+> diverge cuando y — 1, lo que nos

oy Qg _2+a1~|—a2\/(z—)\+)(z—)\0)(z—)\_)

1

sugiere que la integral [/ A

\/ (z2=A4)(z— /\o)(z A-) tiene una divergencia logaritmica que la
contrarresta. Trabajando con esta 1ntegra1 y haciendo los siguientes cambios de variable

=l—y<d=1-A<cg=1—-zx<b=1-X<a=1—)_llegamos a que
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/ \/z—)\+ )z — Xo)(z — A / dt [(t—d)(t—Db)(t—a) (4.238)
A L=z z2—x t—cl ' '

Ahora esta integral debera tener una divergencia logaritmica cuando y — 0 y entonces
resulta ser la misma trabajada en la seccion [4.2.6) Finalmente trabajamos con la integral

/Al %\/(Z — Az =)z = A0) ’ (4.239)

Z—X

de la misma manera que trabajamos con las demds integrales en la seccién [4.2.6] Al final
podemos escribir

1
2
/ 425 () = %ln()\)+—+a+—i_a2[2()\+,x,)\g,)\), (4.240)
At

con

1
Ay — o) (—1+z)(z — Ao
(=14 2)z/ (At = Xo)(z — A )(2( )(=1+z)( )

X F(03,k) +2(Ay —x)x(—14+ o) (—1+ A_)
( CLEAE A N L
<A (0 ) 1
X [290(—/\+ + o)l (93, % k:) 200 — 2)AoA

N (A —AD)
! (93’ A(z — )\)7k>
4 x\/(_l + A1) (A = A) (=1 4+ Xo)(x = A)(—1+ A0)

IQ<)‘+7J:7)‘07/\—) =

—1+4+z
x 1n19()\+,x,)\0,)\)]> : (4.241)
donde
_ @A) g o1 [y DEA)
K = e 0s = sin G0 A )
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4(=1+2)(=1+ X)(—=1+ )
—Z4+ X+ A+ (=24+2) A = A (T = XA+ 2(=2+ X+ )’
(4.242)

I, 2, Mo, A) =

y donde F'(63,k) y ﬁ(ﬁg, n, k) son las integrales elipticas incompletas de primer y tercer
tipo, respectivamente.
Finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.219)), (4.231)), (4.235)) y (4.240) en la ecuacion

(4.209) podemos escribir

1
Ao(c,x) = 1 <a2(2 +ag + ag)la(Ap, 2, Moy A) — (2 4+ a1 + a2)(aq + 2¢) 14 (A, Aoy, A)

—(24+a; + 062)2[3()\+7 Ao, T, A) + oy [(2 + a1 + a2) 1 (Ap, Ao, 7, M)

—azIn(1 — /\_)] +a2Iln(A_) +a3ln(l — A,) — ajaz In(Ay)
+ aqan [ln(l — A )+ ln(/\+)}) ,

que es valida para ¢ > ¢, v ¢ < ¢, y donde

1
(=14 2)z/(As

x F(01, k) — (=1 + 2)II (91, Mk:)
)\+ — T

e o AN )

. (\/)\+>\0()\+ )0~ A)A m\/MAO(M —2)(ho — >\_)>\_>

]1(/\-1-7)‘071:7 >‘—) =

0 (%(w —A) (M—l +X0) = do+ 1]

T T

< In ( 4)\+)\0$ )
—)\01’)\_ + )\+(—I/\_ + /\0(.T + /\_))

o n (a0 1))
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1
VO =)0 - )
VO D0 ) ()

2004 — \o) A+ ho—7— A

(ho = DA =)
+ (=1+ A0 <92= Ay — 1)\ — A—)’k)

i (82, %k» :

1
VAL —2)(ho = A

i1 ((A+—Ao)x<(—2+A++Ao—x+A-)H(Ao_x k)

B Ao A) = 200 =) (F (6 k) = 1 (62, 3= k)

)\+—x

I4(>\+7 /\07 Z, )‘—) =

( — Ap = Ay — Ao — 2+ ALK (k)

x Ay —x’

(1420 )
-2t m (=) )

+x(w—)\_)()\++)\0—m+)\_)ﬂ<)\O_w k;)

Ao — A
F2A Ao(— + AT (;A(go__x;A) , k)) ) ,
Rl et S e en
N vy
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1
(=1 +2)z/ (s — Xo)(@ — A)) (2(>\+ —z)(=1+z)(x — M)
X F((957k') + 2(>\+ — x)gj(_l + )\O>(_1 + )\_)

(LA )
< (00 k) + 1+

X [2$(—)\+ + :v)ﬁ (6'3, %, k) + 2(Ap — ) AoAo

L+ A0 — )L+ M)@ — A)(—L+ A
+$\/ -1+

12()\+,ZL', )‘07 )‘—) =

X 11’179()\4,, xZ, )\0, )\)i|) )

2 (@ =2 =2 9:$N4¢@+—U@—A)
A=)z —r) 7 (@ =Dy =)’
A(—1+ 2) (=14 Ao)(—=1 + A)

F(A Ao, A_) = .
(A2, 20, A-) —TF+ X+ A+ (—2+2) A = A (1= AoA- +2(—2+ X+ A))

4.3.8. Simulaciones Montecarlo

Hemos comparado nuestros resultados con simulaciones Monte Carlo del fluido de Coulomb.
Primero lo hemos equilibrado usando el algoritmo de Metropolis (véase seccién y poste-
riormente hemos generado muestras para estimar promedios. La manera en la que realizamos
la figura es analoga a la presentada en la seccién 4.2.8|

Estimacion de la Accién

Si denotamos por (---)uc a los promedios de acuerdo a cadenas de Markov del método
Monte Carlo, entonces la accién puede estimarse como

(F(y))mc + (1 - %) <<Zln>\i> + <Zln(1 - >\z)> >] ;
=1 MC =1 MC

(4.243)

donde F estda dada por la ecuacién (3.17)). En la figura mostramos una compara-
cién entre los resultados exactos (lineas solidas) junto con los estimados que resultaron de
simulaciones Monte Carlo (tridngulos anaranjados).
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W(c, x) W(c, x)
1.5}

1.0¢

0.5¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0C 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.12: Izquierda: Funcién tasa vs ¢ para a3 = 2, g = 3 y © = 1/4 y comparacién
con simulaciones Monte Carlo con N = 500, con 10000 pasos para termalizar y un promedio
realizado con 10000 pasos de Monte Carlo. Derecha: Funcién tasa vs z para ¢ = 6/10 y
comparacion con simulaciones Monte Carlo. Lo ultimo fue realizado con N = 500 y con el
mismo nimero de pasos para termalizar y realizar promedios.

Ahora explicaremos como generamos los tridngulos anaranjados de la figura [4.12
Figura Izquierda

Para generar esta grafica se ha seguido el algoritmo de la definicion escogiendo
A =10,1], N =500, Ry = Ry = 10000, py, ., dada por la ecuacién y F dada por
la ecuacién ([3.17)). En este caso notemos que x = 1/4 nos delimitard los conjuntos A; y As,
siendo estos A; = [0,z) y Ay = (z, 1]. Entonces, procedimos de la siguiente manera.

1. Realizamos una particién discreta del intervalo [0, 1], donde toma valores c. Esta par-
ticién es 0 = ¢y < ¢1,...,< ¢13 = 1. Definimos 7 = 0.

2. 8i j < 13, definimos a N; como el minimo entero mayor o igual que N¢;. En caso
contrario se termina el algoritmo.

3. Realizamos el algoritmo de la definicion con los valores especificados previamente,
con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos E; = F(W,),

S, = sz\il In (wgt)> y Ly = ZZ]\LI In (1 — wft))
4. Al final del algoritmo, definimos F; = RLQ ijl E;, S; = RLQ 5:21 Syy L;= RL2 ijl Ly.
5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2.

Al final de este algoritmo tendremos
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Fy = (F(y))e (4.244)

N (4)
<Z ln(/\i)> , (4.245)
(1

i=1 MC

S, =
N ©)
i=1 MC

con j =0,...,13 los cuales sustituimos en la ecuacion (4.243)) y graficamos (c;, U(z, ¢;)),
generando asi los triangulos anaranjados.

Figura derecha

Esta figura se genera de manera andloga a la figura anterior. Se sigue el algoritmo de la

definicién [G.3] escogiendo A = [0,1], N = 500, N; = (6/10)N = 300 R; = R, = 10000,

.....

siguiente manera.

1.

4.
d.

Realizamos una particién discreta del intervalo [0, 1], donde x toma valores. Esta par-

ticién es 0 = xg < x1,...,< x39 = 1. Definimos j = 0.
Si j < 30, definimos A; = [0,z;) y A2 = (xj,1]. En caso contrario se termina el
algoritmo.

Realizamos el algoritmo de la definicién con los valores especificados previamente,
con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos E; = F(W,),

Sy = Zz]il In (wz(t)> y Ly = Zfil In (1 - wgt))'
Al final del algoritmo, definimos Fj = R% S B, S = RLQ S Sy L= RLQ S L.

Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2..

Al final de este algoritmo tendremos

Fy = (F(y))e (4.247)
N (4)

S; = <Zm(xi)> , (4.248)
v "o

Li= < In(1 — )\i)> : (4.249)
=1 MC

con j =0,...,13 los cuales sustituimos en la ecuacién (4.243)) y graficamos (z;, U(z;, c)),
generando asi los tridngulos anaranjados.

108



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo derivamos analiticamente, y por primera vez con solo una funcién tasa,
la distribucion de probabilidad del k-ésimo valor propio obteniendo las funciones de grandes
desviaciones del bulk y del edge de matrices muy grandes para los ensambles de Wishart y de
Jacobi. De hecho, con nuestro enfoque, fuimos capaces de derivar una funcién tasa ¥(c, z),
que unifica los resultados presentados en [13] 19, 29] B2 [33], que depende de dos variables:
la fraccién ¢ de valores propios a la izquierda de una barrera infinita de energia localizada
en la posicion x. Cuando analizamos esta funcién en sus diferentes limites podemos obtener
la siguiente informacion: para un valor fijo de ¢ la funcion tasa nos proporciona las grandes
desviaciones de los estadisticos de orden de los valores propios. En particular, en los limites
¢ — 00 c— 1, es posible extraer las funciones izquierda y derecha de grandes desviaciones
para el valor propio mas grande y para el valor propio méas pequeno, respectivamente. De
manera analoga, para un valor fijo de x de la barrera la funcién tasa nos provee las grandes
desviaciones del SIN. Matematicamente hablando esto es un resultado interesante ya que
unificamos los diferentes enfoques que han sido utilizados para obtener las funciones tasas
de valores propios extremos.

Para obtener los resultados presentados aqui utilizamos el método del gas de Coulomb
de mecéanica estadistica, superando algunas dificultades matematicas antes de obtener algin
progreso. Primero tuvimos que obtener una expresion exacta de las distribuciones deformadas
MP y GMP al tener una barrera en la posiciéon x y una fraccion de valores propios ¢ a la
izquierda de x. Esta fue la parte fundamental para obtener la funcién tasa W(c, ). Hasta este
punto pudimos expresar la funcién tasa en términos de integrales del resolvente. Después,
relacionamos dichas integrales del resolvente con integrales elipticas ademas de hacer un
analisis asintético de algunas de ellas.

Para validar nuestro resultados realizamos ciertos limites en la funcién tasa usando el
método del gas de Coulomb para recuperar ciertos resultados conocidos, obteniendo una
mezcla de varios enfoques fisicos y mateméaticos. Como lo mostramos en este trabajo, nuestra
funcién tasa contiene las grandes desviaciones a la derecha y a la izquierda del valor tipico
de los valores propios extremos, algo que era pensado imposible [I7], desde una perspectiva
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matematica utilizando el método del gas de Coulomb.

Los valores propios de matrices aleatorias constituyen uno de los ejemplos méas raros
de variables aleatorias fuertemente correlacionadas para las cuales existe un tratamiento
analitico posible basado en el método del gas de Coulomb. Nuestros resultados proveen una
manera de unificar varios resultados en la literatura sobre teoria de matrices aleatorias. Mas
aun, los retos técnicos que superamos pueden ser aplicados a casos generales y proveen un
enfoque que puede ser usado en una variedad de problemas similares. Finalmente, todos
nuestros resultados analiticos fueron verificados con simulaciones Monte Carlo al utilizar
variaciones estdndar del algoritmo de Metropolis aplicado al método del gas de Coulomb.
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Apéndice A
Conceptos de algebra lineal

En esta seccién se presentaran conceptos de algebra lineal que no son tan comunes. Sin
embargo, supondremos que el lector cuenta con un conocimiento sélido de algebra lineal. Las
siguientes definiciones se han obtenido de [59)].

Definicién A.1 (Matriz hermitiana o hermitica) Una matriz cuadrada X perteneciente
a Mnyn(K), es hermitiana, o hermitica, si es autoadjunta, es decir, si X = X f

Noétese que si en la definicién anterior K = R, entonces una matriz hermitiana es una
matriz real simétrica.

Ejemplo A.1.1 La matriz

es una matriz hermitiana.

Definicién A.2 (Matriz unitaria) Una matriz cuadrada X € Myxn(K) es una matriz
unitaria Si:

XT=Xx""1.

Ejemplo A.2.1 La matriz

—-1/2 —1/2
X = 271 2 )
2 /2 -9 1/2 )
es una matriz unitaria.
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Apéndice B

Funcion delta de Dirac

En esta seccion presentaremos la funcién delta de Dirac y sus aplicaciones mas impor-
tantes. Las definiciones y ejemplos aqui presentados serdn de mucha ayuda para el en-
tendimiento del capitulo . Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [2] [60) 61].
A lo largo de esta seccién A C R denotara un conjunto no vacio.

Definicién B.1 (Delta de Dirac) La funcion delta de Dirac, § : R — RU{+0o0}, se define
(de acuerdo a sus propiedades de asignacion) como:

5(33):{ 0, @#0

400, =0

con

/abdzvé(:n) =1,

A lo largo de este trabajo la letra § denotara la funcién delta de Dirac, a menos que se
diga lo contrario. Una de las propiedades de d que ocuparemos, es que para cualesquiera
funcién f: A — Ry a € A se cumple [61]:

si 0 € [a,b] y cero en otro caso.

/A duf(2)0(z — a) = f(a), (B.1)

y mas aun

d(—x) =0(z), (B.2)



para cualquier x € R.

Definicién B.2 (Funcién escalén) Definimos la funcion © : A — {0,1} como:

1 stx2>0

B.3
0 six<0 '’ (B.3)

O(z) = {

para cualquier x € A. La funcion © es conocida como la funcion escalon o la funcion
escalon de Heaviside.

Puede probarse que [2]:

O(r —a) = / dté(t —a), (B.4)
para cualesquiera z,a € R.
La funcién ¢ es de mucha ayuda para obtener la funcién de densidad de una transforma-
cién de variables aleatorias.

Proposicion B.1 Sean Xy,..., Xy variables aleatorias continuas con densidad de proba-
bilidad conjunta px, . xy(x), donde x = (x1,...,2n). S1 Y = g(Xy,...,Xn), para alguna
funcion g, entonces la densidad de probabilidad de Y estd dada por [5):

o) = [ " dapx,, e (@) — (@)

(e 9]

para cualquier y en el dominio de py .

Demos el siguiente ejemplo donde utilizamos la proposiciéon anterior para obtener la
distribucién de una variable aleatoria.

Ejemplo B.2.1 Sean X,..., Xy variables aleatorias continuas i.i.d. con funcion de densi-
dad px(x) = pe " con x > 0, es decir, la variable X; se distribuye de manera exponencial,
para cualquier © = 1,..., N. Consideremos la siguiente variable aleatoria: Y = Eiil X;.
Dado que las variables X1, ..., Xy son i.i.d., tenemos que su funcion de densidad conjunta

puede escribirse como:

N

pxl,...,XN($1, e >$N) = HPX(%') .
i=1

Entonces por la proposicion[B.1] la funcién de densidad de Y estd dada por:
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para cualquier x en el dominio de py, y donde = (x1,...,zy). Por otro lado sabemos
que de manera general la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria continua
X wiene dada por [4):

M) = [ doep(a).

[e.e]

En nuestro caso tenemos que:

.. 00 N N
por la ecuacion (B.1|) tenemos que fo dxer*§ (Zi:l T; — x) = eFXi=1%i | eptonces:

(o] o0 N
My(k) = [ deet S @) = [ dect S [ sl
0

0 i=1

_ ﬂ /0 " die oy (1) = ( /0 h da:ekxpx(x)) "

y por ende:



que es la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria con distribucion de
probabilidad gamma con pardmetros (N, ), para p > 0 [4)]. En general, la funcion generadora
de momentos determina de manera unica a una variable aleatoria [4l]. Concluimos que la
funcion de densidad py es la funcion de densidad gamma con parametros (N, i), para p > 0.

Otra aplicacién importante de la funcién 0 es en la definicion de una medida empirica
para variables aleatorias.

Definicién B.3 (Medida empirica para variables aleatorias) Sean X, ..., Xy varia-
bles aleatorias con valores en A yx = (z1,...,71n5) € AN el vector de sus valores observados.
Definimos a la medida empirica de X1, ..., XN como:

para cualquier x € A.
FEsta medida p(x) nos da la densidad de las variables aleatorias X1, ..., Xy en el intervalo
(x,x +¢€), para € > 0 muy pequeno.

Otra de las propiedades importantes que utilizaremos serd la representacion de Fourier
de la delta de Dirac.

Definicién B.4 (Transformada de Fourier) Sea f : A — C una funcion integrable. La
transformada de Fourier de f estd dada por:

Fi(k) = /Oo f(x)e 2 k= dy (B.5)

para cualquier k € R y donde i = /—1.

Proposicién B.2 Puede probarse que [J]:

(k) = Fi(k) = / e " dr

—0o0

para cualquier k € R y donde 1 = /—1.
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Apéndice C
Calculo de variaciones

El célculo de variaciones es una disciplina de las matematicas que tiene como objeto
los problemas de optimizacién. En esta disciplina, al utilizar la técnica de wvariaciones, se
obtienen ciertas condiciones para la existencia de valores extremos en un conjunto de fun-
ciones [62]. En esta seccién daremos una presentacién breve del concepto de funcional y la
variacion de un funcional, por lo que no mantendremos rigor matematico alguno. Se puede
encontrar una versiéon mas extendida de este tema con un gran rigor matemético en [62] 63].
Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [2} [64], 65].

Definicién C.1 (Funcional) Sea C(K), el conjunto de todas las funciones que van de K
a K (K =R oK =C). Un funcional F : C(K) — K es una funcion de C(K) a K. Si
f€C(K) yxe K denotamos la evaluacion de f(x) en F' como F[f(x)].

De manera coloquial, un funcional se puede entender como una funcién de funciones.
Demos algunos ejemplos de funcionales.

Ejemplo C.1.1 Un funcional puede ser la integral definida de una funcion continua f:

Flf(x)] = / " fw)de

Ejemplo C.1.2 Un funcional también puede definirse como una funcion f evaluada en un
punto x particular de su dominio:

Este funcional puede ser representado en forma de una integral usando la ecuacion :

Fylf(2)] = / d26(z — ) f(2)
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Definicién C.2 (Transformada de Hilbert-Stieltjes) Sean K =R 0o K =C, AC K
no vacio, y f : A — R una funcion. Definimos a la transformada de Hilbert-Stieltjes de la
funcion f como:

f)
2=\

S(z) = [ dA

para cualquier z € K.
Esta definicion puede extenderse a la forma de un funcional como sigue:

Ic)

Pl = [ a2

A continuacion definiremos la variaciéon de un funcional respecto a la evaluacién de una
funcion.

Definicién C.3 (Variacién de un funcional) Si F' es un funcional y f una funcion, de-

6@’2%” a la variacion de F[f(z)] respecto a f(t) y lo definimos como:

notaremos por

SFLf ()] _ o Fli(a) + (e = )] = Flf(a)]

5 e :

Como podemos observar, la definicion de la variacién de un funcional es muy similar a
la definicién de la derivada de una funcién, y lo que es mas interesante es que se pueden
obtener férmulas de variacion para funcionales equivalentes a las férmulas de derivacion para
funciones. Antes de enunciar algunas de esas férmulas veamos algunos ejemplos.

Ejemplo C.3.1 Consideremos el funcional del ejemplo[C.1.9, F5 = Fs[f(x)]. Por la defini-
cion[C-3 tendremos que:

%fz)‘”” _ Egg% (/ d=6(2 — 2)[f(2) + e6(= — 1)] — /dzé(z _ a:)f(z))

_ / dz5(z — 2)8(z — 1),

si hacemos H(z) = 0(z — t) y usamos la ecuacion tendremos que:

BTN _ gy — (2 — 1),

of(t)

para cualesquiera x y t en el dominio de f.
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Por la definicion de Fs tenemos que Fs[f(z)] = f(z), asi que por lo anterior:

0f(@) _ 50 _
sr = ). (C.1)

Este resultado nos sera de mucha ayuda.

Ejemplo C.3.2 Si definimos F,[f(x)] = [daxw(z)f(x), donde f y w son funciones, en-
tonces:

ORf@)] _ g, L < / daw(@)[f (2) + ed(x — )] - / dzw(z) f(:c)> _ / dew(z)5(x —t)

De lo anterior podemos presentar la siguiente notacion operacional:

%@) ( / drw(z) f@:)) _ / dxw(:)s)?;((f)). (C.2)

A través de la definicion pueden probarse muchas reglas de derivacién de funcionales

que son equivalentes a las reglas de derivacién para funciones. Para el desarrollo de este
trabajo, ocuparemos tan sélo las siguientes.

Proposiciéon C.1 Si F y G son funcionales que dependen de una funcion f(x) y A, p € R
son constantes, entonces se tienen las siguientes formulas de derivacion para funcionales
[62, (63, [64):

SOF + uG) ()] GFf@)] | 6GU()]
R TR (©3)
Sm(FI@) 1 SFIf) -

(C.5)

AT (C.6)



Veamos un ejemplo que sera de mucha ayuda en el capitulo [4

Ejemplo C.3.3 Definamos el siguiente funcional:

TEN)] =i / dAE(N)p(\) + In ( / dAei’f(M) :

donde k y p son funciones yi = +/—1. Calculemos 5T6Lk(§$‘)] Por la ecuacion

que:

C. 5

T (o)l (o f )

Por un lado, dadas las ecuaciones Yy , podemos escribir:

%(t) (z’/d)\k:()\)p()\)) = i/dA%p(A) - z’/dAé(A—t)p(A) =

ip(t).

tenemos

Por otro lado, si denotamos por Glk(\)] = [ die™ *kN) 4 usamos la ecuacion , ten-

dremos que:

5 1 8GN
A] (In (GE(N)])) = T e 0 3k (1)

Utilizando las ecuaciones y (C.3), podemos escribir:

Por lo tanto:
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Apéndice D
Integracion funcional

En esta seccién describiremos de manera intuitiva lo que representa la integral de un
funcional respecto a una funcion. Para tener una definicién mas formal y profundizar en este
tema vea [65].

Si F[f(z)] es un funcional y f es una funcién, entonces

/ DIfIF(f(x)] (D.1)

representa la integral de F' respecto a f y puede pensarse como una integral sobre un
volumen donde los puntos son funciones. Esta forma de integracion nos servira para realizar
nuestras derivaciones en la seccién ademas de ayudarnos para extender la definiciéon de
la funcién delta de Dirac para el caso de funcionales.

Definicién D.1 (Funcional delta) Si F' es un funcional, definimos la delta de Dirac fun-

cional como

or(F 1) = [ Digless (i [ dsg)F1s) (D.2)
donde i = \/—1.

En la seccién [B.6] utilizaremos esté definicién del funcional delta usando el cambio de
variable k(z) = g(x)/N para poder escribir

(1) = [ Dex (i [ ask(o)Flsa)) | (D.3)

donde puede demostrarse que en el factor D[k] se absorben las constantes resultantes al
realizar el cambio de variable [66].
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Al igual que la funcién § normal se puede probar que [65]

/ DIfIoR(FLf(2)]) = 1.
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Apéndice E

Método del punto silla

En esta seccion daremos un breve descripcion del método del punto silla. Nuestro objetivo
es que el lector tenga una idea clara de como se utiliza este método. Para un explicacién mas
extensa vea [2 [61] [67].

El método del punto silla se utiliza para aproximar el comportamiento asintético de
integrales que pueden ser escritas en la siguiente forma:

[:/Cdzetf(z)g(z), (E.1)

donde f,g : KN — K, son funciones analiticas de 2z, con K = R o K = C, C es una
curva en el plano complejo, y ¢t € R.

Para estudiar el comportamiento asintético de la integral cuando ¢ — oo, se busca el
punto z = zy donde esta integral obtiene su maxima contribucion, llegando a la conclusion
de que este punto zy debe de ser un punto silla de la funcién f. Para localizar z(, primero
se procede a resolver las ecuaciones de punto silla determinadas por VR(f) = 0, donde R(f)
denota la parte real de la funcién f. Después de esto se busca el camino por donde la integral
I al pasar por zy obtiene su maxima contribucién, obteniendo asi que para ¢ grande:

tf(zo 27 2 16"
T elg(z0) (tdet[H<f<zO>>J) s (E.2)

donde, H(f(z()) denota la matriz hessiana de la funcién f evaluada en zq,

%argmetw(f(zo))]),

a=—
2
y arg(-) denota el argumento principal de un nimero complejo. Veamos un ejemplo.

Ejemplo E.0.1 Obtengamos una aproximacion de k! para k € N grande. Sabemos que [}):
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kl'=T(k+1) :/ dte_ttk:/ dteF =t (E.3)

0 0

donde I" es la funcion gamma. En este caso f(t) =Int—t y f'(t) =1/t —1, por lo que en
t=1, f'(t) = 0. Por otro lado, f"(t) = —t~% y entonces & = 5 — %arg(f”(l)) =5 —5=0.
Sustituyendo lo anterior en la ecuacion tenemos que:

k! ~ V2rkkrFe
para k grande. A esta férmula se le conoce como la formula de Stirling [2, [67].

En el capitulo [] usaremos el método del punto silla generalizado para funcionales. Para
una explicaciéon mas extensa acerca de las formalidades mateméticas del método de punto
silla aplicado a funcionales véase [55].
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Apéndice F

Cadenas de Markov

Esta seccion tiene como objetivo explicar de manera breve las propiedades principales de
las cadenas de Markov, con el fin de poder explicar més facilmente los métodos de Monte
Carlo y el algoritmo de Metropolis. Por esta razén se recomienda [68] para una explicacion
més extensa sobre este tema. Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [69].

En la siguiente definicién solo consideraremos variables aleatorias continuas, por ser estas
las que ocuparemos en las simulaciones realizadas a lo largo de esta tesis.

Definicién F.1 (Cadena de Markov) Una cadena de Markov a tiempo discreto {X; : t =
0,1,...}, es una sucesion de variables aleatorias continuas que toman valores en un conjunto
S, llamado espacio de estados, que satisfacen la propiedad de Markov:

PXii1|Xo0, 0, Xe—1,Xy (j‘$0, sy L1, Z) = PXiq1| Xy (]‘Z> ) (Fl)

donde xg,...,x,1,%,5 € S. Esta probabilidad condicional p;; = px,,,|x,(j|i) es llamada
kernel de transicion o kernel de Markov, también conocida como la probabilidad de transicion
a un paso.

Por ejemplo, puede demostrarse que la caminata aleatoria

X1 =X+, parat=0,1,...

con condicién inicial Xg = ¢ y &; una variable aleatoria con distribucién uniforme en el
intervalo [—1, 1], es una cadena de Markov con espacio de estados S = R [68].

Las cadenas de Markov pueden tener una serie de propiedades que son muy convenientes
en el momento de realizar simulaciones. Algunas de estas propiedades son las siguientes.

Definicién F.2 (Irreducibilidad) Una cadena de Markov es irreducible si el kernel p;
permite a la cadena de Markov moverse libremente por todo el espacio de estados S, para
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t =0,1,..., es decir, sin importar cual sea el valor inicial Xo de la cadena, la cadena
{X; :t = 0,1,...} tiene una probabilidad positiva de alcanzar eventualmente cualquier
region del espacio de estados.

Un ejemplo de una cadena de Markov irreducible es la caminata aleatoria vista con
anterioridad [6§].

Definicién F.3 (Recurrencia) Una cadena de Markov es recurrente, si la cadena puede
regresar a cualquier subconjunto del espacio de estados un niumero infinito de veces.

Definicién F.4 (Distribucién estacionaria) Sea f una distribucion de probabilidad. De-
cimos que [ es una distribucion estacionaria para la cadena de Markov {X, :t =0,1,...},
cuando sucede que si X; se distribuye de acuerdo a f, entonces Xy 1 también se distribuye
de acuerdo a f, para cualquiert =0,1,....

Definicién F.5 (Ergodicidad) FEn el caso de que una cadena de Markov{X; :t=0,1,...}
sea recurrente, entonces su distribucion estacionaria f serd también una distribucion limite,
es decir, la distribucion limite de X, es f casi para cualquier valor inicial Xo. Esta propiedad
es llamada ergodicidad.

La propiedad de ergodicidad tiene muchas consecuencias importantes al momento de
realizar simulaciones, ya que si un kernel p;; produce una cadena de Markov ergddica con
distribucién estacionaria f, entonces generar una cadena de variables aleatorias Xy, X;11,. ..
de este kernel, eventualmente producira simulaciones de f. A continuacion presentaremos
un algoritmo que se basa en estas propiedades de las cadenas de Markov para simular una
distribucién f.
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Apéndice G

Métodos Monte Carlo: Algoritmo de
Metropolis

G.1. Introduccion

En esta seccién explicaremos de manera breve el principal método numérico que uti-
lizaremos en este trabajo: el algoritmo de Metropolis. Para una version mas extendida de
este tema vea [69, [70] [71].

El método de Monte Carlo es un procedimiento que sirve para obtener un resultado
numeérico a través de la generacién de una sucesion de muestras tomadas de una distribucion
de probabilidad [69]. Uno de los ejemplos clésicos donde se utiliza el método de Monte Carlo,
es en la aproximacion de integrales. Supongamos una integral definida de la siguiente forma:

/X doh(z) () (1)

donde f es una densidad de probabilidad, h es una funcién y X representa la region de
integraciéon. Por simplicidad tomamos que f estd normalizada en X'. En este caso la integral
anterior es la esperanza de la variable aleatoria h(X) respecto a la densidad de probabilidad

f, es decir,
(X)) = [ dah(af(a). (G.2)
Entonces utilizando el método de Monte Carlo al generar una muestra x1,...,zy de la

densidad f, la cantidad
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serd una buena aproximacién de (h(X)); [69].
Pero no sigamos dando mas ejemplos particulares de este método y mejor presentemos
el algoritmo de Metropolis.

G.2. Algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metropolis es un método basado en cadenas de Markov. Dada una funcion
de densidad objetivo f con dominio S, el algoritmo de Metropolis genera una cadena de
Markov {X; : t =0,1,...,} con espacio de estados S y con kernel de Markov (véase definicion
pij, tal que su distribucién estacionaria sea f. Para construir el kernel de Markov, a la
densidad objetivo f se le asocia una densidad condicional ¢(y|z), que es ficil de simular. Esta

densidad ¢ puede ser casi cualquier densidad arbitraria, con la condicion de que debe cumplir

f(w)
a(y|z)
y que ¢(-|x) lleva a una exploracién de todo S. Tomando todo lo anterior en consideracién,

podemos formular el algoritmo de Metropolis como sigue.

ciertos requerimientos tedricos como que el cociente

es constante e independiente de x

Definicién G.1 (Algoritmo de Metropolis) Dados M € N, el nimero de iteraciones a
realizar en el algoritmo (conocido como el nimero de pasos Monte Carlo, MCS (Monte Carlo
steps, por sus siglas en inglés)), el estado inicial Xo = xg € S yt = 1, el estado X; de la
cadena de Markov {X;:t=0,..., M} se determina de la siguiente manera [69, [70)]:

1. Sit < M, generamos Y; de acuerdo a la densidad q(y|X¢—1) para cualquier y € S. Si
t > M se termina el algoritmo.

2. Definimos p = min {1, f(];(i)l)} (Llamada la probabilidad de aceptacion).

3. AceptamosY; con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-
do a la distribucion uniforme en el intervalo [0,1] y si u < p, entonces X; = Y;. Si
u>p, Xy = X1

4. Actualizamos t =t + 1 y volvemos al paso 1.

Esta nueva cadena de Markov {X; : ¢t = 0,..., M}, tendra probabilidades de transicién
[70]:

q(jli) min {1,902}, j#i

N o (G.3)
1— Zgizq(kh) min {1, J;((]:))} , J=1

Pij =
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El hecho importante del algoritmo de Metropolis es que la distribucion estacionaria sera f
y junto con el kernel p;; satisfaran [69] [70]:

> pifG) = ), (G4)

€S

para cualquier j € S.
Podemos notar dos cosas sobre el algoritmo de Metropolis:

1. Si el estado propuesto Y; tiene una probabilidad mas grande que el estado X; 1, en-
tonces el estado propuesto Y; siempre serd aceptado.

2. Para implementar el algoritmo de Metropolis s6lo necesitamos conocer los cocientes
%. Notese de forma importante que no necesitamos conocer la constante de nor-

malizacién de f.

Para las aplicaciones referidas en esta tesis, en el paso [I] de la definicién [G.I] generare-
mos a Y; de acuerdo a una caminata aleatoria continua en el espacio de estados S, es decir,
Y; = X; + ¢; donde ¢; provendra de una distribucién uniforme en el intervalo [—1,1] o de
una distribucion ¢ de Studentﬂ con 0.5 grados de libertad. Ademds, para garantizar que la
cadena de Markov generada sea estacionaria tendremos que termalizarla, es decir, primero
realizaremos el algoritmo de Metropolis para una cantidad fija de MCS garantizando de esta
manera que la cadena de Markov haya alcanzado la estacionariedad. Al terminar con este
nimero de pasos comenzaremos el algoritmo de Metropolis tomando como valor inicial el
ultimo estado de la cadena de Markov previamente obtenida, para asi generar la cadena
de Markov final que consideraremos para aproximar nuestra funcion f de interés. Esto po-
dra entenderse mejor dando la definicién explicita del algoritmo de Metropolis que nosotros
ocuparemos.

Definicién G.2 Sean {yi,...,yn} un conjunto de variables aleatorias y py,. . yn : AN
R su funcion de densidad de probabilidad conjunta, donde A C R. Supongamos que esta
an(A) = ZLOGCF(A), donde F : RN — R es una funcion
con A= (A1,...,An) tal que \; € A, para cualquier i =1,...,N, ( € R y donde Zy es una
constante de normalizacion. Fijemos Ry y Ry € N, el numero de MCS para termalizar y para

densidad puede escribirse como py, .

generar nuestra cadena de Markov, respectivamente. Escojamos Xy = (xgo), . ,xg\?)) c AN,
un vector inicial para nuestra cadena de Marvok {X; : t = 0,..., Ry}, y definamos t = 1,

entonces procederemos de la manera siguiente:
Primer loop para termalizar la cadena, es decir, para asequrar que esta es estacionaria:

1. Sit < Ry pasamos al paso siguiente. En caso contrario, haga t = 1 y pase al sequndo
loop.

1Se elige esté distribucién para evitar correlacién entre los elementos de la cadena de Markov [69].
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2. Generamos €; de acuerdo a una distribucion uniforme en el intervalo [—1,1] o a una
distribucion t de Student con 0.5 grados de libertad. Si xEO) +e; ¢ A, para alguna
1=1,..., N, entonces se vuelve a generar ; hasta que 2\ 4 g € A.

5. Definimos Y = (¢ + 21,2y +2x) yp = min {1,CFO-FO

4. Aceptamos Y con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-
do a la distribucion uniforme en el intervalo [0,1] y si u < p, entonces actualizamos
Xo=Y. Siu>p, Xo = Xo.

5. Actualizamos t =t + 1 y volvemos al paso 1.

Sequndo loop para generar la cadena de Markov:

1. Sit < Ry pasamos al paso siguiente. En caso contrario, se termina el algoritmo.

2. Generamos €; de acuerdo a una distribucion uniforme en el intervalo [—1,1] o a una
distribucion t de Student con 0.5 grados de libertad. Si zvgt_l) +e ¢ A, para alguna
1=1,..., N, entonces se vuelve a generar ; hasta que 2D 4 g € A.

3. Definimos Y = (:Egt_l) +eq,... ,:ng,_l) + 6N> y p = min {1, eC(F(Y)*F(X“l))}.

4. Aceptamos Y con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-
do a la distribucion uniforme en el intervalo [0,1] y si u < p, entonces definimos
Xt =Y. Siu > D, Xt = Xt—l-

5. Actualizamos t =t + 1 y volvemos al paso 1.

En la definicién anterior podemos ver que en el loop de termalizacion no estamos guardan-
do los valores de la cadena, sino tan sélo actualizando la variable inicial X,. Después de
realizar la termalizacion, en el segundo loop comenzamos a guardar los valores de la cadena.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo G.2.1 Simulemos la densidad gaussiana estindar, es decir, simulemos a px(x) =
\/%e*xQ/Q. Sabemos que en este caso A =R, N =1y F(x) = —z%/2, para cualquier v € R.
Ezisten maneras mds eficientes de simular variables aleatorias gaussianas, sin embargo lo
utilizaremos con el fin de dar un ejemplo prdactico. El siguiente programa en R wutiliza el

algoritmo de la definicion|[G.4 para px.

Fm=function(x,eps){
return (- (2*x*eps+eps~2) /2)
}

simulation=function(M1,M2){
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x0=0
x=0*seq(1,M2)

for(i in 1:M1){
eps=runif(1,-1,1)
p=min(1,exp(Fm(x0,eps)))
ml=runif(1,0,1)
x0=x0+eps*ifelse(mi<p,1,0)
}

x[1]1=x0

for(i in 1:(M2-1)){
E=runif(1,-1,1)
p=min(1,exp(Fm(x[i],eps)))
ml=runif(1,0,1)
x[i+1]=x[i]+eps*ifelse(mi<p,1,0)
}

return(x)

by

En la figura podemos ver el histograma generado por este algoritmo junto con la
curva teorica exacta de la distribucion gaussiana estandar.

px(x)
0.4+

0.31
0.2r

0.1¢

: : : = X
-2 0 2 4
Figura G.1: Simulacién de una densidad gaussiana estandar. La curva negra corresponde a la

funcion de densidad px y el fondo verde corresponde al histograma de la cadena de Markov
producido con el algoritmo de Metropolis. En este caso R = Ry = 103,

También utilizaremos un segundo algoritmo de Metropolis un poco mas general que el
primero.
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Definicién G.3 Sean {yi,...,yn} un conjunto de variables aleatorias y py, ., : AN — R
su funcion de densidad de probabilidad conjunta, donde A C R. Supongamos que esta den-
sidad puede escribirse como py, ., (A) = ZioeCFo‘), donde F : RV — R es una funcidn
con A = (Aq, ..., y) tal que \; € A, para cualquier i = 1,...,N, ( € R y donde Z, es
una constante de normalizacion. Supongamos también que podemos escribir a A = A; U A,
con Ay N Ay = 0. Fijemos Ry y Ry € N, el niimero de MCS para termalizar y para gener-
ar nuestra cadena de Markov, respectivamente, y Nu < N. Escojamos dos vectores iniciales

Xy = (:1:50), e ,xﬁﬁf), tal que xEO) € Ay paracadat=1,..., Ny, yYy = (y%o),...,yﬁl]vl), tal

que yj(-o) € Ay para cada j =1,..., N — Ni. Definimos Wy = <w§0), e ,w](\(,))> con wl@ = :1:1(-0),

parat=1,..., Ny, y wj((jL)Nl = y](-o), para j =1,..., N — Ny, nuestro estado inicial de la cade-

na de Markov {W;:t=0,...,Ry}. Definamos t = 1 y procedamos de la manera siguiente.

Primer loop para termalizar la cadena, es decir, para asequrar que es estacionaria:

1. Sit < Ry pasamos al paso siguiente. En caso contrario, haga t = 1 y pase al sequndo
loop.

2. Generamos €; proveniente de una distribucion uniforme en el intervalo [—1,1] o de una

distribucion t de Student con 0.5 grados de libertad, parai=1,...,N. St x§0)+€i ¢ A,
para alguna i = 1,..., Ny, se genera nuevamente €; hasta que xEO)

andloga, st y](p)

+e; € Ay. De manera
+ej4n, & As, para alguna j = 1,...,N — Ny, se genera nuevamente

gj+n, hasta que y](o) +ej4n, € As.

3. Definimos el vector W = <x§0) +eq,... ,:1:583 +en, Y

tamano N, y p = min {1, eSFMW)=FIVo) L,

(0) )
1

+€N1+17"‘7y](\(l)—N1 —|—€N>, de

4. Aceptamos W con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-
0 _

i =

do a la distribucion uniforme en el intervalo [0,1] y si u < p, actualizamos w
EO) +¢&;, para cada i =1,..., Ny, y w§(33N1 = yj(-o) +¢&j4n,, para cada j =1,..., N — Nj.

Siu > p, no se actualiza el vector Wy.

xT

5. Actualizamos t =t + 1 y volvemos al paso 1.
Segqundo loop para generar la cadena de Markov:

1. Sit < Ry pasamos al paso siguiente. En caso contrario se termina el algoritmo.

2. Generamos €; proveniente de una distribucion uniforme en el intervalo [—1,1] o de una
distribucion t de Student con 0.5 grados de libertad, parai=1,...,N. Si xgt) +e; & A,

. t
para alguna i =1, ..., N1, se genera nuevamente €; hasta que ZL‘E )+€Z- € Ai. De manera

(®)

. . t .
andloga, si y;” + €j4n, ¢ As, para alguna j = 1,...,N — Ny, se genera nuevamente

gj+n, hasta que y](t) +ej4n, € A
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3. Definimos el vector W = (azgt) +eq,... ,Q;Sf[)l + 5N1,y§t) + ENyH1s - - ,y](\?le + €N), de

tamano N, y p = min {1, eC(F(W)*F(Wt_ﬂ)}‘

4. Aceptamos W con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribucion uniforme en el intervalo [0, 1] y st u < p, definimos wgt) = :Egt_l)—i-éi,

para cadai =1,..., Ny, yw(.ile = y(-t_1)+€j+N1 para cada j =1,..., N—Ny. Siu > p,

J
w = a:(tfl), para cada t=1,..., Ny, y wﬁNl = ](.tfl)

% %

, para cada 3 =1,..., N — Nj.
5. Actualizamos t =t + 1 y volvemos al paso 1.

Un ejemplo de este algoritmo lo encontraremos en la seccion [4.2.8
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Apéndice H
Integrales elipticas

En esta seccién presentaremos las integrales elipticas que utilizaremos en el capitulo [4]
Las siguientes definiciones provienen de [2], [57].

Definicién H.1 (Integral eliptica incompleta del primer tipo) Definimos la integral
eliptica incompleta del primer tipo como:

para |k| <1y |p| < 2m.

Definicién H.2 (Integral eliptica completa del primer tipo) Definimos la integral elipti-
ca completa del primer tipo como:

Axk):17<f,@), (H.2)
para |k| < 1.

Definicién H.3 (Integral eliptica incompleta del segundo tipo) Definimos la integral
eliptica incompleta del seqgundo tipo como:

©
E@Jj:/‘ﬁ 1 — k2sin’t, (H.3)
0
para |k| <1 y para |¢| < 27.

Definicién H.4 (Integral eliptica completa del segundo tipo) Definimos la integral
eliptica completa del sequndo tipo como:
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para |k| < 1.

Definicién H.5 (Integral eliptica incompleta del tercer tipo) Definimos la integral elipti-
ca incompleta del tercer tipo como:

ﬁ(gpnk)—/w dt
o 0 (1—n251n2t)\/1—k2sin2t’

para k| <1, |p| <27 yn eR.

(H.5)

Definicién H.6 (Integral eliptica completa del tercer tipo) Definimos la integral elipti-
ca completa del tercer tipo como:

[I(n, k) = il (g, n, k) (H.6)
para |k| <1, n € R.

En las definiciones anteriores, k es llamado el médulo eliptico.

H.1. Funciones elipticas de Jacobi

Las tres funciones elipticas de Jacobi son en(u, k), du(u, k) y sn(u, k) donde k es el médulo
eliptico definido en la seccién anterior y u = F(p, k) es la integral eliptica incompleta del
primer tipo. Estas funciones se definen de la siguiente manera:

1. sn(u, k) = sin(yp),
2. en(u, k) = cos(yp),
3. dn(u, k) = \/Tsin%p),

donde ¢ = F~*(u, k).

Las siguientes expresiones nos serviran para reescribir algunas integrales del capitulo [4| a
través de integrales elipticas. Estas expresiones se han obtenido de [57].
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f- [ () )
%—/(Ef%%%)mb (IL8)

1 ~ _
Zy = = —[(@® —a; (g, a2, k) + a12u] , (H.10)
_ 1 0 o~ N
7, = 72[(0412 —a)(yp, ar, k) + &), (H.11)
aq
1 o,
Zy = g[a#u + 20412(a2 — o )Vl (a — o ) VQ] , (H.l?)
Vi =TI(p,a% k), (H.13)

1 -
~ @ [ EW

+ (k* — a®)u
a*sn(u)en(u)dn(u)

1 — a?sn?(u) ’

+(262K2 + 282 — & — 3k (g, &% k) — (H.14)

donde E(u) es la integral eliptica completa del segundo tipo, F(p, k) y ﬁ(gp,n, k) son
las integrales elipticas incompletas del primer y tercer tipo, respectivamente, k es el modulo
eliptico, y &, a7 son constantes reales.

140



	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Introducción a la Teoría de Valores Extremos y Estadísticos de Orden
	Capítulo 3. Introducción a la Teoría de Matrices Aleatorias
	Capítulo 4.
Un Enfoque Unificado Para Grandes
Desviaciones de los Valores Propios
Extremos y del Bulk en los Ensambles
de Wishart y de Jacobi
	Capítulo 5. Conclusiones
	Bibliografía

