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Notación y śımbolos

Si λ = (λ1, . . . , λn) denota un vector de tamaño n y f es una función vectorial in-

tegrable, entonces denotaremos por
∫
dλf(λ) a su integral múltiple respecto a cada

entrada de λ, es decir:

∫
dλf(λ) =

∫
dλ1 · · ·

∫
dλnf(λ1, . . . , λn) .

Si f y h son funciones anaĺıticas que dependen de t, entonces f(t) ∼ h(t) cuando t→ t0,

para algún t0 ∈ R (t0 puede ser ∞), quiere decir que el comportamiento asintótico de

f(t) cuando t→ t0 es igual a h(t), es decir, ĺım
t→t0

f(t)
h(t)

= 1.

Si a y b ∈ R, entonces a ≈ b quiere decir que a es aproximadamente igual a b, es decir,

que existe un ε > 0 muy pequeño tal que |a− b| < ε.

MN×M(K) denotará al conjunto de matrices cuyas entradas son elementos del conjunto

K. En este trabajo K = R, K = C y K = H, representa el conjunto de números reales,

complejos y cuaterniónicos1, respectivamente.

Si X es una matriz de tamaño N ×M denotaremos por (X)ij a su elemento en la

i-ésima fila y en la j-ésima columna.

XT denotará la matriz transpuesta de la matriz X.

X† denotará a la matriz transpuesta conjugada (también conocida como la matriz

adjunta) de la matriz X, es decir, (X†)ij = (X)ji, donde z denota el conjugado del

número complejo z.

Tr(X) denotará la traza de la matriz X.

det(X) denotará al determinante de la matriz X.

1En este trabajo no nos ocuparemos en algún caso particular con números cuaterniónicos, por lo cual no
es necesario decir como están definidos. Sin embargo, puede ver [1] para obtener una definición y ejemplos
con este conjunto de números.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Uno de los conceptos más importantes en estad́ıstica es lo que los f́ısicos llaman univer-

salidad. En palabras del matemático Terence Tao: la universalidad es un misterio intrigante

que ocasiona que ciertas distribuciones de probabilidad emerjan en sistemas complejos, casi

sin tomar en cuenta los mecanismos subyacentes que los gobiernan [3]. En matemáticas la

universalidad es el equivalente a las leyes y teoremas usados para caracterizar, en nuestro

caso particular, ciertas distribuciones de probabilidad, como por ejemplo el teorema del

ĺımite central, la ley de los grandes números, etc. Para poder entender mejor el concepto de

universalidad consideremos los siguientes ejemplos.

Supongamos que tenemos un conjunto de variables aleatorias X = {Xi : i ∈ N} in-

dependientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), que provienen de la misma densidad de

probabilidad pX(x) con media µ y varianza σ2 finitas. Si estudiamos la densidad de probabi-

lidad de la variable XN = 1
N

∑N
i=1 Xi, denotada por pXN

(x), por el teorema del ĺımite central

tendremos que [4]:

pXN
(x) ∼ 1√

2π σ
2

N

e
− 1

2

(
x−µ
σ/
√
N

)2

, (1.1)

es decir, para N grande la variable XN se aproximará a una variable gaussiana con media

µ y varianza σ2/N .

Consideremos ahora el conjunto {X1, . . . , XN} correspondiente a las primeras N variables

aleatorias de X , y definamos sus estad́ısticos de orden [4, 5, 6, 7] como los valores ordenados:

XN
(1) ≥ · · · ≥ XN

(N) ,

donde XN
(1) = máx{X1, . . . , XN} y XN

(i) = máx({X1, . . . , XN} \ {XN
(1), . . . , X

N
(i−1)}), para

i = 2, . . . , N . De esta manera la variableXN
(i) es el i-ésimo máximo del conjunto {X1, . . . , XN},

particularmente XN
(N) es el mı́nimo de ellas.

Estamos interesados en estudiar la función de distribución acumulada del k-ésimo es-

tad́ıstico de orden del conjunto {X1, . . . , XN}, denotada por PXN
(k)

(x) = Prob[XN
(k) ≤ x],
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cuando N →∞. En particular para k = 1, debido al teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko,

tenemos que [5, 6, 7, 8]:

ĺım
x,N→∞

PXN
(1)

(x) = G (z) , (1.2)

con G la distribución acumulada de Gumbel, de Fréchet o de Weibull, dependiendo de la

forma de pX(x), y donde z = x−aN
bN

, aN , bN ∈ R con bN > 0. Estos coeficientes se determinan

de acuerdo a la forma de pX(x).

Como podemos observar en estos dos casos, sin importar cual sea la función de densidad

de las variables aleatorias Xi, las variables aleatorias XN y XN
(1) se aproximarán a una

variable gaussiana y a una variable de Gumbel, de Fréchet o de Weibull (véase caṕıtulo 2),

respectivamente, cuando N sea grande. Notemos que en estos dos ejemplos el concepto de

universalidad se verifica de manera sencilla para variables i.i.d.

A lo largo de esta tesis caracterizaremos la universalidad a través de funciones tasa,

funciones importantes que aparecen en la teoŕıa de grandes desviaciones [9, 10]. Esta teoŕıa

se ocupa de estudiar las desviaciones at́ıpicas de una variable aleatoria SN (que depende

de N) lejos de su valor esperado 〈SN〉. Las estimaciones que realiza la teoŕıa de grandes

desviaciones son expresadas usualmente de la siguiente forma

PSN (x) = Prob[SN ≤ x] ∼

{
e−w

−
NΨ−(x), x < 〈SN〉

1− e−w+
NΨ+(x), x > 〈SN〉

, (1.3)

para N muy grande [9, 10, 11], donde las funciones tasa Ψ±(x), izquierda (signo de

menos) y derecha (signo de más) controlan la probabilidad (exponencialmente pequeña)

de que la variable SN tome valores anormalmente más pequeños o más grandes que 〈SN〉,
respectivamente. El comportamiento asintótico de PSN (x) viene dado por

ĺım
N→∞

− lnPSN (x)

w−N
= Ψ−(x) ,

ĺım
N→∞

− ln(1− PSN (x))

w+
N

= Ψ+(x) . (1.4)

Nótese que las velocidades w±N deberán ser constantes proporcionales a N para obtener

funciones tasa Ψ±(x) no triviales. Como un ejemplo de este formalismo, SN podŕıa tomarse

igual a XN .

Realicemos un ejemplo particular para obtener las funciones tasa Ψ±(x) de la variable

XN
(1), suponiendo que la función de densidad de las variables en X es pX(x) = µe−µx para

x ≥ 0, es decir, una función de densidad exponencial con media 1/µ (Los resultados que

utilizaremos a continuación aparecen explicados en [9], de manera que en lo subsecuente nos

limitaremos a mencionarlos).
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Dada la forma de pX(x) tendremos que:

PXN
(1)

(x) = eN ln(1−e−µx) , (1.5)

para x ≥ 0.

Haciendo una expansión en series de Taylor de ln(1− e−µx), tenemos que ln(1− e−µx) ∼
−e−µx cuando x→∞. Entonces uno obtiene que:

PXN
(1)

(x) ≈ e−Ne
−µx

= e−e
−(µx−lnN)

= G(z), (1.6)

para N grande, donde z = µx − lnN y G(z) = e−e
−z

es la distribución acumulada de

Gumbel. Esto implica que aN = lnN
µ

y bN = 1
µ
. De esta manera al relacionar las ecuaciones

(1.3) y (1.6) podemos escribir:

PXN
(1)

(x) = Prob[XN
(1) ≤ x] ≈

 e−NΨ(x), x <
〈
XN

(1)

〉
1− e−NΨ(x), x >

〈
XN

(1)

〉 , (1.7)

donde
〈
XN

(1)

〉
es el valor esperado de XN

(1)
1, y las funciones tasa y las velocidades son:

Ψ(x) ≡ Ψ±(x) = e−µx ,

wN ≡ w±N = N . (1.8)

Como podemos observar en este ejemplo, las funciones tasa a la izquierda y a la derecha y

sus respectivas velocidades coinciden, pero esto no siempre sucede (para ejemplos concretos

vea [9]). Si prestamos atención a los ejemplos anteriores podremos observar que las distribu-

ciones y funciones tasa universales de estos ejemplos surgirán cuando, entre otras cosas, se

pida que el conjunto X esté representado por variables aleatorias i.i.d. Pero ¿qué sucederá si

el conjunto X está compuesto por variables aleatorias correlacionadas? En el caso de que las

variables aleatorias estén débilmente correlacionadas, los dos ejemplos vistos con anteriori-

dad, ecuaciones (1.1) y (1.2), exhibirán las mismas distribuciones universales que surgieron

para variables aleatorias independientes [5, 8]. Entonces la pregunta es: ¿qué pasará con la

distribución y las funciones tasa de la variable XN y de los estad́ısticos de orden del con-

junto {X1, . . . , XN}, para N grande, cuando las variables aleatorias Xi estén fuertemente

correlacionadas?, en particular ¿como serán las funciones tasa de XN
(N) y XN

(1)?, ¿que uni-

versalidad presentarán estas?. En el caso particular de XN
(1) cuando las variables aleatorias

1Para ver una aproximación de este valor para N finito vea [9].
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Xi son los valores propios de una matriz aleatoria, para i = 1, . . . , N (estos valores propios

están fuertemente correlacionados), la última pregunta tiene como respuesta [12]:

ĺım
N→∞

PXN
(1)

(
(x−

√
2N)(

√
2)N1/6

)
= TW (x) , (1.9)

para x ∈ R. En la ecuación anterior, TW es la afamada distribución universal de Tracy-

Widom. Esta distribución, que representa un nuevo paradigma de universalidad, aparece en

diversos sistemas como en comunicaciones inalámbricas, en el análisis de mercados financieros

y en la distribución de los valores propios de una matriz aleatoria [3].

En este trabajo usando la teoŕıa de matrices aleatorias, RMT (random matrix theory,

por sus siglas en inglés), al proporcionar un laboratorio matemático ideal para el estudio de

variables aleatorias fuertemente correlacionadas, respondemos algunas de las preguntas an-

teriormente planteadas para el caso particular cuando las variables aleatorias son los valores

propios ordenados de una matriz aleatoria. Desde un punto de vista matemático, los estad́ısti-

cos de orden han sido estudiados de manera muy extensa para variables independientes e

idénticamente distribuidas (i.i.d.), pero no mucho para variables fuertemente correlaciona-

das. Debido a que RMT es muy útil en el análisis de datos reales, ha habido un incremento

en el estudio de varias propiedades estad́ısticas relacionadas con los ensambles de Wishart

y de Jacobi, como por ejemplo, las grandes desviaciones de estad́ısticos de valores extremos

usando el método del fluido de Coulomb (vea de [13] a [31]). De manera particular, en [13]

usando el método del fluido de Coulomb, los autores calculan anaĺıticamente, para el espec-

tro de matrices grandes de tamaño N ×N del ensamble de Wishart, la probabilidad de que

el número de valores propios sea mayor que un cierto número fijo ζ, encontrando que esta

probabilidad es igual a exp[−βN2Ψζ(κ)], donde β es el ı́ndice de Dyson, Ψζ(κ) es la función

tasa y κ denota la fracción de valores propios a la derecha de ζ.

El principal objetivo de este trabajo es complementar lo realizado en [13, 19, 29, 32, 33],

siguiendo la ĺınea de investigación iniciada en [34, 35] donde los autores calculan funciones

tasa para el espectro de matrices para los ensambles gaussianos usando el método del gas

de Coulomb. En esta tesis usando este método capturamos en una única función tasa

propiedades estad́ısticas de los valores propios en el edge y en el bulk, incluyendo ambas

funciones tasa izquierda y derecha para el valor propio más pequeño y para el valor propio

más grande de matrices grandes en los ensambles de Wishart y de Jacobi. Analizando el es-

tad́ıstico de la variable aleatoria SIN (shifted index number) que cuenta el número de valores

propios a la izquierda de una barrera infinita de enerǵıa, podemos derivar la función tasa

Ψ(c, x), que depende de dos variables: la fracción c de valores propios a la izquierda de la

barrera infinita de enerǵıa situada en la posición x ∈ R. Para valores fijos de c, Ψ(c, x) nos

da las grandes desviaciones de los estad́ısticos de orden de los valores propios. En particular,

en los ĺımites c→ 0 o c→ 1, es posible extraer las desviaciones izquierda y derecha del valor

propio más grande y del valor propio más pequeño, respectivamente. De manera similar,

para un valor fijo de x la función tasa nos provee las grandes desviaciones del SIN. Todos
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nuestros resultados anaĺıticos son comparados con simulaciones Monte Carlo, obteniendo

una concordancia excelente.

Las principales diferencias de nuestro trabajo con [13] no serán tan sólo la consideración

de matrices de Wishart rectangulares, sino también el uso de la transformada de Hilbert-

Stieltjes para obtener un resolvente expresado en función de un polinomio cúbico cuyas ráıces

nos servirán para construir la densidad espectral deformada que solucionará las ecuaciones

del punto silla. Además, seremos capaces de escribir la función tasa a través de integrales

eĺıpticas, lo cual facilitará su evaluación numérica. Otra diferencia fundamental con [13] es

la consideración del ensamble de Jacobi.

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera; en los caṕıtulos 2 y 3 nos ocupare-

mos de aclarar brevemente las teoŕıas principales que son utilizadas en esta tesis, poniendo

particular atención en la sección 3.6 donde explicamos el método central que utilizaremos en

el desarrollo de este trabajo. Finalmente en el caṕıtulo 4, que es la médula espinal de esta

tesis, expondremos nuestros resultados anaĺıticos y su comparación con simulaciones Monte

Carlo. Queremos aclarar que a lo largo de esta tesis no presentaremos ninguna prueba rigu-

rosa de los resultados ni de las herramientas que utilizaremos para llegar a ellos, únicamente

daremos referencias al lector donde podrá encontrar tal rigor.

En esta tesis utilizamos el software Mathematica R© para realizar algunas de las deriva-

ciones que surgen en este trabajo. El notebook donde se encuentran estas derivaciones puede

ser solicitado al correo adolfo xo@ciencias.unam.mx

12



Caṕıtulo 2

Introducción a la teoŕıa de valores

extremos y estad́ısticos de orden

En este caṕıtulo presentaremos de manera introductoria algunos de los resultados obtenidos

en la teoŕıa de valores extremos complementando lo ya dicho en el caṕıtulo 1. No buscare-

mos dar una prueba rigurosa de los resultados que mostraremos a continuación, para ello

se dejarán referencias donde el lector puede encontrar con más detalle las pruebas de estos

resultados. Nuestro objetivo es establecer un v́ınculo entre los resultados de la teoŕıa de

valores extremos y estad́ısticos de orden, para variables i.i.d., con las funciones tasa usadas

en la teoŕıa de grandes desviaciones (véase [9, 36, 37] para un estudio más formal sobre este

v́ınculo). Las siguientes definiciones han sido tomadas de [4, 5, 6, 7].

2.1. Introducción

La teoŕıa de valores extremos, mejor conocida como EVS (extreme value statistics, por

sus siglas en inglés), es una rama de la estad́ıstica que estudia las distribuciones extremas de

un conjunto de variables aleatorias. Esta teoŕıa encuentra aplicaciones en diversas áreas tales

como finanzas, teoŕıa de matrices aleatorias y f́ısica estad́ıstica, solo por mencionar algunas

[8].

Gracias a las contribuciones hechas por Gumbel, Tippett, Fréchet y Gnedenko, se tiene

una teoŕıa exacta de valores extremos para variables aleatorias i.i.d., que también puede

extenderse al caso de variables aleatorias débilmente correlacionadas [5, 8]. Sin embargo,

diversos sistemas de interés están formados por variables aleatorias fuertemente correlacio-

nadas y, desafortunadamente, aún no existe una teoŕıa sólida (aún para el valor de la media)

para este tipo de variables. En tal caso, una buena herramienta para el estudio de los valores

extremos de variables fuertemente correlacionadas es la teoŕıa de matrices aleatorias (véase

el caṕıtulo 4). En la siguiente sección nos enfocaremos en el estudio de los estad́ısticos de

orden de un conjunto de variables aleatorias i.i.d. Comenzaremos tratando el caso particular

del estad́ıstico de orden más grande, para posteriormente extender nuestros resultados al
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caso general del k-ésimo estad́ıstico de orden.

2.2. Teoŕıa de valores extremos y estad́ısticos de orden

para variables aleatorias i.i.d.

En el caṕıtulo 1 dimos la definición para los estad́ısticos de orden de un conjunto de

variables aleatorias i.i.d. Sin embargo, puede verse que esta definición se mantendrá para

cualesquiera variables aleatorias continuas que tomen valores en un subconjunto de R. En-

tonces, demos aqúı nuevamente la definición de los estad́ısticos de orden de un conjunto de

variables aleatorias continuas.

Definición 2.1 Sea {X1, . . . , XN} un conjunto de variables aleatorias continuas. Definimos

a sus estad́ısticos de orden como los valores ordenados:

XN
(1) ≥ · · · ≥ XN

(N) ,

donde XN
(1) = máx{X1, . . . , XN} y XN

(i) = máx({X1, . . . , XN} \ {XN
(1), . . . , X

N
(i−1)}) para

i = 2, . . . , N . De esta manera, la variable XN
(i) es el i-ésimo máximo de {X1, . . . , XN},

particularmente, XN
(N) es el mı́nimo del conjunto.

Ahora, recordemos al conjunto X = {Xi : i ∈ N} formado por variables aleatorias i.i.d.

con misma densidad de probabilidad pX(x), distribución de probabilidad acumulada PX(x),

media µ y varianza σ2 finitas, y a los estad́ısticos de orden del conjunto {X1, . . . , XN}, las

primeras N variables de X , utilizados en el caṕıtulo 1. Como vimos anteriormente (vea

ecuación (1.2)), la distribución acumulada PXN
(1)

(x) converge a las distribuciones universales

de Gumbel, de Fréchet o de Weibull cuando N, x→∞, es decir,

ĺım
x,N→∞

PXN
(1)

(x) = G (z) , (2.1)

con z = x−aN
bN

. Ahora, ¿cómo es la forma de estas distribuciones universales y que debe

cumplir la función de densidad pX(x) para saber que distribución G obtendremos?, ¿cómo

determinamos los coeficientes aN y bN? A continuación responderemos estas preguntas.

2.2.1. Distribuciones de Gumbel, de Fréchet y de Weibull

Denotemos por x∗ = sup{x : PX(x) < 1}, la cota superior del dominio de la densidad

de probabilidad pX(x), y P−1
X (x) a la función inversa de PX(x) (si puede ser expresada de

manera expĺıcita).
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Distribución de Gumbel

Esta distribución se obtiene si x∗ es finito o infinito y si la densidad pX(x) decrece más

rápido que cualquier potencia (como por ejemplo las distribuciones exponencial y gaussiana).

En este caso la distribución ĺımite es conocida como la distribución de Gumbel:

G(z) = e−e
−z
, (2.2)

con aN = P−1
X

(
1− 1

N

)
y bN = P−1

X

(
1− 1

Ne
− aN

)
.

Para un ejemplo particular cuando la función de densidad pX(x) es la densidad exponen-

cial, vea lo realizado en el caṕıtulo 1 y las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8).

Distribución de Fréchet

Esta distribución se obtiene cuando x∗ es infinito y pX(x) decrece más rápido que

cualquier potencia, es decir, pX(x) ∼ x−α−1 cuando x→∞, con α > 0.

Aśı, la distribución ĺımite es la distribución de Fréchet:

G(z) =

{
e−z

−α
z > 0

0 z ≤ 0
. (2.3)

En este caso aN = 0 y bN = P−1
X

(
1− 1

N

)
.

Ejemplo 2.1.1 La distribución de Cauchy viene dada por

pX(x) =
1

π(1 + x2)
,

para x ∈ R.

Tenemos que:

PX(x) =

∫ x

−∞
pX(y)dy =

1

π
arctan(x) +

1

2
.

Puede demostrarse que [4, 6]:

PXN
(1)

(x) = Prob[XN
(1) ≤ x] = P (x)N .

Por otra parte, haciendo una expansión en series de Taylor para arctan(x), cuando x→
∞, obtenemos que arctan(x) ∼ π

2
− 1

x
, aśı que:
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PXN
(1)

(x) ∼
(

1− 1

πx

)N
.

Ahora, sabemos que
(
1− 1

πx

)N ∼ e−
N
πx [38], cuando N →∞, y por ende:

PXN
(1)

(x) ∼ e−
N
πx = e(−

πx
N )
−1

,

con bN = N
π

y α = 1. Desafortunadamente para el caso α = 1 la media de una variable que

se distribuye de acuerdo a la distribución de Fréchet es infinita [6, 7, 8], pero aún aśı podemos

escribir la función tasa y la velocidad como:

Ψ±(x) =
1

πx
,

w±N = N .

Distribución de Weibull

Esta distribución se obtiene cuando x∗ es finito, por ejemplo pX(x) = 0 para x > 1 y

pX(x) ∼ (1 − x)α−1, cuando x → 1− (x tiende a 1 por la izquierda) y α > 0. Entonces la

distribución ĺımite es la distribución de Weibull:

G(z) =

{
1 z > 0

e−|z|
α

z ≤ 0
, (2.4)

con aN = x∗ y bN = x∗ − P−1
X

(
1− 1

N

)
.

Ejemplo 2.1.2 La distribución uniforme en el intervalo [0, 1] está dada por [5, 4]:

pX(x) =

{
1 x ∈ [0, 1]

0 en otro caso
.

Entonces PX(x) =
∫ x

0
pX(y)dy = x. De esta manera tenemos que:

PXN
(1)

(x) = xN = eN ln(x) ∼ e−N(1−x) ,

usando que ln(x) ∼ (x − 1) cuando x → 1 [38]. Aśı que α = 1, aN = 1 y bN = 1
N

.

Entonces para x→ 1 y N muy grande, la función de densidad de XN
(1) es:
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pXN
(1)
∼ Ne−N(1−x) ,

por lo que la media de XN
(1) será:

〈XN
(1)〉 ≈

∫ 1

0

pXN
(1)
dx = 1− e−N .

Usando las ecuaciones (1.4) y (1.3) podemos escribir:

PXN
(1)

(x) ∼

{
e−NΨ(x) , x < 〈XN

(1)〉
1− e−NΨ(x) , x > 〈XN

(1)〉
,

y

Ψ(x) ≡ Ψ±(x) = 1− x ,
wN ≡ w±N = N .

Teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko

El teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko permite unificar estas tres distribuciones univer-

sales agregando un parámetro τ ∈ R de la siguiente manera:

G(z) = e−(1+τz)−
1
τ , 1 + τz > 0 , (2.5)

con

τ → 0 , distribución de Gumbel.

τ > 0 , distribución de Frechét con α = 1/τ.

τ < 0 , distribución de Weibull con α = −1/τ.

A continuación analizaremos el comportamiento asintótico de la distribución acumulada

de la variable XN
(N), es decir, del mı́nimo de las variables aleatorias X1, . . . , XN . Posterior-

mente daremos una generalización para la variable X(k), con k = 1, . . . , N .

2.2.2. Caso de la variable mı́nimo y el k-ésimo estad́ıstico de orden

Empecemos con una observación: el evento
(
XN

(N) > x
)

es igual al evento
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(X1 > x, . . . , XN > x) ,

es decir, si el mı́nimo de las variables aleatorias X1, . . . , XN es mayor que x, entonces

todas las variables aleatorias también deben ser mayores que x. Esto implica que:

PXN
(N)

(x) = 1− Prob[XN
(N) > x]

= 1− Prob[X1 > x] · · ·Prob[XN > x]

= 1− (1− PX(x))N .

Ahora realicemos el siguiente caso particular.

Ejemplo 2.1.3 Analicemos el comportamiento asintótico de la distribución PXN
(N)

cuando la

función de densidad pX(x) es la densidad exponencial con media 1/µ, es decir, pX(x) = µe−µx

para x ≥ 0. Sabemos que PX(x) = 1− e−µx para x ≥ 0. Tomando esto en consideración y lo

realizado anteriormente, tendremos que:

PXN
(N)

(x) = 1− e−Nµx .

Cuando x → ∞ tenemos que 1 − e−Nµx ∼ (1 − e−µx)N = eN ln(1−e−µx). Por otro lado,

ln(1− e−µx) ∼ −e−µx cuando x→∞ [9], por lo que:

PXN
(N)

(x) ∼ e−NΨ(x) ,

para x→∞ y N grande, y donde:

Ψ(x) ≡ Ψ±(x) = e−µx ,

wN ≡ w±N = N ,

tal como en el ejemplo visto en el caṕıtulo 1 para el caso de la variable máximo (vea

ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8)).

Después de haber hecho este caso particular tratemos el caso general para el k-ésimo

estad́ıstico de orden. Sabemos que su densidad de probabilidad está dada por:

pX(k)
(x) =

N !

(N − k)!(k − 1)!
PX(x)N−k(1− PX(x))k−1pX(x) , (2.6)
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para k = 1, . . . , N . Se puede mostrar que la distribución acumulada de XN
(k) converge a

[5, 6, 7]:

ĺım
N,x→∞

PXN
(k)

(x) = Prob[XN
(k) ≤ x] = G(z)

k−1∑
j=0

(− lnG(z))j

j!
=

1

Γ(k)

∫ ∞
− lnG(z)

e−ttk−1dt , (2.7)

casi seguramente, donde G es la función de distribución acumulada de Gumbel, de Fréchet

o de Weibull, dependiendo de la forma de pX(x), Γ(k) es la función gamma, z = x−aN
bN

y

donde aN , bN ∈ R, con bN > 0, son coeficientes que se determinan de acuerdo a la forma de

pX .

Desafortunadamente cuando k /∈ {1, N}, aún conociendo la distribución ĺımite de PXN
(k)

(x),

resulta dif́ıcil expresar esta distribución acumulada en la forma de la ecuación (1.3), y aún si

tratamos de calcular directamente los ĺımites que aparecen en la ecuación (1.4) para obten-

er sus funciones tasa, nos enfrentaremos a un problema similarmente complicado, ya que

muchas veces se deben buscar velocidades adecuadas, w±N , para garantizar la existencia de

dichos ĺımites. Sin embargo, en el caṕıtulo 4 logramos calcular dichas funciones tasa para el

k-ésimo estad́ıstico de orden de un conjunto de variables aleatorias fuertemente correlacio-

nadas, donde este estad́ıstico de orden representa al k-ésimo valor propio ordenado de una

matriz aleatoria.
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Caṕıtulo 3

Introducción a la teoŕıa de matrices

aleatorias

3.1. Introducción

La teoŕıa de matrices aleatorias, RMT (Random matrix theory, por sus siglas en inglés),

es un área de investigación muy activa de las matemáticas con bastantes aportaciones a la

f́ısica teórica, teoŕıa de números, estad́ıstica, matemáticas financieras y bioloǵıa, sólo por

mencionar algunas. Su principal objetivo, es analizar las diversas propiedades estad́ısticas de

ensambles de matrices aleatorias.

Los oŕıgenes de RMT se remontan al trabajo de Wishart en los años 20’s con matrices de

correlación [39]. Sin embargo, el verdadero auge de RMT comienza con los trabajos de Wig-

ner sobre f́ısica nuclear [40, 41, 42, 43]. Wigner deseaba describir las propiedades generales

de los niveles de enerǵıa de nucleos pesados. Dichos niveles de enerǵıa son representados por

los valores propios de una matriz hermitiana H de dimensión infinita, llamada hamiltoniano,

que resulta dif́ıcil de escribir para tales sistemas. Entonces Wigner propuso remplazar a H

por una matriz aleatoria Ĥ , muy grande, que debeŕıa tener propiedades generales similares

al hamiltoniano. De esta manera los niveles de enerǵıa podŕıan ser aproximados más fácil-

mente por los valores propios de Ĥ . Posteriormente Dyson, en una serie de art́ıculos [44],

formalizó RMT al proponer tres clases de ensambles de matrices aleatorias que cumpĺıan

ciertas simetŕıas de grupo.

La teoŕıa de matrices aleatorias sigue desarrollándose en la actualidad tanto en matemáticas

como en f́ısica. Para ver más resultados importantes sobre RMT consulte [45, 46, 47, 48].

En la siguiente sección definiremos algunos de los conceptos básicos de RMT que uti-

lizaremos en este trabajo. Para más detalles puede consultarse [1, 48].

3.2. Definiciones

Para presentar estas definiciones hemos utilizado las siguientes referencias [1, 46, 48, 49].
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Definición 3.1 (Matriz aleatoria) Una matriz aleatoria es una matriz X ∈MN×M(K),

tal que (X)ij es una variable aleatoria para cualesquiera i = 1, . . . , N y j = 1, . . . ,M .

Para las siguientes tres definiciones supongamos que X es una matriz de tamaño N ×N .

Definición 3.2 (Espectro) El conjunto Λ = {λ1, . . . , λN} de valores propios de X, es

llamado el espectro de X.

Nótese que siX es una matriz aleatoria, entonces sus valores propios también serán varia-

bles aleatorias, y por tanto podemos estudiar los estad́ısticos de orden de Λ que denotaremos

como λN(1) ≥ · · · ≥ λN(N) (véase definición 2.1). Con esta notación definamos lo siguiente.

Definición 3.3 (Bulk) Definimos el bulk del espectro Λ de X como el conjunto de es-

tad́ısticos de orden
{
λN(i) : i = 2, . . . , N − 1

}
.

Nótese que el bulk de Λ es el espectro sin considerar el máximo ni el mı́nimo.

Definición 3.4 (Edge) Definimos el edge del espectro Λ de X como el conjunto cuyos

elementos son el máximo y el mı́nimo de Λ.

Definición 3.5 (Densidad espectral) Sean X una matriz aleatoria de tamaño N × N .

Denotemos por pΛ a la función de densidad conjunta de sus valores propios en Λ. Supongamos

que estos valores propios toman valores en un conjunto A ⊆ R. Definimos a la densidad

espectral de Λ como:

τ(x) =

∫
AN

dλpΛ(λ)
1

N

N∑
i=1

δ(x− λi) =

〈
1

N

N∑
i=1

δ(x− λi)

〉
pΛ

, (3.1)

para cualquier x ∈ A, donde 〈· · · 〉pΛ
denota el valor esperado respecto a pΛ.

En las siguientes secciones presentaremos los ensambles gaussianos, también conocidos

como los ensambles de Dyson, el ensamble de Wishart y el ensamble de Jacobi.

3.3. Ensambles gaussianos

Los ensambles gaussianos son presentados como conjuntos donde sus elementos son ma-

trices aleatorias hermitianas cuyas N(N + 1)/2 entradas independientes vienen generadas

por una distribución gaussiana. Además su función de densidad conjunta es invariante bajo

la acción con un grupo matricial unitario. Estos ensambles se dividen en tres clases, depen-

diendo de si la invarianza bajo el grupo unitario de transformaciones es respecto a matrices

ortogonales, unitarias y simplécticas, respectivamente. Esto a su vez implica que las entradas
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de tales matrices aleatorias sean reales, complejas o cuaterniónicas, respectivamente. A lo

largo de esta sección denotaremos por Mβ(N) ≡ MN×N(K), al conjunto de las matrices

cuadradas de tamaño N cuyas entradas pertenecen a K, donde K = R,C o H, si β = 1, 2, 4,

respectivamente. Para las siguientes definiciones hemos seguido [46, 48].

Definición 3.6 (Ensamble GOE) Decimos que una matriz simétrica X de tamaño N ×
N , cuyas entradas son reales, pertenece al ensamble gaussiano ortogonal, GOE (Gaussian

orthogonal ensemble, por sus siglas en inglés), si las entradas de su diagonal y de arriba de

su diagonal son variables aleatorias independientes con funciones de densidad:

1√
2π
e−x

2/2 y
1√
π
e−x

2/2 , (3.2)

respectivamente, para cualquier x ∈ R. Una construcción equivalente de dicho ensamble

es tomar matrices aleatorias Y de tamaño N ×N , cuyas entradas se distribuyen de manera

independiente de acuerdo a la distribución gaussiana estándar, media cero y varianza 1, y

después formar X = 1
2
(Y + Y T ).

Puede probarse que la función de densidad conjunta de las entradas (X)ij, viene dada

por:

p1 (X ′) =
1

Z1

e−1/2
∑N
i,j=1(X′)2

ij , (3.3)

para cualquier X ′ ∈M1(N), donde Z1 es una constante de normalización.

Definición 3.7 (Ensamble GUE) Decimos que una matriz aleatoria hermitiana X de

tamaño N ×N pertenece al ensamble gaussiano unitario, GUE (Gaussian unitary ensemble,

por sus siglas en inglés), si las entradas de su diagonal, que toman valores reales, y sus

entradas por encima de su diagonal, que toman valores complejos, son variables aleatorias

independientes cuyas funciones de densidad están dadas por:

1√
π
e−x

2

y
2

π
e−2|z|2 ,

respectivamente, para cualesquiera x ∈ R y z ∈ C, donde | · · · | denota el módulo complejo.

Una construcción equivalente de este ensamble es construir la matriz aleatoria Y , de tamaño

N ×N , cuyas entradas (Y )ij = uij + îvij son variables aleatorias independientes, que toman

valores en C, con î =
√
−1 y donde uij y vij, se distribuyen de manera independiente

de acuerdo a una distribución gaussiana con media 0 y varianza 1/
√

2, para cualesquiera

i, j = 1, . . . , N . Entonces la matriz X = (Y + Y †)/2, pertence al ensamble GUE.

La función de densidad conjunta de todas las variables (X)ij viene dada por:
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p2 (X ′) =
1

Z2

e−
∑N
i,j=1|(X′)ij|2 , (3.4)

para cualquier X ′ ∈ M2(N), donde Z2 es una constante de normalización y | · · · | es el

módulo complejo.

Definición 3.8 (Ensamble GSE) Decimos que una matriz aleatoria hermitiana X de

tamaño N × N , con entradas en los números cuaterniónicos, pertence al ensamble gau-

ssiano simpléctico, GSE (Gaussian symplectic ensemble, por sus siglas en inglés), si las

entradas de su diagonal, que toman valores reales, son variables aleatorias independientes

que se distribuyen de acuerdo a:

√
2

π
e−2x2

,

para cualquier x ∈ R, mientras que sus entradas por encima de la diagonal son de la forma

(X)ij = zij + wijk, con k una de las bases cuaterniónicas, zij y wij variables aleatorias con

valores en C y distribuyéndose de manera independiente de acuerdo a la función de densidad:

4

π
e−4|z|2 ,

para cualquier z ∈ C, y donde | · · · | denota el módulo complejo.

La función de densidad conjunta de todas las variables (X)ij viene dada por:

p4 (X ′) =
1

Z4

e−2
∑N
i,j=1|(X′)ij|2 , (3.5)

para cualquier X ′ ∈M4(N), donde Z4 es una constante de normalización y | · · · | denota

el módulo complejo.

Para este ensamble no daremos la construcción equivalente ya que resulta más complicada

que las anteriores además de que no la ocuparemos a lo largo de esta tesis. El lector puede

consultar esta construcción en [48].

Puede demostrarse que las funciones de densidad conjunta de las variables (X)ij de los

ensambles anteriores, ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5), pueden escribirse de forma unificada

como [46, 48]:
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pβ (X ′) =
1

Zβ
e−

β
2

Tr(X′)2

, (3.6)

para cualquier X ′ ∈Mβ(N) y β = 1, 2, 4. Adicionalmente nótese que [48]:

pβ (X ′) = pβ
(
U−1X ′U

)
(3.7)

para cualesquiera X ′ ∈ Mβ(N) y U ∈ Uβ, donde Uβ es el grupo ortogonal, unitario y

simpléctico1, para β = 1, 2 y 4, respectivamente. Por esta razón los ensambles son clasificados

de esta manera y se les conoce como ensambles invariantes. El ı́ndice β que hemos ocupado

es conocido como el ı́ndice de Dyson.

La propiedad de invarianza de estos ensambles dada por la ecuación (3.7) facilita el cálculo

de la función de densidad conjunta de valores propios, es decir, si Λ representa el espectro

de la matriz aleatoria X perteneciente a cualesquiera de los tres ensambles, entonces puede

demostrarse que la función de densidad conjunta de los valores propios en Λ viene dada por

[46, 48]:

pΛ(y) =
1

A0

e−
β
2

∑N
i=1 y

2
i

∏
i<j

|yi − yj|β , (3.8)

para cualquiera y = (y1, . . . , yN) ∈ RN , con A0 una constante de normalización y β =

1, 2, 4.

Ciertas propiedades estad́ısticas de los valores propios de dichos ensambles pueden derivarse

utilizando su función de distribución conjunta. Por ejemplo, uno puede demostrar que en el

ĺımite N →∞, la densidad espectral (vease definición 3.5) rescalada adecuadamente tiende

a la famosa distribución del semićırculo de Wigner [48]:

ĺım
N→∞

1√
N
τN

(√
Nλ
)

= ρSC(λ) , (3.9)

donde,

ρSC(λ) =
1

2π

√
4− λ2 , (3.10)

para cualquier λ ∈ [−2, 2]. En la figura 3.1, podemos observar la distribución del semićırcu-

lo de Wigner junto con un histograma de los valores propios obtenidos al diagonalizar ma-

1Si el lector desea una definción de estos grupos vea [50]
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trices suficientemente grandes provenientes de GOE.
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Figura 3.1: Distribución del semićırculo de Wigner. La curva negra corresponde a la expre-
sión exacta de ρSC y el fondo verde es un histograma que corresponde a los valores propios
obtenidos al diagonalizar 104 matrices de tamaño 100× 100 de GOE.

3.4. Ensamble de Wishart

En esta sección denotaremos por Mβ(M × N) ≡ MM×N(K), donde, igual que en la

sección anterior, β determina K para β = 1, 2 y 4.

Definición 3.9 (Ensamble de Wishart) Sea X una matriz aleatoria de tamaño M ×N ,

con M ≥ N , cuyas entradas son variables aleatorias independientes, con valores en R y en

C, si β = 1 y 2, y con funciones de densidad:

1√
2π
e−x

2/2 y
1

π
e−|z|

2

, (3.11)

para cualesquiera x ∈ R y z ∈ C, respectivamente, y donde | · · · | denota el módulo

complejo.

Si β = 4, escribimos a (X)ij = zij + wijk como una variable aleatoria que toma valores

en los números cuaterniónicos, donde k es una de las bases cuaterniónicas, y con zij y

wij variables aleatorias independientes que toman valores en C y cuya función de densidad

está dada por:

2

π
e−2|z|2 ,

para cualquier z ∈ C.

Entonces la matriz W (M,N) = X†X, de tamaño N × N , pertenece al ensamble de

Wishart, donde M y N indican que el tamaño de X es M ×N .
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Puede probarse que siW (M,N) pertenece al ensamble de Wishart, la función de densidad

conjunta de sus valores propios viene dada por [48]:

pΛ(y) =
1

A0

e−
β
2
F (y) , (3.12)

para cualquier y = (y1, . . . , yN) ∈ [0,∞)N , donde A0 es una constante de normalización,

F (y) =
N∑
i=1

yi − u
N∑
i=1

ln(yi)−
∑
i6=

ln |yi − yj| , (3.13)

con u = 2
β
(l− 1), l = (β/2)(M −N + 1) y β es el ı́ndice de Dyson con valores β = 1, 2 y

4.

Marčenko y Pastur probaron el siguiente resultado para la densidad espectral τN (véase

definición 3.5) para el ensamble de Wishart [48]:

ĺım
N→∞

NτN(Nλ) = ρMP(λ) , (3.14)

donde

ρMP(λ) =

√
(b+(α)− λ)(λ− b−(λ))

2πλ
, (3.15)

para cualquier λ ∈ [b−(α), b+(α)], con b±(α) = (1 ±
√

1 + α)2 y α = M−N
N

. La función

ρMP es conocida como la distribución de Marčenko-Pastur (MP). En la figura 3.2, podemos

observar la gráfica de la distribución MP junto con el histograma formado al diagonalizar

matrices provenientes del ensamble de Wishart.

3.5. Ensamble de Jacobi

Definición 3.10 El ensamble de Jacobi se define de la siguiente manera. Consideremos

dos matrices que provienen de los ensamble de Wishart, W (M1, N) y W (M2, N), para

M1,M2 ≥ N ≥ 1. Definimos al ensamble de Jacobi como las matrices de tamaño N ×N que

se construyen de la forma siguiente:

J(N,M1,M2) = W (M1, N)(W (M1, N) +W (M2, N))−1 .
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Figura 3.2: Distribución de Marčenko-Pastur. La curva negra corresponde a la expresión
exacta de ρMP y el fondo verde es un histograma que corresponde a los valores propios
obtenidos al diagonalizar 104 matrices de tamaño 100 × 100 provenientes del ensamble de
Wishart W (300, 100). Esto corresponde al caso α = 2, para los cuales b−(α) = 0.535898 y
b+(α) = 7.4641.

Puede probarse que si J(N,M1,M2) pertenece al ensamble de Jacobi, entonces la función

de densidad conjunta de sus valores propios será [48, 49]:

pΛ(y) =
1

A0

e−
β
2
F (y) , (3.16)

para cualquier y = (y1, . . . , yN) ∈ [0, 1]N , donde A0 es una constante de normalización,

F (y) = −
(
M1 −N + 1− 2

β

) N∑
i=1

ln(yi)−
(
M2 −N + 1− 2

β

) N∑
i=1

ln(1− yi)

−
∑
i6=j

ln |λi − λj| , (3.17)

y β = 1, 2 y 4, es el ı́ndice de Dyson.

Puede demostrarse el siguiente resultado para la densidad espectral del ensamble de

Jacobi [48, 49]:

ĺım
N→∞

τN(λ) = ρGMP(λ) , (3.18)

donde
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ρGMP(λ) =
2 + α1 + α2

2π

√
(b+(α1, α2)− λ)(λ− b−(α1, α2))

λ(1− λ)
, (3.19)

para cualquier λ ∈ [b−(α1, α2), b+(α1, α2)], con

b±(α1, α2) =
2 + 2α2 + α1(2 + α1 + α2)± 2

√
(1 + α1)(1 + α2)(1 + α1 + α2)

(2 + α1 + α2)2
, (3.20)

y αi = (Mi − N)/N , para i = 1, 2. A la función ρGMP se le conoce usualmente como la

densidad espectral generalizada de Marčenko-Pastur (GMP). En la figura 3.3, presentamos

una gráfica de la distribución GMP.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
λ

0.5

1.0

1.5

2.0

ρ(λ)

b-(α1, α2) b+(α1, α2)

Figura 3.3: Distribución generalizada de Marčenko-Pastur. La curva negra corresponde a la
expresión exacta de ρGMP y el fondo verde es un histograma que corresponde a diagonalizar
104 matrices del ensamble de Jacobi J(100, 300, 400) de tamaño 100 × 100. En este caso,
α1 = 2, α2 = 3, b−(α1, α2) = 0.102642 y b+(α1, α2) = 0.795318.

3.6. Método del fluido de Coulomb

En esta sección describiremos de manera breve el método central que utilizaremos en

el caṕıtulo 4. Para una explicación más rigurosa del método del fluido de Coulomb vea

[44, 48, 49, 51, 52].

3.6.1. Introducción

El método del fluido de Coulomb, o de gas de Coulomb, propuesto primeramente por

Dyson [44, 51], relaciona la función de densidad conjunta de los valores propios de matri-

ces aleatorias que pertenecen a ensambles invariantes (vea secciones 3.3, 3.4 y 3.5), con el
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factor de Boltzmann de un gas particular [48]. Más adelante diremos cual es el factor de

Boltzmann. El método recibió su nombre debido a la analoǵıa de tratar a los valores pro-

pios como part́ıculas de un fluido con cargas eléctricas sujetas a interacciones entre ellas

[49]. El método del fluido de Coulomb es de gran ayuda para calcular la función tasa, y

por ende la distribución de probabilidad, de estad́ısticos del espectro de matrices aleatorias

pertenecientes a ensambles invariantes cuando el tamaño de las matrices tiende a infinito.

Dyson obtuvo muchos resultados basado en su intuición en mecánica estad́ıstica y no con

argumentos de gran rigor matemático. Años después, ciertas ideas de Dyson fueron formali-

zadas gracias al desarrollo de teoŕıas más modernas como la teoŕıa de grandes desviaciones

[52].

3.6.2. El método

Consideremos un ensamble invariante de matrices aleatorias (véase secciones 3.3, 3.4 y

3.5) y X una matriz de tamaño N ×N perteneciente a alguno de estos ensambles. Si Λ es el

espectro de X, denotemos por pΛ a la función de densidad conjunta de los valores propios en

Λ. Nótese que la densidad pΛ se puede escribir de la siguiente forma para dichos ensambles:

pΛ(λ) =
1

Z0

e−
β
2
F (λ) , (3.21)

donde λ = (λ1, . . . , λN) con λi ∈ A ⊆ R, para cada i = 1, . . . , N , y donde

F (λ) = −
∑
i6=j

ln |λi − λj|+
N∑
i=1

V (λi) , (3.22)

con V : A → R una función y Z0 una constante de normalización para pΛ, es decir,

Z0 =
∫
dλe−

β
2
F (λ). La manera en la que esta escrita pΛ en la ecuación (3.21) es conocida

como la forma de Gibbs [53].

La función V que aparece en la ecuación (3.22) tiene la siguiente forma:

V (λ) =


λ2 , GOE, GUE, GSE

λ− u ln(λ) , Ensamble de Wishart

A1 ln(λ) + A2 ln(1− λ) , Ensamble de Jacobi

, (3.23)

donde u = 2
β
(l−1), l = β

2
(M−N+1), Ai = −

(
Mi −N + 1− 2

β

)
para i = 1, 2. Notemos

también que el dominio A es
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A =


R , GOE, GUE, GSE

[0,∞) , Ensambles de Wishart

[0,1] , Ensambles de Jacobi

. (3.24)

A continuación explicaremos la manera en la que se relaciona el método con la función

de densidad pΛ. En mecánica estad́ıstica se establece que la probabilidad p(r) de un sistema

de N part́ıculas interactuantes dentro de un dominio S y con posiciones r = (r1, . . . , rN),

viene dada por la función de densidad [48]:

p(r) =
1

ZN
e−βF (r1,...,rN ) , (3.25)

donde F es la función de enerǵıa potencial del sistema, β = 1
kBT

, T es la temperatura del

sistema y kB es la constante de Boltzmann2. El término e−βF (r1,...,rN ) en la ecuación anterior

es conocido como el factor de Boltzmann. Dyson notó que este formalismo de mecánica

estad́ıstica pod́ıa identificarse con la función de densidad conjunta de los valores propios de

matrices aleatorias pertenecientes a ensambles invariantes. De esta manera, en la ecuación

(3.21) el factor de Boltzmann viene dado por e−
β
2
F (λ), donde F (λ)

2
es la función de enerǵıa

potencial del sistema descrito por el espectro Λ.

Ahora supongamos que deseamos cacular la función de distribución del estad́ıstico es-

pectral G = 1
N

∑N
i=1 f(yi), para una función f : A → R. Nos enfocamos en una variable G

de esta forma, ya que en el caṕıtulo 4 calcularemos la función de densidad de una variable

similar. Denotemos por pG la función de densidad de G. Entonces por la proposición B.1

tenemos que:

pG(c) =

∫
AN

dλpΛ(λ)δ

(
c− 1

N

N∑
i=1

f(λi)

)
, (3.26)

para cualquier c ∈ R.

En el método del fluido de Coulomb se hace la siguiente observación: la función de den-

sidad pG puede ser escrita como el cociente de dos funciones llamadas funciones de partición

[52]:

2El lector no debe preocupase por tratar de entender estas constantes, ya que sólo se mencionan por la
relación que encontró Dyson entre un sistema descrito por part́ıculas de un fluido y los valores propios de
una matriz aleatoria. Si el lector desea adentrarse a un estudio más extenso de estos conceptos vea [54].
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pG(c) =

∫
AN

dλpΛ(λ)δ

(
c− 1

N

N∑
i=1

f(λi)

)

=
1

Z0

∫
AN

dλe−
β
2
F (λ)δ

(
c− 1

N

N∑
i=1

f(λi)

)

=
νN(c)

νN,0
, (3.27)

donde

νN(c) =

∫
AN

dλe−
β
2
F (λ)δ

(
c− 1

N

N∑
i=1

f(λi)

)
, (3.28)

es la función de partición asociada a un gas (el espectro Λ) restringido a 1
N

∑N
i=1 f(λi) = c,

y

νN,0 ≡ Z0 =

∫
AN

dλe−
β
2
F (λ) , (3.29)

es la función de partición donde el gas no está sujeto a ninguna restricción [48, 52, 54].

El siguiente paso es suponer que la enerǵıa potencial F (λ) se puede escribir en función

de la siguiente medida emṕırica (vea definición B.3):

ρ(λ;λ) =
1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi) , (3.30)

para cualesquiera λ ∈ R y λ ∈ AN . Pasando de un enfoque discreto a uno continuo

podemos reescribir los términos de la ecuación (3.22) utilizando las propiedades de la delta

de Dirac:

N∑
i=1

V (λi) =
N∑
i=1

∫
dλV (λ)δ(λ− λi)

= N

∫
dλV (λ)

1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)

= N

∫
dλV (λ)ρ(λ;λ) , (3.31)
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y

∑
i6=j

ln |λi − λj| =
∑
i6=j

N2

∫∫
dλdλ′

1

N
δ(λ− λi)

1

N
δ(λ′ − λj) ln |λ− λ′|

≈ N2

∫∫
dλdλ′

1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)
1

N

N∑
j=1

δ(λ′ − λj) ln |λ− λ′|

= N2

∫∫
dλdλ′ρ(λ;λ)ρ(λ′;λ) ln |λ− λ′| . (3.32)

Más aún:

1

N

N∑
i=1

f(λi) =
1

N

N∑
i=1

∫
dλδ(λ− λi)f(λ) =

∫
dλρ(λ;λ)f(λ) . (3.33)

De esta manera, sustituyendo las ecuaciones (3.31) y (3.32) en la ecuación (3.22), ten-

dremos que:

F (λ) = N2S[ρ(λ;λ)] , (3.34)

con

S[ρ(λ;λ)] = −
∫∫

dλdλ′ρ(λ;λ)ρ(λ′;λ) ln |λ− λ′|+
∫
dλV2(λ)ρ(λ;λ) , (3.35)

donde V2(λ) = 1
N
V (λ). Es posible deshacerse del factor 1

N
haciendo el rescalamiento

λ→ N ςλ para ς ≥ 0, de tal forma que a partir de ahora olvidaremos el factor 1/N .

Nótese que las funciones νN(c) y νN,0 pueden expresarse de la siguiente forma:

νN(c) =

∫
AN

dλe−
β
2
N2S[ρ(λ;λ)]δ

(
c−

∫
dλρ(λ;λ)f(λ)

)
, (3.36)

νN,0 =

∫
AN

dλe−
β
2
N2S[ρ(λ;λ)] . (3.37)

Utilizando la ecuación D.4 podemos expresar el numerador y el denominador que aparecen

en la expresión de pG(c) como la siguiente integral de caminos:
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pG(c) =
1

Z0

∫
AN

dλe−
β
2
N2S[ρ(λ;λ)]δ

(
c−

∫
dλρ(λ;λ)f(λ)

)
×
∫
D[ρ]δ(F )

(
ρ(λ)− 1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)

)

=
1

Z0

∫
D[ρ]e−

β
2
N2S[ρ]δ

(
c−

∫
dλρ(λ)f(λ)

)∫
AN

dλδ(F )

(
ρ(λ)− 1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)

)
.

(3.38)

Considerando la ecuación (D.3) podemos escribir:

∫
AN

dλδ(F )

(
ρ(λ)− 1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)

)

=

∫
D[k]

∫
AN

dλ exp

[
iN

∫
dλk(λ)

(
ρ(λ)− 1

N

N∑
i=1

δ(λ− λi)

)]
=

∫
D[k]eiN

∫
dλk(λ)ρ(λ)

∫
AN

dλe−i
∑N
i=1 k(λi)

=

∫
D[k]eiN

∫
dλk(λ)ρ(λ)+N ln(

∫
A dλe

−ik(λ)) . (3.39)

Sustituyendo la ecuación (3.39) en la ecuación (3.38) tenemos que:

pG(c) =
1

Z0

∫
D[ρ, k] exp

(
−β

2
N2S[ρ] + iN

∫
dλk(λ)ρ(λ) +N ln

(∫
A

dλe−ik(λ)

))
× δ

(
c−

∫
dλρ(λ)f(λ)

)
, (3.40)

donde
∫
D[ρ, k] denota

∫
D[ρ]

∫
D[k]. Si introducimos el siguiente funcional

Υ[k(λ)] = i

∫
dλk(λ)ρ(λ) + ln

∫
A

dλe−ik(λ)

 , (3.41)

utilizando el ejemplo C.3.3, obtenemos que la condición δΥ[k(λ)]
δk(t)

= 0 resulta en la siguiente

ecuación:
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ρ(λ) =
e−ik(λ)∫

A

dλe−ik(λ)
. (3.42)

Esta expresión nos dice justamente que ρ está normalizada. Aplicando logaritmos de

ambos lados en la ecuación (3.42), multiplicando por ρ(λ) y después integrando con respecto

a λ, obtenemos:

∫
A

dλρ(λ) ln(ρ(λ)) = −i
∫
A

dλρ(λ)k(λ)− ln

(∫
A

dλe−ik(λ)

)
. (3.43)

Finalmente sustituyendo lo anterior en la ecuación (3.40), podemos escribir:

pG(c) =
1

Z0

∫
D[ρ] exp

(
−β

2
N2S[ρ]−N

∫
A

dλρ(λ) ln(ρ(λ))

)
× δ

(
c−

∫
dλρ(λ)f(λ)

)
δ

(
1−

∫
dλρ(λ)

)
. (3.44)

Utilizando la representación de Fourier de la delta de Dirac (vea proposición B.2), la

expresión anterior puede escribirse como:

pG(c) =
1

Z0

∫
D[ρ]e−

β
2
N2S[ρ]−N

∫
A dλρ(λ) ln(ρ(λ))

∫ ∞
−∞

dke−2πik(
∫
dλρ(λ)f(λ)−c)

×
∫ ∞
−∞

dre−2πir(
∫
dλρ(λ)−1) . (3.45)

Si hacemos los cambios de variable B1 = 4πik
βN2 y B2 = 4πir

βN2 , la ecuación anterior puede

reescribirse como:

pG(c) =
1

A0

∫
D[ρ]e−

β
2
N2S[ρ]−N

∫
A dλρ(λ) ln(ρ(λ))

∫ ∞
−∞

dB1e
−β

2
N2B1(

∫
dλρ(λ)f(λ)−c)

×
∫ ∞
−∞

dB2e
−β

2
N2B2(

∫
dλρ(λ)−1) , (3.46)

donde en A0 se han absorbido constantes innecesarias al haber realizado el cambio de

variable en la integral anterior. Nótese que el término lineal en N en la expresión anterior

puede despreciarse comparado con los otros términos de orden N2 al hacer un cálculo de

punto de silla. Considerando todo lo anterior escribimos finalmente:
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pG(c) =
1

A0

∫
D[ρ,B1, B2]e−

β
2
N2A[ρ,B1,B2] , (3.47)

donde hemos denotado por
∫
D[ρ,B1, B2] =

∫
D[ρ]

∫∞
−∞ dB1

∫∞
−∞ dB2 y

A[ρ,B1, B2] = −
∫∫

dλdλ′ρ(λ)ρ(λ′) ln |λ− λ′|+
∫
dλV2(λ)ρ(λ)

+B1

(∫
dλρ(λ)f(λ)− c

)
+B2

(∫
dλρ(λ)− 1

)
. (3.48)

Al funcional anterior lo llamaremos la acción. Notemos que en la ecuación anterior

las variable B1 y B2 podŕıan pensarse como la restricción impuesta al gas forzando a∫
dλρ(λ)f(λ) = c y

∫
dλρ(λ) = 1.

Utilizando este formalismo matemático, las funciones de partición dadas por las ecua-

ciones (3.28) y (3.29) tendrán la siguiente forma tras haber realizado los cálculos anteriores:

νN(c) =

∫
D[ρ,B1, B2]e−

β
2
N2A[ρ,B1,B2] (3.49)

νN,0 = A0 =

∫
D[ρ,B2]e−

β
2
N2A[ρ,0,B2] , (3.50)

donde en la última función de partición hemos supuesto que las constantes absorbidas en

A0 no afectarán el cálculo de la integral que aparece en ν0. Para una mejor explicación de

esto vea [55].

Ecuaciones del punto silla

Lo siguiente a realizar es estimar las integrales que aparecen en las funciones de partición

utilizando el método del punto silla (vea apéndice E). En nuestro caso sólo nos preocuparemos

por la integral en la función de partición νN(c) ya que, como veremos en el caṕıtulo 4, la

integral para la función de partición νN,0 ya fue estimada en los art́ıculos [32, 33] para los

casos particulares que realizaremos (Ensamble de Wishart y de Jacobi). Esta función de

partición fue estimada como:

νN,0 ∼ e−
β
2
N2Ω0 , (3.51)

donde Ω0 es el resultado de evaluar el funcional A[ρ, 0, B2] en la solución de las ecuaciones

del punto silla.

Las ecuaciones de punto silla asociadas al numerador νN(c) vienen dadas por:
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δA[ρ,B1, B2]

δρ(t)
=
∂A[ρ,B1, B2]

∂B1

=
∂A[ρ,B1, B2]

∂B2

= 0 . (3.52)

Usando la propiedad vista en la ecuación (C.3) aplicada a la ecuación (3.48) tenemos

que:

δA[ρ,B1, B2]

δρ(t)
=

δ

δρ(t)

(
−
∫∫

dλdλ′ρ(λ)ρ(λ′) ln |λ− λ′|
)

+
δ

δρ(t)

(∫
dλV2(λ)ρ(λ)

)
+

δ

δρ(t)

(
B1

(∫
dλρ(λ)f(λ)− c

))
+

δ

δρ(t)

(
B2

(∫
dλρ(λ)− 1

))
. (3.53)

Trabajemos por separado cada término de la ecuación anterior. Utilizando la propiedad

vista en la ecuación (C.2), posteriormente la propiedad de la ecuación (C.1) y finalmente la

propiedad de la ecuación (B.1), podemos escribir lo siguiente:

δ

δρ(t)

(
−
∫∫

dλdλ′ρ(λ)ρ(λ′) ln |λ− λ′|
)

= −2

∫∫
dλdλ′

δρ(λ)

δρ(t)
ρ(λ′) ln |λ− λ′|

= −2

∫∫
dλdλ′δ(λ− t)ρ(λ′) ln |λ− λ′|

= −2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |t− λ′| . (3.54)

Para el siguiente término utilizaremos exactamente las mismas propiedades y en el mismo

orden que utilizamos en la ecuación anterior, entonces podemos escribir:

δ

δρ(t)

(∫
dλV2(λ)ρ(λ)

)
=

∫
dλV2(λ)

δρ(λ)

δρ(t)

=

∫
dλV2(λ)δ(λ− t)

= V2(t) . (3.55)

Usando la propiedad de la ecuación (C.3) escribimos:

δ

δρ(t)

(
B1

(∫
dλρ(λ)f(λ)− c

))
= B1

∫
dλ
δρ(λ)

δρ(t)
f(λ)− δ

δρ(t)
B1c , (3.56)

Por la propiedad C.6 tenemos que:
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δ

δρ(t)
B1c = 0 , (3.57)

y por las propiedades (C.1) y (B.1), en ese orden:

B1

∫
dλ
δρ(λ)

δρ(t)
f(λ) = B1f(t) . (3.58)

Para el último término de la ecuación (3.53) seguramente el lector ya conoce como se

procede para hacer la derivación, aśı que sólo escribiremos el resultado directamente:

δ

δρ(t)

(
B2

(∫
dλρ(λ)− 1

))
= B2

∫
dλ
δρ(λ)

δρ(t)

= B2

∫
dλδ(λ− t) = B2 , (3.59)

Entonces la ecuación (3.53) tendrá finalmente la siguiente expresión:

δA[ρ,B1, B2]

δρ(t)
= −2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |λ− λ′|+ V2(λ) +B1f(λ) +B2 , (3.60)

e igualando lo anterior a cero obtenemos nuestra primera ecuación del punto silla:

V2(λ) +B1f(λ) +B2 = 2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |λ− λ′| . (3.61)

Por otra parte

∂A[ρ,B1, B2]

∂B1

=

∫
dλρ(λ)f(λ)− c , (3.62)

que igualando a cero nos da la segunda ecuación del punto silla:

∫
dλρ(λ)f(λ) = c . (3.63)

Finalmente,
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∂A[ρ,B1, B2]

∂B2

=

∫
dλρ(λ)− 1 . (3.64)

Obtendremos la tercera ecuación del punto silla al igualar esta última ecuación a cero:

∫
dλρ(λ) = 1 . (3.65)

En resumen, las ecuaciones del punto silla son:

V2(λ) +B1f(λ) +B2 = 2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |λ− λ′| ,∫

dλρ(λ) = 1 ,

∫
dλρ(λ)f(λ) = c . (3.66)

Denotemos la solución de estas ecuaciones de punto silla como ρ0, B1,0 y B2,0. Aśı la

función de partición νN(c), ecuación (3.49), puede estimarse como:

νN(c) ∼ e−
β
2
N2A0(c) , (3.67)

donde A0(c) es la acción evaluada en el punto silla, es decir, A0(c) ≡ A[ρ0, B1,0, B2,0].

Finalmente la función tasa Ψ(c) se obtiene al sustituir las ecuaciones (3.51) y (3.67) en

la ecuación (3.27), obteniendo:

pG(c) = e−βN
2Ψ(c) , (3.68)

con

Ψ(c) =
1

2
(A0(c)− Ω0) . (3.69)

Resolver las ecuaciones del punto silla (3.66) no es sencillo y para eso existen diferentes

métodos. Nosotros utilizaremos la transformada de Hilbert-Stieltjes (vea definición C.2) para

resolver tales ecuaciones en el caṕıtulo siguiente.
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Caṕıtulo 4

Un enfoque unificado para grandes

desviaciones de los valores propios

extremos y del bulk en los ensambles

de Wishart y de Jacobi

Ahora aplicaremos para los ensambles de Wishart y de Jacobi lo que hemos realizado en

la sección 3.6. Pero antes necesitamos dar algunas definiciones importantes.

4.1. Definiciones

Estamos interesados en estudiar ciertas propiedades relacionadas con la función de densi-

dad conjunta de los valores propios en el espectro Λ de matrices aleatorias de tamaño N×N
de los ensambles de Wishart y de Jacobi (véase secciones 3.4 y 3.5). En particular nos en-

focaremos en la variable aleatoria que cuenta el número de valores propios a la izquierda de

un cierto número x. Esta variable aleatoria es llamada el shifted index number (SIN) y es

definida como:

Nx =
N∑
i=1

Θ(x− λi) , (4.1)

donde Θ es la función escalón (véase definición B.2), x, λi ∈ A, para cualquier i =

1, . . . , N , y A está dado por la ecuación (3.24). De esta manera Nx puede tomar valores en

el conjunto {0, . . . , N}. Como veremos más adelante, el SIN contiene más información que

el ı́ndice estudiado previamente en [30, 56].

Al ser esta una variable aleatoria, una expresión simple para su función de probabilidad

de densidad es:
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pNx(nx) =

∫
AN

dλpΛ(λ)δ

(
nx −

N∑
i=1

Θ(x− λi)

)
, (4.2)

para cualquier nx ∈ {0, . . . , N} y con pΛ(λ) dada por la ecuación (3.21).

Notemos que aunque el SIN toma valores discretos, es matemáticamente inofensivo con-

siderar deltas de Dirac en lugar de deltas de Kroenecker, ya que más adelante usaremos el

método del gas de Coulomb para pasar de un análisis discreto a uno continuo.

La cola de la función de distribución acumulada del SIN está dada por1

PNx(nx) =

∫ ∞
nx

dtpNx(t) . (4.3)

Ahora, como se establece en [28, 34], hacemos una observación trivial: la probabilidad de

que el k-ésimo valor propio y(k) sea menor que x es precisamente la probabilidad de que por

lo menos Nx sea mayor que k, esto es

PNx(k) = Py(k)
(x) . (4.4)

De manera similar tenemos que PNx(k) = P y(k)
(x) =

∫∞
x
dtpy(k)

(t). Por lo tanto al analizar

PNx (o equivalentemente pNx) tendremos acceso no sólo a las propiedades estad́ısticas del

SIN, sino también a las del k-ésimo valor propio. Como se menciona en el trabajo realizado

en [28, 34] para el ensamble gaussiano, veremos que podemos recuperar la totalidad de

las propiedades estad́ısticas tanto para los valores propios en el bulk como para los valores

propios extremos (edge), es decir, para N muy grande obtendremos las funciones de grandes

desviaciones izquierda y derecha del k-ésimo valor propio.

4.1.1. Método del fluido de Coulomb

Usaremos el método del fluido de Coulomb para obtener una expresión de pNx(nx) para los

ensambles de Wishart y de Jacobi. Para derivar una expresión para la función de densidad de

probabilidad del SIN, definimos la variable aleatoria Cx = Nx/N , que toma valores c ∈ [0, 1].

Por la proposición B.1, una expresión para su función de densidad es:

pCx(c) =

∫
AN

dλpΛ(λ)δ

(
c− 1

N

N∑
i=1

Θ(x− λi)

)
, (4.5)

1El ĺımite superior de esta integral ha sido puesto como∞ mientras que, en principio, debeŕıa ser N . Esto
no es un problema si entendemos que la función de densidad pNx

tiene un soporte y/o estamos anticipando
el ĺımite termodinámico. Esto es, cuando N →∞.
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para cualquier c ∈ [0, 1]. Notemos que esta función de densidad es equivalente a la que

aparece en la ecuación (3.26) al definir f(λ) = Θ(x − λ) y entonces por el procedimiento

presentado en la sección 3.6 llegaremos a que (véase ecuación (3.47)):

pCx(c) =
1

A0

∫
D[ρ,B1, B2]e−

β
2
N2A[ρ,B1,B2] , (4.6)

para cualquier c ∈ [0, 1], donde β es el ı́ndice de Dyson y A[ρ,B1, B2] viene dada por

la ecuación (3.48). Adelantando un poco los resultados que obtendremos al analizar esta

función de densidad, debido a las ecuaciones (3.68) y (3.69), sabemos que podremos escribir:

pCx(c) = e−βN
2Ψ(c,x) , Ψ(c, x) =

1

2
(A0(c, x)− Ω0) , (4.7)

donde A0(c, x) corresponde al valor de la acción A[ρ,B1, B2] evaluada en el punto silla

y, por lo tanto, dependerá de los parámetros c y x. De manera similar, Ω0 corresponde

a la evaluación de la acción asociada con A0, que es el estado de equilibrio del fluido de

Coulomb que da origen a la distribuciones MP (ecuación (3.15)) y GMP (ecuación (3.19))

para los ensambles de Wishart y de Jacobi, respectivamente. Podemos observar que pCx(c)

está relacionada a la distribución de equilibrio del fluido de Coulomb en presencia de la

restricción
∫
dλρ(λ)Θ(x−λ) = c. Si somos capaces de encontrar esta densidad ρ que cumple la

restricción anterior y la evaluamos en la acción (ecuación 3.48), entonces podremos encontrar

una expresión para la función tasa Ψ(c, x).

Como veremos más adelante, la densidad de probabilidad pCx(c) es cóncava en su dominio

[0, 1], alcanzando su máximo en el valor particular c = c?(x) [13], donde c?(x) está dado por:

c?(x) =


x∫

b−(α)

dλρMP(λ) , Ensamble de Wishart

x∫
b−(α1,α2)

dλρGMP(λ) , Ensamble de Jacobi
, (4.8)

para cualquier x ∈ A. Puede observarse que c?(x) es la proporción natural de valores

propios a la izquierda de x en las distribuciones MP y GMP para los ensambles de Wishart

y de Jacobi, respectivamente. Si denotamos por P Cx =
∫ 1

c
dc′pCx(c

′) a la cola izquierda de la

distribución acumulada de Cx, entonces dado que pCx(c) es cóncava en todo su dominio [0, 1],

para c > c?(x) la integral
∫ 1

c
dc′pCx(c

′) tendrá su máxima contribución en una vecindad de

c. Haciendo una expansión en series de Taylor de orden cero de la función tasa (ecuación

4.7), tenemos que e−βN
2Ψ(c,x) será una aproximación para P Cx(c). De manera similar para la

función de distribución acumulada PCx(c) cuando c < c?(x). Aśı podemos resumir que:
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PCx(c) ∼
{
e−βN

2Ψ(c,x) , c < c?(x)

1− e−βN2Ψ(c,x) , c > c?(x)
, (4.9)

para N →∞ y c ∈ [0, 1].

Una vez que encontremos la función de distribución acumulada del SIN, automáticamente

podremos obtener la función de distribución acumulada del k-ésimo valor propio como:

Py(k)
(x) ∼

{
e−βN

2Ψ(k/N,x) , x < x?(k/N)

1− e−βN2Ψ(k/N,x) , x > x?(k/N)
, (4.10)

donde x?(t) es la solución de la ecuación

c?(x) = t , (4.11)

para t ∈ [0, 1]. Por lo tanto la función tasa Ψ(c, x) tiene un significado doble: como función

de c (para x fijo) nos da información acerca de las grandes desviaciones del SIN, mientras

que como función de x (para c = k/N fijo) nos da las grandes desviaciones del k-ésimo valor

propio. El último caso es más interesante cuando, como veremos más adelante, encontramos

que para los valores propios extremos, esto es para k = 1 (el más pequeño) o k = N (el más

grande), uno es capaz de obtener sus funciones de grandes desviaciones izquierda y derecha

usando el método del fluido de Coulomb.

Entonces lo siguiente por hacer es resolver las ecuaciones del punto silla (3.66) para

nuestro caso particular donde f(λ) = Θ(x − λ) y considerando los ensambles de Wishart y

de Jacobi que determinarán la forma de la función V2. A continuación basaremos nuestro

análisis en el ensamble de Wishart. Para el ensamble de Jacobi véase la sección 4.3.

4.2. Ensamble de Wishart

En esta sección realizaremos todas las derivaciones para obtener las expresiones que

aparecen en la ecuación (4.7) para el ensamble de Wishart partiendo de las ecuaciones de

punto silla (3.66). Para este análisis consideremos matrices W (M,N) de este ensamble para

M ≥ N ≥ 1.

4.2.1. Ecuaciones del punto silla

Al realizar el rescalamiento λ→ Nλ y notando que u/N = (M−N)/N (donde u aparece

en la ecuación (3.23)) para N muy grande, llegamos a que V2(λ) = λ − α ln(λ), donde

α = (M −N)/N . Por este motivo las ecuaciones de punto silla tendrán la siguiente forma
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λ− α ln(λ) +B1Θ(x− λ) +B2 = 2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |λ− λ′| , (4.12)

c =

∫
dλρ(λ)Θ(x− λ) , 1 =

∫
dλρ(λ) . (4.13)

Para resolver estas ecuaciones primero derivamos la ecuación (4.12) respecto a λ obte-

niendo:

1

2

(
1− α

λ

)
+ C1δ(x− λ) = P

∫
dλ′

ρ(λ′)

λ− λ′
, (4.14)

donde C1 = −B1/2 y P denota el valor principal de Cauchy2. En la ecuación anterior

hemos usado adicionalmente la ecuación (B.4). Justo después de realizar la derivada respecto

a λ en (4.12) obtenemos los mismos resultados que en [13] al haber utilizado exactamente el

mismo método. Sin embargo, a partir de este momento nuestro camino para encontrar ρ0,

la solución de las ecuaciones del punto silla, cambiará de manera significativa al utilizar la

transformada de Hilbert-Stieltjes (véase definición C.2).

Ahora, multiplicando la ecuación anterior por ρ(λ)/(z−λ) y después integrándola respecto

a λ tenemos:

1

2

∫
dλ

ρ(λ)

z − λ

(
1− α

λ

)
+ C1

∫
dλ

ρ(λ)

z − λ
δ(x− λ) =

∫
dλ

ρ(λ)

z − λ
P

∫
dλ′

ρ(λ′)

λ− λ′
. (4.15)

El siguiente paso es utilizar la transformada de Hilbert-Stieltjes de la densidad ρ , también

llamado el resolvente, dada por S(z) =
∫
dλρ(λ)

z−λ , para reescribir los términos de la ecuación

anterior.

1. Primer término.

1

2

∫
dλ

ρ(λ)

z − λ

(
1− α

λ

)
=

1

2
S(z)− α

2

∫
dλ

ρ(λ)

(z − λ)λ

=
1

2
S(z)− α

2z

∫
dλρ(λ)

(
1

z − λ
+

1

λ

)
=

1

2
S(z)− α

2z
(S(z)− S(0)) . (4.16)

2El valor principal de Cauchy de una función f con integral finita alrededor de un punto c ∈ [a, b] se

define como [2]: P
∫ b

a
f(x)dx = ĺım

ε→0+

[∫ c−ε
a

f(x)dx+
∫ b

c+ε
f(x)dx

]
.
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2. Segundo término.

C1

∫
dλ

ρ(λ)

z − λ
δ(x− λ) = C1

ρ(x)

z − x
=

ω

2(z − x)
, (4.17)

donde hemos definido ω
2

= C1ρ(x).

3. Tercer término.

T3 =

∫
dλP

∫
dλ′

ρ(λ)ρ(λ′)

(λ− λ′)(z − λ)

=

∫
dλP

∫
dλ′ρ(λ)ρ(λ′)

(
1

z − λ
+

1

λ− λ′

)
1

z − λ′

= S(z)2 − T3 , (4.18)

por lo que T3 = S(z)2

2
.

Considerando estos resultados, reescribimos la ecuación (4.15) como:

S(z)2

2
=
S(z)

2
− α

2z
+

γ

2z
+

ω

2(z − x)
, (4.19)

donde definimos γ = αS(0). Podemos observar que tenemos una ecuación cuadrática

para S(z):

S(z)2 −
(

1− α

z

)
S(z)− γ

z
− ω

z − x
= 0 , (4.20)

cuya solución es

S(z)± =
1

2

[(
1− α

z

)
±

√(
1− α

z

)2

+ 4

(
γ

z
+

ω

z − x

)]
. (4.21)

Lo siguiente a realizar es relacionar γ con ω. Para eso utilizaremos que S(z) ∼ 1/z cuando

z →∞ [2, 35]. Esto nos sugiere hacer una expansión en series de Taylor para S(z)± cuando

z →∞ y después verificar con que signo S(z)± se comporta como 1/z. Realizando lo anterior

obtenemos que S−(z) tiene el correcto comportamiento asintótico esperado y es dado por:

S(z)− = −γ + ω

z
+ . . . . (4.22)
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Igualando S(z)− = 1/z concluimos que γ = −1 − ω. Sustituyendo esto en la ecuación

(4.21), tenemos que:

S(z)± =
1

2

[(
1− α

z

)
±

√(
1− α

z

)2

− 4

(
1 + ω

z
− ω

z − x

)]
. (4.23)

Trabajando con la expresión del discriminante tenemos:

(
1− α

z

)2

− 4

(
1 + ω

z
− ω

z − x

)
=

1

z2
(z − α)2 − 4

z(z − x)
((1 + ω)(z − x)− zω)

=
1

z2(z − x)
[(z − α)2(z − x)− 4z((1 + ω)(z − x)− zω)] . (4.24)

Ahora definimos el siguiente polinomio cúbico:

P3(z) ≡ P3(z, x, ω, α) = (z − α)2(z − x)− 4z((1 + ω)(z − x)− zω)

= (z − x)(z2 + α2 − 2z(2 + α)) + 4xzω

= (z − x)(z − b+(α))(z − b−(α)) + 4xzω , (4.25)

donde

b±(α) = (1±
√

1 + α)2 , (4.26)

son la cota superior (b+(α)) e inferior (b−(α)) del intervalo que forma el soporte para la

distribución MP, ecuación (3.15). Entonces podemos reescribir el resolvente de la siguiente

manera:

S±(z) ≡ S±(z, x, ω, α) =
1

2z

[
(z − α)±

√
P3(z)

z − x

]
. (4.27)

Notemos que cuando ω = 0 recuperamos el resolvente asociado a la distribución MP, es

decir,

SMP
± (z) =

1

2z

[
(z − α)±

√
(z − b+(α))(z − b−(α))

]
, (4.28)
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ya que se puede probar que [32]:

ĺım
ε→0+

1

π
=[SMP

± (t− iε)] = ρMP(t) , (4.29)

donde =[z] denota la parte imaginaria del número complejo z. Entonces concluimos que

el parámetro ω controla las deformaciones de la distribución MP debido a la barrera en la

posición x y a la fracción de valores propios c a la izquierda de x. Lo siguiente será analizar

las ráıces de P3(z).

4.2.2. Análisis de las ráıces de P3(z)

Para un polinomio cúbico escrito como:

az3 + bz2 + cz + d = 0 , (4.30)

podemos definir ∆ = 18abcd−4b3d+b2c2−4ac3−27a2d2. Entonces tendremos tres ráıces

reales si ∆ > 0 [38]. Las ráıces del polinomio en la ecuación (4.30) están dadas por [38]:

zk = − 1

3a

(
b+ ukC +

∆0

ukC

)
, k ∈ {1, 2, 3} , (4.31)

donde

u1 = 1 , u2 =
−1 + i

√
3

2
, u3 =

−1− i
√

3

2
,

C =
3

√
∆1 +

√
∆2

1 − 4∆3
0

2
, ∆0 = b2 − 3ac , ∆1 = 2b3 − 9abc+ 27a2d .

Además se tiene la siguiente relación ∆2
1− 4∆3

0 = −27a2∆. Para el polinomio P3(z) dado

por la ecuación (4.25) tenemos que

a = 1 , b = −4− x− 2α , c = 4x+ 2xα + α2 + 4xω , d = −xα2 . (4.32)

Por lo tanto

∆0 = 16 + x2 + α(16 + α)− 2x(2 + α + 6ω) ,

∆1 = −27xα2 − 2(4 + x+ 2α)3 + 9(4 + x+ 2α)(α2 + 2x(2 + α + 2ω)) ,
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Aśı el discriminante ∆ de la ecuación cúbica P3(z) = 0 puede escribirse de la siguiente

manera

∆ = −256x3(ω − ω0(α, x))(ω − ω+(α, x))(ω − ω−(α, x)) , (4.33)

donde ωi(α, x) son las ráıces de ∆ dadas por3

ω+ ≡ ω+(α, x) =
1

48x
<

[
κ(α, x)− −1 + i

√
3

2
χ(α, x)− −1− i

√
3

2

Ξ(α, x)

χ(α, x)

]
, (4.34)

ω− ≡ ω−(α, x) =
1

48x
<

[
κ(α, x)− χ(α, x)− Ξ(α, x)

χ(α, x)

]
, (4.35)

ω0 ≡ ω0(α, x) =
1

48x
<

[
κ(α, x)− −1− i

√
3

2
χ(α, x)− −1 + i

√
3

2

Ξ(α, x)

χ(α, x)

]
, (4.36)

con

Γ(α, x) = −64α6 + 96α5(43x− 8) + 24α4(x(503x+ 1000)− 160)

+ 40α3(77x− 16)(x+ 4)2 + 240α2(2x− 1)(x+ 4)3

− 12α(x+ 4)5 − (x+ 4)6 , (4.37)

Ω(α, x) = 24
√

3

√
α2(−x) (8α3 + 3α2(16− 5x) + 6α(x+ 4)2 + (x+ 4)3)3 , (4.38)

Ξ(α, x) = 16α4 + 16α3(29x+ 8) + 48α2(5x+ 2)(x+ 4)

+ 8α(x+ 4)3 + (x+ 4)4 , (4.39)

χ(α, x) =
3
√

Γ + Ω , κ(α, x) = −8((α− 2)α− 2) + x2 − 20(α + 2)x , (4.40)

donde < denota la parte real de un número complejo. Estas ráıces están ordenadas como

ω+ ≥ 0 ≥ ω0 ≥ ω−. Esto nos permite expresar a las ráıces de P3(z) como sigue

3Las ráıces son siempre reales y, en principio, no hay necesidad de tomar su parte real como aparece en
estas expresiones. Sin embargo, esto es conveniente si uno quiere mantenerlas ordenadas.
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λ− ≡ λ−(α, x, ω) = −1

3

(
−4− x− 2α + C +

∆0

C

)
, (4.41)

λ0 ≡ λ0(α, x, ω) = −1

3

(
−4− x− 2α +

−1− i
√

3

2
C +

−1 + i
√

3

2

∆0

C

)
, (4.42)

λ+ ≡ λ+(α, x, ω) = −1

3

(
−4− x− 2α +

−1 + i
√

3

2
C +

−1− i
√

3

2

∆0

C

)
, (4.43)

donde

C(α, x, ω) =
3

√
∆1 + 24

√
3x3(ω − ω0(α, x))(ω − ω+(α, x))(ω − ω−(α, x)) , (4.44)

∆0(α, x, ω) = 16 + x2 + α(16 + α)− 2x(2 + α + 6ω) , (4.45)

∆1(α, x, ω) = −27

2
xα2 − (4 + x+ 2α)3 +

9

2
(4 + x+ 2α)(α2 + 2x(2 + α + 2ω)) . (4.46)

De esta manera el resolvente (ecuación (4.27)) puede reescribirse en función de las ráıces

de P3(z) como:

S±(z) ≡ S±(z, x, ω, α) =
1

2z

[
(z − α)±

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]
. (4.47)

Como uno puede observar al graficar las ráıces de P3(z) como función de ω (ver figura

4.1), estas aparecen ordenadas como 0 ≤ λ− ≤ λ0 ≤ λ+. De esto podemos ver que emergen

dos escenarios: el primero sucede cuando la posición x de la barrera se encuentra dentro del

soporte natural de la distribución MP, esto es, x ∈ [b−(α), b+(α)] (correspondiendo al panel

de en medio en la figura 4.1). Entonces, dependiendo del valor de c comparándolo con la

fracción natural de valores propios de la distribución MP a la izquierda de x, c?(x), podemos

tener una densidad con un soporte doble (para c 6= c?(x)) o podemos tener la distribución

MP, la cual corresponde cuando la barrera en la posición x es ineficiente, esto es, cuando

c = c?(x). En este caso se observa que ω ∈ [ω0(α, x), ω+(α, x)] y el valor de ω está controlando

la fracción c de valores propios a la izquierda de x partiendo de c = 0 (ω = ω0(α, x)) a c = 1

(ω = ω+(α, x)). La verdadera expresión que relaciona a ω con c será obtenida más adelante.

El segundo escenario corresponde cuando la posición de la barrera está afuera del soporte

natural, esto es, cuando x 6∈ [b−(α), b+(α)]. En este caso tenemos que ω ∈ [ω0(α), 0] o que

ω ∈ [0, ω+(α)], respectivamente (y corresponde a los paneles derecho e izquierdo de la figura

4.1, respectivamente).

De hecho ambos escenarios pueden ser juntados al redefinir las ráıces del discriminante

∆ como sigue:
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Figura 4.1: Gráfica de las ráıces 0 ≤ λ−(α, x, ω) ≤ λ0(α, x, ω) ≤ λ+(α, x, ω) y la posición de
la barrera en x (linea azul sólida) como función de ω. En este caso α = 2 y x = 1/10, 3, 10
(de izquierda a derecha).

ω0(α, x) =


0 x < b−(α)

1
48x

[
κ(α, x)− −1−i

√
3

2
χ(α, x)− −1+i

√
3

2
Ξ(α,x)
χ(α,x)

]
x ≥ b−(α)

, (4.48)

ω+(α, x) =


1

48x

[
κ(α, x)− −1+i

√
3

2
χ(α, x)− −1−i

√
3

2
Ξ(α,x)
χ(α,x)

]
x ≤ b+(α)

0 x > b+(α)

. (4.49)

Un resumen puede encontrarse en la figura 4.2, donde pueden observarse las regiones

restringidas en los planos (x, ω) y (x, c). Aqúı la curva roja corresponde a la expresión de

c?(x) cuya expresión exacta (véase sección 4.2.3) está dada por

c?(x) =


0 , x < b−(α)

$(x) , x ∈ [b−(α), b+(α)]

1 , x > b+(α)

, (4.50)

donde

$(t) =

√
(b+(α)− t)(t− b−(α)) + 2(2 + α) sin−1

(√
t−b−(α)

4
√

1+α

)
− 2α tan−1

(√
b+(α)(t−b−(α))
b−(α)(b+(α)−t)

)
2π

,

(4.51)

para cualquier t ∈ [b−(α), b+(α)].
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Figura 4.2: Izquierda: Región permitida para las soluciones f́ısicas en el plano (x, ω), acotadas
por las lineas ω = ω+ (linea azul) y ω = ω0 (linea verde). Cuando ω = 0 (linea roja), la solu-
ción corresponde a la distribución MP. A lo largo de esta linea la fracción de valores propios
a la izquierda de x es c = c?(x). Empezando en ω = 0 e incrementando su valor, entramos
a la región rellenada de color azul que corresponde a una función de densidad restringida
(solución de las ecuaciones de punto silla) donde c es mayor que el valor t́ıpico c?(x) hasta
que alcanza su valor máximo c = 1, es decir, todos los valores propios se encuentran a la
izquierda de x. Por otro lado, si comenzamos en ω = 0 y disminuimos su valor, entraremos
a la región verde que corresponde a c < c?(x). De manera eventual llegaremos a ω = ω0 que
corresponde a c = 0 cuando todos los valores propios están a la derecha de x. Derecha: El
plano (x, c). La linea roja corresponde a c?(x). En este caso b−(α) etiqueta la región azul
oscuro y b+(α) la región verde oscuro.

4.2.3. Expresión exacta de c?(x)

Los resultados que aparecen a continuación fueron tomados de la p. 79 de [38]. En esta

sección b± denotará a b±(α). Para encontrar la expresión exacta de c?(x) tenemos que resolver

la integral que aparece en la ecuación (4.8). Sabemos que:

c?(x) =

x∫
b−(α)

dλρMP(λ)

=
1

2π

x∫
b−(α)

dλ

√
(b+(α)− λ)(λ− b−(α))

λ

=
1

2π

x∫
b−(α)

dλ

√
R

λ
, (4.52)

con
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R = (b+ − λ)(λ− b−) = −λ2 + λ(b+ + b−)− b+b− = a+ bλ+ c1λ
2 , (4.53)

donde hemos denotado

a = −b+b− , b = b+ + b− , c1 = −1 , (4.54)

y definimos ∆ = 4b+b− − (b+ + b−)2. Sabemos que

∫
dλ

√
R

λ
=
√
R + a

∫
dλ

λ
√
R

+
b

2

∫
dλ√
R
. (4.55)

Trabajemos con los términos de la integral anterior.

1. Debido a que a < 0 y ∆ < 0 tenemos que

∫
dλ

λ
√
R

=
1√
−a

sin−1

(
2a+ bλ

λ
√
−∆

)
.

2. Ya que c1 < 0 y ∆ < 0 sabemos que

∫
dλ√
R

= − 1√
−c1

sin−1

(
2c1λ+ b√
−∆

)

Finalmente la ecuación (4.55) puede escribirse como

∫
dλ

√
R

λ
=
√
R +

a√
−a

sin−1

(
2a+ bλ

λ
√
−∆

)
− b

2
√
−c1

sin−1

(
2c1λ+ b√
−∆

)
. (4.56)

Por lo tanto

c?(x) =

√
(b+ − x)(x− b−)

2π
−
√

(b+ − x)(x− b−)

2π

[
π

2
+ sin−1

(
b+x+ b−(−2b+ + x)

(b+ − b−)x

)]
+
b+ + b−

4π

[
π

2
+ sin−1

(
b+ + b− − 2x

b− − b+

)]
.

(4.57)
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y simplificando la expresión anterior obtenemos finalmente que

c?(x) =

√
(b+ − x)(x− b−) + 2(2 + α) sin−1

(√
x−b−

4
√

1+α

)
− 2α tan−1

(√
b+(x−b−)
b−(b+−x)

)
2π

, (4.58)

para cualquier x ∈ [b−(α), b+(α)].

4.2.4. Distribución deformada MP

Con la ayuda del análisis realizado para las ráıces de P3(z) podemos finalmente escribir

una expresión exacta para la distribución deformada MP (que da solución a las ecuaciones

de punto silla):

ρ0(λ) =
1

2πλ


√

(λ−λ+)(λ−λ0)(λ−λ−)
x−λ Iλ∈[λ−,x] +

√
(λ+−λ)(λ−λ0)(λ−λ−)

λ−x Iλ∈[λ0,λ+] , c>c?(x)√
(λ−λ+)(λ0−λ)(λ−λ−)

λ−x Iλ∈[λ−,λ0] +
√

(λ+−λ)(λ−λ0)(λ−λ−)
λ−x Iλ∈[x,λ+] , c<c?(x)

,

(4.59)

para cualquier λ ∈ [λ−, λ+], y donde Ix∈D es igual a 1 si x ∈ D y cero en otro caso.

Esta expresión se simplifica de manera significativa cuando todos los valores propios están

a la izquierda o a la derecha de la barrera situada en la posición x. Desde el punto de vista de

las ráıces de P3(z) esto corresponde algebraicamente a tener ∆ = 0 (véase ecuación (4.33))

y ∆0 6= 0, lo que implica tener una ráız doble y una ráız simple dadas por

x1 = x2 =
9ad− bc

2∆0

, (4.60)

x3 =
4abc− 9a2d− b3

a∆0

, (4.61)

que en nuestro caso serán

λ1(α, x, ω) =
α2(α + 2) + x2(α + 2ω + 2) + x (−2α2 + 4α(ω + 2) + 8(ω + 1))

α(α + 16) + x2 − 2x(α + 6ω + 2) + 16
, (4.62)

λ2(α, x, ω) =
−4(2α + x+ 4) (α2 + 2x(α + 2ω + 2)) + 9α2x+ (2α + x+ 4)3

α(α + 16) + x2 − 2x(α + 6ω + 2) + 16
. (4.63)

Aqúı ω debe escogerse de tal manera que ω = ω0 (correspondiendo a todos los valores

propios a la derecha de x) o ω = ω+ (correspondiendo a todos los valores propios a la

izquierda de x). Notemos que gráficamente la ráız que es doble corresponde a la que iguala

a x (panel central en la figura 4.1), es decir, la que está pegada a la barrera. Por ende, para
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c = 1 tenemos que λ+ = λ0, mientras que para c = 0 tenemos que λ− = λ0. Las ecuaciones

siguientes resumen los resultados obtenidos. La densidad espectral para todos los valores

propios a la izquierda o a la derecha de la barrera en la posición x tiene la forma siguiente:

ρL(λ) =

{
ρMP(λ) , x > b+(α)

1
2πλ

√
(λ−`L(α,x))

x−λ |λ− uL(α, x)| Iλ∈[`L(α,x),x] , x ≤ b+(α)
, (4.64)

y

ρR(λ) =

{
ρMP(λ) , x < b−(α)

1
2πλ

√
uR(α,x)−λ

λ−x |λ− `R(α, x)| Iλ∈[x,uR(α,x)] , x ≥ b−(α)
, (4.65)

para cualquier λ ∈ [0,∞), donde R y L denotan que todos los valores propios se encuen-

tran a la izquierda y a la derecha de x, respectivamente. Las funciones anteriores concuerdan

con los resultados presentados en [16]. Aqúı hemos usado las siguientes definiciones

uL(α, x) =
α2(α + 2) + x2(α + 2ω+ + 2) + x (−2α2 + 4α(ω+ + 2) + 8(ω+ + 1))

α(α + 16) + x2 − 2x(α + 6ω+ + 2) + 16
, (4.66)

`L(α, x) = λ−(α, x, ω+(α, x)) , (4.67)

`R(α, x) =
α2(α + 2) + x2(α + 2ω0 + 2) + x (−2α2 + 4α(ω0 + 2) + 8(ω0 + 1))

α(α + 16) + x2 − 2x(α + 6ω0 + 2) + 16
, (4.68)

uR(α, x) = λ+(α, x, ω0(α, x)) . (4.69)

En las ecuaciones anteriores hemos obtenido uL(α, x) y `R(α, x) de la siguiente manera

uL(α, x) = λ+(α, x, ω+(α, x)) = λ0(α, x, ω+(α, x)) ,

`R(α, x) = λ−(α, x, ω0(α, x)) = λ0(α, x, ω0(α, x)) .

Finalmente podemos obtener una expresión que relacione a los parámetros ω con la

fracción c de valores propios a la izquierda de la barrera en la posición x.

4.2.5. Expresión para c(α, x, ω)

En esta sección obtendremos una expresión exacta para relacionar ω con c. Esto se realiza

integrando la distribución deformada MP (ecuación 4.59) de acuerdo al caso que corresponda:

c > c?(x) o c < c?(x). Para los resultados obtenidos a continuación hemos utilizado (252.11,

252.12, 253.11 y 253.12) de [57].
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Caso c > c?(x)

En este caso por la ecuación (4.59) tendremos que

c(α, x, ω) =

x∫
λ−

dλ
1

2πλ

√
(λ− λ+)(λ− λ0)(λ− λ−)

x− λ
. (4.70)

Calculemos

I1 =

x∫
λ−

dλ
1

λ

√
(λ− λ+)(λ− λ0)(λ− λ−)

x− λ
. (4.71)

Denotemos por t = λ, a = λ+, b = λ0, y = c1 = x y d = λ−. Entonces a > b > c1 ≥ y > d

y la ecuación anterior puede escribirse como

I1 =

y∫
d

dt

t

√
(t− a)(t− b)(t− d)

c1 − t
. (4.72)

Multiplicando la ecuación anterior por

√
(t−a)(t−b)(t−d)√
(t−a)(t−b)(t−d)

tenemos que

I1 =

y∫
d

dt

t

(t− a)(t− b)(t− d)√
(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

=

y∫
d

dt
t2√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)
− (a+ b+ d)

y∫
d

dt
t√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

+ (ab+ ad+ bd)

y∫
d

dt
1√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

− abd
y∫
d

dt

t

1√
(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

. (4.73)

Utilizando que

y∫
d

tmdt√
(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

= dmg

u1∫
0

(1− α̃1
2sn2(u))m

(1− α̃2sn2(u))m
du , (4.74)
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y∫
d

dt

tm
√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)
=

g

dm

u1∫
0

(1− α̃2sn2(u))m

(1− α̃1
2sn2(u))m

du , (4.75)

con

α̃1
2 =

a(d− c1)

(a− c1)d
, k2 =

(a− b)(c1 − d)

(a− c1)(b− d)
, g =

2√
(a− c1)(b− d)

, α̃2 =
d− c1

a− c1

< 0 ,

ϕ = sin−1

√
(a− c1)(y − d)

(c1 − d)(a− y)
, u1 = Z0 = F (ϕ, k) ,

podemos reescribir los términos de la ecuación (4.73) de la manera siguiente. Los primeros

tres términos pueden reescribirse al utilizar las ecuaciones (4.74) y (H.7), en ese orden,

mientras que el cuarto término al utilizar las ecuaciones (4.75) y (H.8).

1. Primer término.

y∫
d

dt
t2√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)
= d2gZ2 . (4.76)

2. Segundo término.

y∫
d

dt
t√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)
= dgZ1 . (4.77)

3. Tercer término.

y∫
d

dt
1√

(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)
= gZ0 . (4.78)

4. Cuarto término.
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y∫
d

dt

t

1√
(t− a)(t− b)(c1 − t)(t− d)

=
g

d
Z̄1 . (4.79)

De esta manera podemos escribir a I1 como:

I1 = d2gZ2 − (a+ b+ d)dgZ1 + (ab+ ad+ bd)gZ0 − abd
g

d
Z̄1

= g
(
d2Z2 − (a+ b+ d)dZ1 + (ab+ ad+ bd)F (ϕ, k)− abZ̄1

)
. (4.80)

Sabemos que c(α, x, ω) = 1
2π
I1, aśı que simplificando la ecuación (4.80) usando las expre-

siones de las ecuaciones (H.9-H.14) obtenemos finalmente que

c(α, x, ω) =
1

2π
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

[
(λ+ − x)(λ0 − λ−)E (k)− (λ+ − λ−)

(
(λ+ − x)K (k)

− (λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ− − x
λ+ − x

, k
)

+ 2λ0Π

(
λ+(λ− − x)

λ−(λ+ − x)
, k

))]
, (4.81)

donde k =
√

(λ+−λ0)(x−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

es el módulo eĺıptico, K(k), E(k), y Π(n, k) corresponden

a las integrales eĺıpticas completas de primer, segundo y tercer tipo (véase apéndice H),

respectivamente.

Caso c < c?(x)

En este caso por la ecuación (4.59) tenemos que

c(α, x, ω) =

λ0∫
λ−

dλ
1

2πλ

√
(λ− λ+)(λ0 − λ)(λ− λ−)

λ− x
. (4.82)

Necesitamos resolver

I =

λ0∫
λ−

dλ

λ

√
(λ− λ+)(λ0 − λ)(λ− λ−)

λ− x
(4.83)

De manera análoga al caso anterior, si denotamos por t = λ, a = λ+, b = x, c1 = λ0 y

d = y = λ−, tenemos que a > b > c1 > y ≥ d y de esta manera podemos reescribir a I como
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I =

c1∫
y

dt

t

√
(t− a)(t− c1)(t− d)

b− t
. (4.84)

Multiplicando la ecuación anterior por

√
(t−a)(t−c1)(t−d√
(t−a)(t−c1)(t−d

tenemos que

I =

c1∫
y

dt
t2√

(t− a)(b− t)(t− c1)(t− d)
− (a+ c1 + d)

c1∫
y

dt
t√

(t− a)(b− t)(t− c1)(t− d)

+ (ac1 + ad+ c1d)

c1∫
y

dt
1√

(t− a)(b− t)(t− c1)(t− d)

− ac1d

c1∫
y

dt
1

t
√

(t− a)(b− t)(t− c1)(t− d)
. (4.85)

Utilizando que

c1∫
y

tmdt√
(a− t)(b− t)(c1 − t)(t− d)

= cm1 g

u1∫
0

(1− α̃1
2sn2(u))m

(1− α̃2sn2(u))m
du , (4.86)

c1∫
y

dt

tm
√

(a− t)(b− t)(c1 − t)(t− d)
=

g

cm1

u1∫
0

(1− α̃2sn2(u))m

(1− α̃1
2sn2(u))m

du , (4.87)

con

α̃1
2 =

b(c1 − d)

c1(b− d)
, k2 =

(a− b)(c1 − d)

(a− c1)(b− d)
, g =

2√
(a− c1)(b− d)

, α̃2 =
c1 − d
b− d

,

ϕ = sin−1

√
(b− d)(c1 − y)

(c1 − d)(b− y)
, u1 = Z0 = F (ϕ, k) ,

podemos reescribir I (de manera análoga al caso anterior) como

I = c2
1gZ2 − (a+ c1 + d)c1gZ1 + (ac1 + ad+ c1d)gZ0 − gadZ̄1 (4.88)

Al simplificar c(α, x, ω) = 1
2π
I utilizando las ecuaciones (H.9-H.14) obtenemos finalmente
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c(α, x, ω) =
1

2πx
√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

[
(x− λ0)

(
− (2λ+ − x)(x− λ−)K (k)

+ x(λ+ − x+ λ0 + λ−)Π

(
λ0 − λ−
x− λ−

, k

)
− 2λ+λ−Π

(
x(λ0 − λ−)

λ0(x− λ−)
, k

))
+ x(λ+ − λ0)(x− λ−)E (k)

]
, (4.89)

con k =
√

(λ+−x)(λ0−λ−)
(λ+−λ0)(x−λ−)

.

Ahora tenemos todo lo necesario para graficar la distribución deformad MP (ecuación

4.59). Estas gráficas se muestran en la figura 4.3 junto con simulaciones Monte Carlo para

valores decrecientes de c de izquierda a derecha.

Figura 4.3: Distribución deformada MP para x = 2 y α = 2 correspondiendo al valor
c?(α, x) = 0.362418. El fondo verde de las gráficas corresponde a simulaciones Monte Carlo
con N = 600 y con 105 pasos de Monte Carlo para termalizar y 105 pasos de Monte Carlo
para reunir a todos los valores propios. Los valores propios han sido distribuidos de cada lado
de la barrera para alcanzar la fracción deseada c que, de izquierda a derecha, corresponde a
los valores siguientes c = 5/6, 0.362418, 1/6. La curva de color negro corresponde a las curvas
teóricas dadas por las ecuaciones (4.59) y (3.15), donde la gráfica del centro corresponde a
la distribución MP.

4.2.6. Evaluando la acción y la función tasa en el punto silla

Por la ecuación (3.48) la acción evaluada en el punto silla ρ0 tiene la siguiente forma
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A0(c, x) ≡ A[ρ0, B1, B2] = −
∫∫

dλdλ′ρ0(λ)ρ0(λ′) ln |λ− λ′|+
∫
dλρ0(λ)(λ− α ln(λ))

+B1

(∫
dλρ0(λ)Θ(x− λ)− c

)
+B2

(∫
dλρ0(λ)− 1

)
. (4.90)

Realicemos el siguiente truco para poder reescribir a la doble integral que aparece en

la ecuación anterior. Si multiplicamos la ecuación de punto silla (4.12) por ρ0 y después la

integramos respecto a λ, nos lleva a la siguiente expresión:

2

∫∫
dλdλ′ρ0(λ)ρ0(λ′) ln |λ− λ′| =

∫
dλρ0(λ)(λ− α ln(λ)) +B1

∫
dλρ0(λ)Θ(x− λ) +B2 .

(4.91)

Sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (4.90) podremos escribir

A0(c, x) =
1

2

∫
dλρ0(λ)(λ− α ln(λ))− 1

2
B1c−

1

2
B2 , (4.92)

donde c ≡ c(α, x, ω) dado por las ecuaciones (4.81) y (4.89), dependiendo el caso corres-

pondiente. Lo siguiente que tenemos que realizar es obtener una expresión exacta del primer

término de la ecuación anterior y de las variables B1 y B2.

Expresión exacta para el primer término de A0(c, x)

Buscamos una expresión exacta para

1

2

∫
dλρ0(λ)(λ− α ln(λ)) =

1

2

(∫
dλρ0(λ)λ− α

∫
dλρ0(λ) ln(λ)

)
. (4.93)

Recordemos que el resolvente está dado por (véase definición C.2)

S(z) =

∫
dλ
ρ0(λ)

z − λ
.

De [35] sabemos que

S(z) =
∞∑
j=0

µj
zj+1

, (4.94)

con
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µj =

∫
dλρ0(λ)λj , (4.95)

para cualquier j = 0, 1, . . . . Por otra parte, si hacemos una expansión en series de Taylor

de S−(z) dado por la ecuación (4.21) tenemos que:

S−(z) =
1

z
+

1 + α− xω
z2

+ . . . . (4.96)

Comparando esta expresión con la ecuación (4.94), concluimos que µ1 = 1 +α− xω y de

la ecuación (4.95) tenemos que

∫
dλρ0(λ)λ = 1 + α− xω . (4.97)

Por otro lado, realizando el siguiente truco tenemos que

λ−∫
0

dzS+(z) =

λ−∫
0

∫
dzdλ

ρ0(λ)

z − λ

=

∫
dλρ0(λ)

λ−∫
0

dz
1

z − λ

=

∫
dλρ0(λ) ln |λ− − λ| −

∫
dλρ(λ) ln |λ| , (4.98)

y por lo tanto

∫
dλρ0(λ) ln |λ| =

∫
dλρ0(λ) ln |λ− − λ| −

λ−∫
0

dzS+(z) . (4.99)

Si evaluamos la ecuación del punto silla (4.12) en λ− tendremos que

2

∫
dλρ0(λ) ln |λ− − λ| = λ− − α ln(λ−) +B1Θ(x− λ−) +B2

= λ− − α ln(λ−) +B1 +B2 . (4.100)

En la ecuación anterior hemos usado el hecho de que x > λ− y la definición B.2 de Θ.
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Sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (4.99) tenemos que

∫
dλρ0(λ) ln |λ| = 1

2
(λ− − α ln(λ−) +B1 +B2)−

λ−∫
0

dzS+(z) . (4.101)

Finalmente, al sustituir las ecuaciones (4.97) y (4.101) en la ecuación (4.93) obtenemos

1

2

∫
dλρ0(λ)(λ− α ln(λ)) =

1 + α− xω
2

− α

4

λ− − α ln(λ−) +B1 +B2 − 2

λ−∫
0

dzS+(z)

 .

(4.102)

Expresiones para las constantes B1 y B2

Dividiremos en dos casos nuestras derivaciones para encontrar las expresiones de B1 y de

B2.

1. Caso c > c?(x)

En este caso el soporte de la densidad espectral ρ0 es [λ−, x] ∪ [λ0, λ+]. Evaluando los

puntos λ+− ε, λ0 + ε y x− ε, cuando ε→ 0+, en la ecuación (4.12) y utilizando la definición

B.2, obtenemos las siguientes ecuaciones:

2

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| = λ+ − α ln(λ+) +B2 , (4.103)

2

∫
dλρ0(λ) ln |λ0 − λ| = λ0 − α ln(λ0) +B2 , (4.104)

2

∫
dλρ0(λ) ln |x− λ| = x− α ln(x) +B1 +B2 . (4.105)

Despejando B2 en la ecuación (4.103) y después despejando B2 en la ecuación (4.104),

sustituyendolo en la ecuación (4.105) y finalmente despejando a B1 de esa misma ecuación,

obtenemos

B2 = −λ+ + α ln(λ+) + 2

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| , (4.106)

B1 = λ0 − x+ α ln

(
x

λ0

)
+ 2

∫
dλρ0(λ) ln

∣∣∣∣ x− λλ0 − λ

∣∣∣∣ . (4.107)

Deseamos escribir las integrales de las ecuaciones anteriores en función de integrales del

resolvente S(z)±. Entonces realizamos el siguiente truco
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x∫
λ0

dzS+(z) =

x∫
λ0

dz

∫
dλ
ρ0(λ)

z − λ

=

∫
dλρ0(λ)

x∫
λ0

dz
1

z − λ

=

∫
dλρ0(λ) ln

∣∣∣∣ x− λλ0 − λ

∣∣∣∣ ,
y

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| = ln(λ+)−

∞∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
,

que sustituyendolas en las ecuaciones (4.106) y (4.107) tendremos que

B2 = −λ+ + α ln(λ+) + 2

ln(λ+)−
∞∫

λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

) , (4.108)

B1 = λ0 − x+ α ln

(
x

λ0

)
+ 2

x∫
λ0

dzS+(z) . (4.109)

2. Caso c < c?(x)

En este caso el soporte de ρ0 es [λ−, λ0] ∪ [x, λ+]. Evaluando los puntos λ+ − ε, x + ε y

λ0 − ε, cuando ε→ 0+, en la ecuación (4.12) y usando la definición B.2 tenemos que

2

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| = λ+ − α ln(λ+) +B2 , (4.110)

2

∫
dλρ0(λ) ln |x− λ| = x− α ln(x) +B2 , (4.111)

2

∫
dλρ0(λ) ln |λ0 − λ| = λ0 − α ln(λ0) +B1 +B2 . (4.112)

Despejando B2 en la ecuación (4.110) y después despejando B2 en la ecuación (4.111),

sustituyendolo en la ecuación (4.112) y finalmente despejando a B1 de esa misma ecuación,

obtenemos
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B2 = −λ+ + α ln(λ+) + 2

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| , (4.113)

B1 = −λ0 + x+ α ln

(
λ0

x

)
+ 2

∫
dλρ0(λ) ln

∣∣∣∣λ0 − λ
x− λ

∣∣∣∣ . (4.114)

Nuevamente queremos expresar las integrales que aparecen en las ecuaciones anteriores

en función de integrales del resolvente S(z)±. Realizando trucos similares a los anteriores

tenemos que

∫
dλρ0(λ) ln

∣∣∣∣λ0 − λ
x− λ

∣∣∣∣ =

λ0∫
x

dzS−(z) ,

∫
dλρ0(λ) ln |λ+ − λ| = ln(λ+)−

∞∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
,

que sustituyendolas en las ecuaciones (4.113) y (4.114) tendremos que

B2 = −λ+ + α ln(λ+) + 2

ln(λ+)−
∞∫

λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

) , (4.115)

B1 = x− λ0 + α ln

(
λ0

x

)
+ 2

λ0∫
x

dzS−(z) . (4.116)

Como podemos notar en ambos casos la expresión de B2 (ecuaciones (4.108) y (4.115))

resulta ser la misma. De manera similar, las ecuaciones (4.109) y (4.116) para B1 resultan

ser iguales. Esto último puede verse de la siguiente manera.

Utilizando la forma del resolvente de la ecuación (4.47) tenemos que

2

x∫
λ0

dzS+(z) = x− λ0 − α ln

(
x

λ0

)
+

x∫
λ0

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.117)

que es justo el término que aparece en la ecuación (4.109). Por lo tanto

B1 =

x∫
λ0

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
.

Por otro lado, nuevamente usando la forma del resolvente de la ecuación (4.47)
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2

λ0∫
x

dzS−(z) = λ0 − x− α ln

(
λ0

x

)
−

λ0∫
x

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.118)

siendo el término que aparece en la ecuación (4.116). Por lo tanto

B1 = −
λ0∫
x

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.119)

Como puede verse, en los dos casos cuando c > c?(x) y c < c?(x) obtenemos la misma

expresión para B1.

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (4.102), (4.115) y (4.116) en la ecuación (4.92)

obtenemos

A0(c, x) =
1 + α− xω

2
− α

4

(
λ− − α ln(λ−)− 2

∫ λ−

0

dzS+(z)

)
− 1

2

(
c+

α

2

)(
x− λ0 + α ln(λ0/x) + 2

∫ λ0

x

dzS−(z)

)
(4.120)

− 1

2

(
1 +

α

2

)(
−λ+ + (2 + α) ln(λ+)− 2

∫ ∞
λ+

[
S−(z)− 1

z

])
,

que es válida para c > c?, dado por la ecuación (4.81), y c < c?, dado por la ecuación

(4.89). La función tasa es tan sólo

Ψ(c, x) =
1

2
(A0(c, x)− Ω0) , (4.121)

con

Ω0 =
1

2

(
α2 ln

(
α

α + 1

)
+ 3α− (2α + 1) ln(α + 1) + 3

)
, (4.122)

obtenido en [32]. Con esta función tasa única, ecuación (4.121), unificamos los resultados

obtenidos en la literatura [13, 19, 29, 32].

Como se muestra en [34, 35], es posible obtener una expresión exacta de la acción (4.120)

en función de integrales eĺıpticas (véase sección 4.2.7). En la figura 4.4, presentamos un den-

sity plot de la función tasa en términos del par de variables (x, c) y (x, ω).
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Figura 4.4: Density plot de la función tasa (ecuación (4.121)) en los planos (x, c) y (x, ω).
En este caso α = 2

Finalmente podemos extraer las funciones tasa de los valores propios más pequeño y más

grande. Denotemos por Ψ
(±)
M (x) y Ψ

(±)
m (x) a las funciones tasa izquierda (signo menos) y

derecha (signo más) del valor propio más grande y más pequeño, respectivamente. De hecho,

puede mostrarse que

Ψ(−)
m (x) = ĺım

c→0+

Ψ(c, x)

c
, x ≤ b−(α) , (4.123)

Ψ(+)
m (x) = ĺım

c→0+
Ψ(c, x) , x ≥ b−(α) , (4.124)

y

Ψ
(−)
M (x) = ĺım

c→1−
Ψ(c, x) , x ≤ b+(α) , (4.125)

Ψ
(+)
M (x) = ĺım

c→1−

Ψ(c, x)

1− c
, x ≥ b+(α) . (4.126)

donde las expresiones de Ψ
(±)
M (x) y Ψ

(±)
m (x) corresponden a las reportadas en [19, 29,

32]. En la figura 4.5, presentamos una comparación de la parte izquierda y derecha de las

ecuaciones (4.123-4.126).

4.2.7. La acción en función de integrales eĺıpticas

Primero recordemos que la acción está escrita en función de integrales del resolvente

S(z)±, ecuación (4.120). Lo que haremos en seguida es expresar estas integrales del resol-

65



Figura 4.5: Comparación entre Ψ(c, x) para los valores extremos (ćırculos verdes) de acuerdo
a las fórmulas (4.123-4.126) y los resultados obtenidos en [19, 29, 32] (curvas rojas). Las
gráficas han sido realizadas escogiendo α = 2.

vente en función de integrales eĺıpticas. La manera en la que expresaremos estas integrales

es análoga a como lo hicimos en la sección 4.2.5, al verificar la forma de la integral corres-

pondiente usando [57]. Estos resultados los dividiremos en dos casos, c > c? y c < c?.

Caso c > c?

En este caso la densidad ρ0, ecuación (4.59), tiene soporte en [λ−, x] ∪ [λ0, λ+].

1. Integral
x∫
λ0

dzS+(z)

Por la forma del resolvente en la ecuación (4.47), esta integral tiene la forma siguiente:
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x∫
λ0

dzS+(z) =

x∫
λ0

dz
1

2z

[
z − α +

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

=
1

2

x∫
λ0

dz
(

1− α

z

)
+

1

2

x∫
λ0

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

=
1

2
(x− λ0 − α ln(x/λ0))− 1

2

λ0∫
x

dz

λ

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
.

Trabajando con

K1(λ+, λ0, x, λ−) =

λ0∫
x

dz

λ

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.127)

llegamos a la siguiente expresión

K1(λ+, λ0, x, λ−) =
1

x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

[
x(x− λ+)(λ0 − λ−)E (k)

− (x− λ−)

(
x(λ0 − λ−)K (k) + x(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ0 − λ−

, k

)

− 2λ+λ0Π

(
(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

))]
,

con k2 = (λ0−x)(λ+−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

, y donde K(k), E(k) y Π(n, k), son las integrales eĺıpticas com-

pletas de primer, segundo y tercer tipo, respectivamente. Por lo tanto

x∫
λ0

dzS+(z) =
1

2
(x− λ0 − α ln(x/λ0))− 1

2
K1(λ+, λ0, x, λ−) . (4.128)

Integral 2.
∞∫
λ+

dz
(
S−(z)− 1

z

)
Para este caso calcularemos

y∫
λ+

dz
(
S−(z)− 1

z

)
cuando y →∞. Nuevamente, utilizando la

forma del resolvente que aparece en la ecuación (4.47), esta integral tiene la forma siguiente
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y∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
=

y∫
λ+

dz

(
1

2z

[
z − α−

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]
− 1

z

)
(4.129)

=
1

2
(y − λ+ − (α + 1) ln(y/λ+))− 1

2

y∫
λ+

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
.

(4.130)

Notamos que y y ln(y/λ+) divergen cuando y →∞, pero sin embargo
y∫

λ+

dz
(
S−(z)− 1

z

)
converge al sustraer la parte divergente 1

z
, lo que nos sugiere que

y∫
λ+

dz
λ

√
(z−λ+)(z−λ0)(z−λ−)

z−x

tiene una divergencia lineal y una logaŕıtmica que contrarresta las divergencias de y y de

ln(y/λ+).

Si denotamos por a = λ+ > b = λ0 > c1 = x > d = λ− y t = z, tendremos que

I =

y∫
λ+

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
=

y∫
a

dt
1

t

√
(t− a)(t− b)(t− d)

t− c1

. (4.131)

Expresando a I en función de integrales eĺıpticas, tendremos que:

I = g
(
a2Z2 − (a+ b+ d)aZ1 + (ab+ ad+ bd)F (ϕ, k)− bdZ̄1

)
, (4.132)

con

α̃1
2 =

b(a− d)

a(b− d)
, k2 =

(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)
, g =

2√
(a− c1)(b− d)

, α̃2 =
a− d
b− d

,

ϕ = sin−1

√
(b− d)(y − a)

(a− d)(y − b)
,

y donde las funciones Z1, Z̄1 y Z2 están dadas por las ecuaciones (H.10), (H.11) y (H.12).

Por otro lado, haciendo una expansión en series de Taylor de 1
t

√
(t−a)(t−b)(t−d)

t−c1 cuando

t→∞, tenemos que:
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1

t

√
(t− a)(t− b)(t− d)

t− c1

∼ 1 +
−a− b+ c1 − d

2t
, (4.133)

para t grande, y además

∫ y

λ+

dt

(
1 +
−a− b+ c1 − d

2t

)
= y − λ+ +

−a− b+ c1 − d
2

ln

(
y

λ+

)
. (4.134)

Por este resultado podemos ver justo que la integral I tiene una divergencia lineal y

logaŕıtmica cuando y →∞. Estas divergencias son canceladas con el término (y−λ+− (α+

1) ln(y/λ+)) que aparecen en la ecuación (4.129).

Tomando esto en consideración, definimos ahora una nueva integral donde estas diver-

gencias son removidas, es decir, definimos

Ĩ =

∫ y

a

dt

1

t

√
(t− a)(t− b)(t− d)

t− c1

− 1− −a− b+ c1 − d
2t

 , (4.135)

Lo siguiente es localizar las divergencias logaŕıtmica y lineal de I en la ecuación (4.132).

Haciendo una análisis, vemos que estas divergencias vienen de las funciones Π̂(ϕ, α̃2, k) y
α̃4sn(u)cn(u)dn(u)

1−α̃2sn2(u)
. De la siguiente identidad [58]

Π̂(z, n,m) = F (z,m)− Π̂
(
z,
m

n
,m
)

+
1

2
√

(n−m)(n−1)
n

ln


√

(n−m)(n−1)
n

tan z +
√

1−m sin2(z)√
1−m sin2(z)−

√
(n−m)(n−1)

n
tan z

 , (4.136)

sabemos que la divergencia de Π̂(ϕ, α̃2, k) es logaŕıtmica y al hacer una expansión en

series de Taylor para α̃4sn(u)cn(u)dn(u)
1−α̃2sn2(u)

observamos que su divergencia es lineal. Esta serie de

Taylor es

α̃4sn(u)cn(u)dn(u)

1− α̃2sn2(u)
= E2(a, b, c1, d) + Ay +B

1

y
+ ... , (4.137)

donde A y B son constantes innecesarias y
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E2 = −(a− d)(a− b+ c1 + d)

2
√
a− c1(b− d)3/2

. (4.138)

Usando la identidad en la ecuación (4.136) y haciendo una expansión en series de Taylor

para el término ln

(√
(n−m)(n−1)

n
tan z+

√
1−m sin2(z)√

1−m sin2(z)−
√

(n−m)(n−1)
n

tan z

)
, con z = ϕ, n = α̃2 y m = k, tenemos que

Π̂

(
ϕ,
a− d
b− d

, k

)
= −Π̂

(
θ,
b− c1

a− c1

, k

)
+ F (θ, k) + E1(a, b, c1, d) + A ln y , (4.139)

donde θ = sin−1
√

b−d
a−d = ĺım

y→∞
sin−1

√
(b−d)(y−a)
(a−d)(y−b) = ĺım

y→∞
ϕ, A es una constante innecesaria

y

E1(a, b, c1, d) =

√
(a− c1)(b− d)

2(a− b)
ln

(
4

a+ b− c1 − d

)
. (4.140)

Redefiniendo las nuevas funciones V y Z donde no consideramos estas divergencias, te-

nemos que

V0 = F (θ, k) ,

V1 = −Π̂

(
θ,
b− c1

a− c1

, k

)
+ F (θ, k) + E1(a, b, c1, d) ,

V2 =
1

2(α̃2 − 1)(k2 − α̃2)

[
α̃2E(θ, k) + (k2 − α2)V0 + (2α̃2k2 + 2α̃2 − α̃4 − 3k2)

]
V1

− E2(a, b, c1, d) ,

Z0 = F (θ, k) ,

Z1 =
1

α̃2
[(α̃2 − α̃1

2)V1 + α̃1
2V0] ,

Z̄1 =
1

α̃1
2 [(α̃1

2 − α̃2)Π̂(θ, α̃1
2, k) + α̃2V0] ,

Z2 =
1

α̃4
[α̃1

4Z0 + 2α̃1
2(α̃2 − α̃1

2)V1 + (α̃2 − α̃1
2)2V2] ,

Usando estas definiciones y tomando y →∞ tenemos que
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Ĩ = g(a2Z2 − (a+ b+ d)aZ1 + (ab+ ad+ bd)Z0 − bdZ̄1) + a+
−a− b+ c1 − d

2
ln(a) .

(4.141)

Simplificando esta expresión, obtenemos finalmente

Ĩ(λ+, λ0, x, λ−) = − 1

2
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

[
2(λ+ − λ0)(λ+ − x+ 2λ−)F (θ, k)

+ 2(λ+ − x)(λ0 − λ−)E (θ, k) + 4λ−(λ0 − λ+)Π̂

(
θ,
λ0(λ+ − λ−)

λ+(λ0 − λ−)
, k

)
− 2(λ+ − λ0)(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π̂

(
θ,
λ0 − x
λ+ − x

, k

)
+
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
(

(λ+ + λ0 − x+ λ−) ln

(
4λ+

λ+ + λ0 − x− λ−

)
− λ+ − λ0 + x+ λ−

)]
,

con k2 = (λ0−x)(λ+−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

, donde F (θ, k), E(θ, k) y Π̂(θ, n, k), son las integrales eĺıpticas

incompletas de primer, segundo y tercer tipo, respectivamente.

Finalmente obtenemos

∞∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
= −1

2
Ĩ(λ+, λ0, x, λ−) . (4.142)

Caso c < c?

En este caso, el soporte de la densidad ρ0 es [λ−, λ0] ∪ [x, λ+]

1. Integral
λ0∫
x

dzS−(z)

De la ecuación (4.47) del resolvente sabemos que la siguiente integral es igual a

λ0∫
x

dzS−(z) =

λ0∫
x

dz
1

2z

[
z − α−

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]
(4.143)

=
1

2
[λ0 − x− α ln(λ0/x)] +

1

2

∫ x

λ0

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.144)
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Si denotamos por t = z, a = λ+, b = y = x, c1 = λ0 y d = λ−, entonces

∫ x

λ0

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
=

y∫
c1

dt
1

t

√
(t− a)(t− c1)(t− d)

t− b
. (4.145)

En este caso procedemos de la misma manera que en la sección (4.2.5) y obtenemos que

λ0∫
x

dzS−(z) =
1

2
(λ0 − x− α ln(λ0/x)) +

1

2
K2(λ+, x, λ0, λ−) , (4.146)

donde

K2(λ+, x, λ0, λ−) =
1√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

[
(λ0 − λ−)

(
(x− λ−)K (k) + (λ+ − x+ λ0 + λ−)

Π

(
x− λ0

x− λ−
, k

)
− 2λ+Π

(
(x− λ0)λ−
λ0(x− λ−)

, k

))
+ (λ+ − λ0)(x− λ−)E (k)

]
,

(4.147)

con k2 = (x−λ0)(λ+−λ−)
(λ+−λ0)(x−λ−)

y donde K(k), E(k) y Π(n, k) son las integrales eĺıpticas completas

de primer, segundo y tercer tipo.

2. Integral
∫ λ−

0
dzS+(z)

Lo que haremos será considerar la integral
∫ λ−
y

dzS+(z) cuando y → 0. Entonces por la

definición del resolvente de la ecuación (4.47) podemos escribir

∫ λ−

y

dzS+(z) =

λ−∫
y

dz
1

2z

[
z − α +

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

=
1

2
(λ− − y − α ln(λ−/y)) +

1

2

∫ λ−

y

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.148)

Como podemos observar tenemos una divergencia con el término ln(λ−/y) cuando y →
∞. Sin embargo, la integral

∫ λ−
y

dzS+(z) converge, lo que nos sugiere que

∫ λ−

y

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
,
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tiene una divergencia logaŕıtmica que cancela al término ln(λ−/y). Primero, calculemos

la integral
∫ λ−
y

dz
z

√
(z−λ+)(z−λ0)(z−λ−)

z−x en función de integrales eĺıpticas.

Para hacerlo, supongamos que c > c? para poder denotar a = λ+, b = λ0, c1 = x, d = λ−,

y a > b > c1 > d > y, entonces

I =

∫ λ−

y

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
=

∫ d

y

dz

z

√
(z − a)(z − b)(z − d)

z − c1

. (4.149)

Tendremos que

I(a, b, c1, d, y) =
(a− c1)(c1 − 2b)(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

F (ϕ, k) +
√

(a− c1)(b− d)E(ϕ, k)

+
(d− c1)(a+ b− c1 + d)√

(a− c1)(b− d)
Π̂(ϕ, α̃2, k) +

2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

Π̂(ϕ, α̃2
1, k)

+
(a− d)(d− b)√
(a− c1)(b− d)

cn(F (ϕ, k))dn(F (ϕ, k), k)sn(F (ϕ, k), k)

1− α̃2sn2(F (ϕ, k), k)
, (4.150)

donde

ϕ = sin−1

√
(a− c1)(d− y)

(a− d)(c1 − y)
, k2 =

(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)
, α̃2 =

a− d
a− c1

, α̃2
1 =

c1(a− d)

d(a− c1)
,

(4.151)

Nuevamente notamos que la divergencia logaŕıtmica proviene de Π̂(ϕ, α̃2
1, k) al usar la

identidad que aparece en la ecuación (4.136).

Haciendo un expansión en series de Taylor de 1
z

√
(z−a)(z−b)(z−d)

z−c1 cuando z →∞, tenemos

que

1

z

√
(z − a)(z − b)(z − d)

z − c1

∼
√
abd

c1

1

z
+ A+Bz , (4.152)

donde A y B son constantes innecesarias. Si integramos la expresión anterior tendremos

que

∫ d

y

dz

(√
abd

c1

1

z
+ A+Bz

)
=

√
abd

c1

ln(d/y) + A(d− y) +
B

2
(d2 − y2) . (4.153)
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Notamos que cuando y → ∞ el término que nos da la divergencia es
√

abd
c1

ln(d/y) que

proviene de
√

abd
c1

1
z

en la integral anterior. Por ende definimos la siguiente integral sustrayendo

esta divergencia

Ī0(a, b, c1, d, y) =

∫ d

y

dz

1

z

√
(z − a)(z − b)(z − d)

z − c1

−
√
abd

c1

1

z


= I(a, b, c1, d, y)−

√
abd

c1

ln(d/y) . (4.154)

Entonces definimos

Ī1(a, b, c1, d) = ĺım
y→0

Ī0(a, b, c1, d, y)

=
(a− c1)(c1 − 2b)(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

F (θ, k) +
√

(a− c1)(b− d)E(θ, k)

+
(d− c1)(a+ b− c1 + d)√

(a− c1)(b− d)
Π̂(θ, α̃2, k)

+
(a− d)(d− b)√
(a− c1)(b− d)

cn(F (θ, k))dn(F (θ, k), k)sn(F (θ, k), k)

1− α̃2sn2(F (θ, k), k)
−
√
abd

c1

ln(d)

+ ĺım
y→0

[
2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

Π̂(ϕ, α̃2
1, k)−

√
abd

c1

ln(y)

]
, (4.155)

donde θ = sin−1
√

(a−c1)d
(a−d)c1

= ĺım
y→0

sin−1
√

(a−c1)(d−y)
(a−d)(c1−y)

= ĺım
y→0

ϕ.

El ĺımite anterior puede reescribirse al usar la identidad de la ecuación (4.136)
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ĺım
y→0

[
2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

Π̂(ϕ, α̃2
1, k)−

√
abd

c1

ln(y)

]

=
2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

[
−Π̂

(
θ,
d(b− c1)

c1(b− d)
, k

)
+ F (θ, k)

]

+ ĺım
y→0

 2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

1

2
√

(α̃2
1−k)(α̃2

1−1)

α̃2
1

ln


√

(α̃2
1−k)(α̃2

1−1)

α̃2
1

tan(ϕ) +
√

1− k sin2(ϕ)√
1− k sin2(ϕ)−

√
(α̃2

1−k)(α̃2
1−1)

α̃2
1

tan(ϕ)


−
√
abd

c1

ln(y)

]

=
2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

[
−Π̂

(
θ,
d(b− c1)

c1(b− d)
, k

)
+ F (θ, k)

]
+

√
abd

c1

ln

(
4abc1d

abc1 + abd− ac1d− bc1d

)
. (4.156)

Donde

ĺım
y→0

 2ab(c1 − d)

c1

√
(a− c1)(b− d)

1

2
√

(α̃2
1−k)(α̃2

1−1)

α̃2
1

ln


√

(α̃2
1−k)(α̃2

1−1)

α̃2
1

tan(ϕ) +
√

1− k sin2(ϕ)√
1− k sin2(ϕ)−

√
(α̃2

1−k)(α̃2
1−1)

α̃2
1

tan(ϕ)


−
√
abd

c1

ln(y)

]
=

√
abd

c1

ln

(
4abc1d

abc1 + abd− ac1d− bc1d

)
, (4.157)

al usar Mathematicar. Por lo tanto

Ĩ1(λ+, λ0, x, λ−) =
(λ+ + 2λ0 − x)(x− λ−)√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
F (θ, k) +

√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)E (θ, k)

+
(λ− − x)(λ+ + λ0 − x+ λ−)√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
Π
(
θ, α̃2, k

)
+

(λ+ − λ−)(λ− − λ0)√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)

cn (F (θ, k) , k) dn (F (θ, k) , k) sn (F (θ, k) , k)

1− α̃2sn2 (F (θ, k) , k)

− 2λ+λ0(x− λ−)

x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
Π

(
θ,
λ−(λ0 − x)

x(λ0 − λ−)
, k

)
+

√
λ+λ0λ−

x
ln

4λ+λ0x

λ+λ0x+ λ+λ0λ− − λ+xλ− − λ0xλ−
,

y
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∫ λ−

0

dzS+(z) =
1

2
Ĩ1(λ+, λ0, x, λ−) +

λ−
2
. (4.158)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (4.128), (4.142), (4.146) y (4.158) en la ecuación

(4.120) tenemos

Para c > c?

A0(c, x) =
1 + α− xω

2
+
α

4

(
α ln(λ−) + Ĩ1(λ+, λ0, x, λ−)

)
+

1

2

(
c+

α

2

)
K1(λ+, λ0, x, λ−)

− 1

2

(
1 +

α

2

)(
−λ+ + (2 + α) ln(λ+) + Ĩ(λ+, λ0, x, λ−)

)
,

con las siguientes definiciones

Ĩ1(λ+, λ0, x, λ−) =
(λ+ + 2λ0 − x)(x− λ−)√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
F (θ1, k) +

√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)E (θ1, k)

+
(λ− − x)(λ+ + λ0 − x+ λ−)√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
Π̂
(
θ1, α̃

2, k
)

+
(λ+ − λ−)(λ− − λ0)√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

cn (F (θ1, k) , k) dn (F (θ1, k) , k) sn (F (θ1, k) , k)

1− α̃2sn2 (F (θ1, k) , k)

− 2λ+λ0(x− λ−)

x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
Π̂

(
θ1,

λ−(λ0 − x)

x(λ0 − λ−)
, k

)
+

√
λ+λ0λ−

x
ln

4λ+λ0x

λ+λ0x+ λ+λ0λ− − λ+xλ− − λ0xλ−
,

K1(λ+, λ0, x, λ−) =
1

x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

[
x(x− λ+)(λ0 − λ−)E (k)

− (x− λ−)

(
x(λ0 − λ−)K (k) + x(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ0 − λ−

, k

)

− 2λ+λ0Π

(
(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

))]
,
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Ĩ(λ+, λ0, x, λ−) = − 1

2
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

[
2(λ+ − λ0)(λ+ − x+ 2λ−)F (θ2, k)

+ 2(λ+ − x)(λ0 − λ−)E (θ2, k) + 4λ−(λ0 − λ+)Π̂

(
θ2,

λ0(λ+ − λ−)

λ+(λ0 − λ−)
, k

)
− 2(λ+ − λ0)(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π̂

(
θ2,

λ0 − x
λ+ − x

, k

)
+
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
(

(λ+ + λ0 − x+ λ−) ln

(
4λ+

λ+ + λ0 − x− λ−

)
− λ+ − λ0 + x+ λ−

)]
,

θ1 = sin−1

√
(λ+ − x)λ−
(λ+ − λ−)x

, k2 =
(λ0 − x)(λ+ − λ−)

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
,

θ2 = sin−1

(√
λ0 − λ−
λ+ − λ−

)
.

Para c < c?

En este caso sólo necesitamos remplazar la función K1 por −K2 y escribir

A0(c, x) =
1 + α− xω

2
+
α

4

(
α ln(λ−) + Ĩ1(λ+, λ0, x, λ−)

)
− 1

2

(
c+

α

2

)
K2(λ+, x, λ0, λ−)

− 1

2

(
1 +

α

2

)(
−λ+ + (2 + α) ln(λ+) + Ĩ(λ+, λ0, x, λ−)

)
, (4.159)

con

K2(λ+, x, λ0, λ−) =
1√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

[
(λ0 − λ−)

(
(x− λ−)K (k) + (λ+ − x+ λ0 + λ−)

Π

(
x− λ0

x− λ−
, k

)
− 2λ+Π̂

(
(x− λ0)λ−
λ0(x− λ−)

, k

))
+ (λ+ − λ0)(x− λ−)E (k)

]
,

k2 =
(x− λ0)(λ+ − λ−)

(λ+ − λ0)(x− λ−)
. (4.160)

4.2.8. Simulaciones Montecarlo

Hemos comparado nuestros resultados con simulaciones Monte Carlo del fluido de Coulomb.

Primero lo hemos equilibrado usando el algoritmo de Metropolis (véase sección G.2) y después

77



hemos generando muestras para estimar promedios. Explicaremos como hemos generado los

histogramas de la figura 4.3 que aparece en la página 58.

La figura central corresponde a la distribución de MP (ecuación (3.15)) y es obteni-

da cuando c = c?. Para generar este histograma utilizamos el algoritmo presentado en la

definición G.2, donde py1,...,yN viene dada por la ecuación (3.12), N = 600, A = [0,∞),

ζ = −1/β = −0.5 y la función F por la ecuación (3.13). A continuación, presentamos el

algoritmo que utilizamos en R para generar dicho histograma.

DF=function(y,epsilon,alpha,beta){

deltf=(1:length(y))*0

for(i in 1:length(y)){

deltf[i]=sum(log(abs(1+epsilon[i]/(y[i]-y[-i]))))

}

return(epsilon-(beta*(alpha*length(y)+1)-2)*log(1+epsilon/y)

-2*beta*deltf)

}

evalua=function(y,alpha,beta){

epsilon=rt(length(y),0.5)*length(y)

aux=y+epsilon

aux1=(y+epsilon)[aux<0]

indices=which(aux %in% aux1)

for(i in indices){

while(epsilon[i]+y[i]<0){

epsilon[i]=rt(1,0.5)*length(y)

}

}

return(epsilon)

}

simulation=function(N,M,y0,alpha,beta){

lamb=y0

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 1", M-i, "\n")

epsilon=evalua(lamb,alpha,beta)
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p=ifelse(exp(-0.5*DF(lamb,epsilon,alpha,beta))>1,1,

exp(-0.5*DF(lamb,epsilon,alpha,beta)))

m=runif(N,0,1)

lamb=ifelse(p>m,lamb+epsilon,lamb)

}

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 2", M-1-i, "\n")

epsilon=evalua(lamb,alpha,beta)

p=ifelse(exp(-0.5*DF(lamb,epsilon,alpha,beta))>1,1,

exp(-0.5*DF(lamb,epsilon,alpha,beta)))

m=runif(N,0,1)

lamb=ifelse(p>m,lamb+epsilon,lamb)

}

}

Para generar las gráficas izquierda y derecha de la figura 4.3 hemos ocupado el algoritmo

que aparece en la definición (G.3). En este caso, A = [0,∞), N = 600, py1,...,yN viene dada por

la ecuación (3.12), ζ = −1/β = −0.5 y F dada por la ecuación (3.13). Además A1 = [0, 2)

y A2 = (2,∞), R1 = R2 = 105 y N1 = 500 para la figura de la izquierda y N1 = 100

para la figura de la derecha, que corresponden a c = 5/6 y c = 1/6, la fracción de valores

propios a la izquierda de x = 2, respectivamente. A continuación, presentamos el algoritmo

que ocupamos en R para generar estas figuras.

DF=function(y,epsilon,alpha,beta){

indices=which(y>0,arr.ind=T)

deltf=y*0

for(i in 1:nrow(y)){

for(j in 1:ncol(y)){

deltf[i,j]=sum(log(abs(1+epsilon[i,j]/(y[i,j]-y[i,-j]))))

}

return(epsilon-(beta*(alpha*length(y)+1)-2)*log(1+epsilon/y)

-2*beta*deltf)

}

evalua=function(y){

epsilon=matrix(rt(ncol(y)*nrow(y),0.5)*ncol(y),nrow=nrow(y),ncol=ncol(y))

indices=which(y+epsilon<0, arr.ind=T)
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for(i in 1:length(epsilon[indices])){

while(epsilon[indices][i]+y[indices][i]<0){

epsilon[indices][i]=rt(1,0.5)*ncol(y)

}

}

return(epsilon)

}

simulation=function(Y,nl,nr,M,alpha,beta){

n=nl+nr

l=c(runif(nl,0,Y))

r=c(runif(nr,Y,Y^2))

y0=(1:n)*0

y0[1:nl]=l

y0[(nl+1):n]=r

y=matrix(0,ncol=n,nrow=M)

y[1,]=y0

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 1", M-i, "\n")

epsilon=evalua(y[i,],alpha,beta)

p=ifelse(exp(-0.5*DF(y[i,],epsilon,alpha,beta))>1,1,

exp(-0.5*DF(y[i,],epsilon,alpha,beta)))

m=runif(n,0,1)

y[i+1,1:nl]=ifelse((p[1:nl]>m[1:nl])*ifelse(y[i,1:nl]+epsilon[1:nl]<Y,1,0),

y[i,1:nl]+epsilon[1:nl],y[i,1:nl])

y[i+1,(nl+1):n]=ifelse((p[(nl+1):n]>m[(nl+1):n])*ifelse(y[i,(nl+1):n]

+epsilon[(nl+1):n]>Y,1,0),

y[i,(nl+1):n]+epsilon[(nl+1):n],y[i,(nl+1):n])

}

y[1,]=y[M,]

for(i in 1:(M-1)){

cat("loop 2", M-1-i, "\n")

epsilon=evalua(y[i,],alpha,beta)
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p=ifelse(exp(-0.5*DF(y[i,],epsilon,alpha,beta))>1,1,

exp(-0.5*DF(y[i,],epsilon,alpha,beta)))

m=runif(n,0,1)

y[i+1,1:nl]=ifelse((p[1:nl]>m[1:nl])*ifelse(y[i,1:nl]+epsilon[1:nl]<Y,1,0),

y[i,1:nl]+epsilon[1:nl],y[i,1:nl])

y[i+1,(nl+1):n]=ifelse((p[(nl+1):n]>m[(nl+1):n])*ifelse(y[i,(nl+1):n]

+epsilon[(nl+1):n]>Y,1,0),

y[i,(nl+1):n]+epsilon[(nl+1):n],y[i,(nl+1):n])

}

return(y/n)

}

Estimación de la acción A0(c, x)

Si denotamos por 〈· · · 〉MC a los promedios de acuerdo a cadenas de Markov del método

Monte Carlo, entonces la acción puede estimarse como

A0(c, x) =
1

N2
[〈F (y)〉MC + uN lnN +N(N − 1) lnN ] , (4.161)

donde F está dada por

F (λ) = N
N∑
i=1

λi − u
N∑
i=1

ln(λi)−
∑
i6=j

ln |λi − λj| − uN ln(N) +N(N − 1) ln(N) , (4.162)

obtenida al hacer el rescalamiento λ → Nλ. En la figura 4.6, mostramos una compara-

ción entre los resultados exactos (lineas solidas) junto con los estimados que resultaron de

simulaciones Monte Carlo (triángulos anaranjados).

Ahora explicaremos como generamos los triángulos anaranjados de la figura 4.6

Figura Izquierda

Para generar esta gráfica se ha seguido el algoritmo de la definición G.3, escogiendo

A = [0,∞), N = 500, R1 = R2 = 10000, py1,...,y2 dada por la ecuación (3.12) y F dada por

la ecuación (4.162). En este caso notemos que x = 2 nos delimitará los conjuntos A1 y A2,

siendo estos A1 = [0, x) y A2 = (x,∞). Procedimos de la siguiente manera.

1. Realizamos una partición discreta del intervalo [0, 1], donde toma valores c. Esta par-

tición es 0 = c0 < c1, . . . , < c10 = 1. Definimos j = 0.

2. Si j ≤ 10, definimos N1 como el mı́nimo entero mayor o igual que Ncj. En caso

contrario se termina el algoritmo.
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Figura 4.6: Izquierda: Función tasa vs c para α = 2, x = 2 y comparación con simulaciones
Monte Carlo con N = 500, 10000 pasos para termalizar y un promedio realizado con 10000
pasos de Monte Carlo. Derecha: Función tasa vs x para c = 7/10 y comparación con simula-
ciones Monte Carlo. Lo último fue realizado con el mismo número de pasos para termalizar
y realizar promedios.

3. Realizamos el algoritmo de la definición G.3 con los valores especificados previamente,

con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos Et = F (Wt).

4. Al final del algoritmo, definimos F̄j = 1
R2

∑R2

t=1Et.

5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2.

Al final de este algoritmo tendremos F̄j con j = 0, . . . , 10 y ademas 〈F (y)〉(j)MC = F̄j
los cuales sustituimos en la ecuación (4.161) y graficamos (cj,Ψ(x, cj)), generando aśı los

triángulos anaranjados.

Figura derecha

Esta figura se genera de manera análoga a la figura anterior. Se sigue el algoritmo de la

definición G.3, escogiendo A = [0,∞), N = 500, N1 = (1/7)N = 350, R1 = R2 = 10000,

py1,...,yN dada por la ecuación (3.12) y F dada por la ecuación (4.162). Procedemos de la

siguiente manera.

1. Realizamos una partición discreta del intervalo [0, 10], donde toma valores x. Esta

partición es 0 = x0 < x1, . . . , < x19 = 10. Definimos j = 0.

2. Si j ≤ 19, definimos a A1 = [0, xj) y A2 = (xj,∞). En caso contrario se termina el

algoritmo.

3. Realizamos el algoritmo de la definición G.3 con los valores especificados previamente,

con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos Et = F (Wt).

4. Al final del algoritmo, definimos F̄j = 1
R2

∑R2

t=1Et.
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5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2.

De igual manera que en la figura anterior, al final de este algoritmo tendremos F̄j con

j = 0, . . . , 10 y ademas 〈F (y)〉(j)MC = F̄j los cuales sustituimos en la ecuación (4.161) y

graficamos (xj,Ψ(x, cj)), generando aśı los triángulos anaranjados.

4.3. Ensamble de Jacobi

A continuación presentaremos los resultados obtenidos para el ensamble de Jacobi. En

esta sección no profundizaremos en las derivaciones ya que son análogas al caso del ensamble

de Wishart vistas con anterioridad. Consideremos matrices J(N,M1,M2), con M1 ≥ M2 ≥
N ≥ 1 del ensamble de Jacobi.

4.3.1. Ecuaciones del punto silla

Para el ensamble de Jacobi no es necesario realizar ningún rescalamiento. Lo único que

notamos es que Ai/N = −(Mi − N)/N para N y Mi muy grandes, y donde Ai aparece en

la ecuación (3.23) para i = 1, 2. Por lo tanto la función V2 apareciendo en la ecuación (3.66)

tiene la forma V2(λ) = −α1 ln(λ)− α2 ln(1− λ), donde αi = (Mi −N)/N para i = 1, 2. De

esta manera, las ecuaciones del punto silla tendrán la siguiente forma

− α1 ln(λ)− α2 ln(1− λ) +B1Θ(x− λ) +B2 = 2

∫
dλ′ρ(λ′) ln |λ− λ′| , (4.163)

c =

∫
dλρ(λ)Θ(x− λ) , 1 =

∫
dλρ(λ) . (4.164)

Realizando un análisis análogo al de la sección 4.2.1 y al utilizar la transformada de

Hilbert Stieltjes S(z) (véase definición C.2) llegamos a la ecuación cuadrática para S(z)

S(z)2 + S(z)

(
α1

z
− α2

1− z

)
− γ1

z
− γ2

1− z
− ω

z − x
= 0 , (4.165)

donde γ1, γ2 y ω han sido escogidos apropiadamente para eliminar constantes innecesarias.

Resolviendo la ecuación anterior y ocupando nuevamente que S(z) ∼ 1/z para z → ∞
relacionamos los parámetros γ1, γ2 y ω como γ1 = γ2−ω y γ2 = −1−α1−α2 +xω. Después

de algunos cálculos llegamos a que

S±(z) ≡ S±(z;x, ω;α1, α2) =
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
± (2 + α1 + α2)

z(1− z)

√
Q3(z)

z − x

]
, (4.166)
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donde

Q3(z) = (z − b+)(z − b−)(z − x) + 4ωx(1− x)z(1− z) , (4.167)

con

b± ≡ b±(α1, α2) =
2 + 2α2 + α1(2 + α1 + α2)± 2

√
(1 + α1)(1 + α2)(1 + α1 + α2)

(2 + α1 + α2)2
, (4.168)

son las cota superior (b+) e inferior (b−) del intervalo que forman el soporte de la dis-

tribución GMP (véase ecuación (3.19)), respectivamente. Notamos nuevamente que cuando

ω = 0, recuperamos el resolvente asociado a la distribución GMP, esto es:

SGMP
± (z) =

1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
± 2 + α1 + α2

z(1− z)

√
(z − b+)(z − b−)

]
. (4.169)

Por lo tanto, concluimos que el parámetro ω controla las deformaciones de la distribución

GMP debido a la barrera en la posición x y a la fracción de valores propios c a la izquierda

de x. Lo siguiente a realizar es una análisis de las ráıces de Q3(z).

4.3.2. Análisis de las ráıces de Q3(z)

El discriminante ∆ de la ecuación cúbica Q3(z) = 0 puede escribirse como

∆ = 256x4(1− x)4(ω − ω++)(ω − ω+)(ω − ω0)(ω − ω−−) , (4.170)

donde ωi(α1, α2, x) son las ráıces de ∆ y están ordenadas como ω++ > ω+ ≥ 0 ≥ ω0 > ω−−
(En este caso no se presentarán estas ráıces de manera explicita, ya que resulta muy dif́ıcil

poder escribirlas). Definiendo las ráıces de Q3(z) tenemos que

λ−(α1, α2, x, ω) = − 1

3(2 + α1 + α2)2

(
b+ C +

∆0

C

)
, (4.171)

λ+(α1, α2, x, ω) = − 1

3(2 + α1 + α2)2

(
b+
−1 + i

√
3

2
C +

−1− i
√

3

2

∆0

C

)
, (4.172)

λ0(α1, α2, x, ω) = − 1

3(2 + α1 + α2)2

(
b+
−1− i

√
3

2
C +

−1 + i
√

3

2

∆0

C

)
, (4.173)

con
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C =
3

√
∆1 + 48(2 + α1 + α2)2(−1 + x)2x2

√
−3(ω − ω0)(ω − ω−−)(ω − ω+)(ω − ω++)

2
,

∆1 = −27α2
1(2 + α1 + α2)4x− 9(2 + α1 + α2)2

×
[
α2

1 + 4x+ 2
(

(2 + α1)(α1 + α2) + 2ω
)
x− 4ωx2

][
− 2
(

2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)
)

−
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x+ 4ωx2

]
+ 2
(
− 2
(

2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)
)

−
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x+ 4ωx2

)3

,

∆0 = −3
(

2 + α1 + α2

)2(
α2

1 + 4x+ 2
(

(2 + α1)(α1 + α2) + 2ω
)
x− 4ωx2

)
+
(

2
(

2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)
)

+
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x− 4ωx2

)2

,

b = −2
(

2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)
)
−
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x+ 4ωx2 .

De esta manera el resolvente de la ecuación (4.166) puede reescribirse como

S±(z) ≡ S±(z;x, ω;α1, α2) =
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
± (2 + α1 + α2)

z(1− z)

×
√

(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]
. (4.174)

Como uno puede observar al graficar las ráıces deQ3(z) como función de ω (ver figura 4.7),

estas aparecen ordenadas como 0 ≤ λ− ≤ λ0 ≤ λ+ ≤ 1. De esto podemos ver que emergen

dos escenarios: el primero sucede cuando la posición x de la barrera se encuentra dentro del

soporte natural de la distribución GMP, esto es, x ∈ [b−(α1, α2), b+(α1, α2)] (correspondiendo

al panel de en medio en la figura 4.7). Entonces, dependiendo del valor de c comparándolo

con la fracción natural de valores propios de la distribución GMP a la izquierda de x, c?(x),

podemos tener una densidad con un soporte doble (para c 6= c?(x)) o podemos tener la

distribución GMP, la cual corresponde cuando la barrera en la posición x es ineficiente, esto

es, cuando c = c?(x). En este caso se observa que ω ∈ [ω0(α1, α2, x), ω+(α1, α2, x)] y el valor

de ω está controlando la fracción c de valores propios a la izquierda de x partiendo de c = 0

(ω = ω0(α1, α2, x)), a c = 1 (ω = ω+(α1, α2, x)). La verdadera expresión que relaciona a

ω con c será obtenida más adelante. El segundo escenario corresponde cuando la posición

de la barrera está afuera del soporte natural, esto es, cuando x 6∈ [b−(α1, α2), b+(α1, α2)].

En este caso tenemos que ω ∈ [ω0(α1, α2), 0] o que ω ∈ [0, ω+(α1, α2)], respectivamente (y

corresponde a los paneles derecho e izquierdo de la figura 4.7, respectivamente).

En la figura 4.8 pueden observarse las regiones restringidas en los planos (x, ω) y (x, c).

Aqúı la curva roja corresponde a la expresión de c?(x) cuya expresión exacta (véase sección
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Figura 4.7: Gráfica de las ráıces 0 ≤ λ−(α, x, ω) ≤ λ0(α, x, ω) ≤ λ+(α, x, ω) ≤ 1 y la posición
de la barrera en x (linea azul sólida) como función de ω. En este caso α1 = 2, α2 = 3 y
x = 7/100, 1/4, 17/20 (de izquierda a derecha).

4.2.3) está dada por

c∗(α1, α2, x) =


0 , x < b−(α1, α2)

$(α1, α2) , x ∈ [b−(α1, α2), b+(α1, α2)]

1 , x > b+(α1, α2)

, (4.175)

donde

$(α1, α2) = −2 + α1 + α2

2π

([
− 1 +

√
(−1 + b−)(−1 + b+) +

√
b−b+

]
π

+ arc cos

(
b− + b+ − 2x

b− − b+

)
−
√

(b− − 1)(b+ − 1)

× arcsec

(
− (b− − b+)(x− 1)

b− + b+ − 2b−b+ + (−2 + b− + b+)x

)
−
√
b−b+arcsec

(
(b+ − b−)x

−2b−b+ + (b− + b+)x

))
. (4.176)

4.3.3. Expresión exacta de c?(x)

Necesitamos resolver la integral que aparece en la ecuación (4.8). Utilizando la expresión

exacta de la distribución GMP en la ecuación (3.19) tenemos que:
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Figura 4.8: Izquierda: Región permitida para las soluciones f́ısicas en el plano (x, ω), acotadas
por las lineas ω = ω+ (linea azul) y ω = ω0 (linea verde). Cuando ω = 0 (linea roja), la
solución corresponde a la distribución GMP. A lo largo de esta linea la fracción de valores
propios a la izquierda de x es c = c?(x). Empezando en ω = 0 e incrementando su valor,
entramos a la región rellenada de color azul que corresponde a una densidad espectral ρ0

restringida donde c es mayor que el valor t́ıpico c?(x) hasta que alcanza su valor máximo
c = 1, es decir, todos los valores propios se encuentran a la izquierda de x. Por otro lado, si
comenzamos en ω = 0 y disminuimos su valor, entraremos a la región verde que corresponde
a c < c?(x). De manera eventual llegaremos a ω = ω0 que corresponde a c = 0 cuando todos
los valores propios están a la derecha de x. Derecha: El plano (x, c). La linea roja corresponde
a c?(x). En este caso b−(α1, α2) etiqueta la región azul oscuro y b+(α1, α2) la región verde
oscuro.

c∗(x) =

x∫
b−

dλρGMP(λ) =
2 + α1 + α2

2π

 x∫
b−

dλ

√
(b+ − λ)(λ− b−)

λ
+

x∫
b−

dλ

√
(b+ − λ)(λ− b−)

(1− λ)

 .
(4.177)

Sólo necesitamos resolver dos integrales

x∫
b−

dλ

√
(b+ − λ)(λ− b−)

λ
, (4.178)

x∫
b−

dλ

√
(b+ − λ)(λ− b−)

(1− λ)
. (4.179)

La primera se resuelve exactamente igual que en la sección 4.2.3 y la segunda también al

hacer el cambio de variable λ′ = 1− λ. De esta manera obtenemos la expresión que aparece

en la ecuación (4.175).
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4.3.4. Distribución deformada GMP

Al realizar el análisis previo de las ráıces de Q3(z) podemos finalmente escribir una

expresión exacta para la distribución deformada GMP:

ρ0(λ) =
2 + α1 + α2

2πλ(1− λ)


√

(λ−λ+)(λ−λ0)(λ−λ−)
x−λ Iλ∈[λ−,x] +

√
(λ+−λ)(λ−λ0)(λ−λ−)

λ−x Iλ∈[λ0,λ+] c>c?(x)√
(λ−λ+)(λ0−λ)(λ−λ−)

λ−x Iλ∈[λ−,λ0] +
√

(λ+−λ)(λ−λ0)(λ−λ−)
λ−x Iλ∈[x,λ+] c<c?(x)

,

(4.180)

para cualquier λ ∈ [λ−, λ+] y donde Ix∈D es igual a 1 si x ∈ D y cero en otro caso. Al igual

que en la sección 4.2.4, esta expresión es simplificada de manera significativa cuando todos

los valores propios están a la izquierda o a la derecha de la barrera situada en la posición

x. Esto corresponde algebraicamente a que ∆ = 0 y ∆0 6= 0, lo que implica tener una ráız

doble y una ráız simple para el polinomio Q3(z):

λ1(α1, α2, x, ω) =
(2 + α1 + α2)2N1,1 +N1,2N1,3

2(D1,1(α1, α2, x, ω) +D1,2(α1, α2, x, ω))
, (4.181)

λ2(α1, α2, x, ω) =
−N1,1(α1, α2, x, ω)(2 + α1 + α2)4 + 4(2 + α1 + α2)2(−N1,2N1,3)−N3

1,3

(2 + α1 + α2)2(D1,1(α1, α2, x, ω) +D1,2(α1, α2, x, ω))
,

(4.182)

respectivamente, y donde

N1,1(α1, α2, x, ω) = −9α2
1x , (4.183)

N1,2(α1, α2, x, ω) = −
[
α2

1 + 4x+ 2((2 + α1)(α1 + α2) + 2ω)x− 4ωx2
]
, (4.184)

N1,3(α1, α2, x, ω) = −2
[
2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)

]
−
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x+ 4ωx2 ,

(4.185)

D1,1(α1, α2, x, ω) = −3(2 + α1 + α2)2
[
α2

1 + 4x+ 2
(

(2 + α1)(α1 + α2) + 2ω
)
x− 4ωx2

]
,

(4.186)

D1,2(α1, α2, x, ω) =
[
− 2
(

2(1 + α2) + α1(2 + α1 + α2)
)

−
(

(2 + α1 + α2)2 + 4ω
)
x+ 4ωx2

]2

. (4.187)

Como ya se mencionó, ω debe escogerse de tal manera que ω = ω0 (correspondiendo a

todos los valores propios a la derecha de x) ó ω = ω+ (correspondiendo a todos los valores

propios a la izquierda de x). Notemos que gráficamente la ráız que es doble corresponde a la

que iguala a x, es decir, la que está pegada a la barrera. Por ende, para c = 1 tenemos que
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λ+ = λ0, mientras que para c = 0 tenemos que λ− = λ0. Las ecuaciones siguientes resumen

los resultados obtenidos. La densidad ρ0 para todos los valores propios a la izquierda o a la

derecha de la barrera en la posición x, tiene la forma siguiente:

ρL(λ) =

{
ρGMP(λ) x≥b+(α1,α2)

2+α1+α2

2πλ(1−λ)

√
(λ−`L(α1,α2,x))

x−λ |λ− uL(α1, α2, x)| Iλ∈[`L(α1,α2,x),x] x≤b+(α1,α2)
, (4.188)

y

ρR(λ) =

{
ρGMP(λ) x≤b−(α1,α2)

2+α1+α2

2πλ(1−λ)

√
uR(α1,α2,x)−λ

λ−x |λ− `R(α1, α2, x)| Iλ∈[x,uR(α1,α2,x)] x≥b−(α1,α2)
, (4.189)

Donde hemos usado las siguientes definiciones

uL(α1, α2, x) = λ+(α1, α2, x, ω+(α1, α2, x)) , (4.190)

`L(α1, α2, x, ω) = λ−(α1, α2, x, ω+(α1, α2, x)) , (4.191)

uR(α1, α2, x) = λ+(α1, α2, x, ω0(α1, α2, x)) , (4.192)

`L(α1, α2, x, ω) = λ−(α1, α2, x, ω0(α1, α2, x)) . (4.193)

4.3.5. Expresión para c(α1, α2, x, ω)

De manera análoga que en la sección 4.2.5, podemos obtener una expresión que relacione

a los parámetros ω con la fracción c de valores propios a la izquierda de la barrera en la

posición x. Esto se realiza considerando los dos casos c > c? y c < c?.

Caso c > c?(x)

En este caso, sustituyendo la expresión de la ecuación (4.180) tenemos

c(α1, α2, x, ω) =

∫ x

λ−

dλρ0(λ) =

∫ x

λ−

dλ
2 + α1 + α2

2πλ(1− λ)

√
(λ− λ−)(λ− λ0)(λ− λ+)

x− λ

=
2 + α1 + α2

2π

 x∫
λ−

dλ

λ

√
(λ− λ−)(λ− λ0)(λ− λ+)

x− λ

+

x∫
λ−

dλ

1− λ

√
(λ− λ−)(λ− λ0)(λ− λ+)

x− λ

 . (4.194)
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Debemos expresar las siguientes integrales en función de integrales eĺıpticas:

x∫
λ−

dλ

λ

√
(λ− λ−)(λ− λ0)(λ− λ+)

x− λ
, (4.195)

x∫
λ−

dλ

1− λ

√
(λ− λ−)(λ− λ0)(λ− λ+)

x− λ
. (4.196)

La primera se expresa igual que la integral en la sección 4.2.5 y la segunda de manera

análoga al realizar el cambio de variable λ′ = 1− λ. De esta manera obtenemos

c(α1, α2, x, ω) =
2 + α1 + α2

2π
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

((
1

1− x
(λ0 − x)(x− 1)(λ− − λ0)

− (λ+ − λ−)(λ+ − x)

)
K(k) +

1

1− x

(
(λ0 − x)

[
(x− 1)

×
(

(−2 + λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
x− λ−
λ0 − λ−

, k

))
− 2(λ+ − 1)(λ− − 1)

× Π

(
(λ0 − 1)(x− λ−)

(x− 1)(λ0 − λ−)
, k

)])
− (λ+ − λ−)

[
− (λ+ + λ0 − x+ λ−)

× Π

(
λ− − x
λ+ − x

, k

)
+ 2λ0Π

(
λ+(λ− − x)

λ−(λ+ − x)
, k

)])
, (4.197)

con k =
√

(λ+−λ0)(x−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

y donde K(k) y Π(n, k) son las integrales eĺıpticas completas de

primer y tercer tipo, respectivamente.

Caso c < c?(x)

En este caso al sustituir la expresión de la ecuación (4.180) tenemos
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c(α1, α2, x, ω) =

λ0∫
λ−

dλρ0(λ) =

λ0∫
λ−

dλ
2 + α1 + α2

2πλ(1− λ)

√
(λ− λ−)(λ0 − λ)(λ− λ+)

λ− x

=
2 + α1 + α2

2π

 λ0∫
λ−

dλ

λ

√
(λ− λ−)(λ0 − λ)(λ− λ+)

λ− x

+

λ0∫
λ−

dλ

1− λ

√
(λ− λ−)(λ0 − λ)(λ− λ+)

λ− x

 . (4.198)

Nuevamente, debemos de expresar las dos integrales siguientes en función de integrales

eĺıpticas:

λ0∫
λ−

dλ

λ

√
(λ− λ−)(λ0 − λ)(λ− λ+)

λ− x
, (4.199)

λ0∫
λ−

dλ

1− λ

√
(λ− λ−)(λ0 − λ)(λ− λ+)

λ− x
. (4.200)

Con ambas se procede de manera análoga a la realizada en la sección 4.2.5, donde en la

última se hace el cambio de variable λ′ = 1− λ.

De esta manera obtenemos

c(α1, α2, x, ω) =
2 + α1 + α2

2π
√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

((
1

1− x
(x− λ0)(1− 2λ+ + x)(x− λ−)

− (λ+ − λ−)(λ+ − x)

)
K(k) +

1

1− x
(x− λ0)

×
(

(x− 1)(−2 + λ+ − x+ λ0 + λ−)Π

(
λ0 − λ−
x− λ−

, k

)
−2(λ+ − 1)(λ− − 1)Π

(
(x− 1)(λ0 − λ−)

(λ0 − 1)(x− λ−)
, k

))
− (λ+ − λ−)

×
[
−(λ+ − x+ λ0 + λ−)Π

(
λ− − λ0

λ+ − λ0

, k

)
+ 2λ0Π

(
λ+(λ− − λ0)

λ−(λ+ − λ0)
, k

)])
,

(4.201)
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con k =
√

(λ+−x)(λ0−λ−)
(λ+−λ0)(x−λ−)

el modulo eĺıptico, mientras que K(k), y Π(n, k) corresponden a

las integrales eĺıpticas completas de primer y tercer tipo, respectivamente.

Ahora, grafiquemos la distribución deformada GMP. Estas gráficas se muestran en la

figura 4.9, donde graficamos las expresiones exactas (ecuaciones (3.19) y 4.180) junto con

simulaciones Monte Carlo para valores decrecientes de c de izquierda a derecha.

Figura 4.9: Distribución deformada GMP para x = 1/4, α1 = 2 y α2 = 3 correspondiendo al
valor de c?(α1, α2, x) = 0.220748, respectivamente. El fondo verde de las gráficas corresponde
a simulaciones Monte Carlo con N = 600. Los valores propios han sido distribuidos a cada
lado de la barrera en la posición x para alcanzar la fracción deseada c que, de izquierda a
derecha, corresponde a los valores siguientes: c = 0.05767, c? = 0.220748 y 0.970366. La curva
de color negro corresponde a las curvas teóricas dadas por las ecuaciones (3.19) y (4.180).

4.3.6. Evaluando la acción y la función tasa en el punto silla

Por la ecuación (3.48), la acción evaluada en el punto silla tiene la siguiente forma

A0(c, x) =

∫
dλρ0(λ) [−α1 ln(λ)− α2 ln(1− λ)]−

∫∫
dλdλ′ρ0(λ)ρ0(λ′) ln |λ− λ′|

+B1

(∫
dλρ0(λ)Θ(x− λ)− c

)
+B2

(∫
dλρ0(λ)− 1

)
. (4.202)

Después de obtener una expresión, como en la sección 4.2.6, para la integral doble que

aparece en la ecuación anterior tenemos que

A0(c, x) =
1

2

∫
dλρ0(λ) [−α1 ln(λ)− α2 ln(1− λ)]− 1

2
B1c−

1

2
B2 , (4.203)

donde c ≡ c(α1, α2, x, ω), está dado por las ecuaciones (4.197) y (4.201). Lo siguiente es

obtener una expresión exacta para el primer término de A0(c, x) y de las variables B1 y B2.
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Expresión exacta para el primer término de A0(c, x)

Se busca una expresión exacta para

1

2

∫
dλρ0(λ) [−α1 ln(λ)− α2 ln(1− λ)] = −α1

2

∫
dλρ0(λ) ln(λ)− α2

2

∫
dλρ0(λ) ln(1− λ) .

(4.204)

Realizando un análisis análogo al realizado en la sección 4.2.6 tenemos que

∫
dλρ0(λ) ln(λ) =

1

2
(−α1 ln(λ−)− α2 ln(1− λ−) +B1 +B2)−

λ−∫
0

dzS+(z) (4.205)

∫
dλρ0(λ) ln(1− λ) =

1

2
(−α1 ln(λ+)− α2 ln(1− λ+) +B2) +

1∫
λ+

dzS−(z) . (4.206)

Expresiones para las constantes B1 y B2

Realizando un análisis análogo al de la sección 4.2.6, obtenemos dos expresiones para B1

y B2 dividiendo los casos c > c? y c < c?. En ambos casos la expresión de B2 es la misma y

tras una análisis equivalente al realizado en la sección 4.2.6, concluimos que la expresión de

B1 también será la misma para ambos casos. Entonces estas expresiones son:

B2 = α1 ln(λ+) + α2 ln(1− λ+) + 2

ln(λ+)−
∞∫

λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

) , (4.207)

B1 = α1 ln

(
x

λ0

)
+ α2 ln

(
1− x
1− λ0

)
+ 2

x∫
λ0

dzS+(z) . (4.208)

Sustituyendo las ecuaciones (4.205), (4.206), (4.207) y (4.208) en la ecuación (4.203),

tenemos que
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A0(c, x) =
1

4

2α1

λ−∫
0

dzS+(z) + α1α2

[
ln(1− λ−) + ln(λ+)

]
+ α2

2 ln(1− λ+) + α2
1 ln(λ−)

− (2 + α1 + α2)

−2

∞∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
+ α2 ln(1− λ+) + (2 + α1) ln(λ+)


−(α1 + 2c)

2

x∫
λ0

dzS+(z) + α2 ln

(
x− 1

λ0 − 1

)
+ α1 ln

(
x

λ0

)− 2α2

1∫
λ+

dzS−(z)

 ,

(4.209)

que es valida para c > c?, ecuación (4.197), y c < c?, ecuación (4.201). La función tasa

con la que unificamos los resultados presentado en [33] es tan sólo

Ψ(c, x) =
1

2
(A0(c, x)− Ω0) , (4.210)

con

Ω0 = −(2 + α1 + α2)

(
α1 ln

√
(1 + α1)(1 + α1 + α2)

2 + α1 + α2

+ α2 ln

√
(1 + α2)(1 + α1 + α2)

2 + α1 + α2

)

+
α2

1

2
ln

α1

2 + α1 + α2

+
α2

2

2
ln

α2

2 + α1 + α2

+ α1α2 ln

√
(1 + α1)(1 + α2)

2 + α1 + α2

− ln

√
(1 + α1)(1 + α2)(1 + α1 + α2)

(2 + α1 + α2)2
. (4.211)

obtenida en [33]. Lo siguiente es obtener una expresión exacta de la acción (ecuación

(4.209)) en función de integrales eĺıpticas (véase sección 4.2.7). En la figura (4.10), presen-

tamos un density plot de la función tasa (ecuación (4.210)) en función del par de variables

(x, c) y (x, ω).

De manera idéntica a la vista en la sección 4.2.6, podemos extraer las funciones tasa

de los valores propios en el edge. Denotemos por Ψ
(±)
M (x) y Ψ

(±)
m (x) a las funciones tasa

izquierda (signo menos) y derecha (signo más) del valor propio más grande y más pequeño,

respectivamente. De hecho, puede mostrarse que
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Figura 4.10: Density plot de la función tasa en los planos (x, c) y (x, ω) para α1 = 2 y α2 = 3.

Ψ(−)
m (x) = ĺım

c→0+

Ψ(c, x)

c
, x ≤ b−(α1, α2) , (4.212)

Ψ(+)
m (x) = ĺım

c→0+
Ψ(c, x) , x ≥ b−(α1, α2) , (4.213)

y

Ψ
(−)
M (x) = ĺım

c→1−
Ψ(c, x) , x ≤ b+(α1, α2) , (4.214)

Ψ
(+)
M (x) = ĺım

c→1−

Ψ(c, x)

1− c
, x ≥ b+(α1, α2) . (4.215)

donde las expresiones de Ψ
(±)
M (x) y Ψ

(±)
m (x) corresponden a las reportadas en [33]. En la

figura 4.11, presentamos una comparación de la parte izquierda y derecha de las ecuaciones

(4.212-4.215).

4.3.7. La acción en función de integrales eĺıpticas

Lo que haremos a continuación es escribir las integrales en función del resolvente S(z)±
que aparecen en la ecuación (4.209), en función de integrales eĺıpticas. Nuestro análisis se

basará en dos casos: c > c? y c < c?.

Caso c > c?

En este caso la densidad ρ0, ecuación (4.180), tiene soporte en [λ−, x] ∪ [λ0, λ+].
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Figura 4.11: Comparación entre Ψ(c, x) para los valores extremos (ćırculos verdes) de acuerdo
a las fórmulas (4.212-4.215) y los resultados obtenidos en [33] (lineas rojas). Las gráficas han
sido realizadas escogiendo α1 = 2 y α2 = 3.

1.
x∫
λ0

dzS+(z)

En este caso, por la expresión de la ecuación (4.174) tenemos

x∫
λ0

dzS+(z) =

x∫
λ0

dz
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
+

2 + α1 + α2

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

= −α1

2
ln

(
x

λ0

)
− α2

2
ln

(
1− x
1− λ0

)
+

2 + α1 + α2

2

x∫
λ0

dz
1

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.216)

Tenemos que reescribir las siguientes integrales en función de integrales eĺıpticas
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x∫
λ0

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.217)

x∫
λ0

dz
1

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.218)

Procediendo de manera análoga a lo realizado en la sección 4.2.7, tenemos que

x∫
λ0

dzS+(z) = −α1

2
ln

(
x

λ0

)
− α2

2
ln

(
1− x
1− λ0

)
+

2 + α1 + α2

2
I4(λ+, λ0, x, λ−) , (4.219)

donde

I4(λ+, λ0, x, λ−) =
1√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

(
− (λ+ − λ−)(λ+ − λ0 − x+ λ−)K(k)

+
1

x

(
(λ+ − λ0)x

(
(−2 + λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ+ − x

, k

)

− 2(−1 + λ−)Π

(
(−1 + λ+)(λ0 − x)

(−1 + λ0)(λ+ − x)
, k

))

+ x(x− λ−)(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ0 − λ−

, k

)
+2λ+λ0(−x+ λ−)Π

(
(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

)))
, (4.220)

con k2 = (λ0−x)(λ+−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

, y donde K(k) y Π(n, k) son las integrales eĺıpticas completas del

primer y tercer tipo, respectivamente.

2. Integral
∞∫
λ+

dz
(
S−(z)− 1

z

)
Al igual que en la sección 4.2.6, consideremos

y∫
λ+

dz
(
S−(z)− 1

z

)
cuando y →∞. En este

caso tendremos
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y∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
=

y∫
λ+

dz

(
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
− 2 + α1 + α2

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

−1

z

)

= −α1 + 2

2
ln y +

α1 + 2

2
ln(λ)+ +

α2

2

y∫
λ+

dz
1

1− z

− 2 + α1 + α2

2

y∫
λ+

dz
1

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.221)

Para realizar la integral
y∫

λ+

dz 1
1−z hagamos el siguiente truco

y∫
λ+

dz
1

1− z
= ĺım

ε→0

 1−ε∫
λ+

dz
1

1− z
+

y∫
1+ε

dz
1

1− z


= ĺım

ε→0

− ln ε+ ln(1− λ+)−
y∫

1+ε

dz
1

z − 1


= ĺım

ε→0
(− ln ε+ ln(1− λ+)− ln(y − 1) + ln ε)

= ln(1− λ+)− ln(y − 1) . (4.222)

Entonces tenemos que

y∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
= −α1 + 2

2
ln y +

α1 + 2

2
ln(λ)+ +

α2

2
ln(1− λ+)

− α2

2
ln(y − 1)− 2 + α1 + α2

2

y∫
λ+

dz
1

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
.

(4.223)

Notamos que si y →∞, entonces y− 1 ∼ y, por lo que el término (−α1+2
2

ln y− α2

2
ln(y−

1)) ∼ −2+α1+α2

2
ln y cuando y → ∞, teniendo aśı una divergencia logaŕıtmica. Esto nos

sugiere que la integral
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y∫
λ+

dz
1

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
(4.224)

también tiene una divergencia logaŕıtmica que contrarresta la divergencia ocasionada por

−α1 + 2

2
ln y − α2

2
ln(y − 1) .

Notemos que

y∫
λ+

dz
1

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
=

y∫
λ+

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

+

y∫
λ+

dz
1

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

Si denotamos por

I =

y∫
λ+

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.225)

J =

y∫
λ+

dz
1

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.226)

y trabajamos con cada integral por separado, de manera análoga a lo realizado en la

sección 4.2.6 tendremos

I + J = − 1√
(a− c1)(b− d)

2(a− b)

(
Π̂

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
a− d
b− d

,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

)

+ (−1 + d)Π̂

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
(b− 1)(a− d)

(a− 1)(b− d)
,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

)

−dΠ̂

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
b(a− d)

a(b− d)
,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

))
, (4.227)
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donde hemos denotado por a = λ+ > b = λ0 > c1 = x > d = λ− y Π̂(ϕ, n, k) es la

integral incompleta de tercer tipo. Usando la ecuación (4.136), detectamos que la divergencia

logaŕıtmica proviene de

Π̂

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
a− d
b− d

,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

)
(4.228)

= F

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

)

− Π̂

(
sin−1

√
(b− d)(a− y)

(a− d)(b− y)
,
b− c1

a− c1

,
(b− c1)(a− d)

(a− c1)(b− d)

)

+

√
(a− c1)(b− d)

2(a− b)
ln

 1 +
√

(c1−y)(−d+y)
(a−y)(−b+y)

−1 +
√

(c1−y)(−d+y)
(a−y)(−b+y)

 (4.229)

Realizando una expansión en series de Taylor del término logaŕıtmico cuando y → ∞
obtenemos:

ln

 1 +
√

(c1−y)(−d+y)
(a−y)(−b+y)

−1 +
√

(c1−y)(−d+y)
(a−y)(−b+y)

 = ln

(
4

a+ b− c1 − d

)
+ ln y − A1

y
+ . . . , (4.230)

donde A es una constante innecesaria. Cuando y → ∞ el término ln y de la expresión

anterior se cancelará con −α1+2
2

ln−α2

2
ln(y−1). Entonces, tomando el ĺımite cuando y →∞

y quitando la divergencia logaŕıtmica, tenemos que

y∫
λ+

dz

(
S−(z)− 1

z

)
=
α1 + 2

2
ln(λ)+ +

α2

2
ln(1− λ+)− 2 + α1 + α2

2
I3(λ+, λ0, x, λ−) ,

(4.231)

donde
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I3(λ+, λ0, x, λ−) = − 1√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)

2(λ+ − λ0) (F (θ2, k)

− Π̂

(
θ2,

λ0 − x
λ+ − x

, k

)
+

√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)

2(λ+ − λ0)
ln

(
4

λ+ + λ0 − x− λ−

)
+ (−1 + λ−)Π̂

(
θ2,

(λ0 − 1)(λ+ − λ−)

(λ+ − 1)(λ0 − λ−)
, k

)
−λ−Π̂

(
θ2,

λ0(λ+ − λ−)

λ+(λ0 − λ−)
, k

))
, (4.232)

donde k2 = (λ0−x)(λ+−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

, θ2 = sin−1
(√

λ0−λ−
λ+−λ−

)
.

3. Integral
∫ λ−

0
dzS+(z)

En este caso trabajemos con la integral
∫ λ−
y

dzS+(z) cuando y → 0, entonces

∫ λ−

y

dzS+(z) =

∫ λ−

y

dz
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
+

2 + α1 + α2

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

= −α1

2
ln(λ−/y) +

2 + α1 + α2

2

∫ λ−

y

dz
1

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

− α2

2
ln

(
1− λ−
1− y

)
+

2 + α1 + α2

2

∫ λ−

y

dz
1

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
.

(4.233)

Observamos que el término −α1

2
ln(λ−/y) diverge cuando y → 0, lo que nos sugiere que∫ λ−

y
dz 1

z

√
(z−λ+)(z−λ0)(z−λ−)

z−x tiene una divergencia logaŕıtmica que contrarresta dicho término.

De hecho, esta integral resulta ser la misma que la integral que tiene la misma divergencia

cuando y → 0 en la sección 4.2.6, por lo que contamos con el resultado para aislar dicha

divergencia. Sólo resta trabajar con la integral

∫ λ−

y

dz
1

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.234)

usando el caso c < c?. Esta integral se trabaja igual que las integrales sin divergencia

trabajadas en la sección 4.2.6. Por lo tanto llegamos a que
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∫ λ−

0

S+(z) = −α2

2
ln(1− λ−) +

2 + α1 + α2

2
I1(λ+, λ0, x, λ−) , (4.235)

I1(λ+, λ0, x, λ−) =
1

(−1 + x)x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

(
2x(x− λ−)

(
[λ+(−1 + λ0)− λ0 + x]

× F (θ1, k)− (−1 + x)Π̂

(
θ1,

λ+ − λ−
λ+ − x

, k

)
− (−1 + λ+)(−1 + λ0)Π̂

(
θ1,

(−1 + x)(λ+ − λ−)

(λ+ − x)(−1 + λ−)
, k

))

− x

(√
λ+λ0(λ+ − x)(λ0 − λ−)λ−

x
− x
√
λ+λ0(λ+ − x)(λ0 − λ−)λ−

x

)

× ln

(
4λ+λ0x

−λ0xλ− + λ+(−xλ− + λ0(x+ λ−))

)
− 2λ+λ0(−1 + x)(x− λ−)Π̂

(
θ1,

(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

))
, (4.236)

con θ1 = sin−1
√

(λ+−x)λ−
(λ+−λ−)x

, k2 = (λ0−x)(λ+−λ−)
(λ+−x)(λ0−λ−)

, y donde F (θ1, k) y Π̂(θ1, n, k), son las

integrales eĺıpticas incompletas del primer y tercer tipo respectivamente.

4. Integral
∫ 1

λ+
dzS−(z)

En este caso trabajaremos con la integral
∫ y
λ+
dzS−(z), cuando y → 1 y usando el caso

c < c?. Entonces tenemos que

∫ y

λ+

dzS−(z) =

∫ y

λ+

dz
1

2

[
−α1

z
+

α2

1− z
− 2 + α1 + α2

z(1− z)

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x

]

=
α1

2
ln

(
λ+

y

)
λ+ −

2 + α1 + α2

2

∫ y

λ+

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
α2

2
ln

(
1− λ+

1− y

)
− 2 + α1 + α2

2

∫ y

λ+

dz

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
. (4.237)

Como podemos observar, el término α2

2
ln
(

1−λ+

1−y

)
diverge cuando y → 1, lo que nos

sugiere que la integral
∫ y
λ+

dz
1−z

√
(z−λ+)(z−λ0)(z−λ−)

z−x tiene una divergencia logaŕıtmica que la

contrarresta. Trabajando con esta integral y haciendo los siguientes cambios de variable

ỹ = 1− y < d = 1− λ+ < c1 = 1− x < b = 1− λ0 < a = 1− λ− llegamos a que
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∫ y

λ+

dz

1− z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
=

∫ d

ỹ

dt

t

√
(t− d)(t− b)(t− a)

t− c1

. (4.238)

Ahora esta integral deberá tener una divergencia logaŕıtmica cuando ŷ → 0 y entonces

resulta ser la misma trabajada en la sección 4.2.6. Finalmente trabajamos con la integral

∫ 1

λ+

dz

z

√
(z − λ+)(z − λ0)(z − λ−)

z − x
, (4.239)

de la misma manera que trabajamos con las demás integrales en la sección 4.2.6. Al final

podemos escribir

∫ 1

λ+

dzS−(z) =
α1

2
ln(λ)+ −

2 + α1 + α2

2
I2(λ+, x, λ0, λ−) , (4.240)

con

I2(λ+, x, λ0, λ−) =
1

(−1 + x)x
√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

(
2(λ+ − x)(−1 + x)(x− λ0λ−)

× F (θ3, k) + 2(λ+ − x)x(−1 + λ0)(−1 + λ−)

× Π̂

(
θ3,

(−1 + λ+)(x− λ−)

(−1 + x)(λ+ − λ0)
, k

)
+ (−1 + x)

×
[
2x(−λ+ + x)Π̂

(
θ3,

λ+ − λ−
x− λ−

, k

)
+ 2(λ+ − x)λ0λ−

× Π̂

(
θ3,

x(λ+ − λ−)

λ+(x− λ−)
, k

)
+ x

√
(−1 + λ+)(λ+ − λ0)(−1 + λ0)(x− λ−)(−1 + λ−)

−1 + x

× lnϑ(λ+, x, λ0, λ−)
])

, (4.241)

donde

k2 = (x−λ0)(λ+−λ−)
(λ+−λ0)(x−λ−)

, θ3 = sin−1
√

(λ+−1)(x−λ−)
(x−1)(λ+−λ−)

,

103



ϑ(λ+, x, λ0, λ−) =
4(−1 + x)(−1 + λ0)(−1 + λ−)

−x+ λ0 + λ− + (−2 + x)λ0λ− − λ+(1− λ0λ− + x(−2 + λ0 + λ−))
,

(4.242)

y donde F (θ3, k) y Π̂(θ3, n, k) son las integrales eĺıpticas incompletas de primer y tercer

tipo, respectivamente.

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.219), (4.231), (4.235) y (4.240) en la ecuación

(4.209) podemos escribir

A0(c, x) =
1

4

(
α2(2 + α1 + α2)I2(λ+, x, λ0, λ−)− (2 + α1 + α2)(α1 + 2c)I4(λ+, λ0, x, λ−)

− (2 + α1 + α2)2I3(λ+, λ0, x, λ−) + α1

[
(2 + α1 + α2)I1(λ+, λ0, x, λ−)

− α2 ln(1− λ−)
]

+ α2
1 ln(λ−) + α2

2 ln(1− λ+)− α1α2 ln(λ+)

+ α1α2

[
ln(1− λ−) + ln(λ+)

])
,

que es valida para c > c? y c < c?, y donde

I1(λ+, λ0, x, λ−) =
1

(−1 + x)x
√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

(
2x(x− λ−)

(
[λ+(−1 + λ0)− λ0 + x]

× F (θ1, k)− (−1 + x)Π̂

(
θ1,

λ+ − λ−
λ+ − x

, k

)
− (−1 + λ+)(−1 + λ0)Π̂

(
θ1,

(−1 + x)(λ+ − λ−)

(λ+ − x)(−1 + λ−)
, k

))

− x

(√
λ+λ0(λ+ − x)(λ0 − λ−)λ−

x
− x
√
λ+λ0(λ+ − x)(λ0 − λ−)λ−

x

)

× ln

(
4λ+λ0x

−λ0xλ− + λ+(−xλ− + λ0(x+ λ−))

)
− 2λ+λ0(−1 + x)(x− λ−)Π̂

(
θ1,

(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

))
,
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I3(λ+, λ0, x, λ−) = − 1√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)

2(λ+ − λ0)

(
F (θ2, k)− Π̂

(
θ2,

λ0 − x
λ+ − x

, k

)
+

√
(λ+ − x)(λ0 − λ−)

2(λ+ − λ0)
ln

(
4

λ+ + λ0 − x− λ−

)
+ (−1 + λ−)Π̂

(
θ2,

(λ0 − 1)(λ+ − λ−)

(λ+ − 1)(λ0 − λ−)
, k

)
−λ−Π̂

(
θ2,

λ0(λ+ − λ−)

λ+(λ0 − λ−)
, k

))
,

I4(λ+, λ0, x, λ−) =
1√

(λ+ − x)(λ0 − λ−)

(
− (λ+ − λ−)(λ+ − λ0 − x+ λ−)K(k)

+
1

x

(
(λ+ − λ0)x

(
(−2 + λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ+ − x

, k

)

− 2(−1 + λ−)Π

(
(−1 + λ+)(λ0 − x)

(−1 + λ0)(λ+ − x)
, k

))

+ x(x− λ−)(λ+ + λ0 − x+ λ−)Π

(
λ0 − x
λ0 − λ−

, k

)
+2λ+λ0(−x+ λ−)Π

(
(λ0 − x)λ−
x(λ0 − λ−)

, k

)))
,

θ1 = sin−1

√
(λ+ − x)λ−
(λ+ − λ−)x

, k2 =
(λ0 − x)(λ+ − λ−)

(λ+ − x)(λ0 − λ−)
,

θ2 = sin−1

√
λ0 − λ−
λ+ − λ−

.

y
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I2(λ+, x, λ0, λ−) =
1

(−1 + x)x
√

(λ+ − λ0)(x− λ−)

(
2(λ+ − x)(−1 + x)(x− λ0λ−)

× F (θ3, k) + 2(λ+ − x)x(−1 + λ0)(−1 + λ−)

× Π̂

(
θ3,

(−1 + λ+)(x− λ−)

(−1 + x)(λ+ − λ0)
, k

)
+ (−1 + x)

×
[
2x(−λ+ + x)Π̂

(
θ3,

λ+ − λ−
x− λ−

, k

)
+ 2(λ+ − x)λ0λ−

× Π̂

(
θ3,

x(λ+ − λ−)

λ+(x− λ−)
, k

)
+ x

√
(−1 + λ+)(λ+ − λ0)(−1 + λ0)(x− λ−)(−1 + λ−)

−1 + x

× lnϑ(λ+, x, λ0, λ−)
])

,

k2 =
(x− λ0)(λ+ − λ−)

(λ+ − λ0)(x− λ−)
, θ3 = sin−1

√
(λ+ − 1)(x− λ−)

(x− 1)(λ+ − λ−)
,

ϑ(λ+, x, λ0, λ−) =
4(−1 + x)(−1 + λ0)(−1 + λ−)

−x+ λ0 + λ− + (−2 + x)λ0λ− − λ+(1− λ0λ− + x(−2 + λ0 + λ−))
.

4.3.8. Simulaciones Montecarlo

Hemos comparado nuestros resultados con simulaciones Monte Carlo del fluido de Coulomb.

Primero lo hemos equilibrado usando el algoritmo de Metropolis (véase sección G.2) y poste-

riormente hemos generado muestras para estimar promedios. La manera en la que realizamos

la figura 4.9 es análoga a la presentada en la sección 4.2.8.

Estimación de la Acción

Si denotamos por 〈· · · 〉MC a los promedios de acuerdo a cadenas de Markov del método

Monte Carlo, entonces la acción puede estimarse como

A0(c, x) =
1

N2

[
〈F (y)〉MC +

(
1− 2

β

)(〈 N∑
i=1

lnλi

〉
MC

+

〈
N∑
i=1

ln(1− λi)

〉
MC

)]
,

(4.243)

donde F está dada por la ecuación (3.17). En la figura 4.12 mostramos una compara-

ción entre los resultados exactos (lineas solidas) junto con los estimados que resultaron de

simulaciones Monte Carlo (triángulos anaranjados).
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Figura 4.12: Izquierda: Función tasa vs c para α1 = 2, α2 = 3 y x = 1/4 y comparación
con simulaciones Monte Carlo con N = 500, con 10000 pasos para termalizar y un promedio
realizado con 10000 pasos de Monte Carlo. Derecha: Función tasa vs x para c = 6/10 y
comparación con simulaciones Monte Carlo. Lo último fue realizado con N = 500 y con el
mismo número de pasos para termalizar y realizar promedios.

Ahora explicaremos como generamos los triángulos anaranjados de la figura 4.12.

Figura Izquierda

Para generar esta gráfica se ha seguido el algoritmo de la definición G.3, escogiendo

A = [0, 1], N = 500, R1 = R2 = 10000, pλ1,...,λN dada por la ecuación (3.16) y F dada por

la ecuación (3.17). En este caso notemos que x = 1/4 nos delimitará los conjuntos A1 y A2,

siendo estos A1 = [0, x) y A2 = (x, 1]. Entonces, procedimos de la siguiente manera.

1. Realizamos una partición discreta del intervalo [0, 1], donde toma valores c. Esta par-

tición es 0 = c0 < c1, . . . , < c13 = 1. Definimos j = 0.

2. Si j ≤ 13, definimos a N1 como el mı́nimo entero mayor o igual que Ncj. En caso

contrario se termina el algoritmo.

3. Realizamos el algoritmo de la definición G.3 con los valores especificados previamente,

con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos Et = F (Wt),

St =
∑N

i=1 ln
(
w

(t)
i

)
y Lt =

∑N
i=1 ln

(
1− w(t)

i

)
.

4. Al final del algoritmo, definimos F̄j = 1
R2

∑R2

t=1 Et, S̄j = 1
R2

∑R2

t=1 St y L̄j = 1
R2

∑R2

t=1 Lt.

5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2.

Al final de este algoritmo tendremos
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F̄j = 〈F (y)〉(j)MC , (4.244)

S̄j =

〈
N∑
i=1

ln(λi)

〉(j)

MC

, (4.245)

L̄j =

〈
N∑
i=1

ln(1− λi)

〉(j)

MC

, (4.246)

con j = 0, . . . , 13 los cuales sustituimos en la ecuación (4.243) y graficamos (cj,Ψ(x, cj)),

generando aśı los triángulos anaranjados.

Figura derecha

Esta figura se genera de manera análoga a la figura anterior. Se sigue el algoritmo de la

definición G.3, escogiendo A = [0, 1], N = 500, N1 = (6/10)N = 300 R1 = R2 = 10000,

pλ1,...,λN dada por la ecuación (3.16) y F dada por la ecuación (3.17). Procedimos de la

siguiente manera.

1. Realizamos una partición discreta del intervalo [0, 1], donde x toma valores. Esta par-

tición es 0 = x0 < x1, . . . , < x30 = 1. Definimos j = 0.

2. Si j ≤ 30, definimos A1 = [0, xj) y A2 = (xj, 1]. En caso contrario se termina el

algoritmo.

3. Realizamos el algoritmo de la definición G.3 con los valores especificados previamente,

con la diferencia de que al final del paso 4 del segundo loop definimos Et = F (Wt),

St =
∑N

i=1 ln
(
w

(t)
i

)
y Lt =

∑N
i=1 ln

(
1− w(t)

i

)
.

4. Al final del algoritmo, definimos F̄j = 1
R2

∑R2

t=1 Et, S̄j = 1
R2

∑R2

t=1 St y L̄j = 1
R2

∑R2

t=1 Lt.

5. Actualizamos j = j + 1 y volvemos al paso 2..

Al final de este algoritmo tendremos

F̄j = 〈F (y)〉(j)MC , (4.247)

S̄j =

〈
N∑
i=1

ln(λi)

〉(j)

MC

, (4.248)

L̄j =

〈
N∑
i=1

ln(1− λi)

〉(j)

MC

, (4.249)

con j = 0, . . . , 13 los cuales sustituimos en la ecuación (4.243) y graficamos (xj,Ψ(xj, c)),

generando aśı los triángulos anaranjados.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo derivamos anaĺıticamente, y por primera vez con sólo una función tasa,

la distribución de probabilidad del k-ésimo valor propio obteniendo las funciones de grandes

desviaciones del bulk y del edge de matrices muy grandes para los ensambles de Wishart y de

Jacobi. De hecho, con nuestro enfoque, fuimos capaces de derivar una función tasa Ψ(c, x),

que unifica los resultados presentados en [13, 19, 29, 32, 33], que depende de dos variables:

la fracción c de valores propios a la izquierda de una barrera infinita de enerǵıa localizada

en la posición x. Cuando analizamos esta función en sus diferentes ĺımites podemos obtener

la siguiente información: para un valor fijo de c la función tasa nos proporciona las grandes

desviaciones de los estad́ısticos de orden de los valores propios. En particular, en los ĺımites

c→ 0 o c→ 1, es posible extraer las funciones izquierda y derecha de grandes desviaciones

para el valor propio más grande y para el valor propio más pequeño, respectivamente. De

manera análoga, para un valor fijo de x de la barrera la función tasa nos provee las grandes

desviaciones del SIN. Matemáticamente hablando esto es un resultado interesante ya que

unificamos los diferentes enfoques que han sido utilizados para obtener las funciones tasas

de valores propios extremos.

Para obtener los resultados presentados aqúı utilizamos el método del gas de Coulomb

de mecánica estad́ıstica, superando algunas dificultades matemáticas antes de obtener algún

progreso. Primero tuvimos que obtener una expresión exacta de las distribuciones deformadas

MP y GMP al tener una barrera en la posición x y una fracción de valores propios c a la

izquierda de x. Esta fue la parte fundamental para obtener la función tasa Ψ(c, x). Hasta este

punto pudimos expresar la función tasa en términos de integrales del resolvente. Después,

relacionamos dichas integrales del resolvente con integrales eĺıpticas además de hacer un

análisis asintótico de algunas de ellas.

Para validar nuestro resultados realizamos ciertos ĺımites en la función tasa usando el

método del gas de Coulomb para recuperar ciertos resultados conocidos, obteniendo una

mezcla de varios enfoques f́ısicos y matemáticos. Como lo mostramos en este trabajo, nuestra

función tasa contiene las grandes desviaciones a la derecha y a la izquierda del valor t́ıpico

de los valores propios extremos, algo que era pensado imposible [17], desde una perspectiva
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matemática utilizando el método del gas de Coulomb.

Los valores propios de matrices aleatorias constituyen uno de los ejemplos más raros

de variables aleatorias fuertemente correlacionadas para las cuales existe un tratamiento

anaĺıtico posible basado en el método del gas de Coulomb. Nuestros resultados proveen una

manera de unificar varios resultados en la literatura sobre teoŕıa de matrices aleatorias. Más

aún, los retos técnicos que superamos pueden ser aplicados a casos generales y proveen un

enfoque que puede ser usado en una variedad de problemas similares. Finalmente, todos

nuestros resultados anaĺıticos fueron verificados con simulaciones Monte Carlo al utilizar

variaciones estándar del algoritmo de Metropolis aplicado al método del gas de Coulomb.
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[35] I. Pérez Castillo, Large deviations of the shifted index number in the Gaussian ensemble,

J. Stat. Mech. 063207 (2016).

[36] R. Giuliano, C. Macci, Large Deviation Principles for Sequences of Maxima and Minima,

Communications in Statistics - Theory and Methods, V. 43, I. 6 (2014).

[37] H. Touchette, The large deviation approach to statistical mechanics, Physics Reports

478, 1–69 (2009).

[38] I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of integrals, series, and products, Elsevier (2015).

[39] J. Wishart, The generalised product moment distribution in samples from a normal

multivariate population, Biometrika, 32-52 (1928).

[40] E. P. Wigner, On the statistical distribution of the widths and spacings of nuclear reso-

nance levels, Proc. Cam. Phil. Soc. 47 790 (1951).

[41] E. P. Wigner, Characteristic vectors of bordered matrices with infinite dimensions, Ann.

of Math. V.62 No. 3, 548-564 (1955).

[42] E. P. Wigner, Characteristic vectors of bordered matrices of infinite dimensions II, Ann.

of Math. V. 65 No. 2, 203-207 (1957).

[43] E. P. Wigner, On the distribution of the roots of certain symmetric matrices, Ann. of

Math. V. 67 No. 2, 325-326 (1958).

[44] F. J. Dyson, Statistical theory of the energy levels of complex systems, I-III, J. Math.

Phys. 3 (1962).

113



[45] F. Haake, Quantum Signatures of Chaos 3rd Edition, Springer (2010).

[46] M. L. Mehta, Random Matrices 3rd Edition, Elsevier (2004).

[47] P. J. Forrester, N. C. Snaith, J. J. M. Verbaarschot, Developments in random matrix

theory, J. Phys. A: Math. Gen. 36 R1 (2003).

[48] P. J. Forrester, Log-Gases and Random Matrices, Princeton University Press (2010).

[49] P. Vivo, From Wishart to Jacobi ensembles: statistical properties and applications, Doc-

toral thesis, Brunel University (2008).

[50] A. Baker, Matrix Groups: An Introduction To Lie Group Theory, Springer (2006).

[51] F. J. Dyson, A Brownian motion model for the eigenvalues of a random matrix, J. Math.

Phys. 3 1191 (1962).

[52] F. D. Cunden, P. Facchi, P. Vivo, A shortcut through the Coulomb gas method for

spectral linear statistics on random matrices, J. Phys. A: Math. Theor. 49 13 (2016).

[53] C. Chipot, A. Pohorille, Free Energy Calculations: Theory and Applications in Chemis-

try and Biology, Springer (2007).

[54] F. Schwabl, Statistical Mechanics 2nd Edition, Springer (2006).

[55] P. Zinn-Justin, Some Matrix Integrals Related to Knots and Links, Random matrix

models and their applications, Cambridge University Press (2001).

[56] S. N. Majumdar, C. Nadal, A. Scardicchio, P. Vivo, How many eigenvalues of a Gaussian

random matrix are positive?, Phys. Rev. E 83, 041105 (2011).

[57] P. F. Byrd, D. F. Morris, Handbook of elliptic integrals for engineers and scientists, Vol

67, Eringe (1971).

[58] http://functions.wolfram.com/EllipticIntegrals/EllipticPi3/17/01/

[59] S. H. Friedberg, A. J. Insel, L. E. Spence, Linear Algebra, 4th Edition, Pearson (2014).

[60] A. Klenke, Probability Theory: A Comprehensive Course, Springer (2006).
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Apéndice A

Conceptos de álgebra lineal

En esta sección se presentarán conceptos de álgebra lineal que no son tan comunes. Sin

embargo, supondremos que el lector cuenta con un conocimiento sólido de álgebra lineal. Las

siguientes definiciones se han obtenido de [59].

Definición A.1 (Matriz hermitiana o hermı́tica) Una matriz cuadradaX perteneciente

a MN×N(K), es hermitiana, o hermı́tica, si es autoadjunta, es decir, si X = X†.

Nótese que si en la definición anterior K = R, entonces una matriz hermitiana es una

matriz real simétrica.

Ejemplo A.1.1 La matriz

X =

(
1 −i
i 1

)
,

es una matriz hermitiana.

Definición A.2 (Matriz unitaria) Una matriz cuadrada X ∈ MN×N(K) es una matriz

unitaria si:

X† = X−1 .

Ejemplo A.2.1 La matriz

X =

(
2−1/2 2−1/2

2−1/2 −2−1/2

)
,

es una matriz unitaria.
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Apéndice B

Función delta de Dirac

En esta sección presentaremos la función delta de Dirac y sus aplicaciones más impor-

tantes. Las definiciones y ejemplos aqúı presentados serán de mucha ayuda para el en-

tendimiento del caṕıtulo 4. Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [2, 60, 61].

A lo largo de esta sección A ⊆ R denotará un conjunto no vaćıo.

Definición B.1 (Delta de Dirac) La función delta de Dirac, δ : R→ R∪{+∞}, se define

(de acuerdo a sus propiedades de asignación) como:

δ(x) =

{
0, x 6= 0

+∞, x = 0
,

con

∫ b

a

dxδ(x) = 1 ,

si 0 ∈ [a, b] y cero en otro caso.

A lo largo de este trabajo la letra δ denotará la función delta de Dirac, a menos que se

diga lo contrario. Una de las propiedades de δ que ocuparemos, es que para cualesquiera

función f : A→ R y a ∈ A se cumple [61]:

∫
A

dxf(x)δ(x− a) = f(a) , (B.1)

y más aún

δ(−x) = δ(x) , (B.2)
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para cualquier x ∈ R.

Definición B.2 (Función escalón) Definimos la función Θ : A→ {0, 1} como:

Θ(x) =

{
1 si x > 0

0 si x < 0
, (B.3)

para cualquier x ∈ A. La función Θ es conocida como la función escalón o la función

escalón de Heaviside.

Puede probarse que [2]:

Θ(x− a) =

∫ x

−∞
dtδ(t− a) , (B.4)

para cualesquiera x, a ∈ R.

La función δ es de mucha ayuda para obtener la función de densidad de una transforma-

ción de variables aleatorias.

Proposición B.1 Sean X1, . . . , XN variables aleatorias continuas con densidad de proba-

bilidad conjunta pX1,...,XN (x), donde x = (x1, . . . , xN). Si Y = g(X1, . . . , XN), para alguna

función g, entonces la densidad de probabilidad de Y está dada por [54]:

pY (y) =

∫ ∞
−∞

dxpX1,...,XN (x)δ(y − g(x)) ,

para cualquier y en el dominio de pY .

Demos el siguiente ejemplo donde utilizamos la proposición anterior para obtener la

distribución de una variable aleatoria.

Ejemplo B.2.1 Sean X1, . . . , XN variables aleatorias continuas i.i.d. con función de densi-

dad pX(x) = µe−µx con x ≥ 0, es decir, la variable Xi se distribuye de manera exponencial,

para cualquier i = 1, . . . , N . Consideremos la siguiente variable aleatoria: Y =
∑N

i=1Xi.

Dado que las variables X1, . . . , XN son i.i.d., tenemos que su función de densidad conjunta

puede escribirse como:

pX1,...,XN (x1, . . . , xN) =
N∏
i=1

pX(xi) .

Entonces por la proposición B.1 la función de densidad de Y está dada por:
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pY (x) =

∫ ∞
0

dxpX1,...,XN (x)δ

(
N∑
i=1

xi − x

)
,

para cualquier x en el dominio de pY , y donde x = (x1, . . . , xN). Por otro lado sabemos

que de manera general la función generadora de momentos de una variable aleatoria continua

X viene dada por [4]:

MX(k) =

∫ ∞
−∞

dxekxpX(x) .

En nuestro caso tenemos que:

MY (k) =

∫ ∞
0

dxekxpY (x) =

∫ ∞
0

dxekx
∫ ∞

0

dxpX1,...,XN (x)δ

(
N∑
i=1

xi − x

)

=

∫ ∞
0

dxpX1,...,XN (x)

∫ ∞
0

dxekxδ

(
N∑
i=1

xi − x

)
,

por la ecuación (B.1) tenemos que
∫∞

0
dxekxδ

(∑N
i=1 xi − x

)
= ek

∑N
i=1 xi, entonces:

MY (k) =

∫ ∞
0

dxek
∑N
i=1 xipX1,...,XN (x) =

∫ ∞
0

dxek
∑N
i=1 xi

N∏
i=1

pX(xi)

=

∫ ∞
0

dx

(
N∏
i=1

ekxi

)(
N∏
i=1

pX(xi)

)
=

∫ ∞
0

dx
N∏
i=1

ekxipX(xi)

=
N∏
i=1

∫ ∞
0

dxie
kxipX(xi) =

(∫ ∞
0

dxekxpX(x)

)N
.

Por otro lado:

∫ ∞
0

dxekxpX(x) =

∫ ∞
0

dxekxµe−µx = µ

∫ ∞
0

dxe−x(µ−k) =
µ

µ− k
,

y por ende:

MY (k) =

(
µ

µ− k

)N
,
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que es la función generadora de momentos de una variable aleatoria con distribución de

probabilidad gamma con parámetros (N,µ), para µ > 0 [4]. En general, la función generadora

de momentos determina de manera única a una variable aleatoria [4]. Concluimos que la

función de densidad pY es la función de densidad gamma con parámetros (N,µ), para µ > 0.

Otra aplicación importante de la función δ es en la definición de una medida emṕırica

para variables aleatorias.

Definición B.3 (Medida emṕırica para variables aleatorias) Sean X1, . . . , XN varia-

bles aleatorias con valores en A y x = (x1, . . . , xN) ∈ AN el vector de sus valores observados.

Definimos a la medida emṕırica de X1, . . . , XN como:

ρ(x;x) =
1

N

N∑
i=1

δ(x− xi) ,

para cualquier x ∈ A.

Esta medida ρ(x) nos da la densidad de las variables aleatorias X1, . . . , XN en el intervalo

(x, x+ ε), para ε > 0 muy pequeño.

Otra de las propiedades importantes que utilizaremos será la representación de Fourier

de la delta de Dirac.

Definición B.4 (Transformada de Fourier) Sea f : A → C una función integrable. La

transformada de Fourier de f está dada por:

Ff (k) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πikxdx , (B.5)

para cualquier k ∈ R y donde i =
√
−1.

Proposición B.2 Puede probarse que [2]:

δ(k) = F1(k) =

∫ ∞
−∞

e−2πikxdx ,

para cualquier k ∈ R y donde i =
√
−1.
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Apéndice C

Cálculo de variaciones

El cálculo de variaciones es una disciplina de las matemáticas que tiene como objeto

los problemas de optimización. En esta disciplina, al utilizar la técnica de variaciones, se

obtienen ciertas condiciones para la existencia de valores extremos en un conjunto de fun-

ciones [62]. En esta sección daremos una presentación breve del concepto de funcional y la

variación de un funcional, por lo que no mantendremos rigor matemático alguno. Se puede

encontrar una versión más extendida de este tema con un gran rigor matemático en [62, 63].

Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [2, 64, 65].

Definición C.1 (Funcional) Sea C(K), el conjunto de todas las funciones que van de K

a K (K = R o K = C). Un funcional F : C(K) → K es una función de C(K) a K. Si

f ∈ C(K) y x ∈ K denotamos la evaluación de f(x) en F como F [f(x)].

De manera coloquial, un funcional se puede entender como una función de funciones.

Demos algunos ejemplos de funcionales.

Ejemplo C.1.1 Un funcional puede ser la integral definida de una función continua f :

F [f(x)] =

∫ x2

x1

f(x)dx .

Ejemplo C.1.2 Un funcional también puede definirse como una función f evaluada en un

punto x particular de su dominio:

F [f(x)] = f(x) .

Este funcional puede ser representado en forma de una integral usando la ecuación (B.1):

Fδ[f(x)] =

∫
dzδ(z − x)f(z) .
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Definición C.2 (Transformada de Hilbert-Stieltjes) Sean K = R o K = C, A ⊆ K

no vaćıo, y f : A → R una función. Definimos a la transformada de Hilbert-Stieltjes de la

función f como:

S(z) =

∫
dλ

f(λ)

z − λ
,

para cualquier z ∈ K.

Esta definición puede extenderse a la forma de un funcional como sigue:

F [f(λ)] =

∫
dλ

f(λ)

z − λ
.

A continuación definiremos la variación de un funcional respecto a la evaluación de una

función.

Definición C.3 (Variación de un funcional) Si F es un funcional y f una función, de-

notaremos por δF [f(x)]
δf(t)

a la variación de F [f(x)] respecto a f(t) y lo definimos como:

δF [f(x)]

δf(t)
= ĺım

ε→0

F [f(x) + εδ(x− t)]− F [f(x)]

ε
.

Como podemos observar, la definición de la variación de un funcional es muy similar a

la definición de la derivada de una función, y lo que es más interesante es que se pueden

obtener fórmulas de variación para funcionales equivalentes a las fórmulas de derivación para

funciones. Antes de enunciar algunas de esas fórmulas veamos algunos ejemplos.

Ejemplo C.3.1 Consideremos el funcional del ejemplo C.1.2, Fδ ≡ Fδ[f(x)]. Por la defini-

ción C.3 tendremos que:

δFδ[f(x)]

δf(t)
= ĺım

ε→0

1

ε

(∫
dzδ(z − x)[f(z) + εδ(z − t)]−

∫
dzδ(z − x)f(z)

)
=

∫
dzδ(z − x)δ(z − t) ,

si hacemos H(z) = δ(z − t) y usamos la ecuación (B.1) tendremos que:

δFδ[f(x)]

δf(t)
= H(x) = δ(x− t) ,

para cualesquiera x y t en el dominio de f .
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Por la definición de Fδ tenemos que Fδ[f(x)] = f(x), aśı que por lo anterior:

δf(x)

δf(t)
= δ(x− t) . (C.1)

Este resultado nos será de mucha ayuda.

Ejemplo C.3.2 Si definimos Fw[f(x)] =
∫
dxw(x)f(x), donde f y w son funciones, en-

tonces:

δFw[f(x)]

δf(t)
= ĺım

ε→0

1

ε

(∫
dxw(x)[f(x) + εδ(x− t)]−

∫
dxw(x)f(x)

)
=

∫
dxw(x)δ(x− t)

= w(t) .

De lo anterior podemos presentar la siguiente notación operacional:

δ

δf(t)

(∫
dxw(x)f(x)

)
=

∫
dxw(x)

δf(x)

δf(t)
. (C.2)

A través de la definición C.3 pueden probarse muchas reglas de derivación de funcionales

que son equivalentes a las reglas de derivación para funciones. Para el desarrollo de este

trabajo, ocuparemos tan sólo las siguientes.

Proposición C.1 Si F y G son funcionales que dependen de una función f(x) y λ, µ ∈ R
son constantes, entonces se tienen las siguientes fórmulas de derivación para funcionales

[62, 63, 64]:

δ(λF + µG)[f(x)]

δf(t)
= λ

δF [f(x)]

δf(t)
+ µ

δG[f(x)]

δf(t)
, (C.3)

δ ln (F [f(x)])

δf(t)
=

1

F [f(x)]

δF [f(x)]

δf(t)
, (C.4)

δeF [f(x)]

δf(t)
= eF [f(x)] δF [f(x)]

δf(t)
, (C.5)

δλ

δf(t)
= 0 . (C.6)
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Veamos un ejemplo que será de mucha ayuda en el caṕıtulo 4.

Ejemplo C.3.3 Definamos el siguiente funcional:

Υ[k(λ)] = i

∫
dλk(λ)ρ(λ) + ln

(∫
dλe−ik(λ)

)
,

donde k y ρ son funciones y i =
√
−1. Calculemos δΥ[k(λ)]

δk(t)
. Por la ecuación (C.3) tenemos

que:

δΥ[k(λ)]

δk(t)
=

δ

δk(t)

(
i

∫
dλk(λ)ρ(λ)

)
+

δ

δk(t)

(
ln

(∫
dλe−ik(λ)

))
.

Por un lado, dadas las ecuaciones (C.2) y (C.1), podemos escribir:

δ

δk(t)

(
i

∫
dλk(λ)ρ(λ)

)
= i

∫
dλ
δk(λ)

δk(t)
ρ(λ) = i

∫
dλδ(λ− t)ρ(λ) = iρ(t) .

Por otro lado, si denotamos por G[k(λ)] =
∫
dλe−ik(λ) y usamos la ecuación (C.4), ten-

dremos que:

δ

δk(t)
(ln (G[k(λ)])) =

1∫
dλe−ik(λ)

δG[k(λ)]

δk(t)
.

Utilizando las ecuaciones (C.2) y (C.5), podemos escribir:

δG[k(λ)]

δk(t)
=

∫
dλ

δ

δk(t)

(
e−ik(λ)

)
=

∫
dλe−ik(λ)(−i)δk(λ)

k(t)

= −i
∫
dλe−ik(λ)δ(λ− t) = −ie−ik(t) .

Por lo tanto:

δΥ[k(λ)]

δk(t)
= iρ(t)− i∫

dλe−ik(λ)
e−ik(t) .
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Apéndice D

Integración funcional

En esta sección describiremos de manera intuitiva lo que representa la integral de un

funcional respecto a una función. Para tener una definición más formal y profundizar en este

tema vea [65].

Si F [f(x)] es un funcional y f es una función, entonces

∫
D[f ]F [f(x)] (D.1)

representa la integral de F respecto a f y puede pensarse como una integral sobre un

volumen donde los puntos son funciones. Esta forma de integración nos servirá para realizar

nuestras derivaciones en la sección 3.6 además de ayudarnos para extender la definición de

la función delta de Dirac para el caso de funcionales.

Definición D.1 (Funcional delta) Si F es un funcional, definimos la delta de Dirac fun-

cional como

δF (F [f(x)]) =

∫
D[g] exp

(
i

∫
dxg(x)F [f(x)]

)
, (D.2)

donde i =
√
−1.

En la sección 3.6 utilizaremos está definición del funcional delta usando el cambio de

variable k(x) = g(x)/N para poder escribir

δF (F [f(x)]) =

∫
D[k] exp

(
iN

∫
dxk(x)F [f(x)]

)
, (D.3)

donde puede demostrarse que en el factor D[k] se absorben las constantes resultantes al

realizar el cambio de variable [66].
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Al igual que la función δ normal se puede probar que [65]

∫
D[f ]δF (F [f(x)]) = 1 . (D.4)
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Apéndice E

Método del punto silla

En esta sección daremos un breve descripción del método del punto silla. Nuestro objetivo

es que el lector tenga una idea clara de como se utiliza este método. Para un explicación más

extensa vea [2, 61, 67].

El método del punto silla se utiliza para aproximar el comportamiento asintótico de

integrales que pueden ser escritas en la siguiente forma:

I =

∫
C

dzetf(z)g(z) , (E.1)

donde f, g : KN −→ K, son funciones anaĺıticas de z, con K = R o K = C, C es una

curva en el plano complejo, y t ∈ R.

Para estudiar el comportamiento asintótico de la integral cuando t → ∞, se busca el

punto z = z0 donde esta integral obtiene su máxima contribución, llegando a la conclusión

de que este punto z0 debe de ser un punto silla de la función f . Para localizar z0, primero

se procede a resolver las ecuaciones de punto silla determinadas por ∇<(f) = 0, donde <(f)

denota la parte real de la función f . Después de esto se busca el camino por donde la integral

I al pasar por z0 obtiene su máxima contribución, obteniendo aśı que para t grande:

I ∼ etf(z0)g(z0)

(
2π

t det[H(f(z0))]

) 1
2

eiα , (E.2)

donde, H(f(z0)) denota la matriz hessiana de la función f evaluada en z0,

α =
π

2
− 1

2
arg(det[H(f(z0))]) ,

y arg(·) denota el argumento principal de un número complejo. Veamos un ejemplo.

Ejemplo E.0.1 Obtengamos una aproximación de k! para k ∈ N grande. Sabemos que [4]:
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k! = Γ(k + 1) =

∫ ∞
0

dte−ttk =

∫ ∞
0

dtek ln t−t , (E.3)

donde Γ es la función gamma. En este caso f(t) = ln t− t y f ′(t) = 1/t−1, por lo que en

t = 1, f ′(t) = 0. Por otro lado, f ′′(t) = −t−2 y entonces α = π
2
− 1

2
arg(f ′′(1)) = π

2
− π

2
= 0.

Sustituyendo lo anterior en la ecuación (E.2) tenemos que:

k! ∼
√

2πkkke−k ,

para k grande. A esta fórmula se le conoce como la fórmula de Stirling [2, 67].

En el caṕıtulo 4 usaremos el método del punto silla generalizado para funcionales. Para

una explicación más extensa acerca de las formalidades matemáticas del método de punto

silla aplicado a funcionales véase [55].
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Apéndice F

Cadenas de Markov

Esta sección tiene como objetivo explicar de manera breve las propiedades principales de

las cadenas de Markov, con el fin de poder explicar más facilmente los métodos de Monte

Carlo y el algoritmo de Metropolis. Por esta razón se recomienda [68] para una explicación

más extensa sobre este tema. Las siguientes definiciones han sido obtenidas de [69].

En la siguiente definición sólo consideraremos variables aleatorias continuas, por ser estas

las que ocuparemos en las simulaciones realizadas a lo largo de esta tesis.

Definición F.1 (Cadena de Markov) Una cadena de Markov a tiempo discreto {Xt : t =

0, 1, . . . }, es una sucesión de variables aleatorias continuas que toman valores en un conjunto

S, llamado espacio de estados, que satisfacen la propiedad de Markov:

pXt+1|X0,...,Xt−1,Xt(j|x0, . . . , xt−1, i) = pXt+1|Xt(j|i) , (F.1)

donde x0, . . . , xt−1, i, j ∈ S. Esta probabilidad condicional pij = pXt+1|Xt(j|i) es llamada

kernel de transición o kernel de Markov, también conocida como la probabilidad de transición

a un paso.

Por ejemplo, puede demostrarse que la caminata aleatoria

Xt+1 = Xt + εt , para t = 0, 1, . . .

con condición inicial X0 = x0 y εt una variable aleatoria con distribución uniforme en el

intervalo [−1, 1], es una cadena de Markov con espacio de estados S = R [68].

Las cadenas de Markov pueden tener una serie de propiedades que son muy convenientes

en el momento de realizar simulaciones. Algunas de estas propiedades son las siguientes.

Definición F.2 (Irreducibilidad) Una cadena de Markov es irreducible si el kernel pij
permite a la cadena de Markov moverse libremente por todo el espacio de estados S, para
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t = 0, 1, . . . , es decir, sin importar cual sea el valor inicial X0 de la cadena, la cadena

{Xt : t = 0, 1, . . . } tiene una probabilidad positiva de alcanzar eventualmente cualquier

región del espacio de estados.

Un ejemplo de una cadena de Markov irreducible es la caminata aleatoria vista con

anterioridad [68].

Definición F.3 (Recurrencia) Una cadena de Markov es recurrente, si la cadena puede

regresar a cualquier subconjunto del espacio de estados un número infinito de veces.

Definición F.4 (Distribución estacionaria) Sea f una distribución de probabilidad. De-

cimos que f es una distribución estacionaria para la cadena de Markov {Xt : t = 0, 1, . . . },
cuando sucede que si Xt se distribuye de acuerdo a f , entonces Xt+1 también se distribuye

de acuerdo a f , para cualquier t = 0, 1, . . . .

Definición F.5 (Ergodicidad) En el caso de que una cadena de Markov {Xt : t = 0, 1, . . . }
sea recurrente, entonces su distribución estacionaria f será también una distribución ĺımite,

es decir, la distribución ĺımite de Xt es f casi para cualquier valor inicial X0. Esta propiedad

es llamada ergodicidad.

La propiedad de ergodicidad tiene muchas consecuencias importantes al momento de

realizar simulaciones, ya que si un kernel pij produce una cadena de Markov ergódica con

distribución estacionaria f , entonces generar una cadena de variables aleatorias Xt, Xt+1, . . .

de este kernel, eventualmente producirá simulaciones de f . A continuación presentaremos

un algoritmo que se basa en estas propiedades de las cadenas de Markov para simular una

distribución f .
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Apéndice G

Métodos Monte Carlo: Algoritmo de

Metropolis

G.1. Introducción

En esta sección explicaremos de manera breve el principal método numérico que uti-

lizaremos en este trabajo: el algoritmo de Metropolis. Para una versión más extendida de

este tema vea [69, 70, 71].

El método de Monte Carlo es un procedimiento que sirve para obtener un resultado

numérico a través de la generación de una sucesión de muestras tomadas de una distribución

de probabilidad [69]. Uno de los ejemplos clásicos donde se utiliza el método de Monte Carlo,

es en la aproximación de integrales. Supongamos una integral definida de la siguiente forma:

∫
X
dxh(x)f(x) , (G.1)

donde f es una densidad de probabilidad, h es una función y X representa la región de

integración. Por simplicidad tomamos que f está normalizada en X . En este caso la integral

anterior es la esperanza de la variable aleatoria h(X) respecto a la densidad de probabilidad

f , es decir,

〈h(X)〉f =

∫
X
dxh(x)f(x) . (G.2)

Entonces utilizando el método de Monte Carlo al generar una muestra x1, . . . , xN de la

densidad f , la cantidad
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hN =
1

N

N∑
i=1

h(xi) ,

será una buena aproximación de 〈h(X)〉f [69].

Pero no sigamos dando más ejemplos particulares de este método y mejor presentemos

el algoritmo de Metropolis.

G.2. Algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metropolis es un método basado en cadenas de Markov. Dada una función

de densidad objetivo f con dominio S, el algoritmo de Metropolis genera una cadena de

Markov {Xt : t = 0, 1, . . . , } con espacio de estados S y con kernel de Markov (véase definición

F.1) pij, tal que su distribución estacionaria sea f . Para construir el kernel de Markov, a la

densidad objetivo f se le asocia una densidad condicional q(y|x), que es fácil de simular. Esta

densidad q puede ser casi cualquier densidad arbitraria, con la condición de que debe cumplir

ciertos requerimientos teóricos como que el cociente f(y)
q(y|x)

es constante e independiente de x

y que q(·|x) lleva a una exploración de todo S. Tomando todo lo anterior en consideración,

podemos formular el algoritmo de Metropolis como sigue.

Definición G.1 (Algoritmo de Metropolis) Dados M ∈ N, el número de iteraciones a

realizar en el algoritmo (conocido como el número de pasos Monte Carlo, MCS (Monte Carlo

steps, por sus siglas en inglés)), el estado inicial X0 = x0 ∈ S y t = 1, el estado Xt de la

cadena de Markov {Xt : t = 0, . . . ,M} se determina de la siguiente manera [69, 70]:

1. Si t ≤ M , generamos Yt de acuerdo a la densidad q(y|Xt−1) para cualquier y ∈ S. Si

t > M se termina el algoritmo.

2. Definimos p = mı́n
{

1, f(y)
f(xt−1)

}
(Llamada la probabilidad de aceptación).

3. Aceptamos Yt con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y si u ≤ p, entonces Xt = Yt. Si

u > p, Xt = Xt−1.

4. Actualizamos t = t+ 1 y volvemos al paso 1.

Esta nueva cadena de Markov {Xt : t = 0, . . . ,M}, tendrá probabilidades de transición

[70]:

pij =

 q(j|i) mı́n
{

1, f(j)
f(i)

}
, j 6= i

1−
∑M

k 6=i q(k|i) mı́n
{

1, f(k)
f(i)

}
, j = i

. (G.3)
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El hecho importante del algoritmo de Metropolis es que la distribución estacionaria será f

y junto con el kernel pij satisfarán [69, 70]:

∑
i∈S

pijf(i) = f(y) , (G.4)

para cualquier j ∈ S.

Podemos notar dos cosas sobre el algoritmo de Metropolis:

1. Si el estado propuesto Yt tiene una probabilidad más grande que el estado Xt−1, en-

tonces el estado propuesto Yt siempre será aceptado.

2. Para implementar el algoritmo de Metropolis sólo necesitamos conocer los cocientes
f(y)

f(xt−1)
. Nótese de forma importante que no necesitamos conocer la constante de nor-

malización de f .

Para las aplicaciones referidas en esta tesis, en el paso 1 de la definición G.1, generare-

mos a Yt de acuerdo a una caminata aleatoria continua en el espacio de estados S, es decir,

Yt = Xt + εt donde εt provendrá de una distribución uniforme en el intervalo [−1, 1] o de

una distribución t de Student1 con 0.5 grados de libertad. Además, para garantizar que la

cadena de Markov generada sea estacionaria tendremos que termalizarla, es decir, primero

realizaremos el algoritmo de Metropolis para una cantidad fija de MCS garantizando de esta

manera que la cadena de Markov haya alcanzado la estacionariedad. Al terminar con este

número de pasos comenzaremos el algoritmo de Metropolis tomando como valor inicial el

último estado de la cadena de Markov previamente obtenida, para aśı generar la cadena

de Markov final que consideraremos para aproximar nuestra función f de interés. Esto po-

drá entenderse mejor dando la definición explicita del algoritmo de Metropolis que nosotros

ocuparemos.

Definición G.2 Sean {y1, . . . , yN} un conjunto de variables aleatorias y py1,...,yN : AN →
R su función de densidad de probabilidad conjunta, donde A ⊆ R. Supongamos que esta

densidad puede escribirse como py1,...,yN (λ) = 1
Z0
eζF (λ), donde F : RN → R es una función

con λ = (λ1, . . . , λN) tal que λi ∈ A, para cualquier i = 1, . . . , N , ζ ∈ R y donde Z0 es una

constante de normalización. Fijemos R1 y R2 ∈ N, el número de MCS para termalizar y para

generar nuestra cadena de Markov, respectivamente. Escojamos X0 =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
N

)
∈ AN ,

un vector inicial para nuestra cadena de Marvok {Xt : t = 0, . . . , R2}, y definamos t = 1,

entonces procederemos de la manera siguiente:

Primer loop para termalizar la cadena, es decir, para asegurar que esta es estacionaria:

1. Si t ≤ R1 pasamos al paso siguiente. En caso contrario, haga t = 1 y pase al segundo

loop.

1Se elige está distribución para evitar correlación entre los elementos de la cadena de Markov [69].
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2. Generamos εi de acuerdo a una distribución uniforme en el intervalo [−1, 1] o a una

distribución t de Student con 0.5 grados de libertad. Si x
(0)
i + εi /∈ A, para alguna

i = 1, . . . , N , entonces se vuelve a generar εi hasta que x
(0)
i + εi ∈ A.

3. Definimos Y =
(
x

(0)
1 + ε1, . . . , x

(0)
N + εN

)
y p = mı́n

{
1, eζ(F (Y )−F (X0))

}
.

4. Aceptamos Y con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y si u ≤ p, entonces actualizamos

X0 = Y . Si u > p, X0 = X0.

5. Actualizamos t = t+ 1 y volvemos al paso 1.

Segundo loop para generar la cadena de Markov:

1. Si t ≤ R2 pasamos al paso siguiente. En caso contrario, se termina el algoritmo.

2. Generamos εi de acuerdo a una distribución uniforme en el intervalo [−1, 1] o a una

distribución t de Student con 0.5 grados de libertad. Si x
(t−1)
i + εi /∈ A, para alguna

i = 1, . . . , N , entonces se vuelve a generar εi hasta que x
(t−1)
i + εi ∈ A.

3. Definimos Y =
(
x

(t−1)
1 + ε1, . . . , x

(t−1)
N + εN

)
y p = mı́n

{
1, eζ(F (Y )−F (Xt−1))

}
.

4. Aceptamos Y con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y si u ≤ p, entonces definimos

Xt = Y . Si u > p, Xt = Xt−1.

5. Actualizamos t = t+ 1 y volvemos al paso 1.

En la definición anterior podemos ver que en el loop de termalización no estamos guardan-

do los valores de la cadena, sino tan sólo actualizando la variable inicial X0. Después de

realizar la termalización, en el segundo loop comenzamos a guardar los valores de la cadena.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo G.2.1 Simulemos la densidad gaussiana estándar, es decir, simulemos a pX(x) =
1√
2π
e−x

2/2. Sabemos que en este caso A = R, N = 1 y F (x) = −x2/2, para cualquier x ∈ R.

Existen maneras más eficientes de simular variables aleatorias gaussianas, sin embargo lo

utilizaremos con el fin de dar un ejemplo práctico. El siguiente programa en R utiliza el

algoritmo de la definición G.2 para pX .

Fm=function(x,eps){

return(-(2*x*eps+eps^2)/2)

}

simulation=function(M1,M2){
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x0=0

x=0*seq(1,M2)

for(i in 1:M1){

eps=runif(1,-1,1)

p=min(1,exp(Fm(x0,eps)))

m1=runif(1,0,1)

x0=x0+eps*ifelse(m1<p,1,0)

}

x[1]=x0

for(i in 1:(M2-1)){

E=runif(1,-1,1)

p=min(1,exp(Fm(x[i],eps)))

m1=runif(1,0,1)

x[i+1]=x[i]+eps*ifelse(m1<p,1,0)

}

return(x)

}

En la figura G.1 podemos ver el histograma generado por este algoritmo junto con la

curva teórica exacta de la distribución gaussiana estándar.

-2 0 2 4
x

0.1

0.2

0.3

0.4

pX (x)

Figura G.1: Simulación de una densidad gaussiana estándar. La curva negra corresponde a la
función de densidad pX y el fondo verde corresponde al histograma de la cadena de Markov
producido con el algoritmo de Metropolis. En este caso R1 = R2 = 103.

También utilizaremos un segundo algoritmo de Metropolis un poco más general que el

primero.
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Definición G.3 Sean {y1, . . . , yN} un conjunto de variables aleatorias y py1,...,yN : AN → R
su función de densidad de probabilidad conjunta, donde A ⊆ R. Supongamos que esta den-

sidad puede escribirse como py1,...,yN (λ) = 1
Z0
eζF (λ), donde F : RN → R es una función

con λ = (λ1, . . . , λN) tal que λi ∈ A, para cualquier i = 1, . . . , N , ζ ∈ R y donde Z0 es

una constante de normalización. Supongamos también que podemos escribir a A = A1 ∪A2,

con A1 ∩ A2 = ∅. Fijemos R1 y R2 ∈ N, el número de MCS para termalizar y para gener-

ar nuestra cadena de Markov, respectivamente, y N1 < N . Escojamos dos vectores iniciales

X0 =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
N1

)
, tal que x

(0)
i ∈ A1 para cada i = 1, . . . , N1, y Y0 =

(
y

(0)
1 , . . . , y

(0)
N−N1

)
, tal

que y
(0)
j ∈ A2 para cada j = 1, . . . , N−N1. Definimos W0 =

(
w

(0)
1 , . . . , w

(0)
N

)
con w

(0)
i = x

(0)
i ,

para i = 1, . . . , N1, y w
(0)
j+N1

= y
(0)
j , para j = 1, . . . , N −N1, nuestro estado inicial de la cade-

na de Markov {Wt : t = 0, . . . , R2}. Definamos t = 1 y procedamos de la manera siguiente.

Primer loop para termalizar la cadena, es decir, para asegurar que es estacionaria:

1. Si t ≤ R1 pasamos al paso siguiente. En caso contrario, haga t = 1 y pase al segundo

loop.

2. Generamos εi proveniente de una distribución uniforme en el intervalo [−1, 1] o de una

distribución t de Student con 0.5 grados de libertad, para i = 1, . . . , N . Si x
(0)
i +εi /∈ A1,

para alguna i = 1, . . . , N1, se genera nuevamente εi hasta que x
(0)
i +εi ∈ A1. De manera

análoga, si y
(0)
j + εj+N1 /∈ A2, para alguna j = 1, . . . , N − N1, se genera nuevamente

εj+N1 hasta que y
(0)
j + εj+N1 ∈ A2.

3. Definimos el vector W =
(
x

(0)
1 + ε1, . . . , x

(0)
N1

+ εN1 , y
(0)
1 + εN1+1, . . . , y

(0)
N−N1

+ εN

)
, de

tamaño N , y p = mı́n
{

1, eζ(F (W )−F (W0))
}

.

4. Aceptamos W con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y si u ≤ p, actualizamos w
(0)
i =

x
(0)
i + εi, para cada i = 1, . . . , N1, y w

(0)
j+N1

= y
(0)
j + εj+N1, para cada j = 1, . . . , N −N1.

Si u > p, no se actualiza el vector W0.

5. Actualizamos t = t+ 1 y volvemos al paso 1.

Segundo loop para generar la cadena de Markov:

1. Si t ≤ R2 pasamos al paso siguiente. En caso contrario se termina el algoritmo.

2. Generamos εi proveniente de una distribución uniforme en el intervalo [−1, 1] o de una

distribución t de Student con 0.5 grados de libertad, para i = 1, . . . , N . Si x
(t)
i +εi /∈ A1,

para alguna i = 1, . . . , N1, se genera nuevamente εi hasta que x
(t)
i +εi ∈ A1. De manera

análoga, si y
(t)
j + εj+N1 /∈ A2, para alguna j = 1, . . . , N − N1, se genera nuevamente

εj+N1 hasta que y
(t)
j + εj+N1 ∈ A2.
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3. Definimos el vector W =
(
x

(t)
1 + ε1, . . . , x

(t)
N1

+ εN1 , y
(t)
1 + εN1+1, . . . , y

(t)
N−N1

+ εN

)
, de

tamaño N , y p = mı́n
{

1, eζ(F (W )−F (Wt−1))
}

.

4. Aceptamos W con probabilidad p, es decir, generamos una variable aleatoria u de acuer-

do a la distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y si u ≤ p, definimos w
(t)
i = x

(t−1)
i +εi,

para cada i = 1, . . . , N1, y w
(t)
j+N1

= y
(t−1)
j +εj+N1 para cada j = 1, . . . , N−N1. Si u > p,

w
(t)
i = x

(t−1)
i , para cada i = 1, . . . , N1, y w

(t)
j+N1

= y
(t−1)
j , para cada j = 1, . . . , N −N1.

5. Actualizamos t = t+ 1 y volvemos al paso 1.

Un ejemplo de este algoritmo lo encontraremos en la sección 4.2.8.
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Apéndice H

Integrales eĺıpticas

En esta sección presentaremos las integrales eĺıpticas que utilizaremos en el caṕıtulo 4.

Las siguientes definiciones provienen de [2, 57].

Definición H.1 (Integral eĺıptica incompleta del primer tipo) Definimos la integral

eĺıptica incompleta del primer tipo como:

F (ϕ, k) =

∫ ϕ

0

dt√
1− k2 sin2 t

, (H.1)

para |k| ≤ 1 y |ϕ| ≤ 2π.

Definición H.2 (Integral eĺıptica completa del primer tipo) Definimos la integral eĺıpti-

ca completa del primer tipo como:

K(k) = F
(π

2
, k
)
, (H.2)

para |k| ≤ 1.

Definición H.3 (Integral eĺıptica incompleta del segundo tipo) Definimos la integral

eĺıptica incompleta del segundo tipo como:

E(ϕ, k) =

∫ ϕ

0

dt
√

1− k2 sin2 t , (H.3)

para |k| ≤ 1 y para |ϕ| ≤ 2π.

Definición H.4 (Integral eĺıptica completa del segundo tipo) Definimos la integral

eĺıptica completa del segundo tipo como:
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E(k) ≡ E
(π

2
, k
)
, (H.4)

para |k| ≤ 1.

Definición H.5 (Integral eĺıptica incompleta del tercer tipo) Definimos la integral eĺıpti-

ca incompleta del tercer tipo como:

Π̂(ϕ, n, k) =

∫ ϕ

0

dt

(1− n2 sin2 t)
√

1− k2 sin2 t
, (H.5)

para |k| ≤ 1, |ϕ| ≤ 2π y n ∈ R.

Definición H.6 (Integral eĺıptica completa del tercer tipo) Definimos la integral eĺıpti-

ca completa del tercer tipo como:

Π(n, k) ≡ Π̂
(π

2
, n, k

)
(H.6)

para |k| ≤ 1, n ∈ R.

En las definiciones anteriores, k es llamado el módulo eĺıptico.

H.1. Funciones eĺıpticas de Jacobi

Las tres funciones eĺıpticas de Jacobi son cn(u, k), dn(u, k) y sn(u, k) donde k es el módulo

eĺıptico definido en la sección anterior y u = F (ϕ, k) es la integral eĺıptica incompleta del

primer tipo. Estas funciones se definen de la siguiente manera:

1. sn(u, k) = sin(ϕ) ,

2. cn(u, k) = cos(ϕ) ,

3. dn(u, k) =
√

1− k2 sin2(ϕ) ,

donde ϕ = F−1(u, k).

Las siguientes expresiones nos servirán para reescribir algunas integrales del caṕıtulo 4 a

través de integrales eĺıpticas. Estas expresiones se han obtenido de [57].
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Zm =

∫ (
1− α̃1

2sn2(u)

1− α̃2sn2(u)

)m

du , (H.7)

Z̄m =

∫ (
1− α̃2sn2(u)

1− α̃1
2sn2(u)

)m
du , (H.8)

Z0 = F (ϕ, k) , (H.9)

Z1 =
1

α̃2
[(α̃2 − α̃1

2)Π̂(ϕ, α̃2, k) + α̃1
2u] , (H.10)

Z̄1 =
1

α̃1
2 [(α̃1

2 − α̃2)Π̂(ϕ, α̃1
2, k) + α̃2u] , (H.11)

Z2 =
1

α̃4
[α̃1

4u+ 2α̃1
2(α̃2 − α̃1

2)V1 + (α̃2 − α̃1
2)2V2] , (H.12)

V1 = Π̂(ϕ, α̃2, k) , (H.13)

V2 =
1

2(α̃2 − 1)(k2 − α̃2)

[
α̃2E(u) + (k2 − α2)u

+(2α̃2k2 + 2α̃2 − α̃4 − 3k2)Π̂(ϕ, α̃2, k)− α̃4sn(u)cn(u)dn(u)

1− α̃2sn2(u)

]
, (H.14)

donde E(u) es la integral eĺıptica completa del segundo tipo, F (ϕ, k) y Π̂(ϕ, n, k) son

las integrales eĺıpticas incompletas del primer y tercer tipo, respectivamente, k es el módulo

eĺıptico, y α̃, α̃1 son constantes reales.
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