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1. Introduccion

La rama de la probabilidad conocida como procesos estocasticos constituye una bella teoria comple-
mentada con sus diversas aplicaciones en multiples dreas de nuestro mundo actual. Especialmente, han
evolucionado los procesos estocdsticos a tiempo continuo cuya construccién tedrica y aportacion hacia
las matematicas forman un sélido conocimiento digno de estudiarse a profundidad.

El presente trabajo tiene como objetivo dar una exposicion introductoria sobre los elementos del célculo
estocastico de variaciones; llamado también calculo de Malliavin en honor a Paul Malliavin quien intro-
dujo esta teoria en 1976.

Dicha teoria tiene sus consecuencias importantes tanto en la rama tedrica como en las aplicaciones de la
probabilidad y es por eso que resulta muy atractivo exponer sus elementos asi como sus implicaciones
en los procesos estocasticos.

En nuestra exposicién nos enfocaremos en el estudio de algunos resultados elementales del célculo de
Malliavin y mediante el cual ilustramos las técnicas del calculo diferencial sobre un espacio particular
de dimensién infinita conocido como el espacio de Wiener.

Posteriormente estudiaremos la implementacion del cdlculo de Malliavin en la estimacién de la densidad
de un proceso de difusién, que de hecho constituye el corazon y la razén primordial del presente trabajo,

el cual me fue motivado por la Dra. Marfa Emilia mediante uno de sus articulos de investigacién®.

Cabe mencionar que el contenido del presente trabajo estd dirigido a un lector con conocimientos de
procesos estocasticos a tiempo continuo y del célculo estocdstico continuo. No obstante, la exposicién
pretende abordar las herramientas necesarias para el completo estudio de los resultados sin la preten-
sién de ser exhaustivo en la ardua tarea de demostrar todos los conocimientos preliminares en cuestion;
puesto que se volveria una lectura muy arida y esto no compete con nuestro objetivo primordial.

Para complementar las necesidades del lector con curiosidad de los resultados preliminares no demostra-
dos; exhibiremos a lo largo de la exposicién, mediante referencias detalladas, aquellas fuentes donde se
pueden consultar las demostraciones en su totalidad. El espiritu del presente trabajo consiste en expo-
ner las bases necesarias del cdlculo de Malliavin en virtud de su aplicacién hacia los procesos de difusién.

El presente trabajo inicia en el capitulo 2 con el estudio de las derivadas de Gateaux y de Fréchet que
seran el concepto clave para comprender a fondo a la derivada de Malliavin, las cuales serdn presenta-
das en la seccion 2.1. Ademads expondremos los resultados elementales de ambas derivadas y después
retomamos algunas propiedades del movimiento browniano y en seguida presentamos el espacio de
Cameron-Martin e introducimos el concepto de derivada de Malliavin que fungird como elemento pri-
mordial del calculo de Malliavin, los cuales seran abordados en las secciones 2.2 y 2.3.

Posteriormente, en la seccién 2.4, retomamos un capitulo dedicado a recapitular los procesos de difusién
y mediante el cual solamente evocaremos los resultados principales pero cuya demostracién puede ser
consultada con las referencias detalladas en los pies de pédgina. El objetivo es tener presente las pro-
piedades importantes del proceso de difusién que serd al que aplicaremos las técnicas del calculo de
Malliavin.

En la seccién 2.5 estudiaremos a fondo la integral de Skorokhod y su relacién con la derivada de Mallia-
vin; definido como su operador adjunto. Es importante mencionar que en este capitulo se exponen las

'Véase [3] en la bibliografia.



prinicipales extensiones de los resultados previamente desarrollados y que a su vez seran primordiales
en nuestro estudio en aras de sus implicaciones hacia la estimacion de las densidades de una difusién.

A lo largo del capitulo 3 analizamos unas desigualdes para martingalas que enriqueceran nuestra presen-
tacion con diversos resultados interesantes y que ademds jugaran un papel esencial para la estimacién
deseada. Nuestra exposicién ciispide la condensamos en la seccién 3.3 con la implementaciéon de los resul-
tados expuestos a lo largo del presente trabajo y es ahi donde evidenciamos nuestro objetivo primordial
de estudio.



2. La Derivada de Malliavin

2.1. Derivadas de Gateaux y de Fréchet

Tomemos como punto de partida un concepto ampliamente estudiado, a saber, el de diferenciacion.
En este primer capitulo estudiaremos el concepto de derivadas para funciones definidas en espacios de
Banach y especificamente nos enfocaremos en dos conceptos importantes: el de Gateaux y el de Fréchet.

Estos conceptos guardan una relacion entre si y ademaés nos seran esenciales para comprender, con mayor
precision, a la derivada especial que servira como elemento clave de nuestro trabajo.

El objetivo central de nuestro estudio serd la derivada de Malliavin, sin embargo, para poderla estudiar
apropiadamente necesitaremos introducir estos conceptos de diferenciaciéon y consecuentemente podre-
mos apreciar la conexién entre la derivada de Malliavin con la de Gateaux y la de Fréchet.

Teniendo en claro estos conceptos preliminares es que podremos ir estudiando con detalle a los elementos
del calculo de Malliavin. De manera que demos inicio con la idea de diferenciacién de funciones definidas
en espacios de Banach.

Sean X = (X, [||lx) y Y = (Y, ||-|ly) espacios de Banach y sea T' : X — Y una funcién lineal y continua.
Sabemos que el espacio dual de X, que denotamos por X*, estd formado por el espacio de funciones
T : X — Y lineales y continuas.

Si consideramos el espacio X* = (X*, ||| y») donde la norma esta definida como
T
[Ty := su M para cada T € X,
zeX ”Jf’HX
x#0

entonces X* es un nuevo espacio de Banach?.
Observemos que de la definicién anterior se sigue que

I7@)lly <[ Tllx- ll#lly  para toda z € X. (1)

Definicion 2.1. Sean U un subconjunto abierto de X, x un elemento fijo de U, ¢ € R. Una funcion
f:U =Y es Gateaux-diferenciable, si para cada y € X, existe el limite

i L& tey) — f(2)

e—0 £

y la funcion

e—0 £

es lineal y continua. A Dyf(x) € Y se le conoce como la derivada de Gateaux o direccional de f
en el punto x en la direccion y.

Se dice que f es Gateaux-diferenciable en U si lo es para todo elemento x € U.

2[5] Prop. 9.2. Pég. 155



Es importante notar que si z es un elemento fijo de U y el limite

R i)

e—0 £

existe para toda y € X, esto no garantiza que la funciéon y — D, f(z) sea lineal.

Para ilustrar la aseveracién anterior consideremos la funcién f : R? — R

z1x2
xfl—i-ig (xlva) 7é (070)7

0 (CUhxz) = (0,0)

f(:lil,lig) = {

Sea x = (z1, x2) fijo, entonces se puede verificar que para toda y = (y1,y2) € R? existe el limite

. f(w1 4+ ey1, w2 + ey2) — f(21, 72)
e—0 £ ’

Pero, si en particular x = (0,0), entonces

y s Dyf(e) = tim T eI 0 4 ew) = f(0.0) o (o) (ene)

o © =0 e[(ey1)? + (ey2)?]
Yy s

e—0 53@% +y%] y% +y%

no es funcién lineal de y = (y1,y2).

Observemos que si U es un subconjunto abierto de X y si tomamos x € U fijo y una funcién f : U — R™,
entonces, por la definicién anterior, f tiene derivada direccional en x € U en la direccién y € X si existe
el limite d
D,f(@)= Lf(+ey)| €RT
€ e=0
y si ademds la funcién y — Dy f(x) es lineal y continua. Ilustremos la derivada de Gateaux con el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos la funcion f : R? - R

4

g (w1,m2) #(0,0

0 (z1,22) = (0,0).

)

~—

[z, 22) :{

Entonces para z = (0,0), y = (y1,y2) € R? y con e € R\ {0}

2

0 (y1,92) = (0,0)

4
FO+ey1,0+ ) = £(0,0) _ fleyi,eyp) =0 _ {+ (y1,92) # (0,0)
g g

y esto conlleva a que

lim S0+ ey1,0+eya) — f(0,0)

e—0 £

=0 para toda y € R2.




Ademds, si x = (0,0) lo anterior implica que

Y Dyf(z) = lim flatey) —fl@) _

e—0 £

para toda y € R?

y por lo tanto Dy f(x) es lineal y continua, es decir, f es Gateaux-diferenciable en x = (0,0).

Un concepto mas fuerte de diferenciabilidad, como probaremos més adelante, es el siguiente.

Definicion 2.2. Sea U un subconjunto abierto de X y sea x un elemento fijo de U. Una funcion
f:U —=Y es Fréchet-diferenciable en z, si existe una funcion lineal y continua T : X —'Y tal que

i @ +y) = @) =Ty _

0
y0 lyll x

(2)
A T se le conoce como la derivada de Fréchet de f en x y se denota por f'(x).

La expresién (2) de la definicién anterior refiere que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que, para todo
y € X con ||y|ly <46, se cumple que

z+y pertenece a Uy que |[|f(z +y) = f(2) = f'(@) W)y <elyllx-

En virtud de esta observacién veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Si una funcion f es Fréchet-diferenciable en un punto x, entonces es continua en ese
mismo punto.

Demostracion. Por hipétesis f es Fréchet-diferenciable en x y por lo tanto existe 6; > 0 tal que si
ly — x|y < 61, entonces se sigue de la observacién anterior que

1) = f(@) = @)y = 2)||y < lly—=lx

El hecho de que f sea Fréchet-diferenciable en x también implica que f/(z) es una funcién lineal y
continua, es decir, f'(z) € X*. En consecuencia, por la desigualdad (1) y junto con la desigualdad
anterior se tiene que si ||y — x|y < 41, entonces

1f () = f@)ly = |f@) — F@) = F @)y —2) + f(2)(y - o)y
< | fw) = fl@) = f@)y—2)|y + |F @)y -2)|,
<lly = =llx + | f@)] x lly — zllx
= (14 F@)]l.) ly — zllx

3

(T + (@)l x-)

Sea € > 0 y fijemos § := min {51, }, entonces por los célculos anteriores

si ly —zlx <6, entonces [|f(y) - f(z)lly <e

y con esto demostramos que f es continua en x. ]



Notemos la diferencia entre ambas derivadas. En el Ejemplo 2.1 vimos que f es Gateaux-diferenciable
en (0,0), sin embargo, si tomamos (z1,z2) # (0,0) y definimos x5 := 2% tenemos entonces que

6
2y _ il _ }
f(xl’xl) = $?+x§j 9

pero por definicién f(0,0) = 0 y esto implica que f no es continua en (0, 0).

Acabamos de probar que si f es Fréchet-diferenciable en un punto, entonces es continua en ese mismo
punto, de manera que f no puede ser Fréchet-diferenciable en el (0,0).

Con esto exhibimos un ejemplo de una funcién que es Gateaux-diferenciable en el punto (0,0) pero que
no es Fréchet-diferenciable en ese mismo punto.

De manera conversa al ejemplo anterior, probaremos que si una funcién es Fréchet-diferenciable en un
punto, entonces es Gateaux-diferenciable en ese mismo punto; y en tal caso, ambas derivadas coinciden.
Con esto verificamos que el concepto de Fréchet-diferenciable es méas fuerte que Gateaux-diferenciable.

Teorema 2.2. Sea U un subconjunto abierto de X y sea x un elemento fijo de U. Sila funcion f : U = Y
es Fréchet-diferenciable en x, entonces f es Gateauz-diferenciable en x y ademds Df(x) = f'(x).

Demostracion. Por hipotesis f es Fréchet-diferenciable en x € U, entonces existe una funcién lineal y
continua T': X — Y tal que
Gt y) — @) - Ty

—0
v Ivlx

= 0. (3)

En particular fijemos cualquier y € X distinto de cero. Como T es una funcién lineal y junto con la
expresién (3) obtenemos que

— — —eT
i | f @+ ey) = f@) )| = 1m fztey) - flz) —T(y)
e—0 £ % e—0 £ Yy
| fx+ey) — flx) —T(ey
=0 lel - Iyl x
B 1 1 (& +ey) = f(@) = T(ey)|ly
= |yllx - lim
=0 eyl x
= lwllx -0
=0
y esto implica que para cada y € X el h’r% fl@+ey) = @) existe y de hecho
e— 9
lim o +ey) - f(@) = T(y) para toda y € X,
e—0 £
ma&s ain, como T es una funcién lineal y continua, entonces
y+— Dy f(xz) = lim fletey) = f@) =T(y) es lineal y continua,

e—0 £

y por lo tanto 7" es la derivada Gateaux en z, en donde D, f(x) = T'(y) para toda y € X.



Pero por hipétesis T' es la derivada Fréchet en z lo que implica que T'(y) = f/(z)(y) para today € X y
concluimos entonces que

O]

Observemos que si U es un subconjunto abierto de X y si tomamos x € U fijo y una funcién f : U — R™,
entonces f es Fréchet-diferenciable en x € U si existe una funcioén lineal y continua

Ay
A: X —-R™ donde A= : con A; € X* paral <i<m,
Am,
tal que
70 121l x

heX
Y en tal el caso, le llamaremos a A la derivada de Fréchet de f en x y escribimos
f'(@)
A= f(z) = : e (XH)™.
f(@)m
Notemos la analogia con el cdlculo vectorial clasico. Recordemos que si U es un subconjunto abierto de

R"ysi f: U CR" — R™ es diferenciable en « € U, entonces f es continua en x; como en el caso
Fréchet-diferenciable del Teorema 2.1.

Recordemos también que si f es diferenciable en z, con diferencial f’(z), entonces existe la derivada
Df(x) en todas las direcciones y € R™ y ademés Df(z) = f'(x) como en el Teorema 2.2. Més atn,
recordemos también que en este caso se tiene que Dy f(z) = (f'(x),y) para toda y € R".

Veamos una aplicacion de los teoremas anteriores, sobre un espacio de Hilbert, en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea H un espacio de Hilbert y f : H — R. Si f es Fréchet-diferenciable en algin x € H,
entonces f'(x) € H*.

Por el Teorema de Representacion de Ries?® existe un elemento y € H tal que
F(2)(2) = (z,v) para toda z € H.

De manera que la derivada de Fréchet f'(x) puede ser identificada con el elementoy € H que es conocido
como el gradiente de f en x, denotado por V f(x), tal que

f'(z)(v) = (Vf(z),v) para toda v € H.
Junto con esta observacion tenemos que:

(i) Si f es Fréchet-diferenciable en x € U C H, entonces f tiene derivada direccional en el punto x

3[21] Teo. 3.7.1.
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en todas las direcciones y € H con
Dyf(z) = (f'(z),y) €R™
en donde (f'(x),y) = ((f'()1,9) -, (f'(@)m,y))-

(ii) Conversamente, si f tiene derivada direccional en todo elemento x € U en todas las direcciones
y € X y la funcion
yr— Dyf(x), yeX

es lineal y continua para toda x € U, entonces existe un elemento V f(x) € (X*)™ tal que

Dy f(x) = (Vf(x),y)

y si la funcion x — V f(z) € (X*)™ es lineal y continua en U, entonces f es Fréchet-diferenciable
y se tiene que

f'(z) = Vf(x).

Notemos que (%) es consecuencia del Teorema 2.2 y del Teorema de Representacion de Riesz.

Por otro lado, vemos que para (iz) la existencia y la representacién de V f(z) proviene de la identificacién
inicial que hicimos y junto con los supuestos iniciales podemos verificar que se cumple

o 1@+ y) = @) = V@ W)l

—0
v Il

=0.

Al agregar la hipdtesis de que la funcién x — V f(z) sea lineal y continua en U, y como se satisface el
limite anterior, todo esto implica* que la derivada de Fréchet f'(x) es igual a V f(x).

En el siguiente capitulo retomaremos al movimiento browniano junto con algunas de sus propiedades
elementales en virtud de que este proceso sera esencial en el desarrollo del presente trabajo.

2.2. Movimiento Browniano

Recordemos a este importante proceso originalmente introducido por el botanico inglés Robert Brown
en 1827 y que ademas es una pieza clave en la teoria moderna de los procesos estocasticos. Especialmente
serd de suma importancia en la definicién de los espacios que vamos a estudiar asi como en los procesos
de difusion. Retomemos entonces su definicion y la filtracién con la que trabajaremos.

Definicién 2.3. Dado (€2,.%,P) un espacio de probabilidad completo y B = (By)i>0 un proceso es-
tocdstico, decimos que B es un movimiento browniano si cumple que

(1) B inicia en cero, es decir, By = 0.
(2) B tiene incrementos independientes y estacionarios.

(8) By se distribuye normal con media 0 y varianza t.

[25] Teo. 2. P4g. 116.
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Para el espacio de probabilidad completo (2,.#,P), en el que estd definido B, denotemos por .4 la
clase de conjuntos P-nulos y consideremos la filtracion

Fr = 0(Bs : s<t)vA

entonces B es un movimiento browniano con respecto a (%) y esta filtracién satisface las condiciones
usuales, es decir, (.%;) es completa y continua por la derecha’.

Recordemos que por el criterio de continuidad de Kolmogorov® existe una modificacién de B; con tra-

yectorias continuas casi seguramente’ a la que denotamos por W;. De ahora en adelante nos enfocaremos
en esta modificacion continua y esto nos da pie hacia la definicién del siguiente espacio.

Definicion 2.4. Sea T > 0 un numero real fijo y definimos el espacio de funciones

Co([0,T]) == {w:[0,T] = R tal que w(0) =0 y w es una funcion continua}.

Observemos que si dotamos a este espacio con la norma

[wllo = sup w(t)]
te[0,7
tenemos entonces que (Co([0,77), ||||.) es un espacio de Banach® separable.

Notemos entonces que las trayectorias del movimiento browniano pertenecen a Cy([0,7]) salvo por un
conjunto de medida cero de elementos de ().

Ahora bien, para identificar algunas propiedades clave del movimiento browniano retomemos una impor-
tante funcién que juega un papel central en las propiedades, tanto de consistencia como distribucionales,
de un proceso estocdstico a tiempo continuo.

Definimos la proyeccion m; : Cy([0,7]) — R como
m(w) = w(t) para cada w € Cy([0,T7).

En consecuencia, tenemos que la o-algebra de Borel en Cy([0, T)) coincide® con la o-algebra generada por
los cilindros finito-dimensionales, y ademads es la minima o-dlgebra que hace medible a las proyecciones
{m : t€]0,T]}.

Por otro lado, retomemos también las propiedades distribucionales del movimiento browniano. Sean
0 <ty <ty <---<tg, entonces las distribuciones finito-dimensionales de W;

P. .7 —0,1] definidas para cada [Wy, € Ay,..., W, € A] € F,

© 0 9 o »

[
11
[2
[2
2
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donde A; € Bg para i € {1,...,k} estdn dadas por'®
P[th EAI;---7Wtk EAk] =

4
/ / p(t1,0,z1)p(t2 — t1, 21, 22) - - p(ty — tp—1, Th—1, x) day - - - day, )
A Ap

en donde

1 _ 2
p(ta$7y): \/Tmexp <_<x2ty)>7 ZL',yER, t>0.

Siguiendo con esta linea de razonamiento tenemos que es posible trasladar a un proceso estocéastico
tomando un nuevo punto incial de partida.

En nuestro caso, un movimiento browniano que empieza en x es el proceso trasladado (z 4+ W;)i>0. En
este caso si 0 < t; <ty < --- < tg, entonces hablamos de la medida de probabilidad

P* . .7 —0,1] definida para cada [Wy, € Ay,..., W, € Ai] € F,
donde A; € Bg para i € {1,...,k}, la cual estd dada por
P [Wy, € Ar,... ., Wy, € Ap] =
/ . / p(t1,x,x1)p(te — t1, 1, 22) - - - p(te — th—1, Tp—1, k) dxy - - - dxg,
Ay Ay

Finalmente, retomemos a la medida de probabilidad con la que sustentaremos nuestro estudio posterior.
Esta medida nos permitira establecer el espacio de probabilidad en el cual trabajaremos.

Sean 0 < t; < ty < --- < tj, entonces existe una tnica medida de probabilidad'' definida en todos los
borelianos de Cy([0,T7)

= Beyo,m) — [0,1]

donde Be (jo,77) denota a la o-dlgebra de Borel en Cy([0,77]) y cumple que

u({w : w(tl) € Al,...,w(tk) S Ak}) :P[th S Al,...,Wtk S Ak]

en donde A; € Bg para i € {1,...,k} y P estd determinada por la expresién (4). A la medida de proba-
bilidad p se le conoce como la medida de Wiener.

Una motivacién sobre la importancia del espacio que estamos por definir se debe a que, de acuerdo con
nuestra exposicion de diferenciablidad de Gateaux y de Fréchet, necesitaremos capturar la informacién
probabilistica de una derivada particular en una direccién determinada.

Es justamente el espacio de Cameron-Martin de donde tomaremos las direcciones en las cuales podremos
diferenciar y estudiar probabilisticamente a dicha derivada y que ademads es caracterizada por la medida
de Wiener!?.

19123] Teo. 1.20. P4g. 140.
11[23] Teo. 2.1. P4g. 165.
12Para més detalles se puede consultar el trabajo original de Cameron y Martin en 1944 en la referencia [4].
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2.3. Espacio de Cameron-Martin y el Operador Derivada

En virtud de la exposicién anterior fijemos entonces Q = Cy([0,7]) con .# la o-algebra de Borel en
Co([0,T]) y P = pn de manera que (2, .7, u) es el espacio de probabilidad en donde vamos a trabajar.

Consideremos a continuacién las siguientes definiciones preliminares.

Denotemos por A la medida de Lebesgue en ([0, T, Bjo,71) y definamos los siguientes espacios:

L*(Q) = {g:Q—>R | g es F-medible y/deu<oo}
Q

L*([0,T] x Q) := {g [0, T]x 2= R | ges By ® F-medible y/[o > (u,w) drdp < oo}

MAP3Y)

L*([0,T)) = {g :[0,7] = R | g es una funcién determinista con/ g2 d\ < oo}
(0,7]

Definicion 2.5. El espacio
t
C= {H €Q | existe h € L*([0,T]) tal que H(t) = / h(s) ds}
0

es llamado el espacio de Cameron-Martin.

Es importante destacar que podemos dotar a C con el producto interno

(H,G) = / h(t)g(t)dt para toda H,G € C,
[

07T]

y que ademds C es denso!'® en Q con la métrica d(f,g) = || f — gl para f,g € Q.

Ahora bien, enfoquemos nuestra atencion en la siguiente derivada que tanto hemos venido motivando.

Definicion 2.6. Sea F': Q) — R una variable aleatoria y supongamos que para cualquier v € C de la
forma ~y(t) = fg g(s)ds se tenga que

lim = [F(w + £7) — F(w)]

e—0 €

existe en un sentido fuerte, es decir, el limite existe en L*()). Si este es el caso, entonces definimos el
operador derivada
1
D, F(w):= lim - [F(w+¢e7y) — F(w)].

e—0 €

Adicionalmente, suponga que existe ¥(t,w) € L*([0,T] x Q) tal que

T
D, F(w) = /0 b(tw)g(t) d. (5)

13[23] Prop. (a) P4g. 194.
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Entonces decimos que F' es diferenciable y definimos la derivada de F como
D.F(w) :==9(t,w). (6)

Donde DF(w) € L?([0,T] x Q) y al conjunto de todas las variables aleatorias diferenciables lo deno-
tamos por D1 2.

Notemos que D; es un operador lineal tal que

D, : L*(Q) — L*([0,T] x Q).
Tlustremos la definicién anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Definamos la variable aleatoria

F:Q—R
/ £(s)dW (s !/ £(5) duw(s
donde f :[0,T] — R es una funcion determinista en L*([0,T)).

Sea v un elemento de C tal que y(t fo s)ds y sea € > 0, entonces directamente de la definicion de
F' tenemos que

F(w+6v)=/0Tf(8)d( @rer) = [ fasts+ [ e

y como (t) fo s)ds, entonces fO (s)dvy(s) coincide con la integral de Lebesgue-Stieltjes y dado que

dv(t) = (t)dt entonces
T T
| et =< [ sspgt)s
0 0

de manera que en conjunto vemos que
T T
Floten) = [ o)+ [ fs)der(s
T T
— [ #@dos) v [ )gl)ds
0 0

y esto implica que
1
R [F(w + ev) / f(s ds para toda € > 0.

Si revisamos la definicion anterior, en las expresiones (5) y (6), verificamos que F' € Dy o y que

D.F(w) = f(t); te€]0,T], we. (8)

Si en particular tomamos

f@) =T ,(t)
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entonces .
Plw) = /O Lo () WV (5) = W (£, )

y por lo tanto
Dy (W (t1,w)) = Ljo,,)(D)- (9)

Por otro lado, denotemos por P a la familia de todas las variables aleatorias de la forma

F:Q—R
F(w) = ¢(b1,...,0n)

tal que ¢(61,...,60,) es un polinomio de n variables en donde
T
0; = / fi()dW(t), con f; e L*([0,T]) para 1<i<n.
0

A estas variables aleatorias se les conoce como polinomios de Wiener.

4

Notemos que P es denso'* en el espacio de todas las funciones continuas en [0, 7] que inician en cero y

que son cuadrado integrables para pu.

Si empleamos los calculos del ejemplo anterior junto con la regla de la cadena usual obtenemos que
P C Dy 2. A continuacién lo demostramos exhibiendo explicitamente su derivada.
Proposicién 2.1. Sea F(w) = (01,...,0,) € P. Entonces F € D12 y

i=1 Oz;

DF(w) = (01,....0,) - fi(D) (10)

donde 0; = fOT L) dW(t) y f; :[0,T] = R una funcién determinista en L*([0,T]) para 1 <i < n.

Demostracion. Notemos primero que

sup E[|W(s)]"] < o0 para todan € N
s€[0,T

lo que nos permitird tomar con libertad los limites respecto a ¢.

Recordemos que la funcién v € C es de la forma ~(t) = fgg(s) ds,t € [0,7T] donde ¢ : [0,7] — R es una
funcién determinista en L2([0,7]) y que ¢ : R® — R es un polinomio y donde §; = fOT fi(t) dW (t) para
1< <n.

Entonces observemos que

Flw+ey)=¢(01(w+ey),...,0h(w+e7)).

14[13] Teo. 13.26. Pag. 266.
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Por el célculo del Ejemplo 2.3 en la expresién (7) podemos ver que

T
bi(w + €7) —92‘4-5/ fi(s)g(s)ds para i=1,...,n
0

de manera que

(01 (w+ey),...,0h(w+ey))=wO1+e{(f1,9), - 0n+e{(fn,9))-

Como ¢ es un polinomio, entonces es diferenciable y luego junto con la observacién anterior y la regla
de la cadena vemos que el siguiente limite existe y que de hecho

1 0 8
ZIFlw+en) = Fw)] —3 526, /f1 s+ o+ 01,0 /fn

En consecuencia junto con la observacién que supgcpo 1 E[[W(s)["] < oo para toda n € N deducimos

1
E[F(w—i—afy)—F( — Zaxl (01,...,0,) - Dy(6;)
en donde D.( fo fi(t)g(t) dt y por la expresiones (7) y (8) del Ejemplo 2.3 tenemos que
T " 8(,0
D, F(w) = 92 (01, 00) - (1) t) o
0 [i= 9
P(tw)
es decir, D, F(w fo t) dt donde v (t,w) € L*([0,T] x Q) y por lo tanto F € D12y
9y

DFW) =o(t,w) =S 22(0y,...,0,) - fi(t).

< O

Ahora definamos la norma ||H12 en el espacio D 2 mediante
) 1
2
1F]ly o = [E( IF?) + E ( IDE72(0,1) )} para cada F' € Dy

y consideremos la definicién siguiente.

Definicién 2.7. Sea D12 la cerradura de la familia P respecto de la norma H||12

En consecuencia, observemos que la familia D; 5 consiste de todas las F' € L?(Q) tal que existe {F,,}3°; C

P que cumple que

2
Fﬂ%p

y también
{D.F,}°°, es convergente en L*([0,T] x ).

Veamos entonces si el operador D; se puede extender a D> de manera adecuada. Para dicho fin
comencemos con un resultado preliminar conocido como integracion por partes.
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Lema 2.1. Sea I’ € D13 acotada y con derivada acotada para cada w € Q. Sean ¢ € D12 acotada y
~v € C de la forma y(t) = f(f g(s)ds con g € L*([0,T]). Entonces

T
E[D,F - ¢] = E[F-go-/o gdW] — E[F - D). (11)

Demostracion. Sea € > 0y como g € L([0,T]), entonces

() <=

y por el criterio de Novikov!'® implica que

¢ g2t
exp (—5/ gdW — / 92d8>
0 2 Jo

es una martingala. Entonces por el teorema de Girsanov y mediante un cambio de medida obtenemos
T 2 (T
BIF (o +29)- ()] =B [ Flplo e exp (2 [ gaw =5 ["gtas)] (12
0 0
Por hipétesis F' y su derivada son acotadas, ¢ es acotada y por Novikov exp(—e fg gdW — % fg g%ds)

es una martingala, entonces podemos encontrar fi y fo que acoten

[Fw+e7) - F@)] - o) < filw) paratodawe 0

70 [otr—enemp (= Cgaw =5 [ as) - ot < AW paatedauen

y tales que E[fi] < oo y E[f2] < c0.

Esto justifica el intercambio del limite con la esperanza'® y junto con la expresién (12) obtenemos

E[D,F(w) - p(w)] = E [h'm L P+ en) - F()]- so(w)} — lim LE [F(w 4 e9)plw) — F(w)p(w)

e—0 € e—0 €

~ iy 1B [P [l —enemp (= [ "gaw -2 / ' 7as) - )|

=E |F(w)- lim © [(p(w — &) exp <5 /ngdW - 522 /0T92d8> - go(w)”

e—0 €
EZO:|

=E|F(w)- d% [@(w—m)exp (E/OngW—E;/OTdeSM

T
—B|Fw) o) [ g - F@)Drp(o)]

T
:E[F-go-/o gdW] — E[F - D,y].

O]

En consecuencia veamos el siguiente resultado sobre el operador D; que nos permitira justificar la
extension que deseamos exponer.

15[20] Prop. 1.15 P4g. 332.
6[1] Cor. 5.7. Pag. 45.
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Teorema 2.3. Sea {H,}}2,; C P tal que

2
H, =20
n— oo
y también
{D;H,} | es convergente en L*([0,T] x Q).
Entonces
n—oo

Demostracion. Por el lema anterior en la expresiéon (11) tenemos que

T
E[D,H, -] = E[H,p- / gdW]—E[H, -D,p] ——0 para toda ¢ € P.
0

n— oo

Las hipétesis implican que {D~H,}22 es convergente en L*(2) y como P es denso en L*({2) se sigue

entonces que
L*(Q)
—0

n— oo

D, H,

y como esto es valido para toda v = fo gds € C concluimos entonces que

L%([0,T]xQ)
_

n— oo

D.H, 0

O
El resultado anterior permite que el operador D, se pueda extender a Dy » mediante la siguiente defini-
ciom.
Definicién 2.8. Sea F' € Dy 5 tal que existe {F,}>°, C P tal que

2
FH&F

y también
{DF,}>%, es convergente en L*([0,T] x Q).

Entonces definimos
DtF = lim DtFn
n—o0

T t
D,F ::/ DiF - g(t)dt para toda () :/ g(s)ds elemento de C.
0 0
A DiF le llamamos la derivada de Malliavin de F'.
Notemos que la derivada de Malliavin de F' es un operador lineal tal que

Dy : L*(Q) — L*([0,T)] x Q).
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Ademés lim D.F), estd bien definido, ya que si existiera otra {G,}72; C P tal que
n—oo

2
G, 29, p

n— oo

y que también {D;G,,}°°, es convergente en L*([0,7] x Q).

Entonces definimos H,, := F,, — G,, y por el Teorema 2.3 se sigue que

n—oo n—00

Observemos que por el momento contamos con dos operadores derivada:

a) Si F' € D; 2 tenemos el operador derivada D;F de acuerdo con la Definicién 2.6.

b) Si F' € D; 5 tenemos la derivada de Malliavin D, F' de acuerdo con la Definicién 2.8.

Pero si F' € Dy 2 N Dy 2, entonces ambas derivadas coinciden como probaremos a continuacion.

Teorema 2.4. Sea F' € D1y N Dy y suponga que {F,}72, C P tal que

2(Q
PO e (DEY, es comergente en L(0.T] x 9, 13)
n— oo
Entonces
DtF = lim DtF’I’L
n—oo
y luego

DiFF = DyF  para F € Dis N Dyp.
Demostracion. Las hipétesis en la expresién (13) implican que {D,F,}%, es convergente en L?(Q)
para cada v = [; g(s)ds € C.

Por el Lemma 2.1 en la expresién (11) y por las hipdtesis en la expresién (13) tenemos que

T
E[(Dan—DwF)-gp]:E[(Fn—F)-go-/ gdW] — E[(F, —F)-Dyp] —0 para toda ¢ € P.
0

Y como P es denso en L%(Q) esto implica que

2
D.F, Y. p.F
n— oo
lo que conlleva a que D:F' = lim DF;, y por lo tanto D;F' = DF para F' € D1 N Dyp. ]
n—oo

Tlustremos un par de ejemplos de derivadas de Malliavin haciendo uso del resultado anterior junto con
las herramientas anteriormente expuestas.
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Ejemplo 2.4. Sea
F:Q—R

F(w) = W(T)

St definimos
f 07T —R

f@t) = Tym(t).
entonces f € L%([0,T)) y si tomamos
T T
0= [ rwave) = [ ten@mave) - w)

con el polinomio de primer grado
p(0) = 0

se sigue entonces que F' € P y ademds F' € D1 N Dy .
Retomemos el Ejemplo 2.3 en la expresion (9) donde probamos que

Dy(W (t1,w)) = L4, (2).

y como ya exhibimos que F' € D12 N Dy 2 entonces por el Teorema 2.4

Di(W(T,w)) = 1pm(t) = 1 para t€[0,T].

Consideremos ahora
F:Q—R

Flw) = /0 " aw)

Si definimos
f 00,7 —R

fiy = ¢
entonces f € L%([0,T)) y si tomamos

T T
_ _ 2
9_/0 F) AW () = / 2 AW (1)

0

con el polinomio de primer grado

p(0) =10

se sigue que F' € P y ademds F' € D12 N Dy2. En consecuencia, por la Proposicion 2.1 y junto con el
Teorema 2.4 obtenemos que

DiF(w) = j—i(&)-f(t) = 1.t = %
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En linea con la derivada de Malliavin anterioremente expuesta, nuestro objetivo serd calcular la derivada
de Malliavin de un proceso de difusion la cual nos conllevara hacia una de las aplicaciones esenciales de
nuestro trabajo y que a su vez retomaremos méas adelante con mayor profundidad. Por esta razén es que
retomaremos, en el siguiente capitulo, a dicho proceso junto con sus propiedades elementales siguiendo
los resultados del libro de Oksendal'”.

2.4. Procesos de Difusion

Esta seccion tiene como objetivo retomar algunas propiedades importantes de los procesos de difusion,
puesto que dichos procesos recibirdn la principal aplicacién de las técnicas expuestas en el presente
trabajo. La demostracién de cada resultado mencionado puede ser consultada en su correspondiente
referencia detallada en los pies de pagina.

Comencemos este apartado enunciando el teorema de existencia y unicidad'® para una ecuacién dife-
rencial estocastica.

Teorema 2.5. Sean T >0 y b(-,-) : [0,T] x R = R", o(-,-) : [0,T] x R™ — R™™ funciones medibles
tales que
|b(t, z)| + |o(t,z)| < N(1+ |z]); para x € R", ¢t €[0,T]

con N una constante, |o|?> =3 |0i;1* y que ademds cumplen que
b(t,) — b(t,9)| + |o(t.2) — o(t.y)| < Ml — gl para z.y € R", t € [0,T]
con M una constante.

Sea Z una variable aleatoria independiente de la o-dlgebra generada por {Ws : s > 0} y denotada por
F : donde W, es un movimiento browniano m-dimensional, y que ademds E[|Z|%] < .

Entonces la ecuacion diferencial estocdstica
dX; = b(t, Xy)dt + o(t, Xy)dWy, con 0<t<T, Xo=2

tiene una tnica solucion Xy con trayectorias continuas tal que si FZ es la o-dlgebra generada por Z vy
por {Wy : s < t}, entonces

T
Xi(w) es FZ-adaptado y E [/ |Xt|2dt] < 00.
0
Ahora definamos y recordemos algunas propiedades importantes de los procesos de difusién.

Definicion 2.9. Decimos que el proceso estocdstico

Xi(w) = X(t,w) : [0,00) x @ — R"

17[18] Capftulo 7.
18[18] Teo. 5.2.1. P4g. 66.
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es un proceso de difusion si satisface la ecuacion diferencial estocdstica

dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dWy con t>s; Xsg=u (14)

donde Wy es un movimiento browniano m-dimensional y las funciones medibles b : R® — R™ y o : R" —
R™ ™ gsatisfacen las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad; que en este caso

b(z) = b(y)| + |o(z) —o(y)| < Mlz —yl;  para z,y € R"

con M una constante y |o|? =Y |o;|%.

Denotemos a la tnica solucién X; de la ecuacién diferencial estocéstica (14) por
X" para t>s
y si s = 0 entonces la denotamos por

071/. - X
XM = X7

Observemos que si W es el movimiento browniano W, := W1, — Wy; v > 0, entonces

s+h s+h h h
Xjfh =z + /b(XZ"'E) du + /O‘(XZ’:E) dW, = x + /b(Xssfv) dv + /U(Xjfv)dﬁ/v
s s 0 0

en donde u = s + v y ademas se tiene que

h h
X)* =+ / b(X9T) dv + / o (X% dw,
0 0

y como {Wy}y>0 v {Wy}v>0 tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales se sigue que por la
unicidad débil de la solucién de la ecuacién diferencial estocéastica

dXt == b(Xt)dt + O'(Xt)th 5 X() =X

los procesos
; 0,
{Xssfh}hzo y {X, “Yh>o

tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales, es decir, el proceso {X;}i>0 es homogéneo en el
tiempo.

Definicién 2.10. Sea M; la o-dlgebra generada por {X? : s <t,y € R"} y M = M. Definimos las
leyes de probabilidad Q7 del proceso {X;}1>0

Q* : M —10,1]
definidas en los elementos de My, por

Q*[Xy, € Br, -+, Xy, € Ey] = PUIX] € By, X[ € Fy)
donde E; C R™ conjuntos de Borel para 1 < i < k.
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Notemos que si ﬁt(m) es la o-algebra generada por {Wj :

s < t}, entonces por el teorema de existencia
m)

y unicidad se tiene que X; es medible con respecto a .#, " y por lo tanto M; C ﬁt(m).

En consecuencia recordemos dos propiedades importantes de los procesos de difusién.

Teorema 2.6 (Propiedad de Markov!?). Sea f : R" — R una funcién Borel-medible y acotada.
Entonces, para t,h > 0 se tiene que

E[f(Xeen)| F ™)) = EX@[£(Xp).

donde E* denota a la esperanza con respecto a la medida de probabilidad Q% y el lado derecho de la
identidad denota a la funcién y — BY[f(X})] = E[f(X})], es decir, la esperanza con respecto a la medida
de probabilidad P° evaluada en y = X(w).

Definicion 2.11. Sea H el espacio de funciones reales y medibles respecto a M. Sean s,t >0 yn € H
definimos el operador shift

91527‘[-)7‘[

(Oim)s = Nstt

Tlustremos la definicién anterior con el siguiente ejemplo. Sea n € H de la forma

n = 91(Xt,)g2(Xe,) - gr (X))

donde g; : R™ — R es una funcién Borel-medible y con ¢t; > 0 para 1 < ¢ < k, entonces

0m = 91(Xey14)92(Xtyat) - - - g (Xiype)-

Teorema 2.7 (Propiedad Fuerte de Markov??). Sea 7 un tiempo de paro con respecto a ﬂt(m) tal
que T < 00 casi sequramente y sea n un elemento de H acotada, entonces

E*[6,n|F™] = EX[1].

Para identificar el operador diferencial asociado a un proceso de difusién veamos primero la siguiente
definicién.

Definicién 2.12. Sea {X;}i>0 un proceso de difusion, definimos el generador infinitesimal A de

X
e - ET[f(X)] — f(=)
Af(x) = ltli%l "

con x € R™

Denotamos por Dy(x) al conjunto de funciones f : R™ — R tales que el limite anterior existe y D al
conjunto de funciones tales que el limite existe para toda x € R™.

En consecuencia, para asociar al generador infinitesimal A con los coeficientes b y ¢ de la ecuacién
diferencial estocéstica correspondiente al proceso de difusién recordemos el siguiente resultado?®!.

19[18] Teo. 7.1.2. P4g. 109.
20718] Teo. 7.2.4. P4g. 111-113.
21118] Teo. 7.3.3. P4g. 117.
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Teorema 2.8. Sea X; el proceso de difusion
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th

Si f € Cg(R”), es decir, si f : R®™ — R es continuamente diferenciable de orden dos y con soporte
compacto, entonces f € Dy y ademds

82f
Zb o; 2 Z 89318:70] (15)

Tlustremos el teorema anterior con el movimiento browniano n-dimensional. A este proceso lo podemos
ver como la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica

dXy = dW,

donde b = 0 y o = I, la matriz identidad n-dimensional. Entonces el generador infinitesimal de Wy esta
dado por

1 82f CQ R™
3 Z w con f € 0( )
?:7j ¢
es decir, A = %A, donde A es el operador Laplaciano.
Al operador diferencial del lado derecho de la expresién (15) usualmente se le denota por L.

De manera més general tomemos el dominio D un subconjunto abierto y conexo de R™, el operador
diferencial L definido en C?(R") de la forma

I - - b, 0 0?
N Z (@ )856, + Za” 8332833]

=1 i,7=1

donde b;(z) y ai;j(x) = aj;(x) son funciones continuas. Decimos que L es un operador eliptico si los
valores propios de la matriz simétrica a(x) = [a;;(2)]} ;=1 son positivos para toda x.

Notemos que por el teorema anterior el operador diferencial asociado al proceso de difusién coincide con
su generador infinitesimal en CZ(R™) mediante

1
F0@0a (@)’ =lay(@)]  b(z) = [bi(x)
donde las funciones o y b satisfacen las condiciones del teorema de existencia y unicidad.

En consecuencia retomemos los siguientes resultados??

Teorema 2.9. Si X; es un proceso de difusion con generador infinitesimal A, entonces para toda
f € C3(R™) el proceso

M= 1) = [ AfCx)ds

es una martingala con respecto a Ms.

22[18] Teo. 8.3.1. P4g. 139.
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Teorema 2.10 (Férmula de Dynkin®3). Sea f € C3(R") y suponga que T es un tiempo de paro tal
que E*[7] < co. Entonces

E*[f(X7)] = f(z) +E” [/OT Af(X,) ds] :

Ahora definamos un operador que estd ampliamente relacionado con el generador infinitesimal de una
difusién pero que resulta mas adecuado en otros contextos; por ejemplo el problema de Dirichlet.

Definicién 2.13. Sea {X:}+>0 un proceso de difusion, definimos el operador caracteristico A de X

e E*[f(X,, )] - f()

en donde los conjuntos U son abiertos y decrecen hacia el punto x en el sentido de que Uy D Ugy1 y

N Uk = {z} y en donde 7y = inf{t >0 : X; ¢ U}.

Denotamos por D4 al conjunto de funciones f : R™ — R tales que el limite anterior existe para toda
x € R" y para toda {Uy}. Si E*[1y] = oo para todo abierto U tal que x € U, entonces definimos

Af(z) =

Cabe mencionar que siempre ocurre la contencién?* Dy C Dy y ademis Af = Af para toda f € Da.
Maés atin contamos con el siguiente resultado?®®

Teorema 2.11. Sea f € C2, es decir, una funcion continuamente diferenciable de orden dos. Entonces

fe€Day o o
Af = ; v 83:Z- 2 Z i 83618:6]
Por otro lado, observemos que si el proceso difusiéon X; = X de la forma
dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dWy t>0, Xo==

donde b : R® — R" y ¢ : R® — R™ " gon funciones que satisfacen las condiciones del teorema de
existencia y unicidad y Wy un movimiento browniano m-dimensional.

Entonces podemos definir un nuevo proceso de difusién Y; = Y;(S’x) en R""! mediante

t>0.

s+t
Y= [X]

De manera que

ay; — [b()l(t)] dt + [a&t)] AW, = b(Y)dt + 6(Y)W,
e b(n) = b(t,€) = [b(lg)] eR™,  G6(n)=4(t¢) = [00-(-5-)0] e ROvH)xm

23[18] Teo. 7.4.1. Pég. 118.
24110] P4g. 143.
25[18] Teo. 7.5.4. P4g. 121.
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con n = (t,€) € R x R™ y de esta manera Y; es un proceso de difusién que comienza en y = (s, x).

Es decir, podemos incorporar el pardmetro temporal en los coeficientes de la ecuacién diferencial es-
tocastica del proceso de difusién y tal que su operador caracteristico A esta dado por

Ap(s,z) = g—f(s, x) + Ao(s, x), ¢ € C*(R x R")

en donde A denota al operador caracteristico de X;.

Para lograr nuestro objetivo de calcular la derivada de Malliavin de una difusién necesitaremos primero
introducir un operador relacionado con la derivada de Malliavin, que de hecho serd su operador adjunto.

Este operador es de suma importancia en el calculo de Malliavin y se le conoce como la integral de
Skorokhod.

2.5. Integral de Skorokhod

Para definir apropiadamente a la integral de Skorokhod notemos algunas extensiones que se pueden
hacer sobre la derivada de Malliavin en virtud de lo que previamente hemos desarrollado.

Recordemos que estamos trabajando con la modificacién continua del movimiento browniano W = {W; :
t € [0,T]} definido en el espacio de probabilidad canénico (£2,.%,P), es decir, Q@ = Cy([0,7]), con .Z la

o-algebra completada de Borel en 2 y con P la medida de Wiener.

También retomemos al espacio separable de Hilbert L?([0,T]), que de ahora en adelante lo denotaremos
por H, definido como

H = {g :[0,7] = R | g es una funcién determinista con/ g2 d\ < oo}
[0

7T]

en donde A es la medida de Lebesgue en ([0, 77, Bjo, 7)) y con producto interno
T
(h,g)y = /h(t)g(t) dt para cada h,g € H.
0
Denotemos por Cp°(R™) al conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables f : R™ — R tales

que f y todas sus derivadas parciales estdn acotadas.

Denotemos por S a la clase de variables aleatorias de la forma
F = f(Wy,...,W,) (16)

donde f pertenece a Cp°(R™) y t1,...,t, € [0,T].

En consecuencia, si p > 1 y la variable aleatoria F' : 2 — R es como en la expresién (16), entonces la
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derivada de Malliavin
D : S c LP(Q) — LP(Q; L*([0,T]))

esta dada por

"0
DiF = Z%(th--thn)]l[o,ti](t), te0,7].
i=1 "

Observemos que si F' = f(Wy,,..., Wy ) €S con0<1t; <---<t, <Typarah € H, entonces

(DF,h),; = %(th, W) (Lo h)
i=1 "
n 8 ti
_ ag,(th’“'thn)/ h(t)dt
=1 v 0

_ d%p <w+5/0. h(t)dt>

de manera que (DF, h);; coincide con la derivada direccional de F' en el punto w en la direccién [, h(t)dt
que es un elemento del espacio de Cameron-Martin.

e=0

Para cada p > 1 fijo, la derivada de Malliavin es un operador lineal que puede extenderse®® hacia la
cerradura de S con respecto de la norma

IFIE, = E<|Fp>+E(( / T|DtF|2dt)g).

Denotemos por D a la completacién de S con respecto a ||-||; o

Para cualquier nimero natural k y una variable aleatoria F en D' se define la derivada D*F como
k-veces la iteracién del operador D de tal manera que th---,th es un proceso estocastico k-paramétrico
resultado de iterar k-veces el operador D.

Por ejemplo para F' € DY tenemos
n an
D’F = D(DF) = »_ o Warse o W) (o @ ppgy))

donde ® denota el producto tensorial.

En consecuencia, para cada p > 1 y cualquier niimero natural k el operador D* puede extenderse®’

hacia la cerradura de S con respecto de la norma

k
1717, = EQFP) + 3 E (107 F 2001 -
j=1

Denotemos por D*P a la completacién de S con respecto a 1l -

También se puede extender la definicién de la derivada de Malliavin sobre una familia de variables

26[16] Prop. 1.2.1. P4g. 26.
2716) Pag. 27.
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aleatorias suaves con valores en un espacio separable de Hilbert en los reales; al cual denotamos por V.
Tomemos la familia

n
Sy = UZZFJ‘U]‘ FjES,UjEV,HZl
j=1
tal que para cada k > 1 definimos la derivada D* de u € Sy como
n
DFu = Y " D'Fj ;.
j=1

En consecuencia tenemos que para cada p > 1 y cualquier nimero natural k el operador D puede
extenderse?® hacia la cerradura de Sy con respecto de la norma

k
el = Eel?) + 3 E ([D7ulfesy ) -
j=1

Denotamos por DFP (V) a la completacién de Sy con respecto a Mg .-

Ahora si podemos introducir a la integral de Skorokhod.

Definicion 2.14. Definimos la integral de Skorokhod como el operador adjunto de la derivada de
Malliavin, denotado por &, un operador lineal, no acotado y cerrado

§ : Domé C L*(Q; L*([0,T])) — L*(Q)
tal que

(i) El dominio de ¢, al que denotamos por Domd, consiste de aquellas variables aleatorias u que
pertenecen a L*(Q; L*([0,T))) tales que

[E[(DF,u) ]| < cullFllr2(q para toda F € D%?
en donde ¢, es una constante que depende unicamente de u.

ii) Siu € Dom$d, entonces 6(u) es aquel elemento en L?(Q) caracterizado por satisfacer que
q p q

T
E(Fé(u)) = E (/ DFuy dt) para toda F € DY2, (17)
0

Enunciemos el siguiente resultado®® del célculo de Malliavin el cual nos permitira identificar a los ele-
mentos del dominio de §.

Teorema 2.12. Para toda p > 1 y k > 1 el operador & es continuo de D¥P(H) en D*~1P. Es decir, si
U € ]D)k’p(H), entonces existe una constante finita y positiva cy,, tal que

H(S(U)Hk—l,p < Ck,p”“”k,p,H

y en particular D¥P(H) C Dom§.

28[16] Pag. 31.
29[16] Prop. 1.5.7. P4g. 78.
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El resultado anterior implica, en particular, que el operador d es continuo de D*?(H) en LP(Q) y ademés
existe una constante finita y positiva C), tal que

18l < o (el zoggurny + 1Dl o))

en consecuencia el espacio D'?(H) pertenece al dominio de § y tenemos la estimacién

E (</OT |us|2ds>p/2> +E ((/OT /OT |Dsut|2dsdt>p/2>] : (18)

Es importante destacar que el operador § es una extension de la integral esocédstica de It6 hacia procesos
que no son adaptados. Para demostrar esto necesitaremos primero los siguientes resultados.

E(lo(uw)[?) < Cyp

Lema 2.2. Sean p,q > 1 fijos y tales que 1/p +1/q = 1. Sea F € DY y sea u € Dom§ tal que
u € LY(Q; L2([0,T))) y §(u) € L4(SY). Entonces Fu € Dom§ y

§(Fu) = Fé(u) — (DF,u)y (19)

Demostracion. Denotamos por A al miembro del lado derecho de la expresién (19) el cual pertenece a
LY(2) por hipétesis. Queremos probar que se cumple la identidad (17) de la definicién, es decir,

E(GA) = E((DG, Fu)y) para toda G € D2 (20)

Notemos que por la regla del producto
D(GF) = (DG)F +G(DF) = (DG)Fu= D(GF)u— G(DF)u

asi que podemos reescribir el lado derecho de la expresién (20) como

E((DG, Fu) ;) = E((D(GF),u) ) — E(G (DF,u) )
y entonces necesitamos probar que

E(D(GF),u)y) =E(GF(u)) para toda G € D',

Notemos que esto tltimo es cierto, por definicién de d(u), si F € Sy G € DY? .

Para demostrar el caso en que F' € D' es suficiente con tomar una sucesién de variables aleatorias
suaves {F), nen tal que F,, € S y F, converge a F' en D'P, entonces por la continuidad del producto
interno y por el teorema de convergencia dominada obtenemos que

E(D(GF),u)y;) = lim E(D(GF,),u),) = lim E(GF,6(u)) = E(GFs(u))

n—oo n—oo

y junto con el Teorema 2.12 concluimos que F'u € Domd y cumple la identidad deseada. O

Veamos el siguiente lema técnico. Tomemos un intervalo [¢,d] C [0,T] y sea F|. 4 la o-dlgebra generada
por {Ws : s € [¢,d]}.
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Lema 2.3. Sea F una variable aleatoria tal que F € D2 N L2(Q, Fle,ae; P). Entonces

DiF =0 para casi toda (t,w) € [c,d] x Q.

Demostracion. Para un intervalo [a,b] C [0,T] denotemos W (1 ,4) = f(;f L4 (s)dWs. Tomemos f €
CpP(R™) y sean [a;, b;) C [c,d]¢ parai=1,...n.

Si F=f(Wg ) W(lia,p,))) se tiene que F' € SN L?(9, Fled)e,P) y entonces

DiF = Zam(W(ﬂ[al,bl})w--7W(1[an,bn]))1[ai,bi](t)

i=1

y como 1, 5,)(t) = 0 para toda t € [c,d] pues [a;,b;] C [c,d]° para i = 1,...n, entonces DI = 0 para
toda (t,w) € [c,d] x .

Para el caso en que I € DV2NL2(, .7, 4, P) existe una sucesion de variables aleatorias suaves { F, }nen
tal que F,, € S y F, converge a F en L?(1).

En particular DF}, converge a DF en L?(§2; H) y por el argumento anterior tenemos que D;F},, = 0 para
toda (t,w) € [¢,d] x © implicando que D,F = 0 para toda (¢,w) € [¢,d] x Q. O

Denotemos por L2([0,T] x ) al conjunto de procesos adaptados y cuadrado integrables.

Veamos que en efecto la integral de Skorokhod coincide con la de Itd para los elementos de L2([0, T x Q2).

Teorema 2.13. Siu € L2([0,7] x ), entonces u € Dom§ y §(u) coincide con la integral estocdstica
de Ito, es decir,

T
d(u) = / us dW
0

Demostracion. Sea F; € L*(1, Fy;,P) donde F;, = 9’[0775].] y0<ty <- <tpy1 <T, entonces por el

Lema 2.2 implica que Fjl, .., € Domé y junto con el Lema 2.3 y la expresion (19) obtenemos

T
O(E L (1) t550) = Fi0( ey 510)) — /0 DiFil; 1;,,)dt = FW (L, 1;,0) = 0= Ej (W = W)

Ahora tomemos el proceso elemental y adaptado
n
U = ZF}]l(tj:th](t)
j=1
entonces por el argumento anterior y por el Lema 2.2 implica que u € Domd y ademés

n T
6(u) = ZF}(Wtj+1 - Wtj) = / ug dWy (21)
j=1 0

En consecuencia, como todo proceso u € L2([0,T] x 2) puede ser aproximado por una sucesién {uy, nen
de procesos elementales y adaptados se sigue que por la expresién (21) se tenga que 6(u,) es la integral
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de Tt6 de u, y converge en L2(Q) a la integral de Ito de u.

Como el operador § es cerrado concluimos que u € Domé y 6(u) es la integral de It6 de u. O]

Por otro lado, observemos que si F,G € S, h € H y si denotamos W (h) = fOT h(s) dWs, entonces la
formula de integracion por partes (Lema 2.1) nos dice que

E[(DF,h), G] = E[FGW(h)]—E[F (DG, h),]. (22)

Seau = 1_, Fxhy donde Fy € Sy hy, € H = L*([0,T]) para k = 1,...,n, es decir, u € Sy y denotemos
por W(hy) = fOT hi(s) dWs, que son elementos de S para cada k. Entonces por el Teorema 2.12 implica
que u € Dom§ y por la expresion (22) conlleva a que

n

E[(DF,u)y] =Y E[DF, h)y Fi] =Y E[FF,W(hy)] — E[F (DFy, hy,) ]

k=1 k=1
n

= E[(D_(FxW () = (DF, hi) ) F)

6(u)

y por lo tanto
n

S(u) =Y (FW (i) — (DF, i)y - (23)
k=1

Ahora veamos, para este caso, la relacién entre D y § usando linealidad y la regla del producto

(D(6(w),h) gy = > {F ADW (hie), h) gy + (DFg, ) g W(hye) — (D ((DFi, h) ) ) gy }

k=1
= Fe(hw, by + Y (DFy, b}y W(hi) = (D (DFy, h) ) s hie) gy
k=1 k=1
(w,h) 1 5(X Ry (DFy,h) rhu)

es decir 0 y D se relacionan de la forma

n

(D(0(u)),h) gy = (u,h)jy +9 ( <DFk,h)Hhk> . (24)

k=1

Nuestro objetivo es establecer la relacién en el caso que u € DY2(H), junto con ciertas condiciones, lo
que nos permitird calcular la derivada de Malliavin de un proceso de difusiéon. En consecuencia necesi-
tamos introducir la descomposicion en caos de Wiener-Ito.

Tomemos la funcién f : [0,7]" — R, entonces definimos la simetrizacién f de f por

~ 1
fltr, o) = — > Fltonys - top)
g
en donde la suma es tomada sobre todas las permutaciones o de (1,...,n). Por ejemplo, si

f(t1,t2) =12 +tycosty
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entonces 1
f(ti,t0) = 3 [t] +tacosty + 15+t costy] .

Para f € L%([0,7]") definimos

T
I(f):= n!/
0

y entonces contamos con la siguiente descomposicion.

tn t3 to

/°t/fuh“.Jdewn> AW (t3) - AW (tn_1)dW (t,)
0 0

0

Teorema 2.14 (Descomposicién en caos de Wiener-1t60). Cualquier variable aleatoria F €
L?*(Q, .7, P) admite una descomposicion de la forma

F=> I(f),
n=0

donde fo = E[F], Iy es el mapeo identidad sobre las constantes y las funciones f, € L*([0,T|") son
stmétricas y determinadas de manera unica por F.

Tlustremos la descomposicién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sean F'= W (t)(W(T) — W(t)) y g(t1,t2) = Ly, <p<,1(t1,t2), entonces notemos que

to

T T
[ [t tan) | awe) = [woarve) = weme - we)
0 0 t

y de esta manera vemos que
F = Iy(f2)

donde 1
Ja(ti,t2) = g(t1,t2) = 5(]1{t1<t<t2} + Lptyctat})-

Veamos la relacién entre la derivada de Malliavin y la descomposicién en caos de Wiener-Ito.

Proposicion 2.2. Sea F' : Q0 — R una variable aleatoria cuadrado integrable con descomposicion en
caos de Wiener-Ito

F= Z In(fn)
n=0

donde f, € L*([0,T|") son funciones simétricas. Entonces, F pertenece a D2 si y sélo si

>l || fall 2o < o0

n=1

30716] Teo. 1.1.2. P4g. 13.
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Yy en este caso

DF = Z nIn—l(fn('a t))
n=1

Demostracion. Denotemos a la diagonal de [0,T]" por
D = {(t1,t2,...,tn) € [0,T]" | existe i# j tal que ¢; =t;}.

Sea &, el conjunto de funciones elementales en [0, 7" que se desvanecen en D de la forma

k
f(tlv e 7tn) = Z ail,---,in]l[sio,sil)X---X[Sin_l,sin)(th e 7tn)

i150nyin=1
donde 0 = sp < 51 < 890 < --- < s =71, tal que
aj,,..i, =0 si 4, =1, para alguna p # q.
Entonces el conjunto &, es denso®* en L?([0,T]") y vemos que

k

L= Y aiy. i &,

i1 pein=1

donde &;, = W(s;,) — W(s;,_,) parap=1,...,n.

Ademés se tiene la identidad?®?

E(I()?) =t | Fu ;({O py P toda e I2(0TT).

Observemos que si F' = I,,(f,) con f,, € &, funciones simétricas, entonces

n k

DIF=>" > a., inin - Loy, s ) () - &ipy = nlna (fu(5 1))

G=11i1,....in=1

(25)

y como &, es denso en L?([0, T|") entonces podemos extender la identidad anterior para I,,(f,) en donde

fn son funciones simétricas en L2([0,T]") y se cumple que

Di(In(fn)) = nln-1(fn(- 1))

(26)

Sea F = >"°°  I,(fn) con f, € L?([0,T]") funciones simétricas y consideremos las sumas parciales
Fy = nyzo I,(fn) para N > 0, entonces Fyy € D12 y Fy converge a F' en L?(Q) conforme N — oo.

31116] P4g. 10.
32[16] Pag. 9.
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Sea N > k, entonces por la expresién (25) tenemos que

2

N
IDiFN = DiFell7a gy = || Y nlaa(ful-51))
n=k+1 L2(O;H)
2
/ {annlfna))} dt
n=k+1 (27)
_ / 020 = ) fu (D g0z, dt
n=k+1

_ Z nn! anHLQ([O,T]")'

n=k+1

Por hipétesis Y -~ nn!|| fn|]2Lz ([o,rj») < 00y entonces por el cdlculo anterior se tiene que D Fy converge
a DF en L?(Q; H) conforme N — oo y por lo tanto F' € DV2.

Conversamente, sea F' € DY2 con F = > I,(f,) v fn € L*([0,T)") simétricas. Notemos que para
cada n > 1, I,,(f,) es el limite en L2(Q) de una sucesion {I,,(f¥)}ren donde f¥ € &, v f¥ converge a f,,
en L2([0,T]") conforme k — oo.

En consecuencia, la sucesion D(I,,(f*)) converge a D(I,,(f,,)) en L?(2; H) conforme k — oo y ademés
L-1(f*(,-)) converge a I,,_1(fa(-,-)) en L?(%; H) conforme k — oo.

Se sigue entonces que D;Fy, converge a D;F en L?(Q; H) conforme k — oo y por la expresién (27) y por
el lema de Fatou implica que

Z] J! ||f]HL2 ([0,7)9) Z hm (‘7 lefj‘

7=0

p. = . k 2
£2([o, T]J)> = llﬂgszoj ! Hfj ‘ £2((0,779)

2
= hkrgg;f ”DtFkHL2(Q;H) = | DeF (|7 20,1y < 00

donde f}€ =0 para j > k y por lo tanto Y -7, nn! ||an%2([O7T]n) < 0. O

Denotemos por L?([0,T] x §2) al conjunto de procesos cuadrado integrables, entonces tomamos un
elemento u € L*([0,T] x ) con descomposicién en caos de Wiener-Ito

n=0

tal que para cada n > 1 las funciones f, € L?([0,T]"™!) son simétricas en sus primeras n entradas.
Veamos la relacién entre la integral de Skorokhod y la descomposicién en caos de Wiener-1to6.

Proposicién 2.3. Seau € L%([0, T]xQ) con descomposicion en caos de Wiener-Ité como en la expresion
(28). Entonces u € Domé si y sdlo si la serie

= i Ins1(fn) converge en L*() (29)
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en donde

1 n
Jaltr, o tst) = - <fn(t1,...,tn,t) +an(t1,...,ti1,t,ti+1,...,tn,ti)> :
=1

Demostracion. Sea Hy(z) el n-ésimo polinomio de Hermite, el cual estd definido por
2 qn

(1
n! € dzn (e

S

H,(z) = ), n>1 xeR, con Hy(z) = 1.

Para cada n > 1 denotamos por H,, al subespacio vectorial cerrado de L2(€),.%#,P) generado por la
familia de variables aleatorias

{H.(W(h)), he H, |hl; =1} donde he H =L*[0,T)) y W(h) = /OT h(s) dWs.

Al espacio H,, le llamamos caos de Wiener de orden n y notemos que Hg corresponde al conjunto
de constantes, H1 = {W(h), h € H,||h||;; =1} y ademés H,, y Hy, son ortogonales si n # m.

Notemos que el espacio L?(€2,.%,P) se puede descomponer como la suma ortogonal infinita3?
L2(Q,.7,P) = D, Ha.

Sean n > 1y g € L?([0, T]") una funcién simétrica y u; € L?([0,T] x Q) con descomposicién en caos de
Wiener-It6 como en la expresion (28), entonces

T 00 T
E[ / utDtan(g))dt]:n; A A AR
T

= Ell—1(fno1(-,t) e - 1)]dt
0 [ Bl (s ) s ) 0)
T
= 0= 1! [ (a9 0y
=nl <fn—1ag>L2([0,T]") = n!<fn—lag>L2([O,T]“) = E[In(fn—l)ln(g)]-
Supongamos que u € Dom ¢, entonces por la identidad (17) y la expresién (30)

E[d(u)[n(g)] = EK“? D(In(g))>H] = E[In(fn—l)fn(g)]

para toda I,,(g) con n > 1y cualquier g € L%([0,7]") simétrica.

La expresién anterior implica que I,(f,_1) es la proyeccién de d(u) en H,, y por lo tanto Yoo Inta( fn)
converge en L?(§)) y su suma es igual a d(u).

Conversamente, supongamos que >~ I ( fn) converge en L2() y denotemos por V a la suma. To-
memos las sumas parciales Fy = Zgzo I,,(gn) con g, € L?([0,T]") funciones simétricas y N > 1.

33[16] Teo. 1.1.1. P4g. 6.
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Entonces por la expresion (30) obtenemos que para toda N > 1

E[/OTutDtFth} ZE (fa—1)In(9)]

y en particular

T
\E [ / wDiFy dtH < VLo 1P o

Sea F € D2 con F = Y°° ' I,(gn) donde g, € L?([0,T]") son funciones simétricas. Entonces Fy
converge a F en L2(f)) conforme N — oo y también DFy converge a DF en L%*(Q; H) conforme
N — o0 v se sigue que

T
'E [/0 UtDthtH < VIl 2o 11 22 ) -
lo que demuestra que v € Dom 4.

Por el teorema de convergencia dominada y la continuidad del producto interno conlleva a que

T N .
E[<DF7 U>H] = hm E |:/ ut Dy Fiy dt] = lim E ZIn—l—l(fn)In(g) - E[(S(’U,)F]
N—o00 0 N—o00 or
y con esto concluimos que 6(u) = > 77, Lns1(fn). O

Notemos que por el teorema anterior y junto con el hecho de que3?
0 si m # p,

Elln(NDpe)] =1 - _
mif,9) 2orpmy ST m=p.

implica que el dominio de § coincide con el subespacio de L2([0,T] x Q) de aquellos procesos u que
satisfacen

E(3(w)?) =3 (n+1)! ]

fn

L2([0,T]"*1)

Notemos que el espacio DV2(H), donde H = L?([0,T]), coincide con la clase de procesos u en L?([0, T x
Q) tales que u; € D2 para casi toda t € [0,T] y que existe una modificacién medible del proceso Dyu;
tal que IE(fOT f(;‘r(Dsut)stdt) < 0.

Veamos un resultado que permite calcular la derivada de la integral de Skorokhod para el caso en que
u € DY2(H) y mediante el cual podremos deducir resultados interesantes.

Teorema 2.15. Sea u € DY2(H) tal que para casi toda s € [0,T] el proceso { Dsug, t € [0,T]} pertenece
a Domé y E(fOT |6(Dsu)|?ds) < co. Entonces 6(u) € D2 y se tiene que

D;(6(u)) = us + 6(Ds(u))

3416]) Pag. 9.
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Demostracion. Sea n > 1y como u € DV2(H), entonces por la descomposicién en caos de Wiener-Ito
tenemos que us = Y oo In(fa(:, 8)) en donde f, € L2([0,T]""!) es una funcién simétrica en sus prime-
ras n entradas.

En consecuencia, por las Proposiciones 2.2 y 2.3 obtenemos que

Dy(6(u)) = Ds (Z In+1(fn)> =Y (4 DIu(fal-5)
n=0 n=0

0 n
= Ug + E I, E fn(sh---;Si—1;373i+17~--;3n;3i)
n=0 i=1

)]

n=0

donde ¢, (-, s,) es la simetrizacién de la funcién

(81, 8n) — fu(S1,- ., Sn—1,$, Sn)-

Por otro lado, nuevamente por las Proposiciones 2.2 y 2.3 obtenemos que

5(D5U) =9 (Z nIn—l(fn(‘vs))> = ann(d)n('vs? ))
n=0

n=1

lo que prueba que §(u) € DY? asi como la identidad deseada. O

Una primera consecuencia de este resultado es que para la expresién (18) en el caso p = 2 resulta ser
una isometria que satisface la integral de Skorokhod.

Proposicién 2.4 (Isometria de la integral de Skorokhod). Sea u un proceso medible tal que
us € DY2 para casi toda s € [0,T] y que cumple

T T T
E [/ u? dt —l—/ / | Dyus Dsuy| dsdt] < 0.
0 o Jo
Entonces u € Dom§ y

E[6(u)?] = E [/OTufdt] + E [/OT/OTDtuSDSutdsdt].

Demostracién. Si u € D2, entonces por el Teorema 2.12 se sigue u € Dom §.

Por el Teorema 2.15 y la identidad (17) tenemos que
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Si usamos nuevamente la identidad (17) y junto con las hipdtesis vemos que
T T
E[(5(Du),u) ] = E [ / 5(Dyu)us dt] _ / E [6(Dy)uu] dt
0 0

T T T
—/ E [(Dyu, Duy) ] dt —/ E [/ DyugDguy ds} dt
0 0 0

T T
=E [/ / DiugDguy dsdt]
0 0

y por los calculos anteriores concluimos que

E [5(w)?] = E[{u,u) ] + E [(5(Du), u) ]

T T T
= E [/ ufdt] + E [/ / DiugDguy dsdt} .
0 o Jo

O]

Notemos que si F#; = F|y ) la o-dlgebra generada por {W, :r €[0,t]} y si u es un proceso adaptado,
entonces por el Lema 2.3 implica que

Dsuy = 0, s>t

y por lo tanto

DyugsDguy =0 para casi toda (t,s) € [0,T] x [0,T)

de manera que la isometria anterior se reduce a

E[6(u)?] = E UOT u?dt}

que de hecho es la isometria de It6 pues al ser adaptado el proceso habiamos probado que la integral
de Skorokhod coincide con la de Ito.

Finalmente podemos calcular la derivada de Malliavin de un proceso de difusién.

Ejemplo 2.6. Sean 0 : R - R y b: R — R funciones acotadas y continuamente diferenciables tal que
sus derivadas son acotadas también. Tomemos el proceso X = {X;, t € [0,T]} que satisface la ecuacion
diferencial estocdstica

t ¢
X =x0 —I—/ o(Xs)dWs + / b(Xs)ds.
0 0

Entonces, bajo estas condiciones tenemos que el proceso fg o(Xs) dWs pertenece a D2 y por el Teorema
2.15 obtenemos que para r <t

D, ( /0 to(Xs>dWs> — (X)) + / ' Dy(0(X.)) W,
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también bajo estas condiciones tenemos que fg b(Xs)ds € DY2 y para r < t se sigue que

o t e as) = | DL(b(X.)) ds

y utilizando linealidad, la regla de la cadena y los cdlculos anteriores deducimos que
t t
D, X; = / b (Xs)DpXsds + / o' (Xs) Dy Xs dWy + 0(X,)
T T

Si denotamos por Zy = D, X; para t > r, entonces obtenemos la ecuacion diferencial estocdstica

dZ; = b/(Xt)tht + O'I(Xt)thWt, r<t
Z, = o(X,).

Y mediante la formula de Ité y la exponencial estocdstica deducimos la solucion a la ecuacion anterior
la cual estd dada para r <t por

D, X; = o(X,)exp </t o' (Xs) dW, + /Tt {b’(XS) — ;(a’(Xs))Q} ds) . (31)

Del ejemplo anterior podemos ver que si adicionalmente suponemos que o(x) # 0 para toda x € R,
entonces

Y;
Dr Xy = ?tO(XT)]l{TSt}
:

donde Y; es la solucién a
dY;j = b,(Xt)Y;gdt + O',(Xt)YthWt, Yb =1.

A este proceso se le conoce como la primera variaciéon y es de suma importancia en el calculo de
Malliavin.

Cabe resaltar que en los calculos anteriores se les puede incorporar el parametro temporal a los coefi-
cientes b y o, sin perder generalidad alguna, y obtenemos la misma solucién simplemente agregando el
parametro temporal respectivamente.

Ademas podemos extender el andlisis anterior al caso n-dimensional con las mismas justificaciones en-
trada por entrada.

Hemos llegado al momento cispide de nuestra exposicién. En donde ya contamos con las herramientas
necesarias para poder aplicar las técnicas del cdlculo de Malliavin para estimar la densidad de un proceso

de difusion.

Cabe mencionar que para dicha estimacién también necesitaremos desarrollar unas desigualdades para
martingalas. Sin mas predmbulo demos inicio con los capitulos de estimacion.
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3. Estimacion de Densidades

3.1. Estimacion explicita

Los resultados expuestos anteriormente nos permitirdn estimar las densidades de variables aleatorias
diferenciables asi como de los procesos de difusion.

Comencemos la exposicién con una estimacion explicita para variables aleatorias que pertenecen a D!
bajo ciertas condiciones adicionales.

Para cualquier variable aleatoria F' € D! y cualquier proceso u € L(Q; L2([0,7])) denotamos
T
0

Existe un resultado que afirma que si ' € D! es tal que |DF||; > 0 casi seguramente, entonces F

posee una distribucién absolutamente continua?®.

Si adicionamos supuestos al resultado anterior obtenemos una estimacion explicita de la densidad de F'
como veremos a continuacion.

Proposicién 3.1. Sea F una variable aleatoria en el espacio DY, Sea u un proceso en L*(; L2([0,T)))
tal que Dy F # 0 casi sequramente y que ademdas u/Dy,F pertenece al dominio del operador 6. Entonces
la ley de F' tiene una densidad continua y acotada, denotada por p(x), y dada por

p(z) =E <]1{F>x} 6 <DZF>> (32)

Demostracion. Sea 1 una funcién suave, no negativa y con soporte compacto. Sea p(y) = ffoo Y(z)dz
con y € R y bajo estas condiciones sabemos que ¢(F) € DL,

Usando la regla de la cadena y el teorema fundamental del cdlculo vemos que

F
(D(e(F)),u) g = <D(/_ P(2)dz), u)r = (Y(F)DF u) g = $(F) (DF,u) gy = $(F) Dy F

y entonces

y por lo tanto

B(w(F) = & (D). 57) ).

Sea {F}, } nen una sucesion de variables aleatorias suaves en S que converge a F' en D!, Entonces usando
la identidad (17), convergencia dominada y la continuidad del producto interno vemos que

e ((Detr) D“F>H) — tin & (Do) D“F>H)

- r0s5t)) <2 5 ()
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Y por lo tanto

E(y(F)) =E (@(F) ) < >> para toda F € Db!,

u
D,F
Dado que el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, C§°(R), es densa
en L” (R) para 1 < p < oo y dadas las hipdtesis de 1, entonces por el teorema de convergencia monétona

se tiene que la identidad anterior se satisface para ¢ (y) = L[, (y) cony € Ry a <b.

En consecuencia, si aplicamos el teorema de Fubini a lo anterior tenemos que

Pla<F<b)=E <</iﬂ[a,bl(@ d“”) ’ (DZF))
= /abIE <]l{F>ac} 0 (DZF>> de

demostrando que p(z) como en la expresién (32) es la densidad de F'. O

Si a la proposicién anterior tomamos p,q € [1,00] tal que 1/p + 1/¢ = 1, entonces la desigualdad de
Hoélder implica que

(@) < (B[(Lgpsny)?])"” <E H5 (DZF)

= (P[F > z))/? <IE [

(@9
7N
5.

&

y por lo tanto obtenemos la estimacién

(s i35

Si aplicamos esta desigualdad nuevamente vemos que

y de esta manera obtenemos la estimacién

frerass (b (522)

Como consecuencia de las estimaciones anteriores junto con el Lema 2.2 deducimos la siguiente estima-
cién.
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Lema 3.1. Sea F una variable aleatoria en el espacio DV, Sea u un proceso en Domé tal que para p,q
con 1/p+1/q =1 satisface las siguientes propiedades:

(i) u pertenece a L*(Q; L2(]0,T))).
(i) 6(u) pertenece a L*(S).
(iii) (D F)~! pertenece a DYP.

Entonces F' tiene una funcion de densidad, denotada por p(x), tal que

o) <2 (|21 8 (| (555)])

Demostracion. Por la identidad (19) del Lema 2.2 vemos que
U 1
(o) = (57 0)
1 1
“ 5 (2 (5r) ),

D,F
~ O(u) 1
= DF P <DUF>

= (s (e} == (22]) += (2 ()

y como consecuencia de la estimacién (33) concluimos entonces que

p(z) <E (‘5 (DZF)D
<E<‘ 5(u) >+E<Du <DiF)D

D,F
Podemos modificar los supuestos del Lema 3.1 y con el mismo razonamiento obtenemos lo siguiente3°.

y esto implica que
6(u)
D,F

O

Lema 3.2. Sea F una variable aleatoria en el espacio D*'. Sea u un proceso en Domé tal que para p, q
con 1/p+1/q =1 satisface las siguientes propiedades:

(i) u pertenece a L*(€; L2([0,T])).
(i) 6(u) pertenece a L(S).
(iii) (DyF)~' pertenece a L'(Q) y

Dy 1= (DuF) 2 (|| D*F ||y el s + 1Dl |1 DF 1) € 27/(2) (35)

Entonces F' tiene una funcion de densidad, denotada por p(zx), tal que

d(u)
D,F

wzs(

o, HuuH) (36)

36[3] Lem. 4. P4g. 836.
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Observacién 137. Bajo los supuestos del Lema 3.2 podemos escribir la densidad de F' como

o(u B
p(z) =E <]l{F>;c}D(uF), + (D, F) 2 <<D2F,u ® u>H®H + /[OT]2 ur Diug D I dsdt))

Observacién 23%. Cuando u = DF la estimacién (36) conlleva a

oy < (|20 s om (L [0 &

Observacién 3%°. Sea W = {W;, t € [0,T]} la versién continua del movimiento browniano y u =
{u¢, t € [0, T]} un proceso adaptado que satisface las siguientes hipétesis:

5(DF)
IDF|%

(i) E ( OT u? dt) < 00, u; pertenece al espacio D*? para cada t € [0,7] y

T 5
A:= sup E(|Dsw|?)+ sup E (/ ]Dgsutlzdt) < 00
5,t€[0,T] r,s€[0,T) 0 ’

para alguna p > 3.

(ii) 0 < p < |ug| para toda t € [0,T] y con p una constante.

Sea M; = fo us dWs, y denotemos por pi(x) a la densidad de M;. Entonces para cualquier t > 0

pe() < 7P<|Mt\ > |a))7,

donde ¢ > 5 3 y la constante ¢ depende tinicamente de A, p y p.
En particular, si tomamos v = DF' y junto con la estimacién (37) obtenemos que
1
p(z) < cP(|F| > |xf)q

Observacién 4. Notemos que si u es un proceso adaptado y que si DiF = uze™* (lo cual es cierto si F'
es el valor al tiempo ¢ de un proceso de difusién como podemos ver en la identidad (31)), entonces

T

e utth‘
—=| < sup e ?
0<t<T f u? dt

Observemos que hemos usado el hecho que por ser adaptado el proceso u, entonces
T
6(’[1,) = / Ut th
0

y que ademads para la martingala browniana definida por M; = fo u; AWy tenemos que su variacion

37Véase [3] en la bibliograffa.
38Véase [3] en la bibliografia.
39(16] Prop. 2.1.3. P4g. 88.
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cuadratica estd dada por (M); = fOT u dt.

De manera que para obtener una estimacién de la esperanza de este tipo de expresiones necesitamos
estimar la norma p de M;/(M); donde M; es una martingala browniana lo que nos da pie al siguiente
capitulo.

3.2. Desigualdades para Martingalas

En el siguiente teorema establecemos una estimacién en la norma p de una martingala dividida por su
variacion cuadrética, en donde 1 < p < oco. Esta norma es acotada por una constante universal multi-
plicada por la norma ¢ del inverso de la raiz cuadrada de la variacién cuadratica.

Se le dice universal a la constante en el sentido de que puede ser tomada por igual para toda martingala
local y en cualquier espacio de probabilidad.

Es importante mencionar que esta desigualdad es de suma importancia en el presente trabajo asi como
en otros trabajos relacionados como lo podemos apreciar en el articulo del Dr. Victor H. de la Pena®’ y

que mas adelante retomaremos en aras de enriquecer nuestra exposicién del presente capitulo.

Teorema 3.1. Sea {My, t > 0} una martingala continua y nula en 0. Entonces para cada 1 < p < q=
p + €, existe una constante universal C' := C(p,q) tal que

|t

<clon?|, (38)

Demostracion. Como consecuencia de la férmula de integraciéon por partes tenemos que

. H o

p] N /OOO pa? P |My| > (M), ] da.

Notemos que por subaditividad numerable

P[|Mt| > $<M>t] < ]P[Mt > ZL‘<M>¢] +P[—Mt > ZL'<M>,5]
De manera que es suficiente con estimar el término
[e.¢]
/ PP My > x (M), ] da.
0

Recordemos que si M es una martingala continua, entonces M es una martingala localmente continua y
si definimos el tiempo de paro 7, := inf{¢t > 0 : |M;| > n}, entonces M, ,; es una martingala continua
y acotada.

40V éase [7] en la bibliografia.
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En consecuencia, podemos asumir sin pérdida de generalidad que M es acotada y junto con las desigual-
dades de Markov y de Holder vemos que

BLM; > (M), | = BA000: 5 (Oe0M)
— ]ID[G)\Mt*9<M>te*()\$*9)<M>t > 1]

<1-F] AM—0(M) ¢ —(Az—0) (M), ]

< (B[erMe-tatinn]) e (B[ emP0a-0an: ]>1/ g
en donde 1/5 + 1/a = 1. Por hipétesis M es una martingala continua, acotada y nula en cero y si
elegimos A, «, 3, 0 tal que (A\a)?/2 = fa, es decir, § = A\?a/2, entonces

)\a)Mtf(Ga)(M)t — e(Aa)Mt*%U\/Iﬁ

el = E(M);

de manera que £(M); es una martingala local continua*' y junto con la hipétesis de que M es nula en
cero vemos que

(M) (ha)Mo— 22 (1)
| = B[ QMo 255000 ) = g

E[ M- 255

En consecuencia con esta eleccién y junto con la desigualdad anterior obtenemos

2, 1/8
P My > x(M),] < (E[e—ﬁ(kw—AQNM)t ]>

2o
Si optimizamos la funcién e PRE=232) M)t cop respecto a A obtenemos el 6ptimo en A = x/« y notemos

que
1 1
« (6 «

B

y junto con la desigualdad anterior se sigue que
224 1/8
B[ M; > o(M),] < <IE[65(’\’”2)<M>t ]>
1/6 . 1/8
< <E[e_§x;<M>t]) <E[6_(5_1)(;)(M>t]>
En consecuencia tenemos que para cada e >0y § > 1
M; p] /oo -1 ( —(8-1) (%) (M) )1/5
E <2 pa? Ele 2 dr
I : | |
e o2 /8
< 2eP + 2/ paP~? (E[e_(6_1)<2><M>‘ ]> dx
o 2 /B
= 2eP 4 2p/ 20 <E[x(5+pl)5 e—(ﬁ—l)(7)<M)t ]> s
€

> 22 1/8
< 2P +2p (/ 0 dx) % <IE [sup |:x(5+p1)6 e—(ﬁ_l)(2)<M>t:| D
g

zeR

IN

Sea
2

¢($) — $(5+p71)5 6_(5—1)(%><M>t

41123] Teo. 2.16. Pag. 332.
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Entonces

2

¢'(@) = |80 +p— 1o THVITL PO (5 1) (ar), | x ()

La funcién ¢ alcanza su maximo en

En consecuencia

_ ) (P58 (5+p—1) B

¢($0) — <B(6ﬁ+pll)> 2 <M>t_ 6+P2 1 Bef(Hg 1)5
Y por lo tanto
(6+p—1) B 1/6
M, |? 2 (54p—1) S4+p—1 2 _(5+p—1)8
] e (5322 (o)
=2 +7°B
en donde

(6+p—1)

_2p — (@4p=1) Bl+p—1)\ 2z _(tpo1)s 1/8
B=5_1° (5_1> (E [<M )i D

Ahora optimizamos con respecto a €. Sea
Ale) =22 +¢17°B

entonces
Al(e) =2pP L + (1 -0)e°B

y la tinica solucién para A’(g) = 0 estd dada por

1
o — (5 - 1) ro-1) B/ (p+5-1)
2p

y luego

p _(1=9)
Aeg) =2 0 — 1) ®FD Br/(e+o-1) | 0—1 <p+6 1 B(1-9)/(p+5-1)+1
2p 2p

)
= Bp/(p+6_1) ) 5_71 m + (5—71 (P+5761)
2p 2p
TreD £ (-8
. 2p \ GFo-D M 2 5 §—1)\ Gro- 1>+ E GRSy
ISR ) -1 2 2p
< [ 6+p 1)3}) B(6+p—1))
x | E
_ (s+p=1)8 7\ P/(B(6+p-1))
= %~ < (5+p ) ( 5€1> (E [<M>t . D

[S14S)
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En consecuencia

&

o < ollp1f2, [BEFP=1) <1+ P >1/pH<M>t_l/2H(

) B-1 51

d+p—-1)8

Tomemos 6 =2 — (1/8) y pongamos (6 +p —1)8 =p+¢c. Entonces e = ( —1)(p+ 1) y asi

LR = (e (1))

p \'7 PY\»
(1+525)" = (p+0(1+)

De esta manera definimos la constante

Cpe = 2\1//; (p+1) (1+ Z))é+;

lo que nos permite concluir con la demostracién. O

y finalmente obtenemos

< Cp78

p

()|

M,
<M>t pte

Al inicio del capitulo comentamos sobre trabajos relacionados, como el del Dr. de la Pefia, en donde se
menciona esta desigualdad y ademas se hacen extensiones relacionadas.

Para la martingala My, respecto de la filtraciéon .%;, obtuvimos una desigualdad en la expresién (39) de
la demostracion, para 5 > 1, dada por

2

. /
P M, > 2(M);] < (E[e_(ﬂ_l)<2><M>t ]>1 ’

A continuacién veremos las extensiones de esta desigualdad expuestas en el trabajo del Dr. de la Pena.
Comencemos con un lema que nos sera de utilidad.

Lema 3.3. Sean X,Y dos variables aleatorias tales que X > 0,Y >0 y X/Y > 0 casi seqguramente y
ademds E(X/Y) < K para alguna constante K. Entonces

E(X'/7) < KYa[E(y -y /P

Demostracion. Sean p > 1y 1/p+ 1/q = 1, entonces por la desigualdad de Holder y junto con la
hipdtesis tenemos que
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Notemos que
1 1 P
—+-=1 <= 1+=-=p <
b q q

Entonces por la desigualdad anterior concluimos que

Sl k]

E(XI/Q) < Kt [E(yp/q)]l/p - Kl/Q[E(Y(p—l))]I/P

Veamos entonces una primer extensién de la desigualdad antes mencionada.

Teorema 3.2. Sea M; una martingala continua con respecto de la filtracion % y tal que My = 0. Sea
A un conjunto medible con respecto de F, y sean x > 0 y p > 1. Entonces

o e 5o} ()

Demostracion. Sea A > 0y g tal que 1/p+ 1/q = 1, entonces por la desigualdad de Markov

P[M, > x(M);, A] = P [exp {;\Mt - 23:(M>t} 1 (M, > 2(M)y, A) > 1]

<1-E [exp {th - 295(M>t} 1(M, > :c(M)t,A)]

Denotemos por Ay = {M; > (M)} N A = (My > x(M), A) y definamos las variables aleatorias no
negativas

X =exp{AM; — A\x(M):} 14,
)\2
Y :=exp {2<M>t - /\a:<M>t} 14,
y entonces vemos que

X A2
? = exp {)\Mt — 2<M>t}

es decir, X/Y es una martingala local continua*? y como por hipétesis My = 0, entonces

(3] fow it 2 a0} <2 e it )] -1

En consecuencia, por la desigualdad del lema anterior

- [eXp {th - 2x<M>t} L‘t] <1/ (E [GXP {(p - 1) [)\22<M>t - )\:E<M>t] } ]lAt] > v

Si tomamos A = z, entonces

e { 0= 1[5 000 = x| | = e (-2 200}

42123] Teo. 2.16. Pag. 332.
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y de esta manera, por las desigualdades anteriores, concluimos que

rian = (ot ) < (5 oo (05 Dtan 1 (i = e)])

Veamos ahora otra extensién de la desigualdad previamente mencionada.

Teorema 3.3. Sea M; una martingala continua con respecto de la filtracion %y con My = 0 y tal que
exp{A\M;—(\2(M);)/2} es una supermartingala para toda A > 0. Sea A un conjunto medible con respecto
de la filtracion .

Entonces, para toda 0 <t < oo, >0y a,x >0 se cumple que

B > (a+ 900, 4] < B [exp {a? [Z 0+ s | 08 2 (04 50002 0) . (a0
P | M; > (a+ B{(M))z, <1\2>t <y para alguna t < oo] < exp {-ﬁ <§; + aﬁ)} (41)

Demostracion. Por la desigualdad de Markov vemos que para toda A > 0

Pt = (o 300 [ { - (295 0 g (M)

coalo o (55001 (i )

Denotemos por A; = {MW > :U} NA= (MW > a:,A). Si agregamos un cero y usamos

la desigualdad de Cauchy-Schwarz junto la hipétesis exp AM; — (A2(M);)/2 es supermartingala, que
implica que Elexp AM; — (A\2(M);)/2] < 1, obtenemos entonces que

A Aax MGz
E [GXP {QMt 5 - §<M>t)} ]lAt:|
{)\ A2 A2 ABx
exp

:exp{)\a Mt<M>t+<M>t<M>t} ]14

8

2 4 2

(

|

<o {25} o oo st S o e { (5 - 280) 1
el {(5 -20e) o)

Si tomamos A\ = Sz se minimiza exp { ()‘72 — )\B:U) (M}t} y por lo anterior obtenemos que

P[ M, > (a + B(M),)z, A] < exp {0‘525”2} \/E [exp {52;2 <M>t} 114
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Notemos que

E {exp {—522“72 <M>t} Lu] ~E [exp {—ﬁ?Q (M)t} ’ At} P[A]

De manera que si a la desigualdad anterior dividimos por \/P[M; > (a + B(M)¢)z, A] concluimos

P[M; > (a+ B(M))z, A] < —afz E — M — > A
[ (o + 502, 4] < expl-a8} 8 [exp { -T2 || (s 2
Demostrando la expresién (40). Ahora probemos la expresion (41). Definimos el tiempo de paro
. M, }
T=mmf{t>0: ————— >z
{ (a+ B(M):)

y definimos

A { Mr > < 1 t< }

= >z, y para alguna 00
(a+ B{M)) (M)

Vemos que 7 < oo en A y junto con la hipétesis de que exp{A\M; — (A\2(M);)/2} es una supermartingala

para toda A > 0 y por el teorema de muestreo opcional de Doob junto con el hecho de que My = 0

implican que

oo {aat, - £ 0.} 1ca)] <

Entonces utilizando la desigualdad anterior y nuevamente la misma linea de razonamiento de la prueba
reemplazando a ¢t por 7 obtenemos

Bx

P{M, > (a+ B(M),)z, A] < exp{—ang}E [exp{— 22 2<M)TH ((a+]\;<M>) > g;,Aﬂ

Notemos que por definicién de A y de la identidad 1 gncnp = 1glclp se sigue que

1(A) = 1({ < coDL(A)L <{(CV+]\;W>) > x})

En consecuencia junto con la desigualdad anterior que habiamos deducido

[ M, 1
(

ot BOMY) = 7 Y,

2 2,2
SeXp{—aix }E [eXp{—ﬁf <M>T}
§exp{—x2 <ﬁ2+a6>}

2y

en donde la tltima desigualdad se debe a que (M), > (1/y) en A y con esto probamos (41). O

M,
(@1, =54

<m+]\§&w>» 2“‘”

P[A] = <y paraalguna t < oo] <P {

Para enriquecer nuestra exposicion sobre las desigualdades para martingalas y en virtud del trabajo de la
Dra. Nathalie Eisenbaum y del Dr. Victor H. de la Pefia®® expondremos a continuacién una desigualdad
aplicada al movimiento browniano.

Comencemos con retomar un resultado del Dr. Michael J. Klass** 4°.

“3Véase [6] en la bibliografia.
44V ¢ase [14] en la bibliograffa.
“Véase [15] en la bibliograffa.
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Teorema 3.4. Sea (d;);>1 una sucesion de variables aleatorias independientes con valores en un espacio

d~e Banach y sea (di)i>1 un copia independiente de esta sucesion. Sea S, = Z?:l d; y similarmente
S = Z?:l d;. Entonces para cualquier p > 0 existen constantes estrictamente positivas c, y Cp, tales
que para cualquier tiempo de paro T con respecto a S se cumple que

pE (sup ‘gn‘p> <E (SUP |Sn|p> <GE (sup |§n|p>
n<T n<T n<T

Mas ain, a la constante C, de la sequnda desigualdad se puede tomar igual a 20(18)P.
Veamos la extension de este resultado a un proceso en tiempo continuo y con incrementos independientes.

Teorema 3.5. Sea (X¢)i>0 un proceso en tiempo continuo con valores en un espacio de Banach tal que
sus trayectorias son continuas y tiene incrementos independientes. Sea X una copia independiente de
X. Denotamos por

Xf=sup |[Xo| y  X;= sup |X,|
0<s<t 0<s<t

Sea p > 0 y suponga que para cada t > 0, E[(X])P] < co. Entonces ezisten constantes positivas, ¢, y Cp,
independientes de X, tal que para cualquier tiempo de paro T con respecto a X se cumple

B [(X3)] <EIX7)] < G E [(X3)7] (42)

Mads ain, se puede elegir a Cy igual a 20(18)P.

Demostracion. Para t fija consideremos una particién 7, de [0, ] tal que 7, = (s}")o<i<n con
O=s5<sy<:---<sy_1<s,=t
y || = 0 conforme n — oo. Notemos que para n > 0

J
X = (Xop = X ) + Xy
=1

De manera que la restriccién de X a 7, es un proceso a tiempo discreto con incrementos independientes.
Podemos elegir la sucesién de particiones (7,)n>0 tal que 7,41 D 7, y en consecuencia definimos

Th(w) == si' en s; <T At < sy

Y por lo tanto T}, es un tiempo de paro con respecto a (ysy)izo en donde Z; := o(X, : u < s).
Notemos que (7},)n>0 es una sucesién decreciente que converge a T' A t. Por el Teorema 3.4 obtenemos

cp E[sup [X,[P] < E[sup |X,["] < CpE[sup |X,"]
SETn SETn SETn
SSTn SSTn SSTn
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y tal que se puede elegir a C) igual a 20(18)P. Las hipdtesis nos permiten emplear el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue que conlleva a que

e El(X7n)] < E[(X700)"] < CoE[(X7p0)"]

y nuevamente las hipotesis nos permiten emplear el Teorema de Convergencia Mondtona para concluir
con la demostracién al hacer tender ¢ hacia oo. O

Retomemos la modificacién continua del movimiento browniano (W;):>¢. Por las desigualdades de Burk-
holder Davis Gundi sabemos que para toda p > 0 existen dos constantes estrictamente positivas ¢, y
C), tales que para cualquier tiempo de paro T' con respecto a W se cumple que

o B(TP?) <& (sup !WA”) < C,E(T7?)

s<T

Sea W una copia independiente de W, entonces se sigue inmediatamente que existen constantes CJ/D y 01/9
tal que para cualquier tiempo de paro T' con respecto a W se tiene que

B <sup |v”vs|P> <E (sup |Wsrp> <R <sup |Ws|p> (43)
s<T s<T s<T

Por la propiedad de escalamiento del movimiento browniano 1474 y por la independencia de 1474 v T

E (sup \Ws\p> = E(TP/?)E <sup |Ws|p> .

s<T s<1

Notemos que la expresion (43) es una fromulacién equivalente a las desigualdades de Burkholder y Gun-
di, sin embargo, para el caso del movimiento browniano, son distintas esas desigualdades con respecto
a la expresion (42).

La diferencia radica en las constantes, pues como vimos en la expresién (42) la constante C, puede ser
elegida igual a 20(18)P y en la expresién (43) la constante C}, puede ser elegida® por (24 - p?)P.

En consecuencia, veamos la siguiente extension de las desigualdades del Teorema 3.5 a su versiéon expo-
nencial.

Corolario 3.6. Bajo la notacion y supuestos del Teorema 3.5 y para cualquier p > 0 y cualquier tiempo
de paro T con respecto a X y cualquier X > 0 se cumple que

E (exp {A(X5)P}) < 20 - E (exp {)\ 18?()2;)17})
E (cosh {A\X3} —1) <20 - E <cosh {18 : AX;;} - 1)
Demostracion. Sea n € N, entonces por el Teorema 3.5 tenemos que

E[(X3)"™] < 20-E [(18 : X;)np} para toda n € N

46Véase [8] en la bibliograffa.
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Tomemos las respresentaciones, para x € R, por

o0 " 0 p2n
exp(z) = Z o cosh(z) = Z o)l
n=0 n=0 )

v si sumamos sobre n la desigualdad anterior junto con las representaciones mencionadas concluimos
con la prueba. O

Observemos que por la propiedad de escalamiento del movimiento browniano junto con el corolario
anterior obtenemos para cualquier tiempo de paro 1" con respecto a W se cumple que

E (exp {A(W7)}) < 20 E (exp { A 187(77 )P 772}
E (cosh {AW;} —1) < 20-E (cosh {18 W T1/2} _ 1)

Dado que P(W; > t) < 2P(|W;| > t) y directamente de la definicién de esperanza y junto con la
generadora de momentos de una normal estandar se sigue que

AQ
E (exp{A\W7}) < 2E (exp{\|[W1|}) < 4dexp <2>
y usando nuevamente la definicion de esperanza y la generadora de momentos conlleva a que
AZ
E(cosh{\W{} — 1) < 2E(cosh{\|[W1|} — 1) = 2E(exp{A\W 1} — 1) =2 (exp (2) — 1)

Finalmente, si seguimos una linea de razonamiento similar a la que tuvimos con las desigualdades
anteriores podemos verificar que para cualquier tiempo de paro T con respecto a W se cumple?”

E (exp {A\W7}) <80-E (exp {182);T}>

AQ
E (cosh {AW3} — 1) <40 -E <exp {1822T} — 1)

vy notemos que estas desigualdades son muy parecidas a un caso particular de la desigualdad del lado
derecho de Burkholder Davis Gundi pero en el caso exponencial del movimiento browniano.

Las desigualdades que hemos expuesto seran de gran ayuda para la estimacién de la densidad de un
proceso de difusién. Junto con las técnicas del calculo de Malliavin que hemos desarrollado y junto con
las estimaciones preliminares veamos en el siguiente capitulo el complemento de las estimaciones que
deseamos exponer.

47(6] Teo. 2.2. Pag. 241.
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3.3. Estimacion de Densidades para un Proceso de Difusion

A continuacién haremos uso de las estimaciones obtenidas en los capitulos anteriores asi como de la
derivada de Malliavin de un proceso de difusién, junto con las desigualdades de martingalas, con la
finalidad de poder estimar su densidad.

Retomemos la modificacién continua del movimiento browniano W = {W; : ¢ € [0,T]} definido en el
espacio de probabilidad canénico (€2,.7,P), es decir, Q = Cy([0,7]), con .Z la o-dlgebra completada de
Borel en 2 y con P la medida de Wiener y consideremos el proceso de difusién X = {X;, t € [0, T]} que
satisface la ecuacién diferencial estocastica:

¢ ¢
X; = xg +/ o(s, Xs)dWy +/ b(s, Xs) ds, t€0,7T]
0 0

Para mejorar la presentacién de las estimaciones usaremos la notacién ¢/ = do/0x, b/ = 0b/0z,
o’ = 9% /0x? y V' = 9?b/02* y tomemos las siguientes hipdtesis sobre los coeficientes o y b.

(H) Las funciones o(s,z) y b(s,z) son de clase C? con respecto a z y

0(0,z)| <K, [b(0,2)] < K
o'(s, )| < K, V(s,2)| < K

para alguna constante K > 0y o”(s,x) y b”(s, x) tienen crecimiento polinomial en 2 uniformemente
en t.

En lo que resta del presente trabajo denotaremos por C' a una constante genérica que puede depender
dep>1,T >0y de los coeficientes o y b.

Veamos la primera estimacién de la densidad de un proceso de difusion.
Teorema 3.7. Sean o(s,x) y b(s,x) funciones que satisfacen las hipdtesis (H). Suponga que

—po/2
E( ) < 00

para alguna py > 2 y para toda t € (0,T]. Entonces para toda t € (0,T] la variable aleatoria X; tiene
una densidad continua, denotada por pi(x), tal que para toda p > 1

</Ot o(s, X,)? ds>

t
/ o(s, X,)%ds
0

~1/2

pi(z) < Gy (44)

para alguna constante Cp, > 0.

Demostracion. Sea t € (0,T] fija. Notemos que bajo las hipétesis (H) tenemos que X; € D?? para toda
p > 2, ysis <ttenemos que como consecuencia del Teorema 2.15 y junto con el calculo en la expresion
(31) mas la observacién sobre el parametro temporal en los coeficientes conlleva a que

t t
DXy =o0(s, Xs) + / o' (r, X;)Ds X, dW, + / b (r, X, )Ds X, dr
S S
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y de esta manera
t t
D,X; = o(s, X,) exp (/ o' (r, XT)dWT—k/ b — L") (r, Xr)dr>
Ahora usemos la notacién
t t
M, = exp ( [oexyaw s [ 1= 4@ x) dr)

de manera que podemos reescribir D X; como

DSXt = O'(S,XS) M57t

para toda s < t.

Para 0 < so < s1 <ty si usamos la regla del producto, la regla de la cadena y junto con la expresion
anterior obtenemos que

D2 Xt = (U,(317X81)D82X81)M81,t

S1, 82
t

t
+o(s1, X ) Mg, ¢ </ o (r, X;)Ds, X, dW, +/

S1 S1

b —o'o"](r, X;)Ds, X, dr>

= U/(317X81)0(327X52)M81,tM82,51 + 0(817 X81)U(827X52)M81,t
t t
« < / o (1, X,) My, » AW, + / ¥ — o'a"(r, XT)MSW,dr)

51 51

El siguiente paso es aplicar el Lema 3.2 a los procesos X; y us := o (s, Xs)1jg4(5).

Por el Lema 2.2 tenemos que us pertenece al dominio de § y como u es un proceso adaptado, entonces
0 coincide con la integral de It6 y por lo tanto

5 (o5, X)L (s)) = /0 o (s, X.) AW,

y entonces vemos que el proceso u cumple los supuestos (i) y (i7) del Lema 3.2 para toda g > 1.

Por otro lado tenemos que
T
Du(Xt) = / DSXtUS ds
0
T
= [ ol X0) Mao(s XL (s) ds
0
t
:/ O'(S,Xs)2 M, 1 ds
0
y consideremos las variables aleatorias

t
R; = / o(s, Xs)?ds
0
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Sy =1 sup Mo_i sup Mo, s
sefo] 5€[0,t]

Vemos que de la definicién de M; ¢ se sigue que supgcjo Mo,s > 1y como exp() es una funcién
mondtona no decreciente, entonces

sup Ms_% < (sup M(;i) (sup M07s> =5 (45)

s€[0,¢] s€[0,¢] s€[0,¢]
y junto con las hipétesis (H) se sigue que E(S}") < oo para toda m > 2.

Como consecuencia de las observaciones anteriores obtenemos la estimacion

-1

t
|Du(Xy)| 7 = /a(s,XS)QM&tds < (Ry)'S, (46)
0

Y con esto exhibimos que (D, (X;))~! pertenece a r’ (Q) para cualquier 1 < p' < po/2, es decir, se
cumple (4i7) del Lema 3.2.

Para verificar que la variable ®,, de la expresién (35) del Lema 3.2 pertenece a L’ (Q) para cualquier
1 < p’ < pp/2 usaremos las siguientes estimaciones que son consecuencia inmediata de la estimacién en
(46) junto con la desigualdad en (45) y del célculo de D? . X;.

51,52

102X oy < (50* VIt |||

+ 2(St)2Rt sup
0<s<t

/ 0" (r, X,) Mo, AW, + / b = oo (r, X,) Mo, dr
0 0

lull? = Ry
IDull o < ||| V/Re St
IDX4|l; < V/Re Si

Entonces siguiendo la definicién de @, de la expresién (35) del Lema 3.2 y junto con las estimaciones
anteriores tenemos que

y se sigue entonces que @, pertenece a L’ (Q) para cualquier 1 < p’ < pg/2 puesto que (R;)~ /2 perte-
nece a L™ (Q) y ¥, tiene momentos de cualquier orden como consecuencia de las hipétesis (H).

B, < ()7 (80" (2] + 2007 sup

0<s<t

/ a’(r, X, ) Mo, dW, + / b —o'a"|(r, X, ) My, dr
0 0

= (Ry)'v,

Por la desigualdad en (46) y por el Teorema 3.1 tenemos que para cualquier p > 1

(%

St

i ols, X,) aw,
e (4
fo o(s, Xs)?ds

<aimr,
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Y por la desigualdad de Holder obtenemos que

B(@. ully) < B((R)™/20.) < G |[(R) 7|

y concluimos finalmente que por el Lema 3.2 se sigue que

i) <7

O]

A continuacién veremos una aplicacién del Teorema 3.7 para el caso en que el coeficiente o no depende
del parametro temporal.

Supondremos que ¢(0) = 0 y estudiaremos el comportamiento de la densidad como una funcién de la

condicién inicial xg, que en adelante la denotaremos por x, cuando ésta es cercana a 0. Cabe mencionar
que el punto de degeneracion es tomado igual a 0 para simplificar la exposicién.

Teorema 3.8. Suponga que o : R — R es una funcion continuamente diferenciable de orden dos tal que
o’ estd acotada, o(x) > 0 para toda x >0 y 0(0) =0. Sea b: [0,T] x R — R una funcién que satisface
las hipdtesis (H). Sea x > 0 fijo y X; la solucion a la ecuacion diferencial estocdstica

t t
Xt:x—i—/ U(XS)dWS—l—/ b(s, Xs)ds,  te€[0,T] (47)
0 0

Entonces la densidad pi(y) de X; satisface que para cualquier € > 0

piy) < Ce (o(a) 472 4 o) 270 15/2) (48)

Demostracion. Definimos el tiempo de paro 7 por

T=Mf{s >0 : o(X,) = so(2)}.

Notemos que o(Xo) = o(z) > 20(z) y usando la hipétesis que o(z) > 0 para toda z > 0 analicemos los
siguientes casos tomando p > 1.

Sit < 7, entonces

/Ota(Xs)st > /Ot <U(2x)>2 ds
( /0 (X ds) o ("(2"’“")) 3

/Ota(XS)Q ds > /OT o(X,)?ds

y por lo tanto

IN

Sit > 7, entonces

y como 0 < s < 7 y junto con el caso anterior vemos que

(/Ot o(X,)? ds> " < </OT o(X,)? ds> .
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Sea p > 1, entonces por las cotas anteriores

) <</°t U(XS)2ds> p/2> - (H{m} </ot U(XS)QdS) m) +E (ﬂ{TSt} < /0 t U(Xs)2d3> m)
: <U(237)) e * <U<2m)> B (1{79} T_p/2>

Estimemos la esperanza del dltimo término. Vemos que por la férmula de integracién por partes

& 1
E(Lpey ") =% /1 ; y®/A-1p (T < y) dy (49)

Y por otro lado

1 1
—_ ) = 1 < =
P (T < y) P <0Siréfl/yo(Xs) < 20(:v)>

<P ( sup |o(Xs) —o(x)| > ;O‘(l‘))

0<s<1/y

Por la desigualdad de Markov se sigue que

P( sup ra<Xs>—a<m>|z;a<m>) < (2)E< sup ra<Xs>—a<x>|q)

0<s<1/y o(z) 0<s<1/y

Usando la hipétesis de que o es continuamente diferenciable de orden dos vemos que

(525) 2 (o o o) < (G25) e (s o)

Las hipétesis (H) implican*® que existe una constante C >0 tal que

E( suwp |X,—af?) <Cy ¥?
0<s< 17y

/

De manera que por el andlisis anterior, por la hipdétesis de que ¢’ es acotada y tomando la constante

genérica C > 0 obtenemos que
( ) o' LB sup [x,—alf
o(z) 0<s<1/y

*(<)
“(ata)

En consecuencia, si p < g obtenemos de la identidad (49) y junto con el andlisis anterior que

IN

| /\

E (]l{rgt} 7'_”/2> < Co(z)™9 t—(p—a)/2

8123] Lema 2.1 P4g. 523.
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De manera que junto con la estimacién inicial deducimos que

(o))< e ()

+ o(z) "1 (a/P) t(pq)/2p>p < 00

<

1
CP
B <0(x) Vi
Finalmente, por el Teorema 3.7 y si fijamos ¢ = p(1 + £) concluimos que

pt(y) < Cg (U(x)_l t_1/2 + U($)_2_€ ts/2)

Cuando al coeficiente de deriva es no negativo podemos obtener una estimacién mas fina en (48).

Teorema 3.9. Suponga que o : R — R es una funcion continuamente diferenciable de orden dos tal que
0(0)=0, 0(x) >0 yo'(x) >0 siz>0y ademds o’ estd acotada. Sea b : [0,T] x R — R una funcién
que satisface las hipdtesis (H) y tal que b(s,z) > 0.

Entonces, la densidad pi(y) de la solucion X; de la ecuacion diferencial estocdstica (47) satisface

(50)

para toda x > 0, t € (0,T].

Demostracién. Notemos que por el teorema de comparacién para ecuaciones diferenciales estocésticas*®

tenemos que X; > 0 para toda t € [0, T].

Si aplicamos la férmula de It6 vemos que

o(Xs) = o(z) + /OS o'(X,) dX, + ;/Os o"(X,) d(X),
s s 5 (g g2
- J(w) + /0 (UIU)(Xr) dW, + /0 b(?", Xr) U/(Xr) dr + /0 (2)()(7) dr

y se sigue entonces que

o(X) _,, [ (@o)X,) Y@K L [ X) )
i [ [ g [0SR

X el s . . . .
Sea Zg := %, entonces podemos reescribir las cuentas anteriores con notacién diferencial

dZs = o' (X,) Zy dW, + ";" (X,) Zs ds + ((7256)() ds
- [a’(XS)dWs + a;(’( X,)ds + Z(Si();() ds] g

49112] Teo. 1. P4g. 437.
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y mediante la férmula de It6 y la exponencial estocéastica vemos que si
S 1 S 1 S
N, = / o'(X,) AW, — / (0! (X,)r + / (") (X,) dr
0 0 0

entonces

o(Xs) _ . <1+/Oseg—(;~b(rer)0/(X,ﬁ)dr>

Por el Teorema 3.7 en la estimacién (44) obtenemos que

o(2) pi(y) < C (/Ot (aa(()i;)>2 ds) ~1/2

P
t s o= Nr 2 —1/2
<C| sup e ™ / (1+/ —b(r, X;) G/(Xr)d’l“) ds
0<s<t 0 0 o)
P
C
<
TVt
es decir
<<
pe\y) = a(x)\/i
que era lo que deseabamos probar. ]

Tlustremos la aplicacion de los resultados anteriores con el siguiente ejemplo. Consideremos la ecuacién
diferencial estocéstica

dXt = ﬁ(Oz — Xt)dt + O'th
X() = X0

en donde 8 > 0, ¢ > 0, a € R. Entonces notemos que las funciones

b(s,z) = B(a—x)

o(s,z) =0
satisfacen las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad asi como las hipétesis (H).

A la tinica solucién adaptada a la filtracion se le llama proceso de Ornstein-Uhlenbeck en donde o
representa la media asintética, 5 la velocidad de reversién a la media y o la dispersion o tamaiio del ruido.

Si aplicamos la férmula de Ité a la expresién X;eP* obtenemos que
t
Xi=a+ (zg— oz)e_ﬁt + 0/ e Bt=3) g,
0

Sabemos que si f : R — R es una funcién determinista que pertenece a L%([0,t]), entonces

[ syaw. ~ 5 (0. tlf(8)|2d8>
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v luego junto con la Isometria de It6 vemos que
E(X¢|Xo = z0) = a+ (zg — a)e™™

2
g _
V(X¢| X0 = x0) = E(X? X = 20) — E(X¢| X0 = 20)% = 27(1 — 2

B
y como la media y la varianza determinan a la normal tenemos que
(X¢|Xo=m9) ~ N (a + (20 — )e P, ;;(1 — e_QBt)> . (51)
Por otro lado vemos que
! 2 e by e 2,\—1/2 1
H</0 o(s, Xs) ds) sz(/O o ds) p:H(U t) szg—ﬁ

Notemos que para cualquier py > 2 se cumplen las hipétesis del Teorema 3.7 y entonces existe una
constante C' > 0 tal que si p;(x) denota a la densidad de X, entonces se cumple que

([ e

Aqui notemos también la conexién con la estimacion del Teorema 3.9.

—-1/2 C

pi(x) < C p:a—ﬁ

te (0,7], p>1.

Para verificar la desigualdad anterior veamos primero que por la expresién (51) se tiene que

1\ﬁ 1 B [z —a—(zg— a)e P
o) =7 Trmexp{‘az e 2 }

Ahora bien, por la regla de L’Hopital podemos verificar que

lim vt _ !
t—0+ /1 — =26t a V23

y entonces si definimos la funcién g : R - R

=177 =
g(t) =
i f_wt t € (0,7).

tenemos que g es continua en el compacto [0,7] y por lo tanto existe K > 0 tal que |g(t)] < K para
toda ¢t € [0,7]. Mediante el calculo diferencial clasico podemos verificar que g es creciente en [0,77] y

por lo tanto
vT

K=——Y"
V1 — e 26T

El argumento anterior conlleva a que

1

K
\/ﬁ S % para toda t € (O,T] (52)
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Por otro lado notemos que (1 — e 2%) >0y [z — a — (zo — a)e ]2 > 0 para toda t € (0,T]. Y como
por hipétesis 8 > 0 y o > 0, entonces se sigue que
B [z —a—(xg— a)e P?

{_2 1 _ 25t } <0 para toda t € (0,7
o —e

y como la funcién exp(-) es monétona no decreciente concluimos que

exp {:é Lo Iixg_zﬁ?)e_m]Q } <1 (53)

Si definimos la constante C' > 0 como

C_\/B.\/T
Vo 1= T

entonces por las expresiones (52) y (53) concluimos que

B lr—a—(zg— a)e‘ﬁt}Q} C

1 /3 1
pe(x) = U\/;\/wexp{—a2 =TT < a\/f'l para toda t € (0,7

como lo afirmaba desde un principio el Teorema 3.7.

Cabe mencionar que las estimaciones de los teoremas anteriores también se pueden aplicar en el caso en
que la densidad es desconocida.

Para la ecuacién diferencial estocéastica del ejemplo anterior pudimos ilustrar la aplicacién del Teorema
3.7 y su conexién con el Teorema 3.9 asi como la obtencion explicita de la constante de acotamiento.

Es importante resaltar la importancia de la desigualdad para martingalas del Teorema 3.1 para la ob-
tencion de las estimaciones que hemos expuesto.

Finalmente, con este ejemplo vimos la conexién entre los diversos resultados que hemos venido estudiando
asi como la manera en que cada una de sus componentes tiene su importancia individual.
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4. Conclusiones

En el presente trabajo hemos atestiguado una interesante conjuncién de dos dreas de las matematicas;
el andlisis funcional y la teoria de probabilidad. Partimos con el concepto de derivaciéon de funciones en
espacios de Banach asi como propiedades de densidad y espacios de Hilbert asociados con espacios de
probabilidad.

En primera instancia ilustramos el concepto del operador derivada en un sentido débil y que jugd un
papel crucial para nuestro estudio del célculo estocéastico de variaciones. Nuevamente retomamos con-
ceptos como el operador adjunto de la derivada de Malliavin y presenciamos una simbiosis de elementos
de funcional con los de probabilidad.

Una vez desarrolladas las herramientas clave del cdlculo de Malliavin pudimos entonces aplicarlas sobre
los procesos de difusién asociados a la solucién de una ecuacién diferencial estocastica que satisface
ciertas condiciones sobre sus coeficientes.

No dejemos de lado el grandioso papel que jugaron las desigualdades para martingalas que estudiamos
el Capitulo 3.2 y que pudimos enriquecer nuestra exposicién hacia diversos resultados concernientes con
articulos de investigacién relacionados.

Finalmente podemos concluir la importancia de la teoria del cdlculo de Malliavin tanto en su profundi-
dad tedrica, lo cual nos permitié consolidar los conocimientos del calculo estocédstico continuo asi como
en su implicaciones hacia los procesos estocdsticos, en particular, los procesos de difusién.

En lo que respecta hacia las lineas de continuidad del presente trabajo tenemos que el calculo de Ma-
lliavin se puede desarrollar hacia procesos més generales como los procesos de Lévy y cuya aplicacién
cotidiana ha sido empleada particularmente hacia las finanzas matemaéticas.

Cabe mencionar que en este sentido también se buscarian resultados de estimacién de densidades para
ecuaciones diferenciales estocasticas con condiciones adicionales, como por ejemplo condiciones de fron-
tera. Y también se buscaria como linea futura de estudio su implementacién hacia el control estocédstico
y propiedades de regularidad para lo cual requiere un desarrollo mas avanzado en lo que respecta al
presente trabajo.
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