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Resumen

El problema de Graetz es ampliamente utilizado en la ingenieria quimica en los procesos de
transferencia de energia y masa, como es el caso de intercambiadores de calor y destilacion
por membranas. Sin embargo, en estos equipos antes mencionados no se toma en cuenta las
contribuciones radiales en su disefio, esto no es siempre valido para procesos con numeros
de Péclet muy bajos.

En el presente trabajo se analiza cdmo afecta el arreglo de un intercambiador de masa al
proceso de trasferencia tomando en cuenta las contribuciones radiales, mediante la inclusion
de pasos o de reflujos en distintas etapas.

El objetivo es encontrar un arreglo que mejora el proceso de transferencia, usando un
modelado con la ecuacion constitutiva de transferencia de masa. Para resolver el modelo se
empled una solucion por métodos numéricos para evaluar las concentraciones del
intercambiador; usando estimados iniciales a base de prueba y error. En lugar de un método
analitico con el uso de expansiones ortogonales, como el propuesto en la literatura (Ho et. al.).

Los resultados obtenidos muestran informacion util y rapida del proceso, que podria ayudar a
tomar una mejor decision en el disefio de un intercambiador de masa. El presente trabajo
expone un espectro de concentraciones a la salida de los intercambiadores a diferentes
numeros de Graetz. En dichos intercambiadores se aprecia que a bajos valores de Gzm la
concentraciéon aumenta y a altos Gzm disminuye. Sin embargo, la inclusion de un reflujo y de
pasos adicionales mejora el proceso debido al incremento en el tiempo de residencia del
equipo.

Esto genera una competencia entre el efecto deseable de aumentar el flujo (mediante la
inclusién de un reflujo) para incrementar el tiempo de residencia contra el efecto indeseable de
reducir la concentracion a la salida por incrementar indirectamente el nimero de Graetz, que
es funcion del flujo.

Finalmente este trabajo concluye que se debe de tener un flujo constante en todo el
intercambiador. También se encontré que el equipo se beneficia de la inclusion de un reflujo y
de pasos incrementando asi el tiempo de residencia y ademas de que se incrementa la
concentracion de salida a altos numeros de Gzm.

Todas las Figuras fueron hechas por el autor en Microsoft Viso 2013
Los célculos fueron realizados en MATLAB 2013
For English version click here


https://www.dropbox.com/sh/afdv24eoohm0gjw/AAAQeuneG0wX7Zk6XnDcVPqQa?dl=0
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Capitulo | Introduccion.
1*Separacion con membranas

Hoy en dia con los altos estandares de vida que se tienen, existen diversos problemas por la
alta produccion de bioxido de carbono, escasez en los suministros de agua y altos consumos
de energia. Lo anterior requiere que el crecimiento humano e industrial sea sustentable con
procesos eficientes. [1]

Actualmente los procesos de separacibn mas comunes como destilacion, absorcién,
agotamiento, extraccion liquido-liquido entre otros, se han estado mejorando tanto en su
tecnologia como en su operacion debido a los problemas antes mencionados. La separacion
con membranas es un proceso con menor consumo energético, creado hace mas de 100 afios
pero se empezo a aplicar a escala industrial a finales de los anos 40s. Esta nueva tendencia
podria mejorar los procesos convencionales ya antes mencionados.

En los inicios (1947) de los procesos de separacion con membranas se usaban fluorocarbonos
porosos para separar isotopos de fluoruro de Uranio (236UF6 de 238UF6). A mitades de los
afnos 60s se utilizé por primera vez acetato de celulosa para desalinizar agua y producir agua
potable mediante 6smosis inversa. En 1979 Monsanto introdujo una membrana de fibra hueca
hecha de polisulfonato para separar mezclas de gases y con ello enriquecer corrientes de
proceso con hidrogeno y didxido de carbono. La comercializacion de alcohol deshidratado por
pervaporacion comenzo a finales de los 80s e igualmente la aplicacion a gran escala de
remocion de metales y compuestos organicos de agua residual mediante emulsion de
membranas liquidas. [2]

La historia y aplicacion de las membranas tiene el potencial de reemplazar los procesos de
separacion mas comunes y salvar grandes cantidades de energia. Sin embargo esto requiere
de tecnologia de membranas que incremente el flujo de transporte de masa, sea de una alta
duracién y sea capaz de manipularse en gran escala.

Actualmente existen 8 tipos de procesos de separacion con membranas, los cuales se explican
mas adelante, estos son: permeacion de gases, 6smosis, dialisis, electrolisis, pervaporacion,
ultrafiltracién, microfiltracién y procesos por membranas liquidas. Estos se agrupan en un solo
proceso que por practicidad se identifican como intercambiadores de masa.

También se tienen estos procesos que aun no han sido llevados a gran escala pero se espera
que se comercialicen en un futuro, estos son: destilacion por membranas, absorcion y
agotamiento por membranas, extraccion por membranas y pestracion por membranas.



2*Naturaleza de las membranas

Para estudiar la separaciéon por membranas
es necesario definir la nomenclatura y
estructura del proceso.

La operacién tiene como alimentacion 2
componentes, normalmente miscibles, que
pasan por una barrera semipermeable. La
cual dificulta la salida de uno de los Figura 1.2.1 Esquema de separacion por
productos (rechazo) mientras que el otro membranas

puede moverse a través de ella

(permeado), como se aprecia en la Figura 1.2.1.

La barrera permeable normalmente es un polimero natural como lana, caucho o celulosa, o0 un
polimero sintético. Desde 1930 se han desarrollado y comercializado un gran numero de
polimeros, como los mostrados en la Tabla 1.1. La manera mas comun de sintetizar polimeros
es mediante la polimerizacion de un monémero por condensacion, adicidén o la polimerizacion
de dos mondémeros. [2]

En general se busca que las membranas tengan una buena permeabilidad, alta selectividad,
compatibilidad quimica y mecanica con el ambiente del proceso, facil fabricacion y manejo,
evitar la acumulacion de sales y tener la habilidad de resistir presiones muy altas.

Las formas mas comunes de las membranas son: planas asimétricas, tubulares, fibra hueca y
monolitica. Las membranas planas tienen dimensiones de 1 mm por 1 mm por 200 um, las
membranas tubulares tienen un diametro de 0.5 a 5 cm y un largo de hasta 6 metros. Debido
al espesor tan delgado que tienen las membranas es necesario afiadir un soporte poroso el
cual puede estar hecho de fibra de vidrio, metal perforado o cualquier otro medio poroso que
se adecue al proceso.

En procesos de desalinizacion, las membranas planas se fabrican en forma de mdédulos en
espiral y son puestos uno sobre otros. Se hace pasar una corriente de agua salada por el gje
de la espiral como se muestra en la Figura 1.2.1 y el rechazo se sigue de largo mientras que
el permeado se mueve de manera radial ya sea por el centro o los extremos de la espiral.



Tabla 1.1 Polimeros comunes usados en membranas [2]
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3*Procesos de separacion con membranas

A continuacién se explican algunos de los procesos por separacion de membranas mas
comunes.

Permeacion De Gases

La permeacién de gases se utiliza
desde 1980 para purificar gases con
membranas poliméricas densas.
Como ejemplo se tiene la
separacion de: hidrogeno del
metano, hidrégeno del mondxido de
carbono, oxigeno del aire, didxido
de carbono del aire, secado de aire,
remocion de helio y compuestos
organicos del aire.
Figura 1.3.1. Proceso de Permeado de Gases
El proceso se lleva a cabo mediante
diferencias de presion como se muestra en la Figura 1.3.1. Una corriente de gas F ingresa al
intercambiador de masa con una presion pr, después la membrana deja pasar al gas de interés
y este se mueve debido a que del otro lado se tiene una presion menor de permeado pp y el
rechazo sigue su camino por el equipo, asi logrando la separacion de los gases.

El proceso se tiene que llevar a cabo en fase gas, si se tiene un equilibrio liquido-vapor o una
condensacion por el cambio de presion. La permeacion ocurrira hasta obtener la misma
concentracion y presion parcial del gas de interés en ambos lados de la membrana. Esto anula
cualquier tipo de separacion, por esa razon se tiene que alejar al sistema lo mas posible del
equilibrio. [3]

La diferencia de presion es la fuerza motriz que rige el proceso de separacion y depende de la
selectividad de la membrana y la rapidez con la que se puede mover el permeado a través de
la misma. Termodinamicamente en sistemas de varios componentes, el proceso de difusion en

la membrana ocurre si el cambio del potencial quimico es negativo. Si suponemos gas ideal
se escribe el potencial quimico de la siguiente forma:

i = p;(T) + RT - In(p;) (1-3-1)

Dénde: “i” es la especie, u es el potencial quimico en la mezcla, u° es el potencial quimico de
la sustancia pura a la temperatura Ty p; es la presion parcial del proceso.

Si se obtiene el potencial quimico del proceso (asumiendo equilibrio) se obtiene que:
Api = pip — Hir (1-3-2)

Dénde: pip es el potencial quimico en la mezcla en el permeado y pir es el potencial quimico en
la mezcla en la alimentacion.

Y para que esto ocurra se debe tener un cambio en el potencial quimico negativo, entonces:
10



A,Lll<0

Ap; = RT - [In(py) — In(p;y)]

Au; = RT -1In <p£>
Dif

RT - 1n (@) <0
Dir
Pip < Pif (1-3-2)

Con la ecuacion 1-3-2 se demuestra que la fuerza motriz que rige el proceso se puede expresar
como la diferencia de presion parcial del componente de interés. Sin embargo la
termodinamica clasica no puede predecir la rapidez con la que ocurre la difusién por la
membrana debido a que es un proceso fuera del equilibrio.

Para calcular la rapidez con la se transfiere la masa por la membrana se utiliza la ley de Fick

y un cociente para determinar qué tan rapido se difunde una especie por la membrana a
comparacion de las demas. El flujo de masa queda definido de esta forma:

Ji= (%) (pir — pip)

Dénde: Ji es el flux de la especie i, Pi es la permeabilidad de la especie y | es la longitud de la
membrana.

(1-3-3)

Si comparamos con la especie j obtenemos la siguiente expresion:

i Pi(pir — Pip)

Ji Ppir—pip)

Definiendo las siguientes variables, y sabiendo que la fraccion mol es proporcional a la presién
parcial se tiene que:

P.
Kl = Fl, KZ = p_f
j Pp
(s - Lx) (1-3-4)
Ji if K,
J= K
g (xif - K_zxip)

La ecuacién 1-3-4 da una idea mas general de las variables que afectan el proceso de
permeacion. K1 se refiere a que tan permeable es el gas i con el gas j y K2 es la relacion de
presiones. Si aumenta la permeablididad del componente “i”, o bien, aumenta la diferencia de
presiones, entonces, aumentara la difusion.
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Osmosis y Osmosis inversa

La ésmosis inversa es el proceso de separacion
con membranas mas comun y el primero en
comercializarse a nivel industrial. Fue utilizado por
primera vez en 1790 por Jean-Antoine Nollet, quien
separé una mezcla de agua-alcohol con la ayuda
de la vejiga de un animal como membrana.
Recientemente se han hecho mejoras en el
material de las membranas haciéndolas mas
resistentes a pH, temperatura y resistentes a iones
de cloro.

El proceso de 6smosis consiste en dos soluciones,
cuyas concentraciones de soluto son diferentes y
estan separadas por una barrera permeable al
solvente pero no al soluto disuelto. Por ello el
solvente se mueve hacia la solucion mas
concentrada buscando el equilibrio de
concentraciones entre ambas soluciones. Este
movimiento de solvente genera un cambio de
presion “mr” (Pi) conocida como presidén osmatica.

Este proceso de 6smosis no puede ser usado para Figura 1.3.2. Osmosis Inversa
separar componentes de dos corrientes, ya que el

solvente va a la direccion contraria a la deseada. Pero si se aplica una presion mayor a la
osmoética puede revertirse el flujo de solvente. Este fenbmeno es conocido como 6smosis
inversa.

La ésmosis inversa es comunmente utilizada en la purificacion de agua de mar para obtener
agua potable, como se muestra en la Figura 1.3.2. Donde una alimentacion de agua a alta
presion se hace pasar sobre la superficie de una membrana dejando pasar soélo el agua por el
permeado e impidiendo pasar el rechazo de una solucion con una concentracion alta de sales,
compuestos organicos, coloides y microorganismos.

La fuerza motriz de este proceso esta expresado por la actividad de la soluciones, pero en la
practica es mas sencillo usar la presion osmética. Considerando las soluciones en el equilibrio:

£ = f? (1-3-5)

Donde fes la fugacidad, el subindice indica la especie y el superindice el lado de la membrana.
1 el rechazo y 2 el permeado. Reescribiendo la ecuacion 1-3-5 en términos de las actividades
de las especies y la fugacidad estandar.

ai fi (T,P,) = a?f; (T, P,) (1-3-6)

Suponiendo que el permeado es una sustancia pura su actividad es de 1, y la actividad del
rechazo se puede expresar como el producto de la concentracion por el coeficiente de actividad

12



de la especie i.
fi (T, P) = x{yif{ (T, Py) (1-3-7)

Sabiendo que la actividad del rechazo es menor que uno y que la fugacidad aumenta a medida
que la presion, se deduce que:

P, > P, (1-3-8)
Y la diferencia de presiones define la presiéon osmaética como:
7Z-=P1_P2 (1'3'8)

Usando la correccion de Poynting [5] para relacionar la presiéon osmoética como funcién de la
concentracion:

FT,P)\ v (1-3-9)
m&vﬂ)_ﬁ®_m

Se obtiene:

_ﬂlﬁm&»
T v \f (TP

T (st
frkFPp

RT _3-
7T=P1_P2=—_ln(xi1)/i1) (1-3-10)
VL

Aproximando una solucion diluida se obtiene

RT
m=P, —P,=——1In(x})
vy,

RT
T=P, —P,= —v—Lln(l - x}')

Sabiendo que:

In(1 - le) ~ —x)

13



m = RTC; (1-3-11)

La ecuacion (1-3-11) nos indica la presién minima que se tiene que aplicar para que se lleve a
cabo la separacion.

Dialisis

El proceso de dialisis consiste en utilizar altas
diferencias de concentracion para generar una fuerza
motriz que induzca la transferencia de masa a través
de una membrana.

Si se observa la Figura 1.3.3 se aprecia que la fuerza
motriz que rige el proceso es la presion, pero si se
mantienen a ambas camaras a la misma presion por
una membrana selectiva el soluto se va a mover hacia
la region de menor concentracion. Si se moviese el
disolvente se tendria un proceso de osmosis. Los
productos derivados de la dialisis se le conocen como
difusato (permeado) y dialisato (concentrado).

El proceso de dialisis se ha empleado en diferentes Figura 1.3.3. Proceso de Dialisis
procesos quimicos como son [2]:

Recuperacion de hidroxido de sodio de hemicelulosa.
Recuperacion de acidos de contaminantes metalicos.
Recuperacion de acido sulfurico de sulfato de niquel.
Remocion de alcohol de cerveza.

Purificacion de farmacéuticos.

Si suponemos un proceso de dialisis como el que se muestra en la Figura 1.3.3. Se puede
utilizar la ecuacion de conservacion de masa para obtener el flux de masa a través de ella:

dcu  (ONu 0Ny 0N\ (1-3-12)
6t+<ax "oy T )R

Considerando que no hay dependencia con el tiempo y que no hay reaccion quimica y que

“y N

so6lo varia el componente A en el eje “y” se obtiene:

dNyy (1-3-13)
=0
dy

Y la ecuacion 1-3-13 indica que el flux de masa es constante a través de la membrana en un
proceso de dialisis. Si se define el flux de masa como una suma entre difusién y conveccién

14



obtenemos que:

dc (1-3-14)
NAy = _QAB d_:;l + xA(NAy + NBy)

Asumiendo que las fuerzas difusivas son la fuerza motriz del proceso se reduce la ecuaciéon 1-
3-14, la Ley de Fick:

dc, (1-3-15)
Ngy = —bABE

Combinando ecuaciones 1-3-13 y 1-13-15:

dcy
NAy = —DABE = cte
dc (Camz — Cam1)
DABd_;: :DAB Am?2 l Amil
(Cam2 — Cam1) (1-3-16)

La ecuacion 1-3-16 expresa la fuerza motriz del proceso de didlisis y esta debe ser lo
suficientemente grande para vencer la resistencia de la membrana. Es por ello que la diferencia
entre concentraciones en los extremos de la membrana debe ser muy grande para garantizar
una separacion en el equipo.

Electrodialisis

La electrodialisis es un proceso similar a la dialisis, pero en éste se incrementa la fuerza motriz
mediante un campo eléctrico el cual induce una difusion forzada. Para que se lleve a cabo la
electrodialisis se debe tener una solucion acuosa con un electrolito fuerte y una membrana
selectiva de iones.

En la Figura 1.3.4 se observa un proceso de electrodialisis. Una corriente de alimentacion pasa
por una serie de membranas cargadas las cuales son impermeables al agua y solo dejan pasar
aquellos iones con cargas contrarias. Una vez que atraviesa un ion la membrana se queda
atrapado entre dos barreras, las camaras de los costados, en donde se recolecta el
concentrado. Y por la camara de en medio se recolecta la solucién diluida.

Normalmente se utilizan mallas poliméricas para este tipo de dialisis, y tienen una separacion
entre 50 y 90%. Los anodos y catodos estan hechos de metales neutrales que no se reducen
u oxidan. Sin embargo, ocurren medias reacciones en ambos electrodos.

Cabe destacar que en la electrodialisis la fuerza motriz se sigue expresando por diferencias de
concentracion, pero en este caso esta siendo inducida por un campo eléctrico.

15



Figura 1.3.4. Esquema de Electrodialisis

Pervaporacion

La palabra pervaporacion viene de combinar los
términos permeado y evaporacion. El proceso
consiste en la remocion de un soluto en
disolucién mediante una membrana selectiva y
bajas presiones. A diferencia de otros procesos
de separacion de membranas, se requiere que
haya dos fases distintas (liquido-vapor) en las
camaras del intercambiador de masa.

Normalmente se alimenta una mezcla de
azeotropos al intercambiador de masa con una
presion P1 representado en la Figura 1.3.5, como
por ejemplo la mezcla etanol-agua, esta mezcla
se hace pasar por una membrana selectiva la
cual solo deja pasar uno de los componentes. Del
otro lado de la camara se tiene una presion P2
que esta por debajo de la presion de rocio de la
alimentacion. Esto implica que dentro de la
membrana se lleva a cabo un proceso flash, y
estan presentes ambas fases. [4]

Figura 1.3.5. Pervaporacion

A pesar de que exista una diferencia de presion entre las camaras de la membrana, incluso
que P2 se encuentre a una presion exageradamente baja (vacio). La fuerza motriz que genera
la transferencia de masa es la diferencia de potenciales quimicos en la membrana.

Si expresamos el flux de masa a través de la membrana, sin reaccién quimica y con solo

transferencia por difusion en el eje “x”, se obtiene la siguiente expresién:
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a () (1-3-17)

dx

Ji =9,

En la ecuacion 1-3-17 se ha expresado dentro de la derivada, la fraccion mol del componente
“” en funcion de la temperatura y el potencial quimico. Recordando que para soluciones
concentradas se expresa el potencial quimico en términos de la actividad. Entonces

modificando la ecuacion 1-3-1 se obtiene:
U = ,u;(T) + RT - In(qa;)

B d(In(a;)) (1-3-18)
Ji=—a®Di—r—

La ecuacién 1-3-18 nos muestra que la fuerza motriz va a estar dada por la actividad y la

difusion de la especie “I”. [3]

A grandes rasgos la pervaporacion se utiliza para la deshidratacion de etanol, deshidratacién
de productos organicos y la remocion de organicos para potabilizar agua.

Como ya se ha mencionado el proceso de separacion del azeotropo etanol-agua es el ejemplo
mas comun de pervaporacion y normalmente se integra a una columna de destilacion. Esto
purifica la mezcla de alimentacion de un 60% en peso de etanol hasta un 99.5% en peso.

En la Figura 1.3.6 se muestra a detalle este proceso hibrido. Comienza con una alimentacién
de etanol-agua al 60% en peso a una columna de destilacion, la cual tiene unos fondos que
son practicamente agua. [6]

En el domo se tiene una corriente enriquecida de etanol con 95% en peso, este destilado esta
limitado por el azeotropo a 95.6%. Posteriormente pasa a un intercambiador de masa donde
el rechazo tiene un 99.5% de etanol y el permeado (en fase gas) tiene un contenido de 25%.
Este se recicla mediante una condensaciéon y un tanque “flash” el cual recupera el permeado
rico en agua a la torre de destilacion.
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Figura 1.3.6. Proceso hibrido de destilacion-pervaporacion.

Ultrafiltracion y Microfiltracion

Al igual que el proceso de osmosis inversa, los procesos de ultrafiltracion y microfiltracion
utilizan una membrana para separar un soluto de una disolucion. Pero en este caso el soluto
no se encuentra disuelto.

El permeado esta compuesto por particulas disueltas y disolvente y el rechazo contiene en
mayor proporcion sélidos suspendidos como: bacterias, células de sangre o incluso moléculas
grandes e.g. proteinas.

La fuerza motriz es nuevamente expresado por el gradiente de presion y la membrana permite
el paso de moléculas con un peso menor a 300-500,000 u para ultrafiltracién y para
microfiltracion se tienen particulas del orden de micrometros. [2]

La microfiltracion puede retener particulas de hasta 0.02 ym de diametro, esto con la ayuda
de mebranas de alta porosidad como ester-celulosa y de baja porosidad como policarbonato.
El proceso de microfiltracién se puede realizar de dos formas, como se muestra en la Figura
1.3.7.
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Figura 1.3.7 Sin salida Flujo tangencial

La filtracién sin salida que es conveniente cuando se opera con lotes («batch») o semicontinuo.
A medida que se completa el proceso se van acumulando las particulas y se requiere una
mayor presion para completar la filtracion o se puede obtener un flujo menor de salida,
dependiendo de lo que sea mas conveniente.

La filtracién de flujo tangencial se utiliza para procesos a mayor escala de forma continua. El
flujo va de forma paralela a la membrana permitiendo que solo una fraccidén pase a través de
ella. Normalmente se tienen altos reflujos para esta configuracion.

El objetivo de presentar los procesos anteriores es para modificar las ecuaciones de
transferencia de masa dependiendo del tipo de flux que se tenga (fuerza motriz). En el estudio
que se hizo se plantearon las ecuaciones con un proceso de didlisis, sin embargo en trabajos
futuros se pueden reescribir las ecuaciones para satisfacer la fisica del intercambiador de
masa.

Las consideraciones para los intercambiadores de masa que se estudiaron en el presente
trabajo requirieron tomar en consideracion las fuerzas convectivas del proceso de trasferencia
de masa, algo que no se ha comentado en los puntos anteriores. La combinacién de los dos
mecanismos de transferencias de masa se engloba en el problema de Graetz el cual se
presenta en la siguiente seccién y es la base tedrica de los calculos realizados.
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4*Problema de Graetz

En 1880 Leo Graetz publicd un
articulo sobre un analisis para obtener
los coeficientes de difusion de calor
de forma experimental.

En su publicacion hizo un desarrollo
matematico para el equipo que utilizo.
Debido a las limitaciones de su época
el equipo era muy simple. Constaba
de unos tubos concéntricos donde
pasaba por la parte exterior un fluido
que se utilizaba para calentar, y por la

parte interior el fluido que deseaba
estudiar. Ademas, a cierta distancia
se colocaban termoémetros para saber
la diferencia de temperaturas.

Figura 1-4-1 Experimento Graetz

Este problema donde se tiene un flujo en un area confinada con la insercién de un flux de calor
a cierta distancia se conoce como el problema de Graetz. En esta seccion se resolvera este
problema para después hacer un simil con la transferencia de masa. Se puede hacer esa
analogia si se considera que en lugar de que el fluido recorra una tuberia que conduce el calor,
fluya por una que tenga una membrana que permita la difusién de alguna especie contenida
por el fluido. Por lo anterior se podrian utilizar las mismas consideraciones que aqui se
plantean.

La metodologia empleada por Graetz consiste en hacer fluir el liquido de interés a una
temperatura T+ y presion constante a lo largo de una tuberia de laton, que se mantiene a una
temperatura To. Como se muestra en la Figura 1.4.1

La conductividad térmica se calcula con los datos antes mencionados, junto con constantes de
su aparato de medicion y del fluido.

Utilizando las ecuaciones de transferencia de energia térmica, se dice que:

C‘\<6T+ 0T+v3(’)T+ 6T>_ v - (1-4-1)
Per ot TVror T a9 T 2a,) T TV AT EVE

Y sabiendo que:

el proceso no depende del tiempo,

propiedades fisicas constantes,

la velocidad sélo tiene una componente, en la direccién “Z”, vz.=q,

y el fluido no va lo suficientemente rapido para tener pérdidas por disipacion viscosa.

Se reduce la ecuacion 1-4-1 a:
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_ 0T 1-4-2
apCPa_Z =_V- q ( )

También se asume que el calor puede estar dado en forma de ley de Fourier:

f( 6T> 1o ( 6T> N 1 62T+ 0%T (1-4-3)
PEP\%8z) = rar\"ar) T 72002 " 322
Suponiendo que no hay contribucién angular:

F( 6T> ke 0°T 10T 0°T (1-4-4)
pLp “az T or2  ror  0z2
Las condiciones de frontera son:

1. Para z=0, T=T1

2. Parar=R, T=Tw

Usando una escala de temperatura promedio u=(T-Tw) / Tw y definiendo el coeficiente de
difusion de calor como a?=k/pCp

ou a?[o*u 1ou 0%u

(1-4-5)
9z alarz Trar T oz

Las nuevas condiciones de frontera son:
1. Para z=0, u=cte.=u en 0<r<R.
2. Parar=R, u=0 en 0<z<L.
3. Parar=0, u'=0 en 0<z<L.
Usando una solucion propuesta de la forma
u = Ae P2y (r) (1-4-6)
Donde R es una la longitud caracteristica del problema

Sustituyendo 1-4-6 en 1-4-5 se obtiene que:

d*v  1dv

(1-4-7)
dr? + rdr

+(a%ﬁ+BZ)V=0

La ecuacién 1-4-7 es facilmente reconocible como una ecuacién de Bessel de orden cero, cuya
solucion ya es conocida. De la condicion de frontera 3 se deduce que C2=0 para evitar una
indeterminacion.

1-4-8
V=C1]0<r /a%ﬁ+ﬁ2>+czyo<r /a%ﬁ+/32> ( )

De la segunda condicion de frontera se obtiene la siguiente ecuacion:
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Jo| R ’%jﬁ"‘ﬁz =0

]O(Sn) =0

Donde “sn” son las raices de la funcion Bessel de primer tipo de orden cero

« 2
R ;ﬁn+ﬁnzsn

Reescribiendo la ecuacion

« Sp? (1-4-9)

ﬁrzz‘l';ﬁn—p:()

La ecuacion 1-4-9 tiene un numero infinito de raices, al igual que el numero de raices de la
funcion Bessel.

Sila variable “3” se hace adimensional al multiplicarla por la longitud de la tuberia se encuentra
que:

ot + 2 - (B2) =0

Donde “L” es la longitud del tubo

aL Ls,\? (1-4-10)
br%"'ﬁbn_(?) = O;b =Lﬁ

Despejando “bn”

(1-4-11)

EIRE 1 vy

La solucion de “b” siempre tiene que ser positiva. Si se observa la ecuacion 1-4-6 la
exponencial positiva hace que diverja la solucioén, por ello solo se toma un valor de cada
solucion.
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El término adimensional que se encuentra
entre corchetes en la ecuacion 1-4-11 es
conocido como el nimero de Graetz. Este
determina si se transfiere la energia por
conveccion o por difusién dentro del sistema.
Si predomina la difusiéon en numero de Graetz
es pequefo, pero si predomina la conveccion
el numero de Graetz es grande.

Si las propiedades fisicas se mantienen
constantes, se alcanza un punto donde el valor
de “snL/R” es mas pequefio que el numero de
Graetz, entonces se puede llegar al siguiente
valor aproximado de “b” si se elimina el término
cuadratico en 1-4-10:

Figura 1-4-2
- (Lsn>2 1 (1-4-12)
" \R/ Gz
Graficando los valores se encuentra que esta aproximacion es valida a partir del sexto valor
de las raices “bn” donde se obtiene un error del ~2%. Como se muestra en la Figura 1-4-2.

Incorporando la solucion aproximada en 1-4-14, y reescribiendo la solucién de “u” como una
suma de funciones:

= Ls, | T
w= 2w |~ () gz ()
n=

Para obtener las constantes An de la suma. Se tiene que utilizar la propiedad de ortogonalidad
de la funcién Bessel y la primera condicién de frontera, obteniendo:

(1-4-13)

u(0,7r) = Z AnJo (Sn %) = u,
n=0

o (50 ) dr (1414

th RO \1?
Jo o (sn )| ar

Al resolver las integrales en 1-4-14, se calculan todos los valores de An. Recordando
propiedades de la funcién bessel, [8]

n

z ) N
.I- t[]o(t)]z dt = Z?(]O(Z)Z +]1(Z)2) (1-4-15)
0

23



[ to0de =21 (1419
d/o(t) e (1-4-17)
se simplifica a:
2y ] (1-4-18)
" s [oGse)
Obteniendo asi la solucion:
(1-4-19)

(r,z) _ Lsn 1 r
DN 2w () 2O p)

—0

La solucion es valida solamente cuando se tiene la misma velocidad en todo el tubo. Lo cual
implica altas velocidades dentro del mismo. Si se tuviese una velocidad que se comportara
conforme a la ley de Poiseuille, es decir si se tuviese un campo de velocidades en la tuberia,
se tendria el problema extendido de Graetz, el cual es la base del presente trabajo.

Pero a diferencia del problema original, en la metodologia empleada se basa en la
transferencia de masa. La cual con ciertas consideraciones puede llegarse a las mismas
ecuaciones.

u/u, vs r/R
1 I
0.9 1 ——2/L=0.0000
0.8 ——2/L=0.0020
0.7 z/L=0.0040
0.6 z/L=0.0100
205 ——27/L=0.0040
0.4 ——2/L=0.0180
0.3 ——2/L=0.0381
0.2
0.1
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
r'R

Figura 1-4-3 Curvas de nivel para u/u+
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El problema de Graetz extendido consiste en insertar un perfil de velocidades a las ecuaciones
de conservacion. Observando la ecuacion 1-4-4 y los resultados de la Figura 1-4-3 podemos
asumir que la mayor parte de la difusion estda dada por la parte radial, asi mismo la
transferencia de energia se da prioritariamente en las contribuciones axiales. Por ello se
reduce la ecuacion 1-4-4 a la siguiente expresion:

c( au) (|07, 1ou (1-4-20)
PEp\Vzg, arz " ror

Asumiendo un perfil de velocidades “v;”

_ m\? (1-4-21)
VZ—Z(x[l—(E) ]
=~ (2 [1 ]au) 02u+16u (1-4-22)
pEp 2 0z or? ror

Para resolver la ecuacién 1-4-22, se propone la siguiente solucion [7],

a? (1-4-23)
— P2
u=A4 exp< 20(5 Z) V(r)
Sustituyendo 1-4-23 en 1-4-22 y simplificando la expresion se obtiene:
dZV 10V 2 (1-4-22)
2 —_ =
dr? r6r '8[1 )]V 0
Haciendo un cambio de variable con “r’ y las raices de la funcién “V”
(1-4-23)

d2V+1aV . (x>2V—O- L RB =
dx?  x 0x U =0 fr=xRp = u

Para resolver la ecuacion 1-4-23, se utiliza el método de Frobenius [10] con una funcién “V” de

la siguiente forma
V(x) = Z Crx*tm
k=0

Con esta solucién se llega a las siguientes conclusiones

(1-4-24)

Gy
C3 = _Z,CO = _Cz;r =-1

Y la relacion de recurrencia queda como
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(o G G
kT 2k +3)2 (k + 3)2

Sin perder generalidad, se asume que Co=0 y que C1=1. Sabiendo esto, se puede hacer una
aproximaciéon a n términos de la ecuaciéon 1-4-23

Ve = 1 x2+ 22_|_1 x* 22+42_|_1 x® N (1-4-25)
CET T e eyr T U Ve

Utilizando una de las condiciones de frontera, se pueden calcular los valores de las constantes

M”. Para obtener la funcién “V” completa,
_a_zﬁZZ
u(z,R) = Ae 2a” “V(u;) =0

V(g) =0

12 1 1-4-26
V() = 1_(2.4)2Mi2+mﬂi4+”':0 ( )

Encontrando las raices de la ecuaciéon 1-4-26 se obtienen las“y;”.

En la Figura 1-4-4 se muestran los valores de las raices reales. Sélo se calculan raices hasta
-3.4. Esto es debido a que en la exponencial de la solucién 1-4-23, “u” se encuentra elevada
al cuadrado y resultaria un valor muy bajo en la solucion general de u.

V(p) vs i
1

0.8

0.6

04
0.2 /'\
-
s 0 VAVAVE \/\/

-04

-0.6

-0.8

-1
-34-3.2 -3 -2.8-2.6-24-2.2 -2 -1.8-1.6-1.4-1.2 -1 -0.8-0.6-0.4-02 0O
M

Figura 1-4-4 Valores obtenidos de “u” aproximado al término =270, dénde ya no se tienen
variaciones.

(@)

Finalmente se toma la primera condicion de frontera para obtener la constante “A”.
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u(0,r) = i AV (Ui %) =, (1-4-27)
i=0

A la ecuacion 1-4-27 se le aplica la condicidén de ortogonalidad para encontrar los valores de
“Ai”

[5r v (u ) dr (1-4-27)

Obteniendo asi la ecuacién final

Mzi fORr-V(Hi%)dT' -expl p? <£>2(z)l-V(Hi£)

T )

5 Problema de Sturm-Liouville

(1-4-27)

El problema extendido de Graetz tiene una solucién de tipo ortogonal, que cualquiera de sus
variantes podria caer en un caso de Sturm-Lioville. Es por ello que se debe tomar en cuenta la
solucion del mismo [10]. Suponiendo que se tiene una ecuacion diferencial ordinaria de la
forma

d -)-
—[r@y1+ () + )]y = 0 (1-5-1)

Continua y derivable en todo el intervalo [a, b], sujeta a:
Ayy(a) + Byy(a) =0 (1-5-2)
Ayy(b) + By(b) =0 (1-5-3)

Se dice entonces que los coeficientes de las condiciones a la frontera son dependientes de A.
Sin embargo la solucion de los coeficientes no es tan importante como saber los valores de A,
valores propios, que son necesarios para la resolucion de la ecuacion 1-5-1. Para un caso
regular de Sturm-Liouville se tienen las siguientes propiedades de los valores A.

Se tiene un numero infinito de valores que se pueden acomodar en orden creciente.
Para cada uno de estos valores propios se tiene una y solo una funcion propia.

Las funciones propias son linealmente independientes.

El conjunto de funciones propias son ortogonales con respecto a las funciones peso p(x)
en el intervalo [a, b].

b=
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Probando las propiedades anteriores se tiene que

d . 1-5-4
Gyl + 90 + Ap (Il = (e
d ) 1-5-5
L [rCYinl + [90) + 2 )]y = (o)
Aplicando el método de suma resta para encontrar yny ym
d . d . 1-5-6
Ym g TGVl = ¥ [r()Yinl = (A = )P (O Ynym ( )
Integrando sobre el intervalo por partes
b b
A — ) j p(x)Ynymdx = f [ r(x)yn] Yn52 dx [r(x)ym]‘
a a
b b
d . d .
(A — An) J p(X)Ynymdx = j Ym 7 [rG)y,ldx — J Yn gz [rC)ymldx
a a a
‘ d
A — ) fp(x)}’nYmdx =700 [YmYn — Yny.m]g - %@ m md%
a
(1-5-7)
(A — An) f PO Ynymdx = (X)) [YmYn — yny;n]g
Usando las condiciones a la frontera 1-5-2
b (1-5-8)

fp(x)Ynymdx =0

a

({9}

Siempre y cuando “n” no sea igual a “m”.

Esta propiedad ya es muy conocida en problemas de transferencia de energia y masa. Pero la
aplicacion inmediata esta en la expansioén ortogonal de dos funciones para la soluciéon de una
ecuacion diferencial parcial. Y para ello es necesario aplicar la condicion de 1-5-7 y encontrar

los coeficientes de la expansion.

En los trabajos mencionados [11,12] es un poco mas sencillo obtener las constantes si se

({1}

considera a la funcion “y*, de la expresion 1-5-1, como una funcion de “x” y de “A”.

Suponiendo que se tiene una solucion de la forma:
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0 (1-5-9)
FOut) = ) Suza(®yn0)
n=0

Con la condicion inicial
d (1-5-10)
F(,0) = ) Suym(®)
n=0

Se puede aplicar la condicion ortogonal para encontrar Sn

b

b
[ sont@p@ax = | y,peoax

N [ Y0P (x)dx (1-5-11)
[ 92 (0Op () dx

Para una q(x)=0, de la ecuacién 1-5-4 se obtiene:

b b
[ ApGyadx == | dirGog]

dyn(x) (1-5-12)

[ Aupagax = o

Para la segunda integral se necesita usar integracion por partes y derivar respecto al valor
propio

d d
Y] + Ap Gy} = 0
n
o ( d dy.
- - ; 2 N _
T D g GOl + DGy + 22,p Gy 53 = 0

b b 0y,
["piax=- [ (zanp(xm 2 P ] + [() 0 axl)dx

a

Primero se integra el término en rojo por partes

b d 9 b g 92 (1-5-13)
j ZA"p(x)y”aA dx_z{ [( ) yn(x)H » +f r) y;ix) a2 ?xdx}
dy, d dy, )1 10v.1° [P _dy,(x) 92y, (1-5-14)
f (ai{ dx [T(")y"])dx‘ lr( ) yix)l % a‘fa r(®) ydix) aznyaxdx
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b

ji r(x)

a

dyn(x) azyn dx (1_5_15)
dx 0A,0x

~ dy, ()] |
ynd [r(X)a/1 a] x—[r(x) P [vn]

Si se tiene la solucién trivial en las fronteras, y(a)=0, y(b)=0, y’(a)=0

b dy, ay,
[ pamiax = [r ™ (")H !

_ dyn(x)
1 r(x) === ,

s e )dyn<x)] 22

y [ayn (1-5-11)

Las soluciones antes mencionadas son necesarias para la metodologia que se empleara en el
siguiente capitulo, donde se resolvera el problema extendido de Graetz con una geometria
distinta mediante el uso de expansiones ortogonales. Los resultados obtenidos en esta seccion
también serviran como punto de comparacion para saber si el modelo se comporta como en el
problema original y tener asi una guia que nos permita aceptar las soluciones que se obtengan.

Referencias:

[1] Khayet, M. Matsuura, T. Membrane Distillation Principles and Applications. Elsevier. 2011
[2] Seader, J.D. Heanly, E. J. Separation Process Principles. Wiley. EEUU. 2006

[3] Ho, W.S. Sirkar, K. Membrane Handbook. Springer. New York. 1992

[4] Baker, R. W. Membrane Separation Systems. 1991.

[5] Poynting, J. H. Radiation-pressure. Philosophical Magazine. 9. 1905. 393-406

[6] Wesslein, M., et al, J. Membrane Sci., 51, 169. 1990.

[7] Graetz, L. Ann. Phys. Chem., 18, 79-94. 1885

[8] M. Abramowitz, I. Stegun. Handbook of Mathematical Functions, Dover Publications, NY,
1970

[9] Eckert, E.R. Drake, R. Analysis of Heat and Mass Transfer. Hemisphere, NY, 1982

[10] Warren S., Zill, D. Advanced Engineering Mathematics. Jones & Bartlett 5. 2013.

[11] Singh, S.N. The Determination of Eigen-functions of a certain Sturm-Liouville Equation and
its application to problems of Heat-Transfer. Appl. Sci. Res. A (7). 1970. 237-250.

[12] Sellars, J.R., M. Tribus, and J.S. Klein. “Heat transfer to laminar flow in a round tube or flat
conduit—The Graetz problem extended". Trans. Am. Soc. Mech. Engrs., 78, 441 (1956).

30



Nomenclatura de simbolos:

T <« ®x1d

—

x

O <<4d4o

z

T L O > Z2

<csa-N<OY

Temperatura
Constante de Gas ideal
Valor propio en 1-4-7
Presion

Flux de Masa

Subindice: Permeado
Permeabilidad
Subindice: Componente o Término “”-ésimo.

Longitud axial

Potencial quimico en la ecuaciéon 1-3-1.
Raices de la ecuacion 1-4-26
Coeficiente de reparticion

Fraccion mol

Variable muda en la ecuacion 1-4-23
Fugacidad

Subindice: alimentacioén

Actividad

Presion Osmotica

Coeficiente de actividad

Volumen molar

Concentracion

Constantes de la expansion en 1-4-24
Tiempo

Flux molar

Conductividad térmica

Numero de Graetz

Constante

Raices de la funcion Bessel de Orden cero
Difusion

Flux de calor

Radio

Densidad

Coeficiente de difusion de energia
Capacidad calorifica

Velocidad

Longitud axial

Tensor de esfuerzos

Velocidad Promedio

Subindice: Propiedad en el muro
Temperatura Promedio

Funcion radial para la temperatura promedio
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Capitulo Il Metodologia y Resultados
1 Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es obtener un modelo matematico que pueda predecir las
concentraciones a la salida de diferentes intercambiadores de masa. Ademas de obtener un
arreglo 6ptimo, mediante la inclusion de pasos dentro del equipo y de varios reflujos,
comparando su efectividad con el problema de Graetz extendido como referencia (caso base).

Figura 2-1-1. Intercambiador de masa propuesto

El equipo propuesto por el Dr. Chavez, mostrado en la Figura 2-1-1, es el que se analizara mas
afondo, comparandolo con diferentes propuestas de distintos autores en la literatura [1-4].

Los equipos de proceso se ven beneficiados por la recirculacion de sus corrientes de salida,
los ejemplos mas comunes son: columnas de destilacion, reactores cataliticos, absorbedores
de gas, filtros, entre otros. El reflujo es un factor muy importante que se debe considerar en el
disefio de los equipos antes mencionados [1]. Es por ello que en la propuesta dada se han
incluido los reflujos (flechas en rojo).

En este capitulo se plantean: las soluciones obtenidas para el modelo matematico de los
intercambiadores de masa, y también relacionar la eficiencia, comparaciones para la
concentraciéon de salida con la de superficie, con en el numero de pasos y los reflujos
insertados.

La eficiencia se evaluara como la concentracion a la salida de un intercambiador de masa a
las mismas condiciones de velocidad y dimensiones con respecto al caso base. Si la
concentracion de salida tiene un valor mas cercano a la de superficie que la del caso base, se
considera que ese intercambiador de masa es mas eficiente.
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2 Metodologia
Caso Base

La efectividad de la propuesta
dada solo se puede verificar
comparando con otros arreglos.
Por ello se debe plantear
primeramente el caso base, y a
partir de este se incluyen pasos
y reflujos hasta llegar al
intercambiador de masa
deseado. Con una referencia
bien establecida se puede tener
un estudio mas completo de la eficiencia de los equipos. [1]

Figura 2-2-1. Caso Base.

El caso base se muestra en la Figura 2-2-1, este es el problema extendido de Graetz ya
discutido en el capitulo anterior. Para modelarlo se utiliza la ecuacion de conservacion de
masa:

0C,  9C,  9C,  9C, [(0°Cy 0°C, 0%C, (2-2-1)
gt Tax T, TV, TP\ e Ty oz )T

Y se hacen las siguientes consideraciones:

La geometria es cartesiana (rectangular)

Velocidad solo en “X”

El perfil de velocidad esta completamente desarrollado

Las propiedades fisicas son constantes

No hay reaccion quimica

La masa se transfiere tanto por difusion como por conveccion
La pared es permeable solamente a la especie de interés “A”
No hay contribuciones por parte del eje “Z”

Régimen permanente

Lo que da como resultado:

aC o%*c, 0%C 2-2-2
v.(y) A_D< A A> ( )

—= +
ox d0x? = 0dy?

Se puede simplificar la ecuacion 2-2-2, si se considera que la masa se difunde mas en direccién
radial que en direccion axial, en otras palabras

d%c d2%c
4 A
d0x? dy?
0C,(x,v) 0%2C,(x,y) (2-2-3)
Ux(}’) ax = D ayz
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Con las condiciones de frontera:

CFl:x=0Vy € [0,W],C, =C;
CF2:y=0Vx € [0,L],C, = C,
CF3:y=W vx € [0,L],C, =Cs

Analizando fisicamente la ecuacion 2-2-3 se puede observar, que del lado derecho se tiene la
transferencia por difusion contribuida por la parte “radial’ y a la izquierda la trasferencia por
conveccion dado por la parte axial. Esto indica que ambos procesos de transferencia son
necesarios para modelar el proceso completo, como se explica en el problema extendido de
Graetz.

La ecuacion 2-2-3 es el modelo que describe el problema base y se seguira un procedimiento
similar a los reportados en la literatura [1-3] para su resolucion.

Primeramente, se adimensionaliza la ecuacion 2-2-3 con las siguientes definiciones.
Asumiendo una concentracion de superficie (Cs) constante.

Yy o x oz G=C o u(y) (2-2-3.1)
TI—W:'E—Z'Y—E,IIJA—Ci_CS,u— >
{Vw}uaI/JA(U'f) _ (. §) (2-2-4)
DLB & on?

Con las condiciones de frontera:

CF1:€=0vVn € [01],y, =1
CF2n=0V¢ e [01],,=0
CF3:n=1V¢ e [01],3,=0

Con la adimensionalizacion se observa un cociente similar al numero de Graetz, pero en lugar
de tener difusion de energia se tiene de masa, por ello se le agrega el subindice “m”. También
se puede expandir y expresar el cociente de otras formas,

VW Dy W(?pW) (L) (2-2-5)
- - U pDy

Las relaciones en 2-2-5 son importantes porque del numero de Graetz masa va a contener
toda la informacion fisica del sistema, o sea la competencia de los dos procesos de
transferencia de masa.

Para la resolucion se utiliza una solucion en expansion ortogonal en forma de separacion de
variables:

0 (2-2-6)
Pa1,§) = D SaHu(DE(©)
n=0
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Sustituyendo 2-2-6 en 2-2-4 se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias:

d’Hy, 2-2-7
Tz(n)—inﬂn —n?]GzypHp(n) = 0 ( )
d2, () . o . (2-2-8)

déf - ATL“TL({) - 0

Sencillamente se puede resolver la ecuacién 2-2-8, integrando directamente la ecuacion:

En () = exp(4,8) (2-2-9)

Desafortunadamente no es el caso para la ecuacion 2-2-7. Para resolverlo se propone una
solucién en forma de expansion en series de potencias

i (2-2-10)
Hn(n) = Z ak,nnk

k=0
Sustituyendo 2-2-10 en 2-2-7 se llega a la siguiente relacion de recurrencia:

6Gz,, 1 [ ]
a =T Acg— — A(k-
k,n k(k — 1) nl%(k-3),n (k—4)n
Con la expresion 2-2-11 se pueden calcular las constantes de la serie conociendo los valores
de los valores propios An. Sin perder generalidad [3] se puede asumir los valores para a1n=0y
ao,n=1, y con las condiciones de frontera se puede encontrar una expresion la cual permita
obtener An.

(2-2-11)

i (2-2-12)
H, (1, Gz Ay = z Qe = 0

k=0
La ecuacion anterior se utiliza en mucho en la literatura mencionada [4, 5, 6], sin embargo esta
limitada por el numero de términos que se considere para la serie. En la Figura 2-2-2 se
encuentran graficados los valores obtenidos a k=300.

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2

-04
0 -50 -100 -150 -200 -250 -300
An
Figura 2-2-2. Valores de Ap
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H,vsn
04

0.3

0.2

n
Figura 2-2-3. Curvas solucion de Hy
Con eta informacion ya se puede completar las funciones propias Hn que se muestran en la
Figura 2-2-3, desde Ho hasta H4. Para obtener la concentracion a la salida del equipo en

necesario obtener las constantes Sn. Para esto se usa la condicién de frontera y la propiedad
de ortogonalidad [7,8] de las funciones propias Hn. Es decir:

$a1,0) = D" SuHa(n, Gz ) = 1
n=0

12 1
f ZSnanHmdn =J uH,,dn
0 &= 0

fol uH, dn (2-2-13)
" [ uHzdy
Sustituyendo 2-2-13 en 2-2-6 se obtiene la expresion para la concentraciéon adimensional
(2-2-14)
Paln,©) = 2 T ep G H )
f uHzdn

Como se obtiene un perfil de concentraciones a la salida, no se puede tener un valor puntual
de ywa. Por ello se toma un promedio de flujo para obtener una concentracion de bulto a la
salida del equipo, definido de la siguiente forma:
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I auapa(n, ©)dndy (2-2-15)
[ f, udndy

ll_}A(f) =

Simplificando:

) 0 (2-2-16)
ﬂ6=1—¢A8=1+J1MAm8M
1

Evaluando a distintos numeros de Gzm obtenemos la grafica, mostrada en la Figura 2-2-4

(L) vs Gzm

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
%O'5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0
1 10 100 1000

Gzm

Figura 2-2-4. Concentraciones a la salida a diferentes Gzn

Esta solucion se utilizara como comparacion para el resto de los céalculos, como ya se habia
mencionado en los objetivos del presente trabajo.

En primera instancia se puede apreciar que a valores del orden de uno (1-9) de Gzm la
concentracién promedio a la salida del equipo (Cs) es similar a la concentracion de la superficie
(Cs). Recordando que la definicion de Gzm es una comparacion de la transferencia por
conveccion y difusion. A bajos valores de Gzm se tiene una contribucién mayoritariamente por
difusion, el equivalente fisico seria a que se tuviese a ambos fluidos en reposo separados por
la membrana y dejarlos por un tiempo muy largo hasta que se alcance el equilibrio entre la
concentracion de superficie y la promedio (bulto) como se muestra en el proceso de dialisis y
presion osmotica del capitulo anterior. A altos valores de Gzm se tiene una concentracion
promedio de salida similar a la de entrada indicando que no se realizé6 el proceso de
transferencia. Esto se debe a que se tienen altos valores de flujo (velocidad media) dentro del
equipo y no tiene suficiente tiempo para interactuar con la membrana y por lo tanto no se
transfiere masa.
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Transferencia interfacial

En ingenieria de calor es muy util calcular el numero de Nusselt para el disefio de los
intercambiadores. Este numero nos indica cuanta energia se esta transfiriendo por conveccion
hacia afuera del sistema respecto a la difusion en el bulto del fluido.

En los intercambiadores de masa se puede hacer un simil utilizando el numero de Sherwood.
Sabiendo que en las fronteras verticales del equipo el flux de masa tiene una concentracion
Cs, la cual se puede asumir como la misma del otro lado de la membrana y en toda la longitud
del intercambiador de masa. Se puede decir que el flujo de la sustancia de interés se calcula
de la siguiente manera:

wp = knA(Cs — ;) (2-2-17)
Como la concentracién de bulto va cambiando a lo largo del equipo, se aproxima a un
coeficiente de transferencia de masa promedio, con el gradiente de concentracion de la

entrada.

También se puede obtener el flujo de permeado mediante la siguiente expresion:

B oL aC, (2-2-18)
Wy = fo j;) (—D E) dZdy = V(CF — Ci)
Igualando 2-2-17 y 2-2-18
kn(2BL)(Cs — C) = V(Cr — C)
() - e (el
m\p/) (@BL)\D/(Cs, - C))
Usado la definicién del numero de Sherwood promedio
— Fn
Sh = FW
— 1Vvw
Sh=zopr [1—a(L)]
— 1 (2-2-19)

Sh = E GZmQ(L)
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Inclusion de reflujos

Para anadir los reflujos en el sistema se
tiene que hacer una suposicion a la
entrada del equipo. El sistema para un
solo paso queda como en la Figura 2-2-5

Se puede simplificar el problema si se
supone que en los nodos la concentracion
es uniforme (mezclado perfecto).
Asumiendo esto, se puede hacer un
balance de masa a la entrada del equipo
de la siguiente manera considerando una

densidad constante,
Figura 2-2-5. Intercambiador de masa de un solo paso

con reflujo

VT = V + VR (2'2'20)
Definiendo el reflujo como:
_ Vg (2-2-21)
k=7
Ve =V(1+R) (2-2-22)

Haciendo el balance por componente se obtiene:
CTVT == ClV + CfVR
CrV(1+R) =CV + CRV

R 2-2-23
Ci=Cr=17G=6) ( )

Con el resultado anterior se pude escribir la concentracion adimensional para el caso con un
solo paso y un reflujo como:

L G—Cy (2-2-24)

0, =
47—

La expresidon anterior se podria obtener también de combinar las expresiones 2-2-3.1 y 2-2-
16. Con ello se llega a la condicién de entrada del equipo:

Or

R 1 [ 1Y veCaln, L) dydz
e)(a-

C1+R\G -G fOB fOW v dydz
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Or

B W B W
_ R ( 1 ) I I, Civadydz_fO Jy vxCa(n, L)dydz
L+RA\G = C/\ [0 [V v dydz 31 vedydz

Cambiando las variables independientes por las definiciones en 2-2-3.1

101 [C=Cy(y, L)

T = 1 1
1+R Jy Jo udndy

R[5y uba(n, Ddndy
TULHR\ [ [Ludndy

(2-2-25)

_ R
_1+R0A(1)_1+R9F

Or
Ya definiendo el valor de concentracion a la entrada se “01” pueden definir las condiciones a la
frontera, junto con la ayuda de la Figura 2-2-5.

La dificultad del problema anterior recae en obtener las concentraciones a la salida sin conocer
las concentraciones a la entrada. Si se resolviese con la metodologia del caso base aumentaria
mas el trabajo y dificultad debido a que se tienen que obtener las constantes “Sr»” y los vectores
propios a diferentes Gzm. Por esa razon se prefiere continuar este trabajo por métodos
numericos y no por la solucidn analitica con expansiones ortogonales.

La ecuacion a resolver es la expresion 2-2-4, con las nuevas condiciones a la frontera e inicial.
Rescribiéndola con la variable adimensional “6a”.

00,(n,§) _ 9%6,(n,§) (2-2-26)

uGzy, - o

El problema recursivo de las condiciones iniciales se puede solucionar de la siguiente forma:

Suponer una concentracion de entrada 0.

Resolver la ecuacion diferencial parcial 2-2-26 numéricamente.

Calcular el valor de la concentracién promedio 6.

Comparar Ot con 6F, utilizando la expresion 2-2-22.

Si es cierta se termina el problema, de lo contrario se debe suponer otro valor de 6.
Este nuevo valor se encuentra mediante sustitucion directa.

abrownN =
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En la Figura 2-2-6 se observa el procedimiento para obtener las concentraciones de salida y
resolver el caso con reflujo. Gracias a este nuevo método se puede obtener mas informacion
fisica y de operacion del proceso, sin perderse en la resolucion de las ecuaciones que lo rigen.
[8,9]

Figura 2-2-6. Procedimiento para obtener las concentraciones
a la entrada

Para la suposicion de los valores de Ot se intentd con los métodos de Wegstein, Secante y
Newton, pero se encontré que con sustitucion directa el problema convergia en menos de 4
iteraciones. Por lo que se utilizé ese método, para éste y el resto de los casos.

Los resultados de la metodologia empleada en la Figura 2-2-6, se pueden apreciar en la Figura
2-2-7. Si uno supone que el reflujo es cero, la concentracion sera la inicial. Esto ultimo verifica
nuestra metodologia al reducirse el problema al caso base con un reflujo de cero. También
cabe destacar que la concentracién de entrada se aproxima al valor de superficie conforme
aumente el reflujo.
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0; vs log(Gz,,)

1.0
0.9
0.8
0.7
~ 0.6 ---R=0.0
D
0.5 R=0.5
0.4 R=1.0
0.3 R=2.0
0.2 ——R=5.0
0.1
o0 ——m——m——————
0 1 2 3 4
log(Gz,,)

Figura 2-2-7. Concentraciones a la entrada del equipo con un solo paso

Conclusiones Parciales: Caso a un solo paso con reflujo.

Con las concentraciones de la Figura 2-2-7 se puede obtener la solucién particular de la
ecuacion 2-2-23. Evaluando la concentracidn promedio a la salida como se muestra en la
Figura 2-2-8, se aprecia que para el mismo numero de Graetz se obtiene una concentracion
mas cercana a la de superficie con forme aumenta el reflujo.

Se puede decir a medida que aumenta el reflujo, la concentracion de entrada aumenta debido
a que entra mas fluido al equipo y hay un incremento en el tiempo de residencia que permite
prolongar el contacto con la membrana mejoran el proceso de transferencia. Lo cual también
genera mejores concentraciones a la salida.

Sin embargo a medida que aumenta el numero de Graetz disminuyen las concentraciones a la
entrada y salida del equipo. Lo anterior genera un conflicto de operacion, entre el efecto
deseable de incrementar la concentracion adimensional “0” a la entrada, y aumentar la
produccion del equipo (disminuir los tiempos de residencia).
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B¢ vs log(Gz,,)

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
o 0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

---R=0.0
—R=0.5
—R=1.0

R=2.0
——R=5.0

Figura 2-2-8. Concentraciones a la salida del equipo con un solo paso

Sh vs log(Gzm)
25.0

20.0
15.0 - — —Caso Base
—R=0.5
— R=1

R=2
——R=5

e
9 10.0
5.0

0.0

Figura 2-2-9. Sherwood a un solo paso
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Insercion de pasos

Al inicio de este caso, se penso
partir de modelos ya reportados en
la literatura para después realizar el
modelo propuesto, sin embargo,
estos modelos como se muestran en
la Figura 2-2-10 carecen de contacto
con la pared permeable. Esto
provocaba que la transferencia de
masa se redujese a la mitad, por ello
se replanted el equipo con 2 pasos
con contacto en ambas paredes para  Figura 2-2-10. Intercambiador de masa a dos pasos

realizar un analisis mas eficiente. con reflujo y una pared impermeable.

Ademas de los fendbmenos de transferencia de masa en el equipo, no se debe olvidar que el
numero de Graetz masa también contiene un parametro geométrico. El cual influye en el
proceso global de transferencia. Si consideramos el nuevo paso, este puede tener las mismas
dimensiones del paso anterior o no. Para acotar el problema se opta por mantener ambos
pasos con las mismas dimensiones para no depender de una nueva variable. En trabajos
posteriores se recomienda estudiar diferentes dimensiones y diferentes geometrias para
conocer el impacto que tienen las dimensiones sobre los intercambiadores de masa.

Se plantearon dos opciones para el arreglo del intercambiador de masa con dos pasos y con
reflujo. El primero mostrado en la Figura 2-2-11 implica que solamente el reflujo volvera a pasar
por el proceso de transferencia, mientras que en 2-2-12 el reflujo va directamente a la
alimentacion.

Para el caso “a” y “b” se tiene que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas
por su condicion inicial y cada una con su propia geometria. En otras palabras:

Ggl 00,4:1(N1,§1)  020,1(11,¢1) (2-2-27)
B T

G2 06,22, ¢7) _ 020,212, &) (2-2-28)
H2 0¢; B an,>

Con las condiciones de frontera para ambos casos

CF1 El =0 V771 € [0,1], 914,1 = QT
CF2 nl = 0 A El € [Oﬂl]!gA,l == 1
CF3 771 = O v fl € [0,1], 9A.1 =1

CF4€2 = 0 VTIZ (S [0,1 ) HA,Z = 6F,1
CF5 772 = 0 \v4 52 € [Oll]IGA,Z = 1
CF6 Ny, = ov Ez € [0,1], BA.Z =1
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Figura 2-2-11. Caso “a”

Figura 2-2-12. Caso “b”
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[{peei)

Para los nodos de “a@” y “b” se hace el balance de masa partiendo de la ecuacion 2-2-20.

0 R ( 1 ) < foB foWZ Cividy,dz, f: fOWz Caz (L, y2)v2dy, d22> (2-2-29)
T —
C

= — B W B W
1 + R i CS fo fo 2 v)?dyZdZZ fo fo ’ v)?dyZdZZ
En términos de variables adimensionales

0. = R (fol fol ung,z(l,ﬂ)dnzdh) _ R T(1) = R (2-2-30)
r— 1 -1 = 4.2 =
1+R fo fo uzdnzdyz 1+R 1

T+RF

Para ambos casos la integral de flujo es diferente, en “a” no fluye la misma cantidad de fluido.
En otras palabras la velocidad promedio es diferente. Del balance de momentum, desarrollado
en el apéndice 1:

v (y) =7 [6 (%) —6 (%)2] (2-2-31)

Obteniendo el flujo:

B W 2-2-32
0= [ [ oz (2:2:32)

Pero del balance de masa en el nodo sabemos que el resultado de esa integral debe de ser el

flujo de recirculacion para el caso “a” en el paso inferior y la suma del reflujo y la alimentacion
para el paso superior, lo que resulta:

B W,
Q= f f Ua?dYZdzz =Vr
o Jo

BW,7 = VR
4 (2-2-33)
Uy, = BW, R
Mientras que en el paso superior
__V(A+R) (2-2-34)
V1= By,
Esto ultimo hace que los numeros de Graetz sean distintos en las ecuaciones 2-2-27 y 2-2-28.
Gl = V(1+R)W; (2-2-35)
“m=""DLB
VW. (2-2-36)
2 _ 2
Gz =Rp1p
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(2-2-37)

Gz2, = Gz}

(1+R)

Con esto podemos referenciar los resultados a un Gzm global (paso superior). Y las ecuaciones
a resolver serian:

0641 (M1,81)  0%60,1(n1, &) (2-2-38)
_ 2 : _ ,
Gz (611 — 611%) 9¢, an,2
00,42(12,¢2) _ 020,212, &) (2-2-39)

Se puede utilizar el método de solucion para el caso con un paso con reflujo para resolver 2-
2-31a y b. Recordando que el valor de concentracion promedio a la salida del paso superior
es el valor de la concentracion de entrada del paso inferior. Siguiendo este esquema puede
encontrar la solucion de las ecuaciones:

Suponer una concentraciéon de entrada 0r.

Resolver simultaneamente las ecuaciones 2-2-38 y 2-2-39.

Calcular el valor de la concentracién promedio Br2.

Comparar Ot con Br.2, utilizando la expresién 2-2-30.

Si es cierta se termina el problema, de lo contrario se debe suponer otro valor de 67y
regresar al punto 1.

oo =

Para el caso “b” se sigue exactamente la misma metodologia, recordando que en este
intercambiador el numero de Graetz no cambia entre pasos, ambos pasos tienen el mismo
flujo, por lo tanto, tendrian la misma velocidad. Sus ecuaciones a resolver serian:

00,01(M1,81)  0%60,41(11,&1) (2-2-40)
—_ 2 ) _ ,
Gz (61, — 6m1%) 5, ol
9642112, 0%04,2(12, 2-2-41
Gzm (61, — 612%) A’za(g 282) _ A;(nzz ) ( )
2 up)
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Empleando la metodologia mencionada anteriormente se obtienen las concentraciones para
el caso a en la Figura 2-2-13 y para el caso b en la Figura 2-2-14. Las soluciones obtienen el
mismo comportamiento que en el caso de un solo paso. Conforme disminuye el numero de
Graetz aumenta la concentracion

Conclusiones parciales para los intercambiadores a dos pasos

Lo importante de los resultados obtenidos en las Figuras 2-2-15y 16 es la comparacién de los
posibles arreglos, la mayoria de la literatura sugiere modelos similares a los del caso “a” [1-5].
Sin embargo, se encuentra que el caso “a” no da las concentraciones tan altas a bajos numeros
de Graetz.

De hecho, el caso base tiene concentraciones mas altas a la salida a bajos Gzm. Esto se debe
a que en los pasos no circula la misma cantidad de fluido y por ello el tiempo de residencia se
reduce. En otras palabras, uno de los pasos esta deteniendo al otro por tener un tiempo de
residencia distinto.

Mientras que el caso “b” tiene concentraciones siempre mas altas que en el caso base, y
ademas son mas altas que el caso “a” un solo paso. Por ello se puede concluir que un
intercambiador de masa debe tener un arreglo con un flujo constante y ademas un segundo

paso tiene un efecto favorable.
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0: vs log(Gzm)
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Figura 2-2-13. Concentraciones a la entrada del caso a

0 vs log(Gz,,)
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Figura 2-2-14. Concentraciones a la entrada del caso b
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B 1 vs log(Gz,)
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Figura 2-2-15. Concentraciones a la salida del caso a

Bk, vs log(Gz,,))

il Figura 2-2-16. Concentraciones a la salida caso b

50



Sh vs log(Gzm)
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Figura 2-2-17. Sherwood del caso a
Sh vs log(Gzm)
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Figura 2-2-18. Sherwood del caso b
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Propuesta con tres pasos y reflujo (Figura 2-1-1)

La idea de este intercambiador de masa viene de la experiencia de otros autores en la
literatura. Como ya se analizé previamente los intercambiadores de masa de dos pasos tienen
una buena mejora debido a que el fluido realiza un recorrido extra en la misma distancia “L” y
en un numero de Graetz menor debido a la reduccion del factor “Wy”. Por ello se piensa que
esta nueva configuracion mejorara el rendimiento del intercambiador de masa.

La posicion del reflujo, similar a la del caso “b”, se decidié debido a los resultados que se

tuvieron previamente. En el caso “a” fluye una diferente cantidad de fluido en los pasos y se
reduce la eficiencia. Es por ello que el reflujo se toma a la salida del equipo.

Para resolverlo se agrega una tercera ecuacion diferencial con 3 nuevas condiciones a la
frontera de esta forma:

06041(11,¢1) 529A 1M1, €1) (2-2-42)
_ 2 , _ ,
GZy (611 — 671%) 9¢, an,2
00422, &2) 029,4 2(12,&2) (2-2-43)
_ 2 , _ ,
Gz (61, — 6727) 9%, 11,2
00 , 026 , 2-2-44
Gz, (615 — 6732) A,3a(g3 $3) _ A(,;(lera §3) ( )
3 N3

CF1:¢é,=0vVn, €
CF2:n, =0V¢ €
CF3:n,=0V¢ €
CF4:(,=0Vn, €
CF5:1, =0 V¢, € [0,1],60,,=1
CF6:n, =0V¢ €
CF7:é;3=0Vn; €
CF8:n; =0V¢&; €
CFO:n; =0VE&E

Se podria pensar que si se aumenta el numero de pasos a infinito podria aumentar la
trasferencia de masa en un 100%. Por desgracia el proceso se encuentra sujeto también a la
resistencia de la difusion y la presién. A altas presiones el fluido tendria una velocidad muy
baja y seria inconveniente su operacion ademas que los materiales de construccion tendrian
que soportar esa presion.

Conclusiones parciales

Al igual que el caso “b” la propuesta tiene un mejor comportamiento, teniendo una
concentracion mas alta al caso base en todo momento. Lo importante de este modelo es la
concentracion a altos numeros de Graetz. Como ya se mencion6 anteriormente, el proceso
esta limitado por el efecto deseable de incrementar el tiempo de residencia del equipo, contra
el decaimiento de la concentracion a altos Gzm. Al incluir un tercer paso la concentracion se
reduce el efecto generado por el Gznm.
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0; vs log(Gz,,)
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Figura 2-2-19. Concentraciones a la salida de la propuesta

k3 vs log(Gz,,,)
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Figura 2-2-20. Concentraciones a la salida de la propuesta
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Sh vs log(Gzm)
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Figura 2-2-21. Sherwood de la propuesta
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Nomenclatura de simbolos

Concentracion

Velocidad

Variable axial

Variable radial

Coeficiente de difusion

Velocidad de reaccién

Subindice: Propiedad antes de entrar al intercambiador de masa
Subindice: Propiedad en las paredes del intercambiador de masa
Distancia radial del equipo

Distancia axial del equipo

Ancho del equipo

Velocidad promedio

Variable axial adimensional

Variable radial adimensional
Velocidad adimensional
Concentracion adimensional
Subindice: Propiedad de la especie A
Flujo volumétrico

Numero de Graetz masa

Numero de Reynolds

Numero de Schmidt

Densidad

Viscosidad

T © (/);UG)<]>-E CJJY\<IUJI_EM_"1 U‘<><<O
Ocngj
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> 0
I

N WN_TIH IO X0 IIT>

h

Diametro Hidraulico

Subindice: Numero del valor, funcién o constante dependiente de los
valores propios

Valor propio

Funcion propia de la variable radial

Funcién propia de la variable axial

Constante de la expansién ortogonal

Subindice de la expansion de la funcion H

Constante de la expansion de la funcién H

Concentracion adimensional

Reflujo

Subindice: Propiedad a la entrada

Subindice: Propiedad a la salida

Subindice: Propiedad en el paso superior

Subindice: Propiedad en el paso inferior o paso intermedio (propuesta)
Subindice: Propiedad en el paso inferior (propuesta)

Flux de masa

Numero de Sherwood
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Capitulo Il Conclusiones
Analizando las Figuras 2-3-1 a 2-3-11 se obtuvieron resultados con el mismo comportamiento
de diversos autores (Ho et. al.). Lo que indica un buen modelado dado por nuestras propuestas
de distintos intercambiadores de masa. Cabe resaltar que con excepcion del caso base no hay
reportados en la literatura ninguno de los modelos que se plantean en el presente trabajo.

Sin embargo, la literatura resuelve analiticamente la mayoria de sus equipos propuestos. A
pesar de que en este trabajo también se pudieron resolver las ecuaciones de esa forma, se
prefirio utilizar el método numérico para obtener resultados con mayor rapidez. Ademas si se
pensara acoplar este equipo con otra operacion unitaria, como por ejemplo con una torre de
destilacion en un proceso de pervaporacion, seria mas sencillo programar una torre de
destilacion y afadir las soluciones de los intercambiadores de masa que ya se tienen en este
trabajo.

En primera instancia se observa en los resultados obtenidos, que el reflujo permite llegar a una
concentracibn mas cercana a la que se tiene en las paredes del equipo a bajos numeros de
Graetz. Revisando a detalle las Figuras de las paginas 40,41,47,48,49,51 y 52 se ve que a un
Gzm muy pequefio se obtiene una concentracion de superficie Cs, esto ultimo se debe a que la
fuerza motriz del proceso es la difusién. En otras palabras, el fluido va a una velocidad muy
baja y eso permite que la concentracion llegue al equilibrio con la que se encuentra en la pared.

A diferencia de los extremos de las graficas, donde un Gzm muy grande hace que la conveccién
de masa rija el proceso. Pero a valores muy grandes el fluido va demasiado rapido impidiendo
que se trasfiera masa con las fronteras, obteniendo una concentracién muy parecida a la de la
entrada. En otras palabras, el tiempo de residencia en el equipo determina la concentracion
adimensional “6” a la salida, a tiempos muy cortos baja la concentracion, pero a tiempos largos
aumenta.

En menor medida el proceso se beneficid mayormente con la inclusion de reflujos. Al principio
se plantearon los casos “@” y “b” para saber si habia una diferencia en la concentracién de
salida dependiendo del arreglo de los pasos. Y en los resultados se encontré que el caso “b”
obtiene una concentracion mas alta a la salida que el caso base. Esto es debido a que en los
pasos no circula la misma cantidad de fluido y, por tanto, un paso tiene una velocidad mas alta

que el otro, teniendo tiempos de residencias distintos.

Es por ello que en la propuesta solo se tiene un reflujo y el fluido recorre el equipo como un
intercambiador de calor convencional. En una primera instancia se pensaria que con un gran
numero de pasos la concentracion seguiria subiendo, sin embargo recordando que el equipo
reduce su area transversal cada vez que se agrega un paso, pero su velocidad sigue
aumentando pudiendo generar problemas en la operacion del equipo.

Finalmente, se puede concluir que los resultados obtenidos tienen una representaciéon con la
realidad, ademas de que la inclusion de pasos y reflujo mejora el proceso de transferencia de
cada uno los intercambiadores, esto se puede apreciar por el incremento en el numero de
Sherwood. Pero se debe recordar que a altos numeros de Gzm la transferencia de masa
disminuye y se tiene una competencia entre el efecto deseable de incrementar el flujo para
aumentar el tiempo de residencia del equipo contra el incremento del numero de Graetz que
disminuye la concentracion “0”. Sin embargo los intercambiadores de masa propuestos
aumentan la concentracién de masa a altos Gzm.
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Apéndices
1*Balance de Momentum en los intercambiadores de masa.

Observando el caso base en la Figura 2-2-1, se sabe que la velocidad unicamente se tiene en

el eje “x”, se utilizan la ecuacion de movimiento

0V, 0V, 0V, avx> _ 0P 0%v, 0%*v, 0%, (a-1-1)
p(at T YWy T %) T T T\ G2 Ty Tz ) T
a_p N v, N vy, N v, _ 0 (a-1-2)

gt oJdx Jdy o0z

Sabiendo que
e Las propiedades fisicas son constantes
e El flujo esta completamente desarrollado
e El flujo no depende del tiempo
e Elfluido es incompresible
e La velocidad solo depende del eje “y”

De la ecuacién de continuidad se obtiene:

v,

ax:0

Haciendo las consideraciones anteriores

0= aP+ 0%v, N (a-1-3)
Las condiciones a la frontera son:
e v(0)=0
o Vv(W)=0
Resolviendo a-1-3
6P+ _ 0%v, _ cte = AP
ox T 9xTH dy? —e=T

Para la velocidad se resuelve la siguiente expresion

0%v, _ AP (a-1-4)
K ay2) L
AP 5
Uy = —my + Cyy + G,
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Aplicando condiciones a la frontera

_APW y? (a-1-5)
Ve =l w
Integrando para obtener el flujo volumétrico “V”
V= ﬂ v (y)dydz (a-1-6)
_ BW3AP (a-1-7)
~ 12ul

Definiendo la velocidad promedio como un promedio de area

JJ vx(y)dydz _WAP (a-1-8)
[[dydz — 12uL

v =

Debido a que es mas sencillo trabajar con variables medibles, es preferible cambiar el perfil de
velocidades por la siguiente expresion:

v, = 67 [% _ (%)2] (a-1-10)
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2*Adimensionalizasion de las ecuaciones constitutivas
Partiendo de la ecuacién 2-2-3, se definen las siguientes constantes adimensionales

aC 0%C (a-2-1)
Ux()’)a_; =D ( ay;>

_lf_flp _CA_CS_u_Ux(y) (a-2-2)
T=wi ST T T g
u = 6[n—n?] (a-2-3)

d0Cy  0C 09,08 C;— (50,
ox 0y, 08 ox L  Of

0%C, 0G4 0y, <677)2 G =G 0%,

dy? oy, on \dy w2z on?
by GG 0a 6= G 0%
x L 0t w2 on?
VW?\ 0, 0%, (a-2-4)
DL )% 98 T a2

Cambiando la velocidad promedio por el flujo y recordando la definicién del numero de Graetz
de la expresion 2-2-4:

(VW) 0, 0%,

pLB)“ 98 ~ on?
OO, (2-2:5)
ZU 5F = o
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3*Coeficientes de la ecuacion 2-2-10

Recordando el caso base en la metodologia, es necesario calcular los coeficientes de la serie
solucion para conocer los valores propios y obtener las constantes Sn. Partiendo de la ecuacion
2-2-7.

d*H,,(n) (a-3-1)
d—nz - An6[n - UZ]GZmHn(U) =0
n
Se sustituye la siguiente expresion
> (a-3-2)
Hn(n) = Z ak,nnk
k=0
Z[ak+2,n(k + 2)(k + 1) - 6(/1nGZm) (ak—l,n - ak—z,n)]nk (8-3-3)

k=2
Aon + AN = 0

Sin perder generalidad podemos dar valores a las constantes que se encuentran en rojo, ya
que el producto con las “Sn” resultaria en una nueva constante y por tanto complicaria la
solucién. Por ello se puede decir que Co=0 y C1=1.

Las primeras 7 Constantes se expresan en la tabla a-3-1:

AIWIN=2OX
OO | |O

6 6
5 An GZm (E An GZm>

Tabla a-3-1. Constantes akn
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4*Programas en Matlab.

A continuacion se encuentran los programas necesarios para obtener las Figuras que se
encuentran en los resultados. Se explica brevemente que es lo que se hace en cada linea para
que sea mas sencillo modificar los programas en trabajos futuros.

Caso base por métodos analiticos
Lo primero que se debe de hacer para resolver el problema para el caso base es obtener las

constantes de la tabla a-3-1 y los valores propios, con la expresion 2-2-12, para esto se creo
una funcion error como se muestra en el programa:

function error=valorespropioscasobase(lambda,Gzm)

n=500; %Numero de términos

a=zeros(n,1);

a(1)=0; %Constantes definidas

a(2)=1; %Constantes definidas

a(3)=0;

a(4)=0;

for i=5:n
a(i)=((6*Gzm)*lambda*(a(i-3)-a(i-4)))/((i-1)*(i-2)); %Relacion de Recurrencia

10.end

11.error=sum(a);

12.end

©CoNOORWN =

Programa a-4-1. Funcioén Error

Esta funcién requiere un valor de lambda tentativo para generar la funcién error

> (a-4-1)
error(1,Gz,,) = z Ayn
k=0

Para obtener las raices de a-4-1 se requiere de una segunda rutina, que se muestra a
continuacion

1. function lambda=I(Gzm)

2. F = @(x) valorespropioscasobase(x,Gzm); %Definiendo la funcion a resolver
3. interval = [-300/Gzm, 0]; %Intervalo donde se buscaran raices
4. N =500; %Numero de valores tentativos de lambda

5. start_pts = linspace(interval(1),interval(2),N);

6. found_roots = [];

7. fori=1:N-1

8. try

9. found_roots(end+1) = fzero(F,[start_pts(i),start_pts(i+1)]);
10.end

11.lambda=fliplr(found_roots);%\Valores propios

12.end

Programa a-4-2. Valores Propios
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Las raices se obtienen gracias a una rutina ya hecha en Matlab, mostrada en la linea 9 del
programa a-4-2.

Es importante mencionar que no se puede dar un valor de k infinito en la ecuacién a-4-1, debido
a esto se tiene que definir un numero finito de términos como en la linea 2 del programa a-4-
1.

Cuando se alcanza el valor propio As los exponentes son muy altos y el programa no puede
seguir obteniendo los resultados, pero como se tiene un niumero negativo muy grande en la
exponencial de la expresidon 2-2-14, se puede decir que las demas funciones propias “Hn” son
despreciables a partir de n=5.

Ya con los valores propios calculados se pueden obtener las funciones propias con la siguiente
rutina:

function H=Ycasobase(eta,Gzm,lambda)
n=300;

a=zeros(n,1);

a(1)=0;

a(2)=1;

a(3)=0;

a(4)=0;

for i=5:n
a(i)=((6*Gzm)*lambda*(a(i-3)-a(i-4)))/((i-1)*(i-2));
10. end

11. X=zeros(n,1);

12. fori=1:n

13. X(i)=eta’(i-1);

14. end

15. Y=a.*X;

16. H=sum(Y);

17. end

©CoOoNOORWN =

Programa a-4-3. Funciones Propias

Después es necesario obtener las constantes “Sn” con la propiedad de ortogonalidad, ecuacion
2-2-13. Las integrales en esta expresion son calculadas numéricamente con una rutina ya
incorporada a Matlab que utiliza el método del trapecio. A pesar de que Matlab puede resolver
integrales analiticamente es preferible calcularlas numéricamente para obtener el resultado de
una forma mas rapida.

Finalmente se unen todos los programas anteriores en una sola rutina para obtener la funcion
Wa en el programa a-4-1. En otro programa se calcula el promedio de flujo para la gréafica de la
Figura 2-2-4 y de la misma manera que las integrales de las constantes “Sn”, los promedios se
calcularon numeéricamente.

Es necesario mencionar que los valores que se obtuvieron analiticamente no son los mismo
que se obtendria por medio de un método numeérico, si un revisa la linea del caso base en los
resultados se dara cuenta que no es la misma linea que en la Figura 2-2-4. Esto se debe a la
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aproximacion de la serie psi a los primeros 5 términos

function S=Sn(Gzm)
lambda=I(Gzm);

m=50;
chi=linspace(0,1,m)’;
eta=linspace(0,1,m)";
%funcion radial
Y=zeros(m,4);
u=(eta-eta.*2);

for j=1:5

10. fori=1:m

11. Y(i,j)=Ycasobase(eta(i),Gzm,lambda(j));
12. end

13. end

14. %fin de la funcion radial
15. %constantes

16. U=zeros(m,5);

17. D=zeros(m,5);

18. for k=1:5

19. for n=1:m

20. U(n,k)=u(n)*Y(n,k);

21. D(n,k)=u(n)*Y(n,k)*Y(n,k);
22. end

23. end

24. S=zeros(5,1);

25. forj=1:5

26. S(j)=trapz(eta,U(:,j))/trapz(eta,D(:,j));
27. end

28. end

©CEN>OEWN =

Programa a-4-4. Funciones Propias

1. function psi=psibase(eta,chi,Gzm)
2. %Calculo de los valores propios

3. lambda=I(Gzm);

4. %fin del calulo de los valores propios
5.  %funcion axial

6. Chi=zeros(1,5);

7. forj=1:5

8. Chi(1,j)=exp(lambda(j)*chi);

9. end

10. %fin de la funcion axial

11. %funcion radial

12. Y=zeros(1,4);

13. for j=1:5
14. Y(1,j)=Ycasobase(eta,Gzm,lambda(j));
15. end

16. %fin de la funcion radial
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17. %constantes

18. S=Sn(Gzm);

19. %Fin de las constantes
20. %Funcion Psi

21. X=zeros(1,4);

22. forj=1:5

23. X(1,j)=S()*Y(1.,))*Chi(1,j);
24. end

25. psi=sum(X);

26. %fin funcion psi

27. end

Programa a-4-5. Funcion Psi

m=20;
eta=linspace(0,1,m)’;
n=10;

e=linspace(0,3,n)"
G=zeros(n,1);

for j=1:n

G(j)=10"(e()));

end

Psi=zeros(m,2);

10. fori=1:m

11. forj=1:n

12. Psi(i,j)=psibase(eta(i),1,G(j));
13. end

14. end

15. for k=1:n

16. theta(k)=trapz(eta,Psi(:,k));
17. end

©CoNoOORWN =

Programa a-4-6. Concentraciones a la salida del equipo

Un paso con reflujo

Debido al gran esfuerzo para calcular los coeficientes de la las series de potencias, se prefirio
dar un seguimiento numérico al analisis de los intercambiadores. Para esto se cred una funcion
que resolviera la ecuacion diferencial parabdlica. Dando como datos la concentracion de
entrada, el numero de Graetz y el reflujo.

function [thetasal, thetaent]=upcr(Psi0,Gzm,R)
m=0;

n=linspace(0,1,30); %varible en y
z=linspace(0,1,30); %variable en x
sol=pdepe(m,@pdez1pde,@pdezlic,@pdezbc,n,z);
g=sol(:,:,1);

h=[g(end,:)I’;

u=[6*(n-n."2)1;

p=h.*u;

COoONIORWN =
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10. thetasal=trapz(n,p);

11. thetaent=(R/((1+R)))*thetasall/trapz(n,u);
12. function [c,f,s]=pdez1pde(n,~,~,DjDn)
13.  v=(n-(n"2));

14. c=Gzm*6*v;

15. f=DjDn;

16. s=0;

17. end

18. function jO=pdezlic(~)

19. jO=PsiO;

20. end

21.  function [pl,ql,pr,qr]=pdezbc(~,jl,~,jr,~)
22. pl=jl-1;

23. ql=0;

24.  prsjr-1;

25. qr=0;

26. end

27. end

Programa a-4-7. Funcién wa del equipo con un reflujo y un solo paso

Si se introduce un valor de cero en el reflujo el problema se reduce al caso base, sin embargo
tiene discrepancias la solucién analitica con la numérica debido a que la analitica se calculd
menos términos de la serie y menos valores propios.

Por desgracia el programa necesita la concentracion a la salida del equipo para calcular el
nodo de la recirculacién, un dato que se desconoce y debe ser calculado. Para obtenerlo se
sigue la metodologia de la Figura 2-2-6. Y para calcular los nuevos valores a la entrada se
sigue el método de sustitucion directa como se puede ver en el siguiente programa

format long

format compact

tol=1e-6;

m=20;

n=linspace(0,4,m);

Gzm=10."n;

R=[00.51 2 5];

x=zeros(m,5);

. forj=1:5

10.for i=1:m

11.{a(i,j), b(i.j)]I=upcr(x(i,j),Gzm(i),R());
12. error=abs(b(i,j)-x(i,j))/b(i,));
13.while error > tol

14.1a(i,j), x(i,j)I=upcr(x(i,j),Gzm(i),R());
15. error=abs(b(i,j)-x(i,j))/b(i,j);

16.end

17.end

18.end

19.for j=1:5

20.for i=1:m

©oNoOoOrWN -~

67



21. [z(i,j), y(i,))]=upcr(x(i,j),Gzm(i),R());
22.end
23.end

Programa a-4-8. Concentraciones a la salida y entrada del equipo con un reflujo y un
solo paso

Para los otros modelos se utilizaron rutinas similares, cada paso tenia su propia funcion yan.
Y se comparaba la concentracion de salida promedio de uno para obtener la entrada del otro.
Se optd por tener dos funciones distintas para las dos funciones para agilizar el método
numérico. Si se plantea en una sola funcién la resolucion del sistema de ecuaciones
diferenciales parciales, a al programa le llevaria mas tiempo obtener el perfil de
concentraciones.

Los siguientes programas se utilizaron de igual manera que los programas a-4-7 y a-4-8.

function theta=dpcr1(Psi0,Gzm,R)
m=0;

n=linspace(0,1,30); %varible en y
z=linspace(0,1,30); %variable en x
sol=pdepe(m,@pdez1pde,@pdezlic,@pdezbc,n,z);
g=sol(:,:,1);

h=[g(end,:)]’;

u=[6*(n-n."2)1;

p=h.*u;

10. theta=trapz(n,p)/trapz(n,u);

11. function [c,f,s]=pdez1pde(n,~,~,DjDn)
12. v=(n-(n"2));

13. c=Gzm*6*v;

14. f=DjDn;

15. s=0;

16. end

17. function jO=pdezlic(~)

18. jO=PsiO;

19. end

20. function [pl,ql,pr,qr]=pdezbc(~,jl,~,jr,~)
21. pl=ji-1;

22. ql=0;

23. pr=jr-1;

24. qr=0;

25. end

26. end
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Programa a-4-9. Funcién wa paso superior del equipo con un reflujo y dos pasos caso
a

function [theta, RS]=dpcr2(Psi0,Gzm,R)
m=0;

n=linspace(0,1,30); %varible en y
z=linspace(0,1,30); %variable en x

o=
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sol=pdepe(m,@pdez1pde,@pdezlic,@pdezbc,n,z);
g=sol(:,:,1);

h=[g(end,:)]’;

u=[6*(n-n.*2)1;

p=h.*u;

RS=trapz(n,p)/trapz(n,u);
theta=(R/((1+R)))*RS;

function [c,f,s]=pdez1pde(n,~,~,DjDn)
v=(n-(n"2));

c=(R/((1+R)))*Gzm*6*v;

f=DjDn;

s=0;

end

function jO=pdez1ic(~)

j0=Psi0;

end

function [pl,ql,pr,qr]=pdezbc(~,jl,~,jr,~)
pl=jl-1;

ql=0;

pr=jr-1;

qr=0;

end

end

Programa a-4-10. Funcion wa paso inferior del equipo con un reflujo y dos pasos caso
a

tol=1e-6;

n=20;
m=linspace(0,4,n);
Gzm=10."m;
R=[0.10.51 2 5];
x=0.1*ones(n,5);
y=0.1*ones(n,5);
Y=0.1*ones(n,5);
RS=0.1*ones(n,5);

. forj=1:5

. fori=1:n

- [Iy(i,j),RS(i.j)]=dper2(dpert(x(i,j), Gzm(i),R(j)), Gzm(i), R()));
. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);

. while error>tol

- [x(i,j),RS(i.,j)]=dper2(dper1(x(i,j), Gzm(i),R(j)), Gzm(i), R());
. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);

. end

- Y(i,j)=dper1(x(i,j),Gzm(i),R()));

end

. end

Programa a-4-11. Concentraciones a la salida y entrada del equipo con un reflujo y
dos pasos caso a
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1. function theta=dpcr1b(Psi0,Gzm)
2. m=0;
3. n=linspace(0,1,30); %varible en y
4. z=linspace(0,1,30); %variable en x
5. sol=pdepe(m,@pdez1pde,@pdezlic,@pdezbc,n,z);
6. g=sol(:,:,1);
7. h=[g(end,:)]’;
8. u=[6*(n-n.*2)1;
9. p=h.*u;
10. theta=trapz(n,p)/trapz(n,u);
11. function [c,f,s]=pdez1pde(n,~,~,DjDn)
12.  v=(n-(n"2));
13. ¢c=Gzm*6*v;
14. =DjDn;
15. s=0;
16. end
17. function jO=pdezlic(~)
18. jO=PsiO;
19. end
20. function [pl,ql,pr,qr]=pdezbc(~,jl,~,jr,~)
21.  pl=jl-1;
22. ql=0;
23.  prsjr-1;
24. qr=0;
25. end
26. end
Programa a-4-12. Funcién ya paso superior del equipo con un reflujo y dos pasos
caso b
1. function [theta, RS]=dpcr2b(Psi0,Gzm,R)
2. m=0;
3. n=linspace(0,1,30); %varible en y
4. z=linspace(0,1,30); %variable en x
5.  sol=pdepe(m,@pdezipde,@pdezlic,@pdezbc,n,z);
6. g=sol(:,:,1);
7. h=[g(end,:)]’;
8. u=[6*(n-n."2);
9. p=h.*u;
10. RS=trapz(n,p)/trapz(n,u);
11. theta=(R/((1+R)))*RS;
12. function [c,f,s]=pdez1pde(n,~,~,DjDn)
13.  v=(n-(n"2));
14. c=Gzm*6*v;
15. f=DjDn;
16. s=0;
17. end
18. function jO=pdezlic(~)
19. jO=PsiO;
20. end
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21. function [pl,ql,pr,qr]=pdezbc(~,jl,~,jr,~)
22. pl=jl-1;

23. ql=0;

24. prejr-1;

25. qr=0;

26. end

27. end

Programa a-4-13. Funcién ya paso inferior del equipo con un reflujo y dos pasos caso

b

tol=1e-6;

n=20;

m=linspace(0,4,n);

Gzm=10."m;

R=[0.51 2 5];

x=0.1*ones(n,4);

y=zeros(n,4);

RS=zeros(n,4);

. forj=1:4

10.for i=1:n
11.[y(i,j),RS(i,j)]=dpcr2b(dpcr1b(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i),R(j));
12. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);

13. while error>tol
14.x(i,j),RS(i,j)]=dpcr2b(dpcr1b(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i),R(j));
15. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);

16.end
17.[a(i,j),b(i,j)]=dpcr2b(dpcr1b(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i),R()));
18.end

19.end
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Programa a-4-14. Concentraciones a la salida y entrada del equipo con un reflujo y

dos pasos caso b

Para la propuesta se utilizaron los mismos programas del caso de dos pasos con reflujo caso

b, pero utilizado dos veces el programa a-4-12 de la siguiente forma:

tol=1e-6;

n=20;

m=linspace(0,4,n);
Gzm=10."m;

R=[0.51 2 5];
x=0.1*ones(n,4);
y=zeros(n,4);
RS=zeros(n,4);

. forj=1:4

10.for i=1:n
11.[y(i,j),RS(i,j)]=dpcr2b(dpcr1b(dpcr1b(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i)),Gzm(i),R()));
12. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);
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13. while error>tol
14.[x(i,j),RS(i,j)]=dpcr2b(dpcr1b(dpcrib(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i)),Gzm(i),R()));
15. error=abs(x(i,j)-y(i,j))/x(i,j);

16.end
17.1a(i,j),b(i,j)]=dpcr2b(dpcri1b(dpcr1b(x(i,j),Gzm(i)),Gzm(i)),Gzm(i),R(j));
18.end

19.end

Programa a-4-14. Concentraciones a la salida y entrada del intercambiador de masa
propuesto.
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