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Introduccion

La infeccién por el Virus de la Hepatitis C (VHC) representa un problema de
salud publica con fuertes repercusiones clinicas y econémicas. El VHC puede
producir una infeccion aguda, o crénica, y condiciona al paciente a la cirrosis
hepética (del 20 % al 30 %) y al carcinoma hepato celular (con un porcentaje
mucho menor), ambas de consecuencias mortales [12]. Actualmente de 130 a
150 millones de personas en todo el mundo son portadoras del VHC (2015) *.

El VHC infecta a las celulas del higado, provocando que éste deje de funcionar
adecuadamente. Los mecanismos mas frecuentes de transmision del VHC son
las transfusiones sanguineas, el uso de drogas intravenosas, las hemodialisis,
los tatuajes, las conductas sexuales riesgosas, la transmision vertical madre
a hijo y los transplantes, entre otros. El periodo de incubacién del VHC es
alrededor de 50 dias y el tiempo de evolucién es de 10 a 20 anos (el tiempo
promedio de aparicion de la cirrosis es de 21.2 anos, mientras que del carcino-
ma hepato celular es alrededor de 29 anos). La infeccién se vuelve crénica en
la mayoria de los casos, y la elevada tasa de mutaciéon del virus ha impedido
el desarrollo de una vacuna eficaz. Asi, por esto mismo se da el fenémeno de
re-infeccion [36]

Actualmente los tratamientos aprobados por la Food Drug Administration
(FDA), para la hepatitis C crénica consisten en la aplicacién de interferon
a—2a 6 a— 2b(INF) pegylados, mds ribavirina. Los interferones pertenecen
a una familia de proteinas intercelulares y su principal funcion es afectar la
replicacién viral. La ribavirina es un nucledsido sintético de guanosina que
actiia como antiviral.

Existen tratamientos para evaluar el dano hepatico, uno de ellos es la biopsia

Thttp:/ /www.who.int/mediacentre/factsheets/fs164 /es/



de higado, que desde hace anos ha sido la mejor herramienta para diagnosticar
la evolucion de la enfermedad hepatica, aunque actualmente se ha disminuido
su uso debido a que existen diversos factores como el riesgo de complicaciones,
el temor al dolor, el periodo de reposo del paciente, etc.

La determinacién de la carga viral oscilante, recurso bastante nuevo, permite
conocer la intensidad de la infeccion. Por consiguiente, el objetivo central del
tratamiento es conseguir negativizar o al menos disminuir significativamente
la carga viral.

Para comprender la dinamica del VHC, especialmente para determinar la
eficacia de la terapia con interferon y rivabirina, se han utilizado modelos
matematicos, los cuales han tenido éxito en la explicacién de los patrones
observados en los cambios de la carga viral en pacientes infectados por el
VHC. El modelo precursor en esta drea es el de Neumann et al. [32], ellos
describen la dindmica del VHC bajo tratamiento con inteferéon-a mediante
un modelo matematico basado en tres compartimentos: hepatocitos sanos,
hepatocitos infectados y la carga viral.

En Dahari et al. [10] se ilustra con datos clinicos, los posibles escenarios de
tres pacientes cronicos bajo tratamiento con interferén: la caida bifasica de
la carga viral, la caida trifasica de la carga viral y una caida parcial de la
carga viral.

En Neumann et al. [32], logran explicar una disminucién bifasica de la carga
viral para pacientes que responden a la terapia con interferén, sin embar-
go, al considerar que la accién principal del tratamiento con interferén es
bloquear la liberacién de nuevos viriones, no explica otros escenarios como,
caida trifdsica y parcial (resurgimiento de la carga viral a niveles de pre-
tratamiento) después de terminada la terapia.

A raiz de esto, se han presentado diversas variantes del modelo de Newman.
Dixit et al. [9] presentan un avance tomando en cuenta la accién de la riba-
virina junto con interferén.

De acuerdo a [6], la ribavirina se incorpora al ARN para aumentar la fre-
cuencia de mutacién y reducir la infectividad especifica de nuevos viriones,
dando lugar a dos poblaciones: viriones infecciosos y viriones no infecciosos.
La dindmica del modelo sugiere que la ribavirina juega un papel poco im-
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portante en la primera fase de la disminucién de la carga viral, sin embargo,
cuando la eficacia del interferén es pequena la eficacia de la ribavirina mejora
notablemente, dando sustento a los datos clinicos reportados en [41].

Una modificacién del modelo basico, que incluye la proliferacién de hepa-
tocitos sanos e infectados de acuerdo a los mecanismos homeostaticos del
higado, fue estudiado por Dahari et al. [9, 11]. El modelo predice tanto la
calda bifdsica como la trifdasica de la carga viral, lo cual es consistente con
datos clinicos.

Keval et al. [23] hacen una pequena variante del modelo de Dahari, consi-
derando una proliferacién de tipo Gompertziana de los hepatocitos sanos y
enfermos. Este modelo logra explicar los casos donde la carga viral resurge a
los niveles de pretratamiento una semana posterior al cese del tratamiento,
asi como la caida bifasica y trifasica de la carga viral.

Por tltimo Banerjee et al. [4] consideran que la proliferacién de los hepa-
tocitos se da de manera logistica y que ésta no distingue entre hepatocitos
infectados y no infectados.

En este trabajo de investigacién, como primer resultado, en el capitulo 2
se muestra el analisis cualitativo completo del modelo matematico basico
para la dindmica del VHC de Neumann et al. [32]. En el capitulo 3 hacemos
el planteamiento y solucién numérica del problema de control 6ptimo para
el tratamiento con interferon en un enfermo endémico que responde a la
terapia. Asi mismo, en el capitulo 4 se hace el andlisis cualitativo completo
del modelo matematico de la hepatitis C con respuesta inmune. Por tltimo,
en el capitulo 5 planteamos y resolvemos el problema de control para el
modelo con respuesta inmune y tratamiento. En cada capitulo presentamos
resultados numéricos y hacemos una discusion de ellos.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo es introductorio y en €l se presentan los conceptos y definiciones
que seran utilizados en este trabajo. Empezamos con una introduccion a las
matrices compuestas y su relacién con ecuaciones diferenciales ordinarias. Re-
visamos las propiedades de un sistema que es competitivo. En particular para
el caso tridimensional, vemos que cumple la propiedad de Poicaré-Bendixson.
Luego estudiaremos un enfoque geométrico dado por Muldowney [30], para
el analisis de la estabilidad global de un sistema de ecuaciones diferenciales.
Por 1ltimo damos las herramientas de control éptimo utilizadas en el estudio
de modelos de enfermedades con tratamientos.

1.1. Matrices compuestas y Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias

En esta seccion revisaremos algunos conceptos sobre matrices compuestas y
su relacién con ecuaciones diferenciales ordinarias. Un estudio completo de
esta teorfa se puede consultar [30].

Definicién 1.1.1 Sea A una matriz de m x n real o compleja. Denotamos
por aj;”I* al menor determinado por los renglones (iy, . .., i) y las columnas

(jl,...7j]€) deA, conl < < < <y <nylj<j<--- <
je < m. La k-ésima matriz compuesta multiplicativa, A®, de A es la

matriz de ( Z ) X ( TIZ ) cuyas entradas, escritas en orden lexicogrdfico

son a7 Ik,
1yeeeslk



En particular, cuando A es una matriz de n x k, con columnas aq, as, ..., a,
AF resulta ser el producto exterior a; A as A - -+ A ay.

Dadas dos matrices A y B, para las cuales esta definida la multiplicacién
AB, el teorema de Binet-Cauchy [15] afirma que

(AB)®) = AW B®), (1.1)

de aqui el uso de la palabra "multiplicativa”.

Para m = n, se tiene el concepto de matrices compuestas aditivas, definidas
de la siguiente manera.

Definicién 1.1.2 Sea A una matriz de n X n. La k-ésima matriz com-

puesta aditiva Al¥l, de A es la matriz de ( Z ) X ( Z ) definida por

A¥ = D(I 4+ hA)® |, (1.2)
donde D denota la derivada con respecto a h.
En el caso especial k =1y k = n, se tiene que

A=A A =TrA.
De nuevo por el teorema de Binet-Cauchy ([15]) se satisface

(A+ B)H = AlM 1 Bl
esto justifica el uso de la palabra ”aditiva”.
En particular, para una matriz general de 3 x 3,

11 Aaiz2 A3
A= Q21 dAg22 (23 )
a3; daz2 G33

la matriz segunda compuesta aditiva ésta dada por

a1 + a9 a3 —aq3
2
AP = as2 a1 + ass a2
—asy Qo1 Qg2 + a33,



mientras que para una matriz de 4 x 4

bll 612 b13 bl4
b21 b22 b23 b24

B2 b by b by |
bayr bio baz bay
Se tiene que

bi1 + b2y b3 b4 —bi3 —b14 0
b3o bi1 + bss by bio 0 —b1a

Bl baz bas bir + bus 0 b1z b3
—b3; ) 0 by + b33 b3y —boy

—bs 0 b bas bao + bag b3

0 —bs ba1 —byo b3o b3z + baa

1.1.1. Conexiéon entre matrices componentes y ecua-
ciones diferenciales

Supongamos que X (t) es una matriz solucién del sistema de ecuaciones di-
ferenciales lineales

i = A(t)z, (1.3)

donde A(t) es una matriz de n x n continua. Sea 1 < k < n, entonces

Y(t) = xW@),

es una matriz solucion del sistema compuesto de orden k.

g =AM(y)y. (1.4)
En efecto, sea X (t) una matriz solucién de (1.3). Si h es un nimero muy
cercano a cero, se cumple

X(t+h)=(I+hAt)X(t)+ o(h),
y por lo tanto de (1.1),

X®(t+h) =T+ hA)PXB (1) + o(h).
Entonces, por (1.2) Y (¢) es una matriz fundamental de (1.4).

3



1.2. Orbitas periddicas y criterio de Bendix-
son

En esta seccion damos algunos resultados, principalmente en relacién a los
criterios para la existencia de orbitas periddicas de un sistema auténomo.

Sea D C R™ abierto, y f € C*(D). Consideremos el sistema auténomo en
R".
= f(x), (1.5)

Sea x(t, xg) la solucién de (1.5) tal que z(0,z) = x¢. La ecuacién de varia-
cién lineal de (1.5) con respecto a x(t,zo) estd dada por

() = 92 (x(t, 7)), (16)

donde % es la matriz Jacobiana de la funcion f.

Denotaremos en lo que sigue a la matriz Jacobiana de una funciéon f como

Iy = 21

Daremos algunas definiciones basicas respecto a érbitas periddicas.

Definicién 1.2.1 Supdngase que el sistema auténomo (1.5) tiene una solu-
cion periddica de periodo minimo T y orbita ¥ (t) = {p(t) : 0 <t < T}.

» Se dice que 1) es orbitalmente estable si para toda € > 0 existe 0 > 0
tal que toda solucion y(t), que inicialmente dista en menos de o de la
orbita v, permanece a una distancia menor que € de dicha orbita para
toda t > 0.

» Se dice que 1 es orbital asintéticamente estable, si ademds la dis-
tancia de x(t) a ¢ tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Definicién 1.2.2 El sistema (1.5) se dice que cumple la propiedad de
Poincaré-Bendixson, si todo conjunto omega limite compacto no vacio I,
que no contiene puntos de equilibrio es una orbita cerrada.
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Para el caso n = 2, la teoria de Poincaré-Bendixson [17, 33] establece condi-
ciones para que el sistema (1.5) satisfaga la propiedad de Poincaré-Bendixson.

Definicién 1.2.3 Decimos que el sistema (1.5) tiene la propiedad de es-
tabilidad de 6rbitas periddicas, si la orbita de una solucion periodica
v(t), en caso de que ezista, es asintdticamente estable.

1.2.1. Sistemas Competitivos

En esta subseccion se establece bajo qué condiciones un sistema en dimensiéon
tres satisface la propiedad de Poincaré-Bendixson.

Empezamos esta secciéon dando la definicion de un sistema competitivo dada
por Smith en [37].

Definicién 1.2.4 Se dice que el sistema (1.5) es competitivo en D, si
existe una matriz diagonal H = diag(ey, ..., €,), donde cada €; es 1 o -1, de
tal forma que los elementos fuera de la diagonal del producto H(Jf(x))H
son no positivos para toda v € D; donde Jf(x) es la matriz Jacobiana del
sistema (1.5).

Smith demuestra en [37], que si D es convexo, el flujo de dicho sistema
competitivo preserva para t < 0 el orden parcial en R", definido por el
octante

K ={(z1,....,x,) € R" : gx; > 0}.

Para n = 3 los sistemas competitivos tienen una dindmica equivalente, a la
dindmica de un sistema de dimensiéon menor sobre un conjunto invariante
[18]. Como un caso particular se tiene el siguiente resultado demostrado por
Hirsch [19].

Teorema 1.2.1 Supongamos que n =3, D es convexo y el sistema (1.5) es
competitivo en D. Sea I un conjunto omega limite, compacto, no vacio de
(1.5). SiT no contiene puntos de equilibrio, entonces I' es una drbita cerrada.

El siguiente teorema demostrado por Muldowney [30], establece una condi-
cion suficiente para la estabilidad asintética orbital de 6rbitas periddicas.



Teorema 1.2.2 Una condicion suficiente para que una orbita periddica v =
{7(t) : 0 <t < T} del sistema (1.5), sea orbital asintéticamente estable, es
que el sistema lineal

2= JHf(h(1)2(1), (1.7)

sea asintoticamente estable.

El sistema (1.5) es persistente, en el sentido descrito por Butler et al en
[5], si toda solucién z(t) que comienza en int(D), tiene la propiedad de que
el liminf, ,..x(t) dista de la frontera de D en una cantidad mayor que cero.

Ahora damos el resultado principal de esta seccién, el cual sera fundamen-
tal para probar la estabilidad global del equilibrio endémico de los modelos
tratados en los capitulo 2 y 4. Una demostracién se puede encontrar en [19]

Teorema 1.2.3 Supongamos que n =3 y D es un conjunto convexo y aco-
tado. Ademads que el sistema (1.5) es competitivo, uniformemente persistente
y tiene la propiedad de orbitas peridodicas. Si xg es el unico punto de equili-
brio en intD y es localmente asintoticamente estable, entonces es globalmente
asintoticamente estable.

1.3. Problema de estabilidad global

Como ya vimos para el caso n = 2 6 3 el sistema (1.5) satisface la propie-
dad de Poincaré-Bendixson bajo ciertas condiciones (que sea competitivo y
persistente en el caso n = 3). En el caso general Muldowney et al. [24] dan
un criterio de Bendixson que permite establecer la estabilidad global de un
tinico equilibrio (cuando existe) en el interior de D. En esta secciéon daremos
detalles del enfoque geométrico de Mouldowney.

Definicién 1.3.1 Un conjunto K se dice que es absorbente en D para el

sistema (1.5), si para cada compacto Ky C D, z(t, Ky) C K, para t suficien-
temente grande, donde

x(t, K1) = {x(t, xo) : kg € K1}.
Consideremos las siguientes hipotesis:

6



» (Hy). D es simplemente conexo.
= (H;). Existe un conjunto absorbente compacto K C D.
» (Hj). El sistema (1.5) tiene un tnico punto de equilibrio z* € D.

El objetivo es dar condiciones de tal forma que bajo las suposiciones (H;) —
(Hs) la estabilidad local de * implique la estabilidad global. A este proceso
se le conoce como problema de estabilidad global.

Vamos a dar las definiciones de los conceptos utilizados en la construccion
del criterio de Bendixson dado por Muldowney.

Definicion 1.3.2 Paran > 2, un criterio de Bendixson es una condicion
sobre f, la cual excluye la existencia de orbitas periddicas no constantes del
sistema (1.5).

Definicién 1.3.3 Un criterio de Bendixzson se dice que es robusto bajo
perturbaciones locales C! de f en 1 € D C R™, si para € > 0 suficien-
temente pequena, existe una vecindad U de xy tal que si g : D — R™ es de
clase C' y satisface que, el soporte supp(f—g) CU y| f—g |1 < €, entonces
g también satisface el criterio de Bendizson,

donde

-y |01=sup{\ F(o) - glay |+ 2@ 2@ |zxeD},

Ox ox

supp(f —g) ={z € R™: (f — g)(z) # 0}.

A tal g se le llama e-perturbacion local de f en z;.

Definicién 1.3.4 Un punto xy € D es errante para el sistema (1.5) si
existe una vecindad Uy, de xo y T > 0 tal que Uy, Nx(t,Uy,) es vacia, para
todat > T.

Asi, por ejemplo los puntos de equilibrio y los puntos limites son no errantes.

El siguiente resultado dado en [20] es una versién del lema de cercania local
C' de Pugh [33].



Lema 1.3.1 Supdngase que xy es no errante para el sistema (1.5) y que
f(zo) # 0. Entonces, para cada vecindad U,, de xo y € > 0, existe una
e-perturbacion local C* g de f en xo tal que

= supp(f —g) C U,

w el sistema perturbado § = g(x) tiene una solucion periddica no cons-
tante que pasa por xg.

El siguiente principio de estabilidad global es establecido por Li y Mouldow-
ney ([24], Theorem 2.3).

Teorema 1.3.1 Supongase que las hipotesis Hy y Hz se cumplen y que el
sistema (1.5) satisface un criterio de Bendizson, el cual es robusto bajo per-
turbaciones locales C* de f en los puntos que no son de equilibrio ni errantes
para (1.5). Si x* es localmente estable, entonces es globalmente estable en D.

El siguiente criterio de Bendixson dado por Li y Mouldowney [24] tiene la
robustes requerida por el Teorema 1.3.1.

Sea P(x) una matriz C' con x € D de tamato ( Z ) X < Z ) Supongamos

que P! existe y es continua en K, el conjunto compacto absorbente.

Definimos

1 t
g = lim sup sup p / pu(B(x(s,tp)))ds, (1.8)
0

t—oo xeEK

con

B=P;P '+ PJR(f(2))P Y, (1.9)

donde la matriz P se obtiene reemplazando cada entrada p;; de P por su
derivada en la direccién del campo vectorial dado por f,y u(B) es la medida

de Lozinskii de B [8], con respecto a una norma | - | en RN, N = Z ),

definida por

. |I+hB|-1
B)=1 L —
p(B) = lim ——



Damos ahora una estrategia para estimar la medida de Lozinskii de una
matriz. Para esto, sea || - || una norma en R™ y para una matriz M de n x n
definimos la norma matricial inducida por || - || como

| M ||= supje|=1 || Mz || .

Note que
| Mz ||<|[ M ]| 2 |,

para toda z € R".

Consideremos ahora el sistema lineal

&= M(t)z, (1.10)
y (t) una solucién de (1.10). Usando a || - || como una funcién de Lyapunov
se tiene que
, x(E+h) | — | =t
Do ()| =ty LR =210
t hM(t)x(t) || — t
iy L MO0~ 50
< iy LM W0 210
I+ hM(t) || -1 t
i DT+ | =11 0(0) ]
h
Asi,
Dy [l 2@) [|< p(M (@) || @) || - (1.11)

En consecuencia,

1
EON | (t) [|< p(M(t)).

Integrando de 0 a 7" > 0 y reordenando se obtiene

I 2(T) <] 2(0) | ewp(/o p(M(t))dt).

Si se tiene [;°pu(M(t))dt = —oo, entonces para toda solucién de (1.10),
z(t) — 0 cuando t — oo.



Una simple condiciéon de suficiencia para que el origen sea asintéticamente
estable para (1.10), es que u(M(t)) < —vy < 0 para toda t. En efecto

(M) =inf{c: Dy ||y ll<clyl}
para toda solucion de y = My.

Concluimos esta seccién con dos resultados dados en [24] y [26] respectiva-
mente.

Teorema 1.3.2 St K es un subconjunto compacto absorbente en intD, y si
existe v > 0 tal que la medida de Lozinskii (B) < —v para toda v € K,
entonces todo punto omega limite del sistema (1.5) en intD es un equilibrio
en K.

Teorema 1.3.3 Supdngase que las hipdtesis (Hy)— (H3) se cumplen. Si gy <
0, entonces, el unico punto de equilibrio x* del sistema (1.5) es globalmente
asintoticamente estable en D.

1.4. Elementos de control 6ptimo

El objetivo de esta seccién sera proporcionar los resultados basicos princi-
pales de la teoria de control 6ptimo, la cual se puede considerar como una
extensién del calculo de variaciones. Abordaremos esta teoria mediante el
principio del Méximo de Pontryagin. Las demostraciones de los resultados
mostrados en esta seccién se pueden consultar en [34, 13] .

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

T = f(t,x,u), (1.12)

donde f: R x R™ x R™ — R" es continua y de clase C! en las coordenadas
Ty u.

Sea

U={u:R — U: u(t) es Lebesgue medible y U C R™ es cerrado }
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A la funcién u € 4 se le llama un control del sistema (1.12), al conjunto
conjunto de controles y al sistema (1.12) un sistema de control.

Para un control u(t) definido en el intervalo [to,?s] la solucién x(t, zo) del
sistema (1.12) en [to,tf] con condicién inicial x(tg) = o se le llama trayec-
toria correspondiente al control u(t) con condicién inicial z.

Sea L(t,z,u) una funcién continua

L:RxR"xR"™— R,
de clase C' en (z,u).
Se define la funcional de costo como
ly

T (xo,u) = L(t, z(t), u(t))dt.

to

Si para xy y u € 4 existe una solucién para el sistema (1.12), entonces a la
pareja (zg,u) se le llama un par admisible y al conjunto F compuesto de
todos los pares admisibles, se le llama conjunto admisible.

El objetivo de la teoria de control éptimo es encontrar en F, un elemento
(x0,u) tal que

T (xo,u) = min{J (xo,v) : (xg,v) € F}.

Si existe tal (zg, u) se le llama control éptimo y se denota por (xq,u*).
Resumiendo, el problema de control éptimo consiste en:

Minimizar

T (o, ) = / "Lt 2(t), u(t))dt,

to
sujeto al sistema de ecuaciones diferenciales con valores iniciales
T = f(t,z,u), uei

ZL’(to) = Xo-

11



1.4.1. Principio de Pontryagin

El principio del maximo de control éptimo da condiciones necesarias para
que un par (zg,u) sea éptimo. Este fue desarrollado en 1950 en la ex-Unién
Soviética por un grupo de mateméticos bajo la direccién de L.S Pontryagin,
y es conocido como el principio del Maximo de Pontryagin [13].

Definicién 1.4.1 Consideremos el problema de control optimo planteado en
la seccion anterior. La funcion

H(t,x,u,\) = L(t, (L), u(t)) + N f(t,z,u)
se llama la funcion Hamiltoniana y A la variable adjunta.

En la definicién anterior A € R™ y Af es el producto escalar en R".

Formulamos el principio del méaximo de Pontryagin para el problema de con-
trol 6ptimo.

Teorema 1.4.1 Si (xg,u*) es un par dptimo, entonces existen variables ad-
Juntas diferenciables a trozos () tal que
= H(E 2" (t), u(t), A(t)) < H(t z7(t), u™(2), ML),

para cada u(t) € 4 y donde z*(t) es la trayectoria dptima que satisface

' () = - 2R 0000
L] )\(tf) =0.

La condicién A(tf) = 0 se llama condicién de transversalidad y ésta se
tiene cuando z(ts) es libre.

Como una consecuencia del teorema (1.4.1) se tiene que

oH
o Y

en u* para cada t, es decir, el Hamiltoniano tiene un punto critico en u*.
Usualmente a esta condicién se le llama condicién de optimalidad y nos
permite caracterizar al control 6ptimo.

Muchos de los problemas de control éptimo, para ser realistas, requieren que
el conjunto de controles sea acotado. En nuestros modelos éste es el caso.

12



1.4.2. Existencia de un par 6ptimo (xg, u*).

Hasta aqui, hemos encontrado condiciones necesarias para resolver el proble-
ma de control. Ahora, es importante estudiar bajo que condiciones se da la
existencia de un control éptimo u*.

El siguiente resultado se encuentra en Fleming and Rishel ([13], teorema 4.1
y su corolario p. 68-69).

Teorema 1.4.2 Considere el problema de control éptimo con L continua, y
supongase que se satisfacen las condiciones:

1. F es no vacio.

2. M es convezxo y cerrado.

3. f(t,z,u) = alt,x) + B(t, x)u.
4. L es convexo en .

5. Existen constantes cy,co > 0 y B > 1 tales que

Lt,z,u)>cr|ul’ —c.

Entonces, eziste (xo,u*(t)) que minimiza a J(xo,u) en F.
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Capitulo 2

Modelo basico para la dinamica
viral de la hepatitis C

2.1. Introduccion

En este capitulo se analiza la dinamica de la hepatitis C, apartir del modelo
matemadtico propuesto en Avendano et al [3], considerando solamente tres
poblaciones: hepatocitos sanos y enfermos, y carga viral. Este sistema tiene
dos posibles estados de equilibrio: el estado del individuo sano y el estado del
enfermo endémico. Se establece la estabilidad global del modelo, posterior-
mente introducimos un nuevo parametro al modelo, el cual mide la eficacia
del interferon en el tratamiento del VHC. Por tltimo se presentan resultados
numéricos que ilustran la dinamica del VHC en pacientes créonicos con y sin
tratamiento.

2.2. Modelo basico sin respuesta inmune

El modelo matematico para la dinamica del VHC propuesto y estudiado en
Avendano et al [3] estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

Hs = Bs - kHsV - ,USHS7
V =pH; — 1V,

T = BTV(]- — TTZ;I) — /LTT,

(2.1)
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donde las variables de estado del sistema y la suposiciones son las siguientes:

H(t) es la poblacién de hepatocitos sanos en el higado en el tiempo ¢
(células/mm?). Estas se generan a una tasa constante (3, y mueren a
una tasa per capita .

H;(t) es la poblacién de hepatocitos infectados (enfermos) en el higado
en el tiempo t (células/mm?). Los hepatocitos sanos H, se convierten
en infectados H;, con una tasa proporcional al producto del niimero de
hepatocitos sanos H, por la carga viral V', con tasa de infeccién k.

V(t) es la carga viral del VHC en el tiempo ¢ (%) El VHC se produce
dentro de un hepatocito infectado H; a una razén de p viriones por
hepatocito infectado por dia, y mueren con una tasa de mortalidad per
capita p, . Dado que los hepatocitos infectados H; mueren a causa de
la replicaciéon del VHC en su interior, se supondra que j; > .

T'(t) es la poblacién de las células T killer (células de tipo C'D8+) en el
tiempo ¢ (células/mm?). Las células T killer destruyen a los hepatocitos
infectados H; a una tasa proporcional al producto del nimero de hepa-
tocitos infectados H; por el ntimero de células T killer, con constante
de proporcionalidad ¢.

Bajo la presencia de los VHC, las células T Kkiller se reproducen de
manera proporcional a la carga viral V' con una tasa de saturacion
Br(1 —T/Tax), donde Br es la tasa de reproduccién de las células T
killer al ignorar el supuesto de saturacion, y 7)., es el nivel maximo de
células T killer en el organismo. Por otro lado, dichas células mueren a
una tasa per capita pur

A continuacién analizamos el modelo bésico sin respuesta inmune, el cual es
similar al presentado por Neumann et al [32] para evaluar el tratamiento con
interferén para pacientes con VHC.

Hs - 63 - kHsV - /’LSHS7

V =pH; — V.

Las suposiciones para Hy, H; y V son las mismas que las del modelo (2.1),
salvo las que involucran a la variable T.
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El conjunto donde el sistema (2.2) tiene sentido bioldgico como se muestra
en [1] estd dado por

0<H,<Hy, 0<H; <Hy,
T = {(HS,HZ-,V) e R} : }

Hi+ H; < Hy, 0V <Vy

donde Hy; = ﬁ— es la poblacién maxima de hepatocitos en el higado de un

individuo sano y Vj; = pf—M es la maxima carga viral que una persona puede
v

soportar.
Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (2.2), hacemos

i(t) = (H,(t), Hi(t), V(t)) = (0,0,0).

De la primera y tercera ecuacién del sistema (2.2) vemos que

HZ* — &V*,H: — /68 ,
p s + kV*

al sustituir H y H} en la segunda ecuacién de (2.2) se obtiene que

1Mofls k iUy
V*(kﬂs_/i/i/i_ MMV):(),
p p
Si V* =0, tenemos el punto de equilibrio

B,

s

Ey = (—,0,0),

que corresponde al individuo sano.

Si
i K pu;
k/BS_ILL:uUH’S_ MMUV*:(),
p p
se obtiene que
* /’Ls
V*=—|Ry — 1],
(R~ 1
donde Ry = % y lo llamamos niimero reproductivo basico, obtenien-
do asi el segundo punto de equilibrio
ﬂs MUV* *
Ey = ( ) >V )a
ps +EV*p
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que corresponde al enfermo croénico.
El siguiente resultado esta desarrollado detalladamente por Alavez-Ramirez
et al. [1].

Teorema 2.2.1 Tomando p; > s, Se tiene

1. Si Ry < 1, entonces Ey = (%,0,0) es el unico punto de equilibrio del
sistema (2.2) en T que corresponde al individuo sano, el cual es global
asintoticamente estable.

2. Si Ry > 1, entonces el sistema (2.2) tiene dos puntos de equilibrio en
T, Ey que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico

Bs V"
ps +EV" p

El - ( 7V*)7

el cual es local asintoticamente estable.

Demostracion. Sélo daremos de manera general la idea de la prueba, para
los detalles puede consultar [1].

La estabilidad local del equilibrio E esta determinada por los valores propios
de la matriz Jacobiana del sistema (2.2) evaluada en Ej, la cual estd dada
por

—us 0 s
d»“s
0 P

Ey es asint6ticamente estable si y sélo si, todos los valores propios de J(Ey)
tienen parte real negativa, y esto se cumple si

i oy s
Ry =
" kB

Para demostrar la estabilidad global del equilibrio Ej, usamos la siguiente
funcién de Lyapunov

< 1.

U(Hs,H;,V) = pH; + 11;V.

La derivada orbital de U esta dada por

U = [pkH — pip)V,
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y como Hg < 5— y Ry > 1 se obtiene que
o ﬂs

Para probar la estabilidad local del equilibrio endémico F;, de nuevo se con-
sidera la matriz Jacobiana del sistema (2.2) evaluada en E;

R0
J(E) = | ps[Ro—1] —p Msfé‘;)
0 P i

la cual tiene como polinomio caracteristico

p(N) = X + (a+ b)A* + abX + ¢,
donde
a = usRy >0,
¢ = pifispo[Ro — 1.
Por el criterio de Routh-Hurwitz, se necesita que
Ay =det(a+b) =a+b>0,
Ay = det ( a;tb L ) = (a+b)ab—c> 0,

ab
a+b 1 0 (2.4)
Az = det c ab a+b | =cAy >0,
0 0 c
lo cual ocurre si Ry > 1. O

2.3. Estabilidad global de E;

En esta seccion como parte de nuestro trabajo de investigacion, probaremos
la estabilidad global de E;, mediante el enfoque geométrico dado por Mul-
downey, el cual se explica con detalle en el capitulo 1.

Empezamos enunciando el resultado sobre la estabilidad global.
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Teorema 2.3.1 St Ry > 1 el unico punto de equilibrio Ey en el interior de
T es global asintoticamente estable.

Para la prueba de la estabilidad global de E;, usaremos la teoria de sistemas
competitivos del capitulo 1. Especificamente probaremos que el conjunto

T\{(%,o,m},

es una region de estabilidad asintoética para Ej.

Teorema 2.3.2 Cuando Ry > 1, el inico equilibrio endémico E, del sistema
(2.2) es global asintdticamente estable en el interior de Y. Ademds, Ey atrae
todas las trayectorias en T salvo las que empiezan en el conjunto invariante
W = {(Hs,H;,V): H; =0,V =0} las cuales convergen a Ey a lo largo de
este hiperplano.

Demostracién. En [1] se demuestra que el conjunto W es invariante para
el sistema (2.2) y que toda solucién con condicién inicial en W converge al
equilibrio Fy cuando t — oo. También se prueba que el campo vectorial da-
do por (2.2) es transversal a la 9T salvo en W y todas las trayectorias que
empiezan Y \ W entran al interior de Y. Asi s6lo nos resta probar que intY
es una region de atraccién para Fj.

Por el teorema 1.2.3 del capitulo 1, es suficiente demostrar que (2.2) es com-
petitivo, persistente y tiene la propiedad de estabilidad de érbitas periddicas.

Primero notemos que la matriz Jacobiana del sistema (2.2) estd dada por

—kV —pus 0 —kH,
J = KV —u;  kH,
0 D

Ahora considerando la matriz

1 0 0
H={0 -1 0
0 0 1

Se obtiene que
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—kV —pus 0
HJH = KV —p
0 —p

—kH,
—kH,

—Ho

Lo anterior implica que el sistema (2.2) es competitivo en Y.

Para probar la persistencia, consideremos la funcién

(Ro + 1)1

U=H,;+ V.
2p
La derivada de U a lo largo de las soluciones de (2.2) es
. . 1), -
2p
Ro+ 1)
= [kH,V — p; Hi] + % [pHi — V]
I 1 iy 1 7
- kHS_M] Vo {M_M} i,
I 2p 2p
[ (Ro + 1) pipeo Bspisk (Ro + D
= |kH, — 0 |
I 2pkBspis v 2 :
[ 1
= |H, — u+—q&]mw[%+ —qm.
L R0 Hs
Como Ry > 1, se tienen las desigualdades
1 1 Ry +1
1+—)<1, > 1
S0+ 7)< e,
por lo que
Bs _ Bs
0<(1+—
( Ro)2us ths
Tomando (1 + Ro) < Hj < , H; >0y V >0, existe una vecindad Ug,

de Ey tal que para (HS, H;, V) 6 U £ N T se tiene que las expresiones dentro
de los paréntesis cuadrados son positivas. En esta vecindad U > 0 a menos
que H; =V = 0. Por lo tanto las érbitas que comienzan en Ug, N T se alejan
de Ey. Como Ej es el tnico conjunto omega limite del sistema (2.2) en la

frontera de T, se demuestra la persistencia del sistema.
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Por tltimo, para probar que el sistema (2.2) cumple con la propiedad de esta-
bilidad de orbitas periédicas, necesitamos demostrar que la segunda ecuacién
compuesta de dicho sistema es asintéticamente estable.

La matriz segunda compuesta del sistema (2.2) es

—kV — Hs — Hi kHs kHs
JP = p —kV = jis — pto 0

Obtenemos asi, la segunda ecuacion compuesta del sistema

X = (=kV — ps — i) X + kH (Y + Z),
Y =pX + (—/{ZV — Hs — MU)Y7 (25)

Z=kVY + (—pi — )7,

Para demostrar que el sistema (2.5) es asintéticamente estable en una solu-
ci6én periddica p(t), usaremos la siguiente funcién de Lyapunov, la cual es del
mismo tipo que usan en [25, 42].

H; , H;
L(X7 Y7 Z: HsaHi7v) = H(Xv _}/7 VZ)H7

donde || - || es la norma en R? definida por

(X, Y, Z)|| = sup{|X], [Y] + 2]}

La persistencia uniforme de las variables de estado del sistema (2.2), implican
que la orbita de p(t) permanece a una distancia positiva de la frontera de Y,
por lo que existe una constante € > 0 tal que

Hit)>e, V(t)>e (2.6)

Se deduce pues, que L esta bien definida a lo largo de p(t) y se satisface para
t > 0 la desigualdad

L(X,}/,Z,HS,HZ,V)25||(X,Y,Z>H, (27)

y su derivada por la derecha [8], se define como

D, L(t) = limsup Lit+h) = L(t).

t—0t+ h
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Para estimar la derivada D, L cuando ¢ > 0. Empezamos estimando las
derivadas D, | X |, Dy | Y |y Dy | Z | las cuales se obtienen por célculos
directos.

Dy | X | < [=kV —ps — ] | X [+RH( Y [+ ] Z])

< (v =) | X+ (B 2). (28)

Dy [YI<p| X |+(=kV = ps = p)(| Y|

V. ( H,;
< | X |+ = =g (Y 41 2)).

Dy | Z|<EV Y | +(=pi — )| Z |
V (H,
< (s —po +EV)— ( (Y [+ Z]) ).
< o=t W) (Y 1412D)
En la dltima desigualdad se usa el hecho de que p; > us.

Ahora estimamos D, (| Y |+ | Z |)

DAY [+1Z) <01 X [+ - mg (FAY 1+12D)  (29)

==

Asi, se tiene que

D, (FY 1+12))

H _V

H 'V

<3 |1 X e - (F0Y 141 2)))

)

H;

DY [+ Z D)+ 57

F <=

<

H;
2

H, H V
SPV\X\—I—[————MS—/M

H V

a1z

H;
—(|Y A
T (Y [+ 7))

(2.10)

23



Afirmacion 1 5S¢

gl(t) = —kV — Hs — ,uz + kH5V7

92 t):p%‘i_%_ = Hs — Hv,
entonces
DL L(t) < sup{gi(t), g: () }L(1). (2.11)

Demostracion de la afirmacion.
Para demostrar la afirmacion, vamos a considerar 3 casos:

Caso 1. L(t) =| X |.

En este caso Z(| Y [+ | Z |) <| X | y de (2.8) se tiene que

kH,V ( H;
DAL0) =Ds | X S IRV = o= ] | X [+550 (Y141 2D)

H;
—kV — s — pi + k}év] | X |
= g1(t)L(t) < sup{gi(t), g2(t)}L(t).
Caso 2. L(t) =Z(|Y | +] Z ).

En este caso | X |< Z(

) y por (2.10) obtenemos

m, kH,V [ H,
DoL) =2 ¥ [ +121) < [0V = =] | X |+ (v 4 2))
H H V H;
< By Tr s vl T/ Y Z
S|pyt gy | YT IZ])

= ga(t) L(t) < sup{gi(t), ga(t) } L(t).

Caso 3. L(t) | X |= 2y ). En este caso la desigualdad se
obtiene de (2.8) 6 (2.10), queda asi demostrada la afirmacién.

Continuando con la demostracién del teorema, notemos que directamente del
sistema (2.2), se tienen las relaciones
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|

i _ kHsV
.~ H, M

vV _ pH;
v =7 " M
e

Sustituyendo en g;(t) y g2(t), se obtiene

gi(t) = 3 — KV — ps,

De lo anterior, es claro que

sup{gi(t), g2(t)} < 7 He

y por lo tanto, de (2.11) y la desigualdad de Gronwall se tiene

Hi(t) —pst Hy —pst
gm0 S Og g

lo cual implica que L(t) — 0 cuando t — co. Asi, de la desigualdad dada por
(2.7), es inmediato que

L(t) < L(0)

(X (1), Y(t), 2(t)) = 0,

cuando t — oo.

En conclusién, hemos probado que el sistema lineal (2.5) es orbital asintética-
mente estable en la solucién periédica p(t). Por lo tanto E; es global asint6ti-
camente estable en el intY. O

2.4. Tratamiento

Con la identificacion del virus de la hepatitis C, los esfuerzos para combatir la
enfermedad se han concentrado en eliminar el VHC con terapias antivirales.
La primera eleccién para este tipo de tratamiento consiste en la aplicaciéon de
interferon-a. Este farmaco, ademés de inhibir la replicacién del virus, protege
al organismo contra la infeccién del VHC adhiriéndose a las células sanas [12].
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Para determinar la eficacia de la terapia con interferén y ribavirina, se han
utilizado modelos matematicos que han tenido éxito en la explicacion de
los patrones en los cambios de la carga viral en pacientes bajo tratamiento
9, 10, 11].

Neumann et al. [32] describen la dindmica del VHC bajo tratamiento con
inteferén-a mediante el modelo matematico basico:

Hs = 65 - (1 - n)kHsV - ,usHsa

Hy = (1= )kH,Y — piH;, (2.12)

V =(1—epH; — my/V,
donde 0 < 7 < 1 denota la eficacia del tratamiento en reducir nuevas células
infectadas y 0 < € < 1 representa la eficacia del tratamiento en bloquear la
liberacién de nuevos viriones.

En los resultado de Newmann se concluye que el efecto principal de la mo-
noterapia con interferéon-a es bloquear la replicacién viral. Asi, modificamos
el modelo (2.12) en la forma:

Hs = ﬂs - kHsV - ,UsHs>

V=1 —-upH; — 11V,

donde u es la eficacia del farmaco en el tratamiento. Se considera que 0 <
u < 1, es decir u = 0,9 representa una eficacia del 90 % del tratamiento.

Sea Ry = “kf Sﬁv, de los resultados de la seccién 2.2 se infiere que

1. Si (1—u)Ry < 1, entonces Ey = (5—, 0,0) es el tinico punto de equilibrio
del sistema (2.13) en T que corresponde al individuo sano, el cual es
global asintéticamente estable.

2. Si (1 —u)Ry > 1 existen dos puntos de equilibrio del sistema (2.13)
en T, Ey que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico E; =
(H:, H:, V*) = ((li‘i‘:;, usleV* 2 ((1=u)Ry—1)) en T, el cual es global
asintoticamente estable.

4

7o S€ le llama eficacia critica del tratamiento.

Al ntimero u, =1 —
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Observacion 2.4.1 Durante el tratamiento, el cual se da para pacientes con
Ry > 1, st u > Ue, entqnces u>1-— 7y Y esto implica que 1 —u < % En
este caso la eficacia del interferon permite que el enfermo cronico se cure. En
caso contrario, cuando u < u. la carga viral y las celilas infectadas convergen
al equilibrio endémico E.

2.5. Resultados numeéricos

En esta seccién, mostramos los resultados numéricos de la dinamica del VHC
del modelo basico sin tratamiento y con tratamiento con interferén-a. Los
paramétros utilizados son los reportados en [3].

Pardmetro | Valor

B 200

s 0.02

P 100

i 0.5

k 0.000003
o o

Para estos parametros, se tiene el nimero reproductivo basico Ry =1.2 y
acorde a la seccién anterior, una eficacia de interferon u > u,. =0.1666, ga-
rantiza la eventual cura de un enfermo crénico que responda al tratamiento.
Las figuras 2.1 y 2.2 ilustran los resultados numéricos, considerando una
eficacia de tratamiento con interferéon de u=0.2.
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Figura 2.1: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. Con Ry =1.2 y eficacia de interferon
u =0.2.
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Figura 2.2: Comparacién de la carga viral V con, y sin tratamiento. Con
Ry =1.2 y eficacia del interferéon u =0.2.

Consideremos ahora los pardametros

Parametro | Valor

B 200

D 100

k 0.000009
s 0.02

i 0.5

o 5

Para este caso el niimero reproductivo basico es Ry =3.6 y para tener exito
en el tratamiento se necesita una eficacia con interferén de tal manera que

u > u. =0.722. Las simulaciones numéricas para u =0.75, se ilustran en las
figuras 2.3 y 2.4.
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Figura 2.3: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. Con Ry=3.6 y eficacia de interferén
u =0.75.
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Figura 2.4: Comparacién de la carga viral V' con, y sin tratamiento. Con
Ry=3.6 y eficacia del interferén u =0.75.

2.5.1. Discusion

En esta seccién presentamos una interpretacion de los resultados obtenidos
en este capitulo. El pardmetro Ry = -2*2- representa la condicién umbral
que determina la existencia de un estado infeccioso en el individuo, asi, para
Ry < 1 el punto de equilibrio donde no hay enfermedad Ej es global asintoti-
camente estable; mientras que para Ry, > 1 las trayectorias con condicio-
nes iniciales diferentes a (Hy, 0,0) se aproximan al estado infeccioso cuando
t — 00.

Para el rango de valores admisibles, las soluciones tienden exponencialmente
al punto de equilibrio Ej en el caso Ry < 1, mientras que para Ry > 1 las
soluciones oscilan al punto de equilibrio endémico F;. Tal situacién se ilustra
en las cuatro figuras de la seccién anterior.

En el tratamiento de la hepatitis crénica se buscan farmacos eficientes para
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controlar la infeccion. Uno de los tratamientos consiste en la administracién
de interferén cuya accién es bloquear las nuevas infecciones. En el modelo
bésico (2.2) este efecto se simula disminuyendo la tasa de infeccién k a la cual
las células sanas H, son infectadas por los viriones V' mediante el factor 1 —u.

De las figuras 2.1 y 2.2 podemos observar que para R, =1.2 se necesita
una eficacia pequenia del 20 %, mientras que en las figuras 2.1 y 2.2 para
Ry=3.6 se requiere una eficacia del 75 %, que corresponde a més del triple
de la anterior. Esto significa que para enfermos con una condicién crénica
severa se necesitan tratamientos muy eficaces, para este fin, en la actualidad
se estan administrando terapias combinadas de interferon con la rivabirina.
En el capitulo 4 modelaremos este tipo de terapias.
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Capitulo 3

Problema de Control para el
modelo basico con tratamiento

Consideremos de nuevo el modelo béasico que describe la dinamica viral del
VHC dado por el sistema (2.13)

Hs - Bs - kHSV - MSH&

V = (1 —u)pH; — V.
El objetivo de este capitulo consiste en formular el problema de tal manera
que sean minimizados la carga viral V, los hepatocitos infectados H; y los
efectos secundarios de la terapia con respecto al control u, el cual mide la
eficacia del interferén.

3.1. Planteamiento del problema de control
Para plantear el problema de control consideramos el funcional de costo

1 (7
J[u] = 5 / [CLHZ(t) + CoLV2(t) + Ru®(t)]dt.
0
Los primeros dos términos representan los principales objetivos bioldgicos, es
decir, reducir la cantidad de hepatocitos infectados y la carga viral, mientras
que el tercer término representa el costo de la administracién del medicamen-

to. Las constantes positivas C' y Cs, representan los coeficientes de costos
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asociados a las variables H; y V. La constante positiva R se considera como
un balance del costo y la gravedad de los efectos secundarios del farmaco.
Cuando se administra el medicamento, éste produce una alta toxicidad para
el cuerpo humano, lo que fundamenta la adopcién de las condiciones de con-
trol de segundo grado en lugar del control lineal.

El Lagrangiano para el problema de control esta dado por

1
L(H,(t), Hi(t),V(t),u(t),t) = é[Ole(t) + CoV2(t) + Ru(1)],
Asi, resolver el problema de control éptimo consiste en

min J|[u] (3.1)

sujeto al sistema (2.13), con las condiciones iniciales
H,(0) = H), H;(0) = H},V(0) =V°), wedl, (3.2)
donde

U={w:[0,7] — [0,1] : w es continua }.

3.1.1. Existencia del control 6ptimo

Para probar que existe un control 6ptimo, usamos el Teorema 1.4.2 del capitu-
lo 1.

Teorema 3.1.1 Consideremos el problema de control planteado con L con-
tinua, entonces existe u* € U tal que

Ju*] = min{J[u] : u € U}.
Demostracion. Segun el teorema 1.4.2, necesitamos probar que:

1. El conjunto de pares admisibles F es no vacio.
2. 3 es convexo y cerrado.

3. El sistema (2.13) se puede escribir como & = a(t, z) + B(t, x)u.
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4. L es convexo en 4.
5. Existen constantes c¢y,co > 0y 8 > 1 tales que

Lt,z,u)>c; |ul® —c.

Como las soluciones del sistema (2.13) son acotadas y sus coeficientes son
acotados, podemos usar un resultado de Lukes ([28],teorema 9.2.1) para pro-
bar la existencia de un par admisible (zg,u) € F. Por lo tanto F # ¢ y (1)
se tiene.

Claramente 4 es convexo y acotado por definicién, asi que (2) se cumple
directamente.

También se tiene la convexidad del Lagrangiano, porque es una funcién
cuadrética en u, y por lo tanto se cumple (4).

Para probar (3) notemos que el sistema (2.13) se puede escribir como

H, By — kH,V — u H, 0
Hi = kHSV — /LZHZ — 0 Uu
v pH; — i,V pH;

Sélo resta probar (5). Para esto, notemos que por definicién se tiene que para
c1 >0
au® < cu<e,

y en consecuencia

qu?—c < cu—c <0.

Por lo tanto
1
L(H,(t), Hi(t),V(t),u(t),t) = 5[ClHE(t)JrCQX/Q(t)JrRuQ(t)] >0>c |ul*—a.

Dado que se cumple (1) — (5), existe (zo, u*(t)) que minimiza a J(xq, u) en
F. 0J
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3.1.2. Caracterizacion del control 6ptimo

Como ya probamos que existe un par éptimo (zg, u*), usaremos el teorema
3.3 del capitulo 1 para dar una caracterizacion de u*.

Teorema 3.1.2 Dado el control optimo u* asociado al problema dado por
3.1, 3.2, y la solucion optima de (2.13), existen funciones \;(t), i = 1,2,3
continuamente diferenciables, que satisfacen

):\1 = MEV + Aprs — AkV,
).\2 = —C1H; + X H; — X3(1 — u*)p, (3.3)
A3 = —CoV + MkHg — MkH, + Asfiy,

donde \;(T) =0, i = 1,2,3 son las condiciones de transversalidad.
Ademas u* satisface

() =i i fo, PO

Demostracion.
El Hamiltoniano asociado al problema de control es

1
H(x(t),u(t),\(t)) = §[ClHi2(t) + CoV2(t) + Ru(t)]
+ M[Bs — kHV — usHy) + Mo[kHV — p;Hy
+ A3[(1 — w)pH; — V] — vyu — va(1 — w),
donde, v1(t),v2(t) > 0 son multiplicadores de penalizacién que garantizan

que u € [0, 1] y satisfacen vju* = 0,v2(1 — u*) = 0.

Por el teorema de Pontryagin 3.3 del capitulo 1, se tiene que

A o= =2 = \EV + Aps — MokV,

}\2 = —g—é{ = _ClH’L + )\QHZ — )\3(1 — u*)p,

/.\3 = —2—5 = —CQV + /\1]{3H3 - /\QkHs + /\3,u117

con condiciones de transversalidad \;(T) =0, i =1,2,3.

36



Para caracterizar «* usamos la condicién de optimalidad

OH (u*)
ou

=0,

lo cual implica que

Ru* — )\ng1 — V] + vy = 0.
Asi que

o= pAsH; + (v1 — v2)
R

Para obtener una expresion explicita para el control éptimo u* consideramos
los siguientes casos:

= Si0<u*(t) <1, entonces vy(t) = 0 = vy(t) y esto implica que

. pAsH;
t) = .
i) = 2

= Siu* =0, se tiene vy =0, v; > 0y asi

A3 H;
0= u*(t) _ pAstli

como vy (t) > 0, entonces

» Siu*(t) =1, se tiene que v1(t) =0, v > 0 y en este caso

AsH; —

pero como vy > 0, concluimos que

pAsH;

1<
- R
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Juntando los 3 casos anteriores, u* queda caracterizado completamente por

0 si  2dI<Q
wit) = ¢ 2l g < Pl o
1 s P>

En notacién compacta
As(t)H;(t
u*(t) = min {méx {O, ]M} ; 1} :
R
O

El problema de optimalidad esta dado por el sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con valores en la frontera, de acuerdo al teorema 3.3.

Hs - 63 - kHsV - /’LSHS7

H; = kH,V — ju;H;,

V= (1 —u)pH; — 1V,

A= MAV + Mg — AokV,

}\2 = _Cle + )\QHZ — )\3(1 — u*)p,

Ay = —CoV + MkH, — Mok H + \spt,

u*(t) = 1n{max(0 phs(t H(t ), 1},

H,(0) = H?, H;(0) = Howm VON(T)=0,i=1,2,3.

(3.4)

3.1.3. Unicidad del control 6ptimo

Para probar la unicidad del control éptimo, utilizaremos el hecho de que las
soluciones del sistema (2.13) y las ecuaciones adjuntas, las cuales dependen
de las variables de estado y el control, también estan acotadas.

Teorema 3.1.3 Para T suficientemente pequena, las soluciones acotadas del
sistema de optimalidad (3.4) son unicas.

Demostracién. sean (H,, H;, V, A1, o, A3) v (Hy, Hi, V, A, A2, A3) dos so-
luciones diferentes del sistema de optimalidad.
Elegimos m > 0 de tal manera que

H,(t) = e™h(t), Hi(t) =e™q(t), V(t)=emg(t),
AM(t) = e ™w(t), Ao(t) =e™r(t), As(t) =e™j(t),

Hy(t) = e™h(t), Hi(t)=e™q(t), V(t)=e"g(t),

M(t) = e ™w(t), Xo(t) = e ™q(t), As(t) =e ™j(t),
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Adicionalmente sean

u* = min{maz{0, p’\j’fi } 1},

L e (3.6)
u* = min{maz{0, &RHI}, 1},

los controles 6ptimos asociados a los sistemas de optimalidad.

Sustituyendo las expresiones (3.5) en las ecuaciones del sistema de optimali-
dad (3.4), se obtiene que

h+mh = e ™3, — ke™hg — ush,

G +mq = ke™hg — puq,

g+mg = p(l —u")q — (g,

W —mw = ke™wg + psw — ke™rg,

7 —mr = —Cie*™q+ e™rq — p(1 — u*)j,
J—mj = —Coe®g + ke™wh — ke™rh + 1],
h+mh = e ™ By — ke™hg — pish,

q+mq = ke™hg — g,

g+mg =p(l —u")q — g,

W —mw = ke™wg + psw — ke™rg,

F—mr =—01e*q+ e™rqg —p(l —u*)j,
J—mj = —Che?™g + ke™wh — ke™rh + 11,7,

(3.7)

Adicionalmente por las expresiones para u* y @* dadas en (3.6), se tiene que

o p, . _=
u —u < |= — .
< (7@ — @)
Sean Ny, Ny, y N3 cotas superiores de w, r y j respectivamente. Tam-
bién como e ™ < 1 para t > 0, se tiene que h(t) < e ™ H,(t) < Hy,
q(t) < e ™H;(t) < Hy, y g(t) < e ™V (t) < Vjy. Por ultimo, notemos que
e™ < emT para toda t € [0,T].

A continuacién tomamos las diferencias (h—l_z), (G—q), (g—7), (w—w), (r—7)

y (]_3)7 las mUItiplicamOS por (h_ﬁ)u (q_Q)v (g_g)7 (w_u_))v (T_,F)v (]_3)
respectivamente e integramos de 0 a 7', obtenemos las siguientes ecuaciones
integrales
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0 (3.8)
- ,us/ (h - h’)th?
Sla— @) +m [ a—ara—k [ emihg - Fga— s
0 0 . (3.9)
— Hi /O (¢ — q)*dt,
%[Q—Q]Q(T)er (Q—Q)thzp/ (u* —a*)(qg — q)(g — g)dt
0 0 (3.10)

l[r —7]%(0) + m/o (r —7)%dt = 01/0 ™ (q — q)(r — F)dt

2
_ /0 ™ (rq — 7q)(r — F)dt (3.12)
+p /0 (w* —a*)(j — J)dt.
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;[J—J +m/ (j—74) 02/ e"(g—g)(j — j)dt

—k [ e™(wh—wh)(j— 7)dt
/0 (3.13)

T
—i—k/ ™ (hr — hv)(j — j)dt
0

i / G-

Ahora tenemos que encontrar cotas en los lados derechos de las ecuaciones
integrales anteriores. Para obtener estas estimaciones, utilizamos las cotas
del sistema de optimalidad (3.4) y la desigualdad de Cauchy con el fin de
tener expresiones cuadraticas en vez de términos lineales, asi como algunas
manipulaciones algebraicas.

Notemos primero que

T p2 T B
| apae= 15 [ 0 - e
0 0
p2 T 7 3 7
= ﬁ/ (97 —qj+qj —q5)°dt
0

S

[°(5 = 3)* = 245G — )g— @) +5°(¢ — §)*] dt

A= s
=

M/O (j_j)Zdt_QNgHM/o (5 —5)(g—q)dt
+ Ny /0 (g — q)*dt].

(3.14)
Dado que para dos funciones continuas f, g se cumple

/fgdt</ f2dt+ —dt
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/OT(j — (g —q)dt < /OT@dH/OT (q_QQ)th.

Por lo tanto concluimos la siguiente desigualdad

/(u—u) dt <= (HM+N3)/ (J —g)7dt
0 0

P2N3

. (3.15)
o+ N [ o= arar

+

De forma similar se obtienen las estimaciones de los lados derechos de las
ecuaciones (3.8)-(3.13). Mostramos aqui, algunas de ellas

T ~ _ Hy, T -
k;/ e™(hg — hg)(h — h)dt = kemt(T + V) / (h — h)?dt
0 0

(3.16)
ke™ H T B
+ M/ (g — g)dt,
0

p/o e™(u—1u)(qg—q)(g—g)dt = %(HM+N3)/O (j—j)%dt




Combinando todas las ecuaciones integrales (3.8)-(3.13), junto con sus esti-
maciones y después de muchos calculos se obtiene

lm—m%ﬂ+§M—ﬂ%n+§w—m%n

w%m+1v—ﬂ%m+§U—ﬂ%m

+m/ [(h=h)?+(q— @)+ (9= D+ (w—w)"+ (r =)+ (j — j)*] dt

Hy N _
{zv +—M+—1}/ (h — h)%dt
2 2|/,

r CmT

mt 1€ No| (%,
+ ™ \k(H + Vi) + —5— + = (¢ —q)7dt
L 0

[3kH,, k(Ni+ Ny) (O /T \2
=2 — §)dt
o HE )L ) [ g
k(N1 +Na) | 3V | Hu /T

e T3 T W

[k(H,, +V Cyemt N. T
+ et ( 2+ M)+ 1; +HM+72}/ (r — 7)2dt
0

[Coe™  K(Ny +2H) + N. T
o | BN 2 M + M) JACEERY
| 2 2 0
3 T T
p°’Ni(Hy + N _ _
1 = 1 / (g — q)th+pH§4/ (9 — g)%dt
R 0 0
3 T
p HM(HM + Nl) p / . =\2
= — 7)%dt.
Agrupando los términos cuadraticos, finalmente obtenemos
1 _ 1 _ 1 _
Sl = hAT) + 5la—a*(T) + 5l — g]*(T)

1 1 1

—a(0) + 5l = 10) + 517 — J20)

+m/ [(h=h)?+(q—q)*+(9—0)°+ (w—w)*+ (r—7)*+ (j — j)*] dt

+ emt

4 emt

—w)3dt

+ 6mt

g(Demt+D2>/0[(h W +(q—q)°+(g—q)*+ (w—w)*+ (r—7)°
+ (j — 7)7)dt.
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donde Dy y Dy dependen de los coeficientes y cotas de las variables de esta-
dos y adjuntas.

La expresion anterior implica que

(m—D1e™ —Ds) /0 [(h=h)*+(q=3)*+(9—3)° +(w—w)*+(r—7)*+(j—7)?)dt < 0.

(3.18)
Dado que m no es fija, podemos elegir m > 0 tal que se cumpla

In {(ml—)il%)] > mT.

2

Para esta Ty m que cumplen la desigualdad anterior, se satisface

m — Dy — Dye™ > 0.

Por lo tanto, de la desigualdad dada por (3.18), concluimos que la expresion
dentro de la integral tiene que ser cero. Asi que h="h,q=¢q, g =g, w = w,
r =7y j = j. En consecuencia tenemos que u* = u* y se prueba el teorema.

4

3.2. Resultados Numeéricos

Implementamos el método de barrido adelante-atrds de Runge Kutta de or-
den cuatro en MATLAB. El algoritmo se basa en

1. Hacer una estimacién inicial de u*.

2. Usar la condicién inicial Hg(0) = H?, H;(0) = H?, V(0) = V°, el valor
estimado de u* y resolver el sistema (2.13) hacia adelante.

3. Usar la condicién de transversalidad A\;(T) = 0, i = 1,2,3, y las es-
timaciones de u* y H(t), H;(t), V(t), para resolver \;(t), i = 1,2,3,
hacia atras.

4. Actualizar el valor de ©* con los nuevas estimaciones.

5. Checar el criterio de convergencia sobre u*.
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El control u* es aproximado en un periodo de 30 dias utilizando los pardme-
tros reportados en [3],[32]

Pardmetro | Valor
B 100

P 200

k 0.00003
s 0.02

Hi 5

Ho o

(&5 0.1

Cy 0.1

R 0.001

Tabla 3.1: Parametros para la estimacion de u*. En este caso Ry = 1.2.

T T
—— con tratamiento optimo
sin tratamiento
con tratamiento
351

251

Carga viral V/ml

15

05F l

-0.5

I I I I
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo en dias

Figura 3.1: Dindmica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y con-

trol 6ptimo del tratamiento. En este caso Ry =1.2 y la eficacia del interferon
es u =0.2.
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Figura 3.2: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control 6ptimo del trata-
miento. En este caso Ry=1.2 y la eficacia del interferén es u =0.2.
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Figura 3.3: Comportamiento del control 6ptimo. Para Ry =1.2 y eficacia del
interferon u =0.2.

Considerando ahora los parametros

Parametro | Valor
B 100

D 200

k 0.00009
s 0.02

i o

o 5

Cy 0.1

Oy 0.1

R 0.001

Tabla 3.2: Parametros para la estimacion de u*. Para este caso Ry = 3.6.
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citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control 6ptimo del trata-
miento. En este caso Ry=3.6 y la eficacia del interferéon es u =0.75.
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Figura 3.5: Dinamica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y
control éptimo del tratamiento. Para Ry =3.6 eficacia del interferéon v =0.75.
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Figura 3.6: Comportamiento del control éptimo. Para el caso Ry =3.6, y
eficacia del interferon v =0.75.
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3.2.1. Conclusiones

En este capitulo se propusieron estrategias 6ptimas de tratamiento que mini-
micen no solo la infeccion, sino también los efectos secundarios generados por
el interferon. Consideramos el modelo basico con tres variables, células sanas
H, células infectadas H; y la carga viral. En Neumann [32] se sugiere que
la principal accion del interferén consiste en frenar la replicacién viral, por
esta razon, formulamos el problema de control éptimo de tal manera que se
logren bajar los niveles de células infectadas y carga viral, asi como minizar
el costo del tratamiento y los efectos secundarios de éste.

El control éptimo se aproximé usando el método de barrido adelante-atras
de Runge Kutta programado en Matlab, con los valores de los parametros
dados en las tablas 3.1 y 5.1. La eficacia éptima u* se encuentra en el inter-
valo [0, 1], sin embargo, en las simulaciones numéricas consideramos u* < 1,
ya que las observaciones biomédicas sugieren que una eficacia del 100 % es
poco probable que se obtenga.

El control 6ptimo u* se simula durante un periodo de 30 dias y los resultados
numéricos se presentan en las figuras 3.2, 3.1 y 3.3 para Ry =1.2 y en las
figuras 3.4, 3.5 y 3.6 para Ry =3.6. Se puede observar que la eficacia éptima
del interferén se mantiene en u* <1 — ¢, con € =0.1, durante los primeros 4
dias y cae a 0 al quinto dia para mantenerse asi el resto del periodo de trata-
miento. Estos resultados estdn acordes con los presentados por Neumann [32].

Las simulaciones se repiten para diferentes coeficientes de costo C1,Cy v R.
Los resultados indican que en los pacientes que responden al tratamiento,
la longitud del periodo de administracién de la dosis alta no varia mucho,
siempre que el coeficiente de costo (econémico y efectos secundarios) del tra-
tamiento R sea relativamente pequeno. Para valores grandes de R (como es
de esperar) se necesita un periodo corto de dosis alta. Esto es de vital im-
portancia al decidir sobre un tratamiento 6ptimo de los farmacos con efectos
secundarios.

Por 1ltimo, notamos en la figuras 3.2 y 3.1 que la dinamica de las células sanas
Hy, células infectadas H; y carga viral V' sin tratamiento, con tratamiento
y tratamiento 6ptimo difieren poco entre si durante el periodo de treinta
dias a partir del inicio de la infeccién, sin embargo para Ry = 3,6 se nota
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en las figuras 3.4 y 3.5 que las diferencias son mayores. Esto se debe a que
el valor de Ry es muy cercano a uno en el primer caso, mientras que en el
segundo caso es mayor y la estrategia del tratamiento es justamente bajar el
nimero reproductivo basico a valores menores que la unidad. Sin embargo,
cuando no hay tratamiento, después de los treinta dias la carga viral V
vuelve a aumentar y oscila hacia un valor endémico a diferencia de cuando
hay tratamiento éptimo. Por otro lado, para simulaciones con valores de R,
mayores se presentan diferencias mas notables entre las variables de estado
con y sin tratamiento, esto debido a que la severidad de la infeccién es mayor.
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Capitulo 4

Analisis matematico global del
modelo con respuesta inmune

En este capitulo, se demostrara la estabilidad global del punto de equilibrio
endémico del modelo con respuesta inmune. Para esto, utilizaremos el enfo-
que geométrico dado por Muldowney [30].

4.1. Estabilidad local del modelo

Recordemos el modelo con respuesta inmune (2.1) planteado en el capitulo
2.
HS = 65 - kHsV - Mus

V =pH; — p,V,
T = pr(1 = 7—=)V — urT,

en el conjunto

0= {(HmHi,V,T) € R1|Hs +H; < Hy,V<VyT< TM}>

donde Hy; = 5— es la poblacion méxima de hepatocitos sanos en el higado
= T—VM es la maxima carga viral que una persona

puede soportar y Ty = (ﬁ—f)VM con pp = pir + (TﬁT
T

max

de un individuo sano, Vj,

War.
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Se tienen los siguientes resultados dados en [3].

Lema 4.1.1 S% p; > us, entonces €2 es positivamente invariante para el
sistema (2.1).

Teorema 4.1.1 Sea Ry = 22 i > fbs-

Hi s v

1. Si Ry <1, entonces Ey = (5—, 0,0,0) es el dnico punto de equilibrio del
sistema (2.1) en 2 que corresponde al individuo sano, el cual es global
asintoticamente estable.

2. Si Ry > 1, existen dos puntos de equilibrio del sistema (2.1) en Q,
Ey que es inestable y el equilibrio endémico By = (HY, HY, V*,T*) =
BS ’UV* * 6 Tmazv* . e
(57 st “p , ﬂTVT* +“TTMM), el cual es localmente asintdticamente
estable.

En el teorema anterior V* es la raiz positiva del polinomio cuadratico
AV + BV* +C =0, (4.1)
donde

A= kﬁTﬂV(ngax + ,Ul)7
B = _kﬂsﬁTp + 6BT,US,U1)Tma:c + k,ui,uv,uTTma:c + /BT,UZ'MS,Uva
C = piptsproptrTrnaz — kBspprTimaz,

y tal raiz existe cuando Ry > 1.

4.2. Estabilidad global del equilibrio endémi-
co F;

En esta seccion damos una demostracion rigurosa para la estabilidad global
del equilibrio endémico F; del sistema (2.1), aplicando el enfoque geométrico
de Muldowney.

Antes de demostrar el resultado principal de esta seccién damos el siguiente:

Lema 4.2.1 Cuando Ry > 1, el sistema (2.1) es uniformemente persistente
en €.
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Demostracion.
Para probar la persistencia uniforme del sistema (2.1), consideremos de nuevo
la funciéon

(Ro + 1),

+ %

V,
definida en la seccién 2.3.

La derivada de L a lo largo de las soluciones de (2.1) es

i= g,y B iy,
1 2p
Ry + 1),

= [kH,V — 6 H,T — p; H;] + % [pH; — 1,V
_ _kH _ (Ro+ Dpigto a (Ro + Dpip 5T — | H,

I S 2p 2p 1 1

1) i o Bs s Dy
2pkﬁsus

[ Bs or 2 | (Ro+p
= |Hy— (14 — KV 4+ [1—(—+1 H,.

i ( +Ro)2us " (Ni+ )RO+1 2

R()+1

Como por hipétesis Ry > 1, se tiene que - <1y > 1, lo cual implica

que (1+RO)§S <Bsy1+R <1, porlotantotomando 11+ )’85 < H, <

5:, T < /LZ5[RO2+1 1], H; > 0y V > 0, existe una vecindad U de Ey tal que,
para (H,, H;,V,T) € UN Q) se tiene que L > 0 a menos que Hy, = H; = 0.
Por lo tanto las 6rbitas que comienzan en U N ) se alejan de Ey. Como este
punto de equilibrio es el inico conjunto omega limite del sistema (2.1), en la
frontera de €2, entonces el sistema es persistente. O

Enunciamos ahora el resultado principal de esta seccién.
Teorema 4.2.1 Cuando Ry > 1, el unico equilibrio endémico Ey del siste-

ma (2.1) es global asintoticamente estable en § si se cumple que s — p >
max{y1,72}, donde




CBr O,

Tmaa: H M

k
+ o+ {k+&+—p} Hy.
C

Y2 =

y C' es una constante mayor que cero cuyo valor depende de la persistencia
uniforme del sistema (2.1).

Demostracion. Para demostrar la estabilidad global de F;, usaremos el
teorema 1.3.2 del capitulo 1. Especificamente tenemos que demostrar lo si-
guiente

1. Que existe un subconjunto absorbente K en el interior de 2.

2. Que existe existe v > 0 tal que la medida de Lozinskii satisface p(B) <
—v.

La persistencia uniforme, junto con el hecho de que €2 es acotado implican la
existencia de un conjunto compacto absorbente en el interior de € [21].

La matriz Jacobiana del sistema (2.1) estd dada por

—kv — g 0 —kH, 0
KV o =0T — kH, —6H;
J = ,
0 p —fhy 0
0 0 Br(l — 72— —F2% — uy,

y de acuerdo a la definicion 1.1.2, la matriz segunda componente de la matriz
Jacobiana del sistema (2.1) es

a1 kH, —0H; kH, 0 0
D 22 0 0 0 0
Jo_| O Br(l—7—=)  as 0 0 —kH,
0 kV 0 44 0 5Hl ’
0 0 k:V BT(l — ﬁ) Q55 ]{JHS
0 0 0 0 P Qg6
donde

a1 = —kV — pg _6T_,ui7
Ay = —kV — s — fiy,
a3z = —kV — Hs — Tras ur,
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gy = =0T — 1 — [ly,

’

ass = —0T — pi; — #- — pir,
|4

g6 = —Hv — ﬁim — HT-

Consideremos ahora la matriz Q(¢) de 6 x 6 de clase C'! e invertible

H%ooooo

oH%_oooo

Q= 0 ooHLioo

00 + 0 0 0

00 0 0 + 0

0 0 0 0 0 4

entonces se cumple

H H H V VYV
L— g L ——
@6 Z“Q(H H,’ H, S TabTe

donde de acuerdo a la secciéon 1.3, Q)5 es la matriz que resulta de sustituir
cada entrada ;; de ) por la derivada direccional de );; en la direccién del
campo vectorial dado por el sistema (2.1).

Por lo tanto, después de hacer operaciones matriciales obtenemos

B=Q;Q7 +QJ¥Q™ =

ay — & kH, kH, 5V 0
P az — & 0 0 0
_ 0 A% ay — & 0 0 oV
B 0 Br(1- ;1)L 0 ass— ¥ 0 —kH,
0 0 Br(l—7—=)&  kV  ass—v  kH,
0 0 0 0 P ag— .

De la segunda y tercera ecuacion del sistema (2.1), se tiene que

H kH,V
- — 0T — i,
Hi Hz Hi
Vo _pHi_
V - V /’L’Uu




Asi, finalmente tenemos que

by kH, kH, -V 0 0
P baz 0 0 0 0
s_| 0 kV b33 0 0 4V
|0 B -7 0 b 0 —kH,
0 0 Br(l —#=)8 KV bss  kH,
0 0 0 0 p  bes
donde

bll = _kV — s — kHZV7

b22 = —kV — Hs — Hy — kHS + or + i,

bz = — iy + MLV

z

bay = —kV — pig — F25 — pp — B 4 puy,

azr

by = —6T — p; — 2% — pp — Bl 4y,

Brv ey
_ 2T _ bii4
b66 Trmaz HT — vV o

El sistema segundo compuesto del sistema (2.1) estd dado como

2 = Bz. (4.2)
Basdndonos en [16], consideramos la siguiente norma en RS
| z ||= max{U, Us}, (4.3)

_ 6
donde z = (21, 22, 23, 24, 25, 26) € R® v Uy(21, 22, 23), Ua(24, 25, 26) se definen
como

maz{|z1|, |22] + |23} si - sgn(z) = sgn(z2) = sgn(zs),

U maz{|ze|, |21] + |23} si sgn(z1) = sgn(z2) = —sgn(zs),
1= :

maz{|z, |2], |zs[} st sgn(z1) = —sgn(zz) = sgn(zs),

[ max{|z] + [z, [z2] + [23]} si —sgn(z1) = sgn(z2) = sgn(zs).

( |24] + | 25| + |26] si sgn(z4) = sgn(zs) = sgn(z),

U — max{|zs| + |25, |24| + |26} si sgn(zs) = sgn(zs) = —sgn(ze),
2 = :

maz{|zs|, |za] + 2]} st sgn(z) = —sgn(zs) = sgn(z),

| maz{|za] + |26, [z5] + |26} st —sgn(z1) = sgn(zs) = 9"(26)
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y la funcién sgn(z) dada como

-1 st x<0,
sgn(zx) = 0 si =0,
1 st z>0.

De la definicion de la norma anterior se siguen las desigualdades

|21], |22, |23], |22 + 23| < Un,
2], |2 + 7], |20 + 25 + 26] < Us; i =4,5,6; i # j.

De acuerdo a [31], la medida de Lozinskii puede ser estimada como

p(B) =infi{c: Dy [l z|[<cll =}

para toda soluciéon de Z = Bz, donde D, es la derivada derecha.

Procedemos a estimar la derivada derecha D || z || de la norma de z definida
en 4.3. Esto implica dieciséis diferentes casos de acuerdo con los diferentes
octantes y la definicién de la norma dentro de cada octante.

Para U; > U,, tenemos nueve casos. Desarrollaremos los primeros dos con
detalles.
Caso 1: 21, 29,23 > 0,y |21] > |22] + |23]. Entonces:

Iz 1=l 2 [= 2.

Se tiene

Dillzl=24=|—kV —ps—

kEH,V

%

:| 21+ kHS(ZQ + 23) - 5VZ4

kH,V
S = IR AR PR Y
i kH,
i kH,
< | —kV — py — ‘V+kHs+6V] [P

usando que —0V | 24 [< OV | zy |y | za |[< Uz <| 21 | .
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Caso 2: z1, 29,23 > 0,y |21] < |22] + |23]. Entonces:

Iz ]=] 22 [ +] 2 |= 22+ 2.
Se tiene
o HV
Dl l=dat da=put | o= S 40T 4 ]
kH,V
+ |:—/Lv + ) :| zZ3 +(5V26
A%

§p|z1|—i—{—,uy +5T}(\22|+\23\)+5V|26|

H;

H;
kH,V
H;

kH,V
g{—uv— +5T+p+5V}(\22\+’Z3’)

S{—us— +(5T+p+6V} |zl

usando que 1 — prg < 0, =y, < —ps y | 26 |[< Us <| 20 | + | 23 |-
Caso 3: z; <0, 29,23 >0y | 21 |>] 22 |. Entonces

Iz ll=lz |+ |2 |= =21 + 2.
Asi que

kH,V

7

Dyl zI< | =ps = +EV 4V 2]
Caso 4: z; <0, 29,23 > 0y | 21 |[<]| 22 |. Entonces
Iz 1=l 22 [+ 23 [= 20 + 2.

Asi que

H,V

7

Dyl zI<

_[LLS_

+(5T—|—kV+(5V—i—p} |z ||
Caso 5: 21,20 >0, 23 <0y | 22 |[>]| 21 | + | 23 |. Entonces
Iz =] 22 [= 2.

60



Asi que

Caso 6:

Asi que

Caso 7:

Asi que

Caso 8:

Asi que

Caso 9:

Asi que

Para U;
detalle.

kH,V
H;

Dyl zll<|—ps— +0T+p| || 2|
21,20 >0, 23 <0y |22 |<| 21| + ]| 23 | Entonces

Iz M=l 2]+ ]2 =21 — z.

kHV

thZHS{—m—- +6v+kﬂ4uzn

(2

21,23 >0, 20 <0y | 21 |>max{] 22 |,| 23 |}. Entonces

Iz 1=l 21 [= 21

kEH,V

Dyllzl<|—ps— +0V +kH,| || = |

2

21,23 >0, 20 <0y | 22 |>max{] z1 |,| 23 |}. Entonces

Iz 1=l 22 |= —2.

kH,V
H;

Dyl |- - 2 ot 2.

21,23 >0, 20 <0y | 23 |>max{] 21 |,| 22 |}. Entonces

I'2 1=l 25 [= 2.

kEH,V

Dol z|I< |—ps — +OV+EV ] 2| .

2

< Us, tenemos siete casos. Desarrollaremos los primeros dos con
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Caso 10: z4, 25, 26 > 0. Entonces:

Iz W=l za [+ 125 [+ ] 26 [= 20 + 25 + 2.

Se tiene

D_|_ HZ||:Z4+Z5+26

T H;
B |iBT(1 a Tmaa:
‘ B,V
* L s Tmax Hr
‘ B,V
5T — 1y —
* _p a Tmax
[ 5TV sz‘
L T 7
[ T H;
1 _
A S i v
[ 5TV sz'
N T TV
<|-bV b
Tmal’ V

)7 Gt

)] (k2D

+ py +p+ Br(l —

+ ,U/v:| Z4

N7 +:uv:| 25

bRV 4| (o Lo )

CIREC)
Toae’ V| 150

usando que | zp + 23 [<Ur <| 24 | + [ 25 [+ [ 26 |, s = pr, —pr | 22 [< Oy

—((ST—FMZ) ’ Z5 ’< 0.

Caso 11: z4,25 >0, 2 <0y | 25 |<| 26 | . Entonces:

| 2 [|=] 24 |+ 26 |= 24 — 26



Se tiene

¥ [—kV— B +uv] - p3

n [—kHS + fiv + i+ pgi] %

-

+ |:—]€V_,U/s_ ?:ZZ _NT_p‘I/{i +Nv} 2 —p| 2|

+ |:kHs - ?ZZ —MT—p‘iIi] | 26 |

< [o1 = Y = 2t et - ] 2

usando que —p | z5 |< 0, =(kV 4+ pr) | 24 |[< O s = pr y | 20 |< Us <| 24 |
+ ‘ Z6 |

caso 12: zy, 25 >0, 26 < 0y | 25 |>] 26 | . Entonces:

|2 1=] 24 [+ | 25 |= 24 + 25.
Se tiene
prV pH; i
D < |- — g — + oy +p+ 1-— —
S |~ == B el = )T 12

Caso 13: 24,26 >0, 25 <0y | 25 |>] 24 | + | 26 | . Entonces:
Iz 1=l 25 |= —2.

Se tiene

BrV pH;
— s — — + Uy +p+ Br(1 —

Dyl z|< |-
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Caso 14: 24,26 > 0, 25 <0y | 25 |<| 24 | + | 26 | . Entonces:

|z |=] 24 | + | 26 |= 21 + 2.
Se tiene
prV pH; H
D < |- - Ms T v 1 -
el =2 = B+ 80— )T 2]
Caso 15: 25,26 >0, 24 <0y | 25 |<| 24 | . Entonces:
|z |=] 24 |+ |24 |= =24 + 2.
Se tiene
prV pH; T | H;
D < |— . T— . 1-— — +kH .
B S K Ry S A N B

Caso 16: 25,26 > 0, 24 <0y | 25 |>| 24 | . Entonces:
|z |=] 25 | + | 26 |= 25 + 2.

Se tiene

Dyl z[< |- +uu+p+ﬁT(1—T

Toew  ° WV

Combinando los 16 casos anteriores podemos concluir que

Dyl 2 |€ —ps +p+maz{fy, 05} || 2 |

)= +kV+EH| || 2] -

(4.4)

donde
H
6, :—kHSV+5T+k:V+5V+k;HS,
y
BV pH; T H;
0y = T % + o, + Br(1 Tmax)V +kV +kH,.
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Ahora bien, utilizando las cotas superiores de Hy, H; y V', asi como la per-
sistencia uniforme, podemos obtener las siguientes estimaciones

__kEHV

< kG 5T < Prel oV <,
Hy M e

H HpHy

_ ﬁTV < _ CﬂT *sz < _Cuv7 /BT(l _

i o~ BrH
7 i )V<u’

C

Tmaz Tmaa: Tmaa:

kH, < kHy, kV < ’“p%,

donde C' > 0 y ésta dada por la persistencia uniforme del sistema (2.1).

Con las estimaciones anteriores podemos acotar ¢, y 65, obteniendo

kC?
L
Hy W o
y
CBr Cu, Br
0 — — k+ — Hy = .
h < T o + [y +{ +O+Mv M = 72

Lo anterior implica que

maz{6y,0:} < max{yy,72},

entonces, como por hipdtesis

ps —p > max{yi, Y2},

se concluye que

—ps + p+ max{6,6:} <O0.
Asi, por (4.4), existe v > 0 tal que

Dyl zll<—v =l

haciendo referencia a [31], la medida de Lozinskii satisface

M(B) S -V,
para toda x = (Hg, H;,V,T) € K. La estabilidad global de E; se obtiene
aplicando el teorema 1.3.2 del capitulo 1. 0
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4.2.1. Resultados numéricos

Mostramos los resultados numéricos de la dindamica del VHC con sistema
inmune y comparamos las trayectorias con las obtenidas en el modelo basico
sin sistema inmune para diferentes valores de §. Utilizamos los parametros
reportados en [3],[32].

Parametro | Valor Parametro | Valor
B 200 P 100

k 0.000003 | pus 0.02
Br 0.0003 1% 0.02
Traz 1200

Tabla 4.1: Para estos parametros, se tiene que R =1.2.

14000

T T
sin respuesta inmune

— - — - con respuesta inmune 3=0.01
con respuesta inmune 3=0.001

12000

10000

8000

6000

Carga viral V/ml

4000

2000

~2000 "
0

I I I I I I I
100 200 300 400 500 600 700 800
Tiempo en dias

Figura 4.1: Comparacién de la dindmica de la carga viral con, y sin sistema
inmune. Con Ry =1.2, y valores de 6=0.01 y 0.02.
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(a) Hepatocitos sanos.

350 T T
sin respuesta inmune
— - —con respuesta inmune =0.01
con respuesta inmune 3=0.001
300 i

250

Hepatocitos infectados Hi
= N
@ ]
S )

=
o
S

50

5oLt L L L L I I I
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(b) Hepatocitos infectados.

Figura 4.2: Comparacién de la dindamica de los hepatocitos sanos y hepatoci-
tos infectados con, y sin sistema inmune. Con Ry =1.2, y valores de 6=0.01
y 0.02.
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Las figuras 4.2 y 4.1 muestran una comparacion de las dindmicas de las
variables Hy, H; y V entre el modelo basico y el modelo con sistema inmune.
Notemos que a mayor eficiencia del sistema inmune la carga viral disminuye
a mayor rapidez, sin embargo al tener un Ry > 1, ésta se va al equilibrio V*.

4.3. Tratamiento

La monoterapia con interferéon-a no consigue la eliminacion del VHC en la
mitad de los individuos infectados y estos sufren de hepatitis C crénica. Uno
de los principales avances en el tratamiento de esta enfermedad es la com-
binacién de la ribavirina con interferén-a. La ribavirina es un medicamento
que impide la reproduccion del virus de la hepatitis C y al mismo tiempo
desencadena una alerta a las células del sistema inmune del organismo para
aumentar su mecanismo de defensa contra el virus invasor [12]. Con la com-
binacién de interferén pegilado (para mejorar la vida media de interferén,
se anade polietilenglicol a ella a través de un proceso llamado pegilacién,
de ahi el nombre de interferén pegilado) y ribavirina, las tasas de respuesta
viroldgica sostenida (pacientes que no muestran rastros de VHC después de
seis meses de tratamiento) pueden alcanzar hasta un (54-56) % [5-7].

Incorporamos al sistema (2.1) la terapia combinada de interferén pegilado y
rivabirina, el cual nos queda

H, = B, — k(1 —n)H,V — pH,,
V =p(l =15 H; =V, '

T = Br(l — ﬁ)v — prT,

donde 7 indica la efectividad (o eficacia) del interferén en el bloqueo de la
liberacion de nuevos viriones infecciosos. Como se mencioné en la seccién 2.4,
el interferon bloquea la entrada del virus en una célula, con lo que evita que
la nueva célula se infecte. Al mismo tiempo, frena el proceso de replicacién
del virus al interferir con la sintesis de proteinas virales. Cabe senalar que
en general no alcanza una eficacia del 100 % del medicamento, por lo que
supondremos 0 < 7 < 1. El término 7”'2& representa la eficacia del efecto
combinado de interferén y rivabirina. Suponemos también que 0 < e < 1y

asi 0 < £ < 1.
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Se tiene el siguiente resultado, el cual se deriva de los resultados obtenidos
para el modelo (2.1)

kBsp
i s bV

1. 8i (1—n)(1—"1)Ry < 1, entonces Ey = (%,0,0,0) es el inico punto

de equilibrio del sistema (4.5) en Q) que corresponde al individuo sano,
el cual es global asintoticamente estable.

Teorema 4.3.1 Sea Ry =

Y i = .

2. Si (1 —n)(1 —Z)Ry > 1 existen dos puntos de equilibrio en Q0 del

sistema (4.5), Eo que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico

* * * * S 'uv* * Tmamv*
El - (HS’HZ' ’ V ’T ) - (k(1*U§V*+NS7 p(ijl_%)’v 5Tﬁ‘;1*+IJ’TTmaI) el Cual

es global asintoticamente estable en el interior de 2.

Si hacemos (1—n)(1—"3<) = 1—p, entonces p representa la eficacia combinada
de interferén y ribavirina. La eficacia critica del tratamiento es de nuevo
pe =1— Rio. Dado un enfermo crénico (Ry > 1) el exito de la terapia con
interferén y rivabirina se alcanza cuando p > p..

4.4. Resultados numéricos

En esta seccién, mostramos los resultados numéricos de la dinamica del VHC
con sistema inmune y tratamiento con la terapia combinada de interferén-a
y rivabirina. Los pardametros utilizados son los reportados en [3],[32].

Parametro | Valor Parametro | Valor
B 200 P 100

k 0.000003 | ps 0.02

0 0.00001 | SBr 0.0003
U 0.02 T 1200

Para estos parametros, se tiene el niimero reproductivo basico R=1.2 y acorde
al Teorema 4.3.1 una eficacia de p >0.167, garantiza la eventual cura de un
enfermo cronico que responda al tratamiento. Las figuras 4.3 y 4.4 ilustran los
resultados numeéricos, considerando una eficacia de tratamiento con interferén
de n=0.3, rivabirina e=0.2 y eficacia combinada p =0.44.
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Figura 4.3: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. En este caso Ry =1.2 y la eficacia del
interferén y rivabirina n =0.3, € =0.2, repectivamente.
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Figura 4.4: Comparacion de la dindmica de las células T Killer y carga viral
con, y sin tratamiento. En este caso Ry =1.2, y la eficacia del interferén y la
rivabirina 17=0.3, e=0.2, respectivamente.
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Consideremos ahora los parametros

Parametro | Valor Parametro | Valor
B 200 P 100

k 0.000009 | g 0.02

0 0.00001 | Br 0.0003
U 0.02 Tz 1200

Para este caso el ntimero reproductivo basico es Ry=3.6 y se necesita una
eficacia de tratamiento combinado de interferén y rivabirina de tal manera
que p >0.722. Las simulaciones numéricas para una eficacia del tratamiento
combinado con interferén n=0.5, rivabirina €=0.5, p =0.75, se ilustran en las
figuras 7?7 y 4.7.
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Figura 4.5: Comparaciéon de la dindmica de los hepatocitos sanos con, y sin
tratamiento. En este caso Ry=3.6 y la eficacia del interferén y rivabirina
1n=0.5, e=0.5, respectivamente.
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Figura 4.6: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos infectados con, y
sin tratamiento. En este caso Ry=3.6 y la eficacia del interferén y rivabirina
1n=0.5, e=0.5, respectivamente.
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Figura 4.7: Comparacion de la dindmica de las células T Killer y carga viral
con, y sin tratamiento. En este caso Ry=3.6 y la eficacia del interferén y
rivabirina 7=0.5, e=0.5, respectivamente.
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4.4.1. Discusion

En este capitulo se presenta un modelo para estudiar la dindmica del virus
de la hepatitis C considerando, ademas de los hepatocitos sanos H,, hepato-
citos infectados H; y carga viral V', la respuesta inmune celular representada
por la variable T que denota a las células Killer. Notamos que el niimero
reproductivo béasico es el mismo que el del modelo donde no se considera la
respuesta inmune estudiado en el capitulo 2. Algo importante de observar es
que Ry no depende de las células T'. Esto puede deberse a que el efecto del
sistema inmune a través de estas células se refleja después de la introduccién
del virus al organismo, y estd relacionado principalmente con un aumento en
la mortalidad de la células infectadas.

De forma analoga al modelo bésico, si Ry < 1 las células infectadas y la carga
viral disminuyen de forma mondétona y el individuo eventualmente se cura,
mientras que para Ry > 1 la enfermedad se vuelve cronica.

En el capitulo 2 se analiza la eficacia del interferén en el modelo basico. Sin
embargo debido a que sélo el 11 %-30 % de los enfermos crénicos responden al
tratamiento [32], se introduce la terapia combinada de interferén-o con riva—
birina. Para esto definimos y caracterizamos una eficacia critica p, = 1 — —
Para un enfermo crénico que responde al tratamiento, se necesita que la eﬁ—
cacia combinada de interferén y ribavirina cumpla p > p. para tener éxito y
eventualmente se cure.

En las figuras 4.3 y 4.4 se ilustran los resultados ntimericos para Ry =1.2, en
este caso una eficacia de interferén del 30 % y rivabirina del 20 % garantizan
el éxito del tratamiento. Mientras que en las figuras, 4.6, y 4.7 se necesita
una eficacia de interferén y rivabirina del 50 %.
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Capitulo 5

Control 6ptimo del modelo con
sistema inmune

La terapia combinada de interferéon y ribavirina es costosa y tiene efectos
secundarios tales como anemia hemolitica, somnolencia, disturbios estoma-
cales, falta de aire, entre otros.! Por lo tanto, hay necesidad de buscar un
mecanismo mas eficaz y con mejor tolerancia a la terapia para la hepatitis C.
En este capitulo, al igual que en el capitulo 3, presentamos una alternativa
para un mejor régimen de dosificacion del tratamiento, mediante el uso de la
teoria de control éptimo.

Para lograr nuestro objetivo, consideremos ahora el sistema (4.5) con trata-
miento antiviral

[—:[s = 65 - k(l - n)HsV - ,usHsa
Hy = k(U= ) B,V — SHT — p,H,,

V =p(1 =5 H; — p,V,
T =6r(1 = 7=)V — prT,

donde 7 y € representan la eficacia del interferén y la rivabirina, respectiva-
mente. Recordemos que la accién del interferén es bloquear la reproduccion
viral, mientras que la rivabirina acttia como antiviral 2.

thttp:/ /www.medicine.net.com
Zhttp://www.igb.es/cbasicas/farma04/r013.htm
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5.1. Planteamiento del Problema de Control

Para alcanzar un tratamiento 6ptimo acorde a la teoria de control 6ptimo
dada en el capitulo 1 de nuestro trabajo, primero definimos la funcional
objetivo

K 1 2 1 2 1 2
J(?], 6) = ; [501\/ +(§CQ77 + 5036 )]dt

El primer término representa la reduccién de la carga viral y los otros térmi-
nos son costos que corresponden a los efectos secundarios del tratamiento.

El objetivo es encontar un par éptimo (n*, €*) tal que

J(*, €)= min{J(n,€) : (n,¢) € N},
donde

N={u=(n¢:0<nmny <1, medibles}

es el conjunto de controles.

El Lagrangiano estd dado como

1 1 1
L(H(t), H;(t), V(t), T(t), uy (t), us(t), ) = 5011/2 + 502772 - 50362.
Asi, resolver el problema de control consiste en

min J[u], u=(n,n2) €N,

sujeto al sistema (4.5), con las condiciones iniciales

H,(0) = H° ,H,(0) = H°, V(0) = V°, T(0) = T°.

5.1.1. Existencia del control 6ptimo

Para probar que existe un control é6ptimo, usamos el teorema 1.4.2 del capitu-
lo 1.
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Teorema 5.1.1 Consideremos el problema de control planteado con L con-
tinua, entonces existe u* = (n*,n}) € N tal que

'][77*777’;’] = mfn{J[U>n2] U= (77’ n2) € m}
Demostracion. Segun el teorema 1.4.2 necesitamos probar que:

1. El conjunto de pares admisibles F es no vacio.

2. I es convexo y cerrado.

3. Que el sistema (4.5) es de la forma & = a(t, z) + B(t, x)u.
4. L es convexo en M.

5. Existen constantes c¢y,co > 0y 3 > 1 tales que

Lt,x,u)>c; |ul® —c.

Como las soluciones del sistema (4.5) son acotadas, podemos usar un re-
sultado de Lukes ([28],teorema 9.2.1) para probar la existencia de un par
admisible (zg,u) € F. Por lo tanto, F # ¢ y (1) se tiene.

Claramente 0N es convexo y acotado por definicién, asi que (2) se cumple
directamente.

También se tiene la convexidad del Lagrangiano porque es una funcion cuadrati-
ca en u y se cumple (4).

Para probar (3) notemos que el sistema (4.5) se puede escribir como

H, By — kH,V — u H, kH,YV 0
V pHi - ,MUV _pTHi _pTHi € '
T Br(l = )V — prT 0 0

Solo resta probar (5). Para esto, notemos que por definicién se tiene que para
c1,c0 >0
an’ <an <,
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6262 S Co€ S Cy.

En consecuencia

c1n® 4 cny — (e +¢2) < 0.

Si definimos d; = min{cy, 2} y do = ¢1 + ¢o, se obtiene que

dl(T]Q + 62) — dg < 0.

Por lo tanto
1
L(H,(t), Hy(t),V(t), T(t),u(t),t) = 5[(JJ/Q(1&)+(12n2(1&)+c362] >0>dy |ul?

Dado que se cumple (1) — (5), existe (zo, u*(t)) que minimiza a J(zg, u) en
F. 4

5.2. Caracterizacién del control 6ptimo

Usamos el principio del maximo de Pontryagin, para derivar las condiciones
necesarias para el problema de control.

Teorema 5.2.1 Dado un par dptimo (n*, €*) y soluciones (Hgs, H;, T, V') del
sistema (4.5), existen funciones \;(t), i = 1,2,3,4 continuas que satisfacen

A:l = k(l — n)V(Al - AQ) - :LLSAD
Ao = (0T + pi) Ao — p(1 — T52) A3,
)\.3 = —Clv + k(l - n)Hs()\l - )‘2) + ,Uv)\3 - BT(l - #))\47

A = 0HiAy + prAs + ﬁixa |

(5.1)

Adicionalmente, u* = (n*, €*) estd caracterizado por

1 1
n* = min {max {O, e [kHSV(/\l — o) + épHi)\g} } , 1}
P

" . 0 pH; A3 1
€ = min < max .
) 203 )
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Demostracion.
El hamiltoniano asociado al problema de control es

H(HwHi?‘/?Ta )‘17)‘27)‘37>\477]7€7t)
_ 1 2 1 2 1 2

= [501‘/ + (50277 + 5036 )]

+ M[Bs — k(1 —n)HV — p,H,]

+ Xo[k(1 —n)HV — 0H; — T Hj]
n+e

Flp( = ) H = V)
FABV(L = ) — ]

+ v — vo(1 — ) + wie —wy(1 —¢),

donde, v1(t),v2(t), wy(t), wa(t) > 0, son multiplicadores de penalizacién que
garantizan que 7, € € [0, 1] y satisfacen v1n* =0, vo(1 —7*) =0, wye* =0y
wy(1 —€*) = 0.

Por el teorema de Pontryagin (3.3) del capitulo 1, se tiene que

Xl = _g—lli = k(]_ — n)V()\l - AQ) + ,us)\b

Ay = —g—fi = (0T + pi) A2 — p(1 — ) s,

Ao = =5 = =GV + k(L= ) H (= o) + s = Br(L = o)A,

Ay = —?9—1; = 0H;\y + pirAg + rﬁixa

con condiciones de transversalidad \;(T) =0, i =1,2,3,4.

Para caracterizar n* y ¢* usamos la condiciéon de optimalidad

OH (n*)

= 0.
on

Notemos primero que

0H (n*)
on

1
= CQT]* -+ kHsV)\l — kHsV)\Q — §le)\3 + v + V9.
Asi que
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1
77* = —— kHsV()\l — )\2) -+ —pHi)\g -+ (Ul + ’UQ)
Cy 2
De forma analoga la condiciéon de optimalidad

OH (")
Oe

=0,

implica que

. DPH\3 — (w1 + wy)
€ = .
2C4

Para obtener una expresiéon explicita para los controles éptimos n* y €* pro-
cedemos de la siguiente manera.

Para n* consideramos los siguientes casos:

» Si0<n*(t) <1, entonces vi(t) = 0 = wvy(t) y esto implica que

1
n*(t) = —— |ikHSV(/\1 — )\2) -+ ipHZ/\3:| .

= Sin* =0, se tiene v =0, v; > 0y asi

1

1
0= n*(t) = 02 |i]€HSV()\1 — )\2) + §sz)\3 + ’U1:|

como vy (t) > 0, entonces

1 1
—_- ]{ZHSV()\l — )\2) + —pHi/\3 S 0.
Cy 2

= Sin*(t) =1, se tiene que v1(t) =0, v > 0 y en este caso

1 1
1 = n*(t) = —62 |:]€HSV()\1 — )\2) + §pHZ‘/\3 + 1)2:| ,

lo cual implica

1 1
l=—— |ikHSV()\1 — )\2) + —pHi/\3] —

s 2 [
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pero como vy > 0, concluimos que
1 1
- kHSV(/\l - /\2) + —pHZ')\g Z 1.
Cs 2
Juntando los 3 casos anteriores, u* queda caracterizado completamente por

0 st —6% [kHSV()\l — )\2) + %pHZ)\g] <0
n(t) =< P si 0 < —& [RHV (M — Ao) + 3pHids] < 1
1 S1 _CLQ [k'HSV()\l — )\2) + %le)\g} > 1,

O en notaciéon compacta

n*(t) = mf ixd0, -~
min § max
e

2

1
|:]€HSV()\1 - )\2) + épHZ/\;»)} } s 1} .

Procediendo de forma similar para €* se obtiene que
" . pH;iM3
€ = min { mazx < 0, 10
{ { 203 } }

5.2.1. Unicidad del control 6ptimo

Para probar la unicidad del control 6ptimo, utilizaremos el hecho de que las
soluciones del sistema (4.5) y las ecuaciones adjuntas, las cuales dependen
de las variables de estado y el control, también estan acotadas.

Teorema 5.2.2 Para T suficientemente pequena, las soluciones acotadas del
sistema de optimalidad son unicas.

Demostracion.

La demostracion de la unicidad del control éptimo para el problema de con-
trol, es completamente andloga a la dada en el capitulo 3 para el modelo
basico. Daremos sélo un bosquejo de la prueba.

sean (Hy, H;, V, T, A1, o, A3, Aa, ) y (Hy, Hy, V., T, M\, Ao, A3, \y) dos soluciones
diferentes del sistema de optimalidad.

Elegimos o > 0 de tal manera que
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Hy(t) = eqi(t), Hi(t) =eqa(t), V() =egs(t), T(t) = e*au(?),
A (t) = e “'ri(t), /\g(t) = e ry(t), /\395) = e r3(t), /\74(75) = e ry(t),
Hi(t) =e"q(t), Hi(t) =e"q(t), V() =e"g(t),T(t) = e ault),
A () = e (t), Aa(t) = e ra(t), A3(t) = e r3(t), M\a(t) = ey (¢).
(5.2)
Adicionalmente sean
n* = min{maz{0, =& [kH,V A\ — kH,V X + pH ]}, 1},
B B B (5.3)
nf = min{max{0, —CLQ[/@]:ISV/\l — kHV Xy + 5pH; 3]}, 1},
y
e* = min{max{0, ZZ’TH;}, 1},
(5.4)

_ . i,
niy = min{maz{0, £z}, 1},
los controles 6ptimos asociados a los sistemas de optimalidad.

Sustituyendo las expresiones dadas en (5.2) en las ecuaciones del sistema de
optimalidad se obtiene que

G +aq = e B, — k(1 —n")eqqs — psqn,

Ga +aqy = k(1 —n*)e*qigs — 0™ q2qs — 12,

Gs + ags = p(1 — X )go — 1,4,

s+ aqs = PBr(l — %)% — prda,

ry —ary = k(1 —n*)e*qsry — k(1 — n*)e*qsry + psr,

Ty — ary = dequry — puiry — p(1 — n*;re*)r&

r3 —ary = —C1e*q3 + k(1 — n*)e(q1r1 — qirae) + pors — Br(1 — ET::;‘)m,

: — t Br_ ot
'y —ary = 0eqory + prra + 7™ qsry,

(5.5)
y
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51 +aq = e B, — k(1 —n*)e™ @15 — s,

Q2 + ag = k(1 — n*)e* q1q3 — 0e™ @2a — piGo,

G+ 0gs = p(1 = 55)% — pud,

Ga+ gy = fr(l — e 4) — prda,

7%1—047"1—k(1_77)6 @1 — k(1 —n*)e gzra + 51,

Ty — oy = 0™ uTy — j1;Ty — (1_n+6 )73,

73 — arg = —C1e*'q3 + k(1 — n*)e” (Q17”1 — q1T2) + puui3 — Br(l — eTmS:)Ma
Py — afy = 0e™ Goy + purTy + 7 BT -Gy,

(5.6)
Adicionalmente por (5.3) y (5.4) se tiene que

* — % JRE— [o% J— p —
(77 —"1) ——02[/% (Q1CI4T1—(]1Q4T1)—/€€ t(Q1Q4T2—Q1Q4T2)+§(Q2T3—Q27”3)],
¥ at

 —x pe _
€ —n,) = G2 — Ga).
(€ =) = G (@2 — @)

Sean Ni, Ny, N3y N, cotas superiores de rq, 1o, 13, y 14 respectivamente.
También como e~ < 1 para t > 0, se tiene que q,(t) < e *H,(t) < Hyy,
0(t) < e Hy(t) < Hap, gs(t) < eV (1) < Viy v qalt) < eT(t) < Tay .
por 1ltimo, notemos que €™ < ™' para toda t € [0,T].

Tomando las diferencias (1 — q1), (G2 — @), (43 — @), (Ga — qu), (¥1 — 71),
(ra—732), (r3—73), (rs—74), las multiplicamos por (¢1 —q1), (¢2— @), (43— ),
(G4 —qa), (r1—m11), (ro—73), (rg—r3) y (r4 —r4) respectivamente e integrando
de 0 a T se obtienen ocho ecuaciones integrales, para las cuales se estiman
los lados derechos, utilizamos las cotas del sistema de optimalidad, la de-
sigualdad de Cauchy con el fin de separar los términos lineales en términos
cuadraticos, asi como algunas manipulaciones algebraicas.

Por ejemplo, después de muchos calculos se obtiene

1 T T T
5[@1—51]2(T)+04/ (i—q)%dt < €aTK1/ (Q1—671)2dt+6aTK2/ (3—q3)°dt,
0 0 0

donde
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HM 4 k2HMTM6aT(N1 + Ng)

/{:pHM N3
2 Cy

Cy

(2Var + Hyr) +

Klzeo‘T |:VM+ (1+HM) )

y

o _ oot [Ha . K2H2,Tye®T (Ny + Noy) N kpH2 Ny
2 2 C, s

Combinando las estimaciones de las ocho equaciones integrales se obtiene

Sl — @(T) + 3o — BP(T) + 5las — BIT) + las - @ (T)

¥ 5l = (0) + gl = B0) + lrs — 720) + 5lra — 7i(0)

+aéﬂ@—aﬁ+@—%ﬁ+@—%ﬁ+@—@f

+ (ry —71)? 4 (rg — 7o) 2 + (r3 — 73) + (r4 — 74)?]dt

< (Kie™ + ) /0 T[(q1 — @)+ (@~ @)+ (6~ B)+ (a—3@)?
+ (ry = 71)% 4 (rg — 72)? + (r3 — 73)% + (rq — 74)?]dt,

donde K, y K, dependen de los pardmetros y cotas de las variables de estado
y adjuntas.

La expresion anterior implica que

(o — Kie™ — f(2) /0 (= @)+ (2 — @)+ (63 — B)° + (¢4 — @)’
4 (ry — 71)? 4 (ro — 72)? + (r3 — 73)? + (r4 — 74)?]dt < 0.

Elegimos ahora o y T tal que

Para ésta a y T se tiene que
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OC—K16MT—K2 > 0,

por lo que se concluye que g1 = 1, g2 = @2, 43 = @3, a = qu, 11 =T1, ra = T2,
rs = T3y ry = T4, y €n consecuencia n* = n}, y € = n’. Asi, se prueba el
teorema. O

5.3. Resultados numeéricos

Como en todas las simulaciones dadas en nuestro trabajo de investigacién
utilizamos los pardametros reportados en [3],[32].

Pardmetro | Valor
B 100

P 200

k 0.00003
s 0.02

Hi 5

Ho o

0 0.00001
Br 0.0003
Tz 1200

Tabla 5.1: Parametros para la estimacién de n* y €*. Para estos parametros
se tiene Ry =1.2.
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Figura 5.1: Comparacion de la dinamica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control 6ptimo del tra-
tamiento. Con Ry=1.2, C;=0.1, Cy=0.001, C5=0.001, eficacia de interferén

n=0.3 y rivabirina €=0.2
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Figura 5.2: Comparacién de la dinamica de la carga viral y la células T
Killer sin tratamiento, con tratamiento y control éptimo del tratamiento.
Con Ry=1.2, C1=0.1, C5=0.001, C3=0.001, eficacia de interferén n=0.3 y
rivabirina e=0.2.
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Figura 5.3: Comportamiento de los controles 6ptimos n* y €*.

90



5.4. Discusion

En este capitulo se determinaron estrategias éptimas de tratamiento para la
hepatitis C que minimicen la carga viral V', asi como, los efectos secundarios
generados por la terapia combinada con interferén y rivabirina. Consideramos
el modelo con respuesta inmune propuesto en [3], con cuatro variables de
estados: células sanas H,, células infectadas H;, carga viral V' y las células T'
killer.

Como en el caso del problema de control con monoterapia con interferén,
dado en el capitulo 3, la estimacién de los controles 6ptimos n* y €* la rea-
lizamos con el método de barrido adelante-atras de Runge Kutta de orden
cuatro programadado en MATLAB. Los parametros utilizados en las simu-
laciones estan dados en la tabla (5.1).

El comportamiento de los controles éptimos n*, €* y la dindmica de las varia-
bles de estado bajo la terapia 6ptima se presentan en las figuras 5.1, 5.2 y 5.3.
Podemos observar que para aquellos pacientes que responden al tratamiento,
la respuesta con la terapia combinada interferén més rivabirina es mejor en
comparacion con el de la monoterapia de interferén. Particularmente en la
recuperacion de los hepatocitos sanos.

Se puede observar que la carga viral V' cae a niveles indetectables muy rapida-
mente en los primeros 5 dias y se mantiene durante el resto del tratamiento.
Se hicieron varias simulaciones para valores pequenos de C y (5, observando
que en el caso de farmacos con efectos secundarios menores, la duracion de
la dosis alta se mantiene sin cambios. Notemos que las terapias optimas n*
y € se mantienen altas durante los primeros cinco dias, para después caer
a valores muy cercanos a cero. Esto es consistente con el hecho de que se
requieren altas dosis hasta que la carga viral comience a disminuir a valores
practicamente indetectables.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de investigacion nos basamos en el modelo matematico pa-
ra la dindmica de la hepatitis C propuesto y estudiado en Avendano et. al
[3] con el objetivo de evaluar diferentes terapias de control de la enferme-
dad. El modelo describe la dindmica de las celulas sanas e infectadas Hy y
H; respectivamente, la carga viral V' y las células 7T killer del sistema inmune.

Las aportaciones del trabajo son las siguientes:

En el capitulo 2 revisamos el modelo bésico sin respuesta inmune dado por
el sistema (2.2), es decir considerando solamente las células sanas e infec-
tadas H,, H; respectivamente, y la carga viral V. Para éste modelo existen
dos puntos de equilibrio: Fjy que corresponde a un individuo sano y E; que
corresponde al enfermo endémico. Alavez-Ramirez et. al [1] hacen un andlisis
matematico del modelo en base al nimero reproductivo basico Ry y obte-
nienen los siguientes resultados: Si Ry < 1, el unico equilibrio Ej es global
asintéticamente estable, mientras que si Ry > 1, Ey se vuelve inestable y
surge el equilibrio E; el cual es global asintéticamente estable en I , donde
I es el conjunto invariante el que tiene sentido bioldgico el modelo. En este
capitulo demostramos la estabilidad global del equilibrio F;. Para esto usa-
mos la teoria de los sistemas competitivos, los cuales tienen una dinamica
equivalente a la dinamica de un sistema de dimensién menor sobre un conjun-
to invariante. En particular se demuestra que el sistema (2.2) es competitivo,
persistente y tiene la propiedad de estabilidad de orbitas periddicas usando
un resultado dado por Muldowney [30].
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En el capitulo 2 planteamos el problema de control para el modelo basico
con tratamiento usando interferén, el cual estd dado por el sistema (2.13),
y denotamos con u el control, el cual mide la eficacia del interferén. Utili-
zamos una funcional cuadratica y demostramos la existencia y unicidad del
control 6ptimo u* y damos una caracterizacion. Con la teoria del principio de
Pontryagin se obtiene el sistema de oprimalidad. Resovimos numéricamente
este sistema con la ayuda del método de Runge Kutta de cuarto orden de
barrido adelante-atras programado en MATLAB descrito en el capitulo dos.

Utilizando pardmetros dados en ([1, 3, 32]) obtuvimos estrategias éptimas
de tratamiento que minimizan no sélo la infeccién, sino también los efectos
secundarios generados por el interferon. El control 6ptimo u* se simula du-
rante un periodo de 30 dias para Ry =1.2 y Ry =3.6. Los resultados indican
que en los pacientes que responden al tratamiento, la longitud del periodo de
administraciéon de la dosis alta no varia mucho, siempre que el coeficiente de
costo (econémico y efectos secundarios) del tratamiento R sea relativamen-
te pequeno. Para valores grandes de R (como es de esperar) se necesita un
periodo corto de dosis alta. Esto es de vital importancia al decidir sobre un
tratamiento 6ptimo de los farmacos con efectos secundarios.

La estrategia del tratamiento consiste en disminuir el nimero reproductivo
basico a valores menores que la unidad. Asi, para simulaciones con valores
muy grandes de R, se presentan diferencias mas notables entre las variables
de estado con y sin tratamiento, esto debido a que la severidad de la infeccién
es mayor.

En el capitulo 4 consideramos el sistema con respuesta inmune (2.1) el cual
presenta también dos equilibrios Fy y E; como en el modelo béasico. En Aven-
dano et. al [3] se demuestra la estabilidad global de Ej y la estabilidad local
del equilibrio endémico F;. Como aportacion en este capitulo demostramos
la estabilidad global de E; basandonos en el enfoque geométrico dado por
Mouldowney [24] el cual se describe en el capitulo uno.

En este mismo modelo anadimos dos paramétros que describen la eficacia del
tratamiento con interferén y rivabirina, obteniendo el sistema (4.5). Defini-
mos la eficacia critica del tratamiento como p. =1 — R%w de tal manera que

si (1 —n)(1—<2) > p, un enfermo crénico (Ry > 1) eventualmente se cura
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con el tratamiento. Ilustramos numéricamente los distintos escenarios para
un enfermo cronico con y sin tratamiento.

Por ltimo en el capitulo 5 planteamos el problema de control 6ptimo cuando
se administra tratamiento combinado con interferon y rivabirina. Determi-
namos estrategias optimas de tratamiento para la hepatitis C que minimicen
la carga viral V', asi como los efectos secundarios generados por la terapia
combinada con interferén y rivabirina. Consideramos el modelo con respuesta
inmune propuesto en [3], con cuatro variables de estados: células sanas Hj,
células infectadas H;, carga viral V' y las células T killer.

Utilizando de nueva cuenta los pardmetros dados en ([1, 3, 32]) estimamos
los controles 6ptimos n*, €* y la dinamica de las variables de estado bajo la
terapia éptima. Observamos que para aquellos pacientes que responden al
tratamiento, la respuesta con la terapia combinada interferon mas rivabirina
es mejor en comparacion con el de la monoterapia de interferéon, particular-
mente en la recuperacion de los hepatocitos sanos.

Observamos que la carga viral V' cae a niveles indetectables muy rapidamen-
te en los primeros 5 dias y se mantiene durante el resto del tratamiento.
Mostramos en las simulaciones numéricas que las terapias o6ptimas n* y €* se
mantienen altas durante los primeros cinco dias, para después caer a valores
muy cercanos a cero. Esto es consistente con el hecho de que se requieren
altas dosis hasta que la carga viral comience a disminuir a valores practica-
mente indetectables.

Dado que la estabilidad global del equilibrio endémico E; requiere de varias
condiciones en los parametros, un posible trabajo a futuro consiste en en-
contrar una funcién de Lyapunov de tal manera que no existan condiciones
en los parametros, o estas sean mas sencillas y con sentido biolégico mas claro.

En este trabajo se utilizé un funcional cuadratico siguiendo trabajos previos
de control 6ptimo. Otro trabajo interesante consiste en plantear el problema
de control éptimo utilizando un funcional lineal y comparar los resultados
con los obtenidos en este trabajo.
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