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1.2. Órbitas periódicas y criterio de Bendixson . . . . . . . . . . . 4

1.2.1. Sistemas Competitivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Problema de estabilidad global . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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3.1.1. Existencia del control óptimo . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1.2. Caracterización del control óptimo . . . . . . . . . . . 36
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5.2.1. Unicidad del control óptimo . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.3. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.4. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6. Conclusiones 93

Bibliograf́ıa 95



Dedicatorias

Al creador del universo.

En memoria de mi madre
Darvelia.

A mi amada esposa Elsy
y mis hermosos hijos

Andry y Mariana.

A mi padre Germán
y mis hermanos Mario,
Margarito, Lorenza, Juan,
Hipolito y Lućıa.
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Dr. Justino Alavez por haber proporcionado su tiempo para revisar y hacer
las sugerencias que permitieron enriquecer este trabajo.

A las siempre amables y alegres chicas de posgrado Ines, Lucy, Tere y Angy
por su amabilidad en los momentos de hacer mis tramites. A la Dra Silvia
jefa de posgrado por la atención prestada a mis solicitudes.

A la Universidad Nacional Autónoma de México por haberme aceptado co-
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Introducción

La infección por el Virus de la Hepatitis C (VHC) representa un problema de
salud pública con fuertes repercusiones cĺınicas y económicas. El VHC puede
producir una infección aguda, o crónica, y condiciona al paciente a la cirrosis
hepática (del 20% al 30%) y al carcinoma hepato celular (con un porcentaje
mucho menor), ambas de consecuencias mortales [12]. Actualmente de 130 a
150 millones de personas en todo el mundo son portadoras del VHC (2015) 1.

El VHC infecta a las celulas del h́ıgado, provocando que éste deje de funcionar
adecuadamente. Los mecanismos más frecuentes de transmisión del VHC son
las transfusiones sangúıneas, el uso de drogas intravenosas, las hemodiálisis,
los tatuajes, las conductas sexuales riesgosas, la transmisión vertical madre
a hijo y los transplantes, entre otros. El periodo de incubación del VHC es
alrededor de 50 d́ıas y el tiempo de evolución es de 10 a 20 años (el tiempo
promedio de aparición de la cirrosis es de 21.2 años, mientras que del carcino-
ma hepato celular es alrededor de 29 años). La infección se vuelve crónica en
la mayoŕıa de los casos, y la elevada tasa de mutación del virus ha impedido
el desarrollo de una vacuna eficaz. Aśı, por esto mismo se da el fenómeno de
re-infección [36]

Actualmente los tratamientos aprobados por la Food Drug Administration
(FDA), para la hepatitis C crónica consisten en la aplicación de interferon
α− 2a ó α− 2b(INF) pegylados, más ribavirina. Los interferones pertenecen
a una familia de protéınas intercelulares y su principal función es afectar la
replicación viral. La ribavirina es un nucleósido sintético de guanosina que
actúa como antiviral.

Existen tratamientos para evaluar el daño hepático, uno de ellos es la biopsia

1http://www.who.int/mediacentre/factsheets/fs164/es/
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de h́ıgado, que desde hace años ha sido la mejor herramienta para diagnosticar
la evolución de la enfermedad hepática, aunque actualmente se ha disminuido
su uso debido a que existen diversos factores como el riesgo de complicaciones,
el temor al dolor, el periodo de reposo del paciente, etc.
La determinación de la carga viral oscilante, recurso bastante nuevo, permite
conocer la intensidad de la infección. Por consiguiente, el objetivo central del
tratamiento es conseguir negativizar o al menos disminuir significativamente
la carga viral.

Para comprender la dinámica del VHC, especialmente para determinar la
eficacia de la terapia con interferón y rivabirina, se han utilizado modelos
matemáticos, los cuales han tenido éxito en la explicación de los patrones
observados en los cambios de la carga viral en pacientes infectados por el
VHC. El modelo precursor en esta área es el de Neumann et al. [32], ellos
describen la dinámica del VHC bajo tratamiento con inteferón-α mediante
un modelo matemático basado en tres compartimentos: hepatocitos sanos,
hepatocitos infectados y la carga viral.

En Dahari et al. [10] se ilustra con datos cĺınicos, los posibles escenarios de
tres pacientes crónicos bajo tratamiento con interferón: la cáıda bifásica de
la carga viral, la cáıda trifásica de la carga viral y una cáıda parcial de la
carga viral.

En Neumann et al. [32], logran explicar una disminución bifásica de la carga
viral para pacientes que responden a la terapia con interferón, sin embar-
go, al considerar que la acción principal del tratamiento con interferón es
bloquear la liberación de nuevos viriones, no explica otros escenarios como,
cáıda trifásica y parcial (resurgimiento de la carga viral a niveles de pre-
tratamiento) después de terminada la terapia.

A ráız de esto, se han presentado diversas variantes del modelo de Newman.
Dixit et al. [9] presentan un avance tomando en cuenta la acción de la riba-
virina junto con interferón.

De acuerdo a [6], la ribavirina se incorpora al ARN para aumentar la fre-
cuencia de mutación y reducir la infectividad espećıfica de nuevos viriones,
dando lugar a dos poblaciones: viriones infecciosos y viriones no infecciosos.
La dinámica del modelo sugiere que la ribavirina juega un papel poco im-
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portante en la primera fase de la disminución de la carga viral, sin embargo,
cuando la eficacia del interferón es pequeña la eficacia de la ribavirina mejora
notablemente, dando sustento a los datos cĺınicos reportados en [41].

Una modificación del modelo básico, que incluye la proliferación de hepa-
tocitos sanos e infectados de acuerdo a los mecanismos homeostáticos del
h́ıgado, fue estudiado por Dahari et al. [9, 11]. El modelo predice tanto la
cáıda bifásica como la trifásica de la carga viral, lo cual es consistente con
datos cĺınicos.

Keval et al. [23] hacen una pequeña variante del modelo de Dahari, consi-
derando una proliferación de tipo Gompertziana de los hepatocitos sanos y
enfermos. Este modelo logra explicar los casos donde la carga viral resurge a
los niveles de pretratamiento una semana posterior al cese del tratamiento,
aśı como la cáıda bifásica y trifásica de la carga viral.
Por último Banerjee et al. [4] consideran que la proliferación de los hepa-
tocitos se da de manera loǵıstica y que ésta no distingue entre hepatocitos
infectados y no infectados.

En este trabajo de investigación, como primer resultado, en el caṕıtulo 2
se muestra el análisis cualitativo completo del modelo matemático básico
para la dinámica del VHC de Neumann et al. [32]. En el caṕıtulo 3 hacemos
el planteamiento y solución numérica del problema de control óptimo para
el tratamiento con interferón en un enfermo endémico que responde a la
terapia. Aśı mismo, en el caṕıtulo 4 se hace el análisis cualitativo completo
del modelo matemático de la hepatitis C con respuesta inmune. Por último,
en el caṕıtulo 5 planteamos y resolvemos el problema de control para el
modelo con respuesta inmune y tratamiento. En cada caṕıtulo presentamos
resultados numéricos y hacemos una discusión de ellos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo es introductorio y en él se presentan los conceptos y definiciones
que serán utilizados en este trabajo. Empezamos con una introducción a las
matrices compuestas y su relación con ecuaciones diferenciales ordinarias. Re-
visamos las propiedades de un sistema que es competitivo. En particular para
el caso tridimensional, vemos que cumple la propiedad de Poicaré-Bendixson.
Luego estudiaremos un enfoque geométrico dado por Muldowney [30], para
el análisis de la estabilidad global de un sistema de ecuaciones diferenciales.
Por último damos las herramientas de control óptimo utilizadas en el estudio
de modelos de enfermedades con tratamientos.

1.1. Matrices compuestas y Ecuaciones Dife-

renciales Ordinarias

En esta sección revisaremos algunos conceptos sobre matrices compuestas y
su relación con ecuaciones diferenciales ordinarias. Un estudio completo de
esta teoŕıa se puede consultar [30].

Definición 1.1.1 Sea A una matriz de m × n real o compleja. Denotamos
por aj1,...,jki1,...,ik

al menor determinado por los renglones (i1, . . . , ik) y las columnas
(j1, . . . , jk) de A, con 1 ≤ i1 < i1 < · · · < ik ≤ n y 1 ≤ j1 < j2 < · · · <
jk ≤ m. La k-ésima matriz compuesta multiplicativa, A(k), de A es la

matriz de

(

n
k

)

×

(

m
k

)

cuyas entradas, escritas en orden lexicográfico

son aj1,...,jki1,...,ik
.

1



En particular, cuando A es una matriz de n× k, con columnas a1, a2, ..., ak,
Ak resulta ser el producto exterior a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ak.

Dadas dos matrices A y B, para las cuales está definida la multiplicación
AB, el teorema de Binet-Cauchy [15] afirma que

(AB)(k) = A(k)B(k), (1.1)

de aqúı el uso de la palabra ”multiplicativa”.

Para m = n, se tiene el concepto de matrices compuestas aditivas, definidas
de la siguiente manera.

Definición 1.1.2 Sea A una matriz de n × n. La k-ésima matriz com-

puesta aditiva A[k], de A es la matriz de

(

n
k

)

×

(

n
k

)

definida por

A[k] = D(I + hA)(k) |h=0, (1.2)

donde D denota la derivada con respecto a h.

En el caso especial k = 1 y k = n, se tiene que

A[1] = A, A[n] = TrA.

De nuevo por el teorema de Binet-Cauchy ([15]) se satisface

(A +B)[k] = A[k] +B[k],

esto justifica el uso de la palabra ”aditiva”.

En particular, para una matriz general de 3× 3,

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ,

la matriz segunda compuesta aditiva ésta dada por

A[2] =





a11 + a22 a23 −a13
a32 a11 + a33 a12
−a31 a21 a22 + a33,



 .
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mientras que para una matriz de 4× 4

B =









b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34
b41 b42 b43 b44









,

Se tiene que

B[2] =

















b11 + b22 b23 b24 −b13 −b14 0
b32 b11 + b33 b34 b12 0 −b14
b42 b43 b11 + b44 0 b12 b13
−b31 b21 0 b22 + b33 b34 −b24
−b41 0 b21 b43 b22 + b44 b23
0 −b41 b31 −b42 b32 b33 + b44

















.

1.1.1. Conexión entre matrices componentes y ecua-

ciones diferenciales

Supongamos que X(t) es una matriz solución del sistema de ecuaciones di-
ferenciales lineales

ẋ = A(t)x, (1.3)

donde A(t) es una matriz de n× n continua. Sea 1 ≤ k ≤ n, entonces

Y (t) = X [k](t),

es una matriz solución del sistema compuesto de orden k.

ẏ = A[k](y)y. (1.4)

En efecto, sea X(t) una matriz solución de (1.3). Si h es un número muy
cercano a cero, se cumple

X(t+ h) = (I + hA(t))X(t) + o(h),

y por lo tanto de (1.1),

X(k)(t+ h) = (I + hA(t))(k)X(k)(t) + o(h).

Entonces, por (1.2) Y (t) es una matriz fundamental de (1.4).

3



1.2. Órbitas periódicas y criterio de Bendix-

son

En esta sección damos algunos resultados, principalmente en relación a los
criterios para la existencia de orbitas periódicas de un sistema autónomo.

Sea D ⊂ Rn abierto, y f ∈ C1(D). Consideremos el sistema autónomo en
Rn.

ẋ = f(x), (1.5)

Sea x(t, x0) la solución de (1.5) tal que x(0, x0) = x0. La ecuación de varia-

ción lineal de (1.5) con respecto a x(t, x0) está dada por

ẏ(t) =
∂f

∂x
(x(t, x0))y(t), (1.6)

donde ∂f

∂x
es la matriz Jacobiana de la función f .

Denotaremos en lo que sigue a la matriz Jacobiana de una función f como

J(f(x)) =
∂f(x)

∂x
.

Daremos algunas definiciones básicas respecto a órbitas periódicas.

Definición 1.2.1 Supóngase que el sistema autónomo (1.5) tiene una solu-
ción periódica de periodo mı́nimo T̄ y órbita ψ(t) = {p(t) : 0 ≤ t ≤ T̄}.

Se dice que ψ es orbitalmente estable si para toda ǫ > 0 existe σ > 0
tal que toda solución y(t), que inicialmente dista en menos de σ de la
órbita ψ, permanece a una distancia menor que ǫ de dicha órbita para
toda t ≥ 0.

Se dice que ψ es orbital asintóticamente estable, si además la dis-
tancia de x(t) a ψ tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Definición 1.2.2 El sistema (1.5) se dice que cumple la propiedad de

Poincaré-Bendixson, si todo conjunto omega ĺımite compacto no vaćıo Γ,
que no contiene puntos de equilibrio es una órbita cerrada.
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Para el caso n = 2, la teoŕıa de Poincaré-Bendixson [17, 33] establece condi-
ciones para que el sistema (1.5) satisfaga la propiedad de Poincaré-Bendixson.

Definición 1.2.3 Decimos que el sistema (1.5) tiene la propiedad de es-

tabilidad de órbitas periódicas, si la órbita de una solución periódica
γ(t), en caso de que exista, es asintóticamente estable.

1.2.1. Sistemas Competitivos

En esta subsección se establece bajo qué condiciones un sistema en dimensión
tres satisface la propiedad de Poincaré-Bendixson.

Empezamos esta sección dando la definición de un sistema competitivo dada
por Smith en [37].

Definición 1.2.4 Se dice que el sistema (1.5) es competitivo en D, si
existe una matriz diagonal H = diag(ǫ1, ..., ǫn), donde cada ǫi es 1 o -1, de
tal forma que los elementos fuera de la diagonal del producto H(Jf(x))H
son no positivos para toda x ∈ D; donde Jf(x) es la matriz Jacobiana del
sistema (1.5).

Smith demuestra en [37], que si D es convexo, el flujo de dicho sistema
competitivo preserva para t < 0 el orden parcial en Rn, definido por el
octante

K = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : ǫixi ≥ 0}.

Para n = 3 los sistemas competitivos tienen una dinámica equivalente, a la
dinámica de un sistema de dimensión menor sobre un conjunto invariante
[18]. Como un caso particular se tiene el siguiente resultado demostrado por
Hirsch [19].

Teorema 1.2.1 Supongamos que n = 3, D es convexo y el sistema (1.5) es
competitivo en D. Sea Γ un conjunto omega limite, compacto, no vaćıo de
(1.5). Si Γ no contiene puntos de equilibrio, entonces Γ es una órbita cerrada.

El siguiente teorema demostrado por Muldowney [30], establece una condi-
ción suficiente para la estabilidad asintótica orbital de órbitas periódicas.
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Teorema 1.2.2 Una condición suficiente para que una órbita periódica γ =
{γ(t) : 0 ≤ t ≤ T̄} del sistema (1.5), sea orbital asintóticamente estable, es
que el sistema lineal

ż = J [2]f(γ(t))z(t), (1.7)

sea asintóticamente estable.

El sistema (1.5) es persistente, en el sentido descrito por Butler et al en
[5], si toda solución x(t) que comienza en int(D), tiene la propiedad de que
el liminft→∞x(t) dista de la frontera de D en una cantidad mayor que cero.

Ahora damos el resultado principal de esta sección, el cual será fundamen-
tal para probar la estabilidad global del equilibrio endémico de los modelos
tratados en los caṕıtulo 2 y 4. Una demostración se puede encontrar en [19]

Teorema 1.2.3 Supongamos que n = 3 y D es un conjunto convexo y aco-
tado. Además que el sistema (1.5) es competitivo, uniformemente persistente
y tiene la propiedad de órbitas periódicas. Si x0 es el único punto de equili-
brio en intD y es localmente asintóticamente estable, entonces es globalmente
asintóticamente estable.

1.3. Problema de estabilidad global

Como ya vimos para el caso n = 2 ó 3 el sistema (1.5) satisface la propie-
dad de Poincaré-Bendixson bajo ciertas condiciones (que sea competitivo y
persistente en el caso n = 3). En el caso general Muldowney et al. [24] dan
un criterio de Bendixson que permite establecer la estabilidad global de un
único equilibrio (cuando existe) en el interior de D. En esta sección daremos
detalles del enfoque geométrico de Mouldowney.

Definición 1.3.1 Un conjunto K se dice que es absorbente en D para el
sistema (1.5), si para cada compacto K1 ⊂ D, x(t,K1) ⊂ K, para t suficien-
temente grande, donde

x(t,K1) = {x(t, x0) : x0 ∈ K1}.

Consideremos las siguientes hipótesis:
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(H1). D es simplemente conexo.

(H2). Existe un conjunto absorbente compacto K ⊂ D.

(H3). El sistema (1.5) tiene un único punto de equilibrio x∗ ∈ D.

El objetivo es dar condiciones de tal forma que bajo las suposiciones (H1)−
(H3) la estabilidad local de x∗ implique la estabilidad global. A este proceso
se le conoce como problema de estabilidad global.

Vamos a dar las definiciones de los conceptos utilizados en la construcción
del criterio de Bendixson dado por Muldowney.

Definición 1.3.2 Para n ≥ 2, un criterio de Bendixson es una condición
sobre f, la cual excluye la existencia de órbitas periódicas no constantes del
sistema (1.5).

Definición 1.3.3 Un criterio de Bendixson se dice que es robusto bajo

perturbaciones locales C1 de f en x1 ∈ D ⊂ Rm, si para ε > 0 suficien-
temente pequeña, existe una vecindad U de x1 tal que si g : D → Rm es de
clase C1 y satisface que, el soporte supp(f−g) ⊂ U y | f−g |C1< ε, entonces
g también satisface el criterio de Bendixson,

donde

| f − g |C1= sup

{

| f(x)− g(x) | + |
∂f(x)

∂x
−
∂g(x)

∂x
|: x ∈ D

}

,

y
supp(f − g) = {x ∈ Rm : (f − g)(x) 6= 0}.

A tal g se le llama ε-perturbación local de f en x1.

Definición 1.3.4 Un punto x0 ∈ D es errante para el sistema (1.5) si
existe una vecindad Ux0

de x0 y T > 0 tal que Ux0
∩ x(t, Ux0

) es vaćıa, para
toda t ≥ T .

Aśı, por ejemplo los puntos de equilibrio y los puntos ĺımites son no errantes.

El siguiente resultado dado en [20] es una versión del lema de cercańıa local
C1 de Pugh [33].
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Lema 1.3.1 Supóngase que x0 es no errante para el sistema (1.5) y que
f(x0) 6= 0. Entonces, para cada vecindad Ux0

de x0 y ε > 0, existe una
ε-perturbación local C1 g de f en x0 tal que

supp(f − g) ⊂ U,

el sistema perturbado ẏ = g(x) tiene una solución periódica no cons-
tante que pasa por x0.

El siguiente principio de estabilidad global es establecido por Li y Mouldow-
ney ([24], Theorem 2.3).

Teorema 1.3.1 Supóngase que las hipótesis H2 y H3 se cumplen y que el
sistema (1.5) satisface un criterio de Bendixson, el cual es robusto bajo per-
turbaciones locales C1 de f en los puntos que no son de equilibrio ni errantes
para (1.5). Si x∗ es localmente estable, entonces es globalmente estable en D.

El siguiente criterio de Bendixson dado por Li y Mouldowney [24] tiene la
robustes requerida por el Teorema 1.3.1.

Sea P (x) una matriz C1 con x ∈ D de tamaño

(

n
2

)

×

(

n
2

)

. Supongamos

que P−1 existe y es continua en K, el conjunto compacto absorbente.

Definimos

q = ĺım sup
t→∞

sup
x∈K

1

t

∫ t

0

µ(B(x(s, t0)))ds, (1.8)

con

B = PfP
−1 + PJ [2](f(x))P−1, (1.9)

donde la matriz Pf se obtiene reemplazando cada entrada pij de P por su
derivada en la dirección del campo vectorial dado por f , y µ(B) es la medida

de Lozinskii de B [8], con respecto a una norma | · | en RN , N =

(

n
2

)

,

definida por

µ(B) = ĺım
h→0+

| I + hB | −1

h
.
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Damos ahora una estrategia para estimar la medida de Lozinskii de una
matriz. Para esto, sea ‖ · ‖ una norma en Rn y para una matriz M de n× n
definimos la norma matricial inducida por ‖ · ‖ como

‖M ‖= sup‖x‖=1 ‖Mx ‖ .

Note que
‖Mx ‖≤‖M ‖‖ x ‖,

para toda x ∈ Rn.

Consideremos ahora el sistema lineal

ẋ =M(t)x, (1.10)

y x(t) una solución de (1.10). Usando a ‖ · ‖ como una función de Lyapunov
se tiene que

D+ ‖ x(t) ‖ = limh→0+
‖ x(t + h) ‖ − ‖ x(t) ‖

h

= limh→0+
‖ x(t) + hM(t)x(t) ‖ − ‖ x(t) ‖

h

≤ limh→0+
‖ I + hM(t) ‖‖ x(t) ‖ − ‖ x(t) ‖

h

= limh→0+
[‖ I + hM(t) ‖ −1] ‖ x(t) ‖

h
.

Aśı,

D+ ‖ x(t) ‖≤ µ(M(t)) ‖ x(t) ‖ . (1.11)

En consecuencia,

1

‖ x(t) ‖
D+ ‖ x(t) ‖≤ µ(M(t)).

Integrando de 0 a T > 0 y reordenando se obtiene

‖ x(T ) ‖≤‖ x(0) ‖ exp(

∫ T

0

µ(M(t))dt).

Si se tiene
∫∞

0
µ(M(t))dt = −∞, entonces para toda solución de (1.10),

x(t) → 0 cuando t→ ∞.
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Una simple condición de suficiencia para que el origen sea asintóticamente
estable para (1.10), es que µ(M(t)) ≤ −γ < 0 para toda t. En efecto

µ(M) = inf{c : D+ ‖ y ‖≤ c ‖ y ‖},

para toda solución de ẏ =My.

Conclúımos esta sección con dos resultados dados en [24] y [26] respectiva-
mente.

Teorema 1.3.2 Si K es un subconjunto compacto absorbente en intD, y si
existe ν > 0 tal que la medida de Lozinskii µ(B) ≤ −ν para toda x ∈ K,
entonces todo punto omega ĺımite del sistema (1.5) en intD es un equilibrio
en K.

Teorema 1.3.3 Supóngase que las hipótesis (H1)−(H3) se cumplen. Si q2 <
0, entonces, el único punto de equilibrio x∗ del sistema (1.5) es globalmente
asintóticamente estable en D.

1.4. Elementos de control óptimo

El objetivo de esta sección será proporcionar los resultados básicos princi-
pales de la teoŕıa de control óptimo, la cual se puede considerar como una
extensión del cálculo de variaciones. Abordaremos esta teoŕıa mediante el
principio del Máximo de Pontryagin. Las demostraciones de los resultados
mostrados en esta sección se pueden consultar en [34, 13] .

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

ẋ = f(t, x, u), (1.12)

donde f : R×Rn ×Rm → Rn es continua y de clase C1 en las coordenadas
x y u.

Sea

U = {u : R → U : u(t) es Lebesgue medible y U ⊂ Rm es cerrado }
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A la función u ∈ U se le llama un control del sistema (1.12), al conjunto U

conjunto de controles y al sistema (1.12) un sistema de control.

Para un control u(t) definido en el intervalo [t0, tf ] la solución x(t, x0) del
sistema (1.12) en [t0, tf ] con condición inicial x(t0) = x0 se le llama trayec-

toria correspondiente al control u(t) con condición inicial x0.

Sea L(t, x, u) una función continua

L : R×Rn ×Rm → R,

de clase C1 en (x, u).

Se define la funcional de costo como

J (x0, u) =

∫ tf

t0

L(t, x(t), u(t))dt.

Si para x0 y u ∈ U existe una solución para el sistema (1.12), entonces a la
pareja (x0, u) se le llama un par admisible y al conjunto F compuesto de
todos los pares admisibles, se le llama conjunto admisible.

El objetivo de la teoŕıa de control óptimo es encontrar en F , un elemento
(x0, u) tal que

J (x0, u) = min{J (x0, v) : (x0, v) ∈ F}.

Si existe tal (x0, u) se le llama control óptimo y se denota por (x0, u
∗).

Resumiendo, el problema de control óptimo consiste en:

Minimizar

J (x0, u) =

∫ tf

t0

L(t, x(t), u(t))dt,

sujeto al sistema de ecuaciones diferenciales con valores iniciales

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U

x(t0) = x0.

11



1.4.1. Principio de Pontryagin

El principio del máximo de control óptimo da condiciones necesarias para
que un par (x0, u) sea óptimo. Éste fue desarrollado en 1950 en la ex-Unión
Soviética por un grupo de matemáticos bajo la dirección de L.S Pontryagin,
y es conocido como el principio del Máximo de Pontryagin [13].

Definición 1.4.1 Consideremos el problema de control óptimo planteado en
la sección anterior. La función

H(t, x, u, λ) = L(t, x(t), u(t)) + λ′f(t, x, u)

se llama la función Hamiltoniana y λ la variable adjunta.

En la definición anterior λ′ ∈ Rn y λf es el producto escalar en Rn.

Formulamos el principio del máximo de Pontryagin para el problema de con-
trol óptimo.

Teorema 1.4.1 Si (x0, u
∗) es un par óptimo, entonces existen variables ad-

juntas diferenciables a trozos λ(·) tal que

H(t, x∗(t), u(t), λ(t)) ≤ H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t)),
para cada u(t) ∈ U y donde x∗(t) es la trayectoria óptima que satisface
x∗(0) = x0.

λ̇(t) = −
∂H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t))

∂x

λ(tf) = 0.

La condición λ(tf) = 0 se llama condición de transversalidad y ésta se
tiene cuando x(tf ) es libre.

Como una consecuencia del teorema (1.4.1) se tiene que

∂H

∂u
= 0,

en u∗ para cada t, es decir, el Hamiltoniano tiene un punto cŕıtico en u∗.
Usualmente a esta condición se le llama condición de optimalidad y nos
permite caracterizar al control óptimo.

Muchos de los problemas de control óptimo, para ser realistas, requieren que
el conjunto de controles sea acotado. En nuestros modelos éste es el caso.
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1.4.2. Existencia de un par óptimo (x0, u
∗).

Hasta aqúı, hemos encontrado condiciones necesarias para resolver el proble-
ma de control. Ahora, es importante estudiar bajo que condiciones se da la
existencia de un control óptimo u∗.

El siguiente resultado se encuentra en Fleming and Rishel ([13], teorema 4.1
y su corolario p. 68–69).

Teorema 1.4.2 Considere el problema de control óptimo con L continua, y
supóngase que se satisfacen las condiciones:

1. F es no vaćıo.

2. U es convexo y cerrado.

3. f(t, x, u) = α(t, x) + β(t, x)u.

4. L es convexo en U.

5. Existen constantes c1, c2 > 0 y β > 1 tales que

L(t, x, u) ≥ c1 | u |β −c2.

Entonces, existe (x0, u
∗(t)) que minimiza a J (x0, u) en F .
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Caṕıtulo 2

Modelo básico para la dinámica

viral de la hepatitis C

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se analiza la dinámica de la hepatitis C, apartir del modelo
matemático propuesto en Avendaño et al [3], considerando solamente tres
poblaciones: hepatocitos sanos y enfermos, y carga viral. Este sistema tiene
dos posibles estados de equilibrio: el estado del individuo sano y el estado del
enfermo endémico. Se establece la estabilidad global del modelo, posterior-
mente introducimos un nuevo parámetro al modelo, el cual mide la eficacia
del interferón en el tratamiento del VHC. Por último se presentan resultados
numéricos que ilustran la dinámica del VHC en pacientes crónicos con y sin
tratamiento.

2.2. Modelo básico sin respuesta inmune

El modelo matemático para la dinámica del VHC propuesto y estudiado en
Avendaño et al [3] está dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − δHiT − µiHi,

V̇ = pHi − µvV,

Ṫ = βTV (1− T
Tmax

)− µTT,

(2.1)
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donde las variables de estado del sistema y la suposiciones son las siguientes:

Hs(t) es la población de hepatocitos sanos en el h́ıgado en el tiempo t
(células/mm3). Éstas se generan a una tasa constante βs y mueren a
una tasa per capita µs.

Hi(t) es la población de hepatocitos infectados (enfermos) en el h́ıgado
en el tiempo t (células/mm3). Los hepatocitos sanos Hs se convierten
en infectados Hi, con una tasa proporcional al producto del número de
hepatocitos sanos Hs por la carga viral V , con tasa de infección k.

V (t) es la carga viral del VHC en el tiempo t (UI
µL

). El VHC se produce
dentro de un hepatocito infectado Hi a una razón de p viriones por
hepatocito infectado por d́ıa, y mueren con una tasa de mortalidad per
capita µv . Dado que los hepatocitos infectados Hi mueren a causa de
la replicación del VHC en su interior, se supondrá que µi ≥ µs.

T (t) es la población de las células T killer (células de tipo CD8+) en el
tiempo t (células/mm3). Las células T killer destruyen a los hepatocitos
infectados Hi a una tasa proporcional al producto del número de hepa-
tocitos infectados Hi por el número de células T killer, con constante
de proporcionalidad δ.

Bajo la presencia de los VHC, las células T killer se reproducen de
manera proporcional a la carga viral V con una tasa de saturación
βT (1 − T/Tmax), donde βT es la tasa de reproducción de las células T
killer al ignorar el supuesto de saturación, y Tmax es el nivel máximo de
células T killer en el organismo. Por otro lado, dichas células mueren a
una tasa per capita µT

A continuación analizamos el modelo básico sin respuesta inmune, el cual es
similar al presentado por Neumann et al [32] para evaluar el tratamiento con
interferón para pacientes con VHC.

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − µiHi,

V̇ = pHi − µvV.

(2.2)

Las suposiciones para Hs, Hi y V son las mismas que las del modelo (2.1),
salvo las que involucran a la variable T .
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El conjunto donde el sistema (2.2) tiene sentido biológico como se muestra
en [1] está dado por

Υ =

{

(Hs, Hi, V ) ∈ R3
+ :

0 ≤ Hs ≤ HM , 0 ≤ Hi ≤ HM ,
Hs +Hi ≤ HM , 0 ≤ V ≤ VM

}

,

donde HM = βs

µs
es la población máxima de hepatocitos en el h́ıgado de un

individuo sano y VM = pHM

µv
es la máxima carga viral que una persona puede

soportar.

Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (2.2), hacemos

ẋ(t) = (Ḣs(t), Ḣi(t), V̇ (t)) = (0, 0, 0).

De la primera y tercera ecuación del sistema (2.2) vemos que

H∗
i =

µv

p
V ∗, H∗

s =
βs

µs + kV ∗
,

al sustituir H∗
i y H∗

s en la segunda ecuación de (2.2) se obtiene que

V ∗(kβs −
µiµvµs

p
−
kµiµv

p
V ∗) = 0,

Si V ∗ = 0, tenemos el punto de equilibrio

E0 = (
βs
µs

, 0, 0),

que corresponde al individuo sano.

Si

kβs −
µiµvµs

p
−
kµiµv

p
V ∗ = 0,

se obtiene que

V ∗ =
µs

k
[R0 − 1],

donde R0 =
kβsp

µiµvµs
y lo llamamos número reproductivo básico, obtenien-

do aśı el segundo punto de equilibrio

E1 = (
βs

µs + kV ∗
,
µvV

∗

p
, V ∗),
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que corresponde al enfermo crónico.
El siguiente resultado está desarrollado detalladamente por Alavez-Ramı́rez
et al. [1].

Teorema 2.2.1 Tomando µi ≥ µs, se tiene

1. Si R0 ≤ 1, entonces E0 = (βs

µs
, 0, 0) es el único punto de equilibrio del

sistema (2.2) en Υ que corresponde al individuo sano, el cual es global
asintóticamente estable.

2. Si R0 > 1, entonces el sistema (2.2) tiene dos puntos de equilibrio en
Υ, E0 que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico

E1 = (
βs

µs + kV ∗
,
µvV

∗

p
, V ∗),

el cual es local asintóticamente estable.

Demostración. Sólo daremos de manera general la idea de la prueba, para
los detalles puede consultar [1].

La estabilidad local del equilibrio E0 está determinada por los valores propios
de la matriz Jacobiana del sistema (2.2) evaluada en E0, la cual está dada
por

J(E0) =





−µs 0 −k βs

µs

0 −µi k βs

µs

0 p −µv



 ,

E0 es asintóticamente estable si y sólo si, todos los valores propios de J(E0)
tienen parte real negativa, y esto se cumple si

R0 =
µiµvµs

kβsp
< 1.

Para demostrar la estabilidad global del equilibrio E0 usamos la siguiente
función de Lyapunov

U(Hs, Hi, V ) = pHi + µiV.

La derivada orbital de U está dada por

U̇ = [pkHs − µiµv]V,
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y como Hs ≤
βs

µs
y R0 > 1 se obtiene que

U̇ = [pkHs − µiµv]V ≤ pk
βs
µs

− µiµv ≤ 0.

Para probar la estabilidad local del equilibrio endémico E1, de nuevo se con-
sidera la matriz Jacobiana del sistema (2.2) evaluada en E1

J(E1) =







R0 0 − kβs

µsR0

µs[R0 − 1] −µi
kβs

µsR0)

0 p −µv







la cual tiene como polinomio caracteŕıstico

p(λ) = λ3 + (a+ b)λ2 + abλ + c,

donde

a = µsR0 > 0,
b = µi + µv > 0,
c = µiµsµv[R0 − 1].

(2.3)

Por el criterio de Routh-Hurwitz, se necesita que

∆1 = det(a + b) = a + b > 0,

∆2 = det

(

a+ b 1
c ab

)

= (a+ b)ab− c > 0,

∆3 = det





a+ b 1 0
c ab a + b
0 0 c



 = c∆2 > 0,

(2.4)

lo cual ocurre si R0 > 1. �

2.3. Estabilidad global de E1

En esta sección como parte de nuestro trabajo de investigación, probaremos
la estabilidad global de E1, mediante el enfoque geométrico dado por Mul-
downey, el cual se explica con detalle en el caṕıtulo 1.

Empezamos enunciando el resultado sobre la estabilidad global.
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Teorema 2.3.1 Si R0 > 1 el único punto de equilibrio E1 en el interior de
Υ es global asintóticamente estable.

Para la prueba de la estabilidad global de E1, usaremos la teoŕıa de sistemas
competitivos del caṕıtulo 1. Espećıficamente probaremos que el conjunto

Υ \ {(
βs
µs

, 0, 0)},

es una región de estabilidad asintótica para E1.

Teorema 2.3.2 Cuando R0 > 1, el único equilibrio endémico E1 del sistema
(2.2) es global asintóticamente estable en el interior de Υ. Además, E1 atrae
todas las trayectorias en Υ salvo las que empiezan en el conjunto invariante
W = {(Hs, Hi, V ) : Hi = 0, V = 0} las cuales convergen a E0 a lo largo de
este hiperplano.

Demostración. En [1] se demuestra que el conjunto W es invariante para
el sistema (2.2) y que toda solución con condición inicial en W converge al
equilibrio E0 cuando t → ∞. También se prueba que el campo vectorial da-
do por (2.2) es transversal a la ∂Υ salvo en W y todas las trayectorias que
empiezan ∂Υ \W entran al interior de Υ. Aśı sólo nos resta probar que intΥ
es una región de atracción para E1.
Por el teorema 1.2.3 del caṕıtulo 1, es suficiente demostrar que (2.2) es com-
petitivo, persistente y tiene la propiedad de estabilidad de órbitas periódicas.

Primero notemos que la matriz Jacobiana del sistema (2.2) está dada por

J =





−kV − µs 0 −kHs

kV −µi kHs

0 p −µv



 .

Ahora considerando la matriz

H =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 .

Se obtiene que
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HJH =





−kV − µs 0 −kHs

−kV −µi −kHs

0 −p −µv



 .

Lo anterior implica que el sistema (2.2) es competitivo en Υ.

Para probar la persistencia, consideremos la función

U = Hi +
(R0 + 1)µi

2p
V.

La derivada de U a lo largo de las soluciones de (2.2) es

U̇ = Ḣi +
(R0 + 1)µi

2p
V̇

= [kHsV − µiHi] +
(R0 + 1)µi

2p
[pHi − µvV ]

=

[

kHs −
(R0 + 1)µiµv

2p

]

V +

[

(R0 + 1)µip

2p
− µi

]

Hi

=

[

kHs −
(R0 + 1)µiµvβsµsk

2pkβsµs

]

V +

[

(R0 + 1)µi

2
− µi

]

Hi

=

[

Hs − (1 +
1

R0

)
βs
2µs

]

kV +

[

R0 + 1

2
− 1

]

Hi.

Como R0 > 1, se tienen las desigualdades

1

2
(1 +

1

R0
) < 1,

R0 + 1

2
> 1,

por lo que

0 < (1 +
1

R0
)
βs
2µs

<
βs
µs

.

Tomando (1 + 1
R0
) βs

2µs
< Hs <

βs

µs
, Hi > 0 y V > 0, existe una vecindad UE0

de E0 tal que para (Hs, Hi, V ) ∈ UE0
∩ Υ̊ se tiene que las expresiones dentro

de los paréntesis cuadrados son positivas. En esta vecindad U̇ > 0 a menos
que Hi = V = 0. Por lo tanto las órbitas que comienzan en UE0

∩ Υ̊ se alejan
de E0. Como E0 es el único conjunto omega ĺımite del sistema (2.2) en la
frontera de Υ, se demuestra la persistencia del sistema.
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Por último, para probar que el sistema (2.2) cumple con la propiedad de esta-
bilidad de órbitas periódicas, necesitamos demostrar que la segunda ecuación
compuesta de dicho sistema es asintóticamente estable.

La matriz segunda compuesta del sistema (2.2) es

J [2] =





−kV − µs − µi kHs kHs

p −kV − µs − µv 0
0 kV −µi − µv



 .

Obtenemos aśı, la segunda ecuación compuesta del sistema

Ẋ = (−kV − µs − µi)X + kHs(Y + Z),

Ẏ = pX + (−kV − µs − µv)Y,

Ż = kV Y + (−µi − µv)Z,

(2.5)

Para demostrar que el sistema (2.5) es asintóticamente estable en una solu-
ción periódica p(t), usaremos la siguiente función de Lyapunov, la cual es del
mismo tipo que usan en [25, 42].

L(X, Y, Z,Hs, Hi, V ) = ‖(X,
Hi

V
Y,
Hi

V
Z)‖,

donde ‖ · ‖ es la norma en R3 definida por

‖(X, Y, Z)‖ = sup{|X|, |Y |+ |Z|}.

La persistencia uniforme de las variables de estado del sistema (2.2), implican
que la órbita de p(t) permanece a una distancia positiva de la frontera de Υ,
por lo que existe una constante ε > 0 tal que

Hi(t) ≥ ε, V (t) ≥ ε. (2.6)

Se deduce pues, que L está bien definida a lo largo de p(t) y se satisface para
t ≥ 0 la desigualdad

L(X, Y, Z,Hs, Hi, V ) ≥ ε‖(X, Y, Z)‖, (2.7)

y su derivada por la derecha [8], se define como

D+L(t) = ĺım sup
t→0+

L(t+ h)− L(t)

h
.
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Para estimar la derivada D+L cuando t ≥ 0. Empezamos estimando las
derivadas D+ | X |, D+ | Y | y D+ | Z | las cuales se obtienen por cálculos
directos.

D+ | X | ≤ [−kV − µs − µi] | X | +kHs(| Y | + | Z |)

≤ [−kV − µs − µi] | X | +
kHsV

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

.
(2.8)

D+ | Y | ≤ p | X | +(−kV − µs − µv)(| Y |

≤ p | X | +(−kV − µs − µv)
V

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

.

D+ | Z | ≤ kV | Y | +(−µi − µv)(| Z |

≤ (−µs − µv + kV )
V

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

.

En la última desigualdad se usa el hecho de que µi ≥ µs.

Ahora estimamos D+(| Y | + | Z |)

D+(| Y | + | Z |) ≤ p | X | +(−µs − µv)
V

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

(2.9)

Aśı, se tiene que

D+

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

=
Hi

V
[D+(| Y | + | Z |)] +

Hi

V

[

Ḣi

Hi

−
V̇

V

]

≤
Hi

V

[

p | X | +(−µs − µv)
V

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)]

+
Hi

V

[

Ḣi

Hi

−
V̇

V

]

(| Y | + | Z |)

≤ p
Hi

V
| X | +

[

Ḣi

Hi

−
V̇

V
− µs − µv

]

Hi

V
(| Y | + | Z |).

(2.10)
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Afirmación 1 Si

g1(t) = −kV − µs − µi +
kHsV
Hi

,

g2(t) = pHi

V
+ Ḣi

Hi
− V̇

V
− µs − µv,

entonces

D+L(t) ≤ sup{g1(t), g2(t)}L(t). (2.11)

Demostración de la afirmación.

Para demostrar la afirmación, vamos a considerar 3 casos:

Caso 1. L(t) =| X |.
En este caso Hi

V
(| Y | + | Z |) ≤| X | y de (2.8) se tiene que

D+L(t) =D+ | X |≤ [−kV − µs − µi] | X | +
kHsV

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

≤

[

−kV − µs − µi +
kHsV

Hi

]

| X |

= g1(t)L(t) ≤ sup{g1(t), g2(t)}L(t).

Caso 2. L(t) = Hi

V
(| Y | + | Z |).

En este caso | X |≤ Hi

V
(| Y | + | Z |) y por (2.10) obtenemos

D+L(t) =
Hi

V
(| Y | + | Z |) ≤ [−kV − µs − µi] | X | +

kHsV

Hi

(

Hi

V
(| Y | + | Z |)

)

≤

[

p
Hi

V
+
Ḣi

Hi

−
V̇

V
− µs − µv

]

Hi

V
(| Y | + | Z |)

= g2(t)L(t) ≤ sup{g1(t), g2(t)}L(t).

Caso 3. L(t) =| X |= Hi

V
(| Y | + | Z |). En este caso la desigualdad se

obtiene de (2.8) ó (2.10), queda aśı demostrada la afirmación.

Continuando con la demostración del teorema, notemos que directamente del
sistema (2.2), se tienen las relaciones

24



Ḣi

Hi
= kHsV

Hi
− µi,

V̇
V
= pHi

V
− µv.

Sustituyendo en g1(t) y g2(t), se obtiene

g1(t) =
Ḣi

Hi
− kV − µs,

g2(t) =
Ḣi

Hi
− µs.

De lo anterior, es claro que

sup{g1(t), g2(t)} ≤
Ḣi

Hi

− µs,

y por lo tanto, de (2.11) y la desigualdad de Gronwall se tiene

L(t) ≤ L(0)
Hi(t)

Hi(0)
e−µst ≤ L(0)

HM

Hi(0)
e−µst,

lo cual implica que L(t) → 0 cuando t→ ∞. Aśı, de la desigualdad dada por
(2.7), es inmediato que

(X(t), Y (t), Z(t)) → 0,

cuando t→ ∞.
En conclusión, hemos probado que el sistema lineal (2.5) es orbital asintótica-
mente estable en la solución periódica p(t). Por lo tanto E1 es global asintóti-
camente estable en el intΥ. �

2.4. Tratamiento

Con la identificación del virus de la hepatitis C, los esfuerzos para combatir la
enfermedad se han concentrado en eliminar el VHC con terapias antivirales.
La primera elección para este tipo de tratamiento consiste en la aplicación de
interferón-α. Este fármaco, además de inhibir la replicación del virus, protege
al organismo contra la infección del VHC adhiriéndose a las células sanas [12].
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Para determinar la eficacia de la terapia con interferón y ribavirina, se han
utilizado modelos matemáticos que han tenido éxito en la explicación de
los patrones en los cambios de la carga viral en pacientes bajo tratamiento
[9, 10, 11].
Neumann et al. [32] describen la dinámica del VHC bajo tratamiento con
inteferón-α mediante el modelo matemático básico:

Ḣs = βs − (1− η)kHsV − µsHs,

Ḣi = (1− η)kHsV − µiHi,

V̇ = (1− ǫ)pHi − µV V,

(2.12)

donde 0 ≤ η ≤ 1 denota la eficacia del tratamiento en reducir nuevas células
infectadas y 0 ≤ ǫ ≤ 1 representa la eficacia del tratamiento en bloquear la
liberación de nuevos viriones.

En los resultado de Newmann se concluye que el efecto principal de la mo-
noterapia con interferón-α es bloquear la replicación viral. Aśı, modificamos
el modelo (2.12) en la forma:

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − µiHi,

V̇ = (1− u)pHi − µvV,

(2.13)

donde u es la eficacia del fármaco en el tratamiento. Se considera que 0 ≤
u ≤ 1, es decir u = 0,9 representa una eficacia del 90% del tratamiento.

Sea R0 =
kβsp

µiµsµV
, de los resultados de la sección 2.2 se infiere que

1. Si (1−u)R0 ≤ 1, entonces E0 = (βs

µs
, 0, 0) es el único punto de equilibrio

del sistema (2.13) en Υ que corresponde al individuo sano, el cual es
global asintóticamente estable.

2. Si (1 − u)R0 > 1 existen dos puntos de equilibrio del sistema (2.13)
en Υ, E0 que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico E1 =
(H∗

s , H
∗
i , V

∗) = ( µV V ∗

(1−u)p
, βs

µs+kV ∗
, µs

k
((1−u)R0−1)) en Υ̊, el cual es global

asintóticamente estable.

Al número uc = 1− 1
R0

se le llama eficacia cŕıtica del tratamiento.
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Observación 2.4.1 Durante el tratamiento, el cual se da para pacientes con
R0 > 1, si u ≥ uc, entonces u > 1 − 1

R0
y esto implica que 1 − u < 1

R0
. En

este caso la eficacia del interferón permite que el enfermo crónico se cure. En
caso contrario, cuando u < uc la carga viral y las celúlas infectadas convergen
al equilibrio endémico E1.

2.5. Resultados numéricos

En esta sección, mostramos los resultados numéricos de la dinámica del VHC
del modelo básico sin tratamiento y con tratamiento con interferón-α. Los
paramétros utilizados son los reportados en [3].

Parámetro Valor
βs 200
µs 0.02
p 100
µi 0.5
k 0.000003
µv 5

Para estos parámetros, se tiene el número reproductivo básico R0 =1.2 y
acorde a la sección anterior, una eficacia de interferón u > uc =0.1666, ga-
rantiza la eventual cura de un enfermo crónico que responda al tratamiento.
Las figuras 2.1 y 2.2 ilustran los resultados numéricos, considerando una
eficacia de tratamiento con interferón de u=0.2.

27



0 50 100 150 200 250 300 350 400
3000

3200

3400

3600

3800

4000

4200

4400

4600

4800

5000

Tiempo en días

 H
ep

at
oc

ito
s 

sa
no

s 
H

s

 

 
sin tratamiento
con tratamiento

(a) Hepatocitos sanos.

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

50

100

150

200

250

300

350

Tiempo en días

H
ep

at
oc

ito
s 

in
fe

ct
ad

os
 H

i

 

 
sin tratamiento
con tratamiento

(b) Hepatocitos infectados.

Figura 2.1: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. Con R0 =1.2 y eficacia de interferón
u =0.2.
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Figura 2.2: Comparación de la carga viral V con, y sin tratamiento. Con
R0 =1.2 y eficacia del interferón u =0.2.

Consideremos ahora los parámetros

Parámetro Valor
βs 200
p 100
k 0.000009
µs 0.02
µi 0.5
µv 5

Para este caso el número reproductivo básico es R0 =3.6 y para tener exito
en el tratamiento se necesita una eficacia con interferón de tal manera que
u > uc =0.722. Las simulaciones numéricas para u =0.75, se ilustran en las
figuras 2.3 y 2.4.
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Figura 2.3: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. Con R0=3.6 y eficacia de interferón
u =0.75.
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Figura 2.4: Comparación de la carga viral V con, y sin tratamiento. Con
R0=3.6 y eficacia del interferón u =0.75.

2.5.1. Discusión

En esta sección presentamos una interpretación de los resultados obtenidos
en este caṕıtulo. El parámetro R0 = βskp

µsµiµv
representa la condición umbral

que determina la existencia de un estado infeccioso en el individuo, aśı, para
R0 < 1 el punto de equilibrio donde no hay enfermedad E0 es global asintóti-
camente estable; mientras que para R0 > 1 las trayectorias con condicio-
nes iniciales diferentes a (Hs, 0, 0) se aproximan al estado infeccioso cuando
t→ ∞.

Para el rango de valores admisibles, las soluciones tienden exponencialmente
al punto de equilibrio E0 en el caso R0 ≤ 1, mientras que para R0 > 1 las
soluciones oscilan al punto de equilibrio endémico E1. Tal situación se ilustra
en las cuatro figuras de la sección anterior.

En el tratamiento de la hepatitis crónica se buscan fármacos eficientes para
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controlar la infección. Uno de los tratamientos consiste en la administración
de interferón cuya acción es bloquear las nuevas infecciones. En el modelo
básico (2.2) este efecto se simula disminuyendo la tasa de infección k a la cual
las células sanas Hs son infectadas por los viriones V mediante el factor 1−u.

De las figuras 2.1 y 2.2 podemos observar que para R0 =1.2 se necesita
una eficacia pequeña del 20%, mientras que en las figuras 2.1 y 2.2 para
R0=3.6 se requiere una eficacia del 75%, que corresponde a más del triple
de la anterior. Esto significa que para enfermos con una condición crónica
severa se necesitan tratamientos muy eficaces, para este fin, en la actualidad
se estan administrando terapias combinadas de interferón con la rivabirina.
En el caṕıtulo 4 modelaremos este tipo de terapias.
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Caṕıtulo 3

Problema de Control para el

modelo básico con tratamiento

Consideremos de nuevo el modelo básico que describe la dinámica viral del
VHC dado por el sistema (2.13)

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − µiHi,

V̇ = (1− u)pHi − µvV.

El objetivo de este caṕıtulo consiste en formular el problema de tal manera
que sean minimizados la carga viral V, los hepatocitos infectados Hi y los
efectos secundarios de la terapia con respecto al control u, el cual mide la
eficacia del interferón.

3.1. Planteamiento del problema de control

Para plantear el problema de control consideramos el funcional de costo

J [u] =
1

2

∫ T

0

[C1H
2
i (t) + C2V

2(t) +Ru2(t)]dt.

Los primeros dos términos representan los principales objetivos biológicos, es
decir, reducir la cantidad de hepatocitos infectados y la carga viral, mientras
que el tercer término representa el costo de la administración del medicamen-
to. Las constantes positivas C1 y C2, representan los coeficientes de costos

33



asociados a las variables Hi y V . La constante positiva R se considera como
un balance del costo y la gravedad de los efectos secundarios del fármaco.
Cuando se administra el medicamento, éste produce una alta toxicidad para
el cuerpo humano, lo que fundamenta la adopción de las condiciones de con-
trol de segundo grado en lugar del control lineal.

El Lagrangiano para el problema de control está dado por

L(Hs(t), Hi(t), V (t), u(t), t) =
1

2
[C1H

2
i (t) + C2V

2(t) +Ru2(t)],

Aśı, resolver el problema de control óptimo consiste en

mı́n J [u] (3.1)

sujeto al sistema (2.13), con las condiciones iniciales

Hs(0) = H0
s , Hi(0) = H0

i , V (0) = V 0), u ∈ U, (3.2)

donde

U = {w : [0, T ] −→ [0, 1] : w es continua }.

3.1.1. Existencia del control óptimo

Para probar que existe un control óptimo, usamos el Teorema 1.4.2 del caṕıtu-
lo 1.

Teorema 3.1.1 Consideremos el problema de control planteado con L con-
tinua, entonces existe u∗ ∈ U tal que

J [u∗] = mı́n{J [u] : u ∈ U}.

Demostración. Según el teorema 1.4.2, necesitamos probar que:

1. El conjunto de pares admisibles F es no vaćıo.

2. U es convexo y cerrado.

3. El sistema (2.13) se puede escribir como ẋ = α(t, x) + β(t, x)u.
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4. L es convexo en U.

5. Existen constantes c1, c2 > 0 y β > 1 tales que

L(t, x, u) ≥ c1 | u |β −c2.

Como las soluciones del sistema (2.13) son acotadas y sus coeficientes son
acotados, podemos usar un resultado de Lukes ([28],teorema 9.2.1) para pro-
bar la existencia de un par admisible (x0, u) ∈ F . Por lo tanto F 6= φ y (1)
se tiene.

Claramente U es convexo y acotado por definición, aśı que (2) se cumple
directamente.

También se tiene la convexidad del Lagrangiano, porque es una función
cuadrática en u, y por lo tanto se cumple (4).

Para probar (3) notemos que el sistema (2.13) se puede escribir como





Ḣs

Ḣi

V̇



 =





βs − kHsV − µsHs

kHsV − µiHi

pHi − µvV



−





0
0
pHi



u

Sólo resta probar (5). Para esto, notemos que por definición se tiene que para
c1 > 0

c1u
2 ≤ c1u ≤ c1,

y en consecuencia

c1u
2 − c1 ≤ c1u− c1 ≤ 0.

Por lo tanto

L(Hs(t), Hi(t), V (t), u(t), t) =
1

2
[C1H

2
i (t)+C2V

2(t)+Ru2(t)] ≥ 0 ≥ c1 | u |2 −c1.

Dado que se cumple (1)− (5), existe (x0, u
∗(t)) que minimiza a J (x0, u) en

F . �
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3.1.2. Caracterización del control óptimo

Como ya probamos que existe un par óptimo (x0, u
∗), usaremos el teorema

3.3 del caṕıtulo 1 para dar una caracterización de u∗.

Teorema 3.1.2 Dado el control óptimo u∗ asociado al problema dado por
3.1, 3.2, y la solución óptima de (2.13), existen funciones λi(t), i = 1, 2, 3
continuamente diferenciables, que satisfacen

λ̇1 = λ1kV + λ1µs − λ2kV,

λ̇2 = −C1Hi + λ2Hi − λ3(1− u∗)p,

λ̇3 = −C2V + λ1kHs − λ2kHs + λ3µv,

(3.3)

donde λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3 son las condiciones de transversalidad.
Además u∗ satisface

u∗(t) = mı́n

{

máx

{

0,
pλ3(t)Hi(t)

R

}

, 1

}

.

Demostración.

El Hamiltoniano asociado al problema de control es

H(x(t), u(t), λ(t)) =
1

2
[C1H

2
i (t) + C2V

2(t) +Ru2(t)]

+ λ1[βs − kHsV − µsHs] + λ2[kHsV − µiHi]

+ λ3[(1− u)pHi − µvV ]− v1u− v2(1− u),

donde, v1(t), v2(t) ≥ 0 son multiplicadores de penalización que garantizan
que u ∈ [0, 1] y satisfacen v1u

∗ = 0, v2(1− u∗) = 0.

Por el teorema de Pontryagin 3.3 del caṕıtulo 1, se tiene que

λ̇1 = − ∂H
∂Hs

= λ1kV + λ1µs − λ2kV,

λ̇2 = − ∂H
∂Hi

= −C1Hi + λ2Hi − λ3(1− u∗)p,

λ̇3 = −∂H
∂V

= −C2V + λ1kHs − λ2kHs + λ3µv,

con condiciones de transversalidad λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3.

36



Para caracterizar u∗ usamos la condición de optimalidad

∂H(u∗)

∂u
= 0,

lo cual implica que

Ru∗ − λ3pHi − v1 + v2 = 0.

Aśı que

u∗ =
pλ3Hi + (v1 − v2)

R
.

Para obtener una expresión expĺıcita para el control óptimo u∗ consideramos
los siguientes casos:

Si 0 < u∗(t) < 1, entonces v1(t) = 0 = v2(t) y esto implica que

u∗(t) =
pλ3Hi

R
.

Si u∗ = 0, se tiene v2 = 0, v1 ≥ 0 y aśı

0 = u∗(t) =
pλ3Hi + v1

R
,

como v1(t) ≥ 0, entonces
pλ3Hi

R
≤ 0.

Si u∗(t) = 1, se tiene que v1(t) = 0, v2 ≥ 0 y en este caso

1 = u∗(t) =
pλ3Hi − v2

R
,

pero como v2 ≥ 0, concluimos que

1 ≤
pλ3Hi

R
.
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Juntando los 3 casos anteriores, u∗ queda caracterizado completamente por

u∗(t) =







0 si pλ3Hi

R
≤ 0

pλ3Hi

R
si 0 < pλ3Hi

R
< 1

1 si pλ3Hi

R
≥ 1.

En notación compacta

u∗(t) = mı́n

{

máx

{

0,
pλ3(t)Hi(t)

R

}

, 1

}

.

�

El problema de optimalidad está dado por el sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con valores en la frontera, de acuerdo al teorema 3.3.

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − µiHi,

V̇ = (1− u)pHi − µvV,

λ̇1 = λ1kV + λ1µs − λ2kV,

λ̇2 = −C1Hi + λ2Hi − λ3(1− u∗)p,

λ̇3 = −C2V + λ1kHs − λ2kHs + λ3µv,

u∗(t) = mı́n{máx(0, pλ3(t)Hi(t)
R

), 1},
Hs(0) = H0

s , Hi(0) = H0
i , V (0) = V 0, λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3.

(3.4)

3.1.3. Unicidad del control óptimo

Para probar la unicidad del control óptimo, utilizaremos el hecho de que las
soluciones del sistema (2.13) y las ecuaciones adjuntas, las cuales dependen
de las variables de estado y el control, también están acotadas.

Teorema 3.1.3 Para T suficientemente pequeña, las soluciones acotadas del
sistema de optimalidad (3.4) son únicas.

Demostración. sean (Hs, Hi, V, λ1, λ2, λ3) y (H̄s, H̄i, V̄ , λ̄1, λ̄2, λ̄3) dos so-
luciones diferentes del sistema de optimalidad.
Elegimos m > 0 de tal manera que

Hs(t) = emth(t), Hi(t) = emtq(t), V (t) = emtg(t),
λ1(t) = e−mtw(t), λ2(t) = e−mtr(t), λ3(t) = e−mtj(t),
H̄s(t) = emth̄(t), H̄i(t) = emtq̄(t), V̄ (t) = emtḡ(t),
λ̄1(t) = e−mtw̄(t), λ̄2(t) = e−mtq̄(t), λ̄3(t) = e−mtj̄(t),

(3.5)
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Adicionalmente sean

u∗ = min{max{0, pλ3Hi

R
}, 1},

ū∗ = min{max{0, pλ̄3H̄i

R
}, 1},

(3.6)

los controles óptimos asociados a los sistemas de optimalidad.

Sustituyendo las expresiones (3.5) en las ecuaciones del sistema de optimali-
dad (3.4), se obtiene que

ḣ+mh = e−mtβs − kemthg − µsh,
q̇ +mq = kemthg − µiq,
ġ +mg = p(1− u∗)q − µvg,
ẇ −mw = kemtwg + µsw − kemtrg,
ṙ −mr = −C1e

2mtq + emtrq − p(1− u∗)j,
j̇ −mj = −C2e

2mtg + kemtwh− kemtrh+ µvj,
˙̄h+mh̄ = e−mtβs − kemth̄ḡ − µsh̄,
˙̄q +mq̄ = kemth̄ḡ − µiq̄,
˙̄g +mḡ = p(1− u∗)q̄ − µvḡ,
˙̄w −mw̄ = kemtw̄ḡ + µsw̄ − kemtr̄ḡ,
˙̄r −mr = −C1e

2mtq̄ + emtr̄q̄ − p(1− u∗)j̄,
˙̄j −mj̄ = −C2e

2mtḡ + kemtw̄h̄− kemtr̄h̄ + µvj̄,

(3.7)

Adicionalmente por las expresiones para u∗ y ū∗ dadas en (3.6), se tiene que

u∗ − ū∗ ≤ [
p

R
(qj − q̄j̄)].

Sean N1, N2, y N3 cotas superiores de w, r y j respectivamente. Tam-
bién como e−mt ≤ 1 para t ≥ 0, se tiene que h(t) ≤ e−mtHs(t) ≤ HM ,
q(t) ≤ e−mtHi(t) ≤ HM , y g(t) ≤ e−mtV (t) ≤ VM . Por último, notemos que
emt ≤ emT , para toda t ∈ [0, T ].

A continuación tomamos las diferencias (ḣ− ˙̄h), (q̇− ˙̄q), (ġ− ˙̄g), (ẇ− ˙̄w), (ṙ− ˙̄r)

y (j̇− ˙̄j), las multiplicamos por (h−h̄), (q− q̄), (g− ḡ), (w−w̄), (r− r̄), (j− j̄)
respectivamente e integramos de 0 a T, obtenemos las siguientes ecuaciones
integrales
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1

2
[h− h̄]2(T ) +m

∫ T

0

(h− h̄)2dt = −k

∫ T

0

emt(hg − h̄ḡ)(h− h̄)dt

− µs

∫ T

0

(h− h̄)2dt,

(3.8)

1

2
[q − q̄]2(T ) +m

∫ T

0

(q − q̄)2dt = k

∫ T

0

emt(hg − h̄ḡ)(q − q̄)dt

− µi

∫ T

0

(q − q̄)2dt,

(3.9)

1

2
[g − ḡ]2(T ) +m

∫ T

0

(g − ḡ)2dt = p

∫ T

0

(u∗ − ū∗)(q − q̄)(g − ḡ)dt

− µv

∫ T

0

(g − ḡ)2dt,

(3.10)

1

2
[w − w̄]2(0) +m

∫ T

0

(w − w̄)2dt = −k

∫ T

0

emt(wg − w̄ḡ)(w − w̄)dt

+ k

∫ T

0

emt(rg − r̄ḡ)(w − w̄)dt

− µs

∫ T

0

(w − w̄)2dt,

(3.11)

1

2
[r − r̄]2(0) +m

∫ T

0

(r − r̄)2dt = C1

∫ T

0

e2mt(q − q̄)(r − r̄)dt

−

∫ T

0

emt(rq − r̄q̄)(r − r̄)dt

+ p

∫ T

0

(u∗ − ū∗)(j − j̄)dt,

(3.12)
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1

2
[j − j̄]2(0) +m

∫ T

0

(j − j̄)2dt = C2

∫ T

0

e2mt(g − ḡ)(j − j̄)dt

− k

∫ T

0

emt(wh− w̄h̄)(j − j̄)dt

+ k

∫ T

0

emt(hr − h̄r̄)(j − j̄)dt

− µv

∫ T

0

(j − j̄)2.

(3.13)

Ahora tenemos que encontrar cotas en los lados derechos de las ecuaciones
integrales anteriores. Para obtener estas estimaciones, utilizamos las cotas
del sistema de optimalidad (3.4) y la desigualdad de Cauchy con el fin de
tener expresiones cuadráticas en vez de términos lineales, aśı como algunas
manipulaciones algebráıcas.

Notemos primero que

∫ T

0

(u− ū)2dt =
p2

R2

∫ T

0

(qj − q̄j̄)2dt

=
p2

R2

∫ T

0

(qj − qj̄ + qj̄ − q̄j̄)2dt

=

∫ T

0

[

q2(j − j̄)2 − 2qj̄(j − j̄)(q − q̄) + j̄2(q − q̄)2
]

dt

≤
p2

R2
[H2

M

∫ T

0

(j − j̄)2dt− 2N3HM

∫ T

0

(j − j̄)(q − q̄)dt

+N2
3

∫ T

0

(q − q̄)2dt].

(3.14)
Dado que para dos funciones continuas f, g se cumple

∫ b

a

fgdt ≤

∫ b

a

f 2

2
dt+

∫ b

a

g2

2
dt,

se obtiene que
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∫ T

0

(j − j̄)(q − q̄)dt ≤

∫ T

0

(j − j̄)2

2
dt+

∫ T

0

(q − q̄)2

2
dt.

Por lo tanto concluimos la siguiente desigualdad

∫ T

0

(u− ū)2dt ≤
p2HM

R2
(HM +N3)

∫ T

0

(j − j̄)2dt

+
p2N3

R2
(HM +N3)

∫ T

0

(q − q̄)2dt.

(3.15)

De forma similar se obtienen las estimaciones de los lados derechos de las
ecuaciones (3.8)-(3.13). Mostramos aqúı, algunas de ellas

k

∫ T

0

emt(hg − h̄ḡ)(h− h̄)dt = kemt(
HM

2
+ VM)

∫ T

0

(h− h̄)2dt

+
kemtHM

2

∫ T

0

(g − ḡ)2dt,

(3.16)

p

∫ T

0

emt(u− ū)(q − q̄)(g − ḡ)dt =
p3HM

2R2
(HM +N3)

∫ T

0

(j − j̄)2dt

+
p3N3

2R2
(HM +N3)

∫ T

0

(q − q̄)2dt

+ pH2
M

∫ T

0

(g − ḡ)2dt,

(3.17)

42



Combinando todas las ecuaciones integrales (3.8)-(3.13), junto con sus esti-
maciones y después de muchos cálculos se obtiene

1

2
[h− h̄]2(T ) +

1

2
[q − q̄]2(T ) +

1

2
[g − ḡ]2(T )

+
1

2
[w − w̄]2(0) +

1

2
[r − r̄]2(0) +

1

2
[j − j̄]2(0)

+m

∫ T

0

[

(h− h̄)2 + (q − q̄)2 + (g − q̄)2 + (w − w̄)2 + (r − r̄)2 + (j − j̄)2
]

dt

≤ emt

[

2VM +
HM

2
+
N1

2

]
∫ T

0

(h− h̄)2dt

+ emt

[

k(Hm + VM) +
C1e

mT

2
+
N2

2

] ∫ T

0

(q − q̄)2dt

+ emt

[

3kHm

2
+
k(N1 +N2)

2
+
C2

2

]
∫ T

0

(g − ḡ)2dt

+ emt

[

k(N1 +N2)

2
+

3VM
2

+
HM

2

] ∫ T

0

(w − w̄)2dt

+ emt

[

k(Hm + VM)

2
+
C1e

mT

2
+HM +

N2

2

]
∫ T

0

(r − r̄)2dt

+ emt

[

C2e
mT

2
+
k(N1 + 2HM +N2)

2

]
∫ T

0

(j − j̄)2dt

+
p3N1(HM +N1)

R2

∫ T

0

(q − q̄)2dt+ pH2
M

∫ T

0

(g − ḡ)2dt

+

[

p3HM(HM +N1)

R2
+
p

2

]
∫ T

0

(j − j̄)2dt.

Agrupando los términos cuadráticos, finalmente obtenemos

1

2
[h− h̄]2(T ) +

1

2
[q − q̄]2(T ) +

1

2
[g − ḡ]2(T )

+
1

2
[w − w̄]2(0) +

1

2
[r − r̄]2(0) +

1

2
[j − j̄]2(0)

+m

∫ T

0

[

(h− h̄)2 + (q − q̄)2 + (g − q̄)2 + (w − w̄)2 + (r − r̄)2 + (j − j̄)2
]

dt

≤ (D1e
mt +D2)

∫ T

0

[(h− h̄)2 + (q − q̄)2 + (g − q̄)2 + (w − w̄)2 + (r − r̄)2

+ (j − j̄)2]dt.
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donde D1 y D2 dependen de los coeficientes y cotas de las variables de esta-
dos y adjuntas.

La expresión anterior implica que

(m−D1e
mt−D2)

∫ T

0

[(h−h̄)2+(q−q̄)2+(g−q̄)2+(w−w̄)2+(r−r̄)2+(j−j̄)2]dt ≤ 0.

(3.18)
Dado que m no es fija, podemos elegir m > 0 tal que se cumpla

ln

[

(m−D1)

D2

]

> mT.

Para esta T y m que cumplen la desigualdad anterior, se satisface

m−D1 −D2e
mT > 0.

Por lo tanto, de la desigualdad dada por (3.18), concluimos que la expresión
dentro de la integral tiene que ser cero. Aśı que h = h̄, q = q̄, g = ḡ, w = w̄,
r = r̄ y j = j̄. En consecuencia tenemos que u∗ = ū∗ y se prueba el teorema.
�

3.2. Resultados Numéricos

Implementamos el método de barrido adelante-atrás de Runge Kutta de or-
den cuatro en MATLAB. El algoritmo se basa en

1. Hacer una estimación inicial de u∗.

2. Usar la condición inicial Hs(0) = H0
s , Hi(0) = H0

i , V (0) = V 0, el valor
estimado de u∗ y resolver el sistema (2.13) hacia adelante.

3. Usar la condición de transversalidad λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, y las es-
timaciones de u∗ y Hs(t), Hi(t), V (t), para resolver λi(t), i = 1, 2, 3,
hacia atrás.

4. Actualizar el valor de u∗ con los nuevas estimaciones.

5. Checar el criterio de convergencia sobre u∗.
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El control u∗ es aproximado en un periodo de 30 d́ıas utilizando los paráme-
tros reportados en [3],[32]

Parámetro Valor
βs 100
p 200
k 0.00003
µs 0.02
µi 5
µv 5
C1 0.1
C2 0.1
R 0.001

Tabla 3.1: Parámetros para la estimación de u∗. En este caso R0 = 1.2.
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Figura 3.1: Dinámica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y con-
trol óptimo del tratamiento. En este caso R0 =1.2 y la eficacia del interferón
es u =0.2.
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(a) Hepatocitos sanos.
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(b) Hepatocitos infectados.

Figura 3.2: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del trata-
miento. En este caso R0=1.2 y la eficacia del interferón es u =0.2.
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Figura 3.3: Comportamiento del control óptimo. Para R0 =1.2 y eficacia del
interferón u =0.2.

Considerando ahora los parámetros

Parámetro Valor
βs 100
p 200
k 0.00009
µs 0.02
µi 5
µv 5
C1 0.1
C2 0.1
R 0.001

Tabla 3.2: Parámetros para la estimación de u∗. Para este caso R0 = 3.6.
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Figura 3.4: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del trata-
miento. En este caso R0=3.6 y la eficacia del interferón es u =0.75.
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Figura 3.5: Dinámica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y
control óptimo del tratamiento. Para R0 =3.6 eficacia del interferón u =0.75.
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Figura 3.6: Comportamiento del control óptimo. Para el caso R0 =3.6, y
eficacia del interferón u =0.75.
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3.2.1. Conclusiones

En este caṕıtulo se propusieron estrategias óptimas de tratamiento que mini-
micen no sólo la infección, sino también los efectos secundarios generados por
el interferón. Consideramos el modelo básico con tres variables, células sanas
Hs, células infectadas Hi y la carga viral. En Neumann [32] se sugiere que
la principal acción del interferón consiste en frenar la replicación viral, por
esta razón, formulamos el problema de control óptimo de tal manera que se
logren bajar los niveles de células infectadas y carga viral, aśı como minizar
el costo del tratamiento y los efectos secundarios de éste.

El control óptimo se aproximó usando el método de barrido adelante-atrás
de Runge Kutta programado en Matlab, con los valores de los parámetros
dados en las tablas 3.1 y 5.1. La eficacia óptima u∗ se encuentra en el inter-
valo [0, 1], sin embargo, en las simulaciones numéricas consideramos u∗ < 1,
ya que las observaciones biomédicas sugieren que una eficacia del 100% es
poco probable que se obtenga.

El control óptimo u∗ se simula durante un peŕıodo de 30 d́ıas y los resultados
numéricos se presentan en las figuras 3.2, 3.1 y 3.3 para R0 =1.2 y en las
figuras 3.4, 3.5 y 3.6 para R0 =3.6. Se puede observar que la eficacia óptima
del interferón se mantiene en u∗ ≤ 1− ε, con ε =0.1, durante los primeros 4
dias y cae a 0 al quinto d́ıa para mantenerse aśı el resto del periodo de trata-
miento. Estos resultados están acordes con los presentados por Neumann [32].

Las simulaciones se repiten para diferentes coeficientes de costo C1, C2 y R.
Los resultados indican que en los pacientes que responden al tratamiento,
la longitud del peŕıodo de administración de la dosis alta no vaŕıa mucho,
siempre que el coeficiente de costo (económico y efectos secundarios) del tra-
tamiento R sea relativamente pequeño. Para valores grandes de R (como es
de esperar) se necesita un peŕıodo corto de dosis alta. Esto es de vital im-
portancia al decidir sobre un tratamiento óptimo de los fármacos con efectos
secundarios.

Por último, notamos en la figuras 3.2 y 3.1 que la dinámica de las células sanas
Hs, células infectadas Hi y carga viral V sin tratamiento, con tratamiento
y tratamiento óptimo difieren poco entre si durante el periodo de treinta
d́ıas a partir del inicio de la infección, sin embargo para R0 = 3,6 se nota
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en las figuras 3.4 y 3.5 que las diferencias son mayores. Esto se debe a que
el valor de R0 es muy cercano a uno en el primer caso, mientras que en el
segundo caso es mayor y la estrategia del tratamiento es justamente bajar el
número reproductivo básico a valores menores que la unidad. Sin embargo,
cuando no hay tratamiento, después de los treinta d́ıas la carga viral V
vuelve a aumentar y oscila hacia un valor endémico a diferencia de cuando
hay tratamiento óptimo. Por otro lado, para simulaciones con valores de R0

mayores se presentan diferencias mas notables entre las variables de estado
con y sin tratamiento, esto debido a que la severidad de la infección es mayor.
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Caṕıtulo 4

Análisis matemático global del

modelo con respuesta inmune

En este caṕıtulo, se demostrará la estabilidad global del punto de equilibrio
endémico del modelo con respuesta inmune. Para esto, utilizaremos el enfo-
que geométrico dado por Muldowney [30].

4.1. Estabilidad local del modelo

Recordemos el modelo con respuesta inmune (2.1) planteado en el caṕıtulo
2.

Ḣs = βs − kHsV − µsHs,

Ḣi = kHsV − δHiT − µiHi,

V̇ = pHi − µvV,

Ṫ = βT (1−
T

Tmax
)V − µTT,

en el conjunto

Ω =
{

(Hs, Hi, V, T ) ∈ R4
+|Hs +Hi ≤ HM , V ≤ VM , T ≤ TM

}

,

donde HM = βs

µs
es la población máxima de hepatocitos sanos en el h́ıgado

de un individuo sano, VM = pHM

µV
es la máxima carga viral que una persona

puede soportar y TM = (βT

µ∗

T

)VM con µ∗
T = µT + ( βT

Tmax
)VM .
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Se tienen los siguientes resultados dados en [3].

Lema 4.1.1 Si µi ≥ µs, entonces Ω es positivamente invariante para el
sistema (2.1).

Teorema 4.1.1 Sea R0 =
kβsp

µiµsµV
y µi ≥ µs.

1. Si R0 ≤ 1, entonces E0 = (βs

µs
, 0, 0, 0) es el único punto de equilibrio del

sistema (2.1) en Ω que corresponde al individuo sano, el cual es global
asintóticamente estable.

2. Si R0 > 1, existen dos puntos de equilibrio del sistema (2.1) en Ω,
E0 que es inestable y el equilibrio endémico E1 = (H∗

s , H
∗
i , V

∗, T ∗) =
( βs

kV ∗+µs
, µvV

∗

p
, V ∗ βTTmaxV

∗

βTV ∗+µT Tmax
), el cual es localmente asintóticamente

estable.

En el teorema anterior V ∗ es la ráız positiva del polinomio cuadrático

A(V ∗)2 +BV ∗ + C = 0, (4.1)

donde

A = kβTµV (δTmax + µi),
B = −kβsβTp+ δβTµsµvTmax + kµiµvµTTmax + βTµiµsµv,
C = µiµsµvµTTmax − kβspµTTmax,

y tal ráız existe cuando R0 > 1.

4.2. Estabilidad global del equilibrio endémi-

co E1

En esta sección damos una demostración rigurosa para la estabilidad global
del equilibrio endémico E1 del sistema (2.1), aplicando el enfoque geométrico
de Muldowney.
Antes de demostrar el resultado principal de esta sección damos el siguiente:

Lema 4.2.1 Cuando R0 > 1, el sistema (2.1) es uniformemente persistente
en Ω.
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Demostración.

Para probar la persistencia uniforme del sistema (2.1), consideremos de nuevo
la función

L = Hi +
(R0 + 1)µi

2p
V,

definida en la sección 2.3.

La derivada de L a lo largo de las soluciones de (2.1) es

L̇ = Ḣi +
(R0 + 1)µi

2p
V̇

= [kHsV − δHiT − µiHi] +
(R0 + 1)µi

2p
[pHi − µvV ]

=

[

kHs −
(R0 + 1)µiµv

2p

]

V +

[

(R0 + 1)µip

2p
− δT − µi

]

Hi

=

[

Hs −
(R0 + 1)µiµvβsµs

2pkβsµs

]

kV +

[

(R0 + 1)µi

2
− δT − µi

]

Hi

=

[

Hs − (1 +
1

R0
)
βs
2µs

]

kV +

[

1− (
δT

µi

+ 1)
2

R0 + 1

]

(R0 + 1)µi

2
Hi.

Como por hipótesis R0 > 1, se tiene que 1
R0

< 1 y R0+1
2

> 1, lo cual implica

que 1
2
(1 + 1

R0
)βs

µs
< βs

µs
y 2

1+R0
< 1, por lo tanto tomando 1

2
(1+ 1

R0
)βs

µs
< Hs <

βs

µs
, T < µiδ[

R0+1
2

− 1], Hi > 0 y V > 0, existe una vecindad U de E0 tal que,

para (Hs, Hi, V, T ) ∈ U ∩ Ω̊ se tiene que L̇ > 0 a menos que Hs = Hi = 0.
Por lo tanto las órbitas que comienzan en U ∩ Ω̊ se alejan de E0. Como este
punto de equilibrio es el único conjunto omega ĺımite del sistema (2.1), en la
frontera de Ω, entonces el sistema es persistente. �

Enunciamos ahora el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.2.1 Cuando R0 > 1, el único equilibrio endémico E1 del siste-
ma (2.1) es global asintóticamente estable en Ω̊ si se cumple que µs − p >
max{γ1, γ2}, donde

γ1 = −
kC2

HM

+

[

δβT
µ∗
T

+ δ + k +
kµv

p

]

p

µv

HM ,
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γ2 = −
CβT
Tmax

−
Cµv

HM

+ µv +

[

k +
βT
C

+
kp

µv

]

HM .

y C es una constante mayor que cero cuyo valor depende de la persistencia
uniforme del sistema (2.1).
Demostración. Para demostrar la estabilidad global de E1, usaremos el
teorema 1.3.2 del caṕıtulo 1. Espećıficamente tenemos que demostrar lo si-
guiente

1. Que existe un subconjunto absorbente K en el interior de Ω.

2. Que existe existe ν > 0 tal que la medida de Lozinskii satisface µ(B) <
−ν.

La persistencia uniforme, junto con el hecho de que Ω es acotado implican la
existencia de un conjunto compacto absorbente en el interior de Ω [21].

La matriz Jacobiana del sistema (2.1) está dada por

J =









−kv − µs 0 −kHs 0
kV −δT − µi kHs −δHi

0 p −µv 0

0 0 βT (1−
T

Tmax
− βT V

Tmax
− µT ,









,

y de acuerdo a la definición 1.1.2, la matriz segunda componente de la matriz
Jacobiana del sistema (2.1) es

J [2] =

















a11 kHs −δHi kHs 0 0
p a22 0 0 0 0
0 βT (1−

T
Tmax

) a33 0 0 −kHs

0 kV 0 a44 0 δHi

0 0 kV βT (1−
T

Tmax
) a55 kHs

0 0 0 0 p a66

















,

donde

a11 = −kV − µs − δT − µi,
a22 = −kV − µs − µv,
a33 = −kV − µs −

βTV

Tmax
− µT ,
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a44 = −δT − µi − µv,
a55 = −δT − µi −

βT V

Tmax
− µT ,

a66 = −µv −
βTV

Tmax
− µT .

Consideremos ahora la matriz Q(t) de 6× 6 de clase C1 e invertible

Q =

















1
Hi

0 0 0 0 0

0 1
Hi

0 0 0 0

0 0 0 1
Hi

0 0

0 0 1
V

0 0 0
0 0 0 0 1

V
0

0 0 0 0 0 1
V
,

















entonces se cumple

QfQ
−1 = diag(

Ḣi

Hi

,
Ḣi

Hi

,
Ḣi

Hi

,
V̇

V
,
V̇

V
,
V̇

V
),

donde de acuerdo a la sección 1.3, Qf es la matriz que resulta de sustituir
cada entrada Qij de Q por la derivada direccional de Qij en la dirección del
campo vectorial dado por el sistema (2.1).
Por lo tanto, después de hacer operaciones matriciales obtenemos

B = QfQ
−1 +QJ [2]Q−1 =

=





















a11 −
Ḣi

Hi
kHs kHs −δV 0 0

p a22 −
Ḣi

Hi
0 0 0 0

0 kV a44 −
Ḣi

Hi
0 0 δV

0 βT (1−
T

Tmax
)Hi

V
0 a33 −

V̇
V

0 −kHs

0 0 βT (1−
T

Tmax
)Hi

V
kV a55 −

V̇
V

kHs

0 0 0 0 p a66 −
V̇
V
.





















De la segunda y tercera ecuación del sistema (2.1), se tiene que

Ḣi

Hi

=
kHsV

Hi

− δT − µi,

V̇

V
=
pHi

V
− µv,
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Aśı, finalmente tenemos que

B =

















b11 kHs kHs −δV 0 0
p b22 0 0 0 0
0 kV b33 0 0 δV
0 βT (1−

T
Tmax

)Hi

V
0 b44 0 −kHs

0 0 βT (1−
T

Tmax
)Hi

V
kV b55 kHs

0 0 0 0 p b66,

















donde

b11 = −kV − µs −
kHsV
Hi

,

b22 = −kV − µs − µv −
kHsV
Hi

+ δT + µi,

b33 = −µv +
kHsV
Hi

,

b44 = −kV − µs −
βTV

Tmax
− µT − pHi

V
+ µv,

b55 = −δT − µi −
βTV

Tmax
− µT − pHi

V
+ µv,

b66 = − βTV

Tmax
− µT − pHi

V
.

El sistema segundo compuesto del sistema (2.1) está dado como

ż = Bz. (4.2)

Basándonos en [16], consideramos la siguiente norma en R6

‖ z ‖= max{U1, U2}, (4.3)

donde z = (z1, z2, z3, z4, z5, z6) ∈ R6 y U1(z1, z2, z3), U2(z4, z5, z6) se definen
como

U1 =















max{|z1|, |z2|+ |z3|} si sgn(z1) = sgn(z2) = sgn(z3),
max{|z2|, |z1|+ |z3|} si sgn(z1) = sgn(z2) = −sgn(z3),
max{|z1|, |z2|, |z3|} si sgn(z1) = −sgn(z2) = sgn(z3),

max{|z1|+ |z3|, |z2|+ |z3|} si −sgn(z1) = sgn(z2) = sgn(z3).

U2 =















|z4|+ |z5|+ |z6| si sgn(z4) = sgn(z5) = sgn(z6),
max{|z4|+ |z5|, |z4|+ |z6|} si sgn(z4) = sgn(z5) = −sgn(z6),

max{|z5|, |z4|+ |z6|} si sgn(z4) = −sgn(z5) = sgn(z6),
max{|z4|+ |z6|, |z5|+ |z6|} si −sgn(z4) = sgn(z5) = sgn(z6).
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y la función sgn(x) dada como

sgn(x) =







−1 si x < 0,
0 si x = 0,
1 si x > 0.

De la definición de la norma anterior se siguen las desigualdades

|z1|, |z2|, |z3|, |z2 + z3| ≤ U1,

|zi|, |zi + zj |, |z4 + z5 + z6| ≤ U2; i = 4, 5, 6; i 6= j.

De acuerdo a [31], la medida de Lozinskii puede ser estimada como

µ(B) = inf{c : D+ ‖ z ‖≤ c ‖ z ‖}

para toda solución de ż = Bz, donde D+ es la derivada derecha.

Procedemos a estimar la derivada derecha D+ ‖ z ‖ de la norma de z definida
en 4.3. Esto implica dieciséis diferentes casos de acuerdo con los diferentes
octantes y la definición de la norma dentro de cada octante.

Para U1 > U2, tenemos nueve casos. Desarrollaremos los primeros dos con
detalles.
Caso 1: z1, z2, z3 > 0, y |z1| > |z2|+ |z3|. Entonces:

‖ z ‖=| z1 |= z1.

Se tiene

D+ ‖ z ‖= ż1 =

[

−kV − µs −
kHsV

Hi

]

z1 + kHs(z2 + z3)− δV z4

≤

[

−kV − µs −
kHsV

Hi

]

| z1 | +kHs(| z2 | + | z3 |) + δV | z4 |

≤

[

−kV − µs −
kHsV

Hi

+ kHs + δV

]

| z1 |

≤

[

−kV − µs −
kHsV

Hi

+ kHs + δV

]

‖ z ‖,

usando que −δV | z4 |≤ δV | z4 | y | z4 |< U2 <| z1 | .
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Caso 2: z1, z2, z3 > 0, y |z1| < |z2|+ |z3|. Entonces:

‖ z ‖=| z2 | + | z3 |= z2 + z3.

Se tiene

D+ ‖ z ‖= ż2 + ż3 = pz1 +

[

−µs − µv −
kHsV

Hi

+ δT + µi

]

z2

+

[

−µv +
kHsV

Hi

]

z3 + δV z6

≤ p | z1 | +

[

−µv −
kHsV

Hi

+ δT

]

(| z2 | + | z3 |) + δV | z6 |

≤

[

−µv −
kHsV

Hi

+ δT + p+ δV

]

(| z2 | + | z3 |)

≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δT + p+ δV

]

‖ z ‖,

usando que µi − µs < 0, −µv < −µs y | z6 |< U2 <| z2 | + | z3 |.

Caso 3: z1 < 0, z2, z3 > 0 y | z1 |>| z2 |. Entonces

‖ z ‖=| z1 | + | z3 |= −z1 + z3.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ kV + δV

]

‖ z ‖

Caso 4: z1 < 0, z2, z3 > 0 y | z1 |<| z2 |. Entonces

‖ z ‖=| z2 | + | z3 |= z2 + z3.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δT + kV + δV + p

]

‖ z ‖

Caso 5: z1, z2 > 0, z3 < 0 y | z2 |>| z1 | + | z3 |. Entonces

‖ z ‖=| z2 |= z2.
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Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δT + p

]

‖ z ‖

Caso 6: z1, z2 > 0, z3 < 0 y | z2 |<| z1 | + | z3 |. Entonces

‖ z ‖=| z1 | + | z3 |= z1 − z3.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δV + kHs

]

‖ z ‖

Caso 7: z1, z3 > 0, z2 < 0 y | z1 |> max{| z2 |, | z3 |}. Entonces

‖ z ‖=| z1 |= z1.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δV + kHs

]

‖ z ‖

Caso 8: z1, z3 > 0, z2 < 0 y | z2 |> max{| z1 |, | z3 |}. Entonces

‖ z ‖=| z2 |= −z2.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δT

]

‖ z ‖ .

Caso 9: z1, z3 > 0, z2 < 0 y | z3 |> max{| z1 |, | z2 |}. Entonces

‖ z ‖=| z3 |= z3.

Aśı que

D+ ‖ z ‖≤

[

−µs −
kHsV

Hi

+ δV + kV

]

‖ z ‖ .

Para U1 < U2, tenemos siete casos. Desarrollaremos los primeros dos con
detalle.
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Caso 10: z4, z5, z6 > 0. Entonces:

‖ z ‖=| z4 | + | z5 | + | z6 |= z4 + z5 + z6.

Se tiene

D+ ‖ z ‖ = ż4 + ż5 + ż6

=

[

βT (1−
T

Tmax

)
Hi

V

]

(z2 + z3)

+

[

−µs −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V
+ µv

]

z4

+

[

p− δT − µi −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V
+ µv

]

z5

+

[

−
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V

]

z6

+

[

βT (1−
T

Tmax

)
Hi

V
)

]

(| z2 + z3 |)

+

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + kV + p

]

(| z4 | + | z5 | + | z6 |)

≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V

]

‖ z ‖,

usando que | z2 + z3 |< U1 <| z4 | + | z5 | + | z6 |, µs = µT , −µT | z4 |< 0 y
−(δT + µi) | z5 |< 0.

Caso 11: z4, z5 > 0, z6 < 0 y | z5 |<| z6 | . Entonces:

‖ z ‖=| z4 | + | z6 |= z4 − z6.
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Se tiene

D+ ‖ z ‖= ż4 − ż6 =

[

βT (1−
T

Tmax

)
Hi

V

]

z2

+

[

−kV − µs −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V
+ µv

]

z4 − pz5

+

[

−kHs +
βTV

Tmax

+ µT +
pHi

V

]

z6

=

[

βT (1−
T

Tmax

)
Hi

V

]

| z2 |

+

[

−kV − µs −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V
+ µv

]

z4 − p | z5 |

+

[

kHs −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V

]

| z6 |

≤

[

kHs −
βTV

Tmax

− µT −
pHi

V
+ µv + βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V

]

‖ z ‖ .

usando que −p | z5 |< 0, −(kV + µT ) | z4 |< 0 µs = µT y | z2 |< U2 <| z4 |
+ | z6 |.

caso 12: z4, z5 > 0, z6 < 0 y | z5 |>| z6 | . Entonces:

‖ z ‖=| z4 | + | z5 |= z4 + z5.

Se tiene

D+ ‖ z ‖≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V

]

‖ z ‖ .

Caso 13: z4, z6 > 0, z5 < 0 y | z5 |>| z4 | + | z6 | . Entonces:

‖ z ‖=| z5 |= −z5.

Se tiene

D+ ‖ z ‖≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V

]

‖ z ‖ .
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Caso 14: z4, z6 > 0, z5 < 0 y | z5 |<| z4 | + | z6 | . Entonces:

‖ z ‖=| z4 | + | z6 |= z4 + z6.

Se tiene

D+ ‖ z ‖≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V

]

‖ z ‖ .

Caso 15: z5, z6 > 0, z4 < 0 y | z5 |<| z4 | . Entonces:

‖ z ‖=| z4 | + | z4 |= −z4 + z6.

Se tiene

D+ ‖ z ‖≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V
+ kHs

]

‖ z ‖ .

Caso 16: z5, z6 > 0, z4 < 0 y | z5 |>| z4 | . Entonces:

‖ z ‖=| z5 | + | z6 |= z5 + z6.

Se tiene

D+ ‖ z ‖≤

[

−
βTV

Tmax

− µs −
pHi

V
+ µv + p+ βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V
+ kV + kHs

]

‖ z ‖ .

Combinando los 16 casos anteriores podemos concluir que

D+ ‖ z ‖≤ −µs + p+max{θ1, θ2} ‖ z ‖, (4.4)

donde

θ1 = −
kHsV

Hi

+ δT + kV + δV + kHs,

y

θ2 = −
βTV

Tmax

−
pHi

V
+ µv + βT (1−

T

Tmax

)
Hi

V
+ kV + kHs.
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Ahora bien, utilizando las cotas superiores de Hs, Hi y V , aśı como la per-
sistencia uniforme, podemos obtener las siguientes estimaciones

−kHsV
HM

< −kC2

HM
, δT < δβT pHM

µ∗

T
µV

, δV < δp

µv
,

− βTV

Tmax
< − CβT

Tmax
, −pHi

V
< −Cµv

HM
, βT (1−

T
Tmax

)Hi

V
< βTHM

C
,

kHs < kHM , kV < kpHM

µv
,

donde C > 0 y ésta dada por la persistencia uniforme del sistema (2.1).

Con las estimaciones anteriores podemos acotar θ1 y θ2, obteniendo

θ1 < −
kC2

HM

+

[

δβT
µ∗
T

+ δ + k +
kµv

p

]

p

µv

HM = γ1

y

θ2 < −
CβT
Tmax

−
Cµv

HM

+ µv +

[

k +
βT
C

+
kp

µv

]

HM = γ2.

Lo anterior implica que

max{θ1, θ2} < max{γ1, γ2},

entonces, como por hipótesis

µs − p > max{γ1, γ2},

se concluye que

−µs + p+max{θ1, θ2} < 0.

Aśı, por (4.4), existe ν > 0 tal que

D+ ‖ z ‖≤ −ν ‖ z ‖,

haciendo referencia a [31], la medida de Lozinskii satisface

µ(B) ≤ −ν,

para toda x = (Hs, Hi, V, T ) ∈ K. La estabilidad global de E1 se obtiene
aplicando el teorema 1.3.2 del caṕıtulo 1. �
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4.2.1. Resultados numéricos

Mostramos los resultados numéricos de la dinámica del VHC con sistema
inmune y comparamos las trayectorias con las obtenidas en el modelo básico
sin sistema inmune para diferentes valores de δ. Utilizamos los parámetros
reportados en [3],[32].

Parámetro Valor Parámetro Valor
βs 200 p 100
k 0.000003 µs 0.02
µi 0.5 µv 5
βT 0.0003 µT 0.02
Tmax 1200

Tabla 4.1: Para estos parámetros, se tiene que R =1.2.

0 100 200 300 400 500 600 700 800
−2000

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

Tiempo en días

C
ar

ga
 v

ira
l V

/m
l

 

 
sin respuesta inmune
con respuesta inmune δ=0.01
con respuesta inmune δ=0.001

Figura 4.1: Comparación de la dinámica de la carga viral con, y sin sistema
inmune. Con R0 =1.2, y valores de δ=0.01 y 0.02.
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(b) Hepatocitos infectados.

Figura 4.2: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepatoci-
tos infectados con, y sin sistema inmune. Con R0 =1.2, y valores de δ=0.01
y 0.02.
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Las figuras 4.2 y 4.1 muestran una comparación de las dinámicas de las
variables Hs, Hi y V entre el modelo básico y el modelo con sistema inmune.
Notemos que a mayor eficiencia del sistema inmune la carga viral disminuye
a mayor rapidez, sin embargo al tener un R0 > 1, ésta se va al equilibrio V ∗.

4.3. Tratamiento

La monoterapia con interferón-α no consigue la eliminación del VHC en la
mitad de los individuos infectados y estos sufren de hepatitis C crónica. Uno
de los principales avances en el tratamiento de esta enfermedad es la com-
binación de la ribavirina con interferón-α. La ribavirina es un medicamento
que impide la reproducción del virus de la hepatitis C y al mismo tiempo
desencadena una alerta a las células del sistema inmune del organismo para
aumentar su mecanismo de defensa contra el virus invasor [12]. Con la com-
binación de interferón pegilado (para mejorar la vida media de interferón,
se añade polietilenglicol a ella a través de un proceso llamado pegilación,
de ah́ı el nombre de interferón pegilado) y ribavirina, las tasas de respuesta
virológica sostenida (pacientes que no muestran rastros de VHC después de
seis meses de tratamiento) pueden alcanzar hasta un (54-56)% [5-7].

Incorporamos al sistema (2.1) la terapia combinada de interferón pegilado y
rivabirina, el cual nos queda

Ḣs = βs − k(1− η)HsV − µsHs,

Ḣi = k(1− η)HsV − δHiT − µiHi,

V̇ = p(1− η+ǫ

2
)Hi − µvV,

Ṫ = βT (1−
T

Tmax
)V − µTT,

(4.5)

donde η indica la efectividad (o eficacia) del interferón en el bloqueo de la
liberación de nuevos viriones infecciosos. Como se mencionó en la sección 2.4,
el interferón bloquea la entrada del virus en una célula, con lo que evita que
la nueva célula se infecte. Al mismo tiempo, frena el proceso de replicación
del virus al interferir con la śıntesis de protéınas virales. Cabe señalar que
en general no alcanza una eficacia del 100% del medicamento, por lo que
supondremos 0 < η < 1. El término η+n2

2
representa la eficacia del efecto

combinado de interferón y rivabirina. Suponemos también que 0 < ǫ < 1 y
asi 0 < η+ǫ

2
< 1.
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Se tiene el siguiente resultado, el cual se deriva de los resultados obtenidos
para el modelo (2.1)

Teorema 4.3.1 Sea R0 =
kβsp

µiµsµV
y µi ≥ µs.

1. Si (1− η)(1− η+ǫ

2
)R0 ≤ 1, entonces E0 = (βs

µs
, 0, 0, 0) es el único punto

de equilibrio del sistema (4.5) en Ω que corresponde al individuo sano,
el cual es global asintóticamente estable.

2. Si (1 − η)(1 − η+ǫ

2
)R0 > 1 existen dos puntos de equilibrio en Ω del

sistema (4.5), E0 que es inestable y el equilibrio del enfermo endémico
E1 = (H∗

s , H
∗
i , V

∗, T ∗) = ( βs

k(1−η)V ∗+µs
, µvV

∗

p(1− η+ǫ
2

)
, V ∗ βT TmaxV

∗

βT V ∗+µT Tmax
) el cual

es global asintóticamente estable en el interior de Ω.

Si hacemos (1−η)(1−η+ǫ

2
) = 1−ρ, entonces ρ representa la eficacia combinada

de interferón y ribavirina. La eficacia cŕıtica del tratamiento es de nuevo
ρc = 1 − 1

R0
. Dado un enfermo crónico (R0 > 1) el exito de la terapia con

interferón y rivabirina se alcanza cuando ρ ≥ ρc.

4.4. Resultados numéricos

En esta sección, mostramos los resultados numéricos de la dinámica del VHC
con sistema inmune y tratamiento con la terapia combinada de interferón-α
y rivabirina. Los parámetros utilizados son los reportados en [3],[32].

Parámetro Valor Parámetro Valor
βs 200 p 100
k 0.000003 µs 0.02
µi 0.5 µv 5
δ 0.00001 βT 0.0003
µT 0.02 Tmax 1200

Para estos parámetros, se tiene el número reproductivo básico R=1.2 y acorde
al Teorema 4.3.1 una eficacia de ρ >0.167, garantiza la eventual cura de un
enfermo crónico que responda al tratamiento. Las figuras 4.3 y 4.4 ilustran los
resultados numéricos, considerando una eficacia de tratamiento con interferón
de η=0.3, rivabirina ǫ=0.2 y eficacia combinada ρ =0.44.
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(a) Hepatocitos sanos.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
−50

0

50

100

150

200

250

300

350

Tiempo en días

H
ep

at
oc

ito
s 

in
fe

ct
ad

os
 H

i

 

 
sin tratamiento
con tratamiento

(b) Hepatocitos infectados.

Figura 4.3: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados con, y sin tratamiento. En este caso R0 =1.2 y la eficacia del
interferón y rivabirina η =0.3, ǫ =0.2, repectivamente.
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(a) Células T killer.
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(b) Carga Viral.

Figura 4.4: Comparación de la dinámica de las células T Killer y carga viral
con, y sin tratamiento. En este caso R0 =1.2, y la eficacia del interferón y la
rivabirina η=0.3, ǫ=0.2, respectivamente.
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Consideremos ahora los parámetros

Parámetro Valor Parámetro Valor
βs 200 p 100
k 0.000009 µs 0.02
µi 0.5 µv 5
δ 0.00001 βT 0.0003
µT 0.02 Tmax 1200

Para este caso el número reproductivo básico es R0=3.6 y se necesita una
eficacia de tratamiento combinado de interferón y rivabirina de tal manera
que ρ >0.722. Las simulaciones numéricas para una eficacia del tratamiento
combinado con interferón η=0.5, rivabirina ǫ=0.5, ρ =0.75, se ilustran en las
figuras ?? y 4.7.
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Figura 4.5: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos con, y sin
tratamiento. En este caso R0=3.6 y la eficacia del interferón y rivabirina
η=0.5, ǫ=0.5, respectivamente.
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Figura 4.6: Comparación de la dinámica de los hepatocitos infectados con, y
sin tratamiento. En este caso R0=3.6 y la eficacia del interferón y rivabirina
η=0.5, ǫ=0.5, respectivamente.
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Figura 4.7: Comparación de la dinámica de las células T Killer y carga viral
con, y sin tratamiento. En este caso R0=3.6 y la eficacia del interferón y
rivabirina η=0.5, ǫ=0.5, respectivamente.
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4.4.1. Discusión

En este caṕıtulo se presenta un modelo para estudiar la dinámica del virus
de la hepatitis C considerando, además de los hepatocitos sanos Hs, hepato-
citos infectados Hi y carga viral V , la respuesta inmune celular representada
por la variable T que denota a las células Killer. Notamos que el número
reproductivo básico es el mismo que el del modelo donde no se considera la
respuesta inmune estudiado en el caṕıtulo 2. Algo importante de observar es
que R0 no depende de las células T . Esto puede deberse a que el efecto del
sistema inmune a través de estas células se refleja después de la introducción
del virus al organismo, y está relacionado principalmente con un aumento en
la mortalidad de la células infectadas.
De forma análoga al modelo básico, si R0 ≤ 1 las células infectadas y la carga
viral disminuyen de forma monótona y el individuo eventualmente se cura,
mientras que para R0 > 1 la enfermedad se vuelve crónica.
En el caṕıtulo 2 se analiza la eficacia del interferón en el modelo básico. Sin
embargo debido a que sólo el 11%-30% de los enfermos crónicos responden al
tratamiento [32], se introduce la terapia combinada de interferón-α con riva-
birina. Para esto definimos y caracterizamos una eficacia cŕıtica ρc = 1− 1

R0
.

Para un enfermo crónico que responde al tratamiento, se necesita que la efi-
cacia combinada de interferón y ribavirina cumpla ρ ≥ ρc para tener éxito y
eventualmente se cure.

En las figuras 4.3 y 4.4 se ilustran los resultados númericos para R0 =1.2, en
este caso una eficacia de interferón del 30% y rivabirina del 20% garantizan
el éxito del tratamiento. Mientras que en las figuras, 4.6, y 4.7 se necesita
una eficacia de interferón y rivabirina del 50%.
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Caṕıtulo 5

Control óptimo del modelo con

sistema inmune

La terapia combinada de interferón y ribavirina es costosa y tiene efectos
secundarios tales como anemia hemoĺıtica, somnolencia, disturbios estoma-
cales, falta de aire, entre otros.1 Por lo tanto, hay necesidad de buscar un
mecanismo más eficaz y con mejor tolerancia a la terapia para la hepatitis C.
En este caṕıtulo, al igual que en el caṕıtulo 3, presentamos una alternativa
para un mejor régimen de dosificación del tratamiento, mediante el uso de la
teoŕıa de control óptimo.

Para lograr nuestro objetivo, consideremos ahora el sistema (4.5) con trata-
miento antiviral

Ḣs = βs − k(1− η)HsV − µsHs,

Ḣi = k(1− η)HsV − δHiT − µiHi,

V̇ = p(1− η+ǫ

2
)Hi − µvV,

Ṫ = βT (1−
T

Tmax
)V − µTT,

donde η y ǫ representan la eficacia del interferón y la rivabirina, respectiva-
mente. Recordemos que la acción del interferón es bloquear la reproducción
viral, mientras que la rivabirina actúa como antiviral 2.

1http://www.medicine.net.com
2http://www.iqb.es/cbasicas/farma04/r013.htm
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5.1. Planteamiento del Problema de Control

Para alcanzar un tratamiento óptimo acorde a la teoŕıa de control óptimo
dada en el caṕıtulo 1 de nuestro trabajo, primero definimos la funcional
objetivo

J(η, ǫ) =

∫ tf

0

[
1

2
C1V

2 + (
1

2
C2η

2 +
1

2
C3ǫ

2)]dt.

El primer término representa la reducción de la carga viral y los otros térmi-
nos son costos que corresponden a los efectos secundarios del tratamiento.

El objetivo es encontar un par óptimo (η∗, ǫ∗) tal que

J(η∗, ǫ∗) = min{J(η, ǫ) : (η, ǫ) ∈ N},

donde

N = {u = (η, ǫ) : 0 ≤ η, n2 ≤ 1, medibles}

es el conjunto de controles.

El Lagrangiano está dado como

L(Hs(t), Hi(t), V (t), T (t), u1(t), ur(t), t) =
1

2
C1V

2 +
1

2
C2η

2 +
1

2
C3ǫ

2.

Aśı, resolver el problema de control consiste en

mı́n J [u], u = (η, n2) ∈ N,

sujeto al sistema (4.5), con las condiciones iniciales

Hs(0) = H0
s ,Hi(0) = H0

i , V (0) = V 0, T (0) = T 0.

5.1.1. Existencia del control óptimo

Para probar que existe un control óptimo, usamos el teorema 1.4.2 del caṕıtu-
lo 1.
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Teorema 5.1.1 Consideremos el problema de control planteado con L con-
tinua, entonces existe u∗ = (η∗, n∗

2) ∈ N tal que

J [η∗, n∗
2, ] = mı́n{J [η, n2] : u = (η, n2) ∈ N}.

Demostración. Según el teorema 1.4.2 necesitamos probar que:

1. El conjunto de pares admisibles F es no vació.

2. N es convexo y cerrado.

3. Que el sistema (4.5) es de la forma ẋ = α(t, x) + β(t, x)u.

4. L es convexo en N.

5. Existen constantes c1, c2 > 0 y β > 1 tales que

L(t, x, u) ≥ c1 | u |β −c2.

Como las soluciones del sistema (4.5) son acotadas, podemos usar un re-
sultado de Lukes ([28],teorema 9.2.1) para probar la existencia de un par
admisible (x0, u) ∈ F . Por lo tanto, F 6= φ y (1) se tiene.

Claramente N es convexo y acotado por definición, aśı que (2) se cumple
directamente.

También se tiene la convexidad del Lagrangiano porque es una función cuadráti-
ca en u y se cumple (4).

Para probar (3) notemos que el sistema (4.5) se puede escribir como









Ḣs

Ḣi

V̇

Ṫ









=









βs − kHsV − µsHs

kHsV − δHiT − µiHi

pHi − µvV
βT (1−

T
Tmax

)V − µTT









+









kHsV 0
−kHsV 0

−pHi

2
−pHi

2

0 0









(

η
ǫ

)

.

Sólo resta probar (5). Para esto, notemos que por definición se tiene que para
c1, c2 > 0

c1η
2 ≤ c1η ≤ c1,
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y
c2ǫ

2 ≤ c2ǫ ≤ c2.

En consecuencia

c1η
2 + c2n

2
2 − (c1 + c2) ≤ 0.

Si definimos d1 = min{c1, c2} y d2 = c1 + c2, se obtiene que

d1(η
2 + ǫ2)− d2 ≤ 0.

Por lo tanto

L(Hs(t), Hi(t), V (t), T (t), u(t), t) =
1

2
[C1V

2(t)+C2η
2(t)+c3ǫ

2] ≥ 0 ≥ d1 | u |2 −d2.

Dado que se cumple (1)− (5), existe (x0, u
∗(t)) que minimiza a J (x0, u) en

F . �

5.2. Caracterización del control óptimo

Usamos el principio del máximo de Pontryagin, para derivar las condiciones
necesarias para el problema de control.

Teorema 5.2.1 Dado un par óptimo (η∗, ǫ∗) y soluciones (Hs, Hi, T, V ) del
sistema (4.5), existen funciones λi(t), i = 1, 2, 3, 4 continuas que satisfacen

λ̇1 = k(1− η)V (λ1 − λ2)− µsλ1,

λ̇2 = (δT + µi)λ2 − p(1− η+n2

2
)λ3,

λ̇3 = −C1V + k(1− η)Hs(λ1 − λ2) + µvλ3 − βT (1−
T

Tmax
)λ4,

λ̇4 = δHiλ2 + µTλ4 +
βTV

Tmax
,

(5.1)

Adicionalmente, u∗ = (η∗, ǫ∗) está caracterizado por

η∗ = min

{

max

{

0,−
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]}

, 1

}

y

ǫ∗ = min

{

max

{

0,
pHiλ3
2C3

}

, 1

}

.
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Demostración.

El hamiltoniano asociado al problema de control es

H(Hs, Hi, V, T, λ1, λ2, λ3, λ4, η, ǫ, t)

= [
1

2
C1V

2 + (
1

2
C2η

2 +
1

2
C3ǫ

2)]

+ λ1[βs − k(1− η)HsV − µsHs]

+ λ2[k(1− η)HsV − δHi − TµiHi]

+ λ3[p(1−
η + ǫ

2
)Hi − µvV ]

+ λ4[βTV (1−
T

Tmax

)− µTT ]

+ v1η − v2(1− η) + w1ǫ− w2(1− ǫ),

donde, v1(t), v2(t), w1(t), w2(t) ≥ 0, son multiplicadores de penalización que
garantizan que η, ǫ ∈ [0, 1] y satisfacen v1η

∗ = 0, v2(1− η∗) = 0, w1ǫ
∗ = 0 y

w2(1− ǫ∗) = 0.
Por el teorema de Pontryagin (3.3) del caṕıtulo 1, se tiene que

λ̇1 = − ∂H
∂Hs

= k(1− η)V (λ1 − λ2) + µsλ1,

λ̇2 = − ∂H
∂Hi

= (δT + µi)λ2 − p(1− η+ǫ

2
)λ3,

λ̇3 = −∂H
∂V

= −C1V + k(1− η)Hs(λ1 − λ2) + µvλ3 − βT (1−
T

Tmax
)λ4,

λ̇4 = −∂H
∂T

= δHiλ2 + µTλ4 +
βTV

Tmax
,

con condiciones de transversalidad λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Para caracterizar η∗ y ǫ∗ usamos la condición de optimalidad

∂H(n∗)

∂η
= 0.

Notemos primero que

∂H(η∗)

∂η
= C2η

∗ + kHsV λ1 − kHsV λ2 −
1

2
pHiλ3 + v1 + v2.

Aśı que
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η∗ = −
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3 + (v1 + v2)

]

.

De forma análoga la condición de optimalidad

∂H(ǫ∗)

∂ǫ
= 0,

implica que

ǫ∗ =
pHiλ3 − (w1 + w2)

2C3
.

Para obtener una expresión expĺıcita para los controles óptimos η∗ y ǫ∗ pro-
cedemos de la siguiente manera.

Para η∗ consideramos los siguientes casos:

Si 0 < η∗(t) < 1, entonces v1(t) = 0 = v2(t) y esto implica que

η∗(t) = −
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]

.

Si η∗ = 0, se tiene v2 = 0, v1 ≥ 0 y aśı

0 = η∗(t) = −
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3 + v1

]

como v1(t) ≥ 0, entonces

1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]

≤ 0.

Si η∗(t) = 1, se tiene que v1(t) = 0, v2 ≥ 0 y en este caso

1 = η∗(t) = −
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3 + v2

]

,

lo cual implica

1 = −
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]

−
v2
C2
,
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pero como v2 ≥ 0, concluimos que

−
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]

≥ 1.

Juntando los 3 casos anteriores, u∗ queda caracterizado completamente por

η∗(t) =







0 si − 1
C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1
2
pHiλ3

]

< 0
pλ3Hi

R
si 0 < − 1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1
2
pHiλ3

]

< 1

1 si − 1
C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1
2
pHiλ3

]

> 1,

O en notación compacta

η∗(t) = mı́n

{

máx

{

0,−
1

C2

[

kHsV (λ1 − λ2) +
1

2
pHiλ3

]}

, 1

}

.

Procediendo de forma similar para ǫ∗ se obtiene que

ǫ∗ = min

{

max

{

0,
pHiλ3
2C3

}

, 1

}

.

�

5.2.1. Unicidad del control óptimo

Para probar la unicidad del control óptimo, utilizaremos el hecho de que las
soluciones del sistema (4.5) y las ecuaciones adjuntas, las cuales dependen
de las variables de estado y el control, también están acotadas.

Teorema 5.2.2 Para T suficientemente pequeña, las soluciones acotadas del
sistema de optimalidad son únicas.

Demostración.

La demostración de la unicidad del control óptimo para el problema de con-
trol, es completamente análoga a la dada en el caṕıtulo 3 para el modelo
básico. Daremos sólo un bosquejo de la prueba.

sean (Hs, Hi, V, T, λ1, λ2, λ3, λ4, ) y (H̄s, H̄i, V̄ , T̄ , λ̄1, λ̄2, λ̄3, λ̄4) dos soluciones
diferentes del sistema de optimalidad.

Elegimos α > 0 de tal manera que
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Hs(t) = eαtq1(t), Hi(t) = eαtq2(t), V (t) = eαtq3(t), T (t) = eαtq4(t),
λ1(t) = e−αtr1(t), λ2(t) = e−αtr2(t), λ3(t) = e−αtr3(t), λ4(t) = e−αtr4(t),
H̄s(t) = eαtq̄1(t), H̄i(t) = eαtq̄2(t), V̄ (t) = eαtq̄3(t), T̄ (t) = eαtq̄4(t),
λ̄1(t) = e−αtr̄1(t), λ̄2(t) = e−αtr̄2(t), λ̄3(t) = e−αtr̄3(t), λ̄4(t) = e−αtr̄4(t).

(5.2)

Adicionalmente sean

η∗ = min{max{0,− 1
C2
[kHsV λ1 − kHsV λ2 +

1
2
pHiλ3]}, 1},

n̄∗
1 = min{max{0,− 1

C2
[kH̄sV̄ λ̄1 − kH̄sV̄ λ̄2 +

1
2
pH̄iλ̄3]}, 1},

(5.3)

y

ǫ∗ = min{max{0, pHi

2C3
}, 1},

n̄∗
r = min{max{0, pH̄i

2C3
}, 1},

(5.4)

los controles óptimos asociados a los sistemas de optimalidad.

Sustituyendo las expresiones dadas en (5.2) en las ecuaciones del sistema de
optimalidad se obtiene que

q̇1 + αq1 = e−αtβs − k(1− η∗)eαtq1q3 − µsq1,
q̇2 + αq2 = k(1− η∗)eαtq1q3 − δeαtq2q4 − µiq2,

q̇3 + αq3 = p(1− η∗+ǫ∗

2
)q2 − µvq4,

q̇4 + αq4 = βT (1−
eαtq4
Tmax

)q3 − µTq4,

ṙ1 − αr1 = k(1− η∗)eαtq3r1 − k(1− η∗)eαtq3r2 + µsr1,

ṙ2 − αr2 = δeαtq4r2 − µir2 − p(1− η∗+ǫ∗

2
)r3,

ṙ3 − αr3 = −C1e
2αtq3 + k(1− η∗)eαt(q1r1 − q1r2) + µvr3 − βT (1−

eαtq4
Tmax

)r4,

ṙ4 − αr4 = δeαtq2r2 + µT r4 +
βT

Tmax
eαtq3r4,

(5.5)

y
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˙̄q1 + αq̄1 = e−αtβs − k(1− η∗)eαtq̄1q̄3 − µsq̄1,
˙̄q2 + αq̄2 = k(1− η∗)eαtq̄1q̄3 − δeαtq̄2q̄4 − µiq̄2,
˙̄q3 + αq̄3 = p(1− η∗+ǫ∗

2
)q̄2 − µvq̄4,

˙̄q4 + αq̄4 = βT (1−
eαtq̄4
Tmax

)q̄3 − µT q̄4,
˙̄r1 − αr̄1 = k(1− η∗)eαtq̄3r̄1 − k(1− η∗)eαtq̄3r̄2 + µsr̄1,
˙̄r2 − αr̄2 = δeαtq̄4r̄2 − µir̄2 − p(1− η∗+ǫ∗

2
)r̄3,

˙̄r3 − αr̄3 = −C1e
2αtq̄3 + k(1− η∗)eαt(q̄1r̄1 − q̄1r̄2) + µvr̄3 − βT (1−

eαtq̄4
Tmax

)r̄4,
˙̄r4 − αr̄4 = δeαtq̄2r̄2 + µT r̄4 +

βT

Tmax
eαtq̄3r̄4,

(5.6)
Adicionalmente por (5.3) y (5.4) se tiene que

(η∗− n̄∗
1) = −

1

C2
[keαt(q1q4r1− q̄1q̄4r̄1)−ke

αt(q1q4r2− q̄1q̄4r̄2)+
p

2
(q2r3− q̄2r̄3)],

y

(ǫ∗ − n̄∗
r) =

peαt

2C3
(q2 − q̄2).

Sean N1, N2, N3 y N4 cotas superiores de r1, r2, r3, y r4 respectivamente.
También como e−αt ≤ 1 para t ≥ 0, se tiene que q1(t) ≤ e−αtHs(t) ≤ HM ,
q2(t) ≤ e−αtHi(t) ≤ HM , q3(t) ≤ e−αtV (t) ≤ VM y q4(t) ≤ e−αtT (t) ≤ TM .
por último, notemos que emt ≤ emT , para toda t ∈ [0, T ].

Tomando las diferencias (q̇1 − ˙̄q1), (q̇2 − ˙̄q2), (q̇3 − ˙̄q3), (q̇4 − ˙̄q4), (ṙ1 − ˙̄r1),
(ṙ2− ˙̄r2), (ṙ3− ˙̄r3), (ṙ4− ˙̄r4), las multiplicamos por (q1− q̄1), (q2− q̄2), (q3− q̄3),
(q4− q̄4), (r1− r̄1), (r2− r̄2), (r3− r̄3) y (r4− r̄4) respectivamente e integrando
de 0 a T se obtienen ocho ecuaciones integrales, para las cuales se estiman
los lados derechos, utilizamos las cotas del sistema de optimalidad, la de-
sigualdad de Cauchy con el fin de separar los términos lineales en términos
cuadráticos, aśı como algunas manipulaciones algebráıcas.

Por ejemplo, después de muchos cálculos se obtiene

1

2
[q1−q̄1]

2(T )+α

∫ T

0

(q1−q̄1)
2dt ≤ eαTK1

∫ T

0

(q1−q̄1)
2dt+eαTK2

∫ T

0

(q3−q̄3)
2dt,

donde
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K1 = eαT
[

VM +
HM

2
+
k2HMTMe

αT (N1 +N2)

C2
(2VM +HM) +

kpHMN3

C2
(1 +HM)

]

,

y

K2 = eαT
[

HM

2
+
k2H2

MTMe
αT (N1 +N2)

C2

+
kpH2

MN3

C2

]

.

Combinando las estimaciones de las ocho equaciones integrales se obtiene

1

2
[q1 − q̄1]

2(T ) +
1

2
[q2 − q̄2]

2(T ) +
1

2
[q3 − q̄3]

2(T ) +
1

2
[q4 − q̄4]

2(T )

+
1

2
[r1 − r̄1]

2(0) +
1

2
[r2 − r̄2]

2(0) +
1

2
[r3 − r̄3]

2(0) +
1

2
[r4 − r̄4]

2(0)

+ α

∫ T

0

[(q1 − q̄1)
2 + (q2 − q̄2)

2 + (q3 − q̄3)
2 + (q4 − q̄4)

2

+ (r1 − r̄1)
2 + (r2 − r̄2)

2 + (r3 − r̄3)
2 + (r4 − r̄4)

2]dt

≤ (K̃1e
mt + K̃2)

∫ T

0

[(q1 − q̄1)
2 + (q2 − q̄2)

2 + (q3 − q̄3)
2 + (q4 − q̄4)

2

+ (r1 − r̄1)
2 + (r2 − r̄2)

2 + (r3 − r̄3)
2 + (r4 − r̄4)

2]dt,

donde K̃1 y K̃2 dependen de los parámetros y cotas de las variables de estado
y adjuntas.

La expresión anterior implica que

(α− K̃1e
mt − K̃2)

∫ T

0

[(q1 − q̄1)
2 + (q2 − q̄2)

2 + (q3 − q̄3)
2 + (q4 − q̄4)

2

+ (r1 − r̄1)
2 + (r2 − r̄2)

2 + (r3 − r̄3)
2 + (r4 − r̄4)

2]dt ≤ 0.

Elegimos ahora α y T tal que

ln

[

(α− K̃2)

K̃1

]

> mT,

Para ésta α y T se tiene que
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α− K̃1e
mT − K̃2 > 0,

por lo que se concluye que q1 = q̄1, q2 = q̄2, q3 = q̄3, q4 = q̄4, r1 = r̄1, r2 = r̄2,
r3 = r̄3 y r4 = r̄4, y en consecuencia η∗ = n̄∗

1, y ǫ
∗ = n̄∗

r . Aśı, se prueba el
teorema. �

5.3. Resultados numéricos

Como en todas las simulaciones dadas en nuestro trabajo de investigación
utilizamos los parámetros reportados en [3],[32].

Parámetro Valor
βs 100
p 200
k 0.00003
µs 0.02
µi 5
µv 5
δ 0.00001
βT 0.0003
µT 0.02
Tmax 1200

Tabla 5.1: Parámetros para la estimación de η∗ y ǫ∗. Para estos parámetros
se tiene R0 =1.2.
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(a) Hepatocitos sanos.
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Figura 5.1: Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepato-
citos infectados sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del tra-
tamiento. Con R0=1.2, C1=0.1, C2=0.001, C3=0.001, eficacia de interferón
η=0.3 y rivabirina ǫ=0.2
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(a) Carga viral.
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(b) Control óptimo.

Figura 5.2: Comparación de la dinámica de la carga viral y la células T
Killer sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del tratamiento.
Con R0=1.2, C1=0.1, C2=0.001, C3=0.001, eficacia de interferón η=0.3 y
rivabirina ǫ=0.2.
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(a) control óptimo η.
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(b) Control óptimo ǫ.

Figura 5.3: Comportamiento de los controles óptimos η∗ y ǫ∗.
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5.4. Discusión

En este caṕıtulo se determinaron estrategias óptimas de tratamiento para la
hepatitis C que minimicen la carga viral V , aśı como, los efectos secundarios
generados por la terapia combinada con interferón y rivabirina. Consideramos
el modelo con respuesta inmune propuesto en [3], con cuatro variables de
estados: células sanas Hs, células infectadas Hi, carga viral V y las células T
killer.
Como en el caso del problema de control con monoterapia con interferón,
dado en el caṕıtulo 3, la estimación de los controles óptimos η∗ y ǫ∗ la rea-
lizamos con el método de barrido adelante-atrás de Runge Kutta de orden
cuatro programadado en MATLAB. Los parámetros utilizados en las simu-
laciones están dados en la tabla (5.1).

El comportamiento de los controles óptimos η∗, ǫ∗ y la dinámica de las varia-
bles de estado bajo la terapia óptima se presentan en las figuras 5.1, 5.2 y 5.3.
Podemos observar que para aquellos pacientes que responden al tratamiento,
la respuesta con la terapia combinada interferón más rivabirina es mejor en
comparación con el de la monoterapia de interferón. Particularmente en la
recuperación de los hepatocitos sanos.

Se puede observar que la carga viral V cae a niveles indetectables muy rápida-
mente en los primeros 5 d́ıas y se mantiene durante el resto del tratamiento.
Se hicieron varias simulaciones para valores pequeños de C1 y C2, observando
que en el caso de fármacos con efectos secundarios menores, la duración de
la dosis alta se mantiene sin cambios. Notemos que las terapias óptimas η∗

y ǫ∗ se mantienen altas durante los primeros cinco d́ıas, para después caer
a valores muy cercanos a cero. Esto es consistente con el hecho de que se
requieren altas dosis hasta que la carga viral comience a disminuir a valores
prácticamente indetectables.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo de investigación nos basamos en el modelo matemático pa-
ra la dinámica de la hepatitis C propuesto y estudiado en Avendaño et. al
[3] con el objetivo de evaluar diferentes terapias de control de la enferme-
dad. El modelo describe la dinámica de las celulas sanas e infectadas Hs y
Hi respectivamente, la carga viral V y las células T killer del sistema inmune.

Las aportaciones del trabajo son las siguientes:

En el caṕıtulo 2 revisamos el modelo básico sin respuesta inmune dado por
el sistema (2.2), es decir considerando solamente las células sanas e infec-
tadas Hs, Hi respectivamente, y la carga viral V . Para éste modelo existen
dos puntos de equilibrio: E0 que corresponde a un individuo sano y E1 que
corresponde al enfermo endémico. Alavez-Ramirez et. al [1] hacen un análisis
matemático del modelo en base al número reproductivo básico R0 y obte-
nienen los siguientes resultados: Si R0 ≤ 1, el único equilibrio E0 es global
asintóticamente estable, mientras que si R0 > 1, E0 se vuelve inestable y
surge el equilibrio E1 el cual es global asintóticamente estable en I̊, donde
I es el conjunto invariante el que tiene sentido biológico el modelo. En este
caṕıtulo demostramos la estabilidad global del equilibrio E1. Para esto usa-
mos la teoŕıa de los sistemas competitivos, los cuales tienen una dinámica
equivalente a la dinámica de un sistema de dimensión menor sobre un conjun-
to invariante. En particular se demuestra que el sistema (2.2) es competitivo,
persistente y tiene la propiedad de estabilidad de órbitas periódicas usando
un resultado dado por Muldowney [30].

93



En el caṕıtulo 2 planteamos el problema de control para el modelo básico
con tratamiento usando interferón, el cual está dado por el sistema (2.13),
y denotamos con u el control, el cual mide la eficacia del interferón. Utili-
zamos una funcional cuadrática y demostramos la existencia y unicidad del
control óptimo u∗ y damos una caracterización. Con la teoŕıa del principio de
Pontryagin se obtiene el sistema de oprimalidad. Resovimos numéricamente
este sistema con la ayuda del método de Runge Kutta de cuarto orden de
barrido adelante-atras programado en MATLAB descrito en el caṕıtulo dos.

Utilizando parámetros dados en ([1, 3, 32]) obtuvimos estrategias óptimas
de tratamiento que minimizan no sólo la infección, sino también los efectos
secundarios generados por el interferón. El control óptimo u∗ se simula du-
rante un peŕıodo de 30 d́ıas para R0 =1.2 y R0 =3.6. Los resultados indican
que en los pacientes que responden al tratamiento, la longitud del peŕıodo de
administración de la dosis alta no vaŕıa mucho, siempre que el coeficiente de
costo (económico y efectos secundarios) del tratamiento R sea relativamen-
te pequeño. Para valores grandes de R (como es de esperar) se necesita un
peŕıodo corto de dosis alta. Esto es de vital importancia al decidir sobre un
tratamiento óptimo de los fármacos con efectos secundarios.

La estrategia del tratamiento consiste en disminuir el número reproductivo
básico a valores menores que la unidad. Aśı, para simulaciones con valores
muy grandes de R0 se presentan diferencias mas notables entre las variables
de estado con y sin tratamiento, esto debido a que la severidad de la infección
es mayor.

En el caṕıtulo 4 consideramos el sistema con respuesta inmune (2.1) el cual
presenta también dos equilibrios E0 y E1 como en el modelo básico. En Aven-
daño et. al [3] se demuestra la estabilidad global de E0 y la estabilidad local
del equilibrio endémico E1. Como aportación en este caṕıtulo demostramos
la estabilidad global de E1 basandonos en el enfoque geométrico dado por
Mouldowney [24] el cual se describe en el capitulo uno.

En este mismo modelo añadimos dos paramétros que describen la eficacia del
tratamiento con interferón y rivabirina, obteniendo el sistema (4.5). Defini-
mos la eficacia cŕıtica del tratamiento como ρc = 1− 1

R0
, de tal manera que

si (1 − η)(1− ǫ+η

2
) > ρc un enfermo crónico (R0 > 1) eventualmente se cura
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con el tratamiento. Ilustramos numéricamente los distintos escenarios para
un enfermo crónico con y sin tratamiento.

Por último en el caṕıtulo 5 planteamos el problema de control óptimo cuando
se administra tratamiento combinado con interferón y rivabirina. Determi-
namos estrategias óptimas de tratamiento para la hepatitis C que minimicen
la carga viral V , aśı como los efectos secundarios generados por la terapia
combinada con interferón y rivabirina. Consideramos el modelo con respuesta
inmune propuesto en [3], con cuatro variables de estados: células sanas Hs,
células infectadas Hi, carga viral V y las células T killer.

Utilizando de nueva cuenta los parámetros dados en ([1, 3, 32]) estimamos
los controles óptimos η∗, ǫ∗ y la dinámica de las variables de estado bajo la
terapia óptima. Observamos que para aquellos pacientes que responden al
tratamiento, la respuesta con la terapia combinada interferón más rivabirina
es mejor en comparación con el de la monoterapia de interferón, particular-
mente en la recuperación de los hepatocitos sanos.

Observamos que la carga viral V cae a niveles indetectables muy rápidamen-
te en los primeros 5 d́ıas y se mantiene durante el resto del tratamiento.
Mostramos en las simulaciones numéricas que las terapias óptimas η∗ y ǫ∗ se
mantienen altas durante los primeros cinco d́ıas, para después caer a valores
muy cercanos a cero. Esto es consistente con el hecho de que se requieren
altas dosis hasta que la carga viral comience a disminuir a valores práctica-
mente indetectables.

Dado que la estabilidad global del equilibrio endémico E1 requiere de varias
condiciones en los parámetros, un posible trabajo a futuro consiste en en-
contrar una función de Lyapunov de tal manera que no existan condiciones
en los parámetros, o estas sean mas sencillas y con sentido biológico mas claro.

En este trabajo se utilizó un funcional cuadrático siguiendo trabajos previos
de control óptimo. Otro trabajo interesante consiste en plantear el problema
de control óptimo utilizando un funcional lineal y comparar los resultados
con los obtenidos en este trabajo.
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