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Capitulo 1

Introduccion

Los ntimeros de Fibonacci {F}, } >0 se definen mediante las relaciones

Fy=0, I, =1

Foio=Fy41+ F, paratodo n>0.

En este trabajo de investigacion se estudian desde un punto de vista
analitico dos problemas diofanticos acerca de los nimeros de Fibonacci.

El primero consiste en estudiar los valores de n tales que n | F,. Se
puede encontrar una caracterizacién recursiva de dichos enteros en [S]. Para
estudiar este problema desde el punto de vista analitico consideramos la
funcién de conteo de dichos enteros, es decir,

#N(@)=#{n<z:n|F,}

y encontramos cotas asintéticas superiores e inferiores para dicha funcién.

Los resultados que se dan en el trabajo se publicaron en [ALPS] y son
mucho maés generales pues se dan dichas cotas no solamente para la suce-
sién de Fibonacci sino para sucesiones con relaciones de recurrencia lineales
homogéneas de cualquier orden.

El segundo problema consiste en estudiar la ecuacién u? + nv? = F,. Es
facil encontrar una infinidad de valores de n para los cuales la ecuacién tiene
solucion. Desde el punto de vista analitico nos interesa entonces hacer una
estimacién de la funcién de conteo de dichas n’s, es decir,

#M(z) = #{n < x :la ecuacién u* + nv* = F, tiene solucién}.

Los resultados obtenidos acerca de este problema se pueden encontrar
en [AL] y [ABL].



6 Capitulo 1. Introduccién

1.1. Resultados

Para una sucesién {u,}n,>0 definimos N, = {n > 1 :n | u,}. Ademds,
dado un conjunto de enteros A, denotamos con A(z) al conjunto AN [1,z].

Los resultados que se obtuvieron en la investigacién estan dados por los
siguientes teoremas.

Teorema 1.1. Para todo k > 2 existe una constante positiva co(k) que
depende sdlo de k tal que si el polinomio caracteristico de una sucesion
lineal recurrente no degenerada {uy}n>0 de orden k tiene sdlo raices simples
entonces se tiene la cota

X

#Nu(z) < co(k)

log
para x > 2. En particular, N, tiene densidad 0.

En el caso de una sucesion de Lucas se puede dar una mejor cota. Sea
L(x) = exp(y/log xloglog z), entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.2. Sea {uy, }n>0 una sucesion de Lucas. Entonces la desigualdad

T
#Nu(z) < W

se cumple cuando xr — oo.
También se tienen cotas inferiores dadas por los siguientes teoremas.

Teorema 1.3. Eziste un conjunto de enteros L tal que L C N, para toda
sucesion de Lucas u, con Q = £1, y se cumple que

# N () > #L(z) > /Ao,

Por otra parte, tenemos una cota inferior mas holgada para una familia
méas grande de sucesiones de Lucas. Aqui A, denota el discriminante de la
sucesion de Lucas.

Teorema 1.4. Sea {uy}n>0 una sucesion de Lucas con A, # 1. Entonces
existen constantes positivas c1 y xg que dependen de la sucesion tales que
para todo x > xg se tiene que

#Nu(x) > exp(c; (loglog z)?).



1.1. Resultados

Para el segundo problema, definimos
M ={n>0:la ecuacién u? + nv> = F, tiene solucién}.
El siguiente teorema nos da cotas para #M(x).

Teorema 1.5. Se cumplen las siguientes estimaciones

X T

log



Capitulo 2

Notacion y Antecedentes

A lo largo de este trabajo se usard la siguiente notacién.

Dado n un entero positivo, 7(n) denota el nimero de divisores positivos
de n 'y ¢(n) es la funcién de Euler, que cuenta el nimero de enteros en el
intervalo [1,n] que son primos relativos con n. La funcién w(n) denota el
numero de divisores primos de n sin contar multiplicidad, es decir, si se tiene
la factorizacién n = p{'p5?---p2 dada por el teorema fundamental de la
aritmética, entonces w(n) = r, con la convencién de que w(1) = 0.

Denotamos el maximo comun divisor de dos o més enteros simplemente
con (ay,az,...,a,) y el minimo comdin miltiplo con [a,as, ..., a,].

Denotaremos por p y ¢ solamente a ntimeros primos, en particular una
suma de la forma Z denota una suma donde el indice corre sobre los primos.

P
Para un nimero real x definimos, como es usual, 7(z) como el nimero

de primos menores o iguales que x. La funcién 6 de Chebyshev se define
mediante 0(z) = Z log p.
p<z

P(n) es el maximo factor primo de n con la convencién de que P(0)
P(1) = 1. Dado un nimero real y, decimos que n es y-suave si P(n) <y, y
denotamos con ¥ a la funcién de conteo de los niimeros y-suaves, ¥ (z,y) =
#{1<n<z:P(n) <y}

Usaremos resultados de la teoria bésica de ntimeros acerca de divisibili-
dad, ntimeros primos y congruencias, asi como resultados importantes como

el Teorema Chino del Residuo, el pequenio Teorema de Fermat, el Criterio
de Euler, las propiedades del simbolo (13)) de Legendre, y el Teorema de
Reciprocidad Cuadratica de Gauss.

Todos estos resultados se pueden encontrar en la mayoria de los libros

9



10 Capitulo 2. Notacién y Antecedentes

introductorios de Teoria de Nimeros, como por ejemplo [NZM].

Dado un campo K y un polinomio p(z) € K[z], denotamos con 9(p(z))
el grado de p(x), con la convencién de que 9(0) = —oo. El discriminante de
un polinomio A(p(x)) de grado n es el producto a2 [Tic;(ci— ;)? donde
a es el coeficiente principal y las a;’s son las raices del polinomio. Para un
polinomio p(x) € Z[x], el contenido de p(x) es el méximo comin divisor de
sus coeficientes.

Si IL es una extension algebraica de K, escribimos Ny /x(y) para denotar
a la norma de un elemento v € IL con respecto a K. Cuando K = Q y se
sobreentiende qué campo es L, denotamos la norma simplemente con N (7).

Para un campo numérico K denotamos con Ok al anillo de enteros alge-
braicos de K.

2.1. Sucesiones Recurrentes Lineales Homogeneas

Sea {uy }n>0 una sucesién que satisface la relaciéon de recurrencia lineal
homogénea

Uptk = 0 Uptk—1 + -+ + Qp_1Uny1 + AUy, para n=0,1,..., (2.1)

donde a1, ...,ar son enteros y aj # 0.

Las siguientes definiciones y resultados acerca de estas sucesiones se pue-
den encontrar en [EPSW].

A la sucesién (2.1), le asociamos su polinomio caracteristico

m
fuX)=XF oy XM - — a0 X —ap = (X - )7 € Z[X],
i=1
donde o, . . ., ayy, € Cson las raices de f,(X) con multiplicidades o1, . . ., o,

respectivamente.
Se sabe que el n-ésimo término de la sucesién se puede expresar como

m

Up = ZAi(n)a?, para n=0,1,..., (2.2)
i=1
donde A;(X) es un polinomio de grado a lo méas o;—1 paracadai =1,...,m,
con coeficientes en K = Q[a, .. ., o).

Definimos
Dy(z1, ... xx) = det(o” )1<i j<k-
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y dado un primo p, con (p,ax) = 1, definimos T;,(p) como el méximo entero
no negativo 7' tal que

pt [ méx{1,IN(Du(0,22,...,2:))|}

0<a2,....ep <T

donde zg, ...,z son enteros en [0, 7.

Se sabe que dicho T existe.

Como ay, ..., ax son enteros algebraicos en K, se sigue que los nimeros
N(D,(0,z2,...,x)) son enteros.

Nétese que Ty, (p) = 0 siy sélo si k =2y p divide a A, = (a1 — az)?.

Decimos que {uy, }n>0 €s una sucesion de Lucas si k =2, ug =0, ug =1
y (a1,a2) = 1. Si a1 /as no es una raiz de la unidad decimos que la sucesién
es no degenerada y en general sobreentenderemos que ese es el caso cuando
se hable de una de estas sucesiones.

Las sucesiones de Lucas resultan una sucesién de divisibilidad fuerte, es
decir, cumplen que (up, uy,) = }u(n7m)|. Como consecuencia de esto se sigue
que si n | m entonces Uy, | Up,.

Para las sucesiones de Lucas, (2.2) toma la forma
W _of—aj

ap — Qg
y se conoce como la férmula de Binet.
Cuando {up }n>0 es una sucesién de Lucas se cumple que

IN(Du(0,22)) = |ag? = 07*[* = [AuPlug, [, 22=1,2,....

De modo que si p no divide al discriminante A, = () — a2)2 = a% + 4as de
la sucesion {up }n>0, entonces T, (p) + 1 es de hecho el menor entero positivo
¢ tal que p | ug. Este nimero es llamado el indice de aparicion de p en
{un}n>0 y se denota por z,(p). El indice de aparicién z,(m) se puede definir
también para compuestos m de la misma manera, es decir, como el menor
entero positivo ¢ tal que m | uy. Dicho entero existe para todos los enteros
positivos m primos relativos con as, y tiene la importante propiedad de que
m | u, siy sélo si z,(m) | n. Se sabe también que si p es un primo impar

A
entonces z(p) | p — u>
p
Sea p un primo tal que p t A,. Decimos que p es un divisor primitivo
de un elemento u, de la sucesién si se tiene que p | u, pero p { ux para
1<k<n.
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De la definicién se sigue que z,(p) = n y por lo tanto se cumple que
p=+1 (méd n).

El siguiente es uno de los resultados mas importantes de la teoria de las
sucesiones de Lucas, se debe a Zsygmondy, Birkhoff, Vandiver, Carmichael,
Bilu, Harnot y Voutier.

Teorema 2.1 (Divisor Primitivo). Sea {up}n>0 una sucesion de Lucas no
degenerada. Sin > 30, entonces u, tiene un divisor primitivo.

El teorema completo de hecho enuncia cudles son todas las sucesiones
para las cuales hay excepciones cuando n < 30 (y cudles son estas excepcio-
nes). El teorema se puede consultar en [BHV].

En el caso de la sucesién de Fibonacci, usamos z(m) para el indice de
aparicién. Entonces z(m) existe para todo m y tenemos que m | F;, si y sélo

si z2(m) | n. Ademds, se sabe que z(p?) | p*~(p — e,), donde e, = (g), y
que z(p®) = p°2(p), donde b = min{0,a — f,} y pf?’||FZ(p). Para n en general
se tiene que
z(n) = [z(p™) : p*|In].
Dado un primo p, definimos ¢, como el periodo minimo de la sucesién
de Fibonacci médulo p. Se sabe que t, € {z(p), 2z(p), 4z(p)} (vease [R]).

2.2. Teoria Analitica de Numeros

Usaremos la notacion de Landau O, la notacién o y los simbolos de
Vinogradov con el significado usual en Teorfa Analitica de Ntumeros.

Haremos uso de las propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes, para
aproximar sumas mediante integrales. En particular, como consecuencia de
la férmula de integracién por partes tenemos la formula de Abel:

Teorema 2.2 (Abel). Sea a una funcion aritmética y f una funcion de
clase C'. Entonces

Y aln)f(n) = A(t)f(2)

y y
i —/ A f (t)dt
donde A(x) = Z a(n).

n<x

Necesitaremos usar que ¢(n)/n > 1/loglogx para todo n < z. Esto es
consecuencia del orden minimo de la funcién ¢ de Euler (véase [T]):

lim inf 780(71) =e 7.
n—oo n/loglogn
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Los siguientes teoremas se conocen como los Teoremas de Mertens y su
demostracién se pueden encontrar en [T]:

Teorema 2.3 (Primer Teorema de Mertens). Para x > 2 se tiene que

Z logp _ logz 4+ O(1).

p<zm

Teorema 2.4 (Segundo Teorema de Mertens). Ewiste una constante M tal
que para x > 2 se tiene que

1 1
Zzloglogx+M—i—O< )
P log

p<z

M se conoce como la constante de Mertens.

Teorema 2.5 (Tercer Teorema de Mertens). Para x > 2 se tiene que
1 7 1
[T(1--)=>~(1+0
P log log =

p<z
El siguiente hecho conocido acerca de w es el Lema 2.3 en [EP] para el
caso de p — 1; el caso de p 4+ 1 es andlogo:

donde v es la constante de Euler.

Teorema 2.6. Para x > 3 se tiene que
w(ip=x1
Z wip£1) < (loglog z)2.
p<w

El Teorema del Numero Primo se puede enunciar de muchas maneras
equivalentes, aqui haremos uso de las distintas formas llamandoles siempre
con el mismo nombre. Estos resultados se pueden encontrar en [T].

Teorema 2.7 (Teorema del Nimero Primo). Se tiene que

X

m(@) ~ log

cuando x — o0.
Equivalentemente, en términos de la funcion 8 de Chebyshev,

O(x) ~x
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cuando x — Q.
Y tambien equivalentemente, si p, denota el n-ésimo primo, se tiene que

Pn ~ nlogn
cuando n — oo.

Para ¢y k > 1y primos relativos definimos m(z, k, £) como el ntimero de
primos p < x congruentes con £ médulo k. Con esta notacion tenemos los
siguientes teoremas:

Teorema 2.8. Si{ y k > 1 son primos relativos, se tiene que

@
m(x, k,0) 2(5)

cuando T — 0.

Vamos a necesitar las siguientes consecuencias del teorema de Brun-
Titchmarsh (véanse los Lemas 2.4 y 2.5 de [BKW]).

Teorema 2.9 (Brun-Titchmarsh).

(i) Para ({,k)=1y1</{<k<uz, tenemos

3z
R EI )

(ii) La cota

1 log1
S Ll
= p k)
p=+1 (méd k)

se cumple uniformemente para x > k > 3.

El Teorema de Densidad de Chebotarev, que se puede consultar en [N],
afirma lo siguiente:

Teorema 2.10 (Chebotarev). Sea f un polinomio mdnico con coeficientes
enteros y discriminante A distinto de 0. Sea C una clase de conjugacion del
grupo de Galois G de f. Entonces, el conjunto de primos p que no dividen

a A para los cuales op, el automorfismo de Frobenius, pertenece a C' tiene
densidad igual a |C|/|G]|.
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El resultado conocido como la Criba de Brun es un teorema muy general
y muy técnico, pero tiene muchos corolarios mas sencillos que se citan con
este nombre. Este resultado y dichos corolarios se pueden encontrar en [HR].

Nosotros usaremos la siguiente forma de la criba de Brun (vease ejercicio
6.18 de [P]):

Teorema 2.11 (Criba de Brun). Sea k > 1 un entero fijo, y sea y <
x. Supongamos que para cada p < y tenemos escogidas k, < k clases de
congruencia modulo p, con k, < p. Entonces el nimero de enteros positivos
n < x que evitan todas estas clases de congruencia estd acotado por

k
C:U” 1—p)
p<y

donde la constante C' es independiente de las clases de congruencia escogidas
para cada primo.

Acerca de los nimeros suaves se tiene el siguiente resultado [CEP, Co-
rolario del Teorema 3.1]:

Teorema 2.12. Para x > y > 1, se tiene que
U(z,y) = zexp(—(1+ o(1))ulogu)
uniformemente en el intervalo y > (log x)? siempre y cuando u — oo, donde
u = logxz/logy.
Y usaremos la siguiente una cota, que es mas floja pero mas sencilla

Teorema 2.13. Para todo x > y > 2 se tiene que
U(z,y) < o exp(—u/2)
donde u =logx/logy.

Vamos a necesitar més adelante resultados conocidos acerca de la distri-
bucién de valores y-suaves de p?> — 1 para primos p. Denotamos con II(z, %)
al nimero de primos p < z para los que p? — 1 es y-suave. Es de esperarse
que los nimeros p? — 1 con p primo se comporten como enteros “aleato-
rios” desde el punto de vista del tamano de sus factores primos, por lo que
es razonable suponer que el comportamiento de II(x,y) serd como el de la
funcién de conteo de los enteros suaves.

Mis concretamente, tenemos el siguiente
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Teorema 2.14. Para v € [1,4/3) se tiene que
(y",y) = oW
cuando y — 0.

Este resultado es consecuencia del Teorema 1.2 de [DMT].
Necesitaremos también informacion acerca del nimero de divisores de
primos trasladados que se encuentran en un intervalo dado. Para esto, defi-
nimos
H(z,y,z) =#{n <z : d|n para algun d € (y,2)},

y dado un entero fijo A # 0 definimos
H(z,y,z;P\) =#{p <z : d|p+ X\ para algin d € (y,2)}.
Los siguientes resultados se encuentran en los Teoremas 1 y 6 de [F].

Teorema 2.15. $i 100 < y < /2, y 2y < z < 42, entonces
H(w,y, 2) = au’ (log 2/u) /2,
donde u estd definido implicitamente por z = y* % y

1+ loglog 2

0=1
log 2

= 0.086071... .

Ademds, si 1 <y < /2 entonces se tiene que

H(z,y,z)

H(«I,y,Z;P)\) <A IOgLU

siempre que y + (logy)?/3 < z <z

Para una progresién aritmética ¢ (méd d), definimos ¢, 4, como el pe-
riodo minimo de la sucesion (F,gp)n>0 médulo p. El siguiente resultado se
sigue de la cota dada en la pagina 86 de [EPSW], basada en los resultados
de [Sh].

Teorema 2.16. Se tiene, uniformemente para enterosc >0, d>1yp >3
primo, la siguiente cota:

)« s



Capitulo 3

Primer Problema

El caso de las sucesiones con raices multiples presenta problemas para
las cotas superiores de N (),

Por ejemplo, la sucesién u,, = n2" para todo n > 0, con polinomio carac-
terfstico f,(X) = (X — 2)? muestra que A, puede consistir en el conjunto
de todos los enteros positivos.

Sea D € N el comin denominador de todos los coeficientes de los po-
linomios A;(X) para ¢ = 1,...,m. Asi, los coeficientes de los polinomios
DA;(X) son enteros algebraicos. Entonces

Duy =Y " DA;(0)a} + Y D(Ai(n) — Ai(0))a}.
=1

=1

Si n € N, entonces n | Du,. Como n divide al entero algebraico
> D(Ai(n) — Ai(0))af,
i=1

se sigue que n divide a
m
> DA (0)a}.
i=1

Si este valor es idénticamente 0 (es decir, A;(0) = 0 para todoi =1,...,m),
entonces estamos en una situacién similar a la del ejemplo u, = n2". En
este caso, N, contiene por lo menos una proporcién positiva de los ente-
ros positivos (todos los enteros n primos relativos con D). De lo contrario,
definimos

wn:ZDAi(O)a? para n=0,1,....

17



18 Capitulo 3. Primer Problema

Un poco de teoria de Galois muestra que w, es un entero para todo n > 0,
y la sucesién {wy}n>0 satisface la relacion de recurrencia lineal de orden
0 =#{1 <i<m: A;0) # 0} con coeficientes enteros, que ademas tiene
solamente raices simples. Entonces, N,, € N,,, y por lo tanto no hay pérdida
de generalidad para las pruebas de las cotas superiores cuando se consideran
solamente sucesiones de recurrencia sin raices repetidas.

Veamos entonces el caso en el que f,(X) tiene solamente raices simples.
En este caso, la relacién (2.2) se vuelve

k
Up :ZAia?, para n=0,1,..., (3.1)
i=1
donde Aj,..., A son constantes en K. Podemos suponer que ninguna de

ellas es 0, de lo contrario la sucesién {u,}n>0 satisface una relacién de re-
currencia lineal de orden menor.
Definimos
A= J] (- a))?=disc(fu), (3.2)

1<i<j<k

el discriminante de la sucesién {uy }n>0, y del polinomio f,(X). Se sabe que
A, es un entero. También supondremos que (uy,),>0 es no degenerada, es
decir, que o;/a; no es una raiz de la unidad para ningunos 1 <i < j < m.

De aqui en adelante s6lo consideraremos sucesiones lineales de recurren-
cia con raices simples y no degeneradas.

Cuando k =2, up =0, u; = 1y (ar,a2) = 1, la sucesién {uy,}n>0 se
conoce como una sucesion de Lucas. La férmula (3.1) de su término general
es

n__ .n
un:u, para n=0,1,.... (3.3)
o] — g
Es decir, A1 = 1/(aq — ag) y A2 = —1/(1 — a2) en la férmula del término

general (3.1).

En el caso de una sucesién de Lucas (uy,)n>0, la estructura del conjunto
N, se describe de manera recursiva en [S] de la siguiente manera.

Para n € Ny, sea S, el conjunto de primos que dividen a u,A,. Los
elementos bdsicos de NV, son 1y 6 si a3 =3 (méd 6) y az = +£1 (méd 6),
son 1y 12sia; =41 (méd 6) y az =1 (méd 6) y es sélamente el 1 en el
resto de los casos. Con esta terminologia, se tiene que:

Teorema 3.1. Todo elemento de N, es de la forma bpips - - p, para algin
r >0, con b un elemento basico de Ny, y para i = 1,...,r, los numeros
bpipa - - pi_1 estdn también en N, y p; estd en Stpipo--pi_1-
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El problema de divisibilidad de los términos de una sucesiéon de recu-
rrencia lineal entre funciones aritméticas de sus indices se estudié en [LS], y
en [L] el caso especial de los nimeros de Fibonacci.

Obsérvese que si k = 1, entonces u,, = Ajaf paratodon >0, con A; # 0
y a1 € {0,+£1}. Su polinomio caracteristico es f,(X) = X — ay. Es fécil ver
que en este caso, #N,(z) = O((logz)“(%D). Asi que de ahora en adelante
podemos suponer que k > 2.

Obsérvese también que para la sucesion u, = 2" — 2, con polinomio
caracteristico f,,(X) = (X —1)(X —2), el pequeno teorema de Fermat implica
que todos los primos estdn en N, asi que el Teorema del Nimero Primo y
las estimaciones para la distribucién de los pseudoprimos
posible que ocurra que #N,(z) = (14 o(1))z/log z cuando z — oo.

Para cualquier v € (0,1), definimos

muestran que es

Pu,y = {p : Tu(p) < pV}‘

Lema 1. Para 27,y > 2, se tienen las estimaciones

yk xk'y

Tu(p) Sy} € 2—, #Pu.(z) €« —
#{p: Tu(p) <y} gy T iy () oz
donde la constante implicita depende solo de la sucesion {uy }n>0.
Demostracion. Es claro que la segunda desigualdad se sigue de la primera
poniendo y = 27, por lo que basta probar la primera. Supongamos que

T.(p) < y. Entonces para algunos enteros za, ..., xj en el intervalo [1,y + 1]
se tiene que

p | méX{l, |NK/Q(DU(07 Z2,... ,ﬂ?k))’}

De esto se sigue que

II »! [T  méx{1,|Nxjo(Du(0,22, ..., 2x)]}. (3.4)

Tu(p)<y 1<za,...,xp <y+1

Hay, cuando mucho, (y + 1)*~1 = O(y*~!) posibilidades para las (k — 1)-
tuplas (xg,...,xx). Para cada una de estas (k — 1)-tuplas, tenemos que

[Nk /@(Du(0, 22, ..., z))| = exp(O(y))-

1Un pseudoprimo es un niimero compuesto n que divide a 2™ — 2. En [L1] se demuestra
que existen muy pocos pseudoprimos en comparacién con los primos.
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Por lo tanto, el lado derecho de la ecuacién (3.4) es exp(O(y*)). Tomando
logaritmos en la desigualdad que se sigue de la divisibilidad (3.4), tenemos
que
> logp =0(yh).
Tu(p)<y
Si existen en total n primos en esta suma y si p; denota al i-ésimo primo,
entonces

> logpi = O(y"),
=1

es decir, 0(p,) < y*. Del Teorema de Niimero Primo se sigue que p, < 3"
y que n < y¥/(klogy), que es lo que querfamos probar. O

El pardmetro T, (p) es util para acotar el nimero de soluciones n €
[1,2] de la congruencia u, = 0 (méd p). Por ejemplo, se tiene el siguiente
resultado [EPSW, Teorema 5.11].

Lema 2. FEziste una constante co(k) que depende sélo de k con la siguiente
propiedad. Supdngase que {un}n>0 €s una sucesion recurrente lineal de orden
k que satisface (2.1), que p es un primo que no divide a axA, y que existe un
entero positivo s tal que ugs no es multiplo de p. Entonces, para todo x > 1
el nimero de soluciones R(x,p) de la congruencia

u, =0 (méd p) con 1<n<uzx

cumple la desiqualdad

Ru(z,p) < ca(k) <  + 1) -

Tu(p)

La constante co(k) se puede escoger como el maximo entre k y una cota
superior para el nimero de soluciones enteras 0 < zy < --- < xp de la
ecuacion

D,(0,z9,...,x5) =0, (3.5)

que se sabe que existe, es finito y depende sélo de k y no de los ntimeros
at1,...,0.
Cuando {up }n>0 es una sucesién de Lucas, definimos

Quy =1p + zu(p) <07}

Como consecuencia de las observaciones anteriores al Lema 1 se sigue que
#Qu~(z) = #Pun(x) + O(1). Por lo tanto, el Lema 1 implica el siguiente
resultado.
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Lema 3. Para xz > 1, se cumple

x2

#Quq(7) K

log

donde la constante implicada depende sdlo de la sucesion {u, }n>0-

3.1. Demostracion del Teorema 1.1

Suponemos que x es grande. Partimos el conjunto Ny (z) en varios sub-
conjuntos. Sea y = x/1°8198% Definimos

MN(z) = {n<z: Pn) <y}
No(z) = {n<z: ngMNl)y P(n)epu,l/(k—i—l)};
Ns(z) = N(@)\ (UL Ni(2)) .-

Ahora acotaremos las cardinalidades de cada uno de estos conjuntos.
Para Nj(x), por el Teorema 2.12, tenemos

#Ai () = W) = exp(-(1+o(Dlogr) =0 (1) (3

cuando z — oo, donde
log
v =

logy

Ahora consideremos n € Na(x). Entonces n = pm, donde p = P(n) >
méx{y, P(m)}. En particular, p < z/m por lo que m < z/y. Como también
tenemos que p € Py 1 /(x+1)(z/m), el Lema 1 implica que el niimero de tales
)k/(k+1)

= loglog x.

primos p < z/m es O ((:L‘/ m ), donde la constante depende de la

sucesion {uy, }n>0. Sumando la desigualdad anterior sobre todos los posibles
valores de m < z/y, tenemos que

1 /Yyt
k/(k+1) - k/(k+1) I
#No(z) < E : k) ST /1 £/ (k+1)
1<m<z/y (37)

z/y x
_ k/(k+1)y;1/(k+1)
=((k+ 1z )t . < ST

Tomemos ahora n € N3(z). Como antes, tenemos n = pm, donde p =
P(n) > y. Supongamos que z (y por lo tanto y) es suficientemente grande.
Entonces, m < z/p < x/y. Como n € N, tenemos que n | uy, por lo
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tanto p | u,. Ademds, T, (p) > p'/*+1). Fijemos p y contemos el niimero
de posibilidades para m. Para esto, sea {w;}¢>o la sucesién definida como
wy = Uy para todo £ > 0. Esta es una sucesion de recurrencia lineal de orden
k. Nos gustaria aplicarle el Lema 2 para acotar el nimero de soluciones de
la congruencia

Wy, =0 (mdd p), donde 1<m <z/p.

Si se cumplen las hipédtesis del Lema 2, este nimero, denotado por Ry, (z/p, p)
cumpliria

Ry(z/p,p) < ea(k) <x + 1) .

pTw(p)
Veamos que se cumplen las condiciones del Lema 2. Notese que si aq, ..., o
son las raices caracteristicas de {uy }n>0, entonces o, ... ,ai son las raices

caracteristicas de {wy};>1. Se sigue que

En particular, el término a,, j correspondiente a la sucesion {wy}¢>1 satis-
face a1 = ai siempre que y > 2. Si suponemos ademds que y > |ag/,
tenemos que p no divide a ay, y por lo tanto p tampoco divide a a,, ;. Ahora
observemos que

Ay = H (af —af).

1<i<j<k
Moédulo p, se tiene

p

Ay = H (a; —aj) | =AY (mébd p).

1<i<j<k

De esta congruencia se sigue que p | A, si y sélo si p | A,. Entonces,
tomando z suficientemente grande como para que y > |A,|, tendremos que
p1 Ay, y por lo tanto p 1 A,.

Hasta el momento, hemos comprobado que p no divide a a,, 1A, que es
la primera parte de la hipdtesis del Lema, 2.

Veamos que se cumple la siguiente parte de la hipdtesis.

Como p t A, el polinomio caracteristico f,,(X) de {us}s>¢ tiene solamen-
te raices simples médulo p. Ademds, p tampoco divide al dltimo coeficiente
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ay, de la recurrencia para {uy}n>0, por lo que la sucesién es puramente pe-
riédica médulo p. Sea t, su periodo minimo médulo p. Se sabe que t, es
primo relativo con p. De hecho, ¢, es un divisor del nimero

p'—1:i=1,2,... kK.

Escojamos ng > 0 tal que uy,, # 0. Sea z suficientemente grande de
manera que y > |up,|. Como p > y, tenemos que p { up,. Y como (p,tp) = 1,
existe un entero s con sp = ng (méd t,). Entonces,

Ws = Ugp = Up, (mbd p).

En particular, wg es primo relativo con p. Por lo tanto, para x suficiente-
mente grande, la segunda parte de la hipdtesis del Lema 2 se cumple para
la sucesién {w¢}e>o.

Ahora mostraremos que

T
Ry (x,p §02/€( —i—l), 3.8
(o) < ea) (7 38)
que es la conclusiéon del Lema 2 con Ty, (p) remplazado por T, (p). Observese
primero que T, (p) y Tw(p) existen porque p no divide a aj. Ademads, de las
congruencias

Dy(x1,...,2) = det(ad™)1<; i<k = (det(a;?))P  (méd p)
= Du(rn....)’ (mdp)

se sigue que si 0 < a9 < - -+ < a3 son cualesquiera enteros positivos, entonces
p | Ngg(Du(0,22,...,21)) siy sdlo si p | Ngsg(Dw(0,22,...,21)). En
particular, si el conjunto

Zu:{(0,$2,...,xk)EZk:0<JI2<--'<$kyDu(O,l’2,...,(Ek):0}

es vacio, entonces Z,, es vacio también (de hecho, Z,, puede pensarse como
el subconjunto de Z, cuyos elementos son vectores con todas sus entradas
multiplos de p), asi pues, Ty, (p) = Tw(p), v la desigualdad (3.8) se tiene por
el Lema 2. Supongamos ahora que Z,, es no vacio. Para p grande (y por lo
tanto, para x grande), el conjunto Z,, es vacio pues el nimero de soluciones
de la ecuacién (3.5) es finito. Sea Z cualquier intervalo de longitud T, (p) y
sean np < ng < --- < ny todos los enteros en Z tales que w, =0 (méd p).
Supongamos que ¢ > k. Entonces tenemos

k

choz?m =0 (médp) i=1,2,...,k—1yalgunosi e {k,k+1,..., ¢}

j=1



24 Capitulo 3. Primer Problema

Sea m cualquier ideal primo que divida a p en Ok y considerense las con-
gruencias anteriores como un sistema de k ecuaciones en las incégnitas
(c1od™, o™, ... cpal™) en Ok /m. Aqui, p es suficientemente grande de
manera que los denominadores de cy, ..., c; son invertibles médulo p. Para
p grande, la solucién anterior del sistema es distinta de 0 en (O /7)¥, asf

que podemos concluir que 7 | Dy (0, 29, ..., x), donde
L2 =n2—ny, I3=nN3—N1, ..., Tpg—1=Ng—N1 § Tp="01;—N1.

Entonces, p | Ngo(7) | Ni/g(Dw(0,22,...,7x)). Como xp = n; —ny <
T.(p), tenemos que D, (0, x2,...,xx) = 0. Sin embargo, hay a lo mas ca(k)
posibilidades para el vector (0,z2,...,x) (vease el parrafo de la ecuacién
(3.5)), de ahi que hay a lo més ¢y (k) posibilidades para n;—n1, y por lo tanto,
también para i < . Entonces, ¢ < ca(k), lo que muestra que Z contiene a lo
més cz(k) soluciones de la congruencia w, =0 (mdd p). Esto demuestra la
desigualdad (3.8).

Como n € N3(z), tenemos que T}, (p) > p*/k+1),

La desigualdad (3.8) ahora nos dice que el nimero de elecciones para m
una vez que p estd fijo es

X
Ry(z/p,p) < ca(k) <pl+1/(k+1) + 1) '

En resumen, tenemos que

X
Na(@) < > elk) <1+1/<k+1>+ 1)
y<p<z p
1
< e®) (7@ +2 Y Trmm
ySpp
<

& dt

Por lo tanto

Na(z) < eo(k) <7r(x) +0 <W)> . (3.9)

Comparando (3.6), (3.7) y (3.9), tenemos que

#N (z) < co(k)m(x) + exp((1 T (1)) 010z v) +0 <y1/(k+l)> (3.10)
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cuando x — oo, donde las constantes implicadas dependen de la recurrencia
para {uy,},>0. Como elegimos y = zl/1og logz  ¢] segundo y tercer término
del lado derecho de (3.10) son ambos o(m(z)) cuando z — oo y esto termina
la prueba del teorema.

3.2. Demostracion del Teorema 1.2

Dividamos a los niimeros n € N, (z) en varias clases:
(i) Mi(z) = {n € Nyu(z) : P(n) < L(z)"/2};
(i) Na(x) = {n € Nu(z) : P(n) > L(x)*};
(iil) N3(z) = Nu(x) \ (NV1(x) U Na(z)).

Por el Teorema 2.12 tenemos que

M) < Vo L)) < fostns
cuando r — o0.

Sin e N, yp|n, tenemos que n =0 (méd p) y n = 0 (mdd 2z, (p)).
Si p no divide al discriminante del polinomio caracteristico de u (y por lo
tanto, para p suficientemente grande), tenemos que z,(p) | p £ 1, por lo que
(p, zu(p)) = 1. Entonces, las condiciones n € Ny, p | n, y p suficientemente
grande obligan a que n = 0 (mdd pz,(p)). De donde, si p es suficientemente
grande, el nimero de n’s con n € Ny(x) tales que P(n) = p es a lo mds
V(z/pzu(p),p) < x/pzu(p)-

Entonces, para x grande, se tiene que

T S TED M= el D

p>L(x)3pzu(p) o pzu(p oI pzu(p)
2u(p)<L(x) 2u(p)>L(x)

Por el Lema 1 la primera suma del lado derecho tiene cuando mucho
L(r)? sumandos para z grande, y cada sumando es menor o igual que
x/L(x)3, por lo que dicha suma estd acotada por z/L(z). La segunda su-
ma tiene sumandos menores que x/pL(z) y la suma 1/p es del orden de
log log z, por lo que esta suma es z/L(z)'T°(1) cuando = — co. Por lo tanto,
#No () < z/L(z)°M) cuando = — oo.

Para cada entero no negativo j, definimos I; = [27,2/71). Ahora cu-
brimos I = [L(z)Y/2, L(2)%) con estos intervalos diddicos, y definimos a;
mediante 2/ = L(z)%. Supondremos que j recorre sGlamente los enteros en
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los que I; intersecta a I. Para cualquier entero k, sea Pjj el conjunto de
primos p € I con z,(p) € Ij. Observese que, por el Lema 1, tenemos que
#Pj s < 4k,

Se sigue que

SEE ) ID D RED >

j  k pEP;j i neN,(z) J
P(n)=p

cuando = — oo, donde se uso el Teorema 2.12 para la dltima desigualdad.
Para k > j/2, acotamos

>

pEP]-

QkZ <2k

pz u< pEI

para x grande. Para k < j/2, tenemos

1 4k ,
E [ — 2’“*]
j ok ’
= pzu(p) 272

pues el nimero de sumandos es del orden de 4%, como se hizo ver anterior-
mente.
Entonces,

DI D

k pEP]k k>3/2pEPj K k<j/2pEPj i
< 9279/2 = (x)*aj/Z_

Tenemos finalmente que

#N3(x Z cuando T — 00.

x)% /2+1/(2ag)+o(1)

Como el minimo de t/2 + 1/(2t) para t > 0 es 1 y se alcanza cuando t = 1,
concluimos que #N3(z) < z/L(z)'t°M) cuando z — co. Esto, junto con las
estimaciones anteriores de #N1(x) y #MNa(x), completa la prueba.

Es posible que usando los métodos de [ELP] y [GP] se puedan obtener
mejores estimaciones.
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3.3. Demostracion del Teorema 1.3

Como ag = =1, se tiene que para cualquier entero m, la sucesién u es
puramente peridédica médulo m. Asi que el indice de aparicién z,(m) existe
para todos los enteros positivos m. Ademés, usando la férmula (3.3) se puede
ver que para cualquier potencia de primo g = p* tenemos

zu(p®) | za(p)p" " (3.11)
Definimos, para todo y > 1
My=[m: m <y

Decimos que un entero positivo n es L-especial si es de la forma n = 2sM,,
para algin y > 3 y para algin entero positivo s libre de cuadrados que
cumpla que (s, M) = 1 y que para todo primo p | s se tiene p> — 1 | M,,.
Sea L el conjunto de todos los niimeros L-especiales.

Demostraremos ahora que £ C N, para cualquier sucesién u con as =
+1. Para probar esto basta mostrar que para cualquier n = 2sM, € Ly
para cualquier potencia de primo ¢ | n, se tiene que z,(q) | n. Esto es facil si
q | s, porque entonces ¢ = p es primo y entonces, o bien z,(p) = p (cuando
p | Ay) o bien z,(p) | p£ 1. Y como p? — 1 | My, en cualquiera de los casos
tenemos z,(p) | n.

Supongamos ahora que ¢ | 2M,, consideramos dos casos:

» Cuando g es impar, tenemos ¢ | M, por lo que ¢ < y. Escribimos g = pF

con p primo, de manera que (3.11) implica z,(q) | (p — 1)p¥~1,p* o
(p + 1)p*~1. Tenemos p*~! < y y si p+1 < g, entonces z(q) | M,.
El tnico caso que no se cubre es cuando p + 1 > y (y entonces p €
(y—1,y]), k =1, z4(p) = p+ 1. Escribimos p+ 1 = 2/m con m impar.
Entonces 27/ | 2M,, y m | 2M,,, por lo que p+1 | 2M,,. Asi, en cualquiera
de los casos, z,(q) | 2My y z.(q) | n.

» Cuando ¢ es par, tenemos ¢ = 2% y ¢ | 2M,, entonces, como z,(2) €
{2, 3}, se sigue de (3.11) que z,(2%) | 2¥ 0 2,(2%) | 3-2¥~1. Como y > 3,
en cualquier caso tenemos z,(q) | 2M,.

Ahora usamos el método de Erdés [ER| para demostrar que el conjunto
L es bastante grande. Definimos

log
Y

«
N
I
<

- loglog x
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Decimos que ¢ es una potencia de primo propia si ¢ = pF para un primo p
y un entero k > 2.
Definimos P como el conjunto de primos p tales que:

»peEfy+12];
» p? — 1 es y-suave;
= p? — 1 no es divisible por ninguna potencia de primo propia ¢ > y.

Obsérvese que si ¢ es una potencia de primo propia y q | p? — 1, entonces
q | p£ 1, a menos que ¢ se par, en cuyo caso tenemos ¢/2 | p = 1. Como
claramente hay a lo mas O(tl/ 2) potencias de primo propias ¢ < t, hay
solamente O(zy_l/ 2) primos p < z para los cuales p? — 1 es divisible por una
potencia de primo propia ¢ > y. Entonces, por el Teorema 2.14, tenemos
que
#P > TM(z,y) —y + O(zy~/?) = 210,

cuando T — oo.

Es claro también que para cualquier entero positivo s libre de cuadrados
formado por primos p € P, el entero n = 2sM,, es L-especial.

Tomamos ahora el conjunto £,(x) de todos estos enteros L-especiales
n = 2sM,, donde s esta formado por

{logx — QyJ
T = —_—
log 2z

primos distintos de P. Por el Teorema del Nimero Primo se tiene que M, =
exp((1 + o(1))y) cuando = — oo, por lo que para x suficientemente grande
tenemos que n < z para todo n € L,(x).

Podemos entonces acotar la cardinalidad de £,(z) como sigue

BL,(x) > <#TP) > (ﬁ)

Como

_ log #P _
_ 1 _ v—1+0(1)
r= (v "+ 0(1))710g log 2 o= (log x)

cuando = — oo, tenemos que #L,(x) > z1~1/vto() cyando z — co. Final-
mente observamos que L,(x) C L(x) y esto concluye la prueba.
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3.4. Demostracion del Teorema 1.4

Como A, = 0,1 (méd 4) y A, # 0, 1, se tiene que |A,| > 1. Sea r
un factor primo de A,. Entonces 7¥ € A, para todo k > 0 (vease [Lu,
paginas 210 y 295]). Sea k un entero positivo grande, y consideremos u, k+4.
Por el Teorema 2.1, u, tiene un divisor primitivo p para n > 31 y dicho
primo p cumple que p = +1 (mdéd n). Como hay, cuando mucho, 5 valores
de k& > 0 tales que 7* < 30 para el mismo entero 7 > 1, y como un, | un
si m | n, tenemos que w,xr4 tiene por lo menos 7(r¥™*) — 5 = k factores
primos p # r. Digamos que son p; < --- < pg. Supongamos que |a1| > |ag].
Para n grande, tenemos que |a;|"? < |u,| < 2|a;|" [EPSW, Teorema 2.3).

Si B1,..., Bk son exponentes no negativos tales que
log(x/rkt4)
Bi < ————,
klog p;
entonces rk+4pfl . -pf’“ < z estd en N, [Lu, Pdgina 210], y estd contado en

#Ny(z). Por lo tanto,

H <{log (z/rk+4) J +1> - <log(a:/7"k+4)>k 1
k log p; - k 15, log pi

. < oo >’“

2rk+4]og |a |

donde la tdltima desigualdad se sigue de lo siguiente

L £ TN SR T TR AL
Z1_[10gpz‘_ k; og p; R

<rk+4 log |ay | + log2>k
k

2rk+4]og oy | b
k )

para k > 2. Aqui se ha usado también que |u,| < 2|a1|™ para todo n > 1
k+4

IN

conn=r
Sea c3 = 2log |aq|. La cota para #N,(x) se puede escribir como

log = k k_ log = k k2
#Nu(@) 2 <rk+403+0 <rk)> N <r’f+4c3> (HO <1ogw)>

log x K
> rktdcs
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siempre y cuando
k = o(y/logx), (3.12)

cuando x — oo, lo cual supondremos. Ahora observemos que

logz \*
(ff?) = exp (klog(log z/c3) — k(k + 4)log).

Sea A = log(logz/c3). La funcién f(t) = tA — t(t + 4)logr alcanza su
méximo en t = (A —4logr)/(2logr) = A/(2logr) — 2. Asi, tomando k =
|A/(2logr) — 2] (de modo que se cumple (3.12)), obtenemos que f(k) =
ft)+O(f'(t)) = A%2/(4logr) + O(A), y entonces

og(log x/c3))?
it o (2 2

(loglog x)?
=exp | ————
4logr

+ O(log log x))

+ O(log log x)) ,

lo cual implica el teorema con cualquier constante ¢; < 1/(4logr).

3.5. Observaciones

Como se habia mencionado, #N,(z) puede llegar a ser muy grande bajo
ciertas condiciones. Nétese que la sucesion u,, = 2" — 2 tiene la propiedad
de que u; = 0. La siguiente proposicion nos da una generalizacién de esto.

Proposicién 1. Sean k > 2 y {uy, }n>0 una sucesion lineal recurrente de or-
den k que cumple la relacion (2.1). Supongamos que existe un entero positivo
ng primo relativo con ay, tal que un, = 0. Entonces

#N,u(x) > x/log,
donde la constante implicita depende de la sucesion {up}n>0.

Demostracién. Como ng es primo relativo con ag, se tiene que {uy,}n>0 es
puramente periddica médulo ng. Sea t,,, su periodo. Ahora consideremos R,
el conjunto de los primos p =1 (méd ¢,,) tales que f,(X) se descompone en
factores lineales médulo p. Dicho de otra manera, R, es el conjunto de los
primos p tales que el polinomio f,(X)(X%o — 1) se descompone en factores
lineales moédulo p. El conjunto de dichos primos tiene densidad positiva
dentro de los primos por el Teorema 2.10. Se afirma que

Su € Nu, (3.13)
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donde
Su = {Pno :pERy y p> nO‘Au‘}

Dicha inclusién nos da la cota buscada pues
BN (@) > #Ru(w/n0) + O(1) > 3/ log z.

Supongamos entonces que p > ng|A,| estd en R,. Entonces p = 1
(méd ty,), de donde p = 1 + At,, para algin entero positivo . Enton-
ces png = ng + Anoty, y como {u,}n>1 es puramente periédica con periodo
tn, modulo ng, tenemos que

Upng = Ung+Angtn, = Ung =0 (méd ng). (3.14)

Ahora, como el polinomio f,(X) se descompone en factores lineales médulo

p, tenemos que of = «; (méd p) para todo i = 1,...,k. En particular,

(2
al™ =l (méd p) para todo i = 1,..., k. Como los denominadores de los
coeficientes A;, i =1,...,k, en (3.1) son divisores de A, y p > |A,|, se sigue
que dichos denominadores son invertibles médulo p, por lo que A4;af™ =
A;a;® (méd p) para todo @ = 1,...,k. Sumando estas congruencias para
1 =1,...,k, obtenemos

k k
Upng = 3 Al =3 A0 = Uy =0 (méd p). (3.15)
i=1 =1

De las congruencias (3.14) y (3.15), obtenemos que p y ng dividen a upy,, ¥
como p es primo relativo con ng, concluimos que png | wpn,- ]

La condicién de que ng sea primo relativo con ag no es necesaria, como
lo muestra la sucesiéon con término general

U, = 10" -7 —-2.5" -1 para todo n >0,
en la cudl podemos tomar ng = 2. En este caso k = 4,
fu(X) = (X = 10)(X = 7)(X = 5)(X —1),

y ng no es primo relativo con ay = —350, sin embargo se puede comprobar
que 2p | ug, para todos los primos p > 11.

Sea K, () el conjunto de los enteros n < z tales que n | u,, y n no es de
la forma png, donde p es primo y u,, = 0. Veamos que en las condiciones
del Teorema 1.1, podemos obtener una cota superior para #K,(x) menor
que la que tenemos para #MN,(z) si agregamos una hipdtesis mas.
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Proposicién 2. Sea {un}n>0 una sucesion lineal recurrente de orden k
cuyo polinomio caracteristico se descompone en factores lineales en Z[X].
Entonces existe una constante positiva cq4 que depende solo de k tal que para
todo = suficientemente grande, tenemos que #K,(x) < x/L(x)%.

Demostracion. Sea y = L(x). Partimos a K, () en los siguientes conjuntos:

Ki(z) = {neKlu(z): P(n) <y}
Ko(x) = {n € Kyu(x): existe un primo p | n, p >y, pTy(p) < kx};
Ks(z) = Ku(z)\ (Ki(z) UKy(2)).

Como en la demostracién del Teorema 1.2, vemos que, por el Teorema 2.12,

tenemos que #K;(z) < x/L(z)"/?t°M) cuando z — oo.
Imitando ahora la demostracion del Teorema 1.1, vemos que

#o(z) < > <pr(p)+1> <Y Ta;

y<p<w y<p<z p u(p)
Ty (p) <kx

Partimos esta suma en dos, dependiendo de si p € P, 1/(141) 0 no. El Lema 1
nos dice que #P, 141 (t) < tk/(k+1) /1og t. Entonces,

T X X
Z pTu(p) = Z - < yl/(k:—i-l)’

y<p<w y<p<z p
PEPu,1/(k+1) PEPY,1/(k+1)
Y 1
T T xlogy x
Yoy ot
— 1/(k+1) 1/(k+1)
y<p<z PLu(p) y<p<a PY 4
PEPu1/(k+1)

Por lo tanto,

T
#Ka(2) < L () Do) cuando T — 00.

Tomemos ahora n € K3(x). Sea p | n tal que pT,(p) > kx. Usando que
Tu(p) < kt, y que t, | p—1 (pues f, se descompone en factores lineales
sobre Z[X]), tenemos que

kx < pTu(p) < kpt, < kp?,

de modo que p > y/x. Entonces n puede tener a lo mas un factor primo p tal
que pT,(p) > kx. Por lo tanto, si n € K3(x), podemos suponer que n = mp
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donde p > /x > m, y P(m) < y. Ademds, podemos suponer que u,, # 0.
Como p | upm y tp | p— 1, tenemos que p | up,. Por otra parte, el nimero de
factores primos de u,, es O(m). Como el niimero de enteros n en K3(z) que
tienen un divisor primo p con estas propiedades es O(z/(pT,(p))+1) = O(1),
tenemos que

x

#3(x) < Z m <z U (Vz,y) = L) cuando x — 00,
m<\/z
P(m)<y

por el Teorema 2.12. Esto termina la demostracion el teorema escogiendo,
por ejemplo, ¢4, = min{1/5,1/(k + 2)}. O

Finalmente, consideremos un polinomio no constante g(X) € Z[X] y la
generalizacion

Nug={n=1: gn) | un}.

Sea y < z'/2 y obsérvese que por el Teorema 2.11, existen a lo més

1
N < w ( Ogy) (3.16)

log

valores de n < z tales que g(n) no tiene un divisor primo en el intervalo
[y, z/ 2]. Obsérvese también que para un primo p que no divide al contenido
de g, la divisibilidad p | g(n) coloca a n en a lo més Od(g) progresiones
aritméticas. Entonces, por el Lema 2, el nimero de las n’s restantes tales
que n < xy g(n) | u, se puede estimar como sigue

1
M Y Yis ¥ (o) <s X Jorow)
/21 < 1/2 pTu(p) 1/2 pTu(p)
pEly,zt/ ]pTng pEly,z'/?] pEly,z'/?]

(n)

plun

Usando el Lema 1 para v € (0,1) y la estimacién trivial T;,(p) > logp,
obtenemos

PO <<1< Gl +ZH>
= - p——— — 3 .
p€E(z,22] PTu(p) “ pE2,27] Tu(p) z \ (log z) log z

Escogemos v de manera que

27 = (zlog z)V/ D)
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para obtener

% 3 Tl( | < 2 VD) (g 1)~ (2)/(41),
DPE|[2,22] Prulp

Sumando sobre los intervalos diddicos, tenemos que

2

pEly,at/?]

< —1/(k+1) lo —(k+2)/(k+1).
o) <Y (logy)

Por lo tanto,
N2 < l'y_l/(k+1)(10g y>—(k’+2)/(l€+1) + x1/2. (317)
Tomando y = (log z)**!, concluimos de (3.16) y (3.17) la cota

log log )

1
log (3.18)

#Nyg(x) <N+ No < (

Seria interesante tratar de mejorar la cota (3.18) para que se acerque a
la del Teorema 1.1, pero la prueba del Teorema 1.1 no funciona en general
por la posible existencia de divisores primos grandes de g(n).



Capitulo 4

Segundo Problema

4.1. Introduccién

La ecuacién diofantina F,, = f(x) donde f(X) € Q[X] ha sido estudiada
para distintos polinomios f(X). Nemes y Pethd [NP] clasificaron todos los
polinomios f(X) tales que dicha ecuacién tiene una infinidad de soluciones
enteras (n,z) con n > 0. Los nimeros de Fibonacci F}, que son suma de tres
cuadrados se investigaron en [RO].

Dado un entero fijo d, los niimeros de Fibonacci F,, de la forma x2 + dy?
para algunos enteros x y y se investigaron en [BL]. Especificamente, los auto-
res definen My como el conjunto de los enteros n > 0 tales que F, = x4+ dy?
para algunos enteros z y y, y estudian el conjunto D de los enteros d tales
que M, tiene densidad inferior positiva.

En este trabajo se estudian los enteros positivos n para los cuales se tiene
una representacion “diagonal” F,, = u? + nv? para algunos enteros u y v.
Definamos entonces

M={n>1:F, =u*+nv® para algunos enteros u, v}.

Probaremos las siguientes cotas

xr Xz

log x

4.2. Resultados Preliminares

Con la notaciéon P, = {p : z(p) < y} el Lema 1 tiene como caso particular
para la sucesién de Fibonacci el siguiente Lema:

35
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Lema 4. Se cumple que

y?
#P, < logy

para todo y > 2.
También necesitaremos la siguiente congruencia.

Lema 5. Para todo entero m y para todo primo p se tiene que Iy, = F,Fy,
(méd p).

Demostracion. Usando la identidad 11 de la pagina 10 de [BQ] y el teorema
de Fermat, tenemos que

p
Fom =Y (i) FFFP kB = FPF, = F,F, (méd p).
k=0

A continuacién probamos que t. 4, = tp/(d, tp) siempre que z(p) { d.

Lema 6. Sean ¢ > 0, d > 0 enteros y p > 5 un primo tal que z(p) 1 d,
entonces teqp = tp/(d, tp).

Demostracion. Sean a = (1 ++/5)/2, B = (1 —-+/5)/2y K = Q(+/5). Es
facil ver que {Frina}n>0 €s una sucesién lineal recurrente de orden 2 con
polinomio caracteristico 22 — (a? + %)z + (=1)? y que {F.ini}n>0 €s pu-
ramente periédica médulo p. Por lo tanto, { Fiipna}n>0 es periddica médulo
p con periodo T'(= teqp) siy sblo si Fo. = Fepqr (méd p), Ferqg = Feqdtar
(méd p), y T es minimo con esta propiedad. Sea 7w un primo en Ok que
divida a p. Definiendo u = o — 1, v = 8% — 1, y usando la férmula de
Binet podemos reescribir las congruencias anteriores como

(méd )

(méd ).

a‘u—pB% = 0
ac—f—du _ Bc+dv = 0
El determinante de este sistema de ecuaciones (en u y v) es (a3)¢(ad—p3%) =
(—1)¢V/5Fy, que es distinto de 0 médulo 7 porque 7 | p, p > 5y como z(p) 1 d,
p 1 Fy. Esto demuestra que u =0 (méd 7) y v =0 (méd 7). En particular,
T es el orden de (a?, %) en Og /7 x Og /. Un argumento similar con ¢ = 0
y d = 1 demuestra que t, es el orden de (a, ) en Ok/m x Og/m. Por lo

tanto, T' = t,/(d, tp). O
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4.3. Demostracion del Teorema 1.5

4.3.1. Cota Superior

Empezamos por descartar varios subconjuntos de enteros n € [1,x] que
nos estorban para trabajar en el problema.

Sean x un numero real positivo grande, y; = exp(logx/loglogx) y defi-
nimos

Mi(z)={n<z:Pn) <}

Observese que u = logz/logy; = loglogx, asi que por el Teorema 2.13,
tenemos que

X

Toa e (4.1)

#Mi(x) =V (z,y1) < zexp(—u/2) =

Ahora tomamos z; = (logz)3. Consideremos « € (0, 1) cuyo valor determi-
naremos después. Definimos ahora

Msy(z) = {n < z: p* | n para algiin primo p > 28}

Si n € My(z) entonces p? | n para algin primo p > z{. Si fijamos p, el
nimero de dichas n’s es |x/p?| < x/p?. Entonces

T 1 T T
M < =< —_—_E = 4.2
#M(z) < ) 2 =" ) e < 2~ (logz)3 (4.2)
z‘f‘Sprl/2 mzz?
A continuacién definimos
P={p:z(p) <p"?}.
Por el Lema 4, tenemos que
72/3

#P(x) = #{p <z 2(p) <P} = #Pp < gz

Y definimos

Ms(z) ={n <z :p|nparaalginp € P con p > 21 }.
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El nimero de enteros n < z que son multiplos p es |z/p| < x/p. Suman-
do sobre todos los posibles valores de p tenemos que
z THP(t
[ #70)
z1<p<z = #
peEP

x_ [TA#EP() _  (#P()

w5 5 Do [ (B
#P(x) Todt 1 3 |t==

< (55 ) <o (s + (il )

z2/3 3x T

log + 21/3 < logz’

<

(4.3)

Ahora definimos el conjunto
My(z) ={n<z:ngMs(x)yp|(n F,) para algin p > z }.

Si n € My(x), entonces p | (n, F,) para algin p > z;. Como n ¢ Mjs(x),
/

tenemos que p € P, por lo que z(p) > p'/3 > zi ® Para z grande, tenemos

que z(p) > 21/3 > 5, y entonces z(p) | p £ 1. En particular, p and z(p)
son primos relativos, y como p | n y p | F,; entonces, z(p) | n, y podemos
concluir que pz(p) | n. Para un primo fijo p, el nimero de estos enteros
n es |x/pz(p)| < x/pz(p). Sumando sobre todos los posibles valores de p,
tenemos que

T T x T
My(z) < —F < E < = . 4.4
# 4() p; pz(p) p>z1p4/3 21/3 log = ( )
pz(p)<z

Supongamos por el momento que n < x no esta en U?Zl M;(z). Y supon-
gamos que
F, = u®* 4+ nov? (4.5)

para algunos enteros u y v (que dependen de n). Para = grande, tenemos
que y > z1, y como n ¢ M;i(z), existe un primo p > z; tal que p | n. Como
n & Ma(z) U My(x), tenemos que p|jn y p t F,. Asi que podemos poner
n = pm, donde (m,p) = 1. Reduciendo la ecuacién (4.5) médulo p, tenemos
que

F,=4> (méd p)

con u # 0 (mdd p). Por lo tanto,
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Por el Lema 5, tenemos que
=(5)- ()G ()
p p p p )’
F, F,
()-(2)
p p

Como consecuencia de esto tenemos que en cualquier representacién de
n de la forma n = mp, con p > z1, el cardcter cuadrético de F;,, moédulo p
estd determinado de manera tinica por p. Para usar de manera eficiente esta
informacién necesitamos remover aun mas enteros n < x.

Sea

y por lo tanto

Ms(z) ={n <z : ngMy(z)y existe ¢ > 27, ¢| (2(p1), 2(p2))
con p1#p2 y pip2|n, 6 q|(n,z(n))}

Supongamos que n € Ms;(x). Observese que si x es grande, entonces ¢
también es grande, y la condicién ¢ | z(p) implica que ¢ | p£ 1. Por lo tanto,
p = +1 (mdd q). Ademds, como ¢* { n, porque n € Ms(x), y ya que para
todos los enteros positivos a y primos p se tiene que z(p®) = p’z(p) para
algin entero no negativo b < a (que depende de p y de a), se sigue que
q | z(n), y por lo tanto ¢q | z(p) para algin factor primo p de n. Entonces,
si n € Ms(x), entonces, o bien existen dos factores primos distintos de n,
digamos p1 y p2, y un primo g > z{ tal que p; = £1 (méd ¢) parai=1,2, 0
bien ¢ | ny q | z(p) para algin factor primo p de n. Consideremos el primer
caso y sea M5 1(z) el conjunto de los n < z que caen en dicho caso. Si p;
y p2 estan fijos, el nimero de dichas n < z es |x/p1p2] < z/p1p2. Dejando
q > =z{ fijo y sumando la desigualdad anterior sobre todas las parejas de
primos (p1,p2) con p1p2 < x y p; = £1 (mbd q) para i = 1,2, y luego
sumando sobre todos los primos ¢ > z{ obtenemos la siguiente cota

T 1
#Msa(e) < D, ), <@ | ) o
>z P17DP2 Pp2 >z p<z p
—:fllp2(§§éd 2 p=+1 (méd q)
pi=
loglog x 2 9 1
< 1 < z(loglog x) Z =
q>z§ q q>zf

< z(log lsgx)Q _ x(loglogga:)2’ (A7)
2§ (log x)3
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donde hemos usado la desigualdad (ii) del Teorema 2.9. Consideremos ahora
el segundo caso y sea Mso(x) el conjunto de las n < x que caen en este
segundo caso. Entonces n es divisible entre algunos primos p y ¢ > 2{*, con
q | z(p). Para p y ¢ fijos, el nimero de dichas n < x es cuando mucho z/pg.
Sumando sobre todos los ¢ que dividen a z(p) (y por lo tanto, ap—1o0 p+1)
y que son mayores que 2y, y luego sobre todos los primos p < x, obtenemos
que

- 2
#Ms () < Z Z pﬁq < % Z wip—1)+wp+1) - 2(log log z) |
)

o it D (log x)3«
q>z7
(4.8)
donde la tdltima cota se sigue del Teorema 2.6.
Recopilando los resultados (4.7) y (4.8), obtenemos que
2
4 M () < W (4.9)

Dado un primo p ponemos z(p) = ayb, donde P(a,) < (logp)® y b, tiene
s6lamente factores primos mayores que (log p)®. Sea 22 = exp(18(loglog z)?)
y definimos

Mg(z) = {n <z :ap > 2z para algin primo p | n}.

Consideremos n € Mg(z). Entonces existe un factor primo p de n tal que
ap > z. Como a, | p+ 1 para = grande, tenemos que p = £1 (mdd a,).
Entonces, p = £1 + a,A para algin entero positivo A. Fijando a = a, y A,
el nimero de n < x con estos parametros es cuando mucho

x x 3z

+ <
I1+apA  —1+4+apA = apA

para x suficientemente grande. Obsérvese que a, esta en el conjunto
A={a<z:a>z:Pla) <z}

Sumando sobre todos los posibles valores de a y A, tenemos que

3x 1 1
< — < = hl
a€A zo<a<lzx 1<z
1<A<Lz P(a)gzl
T dw(t
< xlogm/ (t,21)
z2 t

t=x z
< zlogx (qj(t’zl)‘ +/ ‘Ij(t’zl)dt>. (4.10)
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Como t > 23, tenemos que

logt S 18(log log )?
logz; = 3loglogx

= 6loglogx.

Por el Teorema 2.13 se sigue que

logt t
Wit 21) <texp (210g zl> = (log x)3

para todo t € [z2,x]. Usando esto en (4.10), obtenemos

1 1 dt x
#Meg(r) < xlogx ((10gx)3 + (log 2)? /22 t) < gz’ (4.11)

Ahora definimos z3 = exp((logx)®) y vamos a descartar a los enteros posi-
tivos n que tienen un factor primo p > z3 para el cudl z(p) es “pequeno”
en un sentido que se precisara después. Tomamos ¢ = 20a2 y definimos los
siguientes conjuntos de primos

pl/2
Q1 = PiZ(P)<logp ;

1/2
_ . p 1/2 2
Qy = {p logp < z(p) < p’“exp (c(log log p) )} )

Necesitaremos cotas para los tamanos de Q1 (t) y Qa(t). Para #Q;(t), tene-
mos

£1/2

#Q1(t) < # {p <t:z(p) < } < H#Pp/2 ) 1ogr < (4.12)

t
~ logt (logt)?3’

por el Lema 4 con y = t1/2/logt. Para #Q5(t), primero consideramos QN
[t/2,t]. Sea p un primo en Qs N [t/2,t] donde t es grande. Entonces

1/2 /2 1/2
z(p) SRR > ;
logp =~ 2Y/2log(t/2) = 2logt
z(p) < p?exp (c(log logp)Q) < Y% exp (c(log log t)2) .

Como t1/2/(2logt) > 5 para t grande, tenemos que z(p) | p£1. En particular,
estos primos p tienen la propiedad de que p+ 1 o p — 1 tiene un dividor en
el intervalo (y, z), donde y = t'/2/(2logt) y z = t'/? exp (c(loglogt)?). Para
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acotar la cantidad de dichos primos usamos el Lema 2.15. Las hipdtesis del
lema se satisfacen (con x = t) siempre que ¢ > exp(5300). Tenemos que

logz - log(t*/2 exp (c(loglog t)?) B
log y log(t1/2/(21ogt))

log t'/2 + ¢(loglog t)?
logt!/2 —loglogt —log2
c(loglogt)? + loglogt + log 2

logt1/2 — loglogt — log 2
(loglogt)?

logt

= (2c+o0(1))

cuando t — co. Entonces, por el Lema 2.15,
H(t,y,z) < tudlog(2/u)=>/?

<! (mil(g)it)?y <log (0 ((k)glji;t)Q>>>_3/2

t t
< ;
(logt)d(loglogt)3/2=26 ™ (logt)®

<

H(t,y,z) t

#(Qan[t/2,) < Y H(ty, 2z P) < log ¢ (og 17"

Ae{£1}

(4.13)

Remplazando ¢ por t/2, y luego por t/4, etc. y sumando las desigualdades,

obtenemos .

#QZ(t) < W

(4.14)

Comparando (4.14) con (4.12), vemos que si ponemos Q3 = Q1 U Qo, enton-

ces
t

#Q3(t) < # () + #(t) < (log )17

Ahora definimos
Mz(z) ={n<x: existe p>z3, p|n, p€ Qs}.

Si n € Mz(x), entonces p | n para algtin primo p > z3 en Qs. Si fijamos p,
hay |z/p| < z/p posibles valores para n < x. Sumando estas desigualdades



4.3. Demostracion del Teorema 1.5 43

para todos los posibles valores de p, tenemos

paate) < X o [FAHG0)

ss<p<z ’ t
pEQ3
t=x €z
= <#Q3<t) ‘ + #Q;”(“ dt)
t t=z3 23 t

< x(l ‘m+/xdt )
(logt)Hli=z  J,, t(logt)*d
1 1 jt=c
< af— —7‘
(e * (stmgrrl)

X X
— . 4.15
< logzp ~ (oga)™ (4.15)

Sea B € (0,1—a) y definimos K = |Bloglog x|, y2 = exp(log z/(loglog z)?),

T = (23,92) ¥y
wz(n) = Z 1.
peEL
pln
Sea

Msg(x)={n<z:n¢& Ms(z),wz(n) < K}.

La siguiente prueba de (4.19) imita la prueba de los Teoremas 08 y 09 de
[HT].
Sea n € Mg(z). Como n ¢ Ma(x), se tiene p? { n para p > 2. Para

x suficientemente grande, tenemos que z3 > z1, por lo que si p € Z divide
a n, entonces p2 1 n. Entonces, para z suficientemente grande, podemos
descomponer a n de manera tnica como n = uv, donde v no tiene primos
de Z y w es libre de cuadrados y tiene £ < K factores primos, todos en Z.
Fijemos u. Entonces v < z/u y observese que

l‘ > L >

w = yf = Y2,
para x suficientemente grande. En particular, Z C [1,z/u]. Por el teorema
2.11, el ntimero de posibles elecciones para v es de orden a lo més

z};[z (1 - ;) < %exp(—S% (4.16)

donde

1
5:25.

peEL
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Por el Segundo Teorema de Mertens, tenemos que

S =loglogya — loglog z3 + o(1) = (1 — «) log log x — 21logloglog x 4 o(1)
(4.17)
cuando x — oco. Entonces,

(log z)t—«

m cuando Tr — OQ.

exp(5) = (1 +0(1))

Sea U el conjunto de las u’s que estamos considerando, es decir, libres
de cuadrados y con menos de K factores primos, todos en Z. Sumando la
desigualdad (4.16) sobre todos los u € U, obtenemos

z(loglog z)? 1 _ z(loglogz)? 1
#Ms(z) < z(loglog z)” _) ng Zﬂ Z*

l1—a l —a
(log x) o (log x) = v
z(loglogz)* log )2 ’
= 4.1
“(logz)l—a Z E'S (4.18)
(<K
Observese que para ¢ < K, tenemos, por (4.17),
S/ (04 1)! 8 S (1 — a)loglogx — 2logloglog x + o(1)
St/ 1T Bloglogx + 1

>

para x suficientemente grande, donde podemos escoger cualquier n € (1, (1—
«)/B), por lo tanto, la dltima suma en (4.18) estd dominada por el término
correspondiente a ¢ = K. Entonces, usando que K! > (K/e)¥, tenemos

r(loglogz)? SX  z(loglogx)?

M) gy KT (ogay o
e(1 — a)loglogxz — 2elogloglogx + o(1) Bloglog z+0(1)
Bloglogz + O(1)
z(loglogz)? [e(l — ) L0 lcwgloﬂ Bloglog z+0(1)
(logz)!— B log log =
z(log log )0
T (loe )Y 4.1
< (logz)y (4.19)
donde

1 g (059).
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Finalmente consideramos Mg (z) = M(z)\ (U§:1 ./\/lz(x)> Sea n € Mg(x).
Podemos escribir como n = mP, donde P = P(n) > y; (porque n & M (z)),
y Pt m para x suficientemente grande (porque n ¢ Msy(z) y y1 > 21 para
x suficientemente grande). Fijemos m. Observemos que y; > y2 para todo
x > e. Como n ¢ Mg(x), existen K factores primos de m todos en Z. Sea
P1,...,PK los mas pequenos de estos primos. Definimos

U(m) = [t(p1), - - -, t(pk))-

Recordemos que t(p;) = 0(p;)z(pi), donde d(p;) € {1,2,4} para cada i =
1,...,K. Ademas, z(p;) = ap,by, para cada i = 1,..., K, donde a,, es
(log pi)3-suave y todos los factores primos de b,, son mayores que (logp;)>.
Ahora, como n ¢ Msg(x), se tiene que a,, < 2o para cada i = 1,..., K.
Como todos los factores primos de b,, son mayores que

(67

(logpi)® > (log z3)® = (logz)3® = 2§ paratodo i=1,...,K,

y como n ¢ Ms(x), se tiene que by, y bp; son primos relativos para cuales-
quiera i # j en {1,2,..., K}. Entonces,

U(m) | [6(p1)apys- - 6(Di)apsc)bpy -+ by
Definiendo
V(m) = [5(p1)ap1, ce ,5(pK)apK]
observamos que

K
V(im) < 4Ham < 425( =4exp (18ﬂ(log log x)3) i
i=1

Por lo tanto V(m) < y; para z suficientemente grande. Consideremos P en
una clase de congruencia fija w (méd V(m)), donde w € {1,2,...,V(m)}
y es primo relativo con V(m). Entonces P < x/m y P = w (méd V(m)).
Esto nos dice que P = w + V(m)A\ para algin entero A > 1. Entonces,

n=mP =p; (m/pi(w+V(m)\)) paratodo i=1,... K.

Tomamos ¢; = wm/p; y di = V(m)m/p; para i = 1,..., K. Por (4.6),

tenemos que
<F0i+dM> - <FP> (4.20)
pi pi
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Observemos que como n ¢ My (zx), tenemos que

Z\Pi 1/2 -
by, = 2 5 1 expelloglogpi)?) 25
pi
Pero
exp(c(loglogpi)?)z; ' > exp(c(loglog z3)%)z;

= exp(ca’(loglogz)?)zy !
= exp(2(loglog z)?).

Entonces,

by, > pg/z exp(2(loglog z)?) paratodo i=1,...,K. (4.21)

Ahora veremos que el periodo t., 4, p, de (Fg,+d,k)k>0 médulo p; es

tpi _b
- Yp

e dips = paratodo ¢=1,..., K. 4.22
= Gy Vim)m/p) 2

Para esto, usamos el Lema 6. Es claro que p; > 5 para z suficientemente
grande (basta que z3 > 5). Veamos que z(p;) 1 d;. Si este no fuera el caso,
tendriamos que by, | z(p;) | d; | V(m)m. Sin embargo, el divisor b,, > 1 de
z(p;) es divisible sélo entre primos ¢ > 2§, y dichos primos no pueden dividir
a m, porque entonces dividirfan a n y a z(n), lo cual no es posible porque
n ¢ Ms(x), y tampoco pueden a V' (m) pues entonces dividirian a a,, para
algin j (necesariamente distinto de i), y por tanto a z(p;) para algin j # i
contradiciendo otra vez que n ¢ Mj(x). Esto prueba 4.22.

Definimos
Fooa
AF = {)\médbpi : (*‘“) :1},
p

A7 = {)\méd bp<F+‘“> :—1}.
p

BAT +HAT =b, vy |[#AT —#AT| =0,

Tenemos que

por el Lema 2.16. Tenemos entonces que

+ _ % /2y _ % 1
#at = 0wl = % (140 (o)) (4
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como consecuencia de (4.21). Observese que para cada i fijo, por (4.20), la
F, pi
Pi

clase de residuos A (méd by,) esta en A;-F o A; dependiendo de si

F,
es +1 o —1 respectivamente. Tomemos ¢; € {+,—} el signo de (m)

Di
Para cada ¢ = 1,..., K, fijemos p; € A;'. Contemos el nimero de primos
P tales que A = p; (mdd by,) para i =1,..., K. Por el Teorema Chino del
Residuo (recordemos que by, y by, son primos relativos si i # j), el sistema

de congruencias anterior es equivalente a la congruencia
A=pp (méd B(m)),
donde B(m) = by, -+ by, v po = po(p1,- - -, pi ). Entonces,
P=w+V(m)uy+ V(m)B(m)k, (4.24)

para algin entero no negativo k. Podemos suponer que w + V(m)ug es
primo relativo con V(m)B(m), pues de otra manera habria a lo més un
primo en esta progresién. Entonces P < x/m estd en una progresion fija
médulo V(m)B(m). Observese que by, < p; para cada ¢ =1,...,K si x es
suficientemente grande. Entonces

V(m)B(m) < 4exp(188(loglogz)®)ys
1
< 4dexp m+18ﬁ(logloga:)3
loglog x
nlogx
—_ 4.2
< X <loglogx> (4.25)

para cualquier n € (3, 1) fijo, si x es suficientemente grande. En particular,
V(im)B(m) <y < z/m

para todo z suficientemente grande. Entonces el niimero de primos P < x/m
de la forma (4.24) es, por el Teorema 2.9 (i),

x/m

p(V(m)B(m))log(z/(mV (m)B(m)))’

m(z/m, V(m)B(m),w +V(m)uo) <

Por la desigualdad (4.25) y como z/m > P > yj, tenemos que

x Y1 oxp [ L= M 1og@
mV (m)B(m) ” V(m)B(m) ” p( log log z > '
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Usando también que p(¢)/¢ > 1/loglogx para todos los enteros positivos
{ < x, tenemos que

z(loglog x)?

m(z/m,V(m)B(m),w + V(m)ug) < mV (m)B(m)logz’

Ahora fijamos w, sumamos sobre todos los posibles valores de p; € A,y
usamos las desigualdades (4.23)

> w(@/m, V(m)B(m),w+V(m)uo)

wiEAS?
i=1,.., K
loglogx #A7
< log:rH
loglogz)? 1 1 Ploglogz
< MT{ 140 i
mV (m)logx 2 exp(2(loglog x)?)
log1 2
. _olloglogz)?
2KmV (m)log

Sumando ahora sobre las ¢(V(m)) posibles clases de congruencia médulo
V(m), y sobre todos los posibles valores de m < x/y; obtenemos que

#Mo(z) < Z z(loglog x)? (@(V(m))><x(loglogx)2 Z 1

K K o
e 2Kmlogx V(m) 2K Jogx S,

z(loglog z)?
_ 49
(log x)ﬁ log 2 ( 6)
Comparando las cotas (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.9), (4.11), (4.15), (4.19),
(4.26), obtenemos

Xz
(log x)ml’n{aé,%ﬁ log2}°

#M(z) <

Escogemos « y  de manera que ad = v = [log 2. Entonces, 5 = «d/ log 2,
y tenemos que

ab =1 — o ad log e(1 —a)log?2 .
log 2

ad

Esta ecuacién tiene dos soluciones en el intervalo (0,1), pero sélo una de
ellas cumple que f < 1 — . Esa solucién es a = 0.7504..., que nos da
ad = 0.0645 ... y esto termina la prueba de la cota superior de #M(x).
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4.3.2. Cota Inferior

Para obtener una cota inferior muy holgada de manera sencilla podemos
ver que p?> € M para todo p > 5. Para esto tomamos n = (p?> —1)/2 en la
conocida identidad

F2n+1 = F2+1 + F’r%a (427)

n

y obtenemos
Fp = F(392+1)/2 + FéQ_lw =u2 4+ p2?, (u,v) = (Flp241)/2 Fpe—1y/2/P)-

Como z(p) | p£ 1 para todo p > 5, se tiene que z(p) | (p> —1)/2, por lo que
v = F(pz_l)/Q/p es entero, y por lo tanto p> € M.

Como consecuencia del Teorema del Nimero Primo (Teorema 2.7), ob-
tenemos la cota

NE
log

L #M(x)

Calculos con la ayuda de la computadora muestran que, para primos
p<350,peEMsip=26p=1(méd 4)y que p ¢ M sip=3 (mbd 4).
Esto sugiere la siguiente conjetura:

Conjetura. Un primo p estd en M siy sélo sip=2 ¢p=1 (méd 4).

Veamos que si p = 3 (mdd 4) y ademas p = +2 (méd 5), entonces
efectivamente F), = z? + py? no tiene solucién. De tenerse esta igualdad,

tendriamos que F), = z? (méd p), por lo que <%) = 1 . Por otra parte,

como
_ 5 p +2 ,
Fp = 5(1’ /2 = <p> _ (5> — (5) =—1 (mod p)
tenemos que (%) = (%) = —1, lo cual es una contradiccién.

Demostrar que para los primos p = 3 (méd 4) y p = +1 (méd 5) la
ecuacién no tiene solucion parece ser mas dificil.

Sin embargo, vamos a demostrar que si p = 1 (méd 4) entonces si ocurre
que p € M.

Como Fy = 0% + 5 - 12, podemos suponer que p > 5. Dado m un ente-
ro positivo denotaremos con (,, una raiz m-ésima de la unidad. También
definimos

L = Q(¢&, V5,i), donde %= —1.
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Dado un entero d, abreviamos Q(v/d) como Q. Usamos, como antes, o y /3

para denotar a HT‘/E y 1’—2‘/5 respectivamente. Primero probaremos que

Ny (o —i(p) = P F,, dedonde N(a—i(,) = FI? (4.28)

Empezamos notando que [L : Q] = 4(p — 1). Y de hecho,
G = Gal(L/Q) = (1) x (o5) x (0-1),
donde
« 7(¢) = ¢f para algiin generador fijo g de Z%, 7(v/5) = V5 y (i) = i;
= 05(Gp) = G 05(VB) = —VB y 05(i) = i;
= 0 1(¢) =G o1 (VD) = VB y o1(i) = —i.
También observamos que L = Q5(Cp,4) = Qs5(Cap) ¥ que
Gal(L/Qs) = (7) x (o_1). (4.29)
Tenemos que

P(aP — 3P 2p 4 1
p_lF frd & (a B ) = @ + = (I)
N ) I (@),

donde ®,(x) es el n-ésimo polinomio ciclotémico. Se puede ver que i¢, =
exp ((2(p+4)mi/4p) y (p +4,p) = 1, de donde se sigue que i(, es una raiz
4p-ésima de la unidad. Entonces

Cyp(a) = [ (= (G)H).
1<k<dp
(k,4p)=1

Por (4.29), se puede ver a
{iGp = (iGp)" : 1 <k <dp, (k,4p) =1}

como el grupo Gal(L/Qs), de donde

Pyp(a) = H (a—0o(ip)) = H o(a—iy) = Ny /g5 (a0 —iGp),

oeGal(L/Qs) oeGal(L/Qs5)

lo que prueba (4.28).
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Ahora veremos que
Nyjg_,(a —i¢p) = 6 (4.30)

para algin elemento § = u + v\/—p € Z[/—p].

Se sabe que Q(y/(—1)®~1/2p) es el tinico subcampo cuadratico de K =
Q(¢p). Para ver esto, observemos que el discriminante de K, denotado por
di, is (=1)®=D/2pr=2 (Ejercicio 4.5.10 de [EM]). Como K es de Galois,
tenemos que /dxg € K, de donde Q(1/(—1)®=1/2p) C K. Que este sea el
unico subcampo cuadratico de K es consecuencia de la correspondencia de
Galois, pues el grupo de Galois de K/Q es ciclico, por lo que contiene un
unico subgrupo de indice 2.

Como p =1 (mdd 4) tenemos que Q, esté contenido en I, y como i € L,
tenemos que Q_,, también es un subcampo de L. Calculemos N, g _, (—iCp).

Para esto, observamos que

Gal(L/Q-p) = (to_1) X (05). (4.31)

En efecto, tenemos que 72 fija a /P pero 7 no. Esto nos dice que 7(,/p) =
—/P- Ademas, o_1(i) = —i, lo que nos dice que 7o_; deja fijo a i,/p.
Por otra parte, o5 fija tanto a i como a (p, y por lo tanto también a i /p.
Entonces, todos los elementos del subgrupo (7o_1) x (o5) de G fijan a i,/p.
Pero este es un subgrupo de G con 2(p — 1) = [L : Q_,] elementos, por lo
que se tiene (4.31).

Tenemos entonces que
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Aqui hemos usado que cuando k varfa de 1 a p — 1, ¢F también lo hace y
k
—1
que (—1)* = (g) Como p =1 (méd 4), tenemos que <> = 1. Usando
p p

también que af = —1y que i = —i~!, tenemos que Npq_, (o —i(p,) es
/2 ay . .
(-6))0-6))e-G)er)0-G))
(p—1)/2
- L -6)9)0-09G 0z E 0z

g
He-Ba)e-09) () (55)
W () (- () e

donde
(p—1)/2 a\ a\
o= 11 (o= (5)) (2= (5) i) &

Es claro que § es un entero algebraico.
Mostremos ahora que 6 € Q_,,. Para esto, por (4.29), basta probar que
To_1(d) = 0, pues obviamente o5 deja fijo a d.

(p—1

S

2
l

I
—
Z o
Q
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Tenemos que 7o_1(9) es igual a

o2
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(
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Entonces, como § es un entero algebraico de Q—, y p =1 (mdd 4) tene-
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mos que d = u + vy/—p para algunos enteros u y v. Se sigue que

F? = N(a—i¢) =Ng_,0NLq_,(e—iG)) = Ng_,/0(0%)
(No_,/a(8)” = (u? + pv*)?,

Sacando raiz obtenemos Fj, = u? + pv?, lo cudl prueba que p € M.
Finalmente, como consecuencia del Teorema 2.8, tenemos que

X

log < M(z)

lo cuél concluye la demostraciéon del Teorema 1.5.
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