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2.2. Teoŕıa Anaĺıtica de Números . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3. Primer Problema 17
3.1. Demostración del Teorema 1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2. Demostración del Teorema 1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3. Demostración del Teorema 1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4. Demostración del Teorema 1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.5. Observaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4. Segundo Problema 35
4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2. Resultados Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3. Demostración del Teorema 1.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.3.1. Cota Superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3.2. Cota Inferior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3



Caṕıtulo 1

Introducción

Los números de Fibonacci {Fn}n≥0 se definen mediante las relaciones

F0 = 0, F1 = 1

y
Fn+2 = Fn+1 + Fn para todo n ≥ 0.

En este trabajo de investigación se estudian desde un punto de vista
anaĺıtico dos problemas diofánticos acerca de los números de Fibonacci.

El primero consiste en estudiar los valores de n tales que n | Fn. Se
puede encontrar una caracterización recursiva de dichos enteros en [S]. Para
estudiar este problema desde el punto de vista anaĺıtico consideramos la
función de conteo de dichos enteros, es decir,

#N (x) = #{n ≤ x : n | Fn}

y encontramos cotas asintóticas superiores e inferiores para dicha función.
Los resultados que se dan en el trabajo se publicaron en [ALPS] y son

mucho más generales pues se dan dichas cotas no solamente para la suce-
sión de Fibonacci sino para sucesiones con relaciones de recurrencia lineales
homogéneas de cualquier orden.

El segundo problema consiste en estudiar la ecuación u2 + nv2 = Fn. Es
fácil encontrar una infinidad de valores de n para los cuales la ecuación tiene
solución. Desde el punto de vista anaĺıtico nos interesa entonces hacer una
estimación de la función de conteo de dichas n’s, es decir,

#M(x) = #{n ≤ x : la ecuación u2 + nv2 = Fn tiene solución}.

Los resultados obtenidos acerca de este problema se pueden encontrar
en [AL] y [ABL].
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6 Caṕıtulo 1. Introducción

1.1. Resultados

Para una sucesión {un}n≥0 definimos Nu = {n ≥ 1 : n | un}. Además,
dado un conjunto de enteros A, denotamos con A(x) al conjunto A∩ [1, x].

Los resultados que se obtuvieron en la investigación están dados por los
siguientes teoremas.

Teorema 1.1. Para todo k ≥ 2 existe una constante positiva c0(k) que
depende sólo de k tal que si el polinomio caracteŕıstico de una sucesión
lineal recurrente no degenerada {un}n≥0 de orden k tiene sólo ráıces simples
entonces se tiene la cota

#Nu(x) ≤ c0(k)
x

log x

para x ≥ 2. En particular, Nu tiene densidad 0.

En el caso de una sucesión de Lucas se puede dar una mejor cota. Sea
L(x) = exp(

√
log x log log x), entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.2. Sea {un}n≥0 una sucesión de Lucas. Entonces la desigualdad

#Nu(x) ≤ x

L(x)1+o(1)

se cumple cuando x→∞.

También se tienen cotas inferiores dadas por los siguientes teoremas.

Teorema 1.3. Existe un conjunto de enteros L tal que L ⊂ Nu para toda
sucesión de Lucas un con Q = ±1, y se cumple que

#Nu(x) ≥ #L(x) ≥ x1/4+o(1).

Por otra parte, tenemos una cota inferior más holgada para una familia
más grande de sucesiones de Lucas. Aqúı ∆u denota el discriminante de la
sucesión de Lucas.

Teorema 1.4. Sea {un}n≥0 una sucesión de Lucas con ∆u 6= 1. Entonces
existen constantes positivas c1 y x0 que dependen de la sucesión tales que
para todo x > x0 se tiene que

#Nu(x) ≥ exp(c1(log log x)2).
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Para el segundo problema, definimos

M = {n ≥ 0 : la ecuación u2 + nv2 = Fn tiene solución}.

El siguiente teorema nos da cotas para #M(x).

Teorema 1.5. Se cumplen las siguientes estimaciones

x

log x
� #M(x)� x

(log x)0.06
.



Caṕıtulo 2

Notación y Antecedentes

A lo largo de este trabajo se usará la siguiente notación.

Dado n un entero positivo, τ(n) denota el número de divisores positivos
de n y ϕ(n) es la función de Euler, que cuenta el número de enteros en el
intervalo [1, n] que son primos relativos con n. La función ω(n) denota el
número de divisores primos de n sin contar multiplicidad, es decir, si se tiene
la factorización n = pα1

1 pα2
2 · · · pαrr dada por el teorema fundamental de la

aritmética, entonces ω(n) = r, con la convención de que ω(1) = 0.

Denotamos el máximo común divisor de dos o más enteros simplemente
con (a1, a2, . . . , an) y el mı́nimo común múltiplo con [a1, a2, . . . , an].

Denotaremos por p y q solamente a números primos, en particular una

suma de la forma
∑
p

denota una suma donde el ı́ndice corre sobre los primos.

Para un número real x definimos, como es usual, π(x) como el número
de primos menores o iguales que x. La función θ de Chebyshev se define

mediante θ(x) =
∑
p≤x

log p.

P (n) es el máximo factor primo de n con la convención de que P (0) =
P (1) = 1. Dado un número real y, decimos que n es y-suave si P (n) ≤ y, y
denotamos con Ψ a la función de conteo de los números y-suaves, Ψ(x, y) =
#{1 ≤ n ≤ x : P (n) ≤ y}.

Usaremos resultados de la teoŕıa básica de números acerca de divisibili-
dad, números primos y congruencias, aśı como resultados importantes como
el Teorema Chino del Residuo, el pequeño Teorema de Fermat, el Criterio

de Euler, las propiedades del śımbolo
(
•
p

)
de Legendre, y el Teorema de

Reciprocidad Cuadrática de Gauss.

Todos estos resultados se pueden encontrar en la mayoŕıa de los libros
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10 Caṕıtulo 2. Notación y Antecedentes

introductorios de Teoŕıa de Números, como por ejemplo [NZM].

Dado un campo K y un polinomio p(x) ∈ K[x], denotamos con ∂(p(x))
el grado de p(x), con la convención de que ∂(0) = −∞. El discriminante de
un polinomio ∆(p(x)) de grado n es el producto a2n−2

∏
i<j(αi−αj)2 donde

a es el coeficiente principal y las αi’s son las ráıces del polinomio. Para un
polinomio p(x) ∈ Z[x], el contenido de p(x) es el máximo común divisor de
sus coeficientes.

Si L es una extensión algebraica de K, escribimos NL/K(γ) para denotar
a la norma de un elemento γ ∈ L con respecto a K. Cuando K = Q y se
sobreentiende qué campo es L, denotamos la norma simplemente con N(γ).

Para un campo numérico K denotamos con OK al anillo de enteros alge-
braicos de K.

2.1. Sucesiones Recurrentes Lineales Homogeneas

Sea {un}n≥0 una sucesión que satisface la relación de recurrencia lineal
homogénea

un+k = a1un+k−1 + · · ·+ ak−1un+1 + akun, para n = 0, 1, . . . , (2.1)

donde a1, . . . , ak son enteros y ak 6= 0.

Las siguientes definiciones y resultados acerca de estas sucesiones se pue-
den encontrar en [EPSW].

A la sucesión (2.1), le asociamos su polinomio caracteŕıstico

fu(X) = Xk − a1X
k−1 − · · · − ak−1X − ak =

m∏
i=1

(X − αi)σi ∈ Z[X],

donde α1, . . . , αm ∈ C son las ráıces de fu(X) con multiplicidades σ1, . . . , σm,
respectivamente.

Se sabe que el n-ésimo término de la sucesión se puede expresar como

un =
m∑
i=1

Ai(n)αni , para n = 0, 1, . . . , (2.2)

donde Ai(X) es un polinomio de grado a lo más σi−1 para cada i = 1, . . . ,m,
con coeficientes en K = Q[α1, . . . , αm].

Definimos

Du(x1, . . . , xk) = det(α
xj
i )1≤i,j≤k.
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y dado un primo p, con (p, ak) = 1, definimos Tu(p) como el máximo entero
no negativo T tal que

p -
∏

0≤x2,...,xk≤T
máx{1, |N(Du(0, x2, . . . , xk))|}

donde x2, . . . , xk son enteros en [0, T ].

Se sabe que dicho T existe.

Como α1, . . . , αk son enteros algebráicos en K, se sigue que los números
N(Du(0, x2, . . . , xk)) son enteros.

Nótese que Tu(p) = 0 si y sólo si k = 2 y p divide a ∆u = (α1 − α2)2.

Decimos que {un}n≥0 es una sucesión de Lucas si k = 2, u0 = 0, u1 = 1
y (a1, a2) = 1. Si α1/α2 no es una ráız de la unidad decimos que la sucesión
es no degenerada y en general sobreentenderemos que ese es el caso cuando
se hable de una de estas sucesiones.

Las sucesiones de Lucas resultan una sucesión de divisibilidad fuerte, es
decir, cumplen que (un, um) =

∣∣u(n,m)

∣∣. Como consecuencia de esto se sigue
que si n | m entonces un | um.

Para las sucesiones de Lucas, (2.2) toma la forma

un =
αn1 − αn2
α1 − α2

y se conoce como la fórmula de Binet.

Cuando {un}n≥0 es una sucesión de Lucas se cumple que

|N(Du(0, x2))| = |αx22 − α
x2
1 |

2 = |∆u|2|ux2 |2, x2 = 1, 2, . . . .

De modo que si p no divide al discriminante ∆u = (α1−α2)2 = a2
1 + 4a2 de

la sucesión {un}n≥0, entonces Tu(p)+1 es de hecho el menor entero positivo
` tal que p | u`. Este número es llamado el ı́ndice de aparición de p en
{un}n≥0 y se denota por zu(p). El ı́ndice de aparición zu(m) se puede definir
también para compuestos m de la misma manera, es decir, como el menor
entero positivo ` tal que m | u`. Dicho entero existe para todos los enteros
positivos m primos relativos con a2, y tiene la importante propiedad de que
m | un si y sólo si zu(m) | n. Se sabe también que si p es un primo impar

entonces z(p) | p−
(

∆u

p

)
.

Sea p un primo tal que p - ∆u. Decimos que p es un divisor primitivo
de un elemento un de la sucesión si se tiene que p | un pero p - uk para
1 ≤ k < n.
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De la definición se sigue que zu(p) = n y por lo tanto se cumple que
p ≡ ±1 (mód n).

El siguiente es uno de los resultados más importantes de la teoŕıa de las
sucesiones de Lucas, se debe a Zsygmondy, Birkhoff, Vandiver, Carmichael,
Bilu, Harnot y Voutier.

Teorema 2.1 (Divisor Primitivo). Sea {un}n≥0 una sucesión de Lucas no
degenerada. Si n > 30, entonces un tiene un divisor primitivo.

El teorema completo de hecho enuncia cuáles son todas las sucesiones
para las cuales hay excepciones cuando n ≤ 30 (y cuáles son estas excepcio-
nes). El teorema se puede consultar en [BHV].

En el caso de la sucesión de Fibonacci, usamos z(m) para el ı́ndice de
aparición. Entonces z(m) existe para todo m y tenemos que m | Fn si y sólo

si z(m) | n. Además, se sabe que z(pa) | pa−1(p − ep), donde ep =
(p

5

)
, y

que z(pa) = pbz(p), donde b = mı́n{0, a− fp} y pfp‖Fz(p). Para n en general
se tiene que

z(n) = [z(pap) : pap‖n].

Dado un primo p, definimos tp como el periodo mı́nimo de la sucesión
de Fibonacci módulo p. Se sabe que tp ∈ {z(p), 2z(p), 4z(p)} (vease [R]).

2.2. Teoŕıa Anaĺıtica de Números

Usaremos la notación de Landau O, la notación o y los śımbolos de
Vinogradov con el significado usual en Teoŕıa Anaĺıtica de Números.

Haremos uso de las propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes, para
aproximar sumas mediante integrales. En particular, como consecuencia de
la fórmula de integración por partes tenemos la fórmula de Abel:

Teorema 2.2 (Abel). Sea a una función aritmética y f una función de
clase C1. Entonces∑

x<n≤y
a(n)f(n) = A(t)f(t)

∣∣∣y
x
−
∫ y

x
A(t)f ′(t)dt

donde A(x) =
∑
n≤x

a(n).

Necesitaremos usar que ϕ(n)/n � 1/ log log x para todo n ≤ x. Esto es
consecuencia del orden mı́nimo de la función ϕ de Euler (véase [T]):

ĺım inf
n→∞

ϕ(n)

n/ log log n
= e−γ .
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Los siguientes teoremas se conocen como los Teoremas de Mertens y su
demostración se pueden encontrar en [T]:

Teorema 2.3 (Primer Teorema de Mertens). Para x ≥ 2 se tiene que∑
p≤x

log p

p
= log x+O(1).

Teorema 2.4 (Segundo Teorema de Mertens). Existe una constante M tal
que para x ≥ 2 se tiene que∑

p≤x

1

p
= log log x+M +O

(
1

log x

)
.

M se conoce como la constante de Mertens.

Teorema 2.5 (Tercer Teorema de Mertens). Para x ≥ 2 se tiene que∏
p≤x

(
1− 1

p

)
=

e−γ

log x

(
1 +O

(
1

log x

))
donde γ es la constante de Euler.

El siguiente hecho conocido acerca de ω es el Lema 2.3 en [EP] para el
caso de p− 1; el caso de p+ 1 es análogo:

Teorema 2.6. Para x ≥ 3 se tiene que∑
p≤x

ω(p± 1)

p
� (log log x)2.

El Teorema del Número Primo se puede enunciar de muchas maneras
equivalentes, aqúı haremos uso de las distintas formas llamándoles siempre
con el mismo nombre. Estos resultados se pueden encontrar en [T].

Teorema 2.7 (Teorema del Número Primo). Se tiene que

π(x) ∼ x

log x

cuando x→∞.
Equivalentemente, en términos de la función θ de Chebyshev,

θ(x) ∼ x
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cuando x→∞.

Y tambien equivalentemente, si pn denota el n-ésimo primo, se tiene que

pn ∼ n log n

cuando n→∞.

Para ` y k ≥ 1 y primos relativos definimos π(x, k, `) como el número de
primos p ≤ x congruentes con ` módulo k. Con esta notación tenemos los
siguientes teoremas:

Teorema 2.8. Si ` y k ≥ 1 son primos relativos, se tiene que

π(x, k, `) ∼ π(x)

ϕ(k)

cuando x→∞.

Vamos a necesitar las siguientes consecuencias del teorema de Brun-
Titchmarsh (véanse los Lemas 2.4 y 2.5 de [BKW]).

Teorema 2.9 (Brun-Titchmarsh).

(i) Para (`, k) = 1 y 1 ≤ ` ≤ k < x, tenemos

π(x, k, `) ≤ 3x

ϕ(k) log(x/k)
.

(ii) La cota ∑
p≤x

p≡±1 (mód k)

1

p
� log log x

ϕ(k)
,

se cumple uniformemente para x ≥ k ≥ 3.

El Teorema de Densidad de Chebotarev, que se puede consultar en [N],
afirma lo siguiente:

Teorema 2.10 (Chebotarev). Sea f un polinomio mónico con coeficientes
enteros y discriminante ∆ distinto de 0. Sea C una clase de conjugación del
grupo de Galois G de f . Entonces, el conjunto de primos p que no dividen
a ∆ para los cuales σp, el automorfismo de Frobenius, pertenece a C tiene
densidad igual a |C|/|G|.
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El resultado conocido como la Criba de Brun es un teorema muy general
y muy técnico, pero tiene muchos corolarios más sencillos que se citan con
este nombre. Este resultado y dichos corolarios se pueden encontrar en [HR].
Nosotros usaremos la siguiente forma de la criba de Brun (vease ejercicio
6.18 de [P]):

Teorema 2.11 (Criba de Brun). Sea k ≥ 1 un entero fijo, y sea y ≤
x. Supongamos que para cada p ≤ y tenemos escogidas kp ≤ k clases de
congruencia módulo p, con kp < p. Entonces el número de enteros positivos
n ≤ x que evitan todas estas clases de congruencia está acotado por

Cx
∏
p≤y

(
1− kp

p

)
donde la constante C es independiente de las clases de congruencia escogidas
para cada primo.

Acerca de los números suaves se tiene el siguiente resultado [CEP, Co-
rolario del Teorema 3.1]:

Teorema 2.12. Para x ≥ y > 1, se tiene que

Ψ(x, y) = x exp(−(1 + o(1))u log u)

uniformemente en el intervalo y > (log x)2 siempre y cuando u→∞, donde
u = log x/ log y.

Y usaremos la siguiente una cota, que es más floja pero más sencilla

Teorema 2.13. Para todo x ≥ y ≥ 2 se tiene que

Ψ(x, y)� x exp(−u/2)

donde u = log x/ log y.

Vamos a necesitar más adelante resultados conocidos acerca de la distri-
bución de valores y-suaves de p2 − 1 para primos p. Denotamos con Π(x, y)
al número de primos p ≤ x para los que p2 − 1 es y-suave. Es de esperarse
que los números p2 − 1 con p primo se comporten como enteros “aleato-
rios” desde el punto de vista del tamaño de sus factores primos, por lo que
es razonable suponer que el comportamiento de Π(x, y) será como el de la
función de conteo de los enteros suaves.

Más concretamente, tenemos el siguiente



16 Caṕıtulo 2. Notación y Antecedentes

Teorema 2.14. Para v ∈ [1, 4/3) se tiene que

Π(yv, y) ≥ yv+o(1)

cuando y →∞.

Este resultado es consecuencia del Teorema 1.2 de [DMT].
Necesitaremos también información acerca del número de divisores de

primos trasladados que se encuentran en un intervalo dado. Para esto, defi-
nimos

H(x, y, z) = #{n ≤ x : d | n para algún d ∈ (y, z)},

y dado un entero fijo λ 6= 0 definimos

H(x, y, z;Pλ) = #{p ≤ x : d | p+ λ para algún d ∈ (y, z)}.

Los siguientes resultados se encuentran en los Teoremas 1 y 6 de [F].

Teorema 2.15. Si 100 ≤ y ≤ x1/2, y 2y ≤ z ≤ y2, entonces

H(x, y, z) � xuδ(log 2/u)−3/2,

donde u está definido implicitamente por z = y1+u y

δ = 1− 1 + log log 2

log 2
= 0.086071 . . . .

Además, si 1 ≤ y ≤ x1/2 entonces se tiene que

H(x, y, z;Pλ)�λ
H(x, y, z)

log x
.

siempre que y + (log y)2/3 ≤ z ≤ x

Para una progresión aritmética c (mód d), definimos tc,d,p como el pe-
riodo mı́nimo de la sucesión (Fc+dn)n≥0 módulo p. El siguiente resultado se
sigue de la cota dada en la página 86 de [EPSW], basada en los resultados
de [Sh].

Teorema 2.16. Se tiene, uniformemente para enteros c ≥ 0, d ≥ 1 y p ≥ 3
primo, la siguiente cota:

tc,d,p∑
k=1

(
Fc+dk
p

)
� √p.
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Primer Problema

El caso de las sucesiones con ráıces múltiples presenta problemas para
las cotas superiores de Nu(x),

Por ejemplo, la sucesión un = n2n para todo n ≥ 0, con polinomio carac-
teŕıstico fu(X) = (X − 2)2 muestra que Nu puede consistir en el conjunto
de todos los enteros positivos.

Sea D ∈ N el común denominador de todos los coeficientes de los po-
linomios Ai(X) para i = 1, . . . ,m. Aśı, los coeficientes de los polinomios
DAi(X) son enteros algebraicos. Entonces

Dun =
m∑
i=1

DAi(0)αni +
m∑
i=1

D(Ai(n)−Ai(0))αni .

Si n ∈ Nu, entonces n | Dun. Como n divide al entero algebraico

m∑
i=1

D(Ai(n)−Ai(0))αni ,

se sigue que n divide a
m∑
i=1

DAi(0)αni .

Si este valor es idénticamente 0 (es decir, Ai(0) = 0 para todo i = 1, . . . ,m),
entonces estamos en una situación similar a la del ejemplo un = n2n. En
este caso, Nu contiene por lo menos una proporción positiva de los ente-
ros positivos (todos los enteros n primos relativos con D). De lo contrario,
definimos

wn =
m∑
i=0

DAi(0)αni para n = 0, 1, . . . .

17
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Un poco de teoŕıa de Galois muestra que wn es un entero para todo n ≥ 0,
y la sucesión {wn}n≥0 satisface la relación de recurrencia lineal de orden
` = #{1 ≤ i ≤ m : Ai(0) 6= 0} con coeficientes enteros, que además tiene
solamente ráıces simples. Entonces, Nu ⊆ Nw, y por lo tanto no hay pérdida
de generalidad para las pruebas de las cotas superiores cuando se consideran
solamente sucesiones de recurrencia sin ráıces repetidas.

Veamos entonces el caso en el que fu(X) tiene solamente ráıces simples.
En este caso, la relación (2.2) se vuelve

un =
k∑
i=1

Aiα
n
i , para n = 0, 1, . . . , (3.1)

donde A1, . . . , Ak son constantes en K. Podemos suponer que ninguna de
ellas es 0, de lo contrario la sucesión {un}n≥0 satisface una relación de re-
currencia lineal de orden menor.

Definimos
∆u =

∏
1≤i<j≤k

(αi − αj)2 = disc(fu), (3.2)

el discriminante de la sucesión {un}n≥0, y del polinomio fu(X). Se sabe que
∆u es un entero. También supondremos que (un)n≥0 es no degenerada, es
decir, que αi/αj no es una ráız de la unidad para ningunos 1 ≤ i < j ≤ m.

De aqúı en adelante sólo consideraremos sucesiones lineales de recurren-
cia con ráıces simples y no degeneradas.

Cuando k = 2, u0 = 0, u1 = 1 y (a1, a2) = 1, la sucesión {un}n≥0 se
conoce como una sucesión de Lucas. La fórmula (3.1) de su término general
es

un =
αn1 − αn2
α1 − α2

, para n = 0, 1, . . . . (3.3)

Es decir, A1 = 1/(α1 − α2) y A2 = −1/(α1 − α2) en la fórmula del término
general (3.1).

En el caso de una sucesión de Lucas (un)n≥0, la estructura del conjunto
Nu se describe de manera recursiva en [S] de la siguiente manera.

Para n ∈ Nu, sea Sn el conjunto de primos que dividen a un∆u. Los
elementos básicos de Nu son 1 y 6 si a1 ≡ 3 (mód 6) y a2 ≡ ±1 (mód 6),
son 1 y 12 si a1 ≡ ±1 (mód 6) y a2 ≡ 1 (mód 6) y es sólamente el 1 en el
resto de los casos. Con esta terminoloǵıa, se tiene que:

Teorema 3.1. Todo elemento de Nu es de la forma bp1p2 · · · pr para algún
r ≥ 0, con b un elemento básico de Nu, y para i = 1, . . . , r, los números
bp1p2 · · · pi−1 están también en Nu y pi está en Sbp1p2···pi−1

.
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El problema de divisibilidad de los términos de una sucesión de recu-
rrencia lineal entre funciones aritméticas de sus indices se estudió en [LS], y
en [L] el caso especial de los números de Fibonacci.

Obsérvese que si k = 1, entonces un = A1a
n
1 para todo n ≥ 0, con A1 6= 0

y a1 6∈ {0,±1}. Su polinomio caracteŕıstico es fu(X) = X − a1. Es fácil ver
que en este caso, #Nu(x) = O((log x)ω(|a1|)). Aśı que de ahora en adelante
podemos suponer que k ≥ 2.

Obsérvese también que para la sucesión un = 2n − 2, con polinomio
caracteŕıstico fu(X) = (X−1)(X−2), el pequeño teorema de Fermat implica
que todos los primos están en Nu, aśı que el Teorema del Número Primo y
las estimaciones para la distribución de los pseudoprimos 1 muestran que es
posible que ocurra que #Nu(x) = (1 + o(1))x/ log x cuando x→∞.

Para cualquier γ ∈ (0, 1), definimos

Pu,γ = {p : Tu(p) < pγ}.

Lema 1. Para xγ , y ≥ 2, se tienen las estimaciones

#{p : Tu(p) ≤ y} � yk

log y
, #Pu,γ(x)� xkγ

γ log x

donde la constante impĺıcita depende sólo de la sucesión {un}n≥0.

Demostración. Es claro que la segunda desigualdad se sigue de la primera
poniendo y = xγ , por lo que basta probar la primera. Supongamos que
Tu(p) ≤ y. Entonces para algunos enteros x2, . . . , xk en el intervalo [1, y+ 1]
se tiene que

p | máx{1, |NK/Q(Du(0, x2, . . . , xk))|}.

De esto se sigue que∏
Tu(p)≤y

p |
∏

1≤x2,...,xk≤y+1

máx{1, |NK/Q(Du(0, x2, . . . , xk))|}. (3.4)

Hay, cuando mucho, (y + 1)k−1 = O(yk−1) posibilidades para las (k − 1)-
tuplas (x2, . . . , xk). Para cada una de estas (k − 1)-tuplas, tenemos que

|NK/Q(Du(0, x2, . . . , xk))| = exp(O(y)).

1Un pseudoprimo es un número compuesto n que divide a 2n−2. En [L1] se demuestra
que existen muy pocos pseudoprimos en comparación con los primos.
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Por lo tanto, el lado derecho de la ecuación (3.4) es exp(O(yk)). Tomando
logaritmos en la desigualdad que se sigue de la divisibilidad (3.4), tenemos
que ∑

Tu(p)≤y

log p = O(yk).

Si existen en total n primos en esta suma y si pi denota al i-ésimo primo,
entonces

n∑
i=1

log pi = O(yk),

es decir, θ(pn) � yk. Del Teorema de Número Primo se sigue que pn � yk

y que n� yk/(k log y), que es lo que queŕıamos probar.

El parámetro Tu(p) es útil para acotar el número de soluciones n ∈
[1, x] de la congruencia un ≡ 0 (mód p). Por ejemplo, se tiene el siguiente
resultado [EPSW, Teorema 5.11].

Lema 2. Existe una constante c2(k) que depende sólo de k con la siguiente
propiedad. Supóngase que {un}n≥0 es una sucesión recurrente lineal de orden
k que satisface (2.1), que p es un primo que no divide a ak∆u y que existe un
entero positivo s tal que us no es múltiplo de p. Entonces, para todo x ≥ 1
el número de soluciones R(x, p) de la congruencia

un ≡ 0 (mód p) con 1 ≤ n ≤ x

cumple la desigualdad

Ru(x, p) ≤ c2(k)

(
x

Tu(p)
+ 1

)
.

La constante c2(k) se puede escoger como el máximo entre k y una cota
superior para el número de soluciones enteras 0 < x2 < · · · < xk de la
ecuación

Du(0, x2, . . . , xk) = 0, (3.5)

que se sabe que existe, es finito y depende sólo de k y no de los números
α1, . . . , αk.

Cuando {un}n≥0 es una sucesión de Lucas, definimos

Qu,γ = {p : zu(p) ≤ pγ}.

Como consecuencia de las observaciones anteriores al Lema 1 se sigue que
#Qu,γ(x) = #Pu,γ(x) + O(1). Por lo tanto, el Lema 1 implica el siguiente
resultado.
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Lema 3. Para x > 1, se cumple

#Qu,γ(x)� x2γ

log x

donde la constante implicada depende sólo de la sucesión {un}n≥0.

3.1. Demostración del Teorema 1.1

Suponemos que x es grande. Partimos el conjunto Nu(x) en varios sub-
conjuntos. Sea y = x1/ log log x. Definimos

N1(x) = {n ≤ x : P (n) ≤ y};
N2(x) = {n ≤ x : n 6∈ N1(x) y P (n) ∈ Pu,1/(k+1)};
N3(x) = N (x)\

(
∪2
i=1Ni(x)

)
.

Ahora acotaremos las cardinalidades de cada uno de estos conjuntos.
Para N1(x), por el Teorema 2.12, tenemos

#N1(x) = Ψ(x, y) = x exp(−(1 + o(1))v log v) = o

(
x

log x

)
(3.6)

cuando x→∞, donde

v =
log x

log y
= log log x.

Ahora consideremos n ∈ N2(x). Entonces n = pm, donde p = P (n) ≥
máx{y, P (m)}. En particular, p ≤ x/m por lo que m ≤ x/y. Como también
tenemos que p ∈ Pu,1/(k+1)(x/m), el Lema 1 implica que el número de tales

primos p ≤ x/m es O
(

(x/m)k/(k+1)
)

, donde la constante depende de la

sucesión {un}n≥0. Sumando la desigualdad anterior sobre todos los posibles
valores de m ≤ x/y, tenemos que

#N2(x) ≤ xk/(k+1)
∑

1≤m≤x/y

1

mk/(k+1)
� xk/(k+1)

∫ x/y

1

dt

tk/(k+1)

= ((k + 1)xk/(k+1))t1/(k+1)
∣∣∣x/y
1
� x

y1/(k+1)
.

(3.7)

Tomemos ahora n ∈ N3(x). Como antes, tenemos n = pm, donde p =
P (n) > y. Supongamos que x (y por lo tanto y) es suficientemente grande.
Entonces, m ≤ x/p < x/y. Como n ∈ Nu, tenemos que n | un, por lo
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tanto p | un. Además, Tu(p) ≥ p1/(k+1). Fijemos p y contemos el número
de posibilidades para m. Para esto, sea {w`}`≥0 la sucesión definida como
w` = up` para todo ` ≥ 0. Esta es una sucesión de recurrencia lineal de orden
k. Nos gustaŕıa aplicarle el Lema 2 para acotar el número de soluciones de
la congruencia

wm ≡ 0 (mód p), donde 1 ≤ m ≤ x/p.

Si se cumplen las hipótesis del Lema 2, este número, denotado por Rw(x/p, p)
cumpliŕıa

Rw(x/p, p) ≤ c2(k)

(
x

pTw(p)
+ 1

)
.

Veamos que se cumplen las condiciones del Lema 2. Notese que si α1, . . . , αk
son las ráıces caracteŕısticas de {un}n≥0, entonces αp1, . . . , α

p
k son las ráıces

caracteŕısticas de {w`}`≥1. Se sigue que

fw(X) =
k∏
i=1

(X − αpi ).

En particular, el término aw,k correspondiente a la sucesión {w`}`≥1 satis-
face aw,k = apk siempre que y > 2. Si suponemos además que y > |ak|,
tenemos que p no divide a ak, y por lo tanto p tampoco divide a aw,k. Ahora
observemos que

∆w =
∏

1≤i<j≤k
(αpi − α

p
j ).

Módulo p, se tiene

∆w ≡

 ∏
1≤i<j≤k

(αi − αj)

p

≡ ∆p
u (mód p).

De esta congruencia se sigue que p | ∆w si y sólo si p | ∆u. Entonces,
tomando x suficientemente grande como para que y > |∆u|, tendremos que
p - ∆u, y por lo tanto p - ∆w.

Hasta el momento, hemos comprobado que p no divide a aw,k∆w, que es
la primera parte de la hipótesis del Lema 2.

Veamos que se cumple la siguiente parte de la hipótesis.

Como p - ∆u, el polinomio caracteŕıstico fu(X) de {u`}`≥0 tiene solamen-
te ráıces simples módulo p. Además, p tampoco divide al último coeficiente
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ak de la recurrencia para {un}n≥0, por lo que la sucesión es puramente pe-
riódica módulo p. Sea tp su periodo mı́nimo módulo p. Se sabe que tp es
primo relativo con p. De hecho, tp es un divisor del número

[pi − 1 : i = 1, 2, . . . , k].

Escojamos n0 > 0 tal que un0 6= 0. Sea x suficientemente grande de
manera que y > |un0 |. Como p > y, tenemos que p - un0 . Y como (p, tp) = 1,
existe un entero s con sp ≡ n0 (mód tp). Entonces,

ws = usp ≡ un0 (mód p).

En particular, ws es primo relativo con p. Por lo tanto, para x suficiente-
mente grande, la segunda parte de la hipótesis del Lema 2 se cumple para
la sucesión {w`}`≥0.

Ahora mostraremos que

Rw(x, p) ≤ c2(k)

(
x

Tu(p)
+ 1

)
, (3.8)

que es la conclusión del Lema 2 con Tw(p) remplazado por Tu(p). Observese
primero que Tu(p) y Tw(p) existen porque p no divide a ak. Además, de las
congruencias

Dw(x1, . . . , xk) = det(α
pxj
i )1≤i,j≤k ≡ (det(α

xj
i ))p (mód p)

≡ Du(x1, . . . , xk)
p (mód p),

se sigue que si 0 < x2 < · · · < xk son cualesquiera enteros positivos, entonces
p | NK/Q(Du(0, x2, . . . , xk)) si y sólo si p | NK/Q(Dw(0, x2, . . . , xk)). En
particular, si el conjunto

Zu = {(0, x2, . . . , xk) ∈ Zk : 0 < x2 < · · · < xk y Du(0, x2, . . . , xk) = 0}

es vaćıo, entonces Zw es vaćıo también (de hecho, Zw puede pensarse como
el subconjunto de Zu cuyos elementos son vectores con todas sus entradas
múltiplos de p), aśı pues, Tu(p) = Tw(p), y la desigualdad (3.8) se tiene por
el Lema 2. Supongamos ahora que Zu es no vaćıo. Para p grande (y por lo
tanto, para x grande), el conjunto Zw es vaćıo pues el número de soluciones
de la ecuación (3.5) es finito. Sea I cualquier intervalo de longitud Tu(p) y
sean n1 < n2 < · · · < n` todos los enteros en I tales que wn ≡ 0 (mód p).
Supongamos que ` ≥ k. Entonces tenemos

k∑
j=1

cjα
pni
j ≡ 0 (mód p) i = 1, 2, . . . , k − 1 y algunos i ∈ {k, k + 1, . . . , `}.
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Sea π cualquier ideal primo que divida a p en OK y considerense las con-
gruencias anteriores como un sistema de k ecuaciones en las incógnitas
(c1α

pn1
1 , c2α

pn1
2 , . . . , ckα

pn1

k ) en OK/π. Aqúı, p es suficientemente grande de
manera que los denominadores de c1, . . . , ck son invertibles módulo p. Para
p grande, la solución anterior del sistema es distinta de 0 en (OK/π)k, aśı
que podemos concluir que π | Dw(0, x2, . . . , xk), donde

x2 = n2 − n1, x3 = n3 − n1, . . . , xk−1 = nk − n1 y xk = ni − n1.

Entonces, p | NK/Q(π) | NK/Q(Dw(0, x2, . . . , xk)). Como xk = ni − n1 <
Tu(p), tenemos que Du(0, x2, . . . , xk) = 0. Sin embargo, hay a lo más c2(k)
posibilidades para el vector (0, x2, . . . , xk) (vease el párrafo de la ecuación
(3.5)), de ah́ı que hay a lo más c2(k) posibilidades para ni−n1, y por lo tanto,
también para i ≤ `. Entonces, ` ≤ c2(k), lo que muestra que I contiene a lo
más c2(k) soluciones de la congruencia wn ≡ 0 (mód p). Esto demuestra la
desigualdad (3.8).

Como n ∈ N3(x), tenemos que Tu(p) ≥ p1/(k+1).
La desigualdad (3.8) ahora nos dice que el número de elecciones para m

una vez que p está fijo es

Rw(x/p, p) ≤ c2(k)

(
x

p1+1/(k+1)
+ 1

)
.

En resumen, tenemos que

N3(x) ≤
∑
y≤p≤x

c2(k)

(
x

p1+1/(k+1)
+ 1

)

≤ c2(k)

π(x) + x
∑
y≤p

1

p1+1/(k+1)


≤ c2(k)

(
π(x) + x

∫ ∞
y

dt

t1+1/(k+1)

)
.

Por lo tanto

N3(x) ≤ c2(k)

(
π(x) +O

(
(k + 1)x

y1/(k+1)

))
. (3.9)

Comparando (3.6), (3.7) y (3.9), tenemos que

#N (x) ≤ c2(k)π(x) +
x

exp((1 + o(1))v log v)
+O

(
x

y1/(k+1)

)
(3.10)
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cuando x→∞, donde las constantes implicadas dependen de la recurrencia
para {un}n≥0. Como elegimos y = x1/ log log x, el segundo y tercer término
del lado derecho de (3.10) son ambos o(π(x)) cuando x→∞ y esto termina
la prueba del teorema.

3.2. Demostración del Teorema 1.2

Dividamos a los números n ∈ Nu(x) en varias clases:

(i) N1(x) = {n ∈ Nu(x) : P (n) ≤ L(x)1/2};

(ii) N2(x) = {n ∈ Nu(x) : P (n) ≥ L(x)3};

(iii) N3(x) = Nu(x) \ (N1(x) ∪N2(x)).

Por el Teorema 2.12 tenemos que

#N1(x) ≤ Ψ(x, L(x)1/2) ≤ x

L(x)1+o(1)

cuando x→∞.
Si n ∈ Nu y p | n, tenemos que n ≡ 0 (mód p) y n ≡ 0 (mód zu(p)).

Si p no divide al discriminante del polinomio caracteŕıstico de u (y por lo
tanto, para p suficientemente grande), tenemos que zu(p) | p± 1, por lo que
(p, zu(p)) = 1. Entonces, las condiciones n ∈ Nu, p | n, y p suficientemente
grande obligan a que n ≡ 0 (mód pzu(p)). De donde, si p es suficientemente
grande, el número de n’s con n ∈ Nu(x) tales que P (n) = p es a lo más
Ψ(x/pzu(p), p) ≤ x/pzu(p).

Entonces, para x grande, se tiene que

#N2(x) ≤
∑

p>L(x)3

x

pzu(p)
=

∑
p>L(x)3

zu(p)≤L(x)

x

pzu(p)
+

∑
p>L(x)3

zu(p)>L(x)

x

pzu(p)
.

Por el Lema 1 la primera suma del lado derecho tiene cuando mucho
L(x)2 sumandos para x grande, y cada sumando es menor o igual que
x/L(x)3, por lo que dicha suma está acotada por x/L(x). La segunda su-
ma tiene sumandos menores que x/pL(x) y la suma 1/p es del orden de
log log x, por lo que esta suma es x/L(x)1+o(1) cuando x→∞. Por lo tanto,
#N2(x) ≤ x/L(x)1+o(1) cuando x→∞.

Para cada entero no negativo j, definimos Ij = [2j , 2j+1). Ahora cu-
brimos I = [L(x)1/2, L(x)3) con estos intervalos diádicos, y definimos aj
mediante 2j = L(x)aj . Supondremos que j recorre sólamente los enteros en
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los que Ij intersecta a I. Para cualquier entero k, sea Pj,k el conjunto de
primos p ∈ Ij con zu(p) ∈ Ik. Observese que, por el Lema 1, tenemos que
#Pj,k � 4k.

Se sigue que

#N3(x) ≤
∑
j

∑
k

∑
p∈Pj,k

∑
n∈Nu(x)
P (n)=p

1 ≤
∑
j

∑
k

∑
p∈Pj,k

Ψ

(
x

pzu(p)
, p

)

≤
∑
j

∑
k

∑
p∈Pj,k

x

pzu(p)L(x)1/(2aj)+o(1)
,

cuando x→∞, donde se uso el Teorema 2.12 para la última desigualdad.
Para k > j/2, acotamos∑

p∈Pj,k

1

pzu(p)
≤ 2−k

∑
p∈Ij

1

p
≤ 2−k

para x grande. Para k ≤ j/2, tenemos

∑
p∈Pj,k

1

pzu(p)
� 4k

2j2k
= 2k−j ,

pues el número de sumandos es del orden de 4k, como se hizo ver anterior-
mente.

Entonces,∑
k

∑
p∈Pj,k

1

pzu(p)
=

∑
k>j/2

∑
p∈Pj,k

1

pzu(p)
+
∑
k≤j/2

∑
p∈Pj,k

1

pzu(p)

� 2−j/2 = L(x)−aj/2.

Tenemos finalmente que

#N3(x) ≤
∑
j

x

L(x)aj/2+1/(2aj)+o(1)
cuando x→∞.

Como el mı́nimo de t/2 + 1/(2t) para t > 0 es 1 y se alcanza cuando t = 1,
concluimos que #N3(x) ≤ x/L(x)1+o(1) cuando x→∞. Esto, junto con las
estimaciones anteriores de #N1(x) y #N2(x), completa la prueba.

Es posible que usando los métodos de [ELP] y [GP] se puedan obtener
mejores estimaciones.
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3.3. Demostración del Teorema 1.3

Como a2 = ±1, se tiene que para cualquier entero m, la sucesión u es
puramente periódica módulo m. Aśı que el ı́ndice de aparición zu(m) existe
para todos los enteros positivos m. Además, usando la fórmula (3.3) se puede
ver que para cualquier potencia de primo q = pk tenemos

zu(pk) | zu(p)pk−1. (3.11)

Definimos, para todo y ≥ 1

My = [m : m ≤ y].

Decimos que un entero positivo n es L-especial si es de la forma n = 2sMy

para algún y ≥ 3 y para algún entero positivo s libre de cuadrados que
cumpla que (s,My) = 1 y que para todo primo p | s se tiene p2 − 1 | My.
Sea L el conjunto de todos los números L-especiales.

Demostraremos ahora que L ⊂ Nu para cualquier sucesión u con a2 =
±1. Para probar esto basta mostrar que para cualquier n = 2sMy ∈ L y
para cualquier potencia de primo q | n, se tiene que zu(q) | n. Esto es fácil si
q | s, porque entonces q = p es primo y entonces, o bien zu(p) = p (cuando
p | ∆u) o bien zu(p) | p± 1. Y como p2 − 1 |My, en cualquiera de los casos
tenemos zu(p) | n.

Supongamos ahora que q | 2My, consideramos dos casos:

Cuando q es impar, tenemos q |My por lo que q ≤ y. Escribimos q = pk

con p primo, de manera que (3.11) implica zu(q) | (p − 1)pk−1, pk o
(p + 1)pk−1. Tenemos pk−1 ≤ y y si p + 1 ≤ y, entonces z(q) | My.
El único caso que no se cubre es cuando p + 1 > y (y entonces p ∈
(y− 1, y]), k = 1, zu(p) = p+ 1. Escribimos p+ 1 = 2jm con m impar.
Entonces 2j | 2My y m | 2My, por lo que p+1 | 2My. Aśı, en cualquiera
de los casos, zu(q) | 2My y zu(q) | n.

Cuando q es par, tenemos q = 2k y q | 2My, entonces, como zu(2) ∈
{2, 3}, se sigue de (3.11) que zu(2k) | 2k o zu(2k) | 3·2k−1. Como y ≥ 3,
en cualquier caso tenemos zu(q) | 2My.

Ahora usamos el método de Erdős [ER] para demostrar que el conjunto
L es bastante grande. Definimos

y =
log x

log log x
y z = yv.
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Decimos que q es una potencia de primo propia si q = pk para un primo p
y un entero k ≥ 2.

Definimos P como el conjunto de primos p tales que:

p ∈ [y + 1, z];

p2 − 1 es y-suave;

p2 − 1 no es divisible por ninguna potencia de primo propia q > y.

Obsérvese que si q es una potencia de primo propia y q | p2−1, entonces
q | p ± 1, a menos que q se par, en cuyo caso tenemos q/2 | p ± 1. Como
claramente hay a lo más O(t1/2) potencias de primo propias q ≤ t, hay
solamente O(zy−1/2) primos p ≤ z para los cuales p2−1 es divisible por una
potencia de primo propia q > y. Entonces, por el Teorema 2.14, tenemos
que

#P ≥ Π(z, y)− y +O(zy−1/2) = z1+o(1),

cuando x→∞.

Es claro también que para cualquier entero positivo s libre de cuadrados
formado por primos p ∈ P, el entero n = 2sMy es L-especial.

Tomamos ahora el conjunto Lv(x) de todos estos enteros L-especiales
n = 2sMy, donde s está formado por

r =

⌊
log x− 2y

log z

⌋
primos distintos de P. Por el Teorema del Número Primo se tiene que My =
exp((1 + o(1))y) cuando x → ∞, por lo que para x suficientemente grande
tenemos que n ≤ x para todo n ∈ Lv(x).

Podemos entonces acotar la cardinalidad de Lv(x) como sigue

#Lv(x) ≥
(

#P
r

)
≥
(

#P
r

)r
.

Como

r = (v−1 + o(1))
log x

log log x
y

#P
r

= (log x)v−1+o(1)

cuando x → ∞, tenemos que #Lv(x) ≥ x1−1/v+o(1) cuando x → ∞. Final-
mente observamos que Lv(x) ⊂ L(x) y esto concluye la prueba.
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3.4. Demostración del Teorema 1.4

Como ∆u ≡ 0, 1 (mód 4) y ∆u 6= 0, 1, se tiene que |∆u| > 1. Sea r
un factor primo de ∆u. Entonces rk ∈ Nu para todo k ≥ 0 (vease [Lu,
páginas 210 y 295]). Sea k un entero positivo grande, y consideremos urk+4 .
Por el Teorema 2.1, un tiene un divisor primitivo p para n ≥ 31 y dicho
primo p cumple que p ≡ ±1 (mód n). Como hay, cuando mucho, 5 valores
de k ≥ 0 tales que rk ≤ 30 para el mismo entero r > 1, y como um | un
si m | n, tenemos que urk+4 tiene por lo menos τ(rk+4) − 5 = k factores
primos p 6= r. Digamos que son p1 < · · · < pk. Supongamos que |α1| ≥ |α2|.
Para n grande, tenemos que |α1|n/2 < |un| < 2|α1|n [EPSW, Teorema 2.3].
Si β1, . . . , βk son exponentes no negativos tales que

βi ≤
log(x/rk+4)

k log pi
,

entonces rk+4pβ11 · · · p
βk
k ≤ x está en Nu [Lu, Página 210], y está contado en

#Nu(x). Por lo tanto,

#Nu(x) ≥
k∏
i=1

(⌊
log(x/rk+4)

k log pi

⌋
+ 1

)
≥
(

log(x/rk+4)

k

)k
1∏k

i=1 log pi

≥
(

log(x/rk+4)

2rk+4 log |α1|

)k
,

donde la última desigualdad se sigue de lo siguiente

k∏
i=1

log pi ≤

(
1

k

k∑
i=1

log pi

)k
≤

(
log(|urk+4 |)

k

)k
<

(
rk+4 log |α1|+ log 2

k

)k
<

(
2rk+4 log |α1|

k

)k
,

para k ≥ 2. Aqúı se ha usado también que |un| < 2|α1|n para todo n ≥ 1
con n = rk+4.

Sea c3 = 2 log |α1|. La cota para #Nu(x) se puede escribir como

#Nu(x) ≥
(

log x

rk+4c3
+O

(
k

rk

))k
=

(
log x

rk+4c3

)k (
1 +O

(
k2

log x

))
�
(

log x

rk+4c3

)k
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siempre y cuando
k = o(

√
log x), (3.12)

cuando x→∞, lo cual supondremos. Ahora observemos que(
log x

rk+4c3

)k
= exp (k log(log x/c3)− k(k + 4) log r) .

Sea A = log(log x/c3). La función f(t) = tA − t(t + 4) log r alcanza su
máximo en t = (A − 4 log r)/(2 log r) = A/(2 log r) − 2. Aśı, tomando k =
bA/(2 log r) − 2c (de modo que se cumple (3.12)), obtenemos que f(k) =
f(t) +O(f ′(t)) = A2/(4 log r) +O(A), y entonces

#Nu(x) ≥ exp

(
(log(log x/c3))2

4 log r
+O(log log x)

)
= exp

(
(log log x)2

4 log r
+O(log log x)

)
,

lo cual implica el teorema con cualquier constante c1 < 1/(4 log r).

3.5. Observaciones

Como se hab́ıa mencionado, #Nu(x) puede llegar a ser muy grande bajo
ciertas condiciones. Nótese que la sucesión un = 2n − 2 tiene la propiedad
de que u1 = 0. La siguiente proposición nos da una generalización de esto.

Proposición 1. Sean k ≥ 2 y {un}n≥0 una sucesión lineal recurrente de or-
den k que cumple la relación (2.1). Supongamos que existe un entero positivo
n0 primo relativo con ak tal que un0 = 0. Entonces

#Nu(x)� x/ log x,

donde la constante impĺıcita depende de la sucesión {un}n≥0.

Demostración. Como n0 es primo relativo con ak, se tiene que {un}n≥0 es
puramente periódica módulo n0. Sea tn0 su periodo. Ahora consideremos Ru
el conjunto de los primos p ≡ 1 (mód tn0) tales que fu(X) se descompone en
factores lineales módulo p. Dicho de otra manera, Ru es el conjunto de los
primos p tales que el polinomio fu(X)(Xtn0 − 1) se descompone en factores
lineales módulo p. El conjunto de dichos primos tiene densidad positiva
dentro de los primos por el Teorema 2.10. Se afirma que

Su ⊆ Nu, (3.13)
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donde
Su = {pn0 : p ∈ Ru y p > n0|∆u|}.

Dicha inclusión nos da la cota buscada pues

#Nu(x) ≥ #Ru(x/n0) +O(1)� x/ log x.

Supongamos entonces que p > n0|∆u| está en Ru. Entonces p ≡ 1
(mód tn0), de donde p = 1 + λtn0 para algún entero positivo λ. Enton-
ces pn0 = n0 + λn0tn0 y como {un}n≥1 es puramente periódica con periodo
tn0 módulo n0, tenemos que

upn0 = un0+λn0tn0
≡ un0 = 0 (mód n0). (3.14)

Ahora, como el polinomio fu(X) se descompone en factores lineales módulo
p, tenemos que αpi ≡ αi (mód p) para todo i = 1, . . . , k. En particular,
αpn0
i ≡ αn0

i (mód p) para todo i = 1, . . . , k. Como los denominadores de los
coeficientes Ai, i = 1, . . . , k, en (3.1) son divisores de ∆u y p > |∆u|, se sigue
que dichos denominadores son invertibles módulo p, por lo que Aiα

pn0
i ≡

Aiα
n0
i (mód p) para todo i = 1, . . . , k. Sumando estas congruencias para

i = 1, . . . , k, obtenemos

upn0 =
k∑
i=1

Aiα
pn0
i ≡

k∑
i=1

Aiα
n0
i ≡ un0 = 0 (mód p). (3.15)

De las congruencias (3.14) y (3.15), obtenemos que p y n0 dividen a upn0 , y
como p es primo relativo con n0, concluimos que pn0 | upn0 .

La condición de que n0 sea primo relativo con ak no es necesaria, como
lo muestra la sucesión con término general

un = 10n − 7n − 2 · 5n − 1 para todo n ≥ 0,

en la cuál podemos tomar n0 = 2. En este caso k = 4,

fu(X) = (X − 10)(X − 7)(X − 5)(X − 1),

y n0 no es primo relativo con a4 = −350, sin embargo se puede comprobar
que 2p | u2p para todos los primos p ≥ 11.

Sea Ku(x) el conjunto de los enteros n ≤ x tales que n | un y n no es de
la forma pn0, donde p es primo y un0 = 0. Veamos que en las condiciones
del Teorema 1.1, podemos obtener una cota superior para #Ku(x) menor
que la que tenemos para #Nu(x) si agregamos una hipótesis más.
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Proposición 2. Sea {un}n≥0 una sucesión lineal recurrente de orden k
cuyo polinomio caracteŕıstico se descompone en factores lineales en Z[X].
Entonces existe una constante positiva c4 que depende sólo de k tal que para
todo x suficientemente grande, tenemos que #Ku(x) ≤ x/L(x)c4.

Demostración. Sea y = L(x). Partimos a Ku(x) en los siguientes conjuntos:

K1(x) = {n ∈ Ku(x) : P (n) ≤ y};
K2(x) = {n ∈ Ku(x) : existe un primo p | n, p > y, pTu(p) ≤ kx};
K3(x) = Ku(x) \ (K1(x) ∪ K2(x)).

Como en la demostración del Teorema 1.2, vemos que, por el Teorema 2.12,
tenemos que #K1(x) ≤ x/L(x)1/2+o(1) cuando x→∞.

Imitando ahora la demostración del Teorema 1.1, vemos que

#K2(x)�
∑
y<p≤x

pTu(p)≤kx

(
x

pTu(p)
+ 1

)
�

∑
y<p≤x

x

pTu(p)
.

Partimos esta suma en dos, dependiendo de si p ∈ Pu,1/(k+1) o no. El Lema 1

nos dice que #Pu,1/(k+1)(t)� tk/(k+1)/ log t. Entonces,∑
y<p≤x

p∈Pu,1/(k+1)

x

pTu(p)
≤

∑
y<p≤x

p∈Pu,1/(k+1)

x

p
� x

y1/(k+1)
,

y ∑
y<p≤x

p6∈Pu,1/(k+1)

x

pTu(p)
≤
∑
y<p≤x

x

py1/(k+1)
� x log2 x

y1/(k+1)
.

Por lo tanto,

#K2(x)� x

L(x)1/(k+1)+o(1)
cuando x→∞.

Tomemos ahora n ∈ K3(x). Sea p | n tal que pTu(p) > kx. Usando que
Tu(p) ≤ ktp y que tp | p − 1 (pues fu se descompone en factores lineales
sobre Z[X]), tenemos que

kx < pTu(p) ≤ kptp ≤ kp2,

de modo que p >
√
x. Entonces n puede tener a lo más un factor primo p tal

que pTu(p) > kx. Por lo tanto, si n ∈ K3(x), podemos suponer que n = mp
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donde p >
√
x > m, y P (m) ≤ y. Además, podemos suponer que um 6= 0.

Como p | upm y tp | p− 1, tenemos que p | um. Por otra parte, el número de
factores primos de um es O(m). Como el número de enteros n en K3(x) que
tienen un divisor primo p con estas propiedades es O(x/(pTu(p))+1) = O(1),
tenemos que

#K3(x)�
∑
m<
√
x

P (m)≤y

m ≤
√
xΨ(
√
x, y) =

x

L(x)1/4+o(1)
cuando x→∞,

por el Teorema 2.12. Esto termina la demostración el teorema escogiendo,
por ejemplo, c4 = mı́n{1/5, 1/(k + 2)}.

Finalmente, consideremos un polinomio no constante g(X) ∈ Z[X] y la
generalización

Nu,g = {n ≥ 1 : g(n) | un}.

Sea y < x1/2 y obsérvese que por el Teorema 2.11, existen a lo más

N1 � x

(
log y

log x

)
(3.16)

valores de n ≤ x tales que g(n) no tiene un divisor primo en el intervalo
[y, x1/2]. Obsérvese también que para un primo p que no divide al contenido
de g, la divisibilidad p | g(n) coloca a n en a lo más ∂(g) progresiones
aritméticas. Entonces, por el Lema 2, el número de las n’s restantes tales
que n ≤ x y g(n) | un se puede estimar como sigue

N2 ≤
∑

p∈[y,x1/2]

∑
n≤x
p|g(n)
p|un

1�
∑

p∈[y,x1/2]

(
x

pTu(p)
+ 1

)
� x

∑
p∈[y,x1/2]

1

pTu(p)
+O(x1/2).

Usando el Lema 1 para γ ∈ (0, 1) y la estimación trivial Tu(p) � log p,
obtenemos∑

p∈[z,2z]

1

pTu(p)
≤ 1

z

∑
p∈[z,2z]

1

Tu(p)
� 1

z

(
zkγ

(log z)2
+
z1−γ

log z

)
.

Escogemos γ de manera que

zγ = (z log z)1/(k+1),
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para obtener

1

z

∑
p∈[z,2z]

1

pTu(p)
� z−1/(k+1)(log z)−(k+2)/(k+1).

Sumando sobre los intervalos diádicos, tenemos que∑
p∈[y,x1/2]

1

pTu(p)
� y−1/(k+1)(log y)−(k+2)/(k+1).

Por lo tanto,

N2 � xy−1/(k+1)(log y)−(k+2)/(k+1) + x1/2. (3.17)

Tomando y = (log x)k+1, concluimos de (3.16) y (3.17) la cota

#Nu,g(x) ≤ N1 +N2 � x

(
log log x

log x

)
. (3.18)

Seŕıa interesante tratar de mejorar la cota (3.18) para que se acerque a
la del Teorema 1.1, pero la prueba del Teorema 1.1 no funciona en general
por la posible existencia de divisores primos grandes de g(n).



Caṕıtulo 4

Segundo Problema

4.1. Introducción

La ecuación diofantina Fn = f(x) donde f(X) ∈ Q[X] ha sido estudiada
para distintos polinomios f(X). Nemes y Pethő [NP] clasificaron todos los
polinomios f(X) tales que dicha ecuación tiene una infinidad de soluciones
enteras (n, x) con n ≥ 0. Los números de Fibonacci Fn que son suma de tres
cuadrados se investigaron en [RO].

Dado un entero fijo d, los números de Fibonacci Fn de la forma x2 + dy2

para algunos enteros x y y se investigaron en [BL]. Espećıficamente, los auto-
res definenMd como el conjunto de los enteros n > 0 tales que Fn = x2+ dy2

para algunos enteros x y y, y estudian el conjunto D de los enteros d tales
que Md tiene densidad inferior positiva.

En este trabajo se estudian los enteros positivos n para los cuales se tiene
una representación “diagonal” Fn = u2 + nv2 para algunos enteros u y v.
Definamos entonces

M = {n ≥ 1 : Fn = u2 + nv2 para algunos enteros u, v}.

Probaremos las siguientes cotas

x

log x
� #M(x)� x

(log x)0.06
.

4.2. Resultados Preliminares

Con la notación Py = {p : z(p) ≤ y} el Lema 1 tiene como caso particular
para la sucesión de Fibonacci el siguiente Lema:

35
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Lema 4. Se cumple que

#Py �
y2

log y

para todo y ≥ 2.

También necesitaremos la siguiente congruencia.

Lema 5. Para todo entero m y para todo primo p se tiene que Fpm ≡ FpFm
(mód p).

Demostración. Usando la identidad 11 de la página 10 de [BQ] y el teorema
de Fermat, tenemos que

Fpm =

p∑
k=0

(
p

k

)
F kmF

p−k
m−1Fk ≡ F

p
mFp ≡ FmFp (mód p).

A continuación probamos que tc,d,p = tp/(d, tp) siempre que z(p) - d.

Lema 6. Sean c ≥ 0, d > 0 enteros y p > 5 un primo tal que z(p) - d,
entonces tc,d,p = tp/(d, tp).

Demostración. Sean α = (1 +
√

5)/2, β = (1 −
√

5)/2 y K = Q(
√

5). Es
fácil ver que {Fc+nd}n≥0 es una sucesión lineal recurrente de orden 2 con
polinomio caracteŕıstico x2 − (αd + βd)x+ (−1)d y que {Fc+nd}n≥0 es pu-
ramente periódica módulo p. Por lo tanto, {Fc+nd}n≥0 es periódica módulo
p con periodo T (= tc,d,p) si y sólo si Fc ≡ Fc+dT (mód p), Fc+d ≡ Fc+d+dT

(mód p), y T es mı́nimo con esta propiedad. Sea π un primo en OK que
divida a p. Definiendo u = αdT − 1, v = βdT − 1, y usando la fórmula de
Binet podemos reescribir las congruencias anteriores como

αcu− βcv ≡ 0 (mód π)

αc+du− βc+dv ≡ 0 (mód π).

El determinante de este sistema de ecuaciones (en u y v) es (αβ)c(αd−βd) =
(−1)c

√
5Fd, que es distinto de 0 módulo π porque π | p, p > 5 y como z(p) - d,

p - Fd. Esto demuestra que u ≡ 0 (mód π) y v ≡ 0 (mód π). En particular,
T es el orden de (αd, βd) en OK/π×OK/π. Un argumento similar con c = 0
y d = 1 demuestra que tp es el orden de (α, β) en OK/π × OK/π. Por lo
tanto, T = tp/(d, tp).
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4.3. Demostración del Teorema 1.5

4.3.1. Cota Superior

Empezamos por descartar varios subconjuntos de enteros n ∈ [1, x] que
nos estorban para trabajar en el problema.

Sean x un número real positivo grande, y1 = exp(log x/ log log x) y defi-
nimos

M1(x) = {n ≤ x : P (n) ≤ y1}.

Observese que u = log x/ log y1 = log log x, aśı que por el Teorema 2.13,
tenemos que

#M1(x) = Ψ(x, y1)� x exp(−u/2) =
x

(log x)1/2
. (4.1)

Ahora tomamos z1 = (log x)3. Consideremos α ∈ (0, 1) cuyo valor determi-
naremos después. Definimos ahora

M2(x) = {n ≤ x : p2 | n para algún primo p > zα1 }.

Si n ∈ M2(x) entonces p2 | n para algún primo p ≥ zα1 . Si fijamos p, el
número de dichas n’s es bx/p2c ≤ x/p2. Entonces

#M2(x) ≤
∑

zα1 ≤p≤x1/2

x

p2
≤ x

∑
m≥zα1

1

m2
� x

zα1
=

x

(log x)3α
. (4.2)

A continuación definimos

P = {p : z(p) < p1/3}.

Por el Lema 4, tenemos que

#P(x) = #{p ≤ x : z(p) < x1/3} = #Px1/3 �
x2/3

log x
.

Y definimos

M3(x) = {n ≤ x : p | n para algún p ∈ P con p ≥ z1}.
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El número de enteros n ≤ x que son múltiplos p es bx/pc ≤ x/p. Suman-
do sobre todos los posibles valores de p tenemos que

#M3(x) ≤
∑

z1≤p≤x
p∈P

x

p
= x

∫ x

z1

d#P(t)

t
= x

(
#P(t)

t

∣∣∣x
z1

+

∫ x

z1

#P(t)

t2
dt

)

� x

(
#P(x)

x
+

∫ x

z1

dt

t4/3

)
� x

(
1

x1/3 log x
+

(
− 3

t1/3

∣∣∣t=x
t=z1

))
� x2/3

log x
+

3x

z
1/3
1

� x

log x
. (4.3)

Ahora definimos el conjunto

M4(x) = {n ≤ x : n 6∈ M3(x) y p | (n, Fn) para algún p > z1}.

Si n ∈ M4(x), entonces p | (n, Fn) para algún p > z1. Como n 6∈ M3(x),

tenemos que p 6∈ P, por lo que z(p) > p1/3 > z
1/3
1 . Para x grande, tenemos

que z(p) > z
1/3
1 > 5, y entonces z(p) | p ± 1. En particular, p and z(p)

son primos relativos, y como p | n y p | Fn; entonces, z(p) | n, y podemos
concluir que pz(p) | n. Para un primo fijo p, el número de estos enteros
n es bx/pz(p)c ≤ x/pz(p). Sumando sobre todos los posibles valores de p,
tenemos que

#M4(x) ≤
∑
p>z1

pz(p)≤x

x

pz(p)
≤
∑
p>z1

x

p4/3
� x

z
1/3
1

=
x

log x
. (4.4)

Supongamos por el momento que n ≤ x no está en
⋃4
i=1Mi(x). Y supon-

gamos que
Fn = u2 + nv2 (4.5)

para algunos enteros u y v (que dependen de n). Para x grande, tenemos
que y > z1, y como n 6∈ M1(x), existe un primo p > z1 tal que p | n. Como
n 6∈ M2(x) ∪M4(x), tenemos que p‖n y p - Fn. Aśı que podemos poner
n = pm, donde (m, p) = 1. Reduciendo la ecuación (4.5) módulo p, tenemos
que

Fn ≡ u2 (mód p)

con u 6≡ 0 (mód p). Por lo tanto,(
Fn
p

)
= 1.
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Por el Lema 5, tenemos que

1 =

(
Fn
p

)
=

(
FpFm
p

)
=

(
Fp
p

)(
Fm
p

)
,

y por lo tanto (
Fm
p

)
=

(
Fp
p

)
. (4.6)

Como consecuencia de esto tenemos que en cualquier representación de
n de la forma n = mp, con p > z1, el carácter cuadrático de Fm módulo p
está determinado de manera única por p. Para usar de manera eficiente esta
información necesitamos remover aún mas enteros n ≤ x.

Sea

M5(x) = {n ≤ x : n 6∈ M2(x) y existe q > zα1 , q | (z(p1), z(p2))

con p1 6= p2 y p1p2 | n, ó q | (n, z(n))}.

Supongamos que n ∈ M5(x). Observese que si x es grande, entonces q
también es grande, y la condición q | z(p) implica que q | p±1. Por lo tanto,
p ≡ ±1 (mód q). Además, como q2 - n, porque n 6∈ M2(x), y ya que para
todos los enteros positivos a y primos p se tiene que z(pa) = pbz(p) para
algún entero no negativo b < a (que depende de p y de a), se sigue que
q | z(n), y por lo tanto q | z(p) para algún factor primo p de n. Entonces,
si n ∈ M5(x), entonces, o bien existen dos factores primos distintos de n,
digamos p1 y p2, y un primo q > zα1 tal que pi ≡ ±1 (mód q) para i = 1, 2, o
bien q | n y q | z(p) para algún factor primo p de n. Consideremos el primer
caso y sea M5,1(x) el conjunto de los n ≤ x que caen en dicho caso. Si p1

y p2 están fijos, el número de dichas n ≤ x es bx/p1p2c ≤ x/p1p2. Dejando
q > zα1 fijo y sumando la desigualdad anterior sobre todas las parejas de
primos (p1, p2) con p1p2 ≤ x y pi ≡ ±1 (mód q) para i = 1, 2, y luego
sumando sobre todos los primos q > zα1 obtenemos la siguiente cota

#M5,1(x) ≤
∑
q>zα1

∑
p1 6=p2
p1p2≤x

pi≡±1 (mód q)

x

p1p2
≤ x

∑
q>zα1

 ∑
p≤x

p≡±1 (mód q)

1

p


2

� x
∑
q>zα1

(
log log x

q − 1

)2

� x(log log x)2
∑
q>zα1

1

q2

� x(log log x)2

zα1
=
x(log log x)2

(log x)3α
, (4.7)
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donde hemos usado la desigualdad (ii) del Teorema 2.9. Consideremos ahora
el segundo caso y sea M5,2(x) el conjunto de las n ≤ x que caen en este
segundo caso. Entonces n es divisible entre algunos primos p y q ≥ zα1 , con
q | z(p). Para p y q fijos, el número de dichas n ≤ x es cuando mucho x/pq.
Sumando sobre todos los q que dividen a z(p) (y por lo tanto, a p−1 o p+1)
y que son mayores que zα1 , y luego sobre todos los primos p ≤ x, obtenemos
que

#M5,2(x) ≤
∑
p≤x

∑
q|z(p)
q>zα1

x

pq
≤ x

zα1

∑
p≤x

ω(p− 1) + ω(p+ 1)

p
� x(log log x)2

(log x)3α
,

(4.8)
donde la última cota se sigue del Teorema 2.6.

Recopilando los resultados (4.7) y (4.8), obtenemos que

#M5(x)� x(log log x)2

(log x)3α
. (4.9)

Dado un primo p ponemos z(p) = apbp donde P (ap) ≤ (log p)3 y bp tiene
sólamente factores primos mayores que (log p)3. Sea z2 = exp(18(log log x)2)
y definimos

M6(x) = {n ≤ x : ap > z2 para algún primo p | n}.

Consideremos n ∈ M6(x). Entonces existe un factor primo p de n tal que
ap > z2. Como ap | p ± 1 para x grande, tenemos que p ≡ ±1 (mód ap).
Entonces, p = ±1 + apλ para algún entero positivo λ. Fijando a = ap y λ,
el número de n ≤ x con estos parámetros es cuando mucho

x

1 + apλ
+

x

−1 + apλ
≤ 3x

apλ

para x suficientemente grande. Obsérvese que ap está en el conjunto

A = {a ≤ x : a > z2 : P (a) ≤ z1}.

Sumando sobre todos los posibles valores de a y λ, tenemos que

#M6(x) ≤
∑
a∈A

1≤λ≤x

3x

aλ
≤ 3x

 ∑
z2<a≤x
P (a)≤z1

1

a


 ∑

1≤λ≤x

1

λ


� x log x

∫ x

z2

dΨ(t, z1)

t

� x log x

(
Ψ(t, z1)

t

∣∣∣t=x
t=z2

+

∫ x

z2

Ψ(t, z1)

t2
dt

)
. (4.10)



4.3. Demostración del Teorema 1.5 41

Como t ≥ z2, tenemos que

log t

log z1
≥ 18(log log x)2

3 log log x
= 6 log log x.

Por el Teorema 2.13 se sigue que

Ψ(t, z1)� t exp

(
− log t

2 log z1

)
≤ t

(log x)3

para todo t ∈ [z2, x]. Usando esto en (4.10), obtenemos

#M6(x)� x log x

(
1

(log x)3
+

1

(log x)3

∫ x

z2

dt

t

)
� x

log x
. (4.11)

Ahora definimos z3 = exp((log x)α) y vamos a descartar a los enteros posi-
tivos n que tienen un factor primo p > z3 para el cuál z(p) es “pequeño”
en un sentido que se precisará después. Tomamos c = 20α−2 y definimos los
siguientes conjuntos de primos

Q1 =

{
p : z(p) <

p1/2

log p

}
;

Q2 =

{
p :

p1/2

log p
< z(p) < p1/2 exp

(
c(log log p)2

)}
.

Necesitaremos cotas para los tamaños de Q1(t) y Q2(t). Para #Q1(t), tene-
mos

#Q1(t) ≤ #

{
p ≤ t : z(p) ≤ t1/2

log t

}
≤ #Pt1/2/ log t �

t

(log t)3
, (4.12)

por el Lema 4 con y = t1/2/ log t. Para #Q2(t), primero consideramos Q2 ∩
[t/2, t]. Sea p un primo en Q2 ∩ [t/2, t] donde t es grande. Entonces

z(p) >
p1/2

log p
>

t1/2

21/2 log(t/2)
>

t1/2

2 log t
;

z(p) < p1/2 exp
(
c(log log p)2

)
< t1/2 exp

(
c(log log t)2

)
.

Como t1/2/(2 log t) > 5 para t grande, tenemos que z(p) | p±1. En particular,
estos primos p tienen la propiedad de que p+ 1 o p− 1 tiene un dividor en
el intervalo (y, z), donde y = t1/2/(2 log t) y z = t1/2 exp

(
c(log log t)2

)
. Para
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acotar la cantidad de dichos primos usamos el Lema 2.15. Las hipótesis del
lema se satisfacen (con x = t) siempre que t > exp(5300). Tenemos que

u =
log z

log y
− 1 =

log(t1/2 exp
(
c(log log t)2

)
log(t1/2/(2 log t))

− 1

=
log t1/2 + c(log log t)2

log t1/2 − log log t− log 2
− 1

=
c(log log t)2 + log log t+ log 2

log t1/2 − log log t− log 2

= (2c+ o(1))
(log log t)2

log t

cuando t→∞. Entonces, por el Lema 2.15,

H(t, y, z) � tuδ log(2/u)−3/2

� t

(
(log log t)2

log t

)δ (
log

(
O

(
log t

(log log t)2

)))−3/2

� t

(log t)δ(log log t)3/2−2δ
� t

(log t)δ
,

y

#(Q2 ∩ [t/2, t]) ≤
∑

λ∈{±1}

H(t, y, z, Pλ)� H(t, y, z)

log t
� t

(log t)1+δ
. (4.13)

Remplazando t por t/2, y luego por t/4, etc. y sumando las desigualdades,
obtenemos

#Q2(t)� t

(log t)1+δ
. (4.14)

Comparando (4.14) con (4.12), vemos que si ponemos Q3 = Q1∪Q2, enton-
ces

#Q3(t) ≤ #Q1(t) + #Q2(t)� t

(log t)1+δ
.

Ahora definimos

M7(x) = {n ≤ x : existe p > z3, p | n, p ∈ Q3}.

Si n ∈ M7(x), entonces p | n para algún primo p > z3 en Q3. Si fijamos p,
hay bx/pc ≤ x/p posibles valores para n ≤ x. Sumando estas desigualdades
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para todos los posibles valores de p, tenemos

#M7(x) ≤
∑

z3≤p≤x
p∈Q3

x

p
= x

∫ x

z3

d(#Q3(t))

t

= x

(
#Q3(t)

t

∣∣∣t=x
t=z3

+

∫ x

z3

#Q3(t)

t2
dt

)
� x

(
1

(log t)1+δ

∣∣∣t=x
t=z3

+

∫ x

z3

dt

t(log t)1+δ

)
� x

(
1

(log x)1+δ
+

(
− 1

δ(log t)δ

∣∣∣t=x
t=z3

))
� x

(log z3)δ
=

x

(log x)αδ
. (4.15)

Sea β ∈ (0, 1−α) y definimos K = bβ log log xc, y2 = exp(log x/(log log x)2),
I = (z3, y2) y

ωI(n) =
∑
p∈I
p|n

1.

Sea
M8(x) = {n ≤ x : n 6∈ M2(x), ωI(n) < K}.

La siguiente prueba de (4.19) imita la prueba de los Teoremas 08 y 09 de
[HT].

Sea n ∈ M8(x). Como n 6∈ M2(x), se tiene p2 - n para p > z1. Para
x suficientemente grande, tenemos que z3 > z1, por lo que si p ∈ I divide
a n, entonces p2 - n. Entonces, para x suficientemente grande, podemos
descomponer a n de manera única como n = uv, donde v no tiene primos
de I y u es libre de cuadrados y tiene ` < K factores primos, todos en I.
Fijemos u. Entonces v ≤ x/u y observese que

x

u
≥ x

yK2
≥ y2,

para x suficientemente grande. En particular, I ⊂ [1, x/u]. Por el teorema
2.11, el número de posibles elecciones para v es de orden a lo más

x

u

∏
p∈I

(
1− 1

p

)
� x

u
exp(−S), (4.16)

donde

S =
∑
p∈I

1

p
.
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Por el Segundo Teorema de Mertens, tenemos que

S = log log y2 − log log z3 + o(1) = (1− α) log log x− 2 log log log x+ o(1)
(4.17)

cuando x→∞. Entonces,

exp(S) = (1 + o(1))
(log x)1−α

(log log x)2
cuando x→∞.

Sea U el conjunto de las u’s que estamos considerando, es decir, libres
de cuadrados y con menos de K factores primos, todos en I. Sumando la
desigualdad (4.16) sobre todos los u ∈ U , obtenemos

#M8(x) � x(log log x)2

(log x)1−α

∑
u∈U

1

u
≤ x(log log x)2

(log x)1−α

∑
`<K

1

`!

∑
p∈I

1

p

`

=
x(log log x)2

(log x)1−α

∑
`<K

1

`!
S`. (4.18)

Observese que para ` < K, tenemos, por (4.17),

S`+1/(`+ 1)!

S`/`!
=

S

`+ 1
≥ (1− α) log log x− 2 log log log x+ o(1)

β log log x+ 1
> η

para x suficientemente grande, donde podemos escoger cualquier η ∈ (1, (1−
α)/β), por lo tanto, la última suma en (4.18) está dominada por el término
correspondiente a ` = K. Entonces, usando que K! ≥ (K/e)K , tenemos

#M8(x) � x(log log x)2

(log x)1−α
SK

K!
� x(log log x)2

(log x)1−α

×
(
e(1− α) log log x− 2e log log log x+ o(1)

β log log x+O(1)

)β log log x+O(1)

� x(log log x)2

(log x)1−α

(
e(1− α)

β
+O

(
log log log x

log log x

))β log log x+O(1)

� x(log log x)O(1)

(log x)γ
, (4.19)

donde

γ = 1− α− β log

(
e(1− α)

β

)
.
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Finalmente consideramos M9(x) =M(x)\
(⋃8

i=1Mi(x)
)

. Sea n ∈ M9(x).

Podemos escribir como n = mP , donde P = P (n) > y1 (porque n 6∈ M1(x)),
y P - m para x suficientemente grande (porque n 6∈ M2(x) y y1 > z1 para
x suficientemente grande). Fijemos m. Observemos que y1 > y2 para todo
x > e. Como n 6∈ M8(x), existen K factores primos de m todos en I. Sea
p1, . . . , pK los más pequeños de estos primos. Definimos

U(m) = [t(p1), . . . , t(pK)].

Recordemos que t(pi) = δ(pi)z(pi), donde δ(pi) ∈ {1, 2, 4} para cada i =
1, . . . ,K. Además, z(pi) = apibpi para cada i = 1, . . . ,K, donde api es
(log pi)

3-suave y todos los factores primos de bpi son mayores que (log pi)
3.

Ahora, como n 6∈ M6(x), se tiene que api ≤ z2 para cada i = 1, . . . ,K.
Como todos los factores primos de bpi son mayores que

(log pi)
3 ≥ (log z3)3 = (log x)3α = zα1 para todo i = 1, . . . ,K,

y como n 6∈ M5(x), se tiene que bpi y bpj son primos relativos para cuales-
quiera i 6= j en {1, 2, . . . ,K}. Entonces,

U(m) | [δ(p1)ap1 , . . . , δ(pK)apK ]bp1 · · · bpK .

Definiendo

V (m) = [δ(p1)ap1 , . . . , δ(pK)apK ]

observamos que

V (m) ≤ 4
K∏
i=1

api ≤ 4zK2 = 4 exp
(
18β(log log x)3

)
.

Por lo tanto V (m) < y1 para x suficientemente grande. Consideremos P en
una clase de congruencia fija w (mód V (m)), donde w ∈ {1, 2, . . . , V (m)}
y es primo relativo con V (m). Entonces P ≤ x/m y P ≡ w (mód V (m)).
Esto nos dice que P = w + V (m)λ para algún entero λ ≥ 1. Entonces,

n = mP = pi (m/pi(w + V (m)λ)) para todo i = 1, . . . ,K.

Tomamos ci = wm/pi y di = V (m)m/pi para i = 1, . . . ,K. Por (4.6),
tenemos que (

Fci+diλ
pi

)
=

(
Fpi
pi

)
. (4.20)
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Observemos que como n 6∈ M7(x), tenemos que

bpi =
z(pi)

api
≥ p1/2

i exp(c(log log pi)
2)z−1

2 .

Pero

exp(c(log log pi)
2)z−1

2 ≥ exp(c(log log z3)2)z−1
2

= exp(cα2(log log x)2)z−1
2

= exp(2(log log x)2).

Entonces,

bpi ≥ p
1/2
i exp(2(log log x)2) para todo i = 1, . . . ,K. (4.21)

Ahora veremos que el periodo tci,di,pi de (Fci+dik)k≥0 módulo pi es

tci,di,pi =
tpi

(tpi , V (m)m/pi)
= bpi para todo i = 1, . . . ,K. (4.22)

Para esto, usamos el Lema 6. Es claro que pi > 5 para x suficientemente
grande (basta que z3 > 5). Veamos que z(pi) - di. Si este no fuera el caso,
tendŕıamos que bpi | z(pi) | di | V (m)m. Sin embargo, el divisor bpi > 1 de
z(pi) es divisible sólo entre primos q > zα1 , y dichos primos no pueden dividir
a m, porque entonces dividiŕıan a n y a z(n), lo cual no es posible porque
n 6∈ M5(x), y tampoco pueden a V (m) pues entonces dividiŕıan a apj para
algún j (necesariamente distinto de i), y por tanto a z(pj) para algún j 6= i
contradiciendo otra vez que n 6∈ M5(x). Esto prueba 4.22.

Definimos

A+
i =

{
λ mód bpi :

(
Fci+diλ
p

)
= 1

}
,

A−i =

{
λ mód bpi :

(
Fci+diλ
p

)
= −1

}
.

Tenemos que

#A+
i + #A−i = bpi y |#A+

i −#A−i | = O(p
1/2
i ),

por el Lema 2.16. Tenemos entonces que

#A±i =
bpi
2

+O(p
1/2
i ) =

bpi
2

(
1 +O

(
1

exp(2(log log x)2)

))
, (4.23)
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como consecuencia de (4.21). Observese que para cada i fijo, por (4.20), la

clase de residuos λ (mód bpi) esta en A+
i o A−i dependiendo de si

(
Fpi
pi

)
es +1 o −1 respectivamente. Tomemos εi ∈ {+,−} el signo de

(
Fpi
pi

)
.

Para cada i = 1, . . . ,K, fijemos µi ∈ Aεii . Contemos el número de primos
P tales que λ ≡ µi (mód bpi) para i = 1, . . . ,K. Por el Teorema Chino del
Residuo (recordemos que bpi y bpj son primos relativos si i 6= j), el sistema
de congruencias anterior es equivalente a la congruencia

λ ≡ µ0 (mód B(m)),

donde B(m) = bp1 · · · bpK y µ0 = µ0(µ1, . . . , µK). Entonces,

P = w + V (m)µ0 + V (m)B(m)k, (4.24)

para algún entero no negativo k. Podemos suponer que w + V (m)µ0 es
primo relativo con V (m)B(m), pues de otra manera habŕıa a lo más un
primo en esta progresión. Entonces P ≤ x/m está en una progresión fija
módulo V (m)B(m). Observese que bpi < pi para cada i = 1, . . . ,K si x es
suficientemente grande. Entonces

V (m)B(m) ≤ 4 exp(18β(log log x)3)yK2

≤ 4 exp

(
β log x

log log x
+ 18β(log log x)3

)
< exp

(
η log x

log log x

)
(4.25)

para cualquier η ∈ (β, 1) fijo, si x es suficientemente grande. En particular,

V (m)B(m) < y1 < x/m

para todo x suficientemente grande. Entonces el número de primos P ≤ x/m
de la forma (4.24) es, por el Teorema 2.9 (i),

π(x/m, V (m)B(m), w+ V (m)µ0)� x/m

ϕ(V (m)B(m)) log(x/(mV (m)B(m)))
.

Por la desigualdad (4.25) y como x/m > P > y1, tenemos que

x

mV (m)B(m)
>

y1

V (m)B(m)
> exp

(
(1− η) log x

log log x

)
.
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Usando también que ϕ(`)/` � 1/ log log x para todos los enteros positivos
` ≤ x, tenemos que

π(x/m, V (m)B(m), w + V (m)µ0)� x(log log x)2

mV (m)B(m) log x
.

Ahora fijamos w, sumamos sobre todos los posibles valores de µi ∈ Aεii , y
usamos las desigualdades (4.23)∑

µi∈A
εi
i

i=1,...,K

π (x/m, V (m)B(m), w + V (m)µ0)

� x(log log x)2

mV (m) log x

K∏
i=1

#Aεii
bpi

� x(log log x)2

mV (m) log x

1

2K

(
1 +O

(
1

exp(2(log log x)2)

))β log log x

� x(log log x)2

2KmV (m) log x
.

Sumando ahora sobre las ϕ(V (m)) posibles clases de congruencia módulo
V (m), y sobre todos los posibles valores de m < x/y1 obtenemos que

#M9(x) �
∑

m<x/y1

x(log log x)2

2Km log x

(
ϕ(V (m))

V (m)

)
<
x(log log x)2

2K log x

∑
1≤m≤x

1

m

� x(log log x)2

(log x)β log 2
. (4.26)

Comparando las cotas (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.9), (4.11), (4.15), (4.19),
(4.26), obtenemos

#M(x)� x

(log x)mı́n{αδ,γ,β log 2} .

Escogemos α y β de manera que αδ = γ = β log 2. Entonces, β = αδ/ log 2,
y tenemos que

αδ = 1− α− αδ

log 2
log

(
e(1− α) log 2

αδ

)
.

Esta ecuación tiene dos soluciones en el intervalo (0, 1), pero sólo una de
ellas cumple que β < 1 − α. Esa solución es α = 0.7504 . . ., que nos da
αδ = 0.0645 . . . y esto termina la prueba de la cota superior de #M(x).
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4.3.2. Cota Inferior

Para obtener una cota inferior muy holgada de manera sencilla podemos
ver que p2 ∈ M para todo p > 5. Para esto tomamos n = (p2 − 1)/2 en la
conocida identidad

F2n+1 = F 2
n+1 + F 2

n , (4.27)

y obtenemos

Fp2 = F 2
(p2+1)/2 + F 2

(p2−1)/2 = u2 + p2v2, (u, v) = (F(p2+1)/2, F(p2−1)/2/p).

Como z(p) | p± 1 para todo p > 5, se tiene que z(p) | (p2 − 1)/2, por lo que
v = F(p2−1)/2/p es entero, y por lo tanto p2 ∈M.

Como consecuencia del Teorema del Número Primo (Teorema 2.7), ob-
tenemos la cota

√
x

log x
� #M(x)

Cálculos con la ayuda de la computadora muestran que, para primos
p < 350, p ∈ M si p = 2 ó p ≡ 1 (mód 4) y que p 6∈ M si p ≡ 3 (mód 4).
Esto sugiere la siguiente conjetura:

Conjetura. Un primo p está en M si y sólo si p = 2 ó p ≡ 1 (mód 4).

Veamos que si p ≡ 3 (mód 4) y además p ≡ ±2 (mód 5), entonces
efectivamente Fp = x2 + py2 no tiene solución. De tenerse esta igualdad,

tendŕıamos que Fp ≡ x2 (mód p), por lo que
(
Fp
p

)
= 1 . Por otra parte,

como

Fp ≡ 5(p−1)/2 ≡
(

5

p

)
=

(
p

5

)
=

(
±2

5

)
= −1 (mód p)

tenemos que
(
Fp
p

)
=
(
−1
p

)
= −1, lo cual es una contradicción.

Demostrar que para los primos p ≡ 3 (mód 4) y p ≡ ±1 (mód 5) la
ecuación no tiene solución parece ser más dif́ıcil.

Sin embargo, vamos a demostrar que si p ≡ 1 (mód 4) entonces śı ocurre
que p ∈M.

Como F5 = 02 + 5 · 12, podemos suponer que p > 5. Dado m un ente-
ro positivo denotaremos con ζm una ráız m-ésima de la unidad. También
definimos

L = Q(ζp,
√

5, i), donde i2 = −1.
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Dado un entero d, abreviamos Q(
√
d) como Qd. Usamos, como antes, α y β

para denotar a 1+
√

5
2 y 1−

√
5

2 respectivamente. Primero probaremos que

NL/Q5
(α− iζp) = αp−1Fp, de donde N(α− iζp) = F 2

p (4.28)

Empezamos notando que [L : Q] = 4(p− 1). Y de hecho,

G = Gal(L/Q) = 〈τ〉 × 〈σ5〉 × 〈σ−1〉,

donde

τ(ζp) = ζgp para algún generador fijo g de Z∗p, τ(
√

5) =
√

5 y τ(i) = i;

σ5(ζp) = ζp, σ5(
√

5) = −
√

5 y σ5(i) = i;

σ−1(ζp) = ζp, σ−1(
√

5) =
√

5 y σ−1(i) = −i.

También observamos que L = Q5(ζp, i) = Q5(ζ4p) y que

Gal(L/Q5) = 〈τ〉 × 〈σ−1〉. (4.29)

Tenemos que

αp−1Fp =
αp(αp − βp)
α(α− β)

=
α2p + 1

α2 + 1
= Φ4p(α),

donde Φn(x) es el n-ésimo polinomio ciclotómico. Se puede ver que iζp =
exp ((2(p+ 4)πi/4p) y (p + 4, p) = 1, de donde se sigue que iζp es una ráız
4p-ésima de la unidad. Entonces

Φ4p(α) =
∏

1≤k≤4p
(k,4p)=1

(α− (iζp)
k).

Por (4.29), se puede ver a

{iζp 7→ (iζp)
k : 1 ≤ k ≤ 4p, (k, 4p) = 1}

como el grupo Gal(L/Q5), de donde

Φ4p(α) =
∏

σ∈Gal(L/Q5)

(α− σ(iζp)) =
∏

σ∈Gal(L/Q5)

σ(α− iζp) = NL/Q5
(α− iζp),

lo que prueba (4.28).
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Ahora veremos que

NL/Q−p(α− iζp) = δ2 (4.30)

para algún elemento δ = u+ v
√
−p ∈ Z[

√
−p].

Se sabe que Q(
√

(−1)(p−1)/2p) es el único subcampo cuadrático de K =
Q(ζp). Para ver esto, observemos que el discriminante de K, denotado por
dK, is (−1)(p−1)/2pp−2 (Ejercicio 4.5.10 de [EM]). Como K es de Galois,
tenemos que

√
dK ∈ K, de donde Q(

√
(−1)(p−1)/2p) ⊆ K. Que este sea el

único subcampo cuadrático de K es consecuencia de la correspondencia de
Galois, pues el grupo de Galois de K/Q es ćıclico, por lo que contiene un
único subgrupo de ı́ndice 2.

Como p ≡ 1 (mód 4) tenemos que Qp está contenido en L, y como i ∈ L,
tenemos que Q−p también es un subcampo de L. CalculemosNL/Q−p(α−iζp).

Para esto, observamos que

Gal(L/Q−p) = 〈τσ−1〉 × 〈σ5〉. (4.31)

En efecto, tenemos que τ2 fija a
√
p pero τ no. Esto nos dice que τ(

√
p) =

−√p. Además, σ−1(i) = −i, lo que nos dice que τσ−1 deja fijo a i
√
p.

Por otra parte, σ5 fija tanto a i como a ζp, y por lo tanto también a i
√
p.

Entonces, todos los elementos del subgrupo 〈τσ−1〉 × 〈σ5〉 de G fijan a i
√
p.

Pero este es un subgrupo de G con 2(p − 1) = [L : Q−p] elementos, por lo
que se tiene (4.31).

Tenemos entonces que

NL/Q−p(α− iζp) =

p−1∏
k=1

(
α− (τσ−1)k(iζp)

)(
β − (τσ−1)k(iζp)

)

=

p−1∏
k=1

(
α− τk(ζp)σk−1(i)

)(
β − τk(ζp)σk−1(i)

)

=

p−1∏
k=1

(
α− (−1)kiζg

k

p

)(
β − (−1)kiζg

k

p

)

=

p−1∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)(
α−

(
−a
p

)
iζ−ap

)(
β −

(
−a
p

)
iζ−ap

)
.
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Aqúı hemos usado que cuando k vaŕıa de 1 a p − 1, gk también lo hace y

que (−1)k =

(
gk

p

)
. Como p ≡ 1 (mód 4), tenemos que

(
−1

p

)
= 1. Usando

también que αβ = −1 y que i = −i−1, tenemos que NL/Q−p(α− iζp) es

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)(
α−

(
−a
p

)
iζ−ap

)(
β −

(
−a
p

)
iζ−ap

)

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)(
−1

β
+

(
a

p

)
1

iζap

)(
−1

α
+

(
a

p

)
1

iζap

)

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)β −
(
a
p

)
iζap

β
(
a
p

)
iζap

α−
(
a
p

)
iζap

α
(
a
p

)
iζap


=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)2(
β −

(
a

p

)
iζap

)2

ζ−2a
p = δ2

donde

δ =

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)
ζ−ap .

Es claro que δ es un entero algebráico.
Mostremos ahora que δ ∈ Q−p. Para esto, por (4.29), basta probar que

τσ−1(δ) = δ, pues obviamente σ5 deja fijo a δ.
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Tenemos que τσ−1(δ) es igual a

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
σ−1(i)τ(ζap )

)(
β −

(
a

p

)
σ−1(i)τ(ζap )

)
τ(ζ−ap )

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
(−1)ζgap

)(
β −

(
a

p

)
(−i)ζgap

)
ζ−gap

=

(p−1)∏
a=1

(
α−

(
ga

p

)
iζgap

)(
β −

(
ga

p

)
iζgap

) (
pues

(
g

p

)
= −1

)

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
εaa

p

)
iζεaa

)(
β −

(
εaa

p

)
iζεaap

)
ζ−εaap (con εa = ±1)

=

(p−1)/2∏
a=1

(
α−

(
a

p

)
iζεaap

)(
β −

(
a

p

)
ζεaap

)
ζ−εaap

((
εa
p

)
= 1

)

=

(p−1)/2∏
a=1
εa=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)
ζ−ap

×
(p−1)/2∏
a=1
εa=−1

(
α−

(
a

p

)
iζ−ap

)(
β −

(
a

p

)
iζ−ap

)
ζap

=

(p−1)/2∏
a=1
εa=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)
ζ−ap

×
(p−1)/2∏
a=1
εa=−1

β −
(
a
p

)
iζap

β
(
a
p

)
iζap

α−
(
a
p

)
iζap

α
(
a
p

)
iζap

 ζ−ap

=

(p−1)/2∏
a=1
εa=1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)
ζ−ap

×
(p−1)/2∏
a=1
εa=−1

(
α−

(
a

p

)
iζap

)(
β −

(
a

p

)
iζap

)
ζ−ap

= δ,

Entonces, como δ es un entero algebráico de Q−p y p ≡ 1 (mód 4) tene-
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mos que δ = u+ v
√
−p para algunos enteros u y v. Se sigue que

F 2
p = N(α− iζp) = NQ−p/Q(NL/Q−p(α− iζp)) = NQ−p/Q(δ2)

=
(
NQ−p/Q(δ)

)2
= (u2 + pv2)2,

Sacando ráız obtenemos Fp = u2 + pv2, lo cuál prueba que p ∈ M.
Finalmente, como consecuencia del Teorema 2.8, tenemos que

x

log x
�M(x)

lo cuál concluye la demostración del Teorema 1.5.
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