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Introducción

Las álgebras de conglomerado fueron introducidos por Fomin y Zelevinsky en
[13] alrededor de 2001 como una herramienta combinatoria para estudiar cuestio-
nes relacionadas con positividad total y bases canónicas duales en teorı́a de Lie. Al
poco tiempo se descubrió que el mismo tipo de estructuras aparece en muchas áreas
de matemáticas, aparentemente no relacionados. Nos limitamos aquı́ a mencionar
brevemente algunos ejemplos: dinámica de ondas en aguas de poco profundidad
[22], [23], teorı́a de Teichmüller superior [11], invariantes de Donaldson-Thomas
no conmutativas [24], [25] y el artı́culo panorámico [20], teorı́as de campos cuanti-
zados [1], y representaciones de carcajes con relaciones [6] y el artı́culo panorámi-
co [21].

Cabe destacar que en los 15 años desde su descubrimiento en 2001, se han
subido al servidor arXiv casi 800 preprints relacionados con álgebras de conglo-
merado, ver el portal sobre álgebras de conglomerado de S. Fomin
http://www.math.lsa.umich.edu/ fomin/cluster.html.

En particular, la conexión entre representaciones de carcajes con relaciones y
álgebras de conglomerado antisimétricas resultó muy fructı́fera. Por ejemplo, el es-
tudio de álgebras Jacobianas y sus mutaciones en [5] permitió a Derksen-Weyman-
Zelevinsky demostrar en [6] muchas conjeturas de una naturaleza aparentemente
combinatoria sobre álgebras de conglomerado en el caso antisimétrico.

Recordemos que las álgebras de conglomerado de tipo finito son aquellas que
tienen un número finito de variables de conglomerado. Estas fueron clasificadas por
Fomin y Zelevinsky en [14] en términos de diagramas de Dynkin. Cabe mencionar
que en el caso finito las variables de conglomerado están parametrizadas por raı́ces
casi positivas. En el caso antisimétrico, Caldero y Keller descubrieron la estrecha
conexión con representaciones de carcajes de tipo Dynkin y lograron ası́ demostrar
varias conjeturas de Fomin y Zelevinsky en este caso (tipo finito y antisimétrico).
Para esta conexión la siguiente observación, aparentemente ingenua, es crucial:
las matrices antisimétricas están en correspondencia natural con los carcajes sin
2-ciclos orientados. Usaremos esta correspondencia en lo siguiente muchas veces.

El siguiente caso a estudiar son las álgebras de conglomerado finitas bajo muta-
ción. Esto significa que la parte principal de su matriz de intercambio se encuentra
en una clase de mutación con un número finito de elementos. Obviamente todas
las matrices antisimetrizables de tamaño 2× 2 pertenecen a esta clase. Felikson,
Shapiro y Tumarkin lograron una clasificación completa: en [9] para el caso anti-
simétrico y en [10] para el caso general. Recordemos brevemente el resultado para
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el caso antisimétrico y conexo de rango mayor a tres: salvo 11 clases de mutación
excepcionales, este caso está cubierto precisamente por las matrices que provienen
de triangulaciones etiquetadas de superficies orientables con puntos marcados [12].
Los casos excepcionales son esencialmente ligados a los diagramas de Dynkin de
tipo E: son las clases de mutación de tipo Eq (tipo finito), Ẽ6,7,8 (tipo afı́n), E(1,1)

6,7,8 (ti-
po elı́ptico) más dos carcajes excepcionales X6 y X7. En [19] se exploró la relación
entre álgebras de conglomerado finitas bajo mutación y el tipo de representación
de los carcajes correspondientes con un potencial no degenerado, o en otras pala-
bras con las álgebras Jacobianas correspondientes. Resulta, que salvo muy pocas
excepciones, tales álgebras Jacobianas son mansas si y solamente si la matriz anti-
simétrica es finita bajo mutación. Además en este caso el potencial no degenerado
es único salvo equivalencia derecha débil, salvo unas pocas excepciones. El pre-
sente trabajo es una contribución importante a este resultado.

Se analizan a fondo los carcajes con potencial asociados a las clases de mu-
tación E

(1,1)
6,7,8 y D

(1,1)
4 correspondientes a sistemas de raı́ces de tipo elı́ptico. Estos

cuatro casos están estrechamente ligados a las álgebras tubulares de Ringel y no
encajan en un esquema general. En los primeros tres casos es muy fácil de ver que
para cada carcaj en una de estas clases de mutación hay un único potencial no de-
generado salvo equivalencia derecha, [19, Lem. 9.5]. Verificamos explı́citamente
para un representante en cada una de estas tres clases, que el álgebra Jacobiano co-
rrespondiente tiene una cubierta de Galois que es iteradamente tubular en el sentido
de de la Peña y Tomé [7] de tipo tubular (3,3,3), (4,4,2) y (6,3,2) respectivamen-
te. Consecuentemente estas álgebras son mansas y obtenemos un cuadro preciso
de su carcaj de Auslander-Reiten. En el caso D

(1,1)
4 , que corresponde a las triangu-

laciones de una esfera con cuatro pinchaduras, existe una familia de un parámetro
de potenciales no degenerados. Estudiamos a detalle cómo se comportan estos po-
tenciales bajo mutación, y verificamos nuevamente que las álgebras Jacobianas
correspondientes permiten una cubierta de Galois que es iteradamente tubular, de
tipo (2,2,2,2) en este caso. Es notable que ası́ cubramos de cierta forma los cuatro
tipos de álgebras de tipo tubular descubiertos por Ringel.

En el Capı́tulo 1 presentamos los conceptos y resultados prı́ncipales de carca-
jes con potencial y álgebras de conglomerado que necesitaremos en este trabajo.
Iniciamos con el concepto de álgebra completa y potenciales para poder hablar de
carcajes con potencial. Definimos las representaciones de carcajes con potencial
y sus mutaciones, y presentamos el Lema [6, Lema 5.2] que establece el compor-
tamiento entre las representaciones de carcajes con potencial y las mutaciones de
éstos. Siguiendo a [6] definimos los F-polinomios y g-vectores asociados a las re-
presentaciones de carcajes con potencial. En la sección 1.4 definimos las álgebras
de conglomerado, y los F-polinomios y g-vectores de variables de conglomera-
do. Por último, presentamos el Teorema [6, Teorema 5.1] que relaciona estos dos
conceptos y calculamos algunos ejemplos.

En el Capı́tulo 2 presentamos lo referente a álgebras tubulares. Comenzamos
con la matriz de Cartan, forma bilineal de Ringel, forma cuadrática de Euler y
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transformación de Coxeter. En la sección 1.5 presentamos el Teorema [26, Teore-
ma 3.2], que establece la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra
tubular. En la sección 2.5, de [7], presentamos el concepto de álgebra iteradamente
tubular y el Teorema [7, Teorema 2.3] que demuestra que estas álgebras son de tipo
de representación manso. En la sección 2.6 introducimos las cubiertas de Galois de
una k-categorı́a ([17]) y presentamos un Teorema de Dowbor-Skowronski [8] en
donde dan condiciones para poder concluir que una k-categorı́a es mansa a partir
de que su cubierta de Galois es mansa y viceversa.

En el Capı́tulo 3 estudiamos cuatro álgebras Jacobianas asociadas a cuatro car-
cajes con potencial. Estos carcajes son representantes de las tres clases de mutación
de tipo elı́ptico E(1,1)

q ,q = 6,7,8 y D(1,1)
4 ([3]). En la sección 3.1 presentamos el Le-

ma 3.1, que en nuestra situación nos da un isomorfismo entre el ”álgebra Jacobiana
simplificada”( Sección 3.1) y el álgebra Jacobiana, definida por Derksen-Weyman-
Zelevinski [5]. En la sección 3.2 comprobamos que las álgebras Jacobianas de cada
uno de estos 4 carcajes con potenciales son álgebras de dimensión finita y encon-
tramos la cubierta de Galois de cada una de éstas. En la sección 3.3 probamos que
estas cubiertas de Galois son álgebras iteradamente tubulares (en el sentido de [7])
y por tanto de tipo de representación manso (Proposición 2.2). Por último, por el
Teorema 2.2, concluimos que las álgebras Jacobianas son de tipo de representa-
ción manso y describimos la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de éstas.
Presentamos estos resultados en [18].

En el Capı́tulo 4 estudiamos el comportamiento de ciertas parejas de mutacio-
nes en el carcaj de tipo (2,2,2,2,λ ), con λ 6∈ k \ {0,1}. Encontramos fórmulas
que describen la relación entre los F-polinomios de representaciones de este carcaj
con potencial y la mutación de éstos. Estas fórmulas simplifican el calculo de los
F-polinomios. En la última sección de este capı́tulo presentamos algunos cálculos,
para ejemplificar la utilidad de estas fórmulas.

En el Capı́tulo 5 comprobamos, con un cálculo explı́cito, que el carcaj con po-
tencial de tipo (2,2,2,2,λ ) es de tipo de mutación finito. En este caso, ya sabı́amos
que el carcaj es de tipo de mutación finito, pero al aplicar las mutaciones regresa-
mos al mismo carcaj pero con un paramétro distinto. Lo interesante está en que
sólo hay un número finito de estos potenciales.
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1
Carcajes con potenciales y álgebras de

conglomerado.

1.1. Álgebras Jacobianas.

En esta sección revisaremos brevemente la definición de álgebras Jacobianas,
carcajes con potencial y mutaciones de carcajes con potencial. Aunque la fuente
original de estos conceptos es [5], usaremos el enfoque y la notación de [19].

Un carcaj es un cuádruplo Q := (Q0,Q1,s, t) en donde Q0 y Q1 son conjuntos
finitos y s y t son funciones de Q0 a Q1. A los elementos de Q0 los llamaremos
vértices y a los elementos de Q1, flechas. Dado α ∈ Q1, s(α) y t(α) son el vértice
inicial y final de α , respectivamente, esto es, podemos visualizar a α de la siguiente
manera: t(α)

α←− s(α). En adelante, para referirnos a un carcaj sólo nos referiremos
a Q, en vez de mencionar el cuádruplo.

Un camino en Q, es una sucesión de flechas α1α2 . . .αn, en donde s(αi) =
t(αi+1), para toda i = 1,2, . . . ,n− 1. Diremos que α1α2 . . .αn es un camino de
longitud n, y que s(α1α2 . . .αn) = s(αn) y t(α1α2 . . .αn) = t(α1). Asociado a cada
vértice i ∈ Q0 tenemos, por definición, el camino trivial, ei, que es un camino de
longitud cero que cumple: s(ei) = t(ei) = i. Un ciclo de longitud n en Q, es un
camino α1α2 . . .αn tal que t(α1) = s(αn). Un carcaj es acı́clico si no tiene ciclos y
es 2-acı́clico sino contiene ciclos de longitud 2.

La C-álgebra de caminos de Q, CQ, es la C-álgebra que como C-espacio vec-
torial tiene una base indexada por todos los caminos de Q y en donde la multipli-
cación de los vectores base está dada por concatenación, es decir, si α1α2 . . .αn y
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1.1. ÁLGEBRAS JACOBIANAS.

β1β2 . . .βm son dos caminos en Q, entonces

(α1α2 . . .αn)(β1β2 . . .βm) :=

{
0 si s(αn) 6= t(β1);
α1α2 . . .αnβ1β2 . . .βm si s(αn) = t(β1)

Ahora definiremos el álgebra completa de caminos de Q, C〈〈Q〉〉. Para cada
m ∈ N, sea CQm el C-espacio vectorial cuya base está indexada por el conjunto de
los caminos de longitud m de Q. Como C-espacio vectorial

C〈〈Q〉〉= ∏
m≥0

CQm

en donde la multiplicación de CQ se extiende de forma natural a la multiplicación
de C〈〈Q〉〉.

Por último, para definir el álgebra completa, nos hace falta definir la topologı́a.
Sea

m := ∏
m≥1

CQm

el ideal generado por las flechas en C〈〈Q〉〉. Las potencias de m están dadas por:

mn := ∏
m≥n

CQm

En C〈〈Q〉〉 definimos la topologı́a m-ádica, esto es, las potencias de m forman
un sistema básico de vecindades abiertas del 0. Además, la cerradura de un sub-
conjunto U ⊆ C〈〈Q〉〉, está dada por

U :=
⋂
n≥0

(U +mn)

Sea C〈〈Q〉〉cyc la completación del subespacio de C〈〈Q〉〉 generado por todos los
ciclos en Q. Un potencial en Q, es un elemento de C〈〈Q〉〉cyc, es decir, S, es una
combinación lineal (posiblemente infinita) de ciclos en Q. Consideraremos a los
potenciales salvo equivalencia cı́clica, esto es: decimos que dos potenciales S y S′

son cı́clicamente equivalentes si S− S′ yace en la cerradura del espacio generado
por todos los elementos de la forma α1 . . .αd −α2 . . .αdα1, donde α1 . . .αd es un
ciclo.

Decimos que el par (Q,S) es un carcaj con potencial o simplemente QP, si
satisface las siguientes condiciones:

El carcaj Q no tiene lazos;

No hay dos ciclos cı́clicamente equivalentes que aparezcan en la descompo-
sición de S.

En caso de que el carcaj Q sea 2-acı́clico, diremos que el carcaj con potencial (Q,S)
es 2-acı́clico.

6



1.1. ÁLGEBRAS JACOBIANAS.

Para cada a ∈ Q1, Derksen, Weyman y Zelevinsky [5, Definición. 3.1], defi-
nieron un mapeo lineal y continuo ∂a : C〈〈Q〉〉cyc → C〈〈Q〉〉, llamado la derivada
cı́clica, que actua en ciclos de la siguiente manera:

∂a(α1α2 . . .αn) = ∑
p:αp=a

αp+1 . . .αdα1 . . .αp−1

Análogamente, para a,b ∈ Q1 tales que s(a) = t(b) se define otro mapeo lineal y
continuo, que actúa en ciclos de la siguiente manera:

∂b,a(α1α2 . . .αn) = ∑
p:αp−1=b,αp=a

αp+1 . . .αdα1 . . .αp−2

El ideal Jacobiano asociado al potencial S, J (S), es por definición la cerra-
dura del ideal en C〈〈Q〉〉 generado por los elementos de la forma ∂a(S), para toda
a ∈ Q1.

El álgebra Jacobiana de S, denotada por P(Q,S), es el álgebra cociente:

P(Q,S) := C〈〈Q〉〉/J (S)

En [5, Proposición. 3.3], prueban que si S y S′ son cı́clicamente equivalentes
entonces J (S) = J (S′) y P(Q,S)∼= P(Q,S′).

Dado un carcaj Q, sea R := RQ la subálgebra semisimple de C〈〈Q〉〉 generada
por los elementos idempotentes e1,e2, . . . ,en de C〈〈Q〉〉 y A := AQ el R-bimódu-
lo cuya base está identificada con los elementos de Q1. A través de la inclusión
canónica R→ C〈〈Q〉〉, se puede considerar a C〈〈Q〉〉 como R-álgebra (en un abu-
so de lenguaje ya que R no está en el centro de C〈〈Q〉〉). De [5, Proposición. 2.4]
tenemos la siguiente

Proposición 1.1. Sean Q y Q′ carcajes con el mismo conjunto de vértices, A := AQ

y A′ := A′Q′ . Entonces todo par (ϕ(1),ϕ(2)) de homomorfismos de R-bimódulos,
ϕ(1) : A→ A′ y ϕ(2) : A→ m(Q′)2 se extiende de una única manera a un homo-
morfismo continuo de R-álgebras ϕ : C〈〈Q〉〉 → C〈〈Q′〉〉 tal que ϕ|A = ϕ(1)+ϕ(2).
Además, ϕ es un R-isomorfismo de álgebras si y sólo si ϕ(1) es un isomorfismo de
R-bimódulos.

Ejemplo 1.1. El siguiente carcaj es un ejemplo de un carcaj con potencial.

1

2

3

4
b

de

ac
�

@
@@R

@
@@R

�
���

�
���

Q : S = cba+deb

Este carcaj con potencial nos servirá para ejemplificar los conceptos.

Ejemplo 1.2. Las derivadas cı́clicas del potencial S, del Ejemplo 1.1, son:

∂a(S) = cb, ∂b(S) = ac+de, ∂c(S) = ba, ∂d(S) = eb y ∂e(S) = bd.

7



1.2. MUTACIONES DE CARCAJES CON POTENCIAL.

1.2. Mutaciones de carcajes con potencial.

En [5], Derksen, Weyman y Zelevinsky definen la mutación de un carcaj con
potencial. Para poder dar la definición primero debemos de hablar de equivalencias
derechas y premutaciones.

Sean (Q,S) y (Q′,S′) dos carcajes con potencial tales que Q y Q′ tienen el
mismo conjunto de vértices, es decir, tenemos que R := RQ = RQ′ . Diremos que un
isomorfismo ψ : C〈〈Q〉〉 → C〈〈Q′〉〉 de R-álgebras es una equivalencia derecha, si
ψ(S) y S′ son cı́clicamente equivalentes. En este caso diremos que (Q,S) y (Q′,S′)
son equivalentes derechos y escribimos ψ : (Q,S)→ (Q′,S′).

En particular, de [5, Proposición. 3.3, Proposición 3.7], si ψ : (Q,S)→ (Q′,S′)
es una equivalencia derecha, entonces P(Q,S)∼= P(Q′,S′).

Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente carcaj Q y los potenciales S1 y S2:

1

2

3

4
f
b

hg

de

-�

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I

Q :
S1 = b f +deb+ f gh
S2 = b f +degh

Tenemos que los carcajes con potencial (Q,S1) y (Q,S2) son equivalentes de-
rechos. La equivalencia derecha ψ : (Q,S1)→ (Q,S2) está definida de la siguiente
manera:

ψ(x) =


b−gh, si x = b
f −de, si x = f

x, en otro caso

Si (Q,S) y (Q′,S′) son dos carcajes con potencial con el mismo conjunto de
vértices, podemos considerar su suma directa, (Q,S)⊕ (Q′,S′) [5, Sección. 4.1].

Dado un carcaj con potencial (Q,S), sea S(2) ∈ A2 la componente homogenea
de grado 2 de S. Diremos que:

a) (Q,S) es trivial si S = S(2) y ∂S = A;

b) (Q,S) es reducido si S(2) = 0.

De [5, Proposición. 4.5], tenemos la siguiente:

Proposición 1.2. Sean (Q,S) y (Q′,S′) carcajes con potencial con el mismo con-
junto de vértices tales que (Q′,S′) es un carcaj trivial. Entonces las álgebras Jaco-
bianas asociadas a (Q,S) y a (Q,S)⊕ (Q′,S′) son isomorfas.

Para el carcaj con potencial (Q,S), en [5, Sección 4] definen la parte trivial y
la parte reducida, como los R-bimódulos dados por:

Atriv = ∂S(2), Ared = A/∂S(2)

8



1.2. MUTACIONES DE CARCAJES CON POTENCIAL.

Los bimódulos Atriv y Ared definen carcajes con potenciales: (Qtriv,Striv) y
(Qred ,Sred) respectivamente [5, Sección 4]. En este caso, (Qtriv,Striv) es trivial y
(Qred ,Sred) reducido. De [5, Teorema. 4.6] tenemos el siguiente resultado funda-
mental:

Teorema 1.1. [Spliting Theorem]
Para cada carcaj con potencial (Q,S) existe un carcaj con potencia trivial
(Qtriv,Striv) y un carcaj con potencial reducido (Qred ,Sred), tales que (Q,S) es
equivalente derecho del carcaj con potencial (Qtriv,Striv)⊕ (Qred ,Sred).

Al carcaj con potencial (Qtriv,Striv) se le conoce como la parte trivial de (Q,S)
mientras que el carcaj con potencial (Qred ,Sred) es la parte reducida.

Observación 1.1. Dado que el carcaj con potencial (Qtriv,Striv) es trivial, de la
Proposición 1.2 tenemos que P(Q,S)∼= P(Qred ,Sred).

Ejemplo 1.4. Del Ejemplo 1.3 consideremos el carcaj con el potencial S2. En este
caso, la parte trivial y reducida se ven de la siguiente manera:

1

2

3

4-�
f
b

Qtriv :

Striv = b f

1

2

3

4

�
��	

@
@@R �

���

@
@@Ihg

de

Qred :

Sred = degh

Observación 1.2. En general no es tan fácil encontrar la parte trivial y reducida
de un carcaj con potencial como en el ejemplo anterior.

Con lo anterior, ya podemos dar la definición de mutación de un carcaj con
potencial. Para esto, sea (Q,S) un carcaj con potencial y k un vértice de Q que no
pertenece a ningún 2-ciclo de Q. La premutación de (Q,S) en k, µ̃k(Q,S) =: (Q̃, S̃)
es un carcaj con potencial definido a partir de (Q,S) por los siguientes pasos:

1) Sea Q2,k := {(β ,α) ∈ Q2
1|s(β ) = k = t(α)}. Para cada par (β ,α) ∈ Q2,k se

añade una nueva flecha, [βα], tal que s([βα]) = s(α) y t([βα]) = t(β ).

2) Cada flecha α ∈Q1 que comienza o termina en k, es reemplazada por una nueva
flecha α∗, en la dirección opuesta.

3) Definimos
S̃ := [S]+∆k(Q)

en donde, [S] se obtiene de S al reemplazar cada sucesión de flechas βα ∈ Q2,k
por [βα]+.

∆k(Q) := ∑
t(α)=k=s(β )

[βα]α∗β ∗

9



1.3. REPRESENTACIONES DE QP’S Y SUS MUTACIONES.

De esta manera queda definida la premutación µ̃k(Q,S) del carcaj con potencial
(Q,S) en k.

Por último, definimos la mutación de (Q,S) en k, µk(Q,S), como la parte redu-
cida del carcaj con potencial µ̃k(Q,S).

Observación 1.3. La mutación de carcajes con potencial está definida hasta equi-
valencia derecha.

Ejemplo 1.5. Consideremos el carcaj con potencial del Ejemplo 1.1. Al realizar la
premutación en 1, obtenemos el carcaj con potencial µ̃1(Q,S) = (Q̃, S̃), donde:

1

2

3

4
[ac]
b

a∗c∗

de

-�

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I

Q̃ : S̃ = b[ac]+deb+[ac]c∗a∗

Este carcaj con potencial es el mismo del Ejemplo 1.3 (basta poner f = [ac],g=
c∗,h = a∗), entonces es equivalente derecho del carcaj con potencial (ver Ejemplo
1.3):

1

2

3

4
[ac]
b

a∗c∗

de

-�

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I

Q̃ : S̃′ = b[ac]+dec∗a∗

y la parte reducida de éste (ver Ejemplo 1.4) es:

1

2

3

4

�
��	

@
@@R �

���

@
@@Ia∗c∗

de

Q̃red : S̃red = dec∗a∗

Es decir, el carcaj con potencial de arriba es la mutación de (Q,S) en 1, µ1(Q,S)=
(Q̃red , S̃red).

1.3. Representaciones de QP’s y sus mutaciones.

En [5], Derksen, Weyman y Zelevinsky además extendieron la noción de muta-
ción a las representaciones de carcajes con potenciales. En esta sección revisaremos

10



1.3. REPRESENTACIONES DE QP’S Y SUS MUTACIONES.

brevemente la noción de representación de un carcaj con potencial, para después
presentar la definición de mutación de representaciones.

Sea (Q,S) un carcaj con potencial. Una representación de (Q,S) es un P(Q,S)-
módulo de dimensión finita M. Una manera alternativa de definirlo, es decir que
M =

(
M(i)i∈Q0 ,M(α)α∈Q1

)
es una representación del carcaj Q (ver [2, Sección 3.1])

que se anula por el ideal mN , para cierta N� 0, y por todas las derivadas cı́clicas
de S.

Ejemplo 1.6. Consideremos el carcaj con potencial (Q,S) del Ejemplo 1.1. Las de-
rivadas cı́clicas del potencial S= cba+deb son: ∂a(S)= cb,∂b(S)= ac+de,∂c(S)=
ba,∂d(S) = be y ∂e(S) = bd. Una representación de este QP es M:

C

C

C

C
@
@@R

@
@@R

�
���

�
���

�

[1][1]

[−1][1]

[0]

en donde M(a) = [1],M(b) = [0],M(c) = [1],M(d) = [−1] y M(e) = [1]. Es una
representación porque se anula por el ideal m3 y por las derivadas cı́clicas, co-
mo se comprueba a continuación: M(c)M(b) = 0, M(a)M(c) +M(d)M(e) = 0,
M(b)M(a) = 0, M(b)M(e) = 0 y M(b)M(d) = 0.

Sea un carcaj con potencial (Q,S). Para un vértice arbitrario k de Q definimos
los siguientes subespacios:

M(kin) :=
⊕

α∈Q1:t(α)=k

M
(

s(α)
)
,

M(kout) :=
⊕

β∈Q1:s(β )=k

M
(

t(β )
)

y las funciones lineales:

M(αk) : M(kin)→M(k), definida por
(mα)α∈Q1:t(α)=k 7→ ∑

α∈Q1:t(α)=k
M(α)(mα)

M(βk) : M(k)→M(kout), definida por m 7→
(

M(β )(m)
)

β∈Q1:s(β )=k

M(γk) : M(kout)→M(kin), definida por

(mβ )β∈Q1:s(β )=k 7→
(

∑
β∈Q1:s(β )=k

M
(

∂β ,α(S)
)
(mβ )

)
α∈Q1:t(α)=k

11
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M(k)

M(kin) M(kout)
�
�
�
�
�7 S

S
S
S
Sw

�

M(αk) M(βk)

M(γk)

Figura 1.1:

Estas definiciones dan lugar al diagrama de la Figura 1.1:
Con lo anterior ya estamos listos para definir la mutación de representaciones.

Si M es una representación de (Q,S), en [5] definen una representación, µ̃k(M) :=
M del carcaj con potencial µ̃k(Q,S).

Considerando el diagrama de la Figura 1.1, escojemos funciones lineales

ρα : M(kin)→ kerM(αk), tal que ρα iα = idkerM(αk), donde iα es la inclusión,
y;

ργ : M(kout)→ kerM(γk), tal que ργ iγ = idkerM(γk), donde iγ es la inclusión

La representación M̄ := µ̄k(M) está definida de la siguiente manera. Para cada
i ∈ Q̃ definimos:

M̄(i) =
{

M(i), si i 6= k
ker
(
M(γk)

)
/ Im

(
M(βk)

)
⊕ker

(
M(αk)

)
, si i = k.

ahora definimos los morfismos:

M̄([βα]) = M(β )M(α) para todo (β ,α) ∈ Q2,k;

M̄(γ) = M(γ) si γ ∈ Q1∩ Q̃1;

M̄(αk) =

(
p◦ργ

ρα ◦M(γk)

)
: M̄(kin)→ M̄(k), donde M̄(kin) = M(kout) y

p : ker
(
M(γk)

)
→ ker

(
M(γk)

)
/ Im

(
M(αk)

)
es la proyección canónica.

M̄(βk) =
(
0, iα

)
: M̄(k)→ M̄(kout), en donde M̄(kout) = M(kin).

Por último, para definir M′ := µk(M), la representación del carcaj con potencial
µk(Q,S), obtenida a partir de mutar la representación M en la dirección k, necesi-
tamos la equivalencia derecha ϕ : (Q̃red , S̃red)→ (Q̃, S̃) ( Teorema 1.1): Ası́, en [5,
Observación 10.3] definen: M′ :=ϕ M. En donde:

a) M′(i) := M(i), para toda i ∈ (Q̃red)0

b) M′(α) := M(ϕ(α)), para toda α ∈ (Q̃red)1.

12



1.4. F-POLINOMIOS Y G-VECTORES.

Ejemplo 1.7. Consideremos la representación del Ejemplo 1.6. Para el vértice k =
1, tenemos:

M(1) = C,M(1in) = C,M(1out) = C,M(α1) = [1],M(β1) = [1] y M(γ1) = [0].

Ası́, tenemos el diagrama:

M(1) = C

M(1in) = C M(1out) = C
�
�
�
�
�7 S

S
S
S
Sw

�

M(α1) = [1] M(β1) = [1]

M(γ1) = [0]

Con esto, calculamos:

kerγ1 = C, Imβ1 = C y kerα1 = 0.

Ası́, M̄(1) = kerγ1/ Imβ1⊕kerα1 = C/C⊕0 = 0.
Los morfismos: a∗ : M(1out)→ M̄(1) y c∗ : M(1in)→ M̄(1) son iguales a [0] y el
morfismo [ac] : M(1in)→M(1out) es igual al morfismo [1]. Es decir, tenemos:

C

C

C

C
@
@@R

@
@@R

�
���

�
���

�

[1][1]

[−1][1]

[0]

0

C

C

C

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I

� -

[0][0]

[−1][1]

[1]

[0]

HHj

µ̃1

C

C

C

C
@
@@R

@
@@R

�
���

�
���

�

[1][1]

[−1][1]

[0]

0

C

C

C

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I [0][0]

[−1][1]

HHj

µ1

1.4. F-polinomios y g-vectores.

Las nociones de F-polinomios y g-vectores fueron introducidas en [15] co-
mo herramientas combinatorias para estudiar de forma eficiente las álgebras de
conglomerado con coeficientes. En [5] se definieron conceptos cercanamente rela-
cionados, pero en términos de representaciones de carcajes con potencial. En esta
sección revisaremos estos conceptos siguiendo a [5] y en las secciones posterioes
revisaremos el enfoque de [15].
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1.4. F-POLINOMIOS Y G-VECTORES.

Sea (Q,S) un carcaj con potencial en n vértices de tal manera que estos están
en correspondencia con el conjunto {1,2, . . . ,n}. Para cada representación M de
(Q,S) su vector dimensión, denotado por dM, es:

dM =
(

dimM(1),dimM(2), . . . ,dimM(n)
)

De la definición se sigue que dM ∈ Zn. Para cada vector e = (e1,e2, . . . ,en) ∈ Nn,
definimos:

Gre(M) := {N subrepresentación deM|dimN = e}

Este conjunto recibe el nombre de Grassmanniano de subrepresentaciones de M
con vector dimensión e. En realidad, Gre(M) es una variedad proyectiva, [5, Sec-
ción 1], lo cual se prueba observando que es una subvariedad cerrada del producto

de Grassmannianas
n

∏
i=1

Grei M(i).

Denotamos por χ(Gre(M)), a la caracterı́stica de Euler-Poincaré [16, Sec-
ción 4.5]. Está definida como la suma alternante de las dimensiones de los grupos
de cohomologı́a singular con coeficientes racionales y soporte compacto. Algunas
de las propiedades básicas de ésta son:

χ(Cn) = 1;

es aditiva sobre unión ajena de conjuntos constructibles.

En [6, Sec 1] para cada representación M se define un polinomio FM con coe-
ficientes enteros, FM ∈ Z[u1,u2, . . . ,un], de la siguiente manera:

FM(u1,u2, . . . ,un) := ∑
e

χ
(

Gre(M)
) n

∏
i=1

ue(i).

Decimos que FM es el F-polinomio de M. También en [6, Sección 1], definen un
vector con entradas enteras, gM = (g1,g2, . . . ,gn) ∈ Zn, dado por:

gk := dimkerγk−dimM(k).

Este vector recibe el nombre de g-vector.

Ejemplo 1.8. Calcularemos el F-polinomio de la representación M del Ejemplo
1.6: el vector dimensión de M es (1,1,1,1). Los vectores dimensión de todas sus
subrepresentaciones son:

(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1),(0,1,1,1) y (1,1,1,1)

Ahora, la caracterı́stica de Euler de cada una las Grassmannianas es igual a uno,
esto porque cada una de estas Grassmanianas consiste de un solo punto [16, Sec-
ción 4.5]. Con esto, el F-polinomio asociado a M es:

FM(u1,u2,u3,u4) := 1+u4 +u3u4 +u2u4 +u2u3u4 +u1u2u3u4.
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1.5. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

Ahora calculemos gM, el g-vector asociado a M. Del Ejemplo 1.7 tenemos que para
el vértice 1: dimkerγ1 = 1 y como dimM(1) = 1, entonces g1 = 0.

Para el vértice 2, M(2out)=C2, M(2in)=C y γ2 = [11]. Por lo tanto dimkerγ2 =
1 y como dimM(2) = 1, entonces, g2 = 0.

Para el vértice 3, γ3 = [0]. Ası́, dimkerγ3 = 1 y como dimM(3)= 1, entonces,
g3 = 0.

Por último, para el vértice 4, M(4out) = C, M(2in) = C2 y γ2 =

[
1
1

]
. Por lo

tanto dimkerγ4 = 0 y como dimM(4) = 1, entonces, g4 =−1. Con lo anterior, se
sigue que gM = (0,0,0,−1).

1.5. Álgebras de conglomerado.

Ahora introducimos la noción de álgebra de conglomerado, necesaria para en-
tender la importancia de los F-polinomios y g-vectores. La definición de álgebra
de conglomerado requiere varios conceptos previos que iremos revisando poco a
poco y de manera muy breve. En este caso utilizaremos el enfoque de [15].

Un semicampo es una terna (P, ·,⊕), donde P es un conjunto con dos opera-
ciones binarias: · y ⊕, y se satisfacen las siguientes propiedades:

I) (P, ·) es un grupo abeliano,

II) (P,⊕) es un semigrupo conmutativo,

III) La operación binaria ⊕, llamada suma auxiliar, es distributiva con respecto al
producto ·.

Ejemplo 1.9. a) (El semicampo Universal) Por Q(u1, . . . ,un) denotamos al cam-
po de fracciones Q[u1, . . . ,un]. Denotamos por Qs f (u1, . . . ,un) al subconjunto
de Q(u1, . . . ,un) de las fracciones que se pueden escribir de tal manera que tan-
to el numerador como el numerador no tengan susbtracciones. La terna
(Qs f (u1, . . . ,un), ·,+) es un semicampo, en donde · y + son las operaciones
usuales de Qs f (u1, . . . ,un).

En ocasiones no es tan claro cuando una fracción pertenece a Qs f (u1, . . . ,un).

Por ejemplo, u2−u+1 =
u3 +1
u+1

∈Qs f (u).

b) (El semicampo tropical) Sea J un conjunto finito de ı́ndices y Trop(u j : j ∈ J)
el grupo libre abeliano (escrito multiplicativamente) generado por u j, j ∈ J.
Definimos la suma auxiliar, ⊕, de la siguiente manera:

∏
j

ua j
j ⊕∏

j
ub j

j := ∏
j

umı́n(a j,b j)
j

Con estas operaciones, Trop(u j : j ∈ J) es un semicampo.
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Observación 1.4. Si (P, ·,⊕) es un semicampo, de [13, sección 5] se sabe que el
grupo (P, ·) es un grupo libre de torsión, de esto se sigue que su anillo de grupo,
ZP, es un dominio entero.

En el caso de que el semicampo sea un semicampo tropical, se tiene que su
anillo de grupo es el anillo de polinomios de Laurent en las variables u1, . . . ,un.

Como campo ambiente para el álgebra de conglomerado A , consideraremos a
F ∼=QP(u1, . . . ,un).

Definición 1.1. Una Y -semilla etiquetada en el semicampo P , es una pareja (y,B),
donde:

y = (y1, . . . ,yn) es una n-ada de elementos del semicampo P.

B = (bi j) es una matriz entera de tamaño n×n, la cual es antisimétrica.

Una semilla etiquetada en F , es una terna (x,y,B), donde:

(y,B) es una Y -semilla etiquetada y;

x = (x1, . . . ,xn) es una n-ada de elementos de F , los cuales forman un con-
junto libre generador, es decir, F ∼=QP(x1, . . . ,xn).

En la semilla (x,y,B), nos referiremos a: x como el conglomerado, a y como
los coeficientes y a B como la matriz de intercambio.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notación:

[x]+ := máx(x,0)

sgn(x) :=


−1 si x < 0

0 si x = 0
x si x > 0

[1,n] := {1,2, . . . ,n}

Definición 1.2. (Mutación de semillas) Sean (x,y,B) una semilla etiquetada en F
y k ∈ [1,n]. La mutación de semillas en dirección k, denotada por µk, transforma la
semilla (x,y,B) en la semilla µk(x,y,B) = (x′,y′,B′), donde:

a) Las entradas de la matriz B′ = (b′i j) están dadas por:

b′i j =

{
−bi j si i = k o j = k;
bi j + sgn(bik)[bikbk j]+ en otro caso.

(1.5.1)
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1.5. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

b) Los coeficientes y′ = (y′1, . . . ,y
′
n) están dados por:

y′j =

{
y−1

k si j = k;
y jy

[bk j]+
k (yk⊕1)−bk j en otro caso.

(1.5.2)

c) El conglomerado x′ = (x′1, . . . ,x
′
n) está dado por:

Si j 6= k entonces x′j = x j;

Si j = k, entonces:

x′j =
yk ∏x[bik]+

i +∏x[−bik]+
i

(yk⊕1)xk
(1.5.3)

A la fórmula 1.5.3 se le denomina relación de intercambio.

Observación 1.5. La mutación de semillas es involutiva, esto es, µk(x′,y′,B′) =
(x,y,B).

Denotamos por Tn, al árbol n-regular. Para cada vértice de Tn, enumeramos
las aristas adyacentes con éste del 1 a n, de tal manera que no haya dos aristas
coincidentes en un vértice con el mismo número. Por t k− t ′ denotaremos que los
vértices t y t ′ son adyacentes y que la arista que los une tiene la etiqueta k.

Ejemplo 1.10. En la figura 1.3 tenemos el árbol 3-regular:

t0

t1

t2 t3

t4t5

t6

t7 t8

t9
@@��

��@@

D
D

�
�

···· ····

···· ····

··
··

··
··

Figura 1.2: T3
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Un patrón de conglomerado es una asignación de una semilla etiquetada Σt =
(xt ,yt ,Bt) a cada vértice t ∈ Tn, de tal forma si t k− t ′, entonces las semillas Σt y Σt ′

se obtienen una de otra, a través de la mutación µk en dirección k.

Observación 1.6. A los elementos de la semilla Σt los escribiremos de la siguiente
forma:

xt = (x1;t ,x2;t , . . . ,xn;t)
yt = (y1;t ,y2;t , . . . ,yn;t)
Bt = (bt

i j).

Dado un patrón de conglomerado, denotamos por:

χ :=
⋃

t∈Tn
xt = {xi;t |t ∈ Tn,1≤ i≤ n},

a la unión de todos los conglomerados. A los elementos xi;t ∈ χ les llamaremos
variables de conglomerado. El álgebra de conglomerado A asociada con el patrón
de conglomerado es la ZP-subálgebra de F generada por todas las variables de
conglomerado, es decir, A := ZP[χ].

Ejemplo 1.11. Sea n = 3 , y una semilla etiquetada (x0,y0,B0) donde:

B0 =

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 ,x0 = (x1,x2,x3) y y0 = (y1,y2,y3)

En el cuadro 1.1 calculamos 14 semillas: variables de conglomerado, los coeficien-
tes y las matrices de intercambio. Estas son todas las semillas salvo permutación,
por ejemplo; siguiendo la numeración de 1.3, las semillas correspondientes a los
vértices t7 y t11 son la misma, salvo permutación. Para entender mejor cómo están
relacionadas estas semillas y el porqué de la numeración en el cuadro 1.1 conside-
ramos el diagrama de la Figura 1.3:

18
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t

B t
y t

x t

0

      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
1

0
0

0
1

0
0

0
1      

y 1
y 2

y 3
x 1

x 2
x 3

1

      0
-1

0
1

0
1

0
-1

0
-1

1
0

0
1

0
0

0
1      

1 y 1
y 2

y 1
y 1
⊕

1
y 3

y 1
+

x 2
(y

1⊕
1)

x 1
x 2

x 3

5

      0
-1

0
1

0
-1

0
1

0
-1

1
0

0
1

0
0

0
-1

      
1 y 1

y 2
y 1
(y

3⊕
1)

y 1
⊕

1
1 y 3

y 1
+

x 2
(y

1⊕
1)

x 1
x 2

y 3
x 2
+

1
(y

3⊕
1)

x 3

3

      0
1

0
-1

0
-1

0
1

0
1

0
0

0
1

0
0

0
-1

      
y 1

y 2
(y

3
⊕

1)
1 y 3

x 1
x 2

y 3
x 2
+

1
(y

3⊕
1)

x 3

2

      0
-1

1
1

0
-1

-1
1

0
1

0
0

0
-1

1
0

0
1

      
y 1
(y

2
⊕

1)
1 y 2

y 3
y 2

y 2
⊕

1
x 1

y 2
x 1
+

x 3
(y

2⊕
1)

x 2
x 3

4

      0
1

0
-1

0
-1

0
1

0
0

-1
1

1
-1

1
0

0
1

      
y 2

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 1
⊕

1
y 2

y 1
y 3

y 2
y 1

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 1
+

x 2
(y

1⊕
1)

x 1
y 2

y 1
x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
2y

1⊕
y 1
⊕

1)
x 2

x 1
x 3

13

      0
1

-1
-1

0
1

1
-1

0
0

-1
0

1
-1

0
0

0
-1

      
(y

3⊕
1)

y 2
y 3

y 2
y 1
⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
y 1
⊕

1
(y

3⊕
1)

y 2
y 1

y 3
y 2

y 1
⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
(y

1⊕
1)

y 3
y 1
+

x 2
(y

1⊕
1)

x 1
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
x 3

x 2
x 1

y 3
x 2
+

1
(y

3⊕
1)

x 3

9

      0
-1

0
1

0
1

0
-1

0
1

0
0

0
-1

0
0

0
-1

      
y 1
(y

3y
2
⊕

y 2
⊕

1)
1

y 2
(y

3⊕
1)

y 3
y 2
⊕

y 2
⊕

1
y 3

x 1
y 3

y 2
x 2

x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
(y

3y
2⊕

y 2
⊕

1)
x 3

x 2
y 3

x 2
+

1
(y

3⊕
1)

x 3

Cuadro 1.1: Semillas del tipo A3.
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1.5. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

t
B t

y t
x t

6

      0
0

-1
0

0
1

1
-1

0
1

0
0

0
-1

-1
0

1
-1

      
(y

3y
2
⊕

y 2
⊕

1)
y 1

y 3
y 3

y 2
⊕

y 2
⊕

1
x 1

y 2
x 1
+

x 3
(y

2⊕
1)

x 2

y 2
⊕

1
y 3

y 2
y 3

y 2
x 2

x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
(y

3y
2⊕

y 2
⊕

1)
x 3

x 2

7

      0
1

-1
-1

0
0

1
0

0
-1

0
1

0
-1

1
0

0
1

      
1

(y
2⊕

1)
y 1

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 2

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
2y

1⊕
y 1
⊕

1)
x 2

x 1
y 2

x 1
+

x 3
(y

2⊕
1)

x 2

y 3
y 2

y 1
y 2

y 1
⊕

y 1
⊕

1
x 3

10

      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
0

0
-1

1
0

-1
0

1
-1

      
y 2

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
(y

1⊕
1)

y 3
y 3

y 2
y 1
⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 1
+

x 2
(y

1⊕
1)

x 1
y 2

y 1
x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
2y

1⊕
y 1
⊕

1)
x 2

x 1

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 3

y 2
y 1

y 3
y 2

y 1
x 2

x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
x 3

x 2
x 1
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      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
-1

0
0

0
-1

0
0

0
-1

      
1

(y
3y

2⊕
y 2
⊕

1)
y 1

y 3
y 2

y 1
⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
(y

3⊕
1)

y 2
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
x 3

x 2
x 1

y 3
y 2

x 2
x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
(y

3y
2⊕

y 2
⊕

1)
x 3

x 2

y 3
y 2
⊕

y 2
⊕

1
y 3

y 3
x 2
+

1
(y

3⊕
1)

x 3

17

      0
1

1
-1

0
0

-1
0

0
0

0
-1

1
-1

-1
1

0
-1

      
y 3

y 2
(y

3y
2y

1⊕
y 2

y 1
⊕

y 1
⊕

1)
(y

2⊕
1)

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
y 2

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
2y

1⊕
y 1
⊕

1)
x 2

x 1
y 2

x 1
+

x 3
(y

2⊕
1)

x 2

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1
(y

3y
2y

1

y 3
y 2

y 1
x 2

x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
x 3

x 2
x 1

14

      0
0

1
0

0
1

-1
-1

0
-1

0
0

0
-1

-1
0

1
-1

      
1

(y
3y

2⊕
y 2
⊕

1)
y 1

y 3
y 3

y 2
⊕

y 2
⊕

1
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
x 3

x 2
x 1

y 2
x 1
+

x 3
(y

2⊕
1)

x 2

(y
3y

2y
1⊕

y 2
y 1
⊕

y 1
⊕

1)
(y

2⊕
1)

y 3
y 2

y 3
y 2

x 2
x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
(y

3y
2⊕

y 2
⊕

1)
x 3

x 2

Cuadro 1.2: Semillas del tipo A3.
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Figura 1.3: Asociahedro de tipo A3

En caso de que el semicampo P usado para definir un álgebra de conglomerado,
sea un semicampo tropical, diremos que el álgebra de conglomerado es de tipo
geométrico.

Diremos que un patrón de conglomerado (o un álgebra de conglomerado) tiene
coeficientes principales en el vértice t0, si:

P= Trop(y1, . . . ,yn) y yt0 = (y1, . . . ,yn).

Observación 1.7. Para patrones o álgebras de conglomerado de tipo geométrico,
resulta conveniente denotar a los generadores de P por xn+1,xn+2, . . . ,xm, es decir,
P = Trop(xn+1,xn+2, . . . ,xm). Ya que los coeficientes y1;t , . . . ,yn;t de cada semilla
σt = (xt ,yt ,Bt) son monomios de Laurent en xn+1,xn+2, . . . ,xm, se definen enteros
bt

i j, para cada j ∈ [1,n] y n < i < m, por:

y j;t =
m

∏
i=n+1

x
bt

i j
i

Con esto, podemos incluir a la matriz Bt como una submatriz de una matriz de
tamaño m×n:

B̃t = (bt
i j),(1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n)

en donde los elementos de la matriz bt
i j con i> n codifican los coeficientes y j = y j;t .

Si el álgebra de conglomerado es de coeficientes principales en el vértice t0,
con semilla inicial σt0(x0,y0,B0), la matriz B̃0, es de tamaño 2n× n; en la parte
superior tenemos la matriz B0 y en la parte de abajo la matriz identidad In.

1.6. F-polinomios y álgebras de conglomerado.

En la sección 1.4 definimos los F-polinomios y g-vectores asociados a repre-
sentaciones de carcajes con potenciales. Ahora definiremos estos conceptos asocia-
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dos a un álgebra de conglomerado. De [15, Teorema 3.7], si consideramos B0 una
matriz de intercambio, el Teorema 1.2 nos da una fórmula que expresa cualquier
variable de conglomerado de cualquier álgebra de conglomerado (con B0 como
matriz de intercambio) en términos del álgebra de conglomerado con coeficien-
tes principales que tiene a B0 como matriz de intercambio. Para llegar a esto es
necesario revisar algunos conceptos previos.

Sea A (B0) el álgebra de conglomerado con coeficientes principales en el vérti-
ce t0, definido por la semilla inicial:

xt0 = (x1, . . . ,xn)
yt0 = (y1, . . . ,yn)
Bt0 = B0 = (b0

i j)
(1.6.1)

Por ser de coeficientes principales, P = Trop(y1, . . . ,yn) y las relaciones de
intercambio de 1.5.3 son monomios en y1, . . . ,yn. Iterando estas relaciones de in-
tercambio, cada variable de conglomerado se puede expresar ( de manera única)
como una función racional en x1, . . . ,xn y y1, . . . ,yn, dada por una expresión sin
substracciones. Denotamos a esta expresión por:

X`;t = XB0;t0
`;t ∈Qs f (x1, . . . ,xn;y1, . . . ,yn)

Sea F̀ ;t = FB0;t0
`;t ∈ Qs f (y1, . . . ,yn) la función racional que se obtiene de X`;t al

hacer x j = 1, para j = 1,2, . . . ,n. Es decir:

F̀ ;t = X`;t(1, . . . ,1;y1, . . . ,yn)

Observación 1.8. A estos polinomios se les denomina F-polinomios asociados al
álgebra de conglomerado.

Ejemplo 1.12. Para t0, tenemos:

X`;t0 = x` y F̀ ;t0 = 1 para toda `

Si t0 k− t1, entonces las únicas expresiones que cambian son Xk;t1 y Fk;t1 :

Xk;t1 =
yk ∏x[b

0
i k]+

i +∏x[−b0
i k]+

i
xk

, Fk;t1 = yk +1

Ejemplo 1.13. Sea n = 3, B0 =

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 y P = Trop(y1,y2,y3). En este

caso, las fórmulas del cuadro 1.1 y cuadro 1.2 se simplifican. En los cuadros 1.3 y
1.4 tenemos a las funciones racionales X`,t y F̀ ;t para 1≤ `≤ 3. La última columna
será explicada hasta el Ejemplo 1.16.
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t

B t
y t

X 1
;t

X 2
;t

X 3
;t

F 1
;t

F 2
;t

F 3
;t

g 1
;t

g 2
;t

g 3
;t

0

      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
1

0
0

0
1

0
0

0
1      

y 1
y 2

y 3
x 1

x 2
x 3

1
1

1

 1 0 0 
 0 1 0 

 0 0 1 

1

      0
-1

0
1

0
1

0
-1

0
-1

1
0

0
1

0
0

0
1      

1 y 1
y 2

y 1
y 3

y 1
+

x 2
x 1

x 2
x 3

y 1
+

1
1

1

 -1 1 0

 
 0 1 0 

 0 0 1 

5

      0
-1

0
1

0
-1

0
1

0
-1

1
0

0
1

0
0

0
-1

      
1 y 1

y 2
y 1

1 y 3
y 1
+

x 2
x 1

x 2
y 3

x 2
+

1
x 3

y 1
+

1
1

y 3
+

1

 -1 1 0

 
 0 1 0 

 0 0 -1

 

3

      0
1

0
-1

0
-1

0
1

0
1

0
0

0
1

0
0

0
-1

      
y 1

y 2
1 y 3

x 1
x 2

y 3
x 2
+

1
x 3

1
1

y 3
+

1

 1 0 0 
 0 1 0 

 0 0 -1

 

2

      0
-1

1
1

0
-1

-1
1

0
1

0
0

0
-1

1
0

0
1

      
y 1

1 y 2
y 3

y 2
x 1

y 2
x 1
+

x 3
x 2

x 3
1

y 2
+

1
1

 1 0 0 
 0 -1 1

 
 0 0 1 

4

      0
1

0
-1

0
-1

0
1

0
0

-1
1

1
-1

1
0

0
1

      
y 2

1
y 2

y 1
y 3

y 2
y 1

y 1
+

x 2
x 1

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 2
x 1

x 3
y 1

+
1

y 2
y 1

+
y 1

+
1

1

 -1 1 0

 
 -1 0 1

 
 0 0 1 

13

      0
1

-1
-1

0
1

1
-1

0
0

-1
0

1
-1

0
0

0
-1

      
y 2

1
y 2

y 1
1 y 3

y 1
+

x 2
x 1

y 3
y 2

y 1
x 2

x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 3
x 2

x 1
y 3

x 2
+

1
x 3

y 1
+

1
y 3

y 2
y 1

+
y 2

y 1
+

y 1
+

1
y 3

+
1

 -1 1 0

 
 0 0 -1

 
 0 0 1 

9

      0
-1

0
1

0
1

0
-1

0
1

0
0

0
-1

0
0

0
-1

      
y 1

1 y 2
1 y 3

x 1
y 3

y 2
x 2

x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
x 3

x 2
y 3

x 2
+

1
x 3

1
y 3

y 2
+

y 2
+

1
y 3

+
1

 1 0 0 
 0 -1 0

 
 0 0 -1

 

Cuadro 1.3: Tipo A3, funciones racionales X`,t y F̀ ;t .
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1.6. F-POLINOMIOS Y ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

t
B t

y t
X 1

;t
X 2

;t
X 3

;t
F 1

;t
F 2

;t
F 3

;t
g 1

;t
g 2

;t
g 3

;t

6

      0
0

-1
0

0
1

1
-1

0
1

0
0

0
-1

-1
0

1
-1

      
y 1

y 3
x 1

y 2
x 1
+

x 3
x 2

1
y 2

+
1

 1 0 0 
 0 -1 1

 
 0 -1 0

 
1

y 3
y 2

y 3
y 2

x 2
x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
x 3

x 2
y 3

y 2
+

y 2
+

1

7

      0
1

-1
-1

0
0

1
0

0
-1

0
1

0
-1

1
0

0
1

      
1 y 1

1 y 2
y 2

y 1
x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 2
x 1

y 2
x 1
+

x 3
x 2

y 2
y 1

+
y 1

+
1

y 2
+

1

 -1 0 1

 
 0 -1 1

 
 0 0 1 

y 3
y 2

y 1
x 3

x 3

10

      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
0

0
-1

1
0

-1
0

1
-1

      
y 2

y 3
y 1
+

x 2
x 1

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 2
x 1

y 1
+

1
y 2

y 1
+

y 1
+

1

 -1 1 0

 
 -1 0 1

 
 0 0 1 

1
y 3

y 2
y 1

y 3
y 2

y 1
x 2

x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 3
x 2

x 1
y 3

y 2
y 1

+
y 2

y 1
+

y 1
+

1
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      0
1

0
-1

0
1

0
-1

0
-1

0
0

0
-1

0
0

0
-1

      
1 y 1

1 y 2
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 3
x 2

x 1
y 3

y 2
x 2

x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
x 3

x 2
y 3

y 2
y 1

+
y 2

y 1
+

y 1
+

1
y 3

y 2
+

y 2
+

1

 -1 0 0

 
 0 -1 0

 
 0 0 -1

 
1 y 3

y 3
x 2
+

1
x 3

y 3
+

1

17

      0
1

1
-1

0
0

-1
0

0
0

0
-1

1
-1

-1
1

0
-1

      
y 3

y 2
1 y 2

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 2
x 1

y 2
x 1
+

x 3
x 2

y 2
y 1

+
y 1

+
1

y 2
+

1

 -1 0 1

 
 0 -1 1

 
 -1 0 0

 
1

y 3
y 2

y 1
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 3
x 2

x 1
y 3

y 2
y 1

+
y 2

y 1
+

y 1
+

1

14

      0
0

1
0

0
1

-1
-1

0
-1

0
0

0
-1

-1
0

1
-1

      
1 y 1

y 3
y 3

y 2
y 1

x 2
x 1
+

y 2
y 1

x 1
+

y 1
x 3
+

x 3
x 2

x 3
x 2

x 1
y 2

x 1
+

x 3
x 2

y 3
y 2

y 1
+

y 2
y 1

+
y 1

+
1

y 2
+

1

 -1 0 0

 
 0 -1 1

 
 0 -1 0

 
1

y 3
y 2

y 3
y 2

x 2
x 1
+

y 2
x 1
+

x 3
x 3

x 2
y 3

y 2
+

y 2
+

1

Cuadro 1.4: Tipo A3, funciones racionales X`,t y F̀ ;t .
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1.6. F-POLINOMIOS Y ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

De [13, Teorema. 3.1] tenemos el siguiente:

Teorema 1.2. (Fenómeno de Laurent) El álgebra de conglomerado A asocia-
da con la semilla (x,y,B) está contenida en el anillo de polinomios de Laurent
ZP[x±].

En el caso de que P = Trop(y1, . . . ,yn) se tiene la siguiente ([15, Proposición.
3.6]):

Proposición 1.3. Sea A (B0) el álgebra de conglomerado con coeficientes princi-
pales en el vértice t0, con la semilla inicial dada por 1.6.1. Entonces:

A = Z[x±1 , . . . ,x±n ;y1, . . . ,yn]
X`;t ∈ Z[x±1 , . . . ,x±n ;y1, . . . ,yn]
F̀ ;t ∈ Z[y1, . . . ,yn]

Si F es una expresión racional, en varias variables, sin substracciones en Q,
P un semicampo y u1,u2, . . . ,u`, son algunos elementos de P, denotaremos por
F |P(u1, . . . ,u`) a la valuación de F en u1, . . . ,u`.
Por ejemplo, si F(u1,u2) = u2

1−u1u2+u2
2 ∈Qs f (u1,u2) y P= Trop(y1,y2), enton-

ces F |P(y1,y2) =
y3

1⊕y3
2

y1⊕y2
= 1.

Teorema 1.3. Sea A el álgebra de conglomerado sobre un semicampo arbitrario
P, con una semilla en el vértice inicial t0, dada por 1.6.1. Entonces las variables
de conglomerado de A se pueden expresar de la siguiente manera:

x`;t =
XB0;t0
`,t |F (x1, . . . ,xn;y1, . . . ,yn)

FB0;t0
`,t |P(y1, . . . ,yn)

(1.6.2)

Ejemplo 1.14. Para obtener las variables de conglomerado de la tabla 1.1 a partir
de la tabla 1.3, solamente hay que reemplazar el signo + por el signo⊕ de la quinta
columna y dividir cada término de la cuarta columna por su contraparte de la quinta
columna.

El resultado anterior nos expresa las variables de conglomerado en términos
de los polinomios F̀ ;t , pero hasta ahora no tenemos una manera de calcular estos
polinomios. De [15, Proposición 5.1] tenemos la siguiente:

Proposición 1.4. Sea t 7→ B̃t = (bt
i j) (t ∈ Tn) una familia de matrices de ta-

maño 2n× n asociados con el álgebra de conglomerado A (B0), esto es, B̃t es
la matriz de la observación 1.7 y B̃′t = µk(B̃t) si t k− t ′. Entonces los polinomios
F̀ ;t = FB0;t0

`;t (y1, . . . ,yn) están determinados por las condiciones iniciales:

F̀ ;t0 = 1,(`= 1, . . . ,n) (1.6.3)

y sujetos a las siguientes relaciones:
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1.6. F-POLINOMIOS Y ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO.

Si ` 6= k entonces F̀ ;t ′ = F̀ ;t;

Si `= k entonces:

Fk;t ′ =
∏

n
j=1 y

[bt
n+ j,k]+

j ∏
n
i=1 F [bt

ik]+
i;t +∏

n
j=1 y

[−bt
n+ j,k]+

j ∏
n
i=1 F [−bt

ik]+
i;t

Fk;t
(1.6.4)

para cada arista t k− t ′, tal que t yace en el único camino de t0 a t ′ en Tn.

Proposición 1.5. Cada polinomio de Laurent XB0;t0
`;t es homogéneo con respecto a

la Zn-graduación en Z[x±1 , . . . ,x±n ;y1, . . . ,yn] definida por:

deg(xi) = ei,deg(yi) =−bo
j

donde e1,e2, . . . ,en es la base estándar de Zn y b0
j es la j-ésima columna de B0.

Ejemplo 1.15. Del cuadro 1.3 y cuadro 1.4, tenemos las siguientes graduaciones:

deg
(
X1;5
)
=

−1
1
0

 , deg
(
X2;4
)
=

−1
0
1

 , deg
(
X3;17

)
=

−1
0
0


Observación 1.9. Bajo esta graduación, el álgebra de conglomerado A (B0) es
una Zn-subálgebra graduada de Z[x±1 , . . . ,x±n ;y1, . . . ,yn]. Todas las variables de
conglomerado de A (B0) son elementos homogéneos ([15, Corolario 6.2]).

Definición 1.3. Con la notación de la Proposición 1.5, definimos los siguientes
vectores:

g`;t = gB0;t0
`;t =

g1
...
gn

= deg
(

XB0;t0
`;t

)
∈ Zn.

A estos vectores se les llama g-vectores asociados al álgebra de conglomerado.

Ejemplo 1.16. En la última columna de los cuadros 1.3 y 1.4, se muestran los
g-vectores del tipo A3.

Para presentar el siguiente Corolario, que es una reinterpretación del Teorema
1.2, necesitamos la siguiente notación:

ŷ j := y j ∏
i

x
b0

i j
i

Corolario 1.1. Las variables de conglomerado de cualquier álgebra de conglome-
rado A (x0,y0,B0) se pueden expresar en términos de la semilla definida en 1.6.1,
por la siguiente fórmula:

x`;t =
FB0;t0
`,t |F (ŷ1, . . . , ŷn)

FB0;t0
`,t |P(y1, . . . ,yn)

xg1
1 · · ·x

gn
n
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP′S.

Análoga a la Proposición 1.4 para calcular los polinomios F̀ ;t , tenemos la si-
guiente ([15, Proposición 6.6]):

Proposición 1.6. En los términos de la Proposición 1.4, los g-vectores g`;t = gB0;t0
`;t

están determinados de manera única por las siguientes condiciones iniciales:

g`;t0 = e`(`= 1, . . . ,n) (1.6.5)

y sujetos a las siguientes relaciones:

Si ` 6= k entonces g`;t ′ = g`;t;

Si `= k entonces:

gk;t ′ =−gk;t +
n

∑
i=1

[bt
ik]+gi;t −

n

∑
j=1

[bt
n+ j,k]+b0

j , (1.6.6)

para cada arista t k− t ′, tal que t yace en el único camino de t0 a t ′ en Tn y
por b0

j denotamos a la j-ésima columna de B0.

Observación 1.10. En esta sección, dada un álgebra de conglomerado, A (x,y,B),
se definieron los polinomios FB;t0

`;t y los vectores gB;t0
`;t . Éstos se pueden calcular (por

su definición) a partir de los coeficientes principales, y sirven para calcular las va-
riables de álgebras de conglomerado con coeficientes arbitrarios.

En [6, sección 5] construyen una representación M de un carcaj con poten-
cial no degenerado (Q,S), de tal manera que gm = gB;t0

`;t y FM = FB;t0
`;t ,

(
ver [6,

Teorema 5.1]
)
.

1.7. F-polinomios y mutaciones de QP′s.

De las secciones anteriores sabemos que si M es una representación de (Q,S)
entonces M′ := µk(M) es una representación de µk(Q,S). De [6, Lema 5.2], te-
nemos cómo se relacionan los F-polinomios FM y FM′ , es decir, una manera de
calcular uno en términos del otro. En este sección revisaremos dicha relación. Pa-
ra esto primero introduciremos dos conceptos necesarios y después presentaremos
este lema, que es fundamental para el presente trabajo.

Consideremos (Q,S) un carcaj con potencial 2-acı́clico, con n vértices. Aso-
ciado a (Q,S) tenemos una matriz antisimétrica, BQ ∈Mn×n(Z). Para cada i 6= j,
1≤ i, j ≤ n, la entrada bi, j de la matriz BQ está definida por:

bi, j := # de flechas del vértice j al vértice i - # de flechas del vértice i al vértice j.

Para cada representación M del carcaj (Q,S), definiremos un vector, hM. Este
vector tiene entradas enteras, es decir, hM = (h1,h2, . . . ,hn) ∈ Zn, con:

hk :=−dimkerM(βk)
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP′S.

y en donde M(βk) es el morfismo definido en la sección 1.3.

Ejemplo 1.17. Para el carcaj con potencial del Ejemplo 1.1, la matriz antisimétrica
asociada es:

B :=


0 1 0 −1
−1 0 −1 1
0 1 0 −1
1 −1 1 0


y para la representación de este QP (Ejemplo 1.6), el vector hM es:

hM := (0,0,0,−1)

De [6, Lema 5.2], tenemos el siguiente resultado, que describe el comporta-
miento de los F-polinomios con respecto a la mutación de representaciones de
carcajes con potencial:

Lema 1.1. Sea (Q,S) un carcaj con potencial no degenerado, M una represen-
tación de (Q,S) y M̄ := µk(M), para alguna k ∈ Q0. Sea hk (respectivamente h′k)
la k-ésima componente del vector hM (respectivamente h′M̄). Además supongamos
que t0 k− t1 ∈ Tn. Entonces:

a) Los g-vectores gB;t0
`;t = (g1, . . . ,gn) y gB;t ′

`;t ′ = (g′1, . . . ,g
′
n) se relacionan de la si-

guiente manera:

g′j =

{
−gk si j = k;
g j +[b jk]+gk−b jkhk si j 6= k.

(1.7.1)

además de que satisfacen la relación:

gk := hk−h′k

b) Los F-polinomios FM y FM̄ se relacionan de la siguiente manera:

(yk +1)hk FM(y1, . . . ,yn) = (y′k +1)h′k FM̄(y′1, . . . ,y
′
n) (1.7.2)

Ejemplo 1.18. Del Ejemplo 1.7, tenemos el siguiente diagrama:

C

C

C

C
@
@@R

@
@@R

�
���

�
���

�

[1][1]

[−1][1]

[0]

0

C

C

C

�
��	

@
@@R �

���

@
@@I [0][0]

[−1][1]

HHj���

µ1

N N̄
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP′S.

En el Ejemplo 1.8 calculamos el F-polinomio:

FN(y1,y2,y3,y4) = 1+ y4 + y1y4 + y3y4 + y1y3y4 + y1y2y3y4

Ahora vamos a calcularlo pero usando el Lema 1.1. Las subrepresentaciones
de N̄ son:

(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1) y (0,1,1,1).

De aquı́ que:
FN̄(u1,u2,u3,u4) = 1+u4 +u3u4 +u2u3u4

el g-vector asociado a N, es:

gN = (0,0,0,−1)

y su h-vector asociado es:
hN = (0,0,0,−1)

Del inciso a) del Lema 1.1, se tiene g1 = h1−h′1. Por lo tanto, h′1 = 0.
Usamos la matriz B, obtenida en el Ejemplo 1.17, para mutar en la dirección

k = 1 y ası́ obtener los coeficientes:

y′1 =
1
y1
, y′2 =

y1y2

1+ y1
, y′3 = y3, y′4 = y4(1+ y1)

del Lema 1.1 tenemos la siguiente igualdad:

FN(y1,y2,y3,y4) = FN̄

(
1
y1
,

y1y2

1+ y1
,y3,y4(1+ y1)

)
entonces:

FN(y1,y2,y3,y4) = 1+ y4(1+ y1)+ y3y4(1+ y1)+

(
y1y2

1+ y1

)
y3y4(1+ y1)

= 1+ y4 + y1y4 + y3y4 + y1y3y4 + y1y2y3y4

que coincide con el F-polinomio que habı́amos calculado.
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2
Álgebras tubulares y cubiertas de Galois

En este capı́tulo revisaremos brevemente los conceptos y resultados sobre álge-
bras tubulares y cubiertas de Galois que ocupamos en el presente trabajo. La refe-
rencia original para revisar lo relativo a las álgebras tubulares es [26], sin embargo,
para un enfoque más accesible se puede revisar [2], [27] y [28], que es una trilogı́a
sobre la teorı́a de representaciones de álgebras. Al inicio de cada seccón pondremos
la referencia de cada tema.

2.1. Matriz de Cartan

Sea k un campo algebraicamente cerrado y A un k-álgebra básica de dimen-
sión finita. En este trabajo por A-módulo, entenderemos A-módulo a izquierda de
dimensión finita, salvo que se indique lo contrario, (ver [2, Sección III.3])

Sean {e1,e2, ...,en} un sistema completo de idempotentes ortogonales primiti-
vos [2, Sección I.4] y M un A-módulo. Bajo estas hipótesis tenemos que Mei tiene
estructura de k-espacio vectorial. Entonces definimos dim(M) :=(dimk(Mei))i=1,...,n.
La matriz de Cartan de A, es la matriz dada por:

CA =

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 ∈Mn×n(Z)

donde c ji := dimk e jAei, para i, j = 1, ...,n.
En este caso, las columnas de la matriz de Cartan corresponden a los vectores

de dimensión de los A-módulos proyectivos inescindibles.
Bajo nuestras hipótesis, el grupo de Grothendieck de A, K0(A) , es isomorfo

a Zn [26, Sección 2.4]. Si además pedimos que A sea un álgebra de dimensión
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global finita ([2, Sección A.4]), entonces su matriz de Cartan CA, es invertible [26,
página 70] y por esto, induce una Z-forma bilineal 〈 , 〉 en K0(A), dada por:

〈x,y〉= xtC−t
A y,

A esta forma bilineal se le llama forma bilineal de Ringel y tiene la siguiente inter-
pretación homológica:

Lema 2.1. Si X ,Y son A-módulos tales que X es de dimensión proyectiva finita ó Y
es de dimensión inyectiva finita, entonces:

〈dimX ,dimY 〉= ∑
i≥0

(−1)i ExtiA(X ,Y )

Definimos la caracterı́stica de Euler asociada al álgebra A , χA, dada por

χA(x) = 〈x,x〉.

Por último, si A es de dimensión global finita , la matriz de Coxeter de A es
la matriz Φ = −Ct

AC−1
A y a su acción en K0(A) le llamamos la transformación de

Coxeter.

2.2. Extensiones y coextensiones en un punto

Dada A una k-álgebra y X un A-módulo la extensión en un punto de A, A[X ], es
el álgebra de matrices:

A[X ] :=
[

A AXk
0 k

]
con la suma ordinaria de matrices y multiplicación:[

a x
0 c

][
a′ x′

0 c′

]
=

[
aa′ ax′+ xc′

0 cc′

]
En términos de carcajes, el carcaj QA[X ] se obtiene del carcaj QA, al agregar un

nuevo vértice y algunas flechas
(
se puede leer de dimX/(radX)

)
que van del nuevo

vértice al carcaj QA. Graficamente:

QA[X ] :

r
?

�
�
���

C
C
CCW
�
�
�
�QA
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La coextensión en punto de A, [X ]A, es el álgebra de matrices:

[X ]A :=
[

k DX
0 A

]
donde DX = Homk(kXA,k). En este caso, el carcaj Q[X ]A tiene la siguiente estruc-
tura:

Q[X ]A :

�
�
�
�QA

?

�
�
���

C
C
CCW r

2.3. Tubos estables y álgebras mansas ocultas

El concepto de álgebra tubular juega un papel central en este trabajo. Para poder
definirlo necesitamos los conceptos de tubo estable y de álgebra mansa oculta [26,
Sección 4.3].

Una componente conexa T en el carcaj de Auslander-Reiten de mod-A de la
forma:

x0
i−1 x0

i x0
i+1 x0

i+2

x1
i−1 x1

i x1
i+1

x2
i−2 x2

i−1 x2
i x2

i+1

x3
i−2 x3

i−1 x3
i

������ ���

������ ���

@@R@@R @@R

@@R@@R @@R

��� ������ ���

��� ������ ���

@@R @@R@@R @@R

@@R @@R@@R @@R ���

���

@@R

@@R

���

���

@@R

@@R

es un tubo estable si existe n ∈ N tal que x j
i = x j

i+n para toda j ∈ N, y para toda
i ∈ Z (ver [26, página 113]). En este caso decimos que el rango de T es el mı́nimo
d ∈ N tal que x j

i = x j
i+d para toda j ∈ N, y para toda i ∈ Z. Decimos que los B-

módulos correspondientes a los vértices de la forma x0
i i ∈ Z, son módulos simples

regulares.
Una componente conexa del carcaj de Auslander-Reiten de mod-A, se dice que

es regular si no contiene módulos poryectivos o inyectivos. Un módulo inescindi-
ble se dice que es un módulo regular si pertenece a una componente conexa del
carcaj de Auslander-Reiten de mod-A.

Ahora, supongamos que A es una k-álgebra mansa, básica, conexa, hereditaria
y de tipo de representación-infinita.
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Observación 2.1. Estos conceptos se pueden revisar en: mansa en [28, Sección. XIX.3],
en [2]: básica en la Sección I.6, hereditaria en la Sección VII.1, conexa y tipo de
representación-infinita en la Sección I.4.

Sea T un A-módulo izquierdo, preproyectivo e inclinante [26, Sección 4.1] o [2,
Sección VI.2]. En este caso decimos que el álgebra B := End(AT ) es una álgebra
mansa oculta. En [26, Sección A.2] hay una lista de las álgebras mansas ocultas.

En este caso, gl.dim(B) ≤ 2. Esto nos implica que la matriz C−t
B codifica las

flechas y relaciones mı́nimas de B, de la siguiente manera: la entrada (C−t
B )i, j es

igual al número de relaciones que comienzan en j y terminan en i menos el número
de flechas que comienzan en j y terminan en i.

El carcaj de Auslander-Reiten de B-mod tiene la siguiente estructura:

P

...

...

R

...

...

Q

En donde P es la componente preproyectiva, Q la componente preinyectiva y
R son los B-módulos regulares [26, Sección 4.3].

Considerando a la forma cuadrática de B y x ∈ K0(B)∼= Zn. Diremos que:

a) x es una raı́z de χB, si χB(x) = 1;

b) x es un vector radical de χB, si 〈x,y〉+ 〈y,x〉= 0 para toda y.

Se puede probar que el conjunto de vectores radicales de χB es un grupo y al rango
de este grupo le llamamos el corango de χB [2, Sección VII.3].

Proposición 2.1. Sea B un álgebra mansa oculta, entonces:
a) χB tiene corango 1;
b) Si h es el único vector radical positivo mı́nimo de K0(B) con h = dimR

(para R un B-módulo regular inescindible) entonces los B-módulos regulares ines-
cindibles son aquellos B-módulos inescindibles M tales que 〈h,dimM〉= 0.

c) dim(τM) = (dimM)Φ, para cualquier B-módulo regular inescindible, don-
de τ es la traslación de AR.

d) Un B-módulo regular inescindible M, es simple regular si
n−1

∑
i=0

(dimτ
iM) = h, donde n es el τ-periodo de M.

Para a) y b) ver [26, Teorema 4.3 (3)]. El inciso c) se sigue de [26, Teore-
ma 2.4 (4)] ya que los A-módulos regulares con A un álgebra mansa oculta tienen
dimensión proyectiva igual a 1 [26, Teorema 3.1(5)]. d) se sigue del correspondien-
te resultado para módulos regulares sobre álgebras hereditarias al aplicar teorı́a de
inclinación.
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2.4. Álgebras Tubulares

Un álgebra tubular es una extensión de tipo tubular (2,2,2,2),(3,3,3), (4,4,2)
o (6,3,2) ([26, páginas 171-174]) de un álgebra mansa oculta [26, página 230].

Observación 2.2. Se sabe que toda algebra tubular tiene dimensión global igual
a 2, [28, Teorema 3.20].

Sean T ∈ {(2,2,2,2),(3,3,3),(4,4,2),(6,3,2)} y A un álgebra tubular de tipo
T. Por definición, sabemos que A es una extensión de un álgebra mansa oculta
A0. Por otro lado, en [26, página 270] se prueba que toda álgebra tubular es un
álgebra cotubular. Lo que nos dice que el álgebra A también es una coextensión de
un álgebra mansa oculta A∞. [26, páginas 268-269].

Sean ho y h∞ los vectores radicales positivos de K0(A0) y K0(A∞) respectiva-
mente. Para cada A-módulo inescindible definimos:

indice(M) =− 〈h0,dimM〉A
〈h∞,dimM〉A

∈Q∪{∞}

Para cada γ ∈ Q>0, definimos la clase de A-módulos Tγ como la clase dada
por todos aquellos A-módulos inescindibles cuyo ı́ndice es igual a γ . Las clases Tγ

resultan ser una P1k-familia tubular (ver [26, página 181]) estable de tipo tubular,
[26, Teorema 5.2 (2)].

El siguiente teorema ([26, Teorema 5.2 (4)]) describe la estructura de A-mod.

Teorema 2.1 (Ringel). Sea A un álgebra tubular de tipo tubular T. Entonces el
carcaj de Auslander-Reiten de A tiene las siguientes componentes: una componen-
te preproyectiva P0 (la misma de A0), para cada γ ∈ Q∞

0 := {r ∈ Q|0 ≤ r}∪{∞}
una P1k-familia tubular separadora (ver [26, Sección 3.1]) Tγ , las cuales, a ex-
cepción de T0 y T∞, son estables de tipo tubular T, y por último, una componente
preinyectiva Q∞ (que coincide con la de A∞).

Gráficamente el carcaj de Auslander-Reiten se ve de la siguiente manera:

P0

...

...

T0

..

..

...

...

T1

...

...

..

..

T∞

...

...

Q∞

En este diagrama no hay morfismos no cero que vayan de derecha a izquierda.
Además, para cualesquiera dos módulos inescindibles X y Y tales que Hom(X ,Y ) 6=
0, se tiene que X y Y pertenecen a la misma componente o X ∈ P0 y Y 6∈ P0, o
X 6∈ Q∞, o X ∈Tγ , Y ∈Tδ y γ < δ .
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2.5. Álgebras iteradamente tubulares

En esta sección revisaremos el concepto de álgebra iteradamente tubular intro-
ducido por De la Peña y Tomé, y presentaremos una proposición muy importante
para el presente trabajo. Para ahondar en el tema revisar [7].

Sea Λ = KQ/I un K-álgebra básica de dimensión finita, vista como un álgebra
de caminos módulo un ideal admisible. Diremos que Λ′ ⊂ Λ es una subálgebra
convexa, si para algún subconjunto convexo I ⊂ Q0 y e = ∑i∈I ei se tiene que Λ′ =
eΛe.

Ahora supongamos que Λ tiene las subálgebras convexas Λ1,Λ2, . . . ,Λm y
A1,A2, . . . ,Am tales que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Λi es un álgebra tubular para cada i = 1,2, . . . ,m.

b) Ai ⊂ Λi−1∩Λi es un álgebra mansa oculta para cada i = 1,2, . . . ,m.

c) Λi−1 es una coextensión tubular de Ai y Λi es una extensión tubular de Ai. Es
decir, Λi−1 =

si
j=1 [E

−
i, j]Ai y Λi−1 = Ai[E+

i, j]
ti
j=1, esto para cada i = 1,2, . . . ,m, con

E±i j “ray-módulo”.

d) Λ = Λ1 +Λ2 + . . .+Λm

e) Si R es un Λ-módulo inescindible entonces:

si R no es módulo proyectivo-inyectivo el supp(R) está contenido en algún
Λi.

Si R es un módulo proyectivo-inyectivo, entonces supp
(
R/soc(R)

)
está con-

tenido en algún Λi.

Cumpliéndose estas condiciones, de [7], se dice que Λ es un álgebra iterada-
mente tubular.

En esta situación, consideremos lo siguiente. Sean A0 ⊂ Λ1 y Am+1 ⊂ Λm

subálgebras convexas y mansas ocultas tales que Λ1 = A0[E+
0, j]

t0
j=1 es una extensión

tubular y Λm =
sm+1
j=1 [E−m+1, j]Am+1 una coextensión tubular. Sea S⊂ Λ el ideal gene-

rado por el soclo de los Λ-módulos inescindibles que son proyectivos-inyectivos.
De [7, Proposición 8], tenemos la siguiente descripción de (Λ/S)-mod:

(Λ/S)-mod=P0∨T0[E+
0, j]

t0
j=1∨

m∨
i=1

( ∨
γ∈Q>0

Ti,γ ∨ si
j=1[E

−
i, j]Ti[E+

i, j]
ti
j=1

)
∨ sm+1

j=1 [E
−
m+1, j]Tm+1∨Qm+1

en donde:

P0 es la componente preproyectiva de A0,

Ti es la familia tubular separadora de Ai, para i = 1,2, . . . ,m+1,

Ti,γ es la familia tubular separadora con ı́ndice γ de Λi, para i = 1,2, . . . ,m y
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Qm+1 es la componente preinyectiva de Am+1.

De [26, Sección 2] se deriva la información más detallada. En particular, Λ es
mansa de crecimiento exponencial y el soporte de cualquier módulo inescindible
está contenido en Λi +Λi+1 para alguna i.

De [7] tenemos la siguiente proposición que será muy importante más adelante.

Proposición 2.2. Si Λ es un álgebra iteradamente tubular entonces Λ es un álgebra
mansa.

2.6. Cubiertas de Galois

En esta sección utilizaremos el enfoque funtorial a la teorı́a de representaciones
[17].

Consideraremos a las K-álgebras como K-categorı́as localmente acotadas. Esto
es, si B es una K-álgebra básica de dimensión finita, con 1B = e1 + e2 + . . .+ en

una descomposición de la unidad de B en idempotentes ortogonales primitivos,
identificaremos a B con una categorı́a con objetos {1,2, . . . ,n} y cuyos espacios
de morfismos están dados por B(i, j) = e jBei. De acuerdo a esta identificación, los
B-módulos a izquierda corresponden a funtores K-lineales de B a la categorı́a de
K-espacios vectoriales.

Dada una K-álgebra básica A y un grupo G que actúa libremente en A a través
de K-automorfismos lineales, denotaremos por A/G a la categorı́a de órbitas. Ba-
jo estas condiciones, la proyección canónica F : A→ A/G es por definición una
cubierta de Galois, [17, Sección 3]. Asociado a F , se tiene el funtor “push down”
Fλ : modA→mod(A/G), dado por :

(Fλ M)(a) =
⊕

x∈F−1(a)

M(x)

para cada objeto a en A/G y la acción obvia en morfismos.
Una forma de construir cubiertas de Galois que utilizaremos más adelante es

la siguiente: supongamos que la K-categorı́a básica localmente acotada B está Z-
graduada, es decir, B(x,y) =⊕k∈ZB(x,y)k y para cada f ∈ B(x,y)k y g ∈ B(x,y)l se
tiene que g◦ f ∈ B(x,y)k+l . Ası́ podemos definir una categorı́a B̃ cuyos objetos son
ob j(B̃) := ob j(B)×Z y B̃

(
(x,k),(y, l)

)
:= B(x,y)l−k. Con esta definición, Z actúa

libremente sobre B̃ a través de traslaciones. En los objetos esta acción está dada por
g · (x,k) := (x,g+k). Con esto podemos identificar la categorı́a de órbitas B̃/Z con
B. La proyección canónica es ası́ identificada con el funtor F : B̃→ B, que manda
(x,k) a x y B̃

(
(x,k),(y, l)

)
a B(x,y)l−k ⊂ B(x,y).

Para todo A-módulo M, denotaremos por suppM al soporte de M, esto es, la
subcategorı́a plena de A formada por todos los objetos x tales que M(x) 6= 0. Para
cada objeto x en A, denotaremos por Ax a la subcategorı́a plena de A que consiste
de todos los objetos de suppM, donde M es cualquier módulo inescindible con x
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en suppM. Diremos que A es localmente de soporte finito si para cada objeto x en
A, el número de objetos de Ax es finito.

De [8] tenemos el siguiente:

Teorema 2.2 (Dowbor-Skowronski). Sea A una K-categorı́a localmente de soporte
finito y G un grupo abeliano libre que actúa libremente sobre A. Supongamos que
la acción inducida de G en las isoclases de A-módulos inescindibles finitamente
generados es libre. Entonces A/G es localmente de soporte finito y el funtor “push
down” Fλ : modA→ mod(A/G) induce una biyección entre las G-órbitas de iso-
clases de objetos inescindibles en modA y las isoclases de objetos inescindibles en
mod(A/G). En particular, A es mansa si y sólo si A/G lo es.

Observación 2.3. Una observación importante sobre el teorema anterior es que
el enunciado que aparece en [8] es mucho más general. Aquı́ lo escribimos en una
forma más adecuada para este trabajo.
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3
Cubiertas de Galois de Álgebras

Jacobianas

En este capı́tulo estudiaremos 4 álgebras Jacobianas asociadas a 4 carcajes con
potencial. Estos 4 carcajes son representantes de las tres clases de mutación de tipo
elı́ptico E(1,1)

q ,q = 6,7,8 y D(1,1)
4 ([3]). Además los potenciales de estos 4 carcajes

son no degenerados.
En la primera sección veremos un lema que nos da un isomorfismo entre el

álgebra Jacobiana simplificada y P(Q,S). En la segunda sección presentaremos
los carcajes con potencial, veremos que las correspondientes álgebras Jacobianas
falsas son de dimensión finita y presentaremos sus cubiertas de Galois. En la segun-
da sección veremos que estas cubiertas son álgebras iteradamente tubulares en el
sentido de De la Peña-Tomé [7], el cuál es uno de los resultados principales de este
trabajo. Para la última sección discutimos la estructura del carcaj de Auslander-
Reiten de estas cubiertas.

En los 4 casos pasa lo siguiente: el álgebra Jacobiana simplificada
P ′(Q,S) := kQ/〈∂αS|α ∈ Q1〉 es de dimensión finita (para cualquier campo al-
gebraicamente cerrado k), y como P ′(Q,S) ∼= P(Q,S), entonces P(Q,S) es de
dimensión finita. Hay que notar que P ′(Q,S) no coincide con la definición de
P(Q,S), el isomorfismo se da porque en todos los casos el ideal 〈〈∂∗S〉〉 es un
ideal admisible ( Lema 3.1).

3.1. Un isomorfismo: P ′(Q,S)∼= P(Q,S)

Sea S∈ kQcyc un potencial finito. Denotamos por 〈∂∗S〉 al ideal de kQ generado
por el conjunto {∂αS|α ∈Q1}. Similarmente, denotamos por 〈〈∂∗S〉〉 al ideal de k̂Q
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generado por el mismo conjunto.
Se tiene que, bajo la inclusión natural kQ ↪→ k̂Q,

〈∂∗S〉= 〈〈∂∗S〉〉∩ kQ.

y de esta igualdad tenemos un homomorfismo inyectivo de álgebras:

kQ/〈∂∗S〉 −→ k̂Q/〈〈∂∗S〉〉 (3.1.1)

Lema 3.1. Si 〈∂∗S〉⊂ kQ es un ideal admisible, entonces el homomorfismo en 3.1.1
induce un isomorfismo kQ/〈∂∗S〉 →P(Q,S).

Demostración. Denotamos por kQ+ al ideal de kQ generado por las flechas del
carcaj Q y por k̂Q+ := rad k̂Q.

Como por hipótesis S es un ideal admisible entonces (kQ+)
m ⊂ 〈∂∗S〉 para

algún m≥ 2 y de esto se sigue:

(kQ+)
m = (k̂Q+)

m∩ kQ y (k̂Q+)
m ⊆ 〈〈∂∗S〉〉 (3.1.2)

Notemos que (k̂Q+)
m está generado por los caminos de longitud m. En esta

situación, basta probar que el homomorfismo 3.1.1 es suprayectivo.
La suprayectividad de este homomorfismo se sigue de 3.1.2, debido a que

k̂Q/〈〈∂∗S〉〉 es el k-generado del conjunto {p+〈〈∂∗S〉〉|p∈ kQ camino tal que `(p)<
m}.

Este lema nos da el isomorfismo P ′(Q,S)∼= P(Q,S).

3.2. QP’s y sus cubiertas de Galois.

3.2.1. Caso (2,2,2,2,λ )

Consideremos el siguiente carcaj con potencial, en donde λ ∈ k \{0,1}:

Observación 3.1. Para el caso λ = 1, P ′(Q(1),S(1)) es de dimensión infinita, y
para λ = 0, P ′(Q(1),S(1)) no es tubular.

Ahora veamos que 〈∂∗S(1)λ
〉 ⊂ kQ(1) es un ideal admisible. Para ésto necesita-

mos calcular primero todas las derivadas cı́clicas de S(1)
λ

:

∂a(S
(1)
λ
) = λbc− f i, ∂b(S

(1)
λ
) = λca−he, ∂c(S

(1)
λ
) = λab−dg,

∂d(S
(1)
λ
) = ki−gc, ∂e(S

(1)
λ
) = f l−bh, ∂ f (S

(1)
λ
) = le− ia,

∂g(S
(1)
λ
) = h j− cd, ∂h(S

(1)
λ
) = jg− eb, ∂i(S

(1)
λ
) = dk−a f ,

∂ j(S
(1)
λ
) = gh− kl, ∂k(S

(1)
λ
) = id− l j, ∂l(S

(1)
λ
) = e f − jk.

(3.2.1)
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Q(1) : S(1)
λ

= λabc−dgc+dki−a f i
+ jgh− ebh+ e f l− jkl

Figura 3.1:

Estas derivadas cı́clicas generan al ideal Jacobiano falso J ′(S(1)
λ
), es decir,

que las derivadas cı́clicas nos inducen relaciones en el álgebra Jacobiana. Usando
estas relaciones, calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el álgebra
Jacobiana correspondiente es de dimensión finita.

Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: c e i.
Caminos de longitud 2: bc, gc, f i e ki.
En este caso, por la relación inducida por la derivada cı́clica ∂a(S

(1)
λ
), tene-

mos que λbc = f i. Además, por la relación inducida por la derivada cı́clica
∂d(S

(1)
λ
), tenemos que gc = ki.

Caminos de longitud 3: λabc = a f i, λebc = e f i, dgc = dki, y jgc = jki.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S

(1)
λ
), tenemos que: λabc=

a f i = dgc = dki. Veamos que los caminos λebc = e f i y jgc = jki se anu-
lan en el ideal Jacobiano. De la relación inducida por la derivada cı́clica
∂h(S

(1)
λ
), tenemos que: λ jgc = λebc = e f i. De la relación inducida por la

derivada cı́clica ∂l(S
(1)
λ
), se tiene que: jki = e f i = λebc. De las igualdades

anteriores se tiene que λ jgc = jki y de la relación inducida por la deriva-
da cı́clica ∂d(S

(1)
λ
), se sigue que: λ jki = jki y como λ 6= 0,1, esto nos dice

que jki = 0 y entonces el camino λebc = e f i = 0. Por otro lado, para ver
que el camino jgc = jki se anula en la álgebra Jacobiana, utilizando la rela-
ción inducida por la derivada cı́clica ∂l(S

(1)
λ
), tenemos que: jgc = jki = e f i.

Utilizando la relación inducida por la derivada cı́clica ∂a(S
(1)
λ
), tenemos que

jgc = jki = e f i = λebc. Por último, usamos la relación inducida por la de-
rivada cı́clica ∂h(S

(1)
λ
), y llegamos a que jgc = jki = e f i = λebc = λ jgc,

de donde concluı́mos que: jgc = λ jgc. Debido a que λ 6= 0,1, entonces
jgc = 0. En resumen, solamente tenemos un camino de longitud 3: λabc =
a f i = dgc = dki.
Caminos de longitud 4: λcabc = ca f i = cdgc = cdki y λ iabc = ia f i =
idgc = idki.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S

(1)
λ
), tenemos que: λcabc=
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hebc y como ya vimos que el camino de longitud 3 ebc se anula entonces
λcabc = ca f i = cdgc = cdki = hebc = 0. Por otro lado, de la relación in-
ducida por la derivada cı́clica ∂ f (S

(1)
λ
), tenemos que λ iabc = λ lebc y como

el camino ebc = 0, entonces tenemos que λ iabc = ia f i = idgc = idki =
λ lebc = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
3 se anula. Además, los únicos caminos de longitud 3 que no se anulan son
los ciclos.

Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: h e l.
Caminos de longitud 2: bh, gh, f l e kl.
En este caso, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S

(1)
λ
) tenemos

que bh = f l. Por otro lado, de la relación inducida por la derivada cı́clica
∂ j(S

(1)
λ
), tenemos que gh = kl.

Caminos de longitud 3: abh = a f l, ebh = e f l, dgh = dkl y jgh = jkl.
Debido a la relación inducida por la derivada cı́clica ∂i(S

(1)
λ
) tenemos que

abh = a f l = dkl = dgh y de la relación inducida por la derivada cı́clica
∂c(S

(1)
λ
) se sigue que: abh = a f l = dkl = dgh = λabh, es decir, abh = λabh.

Debido a que λ 6= 0,1, entonces abh = 0. Por otro lado, de la relación in-
ducida por la derivada cı́clica ∂l(S

(1)
λ
) tenemos que: e f l = jkl, es decir,

ebh = e f l = jgh = jkl
Caminos de longitud 4: hebh = he f l = h jgh = h jkl y lebh = le f l = l jgh =
l jkl.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S

(1)
λ
), tenemos que hebh =

λcabh y cómo ya habı́amos visto que abh = 0, entonces hebh = he f l =
h jgh= h jkl = 0. Por otro lado, de la relación inducida por la derivada cı́clica
∂ f (S

(1)
λ
), se sigue que lebh = iabh y entonces lebh = le f l = l jgh = l jkl = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor
a 3 pertenece a 〈∂∗S〉. Además, los únicos caminos de longitud 3 que no se
anulan son los ciclos.

El caso de los vértices 3 y 5 son análogos al caso del vértice 1 y el caso de
los vértices 4 y 6 son análogos al caso del vértice 2.

Con lo anterior, hemos visto que solamente hay un número finito de caminos no
cero, esto nos dice que el álgebra Jacobiana simplificada P ′(Q(1),S(1)

λ
), asociada

al carcaj con potencial de la Figura 3.1 es de dimensión finita. Por el Lema 3.1,
tenemos que entonces P(Q(1),S(1)

λ
) es de dimensión finita.

Con los cálculos que acabamos de realizar, podemos dar explicitamente los
vectores de dimensión de los módulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:
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P1 =
2 1 1
0 1 1

, P2 =
0 1 1
2 1 1

, P3 =
1 2 1
1 0 1

,

P4 =
1 0 1
1 2 1

, P5 =
1 1 2
1 1 0

y P6 =
1 1 0
1 1 2 .

Observación 3.2. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este módulo.

Para poder estudiar mejor la categorı́a de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.1, definimos una Z-graduación en Q(1)

1 , dada por:

deg(x) =

{
1, si x = c,h, i, l
0, en otro caso.

Esta Z-graduación induce una Z-graduación en el álgebra completa de ca-
minos C〈〈Q2〉〉. Con respecto a esta Z-graduación, el potencial S(1)

λ
es homoge-

neo, ası́ como las derivadas ciclicas en (3.2.1). En particular el álgebra Jacobiana
P(Q(1),S(1)

λ
) es tambien Z-graduada. Esto nos permite considerar la cubierta de

Galois correspondiente:
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Observación 3.3. En la figura de arriba todos los cuadrados conmutan, posible-
mente por un factor λ .

3.2.2. Caso (3,3,3)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:
Ahora veamos que 〈∂∗S(2)〉 ⊂ kQ(2) es un ideal admisible. Para ésto necesita-

mos calcular primero todas las derivadas cı́clicas de S(2):

∂a(S(2)) = bc, ∂b(S(2)) = ca− jk, ∂c(S(2)) = ab,
∂d(S(2)) = e f , ∂e(S(2)) = f d− jl, ∂ f (S(2)) = de,
∂g(S(2)) =−ih, ∂h(S(2)) =−gi, ∂i(S(2)) = jm−hg,
∂ j(S(2)) = mi− kb− le, ∂k(S(2)) =−b j, ∂l(S(2)) =−e j,
∂m(S(2)) = i j

(3.2.2)
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S(2) = abc+de f −gih− jle− jkb+ jmiQ(2) :

Figura 3.2:

Estas derivadas cı́clicas generan a 〈∂∗S(2)〉 ⊂ kQ, es decir, que las derivadas
cı́clicas nos inducen relaciones en el álgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el álgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimensión finita.

Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: j.
Caminos de longitud 2: b j, e j e i j.
Por las relaciones, tenemos que b j = 0, e j = 0 e i j = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
1 pertenece a 〈∂∗S(2)〉.

Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: a y k.
Caminos de longitud 2: ca y jk. Por las relaciones inducidas por las deriva-
das cı́clicas, tenemos que en realidad ca = jk.
Caminos de longitud 3: bca = b jk, eca = e jk y ica = i jk. En este caso
bca = b jk = 0, porque de la derivada cı́clica ∂a(S(2)), tenemos que bc = 0.
El camino eca = e jk = 0, porque de la derivada cı́clica ∂l(S(2)), tenemos que
−e j = 0. Por último, ica = i jk = 0 porque de la derivada cı́clica ∂m(S(2)),
tenemos que i j = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(2)〉.

El caso de los vértices 3 y 4 es análogo al del vértice 2.

Caminos que comienzan en el vértice 5:
Caminos de longitud 1: b, e y i.
Caminos de longitud 2: ab, kb, de, le, gi y mi. De ∂c(S(2)),∂ f (S(2)) y ∂h(S(2))
tenemos que ab = 0,de = 0 y gi = 0. Por ∂ j(S(2)), tenemos que mi = kb+ le,
es decir, podemos considerar que solo hay 2 caminos de longitud 2, que no
pertenece a 〈∂∗S(2)〉, n; kb y le.
Caminos de longitud 3: jkb y jle. De la derivada cı́clica ∂b(S(2)), tenemos
que jkb = cab y de ∂c(S(2)), tenemos: jkb = cab = 0. De la derivada cı́clica
∂e(S(2)), tenemos que jle = f de y de ∂ f (S(2)), tenemos: jle = f de = 0.
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Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 5 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S〉.

Caminos que comienzan en el vértice 6:
Caminos de longitud 1: c.
Caminos de longitud 2: bc, ec e ic. Por ∂a(S(2)), bc = 0.
Caminos de longitud 3: lec, mic. De la derivada c∂ j(S(2)) y del hecho de
que bc = 0, tenemos que: lec = mic, es decir, solamente hay una camino de
longitud 3.
Caminos de longitud 4: jlec = jmic. De la derivada cı́clica ∂i(S(2)) tenemos
que jlec = jmic = hgic y de la derivada cı́clica ∂h(S(2)) se tiene que: jlec =
jmic = hgic = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 6 de longitud mayor a
3 pertenece a 〈∂∗S(2)〉.

El caso de los vértices 7 y 8 es análogo al del vértice 6.

Hemos visto que todos los caminos con longitud mayor a 3 pertenecen a 〈∂∗S(2)〉,
esto nos dice que el álgebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.2, P(Q(2),S(2)), es isomorfa al álgebra de dimensión finita kQ(2)/〈∂∗S(2)〉 por el
Lema 3.1.

Con los cálculos que acabamos de realizar podemos dar, explı́citamente, los
vectores de dimensión de los módulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

P1 =

0 0
0 0

1 1
0 0

, P2 =

1 1
0 0

1 1
0 0

, P3 =

0 0
1 1

1 1
0 0

, P4 =

0 0
0 0

1 1
1 1

,

P5 =

1 0
1 0

2 1
1 0

, P6 =

0 1
1 0

1 1
1 0

, P7 =

1 0
0 1

1 1
1 0

y P8 =

1 0
1 0

1 1
0 1

Observación 3.4. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este módulo.

Para poder estudiar mejor la categorı́a de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.2, definimos una Z-graduación en Q(2)

1 , dada por:

deg(x) =

{
1, si x = a,d,g, j
0, en otro caso
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Esta Z-graduación induce una Z-graduación en el álgebra completa de cami-
nos C〈〈Q(2)〉〉. Con respecto a esta Z-graduación, el potencial S(2) es homogéneo,
ası́ como las derivadas cı́clicas en (3.2.2). En particular el álgebra Jacobiana P(Q(2),S(2))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar la cubierta de Galois corres-
pondiente:
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Observación 3.5. En la figura de arriba las lı́neas punteadas indican relaciones
cero, relaciones de conmutatividad ó una suma alternante de 3 que es cero. Además
de estas relaciones, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.2.3. Caso (4,4,2)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:
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S(3) = abc− ce f +hde+ i f g
−h jk+nkl− ilm−nop

Q(3) :

Figura 3.3:

Ahora veamos que 〈∂∗S(3)〉kQ(3) es un ideal admisible. Para ésto necesitamos
calcular todas las derivadas cı́clicas de S(3):

∂a(S(3)) = bc, ∂b(S(3)) = ca, ∂c(S(3)) = ab− e f ,
∂d(S(3)) = eh, ∂e(S(3)) = hd− f c, ∂ f (S(3)) = gi− ce,
∂g(S(3)) = i f , ∂h(S(3)) = de− jk, ∂i(S(3)) = f g− lm,

∂ j(S(3)) =−kh, ∂k(S(3)) = ln−h j, ∂l(S(3)) = nk−mi,
∂m(S(3)) =−il ∂n(S(3)) = kl−op ∂o(S(3)) =−pn
∂p(S(3)) =−no

(3.2.3)
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Estas derivadas cı́clicas generan a 〈∂∗S(3)〉 ⊂ kQ(3), es decir, que las derivadas
cı́clicas nos inducen relaciones en el álgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el álgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimensión finita.

Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: h
Caminos de longitud 2: eh ih y kh.
En este caso, eh = 0 y kh = 0 por las relaciones que inducen las derivadas
cı́clicas ∂d(S(3)) y ∂ j(S(3)).
Caminos de longitud 3: gih e mih.
De la derivada cı́clica ∂ f (S(3)), se sigue que: gih = ceh y de la derivada
cı́clica ∂d(S(3)) tenemos gih = ceh = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S〉.

Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: d y c.
Caminos de longitud 2: hd, bc y f c.
En este caso, bc = 0 por la relación que induce la derivada cı́clica ∂a(S(3)).
Por otro lado, tenemos que hd = f c por la relación que induce la derivada
cı́clica ∂e(S(3)).
Caminos de longitud 3: ehd = e f c, khd = k f c y ihd = i f c.
En este caso, se tiene que ehd = e f c = 0 (respectivamente khd = k f c = 0
y ihd = i f c = 0) usando las relaciones inducidas por las derivadas cı́clicas
∂d(S(3)), (respectivamente ∂ j(S(3)) y ∂g(S(3))).

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(3)〉.

El caso del vértice 3 es análogo al del vértice 2.

Caminos que comienzan en el vértice 4:
Caminos de longitud 1: a.
Caminos de longitud 2: ca y da.
En este caso, ca = 0 por la relación que induce la derivada cı́clica ∂b(S(3)).
Caminos de longitud 3: hda.
Tenemos que hda = f ca por la relación inducida por la derivada cı́clica
∂e(S(3)), luego usando la relación que induce la derivada cı́clica ∂b(S(3)),
tenemos hda = f ca = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 4 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(3)〉.

Caminos que comienzan en el vértice 5:
Caminos de longitud 1: e,k e i.
Caminos de longitud 2: ce, de, jk, nk, gi y mi.
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De las relaciones inducidas por las derivadas cı́clicas ∂ f (S(3)), ∂h(S(3)) y
∂b(S(3)) tenemos que ce = gi, de = jk y nk = mi.
Caminos de longitud 3: bce = bgi, f ce = f gi, hde = h jk, lnk = lmi y pnk =
pmi.
En este caso, bce = bgi = 0 por la relación que induce la derivada cı́clica
∂a(S(3)). Por otro lado, usando la relación que induce la derivada cı́clica
∂e(S(3)) tenemos que f ce = f gi = hde = h jk, y usando la relación inducida
por la derivada cı́clica ∂k(S(3)) tenemos que f ce = f gi = hde = h jk = lnk =
lmi. Por último, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂o(S(3)) se
tiene que pnk = pmi = 0. En resumen, solamente tenemos un camino no
cero, de longitud 3; f ce = f gi = hde = h jk = lnk = lmi.
Caminos de longitud 4: e f ce = e f gi = ehde = eh jk = elnk = elmi, k f ce =
k f gi= khde= kh jk = klnk = klmi e i f ce= i f gi= ihde= ih jk = ilnk = ilmi.
En este caso, e f ce = e f gi = ehde = eh jk = elnk = elmi = 0 porque de la
relación inducida por la derivada cı́clica ∂d(S(3)) se sigue que ehde = 0.
Además k f ce= k f gi= khde= kh jk = klnk = klmi= 0 porque de la relación
inducida por la derivada cı́clica ∂ j(S(3)) se sigue que kh jk = 0. Por último,
i f ce = i f gi = ihde = ih jk = ilnk = ilmi = 0 porque de la relación inducida
por la derivada cı́clica ∂m(S(3)) se sigue que ilnk = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 5 de longitud mayor a
3 pertenece a 〈∂∗S(3)〉.

El caso del vértice 6 es análogo al del vértice 4.

Caminos que comienzan en el vértice 7:
Caminos de longitud 1: b y f .
Caminos de longitud 2: ab, e f , k f e i f .
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(3)), podemos deducir que
ab = e f . Además de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂g(S(3)) te-
nemos que i f = 0. En resumen, solamente tenemos dos caminos de longitud
2; ab = e f y k f .
Caminos de longitud 3: cab = ce f , dab = de f , jk f y nk f .
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(3)), se sigue que cab =
ce f = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂h(S(3)), se sigue que
dab = de f = jk f . Por último, por la relación inducida por la derivada cı́clica
∂l(S(3)), se tiene que: nk f = mi f y de la derivada cı́clica ∂g(S(3)), tenemos
que nk f = mi f = 0. En resumen, solamente tenemos un camino de longitud
3: dab = de f = jk f .
Caminos de longitud 4: hdab = hde f = h jk f .
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S(3)), se sigue que hdab =
f cab y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(3)), tenemos que
hdab = f cab = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 7 de longitud mayor a
3 pertenece a 〈∂∗S(3)〉.
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El caso del vértice 8 es análogo al del vértice 7.

Caminos que comienzan en el vértice 9:
Caminos de longitud 1: g y m.
Caminos de longitud 2: bg, f g, lm y pm.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂i(S(3)), se sigue que f g = lm.
Caminos de longitud 3: abg, e f g = elm, k f g = klm, i f g = ilm y opm.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(3)), se sigue que abg =
e f g = elm. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂n(S(3)), se si-
gue que k f g = klm = opm. De la relación inducida por la derivada cı́clica
∂g(S(3)), se sigue que i f g = ilm = 0. En resumen, tenemos dos caminos de
longitud 3: abg = e f g = elm y k f g = klm = opm.
Caminos de longitud 4: cabg = ce f g = celm, dabg = de f g = delm, jk f g =
jklm = jopm y nk f g = nklm = nopm.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(3)), se sigue que cabg =
0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂h(S(3)), se sigue que
de f g = jk f g y por lo tanto, dabg = de f g = delm = jk f g = jklm = jopm.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂p(S(3)), se sigue que nk f g =
nklm = nopm = 0. En resumen, solamente hay un camino no cero de longi-
tud 4: dabg = de f g = delm = jk f g = jklm = jopm.
Caminos de longitud 5: hdabg= hde f g= hdelm= h jk f g= h jklm= h jopm.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S(3)), se sigue que hdabg=
f cabg y por la derivada cı́clica ∂b(S(3)) tenemos que hdabg = f cabg = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 9 de longitud mayor a
4 pertenece a 〈∂∗S(3)〉.

Hemos visto que todos los caminos de longitud mayor a 4 pertenecen a 〈∂∗S(3)〉,
esto nos dice que el álgebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.3, P(Q(3),S(3)), es isomorfa al álgebra de dimensión finita de 〈∂∗S(3)〉, esto por
el Lema 3.1.

Con los cálculos que acabamos de realizar podemos dar, explı́citamente, los
vectores de dimensión de los módulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

P1 =

0
0 0

1 1 1
0 0

0

, P2 =

0
0 0

1 1 0
1 1

0

, P3 =

0
1 1

1 1 0
0 0

0

,

P4 =

1
1 0

1 0 0
0 0

0

, P5 =

0
1 1

1 2 1
1 1

0

, P6 =

0
0 0

1 0 0
1 0

1

,
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P7 =

1
1 1

1 1 0
1 0

0

, P8 =

0
1 0

1 1 0
1 1

1

y P9 =

1
1 1

1 1 1
1 1

1

.

Observación 3.6. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este módulo.

Para poder estudiar mejor la categorı́a de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.3, definimos una Z-graduación en Q(3)

1 , dada por:

deg(x) =

{
1, si x = c,h, i,n
0, en otro caso.

Esta Z-graduación induce una Z-graduación en el álgebra completa de cami-
nos C〈〈Q(3)〉〉. Con respecto a esta Z-graduación, el potencial S(3) es homogéneo,
ası́ como las derivadas cı́clicas en (3.2.3). En particular el álgebra Jacobiana P(Q(3),S(3))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar su cubierta de Galois corres-
pondiente:
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Observación 3.7. En la figura de arriba, las lı́neas punteadas indican relaciones
cero. Además de las relaciones cero, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.2.4. Caso (6,3,2)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:
Ahora veamos que 〈∂∗S(4)〉 ⊂ kQ(4) es un ideal admisible. Para ésto necesita-

mos calcular todas las derivadas cı́clicas de S(4):

∂a(S(4)) = cd, ∂b(S(4)) =−ce, ∂c(S(4)) = da− eb,
∂d(S(4)) = ac, ∂e(S(4)) = f g−bc, ∂ f (S(4)) = ge,
∂g(S(4)) = e f −hi, ∂h(S(4)) =−ig, ∂i(S(4)) = kl−gh,
∂ j(S(4)) =−km, ∂k(S(4)) = li−m j, ∂l(S(4)) = ik,
∂m(S(4)) = no− jk ∂n(S(4)) = om ∂o(S(4)) = mn− pq,
∂p(S(4)) =−qo ∂q(S(4)) =−op

(3.2.4)
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S(4) = acd− ebc+ e f g− igh+
ikl−m jk+mno−qop

Q4 :

Figura 3.4:

Estas derivadas cı́clicas generan a 〈∂∗S(4)〉 ⊂ kQ(4), es decir, que las derivadas
cı́clicas nos inducen relaciones en el álgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el álgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimensión finita.

Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: e.
Caminos de longitud 2: ce y ge.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(4)), se sigue que ce = 0 y
de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂ f (S(4)), se sigue que ge = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
1 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.

El caso del vértice 2 es análogo al del vértice 1.

Caminos que comienzan en el vértice 3:
Caminos de longitud 1: a y b.
Caminos de longitud 2: da y eb.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(4)), se sigue que da = eb.
Caminos de longitud 3: cda = ceb y gda = geb.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(4)), se sigue que cda =
ceb = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂ f (S(4)), se sigue que
gda = geb = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 3 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.

Caminos que comienzan en el vértice 4:
Caminos de longitud 1: f , i y j.
Caminos de longitud 2: e f , hi, li y m j.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂g(S(4)), se sigue que e f = hi
y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂k(S(4)), se sigue que li=m j.
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Caminos de longitud 3: ce f = chi, ge f = ghi, kli = km j y oli = om j.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂b(S(4)), se sigue que ce f =
chi = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂ f (S(4)), se sigue
que ge f = ghi = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂ j(S(4)),
se sigue que kli = km j = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica
∂n(S(4)), se sigue que oli = om j = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 4 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.

El caso del vértice 5 es análogo al del vértice 3.

Caminos que comienzan en el vértice 6:
Caminos de longitud 1: c y g.
Caminos de longitud 2: ac, bc, f g, ig y jg.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂d(S(4)), se sigue que ac = 0.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S(4)), se sigue que bc = f g.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂h(S(4)), se sigue que ig = 0.
En resumen, hay dos caminos de longitud 2: bc = f g y jg.
Caminos de longitud 3: ebc = e f g y m jg.
En este caso, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(4)) se sigue
que dac= ebc= e f g y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂d(S(4))
tenemos que dac = ebc = e f g = 0. Por otro lado, la relación inducida por
la derivada cı́clica ∂k(S(4)) tenemos que: m jg = lig y de la relación inducida
por la derivada cı́clica ∂h(S(4)) tenemos que m jg = lig = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 6 de longitud mayor a
2 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.

El caso del vértice 7 es análogo al del vértice 6.

Caminos que comienzan en el vértice 8:
Caminos de longitud 1: d.
Caminos de longitud 2: cd y gd.
En este caso, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂a(S(4)) se sigue
que cd = 0.
Caminos de longitud 3: f gd, igd y jgd.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S(4)) tenemos que f gd =
bcd y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂a(S(4)) tenemos f gd =
bcd = 0. Además, igd = 0 por la relación inducida por la derivada cı́clica
∂h(S(4)). En resumen, solamente hay un camino no cero de longitud 3: jgd.
Caminos de longitud 4: m jgd.
En este caso, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂k(S(4)) se sigue
que m jgd = ligd y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂h(S(4))
tenemos m jgd = ligd = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 8 de longitud mayor a
3 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.
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Caminos que comienzan en el vértice 9:
Caminos de longitud 1: h y l.
Caminos de longitud 2: ch, gh, kl y ol.
En este caso, de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂i(S(4)) se sigue
que gh = kl.
Caminos de longitud 3: ach, bch, f gh = f kl, jgh = jkl, nol y qol.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂d(S(4)) tenemos que ach = 0.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂e(S(4)) se sigue que bch =
f gh = f kl. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂m(S(4)) se sigue
que jgh = jkl = nol. Por último, qol = 0 esto por la relación inducida por la
derivada cı́clica ∂p(S(4)). En resumen, tenemos dos caminos de longitud 3:
bch = f gh = f kl y jgh = jkl = nol.
Caminos de longitud 4: ebch = e f gh = e f kl y m jgh = m jkl = mnol.
De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(4)) tenemos que ebch =
dach y de la relación inducida por la derivada cı́clica ∂c(S(4)), se tiene que
ebch = dach = 0. De la relación inducida por la derivada cı́clica ∂k(S(4))
tenemos que m jgh = ligh y de la relación inducida por la derivada cı́clica
∂h(S(4)), se tiene que m jgh = ligh = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 9 de longitud mayor a
3 pertenece a 〈∂∗S(4)〉.

El caso del vértice 10 es análogo al del vértice 8.

Hemos visto que todos los caminos con longitud mayor a 3 pertenecen a 〈∂∗S(4)〉,
esto nos dice que el álgebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.4, P(Q(4),S(4)), es isomorfa al álgebra de dimensión finita 〈∂∗S(4)〉, esto por el
Lema 3.1.

Con los cálculos que acabamos de realizar podemos dar, explı́citamente, los
vectores de dimensión de los módulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

P1 =

0 0
1 1

0 0
0 0

0 0

, P2 =

0 0
0 0

0 0
1 1

0 0

, P3 =

1 1
1 1

0 0
0 0

0 0

, P4 =

0 0
1 1

1 1
1 1

0 0

,

P5 =

0 0
0 0

0 0
1 1

1 1

, P6 =

1 0
1 1

1 0
1 0

0 0

, P7 =

0 0
1 0

1 0
1 1

1 0

, P8 =

0 1
0 1

1 0
1 0

0 0

,
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P9 =

1 0
1 1

1 1
1 1

1 0

, y P10 =

0 0
1 0

1 0
0 1

0 1

.

Observación 3.8. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este módulo.

Para poder estudiar mejor la categorı́a de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.4, definimos una Z-graduación en Q(4)

1 , dada por:

deg(x) =

{
1, si x = a,e, i,m,q
0, en otro caso.

Esta Z-graduación induce una Z-graduación en el álgebra completa de cami-
nos C〈〈Q(4)〉〉. Con respecto a esta Z-graduación, el potencial S(4) es homogéneo,
ası́ como las derivadas cı́clicas en (3.2.4). En particular el álgebra Jacobiana P(Q(4),S(4))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar su cubierta de Galois corres-
pondiente:
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Observación 3.9. En la figura de arriba, las lı́neas punteadas indican relaciones
cero. Además de las relaciones cero, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.3. Cubiertas de Galois y álgebras iteradamente tubula-
res.

Ahora probaremos que las cubiertas de Galois de las álgebras Jacobianas que
presentamos en la sección anterior son álgebras iteradamente tubulares. Por lo largo
de la demostración, dividiremos la prueba en subsecciones, una por cada caso.

Proposición 3.1. Las cubiertas de Galois asociadas a los casos (2,2,2,2,λ ),
(3,3,3), (4,4,2) y (6,3,2), son álgebras iteradamente tubulares (en el sentido de
la Peña-Tomé [7]).
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3.3.1. Prueba del tipo tubular (2,2,2,2,λ )

Para probar que esta cubierta es un álgebra iteradamente tubular consideremos
la siguiente subcategorı́a mansa oculta de tipo tubular (2,2), revisar [26, pági-
nas 365–366]:
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Figura 3.5:

La forma cuadrática χ y la transformación de Coxeter Φ asociadas a la Figura
3.7 están dadas por las siguientes matrices:

χ =


2 0 −1 −1
0 2 −1 −1
−1 −1 2 0
−1 −1 0 2

 Φ =


−1 0 1 1
0 −1 1 1
−1 −1 1 2
−1 −1 2 1


Consideremos un módulo inescindible cuyo vector dimensión es:

u1 =
1 1
1 1

(3.3.1)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ

(
1 1
1 1

)
=

1 1
1 1

; h1 =
1 1
1 1

Observación 3.10. En este caso, hay una familia de módulos inescindibles con
este vector dimensión.

En donde h1 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en la
Figura 3.5. Debido a que la suma de la Φ-órbita del módulo con vector dimensión
en 3.3.1 es igual a h1, por la Proposición 2.1, este módulo es simple regular en
un tubo de rango 1. Después de aplicar la extensión en un punto con este módulo
obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo (2,2,2):

Observación 3.11. En la Figura 3.6 todos los cuadrados conmutan, posiblemente
por un factor λ .

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.6
están dadas por las siguientes matrices:

55



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ÁLGEBRAS ITERADAMENTE
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Figura 3.6:

χ =


2 0 −1 −1 1
0 2 −1 −1 1
−1 −1 2 0 −1
−1 −1 0 2 −1
1 1 −1 −1 2

 Φ =


−1 0 1 1 −1
0 −1 1 1 −1
−1 −1 1 2 −1
−1 −1 2 1 −1
−1 −1 1 1 −1


Consideremos el módulo cuyo vector de dimensión es:

u2 =
1 1 0
1 1

(3.3.2)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ

(
1 1 0
1 1

)
=

1 1 0
1 1

; h2 =
1 1 0
1 1

En donde h2 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en la
Figura 3.6. Debido a que la suma de la Φ-órbita del módulo con vector dimensión
en 3.3.2 es igual a h2, por la Proposición 2.1, este módulo es simple regular en
un tubo de rango 1. Después de aplicar la extensión en un punto con este módulo
obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo (2,2,2,2):
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Observación 3.12. En la Figura 3.6 todos los cuadrados conmutan, posiblemente
por un factor λ .

En la Figura de arriba encontramos la misma subcategorı́a de tipo tubular (2,2)
que en la Figura 3.5. Con esto, esta cubierta de Galois es un álgebra iteradamente
tubular, en el sentido de De la Peña-Tomé [7].
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3.3.2. Prueba del tipo tubular (3,3,3)

Para probar que esta cubierta es un álgebra iteradamente tubular consideremos
la siguiente subcategorı́a mansa oculta de tipo D̃4, que es de tipo tubular (2,2,2),
ver [26, páginas 365–366]: rr

r rr
�
�
����	 @@I

��	@@I

A
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AAK

Figura 3.7:

En la Figura 3.7, la lı́nea punteada representa una suma alternante de 3 elemen-
tos igual a 0. La forma cuadrática χ y la transformación de Coxeter Φ asociadas a
la Figura 3.7 están dadas por las siguientes matrices:

χ =


2 −1 −1 −1 1
−1 2 0 0 −1
−1 0 2 0 −1
−1 0 0 2 −1
1 −1 −1 −1 2

 , Φ =


−1 1 1 1 −1
−1 0 1 1 0
−1 1 0 1 0
−1 1 1 0 0
−2 1 1 1 0


Consideramos los siguientes módulos inescindibles con vectores de dimensión:

0
1

1 1
1

,

1
0

1 1
1

y

1
1

1 1
0

(3.3.3)

Observación 3.13. Los módulos inescindibles con estos vectores de dimensión son
únicos.

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ


0
1

1 1
1

=

1
0

0 0
0

, Φ


1
0

0 0
0

=

0
1

1 1
1

;

Φ


1
0

1 1
1

=

0
1

0 0
0

, Φ


0
1

0 0
0

=

1
0

1 1
1

;
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Φ


1
1

1 1
0

=

0
0

0 0
1

, Φ


0
0

0 0
1

=

1
1

1 1
0

; h3 =

1
1

1 1
1

;

Observación 3.14. En estas condiciones tenemos que la transformación de Coxe-
ter coincide con la traslación de Auslander-Reiten.

En donde h3 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en
la Figura 3.7. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vectores
dimensión en 3.3.3 es igual a h3, por la Proposición 2.1, estos módulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
(3,3,3):

rr rr
rr rr
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En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta de
tipo Ẽ6, la cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, páginas 365–366]
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Figura 3.8:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.8
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 0 −1 1 0 0
0 2 0 −1 0 1 0
0 0 2 −1 0 0 1
−1 −1 −1 2 −1 −1 −1
1 0 0 −1 2 0 0
0 1 0 −1 0 2 0
0 0 1 −1 0 0 2


,

58



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ÁLGEBRAS ITERADAMENTE
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Φ =



−1 0 0 1 −1 0 0
0 −1 0 1 0 −1 0
0 0 −1 1 0 0 1
−1 −1 −1 2 0 0 0
0 −1 −1 1 0 0 0
−1 0 −1 1 0 0 0
−1 −1 0 1 0 0 0


En la subcategorı́a dada por 3.8, consideramos el siguiente módulo simple con

vector de dimensión:

0 0
0 0

1
0 0

(3.3.4)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ


0 0
0 0

1
0 0

=

1 1
1 1

2
1 1

y Φ


1 1
1 1

2
1 1

=

0 0
0 0

1
0 0

; h4 =

1 1
1 1

3
1 1

En donde h4 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj con
relaciones en la Figura 3.8. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos
con vectores dimensión en 3.3.3 es igual a h4, por la Proposición 2.1, este módulo
es simple regular en un tubo de rango 2. Después de aplicar la extensión en un
punto con este módulo obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
(3,3,3):

rr rr
rr r
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En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta de
tipo D̃4, la cual es de tipo tubular (2,2,2), ver [26, páginas 365–366]

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.9
están dadas por las siguientes matrices:

χ =


2 −1 −1 −1 1
−1 2 0 0 0
−1 0 2 0 0
−1 0 0 2 0
−1 0 0 0 2

 , Φ =


−1 1 1 1 1
−1 0 1 1 1
−1 1 0 1 1
−1 1 1 0 1
−1 1 1 1 0


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Figura 3.9:

Consideramos los siguientes módulos con vectores de dimensión:

1
0

1 1
0

,

0
1

1 1
0

y

0
0

1 1
1

(3.3.5)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ


1
0

1 1
0

=

0
1

1 0
1

, Φ


0
1

1 0
1

=

1
0

1 1
0

;

Φ


0
1

1 1
0

=

1
0

1 0
1

, Φ


1
0

1 0
1

=

0
1

1 1
0

;

Φ


0
0

1 1
1

=

1
1

1 0
0

, Φ


1
1

1 0
0

=

0
0

1 1
1

; h5 =

1
1

2 1
1

.

En donde h5 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en
la Figura 3.9. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vectores
dimensión en 3.3.5 es igual a h5, por la Proposición 2.1, estos módulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
(3,3,3):
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TUBULARES.

En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta de
tipo Ẽ6, la cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, páginas 365–366]

rr
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Figura 3.10:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.10
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 0 −1 1 0 0
0 2 0 −1 0 1 0
0 0 2 −1 0 0 1
−1 −1 −1 2 −1 −1 −1
1 0 0 −1 2 0 0
0 1 0 −1 0 2 0
0 0 1 −1 0 0 2



Φ =



−1 0 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 0 1
0 0 0 −1 1 1 1
−1 0 0 −1 1 1 1
0 −1 0 −1 1 1 1
0 0 −1 −1 1 1 1


Ahora consideramos el siguiente módulo con vector dimensión:

0 1
0 1

2
0 1

, (3.3.6)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos:

Φ


0 1
0 1

2
0 1

=

1 1
1 1

1
1 1

, Φ


1 1
1 1

1
1 1

=

0 1
0 1

2
0 1

; h6 =

1 2
1 2

3
1 2

.
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TUBULARES.

En donde h6 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en la
Figura 3.10. Debido a que la suma de la Φ-órbita del módulo con vector dimensión
en 3.3.6 es igual a h6, por la Proposición 2.1, este módulo es simple regular en
un tubo de rango 2. Después de aplicar la extensión en un punto con este módulo
obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo (3,3,3):

rr
r

rr
r rr
�
�
����	 @@I

��	@@I

A
A
AAK

�

�

��

En la figura de arriba, encontramos la misma subcategorı́a mansa oculta de tipo
tubular (2,2,2,2) de la Figura 3.7. Con esto, esta cubierta de Galois es un álgebra
iteradamente tubular, en el sentido de De la Peña-Tomé [7].

3.3.3. Prueba del tipo tubular (4,4,2)

Consideremos la siguiente álgebra mansa oculta, la cual es de tipo tubular
(4,2,2), [26, páginas 365–366]:

r rr
r

rr r
@@I

@@I

@@I

@@I

��	

��	

��	

��	

Figura 3.11:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.11
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 −1 −1 0 1 0
0 2 0 −1 −1 0 1
−1 0 2 0 0 −1 0
−1 −1 0 2 0 −1 −1
0 −1 0 0 2 0 −1
1 0 −1 −1 0 2 0
0 1 0 −1 −1 0 2


,
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Φ =



−1 0 1 1 0 −1 0
0 −1 0 1 1 0 −1
−1 0 0 1 0 0 0
−1 −1 1 1 1 0 0
0 −1 0 1 0 0 0
−1 −1 0 1 1 0 0
−1 −1 1 1 0 0 0


Consideramos los siguientes módulos con vectores de dimensión:

1
1 1

1
1 1

1

, y

0
0 0

1
0 0

0

(3.3.7)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


1

1 1
1

1 1
1

=

0
0 0

1
0 0

0

, Φ


0

0 0
1

0 0
0

=

1
1 1

1
1 1

1

; h7 =

1
1 1

2
1 1

1

En donde h7 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en
la Figura 3.11. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vector
dimensión en 3.3.7 es igual a h7, por la Proposición 2.1, estos módulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiónes en un
punto con estos módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
(4,4,2):

r rrr
r

rr r
r@@I

@@I

@@I

@@I

@@I

��	

��	

��	

��	

��	

��)

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, páginas 365–366]:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.12
están dadas por las siguientes matrices:
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r rr
r

rr
r@@I

@@I

@@I��	

��	

��	

��)

Figura 3.12:

χ =



2 0 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 −1 1 −1
0 0 2 0 −1 0 0
−1 −1 0 2 0 −1 0
0 −1 −1 0 2 −1 0
0 1 0 −1 −1 2 0
0 −1 0 0 0 0 2


,

Φ =



−1 0 0 1 0 0 0
0 −1 0 1 1 −1 1
0 0 −1 0 1 0 0
−1 −1 0 1 1 0 1
0 −1 −1 1 1 0 1
−1 −1 −1 1 1 0 1
0 −1 0 1 1 −1 0


Consideramos los siguientes módulos con vectores de dimensión:

u1 =

0
1

1 0 1
0

0

y v1 =

0
0

1 0 1
1

0

(3.3.8)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


0

1
1 0 1

0
0

=

1
1

1 1 0
1

0

, Φ


1

1
1 1 0

1
0

=

0
0

0 0 0
1

1
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Φ


0

0
0 0 0

1
1

=

0
1

1 0 1
0

0

y Φ


0

0
1 0 1

1
0

=

0
1

1 1 0
1

1

Φ


0

1
1 1 0

1
1

=

1
1

0 0 0
0

0

Φ


1

1
0 0 0

0
0

=

0
0

1 0 1
1

0

.

h8 =

1
2

2 1 1
2

1

En donde h8 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj de
la Figura 3.12. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vector
dimensión en 3.3.8 es igual a h8, por la Proposición 2.1, estos módulos son simple
regulares en diferentes tubos de rango 3. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
(4,4,2):

r rr
r

rr

rr r
@@I

@@I

@@I��	

��	

��	

��)

��) ��	

@@I
PPi

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3), ver [26, páginas 365–366]:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.13
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 −1 0 −1 0
0 2 −1 0 0 −1
−1 −1 2 0 0 0
0 0 0 2 −1 −1
−1 0 0 −1 2 0
0 −1 0 −1 0 2

 , Φ =



−1 0 1 0 1 0
0 −1 1 0 0 1
−1 −1 1 0 1 1
0 0 0 −1 1 1
−1 0 1 −1 1 1
0 −1 1 −1 1 1


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��	

@@I
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PPi

Figura 3.13:

Consideramos los siguientes módulos con vectores de dimensión:

u1 =
1 1

1 1
1 1

, v1 =
0 1

0 1
0 0

y w1 =
0 0

0 1
0 1

(3.3.9)

Si aplicamos la transformación de Coxeter tenemos que:

Φ

1 1
1 1

1 1

=
1 1

1 1
1 1

; Φ

0 1
0 1

0 0

=
1 0

1 0
0 0

,

Φ

1 0
1 0

0 0

=
0 0

0 0
1 1

, Φ

0 0
0 0

1 1

=
0 1

0 1
0 0

;

Φ

0 0
0 1

0 1

=
0 0

1 0
1 0

, Φ

0 0
1 0

1 0

=
1 1

0 0
0 0

,

Φ

1 1
0 0

0 0

=
0 0

0 1
0 1

; h9 =
1 1

1 1
1 1

.

En donde h9 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en
la Figura 3.13. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vector
dimensión en 3.3.9 es igual a h9, por la Proposición 2.1, el módulo con vector
dimensión u1 es simple regular en un tubo de rango 1 y los módulos con vector de
dimensión v1 y w1 en 3.3.9 son simples regulares en diferentes tubos de rango 3.
Después de aplicar las extensiones en un punto con estos módulos obtenemos, por
[26], la siguiente álgebra tubular de tipo (4,4,2):
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En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, páginas 365–366]:

r rr r
r

r r
@@I

@@I

@@I

��	

��	

��	
PPi

Figura 3.14:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.14
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 0 0 0 −1 0
0 2 −1 −1 0 1 0
0 −1 2 0 −1 −1 0
0 −1 0 2 0 −1 −1
0 0 −1 0 2 0 0
−1 1 −1 −1 0 2 0
0 0 0 −1 0 0 2



Φ =



−1 0 0 0 0 1 0
0 −1 1 1 0 −1 0
0 −1 0 1 1 0 0
0 −1 1 0 0 0 1
0 −1 0 1 0 0 0
−1 −1 0 0 1 1 1
0 −1 1 0 0 0 0



Consideramos los siguientes módulos con vectores de dimensión:
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u1 =

1
1

0 1 1
1

0

y v1 =

0
1

0 1 1
1

1

(3.3.10)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


1

1
0 1 1

1
0

=

0
1

1 0 1
0

0

, Φ


0

1
1 0 1

0
0

=

0
0

0 0 0
1

1

,

Φ


0

0
0 0 0

1
1

=

1
1

0 1 1
1

0

; Φ


0

1
0 1 1

1
1

=

0
0

1 0 1
1

0

,

Φ


0

0
1 0 1

1
0

=

1
1

0 0 0
0

0

, Φ


1

1
0 0 0

0
0

=

0
1

0 1 1
1

1

,

h10 =

1
2

1 1 2
2

1

En donde h10 es un generador del radical de la forma cuadrática del carcaj en
la Figura 3.14. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con vector
dimensión en 3.3.10 es igual a h10, por la Proposición 2.1, los módulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 3. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo
tubular (4,4,2):

r rr rr
r

rr r
@@I

@@I

@@I@@I

@@I

��	

��	

��	

��	

��	

PPi
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En la figura de arriba encontramos la misma subcategorı́a mansa oculta de tipo
tubular (4,2,2) qué en la Figura 3.14. Con esto tenemos que la cubierta de Galois
asociada al caso (4,4,2) es un álgebra iteradamente tubular, en el sentido de de la
Peña-Tomé [7].

3.3.4. Prueba del tipo tubular (6,3,2).

Consideremos la siguiente álgebra mansa oculta, la cual es de tipo tubular
(4,2,2), [26, páginas 365–366]:

rr rrr rr
��	

��	

��	

��	@@I

@@I

@@I

@@I

Figura 3.15:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.15
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 −1 −1 0 1 0
0 2 0 −1 −1 0 1
−1 0 2 0 0 −1 0
−1 −1 0 2 0 −1 −1
0 −1 0 0 2 0 −1
1 0 −1 −1 0 2 0
0 1 0 −1 −1 0 2


,

Φ =



−1 0 1 1 0 −1 0
0 −1 0 1 1 0 −1
−1 0 0 1 0 0 0
−1 −1 1 1 1 0 0
0 −1 0 1 0 0 0
−1 −1 0 1 1 0 0
−1 −1 1 1 0 0 0


Consideremos los módulos cuyos vectores de dimensión son:

u1 =

1
1 1

1
1 1

1

, v1 =

0
0 1

1
1 0

0

y w1 =

0
1 0

1
0 1

0

(3.3.11)
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Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


1

1 1
1

1 1
1

=

0
0 0

1
0 0

0

, Φ


0

0 0
1

0 0
0

=

1
1 1

1
1 1

1

y

Φ


0

0 1
1

1 0
0

=

1
0 0

0
0 0

0

, Φ


1

0 0
0

0 0
0

=

0
1 0

1
0 1

0

,

Φ


0

1 0
1

0 1
0

=

0
0 0

0
0 0

1

, Φ


0

0 0
0

0 0
1

=

0
0 1

1
1 0

0

;

h11 =

1
1 1

2
1 1

1

En donde el vector h11 es un generador del radical de la forma cuadrática del
carcaj de la Figura 3.15. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con
vector dimensión en 3.3.11 es igual a h11, por la Proposición 2.1, el módulo con
vector dimensión u1 es simple regular en un tubo de rango 2 y los módulos con
vectores de dimensión v1 y w1 son simples regulares en el mismo tubo de rango
4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos módulos obtenemos, por
[26], la siguiente álgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):

r
r
rrr
r

rr r r
��	

��	

��	

��	

��	

��	

@@I

@@I

@@I

@@I

@@I

@@I

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,3,2), [26, páginas 365–366]:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.16
están dadas por las siguientes matrices:
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Figura 3.16:

χ =



2 0 0 −1 0 1 0 0
0 2 0 −1 −1 0 1 0
0 0 2 0 −1 0 0 1
−1 −1 0 2 0 −1 −1 0
0 −1 −1 0 2 0 −1 −1
1 0 0 −1 0 2 0 0
0 1 0 −1 −1 0 2 0
0 0 1 0 −1 0 0 2



Φ =



−1 0 0 1 0 −1 0 0
0 −1 0 1 1 0 −1 0
0 0 −1 0 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 1 0 0 0
0 −1 −1 1 1 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0 0
−1 −1 −1 1 1 0 0 0
0 −1 0 1 0 0 0 0



Consideramos los módulos cuyos vectores de dimensión son:

u1 =

0 0
1

0 0
0

0 0

y v1 =

0 0
0

0 0
1

0 0

(3.3.12)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


0 0

1
0 0

0
0 0

=

1 0
1

1 1
1

0 1

, Φ


1 0

1
1 1

1
0 1

=

0 0
0

0 0
1

0 0

,
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Φ


0 0

0
0 0

1
0 0

=

0 1
1

1 1
1

1 0

, Φ


0 1

1
1 1

1
1 0

=

0 0
1

0 0
0

0 0

;

h12 =

1 1
3

2 2
3

1 1

En donde el vector h12 es un generador del radical de la forma cuadrática aso-
ciada a la Figura 3.16. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los módulos con
vector dimensión en 3.3.12 es igual a h12, por la Proposición 2.1, los módulos con
vector de dimensión en (3.3.12) son simples regulares en el mismo tubo de rango
4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos módulos obtenemos, por
[26], la siguiente álgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):

r rrr rrr r��	

��	

��	
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En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,2,2), ver [26, páginas 365–366]:

rr rr r
��	

��	

@@I

@@I

r
r�

�

Figura 3.17:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.17
están dadas por las siguientes matrices:
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χ =



2 0 −1 −1 0 −1 0
0 2 0 −1 −1 0 −1
−1 0 2 0 0 0 0
−1 −1 0 2 0 0 0
0 −1 0 0 2 0 0
−1 0 0 0 0 2 0
0 −1 0 0 0 0 2



Φ =



−1 0 1 1 0 1 0
0 −1 0 1 1 0 1
−1 0 0 1 0 1 0
−1 −1 1 1 1 1 1
0 −1 0 1 0 0 1
−1 0 1 1 0 0 0
0 −1 0 1 1 0 0



Consideramos los siguientes módulos cuyos vectores de dimensión son:

u1 =

0
1 1

1
1 1

0

v1 =

1
1 1

0
0 0

0

y w1 =

0
0 0

0
1 1

1

(3.3.13)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


0

1 1
1

1 1
0

=

1
1 0

1
1 0

1

, Φ


1

1 0
1

1 0
1

=

0
1 1

1
1 1

0

;

Φ


1

1 1
0

0 0
0

=

0
1 0

1
0 0

0

, Φ


0

1 0
1

0 0
0

=

0
0 0

0
1 1

1

,

Φ


0

0 0
0

1 1
1

=

0
0 0

1
1 0

0

, Φ


0

0 0
1

1 0
0

=

1
1 1

0
0 0

0

;
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h13 =

1
2 1

2
2 1

1

En donde el vector h13 es un generador del radical de la forma cuadrática aso-
ciada al carcaj de la Figura 3.17. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los
módulos con vector dimensión en 3.3.13 es igual a h12, por la Proposición 2.1, el
módulo cuyo vector de dimensión es u1 (en 3.3.13) es simple regular en un tubo de
rango 2 y los módulos con vectores de dimensión v1 y w1 son simples regulares en
el mismo tubo de rango 4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos
módulos obtenemos, por [26], la siguiente álgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):rr rr r
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��	
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rr rr r
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�

��

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategorı́a mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,3,2), ver [26, páginas 365–366]:

r
r
r

rr rr r
��	

��	

@@I

@@I

�

�

��

Figura 3.18:

La forma cuadrática y la transformación de Coxeter asociadas a la Figura 3.18
están dadas por las siguientes matrices:

χ =



2 0 0 0 0 −1 0 0
0 2 0 0 0 0 −1 0
0 0 2 0 0 0 0 −1
0 0 0 2 0 −1 −1 0
0 0 0 0 2 0 −1 −1
−1 0 0 −1 0 2 0 0
0 −1 0 −1 −1 0 2 0
0 0 −1 0 −1 0 0 2


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Φ =



−1 0 0 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0 1 1 0
0 0 0 0 −1 0 1 1
−1 0 0 −1 0 1 1 0
0 −1 0 −1 −1 1 2 1
0 0 −1 0 −1 0 1 1



Consideramos los módulos cuyos vectores de dimensión son:

u1 =

0 1
1

0 1
1

0 0

y v1 =

0 0
1

0 1
1

0 1

(3.3.14)

Si aplicamos la transformación de Coxeter, tenemos que:

Φ


0 1

1
0 1

1
0 0

=

1 1
1

1 1
0

0 0

, Φ


1 1

1
1 1

0
0 0

=

0 0
1

0 1
1

0 1

,

Φ


0 0

1
0 1

1
0 1

=

0 0
0

1 1
1

1 1

, Φ


0 0

0
1 1

1
1 1

=

0 1
1

0 1
1

0 0

;

h14 =

1 2
3

2 4
3

1 2

En donde el vector h14 es un generador del radical de la forma cuadrática aso-
ciada al carcaj de la Figura 3.18. Debido a que la suma de las Φ-órbitas de los
módulos con vector dimensión en 3.3.14 es igual a h14, por la Proposición 2.1, los
módulos con vector de dimensión en (3.3.14) son simples regulares en el mismo
tubo de rango 4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos módulos
obtenemos, la siguiente álgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):
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r
r
r

rr rrr rr
��	

��	

��	

��	@@I

@@I

@@I

@@I

�

�

��

En la figura de arriba encontramos la misma subcategorı́a mansa oculta de tipo
tubular (4,2,2) que en la Figura 3.15. Con esto tenemos que la cubierta de Galois
asociada al caso (6,3,2) es un álgebra iteradamente tubular, en el sentido de de la
Peña-Tomé [7].

3.3.5. Conclusiones:

Con lo visto en las subsecciones anteriores, hemos demostrado que las cubier-
tas de Galois asociadas a los carcajes con potencial de las Figuras 3.1, 3.2, 3.3 y
3.4 son álgebras iteradamente tubulares.

Por la Proposición 2.2 ([7]), tenemos el siguiente:

Corolario 3.1. Estas álgebras iteradamente tubulares son de tipo de representa-
ción manso.

Por último, del Teorema 2.2 ([8]), podemos concluir que:

Corolario 3.2. Las álgebras Jacobianas asociadas a estos carcajes con potencial
son de tipo de representación manso.

Como estas cubiertas de Galois son álgebras iteradamente tubulares, sabemos
que su carcaj de Auslander-Reiten está formado por familias de tubos. Ya que estas
cubiertas se pueden ir construyendo por extensiones y coextensiones en un punto,
no todos los tubos son estables. De hecho, en cada caso sabemos cómo son las
familias de tubos.

En los tres casos de (2,2,2,2,λ ), encontramos que dos de los tubos de rango 2
tienen la siguiente estructura:
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En el caso (3,3,3), uno o los tres tubos de rango 3 tienen la siguiente estructura:
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En el caso (4,4,2), se tiene que los dos tubos de rango 4 son de la forma:
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o un tubo de rango 4 es estable y el otro es de la forma:

x y

x x y y

xy x y
x y xy

xy y
x

y
x

xy

xy
y
xy

y
x

xy
x

xy

y
xy

y
xy

xy
x

xy
x

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R�

���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

ppp ppp
ppp ppp
ppp ppp
ppp ppp
ppp

Y el tubo de rango 2 es estable o de la forma:
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Por último, en el caso (6,3,2), se tiene que el tubo de rango 6 es de la forma:
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y el tubo de rango 3 es estable o de la forma:
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3.4. Regiones tubulares.

De la sección anterior, sabemos que hay módulos (no todos) cuyo soporte
está en algún tubo estable. Considerando aquellos módulos cuyo soporte está en
un tubo estable (es decir, un tubo que no tiene módulos inyectivos-proyectivos)
podemos encontrar ciertas regiones de interés en nuestro análisis. A estas regiones
les llamamos regiones tubulares.

En el caso (2,2,2,2,λ ), su cubierta de Galois tiene esencialmente tres regiones
tubulares que utilizaremos en el capı́tulo 4. En la siguiente figura presentamos estas
regiones tubulares:
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4
Tipo tubular: (2,2,2,2,λ )

En este capı́tulo nos restringiremos a un álgebra de conglomerado de tipo tu-
bular (2,2,2,2,λ ), con λ 6= 0,1. Primero veremos cómo se comporta bajo ciertas
composiciones de mutaciones, para después usar esto y encontrar fórmulas que
nos describan el comportamiento de las representaciones inescindibles y sus F-
polinomios bajo estas mutaciones.

4.1. Mutaciones del carcaj con potencial.

Consideremos el siguiente carcaj Q con potencial S:

v1

v2

u2

u1

w1

w2PPi

XXy f11

f22

��>

��*
h11

h22 S = λ f11g11h11− f12g21h11 + f11g12h21− f12g22h21

+ f21g11h12− f22g21h12 + f21g12h22− f22g22h22

?

?

g11

g22

QQk
�

f12

f21

��*

��7h21

h12

?

B
BN

g12

g21

Figura 4.1:
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4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.

La matriz antisimétrica asociada a este carcaj B := BQ, (sección 1.7) es:

B =



0 0 1 1 −1 −1
0 0 1 1 −1 −1
−1 −1 0 0 1 1
−1 −1 0 0 1 1
1 1 −1 −1 0 0
1 1 −1 −1 0 0


Denotaremos por µu (respectivamente µv y µw) a la composición de mutacio-

nes: µu2 µu1 (respectivamente µv2 µv1 y µw2 µw1).

Lema 4.1. Sea x∈ {u,v,w}. Entonces µx(Q,S) y (Q,S) son equivalentes derechos.

v1
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u2

u1

w1

w2PPi
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��>

��*

?

?
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��*

��7

?

B
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u1

v1

v2 ��1

��1

ZZ}

QQk

?

?

��3
-

PPi

SSo

?

�
�


QQs��+

µx

Demostración. Por simetrı́a es suficiente estudiar el caso x = u. Primero aplicare-
mos la mutación µu1 al carcaj con potencial (Q,S). De [5], al aplicar la premutación
µ̃u1 el siguiente carcaj Q′:

v1

v2

u2

u1

w1

w2PPi

XXy f11

f22

��>

��*
h11

h22
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?

g11
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QQk
�

f12
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��*

��7h21

h12

?
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g12
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w1

w2

u2

u1

v1

v2PPi

PPi f11

f22

?

ZZ}
h∗11

h22

��>

?

g∗11

g22

HHY
�

f12f21
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?

h21

h∗12
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��


g12
g∗21

QQs��+

µu1

PPq

��1

i

l

��3
-

j

k

en donde i := [g11h11], j := [g11h12],k := [g21h11], l := [g21h12] y, denotando
S′ := µu1(S), tenemos:

S′ = λ f11[g11h11]− f12[g21h11]+ f11g12h21− f12g22h21
+ f21[g11h12]− f22[g21h12]+ f21g12h22− f22g22h22
+[g11h11]h∗11g∗11 +[g21h11]h∗11g∗21 +[g11h12]h∗12g∗11 +[g21h12]h∗12g∗21

82



4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.

Para poder aplicar la mutación µu2 , necesitamos que este carcaj con potencial
sea un carcaj reducido [5]. De acuerdo a [5, Teorema 4.6], podemos encontrar una
descomposición de la forma: (Q′,S′) = (Q′red ,S

′
red)⊕ (Q′triv,S

′
triv).

Con este fin, definimos el automorfismo de álgebras ϕ1 dado por:

ϕ1( f11) = f11− 1
λ

h∗11g∗11, ϕ1( f12) = f12 +h∗11g∗21,
ϕ1( f21) = f21−h∗12g∗11, ϕ1( f22) = f22 +h∗12g∗21,

y como la identidad en las demás flechas. Con esto tenemos:

ϕ1(S′) = λ f11[g11h11]− f12[g21h11]+ f21[g11h12]− f22[g21h12]
+ f11g12h21− f12g22h21 + f21g12h22− f22g22h22

− 1
λ

h∗11g∗11g12h21−h∗11g∗21g22h21−h∗12g∗11g12h22−h∗12g∗21g22h22

Debido a que este potencial el carcaj con potencial no es reducido, definimos
el siguiente automorfismo de álgebras ϕ2 dado por:

ϕ2([g11h11]) = [g11h11]− 1
λ

g12h21, ϕ2([g21h11]) = [g21h11]−g22h21,
ϕ2([g11h12]) = [g11h12]−g12h22, ϕ2([g21h12]) = [g21h12]−g22h22,

y como la identidad en las demás flechas. Denotamos S′′ = ϕ1(S′) y con esto tene-
mos que:

ϕ2(S′′) = λ f11[g11h11]− f12[g21h11]+ f21[g11h12]− f22[g21h12]

− 1
λ

h∗11g∗11g12h21−h∗11g∗21g22h21−h∗12g∗11g12h22−h∗12g∗21g22h22

Al final, tenemos que la mutación µu1 nos da:
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Figura 4.2:

en donde el carcaj Q′red es el de la derecha y el potencial
S1 := S′red = 1

λ
h∗11g∗11g12h21 +h∗11g∗21g22h21 +h∗12g∗11g12h22 +h∗12g∗21g22h22.

Ahora aplicamos la mutación µu2 :
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4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.
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g22PPi

?

h21

h∗12



�

��


g12
g∗21

w1

w2

u2

u1

v1

v2

ZZ}

ZZ}
h∗11

h∗22

?

?

g∗11

g∗22PPi

JJ]h∗21

h∗12

?

��


g∗12

g∗21

QQs��+

µu2

��1

��1

m

p

��3
-

n

o

en donde m := [g12h21],n := [g12h22],o := [g22h21], p := [g22h22] y
S′′′ := µu2(S1) es igual a:

S2 =
1
λ

h∗11g∗11[g12h21]+h∗11g∗21[g22h21]+h∗12g∗11[g12h22]+h∗12g∗21[g22h22]+

[g12h21]h∗21g∗12 +[g22h21]h∗21g∗22 +[g12h22]h∗22g∗12 +[g22h22]h∗22g∗22

Si utilizamos la equivalencia derecha ϕ3 dada por:

ϕ3(h∗12) =−h∗12 y ϕ3(h∗22) =−h∗22

y como la identidad en las demás flechas, tenemos:
S2 := ϕ3(S′′′) = ( 1

λ
)h∗11g∗11[g12h21]−h∗12g∗11[g12h22]+h∗21g∗12[g12h21]

-h∗22g∗12[g12h22]+h∗11g∗21[g22h21]−h∗12g∗21[g22h22]
+h∗21g∗22[g22h21]−h∗22g∗22[g22h22]

Debido a que en este caso el potencial es reducido al final tenemos que la
composición de mutaciones µu nos da:

v1

v2

u2

u1

w1

w2PPi

XXy f11

f22

��>

��*
h11

h22

?

?

g11

g22

QQk
�

f12

f21

��:

��7h21

h12

?

BBN

g12

g21

w1

w2

u2

u1

v1

v2

ZZ}

ZZ}
h∗11

h∗22

?

?

g∗11

g∗22PPi

JJ]h∗21

h∗12

?

��


g∗12

g∗21

QQs��+

µu2

��1

��1

m

p

��3
-

n

o
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

4.2. Mutaciones de representaciones

De acuerdo a lo visto en la sección anterior, si M es una representación del car-
caj (Q,S) (4.1), µx(M) es una representación del mismo carcaj, para x ∈ {u,v,w}.
El siguiente lema nos describe el comportamiento de las representaciones inescin-
dibles bajo estas mutaciones: determina el vector dimensión, la región tubular (3.4)
y la inclinación de µx(M), todo en términos de M, entre otras cosas.

Lema 4.2. Sea M una representación inescindible del carcaj con potencial (Q,S)
que solo tiene soporte en la región tubular 1. Si le aplicamos la composición de
mutaciones µu obtenemos:

a) Sea M := µu(M). M es una representación inescindible de (Q,S) con soporte
en la región tubular 3. Además, su vector dimensión se expresa en términos del
vector dimensión de M, de la siguiente manera:

c

d

b

a

e

fPPi

PPi

��>

��3

QQk
�

��1

��7

e

f

c+d−b

c+d−a

c

d

*

*

?

?

1

�

?

N

j�

µu

b) Si M tiene pendiente p
q [26, Sección 5.1] (con respecto a la región tubular 1)

entonces la pendiente de M es p
q+p (con respecto a la región tubular 3).

c) Los F-polinomios asociados a M y M están relacionados de la siguiente mane-
ra:

FM(Y ) = ya
u1

yb
u2

(
yu1

1+ yu1

)g1
(

yu2

1+ yu2

)g2

FM(Y ) (4.2.1)

donde Y = (yu1 ,yu2 ,yv1 ,yv2 ,yw1 ,yw2) y Y es la Y -semilla
Y = (ȳu1 , ȳu2 , ȳv1 , ȳv2 , ȳw1 , ȳw2) con ȳx = µu(yx).

Demostración. a) Sea M una representación de (Q,S), cuyo soporte solamente
está en la región tubular 1. Consideremos que el vector dimensión de M está dado
por la figura de arriba. De esto se sigue que a 6= 0 o b 6= 0. Supongamos que a 6= 0.
Denotamos por M′ := µu1(M).

Para calcular la mutación µu1 , debemos considerar el siguiente diagrama (sec-
ción 1.3):
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

M(1) = ka

M(3)⊕M(4) = kc⊕ kd ke⊕ k f = M(5)⊕M(6)

@
@
@
@
@@R�

�
�
�
���

�

M(α1) M(β1)

M(γ1)

Del hecho que M es una representación inescindible de la región tubular 1, se
sigue que M(β1) = 0. De aquı́ que:

kerM(β1) = ka 6= 0 (porque a 6= 0)
ImM(β1) = 0

Ya que kerM(β1) 6= 0, de [6, Lema 8.3] se tiene que ImM(β1) = kerM(γ1).
Por otro lado, la ImM(α1) = ka, de lo contrario la representación M no serı́a ines-
cindible. Esto nos dice que dimkerM(α1) = c+d−a.

De la sección 1.3, tenemos:

M′(1) :=
(

ker(M(γ1))/ Im(M(β1))
)
⊕ker(M(α1))

De acuerdo a lo visto arriba, esto nos dice que:

dimM′(1) = c+d−a.

Para calcular M := µu2(M
′) debemos tener en cuenta que la representación M′

es una representación del siguiente carcaj con potencial :

w1

w2

u2

u1

v1

v2
?

QQk
h∗11

h22

��>

?

g∗11

g22PPi

?

h21

h∗12



�

��


g12
g∗21

Figura 4.3:

en donde los morfismos M′(g22)= 0 y M′(g12)= 0. Los morfismos M′(g∗11), M′(g∗21),
M′(h∗11) y M′(h∗12) no tienen que ser calculados, sólo nos interesará saber que:(

M′(h∗11)
M′(h∗12)

)
·
(
M′(g∗11) M′(g∗21)

)
= M(γ1) (4.2.2)
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

Para calcular M = µu2(M
′) consideremos el siguiente diagrama:

M′(2) = kb

M′(3)⊕M′(4) = kc⊕ kd ke⊕ k f = M′(5)⊕M′(6)

@
@
@
@
@@R�

�
�
�
���

�

M′(α2) M′(β2)

M′(γ2)

De 4.2.2, se tiene kerM′(γ2) = kerM(γ1) = 0 y ası́(
ker(M′(γ2))/ Im(M′(β2))

)
= 0.

Por otro lado, ImM′(α2) = kb, de lo contrario M′ no serı́a una representación
inescindible. Por lo tanto, dimker(M′(α2)) = c+d−b. Es decir, de

M(2) =
(

ker(M′(γ2))/ Im(M′(β3))
)
⊕ker(M′(α2))

se tiene: dimM(2) = c+d−b. Por lo tanto, el vector dimensión de M es

e

f

c+d−b

c+d−a

c

d

*

*

?

?

1

�

?

N

b) La pendiente de M es:

− (a+b)− (c+d)
(c+d)− (e+ f )

=
p
q

Y la pendiente de M es:

− (c+d)−
(
(c+d−a)+(c+d−b)

)(
(c+d−a)+(c+d−b)

)
−(e+ f )

= − (a+b)−(c+d)(
(c+d)−(e+ f )

)
+
(
(c+d)−(a+b)

)
= p

q+p
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

c) Consideremos el siguiente diagrama:

c

d

b

a

e

fPPi

PPi

��>

��3

QQk
�

��1

��7

j�

µ1

M

e

f

b

d + c−a

c

d
?

??

I
PPi

��>
�

��


M′

Por definición, h1 = −dimM(β1) = −a y g1 = ker
(
M(γ1)

)
− a. Por el Lema

1.1, g1 = h1−h′1. Por lo tanto:

h′1 = h1−g1 =−a−g1

Del Lema 1.1 tenemos:

(1+ yu1)
−aFM(Y ) = (1+ y′u1

)−a−g1FM′(Y
′) (4.2.3)

En donde Y ′ son los coeficientes de la Y -semilla µ1(Y ,B).
Ahora mutamos en dirección 2, para esto consideremos el siguiente diagrama:

e

f

c+d−b

c+d−a

c

d

*

*

?

?

1

�

?

N

j�

µ2

M

e

f

b

d + c−a

c

d
?

??

I
PPi

��>
�

��


M′

Por definición, h′2 = −dimker
(
M(β ′2)

)
= −b, porque el morfismo M(β ′2) :

kb → ke⊕ k f es el morfismo 0. Además g′2 = ker
(
M(γ ′2)

)
− b. Por el Lema 1.1,

g′2 = h′2−h′′2 . Por otro lado, de :

h′′2 = h′2−g′2 =−b−g′2

Por otro lado, de
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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

g′2 = g2 +[b′21]+g1−b′21h1 = g2

esto porque b′21 =−b21 = 0 (ver matriz B ). Entonces h′′2 =−b−g2 Del Lema 1.1
tenemos:

(1+ yu2)
−bFM′(Y

′) = (1+ y′′u2
)−b−g2FM(Y ) (4.2.4)

En donde Y son los coeficientes de la Y -semilla µ2
(
µ1(Y ,B)

)
.

De 4.2 y 4.2 se tiene:

FM(Y ) = ya
u1

yb
u2

(
yu1

1+ yu1

)g1
(

yu2

1+ yu2

)g2

FM(Y )

4.3. Cálculo de algunos ejemplos.

En este sección utilizaremos las fórmulas que hemos obtenido para calcular los
F-polinomios de algunas representaciones inescindibles del carcaj de tipo tubular
(λ ,2,2,2,2). Para esto utilizaremos mutaciones de representaciones y las fórmulas
obtenidas en la sección anterior.

La estrategia es la siguiente: comenzando con una representación inescindible
M calcularemos su inclinación y la mutaremos tantas veces como sea necesario
hasta llegar a una representación, M, que tenga inclinación 1. Calcularemos el F-
polinomio asociado a M, FM, para ası́, por medio de las fórmulas obtenidas, calcular
el F-polinomio asociado a M, FM.

Ejemplo 4.1. Consideremos la siguiente representación inescindible M :

k2

k2

k

0

k

k

��>

��*
��:

��7

PPi

XXy
QQk

�

La inclinación de la representación M es:

−1−4
4−2

=
3
2

De acuerdo a las fórmulas de mutación 4.2.1 sabemos que si mutamos con µ4,3
y después con µ6,5 obtenemos:
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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

0

0

k

0

*

*

0

0
?

??

N

1

�

M :

R	

µ6,5

R	

µ4,3

k2

k2

k

0

k

k

>

*:

7

i

y
k

�

k

k

k

0

0

0

}

}
i

JJ]

1

:
3
-

M′ :

La representación M tiene inclinación:

−0−1
1−0

= 1

Sus subrepresentaciones son:

0
0

0 0
0 0

,

1
0

0 0
0 0

Por esto, el F-polinomio asociado a M es:

FM(U) = 1+u2, donde U = (u1,u2,u3,u4,u5,u6).

y su g-vector es:

gM =



0
−1
1
1
0
0


De 4.2.1, el g-vector de M′ es:

gM′ =



0
−1
1
1
0
0


y ası́, el F-polinomio asociado a la representación M′ está dado por

FM′(U) = (1+u6)
0(1+u5)

0FM(U)
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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

en donde

U =

(
u1(1+u5)(1+u6),u2(1+u5)(1+u6),

u3u5u6

(1+u5)(1+u6)
,

u4u5u6

(1+u5)(1+u6)
,

1
u5

,
1
u6

)
es decir,

FM′(U) = 1+u2(1+u5)(1+u6) = 1+u2 +u2u5 +u2u6 +u2u5u6

Por último, de 4.2.1, el g-vector de M′ es:

gM′ =



0
−1
−1
−1
2
2


y el F-polinomio asociado a M es

FM(U) = (1+u3)
−(−1)(1+u4)

−(−1)FM′(U ′)

en donde

U ′=
(

u1(1+u3)(1+u4),u2(1+u3)(1+u4),
1
u3

,
1
u4

,
u3u4u5

(1+u3)(1+u4)
,

u3u4u6

(1+u3)(1+u4)
,

)
es decir,

FM(U)= (1+u3)(1+u4)

(
1+u2(1+u3)(1+u4)+u2u3u4u5+u2u3u4u6+

u2u2
3u2

4u5u6

(1+u3)(1+u4)

)
que después de hacer todas las cuentas nos queda:

FM(U) = 1+u3 +u4 +u3u4 +u2 +2u2u4 +u2u2
4 +2u2u3 +4u2u3u4

+2u2u3u2
4 +u2u2

3 +2u2u2
3u4 +u2u2

3u2
4 +u2u3u4u5 +u2u2

3u4u5
+u2u3u2

4u5 +u2u2
3u2

4u5 +u2u3u4u6 +u2u2
3u4u6 +u2u3u2

4u6
+u2u2

3u2
4u6 +u2u2

3u2
4u5u6

Ejemplo 4.2. Consideremos la siguiente representación inescindible M :

k2

k3

k

k

k

k2

��>

��*
��:

��7

PPi

XXy
QQk

�
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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

La inclinación de la representación M es:

−2−5
5−3

=
3
2

De acuerdo a 4.2.1, si mutamos con µ4,3 y después con µ6,5 obtenemos:

k

0

k

k

*

*

k

0
?

??

N

1

�

M :

R	

µ6,5

R	

µ4,3

k2

k3

k

k

k

k2

>

*:

7

i

y
k

�

k

k2

k

k

k

0

}

}
i

JJ]

1

:
3
-

M′ :

La representación M tiene inclinación:

−1−2
2−1

= 1

Sus subrepresentaciones son:

0
0

0 0
0 0

,

0
0

0 1
0 0

,

0
1

0 1
0 0

,

1
0

0 1
0 0

1
1

0 1
0 0

y

1
1

1 1
0 0

Por esto, el F-polinomio asociado a M es:

FM(U) = 1+u5 +u1u5 +u2u5 +u1u2u5 +u1u2u3u5,

en donde U = (u1,u2,u3,u4,u5,u6). y su g-vector es:

gM =



0
0
0
1
−1
0


De 4.2.1, el g-vector de M′ es:

gM′ =



−1
−1
0
1
1
0


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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

y asi, el F-polinomio asociado a la representación M′ está dado por

FM′(U) =

(
u6

1+u6

)0( u5

1+u5

)
FM(U)

en donde

U =

(
u1(1+u5)(1+u6),u2(1+u5)(1+u6),

u3u5u6

(1+u5)(1+u6)
,

u4u5u6

(1+u5)(1+u6)
,

1
u5

,
1
u6

)
Después de hacer todas las cuentas llegamos a que:

FM′(U) = 1+u1 +u2 +u1u2 +u1u6 +u2u6 +u1u2u5 +2u1u2u6 +u1u2u2
6

+2u1u2u5u6 +u1u2u3u5u6 +u1u2u5u2
6 +u1u2u3u5u2

6

Por último, de 4.2.1, el g-vector de M es:

gM =



−1
−1
0
−1
2
1


y el F-polinomio asociado a M es

FM(U) = (1+u4)FM(U ′)

en donde

U ′=
(

u1(1+u3)(1+u4),u2(1+u3)(1+u4),
1
u3

,
1
u4

,
u3u4u5

(1+u3)(1+u4)
,

u3u4u6

(1+u3)(1+u4)
,

)
Después de hacer todas las cuentas nos queda:

FM(U) = 1+u1 +u2 +u4 +u1u2 +u1u3 +2u1u4 +u2u3 +2u2u4 +2u1u2u3
+3u1u2u4 +2u1u3u4 +2u2u3u4 +u1u2

4 +u2u2
4 +6u1u2u3u4

+u1u3u4u6 +u2u3u4u6 +u1u2u2
3 +3u1u2u2

4 +u1u3u2
4 +u2u3u2

4
+u1u2u3u4u5 +2u1u2u3u4u6 +3u1u2u2

3u4 +6u1u2u3u2
4 +u1u3u2

4u6
+u2u3u2

4u6 +u1u2u3
4 +u1u2u2

3u4u5 +2u1u2u2
3u4u6 +2u1u2u3u2

4u5
+4u1u2u3u2

4u6 +3u1u2u2
3u2

4 +2u1u2u3u3
4 +u1u2u3u2

4u5u6
+u1u2u3u3

4u5 +2u1u2u3u3
4u6 +2u1u2u2

3u2
4u5 +4u1u2u2

3u2
4u6

+u1u2u2
3u3

4 +u1u2u3u3
4u5u6 +2u1u2u2

3u2
4u5u6 +u1u2u2

3u3
4u5

+2u1u2u2
3u3

4u6 +u1u2u2
3u2

4u2
6 +2u1u2u2

3u3
4u5u6 +u1u2u2

3u3
4u2

6
+u1u2u2

3u3
4u5u2

6
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Ejemplo 4.3. Consideremos la siguiente representación inescindible M :

k

0

k2

k2

k

k2

��>

��*
��:

��7

?

??

BBN

La inclinación de la representación M es:

−3−4
4−1

=
1
3

De acuerdo a 4.2.1, si mutamos con µ2,1 y µ6,5 obtenemos:

k

0

k

k

*

*

k

0
?

??

N

1

�

M :

R	

µ6,5

R	

µ2,1

k

0

k2

k2

k

k2

>

*:

7

?

??

N
k

k2

k

k

k

0

}

}
i

JJ]

1

:
3
-

M′ :

De el ejemplo anterior tenemos que el g-vector de M′ es:

gM′ =



−1
−1
0
1
1
0


y el F-polinomio asociado a la representación M′ es:

FM′(U) = 1+u1 +u2 +u1u2 +u1u6 +u2u6 +u1u2u5 +2u1u2u6 +u1u2u2
6

+2u1u2u5u6 +u1u2u3u5u6 +u1u2u5u2
6 +u1u2u3u5u2

6

De 4.2.1, el g-vector de M es:

gM =



1
1
0
1
−1
−2


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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

y el F-polinomio asociado a M es

FM(U) =

(
u2

1+u2

)(
u1

1+u1

)
FM(U ′)

en donde

U ′=
(

1
u1

,
1
u2

,
u1u2u3

(1+u1)(1+u2)
,

u1u2u4

(1+u1)(1+u2)
,u5(1+u1)(1+u2),u6(1+u1)(1+u2)

)
Después de hacer todas las cuentas nos queda:

FM(U) = 1+u5 +2u6 +u1u6 +u2u6 +u2
6 +u1u2

6 +u2u2
6 ++2u5u6 +u1u2u2

6
+2u2u5u6 +2u1u5u6 +2u1u2u5u6 +u1u2u3u5u6 +u5u2

6 +2u1u5u2
6

+u2
1u5u2

6 +2u2u5u2
6 +4u1u2u5u2

6 +2u2
1u2u5u2

6 +u2
2u5u2

6
+2u1u2

2u5u2
6 +u2

1u2
2u5u2

6 +u1u2u3u5u2
6 +u2

1u2u3u5u2
6

+u1u2
2u3u5u2

6 +u2
1u2

2u3u5u2
6
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4.3. CÁLCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.
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5
Mutaciones del QP de tipo (2,2,2,2,λ ).

En este capı́tulo veremos que el carcaj con potencial asociado al tipo tubular
(2,2,2,2;λ ) es de tipo de mutación finita. En este caso en particular, que sea de tipo
de mutación finita indica que el potencial no es rı́gido, esto porque en un principio
si bien el carcaj es de tipo de mutación finita podrı́an aparecer una infinidad de
valores de λ .

En lugar de usar el carcaj de la Figura 3.1, utilizaremos el siguiente carcaj con
potencial que hace las cuentas más manejables:

1 2

4

3

5

6

�
�	

�
�
�
��

@
@R
A
A
A
AU

�
��

�
�
�
��

@
@I
A
A
A
AK

Q :
a1

a2

b1

b2

c1

c2

d1

d2

Wλ := d2c2b2a2 +d1c1b1a1 +λd2c2b1a1 +d1c1b2a2

Figura 5.1:

Este carcaj con potencial está en la clase de mutación del QP de la figura 3.1,
como veremos más adelante.

La idea para mostrar que este QP es de tipo de mutación finita, es hacer una
mutación en cada dirección posible, después, de los QP’s resultantes, revisar cuáles
son equivalentes derechos. Hecho esto, mutaremos los QP’s que no sean equiva-
lentes derechos, y repetiremos este proceso hasta que veamos que en todos los
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caminos posibles obtenemos QP’s equivalentes derechos a los que ya obtuvimos
antes.

Para facilitar la notación, denotaremos por (Q(2),W (2)) al QP resultante de
aplicar al QP (Q,W ) la mutación µ2. Ası́, el QP, (Q(5,4,2),W (5,4,2)) denota al QP
(µ5 ◦µ4 ◦µ2)[(Q,W )]. Estos carcajes, en general, son diferentes de los carcajes con
el mismo nombre que aparecen en el capı́tulo 3.

En la Figura 5.2, tenemos los QP′s que resultan de aplicar al carcaj con poten-
cial , (Q,W ), las mutaciones en las direcciones: 1,2,3,4,5 y 6.

De los carcajes con potencial de la Figura 5.2, el carcaj con potencial
(Q(1),W (1)

λ
) es equivalente derecho del carcaj con potencial (Q(2),W (2)

λ
); el carcaj

con potencial (Q(3),W (3)
λ

) es equivalente derecho del carcaj con potencial

(Q(6),W (6)
λ

) y el carcaj con potencial (Q(4),W (4)
λ

) es equivalente derecho del carcaj

con potencial (Q(5),W (5)
λ

).

Debido a esto sólo debemos mutar a los carcajes con potencial (Q(1),W (1)
λ

),

(Q(3),W (3)
λ

) y (Q(4),W (4)
λ

) en todas las direcciones, a excepción de 1, 3 y 4, res-
pectivamente.

Observación 5.1. En realidad no tenemos que hacer las mutaciones del carcaj con
potencial (Q(4),W (4)

λ
): basta con notar que el carcaj con potencial (Q(4),W (4)

λ
) es

equivalente derecho a (Q(3),W (3)
1
λ

). Por esto, al calcular las mutaciones del carcaj

con potencial (Q(3),W (3)
1
λ

) tendremos las mutaciones de (Q(4),W (4)
λ

) con tan solo

hacer los cambios correspondientes en el potencial.

Mutaciones del carcaj con potencial (Q(1),W (1)
λ

):
En la Figura 5.3 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar este

carcaj con potencial en las direcciones 2,3,4,5 y 6:
En este caso, los carcajes con potencial (Q(3,1),W (3,1)

λ
) y (Q(5,1),W (5,1)

λ
) son

equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q,Wλ ), que es con el que iniciamos
(Figura 5.1). Los carcajes con potencial (Q(2,1),W (2,1)

λ
), (Q(4,1),W (4,1)

λ
) y (Q(6,1),W (6,1)

λ
)

son equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q,W 1
λ

) y por esta razón no es
necesario calcular las mutaciones de ninguno de estos carcajes con potencial , en
ninguna dirección.

Mutaciones del carcaj con potencial (Q(3),W (3)
λ

):
En la Figura 5.4 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar al

carcaj con potencial (Q(3),W (3)
λ

) en las direcciones: 1, 2, 4, 5 y 6
En este caso el carcaj con potencial (Q(1,3),W (1,3)) es equivalente derecho del

carcaj con potencial (Q(4),W (4)
λ

) y el carcaj con potencial (Q(2,3),W (2,3)) es equi-

valente derecho del carcaj con potencial con potencial (Q(3),W (3)
λ

).

Los carcajes con potencial (Q(5,3),W (5,3)
λ

) y (Q(6,3),W (6,3)
λ

) son equivalentes
derechos de los carcajes con potencial (Q,W1−λ ) y (Q,W λ

λ−1
). respectivamente.
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Por esto, en este caso sólo hay que calcular las mutaciones del carcaj con potencial
(Q(4,3),W (4,3)

1
λ

).

Mutaciones del carcaj con potencial (Q(4,3),W (4,3)
λ

):
En la Figura 5.5 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar al

carcaj con potencial (Q(4,3),W (4,3)
λ

) en las direcciones: 1, 2, 3, 5 y 6

En este caso los carcajes con potencial (Q(1,4,3),W (1,4,3)
λ

) y (Q(2,4,3),W (2,4,3)
λ

)

son equivalentes derechos del carcaj con potencial (Q(4,3),W (4,3)
λ

).

El carcaj con potencial (Q(3,4,3),W (3,4,3)
λ

) es equivalente derecho del carcaj con

potencial (Q(3),W (3)
λ

). Por último, los carcajes con potencial (Q(5,4,3),W (5,4,3)
λ

) y

(Q(6,4,3),W (6,4,3)
λ

) son equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q(3),W (3)
1
λ

).

Por último, en la Figura ??, presentamos una lista completa de los QP’s en la
clase de mutación de (Q,Wλ ), salvo permutación de los vértices:

En la Figura ??, para cada uno de los carcajes, θ toma cada uno de los siguien-
tes valores:

λ , 1
λ
,1−λ , 1

1−λ
, λ

λ−1 ,
λ−1

λ
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λ
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Figura 5.2:
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Q(2,1) : a1
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c1
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d1
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W (2,1) := d2c2b2a2 +d1c1b1a1
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Figura 5.3:
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Figura 5.4:
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Soc., Zürich, 2011.

[21] B. Keller: Cluster algebras and derived categories. Derived categories in al-
gebraic geometry, 123–183, EMS Ser. Congr. Rep., Eur. Math. Soc., Zürich,
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