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Introduccion

Las algebras de conglomerado fueron introducidos por Fomin y Zelevinsky en
[13] alrededor de 2001 como una herramienta combinatoria para estudiar cuestio-
nes relacionadas con positividad total y bases candnicas duales en teoria de Lie. Al
poco tiempo se descubrié que el mismo tipo de estructuras aparece en muchas 4reas
de matematicas, aparentemente no relacionados. Nos limitamos aqui a mencionar
brevemente algunos ejemplos: dindmica de ondas en aguas de poco profundidad
[22], [23], teoria de Teichmiiller superior [11], invariantes de Donaldson-Thomas
no conmutativas [24], [25] y el articulo panordmico [20], teorias de campos cuanti-
zados [1], y representaciones de carcajes con relaciones [6] y el articulo panorami-
co [21].

Cabe destacar que en los 15 afios desde su descubrimiento en 2001, se han
subido al servidor arXiv casi 800 preprints relacionados con dlgebras de conglo-
merado, ver el portal sobre dlgebras de conglomerado de S. Fomin
http://www.math.Isa.umich.edu/ fomin/cluster.html.

En particular, la conexidén entre representaciones de carcajes con relaciones y
algebras de conglomerado antisimétricas resulté muy fructifera. Por ejemplo, el es-
tudio de 4lgebras Jacobianas y sus mutaciones en [5] permiti6 a Derksen-Weyman-
Zelevinsky demostrar en [6] muchas conjeturas de una naturaleza aparentemente
combinatoria sobre 4dlgebras de conglomerado en el caso antisimétrico.

Recordemos que las dlgebras de conglomerado de tipo finito son aquellas que
tienen un ndmero finito de variables de conglomerado. Estas fueron clasificadas por
Fomin y Zelevinsky en [14] en términos de diagramas de Dynkin. Cabe mencionar
que en el caso finito las variables de conglomerado estan parametrizadas por raices
casi positivas. En el caso antisimétrico, Caldero y Keller descubrieron la estrecha
conexién con representaciones de carcajes de tipo Dynkin y lograron asi demostrar
varias conjeturas de Fomin y Zelevinsky en este caso (tipo finito y antisimétrico).
Para esta conexion la siguiente observacion, aparentemente ingenua, es crucial:
las matrices antisimétricas estdn en correspondencia natural con los carcajes sin
2-ciclos orientados. Usaremos esta correspondencia en lo siguiente muchas veces.

El siguiente caso a estudiar son las dlgebras de conglomerado finitas bajo muta-
cién. Esto significa que la parte principal de su matriz de intercambio se encuentra
en una clase de mutacién con un nimero finito de elementos. Obviamente todas
las matrices antisimetrizables de tamafio 2 X 2 pertenecen a esta clase. Felikson,
Shapiro y Tumarkin lograron una clasificacién completa: en [9] para el caso anti-
simétrico y en [10] para el caso general. Recordemos brevemente el resultado para
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el caso antisimétrico y conexo de rango mayor a tres: salvo 11 clases de mutacién
excepcionales, este caso estd cubierto precisamente por las matrices que provienen
de triangulaciones etiquetadas de superficies orientables con puntos marcados [12].
Los casos excepcionales son esencialmente ligados a los diagramas de Dynkin de
tipo E: son las clases de mutacion de tipo E, (tipo finito), E6777g (tipo afin), Eé{;}g (ti-
po eliptico) mas dos carcajes excepcionales Xg y X7. En [19] se exploré la relacion
entre dlgebras de conglomerado finitas bajo mutacion y el tipo de representacién
de los carcajes correspondientes con un potencial no degenerado, o en otras pala-
bras con las dlgebras Jacobianas correspondientes. Resulta, que salvo muy pocas
excepciones, tales dlgebras Jacobianas son mansas si y solamente si la matriz anti-
simétrica es finita bajo mutacién. Ademads en este caso el potencial no degenerado
es Unico salvo equivalencia derecha débil, salvo unas pocas excepciones. El pre-
sente trabajo es una contribucién importante a este resultado.

Se analizan a fondo los carcajes con potencial asociados a las clases de mu-
taciéon Eéyg y Dgl’l) correspondientes a sistemas de raices de tipo eliptico. Estos
cuatro casos estdn estrechamente ligados a las dlgebras tubulares de Ringel y no
encajan en un esquema general. En los primeros tres casos es muy fécil de ver que
para cada carcaj en una de estas clases de mutacién hay un dnico potencial no de-
generado salvo equivalencia derecha, [19, Lem. 9.5]. Verificamos explicitamente
para un representante en cada una de estas tres clases, que el dlgebra Jacobiano co-
rrespondiente tiene una cubierta de Galois que es iteradamente tubular en el sentido
de de la Pefia y Tomé [7] de tipo tubular (3,3,3), (4,4,2) y (6,3,2) respectivamen-
te. Consecuentemente estas dlgebras son mansas y obtenemos un cuadro preciso
de su carcaj de Auslander-Reiten. En el caso Dgl’l), que corresponde a las triangu-
laciones de una esfera con cuatro pinchaduras, existe una familia de un pardmetro
de potenciales no degenerados. Estudiamos a detalle como se comportan estos po-
tenciales bajo mutacidén, y verificamos nuevamente que las dlgebras Jacobianas
correspondientes permiten una cubierta de Galois que es iteradamente tubular, de
tipo (2,2,2,2) en este caso. Es notable que asi cubramos de cierta forma los cuatro
tipos de dlgebras de tipo tubular descubiertos por Ringel.

En el Capitulo 1 presentamos los conceptos y resultados principales de carca-
jes con potencial y dlgebras de conglomerado que necesitaremos en este trabajo.
Iniciamos con el concepto de dlgebra completa y potenciales para poder hablar de
carcajes con potencial. Definimos las representaciones de carcajes con potencial
y sus mutaciones, y presentamos el Lema [6, Lema 5.2] que establece el compor-
tamiento entre las representaciones de carcajes con potencial y las mutaciones de
éstos. Siguiendo a [6] definimos los F-polinomios y g-vectores asociados a las re-
presentaciones de carcajes con potencial. En la seccién 1.4 definimos las dlgebras
de conglomerado, y los F-polinomios y g-vectores de variables de conglomera-
do. Por tltimo, presentamos el Teorema [6, Teorema 5.1] que relaciona estos dos
conceptos y calculamos algunos ejemplos.

En el Capitulo 2 presentamos lo referente a dlgebras tubulares. Comenzamos
con la matriz de Cartan, forma bilineal de Ringel, forma cuadrética de Euler y

2
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transformacién de Coxeter. En la seccién 1.5 presentamos el Teorema [26, Teore-
ma 3.2], que establece la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de un dlgebra
tubular. En la seccién 2.5, de [7], presentamos el concepto de dlgebra iteradamente
tubular y el Teorema [7, Teorema 2.3] que demuestra que estas dlgebras son de tipo
de representacion manso. En la seccién 2.6 introducimos las cubiertas de Galois de
una k-categoria ([17]) y presentamos un Teorema de Dowbor-Skowronski [8] en
donde dan condiciones para poder concluir que una k-categoria es mansa a partir
de que su cubierta de Galois es mansa y viceversa.

En el Capitulo 3 estudiamos cuatro dlgebras Jacobianas asociadas a cuatro car-
cajes con potencial. Estos carcajes son representantes de las tres clases de mutacion
de tipo eliptico Eq(] ’”,q =6,7,8y Dgl D ([3]). En la seccién 3.1 presentamos el Le-
ma 3.1, que en nuestra situacion nos da un isomorfismo entre el ’4lgebra Jacobiana
simplificada”( Seccién 3.1) y el dlgebra Jacobiana, definida por Derksen-Weyman-
Zelevinski [5]. En la seccion 3.2 comprobamos que las dlgebras Jacobianas de cada
uno de estos 4 carcajes con potenciales son dlgebras de dimension finita y encon-
tramos la cubierta de Galois de cada una de éstas. En la seccién 3.3 probamos que
estas cubiertas de Galois son dlgebras iteradamente tubulares (en el sentido de [7])
y por tanto de tipo de representaciéon manso (Proposicién 2.2). Por tltimo, por el
Teorema 2.2, concluimos que las dlgebras Jacobianas son de tipo de representa-
cién manso y describimos la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de éstas.
Presentamos estos resultados en [18].

En el Capitulo 4 estudiamos el comportamiento de ciertas parejas de mutacio-
nes en el carcaj de tipo (2,2,2,2,4), con A ¢ k\ {0,1}. Encontramos férmulas
que describen la relacién entre los F'-polinomios de representaciones de este carcaj
con potencial y la mutacion de éstos. Estas formulas simplifican el calculo de los
F-polinomios. En la dltima seccién de este capitulo presentamos algunos calculos,
para ejemplificar la utilidad de estas formulas.

En el Capitulo 5 comprobamos, con un célculo explicito, que el carcaj con po-
tencial de tipo (2,2,2,2, 1) es de tipo de mutacion finito. En este caso, ya sabiamos
que el carcaj es de tipo de mutacidn finito, pero al aplicar las mutaciones regresa-
mos al mismo carcaj pero con un paramétro distinto. Lo interesante estd en que
s6lo hay un ndmero finito de estos potenciales.
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Carcajes con potenciales y dlgebras de
conglomerado.

1.1. Algebras Jacobianas.

En esta seccién revisaremos brevemente la definicion de dlgebras Jacobianas,
carcajes con potencial y mutaciones de carcajes con potencial. Aunque la fuente
original de estos conceptos es [5], usaremos el enfoque y la notacién de [19].

Un carcaj es un cuadruplo Q := (Qy, 01,s,t) en donde Qp y Q) son conjuntos
finitos y s y ¢ son funciones de Qp a Q1. A los elementos de Qg los llamaremos
vértices y a los elementos de Qy, flechas. Dado & € O, s(@) y t() son el vértice
inicial y final de &, respectivamente, esto es, podemos visualizar a & de la siguiente
manera: 7(ct) <= s(ct). En adelante, para referirnos a un carcaj s6lo nos referiremos
a 0, en vez de mencionar el cuadruplo.

Un camino en Q, es una sucesion de flechas ooy . .. a,, en donde s(o;) =
t(011), para toda i = 1,2,...,n— 1. Diremos que 0 ;... Q, es un camino de
longitud n,y que s(a ... 0;) =s(a,) yt(aion...o,) =t(ay). Asociado a cada
vértice i € Qp tenemos, por definicion, el camino trivial, e;, que es un camino de
longitud cero que cumple: s(e;) = t(e;) = i. Un ciclo de longitud n en Q, es un
camino Q0 ... 0, tal que (o) = s(,). Un carcaj es aciclico si no tiene ciclos y
es 2-aciclico sino contiene ciclos de longitud 2.

La C-dlgebra de caminos de Q, CQ, es la C-adlgebra que como C-espacio vec-
torial tiene una base indexada por todos los caminos de Q y en donde la multipli-
cacion de los vectores base estd dada por concatenacion, es decir, si ;0 ... 0 Y
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B1B5 ... B son dos caminos en Q, entonces

0 sis(ay) #t(Br);

(alaZ---an)(ﬁIBZ-'-ﬁm) = {alaZ-“anB]ﬁZ---ﬁm si S((Xn> :t(ﬁ1>

Ahora definiremos el dlgebra completa de caminos de Q, C{(Q)). Para cada
m € N, sea CQ,, el C-espacio vectorial cuya base estd indexada por el conjunto de
los caminos de longitud m de Q. Como C-espacio vectorial

C{o) =1 COom

m>0

en donde la multiplicacién de CQ se extiende de forma natural a la multiplicacién
de C((Q))-

Por dltimo, para definir el dlgebra completa, nos hace falta definir la topologia.
Sea

m:= HCQm

m>1

el ideal generado por las flechas en C{(Q)). Las potencias de m estan dadas por:

m":= [] COn

m>n

En C((Q)) definimos la fopologia m-ddica, esto es, las potencias de m forman
un sistema bdasico de vecindades abiertas del 0. Ademds, la cerradura de un sub-
conjunto U C C((Q)), esta dada por

U:=\U+m"

n>0

Sea C((Q))¢yc 1a completacion del subespacio de C((Q)) generado por todos los
ciclos en Q. Un potencial en Q, es un elemento de C((Q))¢yc, s decir, S, es una
combinacién lineal (posiblemente infinita) de ciclos en Q. Consideraremos a los
potenciales salvo equivalencia ciclica, esto es: decimos que dos potenciales S'y S’
son ciclicamente equivalentes si S — S’ yace en la cerradura del espacio generado
por todos los elementos de la forma o ...0; — 0 ... g0, donde ¢ ... 0ty es un
ciclo.

Decimos que el par (Q,S) es un carcaj con potencial o simplemente QP, si
satisface las siguientes condiciones:

» El carcaj Q no tiene lazos;

= No hay dos ciclos ciclicamente equivalentes que aparezcan en la descompo-
sicién de S.

En caso de que el carcaj Q sea 2-aciclico, diremos que el carcaj con potencial (Q, S)
es 2-aciclico.
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Para cada a € Q;, Derksen, Weyman y Zelevinsky [5, Definicién. 3.1], defi-
nieron un mapeo lineal y continuo d, : C{(Q))cye — C({(Q)), llamado la derivada
ciclica, que actua en ciclos de la siguiente manera:

A = Y ooy
p:op=a
Anélogamente, para a,b € Q; tales que s(a) = t(b) se define otro mapeo lineal y
continuo, que actiia en ciclos de la siguiente manera:

abﬂ(OClOCz...OCn) = Z Opt1...0q00 ... 0p—2
pi0y_1=b,ap=a
El ideal Jacobiano asociado al potencial S, # (S), es por definicion la cerra-
dura del ideal en C{(Q)) generado por los elementos de la forma d,(S), para toda

ac Q.
El dlgebra Jacobiana de S, denotada por & (Q,S), es el dlgebra cociente:

2(0,8) :=C{Q)/ 7 (S)

En [5, Proposicion. 3.3], prueban que si Sy S’ son ciclicamente equivalentes
entonces # (S) = _Z(5)y Z(0,5) = £2(0,5).

Dado un carcaj Q, sea R := Ry la subdlgebra semisimple de C((Q)) generada
por los elementos idempotentes ej,es,...,e, de C((Q)) y A :=Ap el R-bimddu-
lo cuya base estd identificada con los elementos de Q. A través de la inclusion
canénica R — C((Q)), se puede considerar a C((Q)) como R-algebra (en un abu-
so de lenguaje ya que R no estd en el centro de C((Q))). De [5, Proposicién. 2.4]
tenemos la siguiente

Proposicion 1.1. Sean Q y Q' carcajes con el mismo conjunto de vértices, A := Ao
yA = A’Q,. Entonces todo par ((p(l), (p(2)) de homomorfismos de R-bimddulos,
e A=Ay o® A m(Q)? se extiende de una iinica manera a un homo-
morfismo continuo de R-dlgebras ¢ : C{(Q)) — C{(Q") tal que @|4 = @V + ).
Ademds, @ es un R-isomorfismo de dlgebras si y sélo si (p(l) es un isomorfismo de
R-bimdodulos.

Ejemplo 1.1. El siguiente carcaj es un ejemplo de un carcaj con potencial.

4 S=cba+deb

Este carcaj con potencial nos servird para ejemplificar los conceptos.

Ejemplo 1.2. Las derivadas ciclicas del potencial S, del Ejemplo 1.1, son:
94(S) =cb, Ih(S)=ac+de, 9.(S)=ba, 4(S)=eby (S)=bd.
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1.2. Mutaciones de carcajes con potencial.

En [5], Derksen, Weyman y Zelevinsky definen la mutacién de un carcaj con
potencial. Para poder dar la definicién primero debemos de hablar de equivalencias
derechas y premutaciones.

Sean (Q,S) y (Q',S’) dos carcajes con potencial tales que Q y Q' tienen el
mismo conjunto de vértices, es decir, tenemos que R := Ry = Ry. Diremos que un
isomorfismo v : C{(Q)) — C((Q')) de R-élgebras es una equivalencia derecha, si
v (S) y S’ son ciclicamente equivalentes. En este caso diremos que (Q,S) y (Q’,S")
son equivalentes derechos y escribimos v : (Q,S) — (Q',5).

En particular, de [5, Proposicién. 3.3, Proposicién 3.7], si y: (Q,S) — (Q',5)
es una equivalencia derecha, entonces Z(Q,S) = Z(Q',5).

Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente carcaj Q y los potenciales S1 y S»:

1
f/f‘&4 Si =bf+deb+ fgh

0: 2—2——

b S» =bf +degh
A
3

Tenemos que los carcajes con potencial (Q,S1) y (Q,S2) son equivalentes de-
rechos. La equivalencia derecha v : (Q,S1) — (Q,S») esta definida de la siguiente

manera:
b—gh, six=0D>b
y(x)={ f—de, six=f

X, €n otro caso

Si (Q,8) y (Q',S') son dos carcajes con potencial con el mismo conjunto de
vértices, podemos considerar su suma directa, (Q,S) & (Q',S') [5, Seccién. 4.1].

Dado un carcaj con potencial (Q,S), sea S® € A% la componente homogenea
de grado 2 de S. Diremos que:

a) (Q,S) es trivial si S =S y 35 = A;
b) (Q,S) es reducido si S = 0.
De [5, Proposicién. 4.5], tenemos la siguiente:

Proposicion 1.2. Sean (Q,S) y (Q',S') carcajes con potencial con el mismo con-
junto de vértices tales que (Q',S') es un carcaj trivial. Entonces las dlgebras Jaco-
bianas asociadas a (Q,S) y a (Q,S) ® (Q',S') son isomorfas.

Para el carcaj con potencial (Q,S), en [5, Seccién 4] definen la parte trivial y
la parte reducida, como los R-bimédulos dados por:

Apriv = aS(Z)’ Ared = A/aS(z)
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Los bimédulos A;,i, y Aeq definen carcajes con potenciales: (Qyiv, Siriv) ¥
(OredsSrea) respectivamente [5, Seccién 4]. En este caso, (Qyyiv,Siiy) €8 trivial y
(Qred,Srea) reducido. De [5, Teorema. 4.6] tenemos el siguiente resultado funda-
mental:

Teorema 1.1. [Spliting Theorem]

Para cada carcaj con potencial (Q,S) existe un carcaj con potencia trivial

(Qtrivs Striv) ¥y un carcaj con potencial reducido (Qyeq,Srea), tales que (Q,S) es
equivalente derecho del carcaj con potencial (Qyriv, Striv) ® (Qred Sred)-

Al carcaj con potencial (Qyiy, Siriv) se le conoce como la parte trivial de (Q, S)
mientras que el carcaj con potencial (Qeq,Sreq) s la parte reducida.

Observacion 1.1. Dado que el carcaj con potencial (Qyyiy,Siriv) es trivial, de la
Proposicion 1.2 tenemos que Z(Q,S) = P(Qred,Sred)-

Ejemplo 1.4. Del Ejemplo 1.3 consideremos el carcaj con el potencial S». En este
caso, la parte trivial y reducida se ven de la siguiente manera:

1 1
N
Orriv - 2 z 4 Orea: 2 4
N A
3 3
Striv = bf Sred = degh

Observacion 1.2. En general no es tan fdcil encontrar la parte trivial y reducida
de un carcaj con potencial como en el ejemplo anterior.

Con lo anterior, ya podemos dar la definicién de mutacién de un carcaj con
potencial. Para esto, sea (Q,S) un carcaj con potencial y k un vértice de Q que no
pertenece a ningtin 2-ciclo de Q. La premutacion de (Q,S) en k, fix(Q,S) =: (0,5)
es un carcaj con potencial definido a partir de (Q, S) por los siguientes pasos:

1) Sea Oy := {(B,a) € Q3|s(B) = k = t(c)}. Para cada par (B,&) € Qp se
afiade una nueva flecha, [Ba], tal que s([fa]) = s(a) y t([Ba]) =t(B).

2) Cada flecha o € Q; que comienza o termina en k, es reemplazada por una nueva
flecha a*, en la direccién opuesta.

3) Definimos
S:=[S]+A(Q)
en donde, [S] se obtiene de S al reemplazar cada sucesion de flechas fo € Qo k
por [Batl.

AQ):= )Y [Bala’B”
(@) =k=s(p)
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De esta manera queda definida la premutacién [i;(Q,S) del carcaj con potencial
(Q,S) enk.

Por ultimo, definimos la mutacion de (Q,S) en k, u(Q,S), como la parte redu-
cida del carcaj con potencial fi;(Q,S).

Observacion 1.3. La mutacion de carcajes con potencial estd definida hasta equi-
valencia derecha.

Ejemplo 1.5. Consideremos el carcaj con potencial del Ejemplo 1.1. Al realizar la
premutacion en 1, obtenemos el carcaj con potencial fi;(Q,S) = (Q,S), donde:

A
N

Este carcaj con potencial es el mismo del Ejemplo 1.3 (basta poner f = [ac|,g =
¢*,h = a*), entonces es equivalente derecho del carcaj con potencial (ver Ejemplo
1.3):

blac] + deb+ [ac|c*a

blac] +dec*a*

LN
N

y la parte reducida de éste (ver Ejemplo 1.4) es:

N

Qred 12 4 S~red =dec*a*

A

3

Es decir, el carcaj con potencial de arriba es la mutacionde (Q,S) en 1, 1 (Q,S) =

(Qredvgred)-

1.3. Representaciones de QP’s y sus mutaciones.

En [5], Derksen, Weyman y Zelevinsky ademas extendieron la nocién de muta-
cién a las representaciones de carcajes con potenciales. En esta seccién revisaremos

10
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brevemente la nocién de representacion de un carcaj con potencial, para después
presentar la definicién de mutacion de representaciones.

Sea (Q,S) un carcaj con potencial. Una representacion de (Q, S) esun Z(Q, S)-
moédulo de dimensién finita M. Una manera alternativa de definirlo, es decir que
M= (M(i)ier,M(a)aGQI) es una representacion del carcaj Q (ver [2, Seccién 3.1])
que se anula por el ideal m", para cierta N >> 0, y por todas las derivadas ciclicas
de S.

Ejemplo 1.6. Consideremos el carcaj con potencial (Q,S) del Ejemplo 1.1. Las de-
rivadas ciclicas del potencial S = cba+deb son: d,(S) = cb, 9 (S) = ac+de, d.(S) =
ba,dy(S) = be y 9,(S) = bd. Una representacion de este QP es M :

C
w7 N
c—4 ¢
N A

C

en donde M(a) = [1],M(b) = [0],M(c) = [1],M(d) = [-1] y M(e) = [1]. Es una
representacion porque se anula por el ideal m3 y por las derivadas ciclicas, co-
mo se comprueba a continuacion: M(c)M(b) = 0, M(a)M(c) + M(d)M(e) = 0,
M(b)M(a) =0, M(b)M(e) =0y M(b)M(d) = 0.

Sea un carcaj con potencial (Q,S). Para un vértice arbitrario k de Q definimos
los siguientes subespacios:

- M) = D M(s(a)),

oecQt(a)=k

" out) += B
o) Bw@ﬁ)—kM(t( ))

y las funciones lineales:

» M(oy): M(kin) — M(k), definida por
(ma)octezt(oc):k'_) Z M(a)(mq)

acQr:t(a)=k

= M(BY) : M(k) — M(kpy), definida por m (M(B)(m))

BeQi:s(B)=k
. M(’Yk) : M(kout) — M(kin), deﬁnida por
mpdpeoispri (X M(9pa(s))mp))
BeQ:s(B)=k ocQq:t(a)=k

11



1.3. REPRESENTACIONES DE QP’S Y SUS MUTACIONES.

M(k)
M(oy) M ()
M(kin) M('}’k) M(kuut)
Figura 1.1:

Estas definiciones dan lugar al diagrama de la Figura 1.1:

Con lo anterior ya estamos listos para definir la mutacién de representaciones.
Si M es una representacién de (Q,S), en [5] definen una representacion, fiy(M) :=
M del carcaj con potencial fix(Q,S).

Considerando el diagrama de la Figura 1.1, escojemos funciones lineales

" o : M(kiy) — ker M (i), tal que poig = idyerp(a,)» donde ig es la inclusion,
Y;

= Py M(kou) — ker M (Y;), tal que pyiy = idyerpr(y,)» donde iy es la inclusién

La representacion M := [iy(M) esta definida de la siguiente manera. Para cada
i € Q definimos:

{ M(i), sii£k
ker (M (%)) /Im (M(Bx)) ®ker (M(0y)), sii=k.

ahora definimos los morfismos:
= M([Ba]) =M(B)M(a) para todo (B, ) € Qa4

= M(y)=M(y)siye QiN0r;

M(i) =

« M(oy)= <paic;l/§)g/yk)> : M (ki) — M(k), donde M (ki) = M (kous) 'y
p :ker (M(yc)) — ker (M(%))/Im (M(oy)) es la proyeccién canénica.
» M(Bi) = (0,iq) : M(k) = M(kou), en donde M (kour) = M (kin).

Por ltimo, para definir M’ := p; (M), 1a representacion del carcaj con potencial
W (Q,S), obtenida a partir de mutar la representacion M en la direccién &, necesi-
tamos la equivalencia derecha @ : (Qred,Srea) — (0,S5) ( Teorema 1.1): Asi, en [5,
Observacién 10.3] definen: M’ :=? M. En donde:

a) M'(i) :=M(i), paratodai € (Qreq)o
b) M'(at) :=M(¢(t)), para toda & € (Oreq)1.

12
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Ejemplo 1.7. Consideremos la representacion del Ejemplo 1.6. Para el vértice k =
1, tenemos:

M(l) = (C7M(1in) = (C’M(lout) = CvM(al) = [”aM(Bl) = [1} yM(Yl) = [O]

Asf, tenemos el diagrama:

Con esto, calculamos:
kery; =C,ImB; =C y kera; =0.

Asi, M(1) =kery; /ImB; @ keroy =C/CH0=0.
Los morfismos: a* : M(1,,) — M(1) y ¢* : M(1;,) — M(1) son iguales a [0] y el
morfismo [ac] : M(1;,) — M(1,,) es igual al morfismo [1]. Es decir, tenemos:

C C
C i 0
i U N 0
c—"2—=c C C
[1] [-1] 1] [~1]
C C

1.4. F-polinomios y g-vectores.

Las nociones de F-polinomios y g-vectores fueron introducidas en [15] co-
mo herramientas combinatorias para estudiar de forma eficiente las dlgebras de
conglomerado con coeficientes. En [5] se definieron conceptos cercanamente rela-
cionados, pero en términos de representaciones de carcajes con potencial. En esta
seccion revisaremos estos conceptos siguiendo a [5] y en las secciones posterioes
revisaremos el enfoque de [15].



1.4. F-POLINOMIOS Y G-VECTORES.

Sea (Q,S) un carcaj con potencial en n vértices de tal manera que estos estdn
en correspondencia con el conjunto {1,2,...,n}. Para cada representacion M de
(Q,S) su vector dimension, denotado por dy, es:

dy = (dimM(1),dimM(2),...,dimM(n))

De la definicion se sigue que dy € Z". Para cada vector e = (ey,ez,...,e,) € N,
definimos:
Gr,(M) := {N subrepresentacion deM|dimN = e}

Este conjunto recibe el nombre de Grassmanniano de subrepresentaciones de M
con vector dimension e. En realidad, Gr,(M) es una variedad proyectiva, [5, Sec-
cién 1], lo cual se prueba observando que es una subvariedad cerrada del producto
n
de Grassmannianas HGfe,- M(i).
i=1
Denotamos por x(Gr.(M)), a la caracteristica de Euler-Poincaré [16, Sec-
cién 4.5]. Estd definida como la suma alternante de las dimensiones de los grupos
de cohomologia singular con coeficientes racionales y soporte compacto. Algunas
de las propiedades bésicas de ésta son:

= x(C) =1
= es aditiva sobre unién ajena de conjuntos constructibles.

En [6, Sec 1] para cada representacién M se define un polinomio Fj; con coe-
ficientes enteros, Fy; € Z[uy,uz,. .., uy|, de la siguiente manera:

FM(ul,uz, .. ,un) = Z%(Gre(M)) HME(i)_
e i=1

Decimos que Fjy; es el F-polinomio de M. También en [6, Seccion 1], definen un
vector con entradas enteras, gy = (g1,82,---,8n) € Z", dado por:

g := dimkery, — dimM (k).
Este vector recibe el nombre de g-vector.

Ejemplo 1.8. Calcularemos el F-polinomio de la representacion M del Ejemplo
1.6: el vector dimension de M es (1,1,1,1). Los vectores dimension de todas sus
subrepresentaciones son:

(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1),(0,1,1,1) y (1,1,1,1)

Ahora, la caracteristica de Euler de cada una las Grassmannianas es igual a uno,
esto porque cada una de estas Grassmanianas consiste de un solo punto [16, Sec-
cion 4.5]. Con esto, el F-polinomio asociado a M es:

FM(u1 ,Uz, U3, u4) =1+ ug + uzug + voug + upuzug + ujuouziy.

14
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Ahora calculemos gy, el g-vector asociado a M. Del Ejemplo 1.7 tenemos que para
el vértice 1: dimkery; = 1 y como dimM(1) = 1, entonces g; = 0.

Para el vértice 2, M(2,,;) = C?, M(2;,) = C y 35 = [11]. Por Io tanto dimker y» =
1 y como dimM (2) = 1, entonces, g» = 0.

Para el vértice 3, 3 = [0]. Asf, dimkerys = 1 y como dimM (3)= 1, entonces,
g3=0.

Por dltimo, para el vértice 4, M(4y;) = C, M(2i,) =C*> y o = [ﬂ . Por lo

tanto dimkery; = 0 y como dimM (4) = 1, entonces, g4 = —1. Con lo anterior, se
sigue que gy = (0,0,0,—1).

1.5. Algebras de conglomerado.

Ahora introducimos la nocién de dlgebra de conglomerado, necesaria para en-
tender la importancia de los F-polinomios y g-vectores. La definicién de dlgebra
de conglomerado requiere varios conceptos previos que iremos revisando poco a
poco y de manera muy breve. En este caso utilizaremos el enfoque de [15].

Un semicampo es una terna (IP,-, @), donde PP es un conjunto con dos opera-
ciones binarias: - y @, y se satisfacen las siguientes propiedades:

1) (P,-) es un grupo abeliano,
11) (P,®) es un semigrupo conmutativo,

111) La operacion binaria @, llamada suma auxiliar, es distributiva con respecto al
producto -.

Ejemplo 1.9. a) (El semicampo Universal) Por Q(uj,...,u,) denotamos al cam-
po de fracciones Quy,...,u,). Denotamos por Qg (u1,...,u,) al subconjunto
de Q(uy,...,uy,) de las fracciones que se pueden escribir de tal manera que tan-
to el numerador como el numerador no tengan susbtracciones. La terna
(Qgf(ur,...,uy),-,+) es un semicampo, en donde - y + son las operaciones
usuales de Qg7 (uy,...,u,).

En ocasiones no es tan claro cuando una fraccion pertenece a Qqf(u1, ... up).

341
wt EQs.f(u).

Por ejemplo, u* —u+1=
or ejemplo, u” —u -+ w1

b) (El semicampo tropical) Sea J un conjunto finito de indices y Trop(u; : j € J)
el grupo libre abeliano (escrito multiplicativamente) generado por u;, j € J.
Definimos la suma auxiliar, §, de la siguiente manera:

aj bj ._ min(a;.b;)
Hu j @Hu i =1 u;
J J J
Con estas operaciones, Trop(u; : j € J) es un semicampo.

15



1.5. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO.

Observacion 1.4. Si (P,-,®) es un semicampo, de [13, seccion 5] se sabe que el
grupo (P,-) es un grupo libre de torsion, de esto se sigue que su anillo de grupo,
ZP, es un dominio entero.

En el caso de que el semicampo sea un semicampo tropical, se tiene que su
anillo de grupo es el anillo de polinomios de Laurent en las variables uy, ..., u,.

Como campo ambiente para el dlgebra de conglomerado <7, consideraremos a
F = QP(uy,... uy).

Definicion 1.1. Una Y-semilla etiquetada en el semicampo &, es una pareja (y,B),
donde:

» y=(y1,...,Yn) €s una n-ada de elementos del semicampo P.

» B = (b;j) es una matriz entera de tamafio n x n, la cual es antisimétrica.
Una semilla etiquetada en .#, es una terna (X,y, B), donde:

» (y,B) es una Y -semilla etiquetada y;

» X = (xq,...,%,) es una n-ada de elementos de .7, los cuales forman un con-
junto libre generador, es decir, F = QP(xy,...,x,).

En la semilla (x,y,B), nos referiremos a: x como el conglomerado, a'’y como
los coeficientes y a B como la matriz de intercambio.
En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacion:

[x]+ := max(x,0)

-1 six<0
sgn(x) == 0 six=0
x six>0

[1,n] :={1,2,...,n}

Definicion 1.2. (Mutacion de semillas) Sean (x,y, B) una semilla etiquetada en .7
yk € [1,n]. La mutacién de semillas en direccion k, denotada por L, transforma la
semilla (x,y,B) en la semilla u(x,y,B) = (X',y',B’), donde:

a) Las entradas de la matriz B' = (b;;) estdn dadas por:

, { —bij sii=koj=k; (15.1)

ij= bij T Sgl’l(bik) [bikbkj]+ €n otro caso.

16



1.5. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO.

b) Los coeficientesy' = (¥),...,y,) estdn dados por:

1 ..
, Vi sij=k;
= j 1.5.2
g { y jy;[cbk’]+ (ye® 1) en otro caso. ( )
c¢) El conglomerado x' = (x|,...,x}) estd dado por:

= Si j # k entonces x; = x;;

= Si j =k, entonces:

AT

% e (1.5.3)

A la férmula 1.5.3 se le denomina relacion de intercambio.

Observacion 1.5. La mutacion de semillas es involutiva, esto es, [ (x',y',B') =
(x,y,B).

Denotamos por T, al drbol n-regular. Para cada vértice de T,,, enumeramos
las aristas adyacentes con éste del 1 a n, de tal manera que no haya dos aristas
coincidentes en un vértice con el mismo ndmero. Por 7 % ' denotaremos que los
vértices ¢ y ¢’ son adyacentes y que la arista que los une tiene la etiqueta k.

Ejemplo 1.10. En la figura 1.3 tenemos el drbol 3-regular:

) 7N\ )
e — 1N I3 —1y

\

17 13

Figura 1.2: T3

17
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Un patron de conglomerado es una asignacion de una semilla etiquetada ¥, =
(x¢,¥:,B;) acada vértice t € T, de tal forma si ¢ + ¢’, entonces las semillas X, y X
se obtienen una de otra, a través de la mutacién L en direccidn k.

Observacion 1.6. A los elementos de la semilla ¥, los escribiremos de la siguiente
forma:

Xy = (-xl;tv-x2;ty--'a-xn;t)
Yy = (yl;tay2;t7'-'7yn;t)

Dado un patrén de conglomerado, denotamos por:
X = Uer, % = {xig|t € Ty, 1 <i <},

a la unién de todos los conglomerados. A los elementos x;; € x les llamaremos
variables de conglomerado. El dlgebra de conglomerado </ asociada con el patrén
de conglomerado es la ZP-subalgebra de .# generada por todas las variables de
conglomerado, es decir, o7 := ZP[x].

Ejemplo 1.11. Sean =3, y una semilla etiquetada (Xo,yo,B°) donde:

1 0
BOZ -1 0 1 7X0:(x17x27x3)yy0:(y17y27y3)
0O -1 0

En el cuadro 1.1 calculamos 14 semillas: variables de conglomerado, los coeficien-
tes y las matrices de intercambio. Estas son todas las semillas salvo permutacion,
por ejemplo; siguiendo la numeracion de 1.3, las semillas correspondientes a los
vértices t7 y t;1 son la misma, salvo permutacion. Para entender mejor como estdn
relacionadas estas semillas y el porqué de la numeracién en el cuadro 1.1 conside-
ramos el diagrama de la Figura 1.3:

18



-

1.5. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO.

- 0 0
0 1 0
ex(1 D) ey ([ SUDUEL) I € (1pE) UL 20m TOEO) 1 0 0 I
T T e Wik x BUBAL i (Te U U« oo 6
0 1- 0J
-0 0]
0o - 1
H(H) _ut(oUelUeU)  L(1614) E(1®1€) C(10EE)  KDICUQIEUES | |0 1= o
[+t rex+Ex TA+ Tx LT+ Ix T T{efed o+ 1K N oK ZEEY) 0 1- 1 €l
I 0 1-
LT- I 0J
[ 0 0]
1 I- I
ex (1 oldplde) X(1914) 1914 142 (e 1014 14U Corool |
x4 ex T4 T 1Td W+ 14 TATAEX 16 7 )
I- 0 1-
LO 1 0J
[ 0 0]
u(19U) o« 2 Lol
3 *UD 1O 0 0 1
= T w e T (1 eis N I
I- 0 1
LT 1- 0J
- 0 0]
Ex(1 L) €« o0 10
U® g y 0 0 1
Trae « ke - (1@ £ ¢ O I 'S
I- 0 -
0 1 0J
- 0 0]
0 1 0
EX(1DEA) o (1 14) € 116 16 o 1 1
[+aed W+ 14 T (1o 1deC T ~c. Mv A_u S
0 - 0J
M o 0]
Ix(1014) 1€ £ O
3 *(a1® 3 D 0o 1 I
= « CEnTe e (e T 0 - 0 !
I 0 1
Lo - 0J
M o 0]
0 I 0
€x (4 Ix %8 o« 1( N W A_u 0
I 0 1-
Lo 1 0J
x £ Nm 7 ] ;

Semillas del tipo A3.

Cuadro 1.1
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e (1B UEA) (7874
X+ XA+ IxTx e ed (10%U) (10 14D 142Ap 142K
[- 1 0]
- - 0
(1) v T ex (1 14 14TAP 142LEK) [DUPUEL 1{([DUDUEL) 0o o0 I 14!
x4 Il Tx x4 Ex T+ T 1A+ Tt 1£Tqeq X8 1 0o - I
I 0 0
Li o ol
TxTxEx (1D 1A 1A TACAEA) TLTAEA)
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- o 1]
- -
X (10U) IxTx (1 14D 14L) [ (10U (10 1{P 1424 14TLEA) - 0 0 Ll
x4 Ixed x4 ex A4 T 14T 1D [VGEIEEZS (e 0 0 -
0o 0 I
Lt 1 ol
X (1K) €
[+ axed 1DUDUEL
[- 0o 0]
0o I~ 0
ey (| BUDULEL) xTrex( 1B 14D 14TAD 14T ) (1 DEA) 1£(1DUDUEL) 0o 0 I 1C
X+ Ix T+ TxTatded Txex+ Ex 1A+ I TAT4 T T TATAEA 1D 1D TP 1Al 1 o - 0
o0 I
Lo 1 ol
IXTrEx (1D 14D 1AUUD 14T EA) [FEZETE
e+ ex LA+ T TATA+ It 14T e I EILS
[- 1 0]
- 0 1
I Tx( 1@ 14@ 1474) Ix(1® 14) 1D 1P 1ATHP 14TAES 1P 1P 4L - 0 o 01
Tt ex TA+ X142k o+ 14 (1@ 1K) 74 0o I~ 0
I 0 I
lo 1 ol
- ELEL
T{edeq
[t o 0]
I - 0
(1) IxTx (16 14 147A) 28 1{(1®) oo I L
X+ ek e+ Ex T4 T 14°A I G ELS 1 0 0 1
0o 0 I
Li- 1 ol
EX (] DUD L) L
€x—+ I+ IxTxtfed DU
- 1 0
w(10H) UoEq P I
x(1 BT 1B UBTUES 0 0 I
x4 a2 Ix €A :2— U Namb [V
I 0 0
- 0 o
x N% um 7 1 ;

ipo As.

: Semillas del ti

Cuadro 1.2
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17 o

Figura 1.3: Asociahedro de tipo A3

En caso de que el semicampo P usado para definir un dlgebra de conglomerado,
sea un semicampo tropical, diremos que el dlgebra de conglomerado es de tipo
geométrico.

Diremos que un patrén de conglomerado (o un dlgebra de conglomerado) tiene
coeficientes principales en el vértice 1y, si:

P:Trop(yla"'7yn) yYIo - ()’h--w)’n)-

Observacion 1.7. Para patrones o dlgebras de conglomerado de tipo geométrico,

resulta conveniente denotar a los generadores de P por X, 1,Xy42,. .. ,Xm, es decir,
P = Trop(Xn+1,Xn+2,---,%m). Ya que los coeficientes yiy,...,yny de cada semilla
o; = (X¢,¥:,B;) son monomios de Laurent en x,11,Xp+2,...,Xm, Se definen enteros
bi;, para cada j € [1,n] y n <i<m, por:

m B
o i
Vi = H X

i=n+1

Con esto, podemos incluir a la matriz B; como una submatriz de una matriz de

tamarnio m X n:
B =(b};),(1<i<m,1<j<n)

en donde los elementos de la matriz b} ; con i > n codifican los coeficientes yj = yj;.

Si el dlgebra de conglomerado es de coeficientes principales en el vértice t,
con semilla inicial oy, (XO,yO,BO), la matriz B°, es de tamaiio 2n x n; en la parte
superior tenemos la matriz B y en la parte de abajo la matriz identidad I,,.

1.6. F-polinomios y algebras de conglomerado.

En la seccion 1.4 definimos los F-polinomios y g-vectores asociados a repre-
sentaciones de carcajes con potenciales. Ahora definiremos estos conceptos asocia-
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dos a un algebra de conglomerado. De [15, Teorema 3.7], si consideramos B% una
matriz de intercambio, el Teorema 1.2 nos da una férmula que expresa cualquier
variable de conglomerado de cualquier 4lgebra de conglomerado (con B® como
matriz de intercambio) en términos del dlgebra de conglomerado con coeficien-
tes principales que tiene a B® como matriz de intercambio. Para llegar a esto es
necesario revisar algunos conceptos previos.

Sea o7 (B®) el 4lgebra de conglomerado con coeficientes principales en el vérti-
ce ty, definido por la semilla inicial:

X, = (X1,...,%)
Yo = V1,---50m) (1.6.1)
B, = B = (b?j)

Por ser de coeficientes principales, P = Trop(yi,...,y,) y las relaciones de
intercambio de 1.5.3 son monomios en y1,...,y,. Iterando estas relaciones de in-
tercambio, cada variable de conglomerado se puede expresar ( de manera Unica)
como una funcién racional en xj,...,x, ¥ y1,...,Vs, dada por una expresioén sin

substracciones. Denotamos a esta expresion por:
X, — XBOJO . .
bt — Apy Gst(xl,---,Xn,yla---,)’n)

Sea Fy = Ffto;to € Qsr(y1,---,yn) la funcion racional que se obtiene de X, al
hacer x; = 1, para j = 1,2,...,n. Es decir:

Fé;t:Xf;t(lr"vl;ylv"'?yl’l)

Observacion 1.8. A estos polinomios se les denomina F-polinomios asociados al
dlgebra de conglomerado.

Ejemplo 1.12. Para ty, tenemos:
Xoyy=x¢ 'y Fy,=1 paratodal

Sito « t1, entonces las tnicas expresiones que cambian son Xy, ¥ Fiy,

(62K [~bPk]+
eIl +10x
Xk;tl :y L L 9 Fk;tl ZYk+1
Xk
0 1 0
Ejemplo 1.13. Sean=3,B"= |-1 0 1| y P = Trop(y1,y2,y3). En este
0 -1 0

caso, las formulas del cuadro 1.1 y cuadro 1.2 se simplifican. En los cuadros 1.3 y
1.4 tenemos a las funciones racionales X;; y Fy; para 1 < < 3. La tiltima columna
serd explicada hasta el Ejemplo 1.16.
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Cuadro 1.3: Tipo A3, funciones racionales Xy, y Fy.;.
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1.6. F-POLINOMIOS Y ALGEBRAS DE CONGLOMERADO.

De [13, Teorema. 3.1] tenemos el siguiente:

Teorema 1.2. (Fendmeno de Laurent) El dlgebra de conglomerado </ asocia-

da con la semilla (X,y,B) estd contenida en el anillo de polinomios de Laurent
ZP[xE).

En el caso de que P = Trop(yy,...,y,) se tiene la siguiente ([15, Proposicién.
3.6]):

Proposicién 1.3. Sea <7 (BY) el dlgebra de conglomerado con coeficientes princi-
pales en el vértice ty, con la semilla inicial dada por 1.6.1. Entonces:

o = L, XEy, Y]
XZ;Z € Z[leta"-vxrjl:;yla'--vyn}
F; € Zly1,- -yl

Si F es una expresion racional, en varias variables, sin substracciones en Q,

P un semicampo y uj,us,...,us, son algunos elementos de P, denotaremos por
F|p(ui,...,us) alavaluaciéon de F en uy, ..., uy.
Por ejemplo, si F(u;,up) = u% —ujus + u% € Qg (u1,u2) y P =Trop(y1,y2), enton-
3 3
_ ey
ces Flp(y1,y2) = 5% =

Teorema 1.3. Sea of el dlgebra de conglomerado sobre un semicampo arbitrario
P, con una semilla en el vértice inicial ty, dada por 1.6.1. Entonces las variables
de conglomerado de <7 se pueden expresar de la siguiente manera:

0.
XZ Jo|y(x1,,..,xn;y1, . ,yn)
0.
Fft 015(y1,- V)

i = (1.6.2)

Ejemplo 1.14. Para obtener las variables de conglomerado de la tabla 1.1 a partir
de la tabla 1.3, solamente hay que reemplazar el signo + por el signo & de la quinta
columna y dividir cada término de la cuarta columna por su contraparte de la quinta
columna.

El resultado anterior nos expresa las variables de conglomerado en términos
e los polinomios Fy;, pero hasta ahora no tenemos una manera de calcular estos
de 1 1 Fuy hasta ah t de calcul t
polinomios. De [15, Proposicidn 5.1] tenemos la siguiente:

Proposicién 1.4. Sea t +— B; = (bi;) (t € Ty) una familia de matrices de ta-

mario 2n X n asociados con el dlgebra de conglomerado </ (BO), esto es, B, es
la matriz de la observacion 1.7 y B, = wi(B,) si t & t'. Entonces los polinomios

0.
Fry = Fft Y(y1,...,yn) estdn determinados por las condiciones iniciales:
Fryy=1,(=1,...,n) (1.6.3)
y sujetos a las siguientes relaciones:
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1.6. F-POLINOMIOS Y ALGEBRAS DE CONGLOMERADO.

n Sil +# k entonces Fy.y = Fpy;
n Si{ =k entonces:
n [bilﬂlk]* n F_[b;k]Jr _|_Hn [7b:1+j,k]+ n F[*bfkh
it

i=1Y; =1 i=1Y; =11,
Fk;ﬂ _ J J 1 ] ] 1 |53
F kit

(1.6.4)

para cada aristat % t', tal que t yace en el iinico camino de ty at' en T,.

’ . . O' 7
Proposicion 1.5. Cada polinomio de Laurent Xft " es homogéneo con respecto a
la 7"-graduacion en Z[xy, ..., xE:y1,. .., y,] definida por:

deg(x;) = e;,deg(y;) = —b5
donde ey, ey, ..., e, es la base estindar de 7" y b? es la j-ésima columna de BO.
Ejemplo 1.15. Del cuadro 1.3 y cuadro 1.4, tenemos las siguientes graduaciones:

—1 —1 —1
deg(Xis)=| 1 |, deg(Xp4)={0 |, deg(Xz17)=]0
0 1 0

Observacion 1.9. Bajo esta graduacion, el dlgebra de conglomerado </ (B°) es
una 7.""-subdlgebra graduada de Z[xli, s XE3V1, -, n). Todas las variables de
conglomerado de </ (BO) son elementos homogéneos ([15, Corolario 6.2]).

Definicion 1.3. Con la notacién de la Proposicién 1.5, definimos los siguientes
vectores:
91

Bo;t . Bo;t
gru =g, = || =deg (X&t °) ez
n
A estos vectores se les llama g-vectores asociados al dlgebra de conglomerado.

Ejemplo 1.16. En la iiltima columna de los cuadros 1.3 y 1.4, se muestran los
g-vectores del tipo As.

Para presentar el siguiente Corolario, que es una reinterpretaciéon del Teorema
1.2, necesitamos la siguiente notacién:

by
H5. o — . J
Yji=D)j Hxi

1

Corolario 1.1. Las variables de conglomerado de cualquier dlgebra de conglome-
rado < (Xo,yo,B) se pueden expresar en términos de la semilla definida en 1.6.1,
por la siguiente formula:

BO;IO A A
Fy, \y(yh---,yn)x?l.__x%n

xé;t = BO.
FEl5(y1,..,v0)
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP'S.

Anéloga a la Proposicion 1.4 para calcular los polinomios F., tenemos la si-
guiente ([15, Proposicién 6.6]):

o o2, » . . ., Bo;t
Proposicion 1.6. En los términos de la Proposicion 1.4, los g-vectores g, = g,.,""
estdn determinados de manera vinica por las siguientes condiciones iniciales:

gf;l():ef(g:la"wn) (1.6.5)
y sujetos a las siguientes relaciones:
» Sil # k entonces gy = Zpy;

n Si ¢ =k entonces:

n

8k’ = —8ky T+ Z[bﬁkhgi;t - Z [bZ+j,k]+b?a (1.6.6)

i=1 j=1

para cada arista t * t', tal que t yace en el tinico camino de ty at' en T, y
por b? denotamos a la j-ésima columna de B,

Observacion 1.10. En esta seccion, dada un dlgebra de conglomerado, </ (X,y,B),
se definieron los polinomios FZ;ZO v los vectores ngo. Estos se pueden calcular (por
su definicion) a partir de los coeficientes principales, y sirven para calcular las va-
riables de dlgebras de conglomerado con coeficientes arbitrarios.

En [6, seccion 5] construyen una representacion M de un carcaj con poten-
cial no degenerado (Q,S), de tal manera que g, = gf;o y Fy = F[ﬁ;t‘), (ver [6,
Teorema 5.]]).

1.7. F-polinomios y mutaciones de QF’s.

De las secciones anteriores sabemos que si M es una representacion de (Q, S)
entonces M’ := (M) es una representacién de u(Q,S). De [6, Lema 5.2], te-
nemos como se relacionan los F-polinomios Fy; y Fyp, es decir, una manera de
calcular uno en términos del otro. En este seccidn revisaremos dicha relacion. Pa-
ra esto primero introduciremos dos conceptos necesarios y después presentaremos
este lema, que es fundamental para el presente trabajo.

Consideremos (Q,S) un carcaj con potencial 2-aciclico, con n vértices. Aso-
ciado a (Q,S) tenemos una matriz antisimétrica, By € M,,,(Z). Para cada i # j,
1 <i,j <n,laentrada b; ; de la matriz B¢ esta definida por:

b;,j := # de flechas del vértice j al vértice i - # de flechas del vértice i al vértice j.

Para cada representacion M del carcaj (Q,S), definiremos un vector, hy,. Este
vector tiene entradas enteras, es decir, hyy = (hy,hy, ..., h,) € Z", con:

hy := —dimker M (B)
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP'S.

y en donde M () es el morfismo definido en la seccién 1.3.

Ejemplo 1.17. Para el carcaj con potencial del Ejemplo 1.1, la matriz antisimétrica

asociada es:
0 1 0o -1
-1 0 -1 1
1 0o -1
1 -1 1 0

y para la representacion de este QP (Ejemplo 1.6), el vector hy; es:

hy = (0,0,0,—1)

De [6, Lema 5.2], tenemos el siguiente resultado, que describe el comporta-
miento de los F-polinomios con respecto a la mutacion de representaciones de

carcajes con potencial:

Lema 1.1. Sea (Q,S) un carcaj con potencial no degenerado, M una represen-
tacion de (Q,S) y M := w(M), para alguna k € Qq. Sea hy (respectivamente h),)
la k-ésima componente del vector hyy (respectivamente h;l;] ). Ademds supongamos

que ty * t; € T,. Entonces:

. oyl
a) Los g-vectores gf,’;o = (G1,---,0n) Y gg’f, = (g,...,9,) se relacionan de la si-

guiente manera:

g/:{ — 0k sij=k;
/ gj+ bjxlrox—bjxhe  sij#k.

ademds de que satisfacen la relacion:

Ok = hi —

b) Los F-polinomios Fyy y Fy; se relacionan de la siguiente manera:

Ok + D" Fy(y1,-..,30) = 0%+ D5 Fa (01, .., 30)

Ejemplo 1.18. Del Ejemplo 1.7, tenemos el siguiente diagrama:
C H 0
C~—"—cC C C
C C

N N
28
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1.7. F-POLINOMIOS Y MUTACIONES DE QP'S.

En el Ejemplo 1.8 calculamos el F-polinomio:

En(y1,52,¥3,94) = 1+ Y4+ Y14+ Y394+ Y1Y3y4 + Y1Y23)4

Ahora vamos a calcularlo pero usando el Lema 1.1. Las subrepresentaciones
de N son:
(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1) y (0,1,1,1).

De aqui que:
Fy(ui,uz,u3,us) = 1+ us + uzug + upuzus

el g-vector asociado a N, es:
gNn = (030707_1)

y su h-vector asociado es:
hy =(0,0,0,—1)

Del inciso a) del Lema 1.1, se tiene g; = h; — h}. Por lo tanto, h, = 0.
Usamos la matriz B, obtenida en el Ejemplo 1.17, para mutar en la direccion
k =1 y asi obtener los coeficientes:

y/ :i y/ _ yiy2
1 2 1+y17

" Vi=y3,  Ya=ya(1+y1)

del Lema 1.1 tenemos la siguiente igualdad:

L yi»
FN V1,Y2,Y3,Y4 = Fy <7 y V3, V4 1+y1
( ) =Fy oy ( )
entonces:
yiy2
Fn(y1,y2,¥3,4) = L+ya(14+y1) +y3ya(1+y1) + (1 +y1>y3y4(1 +y1)

= 1+ys+y1y4+y3y4 +Y1y3y4 +Y1Y2Y3)4

que coincide con el F-polinomio que habiamos calculado.
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Algebras tubulares y cubiertas de Galois

En este capitulo revisaremos brevemente los conceptos y resultados sobre alge-
bras tubulares y cubiertas de Galois que ocupamos en el presente trabajo. La refe-
rencia original para revisar lo relativo a las dlgebras tubulares es [26], sin embargo,
para un enfoque mds accesible se puede revisar [2], [27] y [28], que es una trilogia
sobre la teoria de representaciones de dlgebras. Al inicio de cada seccén pondremos
la referencia de cada tema.

2.1. Matriz de Cartan

Sea k un campo algebraicamente cerrado y A un k-algebra bdsica de dimen-
sion finita. En este trabajo por A-moédulo, entenderemos A-médulo a izquierda de
dimension finita, salvo que se indique lo contrario, (ver [2, Seccién II1.3])

Sean {ej,ey,...,e,} un sistema completo de idempotentes ortogonales primiti-
vos [2, Seccién 1.4] y M un A-médulo. Bajo estas hipdtesis tenemos que Me; tiene
estructura de k-espacio vectorial. Entonces definimos dim(M) := (dimg(Me;))i—
La matriz de Cartan de A, es la matriz dada por:

c1l1 ... Cin
CA = . S Mnxn(z)

Cnl .- Cun

donde cj; := dimy e ;Ae;, parai,j=1,...,n.

En este caso, las columnas de la matriz de Cartan corresponden a los vectores
de dimensién de los A-mddulos proyectivos inescindibles.

Bajo nuestras hipdtesis, el grupo de Grothendieck de A, Ko(A) , es isomorfo
a Z" [26, Seccién 2.4]. Si ademés pedimos que A sea un dlgebra de dimension
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global finita ([2, Seccién A.4]), entonces su matriz de Cartan Cy, es invertible [26,
pégina 70] y por esto, induce una Z-forma bilineal (- ,_) en Ky(A), dada por:
(x,y) =X'Cy"y,

A esta forma bilineal se le llama forma bilineal de Ringel y tiene la siguiente inter-
pretacién homoldgica:

Lema 2.1. Si X,Y son A-mddulos tales que X es de dimension proyectiva finita 6 Y
es de dimension inyectiva finita, entonces:

(dimX, dimY) = )" (—1)"Ext} (X,Y)

i>0

Definimos la caracteristica de Euler asociada al dlgebra A , x4, dada por

xa(x) = (x,x).
Por ultimo, si A es de dimensién global finita , la matriz de Coxeter de A es
la matriz ® = —C,C, ' y a su accién en Ko(A) le llamamos la transformacion de
Coxeter.

2.2. Extensiones y coextensiones en un punto

Dada A una k-dlgebra y X un A-médulo la extension en un punto de A, A[X], es
el dlgebra de matrices:

AlX) = E Afk]

con la suma ordinaria de matrices y multiplicacién:

a x| |d X| _|ad ax'+x
0 c||0 | |0 cc’
En términos de carcajes, el carcaj Qx| se obtiene del carcaj 04, al agregar un

nuevo vértice y algunas flechas (se puede leer de dimX /(rad X)) que van del nuevo
vértice al carcaj Q4. Graficamente:

Oax -
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La coextension en punto de A, [X]A, es el dlgebra de matrices:

w2

donde DX = Homy (X4, k). En este caso, el carcaj O|x)a tiene la siguiente estruc-

tura:

Oixja:

2.3. Tubos estables y algebras mansas ocultas

El concepto de dlgebra tubular juega un papel central en este trabajo. Para poder
definirlo necesitamos los conceptos de tubo estable y de dlgebra mansa oculta [26,
Seccién 4.3].

Una componente conexa T en el carcaj de Auslander-Reiten de mod-A de la
forma:

es un fubo estable si existe n € N tal que x/ = x{ 4 Para toda j € N, y para toda

i € Z (ver [26, pagina 113]). En este caso decimos que el rango de T es el minimo
d € N tal que x/ = x/,, para toda j € N, y para toda i € Z. Decimos que los B-
mddulos correspondientes a los vértices de la forma x? i € Z, son modulos simples
regulares.

Una componente conexa del carcaj de Auslander-Reiten de mod-A, se dice que
es regular si no contiene médulos poryectivos o inyectivos. Un médulo inescindi-
ble se dice que es un mddulo regular si pertenece a una componente conexa del
carcaj de Auslander-Reiten de mod-A.

Ahora, supongamos que A es una k-algebra mansa, basica, conexa, hereditaria
y de tipo de representacion-infinita.
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Observacion 2.1. Estos conceptos se pueden revisar en: mansa en [28, Seccion. XIX.3],
en [2]: bdsica en la Seccion 1.6, hereditaria en la Seccion VII. 1, conexa y tipo de
representacion-infinita en la Seccion 1.4.

Sea T un A-médulo izquierdo, preproyectivo e inclinante [26, Seccién 4.1] o [2,
Seccién VI.2]. En este caso decimos que el dlgebra B := End(47T') es una dlgebra
mansa oculta. En [26, Secciéon A.2] hay una lista de las dlgebras mansas ocultas.

En este caso, gl.dim(B) < 2. Esto nos implica que la matriz C3" codifica las
flechas y relaciones minimas de B, de la siguiente manera: la entrada (C'); ; es
igual al niimero de relaciones que comienzan en j y terminan en i menos el nimero
de flechas que comienzan en j y terminan en i.

El carcaj de Auslander-Reiten de B-mod tiene la siguiente estructura:

En donde P es la componente preproyectiva, Q la componente preinyectiva y
R son los B-mddulos regulares [26, Seccién 4.3].
Considerando a la forma cuadratica de By x € Ko(B) = Z". Diremos que:

a) xesuna raiz de g, si xz(x) = 1;
b) x es un vector radical de xp, si (x,y) + (y,x) = 0 para toda y.

Se puede probar que el conjunto de vectores radicales de g es un grupo y al rango
de este grupo le llamamos el corango de xp [2, Seccién VIL.3].

Proposicion 2.1. Sea B un dlgebra mansa oculta, entonces:

a) X tiene corango 1;

b) Si h es el uinico vector radical positivo minimo de Ky(B) con h = dimR
(para R un B-médulo regular inescindible) entonces los B-mdédulos regulares ines-
cindibles son aquellos B-mddulos inescindibles M tales que (h,dimM) = 0.

¢) dim(tM) = (dimM)®, para cualquier B-mddulo regular inescindible, don-
de 7 es la traslacion de AR.

d) Un B-médulo regular inescindible M, es simple regular si
n—1
Z (dimt'M) = h, donde n es el T-periodo de M.
i=0

Para a) y b) ver [26, Teorema 4.3 (3)]. El inciso c) se sigue de [26, Teore-
ma 2.4 (4)] ya que los A-mddulos regulares con A un algebra mansa oculta tienen
dimensién proyectiva igual a 1 [26, Teorema 3.1(5)]. d) se sigue del correspondien-
te resultado para mddulos regulares sobre algebras hereditarias al aplicar teoria de
inclinacion.
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24. Algebras Tubulares

Un dlgebra tubular es una extension de tipo tubular (2,2,2,2),(3,3,3), (4,4,2)
0 (6,3,2) ([26, paginas 171-174]) de un dlgebra mansa oculta [26, pagina 230].

Observacion 2.2. Se sabe que toda algebra tubular tiene dimension global igual
a?2, [28, Teorema 3.20].

Sean T € {(2,2,2,2),(3,3,3),(4,4,2),(6,3,2)} y A un élgebra tubular de tipo
T. Por definicién, sabemos que A es una extension de un dlgebra mansa oculta
Ap. Por otro lado, en [26, pagina 270] se prueba que toda dlgebra tubular es un
dlgebra cotubular. Lo que nos dice que el dlgebra A también es una coextension de
un algebra mansa oculta A.. [26, paginas 268-269].

Sean h, y h. los vectores radicales positivos de Ko(Ao) y Ko(A) respectiva-
mente. Para cada A-mddulo inescindible definimos:

. (ho,dimM) 4
dice(M) = ———FF——— € QU {00
indice(M) o, dimi) QU {eo}

Para cada y € Q, definimos la clase de A-médulos .7, como la clase dada
por todos aquellos A-médulos inescindibles cuyo indice es igual a y. Las clases .7,
resultan ser una IP; k-familia tubular (ver [26, pagina 181]) estable de tipo tubular,
[26, Teorema 5.2 (2)].

El siguiente teorema ([26, Teorema 5.2 (4)]) describe la estructura de A-mod.

Teorema 2.1 (Ringel). Sea A un dlgebra tubular de tipo tubular T. Entonces el
carcaj de Auslander-Reiten de A tiene las siguientes componentes: una componen-
te preproyectiva Py (la misma de Ay), para cada y € QF := {r € Q|0 < r} U {eo}
una P k-familia tubular separadora (ver [26, Seccion 3.1]) %, las cuales, a ex-
cepcion de Ty y T, son estables de tipo tubular T, y por iiltimo, una componente
preinyectiva Qw (que coincide con la de A).

Grdficamente el carcaj de Auslander-Reiten se ve de la siguiente manera:

T T Teo

En este diagrama no hay morfismos no cero que vayan de derecha a izquierda.
Ademds, para cualesquiera dos médulos inescindibles X yY tales que Hom(X,Y) #
0, se tiene que X y Y pertenecen a la misma componente 0 X € Py yY & Py, 0
XZQuo0XecT,YeETsyy<o.
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2.5. Algebras iteradamente tubulares

En esta seccién revisaremos el concepto de dlgebra iteradamente tubular intro-
ducido por De la Pefia y Tomé, y presentaremos una proposicién muy importante
para el presente trabajo. Para ahondar en el tema revisar [7].

Sea A = KQ/I un K-dlgebra basica de dimension finita, vista como un dlgebra
de caminos médulo un ideal admisible. Diremos que A’ C A es una subdlgebra
convexa, si para algtin subconjunto convexo I C Qpy e = Y, e; se tiene que A’ =
eAe.

Ahora supongamos que A tiene las subdlgebras convexas Ay, Ay, ..., Ay y
Al,A,. .. Ay tales que satisfacen las siguientes condiciones:

a) A; es un élgebra tubular paracadai=1,2,...,m.
b) A; C Ai_1NA; es un dlgebra mansa oculta paracadai=1,2,...,m

¢) A;_1 es una coextensién tubular de A; y A; es una extensién tubular de A;. Es
decir, Aj_; :j."zl [EI_J]A, y A1 :Ai[EZ’].]tJ’.':I, esto paracadai=1,2,...,m, con
Ei “ray-modulo”.

dD A=A+ M+.. .+ A,
e) Si R es un A-méddulo inescindible entonces:

= si R no es médulo proyectivo-inyectivo el supp(R) estd contenido en algin
A;.

= Si R es un mddulo proyectivo-inyectivo, entonces supp (R / soc(R)) esta con-
tenido en algtn A;.

Cumpliéndose estas condiciones, de [7], se dice que A es un algebra iterada-
mente tubular.

En esta situacién, consideremos lo siguiente. Sean Ag C A; y A1 C Ay
subdlgebras convexas y mansas ocultas tales que A; = Ag [EO+ J] ]‘) | €S una extension
tubular y A,, —Y’”“ E, 1 J]Am+ 1 una coextension tubular. Sea S C A el ideal gene-
rado por el soclo de los A-médulos inescindibles que son proyectivos-inyectivos.
De [7, Proposicién 8], tenemos la siguiente descripcion de (A/S)-mod:

(A/S)-mod=Z, v %[EJ Y

\/ < V' TV L ESTIEN] 1> VI E oy ) Tmet Y P
1€Q>0
en donde:
= ¥ es la componente preproyectiva de A,

= 7 es la familia tubular separadora de A;, parai=1,2,...,m+1,

s .7, yes lafamilia tubular separadora con indice yde A;, parai=1,2,...,my
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= 2,11 es la componente preinyectiva de A+ 1.

De [26, Seccién 2] se deriva la informacion mas detallada. En particular, A es
mansa de crecimiento exponencial y el soporte de cualquier médulo inescindible
esta contenido en A; + A;4 para alguna i.

De [7] tenemos la siguiente proposicion que serd muy importante mas adelante.

Proposicion 2.2. Si A es un dlgebra iteradamente tubular entonces A es un dlgebra
mansa.

2.6. Cubiertas de Galois

En esta seccién utilizaremos el enfoque funtorial a la teoria de representaciones
[17].

Consideraremos a las K-4lgebras como K-categorias localmente acotadas. Esto
es, si B es una K-algebra basica de dimension finita, con 1p =e; +ex+ ...+ ¢,
una descomposicién de la unidad de B en idempotentes ortogonales primitivos,
identificaremos a B con una categoria con objetos {1,2,...,n} y cuyos espacios
de morfismos estan dados por B(i, j) = e;Be;. De acuerdo a esta identificacion, los
B-modulos a izquierda corresponden a funtores K-lineales de B a la categoria de
K-espacios vectoriales.

Dada una K-élgebra bdsica A y un grupo G que actda libremente en A a través
de K-automorfismos lineales, denotaremos por A/G a la categoria de érbitas. Ba-
jo estas condiciones, la proyeccion canénica F : A — A/G es por definicién una
cubierta de Galois, [17, Seccién 3]. Asociado a F, se tiene el funtor “push down”
F, : modA — mod(A/G), dado por :

(FM)(a)= D M)

x€F~1(a)

para cada objeto a en A/G y la accién obvia en morfismos.

Una forma de construir cubiertas de Galois que utilizaremos mds adelante es
la siguiente: supongamos que la K-categoria bésica localmente acotada B esta 7Z-
graduada, es decir, B(x,y) = ®rezB(x,y)r y paracada f € B(x,y)ry g € B(x,y); se
tiene que go f € B(x,y)i; 1. Asi podemos definir una categoria B cuyos objetos son
obj(B) := 0bj(B) x Z'y B((x,k), (y,1)) := B(x,y);—x. Con esta definicion, Z actda
libremente sobre B a través de traslaciones. En los objetos esta accion estd dada por
g+ (x,k) := (x,g+k). Con esto podemos identificar la categoria de 6rbitas B/Z con
B. La proyeccién canénica es asi identificada con el funtor F : B — B, que manda
(x,k) axy B((x,k),(,1)) a B(x,y)i—x C B(x,y).

Para todo A-médulo M, denotaremos por suppM al soporte de M, esto es, la
subcategoria plena de A formada por todos los objetos x tales que M(x) # 0. Para
cada objeto x en A, denotaremos por A, a la subcategoria plena de A que consiste
de todos los objetos de suppM, donde M es cualquier mddulo inescindible con x

37



2.6. CUBIERTAS DE GALOIS

en suppM. Diremos que A es localmente de soporte finito si para cada objeto x en
A, el nimero de objetos de A, es finito.
De [8] tenemos el siguiente:

Teorema 2.2 (Dowbor-Skowronski). Sea A una K-categoria localmente de soporte
finito y G un grupo abeliano libre que actiia libremente sobre A. Supongamos que
la accion inducida de G en las isoclases de A-modulos inescindibles finitamente
generados es libre. Entonces A /G es localmente de soporte finito y el funtor “push
down” F), : modA — mod(A/G) induce una biyeccion entre las G-drbitas de iso-
clases de objetos inescindibles en modA y las isoclases de objetos inescindibles en
mod(A/G). En particular, A es mansa si'y sélo si A/G lo es.

Observacion 2.3. Una observacion importante sobre el teorema anterior es que
el enunciado que aparece en [8] es mucho mds general. Aqui lo escribimos en una
forma mds adecuada para este trabajo.
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Cubiertas de Galois de Algebras
Jacobianas

En este capitulo estudiaremos 4 dlgebras Jacobianas asociadas a 4 carcajes con
potencial. Estos 4 carcajes son representantes de las tres clases de mutacion de tipo
eliptico Etgl’l),q =6,7,8y Dgl’l) ([3]). Ademas los potenciales de estos 4 carcajes
son no degenerados.

En la primera seccién veremos un lema que nos da un isomorfismo entre e/
dlgebra Jacobiana simplificada 'y &(Q,S). En la segunda seccion presentaremos
los carcajes con potencial, veremos que las correspondientes dlgebras Jacobianas
falsas son de dimensidn finita y presentaremos sus cubiertas de Galois. En la segun-
da seccién veremos que estas cubiertas son dlgebras iteradamente tubulares en el
sentido de De la Pefia-Tomé [7], el cudl es uno de los resultados principales de este
trabajo. Para la dltima seccién discutimos la estructura del carcaj de Auslander-
Reiten de estas cubiertas.

En los 4 casos pasa lo siguiente: el digebra Jacobiana simplificada
P'(Q,S) :=kQ/{dyS|o € Q1) es de dimensién finita (para cualquier campo al-
gebraicamente cerrado k), y como Z'(Q,S) = #(Q,S), entonces Z(Q,S) es de
dimensién finita. Hay que notar que 2?'(Q,S) no coincide con la definicién de
Z(0,5), el isomorfismo se da porque en todos los casos el ideal ((d.S)) es un
ideal admisible ( Lema 3.1).

3.1. Unisomorfismo: #'(Q,S) = £2(Q,S)

Sea S € kQ,y. un potencial finito. Denotamos por (d,.S) al ideal de kQ generado
por el conjunto {JdyS| € Q1 }. Similarmente, denotamos por ((d..S)) al ideal de kQ
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generado por el mismo conjunto.
Se tiene que, bajo la inclusién natural kQ — kQ,

(3,8) = (3.5)) NkQ.

y de esta igualdad tenemos un homomorfismo inyectivo de dlgebras:

kQ/(9.8) — kQ/{(2.S)) (3.L.1)

Lema 3.1. Si (9,.S) C kQ es un ideal admisible, entonces el homomorfismo en 3.1.1
induce un isomorfismo kQ/(9.S) — Z(Q,S).

Demostracion. Denotamos por kQ. al ideal de kQ generado por las flechas del
carcaj Q y por kQ :=radkQ.

Como por hipétesis S es un ideal admisible entonces (kQ)™ C (d.S) para
algin m > 2 y de esto se sigue:

(kQ4)" = (kQ1)"NkQ y  (kQ3)" C (.S)) (3.12)

Notemos que (@)m estd generado por los caminos de longitud m. En esta
situacién, basta probar que el homomorfismo 3.1.1 es suprayectivo.
__ La suprayectividad de este homomorfismo se sigue de 3.1.2, debido a que
kQ/{(9.S)) es el k-generado del conjunto { p+ ((d..S))|p € kQ camino tal que ¢(p) <
m}. O

Este lema nos da el isomorfismo £'(Q,S) = 22(Q,S).

3.2. QP’sy sus cubiertas de Galois.

3.2.1. Caso (2,2,2,2,1)
Consideremos el siguiente carcaj con potencial, en donde A € k\ {0,1}:

Observacion 3.1. Para el caso A = 1, 9'(Q(1),S(1)) es de dimension infinita, y

para A =0, 2'(Q . SM) no es tubular.
Ahora veamos que <8*SEII)> C kO es un ideal admisible. Para ésto necesita-

mos calcular primero todas las derivadas ciclicas de S;l):

9a(S\) = Abe— fi, 9p(S\)) = Aea—he, .(S\)) = Aab—dg,

du(S\)) =ki—ge,  3u(S))) = f1—bh, af(s%”) = le—ia, Ga)
(S =hj—cd, ah<sj{”) = jg—eb, a,-(s(})) = dk —af,

(S =gh—kl, WS\ =id—1j,  a(S)))=ef—jk
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SV = Aabe — dge +dki—afi
+jgh—ebh+efl— jkl

Figura 3.1:

(1)

Estas derivadas ciclicas generan al ideal Jacobiano falso #'(S 5 )» es decir,
que las derivadas ciclicas nos inducen relaciones en el dlgebra Jacobiana. Usando
estas relaciones, calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el dlgebra
Jacobiana correspondiente es de dimension finita.

= Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: cei.
Caminos de longitud 2: bc, gc, fi e ki.
En este caso, por la relacién inducida por la derivada ciclica 8a(SSll)), tene-
mos que Abc = fi. Ademas, por la relacién inducida por la derivada ciclica
Qd(Sgtl)), tenemos que gc = ki.
Caminos de longitud 3: Aabc = afi, Aebc = efi, dgc = dki, y jgc = jki.
De la relacion inducida por la derivada ciclica 86(531)), tenemos que: Aabc =
afi = dgc = dki. Veamos que los caminos Aebc = efiy jgc = jki se anu-
lan en el ideal Jacobiano. De la relacién inducida por la derivada ciclica
8;,(5511)), tenemos que: A jgc = Aebc = efi. De la relacién inducida por la
derivada ciclica 81(S£ll)), se tiene que: jki = efi = Aebc. De las igualdades
anteriores se tiene que A jgc = jki y de la relacién inducida por la deriva-
da ciclica Bd(SELl)), se sigue que: A jki = jki y como A # 0, 1, esto nos dice
que jki =0 y entonces el camino Aebc = efi = 0. Por otro lado, para ver
que el camino jgc = jki se anula en la dlgebra Jacobiana, utilizando la rela-
cién inducida por la derivada ciclica o, (Sfll) ), tenemos que: jgc = jki = efi.
Utilizando la relacién inducida por la derivada ciclica d, (SEII)), tenemos que
Jjgc = jki = efi = Aebc. Por tltimo, usamos la relacién inducida por la de-
rivada ciclica 8;,(5;1)), y llegamos a que jgc = jki = efi = Aebc = A jgc,
de donde concluimos que: jgc = Ajgc. Debido a que A # 0, 1, entonces
jgc = 0. En resumen, solamente tenemos un camino de longitud 3: Aabc =

afi=dgc=dki.
Caminos de longitud 4: Acabc = cafi = cdgec = cdki y Aiabc = iafi =
idgc = idki.

De la relacion inducida por la derivada ciclica dp (Sgtl) ), tenemos que: Acabc =
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hebc y como ya vimos que el camino de longitud 3 ebc se anula entonces
Acabc = cafi = cdgc = cdki = hebc = 0. Por otro lado, de la relacién in-
ducida por la derivada ciclica &f»(S;Ll)), tenemos que Aiabc = Alebc y como
el camino ebc = 0, entonces tenemos que Aiabc = iafi = idgc = idki =
Alebe = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
3 se anula. Ademds, los Unicos caminos de longitud 3 que no se anulan son
los ciclos.

= Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: ke l.
Caminos de longitud 2: bh, gh, fl e kl.
En este caso, de la relacion inducida por la derivada ciclica ae(s(;)) tenemos
que bh = f1. Por otro lado, de la relacién inducida por la derivada ciclica
8j(S§Ll)), tenemos que gh = kl.
Caminos de longitud 3: abh = afl, ebh = efl, dgh = dkl y jgh = jki.
Debido a la relacién inducida por la derivada ciclica 85(531)) tenemos que
abh = afl = dkl = dgh y de la relacién inducida por la derivada ciclica
8C(S£ll)) se sigue que: abh = afl = dkl = dgh = Aabh, es decir, abh = Aabh.
Debido a que A # 0, 1, entonces abh = 0. Por otro lado, de la relacién in-
ducida por la derivada ciclica BI(SELI)) tenemos que: efl = jkl, es decir,
ebh=efl = jgh= jkl
Caminos de longitud 4: hebh = hefl = hjgh = hjkl y lebh =lefl =1jgh =
Ljkl.
De la relacion inducida por la derivada ciclica 81,(5511)), tenemos que hebh =
Acabh y c6mo ya habiamos visto que abh = 0, entonces hebh = hefl =
hjgh = hjkl = 0. Por otro lado, de la relacién inducida por la derivada ciclica
8f(S§Ll)), se sigue que lebh = iabh y entonces lebh = lefl =l jgh =l jkl = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor
a 3 pertenece a (d.S). Ademads, los tdnicos caminos de longitud 3 que no se
anulan son los ciclos.

= FEl caso de los vértices 3 y 5 son andlogos al caso del vértice 1 y el caso de
los vértices 4 y 6 son andlogos al caso del vértice 2.

Con lo anterior, hemos visto que solamente hay un nimero finito de caminos no
cero, esto nos dice que el dlgebra Jacobiana simplificada &2’ (Q(l),SgL])), asociada
al carcaj con potencial de la Figura 3.1 es de dimension finita. Por el Lema 3.1,
tenemos que entonces ,@(Q(l),Sgll)) es de dimension finita.

Con los célculos que acabamos de realizar, podemos dar explicitamente los
vectores de dimension de los médulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:
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2 0 21
=y 1 P=oy 10 B= 1 0 1

1 0 1 11 2 1 10
=1 5 1 B= 1 19 y B= 1 -

Observacion 3.2. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este modulo.

Para poder estudiar mejor la categoria de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.1, definimos una Z-graduacién en le), dada por:

deg(x) 1, six=c,h,i,l
eg(x) =
& 0, en otro caso.

Esta Z-graduacion induce una Z-graduacién en el dlgebra completa de ca-
minos C((Q,)). Con respecto a esta Z-graduacion, el potencial Sfll) es homoge-
neo, asi como las derivadas ciclicas en (3.2.1). En particular el 4dlgebra Jacobiana
& (Q(l),SgLI)) es tambien Z-graduada. Esto nos permite considerar la cubierta de

Galois correspondiente:
i@« O g b g c g a q. b g, c oq. a q. b ...
d d
e § i e § i e §
v @) ek Ngr L Nt J Ntk N L NF J Nk ...

Observacion 3.3. En la figura de arriba todos los cuadrados conmutan, posible-
mente por un factor A.

3.2.2. Caso (3,3,3)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:
Ahora veamos que (9,5?)) C kQ® es un ideal admisible. Para ésto necesita-
mos calcular primero todas las derivadas ciclicas de S@):

94(8@) = b, (8P = ca— jk, 9.(S?)) = ab,

da(S?) =ef, 0o (S?)) = fd—jl, 9;(S?) =de,

0, (S?)) = —in, (S?)) = —gi, i(S?) = jm—hg, (3.2.2)
3;(S®)) =mi—kb—le, K(SP)=—bj,  I(S?P) = —ej,

O (SP)) = ij
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[

b
/ 3L/ q
0@ 1/1 e 5/f S = abc+def — gih— jle — jkb+ jmi
NS

Figura 3.2:

Estas derivadas ciclicas generan a (8*S(2)> C kQ, es decir, que las derivadas
ciclicas nos inducen relaciones en el dlgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el dlgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimension finita.

= Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: j.
Caminos de longitud 2: bj, eje ij.
Por las relaciones, tenemos que bj =0,ej=0eij =0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
1 pertenece a (9,5?)).

= Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: a y k.
Caminos de longitud 2: ca y jk. Por las relaciones inducidas por las deriva-
das ciclicas, tenemos que en realidad ca = jk.
Caminos de longitud 3: bca = bjk, eca = ejk y ica = ijk. En este caso
bea = bjk = 0, porque de la derivada ciclica d,(S®), tenemos que bc = 0.
El camino eca = e jk = 0, porque de la derivada ciclica d;(S®)), tenemos que
—ej = 0. Por tltimo, ica = i jk = 0 porque de la derivada ciclica d,,(S?),
tenemos que ij = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor a
2 pertenece a (0,5?).

= El caso de los vértices 3 y 4 es andlogo al del vértice 2.

= Caminos que comienzan en el vértice 5:
Caminos de longitud 1: b, e y i.
Caminos de longitud 2: ab, kb, de, le, gi y mi. De 9.(S?)),9;(S®) y 9,(S@)
tenemos que ab = 0,de =0y gi = 0. Por 9;(S?)), tenemos que mi = kb -+ le,
es decir, podemos considerar que solo hay 2 caminos de longitud 2, que no
pertenece a (9,5?)), n; kb y le.
Caminos de longitud 3: jkb y jle. De la derivada ciclica d,(S(®)), tenemos
que jkb = cab y de 9.(S®)), tenemos: jkb = cab = 0. De la derivada ciclica
9,(S?)), tenemos que jle = fde y de 9;(S?), tenemos: jle = fde = 0.
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Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 5 de longitud mayor a
2 pertenece a (d..S).

= Caminos que comienzan en el vértice 6:
Caminos de longitud 1: c.
Caminos de longitud 2: be, ec e ic. Por 9,(S?)), be = 0.
Caminos de longitud 3: lec, mic. De la derivada cd;(S®)) y del hecho de
que bc = 0, tenemos que: lec = mic, es decir, solamente hay una camino de
longitud 3.
Caminos de longitud 4: jlec = jmic. De la derivada ciclica d;(S®)) tenemos
que jlec = jmic = hgic y de la derivada ciclica d;,(S®)) se tiene que: jlec =
Jjmic = hgic = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 6 de longitud mayor a
3 pertenece a (d,5?)).

= FEl caso de los vértices 7 y 8 es andlogo al del vértice 6.

Hemos visto que todos los caminos con longitud mayor a 3 pertenecen a <8*S(2) )
esto nos dice que el dlgebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.2, (0%, 5?)), es isomorfa al dlgebra de dimensién finita k0 /(3,5?)) por el
Lema 3.1.

Con los célculos que acabamos de realizar podemos dar, explicitamente, los
vectores de dimension de los médulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

0 0 11 0 0 0 0
00 00 11 0 0
P1_117P2_117P3_117P4_117
0 0 0 0 0 0 11
1 0 0 1 10 10
1 0 1 0 0 1 10
Ps= ¢ » B= | » B= Y B=
1 0 1 0 10 0 1

Observacion 3.4. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este modulo.

Para poder estudiar mejor la categoria de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.2, definimos una Z-graduacién en QEZ), dada por:

d ( ) 17 Six:a7d7g7j
eg(x) =
& 0, en otro caso
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Esta Z-graduacién induce una Z-graduacién en el dlgebra completa de cami-
nos C((Q®))). Con respecto a esta Z-graduacién, el potencial S es homogéneo,
asi como las derivadas ciclicas en (3.2.2). En particular el dlgebra Jacobiana ,@(Q(z) , S(Z))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar la cubierta de Galois corres-
pondiente:

WY %A/ wx/

ENA NN AT

Observacion 3.5. En la figura de arriba las lineas punteadas indican relaciones
cero, relaciones de conmutatividad 6 una suma alternante de 3 que es cero. Ademds
de estas relaciones, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.2.3. Caso (4,4,2)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:

4

Y

7
d
Q(3).1/2‘\65'yi\€9 SG) = abc — cef + hde+ifg

' ‘\J 'If/n‘\l"/ —hjk+nkl —ilm —nop

3 8
6

Figura 3.3:

Ahora veamos que (3,53))kQ®) es un ideal admisible. Para ésto necesitamos
calcular todas las derivadas ciclicas de S©):

9.(S®)) =bc,  9,(SP)) = ca, 0.(S®)) = ab — ef,

94(SP) =eh,  3,(S®))=hd — fc, I;(S®)) = gi—ce,

%(SD)=if,  oW(S?)) =de— jk, (S®)) = fg—im, 393
,(S®) = —kh, () =In—hj. (D) = nk—mi, (3:2.3)
(SO =il 9,(S®))=ki—o0p 3,(S®)=—pn

9p(S®)) = —no

46



3.2. QP’S Y SUS CUBIERTAS DE GALOIS.

Estas derivadas ciclicas generan a (0,5®)) C kQ®), es decir, que las derivadas
ciclicas nos inducen relaciones en el dlgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el dlgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimension finita.

= Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: &
Caminos de longitud 2: eh ih y kh.
En este caso, eh = 0 y kh = 0 por las relaciones que inducen las derivadas
ciclicas 94 (S®)) y 9;(S®).
Caminos de longitud 3: gih ¢ mih.
De la derivada ciclica d¢(S®)), se sigue que: gih = ceh y de la derivada
ciclica d;(S®)) tenemos gih = ceh = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
2 pertenece a (d..S).

= Caminos que comienzan en el vértice 2:
Caminos de longitud 1: d y c.
Caminos de longitud 2: hd, bc y fc.
En este caso, bc = 0 por la relacién que induce la derivada ciclica 9,(S®).
Por otro lado, tenemos que hd = fc por la relacién que induce la derivada
ciclica d,(S3)).
Caminos de longitud 3: ehd = efc, khd = kfcy ihd = ifc.
En este caso, se tiene que ehd = efc = 0 (respectivamente khd = kfc =0
y ihd = ifc = 0) usando las relaciones inducidas por las derivadas ciclicas
94(8®), (respectivamente 9;(SC)) y 9, (S3))).

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 2 de longitud mayor a
2 pertenece a (0,5,

= El caso del vértice 3 es andlogo al del vértice 2.

= Caminos que comienzan en el vértice 4:
Caminos de longitud 1: a.
Caminos de longitud 2: ca y da.
En este caso, ca = 0 por la relacién que induce la derivada ciclica dj,(S®)).
Caminos de longitud 3: hda.
Tenemos que hda = fca por la relacién inducida por la derivada ciclica
86(5(3)), luego usando la relacién que induce la derivada ciclica Bb(S(3)),
tenemos hda = fca = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 4 de longitud mayor a
2 pertenece a (3,54)).

= Caminos que comienzan en el vértice 5:
Caminos de longitud 1: e,k e i.
Caminos de longitud 2: ce, de, jk, nk, gi y mi.
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De las relaciones inducidas por las derivadas ciclicas d;(S®)), 9,(S®) y
9,(S®) tenemos que ce = gi, de = jk y nk = mi.

Caminos de longitud 3: bce = bgi, fce = fgi, hde = hjk, Ink = Imi 'y pnk =
pmi.

En este caso, bce = bgi = 0 por la relacién que induce la derivada ciclica
8a(S(3)). Por otro lado, usando la relacién que induce la derivada ciclica
9.(8®)) tenemos que fce = fgi = hde = hjk, y usando la relacién inducida
por la derivada ciclica dj (S (3)) tenemos que fce = fgi = hde = hjk = Ink =
Imi. Por tltimo, de la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S?)) se
tiene que pnk = pmi = 0. En resumen, solamente tenemos un camino no
cero, de longitud 3; fce = fgi = hde = hjk = Ink = Imi.

Caminos de longitud 4: efce = efgi = ehde = ehjk = elnk = elmi, kfce =
kfgi=khde =khjk=kink=kimieifce=ifgi=ihde=ihjk = ilnk=ilmi.
En este caso, efce = efgi = ehde = eh jk = elnk = elmi = 0 porque de la
relacién inducida por la derivada ciclica Bd(S(3)) se sigue que ehde = 0.
Ademéds kfce =kfgi =khde = kh jk = kink = kimi = 0 porque de la relacién
inducida por la derivada ciclica d;(S (3)) se sigue que ki jk = 0. Por ultimo,
ifce =ifgi=ihde = ihjk = ilnk = ilmi = 0 porque de la relacién inducida
por la derivada ciclica d,,(S®)) se sigue que ilnk = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 5 de longitud mayor a
3 pertenece a (0,53)).

= FEl caso del vértice 6 es andlogo al del vértice 4.

= Caminos que comienzan en el vértice 7:
Caminos de longitud 1: by f.
Caminos de longitud 2: ab, ef, kf e if.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d.(S®)), podemos deducir que
ab = ef. Ademés de la relacién inducida por la derivada ciclica d, () te-
nemos que if = 0. En resumen, solamente tenemos dos caminos de longitud
2;ab=cef ykf.
Caminos de longitud 3: cab = cef, dab = def, jkf y nkf.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S®)), se sigue que cab =
cef = 0. De la relacién inducida por la derivada ciclica dj, (S (3)), se sigue que
dab=def = jkf.Por dltimo, por la relacién inducida por la derivada ciclica
91(S®)), se tiene que: nkf = mif y de la derivada ciclica d,(S®), tenemos
que nkf = mif = 0. En resumen, solamente tenemos un camino de longitud
3:dab=def = jkf.
Caminos de longitud 4: hdab = hdef = hjkf.
De la relacién inducida por la derivada ciclica 9, (S®)), se sigue que hdab =
fcab 'y de la relacion inducida por la derivada ciclica dj(S (3)), tenemos que
hdab = fcab = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 7 de longitud mayor a
3 pertenece a (3,50)).

48



3.2. QP’S Y SUS CUBIERTAS DE GALOIS.

= FEl caso del vértice 8 es andlogo al del vértice 7.

= Caminos que comienzan en el vértice 9:
Caminos de longitud 1: gy m.
Caminos de longitud 2: bg, fg, Imy pm.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S (3)), se sigue que fg =Im.
Caminos de longitud 3: abg, efg = elm, kfg =kim, ifg = ilmy opm.
De la relacién inducida por la derivada ciclica 9,(S®)), se sigue que abg =
efg = elm. De la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S®®), se si-
gue que kfg = klm = opm. De la relacién inducida por la derivada ciclica
9, (S3)), se sigue que ifg = ilm = 0. En resumen, tenemos dos caminos de
longitud 3: abg = efg =elmy kfg = klm = opm.
Caminos de longitud 4: cabg = cefg = celm, dabg = defg =delm, jkfg =
jklm = jopmy nkfg = nklm = nopm.
De la relacién inducida por la derivada ciclica dj(S®)), se sigue que cabg =
0. De la relacién inducida por la derivada ciclica dj,(S (3)), se sigue que
defg = jkfgy por lo tanto, dabg = defg = delm = jkfg = jklm = jopm.
De la relacion inducida por la derivada ciclica d, (S (3)), se sigue que nkfg =
nklm = nopm = 0. En resumen, solamente hay un camino no cero de longi-
tud 4: dabg = defg = delm = jkfg = jklm = jopm.
Caminos de longitud 5: hdabg = hde fg = hdelm = hjkfg = hjklm = hjopm.
De la relacién inducida por la derivada ciclica 9,(S®)), se sigue que hdabg =
fcabg y por la derivada ciclica dj,(S®)) tenemos que hdabg = fcabg = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 9 de longitud mayor a
4 pertenece a (9,54)).

Hemos visto que todos los caminos de longitud mayor a 4 pertenecen a (d..S (3)),
esto nos dice que el algebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.3, 2(Q1),80)), es isomorfa al dlgebra de dimensién finita de (d,5)), esto por
el Lema 3.1.

Con los célculos que acabamos de realizar podemos dar, explicitamente, los
vectores de dimension de los médulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

0 0 0
00 00 11
PpP=111, =110, =11 0,
00 11 00
0 0 0
1 0 0
10 11 00
=100, Ps=12 1, B=120 0,
00 11 10
0 0 1
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1 0 1
1 1 1 0 I 1
pP=110, BR=110 y P 1 11
1 0 1 1 1 1
0 1 1

Observacion 3.6. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este modulo.

Para poder estudiar mejor la categoria de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.3, definimos una Z-graduacion en Q§3), dada por:

deg(x) 1, six=c,h,i,n
eg(x) =
g 0, en otro caso.

Esta Z-graduacién induce una Z-graduacion en el dlgebra completa de cami-
nos C((Q®))). Con respecto a esta Z-graduacién, el potencial S es homogéneo,
asi como las derivadas ciclicas en (3.2.3). En particular el dlgebra Jacobiana Q(Q@) " (3))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar su cubierta de Galois corres-
pondiente:

A WA S
/\A&\%\/\@%\/\/\i
NG NG T N TN N

K/vk/vk/

Observacion 3.7. En la figura de arriba, las lineas punteadas indican relaciones
cero. Ademds de las relaciones cero, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.24. Caso (6,3,2)

Consideremos el siguiente carcaj con potencial:
Ahora veamos que (9,5*) c kO™ es un ideal admisible. Para ésto necesita-
mos calcular todas las derivadas ciclicas de S():

9a(SW) = cd, p(SW) = —ce, 9.(S®)) =da — eb,

94(SW) = ac, 9.(SW) = fg — b, af(s<4>) = ge,

0o (SW) =ef —hi, I(SW) = —ig, 3 (SW) =kl — gh, 304
,(SW) = —km, (W) =li—mj, K(SW) =ik, 624
(S =no— jk  9,(SW) = om 9p(S¥)) = mn — pq,

ap(S(4)) = —qo aq(5(4)) =—op
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/ A\ /
Oy : ‘\f 'g/ s®) =acd —ebc+efg—igh+
7 \/

\,9/\’{

Figura 3.4:

Estas derivadas ciclicas generan a (3,5} C kO™, es decir, que las derivadas
ciclicas nos inducen relaciones en el dlgebra Jacobiana. Usando estas relaciones,
calcularemos todos los caminos no triviales para ver que el dlgebra Jacobiana co-
rrespondiente es de dimension finita.

= Caminos que comienzan en el vértice 1:
Caminos de longitud 1: e.
Caminos de longitud 2: ce y ge.
De la relacién inducida por la derivada ciclica dj,(S®)), se sigue que ce =0y
de la relacién inducida por la derivada ciclica af(s<4>), se sigue que ge = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 1 de longitud mayor a
1 pertenece a (9,5™*)).

= FEl caso del vértice 2 es anédlogo al del vértice 1.

= Caminos que comienzan en el vértice 3:
Caminos de longitud 1:ay b.
Caminos de longitud 2: da y eb.
De la relacion inducida por la derivada ciclica 9, (S (4)), se sigue que da = eb.
Caminos de longitud 3: cda = ceb y gda = geb.
De la relacion inducida por la derivada ciclica dj(S (4)), se sigue que cda =
ceb = 0. De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S), se sigue que
gda=geb=0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 3 de longitud mayor a
2 pertenece a (0, 5™)).

= Caminos que comienzan en el vértice 4:
Caminos de longitud 1: f, iy j.
Caminos de longitud 2: ef, hi, li y mj.
De la relacién inducida por la derivada ciclica o (S
y de larelacién inducida por la derivada ciclica 8k (S

)), se sigue que ef = hi

(4)
(4)), se sigue que [i = m,j.
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Caminos de longitud 3: cef = chi, gef = ghi, kli = kmj y oli = omj.

De la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S™)), se sigue que cef =
chi = 0. De la relaci6n inducida por la derivada ciclica d¢(S™)), se sigue
que gef = ghi = 0. De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S (4)),
se sigue que kli = kmj = 0. De la relacién inducida por la derivada ciclica
9,(S™)), se sigue que oli = omj = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 4 de longitud mayor a
2 pertenece a (3,5).

= Fl caso del vértice 5 es andlogo al del vértice 3.

= Caminos que comienzan en el vértice 6:
Caminos de longitud 1: cy g.
Caminos de longitud 2: ac, bc, fg,igy jg.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S™), se sigue que ac = 0.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S*)), se sigue que be = fg.
De la relacién inducida por la derivada ciclica dj,(S (4)), se sigue que ig = 0.
En resumen, hay dos caminos de longitud 2: bc = fgy jg.
Caminos de longitud 3: ebc = efgy mjg.
En este caso, de la relacién inducida por la derivada ciclica d.(S™)) se sigue
que dac = ebc = ef g y de larelacién inducida por la derivada ciclica d,; (S (4))
tenemos que dac = ebc = efg = 0. Por otro lado, la relacién inducida por
la derivada ciclica d;(S™*)) tenemos que: mjg = lig y de la relacién inducida
por la derivada ciclica d;,(S®) tenemos que mjg = lig = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 6 de longitud mayor a
2 pertenece a (d,5).

= El caso del vértice 7 es andlogo al del vértice 6.

= Caminos que comienzan en el vértice 8:
Caminos de longitud 1: d.
Caminos de longitud 2: cd y gd.
En este caso, de la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S™)) se sigue
que cd = 0.
Caminos de longitud 3: fgd, igd y jgd.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S*) tenemos que fgd =
bed y de la relacién inducida por la derivada ciclica d,(S™)) tenemos fgd =
bed = 0. Ademads, igd = 0 por la relacién inducida por la derivada ciclica
8;,(S<4)). En resumen, solamente hay un camino no cero de longitud 3: jgd.
Caminos de longitud 4: mjgd.
En este caso, de la relacién inducida por la derivada ciclica di (S (4)) se sigue
que mjgd = ligd y de la relacién inducida por la derivada ciclica dj,(S™*)
tenemos mjgd = ligd = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 8 de longitud mayor a
3 pertenece a (d,5)).
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= Caminos que comienzan en el vértice 9:
Caminos de longitud 1: h y [.
Caminos de longitud 2: ch, gh, kl y ol.
En este caso, de la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S (4)) se sigue
que gh =kl.
Caminos de longitud 3: ach, bch, fgh = fki, jgh = jkl, nol y qol.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d;(S®) tenemos que ach = 0.
De la relacién inducida por la derivada ciclica ae(s<4>) se sigue que bch =
fgh = fki. De la relacién inducida por la derivada ciclica d,,(S®) se sigue
que jgh = jkl = nol. Por tltimo, gol = 0 esto por la relacién inducida por la
derivada ciclica d,(S™). En resumen, tenemos dos caminos de longitud 3:
bch= fgh= fkly jgh= jkl = nol.
Caminos de longitud 4: ebch = efgh = efkl y mjgh = m jkl = mnol.
De la relacién inducida por la derivada ciclica d.(S™*)) tenemos que ebch =
dach y de la relacién inducida por la derivada ciclica d,.(S (4)), se tiene que
ebch = dach = 0. De la relacién inducida por la derivada ciclica (™)
tenemos que mjgh = ligh y de la relacion inducida por la derivada ciclica
I(S™), se tiene que mjgh = ligh = 0.

Por lo tanto, todo camino que comienza en el vértice 9 de longitud mayor a
3 pertenece a (3,5)).

= FEl caso del vértice 10 es andlogo al del vértice 8.

Hemos visto que todos los caminos con longitud mayor a 3 pertenecen a (d,.S ) )s
esto nos dice que el dlgebra Jacobiana asociada al carcaj con potencial de la Figura
3.4, 2(QW,5™), es isomorfa al dlgebra de dimensién finita (9,5™*)), esto por el
Lema 3.1.

Con los célculos que acabamos de realizar podemos dar, explicitamente, los
vectores de dimensién de los médulos proyectivos inescindibles asociados a cada
uno de los vértices:

00 00 1 1 00
1 1 0 0 11 11
P= 00, BR= 00, P,= 00, b= 11,
0 0 1 1 0 0 11
00 00 0 0 00
00 10 0 0 0 1
0 0 11 1 0 0 1
= 00, PBs= 10, P= 10, P= 10,
11 1 0 11 1 0
11 00 10 00
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1 0 0 0
1 1 1 0

Pg = 1 1 , Y P10 = 1 0
1 1 0 1

1 0 0 1

Observacion 3.8. En la figura de arriba, marcamos con negro el vértice que co-
rresponde al top de este modulo.

Para poder estudiar mejor la categoria de representaciones del carcaj con po-
tencial de la Figura 3.4, definimos una Z-graduacién en Q(14), dada por:

deg(x) 1, six=a,e,i,m,q
eg(x) =
0, en otro caso.

Esta Z-graduacién induce una Z-graduacién en el dlgebra completa de cami-
nos C((Q™))). Con respecto a esta Z-graduacién, el potencial S es homogéneo,
asi como las derivadas ciclicas en (3.2.4). En particular el dlgebra Jacobiana @(Q(4> ") (4))
es también Z-graduada. Esto nos permite considerar su cubierta de Galois corres-
pondiente:

LN NG T T N
TN TN T TN N
NN N Y
N NN

Observacion 3.9. En la figura de arriba, las lineas punteadas indican relaciones
cero. Ademds de las relaciones cero, tenemos que todos los cuadrados conmutan.

3.3. Cubiertas de Galois y algebras iteradamente tubula-
res.

Ahora probaremos que las cubiertas de Galois de las dlgebras Jacobianas que
presentamos en la seccién anterior son dlgebras iteradamente tubulares. Por lo largo
de la demostracion, dividiremos la prueba en subsecciones, una por cada caso.

Proposicion 3.1. Las cubiertas de Galois asociadas a los casos (2,2,2,2,1),
(3,3,3), (4,4,2) y (6,3,2), son dlgebras iteradamente tubulares (en el sentido de
la Peiia-Tomé [7]).
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3.3.1. Prueba del tipo tubular (2,2,2,2 1)

Para probar que esta cubierta es un dlgebra iteradamente tubular consideremos
la siguiente subcategoria mansa oculta de tipo tubular (2,2), revisar [26, pagi-
nas 365-366]:

Figura 3.5:

La forma cuadratica x y la transformacion de Coxeter @ asociadas a la Figura
3.7 estan dadas por las siguientes matrices:

20 -1 -1 1 0 1 1
0 2 -1 -1 0 -1 1 1
=11 1 2 ol ®T|0 211 2
1 -1 0 2 1 -1 2 1

Consideremos un médulo inescindible cuyo vector dimension es:
(3.3.1D)

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos:

11 11 11
q)<1 1>_ 11t M=
Observacion 3.10. En este caso, hay una familia de médulos inescindibles con
este vector dimension.

En donde /; es un generador del radical de la forma cuadrética del carcaj en la
Figura 3.5. Debido a que la suma de la ®-6rbita del médulo con vector dimensién
en 3.3.1 es igual a Ay, por la Proposicion 2.1, este médulo es simple regular en
un tubo de rango 1. Después de aplicar la extensién en un punto con este médulo
obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo (2,2,2):

Observacion 3.11. En la Figura 3.6 todos los cuadrados conmutan, posiblemente
por un factor A.

La forma cuadrética y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.6
estan dadas por las siguientes matrices:
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Ot—O0<4+— 0

Figura 3.6:
2 0 -1 -1 1 -1 0 1 1 -1
0 2 -1 -1 1 0O -1 11 —1
x=|1-1 -1 2 0 -1 bé=|-1 -1 1 2 -1
-1 -1 0 2 -1 -1 -1 2 1 -1
1 1 -1 -1 2 -1 -1 11 -1

Consideremos el médulo cuyo vector de dimensién es:

0 (3.3.2)

11
271

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos:
110 110 110
cI><11>11 P o=y

En donde h; es un generador del radical de la forma cuadratica del carcaj en la
Figura 3.6. Debido a que la suma de la ®-6rbita del médulo con vector dimensién
en 3.3.2 es igual a hp, por la Proposicién 2.1, este modulo es simple regular en
un tubo de rango 1. Después de aplicar la extensién en un punto con este médulo
obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo (2,2,2,2):

Oet—O0<4+—— 0

Ot—O04+— 0

Observacion 3.12. En la Figura 3.6 todos los cuadrados conmutan, posiblemente
por un factor A.

En la Figura de arriba encontramos la misma subcategoria de tipo tubular (2,2)

que en la Figura 3.5. Con esto, esta cubierta de Galois es un dlgebra iteradamente
tubular, en el sentido de De la Pefia-Tomé [7].
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3.3.2. Prueba del tipo tubular (3,3,3)

Para probar que esta cubierta es un dlgebra iteradamente tubular consideremos
la siguiente subcategoria mansa oculta de tipo Dy, que es de tipo tubular (2,2,2),
ver [26, paginas 365-366]:

Figura 3.7:

En la Figura 3.7, la linea punteada representa una suma alternante de 3 elemen-
tos igual a 0. La forma cuadratica y y la transformacion de Coxeter ® asociadas a
la Figura 3.7 estdn dadas por las siguientes matrices:

2 -1 -1 -1 1 -1 111 -1
-1 2 0 0 -1 -1 011 0
x=|-1 0 2 0 -1/, ®=|-1 101 0
-1 0 0 2 -1 -1 110 0
1 -1 -1 -1 2 2111 0

Consideramos los siguientes médulos inescindibles con vectores de dimension:

0 1 1
1 1

11 11 Y 1 (3.3.3)
1 1 0

Observacion 3.13. Los mddulos inescindibles con estos vectores de dimension son
unicos.

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos:

0 1 1

1 0 0 1
CI)11 0 0 cI)00 1 1’

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1
CI)11_0 0’ q)OO 1 17

1 0 0 1

57



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

1 0 0 1 1
1 0 0 1

el 0 0’ ®lo o 1 1° =
0 1 1 0 1

Observacion 3.14. En estas condiciones tenemos que la transformacion de Coxe-
ter coincide con la traslacion de Auslander-Reiten.

En donde /3 es un generador del radical de la forma cuadratica del carcaj en
la Figura 3.7. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con vectores
dimension en 3.3.3 es igual a &3, por la Proposicién 2.1, estos médulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos médulos obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo
(3,3,3):

<§,\:

En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta de
tipo Es, la cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, paginas 365-366]

Figura 3.8:

La forma cuadritica y la transformacion de Coxeter asociadas a la Figura 3.8
estan dadas por las siguientes matrices:

2 0 0 -1 1 0 0
0 2 0 -1 0 1 0
o0 0 2 -1 0 0 1

x=1-1 -1 -1 2 -1 -1 -1},
1 0 0 -1 2 0 0
0O 1 0 -1 0 2 0
o0 0 1 -1 0 0 2]
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-1 0 0 1 -1 0 0
0 -1 0 1 0 —10
0 0 -1 1 0 0 1
d=|-1 -1 -1 2 0 0 0
0 -1 -1 1 0 0 0
1 0 -1 1 0 0 0
-1 -1 0 1 0 0 0

En la subcategoria dada por 3.8, consideramos el siguiente médulo simple con
vector de dimensidn:

00
0 1 0 (3.3.4)
0 0
Si aplicamos la transformacion de Coxeter, tenemos:
0 0 0 0
0 0 0 0
Pl |7 2 Y Pl |7 em oy
0 0 11 11 0 0 11

En donde /4 es un generador del radical de la forma cuadrética del carcaj con
relaciones en la Figura 3.8. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos
con vectores dimensién en 3.3.3 es igual a Ay, por la Proposicion 2.1, este médulo
es simple regular en un tubo de rango 2. Después de aplicar la extension en un
punto con este moédulo obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo
(3,3,3):

En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta de
tipo Da, la cual es de tipo tubular (2,2,2), ver [26, paginas 365-366]

La forma cuadrética y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.9
estan dadas por las siguientes matrices:

2 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1
-1 2 0 0 O -1 01 11
x=|-1 0 2 0 0|, &=(-1 1 0 1 1
-1 0 0 2 0 -1 11 01
-1 0 0 0 2 -1 1 110



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

Figura 3.9:

Consideramos los siguientes mddulos con vectores de dimension:

1 0 0
1 0

1 1 11 Y 11 (3.3.5)
0 0 1

1 0 1
0 1 1 0
Pl 1= 1 o Pl o= 1 1
0 1 1 0
1 1
1 0 0 1
Pl 171 o 1y 071 10
0 1 1 0
0 1 1 0 1
0 1 1 0 1
®ly 171 o 1y 071 17 hs= 5
1 0 0 1 1

En donde /5 es un generador del radical de la forma cuadratica del carcaj en
la Figura 3.9. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con vectores
dimension en 3.3.5 es igual a /s, por la Proposicién 2.1, estos médulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos médulos obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo
(3,3,3):
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TUBULARES.

En la figura de arriba, encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta de
tipo Eg, la cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, paginas 365-366]

Figura 3.10:

La forma cuadrética y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.10
estdn dadas por las siguientes matrices:

2 0 0 -1 1 0 0
0 2 0 -1 0 1 0
0O 0 2 -1 0 0 1
x=|-1 -1 -1 2 -1 -1 -1
1 0 0 -1 2 0 0
o 1 0 -1 0 2 0
0 0 1 -1 0 0 2]
—1 0 0 0 1 0 0]
0 -1 0 0 010

0 0 -1 0 00 1
=0 0 0 -1 111
-1 0 0 -1111

0 -1 0 -1 111
0 0 -1 -1 1 1 1

Ahora consideramos el siguiente modulo con vector dimensién:

1

1
2 Y
0 1

0
0 (3.3.6)

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos:

0 1 11 1 0 1 2

0 11 1 0 2
Pl (= 1 @l T o =g

0 1 11 11 0 1 1 2



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

En donde /¢ es un generador del radical de la forma cuadrética del carcaj en la
Figura 3.10. Debido a que la suma de la ®-6rbita del médulo con vector dimension
en 3.3.6 es igual a hg, por la Proposicion 2.1, este médulo es simple regular en
un tubo de rango 2. Después de aplicar la extensién en un punto con este médulo
obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo (3,3,3):

ié>

En la figura de arriba, encontramos la misma subcategoria mansa oculta de tipo
tubular (2,2,2,2) de la Figura 3.7. Con esto, esta cubierta de Galois es un dlgebra
iteradamente tubular, en el sentido de De la Pefia-Tomé [7].

3.3.3. Prueba del tipo tubular (4,4,2)

Consideremos la siguiente dlgebra mansa oculta, la cual es de tipo tubular
(4,2,2), [26, paginas 365-366]:

Figura 3.11:

La forma cuadratica y la transformacion de Coxeter asociadas a la Figura 3.11
estdn dadas por las siguientes matrices:

2 0 -1 -1 0 1 0]
0 2 0 -1 -1 0 1
-1 0 2 0 0 -1 0
x=1|-1 -1 0 2 0 -1 -1
0 -1 0 0 2 0 -I
1 0 -1 -1 0 2 0
o 1 0 -1 -1 0 2]
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3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

1 0 110 -1 0]
0 -1 011 0 -1
-1 0 010 0 O
d=|-1 -1 1 11 0 0
0 -1 010 0 0
1 -1 011 0 0
-1 -1 110 0 O

Consideramos los siguientes mdédulos con vectores de dimension:

1 0
11 0 0

1,y 1 (3.3.7)
11 0 0

1 0

1 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

(O} 1 = 1 , P 1 = 1 ; hp= 2
1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 1 1

En donde /7 es un generador del radical de la forma cuadratica del carcaj en
la Figura 3.11. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con vector
dimensién en 3.3.7 es igual a k7, por la Proposicién 2.1, estos médulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 2. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos modulos obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo
(4,4,2):

O\

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, paginas 365-366]:

La forma cuadrética y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.12
estan dadas por las siguientes matrices:
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TUBULARES.

Figura 3.12:
2 0 0 -1 0 0 07
0o 2 0 -1 -1 1 1
0o 0 2 0 -1 0
x=|-1 -1 0 2 0 -1 ,

0
0
o -1 -1 0 2 -1 0
0
2

—1 0 0 1 0 0 O
0 -1 0 1 1 —11
0 0 -101 0 0
d=|-1 -1 0 1 1 0 1
0 -1 -1 11 0 1
-1 -1 -1 11 0 1
0 -1 0 1 1 -1 0

Consideramos los siguientes mddulos con vectores de dimension:

0 0
1 0
m=1 0 1 y v=1 0 1
0 1
0 0

0 1 1 0
1 1 1 0
|1 0 1}]=1 1 0 |1 1 O0|=0 O
0 1 1 1
0 0 0 1
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3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE

TUBULARES.
0 0 0 0
0 1 0 1
|0 0 Ol=1 0 1y |1 O 1|=1 1 0
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
1 1 1 0
|1 1 0]=0 O 0 |0 O Ol=1 0 1
1 0 0 1
1 0 0 0
1
2
hg=2 1 1
2

En donde /g es un generador del radical de la forma cuadrética del carcaj de
la Figura 3.12. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con vector
dimension en 3.3.8 es igual a hg, por la Proposicién 2.1, estos mddulos son simple
regulares en diferentes tubos de rango 3. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos médulos obtenemos, por [26], la siguiente algebra tubular de tipo
(4,4,2):

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3), ver [26, paginas 365-366]:

La forma cuadritica y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.13
estan dadas por las siguientes matrices:

2 0 -1 0 -1 0 1 0 1 0 10
0 2 -1 0 0 -1 0 -1 1 0 01
et et 2 0 0 o o -1 -1 0 1
=1o o 0o 2 -1 —1]” ®T]l0o 0 0 -1 1 1
1 0 0 -1 2 0 1 0 1 -1 11
0 -1 0 -1 0 2] 0 11 —1 1 1




3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

° /\ ]
N, S
amp

\/

Figura 3.13:

Consideramos los siguientes mddulos con vectores de dimension:

, vi= 0 1 y wi= 01 (3.3.9

1 1 1 1 0 1 1 0
o> 11 = 11 ; & 01 = 10 ,
1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1
P 1 0 = 00, & 00 = 01 ;

=
=
—_
—_
—
p—
)
)

(e}
[es)
(e}
(e}
o
[e]
—
—

®l 01 |= 10, ®| 10 |= 00,
0 1/ 1 0 1 0/ 0 0
1 NN o0 0 1 1
®l 00 |= 01 ; h= 11
0 0/ 0 1 1 1

En donde /9 es un generador del radical de la forma cuadratica del carcaj en
la Figura 3.13. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con vector
dimension en 3.3.9 es igual a hg, por la Proposicion 2.1, el médulo con vector
dimension u; es simple regular en un tubo de rango 1 y los mdédulos con vector de
dimension v; y wy en 3.3.9 son simples regulares en diferentes tubos de rango 3.
Después de aplicar las extensiones en un punto con estos médulos obtenemos, por
[26], la siguiente algebra tubular de tipo (4,4,2):
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TUBULARES.

NN

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (3,3,2), ver [26, paginas 365-366]:

e

s
\_5.(/
AN

Figura 3.14:

La forma cuadratica y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.14
estan dadas por las siguientes matrices:

2 0 0 0 0 -1 0
0 2 -1 -1 0 1 0
0 -1 2 0 -1 -1 0

x=l0 -1 0 2 0 -1 -1
0 0 -1 0 2 0 0
-1 1 -1 -1 0 2 0

0 0 0 -1 0 0 2]
1 0 0 00 1 0]
0 -1 110 —-10
0 -1 011 0 0

®=|0 -1 100 0 1
0 -1 010 0 0
1 -1 00 1 1 I
0 -1 100 0 O

Consideramos los siguientes mdédulos con vectores de dimension:

67
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1 0
1 1
uy=0 11 y vi=0 11 (3.3.10)
1 1
0 1

1 0 0 0
1 1 1 0
|10 1 1|]=1 01, |1 0 1|=0 0 O,
1 0 0 1
0 0 0 1
0 1 0 0
0 1 1 0
10 0 0)]=0 1 1; ®|0 1 1|=1 0O 1,
1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 1 1 1
|1 0 1{=0 0 0, {0 O O|=0 1 1,
1 0 0 1
0 0 0 1
1
2
hio= 1 2
2

En donde A es un generador del radical de la forma cuadrética del carcaj en
la Figura 3.14. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los mddulos con vector
dimensién en 3.3.10 es igual a /g, por la Proposicién 2.1, los médulos son simples
regulares en diferentes tubos de rango 3. Después de aplicar las extensiones en un
punto con estos médulos obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo
tubular (4,4,2):
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3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

En la figura de arriba encontramos la misma subcategoria mansa oculta de tipo
tubular (4,2,2) qué en la Figura 3.14. Con esto tenemos que la cubierta de Galois
asociada al caso (4,4,2) es un dlgebra iteradamente tubular, en el sentido de de la
Pefia-Tomé [7].

3.3.4. Prueba del tipo tubular (6,3,2).

Consideremos la siguiente dlgebra mansa oculta, la cual es de tipo tubular
(4,2,2), [26, paginas 365-360]:

Figura 3.15:

La forma cuadritica y la transformacién de Coxeter asociadas a la Figura 3.15
estan dadas por las siguientes matrices:

2 0 -1 -1 0O 1 07

o 2 0 -1 -1 0 1
-1 0 2 0 0 -1 0

x=|-1 -1 0 2 0 -1 -—-1{,
o -1 0 0 2 0 -1

1 0 -1 -1 0 2 0
0 1 0 -1 -1 0 2]

1 0 1 10 —1 0
0 -1 011 0 -1
1 0 010 0 0
d=|-1 -1 1 1 1 0 0
0 -1 010 0 0
1 -1 011 0 0
-1 -1 110 0 0]

Consideremos los médulos cuyos vectores de dimensién son:

1 0 0
1 1 0 1 1 0
m= 1 , vi= 1 y wi= 1 (3.3.11)
1 1 1 0 0 1
1 0 0



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos que:

1 0 0 1
1 1] o0 o 0 0] 1 1
ol 1 [=1, | 1 |= 1y
1 1] 0 o0 0 0| 1 1
1 0 0 1

0 1 1 0
01| o0 o 00| 1 0
|l 1 |=0, ®| 0 |= 1,
1 0] 00 0 0| o0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 o] 0o 0 0| o0 1
ol 1 =0, & 0o |= 1;
01| o0 o 0 0f 1 0
0 1 1 0

1

11

11

En donde el vector /1, es un generador del radical de la forma cuadratica del
carcaj de la Figura 3.15. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con
vector dimensién en 3.3.11 es igual a &y, por la Proposicién 2.1, el médulo con
vector dimension u; es simple regular en un tubo de rango 2 y los mddulos con
vectores de dimensién v; y w; son simples regulares en el mismo tubo de rango
4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos modulos obtenemos, por
[26], 1a siguiente dlgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,3,2), [26, paginas 365-366]:

La forma cuadrética y la transformacion de Coxeter asociadas a la Figura 3.16
estan dadas por las siguientes matrices:
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3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE

TUBULARES.
N
AN
AN
N
Figura 3.16:
(206 0 -1t 0 1 0 O
o 2 0 -1 -1 0 1 0
o o0 2 0 -1 0 0 1
/-1 -1 0 2 0 -1 -1 0
=lo -1 -1 0 2 0 -1 -1
1 0o 0 -1 0 2 0 O
o 1 0 -1 -1 0 2 O
Lo 0 1 o0 -1 0 0 2]
—1 0 0 1 0 —1 0 07
o -1 0 11 0 -1 0
0O 0 -1 01 0 0 -1
o -1 -1t 0 1.1 0 0 O
O -1 -1 1.1 0 0 O
O -1t 0 01 0 O O
-1 -1 -1 1.1 0 0 O
L0 -1 0 1.0 0 0 0]
Consideramos los médulos cuyos vectores de dimensién son:
0 0 0 0
1 0
uy=0 0 y vi=0 0 (3.3.12)
0 1
0 0 0 0

Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos que:

0 0 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0
o0 O0l=1 1, |1 1]=0 0O,
0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 0



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

0 0 0 1 0 1\ 0 O
0 1 1 1
|10 0)]=1 1, |1 1]|=0 O
1 1 1 0
0 0/ 1 O 1 0 0 0
1 1
3
hp= 2 2
3
1 1

En donde el vector A, es un generador del radical de la forma cuadrética aso-
ciada a la Figura 3.16. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los médulos con
vector dimension en 3.3.12 es igual a ki, por la Proposicién 2.1, los médulos con
vector de dimensién en (3.3.12) son simples regulares en el mismo tubo de rango
4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos modulos obtenemos, por
[26], 1a siguiente dlgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):

e

\

\/

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,2,2), ver [26, paginas 365-366]:

/
S

v
N

Figura 3.17:

La forma cuadrética y la transformacion de Coxeter asociadas a la Figura 3.17
estan dadas por las siguientes matrices:
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2 0 -1 -1 0 -1 0
0 2 0 -1 -1 0 -1
-1 0 2 0 0 0 0

x=|-1 -1 0 2 0 0 o
0 -1 0 0 2 0 0
-1 0 0 0 0 2 0
0 -1 0 0 0 0 2]

—1 0 1 10 1 0
0 -1 01101
-1 0 01010
d=|-1 -1 11111
0 -1 01001
-1 0 1 1000
(0 -1 011 0 0

Consideramos los siguientes médulos cuyos vectores de dimensién son:

0 1 0
1 1 1 1 0 0
up = 1 vi= O y wi= 0 (3.3.13)
1 1 0 0 1 1
0 0 1

0 1 1 0
11 1 0 10 11
3 1 = 1 , @ 1 = 1
11 1 0 1 0 11
0 1 1 0
1 0 0 0
11 1 0 1 0 0 0
o o0 = 1 , @ 1 = 0 |
0 0 0 0 0 0 11
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 11
o o = 1 , @ 1 = 0 ;
11 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0
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2 1
1

En donde el vector A3 es un generador del radical de la forma cuadrética aso-
ciada al carcaj de la Figura 3.17. Debido a que la suma de las ®-6rbitas de los
modulos con vector dimension en 3.3.13 es igual a /47, por la Proposicion 2.1, el
mddulo cuyo vector de dimensién es u; (en 3.3.13) es simple regular en un tubo de
rango 2 y los médulos con vectores de dimension v; y wy son simples regulares en
el mismo tubo de rango 4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos
médulos obtenemos, por [26], la siguiente dlgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):

L
NN
Lo
NN,

En la figura de arriba encontramos la siguiente subcategoria mansa oculta, la
cual es de tipo tubular (4,3,2), ver [26, paginas 365-366]:

e
N,
e
AN

Figura 3.18:

La forma cuadratica y la transformacion de Coxeter asociadas a la Figura 3.18
estdn dadas por las siguientes matrices:

2 0 0 0 0 -1 0 07
O 2 0 0 0 0 —1 0

O 0 2 0 0 0 0 -1
o 0o 0 2 0 -1 -1 0
=10 0o 0 0 2 0 -1 -1
10 0 -1 0 2 0 0

0 -1 0 -1 -1 0 2 0

0 0 -1 0 -1 0 0 2]




3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE

TUBULARES.
—1 O 0 0 0 1 0 O]
0O -1 0 0 0O 01 0
0 0 -1 0 0O 0 0 1
b 0 0 0O -1 0 1 1 0
10 0 0 0O -1 0 1 1
-1 0 0O -1 0 1 10
O -1 0 -1 -1 1 21
| 0 0O -1 0 -1 0 1 1]
Consideramos los médulos cuyos vectores de dimension son:
0 1 0 0
1 1
uy= 0 1 y vi=0 1 (3.3.14)
1 1
0 0 0 1
Si aplicamos la transformacién de Coxeter, tenemos que:
0 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1
DO 11=1 1, &1 1]1=0 1,
1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1

0 1 1 1 1 1 0 0
1 2
3
hiy= 2 4
3
1 2

En donde el vector /14 es un generador del radical de la forma cuadratica aso-

ciada al carcaj de la Figura 3.18. Debido a que la suma de las ®-drbitas de los
modulos con vector dimension en 3.3.14 es igual a /14, por la Proposicién 2.1, los
moédulos con vector de dimension en (3.3.14) son simples regulares en el mismo
tubo de rango 4. Después de aplicar extensiones en un punto con estos méddulos
obtenemos, la siguiente dlgebra tubular de tipo tubular (6,3,2):
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En la figura de arriba encontramos la misma subcategoria mansa oculta de tipo
tubular (4,2,2) que en la Figura 3.15. Con esto tenemos que la cubierta de Galois
asociada al caso (6,3,2) es un édlgebra iteradamente tubular, en el sentido de de la
Pefna-Tomé [7].

3.3.5. Conclusiones:

Con lo visto en las subsecciones anteriores, hemos demostrado que las cubier-
tas de Galois asociadas a los carcajes con potencial de las Figuras 3.1, 3.2, 3.3 y
3.4 son dlgebras iteradamente tubulares.

Por la Proposicién 2.2 ([7]), tenemos el siguiente:

Corolario 3.1. Estas dlgebras iteradamente tubulares son de tipo de representa-
cion manso.

Por udltimo, del Teorema 2.2 ([8]), podemos concluir que:

Corolario 3.2. Las dlgebras Jacobianas asociadas a estos carcajes con potencial
son de tipo de representacion manso.

Como estas cubiertas de Galois son élgebras iteradamente tubulares, sabemos
que su carcaj de Auslander-Reiten estd formado por familias de tubos. Ya que estas
cubiertas se pueden ir construyendo por extensiones y coextensiones en un punto,
no todos los tubos son estables. De hecho, en cada caso sabemos coOmo son las
familias de tubos.

En los tres casos de (2,2,2,2, 1), encontramos que dos de los tubos de rango 2
tienen la siguiente estructura:
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En el caso (3,3,3), uno o los tres tubos de rango 3 tienen la siguiente estructura:

a

R — -

-t e e e T E R
— IR —

En el caso (4,4,2), se tiene que los dos tubos de rango 4 son de la forma:
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I VS YV e
N N NN
NN NN
NN

N NN N
\x/\ y/ y\z/



3.3. CUBIERTAS DE GALOIS Y ALGEBRAS ITERADAMENTE
TUBULARES.

Ny

Por dltimo, en el caso (6,3,2), se tiene que el tubo de rango 6 es de la forma:

\/M/x/\/\/\/

ﬂ\ﬂx/wﬂwwy/\
xww/x/x/\/\/

\/\/\/\/\/\/



3.4. REGIONES TUBULARES.

el .
Iesdal— - — W

008

SR o RERC - - MR- — -

;44\<§<44L4

3.4. Regiones tubulares.

De la seccién anterior, sabemos que hay mddulos (no todos) cuyo soporte
estd en algtin tubo estable. Considerando aquellos médulos cuyo soporte estd en
un tubo estable (es decir, un tubo que no tiene mdédulos inyectivos-proyectivos)
podemos encontrar ciertas regiones de interés en nuestro anélisis. A estas regiones
les llamamos regiones tubulares.

Enel caso (2,2,2,2,14), su cubierta de Galois tiene esencialmente tres regiones
tubulares que utilizaremos en el capitulo 4. En la siguiente figura presentamos estas
regiones tubulares:

2 2 5
7 N 7'
j)@s :}i ’ :
Regién tubular 1 Regién tubular 2 Regioén tubular 3
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Tipo tubular: (2,2,2,2,4)

En este capitulo nos restringiremos a un dlgebra de conglomerado de tipo tu-
bular (2,2,2,2,1), con A # 0, 1. Primero veremos cémo se comporta bajo ciertas
composiciones de mutaciones, para después usar esto y encontrar formulas que
nos describan el comportamiento de las representaciones inescindibles y sus F-
polinomios bajo estas mutaciones.

4.1. Mutaciones del carcaj con potencial.

Consideremos el siguiente carcaj Q con potencial S:

S=Afugihi — fiagaihit + fiig12ha1 — fiag22ha1
+ 181102 — 22821712 + f21812h00 — f22822h22

Figura 4.1:
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4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.

La matriz antisimétrica asociada a este carcaj B := By, (seccion 1.7) es:

0 O 1 1 -1 -1
0 0 1 1 -1 -1
-1 -1 0 O 1 1
B= -1 -1 0 O 1 1

1 1 -1 -1 0 O
1 1 -1 -1 0 O

Denotaremos por y (respectivamente Uy y U) a la composicidén de mutacio-
nes: Wy, Wy, (respectivamente Uy, ly, Y ty, Ui, )-

Lema4.1. Seax € {u,v,w}. Entonces Uz(Q,S) y (Q,S) son equivalentes derechos.

faYg/a)

Demostracion. Por simetria es suficiente estudiar el caso x = u. Primero aplicare-

mos la mutacion u,, al carcaj con potencial (Q,S). De [5], al aplicar la premutacion
fi,, el siguiente carcaj Q':

en donde i := [gy1h11],j = [g11h12],k := [g21h11], | := [g21h12] ¥, denotando
S" = Uy, (S), tenemos:

"= Afulgihu] — fizlgaihi] + fiig12ha1 — fi2822h21
+h21lg11hi2] — fo2(g21h12] + 21812022 — f22820h2
+[gnhulhi g7, + [g21h11]hT185, + [g11h2lhiygT, + [g21m2] Ry 85,
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4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.

Para poder aplicar la mutacién ,,, necesitamos que este carcaj con potencial
sea un carcaj reducido [5]. De acuerdo a [5, Teorema 4.6], podemos encontrar una
descomposicién de la forma: (Q',S") = (QL,;+S%eq) D (Ohrivs Striv)-

Con este fin, definimos el automorfismo de dlgebras ¢, dado por:

o1 (fi1) = fil— 111851, 01(fi2) = fia + 151851,
o1(fa1) = fa1r —ha81, @1(f22) = f2 + 11,85,

y como la identidad en las demas flechas. Con esto tenemos:

01(S") = Afilgnhu] — fizlgaihi] + failgihiz] — f22lg21h12]
+f11812h21 — f12822h21 + f21812h22 — f22822h20
— 3 h1851812h21 — I} 185182001 — Wo8 1812020 — hir 85,8200

Debido a que este potencial el carcaj con potencial no es reducido, definimos
el siguiente automorfismo de dlgebras ¢, dado por:

@2([giihn]) = [g1hn] — 1812h21,  @2([g21h11]) = [g21h11] — g22ha1,
¢ ([g11h12]) = [g11h2] — g12h22,  @2([g21712]) = [g21h12] — g22h22,

y como la identidad en las demés flechas. Denotamos S” = ¢;(S’) y con esto tene-
mos que:

O (S") = Afulgnhul — fizlgarhin] + fa1lgihiz] — fo2lg21hi2]
— 851812kt — I} 851820001 — Win 81 812h00 — hr851 8200

Al final, tenemos que la mutacion y,,, nos da:

Figura 4.2:
en donde el carcaj Q' es el de la derecha y el potencial

Si =8,y = 1hi1851812h01 +1},851820h01 + Wo8] 1812020 + 1285, 820h20.
Ahora aplicamos la mutacién t,,,:
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4.1. MUTACIONES DEL CARCAJ CON POTENCIAL.

en donde m := [g12h1],n = [g12h22],0 := [g2ha1], p := [g22h2] ¥
"= Wy, (S1) es igual a:

Sa = 1hi 180 [812ha1] + 1851 [822ha1] + g1 [812h22] + hir 851 (82220 ] +
[g12h21]15, 87, + [82221]15, 85, + [812/22] 15,8715 + [8221122] 15, 855

Si utilizamos la equivalencia derecha ¢3 dada por:

@3(hip) = —hiy y ¢3(hy) = —h,

y como la identidad en las demas flechas, tenemos:
Sy:=03(8") = (3)h}1871[g12h21] — hiogT 1 [€12/2) + 15,87, [812h21]
-h3,81,[812h22] + hi1 851 [822h21] — h1285, (822522
+h3,85,[822h01] — 15,855 [822122]
Debido a que en este caso el potencial es reducido al final tenemos que la
composicion de mutaciones Uz nos da:

Vig S wi

fiz 821
Rl ="

2
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

4.2. Mutaciones de representaciones

De acuerdo a lo visto en la seccidn anterior, si M es una representacion del car-
caj (0Q,S) (4.1), ux(M) es una representacion del mismo carcaj, para x € {u,v,w}.
El siguiente lema nos describe el comportamiento de las representaciones inescin-
dibles bajo estas mutaciones: determina el vector dimensidn, la regién tubular (3.4)
y la inclinacién de pg(M), todo en términos de M, entre otras cosas.

Lema 4.2. Sea M una representacion inescindible del carcaj con potencial (Q,S)
que solo tiene soporte en la region tubular 1. Si le aplicamos la composicion de
mutaciones [l obtenemos:

a) Sea M := uz(M). M es una representacion inescindible de (Q,S) con soporte
en la region tubular 3. Ademds, su vector dimension se expresa en términos del
vector dimension de M, de la siguiente manera:

c+d—>b

=,

b) Si M tiene pendiente g [26, Seccion 5.1] (con respecto a la region tubular 1)

entonces la pendiente de M es ﬁ (con respecto a la region tubular 3).

¢) Los F-polinomios asociados a M y M estdn relacionados de la siguiente mane-
ra:

b Yu 8 Yu 82 —
FM(@)=y31yuz<l+; ) <1+; ) Fy(7) 4.2.1)
u u

@nde @ = (yul 7)’u27)’v1 7yV27)’w1 7yW2) Yy ? es l(l Y'Semilla
Y = (yul 3 Vg s Vi s Yva s Yy 7)7W2) con yy = .uﬁ()’x)-

Demostracion. a) Sea M una representacion de (Q,S), cuyo soporte solamente
esta en la region tubular 1. Consideremos que el vector dimension de M esta dado
por la figura de arriba. De esto se sigue que a # 0 0 b # 0. Supongamos que a # 0.
Denotamos por M’ := p,,, (M).

Para calcular la mutacién u,,, debemos considerar el siguiente diagrama (sec-
cién 1.3):
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

M(1) =k
M(ou) M(Br)
M(3)@M(4):k6@de ke@kf:M(S)@M(6)

Del hecho que M es una representacion inescindible de la regién tubular 1, se
sigue que M(f;) = 0. De aqui que:

kerM(B1) = k“ # 0 (porque a # 0)
ImM(Bl) =0

Ya que kerM(B;) # 0, de [6, Lema 8.3] se tiene que ImM(f;) = kerM(y1).
Por otro lado, la ImM () = k%, de lo contrario la representacién M no seria ines-
cindible. Esto nos dice que dimkerM (o) =c+d —a.

De la seccién 1.3, tenemos:

M'(1) == (ker(M(n))/Im(M(B1))) @ ker(M (o))
De acuerdo a lo visto arriba, esto nos dice que:
dimM'(1) =c+d —a.

Para calcular M := ,,(M’) debemos tener en cuenta que la representacion M’
es una representacion del siguiente carcaj con potencial :

Figura 4.3:

en donde los morfismos M'(g2,) =0y M’(g12) = 0. Los morfismos M’ (g}, ), M’ (g3,).
M’ (hi,) y M'(h},) no tienen que ser calculados, sélo nos interesard saber que:

(%:EZED -(M'(g1) M'(g3)) =M(n) 4.2.2)
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

Para calcular M = p,,, (M') consideremos el siguiente diagrama:

M'(2)=kP
M' (o) M'(B2)
M3)eM (4) =k @W«W k¢ @k =M'(5) & M'(6)

De 4.2.2, se tiene kerM' (1) =kerM(y1) =0y asi
(ker(M'(12))/Im(M'(B2))) = 0.

Por otro lado, ImM’(a;) = k?, de lo contrario M’ no seria una representacién
inescindible. Por lo tanto, dimker(M’ (o)) = ¢ +d — b. Es decir, de
M(2) = (ker(M'(12))/Tm(M'(B3))) ©ker(M' ()

se tiene: dimM (2) = c+d — b. Por lo tanto, el vector dimensién de M es

c+d—>b

ct+d—a

ro

b) La pendiente de M es:
_(a+b)—(c+d) p
(c+d)—(e+f) ¢
Y la pendiente de M es:
B (c+d)7((c+d7a)+(c+d7b)) _ (a+b)—(c+d)
((c+d—a)+(c+d—b)) —(e+f) ((c+d)—(e+f) +((c+a)—(atb))
_ p
- q+p
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4.2. MUTACIONES DE REPRESENTACIONES

¢) Consideremos el siguiente diagrama:

/S
e ‘ !

M M

Por definicion, hj = —dimM(B;) = —a 'y gi = ker (M (1)) — a. Por el Lema
1.1, g1 = hy — h}. Por lo tanto:

hy=hi—g1=—a—gi
Del Lema 1.1 tenemos:

(1 4-yu) “Fu(Z) = (1+y,) " " Fy(Z) 4.2.3)

En donde %' son los coeficientes de la Y-semilla u; (%, B).
Ahora mutamos en direccion 2, para esto consideremos el siguiente diagrama:

b c+d—>b
%)
d+c—a T ct+d—a
AN
d f
M M

Por definicion, by = —dimker (M(B})) = —b, porque el morfismo M(B}) :
k> — k¢ @ k/ es el morfismo 0. Ademds g) = ker (M(73)) — b. Por el Lema 1.1,
g, = h), — Y. Por otro lado, de :

/ ! !

Por otro lado, de
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

9 =g+ [bhi]eo1 —bhihi =g

esto porque b5, = —by; = 0 (ver matriz B ). Entonces hy = —b — g, Del Lema 1.1
tenemos:

(14 yu,) "Fur(Z') = (1+30,) "2 F(#) 4.2.4)

En donde % son los coeficientes de la Y-semilla i (141 (%, B)).
De 4.2 y 4.2 se tiene:

FM(@):ya yb ( y“l >g1< yuz )ng(@)
e 1+yu1 1+yu2 M

4.3. Calculo de algunos ejemplos.

En este seccidn utilizaremos las férmulas que hemos obtenido para calcular los
F-polinomios de algunas representaciones inescindibles del carcaj de tipo tubular
(4,2,2,2,2). Para esto utilizaremos mutaciones de representaciones y las formulas
obtenidas en la seccién anterior.

La estrategia es la siguiente: comenzando con una representacion inescindible
M calcularemos su inclinacién y la mutaremos tantas veces como sea necesario
hasta llegar a una representacion, M, que tenga inclinacién 1. Calcularemos el F-
polinomio asociado a M, Fy;, para asi, por medio de las férmulas obtenidas, calcular
el F-polinomio asociado a M, Fy.

Ejemplo 4.1. Consideremos la siguiente representacion inescindible M :

k

7
k2

— Kk

k2<_><k

\/

La inclinacién de la representacion M es:

1-4 3
4-2 2

De acuerdo a las formulas de mutacion 4.2.1 sabemos que si mutamos con [l 3
y después con [Lg 5 obtenemos:
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

k Hy3 k He s k
0 /\ 0 /\ 0
/ M \ M: / \
K.k 00—t <k 0 0
e 0— s 0 0
~ S~ N
La representacion M tiene inclinacion:
0—-1
T
1-0
Sus subrepresentaciones son:
0 1
0
00 " 00

Por esto, el F-polinomio asociado a M es:

FM(U) = 1+u2, donde U = (u],uz,u3,u4,u5,u6).

Y su g-vector es:

0
—1

|1

g = 1

0
- 0 -

De 4.2.1, el g-vector de M’ es:

0

—1

1

g =1

0
L O -

y asi, el F-polinomio asociado a la representaciéon M’ esta dado por
Fyr(U) = (14 u5)° (1 +us) F7 (U)
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

en donde

— UsUsu UalsU 1 1
U= <u1(1+u5)(1+u6),u2(1+u5)(1+u6), 37576 47576 )

(14 us)(1+ug)” (1+us)(1+us) us’ ug

es decir,
Fy(U) =14uy(14us)(14+us) = 1 4+ up + upus + upue + upusue

Por ultimo, de 4.2.1, el g-vector de M’ es:

g =1_4

y el F-polinomio asociado a M es
Fuy(U) = (1+u3)" V(0 +uy)"CVE, (U

en donde

1 1 U3U4US UzUqUg
U=Iu 14+uz)(1+ N7 14+u3)(1+u YTy T, ) )
< 1( 3)( u4) 2( 3)( 4> u3 Ua (1+M3)(1+M4) (1+M3)(1+M4) )

es decir,

uzu%uius% >

FyU)=(14u3)(14+u 14ur(14us3)(14ug) +usuzugus + upuzugug+ —————
u(U) = (1+u3)( 4)( 2(1+uz) (1+us) +upusuaus +upususite (Tt us) (1 + ua)

que después de hacer todas las cuentas nos queda:

Fy(U) =1+us~+us+uzus +uy + 2upug + uzui + 2upuz + duruzuy
—&—2u2u3u‘21 + u2u§ + 2u2u§u4 + uzugui + upuzugus + u2u§u4u5
+u2u3uiu5 + uzu%uiw “+ upuzuse + uzu%u4u6 + u2u3uiu6
—&—uzu%uﬁz% + u2u3u3u5u6

Ejemplo 4.2. Consideremos la siguiente representacion inescindible M :

k
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

La inclinacién de la representacion M es:

2-5 3

5-3 2

De acuerdo a 4.2.1, si mutamos con I, 3 y después con [l 5 obtenemos:

k Hy3 k Hes k
L N L N L
K k M k\_i> v [ﬂ \l
b S e ok I i

\_/

La representacién M tiene inclinacién:

1-2
|
2—-1
Sus subrepresentaciones son:
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1
00 ' 01 > 01 ' 01 o1 Y 11

Por esto, el F-polinomio asociado a M es:
Fip(U) = 1 +us +ujus + upus + uyupus + ujurusus,

endonde U = (uy,up,u3,us,us,ug). y su g-vector es:

<
I

De 4.2.1, el g-vector de M’ es:

g =




4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

y asi, el F-polinomio asociado a la representaciéon M’ estd dado por

Far (U) = <1i6u6>0<1fu5>FM(U)

en donde

— Uz UsU, UaUsU 1 1
lﬁ—<m0+ugﬂ+udwﬂl+wﬂl+%L 370576 47576 >

(14 us)(1+ug)” (1+us)(1+ug) us’ ug

Después de hacer todas las cuentas llegamos a que:

Fy(U) = 14uj+uy+ujup + ujueg + upue + uyupus + 2uyupue + ummé
+2u uzusue + Ui uruzUsUe + uluzusu% + uluzuwsug

Por tltimo, de 4.2.1, el g-vector de M es:

T 17
-1

M 1

y el F-polinomio asociado a M es
Fy(U) = (1+us)Fyz(U")

en donde

1 1 UzUqUs UzuqUeg
U = T+us)(1+us),us(14+u3)(1+us), —, —, , )
(i) e e i)

Después de hacer todas las cuentas nos queda:

Fy(U) = 14 uyp 4 up +ug +uyup + uyuz + 2uyug + upus + 2upug + 2uyupus
+3M1 Urug + 21/!1 Uy + 2u2u3u4 +uq l/ti + I/tzui + 6M1 UuruszU4
Fuiuzuaug + ugusugue + u1u2u§ + 3u1u2ui + u1u3ui + uzuguf1
“+uy UuruUzU4Us5 + 2M1 Uruzuqle + 3M1 u2u§u4 + 6M1 u2u3ui + Uy u3u%u6
—i—u2u3uﬁu6 + uluzui + u1u2u§u4u5 + 2u1u2u%u4u6 + 2u1u2u3uiu5
+4u1 u2u3uiu6 + 3Lt1 uzu%uﬁ + 2u1 u2u3ui —+uq u2u3uﬁu5u6
+u1u2u3u2u5 + 2u1u2u3u2u6 + 2u1u2u%uﬁu5 + 4u1u2u%uiu6
—+uq uzugui + u1u2u3uiu5u6 + 2u1u2u§uiu5u6 + uluzu%uibg
+2u1u2u§uiu6 + uluzuguiu% + 2u1u2u%uiu5u6 + umm%uiu%
—I—uluguguiuw%
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

Ejemplo 4.3. Consideremos la siguiente representacion inescindible M :

A

La inclinacién de la representacién M es:
3-4 1

4—1 3
De acuerdo a 4.2.1, st mutamos con [I, ; y g 5 obtenemos:

NN\

De el ejemplo anterior tenemos que el g-vector de M’ es:
SRE
-1
0
g =
1
0

y el F-polinomio asociado a la representacion M’ es:

Fy(U) = 1+4uj+uy+ujup + ujug + upue + uyupus + 2uyupue + ulugu%
+2uiupusue + uuauzUsie + uluzusué + u1uzu3usué

De 4.2.1, el g-vector de M es:

M




4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.

y el F-polinomio asociado a M es

a1 (125) (525

en donde
1 1 U UL U3 U1Ur U4

U=|(—,—, , sus(1+up)(14+u),ue(1+up)(14+u )
<u1 w () (1 Fu)” () (1 ) (Tt ) us(lun) (1)

Después de hacer todas las cuentas nos queda:

Fy(U) = 1+us+2ue+ uyue + uptte + uf + uyu + upu ++2usue + uyupul
—|—21;2M5u6 + 2uqusug + 2u1u2u5§t6 + uéu2u3u2u6 + usu% + 2u1u5u§
+M1M5M% + 214214514% +4M1 UpUsltg + 2u1u2u5u6 + u%uwé
—|—2u1u%u5ug + u%u%uw% + u1u2u3u5u% + u%u2u3u5u%

2 2 2.2 2
Fuusuzusg + ujusUsUsUg
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4.3. CALCULO DE ALGUNOS EJEMPLOS.
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Mutaciones del QP de tipo (2,2,2,2,4).

En este capitulo veremos que el carcaj con potencial asociado al tipo tubular
(2,2,2,2; 1) es de tipo de mutacion finita. En este caso en particular, que sea de tipo
de mutacién finita indica que el potencial no es rigido, esto porque en un principio
si bien el carcaj es de tipo de mutacion finita podrian aparecer una infinidad de
valores de A.

En lugar de usar el carcaj de la Figura 3.1, utilizaremos el siguiente carcaj con
potencial que hace las cuentas mas manejables:

d] C

s

Wy, = dycobray +dicibyay + Adycrbiay +dicibray

Ny

Q
)

(@)} (9]
\\Z
S
(%]

[\

Figura 5.1:

Este carcaj con potencial estd en la clase de mutacién del QP de la figura 3.1,
como veremos mds adelante.

La idea para mostrar que este QP es de tipo de mutacién finita, es hacer una
mutacion en cada direccién posible, después, de los QP’s resultantes, revisar cuales
son equivalentes derechos. Hecho esto, mutaremos los QP’s que no sean equiva-
lentes derechos, y repetiremos este proceso hasta que veamos que en todos los
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caminos posibles obtenemos QP’s equivalentes derechos a los que ya obtuvimos
antes.
Para facilitar la notaci6n, denotaremos por (Q2),W®?)) al QP resultante de
aplicar al QP (Q,W) la mutacién y,. Asi, el QP, (Q©*%) WG42)) denota al QP
Uso g0ty ,W)|. Estos carcajes, en general, son diferentes de los carcajes con
O,W)|.E j 1 dif del j
el mismo nombre que aparecen en el capitulo 3.
En la Figura 5.2, tenemos los QP's que resultan de aplicar al carcaj con poten-
cial , (Q,W), las mutaciones en las direcciones: 1,2,3,4,5y 6.
De los carcajes con potencial de la Figura 5.2, el carcaj con potencial
, es equivalente derecho del carcaj con potencia , ; el carcaj
oM, w! ivalente derecho del carcaj ial (02, W\?); el carcaj
con potencial (Q®), Wf)) es equivalente derecho del carcaj con potencial
(0, W)E6)) y el carcaj con potencial (Q*), W)E4)) es equivalente derecho del carcaj
con potencial (Q©), W;ES) ).
Debido a esto s6lo debemos mutar a los carcajes con potencial (Q(l),W/l(l)),
(Q<3),Wl(3)) y (Q(4),W)E4)) en todas las direcciones, a excepcion de 1, 3 y 4, res-
pectivamente.

Observacion 5.1. En realidad no tenemos que hacer las mutaciones del carcaj con
potencial (Q(4),W;4)): basta con notar que el carcaj con potencial (Q(4),W;E4)) es
equivalente derecho a (Q(3) , W1(3) ). Por esto, al calcular las mutaciones del carcaj

con potencial (Q(3),Wl(3)) tendremos las mutaciones de (Q(4),W;E4)) con tan solo
A

hacer los cambios correspondientes en el potencial.

Mutaciones del carcaj con potencial (Q(l),W;EI)):

En la Figura 5.3 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar este
carcaj con potencial en las direcciones 2,3,4,5 y 6:

En este caso, los carcajes con potencial (Q(3’1),W/1(3’1)) y (Q(S’l),W)ES"l)) son
equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q,W, ), que es con el que iniciamos
(Figura 5.1). Los carcajes con potencial (Q1), W,l(z’l)), (Q“D, W,1(4"1)) y (1), Wl(ﬁ’l))
son equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q, W% ) y por esta razén no es
necesario calcular las mutaciones de ninguno de estos carcajes con potencial , en
ninguna direccion.

Mutaciones del carcaj con potencial (Q(3),W;E3)):

En la Figura 5.4 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar al
carcaj con potencial (Q(s),Wf)) en las direcciones: 1,2,4,5y 6
En este caso el carcaj con potencial (Q(1’3),W(1‘3)) es equivalente derecho del
carcaj con potencial (Q(4),W)E4)) y el carcaj con potencial (Q>3) W(23)) es equi-
3)
).

valente derecho del carcaj con potencial con potencial (Q(3) W,

Los carcajes con potencial (Q(5’3),W;E5’3)) y (Q(6’3),W;E6’3)) son equivalentes
derechos de los carcajes con potencial (Q,W,_5) y (Q,W . ). respectivamente.
A-1
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Por esto, en este caso sélo hay que calcular las mutaciones del carcaj con potencial
(43, wy* ).
x

Mutaciones del carcaj con potencial (Q*+3), W/l(4’3)):

En la Figura 5.5 tenemos los carcajes con potencial que resultan de mutar al

carcaj con potencial (Q(4’3),W/1(4’3))
: : (1,4,3) 7 (1:43) (2,43) y(243)

En este caso los carcajes con potencial (Q W)y (@ W)

son equivalentes derechos del carcaj con potencial (Q(4’3) , W)E4’3)).
3,4,3))

en las direcciones: 1,2,3,5y 6

es equivalente derecho del carcaj con
5,4,3)) y

El carcaj con potencial (Q(3’4’3),W/1(
potencial (Q(3),W){3)). Por tltimo, los carcajes con potencial (Q(5’4’3),W/1(
(Q(6’4’3),W/{6’4’3)) son equivalentes derechos al carcaj con potencial (Q(s),WP)).

by

Por ultimo, en la Figura ??, presentamos una lista completa de los QP’s en la
clase de mutacién de (Q,W),,), salvo permutacion de los vértices:

En la Figura ??, para cada uno de los carcajes, 6 toma cada uno de los siguien-
tes valores:

1 A A—1
Ml =A = 750

-
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by

: aq

ar (&)
>< >< +Clzbzla11 +carbriain +canbrian
2 an C12
+eiibipany + cobynazt +ca1bi2axn

aj

6/\2"\4/\6 W = Acnbpaxn +cibriai

azy

/
\

1 a1
264

/8N
NG

= Acaabaax +ciibiian

¢
><1 >< +612b21t111 +carbriain +cnbrian
+eiibipant + crobynazt +ca1bi2axn

= biaje+brare + bzaze
+dcb1a1 4 Adchray

4) = biaje+brare + bzaze

+dcbiay + %dcbzaz

= biaje+byare + bzaze
+dcb1a1 + %dcbgaz

) = biaje+byare + bzaze
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