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PRESENTA:
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INSTITUTO DE ASTRONOMÍA UNAM
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2.4. Implementación del código SPH. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.5. Condiciones iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3. Resultados 63

3.1. Simulación Dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.1.1. Casos 1 a 6 con q = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2. Casos 7 a 10 con q 6= 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3. Comparación de evolución Dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.3.1. Casos con q = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.3.2. Casos con q 6= 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4. Comparación de Radiación Gravitacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4.1. Casos con q = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4.2. Casos con q 6= 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4. Conclusiones 85
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Resumen

En este trabajo se hacen simulaciones bajo distintas condiciones iniciales de un sistema

binario de estrellas compuestas completamente por quarks que siguen una órbita circulas que

va haciéndose cada vez más pequeña debido a la emisión de ondas gravitacionales. Las estrellas

colisionan generando una estrella de quarks más grande o posiblemente un agujero negro. Se

calcula materia eyectada del sistema y su emisión en ondas gravitacionales.

En 1984, Edward Witten propuso la existencia de las estrellas de quarks que son estrellas

formadas de quarks tipo u, d y s. Según su hipótesis, puede ocurrir una transición de fase de

quarks u, d a quarks s cuando los quarks se encuentran desconfinados.

Las condiciones necesarias para que los quarks se encuentren desconfinados pueden encon-

trarse en las estrellas de neutrones; estas estrellas se soportan por la presión de neutrones

degenerados pero su centro es tan denso que los quarks que forman a los neutrones pueden

dejar de estar desconfinados y posteriormente podŕıa ocurrir una transición de fase en la cuál,

cerca de un tercio de los quarka que forman a los neutrones (u y d) se conviertan en quarks tipo

s. Esto podŕıa implicar un estado de menor enerǵıa y por lo tanto un estado en el que la materia

es estable, convirtinedo a la estrella de neutrones en una estrella de quarks desconfinados tipo

u, d y s. A la materia que tiene quarks tipo s, se le llama materiaextraña pues toma el nombre

del quark más pesado que la compone y a las estrellas formadas de este material se les llama

estrellas extrañas o de quarks.

Como resultado de una colisión de estrellas de quarks en un sistema binario, podŕıan haber

aglomerados de materia extraña que salen eyectados por la galaxia. Estos aglomerados podŕıan

colisionar con una estrella de neutrones y llegar a su centron convirtiéndola en una estrella de

quarks. Es de interés por estos motivos, estudiar cuánta materia extraña puede salir eyectada

de un sistema binario y el tipo de emisión gravitacional que genera.

1



Caṕıtulo 1

Introducción

De acuerdo con la hipótesis de Boder-Witten bajo condiciones de densidad muy alta como

las que se puede encontrar en el núcleo de las estrellas de neutrones (∼ 1014g/cm3) los quarks

que forman los hadrones podŕıan pasar a un estado deconfinado y posteriormente apareceŕıan

quarks tipo s, a esta materia se le llama “Materia Extraña”. Este estado de la materia seŕıa

estable por lo que podŕıan existir estrellas formadas de esta materia llamadas Estrellas Extrañas

o de Quarks.

Existe también la posibilidad de que pequeños aglomerados de quarks con un número de

bariones (A) del orden de ∼ 1028, viajen por el universo a grandes velocidades como resultado

de la colisión de estrellas de quarks con algun otro objeto compacto o incluso, con otra estrella

de quarks. Si uno de estos aglomerados colisiona con una estrella de neutrones y llega al núcleo,

comenzaŕıa a absorber los neutrones conviertiendo la materia de la estrella en materia extraña;

no aśı si se topan con materia nuclear normal porque estos aglomerados tendŕıan una carga

positiva (∼ 10 MeV) en la superficie y seŕıan repelidos. Por esta razón es importante calcular

cuánta materia extraña sale expulsada cuando existe una colisión de dos estrellas de quarks y de

esta manera estimar cuánta materia extraña puede estar viajando por el universo convirtiendo

estrellas de neutrones en estrellas de quarks si no es que ya todas las estrellas de neutrones son

estrellas de quarks.

En este trabajo se considera un sistema binario de estrellas compuestas completamente
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por quarks que siguen una órbita circular que va haciéndose cada vez más pequeña debido a

la emisión de ondas gravitacionales hasta que colisionan y se fusionan generando una estrella

de quarks más grande o probablemente, un agujero negro. Se obtiene la cantidad de materia

eyectada y la emisión de radiación gravitacional.

1.1. Objetos Compactos: Enanas Blancas, Estrellas de Neutro-

nes, ¿Estrellas de Quarks? y Agujeros Negros

Los objetos compactos se forman cuando una estrella muere y dependiendo de la masa de la

estrella progenitora se pueden formar básicamente tres tipos de objetos compactos: Enanas blan-

cas, Estrellas de Neutrones y Agujeros Negros, sin embargo en 1984, Edward Witten [71] propuso

la existencia de Estrellas de Quarks. Según su hipótesis, la materia compuesta por quarks u, d

y s no confinados seŕıa estable y bajo las condiciones adecuadas (densidades & 1014gm/cm3)

podŕıa llegar a formar aglomerados de quarks que van desde algunos cuantos fermis hasta es-

trellas con un radio de ∼10 km, a esta materia se le llama “Materia Extraña”.

La figura 1.1 muestra un diagrama de la evolución que sufren las estrellas a lo largo del

tiempo dependiendo de su masa [61], el eje x representa el tiempo y el eje y la masa de las

estrellas. Las enanas marrón tienen tan poca masa que no alcanzan a prenderse, es decir, no

alcanzan las condiciones necesarias para comenzar a quemar combustible nuclear y brillar, por

lo tanto, como se ve en el diagrama, nunca evolucionan. En la tabla 1-1 se muestran los objetos

compactos que se forman de acuerdo a la masa de la remanente de la estrella progenitora1, sin

embargo se han observado estrellas de neutrones entre 1.25 y 2 M⊙ y teóricamente se podŕıan

formas agujeros negros con M v 1− 3M⊙.

Las enanas blancas están en equilibrio gracias a la presión de electrones degenerados. Esta

presión proviene del principio de exclusión de Pauli que dice que dos fermiones (part́ıculas con

esṕın 1/2) en un sistema no pueden tener los mismos números cuánticos. La materia al estar

1M� = 2 × 1030kg
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Figura 1-1: Diagrama de evolución estelar. Imagen tomada de
www.nasa.gov/audience/forstudents/9− 12/features/stellar evol feat 912.html

M?remanente Objeto Compacto Resultante
[M�] -

.1.4 Enana Blanca

&1.4 - .3 Estrella de Neutrones / ¿Estrella de quarks?

∼ 3 Agujero Negro

Tabla 1-1: Objetos Compactos de acuerdo a la masa de la remanente.
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muy compacta obliga a los electrones a ocupar todos los estados de momento permitidos por el

principio de exclusión de Pauli lo cuál, genera una presión que puede contrarrestar el colapso

gravitacional pero en 1930, Subrahmanyan Chandrasekhar se dio cuenta de que si una enana

blanca teńıa suficiente masa la presión de electrones degenerados no seŕıa suficiente para con-

trarrestar el colapso gravitacional, este ĺımite se llama El Ĺımite de Chandrasekhar y es ∼ 1.4

M�. Para masas mayores los electrones se recombinan con protones por medio de decaimietno

beta inverso (p + e− → n + νe) formando neutrones; es la presión de estos neutrones degene-

rados la que evita el colapso. De no ser suficiente ésta presión, la estrella colapsa totalmente

convirtiéndose en un agujero negro.

Las part́ıculas se dividen en dos clases: leptones y hadrones. Los leptones que se conocen

hasta ahora son el electrón (e−), el muón (µ−) y el tau (τ−) con sus correspontiendes neutrinos

νe, νµ, ντ y sus antipart́ıculas (positrón e+, antimuón µ+ y antitau τ−) con sus antineutrinos

(ν̄e, ν̄µ, ν̄τ ). Los hadrones se dividen en bariones, los cuáles están formados por 3 quarks y en

mesones que se forman de un quark y su antiquark. Hasta la fecha se cree que existen 6 sabores

de quarks que son, extraño (strange), encanto (charm), cima (top), fondo (bottom), arriba (up)

y abajo (down) (s, c, t, b, u, d). Éstos tienen esṕın 1/2 y cada uno viene en 3 colores (rojo, verde

y azul). Se cree que la fuerza fuerte entre los quarks proviene del intercambio de una part́ıcula

sin masa de esṕın 1 llamada gluón la cuál carga con números cuánticos de color. A esta teoŕıa

se le llama Cromodinámica Cuántica y es abreviada QCD por sus siglas en ingles “Quantum

Chromodynamics”. Las interacciones débiles pueden hacer que los quarks cambien de sabor y

se cree que estás ocurren por medio del intercambio de part́ıculas muy masivas (∼ 80 MeV) de

esṕın 1 llamadas W +, W − y Z 0. Los neutrones se forman con 3 quarks, 2 quarks down (d) y

1 up (u). En la tabla 1-2 se muestran las masas y cargas de los distintos sabores de quarks.

Sabor Masa Carga

u → up 5 MeV 2/3 e

d → down 7 MeV -1/3 e

c → charm 1.5 GeV 2/3 e

s → strange 150 MeV -1/3 e

t → top 100 GeV 2/3 e

b → bottom 5 GeV -1/3 e

Tabla 1-2: Masa y carga de los quarks, e es la carga del electrón.
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Ya desde 1971, Bodmer [9] hab́ıa hablado acerca de la posibilidad de que el estado base de las

interacciones fuertes fuera el estado deconfinado de materia de quarks, la cuál tendŕıa en igual

proporción quarks u, d, y s. A esta hipótesis se le conoce como la hipótesis de Bodmer-Witten

y a este tipo de materia se le llama “Materia Extraña”. Como consecuencia de ésto podŕıan

existir estrellas formadas totalmente de materia extraña, sin embargo aún no se ha confirmado

su existencia.

La transición de fase de un quark u o d a un s puede ocurrir por medio de interacciones

débiles si hay presión suficiente como para que ya no existan hadrones y los quarks dejen de estar

localmente confinados. En la siguiente sección hablaré con más detalle acerca de las estrellas

de quarks.

1.2. La hipótesis de Materia Extraña y Las Estrellas de Quarks

En los primeros segundos de existencia del Universo cuando su temperatura era muy alta

los quarks se encontraban deconfinados, pero cuando universo se enfrió hasta aproxidamente

200 MeV, los quarks se confinaron formando hadrones. Existe la posibilidad de que bajo cier-

tas condiciones los quarks dejen de estar confinados y la materia se convierta en una mezcla

de quarks u, d y s; a esta materia se le llama Materia Extraña porque toma el nombre del

quark más pesado que la forma. Las condiciones que se necesitan son extremas (densidades

∼ 1014g/cm3) pero se pueden encontrar en uno los objetos más compactos que existen en el

Universo: Las Estrellas de Neutrones.

Las estrellas de neutrones se soportan por la presión de neutrones degenerados, su centro

es tan denso (ρ ∼ 1014g/cm3) que puede ocurrir una transición de fase en la cuál los quarks

que forman los hadrones dejan de estar confinados y una vez que están libres, las interacciones

débiles pueden hacer que cerca de un tercio de los quarks se tranformen en quarks tipo s. Según

la hipótesis de Bodmer-Witten a cualquier presión, tener 3 sabores de quarks implica un estado

de menor enerǵıa comparado con el estado en el que hay sólo 2 sabores, además de que a presión

cero la materia de 3 quarks tiene una enerǵıa por barión menor que la materia nuclear por lo
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que éste seŕıa el estado base. Si en el centro de una estrella de neutrones comienza a aparecer

este estado deconfinado y los quarks u y d comienzan a decaer formando quarks s, la estrella

se convertiŕıa en una estrella h́ıbrida, es decir con una capa de materia nuclear que rodea a un

núcleo de materia extraña, sin embargo nada impediŕıa que una vez que comienzan a aparecer

los quarks s en el centro, toda la materia de la estrella se convierta en materia extraña.

1.2.1. Ecuación de Estado de la Materia Extraña

Generalmente se puede decir que hay dos tipos de ecuaciones de estado. Las ecuaciones

normales en las que la presión tiende a cero cuando la densidad también y las ecuaciones auto

ligadas en las que la presión se desvanece a una densidad finita. Las ecuaciones que consideran

que la materia de quarks extraños es el estado base de la materia, son ecuaciones auto ligadas.

Para describir a la materia extraña, se puede pensar en un gas de Fermi de quarks u, d

y s neutralizado por electrones. En realidad, se tendŕıa que resolver las ecuaciones de cromo-

dinámica cuántica para la materia extraña a densidad finita para poder resolver el sistema,

sin embargo esto no se puede hacer. Lo que se hace es describirla mediante un modelo simple

que contiene fundamentos de cromodinámica cuántica. Para hacer esto se considera el modelo

de Bolsa MIT para hadrones [10]. Este modelo en resumen, nos dice que la región en la que

viven los quarks tiene una enerǵıa potencial positiva B, por unidad de volumen V, por lo que

la existencia de quarks en ese espacio, cuesta una enerǵıa BV. El parámetro B puede pensarse

como la presión que ejerce el vació en una bolsa, es decir en un volumen definido; es la densidad

de enerǵıa del vaćıo. Este parámetro no es posible de calcular actualmente.

La estrella debe ser neutra, por lo que la conservación de carga eléctrica (ecuación 1-1) y

de carga bariónica determinarán la relación entre las densidades,

2

3
nu =

1

3
nd +

1

3
ns + ne , (1-1)

en donde ni es la densidad numérica del quark i.

7



Todas las propiedades termodinámicas de la materia extraña se pueden deducir a partir

del potencial de Landau (Ω) o Gran potencial termodinámico, el cuál es función del potencial

qúımico (µi), de la masa (ms) y de su constante de acoplamiento de interaccion fuerte (αc).

También hay que considerar que la estrella está en equilibrio con respecto a las interacciones

débiles, lo cuál lo describimos por medio de las siguientes ecuaciones 1-2.

u+ e→ d+ νe

u+ e→ s+ νe

d→ u+ e+ νe

s→ u+ e+ νe

s+ u→ d+ u.

(1-2)

La densidad numérica está dada por

ni = −∂Ωi

∂µi
, (1-3)

en donde Ωi es el Gran potencial termodinámico del quark i.

La densidad bariónica total es

nB =
1

3
(nu + nd + ns). (1-4)

Estas condiciones de equilibrio pueden ser escritas en términos de sus potenciales qúımicos.

Las primeras cuatro reacciones, generan una pérdida de enerǵıa, es decir, enfriamiento por

medio de los neutrinos que se pierden, aśı que el potencial qúımico de los neutrinos se iguala a

cero. Entonces todo se puede reescribir en términos de un sólo potencial qúımico independiente

µ:

µd = µs ≡ µ

µu + µe = µ.
(1-5)
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La densidad total de enerǵıa ε es

ε = ρc2 =
∑

(Ωi + µini) +B , (1-6)

en donde se agrega la enerǵıa del vacio B del modelo de Bolsa MIT. La presión es

P = nb
∂ε

∂nB
− ε , (1-7)

con
∂ε

∂nB
= µu + µd + µs. (1-8)

Considerando que los quarks no tienen masa, lo cuál es válido dentro de una estrella de neutrones

ya que los potenciales qúımicos son mucho más altos y que αc → 0, la ecuación de estado queda

como

P =
1

3
(ε− 4B). (1-9)

En donde B proviene del modeo MIT de bolsa.

A densidad cero ρ0 = 4B por lo que

P =
(ε− ε0)

3
, (1-10)

reescrita en términos de la densidad queda como

P = c2 (ρ− ρ0)

3
. (1-11)

Esta es la ecuación utilizada en las simulaciones. Esta misma ecuación es la que utilizó Witten

[71] para obtener la relación para la masa máxima de una estrella de quarks

Mmáx ∝ ρ
−1/2
0 . (1-12)

En resumen, la masa del quark s (ms), la constante de acoplamiento (αc) y el valor de B son

parámetros importantes para entender la materia de quarks, ms y αc determinan la relación

entre ρ y nB lo que determinará la enerǵıa de amarre de la estrella. Además la abundancia
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de electrones depende mucho de estos parámetros porque los electrones son los encargados

de conservar la carga, en el ĺımite en el que ms → 0 y nu = nd = ns, no hay electrones. Nin-

guno de estos tres parámetros (B, ms, αc) esta completamente determinado experimentalmente.

1.2.2. Consideraciones energéticas

El momento de Fermi en la materia de quarks es de entre 300 y 350 MeV. La masa del

quark s es menor (∼ 150 MeV) por lo que energéticamente es favorable que alguno de los

quarks se convierta en un quark s para aśı reducir el momento de Fermi. Se puede estimar

qué tan favorable es esta transformación basándonos en el modelo de bolsa [10]. Un quark de

cualquier sabor con momento de Fermi pF ejerce una presión p4
F /4π

2. Si µ es el momento de

Fermi del quark u, entonces para que haya neutralidad de carga, el momento del quark d debe

ser 21/3µ. Si se considera que el quark s no tiene masa, entonces los quarks u, d y s, ejercen una

presión

µ̃ =

[
1

3
(1 + 24/3)

]1/4

µ. (1-13)

La enerǵıa cinética promedio es igual al potencial qúımico µ, aśı que para el caso en el que

hay 3 sabores de quarks (u, d, s), la enerǵıa cinética promedio es menor en un factor de 0.89

[71].

µ̃
1
3µ+ 2

321/3µ
=

(
3

1 + 24/3

)3/4

∼ 0·89. (1-14)

En equilibrio, la enerǵıa por quark es igual al potencial qúımico, aśı que la enerǵıa por quark

en materia extraña es menor que la enerǵıa por quark en materia sin quarks extraños por un

factor de 0.89.

La materia extraña no afecta a la materia normal ya que un aglomerado de quarks, tendŕıa

una carga positiva en la superficie de ∼ 10 MeV [3] [21] lo cuál es más que suficiente para hacer

que los aglomerados repelieran a los núcleos de la materia normal, sin embargo śı podrian ab-

sorber neutrones. Teniendo esto en cuenta, podŕıa ser posible que en realidad todas las estrellas
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de neutrones fueran estrellas de quarks.

Los quarks t, b y c son mucho más masivos que los quarks u, d y s por lo que no se espera que

aparezcan bajo las condiciones que se consideran. Para ver esto se considera que los quarks u, d

y s no tienen masa, no interactúan y están en equilibrio con respecto a las interacciones débiles.

Entonces nB = nu = nd= ns. La creación del quark menos masivo a través de interacciones

débiles requiere que la enerǵıa de Fermi de estos quarks no masivos sea al menos igual a la

masa en reposo del quark c (ver ecuación 1-15), lo cuál implica nB ≥ 9.7 fm−3 y esto es, una

densidad numérica bariónica al menos 60 veces la densidad normal de saturación de la materia

nuclear (ns v 0.16 fm−3). Mucho más grande que la densidad central esperada para estrellas

de neutrones o estrellas extrañas.

EFq = ~ckFq = ~c(3π2nB)1/3 ≥ 1·3GeV. (1-15)

Por lo tanto en este escenario, no es necesario considerar a los quarks t, b y c.

1.2.3. Estructura de una estrella de Quarks

Las propiedades de las estrellas de quarks se obtienen integrando las ecuaciones TOV

(Tolman-Oppenheimer-Volkoff)

dm

dr
= 4πr2ρ

dP

dr
= −ρm

r2

(
1 +

P

ρ

)(
1 +

4πPr3

m

)(
1− 2m

r

)−1

,

(1-16)

utilizando la ecuación de estado 1-10.

En el borde de la estrella, la presión es cero y en esta región la densidad de enerǵıa cae muy

rápido, desde ∼ 1014 g/cm3 hasta 0 g/cm3 en una distancia que es caracteŕısica del rango que

tiene la fuerza fuerte, unos 10−13cm.

En la figura 1-2 se muestran los perfiles de masa y enerǵıa para una estrella de neutrones y
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una estrella de quarks [26] con M = 1.3M⊙. El perfil de la estrella de neutrones tiene también

un borde abrupto, sin embargo la escala a la que cae a cero es la escala de separación atómica

y la densidad a la que la estrella de neutrones tiene presión cero es la densidad del hierro sólido

∼ 7.85 g/cm3.

Figura 1-2: Perfiles de densidad y radio para una estrella de neutrones y una estrella de quarks
con B=(180 MeV)4[26].
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En la figura 1-3, se muestra la densidad ρ de cuatro modelos representativos con un valor

de B = (145 MeV)4 [3]. La variación de ρ es mı́nima cuando el radio crece, en especial para el

caso para el caso a). Una estrella de neutrones, en cambio tiene una envolvente cuya densidad

cae varios órdenes de magnitud mientras más cerca esté del borde.

Figura 1-3: Densidad (ρ) vs Radio (R) para estrellas de quarks de masa a) 0.53 M⊙, b) 1.4
M⊙, c) 1.95M⊙, d) 1.99 M⊙[3].

La masa total como función de la densidad central ρc se muestra en la figura 1-4. Al principio,

hay una subida asintótica a ρc = 4B, aqúı la gravedad no juega ningún papel importante, sin
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embargo, mientras M va aumentando, la gravedad comienza a cobrar importancia y la densidad

central comienza a crecer. En este caso, se alcanza un máximo en M = 2.0 M⊙ que ocurre

cuando ρc = 4B × 4.8 = 2× 1015g/cm3.

Figura 1-4: Masa total (M) vs densidad central (ρc) para estrellas de quarks [3].

La figura 1-5 muestra la relación entre la masa y el radio para estrellas de quarks. Esta

relación es muy distinta entre las estrellas de quarks y las estrellas de neutrones. Para las es-

trellas de neutrones hay un mı́nimo para la masa que ocurre porque la formación de nucleos

se favorece a baja densidad, para las estrellas de quarks (estrellas auto ligadas) no existe este

ĺımite siempre y cuando el número bariónico sea mayor a ∼ 100 ya que el número cŕıtico sobre

el cuál la masa de quarks es estable está entre 10 y 100.

14



Para una masa máxima, las estrellas auto ligadas tienen casi el radio máximo posible dada

una ecuación de estado. En 1990 Prakash et al mostraron que si se considera una masa finita

para el quark s y/o interacciones, se pueden tener masas aún mayores. El radio de las estrellas

de neutrones se hace más pequeño cuando la masa es mayor, mientras las estrellas de quarks

van como M ∝ R3 y la densidad es casi uniforme si ρ = 4B, pero cuando la masa es mayor a

1M⊙, el comportamiento cambia porque la gravedad comienza a jugar un papel importante, la

gráfica muestra cómo a R&10km, hay dos posibles valores para la masa. Las estrellas de quarks

y las de neutrones tienen prácticamente el mismo radio mientras M = 1.4M⊙.

Figura 1-5: Masa total (M) vs Radio (R) para estrellas de quarks[3].

La figura 1-6 es un diagrama de radio vs masa para estrellas con componentes exóticos.

Las ĺıneas SQM1, SQM2 y SQM3 representan estrellas compuestas completamente por materia

extraña de quarks utilizando el modelo MIT de bolsa con los valores que se muestran en la

tabla 1-3 [21]. Las ĺıneas GS1 y GS2 son modelos para estrellas con una fase mixta en la que

a relativamente baja densidad, aparecen condensados de kaones [28]. PCL2 modela una fase
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mixta con materia extraña de quarks [63]. El modelo PS tiene únicamente bariones y aunque

es una ecuación de estado dura tiene una masa máxima relativamente baja pero, radios muy

grandes comparando con las otras ecuaciones de estado [62], por lo general para ecuaciones de

estado duras, se esperan masas y radios máximos grandes. Se muestra también el ĺımite de cau-

salidad (ĺınea punteada), la constricción que se deriva de los cambios en el momento de inercia

I del pulsar Vela (ĺınea ∆I/I = 0.014), curvas de radio constante R∞ = R/(1− 2GM/c2)1/2 y

por último una trayectoria de masas y radio máximo para estrellas compuestas totalmente por

quarks extraños utilizando el modelo MIT de bolsa, R = 1.85 Rs, en donde Rs es el radio de

Schwarzschild Rs = 2GM/c2.

El pulsar Vela aumenta su momento de inercia I aproximadamente cada 3 años. Después

regresa a su estado normal y al parecer estos cambios no son al azar [44], el incrementro en el

esṕın es de aproximadamente una parte en 106. Estos cambios se conocen como glitches en el

pulsar.

Se cree que estos glitches se ocasionan cuando hay transferencia de momento angular entre

la corteza y otra componente de la estrella, esta transferencia se puede dar en la interfaz entre

la corteza y el núcleo. En ésta región la presión y la densidad son Pt y nt respectivamente, los

valores para la presión, por lo general se encuentran entre 0.25 y 0.65 MeV fm−3.

La cantidad ∆I/I es función de R y M y depende de la ecuación de estado a través valores

de Pt y nt [41] por lo que se puede obtener información de R y M si se miden los glithces en

los pulsares.

Modelo B [Mev fm−3] ms [MeV] αs
SQM1 94.92 0 0

SQM2 64.21 150 0.3

SQM3 57.93 50 0.6

Tabla 1-3: Valores utilizados en el modelo MIT de Bolsa [21], se muestra en la figura 1-6 la
relación entre la masa y el radio.
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Figura 1-6: Radio vs Masa para estrellas que conitenen fases mixtas con condensados de kaones
o materia extraña de quarks aśı como para estrellas de quarks (SQM1, SQM2 y SQM3 con los
valores mostrados en la tabla 1-3) [41].
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En la figura 1-7 se muestran varias curvas de Radio vs Masa, correspondientes a distintos

modelos. Las ĺıneas negras son modelos cuya ecuación de estado describe y las ĺıneas verdes son

modelos para estrellas de quarks extraños.

Figura 1-7: Ecuaciónes de estado para hadrones (ĺıneas negras) y materia de quarks extraños
(ĺıneas verdes). En anaranjado se muestran curvas de radio constante [39].

Se muestra en verde el ĺımite debido a la causalidad, en azul obscuro la región en la que la

relatividad general es ya importante y en azul claro la región de incompresibilidad. La región

verde que se encuentra abajo, es la región exclúıda por los pulsares de rotación más rápida. Las

ĺıneas SQM1, SQM3 y GS1 representan los mismos modelos que en la figura 1-6. Las ĺıneas MS0,
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MS1 y MS2 son modelos con neutrones y protones [58]. Las ĺıneas llamadas PAL, son modelos de

potencial fenomenológico no relativista propuestos por Prakash. GM son modelos propuestos por

[27] mientras que MPA1, MPA2 y ENG son modelos de Müther [59], Prakash & Ainsworth [64]

y Engvik [20] respectivamente, ambos son modelos relativistas de Dirac-Breueckner-Hartree-

Fock. Por último las ĺıneas AP representan modelos variacionales con distintas relaciones entre

densidades de enerǵıa y presión y densidad bariónica propuestas por Akmal [2].

La conjetura de máxima compacidad para la ecuación de estado.

En un fluido incompresible la velocidad del sonido (c2
s) al cuadrado es infinita y por lo tanto

no es realista. Se define la compacidad s como c2s
c2

= s = ∂p
∂ρ . Al imponer causalidad s 6 1, se

tiene un radio mı́nimo más grande, R & 2.823 GM/c2 [33]. Koranda, Stergioulas y Friedman

[37] conjeturaron que las configuraciones más compactas se producen cuando la ecuación de

estado a baja densidad es muy suave, mientras que a altas densidades la ecuación debeŕıa ser

muy dura. La ecuación de estado de máxima compacidad es

P = ρ− ρ0, ρ > ρ0

P = 0, ρ < ρ0.
(1-17)

Un resultado fenomenológico [43] para estrellas de neutrones que contienen materia de

quarks deconfinados o centros con una fase mezclada de quarks y hadrones, un radio limitado

por la ecuación de estado de mayor compacidad con s = 1/3, es decir P = (ρ − ρ0)/3 para

ρ > ρ0, lo cuál permite que el radio pueda tener valores más altos. La figura 1-8 muestra los

radios esperados junto con las regiones exclúıdas por causalidad (azul) y la conjetura de máxima

compacidad (blanco). Se toman dos valores ĺımite, Mmáx = 2.01M⊙ y Mmáx = 2.4M⊙ para

s = 1 y s = 1/3.
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Figura 1-8: Masa vs Radio para estrellas con quarks deconfinados o con una mezcla de quarks
y hadrones en el centro. En azul está la región excluida por causalidad, tomando el ĺımite de s
= 1 y en blanco, la región exclúıda por la conjetura de máxima compacidad (s= 1/3) para dos
valores de masa máxima Mmáx = 2.01M⊙ y Mmáx = 2.4M⊙ [39].
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1.2.4. Candidatos a Estrellas de Quarks

Las estrellas de quarks podŕıan ser las responsables de fenómenos muy energéticos como los

destellos de Rayos Gamma (GRB’s2 [14], radio pulsares [72], oscilasciones cuasiperiódicas en el

flujo de rayos X [29][30], repetidores de rayos gamma suaves [4], entre otros.

Como las estrellas de quarks pueden mantener luminosidades muy altas por periodos más

largos que la escala de tiempo dinámico de la estrella, de acuerdo con Alcock [3] podŕıa ser que

el famoso transiente de rayos γ del 5 de Marzo de 1979 no sea un magnetar, sino una estrella

de quarks.

La diferencia más significativa que puede ser medida, entre una estrella de neutrones y una

estrella de quarks es la relación entre su masa y su radio. Existen algunos objetos que han

clasificados como posibles estrellas extrañas [11]:

Fuente de Destellos de Rayos X. 4U 1820-30

Se localiza en cúmulo globular NGC6624 a una distancia de 6.4± 0.6 Kpc, ha sido observada

por EXOSAT.

Haberl y Titarchuk [32] obtuvieron una relación semiemṕırica para la masa y el radio a

partir de estas observaciones. Para una masa fija y considerando una ecuación de estado suave,

se espera un radio menor con respecto a una ecuación de estado más ŕıgida. Todos los modelos

usados considerando una estrella de neutrones fallan al describir la relación de masa radio para

esta fuente.

SAX J1808.4-3658

Esta fuenta fue descubierta en septiembre de 1996 por el satélite BeppoSAX y se encuentra

a 4 Kpc. Se detectaron 2 destellos de rayos X, cada uno duraba menos de 30 segundos, tiene

una luminosidad pico en rayos X de 6 × 1036 erg/s en su estado brilloso, y una luminosidad

por debajo de los 1035erg/s en su estado calmado [73]. También se descubrieron pulsaciones

2Por sus siglas en inglés “Gamma Ray Bursts”
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Figura 1-9: La región encerrada representa la relación semiemṕırica para masa y radio de la
fuente 4U 1820-30. Las ĺıneas eos1 y eos2 se obtienen con el modelo de Dey et al [19] con B =
110 MeV/fm3 en ambos casos y ms = 0 y ms = 150 MeV respectivamente.
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coherentes con un periodo de 2.49 milisegundos [23]. Después se verificó que era un sistema bi-

nario porque se observó al compañero y se determinó que teńıa un periodo orbital de 2 horas [13].

La figura 1-10 muestra la relación masa-radio obtenida a partir de las observaciones. La cur-

va Hyp describe la relación Masa-Radio para una estrella de neutrones en la que se considera

que hay hyperiones. La curva K− representa una estrella de neutrones con un condensado de

Bose-Einstein de kaones negativos en el núcleo. Ninguno de estos modelos es consistente con

las observaciones.

La curva B90 representa una estrella de quarks bajo el modelo MIT de bolsa con B = 90

MeV/fm3. SS1 y SS2 son estrellas de quarks bajo el modelo de Dey et al. [19]. Los modelos

para estrellas de quarks son más compatibles con las observaciones que los modelos de estrellas

de neutrones.

4U 1728-34

Esta es una fuente de oscilaciones cuasi-periódicas (QPO’s por sus siglas en inglés Quasi-

Periodic oscillations) en kilohertz. Las ĺıneas punteadas encierran la región permitida para

las relaciones de masa y radio de la fuente 4U 1728-34. Las ĺıneas sólidas representan varios

modelos para estrellas de quarks con la misma ecuación de estado utilizada para la fuente SAX

J1808.4-3658. Estos resultados sugieren que ésta fuente podŕıa ser una estrella de quarks.
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Figura 1-10: Relación de Masa y Radio para la fuente SAX J1808.4-3658 determinada obser-
vacionalmente, comparada con modelos de estrellas de neutrones y de estrellas de quarks. Los
modelos para las estrellas de quarks son las ĺıneas sólidas[11].
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Figura 1-11: Relación de Masa y Radio para la fuente 4U 1728-34 determinada observacional-
mente, comparada con modelos de estrellas de neutrones y de estrellas de quarks.[11]

1.3. Sistemas Binarios de Objetos Compactos

Los sistemas binarios de objetos compactos son, como su nombre lo indica, un sistema con

dos objetos compactos ligados gravitacionalmente. Puede ser un sistema de dos enanas blancas,

dos estrellas de neutrones, dos agujeros negros o alguna mezcla (binaria) de los anteriores. Son

el resultado de un sistema de estrellas binarias que han alcanzado el final de su vida, depen-

diendo del tipo de estrellas que lo forme y de qué tan cerca estén una de la otra, el sistema

binario puede tomar distintos caminos. Por ejemplo, si alguna de las estrellas es muy grande en

comparación con su compañera (a esta estrella se le llamará estrella primaria)evolucionará más

rápido y en el proceso de convertirse en un objeto compacto podŕıa llegar a destruir a su com-

pañera o bien, hacer que la separación entre ellas crezca hasta que ya no se encuentren ligadas

gravitacionalmente y por lo tanto el sistema binario quede destruido.

Los sistemas binarios de interés para este trabajo son sistemas en los que ambas estrellas

han logrado sobrevivir la tranformación propia y de la compañera a un objeto compacto, es-

pećıficamente, un sistema con dos estrellas de quarks, pensando que existen sistemas binarios de

pulsares y de estrellas de neutrones, si la hipótesis de Witten es cierta, es probable que también
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exista un sistema binario de estrellas de quarks, y es incluso posible que alguno de los sistemas

compuestos por pulsares o estrellas de neutrones que ya se han observado sean en realidad un

sistema de estrellas de quarks.

El sistema es entonces uno en el cuál una estrella orbita a otra siguiendo una órbita circu-

lar. Esto tiene sentido ya que las fuerzas de marea reducen la excentricidad de las órbitas de

ambas estrellas en un tiempo corto comparado con el tiempo que le toma a la estrella primaria

evolucionar dejando órbitas prácticamente circulares. Se pueden considerar órbitas Keplerianas

coplanares y circulares. El potencial gravitacional efectivo en un marco de referencia que gira

con el sistema binario genera superficies equipotenciales llamadas superficies de Roche.

La separación a de la binaria está dada por:

4π2a3 = GMP 2 (1-18)

En donde M = M1 +M2 = mM⊙ y P es el periodo. La forma de las superficies equipotenciales

se determina completamente por la razón entre las masas q = M1
M2

. La figura 1-12 [22] muestra

las superficies equipotenciales generadas por una q = 2.5. La materia que se encuentra lejos de

a por ejemplo en los ćırculos externos 2 y 3, sigue equipotenciales correspondientes a un sistema

rotatorio con un punto de masa en CM. Hay equipotenciales circulares alrededor de los centros

de ambas estrellas (r1, r2), en esta area el movimiento se rige por la atracción gravitacional de

la estrella más cercana.

El potencial de Roche está dado por

ΦR(r) = − GM1

| r − r1 |
− GM2

| r − r2 |
− 1

2
(ω ∧ r)2, (1-19)

en donde r1 y r2 son los vectores de posición del centro de las estrellas y ω es la velocidad

angular de la binaria ω =
[
GM
a3

]1/2
e, con e un vector unitario normal al plano de la órbita.

Este potencial ΦR (ecuación 1-19) tiene dos valles centrados en r1, r2 que se conectan en
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Figura 1-12: Lóbulo de Roche (ĺınea gruesa), superficies equipotenciales y puntos de Lagrange
para q = 0.25 [22].

la superficie cŕıtica, esta es la ĺınea gruesa que se ve en la figura 1-12 con forma de 8. Esta

superficie determina el lóbulo de Roche de cada estrella. También se encuentra el primer punto

de Lagrange L1. Este punto es un máximo local entre ambos valles generados por el potencial,

lo que causa que para el material cercano a este punto sea fácil pasar al otro lóbulo.

El radio del lóbulo de Roche se determina por una esfera cuyo volumen encierra la superficie

cŕıtica de Roche que en la figura 1-12 es la ĺınea 3 interna. Si alguna estrella llena su lóbulo de

Roche, entonces el material de la estrella fluye por los puntos de Lagrange internos que conectan

ambos lóbulos y se lleva a cabo un fenómeno de transferencia de masa. Esto es lo que va a ocu-

rrir cuando las estrellas de quarks de los sistemas que se consideran más adelante, se acerquen

demasiado. Debido a la atracción gravitacional, las estrellas comienzan a deformarse hasta que

el lóbulo de Roche de alguna de ellas, o de ambas se llena y comienza a haber transferencia de

masa.
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Los sistemas binarios son importantes en este caso ya que una estrella de neutrones sola,

podŕıa no tener las condiciones necesarias para transformarse en una estrella de quarks, pero

en un sistema binario, gracias a la transferencia de masa, los objetos compactos pueden evolu-

cionar. Por ejemplo, una enana blanca que recibe masa de una compañera, podŕıa convertirse

en una estrella de neutrones, si la masa es suficiente podŕıa incluso llegar a formar un agujero

negro. Hay varias combinaciones posibles, también podŕıa formarse un sistema binario de dos

objetos compactos que debido a la emisión de ondas gravitacionales termine colisionando y por

supuesto, también se puede dar el caso de que una estrella de neutrones comience a acretar

material de su compañera (no tanto como para formar un agujero negro) y se generen las con-

diciones de presión suficientes para que se formen semillas de quarks en el interior de la estrella

que podŕıan transformarla completamente en una estrella de quarks.

Es importante mencionar que al ser objetos muy masivos y compactos, es necesario tomar

en cuenta efectos relativistas por lo que las superficies y el potencial de Roche antes presenta-

dos son una aproximación. El sistema también está perdiendo enerǵıa debido a la emisión de

ondas gravitacionales; debido a ésto, la órbita se va haciendo cada vez más pequeña hasta que

las estrellas colisionan. Las ondas gravitacionales son un resultado directo de la teoŕıa de la

relatividad general propuesta por Einstein en 1915, es por eso que aunque el código a utilizar

es Newtoniano, es importante hablar de relatividad para entender el origen de las ondas gravi-

tacionales.

1.4. Relatividad General

La Teoŕıa de la Relatividad General fue propuesta por Einstein a finales de 1915. Esta

teoŕıa, considera a la gravedad no como una fuerza (como Newton la describió) sino como una

consecuencia de la deformación que el espacio-tiempo sufre debido a la presencia de masa. Un

objeto masivo genera una curvatura en el espacio-tiempo y es esta distorsión lo que dicta el

movimiento de los objetos. Cuando en 1905 Einstein postula la teoŕıa de la relatividad especial,

se da cuenta de que la teoŕıa de la gravitación de Newton teńıa que ser modificada ya que
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contradećıa uno de los principios fundamentales de la relatividad especial: Nada puede moverse

más rápido que la velocidad de la luz. En ese nada, se incluyen las interacciones y en la teoŕıa

de Newton, la gravedad actuaba inmediatamente en los cuerpos, es decir, la fuerza de gravedad

se propaga a velocidad infinita entre cuerpos distintos. A Newton tampoco le convenćıa esta

condición de acción a distancia, pero no hab́ıa una mejor explicación.

Las ideas principales de la relatividad general son:

i) Las leyes de la f́ısica deben tomar la misma forma para todo observador (principio de cova-

riancia general).

ii) Los objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravitacional (principio de

equivalencia).

iii) La inercia local de un objeto es producida por la distribución total de la materia en el

Universo (principio de Mach).

Entonces, el princpio de equivalencia da una pista acerca de la naturaleza de la gravitación.

Debido a que el comportamiento debe ser igual para todos los objetos, entonces debe haber

una relación más general con el espacio-tiempo, esto lleva a la idea de que la gravedad es una

consecuencia de la forma que toma el espacio-tiempo.

1.4.1. La métrica del espacio-tiempo, tensores de curvatura y ecuaciones de

Einstein

Para describir la geometŕıa del espacio tiempo de manera que la gravedad sea una con-

secuencia de su deformación, se utilizan tensores. Considerando un espacio-tiempo continuo

formado por 3 dimensiones espaciales y 1 temporal, la métrica es la distancia invariante entre

dos eventos infinitamente cercanos con coordenadas xα y xα + dxα

ds2 =

4∑
α,β1=1

gαβdx
αdxβ ≡ gαβdxαdxβ, (1-20)

donde gαβ es el tensor métrico o “la métrica 2en donde la última igualdad define la convención

de suma de Einstein, es decir, los ı́ndices que aparecen repetidos, se suman.
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En cada punto del espacio-tiempo, las componentes de la métrica forman una matriz simétri-

ca no singular de 4×4 elementos, escribiendo x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z, la ecuación 1-20

se puede escribir como

ds2 = ηαβdx
αdxβ (1-21)

con ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1), la ecuación 1-21 representa un espacio pseudo-Euclideano, un espa-

cio Euclideano excepto por el signo menos del primer término, llamado el espacio de Minskowsi.

En un campo débil, la métrica se puede expandir en series de potencia y quedarse sólo con los

términos lineales.

En relatividad general, en ausencia de fuerzas externas los objetos se mueven en ĺıneas rectas

en el espacio-tiempo, estas trayectorias corresponden a un movimiento rectiĺıneo-uniforme y es

una trayectoria de longitud extrema llamada geodésica que se escribe como

d2xα

dτ2
+ Γαβγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0, (1-22)

en donde τ es el tiempo propio y Γαβγ son los śımbolos de Christoffel que están dados en términos

de derivadas de la métrica

Γαβγ =
gαµ

2

(
∂gβµ
∂xγ

+
∂gγµ
∂xβ

−
∂gβγ
∂xµ

)
. (1-23)

Para diferenciar entre un espacio que es plano y uno que no lo es, se construye el tensor de

curvatura de Riemman. Este tensor mide el cambio de un vector al ser transportado alrededor

de un circuito manteniéndolo siempre parelo a śı mismo. En un espacio plano el vector no

cambia, pero en uno curvo śı. El tensor de Riemman es

Rσµνρ = ∂νΓσµρ − ∂µΓσνρ + (ΓαµρΓ
σ
αν − ΓανρΓ

σ
αν), (1-24)

en donde ∂µ = ∂
∂xµ . Éste tensor tiene 4 ı́ndices, lo cuál implica 256 componentes, afortuna-

damente debido a que tiene muchas simetŕıas, en 4 dimensiones sólo tiene 20 componentes

independientes.
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A partir del tensor de Riemman, se define el tensor de Ricci contranyendo dos de los ı́ndices

libres

Rµν = Rλµλν . (1-25)

El tensor de Ricci sólo tiene 10 componentes independientes porque es simétrico en sus dos

ı́ndices. Hay que tener siempre en cuenta que aunque el tensor de Ricci sea cero, no implica que

el espacio sea plano ya que las otras 10 componentes del tensor de Riemman podŕıan no ser cero.

Tomando la traza del tensor de Ricci, se obtiene el escalar de curvatura

R = gµνRµν . (1-26)

La forma de conectar la geometŕıa del espacio-tiempo con la distribución de materia y

enerǵıa es a través de las ecuaciones de campo de Einstein, que en su forma más compacta son

Gµν = 8πTµν , (1-27)

en donde en el lado izquierdo se tiene la parte de la geometŕıa encerrada en Gµν , el tensor de

Einstein y del lado derecho está la parte de la distribución de materia y enerǵıa con Tµν el

tensor de enerǵıa-momento de la materia. El término 8π es una normalización que es necesaria

para obtener el ĺımite Newtoniano correcto [5].

El tensor de Einstein se define en términos del tensor de Ricci y el escalar de curvatura como

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (1-28)

En el caso del espacio vaćıo, el tensor de enerǵıa momento es cero y entonces las ecuaciones

de Einstein son

Gµν = 0. (1-29)

Esto equivale a Rµν = 0, lo cuál no implica un espacio plano. Esto está bien ya que el campo
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gravitacional de un objeto se extiende más allá del objeto en śı y la curvatura del espacio

en una región vaćıa que está cerca de un objeto masivo no puede ser cero. Una aplicación

muy importante de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo es que describen la forma en la que

el campo gravitacional se propaga por el vaćıo, es decir, predice la existencia de las Ondas

Gravitacionales.

1.5. Ondas Gravitacionales

Las ondas gravitacionales son deformaciones del espacio-tiempo que se deben a perturba-

ciones en el tensor de momento enerǵıa o bien, a deformaciones generadas en el espacio tiempo

causadas por ejemplo por objetos compactos o sistemas binarios. Se propagan a la velocidad de

la luz y no tienen emisión dipolar por lo que se utiliza por lo general, la aproximación cuadru-

polar para describir su emisión.

En el sistema solar R es grande, es decir que la gravedad es débil. En general para un campo

gravitacional débil se pueden utilizar coordenadas de Minkowski y en este caso la métrica se

puede expandir en series de Taylor y se pueden tomar únicamente los términos lineales, es decir,

se puede escribir como

gµν = ηµν + hµν , (1-30)

en donde |hµν | � 1 contiene las contribuciones cuasiestáticas del sol y los planetas más cual-

quier posible efecto causado por ondas gravitacionales de alguna fuente astrof́ısica. En el caso

del sistema solar se tiene que |hµν | ∼ |φ| ≤M⊙/R⊙ ∼ 10−6.

Tomando en cuenta sólo en las contribuciones provenientes de las ondas gravtiacionales al

término |hµν |. Se puede utilizar la aproximación de campo débil en este caso ya que por lo

general cuando las ondas gravitacionales comienzan a propagarse, su longitud de onda λ es

muy pequeña en comparación con el radio de curvatura R del espacio-tiempo en el que se están

propagando.

Las ondas gravitacionales se describen completamente por medio de dos amplitudes adi-
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mensionales: h× y h+. Si la propagación va en la dirección z, entonces h× y h+ son función de

t− z/c. Tomando los tensores de polarización e+ y e× tales que

e+
xx = −e+

yy = 1

e+
xy = e+

yx = 1,
(1-31)

y todas sus otras componentes sean cero, se pueden escribir las ondas gravitacionales como

hTTjk = h+e
+
jk + h×e

×
jk. (1-32)

Este es un tensor espacial simétrico análogo al vector de potencial en electrodinámica en la

norma de Lorentz, que en el vaćıo cumple

A0 = 0, Ai,i = 0, �Ai = 0, (1-33)

en donde la última ecuación proviene de las ecuaciones de Maxwell en esta norma. Análogamen-

te en relatividad, los sistemas coordenados que cumplen con la norma TT3(norma transversa y

sin traza), tienen

hTT0µ = 0,

hTTjk,k = 0,

�hTTjk = 0,

(1-34)

en donde la última ecuación es la ecuación de campo de Einstein en esta norma y es la ecuación

de propagación en el vaćıo para campos gravitacionales, es decir, la ecuación de onda. La norma

es transversa porque es sólamente espacial (primer ecuación de 1-34) y si se piensa como una

onda, es transversa a su dirección de propagación (segunda ecuación de 1-34) y su traza es cero

porque hkk = 0.

3por sus siglas en inglés Transverse-Traceless
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La solución más simple es una onda plana monocromática

hjk = <[Ajk exp(ikαx
α)], (1-35)

en donde <[...] indica que se debe tomar la parte real de la expresión dentro de los corchetes,

Ajk es la amplitud y kα es el vector de onda, ambos son constantes que satisfacen kαα = 0 y

Ajαk
α = 0. Esta solución describe una onda con frecuencia

ω ≡ k0 = (k2
x + k2

y + k2
z)

1/2, (1-36)

que se propaga a la velocidad de la luz en dirección (1/k0)(kx, ky, kz).

En la norma TT, las componentes del tensor de curvatura de Riemman Rj0k0 = R0j0k =

−Rj00k = −R0j0k, tienen la forma

Rj0k0 = −1

2
hTTjk , 00. (1-37)

El tensor de curvatura es un invariante y hjk en la norma TT tiene la menor cantidad de com-

ponentes posibles, en cualquier otra norma, no seŕıa aśı.

Una onda plana, moncocromática que se propaga en dirección z, tiene las siguientes com-

ponentes

hTTxx = −hTTyy = <(A+e
−iω(t−z)),

hTTxy = hTTyz = <(A×e
−iω(t−z)).

(1-38)

Las amplitures A+ y A× representan dos modos de polarización independientes. Las ondas

gravitacionales, como las electromagnéticas se pueden resolver en dos componentes lineales

polarizadas o en dos tensores unitarios de polarización circulares que son

eR =
1√
2

(e+ + ie×), eL =
1√
2

(e+ − ie×). (1-39)

Un anillo de part́ıculas de prueba que es golpeado por una onda gravitacional con polarización
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eR, resulta en una deformación en dirección de las manecillas del reloj, si por el contrario, la

onda tiene polarización eL, entonces la deformación es en el sentido contrario. La figura 1-13

muestra gráficamente la derfomación que un anillo de part́ıculas de prueba sufriŕıa dependiendo

de la polarización de la onda gravitacional que lo golpea.

Figura 1-13: Deformación de un anillo de part́ıculas prueba debido a una onda gravitacional.[53]

Cuando una onda gravitacional golpea una part́ıcula, le produce una aceleración transversal.

Considerando dos part́ıculas de prueba en un sistema inercial local de referencia, la aceleración

que una part́ıcula sentiŕıa debido a las ondas gravitacionales es

ξ̈j =
1

2
ḧTTjk ξk, (1-40)

esta aceleración es ortogonal a la dirección de propagación y es cero si ξj es paralela a la

dirección de propagación. Esto produciŕıa un cambio en la separación de las part́ıculas

δξj =
1

2
hTTjk ξk, (1-41)

en orden de magnitud, la tension producida por una onda gravitacional es δξ
ξ ∼ h.

Las ondas gravitacionales pueden ejercer fuerza sobre los objetos y hacerlos oscilar, la fuerza
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que siente cada elemento de masa m es

Fj =
1

2
mḧTTjk ξk, (1-42)

en donde ξk es el desplazamiento del elemento de masa medido desde el centro de masa. También

pueden hacer trabajo y por lo tanto tienen densidades de enerǵıa y momento. El tensor de

estrés-enerǵıa para ondas que se propagan en dirección z es

T 00 =
T 0z

c
=
T zz

c2
=

1

16π

c2

G
〈(ḣ+)2 + (ḣ×)2〉, (1-43)

en donde 〈〉 indica un porcentage sobre varias longitudes de onda, T 00 es la densidad de enerǵıa,

T 0z el flujo de enerǵıa y T zz el flujo de momento. Hay que hacer notar que éstas densidades

no se localizan en un punto sino que están distribúıdas en una banda angosta de longitudes de

onda [69].

1.5.1. Luminosidad de Ondas Gravitacionales

Para saber cuánta radiación gravitacional emite un par de masas que se acercan la una a la

otra, se aplican las fórmulas para la radiación electromagnética pero tomando a la masa de la

part́ıcula como si fuera la carga y aśı se obtiene un estimado de la potencia total radiada.

En electromagnetismo, la componente que domina la radiación es la componente dipolar

eléctrica (de) que da una luminosidad Lde

Lde =
2

3
e2a2, (1-44)

para una sóla part́ıcula con aceleración a, d̈ = eẍ = ea, entonces el momento dipolar es

Lde =
2

3
d̈2, (1-45)
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Para hacer el análogo gravitacional para el dipolo, cambiando e con m, entonces

d =
∑
A

mAxA, (1-46)

en donde A son las part́ıculas. La primera derivada nos da el momento total del sistema

ḋ =
∑
A

maẋA = p. (1-47)

La segunda derivada tiene que ser cero para cumplir con la conservación del momento,

d̈ = ṗ = 0, lo cuál implica que la componente dipolar de la radiación gravitacional es cero.

Lo mismo pasa para la radiación del dipolo magnético

µ =
1

c

∑
A

xA × (mAẋ
A) =

1

c

∑
A

jA, (1-48)

siendo jA el momento angular de la part́ıcula A. Por conservación de momento µ̇ = 0 por lo

que tampoco hay radiación de dipolo magnético.

El siguiente orden en los términos para la radiación es el cuadrupolo

hTTjk (t, x) =
2

r

G

c4
†̈TTjk (t− r

c
), (1-49)

con

†jk =
∑
A

ma[x
A
k x

A
k −

1

3
δjk(x

A)2], (1-50)

el momento cuadrupolar. Éste ya no es cero. †TTjk significa tomar la componente transpuesta.

†TTjk ≡ PjlPkm †lm −
1

2
Pjk(Plm†lm). (1-51)

Pjk es el tensor de proyección Pjk = δjk − njnk.

Para ver cómo es la luminosidad en un sistema binario, se toman dos masas puntuales M1
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y M2 en una órbita circular de radio a, a1 y a2 son las distancias al centro de masa de cada

una de las part́ıculas, la masa reducida es µ = M1M2
M1+M2

y

M1a1 = M2a2 = µa. (1-52)

Si el eje z es el eje de rotación y φ es el ángulo azimutal a la ĺınea que une las masas, como

Mia
3
i , i = 1, 2 es constante para cada part́ıcula, entonces el momento cuadrupolar es

†xx = (M1a
2
1 +M2a

2
2) cos2 φ+ cte =

1

2
µa2 cos 2φ+ cte, (1-53)

también

†yy = −1

2
µa2 cos 2φ+ cte,

†xy = †yx =
1

2
µa2 sin 2φ+ cte.

(1-54)

Como φ = Ωt, con Ω la velocidad angular, la luminosidad de las ondas gravitacionales (LGW =

dE/dt)es

LGW =
1

5

G

c5
〈
...
† jk

...
† jk〉

=
1

5

G

c5
(2Ω)6(

1

2
µa2)〈sen2 2Ωt+ 2 cos2 2Ωt〉,

(1-55)

y como la tercera ley de Kepler dice que Ω2 = GM
a3 y usando M = M1 +M2

LGW =
32

5

G4

c5

M3µ2

a5
. (1-56)

La pérdida de enerǵıa hace que la separación entre las estrellas se reduzca con un periodo orbital

P = 2π/Ω. Como la enerǵıa es

E =

(
1

2
M1a

2
1 +

1

2
M2a

2
2

)
Ω2 − GM1M2

a

=− 1

2

GMµ

a
,

(1-57)
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entonces para el periodo
1

P

dP

dt
=

3

2

1

a

da

dt

=− 3

2

1

E

dE

dt

=− 96

5

G3

c5

M2µ

a4
.

(1-58)

En cuanto al momento angular, para una órbita circular se tiene

dJ

dt
= −32

5

G7/2

c5

µ2M5/2

a7/2
. (1-59)

1.5.2. Detección de Ondas Gravitacionales

La primera evidencia de las existencia de las ondas gravitacionales se dio cuando se estu-

dió la órbita del primer sistema binario de pulsares descubierto, el sistema es PSR 1913 + 16

y fue descubierto por Hulse y Taylor en 1974, ellos observaron un pulsar en una órbita eĺıptica

pero no observaron a la compañera. El pulsar tiene una velocidad orbital de ∼ 300 km/s. La

variación en el tiempo de llegada de los pulsos a la tierra da información acerca de la órbita.

El sistema se caracterizó por 4 elementos. La masa de ambas estrellas (M1+M2 = 2.8278M⊙),

el semieje mayor de la órbita y la inclinarión del plano orbital con respecto a la ĺınea de vista.

Con todos los parámetros que se midieron, se puede predecir el valor de Ṗ y si este concuerda

con lo medido, seŕıa una evidencia de la existencia de las ondas gravitacionales.

Según la teoŕıa de la relatividad general, debeŕıa haber un decaimiento en el periodo orbital

debido a la emisión de ondas gravitacionales. Se predijo Ṗ = −2.40 × 10−12 y se midió Ṗ =

(−2.30 ± 0.22) × 10−12, la fórmula de la emisión gravitacional cuadrupolar se confirmó con

un error de aproximadamente el 10 % [69], con esto no quedó duda de la existencia de las

ondas gravitacionales. Sin embargo esta detección es indirecta. Detectar diréctamente las ondas

gravitacionales nos puede dar mucha información sobre el sistema que las generó.

La ecuación 1-56 se puede escribir como

LGW =
32

5
µ2R4Ω6. (1-60)

39



En donde R es la separación entre las estrellas y Ω es la velocidad angular. La velocidad an-

gular está determinada por la separación y la masa de las estrellas, al observar un sistema por

lo general no se puede medir R directamente, pero a partir de la frecuencia de las ondas gra-

vitacionales observadas se puede inferir Ω y entonces es posible obetner las masas de las estrellas.

Como R3 = m1+m2
Ω2 y usando la frecuencia de las ondas gravitacionales ΩGW = 2Ω, se tiene

h̄TTxx = −21/3M5/3Ω
2/3
GW

r
cos[ΩGW (t− r)], (1-61)

LGW =
4

5× 21/3
(MΩGW )10/3, (1-62)

en donde se define M como la masa de gorjeo4 del sistema binario

M = µ3/5(m1 +m2)2/5 =
c3

G

(
5

96
π−8/3Ω−11/3Ω̇

)3/5

, (1-63)

en donde Ω y Ω̇ son la frecuencia obervada y su derivada [8]. Ésta determina qué tan rápido el

sistema binario barre una banda de frecuencias.

La enerǵıa que genera la luminosidad de las ondas gravitacionales (ecuación 1-56) proviene

de la enerǵıa de la órbita E = −m1m2/2R, que en términos de M es

E = − 1

25/3
M5/3Ω

2/3
GW . (1-64)

El campo, la luminosidad y la enerǵıa dependen deM. Este tipo de sistema puede servir como

candelas estándar porque se puede determinar con precisión la distancia a la cuál se encuentran

a partir de las mediciones de las ondas gravitacionales que emite[15].

Los experimentos para detectar ondas gravitacionales comenzaron en los años 60s con We-

ber y sus barras resonantes [70]. Los experimentos basados en interferometŕıa se propusieron a

principios de los 60s y en los 70s. Para principios del 2000 se hab́ıan construido ya algunos de-

4Chirp Mass
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tectores: TAMA en Japón, GEO 600 en Alemania, Virgo en Italia y LIGO5 en Estados Unidos.

Estos detectores estuvieron buscando ondas gravitacionales de 2002 a 2011 sin resultado alguno.

LIGO fue mejorado y en 2015 teńıa una sensibilidad mayor que todos los demás detectores.

Los detectores por interferometŕıa funcionan básicamente como un interferómetro de Mi-

chelson, es decir, un haz de luz láser se divide en dos haces que recorren un camino de 4km, en

el caso de LIGO y mide la deformación causada por una onda gravitacional como la diferencia

en longitud de sus brazos ortogonales.

A principios de febrero de este año (2016) se anunció la medición directa de las ondas gravi-

tacionales generadas por la colisión de dos agujeros negros de masa estelar por medio de LIGO

[1], el sistema se conoce como GW150914. Las masas de los agujeros negros son de 36+5
−4M

⊙ y

29+4
−4M

⊙, el agujero negro final es de 62+4
−4M

⊙ y radió 3.0+0,5
−0,5M

⊙c2 en ondas gravitacionales,

la señal se detecto de los 35 a los 250 Hz.

Este fue un evento muy importante ya que es la primera vez que se ha detectado directa-

mente la emisión de ondas gravitacionales y también la primera vez que se observa la colisión

de dos agujeros negros.

5Por sus siglas en inglés “Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatoy”
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Caṕıtulo 2

Simulación Numérica

Muchos de los sistemas f́ısicos que se estudian en la actualidad, son descritos a través de

modelos que nos ayudan a predecir su comportamiento. Estos pueden llegar a ser muy complejos

y en muchos casos no es posible encontrar soluciones anaĺıticas. Por lo general, los modelos son

una serie de ecuaciones diferenciales y la meta es resolverlas de manera rápida pero al mismo

tiempo asegurar que los resultados que se obtienen resuelvan el sistema de una manera f́ısica-

mente posible y que concuerde con la realidad, para esto se han desarrollado códigos numéricos

tomando en cuenta las necesidades espećıficas de cada sistema f́ısico y se han ido desarrollando

para hacerlos cada vez más eficientes y obtener resultados en el menor tiempo posible, de todas

manera, resolver un sistema f́ısico con muchas part́ıculas siempre toma tiempo ya que hay que

resolver muchas ecuaciones para poder describir adecuadamente su comportamiento. El sistema

que se quiere modelar en este caso se puede considerar como un fluido en 3 dimensiones, por lo

tanto se necesita resolver las ecuaciones hidrodinámicas de éste.

El código numérico que se utiliza en este trabajo es un código Hidrodinámico de Part́ıculas

Suavizadas o SPH por sus siglas en inglés (Smoothed Particle Hydrodynamics). Es escencial-

mente un método Lagrangiano y fue desarrollado por Gingold & Monaghan en 1977 [24]. Las

ventajas principales de este método son que no es necesario hacer suposiciones a priori acerca

de la naturaleza del fluido además como va siguiendo las part́ıculas, no se consumen recursos

computacionales en modelar regiones en las que no hay part́ıculas.
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Este método ha sido probado exitosamente en varios problemas, por ejemplo Monaghan &

Gingold (1983)[55] lo usaron para estudiar ondas de choque en un tubo, Monaghan & Philips

en 1985 lo usaron para describir la propagación de ondas de Alfvén, Phillips en 1986 [66] y

Habe en 1989 [31] estudiaron el colapso de nubes de gas magnéticas, Żurek & Benz (1986)

[74] estudiaron la redistribución del momento angular en un toro de acreción grueso, Benz et

al (1990) [7]; Rasio & Shapiro (1992) [67]; Davies et al (1994) [18] lo usaron para estudiar

hidrodinámica de sistemas de binarias cercanas, Coleman & Bicknell (1985) [17] estudiaron jets

astrof́ısicos.

2.1. Ecuaciones Hidrodinámicas. La ecuación de continuidad y

la ecuación de Euler.

La ecuación de Continuidad.

Un fluido en movimiento se describe por medio de funciones que dan la distribución de

la velocidad del fluido v(x, y, z, t) y de otras dos magnitudes termodinámicas que pertenezcan

al fluido, por ejemplo la presión P (x, y, z, t) y la densidad ρ(x, y, z, t). Todas las magnitudes

termodinámicas quedan determinadas si se conocen los valores de cualesquiera dos de ellas y

con ayuda de la ecuación de estado [38].

Se considera ahora un cierto volumen V0, la masa de fluido contenida en ese volumen es∫
ρdV y el flúıdo que atraviesa la superficie S delimitada por ese volumen es ρv · dS, esta

cantidad es positiva si el flujo está saliendo y negativa si entra; la masa total de fluido que sale

del volumen V0 por unidad de tiempo es
∮
ρv · dS mientras que la disminución de masa del

fluido en el mismo volumen es − ∂
∂t

∫
ρdV . Igualando se obtiene

∂

∂t

∫
ρdV = −

∮
ρv · dS. (2-1)

Transformando la integral anterior a una integral de volumen por medio de la fórmula de Green
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se tiene −
∮
ρv · dS =

∫
∇(ρv)dV , por lo que la ecuación 2-1 queda como

∫ (
∂

∂t
+∇ · (ρv)

)
dV, (2-2)

y como esto debe ser cierto para cualquier volumen entonces queda la ecuación de continuidad

∂

∂t
+∇ · (ρv) = 0. (2-3)

La ecuación de Euler.

Considerando un volumen de fluido, la fuerza total que actúa sobre el volumen es −
∮
PdS,

con P la presión y S la superficie que encierra al volumen. Esto se puede transformar en una

integral de volumen por lo que

−
∮
PdS = −

∫
∇PdV. (2-4)

En donde −∇P es la fuerza por unidad de volumen que actúa sobre el fluido. Aplicando la

segunda ley de Newton para obtener la ecuación de movimiento de un elemento de volumen del

fluido, se tiene

ρ
dv

dt
= −∇P, (2-5)

en donde dv/dt es la derivada temporal de la velocidad de una part́ıcula fluida determinada

cuando se mueve en el espacio, para ponerla en términos de magnitudes que se refieren a puntos

fijos en el espacio, se usa la relación dv = (∂v/∂t)dt+ (dr · ∇)v por lo que

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v · ∇)v. (2-6)

Sustituyendo en la ecuación 2-5 se obtiene la ecuación de Euler

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇P

ρ
. (2-7)

Esta es la ecuación para la conservación de momento de un fluido no viscoso.
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2.2. Las Ecuaciones Hidrodinámicas Lagrangianas.

Existen dos formas de estudiar los problemas f́ısicos por medio de códigos numéricos, uno

es por medio del método Euleriano, en el cuál se fija una malla de puntos y se calculan las

derivadas en éstos lugares fijos; el flujo atraviesa esta malla y las propiedades de las part́ıculas

que van cayendo en estos puntos están determinadas por los valores de las propiedades que

tiene ese punto de la malla en ese instante.

(a) Descripción de Euler. Las propiedades
de las part́ıculas toman los valores que tie-
ne la malla en ese instante.

(b) Descripción de Lagrange. Se calculan
las derivadas en un sistema coordenado que
se mueve con las part́ıculas.

Figura 2-1: Esquema de las descripciones de Euler y Lagrange.

El otro método es el Lagrangiano, en el cuál se sigue a cada una de las part́ıculas en el

tiempo calculando las derivadas en un sistema coordenado que se mueve con el fuido; las pro-

piedades dependientes del tiempo pueden representarse como fi(t) en donde el sub́ındice indica

la part́ıcula i del fluido y las derivadas temporales se puden calcular como d/dt, mientras que

en el método Euleriano, las propiedades dependen también de la posición en la malla por lo que

se representan como f(x, t) y sus derivadas temporales son derivadas parciales ∂/∂t, la figura

2-1 muestra esquemáticamente éstas descripciones.

Se pueden escribir las ecuaciones hidrodinámicas de manera lagrangiana. Las derivadas tem-

porales de Euler y de Lagrange se relacionan como
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d

dt
=
dxi

dt

∂

∂xi
+
∂

∂t
= v · ∇+

∂

∂t
. (2-8)

Ahora se puede aplicar la ecuación Euleriana de continuidad 2-1 y usando dρ/dt = v·∇ρ+∂ρ/∂t

se obtiene la forma lagrangiana de la ecuación de continuidad

dρ

dt
= −ρ∇ · v. (2-9)

La ecuación de Euler 2-7 en forma lagrangiana es

dv

dt
= −∇P

ρ
+ f , (2-10)

en donde f encierra términos de gravedad o campos magnéticos.

A continuación debe obtenerse la ecuación de enerǵıa y esto se hace con ayuda de la primera

ley (adiabática) de la termodinámica dU = dQ−PdV escrita en términos de volumen por masa;

de esta manera la enerǵıa U, se convierte en enerǵıa por masa u y el volumen se convierte en

volumen por masa dV → d(1/ρ) = −dρ/ρ2 por lo que la primera ley de la termodinámica se

escribe como

du =
P

ρ2
dρ, (2-11)

de donde

du

dt
=
P

ρ2

dρ

dt
,(

∂u

∂ρ

)
s

=
P

ρ2
.

(2-12)

Usando las ecuaciones 2-12 y 2-9, se tiene que la ecuación Lagrangiana para la enerǵıa es

du

dt
=
P

ρ2

dρ

dt
= −P

ρ
∇ · v. (2-13)

Con estas ecuaciones (continuidad, Euler y enerǵıa) más una ecuación de estado que relacione

cantidades como por ejemplo la velocidad del sonido o la presión con cantidades macroscópicas

del fluido como la temperatura o la densidad, se puede describir el fluido de manera Lagrangiana.
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2.3. El Método Numérico. Smoothed Particle Hydrodynamics

El método SPH se basa en un núcleo que depende de un vector de posición y un parametro

h que tiene unidades de longitud. Éste aproxima a una función f(r) como

f̃(r) =

∫
f(r′)W (r− r′, h)d3r′, (2-14)

en donde W es el núcleo1 y h es la longitud de suavizamiento2 que determina el ancho del

núcleo. Las part́ıculas están representadas por este núcleo y su integral espacial indica qué tanta

influencia tiene la part́ıcula en alguna posición dada. Se debe pedir que el núcleo permita

recuperar la función original si se toma el ĺımite de una región suavizada infinitesimal, por lo

que el núcleo debe cumplir

ĺım
h→0

f̃h(r) = f(r), (2-15)

y ∫
W (r− r′, h)d3r′ = 1. (2-16)

Aśı que el núcleo debe estar normalizado y debe colapsar a un punto si la longitud de suaviza-

miento tiende a cero, por lo que se debe cumplir lo siguiente

ĺım
h→0

W (r− r′, h) = δ(r− r′), (2-17)

además, como el núcleo representa a las part́ıculas y a que tanto contribuyen a las interacciones,

entonces debe tener a cero con la distancia

ĺım
h→∞

W (r− r′, h) = 0 (2-18)

Esta propiedad del núcleo es muy importante ya se puede elegir un núcleo que limite la influen-

cia de las part́ıculas a un radio finito, esto mejora mucho el tiempo de computo requerido ya

que no es necesario calcular las interacciones entre todas las part́ıculas del sistema.

1smoothing núcleo
2smoothing lenght
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Para implementar estas escuaciones en un código numérico, se deben reescribir discretamen-

te. La ecuación 2-14 se puede reescribir como

f̃h(r) =

∫
f(r)

ρ(r)
W (r− r′, h)ρ(r)d3r′, (2-19)

y en forma de suma como

f(r) =
∑
b

fbmb

ρb
W (r− r′, h), (2-20)

en donde el sub́ındice b denota a la part́ıcula b . Se puede entonces construir un interpolador

diferenciable de una función a partir de sus valores en las part́ıculas usando un núcleo que es

diferenciable y donde las part́ıculas son los puntos interpolantes. Por ejemplo, para la densidad

se tiene

ρ(r) =
∑
b

mbW (r− rb, h). (2-21)

Elegir el núcleo adecuado para el sistema en particular que se quiere estudiar es muy importante.

L exactitud de la interpolación que puede dar el núcleo es dif́ıcil de cuantificar en la práctica

a menos que se hagan suposiciones acerca de la distribución de part́ıculas que la simplifiquen

mucho y por lo general, estas configuraciones no se dan en la realidad. Se puede expandir f(r′

por medio de la serie de Taylor de la ecuación 2-14 alrededor de r

f(r′) =
∞∑
k=0

(−1)khkg(k)(r)

k!

(
r− r′

h

)k
. (2-22)

Escribiendo expĺıcitamente los términos en serie de Taylor, se puede determinar qué tan

buena es la aproximación a la función original y haciendo que el error se desvanezca se pueden

construir núcleos del orden que se desee. Se han propuesto varios núcleos (Natanson 1960;

Monaghan 1985, Fulk & Quinn 1996, Cabezon et al, 2008) pero en la práctica el mejor es el

núcleo cúbico estandar (Monaghan, 1992)[54]

W (r, h) =
1

πh3


1− 3

2q
2 + 3

4q
3, 0 6 q < 1,

1
4(2− q)3, 1 6 q < 2,

0, 2 6 q.

(2-23)
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en donde q = |r− r′|/h. Este núcleo es radial, es decir, depende únicamente del valor absoluto

de r− r′. Con este núcleo, la aproximación de la ecuación 2-14 es

f̃h(r) = f(r) + Ch2 +O(h4), (2-24)

la cantidad C contiene las segundas derivadas de la funcion f, aśı es posible reproducir exacta-

mente funciones lineales y constantes con esta representación integral (ecuación 2-14).

En la práctica se utilizan dos aproximaciones, la primera es la integral de interpolación

(ecuación 2-14) y la segunda es la discretización (ecuación 2-20). La exactitud de las ecuaciones

discretizadas dependen de la distribución de los puntos interpolantes, es decir, de las part́ıculas.

Se pueden estimar los errores basados en una distribución aleatoria de los puntos, pero en en las

simulaciones los errores son más pequeños de lo esperado porque la distribución de las part́ıculas

no es aleatoria. Ésta depende tanto del núcleo utilizado como de la dinámica del sistema mismo

(Monaghan, 2005).

2.3.1. Derivadas en SPH.

Para obtener las derivadas, se toma la expresión anaĺıtica de la ecuación 2-20

∇f(r) =
∑
b

mb

ρb
fb∇W (r− r′, h), (2-25)

es decir, se utilizza la derivada exacta de la función aproximada.

Algunos procesos como la difusión o la conducción térmica requieren de segundas derivadas

y esas se escriben como

(∇2f) = 2
∑
b

mb

ρb
(fa − fb)

wab
rab

, (2-26)

en donde wab se relaciona con el núcleo como ∇Wab = êabwab y êab = rab/rab es el vector

unitario de la part́ıcula a a la part́ıcula b.
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El gradiente de un vector es

∂

∂ra
|rb − rk| =

(rb − rk)(δab − δka)
|rb − rk|

= êbk(δba − δka), (2-27)

y
∂

∂ra

1

|rb − rk|
= − êbk(δba − δka)

|rb − rk|2
, (2-28)

con êbk el vector unitario de la part́ıcula k a la part́ıcula b y δij es la delta de Kronecker.

Otra derivada que frecuentemente se utiliza es

drab
dt

= ∇arab · vab = êab · vab. (2-29)

Para derivar un núcleo que depende sólo de la magnitud de la separación se cumple que

W (rb − rk) = W (|rb − rk|) ≡Wbk, la derivada con respecto a las coordenadas de una part́ıcula

a es

∇aWbk = ∇bWkb(δba − δka), (2-30)

lo cuál lleva a la siguiente propiedad

∇aWbk = −∇bWab. (2-31)

Por otro lado, la derivada temporal del núcleo es

dWab

dt
=
∂Wab

∂rab
êab · vab = vab · ∇Wab. (2-32)

2.3.2. Ecuaciones de Conservación.

Historicamente, se discretizó diréctamente la ecuación de Euler (ecuación 2-1) esperando

que funcionara adecuadamente

dva
dt

= −1

ρ

∑
b

mb

ρb
Pb∇aWab (2-33)

La ecuación 2-33 es lo que sale de hacer la discretización y resuelve la ecuación de Euler,
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pero no conserva el momento. Para ver esto consideremos la fuerza que una part́ıcula b ejerce

sobre la part́ıcula a

Fab =

(
ma

dva
dt

)
b

= −mamb

ρaρb
Pb∇aWab, (2-34)

y de manera similar, la fuerza que ejerce a sobre b es

Fab =

(
mb

dvb
dt

)
a

=

(
mb

dvb
dt

)
a

= −mbma

ρbρa
Pa∇bWba =

mamb

ρaρb
Pb∇aWab, (2-35)

como en general Pa 6= Pb, esta ecuación no conserva el momento. Para corregir esto, se

utiliza una aproximación un poco distinta. Si se comienza con

∇
(
P

ρ

)
=
∇P
ρ
− P∇ρ

ρ2
, (2-36)

se resuelve para ∇P/ρ y usando la ecuación 2-25 se obtiene la ecuación de momento

dva
dt

= − P
ρ2

∑
mb∇aWab −

∑
b

mbPb
ρ2
b

∇aWab = −
∑
b

mb

(
Pa
ρ2
a

+
Pb
ρ2
b

)
∇aWab, (2-37)

y como ∇aWab = −∇bWba y la parte que contiene la presión ya es simétrica, las fuerzas

son ahora iguales y de signo opuesto, cumpliendo con la tercera ley de Newton y entonces el

momento total y el momento angular se conserva.

Utilizando la ecuación 2-32 la ecuación de enerǵıa queda como

dua
dt

=
Padρa
ρ2
adt

=
Pa
ρ2
a

∑
b

mbvab · ∇aWab, (2-38)

y para ver si esta ecuación se conserva se calcula dE/dt

dE

dt
=

d

dt

∑
a

(
maua +

1

2
mav

2
a

)
=
∑
a

ma
dêa
dt

=
∑
a

ma

(
dua
dt

+ va ·
dva
dt

)
, (2-39)
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Usando las ecuaciones 2-37 y 2-38 se tiene

dE

dt
=
∑
a

ma

(
Pa
ρ2
a

∑
b

mbvab · ∇aWab − va ·
∑
b

mb

(
Pa
ρ2
a

+
Pb
ρ2
b

)
∇aWab

)

=
∑
a,b

mamb
Pa
ρ2
a

va · ∇aWab −
∑
a,b

mamb
Pa
ρ2
a

vb · ∇aWab

−
∑
a,b

mamb
Pa
ρ2
a

va · ∇aWab −
∑
a,b

mamb
Pa
ρ2
b

va · ∇aWab

= −
∑
a,b

mamb

(
Pavb
ρ2
a

+
Pbva
ρ2
b

)
∇aWab.

(2-40)

Reescribiéndo el último término de la ecuación anterior cambiando los ı́ndices

−
∑
a,b

mamb

(
Pavb
ρ2
a

+
Pbva
ρ2
b

)
∇aWab

= −1

2

∑
a,b

mamb

(
Pavb
ρ2
a

+
Pbva
ρ2
b

)
∇aWab +

∑
b,a

mbma

(
Pbva
ρ2
b

+
Pavb
ρ2
a

)
∇bWba


= −1

2

∑
a,b

2mamb

(
Pavb
ρ2
a

+
Pbva
ρ2
b

)
· (∇aWab +∇bWba) = 0.

(2-41)

Algunos puntos importantes son:

i) La conservación se garantiza si se utilizan longitudes de suavizamiento (h) constantes o

si ∇aWab es simétrico en las longitudes de suavizamiento (h). Esto puede lograrse usando hab =

(ha + hb)/2 como propuso Benz en 1990 [7] o reemplazando el gradiente von [∇aW (rab, ha) +

∇aW (rab, hb)]/2 como propusieron Hernquist y Katz [34].

ii) La conservación se basa en que la fuerza sea un término simétrico en aêab y bêab. Recor-

dando que ∇aWab ∝ êab.

iii) El éxito del método SPH depende de sus propiedades de conservación y esto se garantiza

con la simetŕıa correcta en los ı́ndices de las part́ıculas.
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2.3.3. El Método Jerárquico de Árbol Binario.

Una estructura de árbol binario permite calcular más eficientemente las fuerzas gravitaciona-

les, esto reduce el número de operaciones requeridas por paso de tiempo de O(N2) a O(NlogN).

Un árbol es un tipo de dato abstracto que guarda elementos de manera jerárquica; con

excepción del elemento inicial, llamado ráız, cada elemento en un árbol tiene un padre y puede

tener 1 ó 2 hijos, si hay dos hijos, estos son hermanos. Un par de nodos (u, v) forman un borde

si u es el padre de v o vice versa. Un camino en un árbol es una secuencia de nodos tales que

cualquiera dos nodos consecutivos en la secuencia, forman un borde. En la figura 2-2 se muestra

una gráfica que representa los niveles y los nodos de un árbol.

Figura 2-2: Diagrama de nodos y niveles en un arbol.

Cada nodo en el árbol se asocia con un volumen cúbico del espacio que contiene cierto

número de part́ıculas. Para 3 dimensiones, cada volumen se subdivide en 8 subunidades de
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volumen igual, estos son los descendientes del nodo original en el árbol. Este proceso continúa

hasta que cada subcelda contiene 1 ó 0 part́ıculas. La masa total, las coordenadas del centro de

masa y los momentos cuadrupolares se calculan recursivamente para cada celda.

Entonces, las part́ıculas se organizan jerárquicamente en celdas, la aceleración gravitacional

se obtiene permitiendo que cada part́ıcula interactúe con otros elementos de la jerarqúıa. La

influéncia de part́ıculas más alejadas se incluye evaluando las expansiones multipolares de las

celdas que satisfagan los requerimentos de exactitud para cada part́ıcula. Las fuerzas se deter-

minan caminando por el árbol, comenzando en la jerarqúıa maś alta (el volumen más grande)

y a cada paso, el tamaño s de la celda se compara con la distancia a la part́ıcula d. Si s/d ≤ θ,

con θ un parámetro fijo de tolerancia, entonces la influencia de todas las part́ıculas en una

celda se calcula como una sola interacción, de otra manera, la celda se subdivide (se baja por

el árbol) hasta que el criterio de tolerancia se satisface o se encuentra una celda elemental (con

1 ó 0 part́ıculas). De esta forma todas las operaciones, incluyendo la construcción del árbol y

la evaluación de fuerzas, se puede llevar a cabo en un tiempo O(NlogN).

En el núcleo definido en la ecuación 2-50 únicamente las part́ıculas que quedan dentro de

2h van a ser consideradas para contribuir al suavizamiento, entonces se requiere una búsqueda

eficiente de part́ıculas vecinas para aśı considerar únicamente a los vecinos más cercanos. Esto

se haćıa t́ıpicamente con una red y listas ligadas, sin embargo este método no puede usarse para

una h que vaŕıa en el espacio. Es por ésto que basados en una estructura de árbol jerárquico, se

utiliza un método de búsqueda por rango para buscar a los vecinos más cercanos. En general,

la búsqueda por rango consiste en encontrar todos los puntos (part́ıculas) que caigan en un

intervalo espećıfico tomando en cuenta puntos que están dentro del intervalo e ignorando las

partes del árbol que quedan fuera [34].

2.3.4. Resolución Adaptativa.

La cantidad h, que se ha llamado longitud de suavizamiento, debe adaptarse en el espacio

y el tiempo para que el sistema tenga por ejemplo mayor resolución en zonas que lo requieran,

por lo que h no es necesariamente igual para cada part́ıcula. Una relación que resulta muy útil
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es
h(t)

h0
=

(
ρ0

ρ(t)

)1/3

, (2-42)

en donde h0 es el parámetro de suavizamiento y ρ0 la densidad iniciales de la part́ıcula. Calcu-

lando la derivada lagrangiana se obtiene [68]

dha
dt

=
1

3
ha (∇a · v)a . (2-43)

En 1982 Gingold y Monaghan [25] propusieron utilizar

ha = η(
ma

ρa
)1/3, (2-44)

en donde η debe tener un valor entre 1.2 y 1.5. Se necesita ahora escribir las ecuaciones de

momento y enerǵıa en términos de una h variable.

La derivada lagrangiana de la densidad de una part́ıcula es

dρa
dt

=
1

Ωa

∑
b

mbvab · ∇aWab(ha), (2-45)

en donde

Ωa ≡ 1− ∂ha
∂ρa

∑
b

mb
∂Wab(ha)

∂ha
(2-46)

La ecuación de momento 2-37 se reescribe como

dva
dt

= −
∑
b

mb

(
Pa

Ωaρ2
a

∇aWab +
Pb

Ωbρ
2
b

∇aWab(hb)

)
, (2-47)

y la ecuación de enerǵıa queda

dua
dt

=
Pa

Ωaρa

∑
b

mbvab · ∇aWab(ha). (2-48)

La manera óptima de actualizar la longitud de suavizamiento para cada part́ıcula no se ha

determinado aún. Idealmente, h debeŕıa ser proporcional a la separación local media entre las
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part́ıculas y debeŕıa ir como h ∝ n−1/3 en 3 dimensiones. Considerando arreglo de árbol binario,

la manera de ir actualizando el valor de h se hace de tal manera que cada part́ıcula interactúe

con un número máximo de vecinos. Si hi,n es la longitud de suavizamiento para una part́ıcula

i en el paso n, el valor en el paso n+ 1 se predice con

hn+1
i = (hni /2)(1 + ν/νn)1/3, (2-49)

en donde ν es el número de vecinos[34].

2.4. Implementación del código SPH.

Se utiliza un código numérico SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics)[54] en el régimen

Newtoniano para simular la colisión de dos estrellas formadas totalmente por quarks, el rango

de masas va de 1.5 M� a 2.5 M�.

En 1998 Lee, [46] desarrolló su propio código SPH. Pruebas con problemas ya conocidos

dieron resultados excelentes y ha sido utilizado para estudiar la coalescencia de una estrella de

neutrones con un agujero negro [47], [48], [49], [50] y la de una estrella de quarks y un agujero

negro [45]. Este código es el que se usa para las presentes simulaciones pero considerando dos

estrellas de quarks.

El núcleo a utilizar es el de Monaghan & Lattanzio (1985)[56], ecuación 2-23

W (r, h) =
1

πh3


1− 3

2( rh)2 + 3
4( rh)3, 0 6 r/h < 1,

1
4(2− r

h)3, 1 6 r/h < 2,

0, 2 6 r/h.

(2-50)

Al estudiar flúıdos, es común que se generen choques de material, estos choques causan una

discontinuidad en las propiedades del flujo, dentro de los métodos numéricos, las escalas de

tiempo y de longitud en los que ocurren los choques son más cortas que para un fluido cuya

velocidad es mucho menor a la velocidad del sonido y es por esto que dichas resoluciones deben
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cumplir v < ∆x/∆t durante toda la simulación. Esto se escribe formalmente por medio del

criterio de Courant-Friedrichs-Lewy [16]

C = ∆t
n∑
i=1

uxi
∆xi

≤ Cmáx (2-51)

en donde n, es el número de dimensiones espaciales de la simulación.

La forma más sencilla para detectar y estudiar los choques en el método SPH es introducier

un término de viscosidad artificial que debe ser siempre positiva para que cambie la enerǵıa

cinética a enerǵıa interna y debe disipar el choque para eliminar las discontinuidades, por lo que

debe introducir términos disipativos en las ecuaciones de conservación, además debe respetar

la conservación de momento y enerǵıa y por último debe aparecer sólo cuando se presenten

discontinuidades y no en compresiones uniformes del medio.

Entonces, el término de viscosidad artificial evita que las part́ıculas se interpenetren y per-

mite manejar la presencia de choques. Las ecuaciones de momento y enerǵıa son:

dv i
dt

= −
∑
j

mj

2
√
PiPj

ρiρj
+
∏
ij

∇iWij −∇Φi −−→a RR
i , (2-52)

y

du i
dt

=
1

2

∑
j

mj

2
√
PiPj

ρiρj
+
∏
ij

 (vi − vj) · ∇iWij , (2-53)

en donde v, P, ρ, u,Φ,−→a RR
i ,W son los términos de velocidad, presión, densidad, enerǵıa interna

por unidad de masa, potencial gravitacional, reacción de radiación y núcleo de interpolación y∏
ij es el término de la viscosidad artifical, se utiliza el término presentado por Balsara en 1995

[6].

∏
ij

=

(
Pi
ρ2
i

+
Pj
ρ2
j

)
(−αµij + βµ2

ij), (2-54)
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con

µij =


(vi−vj)·(ri−rj)fi+fj

hij(|ri−rj |2/h2
ij)+η

22cij
, (vi − vj) · (ri − rj) < 0,

0, (vi − vj) · (ri − rj) ≥ 0.
, (2-55)

y fi la función de part́ıcula, definida como

fi =
| ∇ · v |i

| ∇ · v |i + | ∇ × v |i +η′ci/hi
. (2-56)

El factor η′ ' 10−3 evita divergencias numéricas, cij es la velocidad del sonido en el lugar en

donde se encuentra la part́ıcula i, α y β son constantes ∼ 1. La divergencia y el rotacional del

campo de velocidades son

(∇ · v)i =
1

ρi

∑
j

mj(vj − vi) · ∇iWij , (2-57)

y

(∇× v)i =
1

ρi

∑
j

mj(vj − vi)×∇iWij . (2-58)

Esta forma de la viscosidad se hace cero en regiones de vorticidad alta (|∇×v| � ∇·v) pero

permanece en regiones de compresión alta (∇ · v� |∇× v|) por lo cuál no afecta la evolución

de estructuras tipo disco en la simulación en caso de que aparecieran. Es importante utilizar

un término de viscosidad artificial que no genere efectos falsos de corte.

Se toma la aceleración gravitacional de un volumen de flúıdo como proporcional a su den-

sidad de enerǵıa total, de esta manera ρ es la densidad de enerǵıa dividida por c2 [45].

Se calcula la luminosidad de ondas gravitacionales con la aproximación cuadrupolar descrita

en el capitulo 1, ecuación 1-56. El efecto que causa en el sistema la radiación de ondas gravita-

cionales se modela por medio del término de reacción de radiación, el cuál es válido mientras

la estrella no esté tan deformada y se pueda seguir considerando un punto de masa; la reacción

de radiación se apaga en el código cuando la separación entre las estrellas es menor a 2 veces

el radio de la estrella más grande. Se aplica la misma aceleración para cada part́ıcula del fluido

que forma la estrella i
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ai = − 1

q(MEstrella1 +MEstrella2)

dE

dt

v∗cm
(v∗cm)2

, (2-59)

en donde dE/dt es la ecuación 1-56 y v∗ es la velocidad de la estrella de quarks.

Se ha incorporado una estructura de árbol binario para calcular más eficientemente las fuer-

zas gravitacionales. La subrutina que corresponde a esta aproximación, nos da simultaneamente

los vecinos hidrodinámicos para cada part́ıcula que se necesitan para obtener dvi/dt y dui/dt

en las ecuaciones 2-52 y 2-53 [47].

Las longitudes de suavizamiento se ajustan para que cada part́ıcula tenga 64 part́ıculas

vecinas y se calculan con la ecuación 2-49.

El paso en el tiempo es adaptativo ∆t = min(0.15∆t1,∆t2) en donde ∆t1 = h/(csi+1.2csi+

2.4µi) con csj la velocidad del sonido para la part́ıcula j ; y ∆t2 =
√

(hj/aj), con a la acelera-

ción. Además ∆t ≤ 1× 10−5.

Como en SPH, la aceleración de las part́ıculas depende de la velocidad a través de la vis-

cosidad artificial, la exactitud a segundo orden se mantiene si la velocidad se actualiza en dos

etapas, primero se predice un estimado de v
(n+1/2)
i con v

(n+1/2)
i = vni +0.5∆ta

n−1/2
i . Éste valor

se usa para calcular la aceleración en el tiempo n + 1/2, lo cuál permite que la velocidad sea

calculada con las ecuaciones ??. El paso de tiempo utilizado se elige tal que cumpla con la

condición de Courant 2-51.

Las fuerzas de largo alcance se calculan por medio de aproximaciones, entonces un método

de integración de mayor orden probablemente tendeŕıa a amplificar el ruido aleatorio en la ace-

leración. El algoritmo de paso de rana no tiene este problema ya que la aceleración se calcula

sólo una vez por paso de tiempo [34].

Una vez relaizada la simulación dinámica, se utiliza un código para calcular la lumino-

sidad total integrada de las ondas gravitacionales Ltotal y la eficiencia de emisión que es
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η = Ltotal/Mtotalc
2, esta eficiencia compara la luminosidad total integrada en el tiempo, que

se emite en forma de ondas gravitacionales y la enerǵıa que tiene el sistema dada su masa. Se

calcula también la materia eyectada del sistema dada la configuración final considerando un

potencial esférico generado por el objeto central y calculando la enerǵıa total de cada part́ıcula

para saber si está o no ligada gravitacionalmente al objeto central.

2.5. Condiciones iniciales

En todos los casos, se consideran estrellas compuestas totalmente por quarks con la ecuación

de estado

P = c2(ρ− ρ0)/3, ρ > ρ0

P = 0, ρ ≤ ρ0.
(2-60)

Se genera primero una estrella esférica con N = 34,512 part́ıculas y se relaja a equilibrio a

hidrostático durante 20 tiempos de cáıda libre, en donde el tiempo de cáıda libre (tff ) está dado

por la ecuación 2-61. Esto se elige aśı ya que después de 20 tff no hay cambios significativos

en el sistema.

tff = (Gρ)−1/2 . (2-61)

Se cosntruyen todas las estrellas de acuerdo a Witten [71] Mmáx ∝ ρ
1/2
0 con el mismo número

de part́ıculas en todos los casos. Después se colocan dos estrellas separadas 3.5 veces el radio

de la estrella más grande, se les asigna una velocidad azimutal correspondiente a una binaria

Kepleriana: 2πvorb =
√
G(MEstrella1 +MEstrella2)/r3 más la velocidad radial.

Finalmente se ejecuta la simulación dinámica con estas condiciones iniciales. La razón entre

las masas es el parámetro q = MEstrella1/MEstrella2 siendo estrella2 la estrella más masiva.

Todas las cantidades están en MKS y el centro de coordenadas está en el centro de masas del

sistema.

Cada part́ıcula SPH de la estrella tiene la misma velocidad azimutal, por lo que las estrellas

se encuentran en un sistema en el cuál no rotan en un marco de referencia inercial externo.
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Como notaron Lee et al [45], los sistemas con estrellas que no rotan al principio, eyectan más

materia pues tienen una coalescencia más violenta que las estrellas que se encuentran en ro-

tación śıncrona. Considerar que las estrellas de quarks no rotan al principio es una condición

realista ya que se cree que la viscosidad de corte es menor que en las estrellas de neutrones y

éstas, tienen una viscosidad que no es suficiente para mantener la sincronización durante la fase

en la que se acercan haciendo una espiral. Con estas condiciones se obtiene entonces un ĺımite

superior para la materia eyectada.

Siguiendo la simulación realizada por Lee, Kluźniak y Nix [45] se utilizaron tres valores para

ρ0

ρ01 = 7.318× 1014g cm−3, ρ02 = 4.116× 1014g cm−3, ρ03 = 2.634× 1014g cm−3. (2-62)

En la tabla 2-1, se muestran las condiciones iniciales utilizadas para la masa, densidad y

radio de las estrellas además de por cuántos tff evolucionó el sistema (tevolución).

Caso q MEstrella1 REstrella1 MEstrella2 REstrella2 ρ0 tevolución
[M⊙] [Km] [M⊙] [Km] [1014g cm−3] [tff ]

1 1.0 1.5 9.0 1.5 9.0 7.318 40

2 1.0 1.5 9.0 1.5 9.0 4.116 40

3 1.0 2.0 12.0 2.0 12.0 4.116 40

4 1.0 1.5 9.0 1.5 9.0 2.634 80

5 1.0 2.0 12.0 2.0 12.0 2.634 40

6 1.0 2.5 15.0 2.5 15.0 2.634 40

7 0.75 1.5 9.0 2.0 12.0 4.116 40

8 0.75 1.5 9.0 2.0 12.0 2.634 120

9 0.8 1.5 9.0 2.5 15.0 2.634 186

10 0.6 2.0 12.0 2.5 15.0 2.634 198

Tabla 2-1: Condiciones Iniciales.

La figura 2-3 muestra en general la forma de las condiciones iniciales a utilizar.
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(a) Malla esférica inicial. (b) Estrella relajada a equilibrio hidrostático.

(c) Se coloca la otra estrella a 3.5 veces el radio de la
más masiva.

(d) Plano xz. Condiciones iniciales.

Figura 2-3: La figura (a) muestra la estrella esférica que se construye con N puntos. La figura
(b), es la estrella después de llevarla a equilibrio hidrostático y en la figura (c), se coloca la
otra estrella (también relajada) a 3.5 veces el radio de la estrella más masiva para comenzar la
simulación dinámica y la f́ıgura (d) muestra las condiciones iniciales en el plano xz.
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Caṕıtulo 3

Resultados

3.1. Simulación Dinámica

A continuación se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones. Para una compa-

ración más ágil de los resultados se separan los casos 1 - 6 de los casos 7 - 10 ya que para los

primeros, la evolución es similar. Se muestran figuras que representan las etapas importantes

del sistema: La configuración inicial, el momento en el que el o los brazos ya son claramente

visibles, un poco de la evolución de los mismos y la configuración final. Además se muestran las

amplitudes h× y h+, la luminosidad de las ondas gravitacionales, la trayectoria del centro de

masa de las estrellas, la luminosidad total integrada de las ondas gravitacionales y la eficiencia

de emisión de las mismas.

En el Apéndice 5.1 se muestran 18 gráficas de la evolución dinámica para cada sistema

en la cuáles se puede observar con mayor detalle la evolución, es decir, el acercamiento de las

estrellas, la elongación, la aparición de brazos su expansión y en los casos 4, 7, 8, 9 y 10 se

presenta también un acercamiento al objeto central resultante.

Dado que se pueden identificar qué puntos corresponden a qué estrella se grafica cada una

de un color diferente para observar mejor su evolución y un color distinto para indicar la masa

que sale eyectada. En la figura 3-1 se muestran las configuraciones iniciales para todos los casos.
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(a) Configuración inicial caso 1. (b) Configuración inicial caso 2 (c) Configuración inicial caso 3.

(d) Configuración inicial caso 4. (e) Configuración inicial caso 5. (f) Configuración inicial caso 6.

(g) Configuración inicial caso 7. (h) Configuración inicial caso 8 (i) Configuración inicial caso 9.

(j) Configuración inicial caso 10

Figura 3-1: Configuraciones iniciales para todos los casos. Todos los casos comienzan con la
misma separación entre estrellas (3.5 veces el radio de la estrella más masiva) y lo único que
puede observarse en las gráficas son los cambios de tamaño de las estrellas.
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3.1.1. Casos 1 a 6 con q = 1.

Se puede ver de las figuras 3-2 y 3-3 que la evolución dinámica es muy parecida, las estre-

llas comienzan a rotar alrededor del centro de masas mientras se acercan, entran en contacto

y de cada una de las estrellas sale un brazo que comienza a expandirse. La materia que sale

eyectada de ellos se muestra en un color diferente a las estrellas. Al tiempo tff = 30, los brazos

ya se notan y es la gráfica que se muestra para todos los casos con q = 1. El objeto central

queda rotando en el centro y tiene una forma pronunciada de elipsoide (ver Apéndice 5.1). Las

trayectorias que van describiendo los centros de masas de las estrellas mientras se acercan son

espirales simétricas y centradas en el origen. Como el caso 4 se dejó evolucionar por más tiempo

(80 tff ) los brazos alcanzan a acomodarse en un anillo al rededor del objeto central (ver figura

3-3 (g)) sin embargo la materia que sale expulsada se atribuye al valor utilizado para ρ0 ya que

el valor de la misma prácticamente no cambia después ∼ 40 tff .

En la tabla 3-1 se muestran las caracteŕısiticas de las estrellas en estos casos y su tiempo

de evolución.

Caso MEstrella1 = MEstrella2 REstrella1 = REstrella2 ρ0 tevolución
[M⊙] [Km] [1014g cm−3] [tff ]

1 1.5 9.0 7.318 40

2 1.5 9.0 4.116 40

3 2.0 12.0 4.116 40

4 1.5 9.0 2.634 80

5 2.0 12.0 2.634 40

6 2.5 15.0 2.634 40

Tabla 3-1: Condiciones iniciales para casos q 6= 1.

En las figuras 3-4 y 3-5 se muestran las amplitudes h× y h+, la luminosidad de ondas

gravitacionales, la luminosidad total integrada y la eficiencia. Se puede ver que la luminosidad

de las ondas gravitacionales es del orden de 1048 J/s, lo cuál representa una enerǵıa de varios

ordenes de magnitud mayor a la de una supernova (∼ 1044J).
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(a) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 1

(b) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 2

(c) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 3.

(d) Evolución del sistema a 35tff ca-
so 1.

(e) Evolución del sistema a 35tff ca-
so 2.

(f) Evolución del sistema a 35tff ca-
so 3.

(g) Evolución del sistema a 40tff ca-
so 1.

(h) Evolución del sistema a 40tff ca-
so 2.

(i) Evolución del sistema a 40tff ca-
so 3.

(j) Trayectoria del Centro de Masas
caso 1.

(k) Trayectoria del Centro de Masa
caso 1.

(l) Trayectoria del Centro de Masa
caso 3.

Figura 3-2: Evolución del sistema y trayectoria del centro de masas. Caso 1: Estrella 1 en verde,
Estrella 2 en rojo, materia eyectada en azul. Caso 2 y 3: Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde,
materia eyectada en rojo.
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(a) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 4.

(b) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 5.

(c) Evolución del sistema a 30tff ca-
so 6.

(d) Evolución del sistema a 42tff ca-
so 4.

(e) Evolución del sistema a 35tff ca-
so 5.

(f) Evolución del sistema a 35tff ca-
so 6.

(g) Evolución del sistema a 80tff ca-
so 4.

(h) Evolución del sistema a 40tff ca-
so 5.

(i) Evolución del sistema a 40tff ca-
so 6.

(j) Trayectoria del Centro de Masa
caso 4.

(k) Trayectoria del Centro de Masa
caso 5.

(l) Trayectoria del Centro de Masa
caso 6.

Figura 3-3: Evolución del sistema. Caso 4, 5 y 6: Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado,
materia expulsada en rojo.
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(a) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 1.

(b) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 2.

(c) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 3.

(d) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 1.

(e) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 2.

(f) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 3.

(g) Luminosidad Total Integrada ca-
so 1.

(h) Luminosidad Total Integrada ca-
so 2.

(i) Luminosidad Total Integrada ca-
so 3.

(j) Eficiencia caso 1. (k) Eficiencia caso 2. (l) Eficiencia caso 3.

Figura 3-4: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro), Luminosidad de Ondas Gravitacionales, Lumi-
nosidad Total Integrada y Eficiencia, casos 1 a 3.
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(a) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 4.

(b) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 5.

(c) Amplitudes h× (rojo) y h+ (ne-
gro) caso 6.

(d) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 4.

(e) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 5.

(f) Luminosidad de Ondas Gravita-
cionales (J/s) vs tiempo (ms) caso 6.

(g) Luminosidad Total Integrada ca-
so 4.

(h) Luminosidad Total Integrada ca-
so 5.

(i) Luminosidad Total Integrada ca-
so 6.

(j) Eficiencia caso 4. (k) Eficiencia caso 5. (l) Eficiencia caso 6.

Figura 3-5: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro), Luminosidad de Ondas Gravitacionales, Lumi-
nosidad Total Integrada y Eficiencia, casos 4 a 6.
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3.2. Casos 7 a 10 con q 6= 1.

Para los casos con q 6= 1 se forma únicamente 1 brazo con material proveniente de la estrella

menos masiva y en los casos 8, 9 y 10, una parte del brazo vuelve a caer al objeto central, en

el caso 10 (figura 3-7 inciso f) se puede observar que el brazo se desintegra totalmente y su

materia queda orbitando el objeto central.

Las trayectorias del centro de masa son espirales que se van desplazando (figura 3-6 y 3-7),

la trayectoria de la estrella menos masiva se ve especialmente afectada por el choque con la

estrella grande pero la trayectoria de la estrella más masiva también se desplaza un poco del

origen de coordenadas. Este efecto se puede ver en las imagenes que muestran un acercamiento

al objeto central final porque se observa que se mueve del origen de coordenadas, en los casos

q 6= 1 éste se queda en el origen de coordenadas (ver Apéndice 5.1).

En todos los casos se oberva que la luminosidad en ondas gravitacionales es baja al prin-

cipio y alcanza su máximo cuando ocurre la colisión para después volver a bajar debido a

que el sistema se está estabilizando, sin embargo salvo en el caso 10, la luminosidad parece ir

incrementando. Para todos los casos, la luminosidad es del orden de 1048 J/s, esto es varios or-

denes de magnitud por encima de la luminosidad de una supernova que es del orden de 1044 J/s.
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(a) Evolución del sistema a 24tff caso 7 (b) Evolución del sistema a 36tff caso 8

(c) Evolución del sistema a 30tff caso 7. (d) Evolución del sistema a 57tff caso 8.

(e) Evolución del sistema a 40tff caso 7. (f) Evolución del sistema a 120tff caso 8.

(g) Trayectoria del Centro de Masas caso
7.

(h) Trayectoria del Centro de Masa caso 8.

Figura 3-6: Evolución del sistema. Casos 7 y 8. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado, materia
expulsada en rojo.
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(a) Evolución del sistema a 54tff caso 9 (b) Evolución del sistema a 30tff caso 10

(c) Evolución del sistema a 126tff caso 9. (d) Evolución del sistema a 60tff caso 10.

(e) Evolución del sistema a 186tff caso 9. (f) Evolución del sistema a 198tff caso 10.

(g) Trayectoria del Centro de Masas caso
9.

(h) Trayectoria del Centro de Masa caso
10.

Figura 3-7: Evolución del sistema. Casos 9 y 10. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado, materia
expulsada en rojo.
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(a) Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro) ca-
so 7.

(b) Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro) ca-
so 8.

(c) Luminosidad de Ondas Gravitacionales
(J/s) vs tiempo (ms) caso 7.

(d) Luminosidad de Ondas Gravitaciona-
les (J/s) vs tiempo (ms) caso 8.

(e) Luminosidad Total Integrada caso 7. (f) Luminosidad Total Integrada caso 8.

(g) Eficiencia caso 7. (h) Eficiencia caso 8.

Figura 3-8: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro), Luminosidad de Ondas Gravitacionales, Lumi-
nosidad Total Integrada y Eficiencia, casos 1 a 3.
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(a) Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro) ca-
so 9.

(b) Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro) ca-
so 10.

(c) Luminosidad de Ondas Gravitacionales
(J/s) vs tiempo (ms) caso 9.

(d) Luminosidad de Ondas Gravitaciona-
les (J/s) vs tiempo (ms) caso 10.

(e) Luminosidad Total Integrada caso 9. (f) Luminosidad Total Integrada caso 10.

(g) Eficiencia caso 9. (h) Eficiencia caso 10.

Figura 3-9: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro), Luminosidad de Ondas Gravitacionales, Lumi-
nosidad Total Integrada y Eficiencia, casos 1 a 3.
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3.3. Comparación de evolución Dinámica

En esta parte, se comparan la evolución dinámica de los sistemas, es decir, cómo se van

fusionando las estrellas, cómo se forman los brazos y qué tanta materia de quark sale expulsada.

Se muestran los casos separados para q = 1 y q 6= 1. Se obtiene la masa que se encuentra

en los brazos, la que forma el objeto central y la masa eyectada.

3.3.1. Casos con q = 1.

En la tabla 3-2 se observa que para estrellas con iguales caracteŕısticas la cantidad de ma-

teria eyectada y la de los brazos crece conforme el valor de ρ0 decrece, esto es de esperarse ya

que es más dificil deformar una estrella conforme más densa sea y la mayor parte de la materia

se quedará en el objeto central.

El caso 4, es el que más eyecta materia; este sistema se dejó evolucionar durante 80 tff para

ver cómo evolucionaban los brazos sin embargo, se verificó que la materia eyectada no fuera

creciendo conforme pasaba el tiempo, la diferencia entre la materia eyectada a 40 tff y a 80

tff es despreciable por lo que se puede concluir que la materia eyectada ya no cambia con el

tiempo y la diferencia en la cantidad de materia eyectada se puede atribuir a que en este caso

se utilizó ρ03 el cuál corresponde al valor más pequeño de los valores considerados.

Las estrellas (relajadas a equilibrio hidrostático) comienzan a rotar entorno al centro de

masas que en estos casos coindice con el origen de coordenadas. Éstas rotan de manera śıncro-

na, es decir rotan viéndose siempre la misma cara y es esta parte de la estrella la primera que

se deforma debido a la presencia de la otra estrella. El extremo que está frente a la estrella

compañera comienza a elongarse dando a la estrella una forma de gota, estos extremos se tocan

y siguen estirándose hasta formar un elipsoide mientras que el material en el otro extremo de la

estrella adquiere la enerǵıa suficiente como para comenzar a separarse de la misma y comienza

a formarse un brazos de cada una de las estrellas, éstos se van separando poco a poco.
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Algo de este material en los brazos tendrá la enerǵıa suficiente para escapar la atracción

gravitacional del objeto que queda en el centro.

En el caso 2, los brazos no se separan del objeto central; el que los brazos se separen o no,

depende del tiempo que se deje evolucionar el sistema ya que en todos los casos hay materia

que escapa a la gravedad generada por el objeto central.

Se espera que todos los casos evolucionen conforme al caso 4, es decir, que los brazos sigan

expandiéndose hasta formar un anillo que rodea el objeto central y que la materia que escapa

al objeto central, lo haga de forma simétrica. El objeto central queda rotando pero centrado en

el origen de coordenadas.

En la figura 3-10 se muestran las configuraciones finales para estos casos, la configuración y

evolución espacial es siempre similar se observan dos brazos simétricos. Se puede ver de dónde

proviene la materia que sale eyectada (materia de color distinto a las estrellas) y se tiene en to-

dos los casos una buena correspondencia con la configuración final del caso 4, es decir, la materia

que sale eyectada en todos los casos corresponde a materia que se encuentra en los extremos

de los brazos y a la región en la que terminan los brazos (la parte más cercana al objeto central).

Casos M R Meyectada Mbrazos MObjetoCentral ρ0

q = 1 [M⊙] [Km] [M⊙] [M⊙] [M⊙]

1 1.5 9.0 0.0086 0.0235 2.9764 ρ01

2 1.5 9.0 0.0128 0.0275 2.9724 ρ02

4 1.5 9.0 0.0264 0.0452 2.9547 ρ03

3 2.0 12.0 0.0129 0.0330 3.9669 ρ02

5 2.0 12.0 0.0163 0.0381 3.9618 ρ03

6 2.5 15.0 0.0149 0.0398 4.9601 ρ03

Tabla 3-2: Casos con q=1. M = MEstrella1 = MEstrella2, R = REstrella1 = REstrella2,
ρ01=7.318×1014g cm−3, ρ02=4.116×1014g cm−3, ρ03=2.634×1014g cm−3. Evolución durante
40 tff para todos los casos con excepción del 4 que evolucionó durante 80 tff . Las cantidades
M[M⊙] y R[Km] se refieren a los valores de las estrellas al inicio de la simulación.
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(a) Caso 1, ρ01 = 7.318×1014g cm−3. (b) Caso 2, ρ02 = 4.116×1014g cm−3.

(c) Caso 3, ρ02 = 4.116×1014g cm−3. (d) Caso 4, ρ03 = 2.634×1014g cm−3.

(e) Caso 5, ρ03 = 2.634×1014g cm−3. (f) Caso 6, ρ03 = 2.634×1014g cm−3.

Figura 3-10: Configuración final de casos con q=1. Evolución durante 40 tff para todos los
casos con excepción del caso 4 en el que la evolución fue de 80 tff .
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3.3.2. Casos con q 6= 1.

En la tabla 3-3 se muestran los valores para la masa eyectada, la masa en los brazos y la

masa del objeto central para los casos con q6=1. Los casos 7 y 8 tienen estrellas de iguales carac-

teŕısticas pero valores de ρ0 distintos y es el caso 8 el que eyecta más masa, lo cuál concuerda

con los casos pasados; mientras el valor de ρ0 decrece, el sistema eyecta más masa.

Casos q MEstrella1 REstrella1 MEstrella2 REstrella2 Meyectada Mbrazos MObjetoCentral ρ0

[M⊙] [km] [M⊙] [Km] [M⊙] [M⊙] [M⊙]

7 0.75 1.5 9.0 2.0 12.0 0.0257 0.1330 3.3669 ρ02

8 0.75 1.5 9.0 2.0 12.0 0.0372 0.1062 3.3937 ρ03

9 0.8 2.0 12.0 2.5 15.0 0.0392 0.1112 4.3887 ρ03

10 0.6 1.5 9.0 2.5 15.0 0.0127 0.5889 3.4110 ρ03

Tabla 3-3: Casos con q6=1. ρ02=4.116×1014g cm−3, ρ03=2.634×1014g cm−3. Tiempo de evolu-
ción: caso 7=40 tff , caso 8=120 tff , caso 9 = 186 tff y caso 10 = 198 tff .

En estos casos la estrella de menor masa se destruye y la materia que sale eyectada es to-

talmente de esa estrella; el objeto central tiene materia de ambas estrellas y está más mezclado

que en los casos con q=1, en estos el objeto central tenia casi la mitad de una estrella y la

mitad de la otra.

El objeto que queda en el centro se mueve del origen de coordenadas; en las gráficas que

siguen el centro de masas de las estrellas se observa que la trayectoria de la estrella menos

masiva es la más afectada, sin embargo la estrella más masiva también sufre un cambio debido

al choque y el objeto central queda rotando pero durante la evolución se desplaza del origen de

coordenadas.

La evolución con q6=1 también es similar para todos los casos, la estrella pequeña va for-

mando un brazo que comienza a rodear al objeto central, mucho de ese material vuelve a caer al

objeto central por lo que el brazo se deforma y se destruye, mucha materia que queda orbitando

el objeto y una poca que sale eyectada.

Aunque el caso 7 evolucionó por menos tiempo, se observa la misma tendencia: un brazo
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que rodea la el objeto central, se puede ver cómo hay materia que se comienza a acercarse de

nuevo al objeto central y que puede llegar a caer en éste. Sale materia eyectada del extremo del

brazo.

En el caso 8 se observa como el brazo se deforma, hay materia que vuelve a caer al objeto

central y mucha queda orbitando cerca del objeto, una cantidad pequeña de materia de ésta

región logra escapar, la mayor parte de la materia eyectada corresponde a la que se encuentra

en el extremo (el más lejos del objeto central) del brazo y se puede observar que ésta queda

rotando y forma un pequeño remolino.

En el caso 9 es lo mismo, se forma un brazo que es destruido pero algo de esa materia logra

escapar (más materia que en el caso 8), también lo hace la que se encuentra en el extremo del

brazo más lejano al objeto central. En estos casos, aunque el brazo se deforma, se observan

ciertas estructuras en la configuración final a diferencia del caso 10.

En el caso 10 hay un poco más de media masa solar en lo que se ha llamado “los brazos”,

que en este caso es toda la materia que no se encuentra en el objeto central sin embargo, no es el

sistema que eyecta la mayor cantidad de materia. En este caso, la materia de los brazos alcanza

una distribución un poco más homogenea, el brazo es destrúıdo totalmente y no se alcanzan a

formar estructuras como las que se observan en los demás casos.

En la tabla 3-4 se observa que el caso 8 es el que más materia extraña eyecta, seguido del

caso 4 y que el caso 10 aunque es el que más materia tiene en los brazos, es uno de los que

tiene menor cantidad de materia eyectada. La cantidad extraña de materia que puede escapar

depende de qué tan violento es el choque y de qué tan masivo es el objeto central.

Los casos 1, 2 y 4 tienen en total 3 M⊙ y lo que cambia es el valor de ρ0, mientras este valor

disminuye, la cantidad de materia extraña que forma al objeto central comparada con la masa

total del sistema va disminuyendo, lo mismo se observa en los casos 3, 5 y 10; estos sistemas

tienen una masa total de 3 M⊙ y los últimos dos casos tienen ρ0 = ρ03 mientras que el caso 3
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tiene ρ0 = ρ02 . Del caso 5 al 10 hay una gran diferencia entre el valor de la masa central y eso

se debe únicamente a que las estrellas en un caso, teńıan la misma masa y en el otro no, por

lo que la colisión es más violenta en éste último y se desprende más materia extraña del objeto

central. Los casos 7 y 8 tienen una masa total de 3.5 M⊙ pero se puede ver que el valor para la

masa en el objeto central es mayor en el caso 8 que tiene el valor más pequeño para la densidad

ρ0 = ρ03 pero es al mismo tiempo, como se mencionó anteriormente el sistema que más materia

extraña eyecta.

El caso 9 tiene más materia extraña eyectada que el caso 10 a pesar de que la masa total

del caso 9 es mayor que la del caso 10. Esto indica que las condiciones del caso 9 generan

una colisión más violenta que las del caso 10, puede verse en las configuraciones finales (figura

3-11)que en el caso 10 hay una distribución de materia alrededor del objeto del centro bastante

más uniforme que en el caso 9, en éste la materia no está nada uniforme. Ambos casos evolu-

cionaron la misma cantidad de tiempo lo que indica que el caso 10 llega a un cierto equilibrio

más rapidamente que el caso 9.

Las configuraciones finales en este caso son distintas que en los casos con q=1, ya que en

estos todo parece indicar que al final la materia está acomodada en un anillo alrededor del

objeto del centro, mientras que para los casos con q6=1 la materia tiende a distribuirse casi

uniformemente (aunque no simétricamente) alrededor del objeto central.
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Casos q Meyectada/MTotal MBrazos/MCentral MCentral/MTotal

1 1 0.0029 0.0079 0.9921

2 1 0.0043 0.0093 0.9908

3 1 0.0032 0.0083 0.9917

4 1 0.0088 0.0153 0.9849

5 1 0.0041 0.0096 0.9905

6 1 0.0030 0.0080 0.9920

7 0.75 0.0074 0.0395 0.9620

8 0.75 0.0106 0.0313 0.9696

9 0.8 0.0087 0.0253 0.9753

10 0.6 0.0032 0.1727 0.8528

Tabla 3-4: Comparación entre la masa eyectada, masa total, masa en brazos y masa en objeto
central para todos los casos. En negritas se señalan los valores máximos.

(a) Caso 7, ρ02 = 4.116×1014g cm−3. (b) Caso 8, ρ03 = 2.634×1014g cm−3.

(c) Caso 9, ρ03 = 2.634×1014g cm−3. (d) Caso 10, ρ03 = 2.634×1014g cm−3.

Figura 3-11: Configuración final de casos con q6=1. Tiempo de evolución: caso 7=40 tff , caso
8=120 tff , caso 9=186 tff y caso 10 = 198 tff .
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3.4. Comparación de Radiación Gravitacional

A continuación se hace la comparación para los resultados de la emisión gravitacional, es

decir, la luminosidad y las amplitudes h+ y h×, la luminosidad total integrada y la eficiencia

de la emisión.

En las figuras 3-4, 3-5, 3-8 y 3-9 se muestran las amplitudes h× y h+ de las ondas gra-

vitacionales aśı como su luminosidad. Se observa que la luminosidad al final de la simulación

todav́ıa es alta en 3-4 y 3-5, esto se debe a que el sistema está lejos del equilibrio, en los casos

que se presentan en las figuras 3-8 y 3-9, la amplitud disminuye considerablemente al igual que

la luminosidad después de alcanzar su máximo en el momento de la colisión, sin embargo en

algunos casos se ve que la luminosidad va aumentando y hasta parece oscilar. Especialmente

en el caso 10 puede verse que tanto las amplitudes como la luminosidad caen prácticamente

a cero lo cuál indica que el tiempo que se ha dejado evolucionar el sistema es suficiente para

que el objeto central llegue a un estado de equilibrio y la emisión de ondas gravitacionales sea

mı́nima, en la figura 5-85 inciso f, se observa que la configuración final del objeto central se

acerca mucho a una esfera. En los demás casos el objeto central tiene forma de elipsoide.

3.4.1. Casos con q = 1.

En la tabla 3-5 , se muestran los valores para la luminosidad máxima de ondas gravita-

cionales, el tiempo al cuál ocurre este máximo, el tiempo ttotal en milisegundos que dura la

simulación y el tiempo trr=0 al cuál se apaga la reacción de radiación en el código; esto ocurre

cuando la separación es 2 veces menor al radio de la estrella más grande. Se puede ver que la

luminosidad después de alcanzar el máximo, oscila y la amplitud no parece disminur, incluso

la luminosidad total integrada va subiendo al igual que la eficiencia.

En todos los casos, la luminosidad es del orden de 1048. La luminosidad integrada es mayor

a la enerǵıa de una supernova. Se puede ver en la tabla 3-5 que para los casos 1,3,5 y 6, la emi-

sión máxima de ondas gravitacionales ocurre antes de que la reacción de radiación se apague,

es decir, antes de que las estrellas estén separadas a menos de 2 veces el radio de la estrella

82



Caso Lmáx [J/s] tLmáx
[ms] ttotal [ms] trr=0 [ms]

1 6.5337×1048 0.9012 2.4260 0.9741

2 2.3297×1048 1.5442 3.2786 1.4290

3 6.4582×1048 1.2040 3.2345 1.3016

4 1.0912×1048 2.0830 8.4240 2.0598

5 2.7875×1048 1.5343 4.0746 1.7410

6 2.5544×1048 1.1341 4.0436 1.6271

Tabla 3-5: Resultados para luminosidad máxima.

más grande mientras que para los casos 2 y 4, las estrellas deben estár más cerca para que la

luminosidad alcance su máximo.

En la figura 3-4 y 3-5 se osbervan las amplitudes h× y h+ de las ondas gravitacionales en m

y su luminosidad en J/s. Se observan al principio amplitudes y luminosidades bajas, después 2

picos máximos claramente definidos en los casos 1 y 2, es en ese momento en que las estrellas

colisionan, después tanto las amplitudes como la luminosidad bajan de magnitud y parecieran

oscilar con una amplitud más o menos cosntante, es más claro el descenso en la luminosidad,

sin embargo en el caso 4, la luminosidad comienza a incrementar de nuevo y las amplitudes

también aunque éstas parecen terminar con una amplitud constante. La luminosidad en los

casos 1 y 2 sigue aumentando y en el caso 4, la luminosidad total integrada y la eficiencia van

creciendo casi linealmente por lo que podŕıa ser que la luminosidad haya alcanzado un valor

constante.

Para los casos 3, 5 y 6 igualmente se observa un máximo en luminosidad que corresponde

con el máximo en las amplitudes, la luminosidad parece oscilar después del máximo, la magni-

tud es menor pero no cae cero. La luminosidad total integrada indica que la luminosidad no ha

alcanzado un valor constante sino que sigue creciendo, de igual manera la eficienca de la emisión.
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3.4.2. Casos con q 6= 1.

En la tabla 3-6 , se muestran los valores para la luminosidad máxima de ondas gravita-

cionales, el tiempo al cuál ocurre este máximo, el tiempo ttotal en milisegundos que dura la

simulación y el tiempo trr=0 al cuál se apaga la reacción de radiación en el código.

Caso Lmáx [J/s] tLmáx
[ms] ttotal [ms] trr=0 [ms]

7 1.8087×1048 1.3603 3.7350 0.9135

8 1.7099×1048 1.3839 14.1232 1.1782

9 3.0281×1048 1.0271 4.5209 1.2265

10 2.7274×1048 0.9782 17.8668 0.9301

Tabla 3-6: Resultados para luminosidad máxima.

En todos los casos la luminosidad alcanza su máximo después de que las estrellas están más

cerca que 2 veces el radio de la estrella más grande, es decir, la reacción de radiación se apaga

antes de que aparezca el máximo en la luminosidad. El evento más luminoso es el causado por

las condiciones para el caso 9, se observa de la figura 3-9 cómo la emisión alcanza rápidamente

su máximo y cae considerablemente, sin embargo después comienza a subir un poco, lo mismo

ocurre claramente en el caso 8 y aunque en las gráficas de las amplitudes y luminosidad (figura

3-8 para el caso 7 no se ve claramente que la luminosidad vaya creciendo, la luminosidad total

integrada muestra que efectivamente sigue creciendo; no aśı el caso 10. La luminosidad y las

amplitudes en este caso caen a cero, se observa que las amplitudes oscilan un poco pero se

amortiguan hasta casi desvanecerse, en la figura 3-9 se observa que en el caso 9 la luminosidad

total integrada va claramente aumentando mientras que para el caso 10, primero sube rápida-

mente y después parece alcanzar un valor constante.

Prácticamente en todos los casos, la luminosidad va subiendo con excepción del caso 10

en el que como dijimos antes, parece llegar a un valor constante. En cuanto a la forma de las

amplitudes h+ y h×, ningún caso se ve tan amortiguado como el caso 10.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En general puede observarse que para los casos con q = 1 la evolución dinámica es muy

parecida, las estrellas comienzan a acercarse, rápidamente entran en contacto y comienzan a

formarse dos brazos simétricos de material, cada brazo sale de una estrella distinta. Se espera

que el material que forma los brazos termine en un anillo alrededor del objeto central como se

puede observar en el caso 4. Éste caso es el que más eyecta materia pero se debe a la combinación

entre la masa de las estrellas y el valor de ρ0 y no a que el sistema evolucionó por más tiempo. El

objeto central queda rotando en el centro y tiene una forma pronunciada de elipsoide. La evolu-

ción dinámica es completamente diferente para los casos con q = 1 y los casos q 6= 1 aún cuando

el valor de q ∼ 1 (caso 9 con q = 0,8), si las masas son distintas la estrella menos masiva es

destruida por las fuerzas de marea y el material que escapa del sistema proviene de esta estrella.

Para los centros de masas de las estrellas, en los casos con q = 1 se ven espirales simétricas

y centradas en el origen, esto indica que ambas estrellas están girando alrededor del centro de

masas que queda en el origen de coordenadas, pero para q 6= 1 las espirales se van desplazando,

la trayectoria de la estrella menos masiva se ve especialmente afectada por el choque con la

estrella grande, pero la trayectoria de la estrella más masiva también se desplaza un poco del

origen de coordenadas. Este efecto se puede ver en las imagenes que muestran un acercamiento

al objeto central final 5.1, éste tiene también un movimiento de desplazamiento que lo mueve

del origen de coordenadas.
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En todos los casos se oberva que la luminosidad en ondas gravitacionales es baja al principio

y alcanza su máximo cuando ocurre la colisión para después volver a bajar aproximadamente

un orden de magnitud debido a que el sistema se está estabilizando, sin embargo salvo en los

casos 4,8 y 10 en el que al parecer tiende a un valor constante, la luminosidad parece ir incre-

mentando. En los casos con q 6= 1, el objeto central tiene aparte de un movimiento de rotación,

uno de traslación; el objeto central se mueve del centro de coordenadas, entonces al final existe

otra componente en el movimiento que podŕıa afectar la emisión de las ondas gravitacionales.

En todos los casos la luminosidad que se obtiene (∼ 1048 J/s) es varios ordenes de magnitud

mayor que la enerǵıa de una supernova (∼ 1044 J/s).

Especialmente en el caso 10 puede verse que tanto las amplitudes como la luminosidad caen

prácticamente a cero lo cuál indica que el tiempo que se ha dejado evolucionar el sistema (198

tff ) es suficiente para que el objeto central llegue a un estado de equilibrio y la emisión de on-

das gravitacionales cese, la configuración final del objeto central se acerca mucho a una esfera

mientras que en todos los demás casos el objeto central tiene forma de elipsoide.

En todos los casos se observan al menos dos picos importantes en la luminosidad de ondas

gravitacionales. Después de esto, la luminosidad baja, el caso 4 dado que evolucionó durante

más tiempo permite ver que la luminosidad pareciera ser una emisión modulada. Se puede ver

que después del máximo hay un valor mı́nimo y después comienza a subir de nuevo; las am-

plitudes parecen quedar con una amplitud constante. Se puede decir también que la emisión

total integrada y la eficiencia tienen dos partes, la primera antes de la emisión máxima en

luminosidad y la segunda después de la emisión máxima, se puede ver como al principio va

subiendo lentamente para de pronto cambiar la pendiente y subir un poco más rápido cuando

se da la luminosidad máxima y después la pendiente vuelve a cambiar indicando un crecimiento

más lento, sin embargo la luminosidad total integrada sigue aumentando y pareciera oscilar un

poco. En 4 y 8 se observa claramente como la luminosidad total integrada y la eficiencia van

subiendo casi linealmente por lo que podŕıa ser que la luminosidad es ya constante, en el caso

7 el crecimiento no es tan rápido y en el caso 10, tanto la luminosidad total integrada como la

eficiencia parecen alcanzar un valor constante después de una rápida subida en magnitud. Hay
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que tener en cuenta que la eficiencia no puede ser extrapolada en el tiempo, de ser aśı se lle-

gaŕıa a un 100 % lo cuál no es realista, pero śı sirve para observar estos cambios en la pendiente.

De las tablas 3-2, 3-3, 3-6, 3-5 y 3-4, se puede ver que para los casos con q = 1, la materia

máxima eyectada es de 0.0264 M⊙ (caso 4) y la mı́nima corresponde al caso 1 con 0.0086 M⊙,

mientras que para los casos q 6= 1, la materia eyectada máxima es de 0.0392 M⊙ en el caso 9

y la mı́nima de 0.0127 M⊙ para el caso 10, entonces se tiene un rango de materia eyectada de

0.0086 a 0.0392 M⊙. Se consideran aqúı 3 densidades y se observa que mientras más bajo sea

el valor de la densidad más fácilmente el sistema pierde masa durante la colisión por lo tanto,

el objeto central queda con menos masa.
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Caṕıtulo 5

Apéndice

5.1. Simulación Dinámica

5.1.1. Caso 1. q = 1, M = 1.5 M⊙, R = 9.0 km, ρ01 = 7.318 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 40 tff

Figura 5-1: Configuración inicial. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en rojo.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-2: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en rojo.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-3: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en rojo.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-4: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en rojo. La última
gráfica muestra en azul la materia que es expulsada.
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Figura 5-5: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ01 .

Figura 5-6: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ01 .
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Figura 5-7: Trayectoria del Centro de Masas. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ01 , Estrella 1
en verde, Estrella 2 en rojo.

Figura 5-8: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ01 .

Figura 5-9: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ01 .
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5.1.2. Caso 2. q = 1, M = 1.5 M⊙, R = 9.0 km, ρ02 = 4.116 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 40 tff .

Figura 5-10: Configuración inicial. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-11: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-12: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-13: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde. La última
gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.
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Figura 5-14: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ02

Figura 5-15: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ02
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Figura 5-16: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ02 .

Figura 5-17: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ02

Figura 5-18: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ02
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5.1.3. Caso 3. q = 1, M = 2.0 M⊙, R = 12.0 km, ρ02 = 4.116 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 40 tff .

Figura 5-19: Configuración inicial. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-20: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-21: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-22: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en verde. La última
gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.

103



Figura 5-23: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02

Figura 5-24: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02
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Figura 5-25: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02

Figura 5-26: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02

Figura 5-27: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02
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5.1.4. Caso 4. q = 1, M = 1.5 M⊙, R = 9.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 80 tff .

Figura 5-28: Configuración inicial. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.

106



(a) Evolución del sistema a 10tff (b) Evolución del sistema a 24tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 38tff

(e) Evolución del sistema a 42tff (f) Evolución del sistema a 48tff

Figura 5-29: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 54tff (b) Evolución del sistema a 58tff

(c) Evolución del sistema a 60tff (d) Evolución del sistema a 66tff

(e) Evolución del sistema a 68tff (f) Evolución del sistema a 70tff

Figura 5-30: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 72tff (b) Evolución del sistema a 74tff

(c) Evolución del sistema a 76tff (d) Evolución del sistema a 78tff

(e) Evolución del sistema a 80tff (f) Objeto central a 80tff

Figura 5-31: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado. La
penúltima gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada, la última es un acercamiento al
objeto central.
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Figura 5-32: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ03

Figura 5-33: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ03
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Figura 5-34: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ03

Figura 5-35: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ03

Figura 5-36: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 1.5M⊙, ρ03
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5.1.5. Caso 5. q = 1, M = 2.0 M⊙, R = 12.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 40 tff .

Figura 5-37: Configuración inicial. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-38: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-39: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-40: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado. La
última gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.
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Figura 5-41: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03

Figura 5-42: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03
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Figura 5-43: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03

Figura 5-44: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03

Figura 5-45: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03
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5.1.6. Caso 6. q = 1, M = 2.5 M⊙, R = 15.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3.

Tiempo de evolución = 40 tff .

Figura 5-46: Configuración inicial. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-47: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-48: Evolución del sistema. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-49: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en azul, Estrella 2 en morado. La
última gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.
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Figura 5-50: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03

Figura 5-51: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03
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Figura 5-52: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03

Figura 5-53: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03

Figura 5-54: Eficiencia. MEstrella1 = MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03
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5.1.7. Caso 7. q = 0.75, MEstrella1 = 1.5M⊙, MEstrella2 = 2.0 M⊙, REstrella1

= 9.0 km, REstrella2 = 12.0 km, ρ02 = 2.634 ×1014g cm−3. Tiempo de

evolución = 40 tff .

Figura 5-55: Configuración inicial. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 5tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 15tff (d) Evolución del sistema a 19tff

(e) Evolución del sistema a 21tff (f) Evolución del sistema a 24tff

Figura 5-56: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 27tff (b) Evolución del sistema a 29tff

(c) Evolución del sistema a 30tff (d) Evolución del sistema a 33tff

(e) Evolución del sistema a 34tff (f) Evolución del sistema a 35tff

Figura 5-57: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 36tff (b) Evolución del sistema a 37tff

(c) Evolución del sistema a 38tff (d) Evolución del sistema a 39tff

(e) Evolución del sistema a 40tff

Figura 5-58: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado. La
última gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.
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Figura 5-59: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙,
ρ02 .

Figura 5-60: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02 .
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Figura 5-61: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02 .

Figura 5-62: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02 .

Figura 5-63: Eficiencia. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ02 .
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5.1.8. Caso 8. q = 0.75, MEstrella1 = 1.5 M⊙, MEstrella2 = 2.0 M⊙, REstrella1

= 9.0 km, REstrella2 = 12.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3. Tiempo de

evolución = 120 tff .

Figura 5-64: Configuración inicial. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 15tff (b) Evolución del sistema a 36tff

(c) Evolución del sistema a 45tff (d) Evolución del sistema a 57tff

(e) Evolución del sistema a 63tff (f) Evolución del sistema a 72tff

Figura 5-65: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 81tff (b) Evolución del sistema a 87tff

(c) Evolución del sistema a 90tff (d) Evolución del sistema a 99tff

(e) Evolución del sistema a 102tff (f) Evolución del sistema a 105tff

Figura 5-66: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.

132



(a) Evolución del sistema a 108tff (b) Evolución del sistema a 111tff

(c) Evolución del sistema a 114tff (d) Evolución del sistema a 117tff

(e) Evolución del sistema a 120tff (f) Objeto central a 120tff

Figura 5-67: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado. La
penúltima gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada, la última es un acercamiento al
objeto central.
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Figura 5-68: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙,
ρ03 .

Figura 5-69: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03 .
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Figura 5-70: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03 .

Figura 5-71: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03 .

Figura 5-72: Eficiencia. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.0M⊙, ρ03 .
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5.1.9. Caso 9. q = 0.8, MEstrella1 = 2.0 M⊙, MEstrella2 = 2.5 M⊙, REstrella1

= 12.0 km, REstrella2 = 15.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3. Tiempo de

evolución = 186 tff .

Figura 5-73: Configuración inicial. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.

136



(a) Evolución del sistema a 6tff (b) Evolución del sistema a 30tff

(c) Evolución del sistema a 42tff (d) Evolución del sistema a 54tff

(e) Evolución del sistema a 66tff (f) Evolución del sistema a 78tff

Figura 5-74: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 90tff (b) Evolución del sistema a 102tff

(c) Evolución del sistema a 114tff (d) Evolución del sistema a 126tff

(e) Evolución del sistema a 138tff (f) Evolución del sistema a 150tff

Figura 5-75: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 162tff (b) Evolución del sistema a 168tff

(c) Evolución del sistema a 174tff (d) Evolución del sistema a 180tff

(e) Evolución del sistema a 186tff (f) Objeto central a 186tff

Figura 5-76: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado. La
penúltima gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada, la última es un acercamiento al
objeto central.
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Figura 5-77: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = 2.0M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙,
ρ03 .

Figura 5-78: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
2.0M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .
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Figura 5-79: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = 2.0M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .

Figura 5-80: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = 2.0M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .

Figura 5-81: Eficiencia. MEstrella1 = 2.0M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .
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5.1.10. Caso 10. q = 0.6, MEstrella1 = 1.5 M⊙, MEstrella2 = 2.5 M⊙, REstrella1

= 9.0 km, REstrella2 = 15.0 km, ρ03 = 2.634 ×1014g cm−3. Tiempo de

evolución = 198 tff .

Figura 5-82: Configuración inicial. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 6tff (b) Evolución del sistema a 12tff

(c) Evolución del sistema a 18tff (d) Evolución del sistema a 24tff

(e) Evolución del sistema a 30tff (f) Evolución del sistema a 36tff

Figura 5-83: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 42tff (b) Evolución del sistema a 48tff

(c) Evolución del sistema a 54tff (d) Evolución del sistema a 60tff

(e) Evolución del sistema a 66tff (f) Evolución del sistema a 72tff

Figura 5-84: Evolución del sistema. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado.
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(a) Evolución del sistema a 174tff (b) Evolución del sistema a 180tff

(c) Evolución del sistema a 186tff (d) Evolución del sistema a 192tff

(e) Evolución del sistema a 198tff (f) Objeto central a 198tff

Figura 5-85: Evolución del sistema, etapa final. Estrella 1 en verde, Estrella 2 en morado. La
última gráfica muestra en rojo la materia que es expulsada.
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Figura 5-86: Amplitudes h× (rojo) y h+ (negro). MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙,
ρ03 .

Figura 5-87: Luminosidad de Ondas Gravitacionales [J/s] vs tiempo [ms]. MEstrella1 =
1.5M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .
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Figura 5-88: Trayectoria del Centro de Masa. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .

Figura 5-89: Luminosidad Total Integrada. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .

Figura 5-90: Eficiencia. MEstrella1 = 1.5M⊙,MEstrella2 = 2.5M⊙, ρ03 .
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[47] Lee W. H., Kluźniak W., 1999a, ApJ, 526, 178 (Paper I)
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