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Inestabilidades en discos de acrecion debido a una modificacién funcional
del parametro alfa de la viscosidad
por

Miguel Angel Gonzalez Bolivar

Resumen

Se implementé un cédigo SPH en dos dimensiones escrito en FORTRAN 77 para modelar
la interacciéon de un agujero negro con un disco de acrecién, y se llevaron a cabo un total
de 13 simulaciones. La masa del agujero negro utilizado es de 2.5Mg, por lo que tiene radio
de Swarzschild 7.33 x 10°cm. Para obtener las inestabilidades ocasionadas por el cambio en
la viscosidad, se utilizaron diez formas funcionales de la eficiencia del transporte de momento
angular determinada por el pardmetro «a de la prescripcién de Shakura y Sunyaev [1973]. Se
generaron inestabilidades dentro del disco, las cuales se categorizaron en base a las curvas de
densidad superficial asociadas y las isodensidades del disco. Se calculé la tasa de acrecién M
de cada disco y se encontraron frecuencias en la sefial de M.
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Capitulo 1

Introduccion

Nothing begins in this place.
This place is beyond beginnings and endings.
— DESTINY, The Sandman: Season of Mist (1992)

1.1. Planteamiento del problema

El modelo de Shakura y Sunyaev [1973] es el méds utilizado para describir la dindmica de
los discos de acrecién delgados, los cuales tienen una curva de rotacién kepleriana y la densidad
del gas permite que exista un enfriamiento efectivo del disco. Para el caso de discos gruesos,
donde la velocidad de rotacién del flujo es significativamente menor a la kepleriana, se utiliza el
modelo descrito por primera vez en una serie de articulos de Narayan y Yi [1994]. La diferencia
entre estos modelos radica en que para discos gruesos la dinamica del disco cambia de forma
radical debido a la poca eficiencia del disco para enfriarse, lo que tiene como consecuencia que la
adveccién de la energia a regiones de menor temperatura domine sobre la acreciéon del material;
a este tipo de flujo se le conoce como ADAF!. Ambos modelos han sido corroborados mediante
observaciones de discos de acrecion en sistemads binarios y en AGN, tanto en el visible como en
rayos X (Szuszkiewicz et al. [1996], Eardley et al. [1975], Garcia et al. [2001], Meyer-Hofmeister
y Meyer [1999], entre otros).

Sin embargo, una parte importante de la informacion que se desconoce sobre la dinamica de
los discos de acrecién estd contenida en el parametro « de viscosidad (Shakura y Sunyaev [1973]),

por lo que su anélisis resulta vital para comprender de una forma completa cémo las fuerzas

! Advection Dominated Accretion Flow por sus siglas en inglés.



internas 2 y externas 3 actiian en el disco. Las inestabilidades son acumulaciones repentinas de
material en una regién relativamente pequena del disco, lo que conlleva al calentamiento brusco

del disco®.

Aun existen muchas interrogantes sobre cémo se crean estas inestabilidades, tales como:

» ;Por qué en binarias de rayos X (asi como en variables cataclismicas y pulsares binarios)
persiste una periodicidad en la manera en la que sus discos de acreciéon aumentan su
luminosidad? En particular, casi todos los LMXBs® que tienen una estrella de neutrones
tienen una emisiéon constante, mientras que los que poseen un agujero negro son transi-
torios, produciéndose en sus discos explosiones de radiacién que pueden durar semanas
o meses para después entrar en largos periodos inactivos (Lewin y Van der Klis [2006]).

. Por qué el cambio en su comportamiento depende del objeto central?

s ;Qué mecanismos retrasan o aceleran los periodos de actividad intensa en el disco? ;Hay
manera de determinarlo(s) con métodos observacionales? El modelo de Shakura-Sunyaev
ha recibido pocas modificaciones desde que se desarrolls. Con este modelo, se pueden
determinar cantidades del disco como la presiéon del gas que con forma, su altura de
escala, la velocidad del sonido en el medio, entre otros, a partir de cuatro pardmetros: la
tasa de acrecion, la masa del objeto compacto, el radio del anillo (coordenada espacial)
y la eficiencia del transporte de momento angular «. Sin embargo, una de las limitantes
que existen, no sélo del modelo sino de nuestro entendimiento de la dindmica de gases en
general, es que no existe un método analitico que pueda reproducir de manera general el
comportamiento de la viscosidad turbulenta del fluido, y tampoco existe un método de
observacién que permita medirlo. La manera mas utilizada para aproximar la viscosidad es
utilizando la prescripciéon «, que linealiza la dependencia de la viscosidad con la velocidad
del sonido y la escala de altura; sin embargo, el comportamiento de la viscosidad puede

ser mucho més complejo que eso.

s ;Existe una relacion entre la viscosidad cinématica y alguna otra variable que no se

2Tales como la viscosidad y autogravedad del disco.

3 Atraccién gravitacional y campo magnético del objeto compacto, aunque la primera no suele influenciar
mucho a la viscosidad, sino al estado general del disco.

“En el capitulo 5 se da una definicién mas conveniente para este trabajo.

La definicién de LMXB se discute en la seccién 2.1.2.



ha considerado? Ha habido intentos de modelar una dependencia de la viscosidad con
la resistividad magnética i.e. nimero de Prandtl magnético (Potter y Balbus [2014]) y
posicién (Penna et al. [2013]). Sin embargo, estas modificaciones a la prescripcién son
arbitrarias, sin mencionar que podrian existir mecanismos adicionales que intervengan en

las explosiones en el disco las cuales podrian no depender de la viscosidad.

1.2. Hipdtesis

En el modelo original de Shakura-Sunyaev se considera @ como una constante; en base a esto
se han generado numerosas simulaciones que recrean con éxito un disco estable. Sin embargo,
algunas propiedades que se han observado en los discos no han podido ser replicadas en dichas
simulaciones, tales como la periodicidad de los estados de mayor luminosidad, denominados
como “flare state”%. En la literatura existen modelos que utilizan versiones modificadas de la
prescripcién a que reproducen comportamientos peridédicos o cuasiperiédicos (Xue et al. [2015],
Penna et al. [2013]), lo cual parece apoyar la idea de que es necesario tener una dependencia
de una o varias variables locales del disco para a.

En este trabajo, se proponen diferentes dependencias para dicho pardmetro, en busca de la
reproduccion de un comportamiento previamente observado en discos de acrecion, los cuales
podrian ser consecuencia de un aumento en la tasa de material acretado, el cual a su vez seria

un efecto directo de una inestabilidad en el sistema.

1.3. Objetivo general

Definir una descripciéon mas compleja de la viscosidad cinemética de un disco de acrecién
alrededor de un agujero negro; ésto con el fin de recrear inestabilidades que conlleven a modificar
la tasa de material acretado y reproducir comportamientos observados en las curvas de luz de
estos sistemas. Para ello, en este trabajo se supone que la variabilidad de la tasa de acrecion
coincide con la de la luminosidad en altas energias. Esto se justifica considerando que los fotones

emitidos por el material acretado no son absorbidos o dispersados en su totalidad.

5En lo sucesivo se traduciréd este término como ’estado activo’.



1.4. Objetivos especificos

Determinar si una modificacién del pardmetro a podria dar como resultado un compor-
tamiento cuasiperiddico en la tasa de material acretado; ésto implicaria un comportamiento
similar en el cambio de la curva de luz emitida por el disco, lo que explicaria algunas de las
observaciones actuales en este tipo de objetos.

Refinar el modelo de Shakura-Sunyaev para incluir una o varias descripciones alternativas
a la viscosidad dindmica. Esto ofrecerfa diferentes opciones para la simulaciéon de discos en
un futuro; asi como la posibilidad del desarrollo de una aproximacion analoga a otro tipo de
discos, tales como los ADAF o los toroides en nucleos activos de galaxias (AGN por sus siglas

en inglés).



Capitulo 2

Marco teorico: contexto astrofisico

We move in circles

Balanced all the while

On a gleaming razor’s edge

— JouN PETRUCCI, Octavarium (2005)

Para analizar el problema de las inestabilidades en los discos de acrecién, es necesario com-
prender la fisica detras de ellos. Las fuentes compactas de rayos X se forman en estrellas binarias
donde una de sus componentes, la mas evoluciénada, tiene una masa entre 1 y 4Mq, dependien-
do si se trata de una enana blanca, estrella de neutrones o agujero negro (Glendenning [2012],
Remillard y McClintock [2006]). La componente secundaria es una estrella que se encuentra
en expansion dado que ha terminado con su reserva de hidrégeno para fusionar y esta saliendo
de la secuencia principal o se trata de una estrella tipo OB que esta expulsando su envolvente

(Hurley et al. [2002]). A continuacién se describe brevemenente la estructura de un sistema

binario, tomando en cuenta las caracteristicas ya mencionadas.

2.1. Estrellas binarias y l6bulos de Roche

Una estrella binaria consiste de un par de estrellas que estan unidas gravitacionalmente; esto
significa que las dos orbitan alrededor del centro de masa del sistema. Es importante definir
algunas propiedades tipicas de los sistemas binarios para entender como interactuan sus com-
ponentes. De ahora en adelante, se hablara del componente primario como el objeto compacto y
del secundario como la estrella companera; asimismo se usaran los subindices correspondientes,

1 y 2, para referirse las caracteristicas de cada uno (masa M, radio R, momento angular w, etc).



En la mayoria de los sistemas binarios cuyas componentes estan a una distancia relativamen-
te corta, ya sea que ambas componentes, una o ninguna se encuentre en la secuencia principal,
las orbitas de sus componentes son casi circulares; esto es posible ya que durante el tiempo en el
que la primaria evoluciona a una estrella compacta, las fuerzas de marea han logrado disminuir
la excentricidad de las orbitas de ambas componentes (Hut [1981], Hurley et al. [2002])!. Lo
anterior permite encontrar un marco de referencia donde se pueda determinar un potencial que
no varie esencialmente con el tiempo. Se define a como la distancia entre los centros de masa

de las estrellas individuales y ¢ como el cociente entre las masas, esto es:

Mo
=—. 2-1
9= (2-1)
Utilizando la tercera ley de Kepler, se encuentra
47%a® = GM P?, (2-2)

siendo M = M + My = mMg, donde m es la masa en masas solares y P es el periodo orbital.

Utilizando las ecuaciones 2-1 y 2-2; Frank et al. [2002] reescribe a como

1.5 % 1013m%/3(1 + q)1/3P5/30m
a=1{ 29x10"m (1 + ¢ em (2-3)
3.5 X 1010m1/3(1 + q)l/?’PiT/%m

Este resultado implica que se puede obtener la separacién entre las estrellas mediante el
periodo orbital. Dado que se trata de un sistema de dos cuerpos masivos, se puede utilizar una
particula de prueba para encontrar el potencial del mismo. Al situarse en un marco de referencia

que rota con la rapidez angular del sistema wg, el potencial gravitacional es

Pa(r) =~ T g (en A’ (2-4)

!Una excepcion importante se da en sistemas binarios sometidos a perturbaciones que hayan alterado sus
orbitas de manera significativa o que su periodo sea particularmente alto, del orden de anos, por lo que el tiempo
en que las orbitas se vuelven circulares es mucho mayor al de la evolucién de sus componentes inidividuales. El
ejemplo mds comun se observa en binarias BeHMXB (Sarty et al. [2007]).



donde r, r; y 72 son los vectores de posicién de la particula de prueba, y de los cuerpos 1
y 2, respectivamente, de tal manera que el denominador del primer y segundo término son
las distancias de la particula de prueba a los centros de masas de las estrellas individuales y
el término del rotacional es debido a la velocidad de rotacién del sistema, consecuencia de la

eleccién del marco de referencia. La ecuacion 2-4 se conoce como el potencial de Roche.

Figura 2-1: Superficie que representa el potencial de Roche de un sistema binario. Los ejes que forman
el plano de los isocontornos representan la posicion en el plano normal al eje de rotacién. El eje vertical
es el potencial gravitacional. Los isopotenciales proyectados en la base que forman un “ocho”son los
l6bulos de Roche de cada componente del sistema binario. Los puntos etiquetados como Lq,Ls y Lz son
los puntos de Lagrange méas cercanos del sistema. Los puntos Ly y Ls no se muestran en la figura, pero
se localizan dentro de los equipotenciales méas pequenios, a cada lado de los 16bulos de Roche (van der
Sluys [2006]).

La figura 2-1 muestra el potencial graficado a partir de la ecuacién 2-4. La forma del potencial
tiene dos pozos que son producto de la masa de cada companera del sistema binario. En las
fronteras de cada pozo se encuentran los puntos de Lagrange en los cuales el gradiente del
potencial es cero; esto significa que son zonas donde, si se dan las circunstancias necesarias
(viento estelar debil, que las 6rbitas de las estrellas sean estables, etc), el material que escapa
del 16bulo de Roche mas cercano a él puede acumularse momentaneamente. Dado que es de
vital importancia el material que pasa del componente secundario al primario, el punto L; es
el punto de Lagrange de mayor interés en este trabajo, ya que cualquier flujo de gas que cruce

de un I16bulo de Roche al otro pasara por esta zona 2.

2La suposicion es que el disco no se forma por el viento solar de la estrella secundaria, ya que las condiciones



2.1.1. Clasificacion de sistemas binarios en base a los 16bulos de Roche

Existen varios tipos de estrellas binarias, las cuales dependen de la masa individual de
sus componentes, la distancia entre ellas, el momento angular total y la fase de evolucién de
cada una. Kopal [1955] menciona el caso de las estrellas binarias donde al menos uno de sus
componentes se encuentra en la secuencia principal y el otro no ha pasado la etapa de gigante

o supergigante roja3, existen tres tipos de configuraciones posibles:

1. Binarias separadas: En este caso, los estrellas del sistema no llenan por completo sus res-
pectivos 16bulos de Roche, no existe una deformacién de las componentes por la influencia
gravitacional. Esto implica que el transporte de material entre las estrellas sélo es posible
si el viento estelar de una es mucho més intenso que el de la otra. Para los fines de este

trabajo el flujo de material entre componentes en binarias separadas es nulo.

2. Binarias semiseparadas: Ocurre cuando una de las estrella ocupa el mismo volumen del
l6bulo de Roche, por lo que es posible el transporte de material a través de L;. El material
cruza al I6bulo de la otra estrella y puede formar un disco de acrecion alrededor de esta.
Este caso es el que se explora en este trabajo, con la diferencia de que la estrella de menor
tamaifio es un agujero negro. Cabe mencionar que, durante la fase de secuencia principal
para ambos componentes, podria desarollarse una envolvente comun a las dos estrellas en

este sistema, similar al caso de binarias de contacto (Iben Jr y Livio [1993]).

3. Binarias de contacto: Esta se da cuando ambos componentes llenan sus respectivos 16bulos
de Roche. La salida de material en éste sistema puede darse a través de los puntos Lo y
L3; en este caso se puede crear una envolvente comun para ambas estrellas o un viento

estelar binario (Nguyen y Etzel [1999]).

2.1.2. Frecuencia de binarias en poblaciones estelares

A pesar de que la literatura sobre sistemas binarios discrepa sobre la fraccion de binarias en
poblaciones estelares, los sistemas binarios son relativamente frecuentes. Martynov [1979] calcula

un valor mayor al 50 %, mientras que trabajos més recientes ofrecen porcentajes menores; para

iniciales serfan fisicamente diferentes a las que se obtienen cuando el material pasa por Li.
3Esto aplica sélo si ambas estrellas tienen una masa minima de 0.4Mg.



NCG 1818, Elson et al. [1998] encontraron que el porcentaje es de 35+5% y 20 £5 % dentro y
fuera del nucleo, respectivamente. En la vecindad solar, Raghavan et al. [2010] determiné una
fraccién de 33 4+ 2% para estrellas similares al Sol 4. Esto implica que deben existir una gran
cantidad de estrellas binarias donde alguna de sus componentes ya ha pasado por la fase de
secuencia principal y con ello, suficiente evidencia observacional de este tipo de objetos, asi como
diversos comportamientos medidos a partir de las curvas de luz de sus discos de acrecién, de

los cuales se entrard en detalle en las siguientes secciones.

2.1.3. Sistemas binarios con un objeto compacto como componente primario

El estudio de un sistema binario separado puede entenderse analizando sus componen-
tes individuales como estrellas aisladas y posteriormente anadir la dinamica entre ellos para
complementar los resultados. Procesos tales como la nucleosintesis, equilibrio hidrodinamico,
conveccion del plasma, y otros que se dan dentro de una estrella, no son diferentes si ésta forma
parte de un sistema binario separado. Dado que una estrella pasa la mayor parte de su tiempo
en la fase de secuencia principal, la evolucién de un sistema binario separado cambia en tiem-
pos similares a la evolucién de sus componentes. A menos que se trate de una estrella masiva
a una distancia muy corta de su companera, un sistema separado que se vuelva semiseparado

es producto de la evolucion de la estrella que salga primero de la secuencia principal.

Figura 2-2: Representacién de una variable cataclismica, se muestra la estrella en secuencia principal,
el disco de acrecién y la enana blanca. El punto caliente (“hot spot”) es donde el material de la estrella
secundaria y el disco de acrecion colisionan. Créditos: NASA’s Goddard Space Flight Center.

Segun Heger et al. [2003], conforme dicha estrella continua evoluciénando, y dependien-

do de la masa que tenga, terminard siendo una enana blanca (0.5Ms < M < 8Mg), estre-

El criterio para elegirlas fue que la banda V tuviera un flujo entre 0.1 y 10 veces la del Sol, y a una distancia
menor de 25 pc del mismo.



Figura 2-3: Se muestra un modelo del pulsar J1023 que se encuentra en un sistema binario con una
estrella de 0.2M,. La parte superior muestra el sistema previo a la pulsaciéon en radio del objeto com-
pacto; el viento del pulsar expulsa el material de la estrella companera, por lo que no fluye a su 1ébulo
de Roche. Al emitir el pulso se forma el disco y junto a éste se emite un jet en . Créditos: NASA’s
Goddard Space Flight Center.

lla de neutrones (8 — 9My < M < 25M, dependiendo de la metalicidad) o agujero negro
(256Ms < M < 40Mg, por retroceso del material en supernovas débiles y directamente para
M 2z 40Mg, también con dependencia en la metalicidad); cuando esto ocurre se habla de una
variable cataclismica (figura 2-2), un pilsar binario (figura 2-3)° o una binaria de rayos X (fi-
gura 2-4)°, respectivamente (Iben Jr y Livio [1993]). Los discos de acrecién se forman en estos
tres tipos de binarias 7 al momento de que la estrella secundaria sale de la secuencia principal
y aumenta su tamano, llenando su lébulo de Roche en el proceso. A pesar de que los tres tipos
de binarias tengan una estructura similar, las caracteristicas de los discos de acreciéon de cada

uno difieren de manera considerable; este trabajo se enfoca en las binarias de rayos X.

5También se denomina pulsar binario cuando las combinaciones son dos estrellas de neutrones o una estrella
de neutrones y una enana blanca.

STambién existen binarias de rayos X con una estrella de neutrones en vez de un agujero negro.

"Hay sistemas binarios con un objeto compacto donde esto no ocurre, tales como las binarias AM Her (Sahade
et al. [1992]).
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Figura 2-4: Representacién artistica de una binaria de rayos X Créditos: NASA’s Goddard Space
Flight Center.

2.2. Caso de interés: Binarias de rayos X

2.2.1. Antecedentes historicos

Estos objetos son una de las fuentes mas intensas de rayos X en el Universo. Su descubri-
miento gener6 gran polémica ya que el primer objeto detectado fue Scorpius X-1 (Giacconi et al.
[1962]) y en su momento fue la mayor fuente conocida de rayos X, en la regién de 1-10 keV.
En esa misma década se descubrié que su emisién variaba con el tiempo (Overbeck y Tanan-
baum [1968]). Los modelos iniciales indicaban que la emisién de rayos X provenia de las altas
temperaturas del gas que provenia de la estrella companera a la estrella de neutrones. Cameron
[1967] sugiri6 que era mds probable que el objeto compacto se trata de un agujero negro en
vez de una estrella de neutrones; sin embargo, sus ideas fueron aplicadas para acrecién esférica.
La idea de un disco de acrecién fue propuesta en 1968 por Prendergast y Burbidge [1968], con
el argumento de que el material acretado a través del punto L llevaba una gran cantidad de
momento angular, de manera que un flujo radial hacia el objeto compacto era imposible.

En 1970, fue lanzado Uhuru, el primer satélite dedicado a la astronomia en rayos X. Durante
més de dos anos identific6 300 fuentes de rayos X; entre los objetos detectados estaban las
binarias de pulsares de rayos X y la deteccién de radiaciéon entre 2 y 20 keV de sistemas
binarios estelares. A partir de la informacién obtenida, se llegd a las siguientes conclusiones

(Shapiro y Teukolsky [1983]):

1. La variabilidad de emisién de rayos X en escalas de tiempo cortas (dias, semanas) implica
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que la region de emision es pequena.

2. Se confirmé que una parte importante de las fuentes encontradas eran sistemas binarios,
los cuales contenian una estrella masiva en secuencia principal junto a un objeto compacto

€cOmMo companero.

3. La acrecién de material hacia un objeto compacto es una manera muy eficaz de liberar

energia potencial gravitacional en forma de radiacion, particularmente rayos X.

Con los afios se han encontrado fuentes de rayos X con caracteristicas muy diferentes entre
si, lo que ha obligado a crear un sistema de catalogo en base a la variabilidad, intensidad y

banda de emision.

2.2.2. Caracteristicas generales de fuentes de rayos X

Existen (al menos) dos tipos de fuentes de rayos X: aquellas asociadas con estrellas tardias
tipo O o tempranas tipo B. Se puede encontrar en este grupo a Cyg X-1, Cen X-3, and 2U
0900-40 (Shapiro y Teukolsky [1983]). El otro tipo corresponde a sistemas binarios con estrellas
companeras similares al Sol; entre ellas se encuentran Her X-1, Sco X-1, Cyg X-2, and Cyg X-3
(Cowley y Crampton [1975], Gottlieb et al. [1975]). Estos grupos son llamados binarias de rayos
X de alta masa y binarias de rayos X de baja masa, respectivamente®. La dindmica en el disco
de HMXB es muy diferente a la del LMXB debido a la masa de la companera y esto también
afecta a las curvas de luz emitidas en la banda de los keV. Asimismo, la edad de las LMXB
es mucho mayor al de las HMXB ya que las estrellas OB tienen una vida del orden de 10°
afios, mientras que las estrellas de baja masa, K 6 M, tienen edades ~ 10° — 10'° afios (Tanaka
y Shibazaki [1996]). En la siguiente seccién se veran a detalles las caracteristicas de ambos
grupos. La figura 2-5 muestra de forma mas clara la clasificacion de binarias de rayos-X. Se
puede observar que sélo las compuestas de estrellas de neutrones y agujeros negros entran en los
grupos previamente descritos. Cabe mencionar que las fuentes de rayos X con una enana blanca
tienen comportamientos que ain no han sido bien entendidos y su dindmica es tan compleja
como en las otras clases de fuentes de rayos X que se ven en el diagrama (Tanaka y Shibazaki

[1996], Reig [2011]).

8Frecuentemente referidos como HMXB y LMXB (high-mass X-ray binaries y low-mass X-ray binaries por su
traduccién del ingles).
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Figura 2-5: Clasificacién de las binarias de rayos-X. Adaptado de Reig [2011]

Tanto las HMXB como LMXB tienen dos clases de eventos recurrentes: las explosiones de
rayos X de tipo I y II. El gas del disco (hidrégeno) es sometido a presién y temperatura muy
altas, por lo que se fusiona en helio en la superficie del objeto compacto?. Cuando se acumula
suficiente helio, el material vuelve a fusionarse y ocurre una explosion, alcanzando temperaturas
muy altas (~ 107 K). Las explosiones de tipo I son causadas por dicho proceso de fusién y el
perfil de luminosidad se caracteriza por un répido ascenso del brillo (0.3 — 10 s), seguido de
una lenta caida exponencial (5 — 100 s) (Brandt et al. [1992]). El aumento en la luminosidad se
debe al incremento sibito de la temperatura, mientras que la caida lenta es consecuencia del
enfriamiento de la superficie de la estrella de neutrones. Las explosiones tipo II son producto
de un aumento en la tasa de acrecién del disco, lo que se traduce en un aumento del cambio de
energia potencial gravitacional en energia cinetica y, posteriormente, en térmica. Este tipo de
explosiones se caracteriza por aumentos subitos en la luminosidad, con caidas igual de rapidas.
La frecuencia de cada tipo de explosion también varia. Para las de tipo I los intervalos entre
cada evento son del orden de horas o dias. Para las de tipo II se han observado docenas de

eventos por hora para un mismo disco (Encyclopedia [2014 (accessed August 10, 2015]). Ambos

9Esto implica que las explosiones de tipo I se dan en estrellas de neutrones y en ocasiones en agujeros negro,
si se dan las condiciones necesarias. En el caso de las enanas blancas se les conoce como novas recurrentes.
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tipos de explosiones generan la luminosidad caracteristica de rayos X para las binarias, y por lo
general son estos eventos los que permiten detectarlas. Cabe mencionar que las binarias también
emiten rayos X en su etapa inactiva, aunque para estos casos se desconoce qué proceso genera la
radiacion. También existe una contribucion importante de fotones UV debido a la radiacion de
cuerpo negro del disco, donde se localiza en maximo de la distribucién de densidad de energia

para la mayoria de los discos (Frank et al. [2002]).

2.2.3. Binarias de rayos X de alta masa

Debido a que se componen de una estrella tipo OB, estos sistemas tienen masas > 10M.
Hasta el 2007, se conocian 114 HMXB, representando el 38 % del total del binarias de rayos X
detectadas (Liu et al. [2006], Liu et al. [2007]). En 2015, utilizando el satelite INTEGRAL, se
detectaron 10 objetos adicionales de este tipo (Krivonos et al. [2015]).

Existe una gran variedad de este tipo de sistemas, tales como las BeHMXB. Esta clase de
binaria suele tener una estrella de neutrones con una 6rbita excéntrica y una companera del tipo

10 circunestelar que rodea a ésta ultima. Presentan

B0-B2e, asi como de un disco de decrecién
periodos inactivos con repentinas explosiones entre ellos. Se han detectado 50 BeHMXB en
la Via Lactea y mas de 35 en la Gran Nube de Magallanes (Liu et al. [2005]). Sus periodos
orbitales son de 10 — 1000 dias (Cherepashchuk [2000]). El modelo de rejuvenecimiento se
utiliza para explicar la formacién de BeHMXBs; éste sostiene que la transferencia de material
aumenta la rotacién de la envolvente de la estrella tipo B y, eventualmente, también al ntcleo.
Este proceso crea el disco circumestelar que la caracteriza. En este tipo de sistemas, el disco
circumestelar esta truncado debido a la presencia de la estrella de neutrones. No hay acrecién
del material hacia el objeto compacto si ésta se encuentra en una orbita circular, ya que el disco
se trunca antes de llegar a su lobulo de Roche; se forma una emisién persistente de rayos X poco
energéticos y en ocasiones, explosiones de tipo II. Por otra parte, si su érbita es suficientemente
excéntrica, la acrecion es posible y la emision de rayos X se produce en forma de explosiones
de tipo I .

Las binarias de rayos X supergigantes son otro grupo dentro de las HMXB. Estos sistemas

se componen de una estrella de neutrones con una orbita circular y una estrella tipo OB como

0puesto a la acrecién.
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companera. Se dividen en dos categorias: las que producen acreciéon por medio del transporte
de material a través del punto Ly y las que lo hacen por medio del viento estelar. Las primeras
suelen tener luminosidades tipicas del orden de 1038 erg s~! durante las explosiones. El periodo
de las binarias con acrecién por viento es menor a 15 dias, con una excentricidad muy baja.
La estrella de neutrones acreta un flujo altamente radiativo y emite rayos X con luminosidades
~ 10%736 erg s7!. Las explosiones, en caso de haberlas, son del tipo II. Debido a la alta
variabilidad en la dindmica del viento estelar que es acretado, la radiaciéon emitida presenta
cambios significativos en escalas de tiempo muy cortas. A lo largo de su evoluciéon las orbitas
disminuyen su excentricidad y ésto provoca que la tasa de material acretado aumente (Chaty
[2013]). Ambos tipos de HMXB pueden también identificarse a partir de su posicién en el

diagrama de Corbet (figura 2-6).
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Figura 2-6: Diagrama de Corbet. Los cuadrados repesentan puntos a las BeHMXB's, los tridngulos a
las binarias de rayos X supergigantes que llenan su lébulo de Roche y las cruces a las que transportan
material a través del viento estelar. Puede observarse que, con algunas excepciones, las tres poblaciones
de HMXB se agrupan en diferentes regiones del diagrama Pp;, vs Py de las estrellas de neutrones.
Créditos: J.A. Zurita Heras (Chaty [2013]).

2.2.4. Binarias de rayos X de baja masa

Cuando un objeto compacto tiene una compafiera en fase de gigante roja, con una masa
< 1M (Chaty [2013]), la cual llena su 16bulo de Roche, entonces se tiene una binaria de rayos

X de baja masa. La figura 2-5 indica que existen este tipo de sistemas en los que el objeto
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compacto es un agujero negro o estrella de neutrones. Sin embargo, también existen en enanas
blancas con una companera tipo K o M que entran en la categoria de LMXB. En tales sistemas,
el proceso que permite la acrecién al objeto compacto es la transferencia de momento angular
hacia las partes externas del disco de acrecién (Frank et al. [2002], Gammie y Menou [1998],
Shakura y Sunyaev [1973]). Como estos sistemas son varios ordenes de magnitud mas viejos
que sus contrapartes de alta masa, en comin encontrar LXMB en cimulos globulares. Existe
evidencia de que la presencia de LMXB es responsable de la supresién de campos estelares as
como de la ausencia de pulsaciones periddicas en algunos de ellos (Lewin y Van der Klis [2006]).
Asimismo, una alta tasa de material acretado puede generar a una estrella de neutrones con
periodos del orden de milisegundo, ya que el flujo de plasma que cae en el objeto compacto
transfiere una parte pequena de momento angular al mismo. Una prueba de esto radica en la
baja intensidad del campo magnético asociado a estos objetos, lo cual es propio de objetos con
edades mayores; esto hace de la transferencia de momento angular debido al material acretado

la mejor explicacion para este tipo de pulsares (Wijnands y Van der Klis [1998]).

Una diferencia importante entre las LMXB y las HMXB es la periodicidad; las fases de
explosién de las primeras no tienen un periodo determinado, mientras que las del segundo grupo
son regulares. El espectro en rayos X, ultravioleta y éptico también es una distincién relevante
para separar ambas categorias. En el caso de las HMXB el espectro puede ser constante por
largos periodos (con etapas regulares de explosiones de rayos X); por otra parte, el espectro
de una LMXB siempre es variable y los mecanismos que producen el cambio en su espectro, y
en consecuencia en su tasa de acrecién, pueden deberse a diversos fenémenos que no ain no
se entienden completamente (Tanaka y Shibazaki [1996]). La forma del espectro cambia de un
sistema de alta masa a uno de baja masa: la mayoria de la emision para HMXB esta en el
espectro de rayos X, mientras que para los LMXB una parte importante de los fotones dentro
del disco son dispersados y remitidos en la banda éptica (Cherepashchuk [2000]). El periodo
orbital de las LMXB varia de dias a horas, siendo mucho més corto que para las HMXB (sobre

todo en el caso de las BeHMXB).

Existe una variedad de LMXB que dependen de la forma en que se observen. Por ejemplo, en
las fuentes cuyos discos de acrecién presentan una corona, los rayos X que provienen del objeto

compacto son dispersados por los electrones de la corona, lo que modifica significativamente
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Figura 2-7: Diagrama color color de observaciones del Rossi X-Ray Timing Explorer de ocho binarias
de rayos X. El primer y segundo renglones corresponden a fuentes Atoll, mientras que el tercero a fuentes
Z (Muno et al. [2002]).

la curva de luz que detecta el observador (White y Holt [1982]); por otro lado, si el disco
esta de frente al observador, puede observarse la regién donde el gas de la estrella companera
colisiona con el disco, esto generara también una variacién en la curva de luz debido a las altas

temperaturas que se generan en tales condiciones (Lewin y Van der Klis [2006]).

Dentro de las binarias de baja masa existen dos grupos de interés: las de tipo Z y Atoll.
Ambas tienen como acretor a una estrella de neutrones con un campo magnético débil. Las
primeras reciben su nombre la forma en ‘Z’ que surge en las gréficas de color ‘duro’ contra
‘suave’ en la banda de rayos-X. Suelen tener comportamientos cuasiperiodicos cuyas frecuencias
varian entre 1 y 60Hz. Las Atoll, por su parte, tienen zonas ‘islas’ en los mismos diagramas que

se muestran en la figura 2-7. Dichas islas suelen durar semanas o meses (Muno et al. [2002]).
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2.3. Modelo de Shakura-Sunyaev

En un disco de acrecion alrededor de un objeto compacto se realizan dos procesos si-
multaneos: el material que lo forma se deshace de su momento angular, y la energia potencial
se transforma, a través de diversos mecanismos, en radiacién (Frank et al. [2002]). Aunque
estos dos procesos no son los tinicos que le dan forma al disco, son los que permiten entender
lo que ocurre cualitativamente en éste. El primero determina la cantidad de momento angular
que escapa del sistema y la que el objeto compacto absorbe, asi como la rapidez en que los
procesos de acrecién ocurren en las partes internas del disco. Un ejemplo de lo primero son
los pulsares de milisegundo que aumentan su velocidad de rotacién gracias a este proceso de
transporte de momento angular. Por otro lado, el segundo proceso determina la energia total
emitida por el disco, el cual se vera como la integracién a lo largo de todo el espectro del mismo
y sélo es funcién del material acretado en él y la eficiencia de la conversion de energia potencial
gravitacional. Cabe mencionar que las curvas de luz dependen de diversos procesos los cuales
aumentan la temperatura en la corona hasta 10 K (White y Holt [1982]) y en la parte interna
del disco varia entre 3 - 10° — 10° K (Shakura y Sunyaev [1973]). Dichos procesos requieren de

un andlisis méds profundo, y en algunos casos no se entiende aun como se dan.

La forma de la curva de luz y las fases de explosiéon en el disco han sido investigadas desde
que las binarias de rayos X fueron descubiertas, y no existe un modelo que sea capaz de explicar
algunos de los comportamientos observados a lo largo de tres decadas en estos objetos (Shapiro
y Teukolsky [1983]). Sin embargo, el modelo de Shakura-Sunyaev para discos delgados ha per-
mitido entender muchos de los procesos que intervienen en la formacion, estructura y evolucién
de los discos de acrecién, lo que ha permitido desarrollar modelos que reproducen algunas de las
principales caracteristicas observadas en estos sistemas. A continuacién se describira el modelo
de Shakura-Sunyaev'!, el cual permite encontrar formas funcionales de densidad, escala de altu-
ra, presién, velocidad del sonido, temperatura plano medio!?, opacidad y densidad superficial.
También propone una forma para la viscosidad turbulenta en el disco, la cual se conoce como

la prescripcién « (Shakura y Sunyaev [1973], Hirose et al. [2009]).

1E] modelo se describird en base a las notas de Frank et al. [2002], a menos que se indique otra fuente.
2Definida como la temperatura del disco en las coodenadas (R, z = 0).
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2.3.1. Formacion del disco

Como ya se menciond, el material que cae en el l6bulo de Roche del objeto compacto
proviene de la estrella compaiiera, la cual ocupa completamente el volumen de su propio lébulo
(se supone este caso y no la acrecién por viento estelar para explicar la formacién del disco). El
material pasa por el punto L; con una gran cantidad de momento angular respecto al objeto
compacto, de manera que no es acretado directamente hacia el mismo, sino que orbita alrededor
de éste.

Es necesario entender la dindmica del gas al momento de entrar en el 16bulo de Roche del
objeto acretor'? | asi como a lo largo del disco. El movimiento del gas es descrito por la ecuacién

de Euler:
ov

,OE +pv-Vv=VP+ f (2-5)
donde v es la velocidad del gas, p su densidad, P su presién y f la suma de las fuerzas externas
que actdan sobre el mismo. Para un marco de referencia con velocidad wg, la ecuaciéon de Euler
se vuelve

ov

1
a—l—(v-V)v: —Vopr — 20 x v — ;VP, (2-6)

donde @y es el potencial de Roche definido en 2-4. El segundo término de la derecha de la
ecuacion 2-6 nos indica que la velocidad a la que el chorro de gas entra en el 16bulo de M es
comparable a la velocidad de un particula de prueba con velocidad angular w (medida en un
marco sin rotacién), a una distancia b; que va desde el objeto compacto al punto Lj, por lo
que:

v ~ bw, (2-7)

siendo v la velocidad normal a la érbita circular. Por otro lado, la velocidad radial del gas
estd determinada por la velocidad a la que las perturbaciones generadas se mueven a través de
éste, por lo que:

v < Cs. (2-8)

Ambas velocidades nos indican que el flujo serd supersénico y las fuerzas de presién interna

son despreciables para calcular la trayectoria del gas. Un analisis cuantitativo nos brinda mas

3Para este trabajo se utilizard acretor, colapsar y agujero negro como sinénimos.
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informacién sobre la afirmacion anterior.

Considerando la ecuacién 2-3 y suponiendo que by ~ %a, se tiene

1/3 ~1/3
v ~ 100m, (1 + > <1 dia> km s~ (2-9)

Mientras que la velocidad del sonido se puede aproximar, utilizando la ecuacién de estado
de gas ideal, como:
T

1/2
cs ~ 10 <104> km st (2-10)

Para el caso de envolventes estelares, T' < 10°K, por lo que v; ~ 100km s~ !y v ~ 10km s71,

lo que confirma el comportamiento supersénico del flujo.

La influencia del componente secundario genera perturbaciones a lo largo del disco en escalas
de tiempo mas pequenas que el periodo orbital del gas, las cuales desvian a las particulas del
potencial 1/R; esto provoca colisiones con particulas vecinas a menores y mayores radios, lo

que ocasiona la disipacién de la energia cinética en térmica.

La energia interna aumenta con la turbulencia, ya que las colisiones entre las particulas
del gas aumentan su temperatura y con ello su luminosidad. Dado que el disco no tiene un
mecanismo eficiente para el transporte de momento angular, y la escala de tiempo en que éste
radia por colisiones internas del gas, entonces tiende a circularizar su orbita. En el caso de las
fuentes ultraluminosas de rayos X (ULX), la circularizacién para la 6rbita del gas es de 1.5
segundos (Hopman et al. [2004]). El radio de circularizacién R, estd definido como la érbita

de menor energia para el gas pasando por L1, el cual puede aproximarse como:

Rere 47 4 (b1\* My (br)*
_ ) 22 () 2-11
a GM1P2a a +M1 a ( )

Utilizando la relacién

b
El =0.5—0.227log q, (2-12)

donde ¢ es la definida en 2-1, se puede reescribir la ecuaciéon 2-11 como:

Rcirc

= (14 ¢)[0.5 — 0.227log q]*. (2-13)
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Esto implica que el radio de circularizacion serd al menos 2 6 3 veces menor al radio del
l6bulo de Roche del componente primario, por lo que el disco estard en una regién interna del
16bulo, aun para ¢ muy pequena (¢ ~ 1). Esto significa que el disco estard contenido en una
regién interna del 16bulo de Roche, alejado de los limites de éste (Lewin y Van der Klis [2006]).

Finalmente, como la pérdida de momento angular es pequena en comparacién a la de energia,
todo el material tiene orbita circular, la cual disminuye su radio de forma paulatina. Este efecto
es el que la da forma al disco ya que conforme el material pierde momento angular, va cayendo

en forma de espiral al objeto compacto (figura 2-8).

Figura 2-8: Representacién gréfica de un disco de acrecién idealizado Frank et al. [2002].

2.3.2. Mecanismos de transferencia de momento angular
Torca y viscosidad

Un disco de acrecién no tiene una velocidad de rotacién €2 constante para todo R, sino que,
al menos en el caso méas sencillo, obedece a una ley de rotacion kepleriana. Dicha ley implica
que cada anillo de gas se moverd a una velocidad diferente en relacién a sus anillos vecinos, por
lo que existird una fuerza de corte entre cada uno, misma que generara una viscosidad la cual
depende de la velocidad relativa entre anillos.

Se define A como el camino libre medio de una particula en el gas. La velocidad tipica de
serd de v ~ cg. Se considera un flujo de gas entre z = 0 y z = H, con una velocidad angular
Q(R) en direccién ¢. Para dos anillos del disco de grosor A (figura 2-9) a una distancia R del
objeto compacto, el elemento de gas B que se encuentra en R + A\/2 recorrera una distancia
radial ~ A antes de interactuar con el otro elemento en el anillo interno, al igual que el elemento

A en el anillo externo. El elemento A cargard un momento angular correspondiente al anillo
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donde se encontraba originalmente, asi como B del suyo; por lo que al pasar de uno a otro

ocurre una transferencia de momento angular.

B
o b Do(R12) R+2

T (R-v2) R

V—\ R—2

Figura 2-9: Representacion gréfica de un disco de acrecién idealizado Frank et al. [2002].

Sin embargo, las circunstancias en las que se encuentra el gas, sujeto tanto a fuerzas internas
como a una fuerza central, implica que la conservacion de momento angular no puede ocurrir a
expensas del momento lineal de cada elemento individual al cruzar por la frontera R constante
que separa los anillos. Para un disco en estado estacionario la conservacién del momento angular
no implica la conservacién del momento lineal.

Si se considera que el momento lineal de los elementos del gas se conserva, entonces se puede
expresar el componente ¢ del flujo de momento por longitud de unidad de arco a través de la

frontera R constante como:
pOH(R+ X/2)vy(R — N/2)
y con ello obtener a primer orden de A la torca por longitud de unidad de arco
—pUHAR*QY

donde Q' = dQ/dr, y se supone que la escala de longitud en el gradiente del momento

angular es mucho mayor a la escala de longitud del camino libre medio de las particulas en el
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gas. En este caso, la inica componente que no se elimina del tensor de esfuerzo es
orp = —NRQ ~ —poARSY, (2-14)
donde se utiliz6 la viscosidad turbulenta 7, que se define como:
N = puiAs, (2-15)

donde vy es la velocidad de las perturbaciones ocasionadas por la turbulencia, \; es la escala
de distancia tipica de la turbulencia y n la viscosidad cinematica. Las ecuaciones 2-14 y 2-15
implican que la distancia caracteristica de la turbulencia A; ~ . Se puede calcular la viscosidad
cinematica v = np como:

v~ AT = A (2-16)

El problema se “reduce” a encontrar los valores de la velocidad y distancia tipicas de la
turbulencia, mismas que sélo se puede determinar de forma cualitativa.

En el caso en que el disco este permeado por un campo magnetico turbulento, podemos
utilizar la definiciéon de la componente r¢ del tensor de esfuerzo con la expresiéon dada por
Shakura y Sunyaev [1973]:

B,y =

H, x H,
2-17
| 87 ’ ( )

donde H es el campo magnético turbulento en el disco. Como div H = 0, debe existir un
cambio de signo en la componente radial del campo magnético, que en caso de darse en el disco
generaria una divisiéon del campo magnético a escalas mas pequenas. Esto conlleva a que la
energia del campo magnético no puede exceder a la energia térmica del gas, por lo que

H?

<
8T 2’

lo cual nos permite aproximar el tensor de esfuerzo como:

H[*
Orp ~ —ng <47Tp62 : (2'18)
s

Al no haber una teoria de turbulencia que permita profundizar en la naturaleza del origen
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de las perturbaciones en el flujo, solamente se pueden realizar suposiciones sobre la magnitud
y el comportamiento de la misma en el disco. En escalas < R, la turbulencia es isotrdpica
vy homogénea, por lo que es conveniente describirla en funcién del promedio de la distancia
y velocidad caracteristicas del flujo turbulento. La escala de la distancia de la turbulencia se
vuelve mas pequena conforme el material se acerca més al objeto compacto y en general no
4

supera la escala de altura del disco’

M\~ H. (2-19)

Por otro lado, la velocidad asociada a la turbulencia v no debe ser mayor a la velocidad de

las perturbaciones en el gas cs. En base a lo anterior:

2 Ut

v
Or¢g = —URQ/ ~ _nf ~ _pcsgﬂ (2-20)
S
por lo que la ecuacién 2-16 queda como:
v =10\ = acsH, (2-21)

siendo « la eficiencia del transporte del momento angular en el disco. A la ecuacion 2-21 se le
conoce como la prescripcién «. Cuando Shakura y Sunyaev [1973] desarrollaron este modelo,

supusieron « como constante para todo el disco, y fijaron un intervalo para su valor:

. 2
M
1071 <M> <a<l, (2-22)
cr

donde M,, es la tasa de acrecion critica en la que el disco alcanza la luminosidad de Eddington,
en la que la fuerza de gravedad se anula con la fuerza de la presion de radiacién. Sin embargo, la
suposicién de a como constante refleja lo poco que se entiende sobre el transporte de momento
angular en el disco. De forma cualitativa, la eficiencia para transportar hacia radios mayores el
momento angular del material que esta siendo acretado deberia depender, al menos en principio,

de variables locales en el disco.

En el caso de los anillos de Jupiter, por ejemplo, el transporte de momento angular es casi

MLa escala de altura del disco se define més adelante.
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nulo, ya que la interaccion entre los elemento que forman a su disco se reduce a colisiones de
cuerpos y no a la turbulencia de un flujo. Por otro lado si se considera un gas a bajas tem-
peraturas, la influencia hidrodindmica de la turbulencia existe por la diferencia de velocidades
angulares. Sin embargo, dicha turbulencia serd mas baja que la del mismo gas a temperaturas
superiores, i.e. si la acrecion se vuelve suficientemente grande como para calentar el disco. Se
han realizado simulaciones donde « es funcién implicita de la temperatura por medio de va-
riables intermedias, tales como el nimero de Prandtl (Potter y Balbus [2014]). Existen otras
en las que se realiza una aproximacion relativista, donde « depende de la distancia al objeto
compacto y de la métrica utilizada para describir la geometria del espaciotiempo alrededor
del mismo (Penna et al. [2013]); mientras que algunos como Meyer y Meyer-Hofmeister [1983]

buscan la relacién entre la altura de escala H y el radio R.

Efectos de disipacion de energia

Se define la densidad superficial del disco como la integral de la densidad en un anillo del

disco a lo largo de la coordenada z:

Y= /OO p(R,z)dz, (2-23)

—00

y se considera un disco delgado, es decir, donde se cumpla la condicién H < R. Esto es
equivalente a que la eficiencia del enfriamiento del disco sea alta, o a que su velocidad sea
kepleriana. Si alguna de estas tres condiciones no se cumple, tampoco lo haran las otras dos
(Lewin y Van der Klis [2006]).

Para este caso, el mecanismo de transferencia de momento angular se vuelve més sencillo,
ya que en la direccién z, misma en la que se mide la escala de altura del disco, se mantiene el
equilibrio hidréstatico, y puede desacoplarse el flujo de esta coordenada de las otras dos'®, por
lo que se cumple la ecuacién de Euler en una dimension:

10P 0 GM
00z 0z [(RQ +22)1/2] : (2-24)

Se puede apreciar que los términos de velocidad son despreciados. Asumiendo que z < R,

158e suponen coordenadas cilindricas y simetria azimutal.
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la ecuacion 2-24 se vuelve:
10P B GMz

bor T m (2-25)

Esta ecuacién diferencial puede ser resuelta ficilmente. Si se utiliza P ~ pc? se obtiene una
definciéon més formal para H:

p(R,z) = pe(R)e™=/H), (2-26)

En particular, para el caso de un disco delgado, dP/0z ~ P/H y z ~ H, por lo que la

aproximacion

R\ /2
H =~ —_— R 2-27

() ® (2-21)

es valida. La ecuacién 2.26 sugiere que > = 2pH; En base a esto se calcula la torca ejercida por

un anillo externo sobre el interno como

G(R) = 2rRvER*QY. (2-28)

Con ello se puede calcular la tasa de trabajo realizado por la torca en la direccion del
momento angular Q(R)
oG 0

_ e — — / -
OFmdR = 5 (GQ)dR — GYdR. (2-29)

Al integrar a lo largo del disco el primer término del lado derecho de la ecuacién, se obtie-
ne la conveccién total o transporte neto de la energia rotacional del disco, la cual solamente
estd determinada por las condiciones de frontera del disco. Por otra parte, el segundo término
del lado derecho de la ecuacién 2-29 representa la tasa de pérdida (local) de energia rotacional

del gas en calor.

Debido a lo anterior, es posible calcular la tasa de energia radiada por unidad de area del

disco D(R):

D(R) = R EI/E(RQ) , (2-30)
entonces para un disco kepleriano la forma es
9 _GM



2.3.3. Estructura radial del disco

Se describié cémo surge la torca en el disco a pequenas a escalas, pero es es necesario explicar
cémo ocurre el transporte a regiones externas del disco. Un anillo de material entre Ry R+AR
tiene una masa de 2rRARY y un momento angular de 2r RARYR?Q. La tasa de cambio de

masa en el anillo es:

0 (2rRARY) = vp(R,t)2r RE(R,t) — vp(R+ AR, t) - 2n(R+ AR)X(R + AR, t)

ot
0 oG
~ _97AR—(RXvpR*Q) + —A
T RaR(R vpR >+8R R
En el limite donde AR — 0:
0¥  (RXvpR) B
RE + R - 0. (2-32)

Aplicando el mismo método para el momento angular de anillo se obtiene:

9 9 oG
—(2rRARYR?*Q) =~ —2rAR— (RYvrR*Q) + — AR.
pracl ) = 2 ARG (RXvelQ) + o5
Calculando el limite:
9 ) o ey 1 0G
Ra(ER Q) + @(RZURR Q) = SR (2-33)

Utilizando las ecuaciones 2-28, 2-32 y 2-33, y considerando que 0€2/0t = 0 debido a la

presencia de un potencial fijo, se obtiene:

, 110G

RYwr(R*Q) = 5Ok (2-34)

Utilizando 2-32 y 2-34, y suponiendo 2 = (2} = (%)1/2, se llega a la ecuacién de difusion

que describe a ¥ en un disco con rotacion kepleriana

0% 30 [pp 0 ( cpiye
5 = 7ar | B ap SRV (2-35)

Utilizando las ecuaciones 2-28 y 2-34 se obtiene la velocidad radial en términos de ¥, Ry
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3 0

1/2

VR =
Si se considera v constante y se define s = 2R'/2 la ecuacién 2.36 se vuelve:

Q(Rl/QE) — 121872

ot 52 0s? (Rl/Qg), (2-37)

reescribiendo RY/2% = T(t)S(s), se puede aplicar el método de separacién de variables para

resolver la ecuacion diferencial, misma que se vuelve:

T 120 8"

77:_2 -
7= g =N (2-38)

Esto implica que T es una funcién exponencial y S una funcién de Bessel, por lo que la

solucién para X es:
m

Y(R,t=0) = 27TR05(R — Ry),

donde 0(R — Ryp) es el funcional delta Dirac y Ry es el radio inicial del anillo; esto se traduce

como
1422

Y(R,t=0) = %7_133_1/4 exp [—
0

| 1at2em), (2-39)
donde I;4(2) es la funcién de Bessel modificada, x = R/Ro, 7 = 120t Ry 2.
Se define el tiempo viscoso

tvise ™~ R/UR, (2-40)

como aquel en que un anillo de material se mueve una distancia R. Lo anterior implica que
T ~ t/tyisc s la escala de tiempo (adimensional) que describe la dindmica del anillo de masa

m. Mediante la ecuaciones 2-36, 2-39 y manteniendo v constante:

v 0 |1 1+ 22
VR=——5 7 |- Inz —

2x
1 — . 2-41
Ryox |4 T +n1/4<7>} ( )

El comportamiento asintético de la funcién de Bessel es:

A%z, T < 2
11/4(2) X
z1/4, T > 2.
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Por lo que la velocidad radial tiene un comportamiento distinto para caso limite:

VR ~~

Una conclusién que surge de este analisis es que las partes externas del disco tienen vy > 0,
de manera que, a partir de cierto radio, el material escapa del disco. Ademas, el valor de dicho
radio (donde ocurre el cambio de signo en vr) no es constante, sino que se mueve hacia valores
mayores. Entonces, a partir de un tiempo dado, el material contenido en una region dada, cuya
velocidad radial haga que se aleje del objeto compacto, eventualmente sera acretada al mismo.
Todo esto conlleva a que la mayor cantidad de momento angular sea transportada a las regiones
mas externas del disco, por una cantidad relativamente pequena del material; mientras que la
mayor parte del plasma que es acretado al objeto compacto se queda con un porcentaje minimo

de momento angular, el cual se suma al del colapsar.

Mediante la ecuacién 2-32, para el caso estacionario, se obtiene R¥vgr constante. Esto sig-

nifica que la tasa de entrada de material en cualquier regién del disco es la misma:

M = 27 RS(—vp), (2-42)

donde M es la tasa de acrecién. Aplicando el mismo método en la ecuacién de conservacion de

momento:

RE’URRQQ = g + g
2r 2w

donde C es la constante de la solucion. Asumiendo un disco con rotacion kepleriana:
—vEQ = ¥(—vr)Q + C/(27R?). (2-43)

La constante C' depende de la cantidad de momento angular que cae en el objecto compacto
junto al gas, es decir, la cantidad de momento angular que el anillo de material con R,,;, tiene

al momento de ser acretado.

Existen dos soluciones importantes para C. La primera es para discos delgados, los cuales
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tienen una rotacién kepleriana en toda su superficie, hasta el momento en que el material es

acretado. Asumiendo que la velocidad de rotacién del objeto compacto €2, entonces se cumple
O, < Qk(R*),

donde Qi (R) es la velocidad kepleriana. De esta forma la curva de rotacién del disco tendria
un maximo cerca del borde interno del disco a una distancia R, + b, con b < R,, lo que implica

que ' =0y
GM

1/2
Q(R. +b) = <R3> [1+O(b/Ry)], (2-44)

donde R, es el radio del objeto compacto y Ry + b es el radio donde ' = 0. Sutituyendo R por
R, + b en la ecuacién 2-43, y utilizando 2-42 y 2-44 se obtiene

C = —M(GMR,)"2. (2-45)
Recordando que € = € en 2-43:
e R\ V2
Y=— 11— —
Y 3m [ ( R >

En el segundo caso, b ~ R,, y la suposicién del disco delgado no se aplica; entonces la

(2-46)

frontera entre el radio interno y el objeto compacto se vuelve un disco grueso. Este caso se
parece mas a un disco con una acrecion dominada por adveccién, el cual se discutird mas

adelante.

Continuando con el analisis de la velocidad radial en el caso de un disco delgado, se aplica

la ecuacion de Euler a la presion en esa misma coordenada:

OvR Vg 10P GM
PR _ o 200 TH L, 247
Ror "R T, T R Y (2-47)

Se puede despreciar el tercer término de la ecuacion 2-47, ya que es comparable a la velocidad

del sonido en el medio, la cual es mucho menor al cuarto término (potencial gravitacional).
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Utilizando las ecuaciones 2-42 y 2-46 se obtiene la solucién para vp:

R\ /2
1 — <*>
R

Mediante la prescripcion « es posible comprobar que se cumple la condicién para discos

1
3v

’UR:—ﬁ

(2-48)

delgados en la ecuacion 2-48:

H
VR ~ % ~ aCSE < cs. (2-49)

El nimero de Mach es definido como:
M =4 /cs, (2-50)

y con €l se puede reescribir 2-27 y 2-49 como:

H~ MR, (2-51)

vr ~ aM e, (2-52)

2.3.4. Estructura local del disco y dependencia temporal

Se habia relacionado la densidad y la presién con la velocidad del sonido, ahora se pueden

expresar con una definicién mas precisa:
: (2-53)
y la presion total es la suma de las contribuciones de la presion de radiacién y la del gas:

kT, 4
=y 2, (2-54)

P =
ump6 - 3c

donde o es la constante de Stephan-Boltzmann y T, = T'(R, z = 0). La suposicién para discos
delgados, nos permite suponer que el gradiente de temperatura se encuentra en direccion z.

Ademas, enfocdndose en el caso de transferencia radiativa de energfa (sin conveccién), entonces
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el flujo de radiacién a través del plano z constante es:

—160T3 0T
Flz)=——— 2-55
R (2-55)
siendo kr es la opacidad de Rosseland promedio. Para la ecuacién 2-55, se supone que
T =pHkg(p,T.) = Lkg. (2-56)

La relacién entre el flujo a lo largo de direccion z y la tasa de energia radiada en la superficie

es:

H
F(H) - F(0) = /0 Q" (2)d = D(R), (2-57)

donde Q" es la tasa de produccion de energia debido a la disipacién viscosa por volumen.
Utilizando la ecuacién 2-55, la de profundidad dptica y considerando que T > T*(H) se puede

aproximar la energia radiada por unidad de area:

4
D(R) = =T

. 2-58
37_ c ( )

El disco no es, en general, estable ante una perturbacion en 7, por lo que se necesita una
modificacién para calcular la temperatura en z = 0 en casos no estacionarios. Para esto se usa
la ecuacion 2-31:

4o 9 _GM

Nty o ) iy 2-59
37 ¢ 8" Rs (2-59)

Finalmente, reuniendo las 8 ecuaciones que describen la dindmica del disco:

)

1. p=%/H,
2. H=c, R/?/(GM)"/?;
3. ¢ ="P/p;
— PkTe | dopd.

4 P=tmy tacles . (2-60)
5. 2T} = 2unC
6. 7=2Xkr(p,Tc) =7(%,p,T0);

0¥x _ 3 0 0
T % = wor {R?5r (WER'2)},
8. v=v(p T, a,..)
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2.3.5. Espectro emitido

Con la ecuacién 2-46 es posible determinar la cantidad de energia emitida debido a la

acrecion de material. Por medio de las ecuacion 2-30 y 2-46, se puede reescribir la disipacién

R\ /2
! < *>
R

viscosa como:

3GMM
D) = ~rms

(2-61)

A pesar de la poca informacién que se tiene de como actia la turbulencia en el disco (o en
cualquier sistema), este resultado permite encontrar una relacién entre la energia emitida y la
viscosidad turbulenta en el gas. A pesar de que no aparezca v explicitamente en la ecuacién, M
y X tienen una fuerte dependencia en ella. Mediante D(R) es posible encontrar la luminosidad

emitida por el disco entre dos anillos de radio R; y Ro:

Ry 3GMM [T RN\Y?| dr
L(R1,Ry) =2 D(R)RAR = ———— 1— | — —
(R =2 [ () A (%) | %
_BGMAL L [ 2 (RAVE 1 2 (R
a 2 R | Ry 3\ R Ry 3\ Ry
En el limite cuando Ry = oo y haciendo R; = R.:
GMM 1
L isc — - *Laca 2-62
d 2R, 2 (2-62)

donde Lge. es la luminosidad emitida debido a la acrecion de material. Esto significa que el
material emite la mitad de la energia potencial conforme se acerca al objeto compacto, y la otra
mitad puede ser emitida en la capa limite, es decir, la distancia b que aparece en la ecuacion

2-44.

A pesar de este resultado, ain no hay manera de encontrar la curva de luz del disco.

Asumiendo que el disco emite como cuerpo negro, se aplica la ley de Stefan-Boltzmann

oT*(R) = D(R), (2-63)
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y la ecuacién 2-60 para obtener

1/4
} . (2-64)

En base a la ley de Planck, el elemento de area del disco tendra un espectro cuya forma

funcional es:

2 ehv/kT(R) _ 1" (2-65)

Se considera que la dispersién causada por la atmosfera del disco es nula, es decir, que no

hay dispersién de la radiacion que sale desde z = 0. Con esto, el flujo bolométrico del disco

on  [Fimas Ahy3  [Fmas RAR
s /R " nan = T /R T (2-66)

sera:

Para frecuencias que cumplan con hy < kT(Ruq,) se obtiene que la emisiéon por unidad
de area se puede aproximar con la de Rayleigh-Jeans, por lo que el espectro adquiere la forma
F, o v2, para el caso en que hv > kT(Rpq:) la aproximacién de Wien se ajusta mejor a la
curva del espectro, la cual es exponencial. Para casos intermedios, se puede aproximar la curva

del espectro como

F, x 1/1/3/ T dr V13, (2-67)
0 et —1
donde se define = hv/kT(R).

La figura 2-10 muestra el espectro de un disco de acrecién,en la que se observan tres regiones
principales, mismas que coinciden con las aproximaciones de Rayleigh-Jeans, la intermedia
y la de Wien. Cabe mencionar que este espectro no toma en cuenta la contribuciéon de la
corona, las variaciones ocasionadas por un campo magnético dinamico, o la ejeccién de jets del
objeto compacto. Asimismo, para tasas de acrecién suficientemente altas (M > 0.01Mgs™1),
el enfriamiento por neutrinos supondria un limite al valor maximo de la emisién de fotones

provenientes de una fuente termica (Chen y Beloborodov [2007]).
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* % Rayleigh-Jeans
= + Aprox. intermedia
® & Wien

Unidades arbitrarias

-3 =3 o 2 4 &
log(hv/ by, T,,,,4)

Figura 2-10: Espectro de emisién para un disco con R,,q; = 100R,,;, alrededor de un agujero negro
de 15Mp, con una tasa de acrecién de M = 0.6M, al afio y una eficiencia del 8 % en la luminosidad. La
frecuencia en el eje horizontal estd normalizada a T,,; = T(Rout). Los limites para las aproximaciones
estan en hu/ky T, = 1 (entre Rayleigh-Jeans y la intermedia) y Tpuy = (3GMM)/(87R3,,0) (entre la
intermedia y Wien). Las curvas violeta representan la contribucion al espectro de los anillos en los radios
(de derecha a izquierda) 0.1Rpqz, 0.31 Rpaz ¥ 0.999R, 400

2.4. Modelos de discos con flujos dominados por adveccion:

ADAF

En la seccién anterior, se empezd con la descripcion de los discos delgados suponiendo
que la curva de rotacion del gas era kepleriana; esto implica que la eficiencia para emitir la
energia liberada por la acrecién es alta. Sin embargo, en el caso de los discos ADAF, la emisién
de radiacién no es tan alta, ya sea por una alta o baja densidad de material en la parte
interna del disco. Como se verd, la temperatura del gas en un flujo dominado por adveccién
es mucho mayor que en el caso de un disco de Shakura-Sunyaev; ésto ocasiona que energia
interna del gas sea comparable a la energia potencial gravitacional y el disco se vuelve grueso
(H/R ~ 1). Como la dispersién de velocidad es alta, la velocidad rotacional media se vuelve
menor a la kepleriana. Esto genera varios problemas al momento de modelar estos discos. En

primer lugar, no siempre es conveniente desacoplar la ecuacién de equilibrio hidréstatico en
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las coordenadas z y R. Aunque algunas soluciones autosimilares son descritas en coordenadas
cilindricas, otras requieren el uso de coordenadas esféricas. En segundo lugar, la dinamica del
disco se verd afectada por la adveccién. Por ejemplo, la acrecion se veria disminuida debido a
la energia interna del gas en las cercanias del objeto compacto, asi como por el transporte de
material a radios mayores, el cual es el inico mecanismo para enfriar el disco. Finalmente, las
soluciones para ADAF suelen ser autosimilares, de manera que no admiten soluciones adicionales

que expliquen algunos de los efectos observacionales cuya causa se desconoce en la actualidad.

Narayan y Yi obtuvieron dos de las primeras soluciones para un disco ADAF, 20 afnos
después de que Shakura y Sunyaev publicaran su modelo para discos delgados (Narayan y
Yi [1994], Narayan y Yi [1995]). Para la primera, se integraron verticalmente las ecuaciones
de conservacion en coordenadas cilindricas, y de alli obtuvieron soluciones autosimilares que
describen discos gruesos con relativa exactitud. En la segunda solucion, se determinaron las
ecuaciones de flujo axisimétrico en coordenadas esféricas, y mediante ciertas suposiciones, se

calcularon soluciones autosimilares.

2.4.1. Soluciones obtenidas por integracién vertical

Partiendo de las ecuaciones de discos delgados, se considera un flujo estacionario bidimensio-
nal en el plano R¢, con simetria axisimétrica (0/0t = 9/0¢ = 0), por lo que todas las variables
del flujo son dependientes sélo de R. Despejando P de la ecuacion 2-53, se obtiene la presién
en términos de la densidad, la cual a su vez depende de la coordenada radial (p = p(R)). Como
se estan tratando cantidades promediadas, se define la densidad superficial como ¥ = 2pH,
y reescribe la escala de altura como H ~ Reg/vg, siendo vy, = QiR la velocidad kepleriana.

Utilizando las ecuaciones 2-20 y 2-21, reescribe la viscosidad turbulenta:

v=a—>. (2-68)

Las ecuaciones de continuidad, de momento (en sus componentes radial y azimutal) y la
de energia, son resueltas mediante las funciones de densidad, velocidad radial v, velocidad

angular ) y la velocidad del sonido isotermica cs. La forma de estas ecuaciones en coordenadas
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cilindricas es (Narayan y Popham [1993]):

d

— (pRHv) = 2
dv 1d
— —PR=-02R— - 2 2-

OR? 1 2R3 H Q)
vd( R?) _ d (apcsR°H dQ ’ (2.71)
dR oRH dR Q. dR
ds 3+ 3e dc? 9. dp _
Yol — = 20Hv—2 —2¢*Ho——= =QT — Q. 2-72
AR g 2pHvyp —26Huy G =@7 =@ (2-72)

En la ecuaciéon 2-72, s y T son la entropia y temperatura, respectivamente. Narayan y
Popham definen € = (5/3 — «)(y — 1), donde ~ es el cociente del calor especifico. Utilizando
la ecuacién 2-30, se reescribe la dispacién viscosa de ambos lados del disco 2D(R) = QT para
obtener la energia neta atrapada en el disco como

Qt-Q =

20pc2R2H [ d\? 20pc2R2H [ d\ 2
i e < > Q= fAArst ( > . (2-73)

Qs dR Qs dR

El pardametro f determina cudnto del flujo es dominado por la adveccién: para f = 0 la
eficiencia en el enfriamiento es maxima, lo que corresponderia a un disco Shakura-Sunyaev, y
para f = 1 no existiria enfriamiento por radiacién. Para ayudar a definir la naturaleza del flujo,

se define € = ¢/f.

Las ecuaciones 2-69-2-72 pueden ser resueltas con las soluciones de Spruit et al. [1987]:
p X R? vx R Y2, Qo R, o R, (2-74)

las cuales se relacionan con sus andlogas keplerianas como:

gla, €) 3
Ve =~ —
3o 5+ 2¢

v=—(5+2¢) Vg, (2-75)
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~[2€(5+2€)g(a,€) 1/2 2¢ \ /2
0= [ = G~ (57 ) W (2-76)

2(5+2€¢) gla, € 2
2= X ' (a2 )vz%5+26/v%, (2-77)
1822 12
N=14 —— — 1. 2-
glon) = |14 5 g0 (278)

Usando la ecuacién 2-42 y la deficién de ¥, se obtiene p a partir de M = —4xRHuvp =
constante. Las aproximaciones que aparecen en las ecuaciones 2-75-2-77 corresponden al limite

cuando o < 1. Las soluciones autosimilares, en conjunto con la ecuacién 2-70 cumplen
1, 252 2, 02
5Y +Q°R*— Qi + 5Cs = 0, (2-79)
de donde se puede obtener la constanste (normalizada) de Bernoulli b = Be/v}:
L

1 1 v 3e—¢€
b= = —O’R? — Q,R? 2 = . 2-80
v,g(f T3 HU T ST1%) T2 (2-80)

Cuando b > 0, entonces el material tiene la energia suficiente para poder escapar del siste-
ma; este resultado explica jets y flujos, lejos del plano medio, de material ejectado los cuales
son descritos por Blandford y Begelman [1999]. Este resultado es equivalente a tener un flujo
dominado por la adveccién. Asimismo, la positividad de b se garantiza si v < 5/3y f > 1/3.

La entropia debe ser mayor en la regién donde la energia gravitavional es liberada en forma
de radiacién (i.e. en la parte interna del disco), y disminuir en radios mayores. A partir de esto
es posible determinar un criterio en el que el transporte de energia por conveccién se vuelve
significativo. Mediante la condicién para generar una inestabilidad convectiva descubierta por
Durran y Klemp [1982]: X

fffz—;;icmu;;)/p+9<0. (2-81)

Para el caso de las soluciones autosimilares obtenidas por integracion vertical, la condicién

se vuelve
o 10€' 4 6e€’ — 15¢ ,
I (5+3e)(5+2¢) K

(2-82)
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Por lo que la inestabilidad dindamica aparece cuando

2 2
f>3+ze (2-83)

En caso de que se cumpla dicha condicién, el flujo de energia puede ser descrito como

ds
.= -YK.1T—, 2-84
TR (2-84)

donde K. es una constante de difusiéon asociada al transporte convectivo, la cual se puede definir
como K. = a.c? /.. Esto implica que para el caso en que la conveccién un sea significativo en
el transporte de la energia, sera necesario considerar dos términos de transporte: a para pro-
cesos relacionados a la viscosidad, y a. para efectos convectivos. Cabe mencionar que la forma
funcional, en caso de haber una, de a, es tan desconocida como la de «; incluso podria ser aun
mas compleja, ya que podria depender de ésta tltima. La razon es que los procesos convectivos
contribuyen a la viscosidad, pero no toda la viscosidad da como resultado un transporte neto
de energia.

De manera general, la tasa de disipacion de energia del disco se expresa como

acc? ds
ST —. 2-85
v, dR ( )

Qt=-V.-F.=-%

Utilizando esta expresion y la ecuacién 2-72, se puede reescrbir ¢ como
, € 2 a.

e=—-(14+4=-—1. 2-86
f ( 3a > (2:6)
Ryu y Goodman [1992] indican que la conveccién puede llegar a transportar momento an-
gular a las partes internas del disco, lo cual es un resultado opuesto al de los discos delgados.
Ademas, en caso de existir un flujo dominado por la advecciéon, b se vuelve positivo para un
rango de radios mucho mayor, lo que permite un conjunto de soluciones en las cuales pueda
haber un flujo de material con velocidad radial positiva. Observacionalmente, la existencia de
flujos dominados por adveccion representa una dificultad adicional al momento de calcular un

limite méximo en la acrecion en base a la luminosidad. Debido a que estos sistemas presentarian

un brillo mucho menor en relacién al observado en discos delgado, se producirian errores signi-
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ficativos en el cdlculo de la tasa de material acretado. Sin embargo, dado que dichos sistemas
tendrian una temperatura efectiva de al menos dos érdenes de magnitud mayor en relacion a
los discos Shakura-Sunyev, podria inferirse la naturaleza de su flujo en base a la distribucién
espectral de energia, siempre que no haya algun tipo de dispersién de los fotones externa al
sistema. Los resultados que Narayan y Yi [1994] presentan implican que la presencia de con-
veccion puede ser importante aun si el flujo no es dominado por la adveccién, ya que no hay
garantia de que el transporte convectivo de energia no sea comparable, o incluso mayor, al de
momento angular (i.e. @ > a, podria no cumplirse en todo el disco y/o todo el tiempo) y eso

generaria una perturbacién térmica que va mas alla de la descripcion de este modelo.

Es posible reescribir las soluciones 2-75-2-77 de manera que estén en términos de tres parame-

tros c¢1, ¢o y cs, definidos en 2-87-2-89:

5+ 2¢
v(R) = —(&.R)g(a,gl)a’(}ff = —cravyy, (2-87)

~ [2€(542€)g(a, €) 1/2 VFp Ufy
Q(R) = |: 9@2 7R = C27R , (2—88)
2(5 + 2€) g(a, €
A(R) = ( 9 ) (a2 )v?fzcwj%f, (2-89)

donde -
aM e 1/(5/3-

Se escribe la disipacién viscosa por unidad de volumen como

L 3€plv|c?

== 2-91
e (2:01)

entonces la disipacién por unidad de superficie es QT = 2Hq™.

Finalmente, si se reescalan la masa, la tasa de acrecion y la coordenada radial en unidades
adimensionales

M = ’I’TL]\J@7
M = iMgqgq,
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. L drGM
MEdd = EddQ = i =1.39 x 1018m gs_l,
NeffC Nlef fResC

2GM
2

R=rRschw, Rschw = =2.95 x 10° m cm.

Utilizando nef¢ = 0.1 como el factor de eficiencia tipico para un agujero negro (Frank et al.
[2002]) y kes = 0.4cm?g ™!, entonces las soluciones 2-75-2-77, 2-88, la densidad, presién, y escala

de altura quedan expresadas en términos del radio, a y 7

1. v=-212x10%ac;7?cm s~ 1;
Q =7.19 x 10%*com1r—3/2g~ 1,
2 =4.5%x10%¢c3r~tem s72;
p=3.79 x 10*5a*101_10;1/2m*1mr3/2g cm ™3, : (2-92)

P=171x 1016a*16flc§/2m*1mr5/2g cm~ls72;

12 9. _ 3 _
gt =1.84 x 10216’03/ m " 2rr 4ergs ecm 357!,

H/R =~ (2.5¢3)Y/3

NS ok W

La adveccion, asi como la eficiencia del enfriamiento son introducidos en las expresiones por
medio de los pardmetros c1, c2, y c3. Cuando el flujo se enfrid de manera eficiente (f = 0),
se obtiene la solucién trivial; esto ocurre porque al proponer las soluciones autosimilares se

considera que el disco no radia el 100 % de la energia.

2.4.2. Soluciones para un flujo estacionario axisimétrico

Para este caso, se utilizan las coordenadas esféricas polares r, ¢ y 6. Las definiciénes del
parametro e, viscosidad v, escala de altura H y velocidad del sonido son las mismas que las
implementadas en la solucién anterior. Ademads, la condiciones de flujo estacionario (0/0t = 0)
y simetria axial (0/0¢ = 0) siguen siendo validas. Una modificacién adicional es suponer que
no hay flujo en la direccién azimutal (vy = 0).

Mediante un tratamiento analogo al de la solucién anterior (ecuaciones 2-69-2-72), se ex-
presan las ecuaciones de conservacion en coordenadas esféricas:

1
2

2 190 o) =
r (T pv?") + r 89 (pve) - 07 (2_93)

d
dr
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La ecuacién 2-93 es la de continuidad, las ecuaciones 2-94-2-96 son las de conservacion de

momento y 2-97 la de de energia. De la primera se puede obtener la tasa de acrecién neta

integrando respecto a 6:

M = —/271'7“[)117» sin 6d6.

(2-98)

En la ecuacién de energia el gradiente de entropia (lado izquierdo de la ecuacion) esta

expresado en términos de la energia total del gas. La tasa de disipacion se encuentra del lado

derecho y f continua midiendo el grado en que el disco es dominado por la adveccién (si f =0

la energia es emitida por completo, si f = 1 es transportada a radios mayores por la adveccién).

Se busca que la solucion tenga la forma de la ecuacion 2-74, con una dependencia adicional

a la coordenada azimutal. Utilizando f constante, las soluciones autosimilares se escriben

p=r"""p(0),

(2-99)
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vy = . v(0) = rQp(r)v(8), (2-100)
vy = rQ(1)Q(0), (2-101)
cs = rQ(r)cs(0). (2-102)

Mediante estas soluciones y las ecuaciones de conservacion de momento y energia (ecs.

2-93-2-96), se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para 0:

—%& — (Qsin0)? = -1 + ¢, (; — aw + acot 932) + ;;2 (apci%) ; (2-103)
—0%cosfsinf = —;;;le(pcz) + a;:? % + ;C;g(acipv), (2-104)

%VQ Gin g — _3ac§i12 sin 0 n [1)59 <aPC§ sin 922) + 2ac? cos 6%, (2-105)
—3262) =30 + (SQ sin )% + <sin 9?;)2 + <ZZ>2, (2-106)

5/3—y
v—1

donde se vuelve a utilizar el pardmetro € =¢/f = % <

) definido en la solucién integrada
verticalmente.

El sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones 2-103-2-106 y la definicién de € puede
ser resuelto al fijar las condiciones de frontera del sistema. Mediante la normalizacion de la
integral en 2-98 se puede definir una de ellas; las otras se encuentran al considerar la simetria
del sistema en las coordenadas elegidas. Al posicionarse en 6 = /2 se debe cumplir (por

simetria axial):
dv_dQ_ch_@_

0 a0 a8 —ao "

Como se buscan soluciones bien comportadas y sin singularidades, para 8 = 0 se cumple la

misma condicién. La ecuacién 2-106 admite dos condiciones de frontera para v en 6 = 0: v1 =0
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y v2 = —€¢’ /2a. La segunda condicién es una generalizacién de la acrecién esférica descrita por
Bondi [1952] cuando se presenta viscosidad.

Calculando el parametro normalizado de Bernoulli para este conjunto de soluciones se ob-

tiene:
Be

_ )
Q22

b 7_165,

1 1
= 51;2 +5(@ sinf)? — 1+ (2-107)

por lo que b es funcion de # pero no de r. Este resultado contradice el obtenido por la solucién
integrada verticalmente, lo que implica ciertos limites al tratar con ese método. Una similitud
entre ambas soluciones es que para todo flujo dominado por la adveccion, b > 0. En particular,
para la solucién con flujo axisimétrico, se cumple que f > 0.466, b(f) > 0 para todo 6; esto
significa que para un flujo (suficientemente) dominado por adveccién, b es siempre positivo y el
material estd en condiciones para escapar del sistema a cualquier radio.

Para entender como ocurre este proceso, es necesario considerar el proceso de transporte de
energia. En el caso de un disco delgado, el transporte de energia ocurre de radios menores a
mayores y tiene una divergencia negativa, ya que en cada punto del disco parte de la energia
es absorbida por el gas. Ademads, la tasa de pérdida de energia es maxima, esto es consecuencia
de la alta eficiencia del enfriamiento y provoca que b = —0.5. Para valores mayores de f, el
flujo de energia proveniente de la disipacién viscosa disminuye debido a que la velocidad de
rotacion es menor a la kepleriana. Sin embargo, como el enfriamiento se vuelve menos eficiente,
un porcentaje mayor de la energia queda almacenada en el gas y b se incrementa. Como indica
la ecuacién 2-83, cuando f alcanza determinado valor, b se vuelve positiva para todo el flujo.

Cuando se presenta la conveccién, surge un flujo en direccion contraria al que transporta
energia a las partes externas del disco. Este efecto puede ser calculado utilizando la tasa de
disipacién superficial como la divergencia del flujo de energia. Reescribiendo la ecuacion 2-106

y usando 2-85:

3¢ puyc? fapc?
_2EPs YL F s
2 r et Qp

302 1 (dv,\? (3. . \® [d2 . \?
> +r2<d€) +<2Qsm9> +(d€Sln9> . (2-108)

El término de la izquierda es la divergencia de la entropia transportada por adveccién
(término de adveccion). El primer término del lado derecho de la ecuacién es la energia neta

transportada por el flujo convectivo al gas (término de conveccién) y el segundo representa la
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energia transportada por viscosidad. Usando el mismo tratamiento que en la ecuacion 2-84:

aec?

Q

Fore =Ko pT(Vs - 7)f ~ ——2pT(Vs - 7). (2-109)

En un flujo dominado por adveccién, se cumple ¢? < 29%7’2 /5y F. es proporcional a 73

)

por lo que el término de conveccién se vuelve

-V -F.=-—*¢<

Qeepc (2-110)
,

Comparandolo con el término de adveccién (para e suficientemente pequena):

Conveccion 8 Qe

— ~ —. 2-111
Adveccion 15sin? 6 « ( )
La dependencia de este cociente a sin # implica que es minimo en el plano medio y diverge
cuando 0 — 0, 7 i.e. al acercarse al eje de rotacion. En base al argumento utilizado en la solucién
integrada verticalmente, 0 < a. < «, entonces la expresién no tiene una dependencia fuerte
respecto a estos parametros en relacién al que tiene con la coordenada azimutal. Mediante la

ecuacion 2-108 se puede calcular

3e puc? 8
Adveccién — Conveccién = = 2%% (1 — — Qe ). (2-112)
2 r 15sin” 6 «

Con esta expresion, y con la ecuacién 2-106 se puede reescribir € como

, € 8 Q.
=—(1—-———). 2-11
‘ f ( 15sin% 0 a) (2-113)

Esta definicién de €’ difiere de la de la ecuacién 2-86 en que existe una dependencia explicita
en 6, mientras que en el caso de la solucién integrada verticalmente éste parametro es indepen-
diente de la posicién del flujo. El valor de € es reducido por el factor sin?#. Sin embargo, la
estructura general del flujo es, esencialmente, la misma que para la solucién anterior. Debido a
que la escala de tiempo para que ocurran los procesos de adveccién es mas corta que para los

de conveccién, éstos ultimos son despreciables. Sin embargo, existe un angulo critico 0..;+ para
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el cual la conveccién domina a la adveccién

o 8ac 1/2
0ppip A sin ™t [(15a> ] ) (2-114)

Para valores 6 < 0.+, Narayan y Yi indican que el flujo se tendria un cambio dréastico y la

conveccion transportaria la entropia hacia afuera tan rdpido, que el flujo tendria una velocidad
radia positiva supersonica.

La solucién del flujo axisimétrico demuestra que los flujos dominados por la adveccion son
inestables (Begelman y Meier [1982]). Aunque el efecto global de la conveccidn no es significativa,
podria ser una fuente importante de viscosidad turbulenta, en especial si se toman en cuenta

inestabilidades magnetohidrodindmicas (Balbus y Hawley [1991]).

2.4.3. Comparacion de las dos soluciones y observaciones

Las dos soluciones propuestas en los trabajos de Narayan y Yi para flujos dominados por
la adveccién son calculadas usando argumentos similares, con la diferencia del sistema de coor-
dendas utilizado en cada caso, ademds de suposiciones que las hacen semejantes (vy = 0, la
definicién del f, ¢, ). Algunas de sus diferencias son notables a gran escala, la dependencia de
€, asi como la positividad del parametro de Bernoulli.

Como se observa en la figura 2-11, ambas soluciones tienen un comportamiento similar entre
si. Para ¢/ >> 1, las dos soluciones no difieren mucho entre ellas; incluso para valores de € donde
el flujo es claramente dominado por la adveccién, ambos resultados varian 25 % y 10 % para
la velocidad radial y angular, respectivamente. Un caso especial es la velocidad del sonido, ya
que en el caso donde domina la adveccién, las soluciones son idénticas, y solamente se separan
cuando el flujo se enfria de manera eficiente.

Cualquier modelo de acrecién donde la adveccion tenga un papel importante en la dindmica
del flujo anade, en el mejor de los casos, una variable a las ecuaciones que es imposible de
determinar de manera observacional. Un ejemplo importante es Sgr A* (Yuan et al. [2002]),
para el cual se ha tratado de modelar un disco ADAF que explique la variabilidad y la suavidad
del espectro. Para ello, agregd un jet al disco, con lo que se pudo explicar la temperatura de los

electrones , del orden de ~ 2x 101K, siendo un orden de magnitud més alta que implementando
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Figura 2-11: Comparacién de las soluciones exactas propuestas por Narayan y Yi [1995]. En las tres
graficas, el eje horizontal indica el logaritmo del pardmetro e. Los ejes verticales son el logaritmo del
cociente de la velocidad entre « (izquierda), el logaritmo de la velocidad angular (centro) y el logaritmo
del cuadrado de la velocidad del sonido. La linea continua representa la solucién integrada verticalmente;
la linea punteada es la solucién del flujo axisimétrico promediada sobre la esfera; los segmentos cortos
corresponden al promedio en z en coordenadas cilindricas, y los segmentos largos a los valores en el plano
medio.

solamente el modelo ADAF. Sin embargo, dicho modelo no se ajusta al espectro en el radio.

Narayan y Popham [1993] utilizan el transporte de energia por adveccién para simular tasas
de acrecién bajas, ~ 1077? —107105Myyr—!, en la capa limite de enanas blancas, reproduciendo
condiciones en variables cataclismicas, mismas que explican la emision en rayos X duros que
han sido detectadas en estos sistemas. Para el modelo no se consideraron la dispersion del flujo
horizontal a vertical (V x F' = 0) ocasionada por la presencia de electrones ni el transporte de
energia que dicho efecto ocasionaria, ademas de suponer un modelo de transferencia radiativa
bastante simple. Sin embargo, los resultados obtenidos no son muy diferentes al tomarse en
cuenta estos factores (Popham y Sunyaev [2001]).

Keck et al. [2001] recompilaron datos del GRS 1758 — 258 para realizar una curva de luz a
diferentes bandas, desde el radio continuo (VLA) hasta rayos v (Compton Gamma Ray Obser-

vatory, ROSAT, Granat, entre otros), las cuales fueron modeladas utilizando una combinacién
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de flujos, uno dominado por la adveccién, y uno asociado a un disco delgado (kepleriano). El
primer modelo se implementoé en la region interna del disco, en una corona cuasi esférica que
emite rayos X duros. El disco delgado emite en la parte suave de la banda de rayos X. La zona
de transicion de un flujo al otro depende de la tasa de acrecion. El modelo se ajusta para los
datos del ROSAT y Granat, mismos que se asocian a un agujero negro en estado inactivo, pero
a bajas energias la incertidumbre de las curvas de luz aumenta considerablemente (Esin et al.

[1998]).
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Capitulo 3

Marco tedrico: contexto

computacional

“Forty-two!” yelled Loonquawl.

“Is that all you’ve got to show

for seven and a half million years’ work?”

— Douaras Apawms. The Hitchhikers Guide to the Galaxy (1981)

3.1. Cddigos de hidrodinamica de particulas suavizadas (SPH)

En general, se busca que los procesos fisicos puedan ser descritos por medio de modelos.
Dichos modelos, ya sea que tengan un alto grado de precisién en sus resultados o que incluyan
parametros libres que generen una gran incertidumbre, se reducen a una serie de ecuaciones
diferenciales. La mayoria de ellas no tienen una soluciéon analitica, de manera que la tnica
forma de resolverlas es utilizando métodos numéricos. Debido al esfuerzo que requiere encontrar
una solucién particular para un sistema descrito por este tipo de ecuaciones (o familias de
ecuaciones), se implementan dichos métodos en cdigos especializados, de manera que el tiempo
de ejecucién sea razonablemente corto. En este capitulo se hablara sobre el método SPH, el cual

se implemento en el codigo utilizado en este trabajo.
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3.2. Kernel: propiedades y ejemplos

Como su nombre indica, el método SPH utiliza particulas que interactiian entre si como
si fueran elementos de un fluido y a partir de sus interacciones es posible interpolar las carac-
teristicas del sistema que se esta simulando. Estas ‘particulas ’! tienen propiedades diferentes
a las que se consideran en problemas fisicos. Cada particula es representada matematicamente
por medio de un kernel, que es funciéon de un vector posiciéon 7 — r y un parametro h que tiene
unidad de longitud y les da a las particulas su caracteristica ‘suavizada’. La integral espacial del
kernel indica la ‘influencia’ de la particula en una posiciéon dada. Esta influencia no es solamente
para la masa, sino de cualquier cantidad que la particula defina en el sistema. Para que una
simulacién cumpla con las leyes de conservacion, el kernel debe cumplir con ciertas condiciones.

Definiendo el kernel como W = W (7 — 1/, h), se tiene que:

/W(F— L h)dr = 1. (3-1)

La ecuacion 3-1 indica que la integral sobre las coordenadas espaciales del kernel estd nor-
malizada (Monaghan y Lattanzio [1985]). Ademads se requiere que el kernel colapse a un punto
conforme h se hace més pequeno, por lo que, en conjunto con la ecuacién 3-1, se obtiene una
segunda condicién (Li y Liu [2007]),

Jim W (7 7, h) = (7~ 7). (3-2)

Como consecuencia de la ecuacion 3-1 y de las interacciones entre particulas fisicas en

general, el kernel debe desvanecerse con la distancia a la particula, es decir,

Im  W(—1",h)=0. (3-3)

F—r!—00
Aunque las fuerzas gravitacional y electrostdtica entre particulas no tienen una distancia
maxima de interaccion, luego de un radio definido son despreciables. Lo anterior es especial-

mente cierto para este trabajo. Ademés, para un nimero razonablemente pequeno de particulas

LCuando se hable de particulas se debe entender que se habla de éstas y no de sus contrapartes fisicas. Cuando
se quiera hablar de éstas tltimas se les llamara particulas fisicas para distinguirlas.
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el tiempo de computo para realizar una simulacién seria muy costoso. Por estas dos razones se
construye un kernel cuya influencia se limite a un radio finito de manera que no sea necesario

calcular todas las interacciones entre las particulas (figura 3-1).

r=0 ; |

A W=0

Figura 3-1: Representacién gréafica del kernel en una dimensién de una particula con h = 1. Las lineas
verticales indican las posiciones del sistema de referencia (linea continua), de la particula (segmentos
largos) y de un punto dado (segmentos cortos) donde la particula tiene influencia i.e. W (7 — 77, h) > 0.
Puede observarse que el valor del kernel llega a cero en un radio finito. La funcién explicita del kernel
es la utilizada por Monaghan [1992] (ecuacién 3-10).

Las propiedades del kernel permiten relacionarlo con cualquier cantidad del sistema me-

diante la ecuacién 3-4,

Ap(7F) = / APW (7=, h)d>r, (3-4)

donde A(7) es la funcién de una cantidad (densidad, presién, etc.) en términos de la posicién,
y Ap(7) la funcién evaluada para un h dado, la cual se calcula por la interpolacién del kernel

de las particulas vecinas. Por medio de las ecuaciones 3-2 y 3-4:

lim Ap(r') = A(7). (3-5)

h—0

La ecuacién 3-5 implica que al colapsar el kernel a un punto, el valor interpolado es igual

al valor de la funcion en ese punto. Esta propiedad del kernel es fundamental para que la
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simulacién sea consistente con su contraparte fisica. Se puede reescribir la integral 3-4 como

) = [ S 7w (3-6)

siendo p la densidad de masa. Con esto, es posible realizar una aproximacion discreta, con-
siderando a las particulas como puntos de interpolacién (siendo matematimente equivalente).
Primero se definen la posicién y la masa de una particula como 7%, y my, respectivamente. Luego

utilizando my, se sustituye el producto p(7)d3r’2, con lo que la aproximacién discreta queda
my S
A(F) =D =2 AW (F = 7, h). (3-7)
Po
b

Esta relacién permite encontrar el valor de cualquier cantidad que se esté calculando en la
simulacién a partir del kernel de las particulas, independientemente de la forma del mismo o

de la forma en que h varie. Por ejemplo, para la densidad:
p(7) =Y myW (i — 7, h), (3-8)
b

lo que significa que para conocer la densidad en un punto del sistema, sélo se necesita tener la
masa de cada particula y el valor del kernel en esa posicién. La figura 3-2 muestra céomo las
aportaciones individuales de varias particulas contribuyen a la densidad de un punto. Asumiendo
que todas las particulas tienen la misma masa, la densidad local en la figura es igual al producto
de my por la suma de todas contribuciones de W de cada particula (la suma de las longitudes

de las lineas verticales moradas).

La eleccion del kernel es un tema delicado. Hasta el momento, solamente se han men-
cionado caracteristicas generales que cualquier kernel debe cumplir. En la literatura se han
propuesto numerosas formas funcionales segtin el sistema que quiera simularse. En el caso de
discos aplanados se han implementado kernels no radiales (Fulbright et al. [1995], Shapiro et al.

[1996],0wen et al. [1998]), aunque con ellos es complicado cumplir con la conservacién de mo-

2Este cambio de variable es més significativo de lo que parece. Ademds de que permite pasar de un interpre-
taciéon continua a una discreta, también elimina la necesidad de calcular la integral del kernel; en lugar de eso
sélo se requiere evaluar el kernel en la posicion dada.

3Por el momento, se supondrd que h es constante.
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Figura 3-2: Representacién grafica del kernel de tres particulas en una dimensién con h = 1. El vector
7 (rojo) representa una posicién dada en el sistema. Los vectores en verde son las posiciones relativas
de vector 7 respecto a cada particula. Las lineas verticales moradas representan el valor del kernel de
cada particula en 7. La notacién para el kernel en la figura es W, ;, = W (7 — 7). La forma funcional del
kernel es la misma que en la figura 3-1.

mento angular, por lo que se suelen utilizar funciones de kernel radiales, es decir, que cumplen

—

W (7 — 17, h) = W (|7 — |, h). Una forma de construir formas funcionales de manera analitica,
es utilizando la serie de Taylor de la ecuacion 3-4:

-\ k

/

L ()RR () [
A(r’)zz( D hk,!f ) rhr ,

(3-9)

de esta manera es posible contruir kernels del orden deseado, segtin la cantidad de error méximo
que deba existir. Sin embargo, se corre el riesgo de que haya valores W < 0, lo que fisicamente no
tiene sentido. En la literatura existen trabajos que proponen varias formas funcionales (Fulk y

Quinn [1996], Monaghan [1985]); sin embargo, el que ha generado, en general, mejores resultados
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en SPH es el kernel ctibico estdandar* (Monaghan [1992]). La forma funcional de este kernel es:

1-342+3¢% 0<q<1
W(a) = —5 L2-9¢?, 1<q<2, (3-10)
0, q>2

donde ¢ = |7 — #/|/h. Utilizando la aproximacién integral de la ecuacién 3-4:
Ap(7) = A(F) + Ch? + O(h?) (3-11)

donde C contiene f” lo que permite expresar con exactitud funciones constantes y lineales de
la ecuacién 3-4. Cabe mencionar que al momento de implementar un kernel dentro de una
simulacion, los errores suelen ser mas pequenos que los estimados, debido principalmente a que
la distribucion de las particulas no es aleatoria, sino que depende de la dinamica del sistema

(Monaghan [2005]).

3.3. Descripcion del sistema: hidrodinamica lagrangiana

Una diferencia importante entre los c6digos de malla, como AMR?, y SPH es que la descrip-
cion del sistema. Mientras que para el primer caso se utiliza el marco de referencia euleriano,
el segundo se basa en la descripcién lagrangiana de un sistema.

Para la descripcion euleriana, las velocidades de los flujos estdn fijas en el espacio, y sélo
dependen del tiempo. Para este caso las mallas son ideales ya que son marcos de referencia
estaticos, mientras que el flujo se mueve a través de ellas. Para representar una cantidad en el
sistema, la funcién asociada debe estar en términos de las coordenadas espaciales y la temporal,
por lo que se representan como U(Z,t), p(Z,t), p(Z,t), etcétera.

En el caso de la descripcion lagrangiana, el marco de referencia se mueve con el flujo, de
manera que las cantidades se pueden representar como v,(t), pp(t), pp(t), donde el subindice p
indica que se trata a los elementos del fluido (o particulas fisicas) de manera individual (Burr

2000)).

4standard cubic spline SPH kernel
*Refinamiento de malla adaptativa (Adaptive Mesh Refinement por sus siglas en inglés)
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Es posible relacionar ambas descripciones por medio de la derivada temporal:

d dzt 9 0 R 0
%—dtaxz‘Fa—vv—Fa (3—12)

donde d/dt es la derivada lagrangiana temporal, mientras que 9/0t es la derivada euleriana
temporal. La ecuacién esta generalizada para ¢ dimensiones espaciales, de alli la notacién con el

superindice. El término 7+ V representa la velocidad relativa de un marco de referencia al otro.

Con esta notacién es posible relacionar la ecuacién de continuidad euleriana con su andloga
lagrangiana,

op o
5 + V- (pv) =0, (3-13)

al despejar la derivada lagrangiana dp/dt = - Vp + 0p/0t y sustituir la derivada euleriana en

ella:
o _

i —pV - 0. (3-14)

De forma similar se puede encontrar la forma lagrangiana de 2-5 (ecuacién de momento):

w_ VP § (3-15)

at— p

La ecuacién 3-15 anade un nuevo término a la ecuacién de momento: el gradiente de presién
dentro del fluido. Para completar el sistema de ecuaciones de hidrodinamica es necesario obtener
la ecuacion de energia. Para ello se reescribe la primera de la termodinamica dU = d@Q — PdV .
Asumiendo un proceso adiabdtico se desprecia el primer término del lado derecho. Se define
como la energia por masa, en lugar de U; ademds se utiliza el volumen por unidad de masa 1/p,

por lo que dV — d(1/p) = —dp/p?, por lo que la primera ley queda como
du = ?dp, (3-16)

con lo que se llega a las ecuaciones 3-17 y 3-18:

du Pdp

= 3-17
dt  p2dt (3-17)
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Con lo anterior, es posible escribir la ecuacion de energia adiabatica en forma lagrangiana,

du  Pdp P

—=——=——V.7. 3-19

dt  p?dt p Y (3-19)
Mediante las ecuaciones 3-14, 3-15, 3-19 y una ecuacion de estado apropiada, es posible

describir el sistema en el escenario lagrangiano (Rosswog [2009]).

3.4. Derivadas en SPH

Es necesario definir las derivadas de las cantidades fisicas del sistema en SPH, de manera
que la dindmica de las particulas este descrita por las ecuaciones de continuidad. Para el caso

del gradiente la forma es trivial:
myp .
A(F) =Y =AW (7 — 7, ) (3-20)
. Pb

Para escribir el laplaciano, el cual aparece en las ecuaciones de difusién, (y de suma impor-
tancia para los modelos de discos de acrecién), una de las mejores opciones es implementar la

prescripcién de Brookshaw [1985]:

Z (Aq — Ap) L2, (3-21)
b rab

donde wy;, se relaciona con el kernel como VW, = é,pwqap, siendo é4; el vector unitario que va
de la particula b a la particula a. Ahora es necesario definir el gradiente de un kernel.

Primero se calcula el gradiente de un vector arbitrario. Para esto se utiliza la notaciéon
Tpr = T — 7k, siendo k& un punto arbitrario; de igual manera para la velocidad, thr = Up — Up.

Asumiendo que h es constante, el gradiente de |7, — 7%| es

0 — (Fb ’l"k) (5ba 5ka) ~
a—» |Tb Tk |ﬁ) 77k| ebk( ba k:a)’ (3 )



y el de 1/, — 7| es
o 1 éw(0ba — Oka)

OFy [Ty — 7| |7 — 7|

(3-23)

El término d;; en las ecuaciones 3-22 y 3-23 es la delta de Kronecker. Al aplicar el operador

de la derivada temporal lagrangiana a 74:

dray _ Orapdze | Oraydya | Orapdza | Orgpdzy,  Orapdyy, | Orapdzp
dt Oz, dt 0yq dt 0zq dt Oxp dt Oy dt Oz dt

= Varab - Vo + Voray - Uh = Varap - Vo — VaTay - Up = VaTah - Ugh = € - Ugp. (3-24)

Considerando solamente kernels radiales (W (7}, — 7) = W (|7, — 7x|) = W), y utilizando

la ecuacion 3-22, el gradiente respecto a una particula a es:

8 6ka 6rbk 8W bk ~
a - =5 - a a - a aj: -2
VoW o7, Wk Iron OFa  Orug €(0ba — Oka) = VWit (0pa — Oka) (3-25)

de lo anterior se obtiene la siguiente propiedad:

VoWap = =V Wap. (3-26)

Finalmente, utilizando la ecuacion 3-24 se obtiene la derivada lagrangiana del kernel

dWab
dt

= Uap - VaWap, (3-27)

la cual sera de importancia en la siguiente seccién.

3.5. Ecuaciones de conservacion

Hasta el momento se ha explicado cémo se obtienen propiedades fisicas a partir de una si-
mulacion en SPH mediante el kernel. También se han adaptado las ecuaciones de hidrodindamica
a una descripcién que coincide con dicho método numérico. Sin embargo, aun no es clara la
manera en que dichas ecuaciones se implementan en el cédigo y mas importante, no hay ga-
rantia de que las cantidades que deben conservarse lo hagan en la simulacién. Después de todo,

el sistema de particulas en SPH no es fisico, sino una representacion matematica de la dindmica
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que se desea reproducir.

Si se discretiza la ecuacién de momento en ausencia de fuerzas externas, con la notacién de

la seccién previa, se obtiene:

dv,
dt

1
=S "RV, Wy. (3-28)
Pa b Pb

La cuestion es si esta ecuacion conserva el momento. Una forma de demostrarlo es escribir

la fuerza ejercida por la particula b sobre la particula a

. dv
Fyo = <mava> = _%@vaawaby (3'29)
dt b Pa  Pb
y la fuerza que la particula a ejerce sobre b:
—» dvp mp Mg
Fop=(mp—— | = ———FP, VW, (3-30)
dt a pb pa
Mediante la ecuacion 3-26:
Fop = 2210 P 7, W, (3-31)

Pb Pa
como la presion rara vez es constante en todo el sistema, Fp, # Fup, por lo que la tercera ley

de Newton no se cumple si se implementa la ecuacién 3-28.

Una manera de corregir este problema es utilizar un término que asegure la conservacion.

P P
v <> VP _pVr (3-32)
p p p

Si se utiliza

y se despeja el primer término del lado derecho, la ecuacién de momento se puede reescribir

COmao:
da, P, Pb>
Do Ny (22 1 20) 9, 3-33
dt zb: (pi P (3:35)

la cual conserva el momento. Por medio de 3-27, la ecuacién de energia queda

duy, P, dp, P, .
_ — E ( N W 3-34
dt p2 dt p2 ; MMbbab* ValVab ( )
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Para determinar si la energia se conserva en 3-34, se calcula dE/dt:
dE  d 1 9 dég dug, . di,
ﬁ—ﬁgxmw+fwﬁ—§mwafgw<ﬁ+th’

luego, mediante las ecuaciones 3-33 y 3-34:

dFE
& =2

a

P . . P, B
?; Z mpVap - VaVVab — Vq Z my (P; + /)2> VaVVab
@ b b @ b

P, Py, 1 P, 0, By,
= _ Zmamb ( a2 + _éa> VW = 5 Zmamb ( a2 + _éa VaWab
ab pa pb ab pa pb

P, Py,
+ E MMMy ot + l:a VaWab
Pa 2
a,b a Py

Por 1ltimo, cambiando el orden de los términos la segunda sumatoria y utilizando la ecuacién

3-26:

dE 1 P,v,
— == MM +
= [T (2

By Py, P
D) VaWap + + > mymg | 2ot + =L | VW,
a,b a Pg p 2

b,a b Pa

1 P, Py,
- _5 Z 2mgmy ( ;2b + b_éa) . (vaWab + vbWba) =0
a,b a Py

Lo anterior demuestra que la ecuacion 3-34 conserva la energia del sistema.

3.6. Suavizamiento de particulas: términos “h-grad”

Es necesario que las particulas se adapten a la configuracién del sistema, de manera que las
regiones con mayor variabilidad tengan mejor resolucion. Esto se logra por medio del parametro
de suavizamiento h. Hasta el momento se ha supuesto que h es constante; para que se presente
un suavizamiento, h debe variar acorde a la posicién relativa entre particulas. Ademas, h no es

necesariamente igual para cada particula. Una relacién muy til es

e o 1/3
fm“<pu>> ’ (3-35)
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donde la hg y pg son el pardmetro de suavizamiento y la densidad de la particula iniciales.

Calculando la derivada lagrangiana de 3-35 se obtiene (Rosswog [2009)])

= “ha(V - D). (3-36)

he = <m> v (3-37)

donde 71 debe tener un valor entre 1.2 y 1.5. Para aplicar cualquier relacion en SPH se requiere
modificar la ecuaciéon 3-14 para una h variable. Utilizando las ecuaciones 3-8, 3-24 y 3-26 la

derivada lagrangiana de la densidad de una particula es

dpa  d - OWap(ha) dray  OWay(ha) dhe
T dtzb:mbwf‘b(h“)_zb:mb[ Oray  dt | ohe  di

Ohy dpu g, OWan(h) _

= mylias - VaWap(ha) Bpa dt o

1 .
gTE MpUab - VaWan(ha) — (3-38)
b @y

donde
Ohg OWap(he)
Z mypy 22

Q,=1-—
0pa Ohy,

(3-39)

son los términos “h-grad”. Con esto, es posible reescribir las ecuaciones de conservaciéon para

incluir los efectos de suavizamiento. Para el gradiente de densidad, se obtiene

Wi (hp) Oy Opp | 1
87’a ka [V Wi (he) + Ohy, — Opy Of] U Zk:mkvaka(hb% (3-40)

La ecuacién de conservacién de momento (3-33) se reescribe como

ds, P, dpy
a— = — — . 3-41
et = Y )

Utilizando 3-25 y 3-40:

madd—? - _ Z by ( kav Wi (ho ) Zmb kavkab(hb)((Sba — b1a)
b

Pb
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maZmb< =V Wab(ha) + pr%VaWab(hb)), (3-42)

por lo que la ecuacién de momento queda como

dva: Zmb<

Wab(ha) + b VCLVVab(hb)> . (3_43)

2
Qvpy
De manera analoga, la ecuacién de energia se reescribe como

dug

dt

=7 Zmbvab VaWap(ha).- (3-44)

Como puede observarse, para realizar la correccion en las ecuaciones de conservacion, sélo

es necesario incluir el término 2 en ellas.

3.7. Discontinuidades y choques en SPH

En mecéanica de fluidos es comun encontrarse con choques de material, los que causan una
discontinuidad en las propiedades del flujo. Existen varios modelos analiticos que estudian los
choques, como el problema de Riemann (Toro [2013]). Para el estudio de choques por medio
de métodos numéricos, la situaciéon es mas complicada: las escalas de tiempo y longitud en
que ocurren dichos eventos son méas cortas que para un fluido cuya velocidad es mucho menor
a la del sonido. Debido a esto, las resoluciones espacial Az y temporal At deben tener el
tamano apropiado para eventos que ocurren con una velocidad del flujo v. Es fundamental que

la condicién
Ax

<77
USA

se cumpla durante toda la simulacién. La manera formal de describir esta condicion es dada

por el criterio de Courant-Friedrichs-Lewy (Courant et al. [1967]):

C = Atz UJ;Z < Cmax7 (3_45)

donde el limite superior de la sumatoria n representa el nimero de dimensiones espaciales de

la simulacién.
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La solucién mas sencilla para detectar y estudiar los choques en una simulaciéon en SPH
es implementar una viscosidad artificial (VA) en el cédigo, la cual permite a las particulas
‘identificar’ alguna a su vecina més proxima o que se mueva en su direccion a velocidades que
cumplan con 3-45. La viscosidad artificial debe cumplir con cuatro caracteristicas. La primera
es que introduzca términos disipativos en las ecuaciones de conservacion de manera que suavice
el choque para eliminar las discontinuidades (VonNeumann y Richtmyer [1950]). La segunda
que su implementacién en las ecuaciones de momento y energia siga conservando dichas canti-
dades. La tercer caracteristica es que s6lo se presente en discontinuidades y no en compresiones
uniformes del medio. Esta condicién es facil de cumplir en simulaciones unidimensionales, pero
su formulacién no es trivial para mas dimensiones. Y por iltimo, la VA siempre debe ser disi-
pativa, es decir, que siempre reduzca la escala de las velocidades de las particulas, cambiando

la energia cinetica a interna, y no viceversa (Caramana et al. [1998]).

La contribucién de la viscosidad artificial entre las particulas a y b, Il,,, se implementa

P B P, Iz
() (3.
pa pb

2
pa pb

7O‘Es,abﬂab+5/"‘ib
HCLb — Pab
0 Tab * Vab > 0.

como

donde II,; tiene la forma

, Tap - Vap < 0,
ab ab (3—46)

La notacién utilizada en la ecuacién 3-46 para el promedio es A = (A, + Ap)/2 y para los

subindices ab es Ay, = Ay — Ap. Con la misma notacion, g, estd dado por

habFab * Vab

A A 3-47
r2ab + ehzb ( )

Hab

Experimentos numéricos (Rosswog [2009]) indican que los mejores valores para los pardmetros

adimensionales® son a ~ 1, B ~ 2, e ~ 0.01.

5Este pardmetro o no esta relacionado al que se utiliza en la prescripcién del mismo nombre usada por
Shakura-Sunyaev. Afortunadamente, no hay necesidad de distinguirlos ya que sélo se harda mencién del pardmetro
de viscosidad artificial en esta seccién.
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En el caso de la ecuacion de momento, la modificacion queda como

d dv, P, 11, 7
Ya § mb[ s VaWap(ha) + =5 VaWap(hy) + =2V Wap(hap) (3-48)
prb Qa

donde se usa la misma notacion para {2, que en la ecuacién 3-47. Para el caso de la ecuacién

de energia, la nueva formulacion es

duy,

dt

1P, .
= 9772 Z mMpVap - vaWab(h ) Z mpllap Vs - V Wab(hab) (3'49)
a pa b 2Q ab

Estas modificaciones no afectan a la conservacion del momento o energia, ademds de que
elimina efectos numéricos no deseados. La figura 3-3 indica como la ausencia de viscosidad arti-

ficial genera dichos efectos, atin para sistemas relativamente sencillos (con soluciones exactas).

0.8

0.6

0.4

L I " I L I
0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3

Figura 3-3: Representacién de la velocidad en un tiempo dado del problema de choque en el tubo de
Sod utilizando SPH. Se utilizan 1000 particulas en la simulacién. La linea roja representa la solucién
exacta (analitica), mientras que la negra es el resultado numérico de la simulacién. Las oscilaciones en la
regién pre choque son el resultado del error numérico debido a la falta de viscosidad artificial (Rosswog
[2009)).

La figura 3-4 muestra las cuatro principales cantidades del gas en el mismo problema, pero
con la viscosidad artificial encendida en el cédigo. La diferencia con la figura 3-3 es evidente:
la oscilacion desaparece completamente de la region prechoque, asi como el ‘damping’ en la
zona poschoque. Lo anterior implica que la implementaciéon de la VA, a pesar de tener una

formulacién a posteriori, es necesaria para que los resultados sean fisicamente consistentes.
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Figura 3-4: Representacién en un tiempo dado de la densidad (arriba a la izquierda), velocidad (arriba,
derecha), presion (abajo, izquierda) y energia interna (abajo, derecha) del problema de choque en el
tubo de Sod. La solucién analitica estd representada por la linea roja, mientras que los puntos muestran
el resultado numérico utilizando SPH con viscosidad artificial (Rosswog [2009]).

3.7.1. Limitaciones de la viscosidad artificial

Para simulaciones multidimensionales, la viscosidad descrita en la ecuacién 3-46 puede ge-
nerar efectos falsos (no deseados) de corte. Por ejemplo, para un flujo en dos dimensiones sin
choques y cuya velocidad ¥ o< i/ no dependa de &, no se requiere de la viscosidad articial. Sin
embargo, si se consideran dos particulas, a y b, tales que 4, # ¥, se tendrd que 7y - Uyp # 0,
por lo que se generarfa una viscosidad no deseada’.

Una solucién para problemas como el anterior es implementar el “Balsara-switch” (Balsara

[1991]), donde se utiliza

fa = (3-50)

(V- al +[{V x T)a| +0.0001¢50/ha”

de tal forma que I, = II, fap. Esta modificacién de la VA permite distinguir entre el flujo

"Esto es particularmente importante para este trabajo ya que la aproximacién en discos de acrecién con
rotacién diferencial son similares a este ejemplo.
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debido a esfuerzos de corte y choques. Cuando sélo fuerzas de corte estan presentes, fu, < 1y
la viscosidad artificial es despreciable. Por otro lado, cuando la compresion del fluido domina
({V - D)a| # 0, |(V - ¥)a] = 0), para todo efecto practico f,, = 1. Existen dos inconvenientes
con esta receta. El primero es que la viscosidad artificial estd presente siempre que haya una
combinacién de fuerzas de compresion y corte, por lo que su efecto sélo se ve disminuido por el
valor de fu. El segundo problema es que esta prescripcién no toma en cuenta la direccién de la
compresion, factor importante para ajustar correctamente la disipacién en la region del choque

(Owen [2004]).

Otro método es el propuesto por Morris y Monaghan [1997] el cual modifica el pardmetro

« de la ecuacién 3-46 haciéndolo dependiente del tiempo y de una funcién fuente S:

da a—af
o 51
7 = + S, (3-51)

donde o es el valor minimo de «a. Los valores mas utilizados para o* y 7 se relaciona con la
velocidad del sonido ¢ como:

T = h/Clc.

En ausencia de la fuente (S = 0), la solucién de la ecuacién 3-51 es

a=a" + Aexp(—t/T). (3-52)

Para poder implementar esta modificacion, se relaciona C; con el niimero de Mach en la regién

poschoque

donde ¢ es el numero de longitudes h en los que la viscosidad artificial esta activa. Finalmente,

para la funcién fuente S se utiliza

S = méx(—V - v,0) (3-53)

Con esta receta se han obtenido buenos resultados para recrear inestabilidades Kelvin-Helmholtz

en dos dimensiones, de tal manera que la resolucién ha sido comparable a la de los métodos de
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malla (Morris y Monaghan [1997]; Price [2008]). Para casos en tres dimensiones, los efectos no
deseados que se ven con la ecuacion 3-46, en combinacion con el “Balsara-switch” y utilizando

la prescripcién «(7) son despreciables (Dolag et al. [2005]; Rosswog et al. [2000]).

3.8. Integracién de las ecuaciones de movimiento

Hasta el momento se han descrito las técnicas implementadas para recrear las interacciones
del fluido en el sistema, dejando de lado la cinematica de las particulas. Estas se mueven como
consecuencia de las fuerzas aplicadas en ellas. Luego, la posicién y velocidad de cada particula
definen a la densidad, presién y energia interna en el siguiente paso de tiempo. Asimismo,
las escalas temporales de los procesos fisicos que se tratan de reproducir pueden variar varios
ordenes de magnitud, lo que puede representar un problema numérico. Esta seccién describe
las tecnicas de integracion que se utilizan para otras areas en Astrofisica, como la dinamica de
estrellas y galaxias, asi como las diferentes formas en que se puede elegir el paso de tiempo de

una simulacion.

3.8.1. Algoritmos de integracién temporal

Para la integraciéon numérica de las ecuaciones diferenciales es necesario que haya un balance
entre la precisién de los resultados, el error maximo que puede permitirse y el tiempo de cémputo
que se necesita para realizar la simulacién. Es por esto que la eleccion del algoritmo utilizado
puede ser la diferencia entre obtener o no un resultado aceptable.

Uno de los algoritmos més estables y faciles de implementar en una simulacién es el de
Stormer-Verlet. Asumiendo que la aceleraciéon no depende de la velocidad, las subsecuentes

posicién (7(t + At)) y velocidad (¥(t + At)) de una particula son

F(t+ At) = 7(t) + (8 At + %a(t)m% (3-54)

3t + At = 5(1) + A TDE E;(t +aY (3-55)

Con las condiciones iniciales rg y vg, y la forma funcional de la aceleracion, la cual es dada

por las fuerzas que actian en el sistema, es posible realizar la integracién de las ecuaciones de
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movimiento. La implementacién de este algoritmo conserva el momento angular (Hairer et al.

2006)).

A pesar de la estabilidad del algoritmo de Stérmer-Verlet, éste tiene un error O(At3), que
en muchos sistemas puede llevar a desviaciones significativas. Ademas, este método no permite
introducir pasos de tiempo variables, los cuales son fundamentales para procesos cuya escala
temporal varia a lo largo de la simulacién. Por esta razdn, suele ser preferible implementar el
método de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45). Este permite ajustar un paso de tiempo que sea

consistente con el cambio de posicién y velocidad del sistema.

El primer paso en RKF45 es resolver el paso con dos aproximaciones y comparar los resul-

tados. Esto se hace por medio de una funcién f tal que:

dy

flt) =3, (3-56)

donde y es la variable que se desea calcular en cada paso de tiempo y la derivada es la asociada

a la ecuacién diferencial que describe dicha variable.

Si la diferencia entre ambos es menor a cierto valor, se utiliza dicha aproximacién, en caso
contrario se vuelven a calcular las aproximaciones con un paso de tiempo h mas pequeno

(Mathews [2012]). Para un tiempo y variable (tx, yx) se definen seis valores:
kl - hf(tkayk))

1 1
ko = hf <tk + Zh7yk + 4k‘1>

3 3 9
ks=hf|t —h —k —k
3 f(k‘+87yk+321+32 2)

12 1932 7200 7296
ka=hf (t’“ T g T 5197 T 31977 T 2107 3)
439 3630 845
]{?5 = hf (tk + h,y]g + ﬁkl - 8k2 + mk‘i{ — 4104k4)

1 8 3544 1859 11
ke = hf <tk + §h, Yk + 2*77451 + 2ko — 5)

5565 ~ 404" " 10
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Después, se calculan dos aproximaciones: la primera con

25 1408 2197 1
- il P PRl P X 357
Ykt = Yk + ek + oeee ks T o 5 (3-57)

y la segunda como

L 16, 6636 28561
z = — —
L = Uk T 135 M T 19895

9 9
ey — —ks + 2k 3-58
564304 " 5070 T 5N (3-58)

El paso de tiempo 6ptimo para (tx, yx) estd dado por:

tol h 1/4
hi = h 3-59
g <2|Zk‘+1_yk+]“) (3-59)

donde tol es la tolerancia especifica del error entre ambas aproximaciones. La ventaja de este

método es que el paso de tiempo se ajusta a la dindmica del sistema.

3.8.2. Eleccion del paso de tiempo

La eleccién del paso de tiempo puede estar sujeta a otros parametros, ademas del método de
aproximacion elegido. Uno de los mas populares es elegir el valor minimo, tomando en cuenta

cada particula, entre el criterio de aceleracién

Atga o v/ ha/|dal, (3-60)

y el que es una combinacién del de Courant (Courant et al. [1967]) con el paso de tiempo

viscoso:
ha
Vs,q + 0.6(637,1 + 2 méxy ,u,ab) .

Atcy g x (3-61)

El término méaxy e, toma el valor mas grande de la ecuacion 3-47 entre las particulas, lo que

minimiza Atcy,. En ocasiones es conveniente comparar estos dos pasos de tiempo con

ha
Atq i (3-62)

a

el cual calcula la escala de tiempo asociada al cambio del pardmetro h, (Wetzstein et al. [2009]).
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Capitulo 4

Metodologia: Implementacion del

codigo

We consider the greatest end of science

is the classification of past data. It is important,
but is there no further work to be done?

— SALVOR HARDIN, Foundation (1942)

En este capitulo se hablara de los cédigos SPH implementados para realizar las simulacio-
nes del disco de acrecién, utilizados por Rubio-Herrera y Lee [2005]. Uno de ellos genera las
condiciones iniciales de las particulas por medio del método Monte Carlo y elimina las pertuba-
ciones producto del error de dicho método relajando el sistema; el otro evoluciona el disco en el
tiempo. La primera seccion del capitulo describe las caracteristicas iniciales del cédigo: ntimero
de particulas, forma funcional del kernel y de la viscosidad artificial, ecuaciones de estado im-
plementadas, entre otros. La segunda seccién trata de las modificaciones realizadas para poder
calcular la tasa de acrecién, densidad superficial y otras cantidades de relevancia; asi como las
diferentes formas funcionales propuestas para el parametro de « y las justificaciones desde el

punto de vista fisico para cada una.
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4.1. Cddigos utilizados

4.1.1. Relajamiento del sistema: disk2d.f
Generacion de condiciones iniciales

Para definir las condiciones iniciales del disco (posicién, velocidad, parametro h de suavi-
zamiento, energia interna y masa de cada particula) se utiliza el codigo disk2d.f. Primero se
generan posiciones al azar dentro de una caja de tamano x = 10R,, y = 10R, y 2 = 6 R, donde
Ry es el radio gravitacional de un agujero negro de 2.5M, (el mismo que se utiliza como acretor
en las simulaciones). Para que la distribucién de las particulas sea uniforme, se implementa un
segundo codigo que contiene un generador de niimeros aleatorios (ranl.f). La figura 4-1 muestra

la distribucién de particulas generadas y aceptadas.

y/Rg
o

x/Rg

Figura 4-1: Distribucién en el plano z de las posiciones generadas por disk2d.f. Los puntos azules
simbolizan las particulas cuyas posiciones son ‘aceptadas’ por el sistema. El fondo verde representa el
total de posiciones generadas. La superficie del agujero negro (radio gravitacional), se representa por
la circunferencia de color negro. El niimero total de posiciones en la imagen (fondo verde) es de 109,
mientras que el conjunto de particulas aceptadas (puntos azules) es de 114.

Mediante la técnica de VonNeumann y Richtmyer [1950], se rechazan las particulas que
no entran en potencial efectivo alrededor del agujero negro, comparandolo con el potencial a
Ry = 6.125R,. También se rechazan aquellas cuya densidad local no coincide con la distribucién
de densidad dada por la solucién de la ecuacién 2-26 (figura 4-2). Como se observa en la figura

4-1, el porcentaje de particulas aceptadas es muy bajo, aproximadamente 0.01 %.

70



“nin “ma

Prax

p=0

Figura 4-2: Grafica que muestra el método de rechazo de Von Neumann aplicado a la densidad local
como funcién de z. Las particulas cuya posicién (x4, yp, 25) estd acotada dentro del potencial efectivo
asociado a Ry se muestran dentro de esta caja. Las particulas que cumplen con el criterio estan debajo
de la curva dada por p(z). Cabe mencionar que la funcién completa de la densidad es dependiente de
las tres coordenadas espaciales, no inicamente de z.

Una vez que se completa la selecciéon de las particulas en el sistema, se cambia el sistema
de coordenadas de cartesiano en tres dimensiones, a cilindrico en 2D, con simetria azimutal en
el disco. Esto permite una descripcién mas sencilla del cdédigo y disminuye considerablemente
el tiempo de cémputo. El cédigo determina la masa total como el producto de la densidad

asociada al potencial efectivo en Ry, por el volumen ocupado por las particulas en la caja.

Particulas aceptadas
Mdisco =

x V x 4-1
Particulas generadas Pmazs (4-1)

luego le asigna la misma masa a cada particula del disco

_ Mdisco
Particulas aceptadas’

my (4-2)

Después se calcula el perfil de densidad del sistema, utilizando el kernel en dos dimensiones
propuesto por Price [2012], el cual es la versién en dos dimensiones del kernel ciibico estandar

expresado en la ecuacién 3-10

1-2¢24+3¢% 0<q<1
2—-¢q)? 1<qg<2 . (4-3)

I
\]
N
>
&
N

0, q>2
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Ademas del kernel, la ecuacién 3-8 también es modificada para dos dimensiones:

mp
= Wi, h 4-4
o) = 3 g W) (1-4)
donde q = |7 — 7| /h y Ry = /22 4+ y2, es decir, la posicién radial de cada particula; y con ello
se calcula el perfil de densidad. Para ¢t = 0, se utiliza h = 366.85m.

Dinamica del disco

La relajacién del sistema se da cuando la distribucion de las particulas corresponde a la
tedrica, de manera que se le dan ciertas caracteristicas que eliminen perturbaciones iniciales.

Para el disco utiliza un potencial de Paczyski—Wiita

G My,

®(r) r—R,’
g

(4-5)

donde My, es la masa del agujero negro. La autogravedad no estd implementada en el disco.

Para la evolucién del pardmetro h en el cédigo de relajamiento, se implementa la relacion:

(4-6)

ho(t + At) = %hb(t) [1 NS } .

~ lengthy(t)
Para el caso en dos dimensiones, NS=24. La funcién ‘length’ tiene un valor entero para cada

caso que va desde 1 a 500 es dependiente de la distancia entre la particula b y sus vecinas mas

cercanas; esta relacion es equivalente a la de la ecuacién 3-35.

Para calcular la presién y energfa interna de cada particula! se utilizan las relaciones

Py = Kp;)y7 (4_7)
P,

up = —— 4-8

po(y —1) (+8)

'En el caso de un sistema real, la energfa interna y la temperatura se consideran cantidades estadisticas, y
no aplicables de forma individual a las particulas fisicas; sin embargo, como las particulas en SPH son puntos de
interpolacién del sistema fisico, pueden tener estas cantidades asociadas a cada una.
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La velocidad del sonido asociada para la particula b estd dada por

Ccsp =V up(y — 1)y (4-9)

El paso de tiempo es una combinacion de los criterios vistos en la seccion 3.8.2. Se elige el paso
de tiempo basado en tres criterios. El primero es

h
dt; = min <b> : (4-10)

Up

donde vy, es la velocidad de la particula. Esto implica que el paso de tiempo no puede ser mayor
al tiempo en que la particula se mueve una distancia equivalente a su tamaiio®. El segundo

criterio es el de Courant

dty = min < i ) , (4-11)

Cs,b
en el cual no se estd considerando la viscosidad artificial del flujo. El tercer criterio es una

modificacion del que esta expresado en la ecuacion 3-60:

dt3 = min ( L ) (4-12)

Cs,b

Luego de calcular estas cantidades para cada particula en un tiempo dado, se calcula el paso
de tiempo que se utilizara:

dt =0.25 mfn(dtl,dtz,dt3). (4—13)

La integracion temporal del sistema se hace por medio del algoritmo de Verlet, que asegura
tanto la conservacién de la energia como del momento. Para mantener el disco estable, no se
incluye la viscosidad turbulenta en el disco (a = 0) y se fija

lo
O = — 4-14
b Rza ( )

siendo 2 la velocidad angular por particula y lp es el momento angular en el radio Ry (cons-

tante). Ademds, se agrega un termino de amortiguamiento en las fuerzas radial y vertical, que

2Para el caso de los pasos de tiempo, se puede utilizar h como medida de las dimensiones espaciales de la
particula.
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a su vez se implementa en la ecuacion de movimiento

Urb

(4-15)

Esto permite al sistema alcanzar una configuracion estable. Es necesario que la simulacién
se ejecute hasta que el sistema quede relajado, es decir, que la perturbaciones ocasionadas por la
diferencia entre la distribucién tedrica de la densidad y la distribucién producida por el método
de Monte Carlo sean eliminadas. Para esto el tiempo de relajamiento que la simulacién utiliza
es de T' = 10t,, siendo t, la escala de tiempo (o tiempo dindmico) para que una perturbacién

en la coordenada de altura sea suavizada (Frank et al. [2002]):

1 1
Rj

Se puede argumentar que una, o quizd dos escalas de tiempo serian suficientes para relajar el
sistema. Sin embargo, debido al reducido tiempo de computo que requiere disk2d.f para eje-
cutarse por completo, se pueden costear 10 escalas de tiempo para este proceso, en especial
porque no hay un criterio definitivo que asegure en qué momento un sistema esta o no relajado;
Lee [2000], por ejemplo, utiliza 30 escalas de tiempo para simular la dindmica de un sistema
binario de objetos compactos. Las figuras 4-3 y 4-4 muestran las distribuciones de las particulas
del sistema antes y después del relajamiento. En ambos casos la distribucién inicial presenta
diferencias considerables respecto a la curva teérica®, las cuales son suavizadas durante la ejecu-
cion de disk2d.f. Finalmente, el codigo escribe en un archivo llamado initial.out las cantidades
asociadas a las particulas relajadas: la coordenada radial Ry, la coordenada zy, el parametro de
suavizamiento h;, energia interna wu;, y la masa m;, de cada particula. Estos datos son utilizados

por el codigo de evolucion para la simulacién del disco con o > 0.

3Estrictamente hablando, nunca se puede asegurar que un histograma dado sea la representacion de una
distribucién continua definida, por m&s pequefio que sea el error fraccional entre ambas. Sin embargo, una
distribucién discreta de puntos puede ser obtenida a partir de una continua.
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Figura 4-3: Histogramas de la distribucién de las particulas en la coordenada radial al inicio y al final
del relajamiento del sistema. La distribucion relajada se ajusta mejor con la funcién de densidad en
relacién a la inicial.

4.1.2. Evolucién del sistema: diskevol2d.f

Lo primero que hace el codigo diskevol2d.f es leer los datos de initial.out y calcular la masa
total del disco. Después de eso, encuentra la coordenada z del centro de masa del disco y calcula

la velocidad azimutal de cada particula; iguala las velocidades radial y vertical a cero.

Posteriormente el codigo entra en un ciclo do cuyas iteraciones describen el sistema en cada
paso de tiempo. Aqui se detectan las particulas que hayan cruzado el radio asociado a la érbita
circular estable més interna?, es decir, que hayan sido acretadas. En caso de no haberlas no hay
cambios en el disco. Por otro lado, si existe acrecién en ese paso de tiempo, entonces la masa,
momento angular y energia interna de la(s) particula(s) acretada(s) se sustraen del disco. Al
igual que el codigo de relajacion, para el disco utiliza un potencial de Paczyski—Wiita y no hay

autogravedad en el mismo.

Al igual que en disk2d.f, para calcular el movimiento de las particulas se utiliza el algoritmo

*Innermost Stable Circular Orbit (ISCO)
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Figura 4-4: Histogramas de la distribucién de las particulas en la coordenada z al inicio y al final del
relajamiento del sistema.

de Verlet. Para obtener los valores de hy, se modifica la ecuacién 4-6:

1 NS
hy(t + At) = —hy(t 1+ ——. 4-17
J(t-+ A8) = L >\/[ + ot (417)
El c¢6digo no implementa enfriamiento de ningun tipo, de manera que no hay pérdidas radiativas.

Esto justifica una modificacién de la ecuacién de estado (4-7):

Py = pyup(y —1). (4-18)

La velocidad del sonido se calcula con la ecuacion 4-9. Cabe mencionar que el calculo de la
energia interna es mas complicado que en el cédigo de relajamiento. Primero se calculan tres
fuentes de energia disipativa. La primera corresponde al primer término (sumatoria incluida)
de la ecuacion 3-49. La segunda fuente de energia es la viscosidad fisica del disco, la cual se
obtiene mediante la prescripcién a. El tercer término es la viscosidad artificial, dada por la
ecuacion 3-46. La suma de las tres fuentes de energia debe ser menor a la suma de la siguiente

iteracién, ya que de lo contrario se tendrian efectos que aumenten la escala de velocidad de las
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particulas, es decir, un efecto que disminuya la entropia al disminuir la disipacién de la energia.
En caso de que no se cumpla con esa condicién se seguira ejecutando la simulacién, pero el
codigo lanzara una advertencia al respecto.

La eleccion del paso del tiempo es similar a la que implementa disk2d.f. La tnica diferencia

es que dty toma en cuenta el efecto de la viscosidad artificial y tiene la forma

Iy

dto = 7 )
(avap + 1.28ay,pb MAX f1AB ) Cs 1

(4-19)

cuya forma es similar a la de la ecuacién 3-61. Para la prescripcion «, el cédigo diskevol2d.f

adapta la ecuacion 2-21 para discos gruesos:

D,—R D}
vy = acib < bDb g) G]\bJ’ (4-20)

donde® Dy = \/Rg + zg.

Implementacion general de viscosidad

Para este codigo, la implementacién de la viscosidad se da a través de la ecuaciéon de mo-

mento

dvg, P, tag,a dvg,
R — P ’ - 4-21
gt ) BH,a T P + i ) ( )

donde la coma indica una derivada parcial, los subindices a y 3 son las coordenadas del
sistema® (Lee y Ramirez-Ruiz [2002]; Flebbe et al. [1994]) y tns es el tensor de esfuerzo dado

por

2
tag =1 (”aﬁ + V80 — 35043%,7) : (4-22)

Para coordenadas cilindricas se tiene

10 10 Ot

taps =V to=—=[r tay] + ==t :
aB,p @ rar[r M]+r8(;5a¢+ 0z

(4-23)

5Para valores caracteristicos de un disco delgado Dy ~ Ry y Ry < Ry, con lo que se llega a la ecuacion
original.

SPara distinguir la eficiencia del transporte de momento angular de la coordenada utilizada en la notacién
tensorial, se referird como subindice « a ésta tultima.
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suponiendo simetria axial (0/9¢ = 0)

1 Oty oty
by = 7 | lper ) 4-24
vt r [t T or ] * 0z ( )
1 atqsr 8t¢z
“ty = — |2, ) 4-25
Vits r [ ot T or ] + 0z ( )
1 Ot ot
ty=— |l ) 4-2
v r [ T or } * 0z (4-26)
por lo que las ecuaciones de momento quedan como
dv, 10P GMggr 1 [(0t,, typp Oty dv,
-9 - o 4-27
dt p Or D3 +p<6r+r+8z>+(dt>(m’ (4-27)
d’U¢ 1 2t7~¢ atw 8t¢z
e _ - 4-28
dt  p < - "o "oz )0 (4-28)
dv, 10P GMpgz 1 [(0t, t, Ot dv,
-9 - i 4-29
dt p 0z D3 +p<6r+r+6z>+<dt>art’ (4-29)

donde D = v R? + 22 es la distancia al origen.
Recordando que n = vp, y mediante las ecuaciones 4-20 y 4-22, es posible relacionar la
prescripcion « y el tensor de esfuerzo.

La viscosidad artificial tiene una formulacién similar a la de la ecuacién 3-467:

P, P;
;5 = <§ + ;) (—Apij + Bugy), (4-30)
Pi P

donde

TijUij fitfi = =
=T T? oo Tig Ui <0,
[ij = (712 / hig)+n? 2¢i; , (4-31)
Tij + vij = 0.

y fi,fj corresponden a la implementacién del “Balsara-switch” de la ecuacién 3-50.

"Para evitar confusién, a; y B se sustituyen por A y B.
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También se debe modificar la ecuacién de energia, introduciendo el término de disipacién

de energia por unidad de masa:

T% = %o—aﬁaw + (Tf;)m, (4-32)
donde
Tap = tanﬁ (4-33)
Por lo que la ecuacion de energia se escribe como
ﬁz—(i)VW%—Tﬁ. (4-34)

Finalmente, los términos de viscosidad artificial de las ecuaciones 4-27, 4-29 y 4-32 se calculan

con

g
(v) = - Z m;lli; VWi
dt i,art G

ds 1 o
(Tdt> = 5 Z ijijvij . VZWIJ
B,art G

Prueba inicial

Se realizé una simulacién con el codigo original, utilizando 3163 particulas, con una masa por
cada una de my = 1.66 X 1017g, por lo que la masa inicial del disco fue Mgy;sco My = 5.25 x 10%0g.
Para la prescripcién de la viscosidad dindmica se defini6 o = 0.01. El tiempo total de la
simulacién fue de 0.666s.

La figura 4-5 muestra la masa del disco como funcién del tiempo. Esta cantidad comienza
a disminuir en ¢ ~ 0.43s, lo que implica que las particulas estdn siendo acretadas, con lo que es
posible definir la escala de tiempo viscoso como tyis.(Rp) = 0.43s. Se puede estimar t,;s. en el
c6digo con la definicién de 7 dada en la seccién 2.3.3 y la ecuacién 2-40:

R

tvisc(RO) - 120 .

(4-35)

/

Con ésto se obtiene t/,..(Rg) = 0.913s para la prueba. Como esta aproximacién se obtiene
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suponiendo un disco delgado es de esperar que el t,;5. calculado sea diferente al obtenido en la

simulacion.

5 x10'7 . : :

4.8 x10" 1

4.6 x10'7 1

4.4 %105+ 1

Masa del disco [g]

42 %107+ 1

17 | |
14053 0.4 0.5 0.6 0.7

Tiempo |s]

Figura 4-5: Gréfica de masa del disco en el tiempo. La masa es constante para t < t,;s.(Rp).

En la figura 4-6, se observa que el disco tranfiere momento angular al agujero negro a partir
de tyise, lo que coincide con el comportamiento de la masa en la figura 4-5. La parte escalonada
en la grafica del momento angular del agujero negro al inicio de la acrecién se debe a que este
proceso se da de manera discreta, y entre las primeras particulas acretadas transcurren varios
pasos de tiempo. Eso también explica el comportamiento ‘suave’ que adquiere para tiempos
mayores.

Con base a la grafica de momento angular, podria decirse que esta cantidad se conserva
a lo largo de la simulacién. Sin embargo, al calcular el logaritmo del error fraccional (figura
4-T), se observa que éste aumenta para cada cantidad en el tiempo. El error en el momento se
presenta desde el inicio de la simulacién ya que éste cambia con cada paso de tiempo. Por otra
parte, el error en la masa se presenta cuando comienza la acrecién, y se empieza a recalcular
el nimero de particulas para el disco en cada momento. La diferencia tan grande en el orden
de magnitud entre ambas cantidades se debe a la naturaleza del error. En el caso de la masa,

la causa es el redondeo de las sumas aritméticas de cantidades con nimero finito de digitos. El
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Figura 4-6: Momento angular del agujero negro (azul), del disco (verde) y el total (rojo, lineas puntadas).

momento angular, ademas del error de redondeo, carga con el error de truncamiento del método
numérico, que aumenta con el nimero de particulas. Considerando la tasa con la que el error se
incrementa y comparandola con el tiempo de evoluciéon maximo del disco para las simulaciones,

el error numérico no supera el 0.1 %, lo que es aceptable para este trabajo.

4.2. Modificaciones realizadas

Cualquier cédigo de este tipo en el que se trabaje requiere de innumerables modificaciones
y pruebas para comprobar que se ejecute correctamente (complicado en muchas situaciones) y
que arroje resultados fisicamente consistentes (muy complicado en cualquier situacién). Esto
puede llevar a generar multiples versiones de un mismo programa las cuales muestran diferentes
aspectos de un mismo modelo. En este caso, la versién original del codigo no calcula la densidad
superficial del disco ni la tasa de acrecion del material, por lo que fue necesario anadirle dichas
opciones. A continuacién se explican las principales modificaciones realizadas en el cédigo dis-

kevol2d.f, las cuales fueron utilizadas para obtener los resultados presentados en el capitulo 5.
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Figura 4-7: Logaritmo del error fraccional del sistema en el tiempo. @; es la cantidad (masa y momento
angular) en cada paso de tiempo y Qg es la cantidad al inicio de la simulacién.

Para esto, se usa como ejemplo una versién del c6digo con las caracteristicas (o = 0.01, tiempo

total de 0.666s, etc) del utilizado la seccién anterior, a menos que se indique otra cosa.

4.2.1. Calculo de la densidad superficial X

La densidad superficial, definida en la ecuacién 2-23, se obtuvo dividiendo el disco en anillos
de grosor constante AR = 0.02R, y para cada regién resultante se conté el nimero de particulas

que contenia, por lo que
M, M,
A(R,) — A(R, — AR)  AA,’

5 = (4-36)

donde M,, y R, son la masa acumulada y la coordenada radial del n-ésimo anillo. A(R,,) es el
area de la region circular cuyo radio es R, por lo que al sustraerle el drea asociada al radio
R, — AR, se obtiene el area del anillo, AA,. Esta técnica resulté muy util al inicio de la
simulacién (figura 4-8). Sin embargo, conforme las particulas se propagan y/o son acretadas, el
calculo pierde calidad debido a que la distancia entre particulas vecinas es mayor al grosor de
cada anillo y se generan oscilaciones no deseadas en X.

Hay dos métodos de evitar estos efectos: aumentar el nimero de particulas, o modificar AR
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Figura 4-8: Densidades superficiales del disco para distintos tiempos de la simulacién.

para hacerlo dependiente de hy. El segundo se logré utilizando anillos con un grosor de 5hpmin,
donde h,,;, s el parametro h de la particula mas pequena para cada tiempo. En la practica, para
poder obtener una resolucién similar entre el primer y segundo método, se necesita incrementar
el nimero de particulas de manera considerable, lo que aumenta el tiempo de cémputo hasta el
doble, dependiendo del tipo de disco que se esté simulando. Por esta razon se eligi6 el segundo

método para calcular X.

4.2.2. Calculo de la acrecion

A diferencia de la densidad superficial, la cual es una cantidad local, y puede ser calculada
usando un rango amplio de valores para AR (al menos dentro de los limites previamente dis-
cutidos), la acrecién depende fuertemente de los pardmetros que se utilicen para calcularla. En
el limite continuo, la acrecién se define como la derivada temporal de la masa del disco. Para el
caso discreto, el calculo se limita por el cambio minimo de masa y de tiempo. De manera que
la acrecion es aproximada como

_AM

M == 4-
At (4-37)

83



Se podria pensar que la mejor aproximacion es usar el paso de tiempo definido en 4-13; sin
embargo, la acrecién de las particulas no se da para cada paso de tiempo mayor a ty;sc, Sino
que existen intervalos temporales donde ninguna particula es acretada. El efecto ocasionado
por estas variaciones se amplifica debido a la gran diferencia del orden de magnitud entre AM

y At (figura 4-9).

Te +19 | B

be +19 B

be +19 1

de+19} 1

Je+19F R

Tasa de acrecion |kg/ s

2e +19 | |

le+19}

0'8.12 [1.|24 U.::’:ﬁ U.:ig 0.6
Tiempo [s]

Figura 4-9: Célculo de la tasa de acrecién. La discretizacion de la masa impide utilizar la aproximacion
de la ecuacién 4-37 para obtener la acrecion de material.

Si la informacién de la acreciéon se manipula por medio de un histograma, existen dos
maneras de reducir las variaciones y obtener una grafica de la acrecién mucho mejor definida.
La primera es hacer el numero de particulas acretadas constante, y dividir la masa de las
mismas entre el tiempo que toma la acrecién de la primera a la dltima (drea de cada barra del
histograma aproximadamente constante®). En este trabajo se utilizé un ntiimero de particulas
N, = 25 para calcular M con el primer método. La segunda opcién es hacer el intervalo
temporal de la acrecién constante (’binning’ constante para el histograma), mucho mayor al
valor promedio del paso de tiempo. A diferencia del cdlculo de X, para la tasa de acrecién se

implementaron ambos métodos.

8La razén de porque varia el drea se discutird més adelante.
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4.2.3. Modificacion del parametro o

Hasta el momento, todas las modificaciones del codigo han sido implementadas para ex-
traer la informacion del sistema original, pero ninguna ha cambiado la dindmica del disco. El
pardametro « se ha mantenido constante para todas las pruebas realizadas. Antes de mostrar
las formas funcionales propuestas, es conveniente explicar el proceso mediante el cual se llegé a

ellas.

Como se ha mencionado, no hay un modelo analitico que describa con detalle la turbulencia
y su efecto en la dindmica de un fluido. Para este caso, se utilizo un anélisis cualitativo sobre
la forma funcional que podria tener la viscosidad turbulenta, mediante el comportamiento del
parametro «. Considerando un caso simple sobre la dependencia de «;, se eligié la energia interna
como primer variable. Se propuso que para un disco ”frio”, donde la dispersion de velocidad
del fluido es minima, la viscosidad turbulenta seria baja. Esto se debe a que las colisiones entre
particulas fisicas tienden a aumentar la turbulencia del fluido, lo que ocurre cuando la energia
interna del gas es alta. Por el contrario, al aumentar la temperatura del gas, la turbulencia
aumenta, y con ella a. Es conveniente que la funcion permita a las particulas distribuirse a lo
largo de los valores definidos de ae. Ademads debe tener una curva suave, de manera que no haya

variaciones bruscas en la viscosidad.

Implementando una forma similar a la que utilizan Potter y Balbus [2014], modificada para

que varie con uy, se obtiene

con Up = —. (4-38)

(log U)"® } up
’ I

ab(Ub) = Qmin + (amam - amm)) {(10gUb)05—|—1

Como up > 0, es necesario normalizar la energia interna de cada particula de lo contrario todas

las particulas tendrian o &~ qyq, (figura 4-10). El valor de normalizacién p se definié como

o= Mj(t) Z mi;, (4-39)

donde My(t) es la masa del disco en funcién del tiempo, por lo que p, ademds de ser una

cantidad global, también se adapta a la dindmica del disco.

La segunda cantidad propuesta como variable fue la densidad. Para este caso, la forma
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Figura 4-10: Grafica de la forma funcional de «(Uy). Los valores para qunae ¥ Qmin son 0.1 y 0.01,
respectivamente.

funcional se hizo completamente lineal:

Oéb(,Ob) = Qupin + (amaa: - amin) |:1 - Ph :| s (4‘40)

Pmazx

donde ppq. es la maxima densidad asociada a una particula dada, para cada paso de tiempo. De
esta forma, el término entre corchetes oscila varia entre 0 y 1. Esta forma funcional se elegi6é con
el fin de que « disminuya cuando la densidad aumenta, lo que podria generar una inestabilidad

en la densidad de una o varias regiones del disco.

Finalmente, la tercera propuesta fue combinar la dependencia de a con ambas variables.
Para ello, se utiliz6 la ecuacién 4-38 como base de la forma funcional, agregando la dependencia

con la densidad en aupn

(4-41)

o 0.5
ap (pb, Ub) = amm(pb) + [ama:c - Oémin(pb)] [(10(;558)5“] :

La siguiente tabla muestra las variaciones de la forma funcional que se implementaron en
el codigo, utilizando como base las ecuaciones 4-39-4-41. Para todos los casos ;g = 0.1. De

ahora en delante se usardan los subindices para referirise a cada una de ellas.
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Etiqueta de « Oin, Forma funcional
a1 0.01 ap(Up)
s 0.001 a(Uy)
as 2 x 1074 ay(Up)
o 0.01 ay(pp)
as 0.001 ap(pp)
a6 2 x 1074 o (pp)
ar 0.0098 <1 - p—) +0.0002 a(pv, Up)
as 0.0098 2 + 0.0002 (o, Us)

0.0196 £ +0.0002, p < 0.5pman
0 —0.0196 (— —0. 5) £0.01, p> 0.5pmas 0
a0 —0.0392 (— —0. 5) +0.01 (o, Up)

Los valores de cuy;, fueron elegidos con base en la literatura. Por un lado, King et al. [2007]
indica un limite alto (o ~ 0.4 — 0.1) para objetos transitorios de rayos X; sin embargo, sus
resultados aplican para la fase de explosiones, lo cual no es necesariamente el caso para los
discos en este trabajo. Jiao y Wu [2011] da un valor de a = 0.1 para flujos dominados por la
acrecién, pero sélo como limite superior para la maxima acrecién dentro de los modelos que
reproducen. Para valores inferiores, Yuan [2001] obtiene un limite inferior de o = 0.001. Dado
el extremadamente bajo valor de My en este trabajo, se implementa un valor minimo para « de
2 x 1074, que también coincide con el limite inferior en el cual el cédigo transporta el momento

angular de disco.

Para a7-aq9 las modificaciones para el valor minimo posible son diversas, pero el intervalo
en el que se encuentran es 1072 a 2 x 1074, como se indica en la figura. La razén de usar
una forma lineal en el limite inferior para a7 y ag fue obtener un efecto similar, opuesto para
ag, al que se buscod en az-as. Por otro lado, ag y ajg, comparten caracteristicas de ag para
bajas densidades y de ag para las altas. El razonamiento en estas dos formas funcionales es
ampliar las posibilidades sobre el comportamiento de «, ya que en el extremo de alta densidad,
el material podria aglomerarse y disminuir la eficiencia del transporte de momento angular y

el mismo escenario podria darse para muy poca densidad, debido a las pocas colisiones que

87



0.01

— oy
— g
0.008

L4511

0.006 |

Qi

0004

0.002

0.0 0.25 (.5 .75 1.0
-”bfrpmm'

Figura 4-11: Grafica de las diferentes formas funcionales de «,;, dependientes de la densidad para las
funciones az-aryg.

podrian darse en tales circunstancias.

4.2.4. Condiciones iniciales y formato de la salida de datos de las simulacio-

nes

A excepcion de la forma funcional de «, las condiciones iniciales de cada disco son las
mismas. El nimero de particulas es de 23482. La masa del disco es de 5.32 x 10?'g, mientras
que la del disco es de 4.97 x 1033g. El radio gravitacional Ry es 7.337 x 10°cm. El anillo inicial
de material se encuentra distribuido entre 4.416 x 10%cm y 4.57 x 105cm, con el méximo de la

densidad de masa en 4.497 x 10%m (figura 4-3).

La siguiente tabla muestra los tiempos de simulacién de los discos.
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Etiqueta de a | Tiempo (p y X) [s] | Tiempo (pmaz) [s] | Tiempo (M) [s]
a = 0.06 NA 5 4
a=0.01 NA 5 4
a = 0.001 NA 5 8

o 0.3 5 4
s 0.3,0.6 5 5
3 0.3, 0.6 5 5
oy 0.15 1 4
as 0.15 1 4
g 0.15 1 4
o 0.3, 0.45 4 2.8
asg 0.3, 0.45 4 2.8
ag 0.3, 0.45 4 2.8
10 0.3, 0.45 4 2.8

La primera columna muestra las etiquetas de cada disco, incluyendo los casos de control
(o constante). El primer valor constante de o = 0.06, es elegido ya que en las simulaciones
realizadas, excepto por las que tienen ay(pp), €l valor maximo de a alcanzado es ~ 0.06. El
valor a@ = 0.01 es del orden del promedio de los valores de « en las simulaciones, ademas es el
dado por Jiao y Wu [2011], como se menciono en la seccion anterior. El tercer valor constante,
a = 0.001, es el dado Yuan [2001].

La segunda columna muestra los tiempos de simulacién de cada disco utilizados para calcular
tanto p como X. No se asignan valores en esta columna a los casos de control porque en ellos no
aparecen inestabilidades. Aunque los pasos de tiempo de la simulacién depende de las ecuaciones
4-10, 4-12 y 4-19, los archivos de salida estan limitados a 89, de manera que el intervalo entre
cada uno esta dado por

T/89,

donde T es el tiempo de simulacién del disco dado.

La tercera indica los tiempos de los discos usados para obtener la densidad de la particula

mas pequena del disco en cada paso de tiempo, es decir, la densidad maxima en términos de las
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particulas del cédigo. Como en este caso los valores se imprimen en un solo archivo, la limitacién

de los archivos de salida del calculo de p y 3 no aplica en este caso. Por ello, se fija el intervalo
T/300.

No se deja al cédigo imprimir el valor para cada paso de tiempo dt. Esto con el fin de evitar
variaciones de ruido numérico en las curvas de ppmqz, €n especial para los primeros tiempos de
la evolucién del disco.

La ultima columna tiene los tiempos de la simulacién usados para calcular la tasa de acreciéon
mediante los dos métodos descritos en la seccion 4.2.2. Aqui también se imprimen los valores
en un solo archivo, pero el intervalo en el que el cédigo los escribe depende de la dinamica del
disco y de cudl de los dos métodos, previamente explicados, es el que se utiliza para calcular la
tasa de acrecién. Para el primer método, el intervalo varia dependiendo de cudntas particulas

estén siendo acretadas y para el segundo método el intervalo es igual al At implementado.
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Capitulo 5

Resultados

“Datal Data! Datal” he cried impatiently.
“I cant make bricks without clay.”
— ARTHUR CONAN DOYLE. The Adventure of the Copper Beeches (1982)

Para la presentacion de los resultados, se utilizara la notacién «,, de la tabla de la seccién
4.2.3. La primera seccién trata de las inestabilidades formadas en cada simulacién vistas por
medio de gréaficas de contorno y por medio de la densidad superficial. La segunda seccion utiliza
la densidad méaxima del disco, la cual depende del tiempo, para encontrar la escala temporal en
que el disco es acretado. Se usan las curvas de densidad méxima para discos con « constante
como referencia. En la tercera seccién se muestran las tasas de acrecion calculadas por los
métodos previamente descritos, se compara la precisiéon entre ellos para cada simulacién de o y

se analizan las frecuencias dominantes en las curvas de tasa de acrecion para cada simulacion.

5.1. Estructura local: Inestabilidades en la densidad

5.1.1. Clasificacion de inestabilidades

Para fines de este trabajo, se define una inestabilidad como la formacién repentina de anillos!
con una densidad superficial y/o volumétrica mayor con respecto a la de los radios adyacentes.
Dichos anillos no estan necesariamente fijos a un radio en particular, sino que pueden moverse
a lo largo del disco. Las inestabilidades observadas en las isodensidades se caracterizaran en

tres tipos, a partir de tres criterios.

!Esta definicién excluye al anillo inicial de la simulacién
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El primer criterio es la consistencia entre la informacién de la isodensidad (p vs R—z) y la
grafica de densidad superficial del disco (X vs R), ambas del mismo tiempo. La inestabilidad
se verda en los isocontornos como una acumulacion de densidad en una zona relativamente
pequena y estara representada como un maximo local de la densidad superficial. El tiempo de
vida de la acumulaciéon en ambas graficas debe ser al menos de 10t4 (ver ecuacién 4-16). En
la figura 5-1 se muestra una curva que representa la curva de % de un disco hipotético. La
curva tiene tres méximos locales (c1, ¢2 v ¢3), las cuales son candidatos a ser inestabilidades.
También se observan los minimos locales de la curva, etiquetados como m; y mg. La figura
5-2 muestra los dos posibles casos que pueden darse al graficar las isodensidades. En el primer
caso (izquierda) aparecen dos acumulaciones de material en los radios correspondientes a ¢; y
c3 por lo que ambos candidatos cumplen este criterio?. En el segundo escenario, ¢y también
tiene correspondiencia en la isodensidad, por lo que se tienen 3 inestabilidades. Al exigirse sélo
una correspondencia entre X y p, incluso la aparicién de un ‘grumo’ en las isodensidades cuya
densidad sea superior a la del fondo de la grafica de contorno se considera una inestabilidad si
su tiempo de vida es de 10¢4. El primer criterio discrimina entre las variaciones de densidad del
disco ocasionadas por el ruido numérico de las particulas y las acumulaciones de material que

se consideren inestabilidades dentro del contexto de este trabajo.

El segundo criterio permite distinguir entre las inestabilidades en términos de la acumulaciéon
del material. Para esto se calcula el cociente entre el maximo de la curva en ¥ y los minimos
locales adyacentes. Si el cociente es mayor a 1.1 (lo que equivale a una densidad superficial
10 % mas grande respecto a los valores cercanos) entonces se aplica el tercer criterio. En caso
contrario se dice que la inestabilidad es de tipo I. En el ejemplo de las figuras 5-1 y 5-2b, el

segundo criterio indica que las inestabilidades son de tipo I si

C
Lo,
mi

/0—2 <11
max(mq, ms)

2Suponiendo que su tiempo de vida sea el mencionado previamente
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Figura 5-1: Gréfica ilustrativa del primer criterio para clasificar inestabilidades. La curva azul representa
la densidad superficial ¥ a lo largo de un disco en un tiempo dado. Esta curva fue realizada para explicar
los criterios, por lo que no se obtuvo a partir de las simulaciones realizadas.

||

(a) Sin inestabilidad central (b) Con inestabilidad central

Figura 5-2: Graficas de contorno de la densidad de masa p que muestran los dos escenarios
posibles que pueden relaconarse a la figura 5-1. La de la izquierda solo muestra inestabilidades
correspondientes a c¢1 y ¢3. La de la derecha muestra una inestabilidad adicional que corresponde
a Co.
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El tercer criterio se basa en la influencia de la inestabilidad para retrasar la dispersién del
material a lo largo del disco; ésto se observa en la curva de la caida de la densidad superficial
(Xmazvs t). Con un método similar al del segundo criterio, se calcula el cociente entre el maximo
local de ¥4, generado por la inestabilidad y el minimo local previo al aumento de ¥,,4, en la
grafica. Si el maximo es opacado por el ruido numérico, o el cociente entre maximo y minimo
es menor a 1.1, entonces no se pasa el criterio y la inestabilidad es de tipo II. En caso contrario
es de tipo III. La figura 5-3 muestra los valores maximos de ¥ de un disco para cada tiempo.

Aplicando el tercer criterio, los candidatos a inestabilidades C; y Cs seran de tipo I1I si

C
— 1.1
My -

C2
— > 1.1.
Mo -

Enm:

L

Figura 5-3: Gréfica ilustrativa del tercer criterio para clasificar inestabilidades. La curva azul representa
la densidad superficial ¥ maxima contra el tiempo. Esta curva fue realizada para explicar los criterios,
por lo que no se obtuvo a partir de las simulaciones realizadas.
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En resumen, las inestabilidades que sélo cumplen el primer criterio son de tipo I, las que
cumplen con el primer y segundo criterio son de tipo II y las que cumplen todos los criterios

son de tipo III.

5.1.2. Pruebas con dependencia de la energia interna
Inestabilidades en oy

Para la simulacién con «;p se obtienen dos inestabilidades simultaneas, las cuales colapsan
para formar una tercera. La figura 5-4 muestra la evolucién de las inestabilidades iniciales,
asi como los valores de densidad volumétrica y superficial®. La gréfica de densidad superficial
(figura 5-4b) muestra un maximo local en 5.91R, el cual se desplaza en direccién al agujero
negro hasta llegar a una distancia de 5.8R, del mismo. El otro maximo, el cual es global, se
aleja del acretor, llevandose un porcentaje importante del material consigo. En ¢ = 0.056s tiene
un méaximo de 6.22R, y se traslada hasta 6.28R,. Implementando los criterios de clasificacion,
estas inestabilidades son catalogadas como tipo II. Para utilizar el tercer criterio se utiliza la

grafica de la figura 5-6.

Una vez que ambas inestabilidades alcanzan una separacion maxima entre ellas, comienzan
a acercarse nuevamente, colapsando en R =~ 6.1, por lo que se genera una nueva inestabilidad
(figura 5-5). Al igual que sus predecesoras, esta inestabilidad no cumple con el tercer criterio,

por lo que es de tipo II.

La grafica de ¥4, (figura 5-6) permite entender algunas cosas sobre como el disco se ve
afectado por las inestabilidades. Al inicio de la simulacién ocurre la tipica caida exponencial, la
cual se detiene momentaneamente en X, =~ 1.15 X 108g/ em?. La tercera inestabilidad, por la
definicion asignada, comienza a formarse poco después de que los picos de densidad superficial
alcanzan un maximo de separacién entre ellos y comienzan a acercarse, lo que coincide con el
segundo punto de inflexion, alrededor de 0.11s. Ambos tiempos estan representados en la figura

5-6 por medio de los cuadrados color magenta.

3EA’] lo sucesivo al hablar de densidad a secas, se referird a la densidad de masa por volumen, p. Al mencionar
) )
la densidad Superﬁcial sera para referirse a 2.
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b) Curva de ¥
(a) Isodensidades del disco en el plano R — z (b)

Figura 5-4: Evolucién de p y ¥ en el disco con a;. En las gréficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades mostradas son de tipo II.
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b) Curva de ¥
(a) Isodensidades del disco en el plano R — z (b)

Figura 5-5: Evolucién de p y ¥ en el disco con a;. En las gréficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). La inestabilidad formada es de tipo II.
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Figura 5-6: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo. El eje vertical es logaritmico. La
formacion de las primeras inestabilidades coinciden con el tiempo en que la caida de X,,,, cambia de
ritmo (punto de inflexién). Alrededor de ¢t = 0.1s se encuentra el segundo punto de inflexién. Es cerca
de este tiempo en que la separacién entre las inestabilidades iniciales en oy es maxima y la dispersion
del material comienza a revertirse, formando la tercera inestabilidad.

Inestabilidades en ay

La dindmica de la simulacién para as es similar, aunque més compleja, que en el caso
de aq. Aqui también se forman dos inestabilidades simultdneas al inicio de la simulacién. En
ambos casos, las inestabilidades se forman en un tiempo similar (figura 5-7). Sin embargo, las
diferencias provocadas por cada forma funcional de « son notables. Para as las inestabilidades
ocupan un volumen menor en las isodensidades, lo que se traduce en una densidad de volumen
y superficial mayor relativa a «1. La diferencia entre ambas es tal que la inestabilidad mayor
en ag (maximo en ¥ de la figura 5-7b) es de tipo III (figura 5-10).

Otra diferencia importante es la presencia de inestabilidades menores, que se forman poco
después del primer par. Estas aparecen durante la evolucion de las iniciales, son de tipo II
(figura 5-8) y tienen una duracién aproximada de 0.03s. Cuando las inestabilidades mayores
comienzan a acercarse entre si, las menores son absorbidas por éstas.

La quinta inestabilidad comienza a formarse en ¢t = 0.139s. La figura 5-8b muestra que X4z
alcanza el minimo local cuando las inestabilidades iniciales terminan de colapsar. A partir de
entonces, la inestabilidad aumenta su densidad superficial hasta 8.52 x 107g/ cm?, por lo que

cumple el tercer criterio y se cataloga como tipo III. Finalmente, existe una ligera acumulacién
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(a) Isodensidades del disco en el plano R — z

Figura 5-7: Evolucién de p y X en el disco con as. En las gréificas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las inestabilidades formadas son (de izquierda a derecha)
de tipo II,

11, IT y II1.
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Figura 5-8: Evolucion de p y X en el disco con as. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las graficas de la derecha indican la forma de > a lo
largo del disco (coordenada radial). Las inestabilidades formadas son (de izquierda a derecha)
de tipo II, II, IT y III. En los tltimos dos tiempos de 3 aparece un candidato a inestabilidad en
la extrema derecha de la curva que no pasa del primer criterio.
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Figura 5-9: Evolucién de p y ¥ en el disco con ag. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las graficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). La inestabilidad formada es de tipo III. A la derecha, la
acumulacién de material que no cumple el primer criterio estd presente en todos los tiempos de
la curva de X.

de material que parece en las curvas de densidad superficial de la figuras 5-8b y 5-9b, en
el intervalo radial ~ 6.4 — 6.6R,. Debido a que no tiene una contraparte en la isodensidad
(figuras 5-8a y 5-9a) no es catalogada como inestabilidad. Esta tiltima tiene una caracteristica
interesante. Durante la formacién de la segunda inestabilidad tipo III, esta acumulacién de
material transfiere material desde radios externos hacia el agujero negro, lo que “alimenta” a

la mayor.
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Figura 5-10: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de as. El eje vertical

es logaritmico. Existen dos minimos locales cuyos tiempos coinciden con el inicio de la formacion de una
o mas inestabilidades (cuadrados magenta). Los maximos locales tienen un valor 10 % més alto que los
valores del minimo local anterior de cada uno. Los cuadros magenta indican el inicio de la formacién de
las inestabilidades mayores.

Inestabilidades en aj

Como es de esperar, la simulacion con a3 tiene una evolucién muy similar a la que tiene as. Al
inicio surgen dos inestabilidades en los extremos. A diferencia del caso anterior donde aparecen
dos inestabilidades menores entre ellas, aqui solo se forma una (figura 5-11, ¢ = 0.091s), en el

momento en que la densidad superficial de la mayor comienza a incrementarse (figura 5-11b).

Al igual que en los casos anteriores, las inestabilidades iniciales alcanzan un maéaximo de
separacién entre ellas y comienzan a moverse hacia R ~ 6.1R, donde colapsan, formandose
dos nuevas (figura 5-12a). Las mdas pequena se forma de una manera similar al anillo que no
cumple el primer criterio del caso anterior, aunque esta si tiene contraparte en la isodensidad,
de manera que es tipo I. Esta inestabilidad menor alcanza un maximo en 0.258s, cuando las
inestabilidades iniciales han colapsado y se llega al minimo local representado por el segundo

cuadro magenta en la figura 5-13. La inestabilidad mayor, al igual que la ultima inestabilidad
del disco con s, es de tipo III.
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Figura 5-11: Evolucion de p y ¥ en el disco con as. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las tres inestabililidades que se forman en estos tiempos
son (de izquierda a derecha) de tipo II, IT y III.
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Figura 5-12: Evolucion de p y ¥ en el disco con as. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Aunque la inestabilidad menor no esté presente en todos
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los tiempos, ésta es de tipo I (t = 0.258s), mientras que la mayor es de tipo III.

104



n
\

/ 21
glem® |

o 10°) II\\'/IW_V«

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4

Figura 5-13: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de as. El eje vertical
es logaritmico. Existen dos minimos locales cuyos tiempos coinciden con el inicio de la formacién de una
o més inestabilidades (cuadrados magenta). Los maximos locales tienen un valor 10 % maés alto que los

valores del minimo local anterior de cada uno. Los cuadros magenta indican el inicio de la formacién de
las inestabilidades mayores.

5.1.3. Pruebas con dependencia de la densidad

Inestabilidades en oy

Para el primer caso con dependencia de la densidad, no se encontraron inestabilidades de
ningtn tipo. La densidad superficial méxima cae de forma exponencial (figura 5-14). Cabe
mencionar que la caida de ¥,,,; es aun mas repentina que para o = 0.06. Esto podria ser
consecuencia de la distribucion de densidad de las particulas al inicio de la simulacién. Como
se dijo en el capitulo anterior, la distribucién de las particulas es similar a una distribucién
Gaussiana, por lo que solo unas cuantas de ellas (menos del 1% del total) tendran un valor
superior al 80 % de la densidad de la particula més densa. Ademéds, como la relacién entre o'y p
es lineal, la eficiencia del transporte del momento angular es mayor para las particulas externas,

lo que conlleva a una dispersién aun mas rapida del material que para a = 0.06.

Inestabilidades en «aj

A diferencia de ay, la segunda forma funcional dependiente de la densidad genera un can-
cidato a inestabilidad al inicio de la simulacién (figura 5-15). Sin embargo, como su tiempo de

vida es inferior a 0.001s, no cumple con el primer criterio y este anillo de material no es consi-
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Figura 5-14: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de ay. El eje vertical
es logaritmico. La curva es monoténicamente decreciente, exceptuando por las variaciones ocasionadas

por el ruido numérico.

derado una inestabilidad. Exceptuando esta acumulacién de material al inicio de la simulacién,
no hay alguna otra diferencia importante respecto a la prueba anterior. La curva de 3,4, tiene
una caida exponencial luego de su tnica inestabilidad. Aunque la relacién entre « y densidad
es la misma que para el caso anterior, los valores posibles de « para cada particula se reparten

en un rango mayor de valores, lo que permite la presencia de esta inestabilidad.

Inestabilidades en ag

A pesar de poder alcanzar valores mas pequenos de «, el material se dispersa aun mas rapido
que en el caso anterior. Se observa un comportamiento de ¥,,,, similar a a5 en donde se formé la
inestabilidad en aquel caso. Sin embargo, no aparece una inestabililidad en los isocontornos o
las curvas de ¥ cercanas a ese tiempo (figura 5-17). Este resultado es contraintuitivo y difiere
de los casos con dependencia de la energia interna, donde las inestabilidades son mas notorias

al imponer un limite inferior de v méas pequeno.
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Figura 5-15: Evolucion de p y ¥ en el disco con a. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Se observa un incremento de p y X entre 0.008 y 0.01s,
aunque esta acumulacion de material no cumple el primer criterio.
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Figura 5-16: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de as. El eje vertical
es logaritmico. La curva es monoténicamente decreciente, exceptuando por el pico en t = 0.01s y las
variaciones ocasionadas por el ruido numérico. Las marcas rojas corresponden a los tiempos indicados
en la figura 5-15.

5.1.4. Pruebas con dependencia de dos variables
Inestabilidades en a7

La dinamica de la simulacién con a7 es similar a la de ao y 3. La formacién de inestabili-
dades comienza con la separacién del anillo original en dos partes, alrededor de 0.035s (figura
5-19a). El anillo mayor, a su vez, empieza a separarse en dos en ese mismo tiempo, aunque esto
solo puede observarse inicialmente en la curva de ¥ (figura 5-19b). Esto ocurre porque la sepa-
racién entre la segunda y tercera curva (de izquierda a derecha) es relativamente pequena. Las
tres inestabilidades son de tipo II, ya que la densidad superficial maxima no aumenta durante
la formacién de éstas (figura 5-21).

Luego de que las dos inestabilidades iniciales mas grandes alcanzan su maximo de separacién,
t = 0.076s, éstas comienzan su colapso (figura 5-20). La inestabilidad mas pequena se separa
aun més de estas dos hasta alcanza una separacion maxima en 0.096s. A diferencia de las
simulaciones dependientes solamente de la energia interna, donde el tltimo pico en ¥ ocurre en
R ~ 6.1R,, para este caso los tres anillos de material convergen a R ~ 6.3R,. Otra diferencia es
que solo hay una inestabilidad final, en vez de una maxima y una menor a su derecha como en

a9 v ag. Para a7, se forma una sobredensidad que cubre una regiéon més amplia pero creciente
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Figura 5-17: Evolucion de p y ¥ en el disco con ag. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Se observa un incremento de p y X entre 0.008 y 0.01s,
aunque esta acumulacion de material no cumple el primer criterio.
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Figura 5-18: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de ag. El eje vertical
es logaritmico. La curva es monoténicamente decreciente, exceptuando por el pico en t = 0.01s y las
variaciones ocasionadas por el ruido numérico. Las marcas rojas corresponden a los tiempos indicados
en la figura 5-17.

hasta llegar al méximo (figura 5-20), luego cae abruptamente a partir de t = 0.22s (figura 5-21).

Inestabilidades en ag

El ruido numérico de las isodensidades y las curvas de densidad superficial hace complicado
identificar las inestabilidades. Sin embargo, a partir de 0.071s se distinguen tres inestabilidades
de tipo II (figuras 5-24). La inestabilidad central tiene un tiempo de vida considerablemente
menor en comparacion a la de sus vecinas para los mismos tiempos. Esta termina siendo asimi-
lada por su vecina del extremo derecho (figura 5-22). La formacién de las tres inestabilidades
tampoco es simultdnea. Las inestabilidades de los extremos para t = 0.096s atin no llegan al
pico de su formacién y la inestabilidad central que aparece en los primeros tres tiempos ha
desaparecido, transfiriendo su material a la vecina mé&s cercana.

Luego de alcanzar el méaximo de separacion entre estas inestabilidades, se mantienen de esta
forma por un tiempo comparable al de su formacién (figura 5-23). Esta simulacién posee un
contraste mayor que el de las pruebas anteriores en la separacion de los anillos. Asimismo, la
convergencia de las inestabililidades no es completa, ya que la curva de densidad superficial no
tiene un maximo definido, sino que éste se extiende desde 5.9 a 6.3R,. La ultima inestabilidad

formada es de tipo II (figura 5-24). La curva de densidad superficial maxima para ag no tiene
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Figura 5-19: Evolucion de p y ¥ en el disco con ay. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las tres inestabilidades son de tipo II, ya que la densidad
superficial maxima no aumenta durante la formacion de éstas.
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Figura 5-20: Evolucion de p y ¥ en el disco con «. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — 2. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). La ultima inestabilidad es de tipo III.
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Figura 5-21: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de az. El eje vertical
es logarftmico. La curva presenta un cambio en la caida (primer cuadro magenta) donde las primeras tres
inestabilidades comienzan a formarse. El minimo local de la curva (segundo cuadro magenta) coincide
con el momento cuando las tres alcanzan su separacién maxima.

minimos locales. Sin embargo, el comportamiento de la curva puede separarse en cuatro partes.
La primera es la caida exponencial tipica de o constante que termina alrededor de 0.051s. La
segunda parte corresponde al intervalo de la formacién y colapso de las inestabilidades iniciales.

En la tercera y cuarta se forma y se dispersa la ultima inestabilidad, respectivamente.

Inestabilidades en ag

El tiempo de vida de las inestabilidades en el disco con ag es menor a la del caso anterior,
aproximadamente la mitad. Sin embargo, la separacién entre los anillos es similar en cada caso
(figura 5-25). Como en el disco con ag las inestabilidades se forman luego de un intervalo en que
la curva de ¥ tiene una variabilidad muy grande en su pico. En el tercer tiempo se identifican
tres estructuras dentro del disco que corresponden a las inestabilidades iniciales. Mientras que
las inestabilidades de los extremos para t = 0.096s aun no llegan al pico de su formacién, la
inestabilidad central que aparecié en los primeros tres tiempos ha desaparecido, transfiriendo
su material a la vecina més cercana.

El colapso de las inestabilidades iniciales comienza en t = 0.157s (figura 5-26). Como en el
caso anterior, la separacion de los anillos esta bien definida en la curva de densidad superficial,

y conforme se mueven a R = 6.1R, el maximo local de cada inestabilidad disminuye. Todas
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Figura 5-22: Evolucion de p y ¥ en el disco con ag. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — 2. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). Las tres inestabilidades son de tipo II.
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Figura 5-23: Evolucion de p y ¥ en el disco con ag. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades, y la inestabilidad final, son de tipo
II.
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Figura 5-24: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de ag. El eje vertical
es logarftmico. La curva presenta un punto de inflexién (primer cuadro magenta) donde las primeras tres
inestabilidades comienzan a formarse. El minimo local de la curva (segundo cuadro magenta) coincide
con el momento cuando las tres alcanzan su separacién maxima.

las inestabilidades de esta simulacién son de tipo II, ya que la curva de densidad méaxima es
mondtonamente decreciente (figura 5-27). Comparando las formas funcionales de la figura 4-11,
y recordando el comportamiento de las formas funcionales que solo dependen de la densidad,
puede entenderse como es que exista una gran similitud entre ag y ag. Como la mayoria de
las particulas tienen pp, << pmaz, €l dominio de au,in(p) para ambas formas funcionales, la
eficiencia de transporte de momento angular para cada particula difiere solo para las que tienen

densidades comparables a pmaz-

Inestabilidades en ajg

La forma funcional de a1y es un méas parecida a ag que ésta ultima a ag, ya que ambas
tienen los mismos limites méximos y minimos para « (figura 4-11). Sin embargo, para particulas
con densidad pp = 0.25pm4, la diferencia entre valores de « para los discos con ag y ajg es
maxima y, dado que cerca del 70 % de particulas con o = i, tiene ese valor de densidad, las
dos simulaciones no son completamente idénticas. En general, a;g tiene valores asociados de «
mayores que los que puede asignar ag a las particulas del codigo. Esto explica que la densidad
maxima del disco en un tiempo dado sea menor a la correspondiente de la simulacién anterior

para el mismo instante. Las figuras 5-25a y 5-28a tienen una estructura similar, pero en el caso
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Figura 5-25: Evolucion de p y ¥ en el disco con ayg. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — 2. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades son de tipo II.
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Figura 5-26: Evolucion de p y ¥ en el disco con ayg. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades, y la inestabilidad final, son de tipo
II.
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Figura 5-27: Grafica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de ag. El eje vertical
es logarftmico. La curva presenta un punto de inflexién (primer cuadro magenta) donde las primeras tres
inestabilidades comienzan a formarse. El minimo local de la curva (segundo cuadro magenta) coincide
con el momento cuando las tres alcanzan su separacién maxima.

de la segunda, la densidad méxima interpolada en los isocontornos es menor. Ademads, para
aqp el material del disco es acretado mas rapido (figuras 5-59 y 5-62) y la curva de densidad
superficial méxima tiene un decaimiento mas abrupto (figura 5-30). Cabe mencionar que las
primeras inestabilidades formadas en el disco con aq¢ son de tipo II.

Como en las dos simulaciones anteriores, donde la forma funcional de iy (p) es creciente
al menos para pp, < 0.5pm4z, la separacion de las inestabilidades iniciales estd bien definida.
Asimismo, conforme las inestabilidades evolucionan el maximo local de cada una va disminu-
yendo, culminando en el colapso de ambas, lo que forma a la tercera inestabilidad (figura 5-29).
A diferencia de ag, hay un pico en X para la dltima inestabilidad, alrededor de 6.4R,, aunque
este no es tan pronunciado en comparacién a simulaciones anteriores. Finalmente, la curva de
Ymaz Mostrada en la figura 5-30 indica que no existen maximos locales de la misma, por lo que

no hay inestabilidades de tipo III.
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Figura 5-28: Evolucién de p y ¥ en el disco con aqg. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréficas de la derecha indican la forma de X a lo
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largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades son de tipo II.
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Figura 5-29: Evolucién de p y ¥ en el disco con aqp. En las graficas de la izquierda se observan
los isocontornos de p del disco en R — z. Las coordenadas espaciales tienen unidades del radio
gravitacional del agujero negro central. Las gréaficas de la derecha indican la forma de ¥ a lo
largo del disco (coordenada radial). Las dos inestabilidades, y la inestabilidad final, son de tipo
II.
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Figura 5-30: Gréfica de densidad superficial méxima en el tiempo para la prueba de aqp. El eje vertical
es logarftmico. La curva presenta un punto de inflexién (primer cuadro magenta) donde las primeras tres
inestabilidades comienzan a formarse. El minimo local de la curva (segundo cuadro magenta) coincide
con el momento cuando las tres alcanzan su separacién maxima.
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5.2. Densidad maxima

5.2.1. Pruebas con dependencia de la energia interna

La caida de densidad de material (volumétrica) méxima permite saber cual es el tiempo de
vida del disco. En esta se compara la curva de pg,q., de cada simulacion, con las curvas corres-
pondientes a discos con o = 0.06,0.01,0.001. La densidad maxima en cada tiempo corresponde
a la densidad de la particula de menor tamano. Como la masa por particula m; es constante,
entonces pmqr €s el valor de la densidad de la particula con el menor valor de h, para cada

tiempo de la simulacion.

Densidad maxima con o

En la simulacién con a1, la curva de p,q. se aproxima a la curva de o« = 0.01. Sin embargo
la primera nunca es mayor a la segunda. Esto concuerda con la forma funcional de o1, donde
las particulas tienen valores de a entre 0.01 y 0.001. Utilizando la figura 5-31 como referencia,

se observa que el tiempo de vida de este disco es comparabable, pero menor a uno con a = 0.01.

Figura 5-31: Grafica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de a;. Los ejes estan en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacién de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de aj.
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Densidad maxima con oy

Para el caso con ag, la curva de pmq, se localiza en la region entre las curvas de o = 0.01
y a = 0.001. Al inicio de la simulacién, los valores de la densidad maxima se aproximan a
los que corresponden a un disco con « = 0.01. Posteriormente, el disco forma las primeras
inestabilidades y pmqr aumenta hasta llegar al doble de los valores de a = 0.01. Cuando se
forma la ultima inestabilidad, la curva experimenta otro aumento de sus valores, alcanzando un
80 % de la densidad méxima de un disco con o = 0.001 durante el pico de dicha inestabilidad.
En la dltima fase del disco, alrededor de t = 2.5s, la caida de la densidad se vuelve exponencial

(figura 5-32).

Figura 5-32: Grafica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de as. Los ejes estan en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacién de discos
con a = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q. de as.

Densidad maxima con aj

El comportamiento de la curva de pnq, para la simulaciéon con ag es similar al caso anterior.
Aunque el limite inferior para la forma funcional de ag es 0.0002, la curva de ppq nunca es
mayor a la del disco con o« = 0.001. Sin embargo, los valores de ppq. se aproximan a los del
disco con a = 0.001 en un 99 %. Se presenta una caida exponencial en el mismo tiempo que

para la simulacién anterior (2.5s).
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Figura 5-33: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de agz. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de as.

5.2.2. Pruebas con dependencia de la densidad

Debido a la distribucién de la densidad de las particulas en el disco, la curva de py,q, tiene
una caida exponencial para las simulaciones con a(p). Ignorando variaciones por ruido numérico,
la curva para los tres casos es idéntica (figuras 5-34, 5-35 y 5-36). Los valores de py,q. se situan
entre los que corresponden a los discos con a = 0.06 y @ = 0.01. Debido a la abrupta caida de
la densidad méaxima, en t = 0.13s los valores se vuelven menores a los del disco con a = 0.06.
Estos son los unicos casos donde el disco se dispersa a un ritmo superior en comparacién al
disco de control con el menor tiempo de vida. Asimismo, la falta de variabilidad en las curvas
indica que el cambio en el limite inferior para las formas funcionales no afecta la dispersion del

disco.

5.2.3. Pruebas con dependencia de dos variables
Densidad maxima con ay

La curva correspondiente a «7 se aproxima a la del disco con o = 0.01 con una diferencia
menor al 7% durante los primeros 0.096s de la simulacién, tiempo en el que se forma la ultima
inestabilidad. Como dicha acumulaciéon de material se aumenta el valor de la densidad maxima,

la caida de la curva de la figura 5-37 se detiene y la densidad méxima aumenta. A partir de
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Figura 5-34: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de ay4. Los ejes estdn en escala

logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,q, de ay.
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Figura 5-35: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de as. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de as.
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Figura 5-36: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de ag. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de ag.

0.24s, la densidad méaxima presenta una caida exponencial abrupta. Esta caida corresponde a
la dispersién de la ultma estabilidad y tiene una escala de tiempo comparable a la de un disco

con a = 0.01 (figura 5-37).

Densidad méaxima con ag

En la primera etapa del disco con ag, cuando los valores de p,q; son menores que los del
disco con v = 0.01, no se han formado las inestabilidades. Cuando la densidad maxima de ag se
incrementa, comienzan a definirse los anillos de densidad superficial que se observan en la figura
5-21 (segunda etapa del disco). La tercera etapa del disco va desde 0.25s a 1.28s y se caracteriza
por que la densidad maxima se mantiene razonablemente estable, consecuencia de la formacién
de la ultima inestabilidad. En la tltima etapa se da la caracteristica caida exponencial (figura

5-38).

Densidad maxima con «q

La primera etapa del disco con ag tiene valores de p,,q, cercanos a la curva de a = 0.001
y una dispersion similar a la del disco con o = 0.01. El minimo local en 0.06s coincide con

el inicio de la formacién de las primeras inestabilidades. A partir de alli, p;nqe Se incrementa
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Figura 5-37: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de ay. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de arz.

hasta alcanzar un valor de 95 % relativo al de la curva de o = 0.001. La segunda etapa inicia
en 0.09s y se caracteriza por mantener una diferencia relativa maxima de 14 % respecto a curva
de a = 0.001. Esta etapa termina en 1.27s y coincide con el inicio de la formacién de la tltima
inestabilidad hasta el momento en que el ésta comienza a perder la forma de meseta que la
caracteriza (figura 5-26b). Antes de que comience a decaer exponencialmente, se presentan una

serie de picos en la densidad méaxima (figura 5-39).

Densidad maxima con aqg

En general, el comportamiento de la curva de p;,q: para ajg es el més similar a la curva
de densidad méaxima que corresponde a o« = 0.01. El minimo local en 0.06s coincide con el
inicio de la formacion de las primeras inestabilidades. En este caso no parece haber alguna
otra relacién entre las inestabilidades del disco y el comportamiento de la curva en la figura
5-40. Cabe recordar que aunque la forma funcional de ag y a9 son cualitativamente similares
(figura 4-11) las curvas de densidad méxima, son completamente diferentes entre si. Mientras
que la curva de la densidad maxima del disco con ag se mantiene cerca de la curva asociada a

a = 0.001, la de ajg se mantiene alrededor de la curva correspondiente a o = 0.01.

128



1 s

Figura 5-38: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de ag. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulaciéon de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de as.
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Figura 5-39: Gréfica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de ag. Los ejes estdn en escala
logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de ag.
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Figura 5-40: Grafica de densidad méxima en el tiempo para la prueba de «qp. Los ejes estdn en escala

logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de p,,q, para las simulacion de discos
con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. La linea azul es la curva de p,,q, de aqg.
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5.3. Acrecion

En esta seccién se muestra la tasa de acrecién para cada simulacion. Para hacer el célculo se
implementaron los dos métodos descritos en la seccion 4.2.2. Para el primer método se utilizaron
un limite de 25 particulas acretadas por binning. Para el segundo método se implementaron
cuatro binnings (intervalos de tiempo): At = 0.002, 0.004, 0.006 y 0.008s. El nimero tipico de
particulas en cada bin es de 9 — 11, 18 — 20, 26 — 27 y 27, respectivamente. Estos valores no
cambian mucho entre las simulaciones, aun si las curvas de M varfan considerablemente.

Se muestran tres figuras por simulacién. La primera muestra las tasas de acrecién calculadas
con el primer método. Como referencia se muestran las tasas de acrecién de los discos con «
constante. En la segunda figura se compara la acrecién calculada por el segundo método con el
primero. La tercera figura indica las frecuencias dominantes encontradas en la senal. Este tercer
grupo de grafica permite determinar si el disco que se esta modelando tiene un comportamiento
cuasiperiodico, lo que implicaria que podria existir una componente hidrodinamica que ocasione

la periodicidad de estos sistemas.

5.3.1. Pruebas con dependencia de la energia interna
Acrecion de disco con oy

El disco con «; comienza a ser acretado en ¢t = 0.136s. Desde que comienza hasta 1.33s,
la tasa de acrecién se mantiene en 102°g/s. El pico de la acrecién se da alrededor de 0.5s y la
intensidad coincide con el maximo del disco con o = 0.01 (figura 5-41).

Para esta simulacién el calculo con ambos métodos no difiere mucho durante los primeros
1.2s. Sin embargo, el primer método tiene una mayor cantidad de ruido numérico. A partir

02%g/s y la cantidad de ruido del segundo

de ese momento, la tasa de acrecién decrece hasta 1
método domina a la senial. Como consecuencia del aumento del binning, el ruido también se
incrementa. Por otro lado, el momento en que se incrementa el ruido se recorre a la derecha
conforme se aumenta el binning (figura 5-42).

Al hacer un analisis de la senal de cada binning del segundo método mediante un periodi-

grama (figura 5-43), se obtienen las frecuencias 3.2, 6, 9.4 y 11.6Hz para los binnings At = 0.002
y 0.004s. Para At = 0.006s los valores son 3.19, 5.99, 9.39 y 11.59Hz.

131



1021

A g/ 8]
S

10

107" 10°
ts]

Figura 5-41: Gréfica de la tasa de acrecién del disco con a; utilizando el primer método. Los ejes estdn
en escala logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de M para las simulacién
de discos con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074, 0.43 y 4.33s. La

linea azul es la curva de M de «;.
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Figura 5-42: Comparacion entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con a;. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-43: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con a;. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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Acrecion de disco con as

El disco con ao comienza a ser acretado en ¢ = 0.14s. Aumenta de forma exponencial hasta
llegar al maximo en 0.19s y a partir de ese momento empieza a decrecer con amortiguamiento.

Al llegar a 4.65s, la tasa de acrecién cae abruptamente (5-44).

Figura 5-44: Grafica de la tasa de acrecién del disco con as utilizando el primer método. Los ejes estén
en escala logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de M para las simulacién
de discos con o = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074, 0.43 y 4.33s. La
linea azul es la curva de M de .

El ruido numérico aumenta considerablemente cuando la tasa de acreciéon desciende a
102%g/s. Para los intervalos mayores en el segundo metodo, el ruido numérico disminuye consi-
derablemente, pero el pico de la tasa de acrecién se recorre a la derecha (figura 5-45).

A pesar de la caida con amortiguamiento, el andlisis de la senal no muestra frecuencias
dominantes tan definidas como en el caso anterior (figura 5-46). Para el binning de tamano
0.006s, las frecuencias dominantes son 0.79, 2.99 y 6.59Hz; para el resto de los binnings, las

frecuencias son 0.8, 3 y 6.6Hz.
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Figura 5-45: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con as. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo
mediante el segundo método.
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Figura 5-46: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con as. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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Acrecion de disco con ag

El disco con a3 comienza a ser acretado en ¢t = 0.139s. Al igual que el caso anterior, se alcanza
el maximo en 0.19s y después decae con amortiguamiento. Sin embargo, tiene un maximo local
que llega a un 50 % del maximo global y el amortiguamiento se vuelve despreciable y reinicia

1.5s. También se da una caida abrupta en 4.65s (figura 5-47).

M [g/s]
S

Figura 5-47: Grafica de la tasa de acrecién del disco con a3 utilizando el primer método. Los ejes estén
en escala logaritmica. Las lineas verde, roja y cian corresponden a las curvas de M para las simulaciones
de discos con a = 0.06,0.01,0.001, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074, 0.43 y 4.33s. La
linea azul es la curva de M de as.

Al igual que el disco con g, el ruido numérico del segundo método crece abruptamente

cuando la tasa de acrecién desciende a 10?°g/s. Asimismo, el ruido disminuye para mayores
valores de binning. En las grificas de la figura 5-48 se observa como se recorre la curva del
segundo método al inicio de la acrecién. Los periodigramas tienen no muestran frecuencias

definidas (figura 5-49).
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Figura 5-48: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con as. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-49: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con as. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.

139



5.3.2. Pruebas con dependencia de la densidad

Como la tasa de acrecion de los discos con formas funcionales dependientes de la densidad
son idénticas, solo se muestran las graficas referentes al disco con ay. En la figura 5-50 se observa
que la acrecién de material en esta simulacién empieza antes que en el disco con a = 0.06. El
maximo de la acrecién coincide en ambos casos, y las curvas tienen valores muy cercanos hasta
t = 0.17s, momento en que la tasa de acrecién del disco con ay crece en un 30 %. Luego, la tasa

de acrecién desciende a un valor de 10%'g/s y comienza una caida exponencial.
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Figura 5-50: Gréfica de la tasa de acrecién del disco con a4 utilizando el primer método. Los ejes estdn
en escala logaritmica. Las lineas verde y roja corresponden a las curvas de M para las simulacién de
discos con o = 0.06 y 0.01, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074 y 0.43s. La linea azul es la
curva de M de Qy.

El ruido numérico de ambos métodos para la tasa de acrecién del disco es menor a la de los
casos anteriores. Sin embargo, para tiempos iniciales ambas curvas se separan mas que en los
discos anteriores (figura 5-51). Para el binning de tamano 0.006s, las frecuencias dominantes
son 13.97, 20.25 y 28.94Hz; para el resto de los binnings, las frecuencias son 14, 21 y 29Hz
(figura 5-52).
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Figura 5-51: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con ay. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-52: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con ay. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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5.3.3. Pruebas con dependencia de dos variables

Acrecion de disco con a7

La acreciéon de a7 se mantiene aproximadamente constante en 10%'g/s desde 0.13s hasta
1.55s. Existe un minimo local en 0.35s, donde la tasa de acrecién cae a un 50 % del valor

maximo. A partir de 1.48s se presenta un decaimiento exponencial de la curva (figura 5-53).

10"

Figura 5-53: Grafica de la tasa de acrecién del disco con a7 utilizando el primer método. Los ejes estéan
en escala logaritmica. Las lineas verde y roja corresponden a las curvas de M para las simulacién de
discos con o = 0.06 y 0.01, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074 y 0.43s. La linea azul es la
curva de M de .

El ruido del segundo método opaca la sefial durante el decaimiento, debajo de 10*°g/s. Para
los binnings de 0.006 y 0.008s, el ruido del segundo método es menor que el del primero hasta
que la simulacién alcanza los 8 x 10'%g/s. Para el binning de tamafio 0.006s, las frecuencias
dominantes son 2.49 y 8.74Hz; para el resto de los binnings, las frecuencias son 2.5 y 8.75Hz

(figura 5-55).
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Figura 5-54: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con ar7. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-55: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con a7. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.

145



Acrecion de disco con ag

La tasa de acrecion del disco con ag, presenta un méaximo local 0.2s y el global en 0.24s.
Entre el maximo local y ¢ = 0.36s la acrecién disminuye un 30 %. Después de ese tiempo la
curva decae mas rapido hasta alcanza un minimo local 0.78s. A partir de ello la acrecién vuelve

a incrementarse hasta alcanzar otro méximo en ¢ = 1.98s (figura 5-53).
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Figura 5-56: Grafica de la tasa de acrecién del disco con ag utilizando el primer método. Los ejes estén
en escala logaritmica. Las lineas verde y roja corresponden a las curvas de M para las simulacién de
discos con o = 0.06 y 0.01, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074 y 0.43s. La linea azul es la
curva de M de as.

Los métodos de calculo de acrecién no convergen al mismo valor para el minimo local. El
primer método alcanza una valor 42 % menor que el del segundo método. Ademés, el méximo
local ocurre 0.6s antes en el primer método que en el segundo (figura 5-57). Para el binning de
tamano 0.006s, las frecuencias dominantes son 0.74, 1.74 y 2.49Hz; para el resto de los binnings,

las frecuencias son 0.75, 1.75 y 2.5Hz (figura 5-58).
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Figura 5-57: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con ag. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-58: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con ag. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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Acrecion de disco con ag

La primera parte de la curva es similar a la del caso anterior. Sin embargo, lo mas notable de
la tasa de acrecion del disco con ag es que el maximo global, alrededor de 0.64s, se da después
del minimo local a la mitad de la curva de la tasa de acrecion. En el intervalo en que la acrecién
pasa del minimo al maximo global, alrededor de 0.08s, la acrecién aumenta mas de 15 veces.

Después del maximo, la tasa de acrecién decae como en el disco con o = 0.01.

10°

Figura 5-59: Gréfica de la tasa de acrecién del disco con ag utilizando el primer método. Los ejes estdn
en escala logaritmica. Las lineas verde y roja corresponden a las curvas de M para las simulacion de
discos con a = 0.06 y 0.01, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074 y 0.43s. La linea azul es la

curva de M de ag.

La diferencia entre los métodos de calculo de acrecién se ven durante el valle entre los
méaximos de la curva. En esta simulacién se observa como disminye el ruido conforme se aumenta
el binning. Ademads, el tamano de binning no afecta el desfase entre ambas curvas. Para el
binning de tamano 0.006s, las primeras seis frecuencias dominantes son 2, 4.25, 6.25, 8, 10.25 y

12.5Hz; para el resto de los binnings, las frecuencias son 1.99, 4.24, 6.24, 7.99, 6.24 y 12.49Hz

(figura 5-61).
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Figura 5-60: Comparacién entre los dos métodos del cdlculo de acrecién para el disco con ag. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-61: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con ag. Cada gréfica
tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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Acrecion de disco con aj

La curva de esta simulacion tiene un comportamiento similar a la del disco anterior. A
excepcion de los valores iniciales de la acrecion y la caida exponencial al final de la simulacién,
los valores de la tasa de acrecién son del orden de 102!g/s. Lo mas notable de la tasa de acrecién
del disco con ayg es que el maximo global, alrededor de 0.57s, se da después del minimo local a
la mitad de la curva de la tasa de acrecion. En el intervalo en que la acrecién pasa del minimo
al maximo global, alrededor de 0.08s, la acrecion aumenta 10 veces. Después del maximo, la

tasa de acrecion decae como en el disco con o« = 0.01.
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Figura 5-62: Grafica de la tasa de acrecion del disco con aqg utilizando el primer método. Los ejes estdn
en escala logarftmica. Las lineas verde y roja corresponden a las curvas de M para las simulacién de
discos con o = 0.06 y 0.01, respectivamente. Estos comienzan a acretar 0.074 y 0.43s. La linea azul es la
curva de M de aqg.

En esta simulacién se observa como disminye el ruido conforme se aumenta el binning.
Ademas, no se presenta el desfase de la acrecién entre los méximos como en la figura 5-61.
Para el binning de tamano 0.006s, las primeras seis frecuencias dominantes son 2.49, 5.24, 7.29,
10.74, 12.99 y 16.24Hz; para el resto de los binnings, las frecuencias son 2.5, 5.25, 8, 10.75, 13
y 16.5Hz (figura 5-61).
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Figura 5-63: Comparacién entre los dos métodos del célculo de acrecién para el disco con aig. Cada
grafica tiene ambos métodos, variando el binning del segundo. La linea roja es la curva de M calculada
con el primer método, mientras que cada gréafica contiene una curva azul que representa el calculo

mediante el segundo método.
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Figura 5-64: Periodigramas de la tasa de acrecién del segundo método para el disco con ayg. Cada
grafica tiene el andlisis de la curva de cada binning.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

The road and the tale have both been long, would you not say so?
The trip has been long and the cost has been high...

but no great thing was ever attained easily.

A long tale, like a tall Tower, must be built a stone at a time..

— STEPHEN KING. The Dark Tower VII: The Dark Tower (2004)

De las diez formas funcionales de «, nueve generaron inestabilidades en el disco. En general,
la dindmica de estos sistemas puede representarse como un anillo inicial de masa, el cual se
separa en dos. Cada uno se desplaza alrededor de 0.3R, en la direccién radial opuesta al otro.
Eventualmente los anillos alcanzan una separacién maxima. Algunas de las inestabilidades se
mantuvieron en este estado mds de 10t, = 0.005s, donde 4 es el tiempo dinamico del disco
relajado (ecuacion 4-16). Posteriormente, estos anillos de material colapsaron cerca del lugar de
origen del anillo inicial de material, formando otra inestabilidad. Finalmente, este ltimo anillo
se dispersa de forma similar a un disco con « constante. Se disené un sistema para catalogar
las inestabilidades en base a la cantidad de material que se acumulaba en cada regién. Por
definicion, las inestabilidades de tipo I son las méas debiles, y es probable que un andlisis mas
exhaustivo podria encontrar que muchas de ellas son efectos del ruido numérico, en vez de efectos
causados por la forma funcional de la eficiencia del transporte de momento angular. Un ejemplo
es la unica inestabilidad encontrada en ag, la cual tiene un duracién menor a cinco tiempos
dinamicos y tiene una influencia minima en la curva de densidad superficial. Las inestabilidades
de tipo II son mas intensas y el movimiento de los anillos es evidente, asi como el aumento

de densidad respecto a las regiones adyacentes. Estas inestabildades fueron las mas comunes
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dentro de las simulaciones. Las inestabilidades de tipo III fueron las mds interesantes, ya que
éstas son las que afectan més a la dindmica del disco. Se presentaron en los discos (ag, a3 y ay)
cuya forma funcional hacia que el 80 % de las particulas tuvieran ap = 0.001. En las curvas de
densidad superficial, los puntos de inflexiéon y los minimos locales definen la formacién de las

primeras y consecuentes estabilidades, respectivamente.

La densidad méaxima del disco fue un parametro 1til para determinar el tiempo de vida
de las inestabilidades. Algunas de las curvas coincidieron con lo que se esperaba por la forma
funcional de los discos: los discos con a1, ao y a3 tenian caracteristicas combinadas de las curvas
de densidad maxima con « constante. El caso de ag es especial, ya que su forma funcional
estabiliz6 la densidad maxima en 10'®g/s por poco més de un segundo. Esto debido a que al
disminuir py,q., consecuencia de la dispersién del material, el cociente de p/ppq, aumenta para
cada particula y o disminuye, lo detiene la dispersiéon y mantiene fija la distribucién espacial
de las particulas. Dado que este es el parametro para calcular la densidad de cada particula,
entonces ppqe Se estabiliza en un valor dado. Aunque las curvas de los discos con as y as se
caracterizan por aproximarse a la curva de o = 0.001, la de a7 no cumple esto, por lo que
no es un parametro para identificar inestabilidades de tipo III usando la densidad de volumen

maxima.

Hubo una gran variabilidad en el comportamiento de las tasas de acrecién. En el caso de
a(Uy) la acrecién del material tuvo un comportamiento con caracteristicas de las curvas de M de
los discos con « constante. Las caidas en los casos con as y ag mostraban un amortiguamiento de
la senal, pero en los periodigramas correspondientes no se observaron frecuencias que dominaran
a la senal. Por otro lado a1, que no tenia el amortiguamiento si presenta tres frecuencias bien
definidas. Esto puede significar dos cosas, que el amortiguamiento no tiene una frecuencia
asociada o que se requiere de un analisis mas riguroso para encontrar una periodicidad. Las
curvas de M de los discos con a(pp) mostrd picos inesperados, todos en ¢ &~ 0.15s, y un maximo
global superior al de o = 0.06. Los casos de los discos con ar-ajg muestran curvas de M con
dos picos de intensidad similar, separadas por ~ 0.5 — 1.5s. Suponiendo que la acrecién genere
fotones de altas energias (rayos X), y un porcentaje de ellos no sea absorbido en la atmésfera,
e ignorando efectos de campos magnéticos, la senal recibida tendria una luminosidad cuya

curva seria similar a la de M. De ser asi, se podria inferir el comportamiento del transporte de
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momento angular y la viscosidad turbulenta a partir de las curvas de luminosidad; los discos
con ay(pp, Up) son ejemplos de esto. Las curvas de M para los discos con ag y oy muestran
dos picos de intensidad similar en un intervalo de 0.35s. Es posible que en un escenario donde
el disco sea alimentado de material por una fuente externa, como una estrella companera,
pudiera darse una periodicidad comparable a la detectada en los Q PO. Ademas, la mayoria de
las frecuencias dominantes encontradas en los periodigramas corresponden a valores de QPO
de baja frecuencia, entre 1 y 10Hz (Belloni et al. [2002]). Esto sugiere que la variabilidad de
la luminosidad podria ser modelada, considerando tambien los efectos de campos magnéticos,

mediante el comportamiento del transporte de momento angular en el disco.
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