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Prefacio

En el Modelo Estandar de Particulas Elementales, la Cromodinamica Cuantica
(QCD por sus siglas en inglés) describe la interaccién fuerte entre particulas que
llevan una carga de color. Los constituyentes basicos de la teoria son quarks y
gluones. Con estos grados de libertad fundamentales, particulas compuestas de
color neutro son formadas. En un panorama simple del modelo de quarks, estas
particulas son mesones, que son estados ligados de un quark y un antiquark, y
bariones, constituidos por tres quarks, uno de cada color. Las llamadas particulas
exdticas, fuera de esta clasificacién, como pueden ser los glueballs (su nombre
en inglés), estados ligados formados “nicamente por gluones, hibridos (quarks y
gluones) y estados multiquark, también pueden arreglarse en estados incoloros,
y son predichas como estados ligados en modelos basados en QCD. El estado
multiquark con la forma més simple (¢ — ¢ — ¢ — ¢), llamado Tetraquark, se ha
estudiado tanto tedrica como experimentalmente, para encontrar claras muestras
de su existencia.

En esta tesis se estudia la formacién de un estado Tetraquark considerando un sis-
tema de 2 quarks idénticos, y de dos antiquarks también idénticos, pero de sabor
variable. Este sistema es analizado utilizando un modelo basado en QCD (String-
Flip), en el cual se introduce un potencial de muchos cuerpos de tipo lineal para
simular la interaccién fuerte y ser capaz de confinar a los quarks en singletes de
color; en este caso, pueden ser dos mesones o un tetraquark. Mediante una simula-
cién Monte Carlo y una aproximacion variacional, el sistema es hecho evolucionar
tridimensionalmente, forzando que las particulas se aproximen entre si, y donde
se incluyen correlaciones cuanticas entre particulas idénticas, incluyendo el Prin-
cipio de exclusion de Pauli. En condiciones donde la distancia entre particulas es
potencialmente grande, el sistema describe propiedades de dos mesones aislados.
De manera opuesta, a distancias muy cortas, éste describe un gas de particulas
fermidnicas libres. Mediante esta simulacién, se busca calcular observables tales
como la energia total, radio cuadrado promedio, funciones de correlacion y re-
combinacion de particulas, que puedan resultar sensibles a la presencia del estado
tetraquark en el sistema, y de esta forma, poder caracterizarlo. Esperamos que con
los ingredientes incluidos en el modelo, las propiedades relevantes de la fisica de
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la interaccién fuerte hayan sido consideradas, dando solidez a nuestros resultados.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan los elementos de la teoria del Modelo Estandar de
las Particulas Elementales, haciendo énfasis en la interaccion fuerte, y se plantea
la motivacion y el objetivo de este trabajo.

1.1. Materia subatémica e interacciones funda-
mentales

La materia subatémica [1, 2] esta compuesta por fermiones de espin 1/2, de los
cuales cada uno tiene una correspondiente antiparticula con carga eléctrica opues-
ta. Estos fermiones estan organizados en tres generaciones: aquellos que pertene-
cen a la misma generacién tienen propiedades similares, y la masa se incrementa
de una generacién a la siguiente; con la posible excepcién de los neutrinos. Cada
una de estas generaciones contiene dos leptones (cuadro 1.1) y dos quarks (cuadro
1.2), dando un total de doce constituyentes fundamentales de la materia. La jerar-
quia de masas provoca que las particulas decaigan a generaciones mas bajas, de
ser posible, lo que explica por qué la materia ordinaria (dtomos) esté compuesta
de particulas de primera generacion. Los electrones rodean el niicleo atémico com-
puesto de protones y neutrones, y éstos tltimos compuestos por quarks de primera
generacién. Los neutrinos v, , , de todas las generaciones raramente interactian
con la materia normal.

Los quarks y leptones interactian por el intercambio de bosones de espin 1, o
también llamados bosones de norma, que son los responsables de las fuerzas elec-
tromagnética, débil y fuerte. La fuerza electromagnética se ha conocido por mucho
tiempo, y las otras dos fuerzas, “débil” y “fuerte” son llamadas asi por su fuerza
relativa con respecto a la fuerza electromagnética a bajas energias. La interaccion
gravitacional entre particulas elementales es tan pequena en comparacién con
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Generacion | Leptones Masa Carga Eléctrica Vida Media
I Ve, €~ m,, < 2eV 0, -1 v, estable
me ~ 0.51 MeV T. > 4.6 x10% anos
IT Vs o= | my, < 0.19 MeV 0, -1 v, estable
m,, ~ 105.6 MeV 7, > 2197 x10% s
111 Vry T m,_ < 18.2 MeV 0, -1 v, estable
m, ~ 1.777 GeV 7. > 290.6 x10~% s

Cuadro 1.1: Caracteristicas de Leptones: masa, carga eléctrica y vida media. [3]

Generacion | Tipo de quark | Carga eléctrica Masa
(sabor)
I (u,d) (2/3, —1/3) ~ (2.3 MeV, 4.8 MeV)
IT (c,s) (2/3, —=1/3) | (1.27 GeV , 0.095 GeV)
11 (t,0) (2/3, —1/3) (173.2 GeV, 4.1 GeV)

Cuadro 1.2: Caracteristicas de Quarks: carga eléctrica y masa. [3]

las otras, que puede ser descartada en el modelo. Estas fuerzas tienen diferente
magnitud, caracterizadas por una constante de acoplamiento.

Interaccién electromagnética

La fuerza electromagética afecta a todas las particulas con carga eléctrica. Es
mediada por fotones y tiene un rango infinito. La naturaleza de largo alcance
de la interaccién tiene que ver con el hecho de que los fotones tienen una masa
igual a cero. Incluye a todas las particulas con carga eléctrica, es decir, todos los
fermiones con excepcion de los neutrinos, y los bosones de norma cargados de la
interaccién débil. La magnitud de la interaccién electromagnética es proporcional
aq 1—%)7

Interaccién débil

La fuerza débil es mediada por los bosones de norma Z° y W, cuya interaccién
fundamental de estos tltimos cambia el sabor de los quarks, y tiene un rango finito,
menos de 10716 m, puesto que los bosones W y Z son masivos, aproximadamente
90 veces mas que el proton. Esta es la tnica interaccién que tienen los neutrinos.
La teoria de Fermi original utilizada para el decaimiento beta utiliza una constante
de acoplamiento dimensional G (constante de Fermi) con un valor alrededor de

10~°. Esta constante estd relacionada con una m4s fundamental adimensional gy,
donde se toma en cuenta la masa de los bosones W, Gr = f , cuyo valor es de

alrededor de gy ~ 0.6, comparable con aquella de la mteraccnon electromagnética.
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Interacciones Magnitud relativa | Leptones v;,l; | Quarks u;, d;
Fuerte 1 X ,X v
Electromagnética 1072 XV v
Débil 10-° ./ v
Gravitacional 10740 a4 v

Cuadro 1.3: Interacciones fundamentales. Se muestra en qué tipo de interacciones
participan las particulas elementales.

Interaccion fuerte

La interaccién fuerte es mediada por gluones y actia sélo en quarks, debido a
que llevan asociada una de tres cargas de color: blue (b), green (g) o red (r)
(azul, verde y rojo, respectivamente). Ademads de esto, los quarks llevan una car-
ga eléctrica fraccionaria de 2/3 6 1/3 y vienen en seis sabores o tipos distintos
(figura 1.2): u (up), d (down), ¢ (charm), s (strange), b (bottom) y t (top). Estos
sabores se organizan en generaciones bajo interacciones débiles. Las antiparticu-
las correspondientes, los antiquarks, llevan una correspondiente carga anticolor,
y los denotaremos con la notacion ¢. Los quarks tienen un papel similar en la
espectroscopia de hadrones de la misma forma que los neutrones y protones en la
espectroscopia nuclear y lo electrones y ntcleos en la atémica [5]. En el cuadro
1.3 se muestran las interacciones en las cuales participan las particulas.

La primera generacion de quarks u y d tienen masas similares por la cual se les
asigna una simetria de Isospin, y conforman un isodoblete, i. e., tienen asignado
un isospin I = 1/2 y I3 = £1/2. La segunda y tercera generacién de quarks
tienen asignados los siguientes nimeros cuanticos: quark s (S = —1), quark ¢
(C =+1), quark b (B = —1), quark t (T = +1). Estas generaciones contienen a
los hadrones extranos, hadrones charm, y hadrones B creados en un laboratorio
de altas energias. donde colisionan hadrones de primera generacién. Estos siempre
son creados en pares, de tal forma que el estado final tiene S = 0,C =0,B =0
y T = 0 ; estos niimeros cuanticos son conservados en la interaccién fuerte y
electromagnética [4].

La simetria de color de la teoria nos dice que hay 8 tipos de gluones, con masa cero
y eléctricamente neutros, como el fotén. Entonces, por analogia, la interaccién
fuerte entre quarks deberia ser de largo alcance, sin embargo, se observa que
los quarks se encuentran confinados en lo que se conoce como hadrones, y la
interaccién fuerte residual entre estos estados ligados de los quarks, es de corto
alcance.
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La interaccion fuerte tiene dos carateristicas peculiares, que lo diferencian de las
demas fuerzas. Primero, los gluones llevan carga de color, y por tanto pueden
interactuar no sélo con los quarks sino también entre ellos. En segundo lugar, la
evolucién con la energfa de la constante de acoplamiento de la teorfa, a,(Q?) (Q
como momento transferido) muestra que es més débil a altas energias, cuando
normalmente es de o, ~ 1 con un rango de ~ 107°m. Estas dos propiedades tie-
nen una consecuencia importante, los quarks no se observan de forma aislada sino
en hadrones, como se menciond antes, y a este efecto se le llama confinamiento
de color. Usando esta terminologia, la teoria senala que todas las particulas en la
naturaleza son incoloras. Eso significa que, ya sea que los tres colores (anticolores)
se encuentran en la misma cantidad, o que la cantidad total de cada color es cero
(ej. red-antired). Las combinaciones incoloras tipicas son quark-antiquark con la
misma carga de color (anticolor) (¢,q,; ¢4qy; ¢sG») lamados mesones, y combina-
ciones de 3 quarks (antiquarks) con distinta carga de color ¢,q,q,(G-G,q) llamados
bariones. Algunos ejemplos de hadrones en la naturaleza son el protén p (uud),
constituyente del nticleo atémico, y el pién 7+ (ud), una particula que se puede
detectar en rayos cosmicos.

De forma general, las tinicas combinaciones ¢"¢" permitidas por el confinamiento
de color son de la forma:

(3¢)" (¢@)"; (p,n >0)

y su correspondiente en antiparticulas. Combinaciones inusuales como qqqq y
qqqqq pueden ser mesones y bariones denominados exdéticos, respectivamente. En
este trabajo estamos interesados en un estado de la forma (qqqq).

1.1.1. Modelo Estandar

El Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas elementales describe
a las particulas tal como se menciond en parrafos anteriores, combinando dos
teorias, la relatividad y la mecénica cuantica. Todas las particulas son interpre-
tadas como excitaciones de campos cuanticos relativistas, y su comportamiento
es descrito por el Lagrangiano del ME, que es una funciéon de estos campos. Las
particulas bosénicas (espin entero) son las responsables de transmitir las fuerzas
fundamentales de la naturaleza, y las fermiénicas (espin semi entero) son los cons-
tituyentes de la materia. Estas particulas llevan estos nombres debido a que los
primeros cumplen con la estadistica de Bose-Einstein, y los segundos con la de
Fermi-Dirac.
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Estas interacciones fundamentales pueden ser vistas como manifestaciones de la
invariancia bajo la simetria de norma local correspondiente: U(1) para la inter-
accion electromagnética, SU(2) para la débil y SU(3) para la fuerte. Las inter-
acciones electromagnética y débil son englobadas en la teoria electrodébil en un
grupo local SUL(2) x U(1) donde el subindice L en el grupo de isospin SU(2) indi-
ca que se trata con fermiones quirales, o que los fermiones izquierdos son dobletes
bajo SU(2); mientras que los derechos se toman singletes. Entonces en resumen,
el Modelo Estandar incluye los grupos de simetria

SUc(?)) X SUL(Q) X U(l)

Un ultimo bosén en la teoria es el bosén de Higgs, una particula de espin cero y
no cargado, con una masa alrededor de 125 GeV, descubierto en Julio de 2012. De
acuerdo al ME las masas de las particulas son generadas por un campo dindmico
resultante de las fluctuaciones cuanticas entorno al valor de expectacién del vacio
en un rompimiento espontdneo de simetria electrodébil SU(2) x U(1), lo que
resulta en la existencia del bosén de Higgs.

En la siguientes secciones se explicaran mas cosas sobre la interaccién fuerte, que
dara la base a modelos fenomenoldgicos y asi tener las bases para la realizacién
del trabajo.

1.2. Interaccion Fuerte

Es més comin hablar de la interaccién fuerte en la fisica nuclear, donde las
interacciones de protones y neutrones son estudiadas a energias relativamente ba-
jas (decenas de MeV). Adn asi, en 1947 se descubrieron nuevos tipos de hadrones
en rayos cosmicos, que no estaban presentes en la materia ordinaria. Para crear
estas particulas se requeria de energias altas, y con el tiempo, al tener una tec-
nologia mas avanzada en aceleradores de particulas, y por lo tanto mayor energia
en las colisiones, se fueron descubriendo un niimero mayor de hadrones. Para fi-
nales de la década de los 60’s se descubrieron tantos hadrones que fue necesario
un esquema tedrico para interpretar esta multitud de estados; el resultado fue
el Modelo de Quarks. En 1964, Gell-Mann [6] e independientemente Zweig [7] ,
propusieron que todos los hadrones observados, como los nicleos atomicos, no
son fundamentales, y pueden ser interpretados como estados ligados de sélo tres
particulas fundamentales de espin %: los quarks [1].

Si uno considera tres sabores de quarks u,d y s en una simetria de sabor SUg(3),
en este panorama los mesones son estados ligados de quark-antiquark, mientras
que los bariones estan compuestos por tres quarks. Considerando esta simetria de
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sabor, las tablas de Young [8, 9] proveen una aproximacién sencilla para obtener
una descomposicion del producto de representaciones 3 y 3. Para mesones se tiene
que:

33=8d1 (1.1a)

E}@[]z o , (1.1b)

y para bariones

32303=1008®8a 1 (1.2a)

el e[ J=[11 |® o o], (1.2b)

Esto permite clasificar a los hadrones en multipletes, caracterizados bajo su isospin
I e hipercarga Y.

Como se habia mencionado anteriormente, las fuerzas entre los quarks tienen que
ser de largo alcance, puesto que los gluones no tienen masa, lo que no implica
que las fuerzas entre los hadrones tengan que ser de largo alcance, pues no tienen
color; las fuerzas entre éstos son fuerzas residuales que experimentan sus quarks
constituyentes y que se cancelan cuando los hadrones se alejan.

La cromodinamica cuantica (QCD por sus siglas en inglés) es la teoria que describe
la interaccién fuerte en el Modelo Estandar, o sea, la dinamica de los quarks y de
los gluones. QCD es una teorfa de norma no-abeliana con simetria exacta SU¢(3)
de color, lo que implica una independencia del sabor y del color en la interaccién.
Aunque QCD no ha sido probada con la misma precisiéon que la teoria de la
interaccién electromagnética (QED por sus siglas en inglés), atin no ha estado en
contradiccién con ninguin experimento [10].

1.2.1. Lagrangiano de QCD

QCD es parecida a QED, en el sentido en que los vértices fundamentales de
las interacciones son parecidos (tomando el color el papel de la carga eléctrica),
como se muestra en la figura 1.1. Sin embargo, la carga de color de los gluones
permite otro tipo de vértices fundamentales en la teoria, como son la interaccién
unicamente entre gluones .
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QED QcD
v—e +et g—>q+q g—g+gd g+g—>g+c¢

Figura 1.1: Vértices fundamental para QED y QCD. El color de un quark cambia
en un vértice quark gluén, puesto que en el vértice se tiene carga de color neutra.

Representando a los gluones por un potencial vectorial Gz(x) con indice de Lorentz
1w =20,1,2,3, como en electromagnetismo, se tienen que dar condiciones de norma
para G.(z) para tener los grados de libertad necesarios [11]. Partiendo de una
densidad Lagrangiana para un quark (fermién) libre

Lo(x) = 4;(x)(id — mo)q;(2), (1.3)

donde my es una matriz diagonal cuyas entradas son las masas crudas de los
quarks, que se pueden poner m = 0 si son considerados sin masa, y j = 1,2,3
denotan los —’indices de color. Por simplicidad no mostramos este indice. Aunque
los sabores de quarks llevan una masa distinta, éstas son indistintas en la teoria.
Este Lagrangiano es invariante bajo una transformacién global SU(3),

¢ (z) = Uq(),

donde U es una matriz unitaria 3x3 que actta sobre el indice de color , y “global”
se refiere a una independencia en el espacio tiempo. Un matriz SU(3) genérica
requiere 8 pardmetros reales, usualmente escritos de la siguiente forma:

U= exp(iz 0,t%); t*=\Y/2,

donde 6* son pardmetros del grupo, y A%/2 (a = 1, ..., 8) son matrices hermitianas
3x3. Usuamente se utilizan las matrices de Gell-Mann como una representacion
de éstas,
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010 0 —i 0 1 0 0
M=1100], X = i 0 0], XM=[0 -10 |, (14
000 0 0 0 0 0 0
001 00 —i 00 0
M=[0o0o0], =100 0], X=|001], (L5
100 i 0 0 010

00 0 L (100
N=100 —i |, M=—1[01 0 |. (1.6)
0 i 0 V3lo 1 -2

donde los generadores obedecen el algebra de Lie,

(A% NP] = 20N T [Ag, Ao] = 200,

con f constantes reales de estructura de la simetria, y la identidad de Jacobi
asociada con esta algebra,

([t 8] te] + [[ee, ¢, ¢°] + [[¢°.t¢] . t*] = 0. (1.7)
Este grupo es no-Abeliano puesto que no todos los generadores ¢, conmutan entre
si.
Al imponer una simetria local de color (6, = 6,(x)), con dependencia en el espacio,
se encuentra que los quarks no son particulas libres sino que interactiian entre ellos

a través de estos nuevos potenciales, es decir, la simetria de norma genera una
dindmica de las cargas de color.

Se introducen 8 potenciales gluénicos, G, cada uno transformando como

1
G = G = 08" - F0,G e, (1.8)

y su derivada covariante,

D, =0, +1igt.G}, (1.9)

y agregando un término cinético %GWG””, el Lagrangiano libre puede ser modi-
ficado para tener el Lagrangiano invariante de norma de QCD,

1
GG, (1.10)

Este nuevo Lagrangiano tiene una simetria de norma, invariante bajo una rotacién
U(z) en funcién del espacio tiempo en los campos de los quarks. Para tener una
invariancia del término cinético, se tiene que:

Locp = q(il) —m)q — g(q7"taq) G, —
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Figura 1.2: El color de un quark puede cambiar ¢ — j por un gluén de color a,

acoplado por un generador de SU(3) ¢, = \f;/2

GZZ/ = a,MGZ - al/GZ - gfachZGlc,‘ (111)

Este ultimo término es no lineal en términos del potencial de norma. Aqui tenemos
una diferencia con respecto a la electrodinamica cuantica, pues los gluones pueden
tener autointeraccién como se muestra en la figura 1.1.

El término de interacciéon en el Lagrangiano es

a

Lint = —QQjGZ%VMQia (1.12)

donde ¢ es una constante de acoplamiento. Un quark puedo cambiar su color
i — 7, como se muestra en la figura 1.2.

Debido a la libertad asintética, una expansion en serie de QCD en teoria de per-
turbaciones no funciona a baja energia. El pardmetro de expansién, la constante
de acoplamiento, se vuelve demasiado grande y por tanto no se puede confiar en
los resultados. El valor de la constante se aproxima a 1 a una energia de algunos
cientos de MeV, una escala llamadaA gcp ~ 250 MeV. La teoria de perturbacio-
nes se vuelve confiable por encima de esta escala.

En bajas energias es donde se tiene la mayor contribuciéon de masas a los hadrones
[12]. Los quarks usualmente se clasifican en ligeros m,, mqg << Agep y pesados
Me, My, My >> Ngep, v los sistemas compuestos por quarks pesados se consideran
no relativistas. En QCD, las masas de los quarks son llamadas “masas corriente”,
y la masa de los quarks u y d son de alrededor de 5 MeV. En constraste, un
modelo de quarks constituyentes, como el que sera utilizado en esta tesis, la masa
es estimada a partir del valor de la masa medida de los hadrones que constituyen.
Por ejemplo, la diferencia de masas entre el protén (uud) y el neutrén (udd) debe
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de estar relacionada con la diferencia de masas entre el quark u y d. Las masas
de QCD son mucho mas ligeras, puesto que la energia dominante es atribuida a
los gluones.

Las masas constituyentes que generalmente se utilizan para los quarks [5] se mues-
tran en el cuadro 1.4. También se muestra la razén de masas en relacién con la
masa del quark wu.

Sabor de quark | Masa constituyente [MeV] Razén de masa
u 340 My /my, = 1
d 340 ma/m, = 1
s 486 ms/m, = 1.44643
c 1550 me/m, = 4.6131
b 4730 my/m, = 14.0774

Cuadro 1.4: Masas constituyentes de quarks. Se muestra la razéon de masa en
comparacion con el quark wu.

En el trabajo se utilizan masas constituyentes de quarks, pero sélo es de interés
la razén de masas descrita, no el valor numérico como tal.

En las siguientes secciones se presentan algunas de las evidencias de las propieda-
des descritas por el Lagrangiano de QCD, como el color y los gluones.

1.2.2. Evidencia de carga de color

Como ya se menciond anteriormente, cada sabor de quarks tiene asociada una
de las tres cargas posibles de color, entonces, cada quark pertenece a un triplete
de la representacién de color SU(3)¢. Cualquier particula fisica que observemos
debe de ser un singlete de color debido al confinamiento. Utilizando tablas de
Young para realizar una descomposiciéon en representaciones, el calculo es andlogo
al exhibido en las tablas de Young 1.1 y 1.2. Entonces, los bariones (estados ligados
de 3 quarks) pertenecen al singlete, que es totalmente antisimétrico tal como lo
requiere el principio de Pauli, y los mesones (estados ligados quark-antiquark)
pertenecen a uno totalmente simétrico. Se tiene que todos los hadrones conocidos
son singletes de color, por lo que este niimero cuéntico es considerado oculto. Este
es el postulado de confinamiento de color y explica la no existencia de quarks
libres. Mas adelante se discutird cémo también el estado exdtico de tetraquark
puede estar en un singlete de color.

Histéricamente [12], la introduccién de los colores fue motivada por el hecho de
que el Modelo de Quarks no podia explicar la naturaleza peculiar del bariénA *+,
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Figura 1.3: Proceso eTe™ — hadrones

que tiene momento angular total cero J = 3/2. Para cumplir con esta propie-
dad, uno tiene que poner sus tres constituyentes, quarks u con espines alineados.
Esta configuracion no esta permitida en una estadistica de Dirac puesto que los
quarks son fermiones. Esto es resuelto cuando uno incluye otro niimero cuéntico
a los quarks, el de color (con al menos 3 colores), de tal forma queA ™* puede
representarse como:

1
AT T =3/2) = —e* ug T ug T,usy 1), 1.13
| /2) = 25 o 1y us 1y 1) (1.13)
con una funcién de onda antisimétrica con «, 3,7 como indices de color.

Una evidencia directa de que el color viene en tres tipos puede encontrarse en
diferentes experimentos. Un ejemplo clasico es en una colisién electréon positrén
(ete™), en la cual la seccién eficaz total R.+.- en la produccién de hadrones
ete” — hadrones, normalizada a la seccion eficaz ete™ — putu™, tiene que ser
igual al nimero de colores N, multiplicada por la suma de los cuadrados de las
cargas de los quarks involucrados (si estos superan el umbral de energia de pro-
duccién), si uno asume la produccién de pares q¢ (modelo de partones) antes de
la hadronizacién (ver figura 1.3).

o(ete™ — 7, Z% — hadrones) )

Rete = ~Ne Y QL (1.14)
+e— +- i

0'(6 € T HTH ) u,d,s,...

Los datos experimentales concuerdan con el valor de R para tres colores en todos

los casos (N. = 3)[10].De manera similar, la tasa de decaimiento del bosén Z°

también tiene dependencia en N.. Su razén de decaimiento hadrénico es:

_ I'(Z° — hadrones) N, .
RZ: 70 5 ete— ~ Ug—i-ag Z (Ui +ai)7 (115)

u,d,s,...

donde v; y a; son acoplamientos de los vectores y vectores axiales electrodébiles
del par g7 o eTe™ acoplados al Z°. Experimentalmente, uno tiene [13]:
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Ry = 20,77 4 0,08

1.2.3. Evidencia de gluones

Una de las evidencias de la existencia de gluones se puede observar en la dis-
persion e~ p — e~ p, donde se estudia la estructura interna del protén, ademas de
la dispersién e"n — e n en una colisiéon de un electrén con un blanco fijo de deu-
terio [5]. Para esto, la corriente hadrénica se parametriza usando las funciones de
estructura Fy(z) y Fo(x), que estén relacionadas con propiedades electromagnéti-
cas del protén. Estas funciones satisfacen las siguientes relaciones, para proton
(ep) y neutrén (en) respectivamente:

CFP(r) = gul(x) + 5 (z), (1.16)
CF () = (@) + 5el(o), (117)

donde wP(z) y dP(x) son las funciones de probabilidad de que el quark corres-
pondiente se lleve una fracciéon del momento (x). Observamos que se desprecia la
contribucion de quarks s puesto que llevan una fraccién muy pequena del momen-
to del nucleén. Al integrar los datos experimentales en F,7" se tiene la siguiente
informacion:

! 41
/ F3P(x)dr = —€, + —¢4 = 0.18, (1.18)

0 9 9

L. 1 4
FP(x)dx = —e, + —€¢q = 0.12, (1.19)

; 9" 9

donde ¢, es la fracciéon de momento llevada por el quark g.

1 1
euz/ drx(u+ u), GdE/ dz x(d + d).
0 0

Resolviendo para €, y € y tomando que ¢, ~ 1 —¢, —¢€g4, siendo ¢, un elemento
ajeno a los quarks u y d se tiene que:

€, = 0.36; €4 =0.18; ¢, = 0.46.

Entonces, ¢, se lleva cerca de 50 % del momento del protén, lo cual se identifica
como los gluones (g).
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1.3. Modelos potenciales: Potencial de Cornell

Ya se ha mencionado antes que las interacciones entre quarks van del inter-
cambio de uno a muchos gluones y autointeracciones del gluén, siendo responsable
esto ultimo del confinamiento de quarks, que a bajas energias, permanecen con-
finados en hadrones, pero a altas energias y momentos se comportan casi como
particulas libres. Es necesario el uso de técnicas altamente sofisticadas para es-
tudiar esta parte de la teoria, y los cdlculos en Lattice [14] se han establecido
como una herramienta de confianza a la hora de hacer calculos no perturbativos
en QCD. Uno de los resultados obtenidos mediante esta técnica es la forma cua-
litativa para el potencial de confinamiento de los quarks pesados, tomando como
modelo una interaccion estatica quark-antiquark, que consiste en un potencial con
un término tipo Coulomb (inverso a la distancia) méds un término lineal (figura
1.4): Potencial de Cornell [15]:

a(r)

Voo ~ Cr +or, (1.20)

donde CF es un factor de color dado por

N2 1
Op — ¢~
F 2N,

y o es llamada tension de la cuerda en QCD. El término lineal da lugar a que la
separacion del par QQ es energéticamente imposible. Conociendo la forma del po-
tencial, es posible resolver el problema mecanico cuantico para obtener el espectro
de masa y las funciones de onda para la interaccién entre quarks. Algunas ideas
cualitativas de la naturaleza del confinamiento llevan a una imagen de los quarks
[18, 19, 20] en la cual éstos son ligados por cuerdas o tubos de flujo cromoeléctri-
cos. Existen mds modelos potenciales [21] para estados ligados quark-antiquark,
como pueden ser el potencial de Martin [22], potencial de Richardson [23], po-
tencial logaritmico [24], por citar algunos. La condicién bésica seguida en estos
potenciales es la independencia de sabor y la existencia de un confinamiento lineal.

=4/3 (N, = 3 para SU(3)¢),

De todos los modelos potenciales con 6rdenes de potencia en r, se piensa que el
potencial fenomenolégico de Cornell es el mas “cercano a la realidad” para meso-
nes, pues estd basado en la extrapolacién de dos comportamientos: ultravioleta a
cortas distancias (término de Coulomb) e infrarrojo a largas distancias (término
lineal). Incluye dos conceptos de QCD: confinamiento y libertad asintética. Fre-
cuentemente se menciona que mientras que la parte de Coulomb del potencial
estd contenida en la parte perturbativa de QCD, la parte lineal es puramente no
perturbativa y que necesita ser anadida para obtener un potencial completo.
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Figura 1.4: Potencial de charmonio independiente de espin calculado de
una funcién de onda Nambu-Bethe-Salpeter en Lattice QCD. Aqui se
compara con un modelo potencial en la curva sdlida. La grafica se toma
de las referencias [16] y [17].

Es sabido que uno no puede resolver la ecuacion de Schrodinger en mecanica
cudntica utilizando este potential (ecuacién 1.20), excepto para algunos modelos
simples. Algunos trabajos [21] utilizan teoria de perturbaciones para estudiar este
potencial. Aqui la ventaja de tomar el potencial de Cornell para el estudio es que
se tiene naturalmente dos opciones de Hamiltoniano de referencia, uno basado en
el término de Coulomb y otro en el término lineal. Se espera que ry juega un papel
importante, donde el potencial V' (rg) = 0. En las referencias [25, 26] se argumenta
que si el tamano medido del estado estudiado es (r) < ro, entonces la parte de
Coulomb funciona mejor como Hamiltoniano de referencia, y en caso contrario la
parte lineal funciona mejor.

1.4. Factores de Color

Si consideramos teoria de perturbaciones en el orden més bajo la interaccion
entre dos quarks es mediada por el intercambio de un sélo gluén [5], como se mues-
tra en la figura 1.5. Utilizando las reglas de Feynman correspondientes tenemos
la siguiente amplitud de dispersién para la interaccion quark-antiquark:
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Figura 1.5: Diagrama de Feynman para la interacciéon quark-antiquark a
nivel arbol. Se muestran los términos de propagador y vértice.

)@ Vdab )\b
—iM = usc (—igsgv”) uicy (—ig“(ﬂ ) UisC) (—igsg'y“) vycy (1.21)
2

9s (= 5 1 a @
M = —q—2(u37“u1)(vﬂ”z}4) X 1 (Cg)\ Cl) <C£)\ C4>v (1.22)

Factor de color

y el correspondiente andlogo para una interaccién quark-quark.
2

1
M = = ) (yus) % (eh'er) (eles). (1:23)

Factor Ee color

J/

donde g es la constante de interaccién fuerte, ¢;(i = r, g,b) corresponde al color
asociado al quark, y A\’ son las matrices de Gell-Mann mencionadas con anteriori-
dad. Una diferencia con respecto a QED es el factor de color adicional, al menos
en los diagramas donde es valido sustituir un fotén por un gluén. De igual forma,
el signo de este factor nos dira si el potencial es atractivo o repulsivo, y asi po-
der tener un estado ligado o no. Utilizando la notaciéon para el factor de color

Ay = (i|\e]f) = A{;, éste se puede calcular como
1 a b 1 1 o
1 DN = S0ad — 00w = f(ijkl), (1.24)

de tal forma que f(ijkl) depende si los pares de color son los mismos o no,
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O WIFN O =

sit =7 k=1
sii=l i=k
si i=j=k=1
de otra forma

fligkl) =

Aqui se tiene que tomar en cuenta que el gluén puede estar en un octete o en
un singlete de color. Tomamos el singlete como eje principal en el espacio de
color-anticolor,

1 ) 1 0 0
0)=—%=(rF+gg+bb); r=|0]g=(1]b=|0], (1.25)
V3
0 0 1
y consideramos las matrices de Gell-Mann (i = 1,2,...,8) en esta base,
1

1) =rg; [2) = gF; \3>=E(W—g§)
4) = rb;  [5) =0br;  |6) = gb

1 _
|7) =bg: |8) \/6(7’7" + gg — 2bb).
Haciendo los céalculos correspondientes para la interaccion ¢ — ¢ en un octete de
color, sélo se tienen interacciones de la forma ij — 7, de tal forma que haciendo
la suma sobre todos los posibles colores (diagramas), y promediando sobre todos,
tenemos el mismo factor en todos los diagramas f = 1/6. Tenemos un potencial
repulsivo.

En el caso de ¢ — ¢ en un singlete de color, tenemos tres combinaciones para una
transicion it — it y 6 combinaciones para it — jj, y el factor de color sobre todos
los estados posibles resulta f = —4/3, el potencial es atractivo. Hay que recordar
que esto es valido a cortas distancias, correspondiente al término de Coulomb de
la ecuacion 1.20, y es por esto que los mesones son singletes de color.

Un sistema de interés en este trabajo es la interaccién ¢ — g (¢ — ¢), llamado
diquark (antidiquark), pues son la base del sistema de 4 cuerpos. En este caso,
en SU(3) tenemos representaciones 3 ® 3 =3®6 (3® 3 = 6 @ 3), y el potencial
atractivo ocurre en un estado triplete, con un factor de color f = —2/3.

1
_ V2

Triplete de color 3 = \%(b’r —rb)

5(gb —bg)
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Tenemos un estado ligado con un potencial con la mitad de la intensidad de un
sistema g — @, pero no tenemos un singlete de color, que no existe de forma aislada.

El cuadro 1.5 muestra los factores de color correspondientes a las representaciones
SU(3)¢ de los quarks.

RI®R,€ER|3®3€1|3®3€8|3®3€3|[3®3€6
F(R) ~1/3 1/6 273 1/3

Cuadro 1.5: Factores de color para interacciones ¢ —qy q — q.

1.5. Estados multiquark

Los mesones convencionales [27] estdn compuestos por un quark y un anti-
quark, y los (anti)bariones por tres (anti)quarks. Desde su introduccién en 1964, el
modelo de quarks puede acomodar hadrones no convencionales. El primer analisis
detallado de hadrones exdéticos fue estudiado por R. L. Jaffe en 1977 [28]. Estos
hadrones “exéticos” han sido estudiados tedricamente desde entonces, pero no
hubo evidencias experimentales de su existencia hasta hace aproximadamente 10
anos.

Todos los hadrones no convencionales son considerados ezxdticos. El término multi-
quark es dado para cualquier mesén que consiste de més de dos quarks/antiquarks
o cualquier barién con mas de tres. Los mesones ordinarios [29] incluyen a los me-
sones tradicionales (¢q), hibridos (¢gg), y glueballs, compuesta de gluones. En este
trabajo consideramos mesones exdticos, los cuales estan formados por 4 quarks.

1.5.1. Objetivo del trabajo

En este trabajo se planted investigar, mediante una aproximacién variacional y
una simulacion Monte Carlo, cémo evoluciona un sistema de 2 quarks qq y 2 an-
tiquarks QQ, donde se consideran los sabores de los antiquarks Q = u, s, ¢,b. En
este sistema de 4 cuerpos se introduce la posibilidad de formar dos estados de
mesones o un estado diquark-antidiquark (tetraquark). Esto ayudard a entender
como esta formada la estructura hadronica de un tetraquark a partir de dos meso-
nes, tratando de identificar observables que sean sensibles a la formacion de este
estado, tales como la correlacién entre quarks, la recombinacién entre ellos y la
energia asociada a estos estados.

A continuacién se daran caracteristicas de diversas formas de cémo se ha estudiado
este sistema y caracteristicas que tomaremos en cuenta en el trabajo.
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Figura 1.6: Molécula de mesones, diquark-antidiquark.

Moléculas de Mesones

Cerca del umbral cinematico en la dispersiéon mesén-mesén, las fuerzas entre éstos
pueden ser los suficientemente fuertes para formar un estado ligado (molécula
de mesé6n). La aniquilacién de este estado no es posible tal que la interaccion es
dominada por el interacambio de quarks/antiquarks pertenecientes a diferentes
mesones dentro de la molécula. Estos estados pueden estar mezclados con los de
meson, y no hay una clara distincion entre un tetraquark y una molécula de mesén

120].

Uno de los conceptos tedricos importantes en el estudio de tetraquarks es el di-
quark/antidiquark. Aunque este estado no es un singlete de color, existe evidencia
tedrica de que pueden existir dentro de los hadrones. Ademas de los tetraquarks,
su estudio puede ser relevante para otros problemas, tales como el plasma quark-
gluén, o en algunos modelos de bariones.

En el espacio de color en QCD, la simetria de grupo es SU(3),, y los diquarks
pertenecen a los multipletes del producto directo de dos tripletes, 3 ® 3 = 3 @ 6.
Claramente estos estados no son singletes de color, de tal forma que sélo pue-
den existir dentro de la materia hadrénica. Si queremos considerar tetraquarks,
tenemos que expandir el siguiente producto directo:

3®3)®(3®3) (1.26a)

(Dee(HeH ). (1.261)

donde los diquarks tienen la siguiente estructura

= Diquark
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303=3®6 (1.27a)
D@D:H@Dj. (1.27b)

= Antidiquark
303=6®3 (1.28a)

Il
S

H@) 7 | . (1.28b)

Entonces,

Be3)® (B3®6)® (6@ 3) (1.29a)

ece(FE)- () () - oo

Aqui se tienen que considerar 4 términos,

6©3=8®10 (1.302)
R = ® , (1.30b)
33=8d1 (1.31a)

H@D: @@, (1.31b)

6R6=8®2T®1 (1.32a)

l | |= @ | ‘@ : (1.32b)
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623=1058 (1.33a)

el=[T1Je- . (1.330)

Entonces, la representacién irreducible del grupo SU(3), para un sistema gqqq es:

BP6)®Bd6) = BR3)® 3v6)® (603) @ (626)
108)®(8d10)d (80 10)d (1®8®27). (1.34)

Utilizando los elementos mostrados en la seccién anterior, sélo el singlete prove-
niente de la ecuacion 1.31 es atractivo y observable.

Los valores de isospin permitidos [30] son I = 0, %, 1, %, 2, y los valores de hiper-
carga son Y = 0,41, +2. Los valores I = %, 2 v Y = 42 son exdticos, prohibidos
para mesones ¢q.

En cuanto al espin, la representacién correspondiente en SU(2) es obtenida del
producto directo 2®2®2®2 =163 16 3@ 3@ 5. Los tetraquarks tienen
espin exdtico S = 2. En este trabajo no consideramos una interaccién por espin,
s6lo estamos considerando un estado base.

Como QCD es no perturbativa a bajas energias, varios métodos alternativos se
utilizan para el andlisis de estados ligados, entre los cuales Lattice-QCD es consi-
derado el método no fenomenolégico mas completo y directo.

Una de los primeras aproximaciones (1974) [31] fue el modelo fenomenolégico del
MIT “Bag Model” , utilizado para explicar el espectro hadrénico y diferentes
propiedades de las particulas. Las suposiciones fenomenolégicas del modelo estan
basadas en el hecho de que los quarks y gluones estan confinados en un espacio
pequeno donde pueden ser consideradas particulas libres. Atn asi, tan pronto como
Lattice QCD fue capaz de calcular potenciales estaticos entre quarks, esta imagen
de confinamiento de quarks cambi a una que describe la interaccién mediante
tubos de flujo [32]. Este concepto se utilizara en este trabajo.

En el esquema de los flujos de tubo gludnico se asume que los quarks estan unidos
por éstos, confinando el flujo de color. Un tubo de flujo empieza desde cada quark
y termina en un antiquark o en una unién con forma de Y, donde tres tubos se
aniquilan o son creados [33]. Por ejemplo, en este tipo de modelos, los bariones
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se consideran como configuraciones de tres “cuerdas” (por sus tres quarks de
valencia) mostradas en la figura 1.7. Esta unién de cuerdas tiene un origen no

perturbativo en QCD.
/ D

\ /
gﬁ;) Ve Q
N /

b

Figura 1.7: Estructura de un mesén y un
bariéon en los modelos de tubos de flujo
gluénicos. Obtenida de la referencia [34]

Las reglas de suma de QCD son otra aproximacién fenomenolégica para estudiar
fenémenos no perturbativos y parece eficaz en el calculo de masas de los estados
hadrénicos mas bajos y constantes de acoplamiento efectivas. Para estos calculos
esencialmente uno intenta separar las contribuciones en dos partes: las perturba-
tivas que uno puede evaluar de primeros principios, y las no perturbativas, que
uno puede manejar fenomenolégicamente.

Una categoria de modelos fenomenoldgicos muy comun involucra la introduccién
de un potencial efectivo en el formalismo Hamiltoniano. Este método utiliza masas
constituyentes para los quarks que luego son ajustadas con datos experimentales.
El quark es tratado de una forma no relativista y los efectos del campo gluénico
en las propiedades de los hadrones son representadas por potencial efectivo ins-
tantdaneo. Como ya habiamos mencionado antes, el modelo mas simple emplea un
potencial tipo Cornell. Modelos més sofisticados toman en cuenta interacciones
espin-espin y espin-orbita.

Esta ultima categoria descrita es la que se utilizo para realizar este trabajo. En
conjunto con el esquema de tubos de flujo, y utilizando un sistema de dos quark
y dos antiquarks, introducimos un potencial efectivo de tipo lineal que simula la
interaccién fuerte. En base a las masas utilizadas, y a que un sistema de cua-
tro quarks en principio deberia tener un radio mayor al mesén correspondiente,
elegimos utilizar s6lo la parte lineal del potencial de Cornell.



29 CAPITULO 1. INTRODUCCION

-]

0

a
=]

Telraquark Molecular Meson 1 Molacular Masan 2

0
a
ha
0
-
E=]
[

Measan 1 Meson 2

Figura 1.8: Posibles estructuras de 4 quarks

Algunas posibles estructuras para el tetraquark son mostradas en la figura 1.8,
donde dos vectores adicionales k, [ son utilizados en la uniones de tres tubos. Cada
linea ademas corresponde representa un triplete de color. Otras configuraciones
pueden encontrarse en la referencia [35] . El estado tetraquark mostrado en la
figura puede considerarse como una estructura diquark-antidiquark. En el mo-
delo de quarks constituyentes, un quark es masivo y uno puede suponer que la
recombinacion de tubos de flujo es mas rapida que el movimiento de quarks. En
la configuracion de cuatro cuerpos no hay una conexion directa entre quarks sino
una interaccién que pasa por los vectores auxiliares, de tal forma que utilizamos
el mismo acoplamiento en todos los tubos de flujo, que toma en cuenta que el
acoplamiento de un diquark corresponde a la mitad de uno quark-antiquark.

En este trabajo no se consideraron las contribuciones de las estructuras de molécu-
las de mesén, puesto que no se incluyen parametros suficientes para caracterizarlas
y diferenciarlas con respecto a las otras estructuras en este esquema de tubos de
flujo.

1.6. Tetraquark experimental

Este es un problema dificil experimentalmente, puesto que los candidatos exéti-
cos son resonancias inmersas en el espectro de hadrones excitados, ademas de que
usualmente decaen en varios hadrones.

En 2013, la colaboracién BESIII [36] reporté un estado Z.(3900)" en los estados
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finales de J/i¢7m™ en el proceso Y (4260) — J/¢m" 7w, de la misma forma que
la colaboracién Belle [37]. Tomando el proceso como Y(4260) — [ccud] 7= —
J/pmt | este estado deberia contener minimamente un par ¢¢ pesado y un par
ud ligero, debido que es de tipo charmonio y que ademés es cargado. Este en
principio corresponde a un estado exético. De manera similar, la colaboracion Belle
también observé dos estados cargados tipo botonio (bb) Z,(10610) y Z,(10650),
con contenido minimo de quarks bbud.

Recientemente, una nueva resonancia cargada Z.(4430)" fue confirmada por el
experimento LHCD [38], con J = 1. Esto representa una coleccién cada vez més
grande de estados de tipo charmonio, comenzando con el estado X (3872) observa-
do por Belle en 2003 [39]. Es natural entender estos estados como manifestaciones

de estados de cuatros quarks como podrian ser moléculas hadrénicas o tetraquarks
[40].

Es de interés en este trabajo el sistema utilizando quarks pesados qqQQ, puesto
que en algunos trabajos [42, 43] se ha mostrado que la diferencia de masas da
lugar a cierta estabilidad. Estos estados tendrian un nimero cuantico de sabor
pesado y su observacién seria una prueba directa de la existencia de los estados
multiquark. En el trabajo [44] se discuta la dificultad de producir y observar este
tipo de estados ("Doubly-Heavy Tetraquarks”). Uno necesita producir dos pares
QQ de tal forma que se reestructuren en diquarks QQ y QQ, en lugar de la
configuracién més favorable de dos QQ y singletes de color. Después de esto, el
diquark Q@ necesita ligarse con un diquark ligero (por decir, @d), en lugar de un
quark ¢ y formar un barién. La observaciéon de mesones pesados (bc) sugiere que
la produccién simultdnea de pares bb y ¢c que estan cercanos espacialmente no es
especialmente rara.

1.7. Trabajos similares

En este trabajo se utilizé el llamado modelo String-flip o flip-flop [18, 19, 20,
en el cual se trabaja en el esquema de tubos de flujo gludnico entre quark para
simular la interaccién entre éstos utilizando un potencial efectivo. Los tubos de
flujo son recombinados para describir y distinguir distintos tipos de sistemas, en
especifico mesones y tetraquarks para este caso. Estas estructuras se describieron
anteriormente y una representacion de ellas se muestra en la figura 1.8. La recom-
binacién de los tubos de flujo ocurre cuandos los quarks estan lo suficientemente
cerca y de acuerdo a su estado de energia.

En combinacién con otros resultados mostrados en secciones anteriores, tales co-
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mo la estructura de color de los hadrones involucrados, y el potencial lineal que
elegimos a partir del potencial de Cornell, un método Monte Carlo es utilizado
en conjunto con una aproximacion variacional para caracterizar el estado de 4
quarks (tetraquark). Se utilizardn 3 dimensiones para describir al sistema, y se
introduciran correlaciones cuanticas entre las particulas de acuerdo a su color y
sabor, de tal forma que el principio de exclusién de Pauli esté presente y que la
funcion de onda sea antisimétrica ante intercambio de quarks idénticos.

Trabajos anteriores que utilizan una aproximacién similar fueron revisados para
explorar qué tipo de consideraciones utilizan para estudiar el estado de 4 quarks.
Aunque a veces las diferencias entre estos trabajos son sutiles, podemos resumir
sus consideraciones en: qué tipo de funciéon de onda utilizan para describir al
sistema, qué tipo de potencial flip-flop utilizan, y qué grados de libertad tienen.

En un trabajo similar realizado por Vijande et. al. [43, 45] se utilizan potenciales
lineales para describir a los mesones y tetraquarks, siendo:

Vi = Amin (113 + 724, 714 + 723) potencial de mesones,

Vi=2A Hll]in (rik + Tog + TR + 73 + 74) potencial de tetraquark,

donde r;; 1 =1,2,3,4, k,[ son las posiciones de los quarks 1,2,3 y 4, o la posiciéon
de los puntos k y [ utilizados en al potencial de tetraquark para disminuir la
energia potencial. r;; es la distancia entre las posiciones ij y A es la tensiéon del
tubo de flujo utilizado. El potencial minimo entre ambas configuraciones es el que
describe al sistema total.

El término de energia cinética se calcula mediante el teorema del virial. El estudio
esta realizado en 2 dimensiones, con todos los quarks y antiquarks en un mismo
plano. Con estas consideraciones se concluye que el confinamiento de QQqq se
obtiene para una diferencia de masas entre quarks y antiquarks suficientemente
grande.

En un trabajo realizado por P. Bicudo y M. Cardoso [46] se utilizan potenciales
lineales de largo alcance para confinar a las particulas en clusters, ademés de un
término de corto alcance proporcional a 1/r, siendo r la distancia entre quarks en
un cluster.

En otro trabajo realizado por Chengrong et. &l. [47], se utiliza un potencial

cuadratico para confinar a las particulas, de tal forma que el potencial de te-
traquark tiene la siguiente forma

VEO=Fk[(rn—k)+(ra—k)>+ (rs = 1)°+ (rs — 1)* + ka(k — 1)?] ,
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donde k£ es la tension de los tubos de flujos y k4 es la tensiéon del tubo de flujo
adicional en la configuracion de tetraquark. Se utilizé informacion sobre estas
constantes en este trabajo. Se consideraron 3 dimensiones en el trabajo.

A continuacién se explica la forma en que se encuentra distribuida la informacién
en los diversos capitulos.

1.8. Descripcion del trabajo

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 estudiamos a
detalle el problema cuantico de un sistema de dos cuerpos, interactuando a través
de un potencial lineal, describiendo a un mesén en un caso aislado. Junto a esto,
se realiza el calculo del valor promedio del radio al cuadrado. Estos resultados
serviran como puntos de referencia en la simulacion.

En el capitulo 3 hacemos una descripcion del modelo que utilizaremos para simular
la evolucién del sistema de quarks ligados por gluones (Modelo String Flip), en el
cual consideramos una aproximacion variacional. Primero empezamos a describir
la funcién de onda variacional del sistema y el tipo de potencial lineal utilizado
para el caso mesénico y de tetraquark. A partir de esto, mostraremos cémo se
puede calcular la energia variacional. En el capitulo también se explica un poco
la forma de implementar la simulacién Monte Carlo que se utilizara.

En el capitulo 4 presentamos los resultados obtenidos en la simulacién para dife-
rentes casos. Sistemas independientes de mesones y tetraquarks, y el sistema de la
mezcla entre los estados. Determinamos el parametro variacional éptimo para dis-
tintas condiciones, minimizando el valor de la energia variacional. Obtenemos las
distribuciones radiales de los estados y las funciones de correlacion entre quarks
y entre mesones.

En el capitulo 5 exponemos las conclusiones derivadas de estos resultados y sus
perspectivas.

Incluimos 4 apéndices. En el apéndice A se muestran a detalle los calculos para
obtener el término cinético para los sistemas mesénico y de tetraquark.

Dado que la simulacién Monte Carlo estd basada en el Algoritmo de Metropo-
lis, en el apéndice B se da informacion sobre la integracién Monte Carlo y el
procedimiento utilizado para realizar esta simulacion.

El apéndice C establece factores de conversion de unidades para el caso mesonico,
basado en valores experimentales de las propiedades de los mesones.

Finalmente, en el apéndice D se muestra teoria relacionada con las funciones de
correlacion entre dos cuerpos, y el procedimiento utilizado para calcularlas.
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Capitulo 2

El problema de 2 cuerpos:
Mesones

Estudiaremos primero el limite de un sistema de particulas (quarks) tales que

la distancia entre ellas sea lo suficientemente grande para que el sistema se com-
porte como un arreglo de dos mesones aislados. Por lo tanto, por simplicidad,
consideramos a un mesén como un sistema no relativista de quarks interactuando
por medio de un potencial lineal, el cual provee el efecto confinante que necesita-
mos.
En este capitulo calculamos las eigen-funciones y eigen-energias correspondientes
a dicho potencial, de manera exacta en una dimension, y mostramos el equivalente
en 3 dimensiones. Usando estos resultados realizamos una aproximacion variacio-
nal, con la cual calculamos el valor promedio del radio al cuadrado. Esto se calcula
con el fin de tener valores de referencia cuando estudiemos el sistema de muchos
cuerpos interactuantes.

2.1. Ecuacién de Schrodinger para un potencial
lineal en una dimension

Para resolver el problema de dos particulas interactuando por un potencial

lineal, para describir un meson, de manera genérica utilizamos un potencial lineal

en una dimensién V(z) = kz, donde k es una constante, y resolvemos la ecuacién
de Schrodinger estacionaria correspondiente:

h? d2
—5 2 V(@) + kel(z) = B (). (2.1)

Considerando unidades con h = 1;

27
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—— = U(z) + k20 (z) = EV(z), (2.2)

e= (-7 ) o5 ¥ ax=n(e) (2.3
tenemos que
¢ _,_E __ & K
(2mk)'/> Ty T (2mk)"/? i (24)
1

Entonces, de la ecuacién 2.2 tenemos que:

2

L () + 2mk (% - a:) U(z) = 0,

dx?
e~ emk) P enfe) =0 26)
5—5277(5) —&n(§) =0.

Una solucion general a la ecuacién 2.6 es una combinacién lineal de las funciones de
Airy Ai(§) v Bi(§). Observando que para £ — oo, lim Ai(§) = 0 y lim Bi(§) = oo,
entonces las funciones Bi(§) tienen una forma asintética inapropiada y por tanto
se descartan. La solucién de la ecuacion 2.6 tiene la forma:

(&) = Ai(E). (2.7)

Estableciendo una relacién entre n(€) (la funcién Ai(§)) yV¥( x), la solucién a la
ecuacion 2.2.

0 = (|o- 7] i) =v o), (23)

Adn asi, como la condicién de frontera en el origen requiere que ¥(0) = 0, se
deduce de la ecuacion 2.8,

o€ = (o= 7| k) <o (29)
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Esta ecuacién se satisface para los valores de £ correspondientes a las raices de la
funcién de Airy. Designando a estos valores &, y denotando la cantidad asociada
de energia F, entonces concluimos que &, y F, estan relacionadas por la funcion

{_%} (2mk)"? = ¢,. (2.10)

Entonces, podemos obtener los valores de E,, como

1/3
E, ==& (k—2> : (2.11)

2m

y como los valores &, son negativos, escribimos la ecuaciéon como

12\ 1/3
En=—|gn|(—) | (2.12)

2m

donde [, es el valor absoluto de cada raiz.

La primera raiz de la funcién de Airy es & = —2.3381.

La eigenfuncién para el estado base se obtiene usando las ecuaciones 2.7 y 2.8,
adems del valor de la energia exacta en la primera raiz de la funcién de Airy.

\I,(lexacta(x) A [(ka)l/Iix + ’51’] = Ai [(ka;)l/?nx - 2,3381] : (2.13)

()

05}
03 7
0.2 7

01l

Figura 2.1: Funcion de onda exacta para 2 cuerpos ligados por un potencial lineal
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2.2. Problema de 2 cuerpos: Mesones

Consideramos a un mesén como un sistema formado por dos quarks (dos cuer-
pos) de masas m; y my distintas, respectivamente, interactuando por un potencial
lineal. Entonces la funcién de onda depende de seis coordenadas [48]

h? h?

V%—2m Vi+k|F — || x (P, 0 =E x (7, ¥). (2.14)
2

B 2m1

Como V solo depende en la distancia relativa r entre los quarks, en lugar de

utilizar coordenadas r1 y T2, es mas apropiado usar las coordenadas de centro

de masa, R X i+ Y+ 2Z k, y las coordenadas relativas entre los dos quarks,

7 = x1 4 yj + zk. La transformacién desde (7, ) hacia (R, 7 estd dada por
mlfl + mQFQ

R=—1t1""22 p_p@ _p, 2.15
my + Mo ’ " " "2 ( )

Tomando el Hamiltoniano de este sistema de la siguiente forma:

Hy= " + 2 1 k| — 7, (2.16)

siendo 151 = —thVyy 152 = —1hV, las magnitudes de los momentos de los cuerpos
1 y 2 respectivamente, y k una constante de interaccion.

Usando la transformacion inversa de coordenadas,

= 7712_,

S omy
— 2.1
=R+ i =R-— M (2.17)

donde M = my + ms, tenemos que los momentos P, = mr; y P, = mr3 se pueden
escribir en términos del momento en el sistema de coordenadas del centro de masa
y el momento relativo del sistema:

P = MR P. = i, (2.18)

donde p = mymy/(m; + ms) es la masa reducida.

Sustituyendo las nuevas coordenadas en P y P, tenemos que:

P1:m1 (R—f—ﬁ?"), (219)

De aqui, las magnitudes de los momentos pueden ser reescritas como:
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P2 . L. 2
—1:@<R2+2@R~F+ o >

om, 2 M M
P22 Mo o mi s - my 2
2 = 2 (R2P_2_R-74 —
omy 2 ( Tt )
P: P} Py P?
= L 42 + L. (2.21)

le 2m2 2M 2[1

Con esto podemos entonces reescribir el hamiltoniano como:

P: P2
_2M+2M+V()

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo se escribe entonces

H,

[—%VR _ _h_2v2 VY )] Uy (ﬁ, *9 — BV, (R, *5 , (2.22)

dondeV¥ g <ﬁ, ﬁb = x (71, ). Por separacién de variables, buscamos soluciones

de la forma

s (R 7) = @), (2.23)

donde® <}3£> y p (7) son funciones de onda del sistema CM y del relativo, respec-

tivamente. Sustituyendo esto en la ecuacion 2.22 y dividiento entre® (ﬁ) p (7),

obtenemos que

h? a
—5 Vhe @ (F) = Bro (E)., (2.24)
h? 9 .
5.V + V) () = Eup (7). (2.25)
con la condicién
Er+ E, =F. (2.26)

Con esto tenemos la ecuacion de Schrodinger 2.22 separada en dos ecuaciones
2.24 y 2.25 que so6lo involucran una sola variable. La primera de estas ecuaciones
muestra como el centro de masa se comporta como una particula libre de masa M.
La segunda ecuacién representa una ecuacién de Schrédinger para una particula
virtual de masa p moviendose en un potencial central V (r) = kr.
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Normalmente, en un problema de potencial central de este estilo, no se considera
la funcién de onda para el centro de masa, dejando como principal el movimiento
relativo y su funcién de onda p(7), cuya solucién a la ecuacién de Schrodinger es
un producto de una parte angular y una radial. La parte angular esta dada por
los arménicos esféricos Yy, (6,0 ); la parte radial ¢(r) se puede obtener resolviendo
la siguiente ecuacién radial

B EU(r) | [1(z+ )72

T dr + ]{?7‘:| U(r) = EU(r), (2.27)

2pur?
donde U(r) = ri)(r).
Restringiendo esto a una simetria esférica (I = 0) podemos usar de referencia la

ecuaciéon de Schrodinger para un potencial lineal en una dimensién. Con esto,
tenemos que las eigenenergias y eigenfunciones correspondientes son[49]:

k‘2 1/3
E, = {ﬂ} &ns (2.28)
Un(r) = ~Ai (r 20K + I (2.20)

donde &, son los ceros negativos de la funcién de Airy. En particular nos interesa
el estado base, con [¢,| ~ 2.3381.

W(r)

05

0.3 :—
0.2 :—

01f

r

5 6

Figura 2.2: Funcion de onda exacta para 2 cuerpos ligados por un potencial lineal
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2.3. Aproximacién variacional

El objetivo del trabajo es estudiar al sistema de cuatro quarks ligados, tomando
como referencia el caso de 2 cuerpos. Haciendo una aproximacion variacional para
el sistema mesonico, se puede generalizar el resultado y agregar una interaccién
de cuatro cuerpos.

En la referencia [50], basdndose en los limites de la funcién de Airy Ai(¢), cuando
& — +o00, que tiene la forma

Ai(g) = Wexp <—§g3/2) , (2.30)

se muestrea la siguiente funcién de onda variacional, para el caso de una dimension,

a(z) = 2™, (2.31)

para diferentes valores de a y de . Usando estos mismos resultados para el caso
de 3 dimensiones, donde la variable es la distancia relativa r y considerando que
tenemos un término % adicional, la funcién de onda variacional que muestreamos
es

Ya(r) = e (2.32)

Para un valor de b general, uno puede minimizar la energia total con esta funcién
de onda variacional, de tal forma que

O (halHdy) h”

ON (Palthn) ’ 2pdr? ’
y asi obtener una expresién para un valor 6ptimo del parametro variacional \y en
términos de b.

(2.33)

Tomando unidades donde m; = my = k = h = 1, de la ecuacién 2.28 tenemos
que la energia del estado base corresponde a la primera raiz de la funcion de Airy
Feoxacta ~ 2.3381. Los valores que minimizan la energfa total con la funcién de
onda variacional son b = 1.74716 y A\¢(b) = 0.350132, lo que resulta en una energia
éptima de E), = 2.3382 y una diferencia de ~ 0.0042 % con respecto a la energia
exacta. En la figura 2.3 se muestra una comparaciéon entre la funciéon de onda
exacta y la variacional, utilizando el minimo de A y diferente valor de b.

Por razones de simplificacion el valor que escogemos para la funcion de onda varia-
cional es b = 3/2, de tal forma que la funcién de onda variacional que utilizamos
para un sistema de dos cuerpos es:
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Ua(r) = AZe M7 A2 = 3—)\2
27
Si consideramos una diferencia de masas entre las dos particulas, basandonos en
las masas constituyentes de los quarks u, d, s, ¢, b, en unidades donde m, = 1, los
correspondientes pardametros variacionales optimos y energias se muestran en el
cuadro 2.1, asi como su comparacién con el valor exacto.

(2.34)

mi| my | XA | Ex | Fexacta |
1 1 0.4714 | 2.3472 | 2.33811
1 | 1.44643 | 0.5125 | 2.2197 | 2.21106
1
1

4.6131 | 0.6043 | 1.9889 | 1.98118
14.0774 | 0.6441 | 1.9061 | 1.8987

Cuadro 2.1: Parametros variacionales y energias 6ptimas.

b—=0.9 b—1.1 b—=13
W(r) r(r)
0.5 035
030 F
0.4 ”‘;\ } 0nasf
0.3 ' " 20
02 - .15
.10
0.1 N : 005
| e —— — p e p } , :
1 2 3 4 5 & 5 6 i o6
bh=1.5 h= 1.74716
Yr(r) Y(r) Yr(r)
030 025 p2s F
0.25 0230 020
0.0 . )
- 0.15 0.15
.10 0.1 0.1
ns 005 005
¥ — ¥
5 6 1 2 3 4 5 & 5 6

Figura 2.3: Funcion de onda exacta para 2 cuerpos ligados por un potencial lineal

2.4. Radio cuadrado promedio

El valor esperado del radio al cuadrado de una particula, con respecto al
centro de masa del sistema del cual forma parte, lo podemos definir de la siguiente
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manera:

(rir) = <Z (ﬁ- - R)2> , (2.35)

siendo R el vector de centro de masa. En el caso de un sistema de dos particulas
1 y 2 con masas my y msy, de acuerdo a la ecuacién 2.15,

mq 2 Mo 2 m? + m?2

2 2 1 2 /.2

re ) = _ | | — L — 7o) = ———==(r"),
(ra) ((ml +m2) (m1 +m2) ) (71 2) (m1+m2)2< )

— — 2 o7 . . .
= |ri — r3|”. Tomando la funcién de onda variacional elegida, tenemos

(%) = [ e

con d*r = r?drdS), y como no tenemos dependencia angular [ dQ = 4=, por lo
tanto:

(r*) = 47r/r4e_2)""3/2 dr.

Usando la siguiente féormula de integracién para la funcién T,

I'(t) :/ 2l da,
0

y haciendo un cambio de variable u = 2\r%/2,

1 > 1 10
2\ 7/3 —u _ -
<r>—<2)\>4/3/0 u'’e du——(2)\)4/31“[3}.

De la misma forma que se hizo en la seccién anterior, el valor de (r?) se calcula
para diferentes masas de m; y mo acorde a las masas constituyentes de quarks y
tomando como referencia m, = 1

Los resultado obtenidos en este capitulo, para los valores éptimos Ao, Ey,, v (r3,) o
para el problema de dos cuerpos, con masas m; y ms, establecen los valores
de observables de los hadrones aislados correspondientes en los limites de bajas
densidades, donde la distancia entre particulas es grande.

Este limite sera el punto de partida para dar un ansatz de una funcién de onda
variacional mas general, que incluya el sistema de 4 quarks ligados (tetraquark)
que nos interesa analizar.
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mi | me [ Ao [ (i, |
I | 1 | 04714 | 150255
1| 144643 | 0.5125 | 1.38885
1
1

4.6131 | 0.6043 | 1.52605
14.0774 | 0.6441 | 1.73656

Cuadro 2.2: Valores éptimos de radios al cuadrado

En el siguiente capitulo se estudiara dicha funcién de onda, y describiremos el
modelo utilizado para realizar la simulacién con varios cuerpos (quarks).



Capitulo 3

Sistema de 4 cuerpos

Para realizar el estudio de la formacién de un estado compuesto de 4 quarks,
como funcién de la densidad de energia, necesitamos un modelo que pueda realizar
una descripcion de un sistema de particulas basado en propiedades de quarks y la
interaccion fuerte. El modelo tiene que reproducir que, a bajas densidades, donde
la distancia entre quarks es grande, éstos sean confinados en hadrones, formando
grupos de 2 o 4 cuerpos (mesones o tetraquarks). Asi mismo, a altas densidades,
donde la distancia entre quarks es muy corta, los quarks deberan comportarse
como particulas fermionicas libres, y que esta transicion, de baja a alta densidad,
debe de ser generada dinamicamente. El modelo String-Flip cumple con estas
caracteristicas [18, 19, 20].

En este modelo, el confinamiento de quarks en un singlete de color estd descri-
to en términos de un potencial V. En un sistema de muchos quarks, éstos son
ligados mediante tubos de flujo gluénicos. La configuracién éptima del sistema
esta descrita por aquella con una minima energia potencial.

En este capitulo se analizaran detalles del modelo, asi como la obtencion de las
observables relacionadas con los sistemas de mesones y tetraquark, los cuales se
estudian de manera independiente y mixta. A continuacion se hace una descrip-
cion de los potenciales efectivos utilizados para simular la interaccién fuerte entre
quarks.

3.1. Potencial de muchos cuerpos

El potencial de muchos cuerpos esta basado en encontrar las configuraciones de
minima energia potencial cuando hacemos interactuar sistemas de 2 6 4 quarks que
tengan carga de color total neutra, y tomando por simplicidad una interaccion de
tipo lineal. Se desprecia la parte 1/r del potencial de Cornell, como se mencioné en
el capitulo anterior.
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En este trabajo estudiamos la formacion de mesones y tetraquarks en un sistema
de 4 quarks (2 quarks y 2 antiquarks), que son externamente forzados a aproximar-
se entre si. Consideramos a todas las particulas con un mismo nimero cuantico
de color (anticolor).

En cuestion de masas, el modelo String-Flip utiliza masas constituyentes de quarks.
Nos interesa estudiar el efecto que se tiene al utilizar una asimetria de masas entre
los quarks involucrados. Dicho esto, consideramos a todos los quarks de un mismo
sabor u, y a los antiquarks de un mismo sabor d, s, ¢, 6 b.

3.1.1. Potencial de dos cuerpos: meson

De forma general, si tenemos dos sistemas de dos quarks de colores ¢ y anticolor
respectivo ¢ , entonces el potencial total del sistema esta definido como:

Vee=min » V (r;, 57, 3.1
[P];j (75 5 (3.1)

siendo 7; un quark de color ¢ y r; un antiquark del anticolor correspondiente c.
V (ri, 5 = k|7 — 75| potencial lineal y donde mingp) el minimo de energia de
todas las permutaciones posibles en las que el sistema de quarks con colores ¢; y
co tenga carga de color neutra.

Entonces, en general para un sistema de mesones el potencial total toma la si-
guiente forma:

Vin = Vir + Vg§ + V;)IE- (3-2)

En este trabajo, el sistema estudiado sélo contiene dos quarks (7, ) y dos
antiquarks (7%, ) con la misma carga de color y anticolor (ver figura 3.1), por
lo que sélo tenemos que utilizar uno de los términos de la ecuacién 3.2. Esto tiene
como consecuencia la posibilidad de tener intercambio de quarks entre mesones,
y poder distinguir dos configuraciones de tipo mesoén:

Vi = V(FQU _’tﬂ) + V(,F:D? _:?'2‘)7 (3'3)

y el intercambio entre el antiquark 1 y el antiquark 2,

Vg = V70, ) + V(7o 81)- (3-4)

3.1.2. Potencial de 4 cuerpos: Tetraquark

La forma en que se ligan 4 cuerpos para tener una configuracién tetraquark
(diquark-antidiquark) esté basado en resultados de Lattice [33], donde los cuatro
quarks son conectados por dos tubos de flujo en forma de Y, donde la longitud
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q q

q q

Figura 3.1: Configuraciones de tipo mesén en el sistema.

q q
k> |
4 q

Figura 3.2: Potencial de 4 cuerpos. Problema de Steiner Tree

total es minimizada, de tal forma que el potencial se puede escribir de la siguiente
manera:

2

2
Vig=Y V'(k, 5)+ > V(I 5)+ V' (K1), (3.5)

i=1 i=1

donde k y [ son dos vectores “auxiliares” que ayudan a minimizar la energia

potencial total del sistema, y el potencial efectivo V' es de tipo lineal pero con una

. .7 . ! — g — — / 3
constante de interaccién modificada, V' (7}, 75 = g |75 — 75| Esto tltimo resulta

de considerar que la intensidad del potencial de un diquark es la mitad de la de
un mesoén, lo cual se describié en el Capitulo 1.

En la figura 3.2 se muestra una representacion simple para visualizar el potencial
Vig.
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- =

3.1.3. Potencial de 4 cuerpos: vectores auxiliares k, [

Encontrar los vectores 6ptimos k y [’ de la ecuacién 3.5, de tal forma que se tenga
una energia potencial minima, es un problema geométrico de Steiner Tree [51].
En general, este problema busca encontrar la red de longitud més corta que une
un nimero determinado de puntos. Este problema también introduce puntos au-
xiliares entre los puntos originales; de tal forma que la nueva red (utilizando los
nuevos puntos) sea la méas corta de todas las posibilidades. De esta forma, algunos
trabajos anteriores nombran a este potencial Vi ee.

En el potencial Vy, los vectores k y [ corresponderian a estos puntos adicionales en
un problema de Steiner tree. A primera aproximacién, no se conoce la dependencia
de estos nuevos vectores con respecto a las posiciones de las deméas particulas, por
lo que es necesario introducir algin tipo de algoritmo para calcularlos.

En el espacio de coordenadas, el algoritmo que utilizamos muestrea de forma
discreta los componentes dimensionales de estos vectores, dentro del espacio de-
limitado por los cuatro cuerpos (ver figura 3.3); se escoge la mejor configuracién
posible de estos vectores con estos valores discretos. Para mejorar la bisqueda,
un segundo muestreo se realiza alrededor de estas configuraciones éptimas; esto
se puede seguir haciendo de forma indefinida si uno lo desea. Se espera que esta
forma de muestreo nos permita evitar algunos minimos locales en el valor de la
energia potencial.

Figura 3.3: Escaneo general para los vectores k y I para un potencial de 4 cuerpos.

El potencial Vy¢ pretende mostrar lo que seria un estado ligado de un diquark y un
anti-diquark en un singlete de color. Como se habia discutido anteriormente en la
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introduccion, la combinacion de estos dos estados produce un potencial atractivo,
necesario para confinar a las 4 particulas en un cluster (un hadrén).

Los vértices fundamentales de QCD, descritos en la introduccién, en teoria nos
permiten introducir loops de gluones dentro de las cuerdas de flujo gluénico, sin
embargo, el modelo trata de simplificar todos estos procesos en una sola cuerda
efectiva.

3.2. Funcion de onda variacional

En el capitulo 2 se discutié el problema de dos cuerpos ligados con un po-

tencial lineal, y se propuso una funcién de onda de prueba para reproducir los
resultados exactos usando el método variacional, en el limite de distancias largas
entre particulas.
Para incluir la configuracién de 4 cuerpos (tetraquark), es necesario tener lo que
consideramos una configuracién éptima del sistema, mediante la minimizacion de
la energia potencial (min[V,,1, Viue, Vig|) v asi poder distinguir entre estos dos
tipos de estados.

Para un sistema de dos mesones, por ejemplo, un potencial V,,1, la funcién de
onda variacional tiene la forma 1y = exp(—A(ryq, + ")), ¥ €l argumento de la
exponencial incluye la potencia % de cada una de las distancias de los tubos de
flujo gludnico.

Con estos resultados, la funcién de onda variacional general que se propone tiene
la siguiente forma:

\IIAE(I)FG F)\:(I)FG 67)\@, (36)
donde:

= )\ es el parametro variacional tnico

= () puede tomar la siguiente forma dependiendo de la configuracion éptima:

3/2 3/2
Qm1 = rq(ql + TQ2/(?27 (3'7)
3/2 3/2
Qma = qu/(72 + TQ2/¢?1> (3'8)
3/2 . 3/2 . 3/2  3/2 3/2
Quq =Tyl + i T gl T (3.9)
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s &pg es un producto de determinantes de Slater, uno por cada combinacion
de color sabor, el cual corresponde a la funcién de onda de un gas de Fermi.
Cada uno de los determinantes de Slater tiene la siguiente forma:

Ui (Z1) - Ym(@N)

77ZJnN(f1) e 'anN(fN)

Este determinante permite que la funcién de onda que describe al sistema de
quarks sea antisimétrica ante el intercambio de quarks idénticos. Cada una de las
entradas del determinante es solucion al problema de una particula en una caja
(espacio donde se realiza la simulacién), descrita a continuacién.

Para una particula en una dimensiéon dentro de un potencial cuadrado de ancho
L, se tienen las eigen-funciones [52]:

On(z) = \/%sen (?) , (3.10)

donde n es un entero positivo. Las eigen-energias son:

2. 232
n mh
E,=———-. 3.11
" 2mL2 ( )
En el caso de 3 dimensiones, si se trata de una particula encerrada en una caja
cuadrada de lado L, la solucién para las eigenfunciones es un producto de tres
funciones independientes (una por cada dimensién espacial) de la forma (3.10) y

las eigen-energias seran tres sumandos similares a (3.11).

Unl7) = O, (@), (1), 1), (3.12)
e= I (2t ), (3.13)

. _ 2 n; T ;o —
siendo ¢, = \/;sen (T) , 1=2,Y,2 Yy Ny, ny,n, =012 .
Por lo que la eigen-funcién resultante es:

8 xT z
= \/ﬁsen (Wan ) sen (%) sen (WZLn ) : (3.14)

Podemos definir un parametro de densidad como una medida de la separacién
entre particulas,
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= g; V=1L (3.15)
donde N = 4 es el nimero de particulas del sistema y V' el volumen de la caja
donde estan contenidas. Para un nimero fijo de particulas el cambio en densidad
corresponde a modificar el tamano de la caja y por tanto la separacion entre
particulas.

Como (3.10) también puede escribirse en términos de la funcién coseno, la eigen-
funcién dada por (3.11) puede presentar un total de 8 combinaciones de productos
de funciones senos y cosenos:

sen  sen  sen
sen  sen  cos
sen  Ccos  sen
COS sen sen
sen  cos CoSs
COS sen cos
COS COS sen
COS COS cCOSs

Esto quiere decir que cada valor de la energia tiene al menos 8 degeneraciones,
lo que crea una estructura de “capas” con cada capa conteniendo, al menos, 8
quarks de una misma combinacién color-sabor. Sin embargo, debido al nimero
limitado de particulas que se incluiran en la simulacién, sélo usaremos la primer
capa, donde n, = n, =n, = 1.

3.3. Energia variacional

El Hamiltoniano de un sistema de N quarks interactuando a través de un
potencial V' es:

N p2
H = Z T v, (3.16)

donde V' toma la forma V' = V1, V;,2 0 Vig dependiendo del tipo de hadrén que
se forme. Cuando consideramos una funcién de onda del tipo (3.6) como solucién
a una ecuaciéon de Schrodinger para un hamiltoniano dado por ??, entonces del
valor esperado de la energia total (H),, es igual a:

<H>,\ = <T>,\ + <V>,\- (3.17)

La energia cinética (T") la podemos reescribir de la siguiente forma (omitiendo un
factor de masa m; en el denominador):
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M= 7577 [ Ao (Z —%@?) 9r(@), (319)

donde Z(X\) = (¢a(z)[¥r(x)) y —20? es el operador de momento p para la i-ésima
particula.

Sea Fy(z) =e ¢ = (z) = Fi(z)p(z), entonces,

- PILANOREINE (—% > af¢<x>)
_% - [(@2 (@) 6(x) +2(0:F3(2)) (i ())]

@ = 5 0@ | B (—%;W@)

_ %Z ((97F\()) o(x) + 23iFA(W)3i¢($))] :

Entonces, sustituyendo en (T'),,

Aqui podemos observar que el primer término de la integral corresponde a la
energia cinética del gas de Fermi (Trg). La energia de Fermi es aquella energia
de la ultima capa llenada por los quark. En nuestro caso todas las particulas
contribuyen. Entonces podemos reescribir (7'),:

@), - 70y 2 | @A) @) ot
+ 2¢(z ) A (2)0; FA( )0i(x)] -
Al desarrollar y simplificar términos podemos llegar a la siguiente expresion:
(1), TFG+—Z/dm ) [B:Fx(@)]2.

Entonces, multiplicando por ?*2—8, resulta que:
A

(T), =Trc + %O\) Z / dzW?(z) [0;log Fy(z)]*.
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Sea W = $%",[0;log F \(2)]?, finalmente podemos escribir:

<T>,\ =Trc + <W>)\ . (3-19)

Entonces la energia total se puede escribir como:

(H), =Tpc+ (W), +(V). (3.20)

En el apéndice A se realizan los célculos de (W), usando los potenciales V,,,, , y
Vig-

En el extremo de altas densidades, es decir, cuando p > 1, esperamos que los
quarks se comporten como un gas de Fermi. Normalmente, para un sistema de
varias particulas, la energia por particula resultaria de la siguiente forma:

2

siendo N el nimero de particulas del sistema, y donde se toma que para una
particula de masa m la energia es: ¢; = mc® + % kr representa el momento de
las particulas hasta la energia de Fermi.

Sin embargo, nosotros tenemos un sistema finito de 4 quarks, por lo que no po-
demos utilizar esta aproximacion. Entonces, para calcular la energia de Fermi
correspondiente a cada quark, usamos el valor de las eigenenergias de la ecuacién
(3.13) asociada a cada quark.

3.4. Calculo Monte Carlo

Los valores esperados de V' 'y W se calculan mediante una integral de 12 va-
riables, y un método Monte Carlo (MC) es eficiente para este propdsito [53, 54].

La aplicacién de un método MC requiere la generacién de variables {z'} estadistica-
mente independientes distribuidas de acuerdo a una distribucion de probabilidad
P(Z). Este método es utilizado para muestrar estadisticamente los eventos. Esto
requiere generar la distribucién de probabilidades deseada de manera directa. Una

de las formas de realizarlo es usando una simulacién MC de procesos de Markov
[55].

Los ntimeros aleatorios se generan por medio de un algoritmo diseniado para pro-
ducir una secuencia de nimeros aparentemente sin correlacién, los cuales estan
uniformemente distribuidos sobre un rango definido. En general, el generador de
numeros aleatorios debe satisfacer los siguientes criterios bésicos:
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» La distribucién de los niimeros tiene que ser uniforme en un rango especifico
y debe satisfacer pruebas estadisticas de estocasticidad, tales como carencia
de predictibilidad y de correlaciéon entre ntimeros cercanos.

= El cdlculo debe producir una gran cantidad de ntimeros tnicos antes de que
se repita el ciclo.

= El calculo debe ser muy rapido.

Se utilizé el algoritmo de Metrépolis [56] (ver apéndice B) para calcular los valores
de expectaciéon de W y V. Este algorimo es muy popular dada su simplicidad
computacional.

Para nuestra simulacion, utilizamos un sistema de 2 quarks y dos antiquarks
confinados en una “caja” cubica con una longitud de lados L iguales, donde por
simplicidad los valores de h, m, (masa del quark u) y k son tomados iguales a
1. En el limite de baja densidad (p — 0), los resultados deberan concordar con
los valores calculados tedricamente para el pardmetro variacional \g y E),, de
acuerdo a la tabla 2.1.

A fin de expresar estos valores en unidades de GeV/fm® para la densidad de
energia ¢ y de fm? para el valor promedio del radio al cuadrado (r?), realizamos
una conversion basada en datos experimentales (ver apéndice C).

El procedimiento fue el siguiente:

= Se realizaron simulaciones para 3 sistemas distintos:

e Meson independiente. En el modelo sélo se incluyen los potenciales de
tipo mesénico Vi1 v Vina

o Tetraquark independiente. El modelo sélo incluye el potencial Vig

e Mizto. El modelo incluye los potenciales de tipo mesénico V,,1 v Vo v
el potencial de tipo tetraquark Vg

e Todos estos sistemas contienen dos quarks con masa fijada en m, = 1,
y dos antiquarks con masa variable mg s cp.

= Con base en la ecuacién (3.15) se fijan distintos valores de p entre 0.000001
y 0.3 para todos los casos. El limite de particulas es fijo y esto equivale
a cambiar el valor L de la longitud de los lados de la caja donde estan
contenidos los quarks. Estos valores de densidad son suficientes para obtener
resultados esperados para los limites de baja y alta densidad.

= Con un valor fijo de densidad, se realiza la simulacién en un rango de valores
del parametro variacional A\ adecuados. Los valores esperados de término
cinético y potencial son ajustados en funcién de A, con una exponencial
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decreciente y un polinomio de grado 3, respectivamente. Con esto se puede
obtener un valor é6ptimo g y energia F) , de acuerdo al método variacional.

= Posteriormente, con el valor de A\ por cada valor de p, se calculan las obser-
vables requeridas (Energfa total, frecuencias de distribucién radial, funciones
de correlacion, recombinaciion de particulas,etc.)

En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos de estas simulaciones.
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Capitulo 4

Resultados

En este Capitulo se presentan los resultados de la simulacion Monte Carlo,

para estudiar cémo evoluciona un sistema de 2 quarks ¢g¢ y 2 antiquarks QQ,
donde consideramos los sabores de los antiquarks Q = u,s,c,b. Introdujimos
la posibilidad de formar dos estados de mesones o un estado diquark-antidiquark
(tetraquark), identificando observables que sean sensibles a la formacion del estado
tetraquark.
Mostramos el comportamiento del parametro variacional 6ptimo, asi como tam-
bién de distintas observables del sistema (Energia total, raiz del radio promedio
al cuadrado, correlaciones entre quarks, recombinacién) para los estados de ti-
po mesoénico y de tetraquark (4Q), asi como la mezcla entre ambos estados. Los
calculos se realizaron mediante el procedimiento descrito en el capitulo 3.

Para incluir unidades de energia (GeV) y de distancia (fm) apropiadas para los
sistemas que estamos estudiando, se utilizaron como referencia valores experimen-
tales (ver apéndice C). Para un valor fijo de la densidad de particulas p, se tiene
una correspondencia en energia total, por lo que es conveniente utilizar la densi-
dad de energia ¢ en su lugar para mostrar la evolucién de las observables. Aun
asi, p también es una variable til para hacer comparacion entre sistemas con una
asimetria de masas quark-antiquark distinta. Un aumento de la densidad esté re-
lacionado directamente con una disminucién en la distancia entre particulas.

4.1. Parametro variacional 6ptimo

Para checar si la aproximaciéon variacional describe los resultados esperados
en los limites de baja y alta densidad, en las figuras 4.1-4.3 se muestra el com-
portamiento del parametro variacional 6ptimo A como funcién de la densidad de
particulas p, para los diferentes sistemas simulados (mesoén, tetraquark, mixto).
Se utiliza la variable p para poder observar ademas el efecto de la asimetria de
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12 T T
e—e Meson u—d
1.0 a— Meson u—s ||
>—» Meson u—c
0sl <+—< Meson u—b ||

A/

1 1 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 4.1: Evolucién del parametro variacional 6ptimo con respecto a la densidad
de particulas, para diferente asimetria de masas: Sistema meson independiente.

masas quark-antiquark. Para todos los casos, A se normaliz6 con respecto al valor
analitico variacional del mesén \g, obtenido en el capitulo 2 (cuadro 2.1) para
toda asimetria de masas empleada.

Se observa que el comportamiento del parametro variacional es el esperado a
bajas densidades, puesto que en el caso mesénico \/\, tiende a 1. En el caso del
tetraquark independiente, este comportamiento también se puede apreciar.

En el limite de altas densidades, se aprecia que \/\ tiende suavemente a 0 de
forma asintotica, y esta evolucién es mas pronunciada en el caso del sistema de
tetraquark independiente, donde a un valor p = 0.05 el pardmetro variacional es
muy cercano a cero. Esta tendencia muestra, como se esperaba, que el sistema
se comporta como un sistema de particulas fermidnicas libres en este limite. Se
observa que al aumentar la asimetria de masas, el parametro variacional 6ptimo
aumenta y se retrasa su aproximacion a cero conforme aumenta la densidad.

En la figura 4.4 se muestra el comportamiento del parametro variacional, pero
en este caso se hace una comparacién entre los tres sistemas simulados, para
cada razon de masas. Aqui observamos como el valor A\/\y en el sistema mixto,
cae completamente entre los dos sistemas independientes. La informacion que
contiene el parametro variacional da una idea aproximada de la distancia promedio
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1.2 ‘
o—o Tetrau—d
1.0 A—A Tetra u—s ||
—» Tetra u—c
08 <+ Tetra u—b ||
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 4.2: Evolucién del parametro variacional 6ptimo con respecto a la densidad
de particulas, para diferente asimetria de masas: Sistema tetraquark independien-
te.

1.2 T T
o—e Mixto u—d
1.0 ~—4 Mixto u—s |4
> Mixto u—c
0.8 <+—< Mixto u—b |

A X

1
'0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 4.3: Evolucién del parametro variacional 6ptimo con respecto a la densidad
de particulas, para diferente asimetria de masas: Sistema mixto.
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entre particulas a una densidad dada, que no es necesariamente la misma para
quarks en un sélo cluster. Al aumentar €, ocurren eventos en la simulacién en la
que el potencial del sistema tetraquak favorece mas al sistema, y la informacion
de su tamano también esta contenida en el valor de A. Esto se traduce en una
disminucién del parametro A con respecto al sistema de mesén independiente.

Después de un valor aproximado A/Ag ~ 0,2, el sistema mixto muestra una ten-
dencia mas fuerte hacia los valores del sistema independiente de tetraquark, y se
estabiliza después de un valor ~ 0,1. Recordando la funcién de onda variacional
empleada (ecuacién 3.6), éstas son regiones donde el sistema se aproxima a un
gas de Fermi, y aunque el potencial de 4 cuerpos sea cada vez mas éptimo para la
energia potencial y se pueda cuantificar, realmente se tiene un sistema cada vez
mas diluido.

12 T T T T 12 T T T T T T T T

e—e Meson u—d e—e Meson u—s
10 +—4 Tetrau—d |[] 1.0 +—4 Tetrau—s
> Mixto u—d > Mixto u—s
0.8 1 1
/<C> /<C>
T o06f 1 1
~< ~<
0.4f 1 1
0.2} 1 1
0.0 = = 0.0 a
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.00 0.05 0.0 015 020 025 030 035 040 045
e [GeV/fm? ] e [GeV/fm® ]
1.2 : : : : : , , , 1.2 : : : ,
e—e Meson u—c e—e Meson u—b
10 +—a Tetrau—c || 1.0 s+—a Tetra u—b
—> Mixto u—c —> Mixto u—b

A/ X
A/ X

2 4 6 10 12 14 16 18 o 5 15 20 25

8 10
e [GeV/fm?® ] e [GeV/fm? ]

Figura 4.4: Evolucién del parametro variacional 6ptimo con respecto a la densidad
de energia € para diferente asimetria de masas: Comparacion de todos los sistemas
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¢ Meson u—d
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Figura 4.5: Evolucién de la energia con respecto a la densidad de particulas, para
toda asimetria de masas: Sistema de mesén independiente.

4.2. Evolucién de la energia

En las figuras 4.5-4.7 se muestran las graficas correspondientes de los valores
de la energia de interaccion F en funcién de la densidad de particulas p , para
los tres casos estudiados, haciendo una normalizacion de la energia con respecto
al valor de F), de la tabla 2.1 . A bajas densidades, la energia por particula en
el caso mesénico converge a los valores esperados, puesto que E/E), converge a
1. Al tener una diferencia mas grande en las masas quark-antiquark, la energia
de interaccion aumenta, aunque el comportamiento descendente en densidad es
similar.

En el caso del sistema donde sélo se considera el potencial de 4 cuerpos, la ten-
dencia a bajas densidades es E/Ey ~ 1,06 para todos los casos, como se muestra
en la tabla 4.1. No se tiene una dependencia clara en relacién a la asimetria de
masas en este limite, pero en la evolucién en densidad es similar a la presentada
en el sistema de mesén independiente.

Para el sistema mixto, la evolucién de la energia con respecto a la densidad presen-
ta los limites esperados en densidades bajas (donde el mesén es la configuracién
dominante) y la misma dependencia en la asimetria de masas durante la evolucién.
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’ ma ‘ meo ‘ E/E)\O ‘ E/N [GGV] ‘
m,, =1 m, = 1 1.06939 £ 0.00791 0.07239
m, =1 | ms = 1.44643 | 1.07518 £ 0.00862 0.19254
m, =1 | m.=4.6131 | 1.06561 £ 0.00758 0.82054
m, =1 | my = 14.0774 | 1.06868 £ 0.00743 2.50167

Cuadro 4.1: Energia de interaccién normalizada E/E), y energia total por particu-
la E/N en la densidad més baja simulada, para toda asimetria de masas.

En la figura 4.8 se muestra la evolucién de la energia total por particula (E/N)
en funcion de la densidad de energia €, donde se usan unidades de energia y
distancia ajustadas con valores experimentales (ver apéndice B ), y se hace una
comparacion entre los sistemas simulados, para cada una de las asimetrias de
masas de quark-antiquark.

A densidades bajas, para la configuracién tetraquark 4¢) la energia por particula
del sistema se encuentra por encima de aquella del sistema independiente de mesén
(cuadro 4.1), pero al alcanzar una densidad de energia el comportamiento se in-
vierte y el sistema tetraquark puede alcanzar una energia menor. La energia del
sistema mixto muestra que la energia del sistema tetraquark independiente es ma-
yoritaria a partir de una densidad de energia similar a aquella donde el parametro
variacional mostraba un comportamiento entre los dos sistemas independientes.
En el sistema mixto, se tiene una disminucion de la energia por particula con
respecto a los sistemas independientes, lo cual nos dice que al incluir ambas confi-
guraciones, meson y tetraquark, el sistema encuentra mas configuraciones éptimas
y de esta forma disminuye ain mas la energia.

En la figuras 4.9 - 4.12 se muestran las contribuciones de los términos cinéticos
y potencial a la energd total, para el sistema tetraquark independiente 4(). En
la energia cinética se incluye la masa constituyente de los quarks involucrados y
la energia de gas de Fermi. Dado que el valor de (W) es proporcional a A\? (ver
apéndice A), a densidades bajas donde el valor de A es grande, la contribucién
de (W) es también alta. Por el contrario, cuando la densidad se vuelve alta, el
valor de A se vuelve muy pequeno por lo que la contribucién de (W) es muy
pequena también, y lo mismo sucede para la contribucién de (V). En cambio,
la contribuciéon debido a la energia cinética de un gas de Fermi, siempre va en
aumento, de tal forma que para altas densidades, la energia total del sistema es
mayoritariamente ésta. Se incrementa la energia cinética al incluir antiquarks de
mayor masa (s, c,b),
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Figura 4.8: Evolucién de la energia por particula con respecto a la densidad de
energia del sistema e para diferente asimetria de masas: Comparacion de todos
los sistemas.
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4.3. Distribucion radial

Para obtener una informacién mas precisa sobre el tamano de los clusters,
observamos como es la distribucién de particulas dentro de uno, caracterizado
por un valor promedio del radio al cuadrado.

De acuerdo a la ecuacion 2.35 se obtuvieron los valores esperados de esta obser-
vable para todos los casos, asi como sus frecuencias de distribucién con respecto
a la raiz del valor promedio al cuadrado D,.(¢). Las curvas de distribucién se nor-
malizaron de tal forma que el drea bajo la curva es igual a uno. Las unidades de
distancia para (r2>1/ ? se muestran en unidades de fm, cuya escala es tomada de
datos experimentales para el caso mesénico (ver apéndice C); la misma escala se
usa para todos los sistemas, incluidos los de tetraquark, para cada asimetria de
masas.

En las figuras 4.13 - 4.15 se muestran las curvas de distribucién de (7"2)1/ ? para
los tres sistemas estudiados, para algunas densidades de energia y una asimetria
de masas m, = u,mz = d. En esta comparacion, en general se experimenta un
desplazamiento hacia la izquierda de la curva de distribucion, al aumentar la
densidad de energia, para todos los casos. Es importante recalcar que en el caso
del sistema mixto, el radio considerado es aquel de la configuracién 6ptima, que
puede incluir casos de uno u otro cluster de mesén o tetraquark, y en la grafica
4.15 se observa que para la densidad mas baja la distribucién es puramente debido
a la configuracién de mesén, pero al aumentar la densidad la configuracion de
tetraquark es éptima en mayor nimero y eso se refleja en la amplitud de las dos
crestas de la distribucion radial. Dentro de este sistema mixto, las figuras 4.16 y
4.17 muestran como se comportan estas curvas de distribucién, para los sistemas
meson y tetraquark por separado. Los datos obtenidos son tales que no se toma en
cuenta cudl de los dos es el potencial 6ptimo, y da informacién de una desviacién
con respecto a tener cada sistema independiente.

En base a estas curvas de distribucion, se calcularon los valores esperados de <r2>1/ ?
y en las figuras 4.18 - 4.21 se muestra su evolucion con respecto a la densidad de
energia, para cada asimetria de masas analizada.

Para todos los sistemas, a excepcién del tetraquark en el sistema mixto, se obser-
va un pequeno aumente en el valor de (7’2)1/ > en la regién de densidades bajas,
para luego mantener el descenso general al aumentar la densidad de energia. A
densidades bajas el radio promedio de los clusters de 4 cuerpos en presencia de
la configuracién de 2 cuerpos, comienza por encima de todas, aunque se tiene
que considerar que ésta es una regién donde la configuracion tetraquark es menos
favorecida para el confinamiento. Este efecto de aumento en el radio promedio
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para el sistema tetraquark es mayor al aumetar la asimetria de masas, y eso se

puede observar en la figura 4.21, donde el valor de (r?)

1/2 para el tetraquark en el
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sistema mixto, siempre estd por encima de todos los demas sistemas estudiados.
El caso es diferente en el sistema mesdnico, pues presenta la misma evolucién de
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Figura 4.18: Evolucién de la raiz del valor promedio del radio al cuadrado <r2>1/ 2
con respecto a la densidad de energia e para todos los sistemas. Caso u — d.
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Figura 4.20: Evolucién de la raiz del valor promedio del radio al cuadrado <7"2>1/ 2
con respecto a la densidad de energia e para todos los sistemas. Caso u — c.
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4.4. Funciones de correlacion

Una observable 1til que nos permite diferenciar entre los sistemas de dos o
cuatro cuerpos es la funcién de correlacién de dos cuerpos, dada por [57):

pa(r) = 3 (WolWh,(r) WL (0) W (0) W, (1) wo ) (4.1)
ap
siendo « y 3 el conjunto de todos los niimeros cudnticos internos, tales como el
sabor y el color. La funcién de correlacion mide la probabilidad de encontrar dos
particulas, con ntimeros cuanticos dados, a una distancia relativa r.

En nuestro caso, tenemos un sistema finito de 4 particulas, y las correlaciones que
se calcularon entre los quarks del sistema convergen a cero para distancias largas.
Entonces, definimos que:

o) = £ salr), (1.2

donde V' corresponde al volumen de la caja donde se realiza la simulacién. En el
apéndice D se muestra la forma de realizar el calculo dentro de la simulacion, y
también que la normalizacién se toma de tal manera que la dependencia impor-
tante es con respecto a la densidad de particulas p, y el limite de g(r) sea cero a
distancias cortas (p >> 1). Asi, para la densidad de referencia (la densidad més



4.4. Funciones de correlacion 65

0.18
0.16 i
0.14} s
0.12f ]
—~ 0.10f B
&
> 0.08 e [Gev/fm?® ]
¢ 0.00126
0.06 A4 0.00610(]
% 0.01189
0.04 |
4% 0.03271
0.02 V¥ 0.09592|4
& B8 0.26248
0.00 [ K A I I I I T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

r [fm]

Figura 4.22: Funcién de correlacion g(r) entre quarks del mismo tipo para distintos
valores de e: mesones u — d.

baja mostrada en las figuras), la magnitud relativa refleja la probabilidad de que
una particula se encuentre correlacionada con otra aunque su valor individual no
es explicitamente indicativo.

Es importante mencionar que debido a que el escaneo es de forma radial, y por
tanto con simetria esférica, y que el espacio donde se realiza la simulacion es
cubico, el calculo es restringido a un maximo correspondiente a la mitad de la
longitud L de los lados de la caja.

En las figuras 4.22 y 4.23 se muestra la funcién de correlacién g(r) entre quarks
del mismo tipo (¢ — ¢), para el sistema independiente de mesén y de tetraquark
4Q), respectivamente.

En el caso del sistema de meson independiente, se observa que para toda densidad
de energia, la correlacién tiene su valor minimo en r — 0 y alcanza un valor
maximo y estable en su méxima regién de muestreo (g(r) ~ 0,14), correspondiente
a la mitad de la longitud de la caja. El espacio vacio a la izquierda de las curvas
se debe al principio de exclusién de Pauli.

A densidades bajas, esta correlacion ademas corresponde a aquella entre los dos
sistemas de mesones aislados, que se mencionara méas adelante. Lo que nos muestra
esto, es que si solamente se incluye el potencial efectivo de meson, los quarks del
mismo tipo tienden a estar lo mas alejado posible, y por tanto se considera que
en este caso los quarks del mismo tipo no estan correlacionados.
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Figura 4.23: Funcién de correlacién g(r) entre quarks del mismo tipo para distintos
valores de e: Caso u — d (izquierda) y u — b (derecha).

Para este mismo tipo de correlacion, en el caso donde sélo se incluye el potencial
efectivo de 4 cuerpos, tenemos de forma similar que a distancias cortas la corre-
lacién tiende a cero. La diferencia con el sistema de 2 cuerpos reside en que a
densidades bajas el maximo se alcanza a cierto valor de r, que con esta asimetria
de masas u — d resulta ser de alrededor de 1,0 fm, y con una correlacién mucho
mayor (g(r) ~ 1,6) que en el caso de mesén indepediente, pues el potencial efec-
tivo es atractivo (tipo diquark ¢ — ¢) y se puede observar que tan compacto es el
cluster de 4 cuerpos. La magnitud de la correlacion va disminuyendo al aumentar
la densidad de energia, aunque la forma se mantiene y el maximo se mantiene
para este valor de distancia hasta llegar a una densidad donde dichas distancias
de escaneo ya no son posibles. A partir de la densidad mostrada en ¢ = 0.03060
GeV/fm? densidades grandes (distancias cortas) para el caso u — d, la correlacién
vuelve a mostrar su maximo en la regiéon maxima de muestreo. La figura 4.23 tam-
bién muestra el efecto de una diferencia de masas mas grande u — b, y el méximo
aparece en un valor de r mas bajo, cercano a 0,75 fm, lo que aumenta la magnitud
de la correlacion en esa region.

Es importante recalcar que los colores de los puntos mostrados en esta compara-
cién, corresponden a valores iguales de densidad de particulas p, aunque esto no
corresponde a una misma densidad de energia.

Un efecto que se tiene a densidades de energia altas (ver figura 4.24), para el caso
u — d, es que las funciones de correlacién entre ambos sistemas independientes de
simulacién son muy parecidas y no son sensibles a diferenciar el potencial efectivo
empleado. Estas son zonas donde el sistema ya se comporta mas como un gas de
Fermi.
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En las figuras 4.25 y 4.26 se muestra la funcion de correlacién entre quark y
antiquarks de tipo diferente. En este caso, ¢g(r) tiene su valor méximo en r —
0,g(r) ~ 21 para el sistema de mesén independiente, y desciende suavemente al
aumentar la distancia, hasta llegar a un valor » = 1,5 fm. Esto es de esperarse,
pues en este sistema la distancia ¢ — ¢ tiene una correspondencia con el tamano
del hadrén formado (mesén), que tiene una magnitud caracteristica, por decir,
en el radio, mostrado en la secciéon anterior, muy por debajo del correspondiente
al tamano de la caja. Al aumentar la densidad de energia el comportamiento se
mantiene, pero la magnitud de la correlacion desciende considerablemente. A la
densidad mostrada e = 0,03271 GeV/fm? la correlacién es practicamente nula,
aunque A no sea cero. Esto implica que a densidades muy altas, los quarks ya no
son capaces de ligarse de manera efectiva entre si.

Para el sistema de tetraquark independiente, este comportamiento es similar, los
valores de correlacion mas altos estan a las distancias mas bajas muestreadas y
descienden suavemente, pero lo hacen hasta una distancia r = 2,5. fm (en el caso
u — d). Aqui observamos que el potencial de 4 cuerpos mantiene forma de co-
rrelacién ¢ — ¢ similar a la de los mesones aunque con menor valor relativo de
correlacién(g(r) ~ 2,7 en su punto mds alto), que en este caso serfa mas corres-
pondiente con una distancia diquark-antidiquark. De igual forma, a las densidades
de energia mayores, este tipo de correlacién para los dos potenciales efectivos es
practicamente indistinguible. Al igual que en la correlacién ¢ — ¢, un aumento en
la asimetria de masas aumenta la magnitud de la correlaciéon en distancias mas
cortas, y se anula en una distancia g(r) ~ 2,0 fm.

En la figura 4.27 se muestra una comparacién entre funciones de correlacién g(r)
q—q¢ q—qy q— (q,q), donde esta ultima corresponde a la de una particula
con todas las demas del sistema. Esta comparacién se realiza en la simulacion del
sistema mixto, donde se incluyen los dos potenciales efectivos, a una densidad € =
0.011147 GeV/fm3. Podemos observar como la correlacién ¢ — ¢ es mucho més
repulsiva que en el caso ¢ — ¢. Esto se debe al hecho de la presencia de mas casos
de mesones (cluster quark-antiquark), ademés del principio de exclusién de Pauli
por ser un sistema de particulas fermiénicas idénticas, por lo que es dificil tener
dos quarks a muy cortas distancias. En general, las magnitudes de correlacién
q — q son mas grandes que las de ¢ — ¢, y s6lo a valores de densidad altas, como
la mostrada, es que son comparables. La correlacién debida al confinamiento de
los quarks en hadrones es mayor que aquella debido al principio de exclusion de
Pauli. La correlacién g — (¢, q) toma cuenta de ambas correlaciones discutidas, y
se normaliza de acuerdo a esto.

Finalmente, las figuras 4.28 - 4.30 muestran correlaciones ¢—¢q y mesén-mesén para
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Figura 4.25: Funcién de correlacién g(r) entre quarks-antiquarks
para distintos valores de e: mesones u — d.

distintos sistemas simulados, y densidades de energia. Para obtener este tltimo
tipo de correlacion observamos la distancia entre los centros de masa de ambos
mesones.

En la primer figura 4.28 se muestra como la correlacién ¢ — ¢ y mesén-meson para
el sistema de meson independiente, corresponden totalmente a la densidad menor
mostrada. Esto es de esperarse, pues los quarks del mismo tipo se encuentran
en mesones diferentes y a las distancias mas grandes posibles. A densidades més
grandes (distancias cortas) es donde se observa diferencias, pues los quarks se
reordenan dentro del hadrén sin mayor cambio en el centro de masa, y la resolucién
en las distancias muestreadas son capaces de dar cuenta de ello. Ademas, se tiene
una disminucién en la magnitud de la correlacién ¢ — ¢, aunque los maximos
estan en la misma region de distancias mayores muestreadas. En la figura 4.29 se
muestra la misma comparacion para el sistema mixto, donde en general el efecto
es el mismo, sélo con mayor ruido debido a la estadistica mas baja.

Una comparacion de la funcién de correlacién mesén-mesén entre el sistema in-
dependiente de mesén y el mixto se puede observar en la figura 4.30, en la cual
la observable sélo es sensible al sistema de 4 cuerpos durante la transicion de
densidades bajas altas, pues en los limites no hay mucha diferencia.

Si comparamos la correlacién mesén-meson en un sistema independiente de meson
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particulas ¢ — (¢, q) para una densidad de energia ¢ = 0.011147

GeV/fm®: Sistema mixto u — d.

(figura 4.28) con respecto a aquél en la mezcla 2 (figura 4.30), para una densidad
alta vemos una diferencia entre los valores maximo de g(r). En el sistema mes6ni-
co el maximo valor de g(r) es de alrededor de 0.08 mientras que en el sistema
mezclado sélo alcanza un valor de 0.03. Ademads, existe una diferencia de 0.077
fm en r, entre los maximos del valor g(r), debido a la mezcla de los sistemas. El
sistema tetraquark inhibe la identificacién de mesones y por tanto la correlacién
relativa es menor en el sistema mezclado. Asi, la presencia de un estado de cua-
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tro quarks se puede identificar en la correlacion mesén-meson, atin sin saber de
manera directa que se han formado estados de cuatro quarks.
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4.5. Recombinacion dinamica

La recombinacién de cuatro quarks puede tener importantes efectos en siste-
mas que son producidos a una distancia lo suficientemente corta en el espacio. Un
ejemplo puede tomarse en el decaimiento WW — ¢gqQQ, cuya distancia de sepa-
racién en LEP2 es de alrededor de 0.1 fm [59]. Aunque en el limite perturbativo
el efecto de recombinacion es pequeno, en el régimen no perturbativo podria ser
importante. Un escenario tipico para estimar la recombinacién es considerar “bol-
sas” esféricas o alargadas como fuentes de color y la reconeccion es proporcional
al traslape entre éstas. La recombinacién entre dos configuraciones de mesén es
implementada [60].

En nuestro caso, ademas de esto, tenemos recombinaciones entre estados similares
al tetraquark y sistemas de dos mesones. Caracterizamos esta modificaciéon a la
recombinacién de dos mesones por la presencia del estado tetraquark.

En la figura 4.31 se muestra la probabilidad de tener un sistema éptimo de dos me-
sones o de un tetraquark en una simulacién donde se incluyen los tres potenciales
efectivos (Vin,, Vin,, Vag), sistema mixto, en funcién de la densidad de particulas
del sistema p.

Se observa que el porcentaje de mesones formados es mayoritario a densidades
bajas, partiendo de un valor total 1,0, para cualquier diferencia de masas. Este
porcentaje decrece al aumentar la densidad, y el porcentaje de formacién de un
cluster de 4 cuerpos aumenta.

Las probabilidades se asemejan alrededor de un valor p = 0.05, y a partir de
ahi el sistema de 4 cuerpos es més probable al aumentar la densidad; el aumento
en la asimetria de masas quark-antiquark traslada esta transicién a una densidad
mayor.

A partir de una densidad de particulas p = 0.15, se alcanza una estabilidad en
las probabilidades de formacion para todas las diferencias de masas, aunque como
se vera mas adelante, esto también entra en juego con el parametro variacional
6ptimo de la funciéon de onda variacional.

El modelo requiere que los clusters formados sean incoloros. El cambio de una
configuracion a otra, dada por el requerimiento del minimo de energia potencial,
es una medida de la propiedad de recombinacion dinamica del sistema. Definimos
la probabilidad de recombinacién para los mesones como

N(le < Vmg)
P, = , 4.3
N(Viu1) + N(Vin2) (4.3)

donde N(V; <> V;) denota el nimero de transiciones entre una configuracion ¢ y
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Figura 4.31: Probabilidad de tener un estado mesonico o tetra-
quark en la simulacion, para todas las diferencias de masas: Sis-
tema mixto.

una j, y N(V;) es el nimero de veces que el sistema estuvo en la configuracion i.
Anadida la posibilidad de una configuracién tetraquark, es decir, para un sistema
mixto, la probabilidad se vuelve

p = NV & Vieg) + NV + N(Vag)) + N(Vinz ¢ Vag) + N(Vig = Vig)
e N (Vi) + N(Vinz) + N (Vig) ’

En la figura 4.32, se muestran las probabilidades como una funcién de la densidad.
La probabilidad de recombinacién entre las dos configuraciones de dos mesones
(P.,,,) se muestra para el caso independiente de mesén y el mixto. En el caso
mixto se observa una supresion en la recombinacién de mesones. La probabilidad
cuando la configuracién de tetraquark es tomada en cuenta <PTmix) corresponde

al caso mixto. Las lineas sélidas (discontinuas) corresponden a una asimetria de
masas ¢ = u,Q = d(q = u,Q = b). En el sistema mixto, a densidades altas, la
configuracion tetraquark es mas 6ptima y en consecuencia las recombinaciones
vienen en gran medida de esta configuracion.

Un estimado cualitativo de este efecto puede ser exhibido considerando un modelo
simple de expansién, de tal forma que el sistema pueda evolucionar con respecto
a la densidad. Podemos definir esta funciéon de color como
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x) = Pprag (1) P () (4.4)

donde Pyyqq4(t) = exp(—t*/77,,,) es la probabilidad de que el sistema todavia
no se haya fragmentado, con 7,4, ~ 37, siendo la vida media, tomada como
tres veces la radio del meson [60]. La probabilidad de recombinacién P.(p) puede
ponerse en términos del radio de una esfera () correspondiente a la densidad dada
p = 3N/4mr}z?, usando unidades de radio hadrénico. Considerando la expansién
del sistema con una velocidad ¢ = 1 de tal forma que x = ct, entonces Pf,qy =
—

En la figura 4.33, mostramos la evolucién de esta funcién de color como una
funcién del tamano radial del sistema, en unidades del radio del mesén. Se muestra
una interpolacion de los datos para adaptar una curva para valores pequenos de
x. En el caso cuando se considera la recombinacién entre mesoén y tetraquark
(P.,..) modifica el estimado en comparacion a cuando no se incluye (P, ). La
composicion de sabor modifica el comportamiento a distancias intermedias, y el
efecto total se vuelve muy débil después de 4 veces el tamano del hadrén.
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Figura 4.33: Evolucién de la probabilidad como funcién del ta-
mano radial del sistema.

4.6. Potencial Tetraquark

Como se ha descrito anteriormente, el potencial de tetraquark depende de las
posiciones de los quarks y de dos vectores auxiliares, puestos de tal forma que
la longitud total de los tubos de flujo que unen a los quarks es la minima. Estos
vectores auxiliares son modificados en una manera no trivial cuando un solo quark
cambia de posicion. De forma efectiva, este potencial puede ser descrito como lineal
con respecto a la longitud invariante

_ 1/2
R= Z T?j = [Tgl,k + rt?z,k + 74129,1 + 7“21,1 + ng,l} ) (4'5)

V(R) = Ry + BR, (4.6)

donde Ry es el valor del potencial a distancia cero, que se espera que se modi-
fique por una correcion de tipo Coulomb para distancias cortas. En la gréfica
4.34 mostramos la pendiente B del comportamiento lineal de la simulacién como
una funciéon de la densidad para el caso independiente de tetraquark. La pen-
diente, en el caso de tetraquark muestra una pequena dependencia con respecto
a la densidad, y B(p ~ 0) = 0.84 &+ 0.02. En el caso mixto se aprecia una ma-
yor dependencia de la densidad, que tiene un valor menor cerca de densidad cero
[B(p ~ 0) = 0.67 £ 0.02]. El comportamiento entre el sistema mixto y el inde-
pendiente se asemejan al aumentar la densidad. Este comportamiento es similar
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Figura 4.34: Pendiente B del potencial lineal efectivo del tetra-
quark.

cuando se consideran otros sabores de quarks.

En la gréfica 4.35, mostramos un potencial efectivo de contacto, Vj(contacto),
como una funcién de la densidad, determinada por el valor promedio del potencial,
independientemente de la longitud de los tubos de flujo. El sistema de tetraquark
puro (sistemas ud y ub) muestra una dependencia con respecto a la razén de
masas en el régimen de baja energia y, conforme la densidad crece, se vuelven
similares. El sistema mixto no muestra dependencia en la razén de masas, pero
si a la presencia de mesones, en el cual se vuelve muy grande en el régimen de bajas
energias. Este comportamiento corresponde al incremento de la distancia entre los
quarks, donde la configuracién de dos mesones separados tiende a separar a las
particulas.
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utilizadas en la simulacién.
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Conclusiones

Hemos utilizado una simulacién Monte Carlo en un sistema compuesto por

dos quarks ligeros gq idénticos y dos antiquarks Q@) idénticos de sabor variable,
considerando tres posibles estructuras: dos mesones, tetraquark, o una combina-
cion entre éstos. La interaccion entre particulas es simulada de manera efectiva
por un potencial lineal, y la configuracién de Tetraquark requiere un algoritmo
para buscar dos vectores auxiliares que minimicen la energia potencial. El sabor
de los antiquarks nos permite considerar varias razones de masa para el sistema
y su efecto es mostrado.
El sistema de quarks es simulado dentro de una caja ctibica. Estos forman mesones
aislados cuando el volumen de ésta es muy grande. Asi, podemos identificar un
parametro de densidad de particulas p (o de energia €) , la cual puede modificarse
cambiando el tamano de la caja.

Se mostré que considerando la posibilidad de una configuracion de 4 cuerpos, el
sistema disminuye su energia total de manera notable, al aumentar la densidad.
Ademas, se muestra un valor numérico para el limite de densidades bajas, donde
no se encontré una dependencia observable con respecto a la asimetia de masas
de quarks y antiquarks. De la misma forma, el pardmetro variacional 6ptimo A
disminuye mas rapidamente al incluir al estado tetraquark, lo que indica que éste
favorece una disipacion en la interaccién fuerte.

Se encuentra que la evolucién del radio cuadrado promedio para el mesoén es de-
pendiente de esta razén de masas. La combinacion ud desciende mas rapido que el
caso ub, mientras que la dependencia al estar junto a un sistema de tetraquark es
ambigua. En el caso del tetraquark, esta evolucién también muestra una depen-
dencia con respecto a la asimetria de masa y la presencia de mesones, mostrando
una mayor diferencia entre el sistema mixto y el independiente considerando un
sabor de antiquark Q = b.

81
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La presencia de una configuracion de 4 cuerpos influye en la funcién de correlacion
para quarks del mismo tipo mostrando una formacion de diquark para densidades
bajas y una caida de correlacién al aumentar la densidad. Encontramos una modi-
ficacién en la funcién de correlacién meson-mesén por la presencia de tetraquark,
para densidades intermedias.

La probabilidad de cambio entre las dos configuraciones de meson (intercambio
de quarks) se ve afectada cuando se considera la configuracién de tetraquark.
Usando un modelo simple para describir una evolucion del sistema con respecto
a un parametro de densidad se muestra que los efectos de recombinacion son
importantes ain después de una distancia de 2 veces la del meson.

En cuanto al potencial efectivo de 4 cuerpos, no se encuentra una dependencia
fuerte con respecto a la asimetria de masas. Se observa una dependencia a densi-
dades bajas, debido a la presencia de mesones. Considerando un potencial efectivo
de contacto, dado como el valor promedio del potencial de 4 cuerpos a una densi-
dad dada, independiente de la longitud de los tubos de flujo. Utilizando unidades
arbitrarias de la simulacion, no se encuentra una dependencia con respecto a la
asimetria de masas, pero si a la presencia de mesones, para densidades bajas.

La intencién de este trabajo fue mostrar variables del sistema que puedan ca-
racterizar esta configuracion tetraquark. Con respecto al potencial efectivo lineal,
informacién adicional es requerida para distancias cortas (un término de Coulomb,
por ejemplo). Nos hemos limitado a considerar quarks (antiquarks) idénticos, y
se podrian considerar diferentes sabores de quarks, teniendo un efecto debido a la
ausencia de correlaciones de tipo Fermi. Una interaccion de espin también debe
considerarse.



Apéndice A
Término Cinético (W),

La ecuaciéon 3.19 nos dice que el término cinético del sistema de particulas
esta dado por:

(T)y=Trc+ (W),
donde (W), = 37, 5- [0inFy(2)]°, ¥

1 2m;

Fy=e?% Q= 1% ij=1234k1 r;=I|F-7, (A.1)

i
1#£]

siendo ) un término que considera la configuracién éptima para el potencial
de muchos cuerpos (mesones y tetraquarks) mencionados en el capitulo 3, y 9; la
derivada con respecto a la posicién de la i-ésima particula. Si hacemos el desarrollo
para (W), podemos ver que

OinFy(x) = N [0:,Q],
y por lo tanto, el término (W), estd dado por:

4

S Lpaer (a2

m;

/\2

<W>)\ = <W>1 + <W>2 + <W>3 + <W>4 9

K3

Para realizar la simulacién es necesario calcular el valor de (W), para cada
uno de los potenciales utilizados V1, V2, Vig—tree, €s decir, para cada una de las
configuraciones del sistema.

El sistema que utilizamos sélo contiene dos quarks y dos antiquarks, con carga
de color y anticolor correspondiente. Para el calculo usaremos la notacion siguiente
para las posiciones de los quarks: 7; = (z;,y;, 2;) donde 7 y 7 serén las posiciones
de los quarks, 73 y 74 las posiciones de los antiquarks.
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A.1. Meson

Comenzando con los potenciales de tipo mesén, podemos distinguir dos confi-
guraciones del sistema, con los siguientes términos Q):

Qmy = [(F1 — 75)%% + (7 — )], (A.3)

Qm, = [(7"1 — 1”4)3/2 + (7 — 7"3)3/2] (A.4)

A manera de ejemplo, tomando la derivada con respecto a la coordenada x de
la particula 1, tenemos que

3 T — T
O, 13 = 2"’%2 (0z,) = (lr%, T3 = \/ (21 — 563 (1 — Z/3)2 + (21 - 2’3)2,

de tal forma que para toda coordenada, para la particula 1

91 9

[01Qm,)” = =i (21 — 23)° + (1 — ys)? + (21 — 2)°] = e

Realizando el mismo célculo de forma andloga para las particulas restantes y
la segunda configuracién de mesones, el término cinético para cada configuracién
esta dado por:

9g)\? 1 1 1
(W), = (—7"13 + —7rog + —7r13 + —7”24> )
8 my Mo ms my

g)\? 1 1 1
(W)= (—7‘14 + —roz+ —rus + —7’23>
8 my Mo ms my

A.2. Tetraquark

Continuamos ahora con el calculo utilizando el término Qtyee para un estado
ligado de 4 quarks. Este término esta dado por:

Qtree = |Tie + 7ok + 0 +1a +7i | (A.6)
donde los vectores k y I ayudan a minimizar el potencial de 4 cuerpos, y la
forma en que se calcularon se mencioné en el capitulo 3. Debido a este tipo de
aproximacion, desconocemos la dependencia real de estos vectores con respecto
a las demas particulas. Entonces, de manera general, se toma en cuenta que los
vectores k = k(7;) y I = [(7}) tienen una dependencia con respecto a las posiciones
de todas las particulas.
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A manera de ejemplo, si comenzamos el cdlculo usando sélo la derivada con res-
pecto a la coordenada x de la primera particula, tenemos que:

3/2 3/2 3/2 3/2 3/2
O, Qtree = O, (7’114 + 7”214 + Tkl/ + 7"31/ + T4z/ ) )

3 3 3 3 3
= 57"1]420;311"% + §T;£28$17”2k + 57“,11/28,;1@; + 57“;[/28,;17“31 + 57211/28@7”41-

Realizando el cédlculo de la primera derivada de la ecuacion,

Ouyrii = — (1 = 22) (1= 0y (00)) + (1 = 90) (=0 () + (21 — 2) (=0, ().

1k

Aqui observamos derivadas del vector k con respecto a la coordenada z de la
particula 1. Estos vectores adicionales que se utilizan en el potencial de 4 cuerpos
se calculan de forma numérica, y se desconoce la forma de la dependencia que
tienen éstos con respecto a las demas particulas, por lo que fue necesario hacer
una aproximacién a la derivada.

El método Monte Carlo que usamos como herramienta en la simulacién trabaja
con cadenas de Markov, o una secuencias de variables. Basandonos en esto, la
aproximacion que se realizé a estas derivadas fue entre un paso 7 e i + 1 de esta
secuencia. El tipo de aproximacion que utilizamos fue lineal, de tal forma que para
la derivada expuesta anteriormente,

9. x Axy Tr{i+1} — LE{i}
1Lk~ - )
' Az, Tr{i+1} — T1{i}

(zrrny — 2rgeey) — (2ngy — 214y) L Dy — )

)

T1{i+1} — T1{i} T1{i+1} — T1{i}
@k —21) iy — @ — 2y Apfisieny
— + .
Apfiziv1) Ay fimsit1}

donde las diferencias entre paréntesis que se muestran entre coordenadas estan
dentro de un mismo paso de la secuencia i 6 ¢ 4+ 1, y se realiza con respecto a
variables relativas del sistema. La variableA , ¢ ;113 es calculada y es parte de
la simulacion.

El célculo restante del término cinético es de forma andloga, y 72 derivadas se
aproximaron de esta manera.
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Apéndice B

Método Monte Carlo: Algoritmo
de Metropolis

Los métodos Monte Carlo [58] son un grupo de algoritmos que usan nimeros
aleatorios o pseudo-aleatorios para resolver problemas matematicos. Son usados
usualmente para resolver integrales, tales como son los valores esperados que nos
interesan. La dificultad principal en resolver una integral con métodos conven-
cionales es que el esfuerzo computacional se incremente exponencialmente con la
dimensionalidad de la integraciéon. El método MC no tiene este problema, y la
evaluacién de una integral multivariable es realizada mediante un muestreo del
integrando y promediando sobre los valores muestreados. El error estadistico en el
valor de la integral disminuye como la raiz del nimero de iteraciones muestreadas,
sin importar la dimension. Esto es una consecuencia del Teorema de limite medio.

Los valores esperados (W) y (V) se calcularon por medio de una simulacién
Monte Carlo en la cual se utilizé el algoritmo de Metrdpolis [56]. A continuacién
describimos en qué consiste dicho algoritmo.

B.1. Integracién Monte Carlo

El método Monte Carlo (MC) original utiliza una generacién de nimeros alea-
torios para aproximar integrales, por ejemplo, la siguiente:

[ /abf(x)dx _ /abh(:v)p(x)dx. (B.1)

Se puede descomponer la funcién f(x) en el producto de una funcién h(z) y una
funcién de densidad de probabilidad p(x) definida sobre un intervalo (a,b), de tal
forma que la integral pueda ser expresada como el valor esperado de h(x) sobre la
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densidad p(x). Haciendo un muestreo de un nimero grande de valores z1, ..., z,
de variables aleatorias de la densidad p(x), podemos estimar la integral por una
suma finita,

I~ % 2": h(z;). (B.2)

Dada una coleccion ordenada de variables aleatorias:

{Xt:tGT},

donde t es frecuentemente referido como indice de tiempo. Si pensamos X; como
un estado X a un tiempo ¢ y tomamos una condicién para cada estado de tal
forma que

Pr (Xt+1 = SCt+1|Xt =2, X1 = Tp—1,..., X0 = xo) =Pr (Xt+1 = $t+1|Xt = JJt) )

entonces el proceso estocastico es conocido como una cadena de Markov. Esta
condicion especifica que las variables futuras a un tiempo ¢+1 dependen solamente
de las variables a un tiempo t, y no de los estados anteriores. La coleccién de
probabilidades de transicion es generalmente llamado kernel de transicion.

B.2. Monte Carlo Variacional

El método Monte Carlo Variacional se basa en el Principio Variacional. El
valor esperado de H es evaluado con una funcién variacional de prueba ¢, la
cual resulta en una aproximacién por limite superior al valor exacto de la energia
del estado base Ej.

_ [vi(R)HYr(R) dR
= TR () dr o (B:3)

donde R = (71, 4;..., “s) es el vector 3N-dimensional y 7; es la posicién de la
i-ésima particula.

En particular, el método MC utilizado en el trabajo [55] es el método de Metrépo-
lis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller y Teller (1953). En este caso, la integral B.3
es reescrita de la siguiente manera:

Ey

Jler(R)P [wr(R) r(R)| dR
- [ (R dR

\%4 ) (B4)
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donde |¢)7(R)|* se vuelve una densidad de probabilidad y ¢r(R) "' Hir(R) es la
cantidad a acumular. En los métodos MC variacionales las configuraciones R son
muestreadas de acuerdo a una densidad de probabilidad.

B.3. Meétodo de Metropolis

El Método de Metropolis (MM) tiene la ventaja de permitirnos muestrear una
distribucién arbitraria de una forma muy sencilla, sin necesidad de conocer la
normalizacion de la distribucion.

Definiendo un vector de posiciones R, 3N — dimensional, con N = 4 (2 quarks y
2 antiquarks), un valor particular de R lo llamaremos configuracion. Dado R, un
valor tentativo RT es generado por alguna distribucién de probabilidad simétrica
F(R — RT) = F(RT — R). Este valor tentativo es aceptado con probabilidad

min <1, %), de lo contrario, es rechazado.

Una facil implementacién de esta regla es rechazar el paso R si %T) < & pa-
ra un cierto valor ¢ uniformemente distribuido en (0,1). La implementacién més
comun es actualizando las variables de R, las posiciones por particula ¢ y coorde-
nada x,y, z, {;} secuencialmente definiendo z! = z; + Az donde el valor de &
estd uniformemente distribuido en (-3, 3)

Dada una configuracion k en el sistema, en algoritmo de Metrépolis se propone

una nueva configuracion [ aleatoria a partir de la configuracion inicial
f(l, k) con normalizacién ), f(l,k) =1

Esta nueva configuracion [ tiene un probabilidad de ser aceptada o rechazada,
dada por:

k
PO® — min [1, P—?] ,
Py

de tal forma que para una configuracion a un tiempo ¢ + 1,

RT pOK)
Fin=93 R 1_ pow

Este kernel de transicion implica que el movimiento no esta garantizado en cada
paso. Si la configuraciéon nueva es rechazada, la configuracién original se mantiene
y el algoritmo busca otra configuraciéon nueva.

Podemos describir los pasos del algoritmo de la siguiente manera:
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= Sea Zy un valor inicial y w(Z) la funcién de distribucién que se desea generar.

= Sea Z; un paso aleatorio en la vecindad de 7

= Evaluar la razén r = :gg%

= Sir > 1 Tome el nimero como un valor permitido del paso
» Sir <1 Genere un valor o (aleatorio) tal que 0 <7y <1

= Sir > ry Tome un valor permitido del paso. Si esto no se cumple, quédese
en la posicion anterior

En nuestro caso tenemos que la funciéon de onda variacional general descrita en
el capitulo 3, toma el papel de una distribuciéon de probabilidad. De esta forma,
esperamos que el sistema evolucione con una alta probabilidad a puntos de alta
densidad en la distribucién, y con baja probabilidad en el caso contrario.



Apéndice C
Conversion de unidades

En el capitulo 2 se determinaron los valores del pardmetro variacional \g y
la energia por mesén FE,, as como el valor promedio del radio al cuadrado (ry/),
tomando en cuenta una diferencia de masas m; = m, = 1; Mo = Mascp. Al
calcular estos valores se consideraron unidades arbitrarias h = c=1=m, = k
a fin de simplificar los célculos, por lo que los valores son adimensionales. Para
expresar las unidades de distancia en fm y las de energia en GeV hacemos las
siguientes identificaciones con datos experimentales.

Para el mesén u — d, utilizamos los valores experimentales [3] relacionados con el
pion 7 para fijar las unidades.
Utilizamos el valor promedio del radio al cuadrado para la unidad de distancia:

(r2,) = 1.50854.

El valor experimental del promedio del radio al cuadrado para el caso del
meson es:

(r) = 0.451 fm*.

Por lo tanto, el factor de conversion para las distancias es R,

2

Rud = <T27T>

(raa)

Para fijar la unidad de energia, tomamos en cuenta la relacion entre distancia y

energia hc = 197.32 MeV fm. Sin embargo, para nuestro modelo, este procedi-

miento predice un valor de la masa del pién mas pequena de la observada. Para

dar cuenta de este problema necesitamos realizar un reescalamiento de la energia,

o lo que es equivalente, fijar la unidad de energia a partir de la masa medida del
pién , como se describe a continuacién.

= (0.5468 fm.
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Tenemos que la energia total por meson, incluyendo la masa en reposo, con m, =
mg =1 es:

By =1-+1+23472 = 4.3472.

Esta cantidad tiene que estar en correspondencia con la masa experimental del
pion, m, ~ 0.140 GeV, por lo que si nuestro factor de conversin lo denotamos
como K, entonces:

Koy = 27 —0.03211 GeV.
Eud

Haciendo un célculo andlogo, usando los valores mostrados en la tabla C.1, los
factores de conversion de distancia y energia para los otros sistemas de masa

distinta, son

Rus = 0.4751 fm; R,.=0.3464 fm; R, = 0.4659 fm,

Kus = 0.1058 GeV; K. = 0.2459 GeV; K, = 0.3108 GeV,

my ma Ey, (r3)s, | Masa experimental [MeV] | / <T2>exp [fm]
my, = m, =1 2.3472 | 1.50255 139.57018 0.672
m, =1 | ms, = 1.44643 | 2.2197 | 1.38885 493.677 0.560
My, = m. = 4.6131 | 1.9889 | 1.52605 1869.61 0.428 [61]
m, =1 | my = 14.0774 | 1.90615 | 1.73656 5279.26 0.614 [61]

Cuadro C.1: Valores 6ptimos de radios al cuadrado.




Apéndice D

Correlacion de dos cuerpos para
N particulas

La correlacién entre dos cuerpos esta definida por

0= 3 (3 st )
1<j=1 (D].)

N(N —1

y corresponde a la probabilidad de encontrar 2 particulas ¢ y 7 a una distancia
relativa 7. Aqui, po(7) satisface la ecuacién de normalizacién

/pg(F)dT_—<Z/dr6 rw> %:1. (D.2)

i<j=1
Como observacién tenemos que [ §(7 — 7;) d rpuede ponerse como una integral
en una dimension después de integrar la parte angular.

/5(7?_ 7ii) dr= /5(77— 7;) r* sin(6)dfdgdr,

6 —135) = 0(x — 245)0(y — vij)0(2 — 245)
con z = rcos(f); x =rsin(f)cos(¢); y = rsin(f) sin(¢).

Para transformar a coordenadas esféricas, se necesita al jacobiano J = r?sin(6).

L
r2sin(0)

= —50(r = r4j)(cos(9) — cos(d N6(p—¢).

8(F — Tiy) = 0(r —ri)5(0 — 0)3(¢ — &),
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:>/5(r—r” ) d T—/ 5(cos(h) — cos(8))d(d — ¢ )rdrd cos Ode,

= /(5(7‘ — 1) dr.

i. e., cuando no se tiene una dependencia angular, se puede tomar una integral
en una sola dimensién en r = |r]. Una definicién mas estandar para la funcién de
correlacion es

v

A7y

g(r) = ——pal(r), (D.3)

con normalizacion

[O i [ S, sz/%(‘ig()) - [t ar=1. (D

D.1. Funciéon de distribucion radial

Las funciones de distribucion radiales son esencialmente histogramas de dis-
tancia entre dos particulas. El procedimiento que utilizamos para calcularlas es el
siguiente:

= Tomar una particula ¢ de referencia, con posicién 7.

= Dibujar una capa esférica de radio r y grosor Ar con centro en 77;.

» Una particula j en esta capa tiene una distancia r;; = |7; — 7|, donde
r—Ar <r;<r.

Se determina el nimero de particulas en la capa, llamando a este niimero
n;(r, Ar).

= Se divide por el volumen de la capa y se realiza un promedio sobre el niimero
de particulas de referencia

N nZ r,Ar)
N Z 471'7‘2Ar :
» Se normaliza con respecto a la densidad de particulas p = N/V y se obtiene

g(r) = mzfm(nm) .
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