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Resumen

El objeto de estudio es una fluctuacion genérica o cimulo del parametro de orden
¢ de un sistema térmico bajo una transicion fase de segundo orden. Las propieda-
des del camulo se obtienen mediante la aproximacion de punto silla en una accién
efectiva o funcional de energia libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW). Al cal-
cular la primera variacion del funcional de energia libre se obtiene una ecuaciéon de
Euler-Lagrange (EL) que describe al movimiento de una particula en la mecanica
clasica. A partir de la analogia con la particula clasica obtendremos los distintos
perfiles del parametro de orden del cimulo critico. De manera equivalente al es-
tudio de un fluido confinado en equilibrio, impondremos condiciones a la frontera
del cimulo lo que nos permitira analizar las fuerzas que los distintos perfiles del
parametro de orden del cimulo ejercen sobre la frontera. Al calcular la segunda
variacion del funcional de energia libre se obtiene la ecuacién de Schrédinger que
describe las propiedades de una particula cuantica. Las funciones propias de la
ecuacion de Schrodinger corresponden a las fluctuaciones del perfil del parametro
de orden mientras que los valores propios indican la estabilidad de dichas fluc-
tuaciones. Resolveremos la ecuacion de Schrodinger para los distintos perfiles del
cimulo con el objetivo de conocer la estabilidad de las fluctuaciones del perfil
del pardmetro de orden. Por tltimo veremos que el comportamiento dindmico del
cumulo critico es descrito por un mapa de punto fijo de grupo de renormalizaciéon
(GR) fuera de tangencia.
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Abstract

The object of study is a generic fluctuation or cluster of the order parameter
¢ of a thermal system under a second order phase transition. The properties of
the cluster are obtained by the saddle-point approximation in an effective action or
Landa-Ginzburg-Wilson (LGW) free energy functional. When calculating the first
variation of the free energy functional the Euler-Lagrange (EL) equation obtained
is analogous to that describing the motion of a particle in classical mechanics.
From the analogy we determine different order parameter profiles for the critical
cluster. Equivalently to the study of a confined fluid at equilibrium, we impose
boundary conditions on the cluster which allowed us to study the force that the
different profiles of the order parameter of the cluster exerts on the boundary
and determines its growth or shrinkage. When calculating the second variation
of free energy functional an equation of the form of an Schrodinger equation for
a quantum particle is obtained. The eigenfunctions of the Schrédinger equation
correspond to fluctuations of the order parameter profile while the eigenvalues
indicate the stability of such fluctuations. We solve the Schrédinger equation for
different profiles of the cluster in order to know the stability of fluctuations of
the order parameter profile. Finally, we see that the intermittent behavior of the
critical cluster is described by a renormalization group (RG) fixed-point map near
tangency.
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Capitulo 1

Introduccion

Los atractores cadticos de sistemas dindmicos disipativos tienen propiedades de
ergodicidad y mezclado lo que permite describirlos mediante la mecénica estadis-
tica de Boltzmann y Gibbs (BG) [1]. En la transicién al caos en mapas iterados no
lineales de baja dimensionalidad las propiedades de ergodicidad y mezclado dejan
de cumplirse. Esto posibilita explorar los limites de validez de la estructura de la
mecanica estadistica de BG. Como resultado se ha hallado que las rutas al caos,
duplicacién de periodo, cuasiperiodicidad e intermitencia, de mapas no lineales de
baja dimensionalidad pueden ser descritas por una estructura generalizada deno-
minada g-estadistica [2, 3, 4, 5|. Dicha estadistica es expresada analiticamente en
términos de las funciones deformadas g-logaritmo

Ingy=(y"*—1)/(1—q)

y su inversa g-exponencial

exp,(z) = [1 — (¢ — 1)x] V7Y,

La estructura g-estadistica también se manifiesta en sistemas térmicos en criti-
calidad en los que las propiedades de ergodicidad y mezclado dejan de cumplirse
[3, 6, 7, 8, 9]. Un ejemplo en particular que estudiaremos en el presente trabajo es
un ctimulo del pardmetro de orden ¢ de un sistema térmico bajo una transicion
de fase de segundo orden [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. El camulo es descrito por una
accion efectiva o energia libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) en la tempe-
ratura critica y campo externo cero [15, 16]. La mecénica estadistica del sistema



esta determinada a través de una funciéon de particion de grano grueso Z. Em-
pleando la aproximaciéon de punto silla sobre la funciéon de particién obtenemos la
ecuacion de Euler-Lagrange (EL) que determina las configuraciones dominantes
del sistema. El perfil del parametro de orden del ciimulo critico resulta de resolver
la ecuaciéon de EL.

Del promedio térmico del perfil del cimulo se deducen un par de propiedades:
(a) La dimension fractal de los cimulos del pardmetro de orden en funcion de los
exponentes criticos de la transicion de fase [10, 11]. (b) La dinamica del camulo
critico estd descrita por un mapa no lineal intermitente con caracteristicas de
tangencia [12, 13]. A partir de la relacion entre la dindmica del camulo y el mapa no
lineal intermitente se concluye que un cimulo de radio fijo R es una configuracion
inestable cuya amplitud crece en el tiempo y eventualmente colapsa.

El trabajo se divide de la siguiente manera. En el capitulo 2 daremos las bases
necesarias para la descripcion del sistema. En el capitulo 3 usaremos como herra-
mienta el espacio de fases que resulta de la ecuacion de EL del anélogo mecanico
clasico para determinar los distintos perfiles del parametro de orden del ciimulo.
De manera equivalente al tratamiento de un fluido confinado en equilibrio, impon-
dremos condiciones a la frontera del cimulo y analizaremos la fuerza que ejerce
el cimulo sobre la frontera para determinar la estabilidad de los distintos perfiles
del parametro de orden [17, 18, 19, 22|. En el capitulo 4 calcularemos la segunda
variacion del funcional de energia libre de LGW para estudiar la estabilidad de
las fluctuaciones del perfil del pardmetro de orden del cimulo. De la segunda va-
riacion obtenemos la ecuacién de Schrodinger que describe el comportamiento de
una particula cuéntica. Las funciones propias de la ecuacién corresponden a las
fluctuaciones del perfil del parametro de orden del cimulo y los valores propios
determinan la estabilidad de dichas fluctuaciones [20, 21]. En el capitulo 5 estable-
ceremos una equivalencia entre los perfiles del parametro de orden del cimulo a
valores grandes del pardmetro de orden y el mapa de punto fijo de GR. La equiva-
lencia antes mencionada la extenderemos a la dindmica del ctiimulo critico donde
un mapa de punto fijo de GR perturbado describe la dindmica intermitente del
camulo critico [22, 23, 24]. Por ltimo, en el capitulo 6 discutiremos los resultados
y conclusiones.



Capitulo 2

Antecedentes

Este capitulo se compone de tres secciones. En la primera seccién estudiaremos
el método empleado para el cdlculo del perfil del parametro de orden del ciimulo
critico y de la funciéon de particion que describe la mecanica estadistica del sistema
[10, 11]. También mostraremos como se obtienen las fluctuaciones del perfil del
parametro de orden y su estabilidad a partir de la segunda variacion del funcional
de energia libre de LGW [20, 21]. En la segunda seccion estudiaremos el mapa
de bifurcacion tangente y el mapa de punto fijo de grupo de renormalizacion [24].
En la tercera seccion veremos que la evolucién temporal del cimulo critico queda
descrita por un mapa no lineal con intermitencia [12, 13].

2.1 Cumulos criticos

El objeto de estudio es un ciimulo o subsistema inhomogéneo del parametro de
orden ¢ con volumen V de un sistema bajo una transicion de fase de segundo
orden. El camulo es descrito por un modelo continuo mediante una accién efectiva
o energia libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) en la temperatura critica T =
T, y campo externo nulo y se expresa como

ol =a |

v

| S50 ol (21)

donde ¢ es el exponente isotérmico critico, d es la dimension espacial, a y b son
acoplamientos adimensionales. Las cantidades ¢ = A™%¢ y 2; = AZ; son adimen-



sionales, A es el corte ultravioleta que fija la escala de grano grueso R, = A~!.
La cantidad escalar gz~§ describe la densidad de una cantidad fisica extensiva que
caracteriza la transicion de fase (la densidad de magnetizacion o la densidad de
particulas) y Z; son las coordenadas de posicion espacial.

2.1.1 Meétodo de Landau

La funcion de particién en la aproximacién de Landau para el sistema local esta
dada como

7~ | iz 2.2

donde Z, = exp(—TI';[¢]) corresponde a la suma de las configuraciones microsco-
picas para una forma especifica del parametro de orden ¢(r). Ya que estudiaremos
un cimulo sin restricciones en la frontera para el valor de ¢, la integral de trayec-
toria se realiza sobre las configuraciones de ¢ definidas en una esfera abierta €2 de
radio R y centro X. Por lo tanto la funcion de particion es

Z:LDMmM4wm, (2.3)

donde T'.[¢] esta dado por la Ec. (2.1). Por simplicidad consideraremos un sistema
de una dimension a lo largo de todo el trabajo, pero el analisis puede extenderse a
dimensiones superiores con resultados similares [10, 11]. En el caso de un cimulo
unidimensional con centro en z = 0 y tamano 2R la energia libre de LGW (Ec.
2.1) es

r.[6] = afR da [% <%)2 + b\¢|5+1] | (2.4)

Para evaluar la integral de trayectoria en la Ec. (2.3) usaremos la aproximacion
de punto silla que requiere la condiciéon a » 1, sustituyendo la integral por una
suma sobre los puntos silla de la energia libre. Las configuraciones de punto silla
¢(z) cumplen con la ecuacion de Euler-Lagrange (EL)
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5T.[8] = a UR [_0_U _ %] Sz + l%w] :} _ 0, (2.5)

donde U(¢) es el potencial concavo U(¢) = —b|¢|°*L. Ya que no hay restricciones
en la frontera del camulo para el valor de ¢, la variacion en la frontera del cimulo
es nula d¢(R) = 0 y la ecuacion de EL se simplifica a

d? au
&¢ _ _dU (2.6)
dx? do

La ecuacién anterior es anadloga al problema mecanico clasico de una particula bajo
el potencial U(¢) = —b|¢|°TL. La Ec. (2.6) puede separarse en un par ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden

dp .
e ¢
v (2.7)
dd dU
d_i — —% = sgn(¢)b(d + 1)|¢|°

Este sistema de ecuaciones nos permitira en capitulos posteriores obtener solucio-
nes numéricas para los perfiles del parametro de orden. Al integrar la ecuacion de
EL (Ec. 2.6) obtenemos

LA\t s
03—5(@) R (2.8)

donde Cjr es una constante de integracion identificada con la energia total de la
particula en movimiento. Las configuraciones con constante de integracion C'r # 0
contribuyen a la funcion de particion (Ec. 2.3) con un factor e *FICrl asi que las
configuraciones dominantes son aquellas soluciones de la Ec. (2.8) para las que
Cgr ~ 0. Para un valor nulo de la constante de integracion Cgr = 0, el perfil del
parametro de orden ¢(x) que se obtiene al integrar la Ec. (2.8) es
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o(x) = Alzo — a7 (2.9)

con

A= l(g) (6 — 1)2]_1/(5_1) y xo== [ g(a - 1)]

donde ¢g = ¢(0) es el valor del parametro de orden en x = 0. Usando la definicion
de exponencial deformada exp,(z) = [1 — (¢ — 1)z] 7@~ es posible reescribir la
expresion del parametro de orden ¢(x) (Ec. 2.9) como [8]

1
oo V2 (2.10)

P(x) = doexp, [i¢g_lux] , (2.11)

donde g = (1+6)/2 y u=+/2b.

2.1.2 Segunda variaciéon del funcional de energia libre

La estabilidad de las configuraciones dominantes del perfil del parametro de orden
¢(z) del ctimulo critico seré estudiada mediante la segunda variacion del funcional
de energia libre de LGW (Ec. 2.4), que es [20, 21]

x) — dzgigx)] do(z)dr + [&b&b]RR} . (2.12)

donde d¢(x) es una pequena variacion del perfil del parametro de orden ¢(z) (Ec.
2.9). Como vimos en la seccion anterior no hay restricciones en la frontera del
cumulo y la variacién d¢(x) se anula d¢(+R) = 0, por lo que la segunda variaciéon

se reduce a
ST — 4 JR U  d*o(x)
‘ “R 0¢?

dx?

0¢()
o()

] do(z)dz. (2.13)



Sea 1, () la funcion propia de la ecuacion de Schrodinger

d*i,,
donde
02U
V(z) = — (a? » (2.15)

juega el rol de potencial de una particula y FE, es el valor propio. Cualquier
fluctuacion del parametro de orden se puede expandir como

0p(x) = Y Cotbn(x) (2.16)
y la segunda variaciéon toma la forma

O°Te[¢] = Y En(Cotha())*. (2.17)

n

La estabilidad de las configuraciones del parametro de orden ¢(z) sera estudiada
a partir del signo del valor propio F,,.

2.2 Bifurcacion tangente

Para estudiar la bifurcacion tangente que media en la transiciéon entre un atractor
cadtico y un atractor de periodo n, iniciamos con la composiciéon £ (r) de un ma-
pa unidimensional f(x) en la vecindad inmediata de uno de los n puntos tangentes
a la linea con pendiente unitaria [23, 24]. Cambiando el sistema de coordenadas
a este punto obtenemos

= fM(z) =z +ur®+O0(z)*), z>1 y u>0, (2.18)

7



donde x* = sign(zx)|z|*. El mapa de punto fijo del grupo de renormalizacion (RG)
es la solucion f*(x) que al expandirla en series de potencias de z sus dos primeros
términos coinciden con el lado derecho de la Ec. (2.18). Este mapa debe cumplir

Fr(f (@) = A7 (M) (2.19)

junto con un valor especifico para A. La solucion analitica exacta ' = f*(x) se
encuentra para A = 217D [2324] y es

2 =27+ (1 - 2y, (2.20)

o equivalentemente,

t’ = zexp, [uz”]. (2.21)
Al iterar ¢ veces la Ec. (2.20) desde una posicion inicial zy resulta

i F =y 7+ (1 — 2)ut (2.22)

In, z; = In, zo + ut, (2.23)

de modo que la dependencia en el nimero de iteraciones ¢t de todas las trayectorias
estd dada por

x; = o exp, [zg ut] . (2.24)

Si ahora anadimos una pequena perturbacion eh,(x) a f*(z) la composicion de
fe(z) = f*(x) + €hy(x) debe cumplir [23]

fe(fe(@)) = X7 (Ax) + e(a/A)ha(Az) + O(€) (2.25)
cuando la funcion propia h,(z) satisface

8



f* I @)ha(x) + ha(f*(2)) = (a/Mha(Az). (2.26)

Para un mapa fuera de tangencia obtenemos

¢’ =z exp, [uz*']
o 11’_(2_1) (1— (2= Lua™" —exp, [uxz_l]z) (2.27)
+ O(é%).

+

2.3 Criticalidad e Intermitencia

Se ha demostrado que la evolucién temporal del pardmetro de orden ¢ es equiva-
lente a la dindmica de un mapa no lineal intermitente [12, 13]. Dicha equivalencia
fue demostrada de diferentes formas al considerar las propiedades de la magneti-
zacion promedio

(@(R)y = 7 f DISIB(R) exp(—T.[4]). (2.28)

donde

o) = [ arotw

-R

es la ‘magnetizacion’ total del cimulo. En la aproximacion xy » R el perfil (Ec.
2.9) es plano ¢(x) ~ ¢g v la energia libre de LGW es

I, ~ 2abR¢)™, (2.29)

por lo que la integral de trayectoria en la Ec. (2.28) se vuelve una integral ordinaria
sobre 0 < ¢ < ¢y, resultando

(®(R)) ~ @ exp (—vRo)) (2.30)

9



donde v = 2ab(d + 1)/(0 + 2)(d + 3). Un procedimiento para obtener el mapa que
permite involucrar las propiedades de escalamiento del sistema critico consiste en
considerar que el valor de la magnetizacion promedio (®) cambia en un monto
fijo p en cada iteracion

(Buir) = (@) + g (2.31)

De la Ec. (2.30) se obtiene [12, 13| para valores pequenos del parametro de orden
¢; el mapa

bri1 = €+ ¢y + uddtl, (2.32)

donde el pardmetro de desplazamiento es ¢ ~ R~ y la amplitud del término no
lineal es u = vu. De la seccion anterior podemos ver que el mapa de bifurcacion
tangente (Ec. 2.18) es equivalente al mapa (Ec. 2.32) que describe la dinamica
del parametro de orden ¢ y los pardmetros del sistema térmico determinan la
dindmica del mapa. De la suposicion inicial resulta que el promedio de iteraciones
en la region laminar es equivalente a la magnetizacion promedio del cimulo de
radio R. La forma completa del mapa que resulta de usar el método de Frobenius-
Perron inverso [12, 13, 14] muestra una region decreciente ‘superexponencial’ que
lleva de vuelta a la iteracion cerca del origen en aproximadamente un paso.

10



Capitulo 3

Perfiles del parametro de orden

En este capitulo estudiaremos los perfiles de parametro de orden del cimulo critico
para cualquier valor de la constante de integracion Cg. El estudio se realizara
mediante un método grafico sobre el espacio de fases que genera el problema
analogo de una particula clasica en movimiento. Ademas anadiremos condiciones
de frontera al funcional de energia libre de LGW y analizaremos las fuerzas que
se ejercen en las fronteras del camulo [17, 18, 19].

3.1 Retrato de fases y perfiles del parametro de
orden

Como vimos en el capitulo anterior las configuraciones con constante de integra-
cion Cr # 0 (Ec. 2.8) contribuyen a la funcién de particion con un factor e *FICrl
por lo que tinicamente se obtuvo el perfil del parametro de orden para una cons-
tante de integracion nula Cr = 0. Para estudiar los casos con Cgr # 0 despejamos
¢ de la Ec. (2.8) obteniendo

% _

- +4/2(Cr + b o[+1). (3.1)

¢
Mediante la Ec. (3.1) es posible graficar el espacio de fases (¢, ¢) de la particula
clasica, lo que nos permite estudiar los perfiles del parametro de orden ¢ para los

distintos valores de la constante de integracion . En la Fig. (3.1) se muestra el

11



retrato de fases para 6 = 3 y b = 1. Cada ¢rbita en la figura se genera asignando
un valor a la constante de integracion Cg, las curvas continuas corresponden a la
separatriz C'gr = 0, las curvas con lineas segmentadas son 6rbitas del parametro
de orden con C'r > 0 y las curvas punteadas son orbitas del parametro de orden
con Cr < 0.

Es posible obtener los perfiles para los distintos valores de la constante de inte-
gracion Cg # 0 al despejar dz en la Ec. (3.1) e integrar [11]

d¢
\/2(Cg + b]p[+1)’

(3.2)

. rox)
v = sign(d) |

donde ¢g = ¢(0). La solucion a la integral anterior se muestra con detalle en el
apéndice. A continuacion analizaremos las soluciones para los distintos valores de
la constante de integracion Ck.

Perfil para la constante de integraciéon nula Cg = 0

Del espacio de fases (Fig. 3.1) podemos ver que para un valor nulo de la constante
de integracion Cr = 0 existen cuatro ramas de la separatriz _((;50 >0, ¢ <0)y
(o > 0, ¢pg < 0), y el perfil para los posibles valores de ¢g y ¢ es

1

&(z) = sign(do) [2(5 - 1)2]_‘“ |zg — x| 1 (3.3)
zo = sign(do)sign(do) [ g(é - 1)] |¢0|’5%1. (3.4)

Usando la exponencial deformada reescribimos la ecuacién anterior como

P(x) = ¢o exp, [sign(qbo)sign(gz'ﬁo)|gz§0|q_1u:z:] (3.5)

con u =+/2by q=(§+1)/2. En la Fig. (3.2) se muestra un perfil del parametro

12



de orden para una constante de integracion nula C'r = 0 generado a partir de la
Ec. (3.3) para los valores ¢g = .007, ¢9 <0, =3,b=1y Cr =0.

Perfil para la constante de integraciéon positiva Cz > 0

En el espacio de fases (Fig. 3.1) las orbitas con constante de integracion positiva
CRr > 0 corresponden a las curvas de lineas segmentadas. En la figura podemos ver
que las orbitas intersectan el eje ¢ = 0 por lo que fijando el valor del parametro
de orden en el origen ¢(0) = 0 de la Ec. (2.8) obtenemos

cumt (2

g (3.6)
2 \ dz|,) 2" '

con ¢y = ¢(0). Definiendo ¢ = (¢2/20)0+D la solucion a la integral (Ec. 3.2)
para la constante de integracion positiva Cg > 0 es

_ 1
2 5—1

o)ty T = sign(a)sign(én) 56 - 17| 7 alfi— e

donde fy = fo(o, bo, 9) es una funcion hipergeométricay f; = f1(4) una constante,
dadas por las Ec. (A23) y (A24), respectivamente. El valor zy es el mismo que
para el caso Cr = 0 (Ec. 3.4) pero sustituyendo ¢f en el lugar de ¢,. Usando la
exponencial ¢g-deformada podemos reescribir la ecuacion anterior

1

1 RN
D05 = sgn(x)sgn(Go)dnfi “equ[(wmfl ) u|x|]. (3.8)

Para valores del pardmetro de orden ¢ « ¢f, el perfil del pardmetro de orden del
camulo es aproximadamente ¢(x) ~ ¢ox. Para valores del parametro de orden
¢ » ¢} obtenemos

1 1 q-1
6(z) ~ sgn(z)sgn(do) s fy ™ exp, l(wsm ) urxr] C39)

13



En la Fig. (3.3) se muestra el perfil del pardmetro de orden con constante de
integracion positiva Cgr > 0. Este perfil se obtuvo resolviendo numéricamente el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta al separar la ecuacion de EL. Los
valores para generar el perfil son Cr = 2.9 x 1077, giﬁo >0,0=3yb=1.

Perfil para la constante de integracién negativa Cgr < 0

En el espacio de fases (Fig. 3.1) las orbitas con constante de integracion negativa
Cr < 0 corresponden a las curvas con puntos. En la figura podemos ver que
las orbitas intersectan al eje ¢ = 0, por lo que establecemos que en el origen
la pendiente del perfil del parametro de orden es nula ¢(0) = 0, de la Ec. (2.8)
obtenemos

Cr = —b|¢o|*™ (3.10)

con ¢g = ¢(0) el valor del parametro de orden en el origen. La soluciéon a la Ec.
(3.2) para una constante de integracion negativa Cr < 0 es

__1
2 51

o)ty T = sign(on) | 360 - 17| T (lnlsi 1)L @

donde fy = fo(o, ¢o,d) es una funcion hipergeométrica 'y fi = f1(9) una constante
dadas por las Ec. (A30) y (A31), respectivamente. El valor z( es el mismo que
para el caso con constante de integracion Cr = 0 (Ec. 3.4) pero ¢q esta dado por
la Ec. (3.10). Usando la exponencial g-deformada podemos reescribir la ecuaciéon
anterior como

1 1 _ 1 \9!
o(z)fy T = gof, T exp, [<|¢o|f1 ql) U|IE|] : (3.12)

Para un tamano del cimulo x « x el perfil del pardmetro de orden es aproxima-
damente plano ¢(z) ~ ¢g. Para valores del parametro de orden ¢ » ¢, obtenemos

1 1 q-1
¢@%%ﬁ“meMM“0 mﬂ. (3.13)
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En la Fig. (3.4) se muestra el perfil del pardmetro de orden con constante de
integraciéon positiva Cgr < 0. Este perfil se obtuvo resolviendo numéricamente el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuacién de EL. Los
valores para generar el perfil son Cr = —2.9 x 107, ¢ >0, =3y b = 1.

3.2 Términos de superficie

En esta seccion anadiremos términos de superficie al funcional de energia libre de
LGW y estudiaremos el significado de la constante de integracion Cr. Anadiendo
términos de frontera al funcional (Ec. 2.4) de LGW resulta [17, 18, 19]

1 [(dp\?
C.o] = af 1 (do + 00" | do + ®(—R) + ®(R), (3.14)
rl|2 \dz
donde ®(+£R) son términos en la frontera dados por la funcion

1
d —

= §g¢i, (3.15)

donde ¢+ = ¢(+R) y g es un parametro de acoplamiento de superficie.

Al calcular la primera variacion del funcional de energia libre de LGW con térmi-
nos en la frontera (Ec. 3.14) obtenemos la ecuacion de EL (Ec. 2.6) junto con las
condiciones a la frontera

+ | = gps. (3.16)

El signo mas y menos en la Ec. (3.16) corresponde a las superficies R y —R
respectivamente. En el espacio de fases (Fig. 3.1) las condiciones a la frontera se
muestran como lineas rectas. El perfil del pardmetro de orden se obtiene de elegir
la intersecciéon de la recta con la orbita C'r que reproduzca al sistema de tamano
2R. Sustituyendo las condiciones a la frontera (Ec. 3.16) en la Ec. (2.8) obtenemos
la relacion entre el tamano del sistema 2R y el valor de Cg, lo que esta dado por
la siguiente ecuacion

15



Cr = 56°6*(R) — o(R)". (317

Para g > 0 ocurre una transiciéon ordinaria, para g < 0 se conoce como transiciéon
extraordinaria y para g = 0 se conoce como transicion especial [18]. En el caso
g = 0 las condiciones de frontera son d¢/dx|; = 0 por lo que se obtiene como
perfil uniforme el punto fijo ¢ = ¢ = 0. Al sustituir la Ec. (2.8) en la Ec. (3.14)
obtenemos la expresion para la energia libre de perfiles estacionarios

b+ . 1 1
e —gq f bdo — 2aCrR + qusi + §g¢3, (3.18)

y la derivada de esta con respecto a R resulta ser

1 o0t

Cp=— )
R 2a OR

(3.19)

Por tanto Cr puede ser asociada con la fuerza que se ejerce en las fronteras del
caumulo.

16



¢

Figura 3.1: Retrato de fases para § = 3 y b = 1. La curva continua corres-
ponde a la separatriz Cr = 0, las curvas con lineas segmentadas son orbitas
con Cr > 0 y las curvas punteadas son érbitas con Cr < 0. Las lineas rectas
corresponde a los términos de frontera.
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Figura 3.2: Perfil del parametro de orden con una constante de integracion
nula Cr =0 (Ec. 3.3) parad =3, b= 1y ¢y = .007.

18



0.08r
0.06
0.04

0.02

-0.02}
-0.04

-0.06

-0.08

Figura 3.3: Perfil del parametro de orden con constante de integracion
positiva Cr > 0 (Ec. 3.7) paraé =3,b=1, Cgr = 2.4 x 1077 y ¢ > 0.
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Figura 3.4: Perfil del parametro de orden con constante de integracion
negativa Cr < 0 (Ec. 3.11) parad =3, b=1, Cr = —2.4 x 1077 y ¢ > 0.
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Capitulo 4

Estabilidad del ciimulo

En este capitulo estudiaremos las pequenas fluctuaciones del perfil del pardmetro
de orden y su estabilidad. El estudio se realizara mediante la matriz de segundas
derivadas del funcional de energia libre de LGW con respecto al pardmetro de
orden en cada punto del ciimulo conocida como matriz de estabilidad. Los vectores
propios y valores propios de esta matriz son los modos de las fluctuaciones del
camulo [20, 21].

4.1 Segunda variacién

La segunda variacion del funcional de energia libre de LGW en un sistema donde
la variacion del parametro de orden se anula en las fronteras dp(+R) = 0 esta
dada por la ecuacion de Schrodinger (Ec. 2.14)

1 d%y,
-3 gxgx) + V() (z) = By, ()
y
o*U
Vv - _
(2) 02 o) '

donde U = —b|p|°tt vy ¢(z) es el perfil del cimulo critico de tamaifio 2R que
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se obtiene al resolver la ecuacion de EL para un valor dado de la constante de
integracion Cg.

4.1.1 Potencial de la ecuacién de Schrodinger

Ya que la variacion del pardmetro de orden en las fronteras del cimulo es nula,
do(£R) = 0, las funciones propias de la ecuacion de Schrédinger se deben anular
en las fronteras ¢, (+R) = 0. Por lo tanto el potencial V(x) de la ecuacion de
Schrédinger es un pozo de potencial infinito dado por la funcion

0 x>R
V(z) =14 6(6+1)b|gs(x)]°! x|<R . (4.1)
o0 x<-R

Potencial para la constante de integracién Cgr = 0

El perfil del pardmetro de orden del ciimulo cuando la constante de integracion
se anula Cr = 0 se expresa mediante la Ec. (3.3), por lo que el potencial de la
ecuacion de Schrédinger es

o0 x>R
Vie) =4 355w+ )7 x|<R . (4.2)
o0 x<-R

Para un ctimulo de tamano R « x el perfil del pardmetro de orden es aproxima-
damente uniforme ¢(z) ~ ¢ y el potencial se reduce a

o0 x>R
V(z) ~ 5 + 1)6\%]‘5_1 Ix|<R . (4.3)
o0 x<-R

En la Fig. (4.1) se muestra el potencial de la Ec. (4.2). La figura se genero eva-
luando en la Ec. (4.1) los puntos del perfil del parametro de orden que se muestra
en la Fig. (3.2) generados con la Ec. (3.3).
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Figura 4.1: Potencial de la ecuacion de Schrédinger para el perfil con cons-
tante de integracion Cr = 0 que resulta de evaluar los puntos de la Fig. (3.2)
en la Ec. (4.1).

Potencial para la constante de integracién positiva Cr > 0

Cuando la constante de integracion es mayor a cero Cr > 0 el perfil del parametro
de orden del camulo se expresa mediante la Ec. (3.7). Para un cimulo de tamarfio
R « |xo| fi donde la constante f; esta dada por la Ec. (A24) el perfil del parametro
de orden es aproximadamente ¢ ~ éox. Por lo tanto el potencial de la ecuaciéon
de Schrodinger es

o0 x>R
V(x) ~ < 0(6+ 1)b|gox] x|<R . (4.4)
o0 x<-R
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Para regiones donde el parametro de orden cumple con ¢(x) > ¢ el perfil del
parametro de orden se expresa mediante la Ec. (3.9). Por lo tanto el potencial de
la ecuacion de Schrodinger es

o0 x>R
Vie)~ { 52 (zolfi — |22 x[<R  Parag(z) » ¢5.  (4.5)
0 x<-R

En la Fig. (4.2) se muestra el potencial de la ecuacion de Schriédinger para el
perfil del parametro de orden del ciimulo con constante de integraciéon positiva
Cr=24x10"2>0,5 =3y b=1. La figura se gener6 evaluando en la Ec. (4.1)
los puntos del perfil que se muestra en la Fig. (3.3) que resultan de resolver el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuacion de EL.

Potencial para la constante de integracién negativa Cg < 0

Cuando la constante de integracion es negativa C'r < 0 el perfil del pardmetro de
orden del cimulo se expresa mediante la Ec. (3.11). Para un cimulo de tamafio
R « |zo|fi donde la constante f; se expresa mediante la Ec. (A31) el perfil del
parametro de orden del ctiimulo es aproximadamente uniforme ¢ ~ ¢g. Por lo
tanto el potencial de la ecuacion de Schrodinger esta dado por la Ec. (4.3). Para
regiones donde el parametro de orden cumple con ¢(z) > ¢q el perfil se expresa
mediante la Ec. (3.13) y el potencial de la ecuacion de Schrodinger es

o0 x>R
Vi)~ 4 B0 (ag|fy — [¢) 2 [x|<R Para ¢(x) » b (4.6)
o0 x<-R

En la Fig. (4.3) se muestra el potencial de la ecuacion de Schrédinger para el
perfil del pardmetro de orden del cimulo con constante de integracion negativa
Cr=-24x10"">0,6 =3yb= 1. La figura se gener6 evaluando en la Ec.
(4.1) los puntos del perfil que se muestra en la Fig. (3.4) que resultan de resolver
el sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuacion de EL.
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Figura 4.2: Potencial de la ecuacién de Schrédinger para el perfil con cons-
tante de integracién positiva C'r > 0 que resulta de evaluar los puntos de la
figura (3.3).

4.1.2 Funciones propias y valores propios

En la seccién anterior obtuvimos el potencial de la ecuacién de Schrodinger para
los distintos valores de la constante de integracion Cr. En esta seccion resolve-
remos la ecuacion de Schrodinger para estos potenciales. Primero resolveremos
analiticamente la ecuacion de Schrodinger para el potencial uniforme de la Ec.
(4.3) que se obtiene para tamanos del cimulo pequenos con un valor nulo o ne-
gativo de la constante de integracion Cr < 0. Después resolveremos la ecuacion
de Schrodinger para el potencial de la Ec. (4.2) que corresponde a valores de la
constante de integracion nulos C'r = 0 independientemente del tamano R < x
del camulo. Por tltimo resolveremos numéricamente la ecuaciéon de Schrodinger
para potenciales donde los valores de la constante de integracién son positivos
Cgr > 0 o negativos C'r < 0 independientemente del tamano R < x( f; del ctimulo.
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Figura 4.3: Potencial de la ecuacion de Schrédinger para el perfil con cons-
tante de integracion negativa Cr < 0 que resulta de evaluar los puntos de la
figura (3.4).

Para esto evaluaremos en la Ec. (4.1) los perfiles obtenidos al resolver el sistema
de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuacion de EL para un valor
especifico de la constante de integracion con la finalidad de obtener el potencial
V(z). Con dicho potencial emplearemos el método de Numerov [26] en conjunto
con el método de biseccion para obtener las funciones propias y valores propios
de la ecuacion de Schrodinger para valores especificos de Cg, 9, by R.

La ecuacion de Schrédinger (Ec. 2.14) en la region || < R para el potencial
uniforme de la Ec. (4.3) es

P,
dx?

+2(Ep — 6(6 + 1)bgd ") b, = 0. (4.7)
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Las funciones propias y valores propios de la ecuacion anterior son [25]

o]
ra
T
1

!

Figura 4.4: Funciones propias de la ecuacién de Schrédinger para un perfil
del parametro de orden uniforme ¢(x) ~ ¢y (Cr < 0) con § = 3, ¢o = 0.007,
b=1y R = 1. (a) La primera funcién propia, (b) la segunda funcién propia.

nmwx

Yn(x) = B cos SR n impar,
p(x) = Asin %, n par
Yy

2

™ 9 5—1
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Hay una secuencia infinita de valores propios discretos que corresponden a todos
lo enteros positivos de n. En la Fig. (4.4) se muestran las primeras dos funciones
propias obtenidas a partir de las Ec. (4.8) para un cimulo con § = 3, ¢y = .007 y
R=1

La ecuacion de Schrodinger (Ec. 2.14) en la region |x| < R para el potencial con
constante de integracion nula Cr = 0 de la Ec. (4.2) es

2
dd;é” 4 (2En - %(:po + x)2> -

Renombrando wu(x) = v2E,(xo+x) vy p = (36 +1)/2(0 — 1) las funciones
propias son

bale) = A/al@) (Jp )] - [u(:c)]) , (4.9)

donde J,(x) es la funcion de Bessel de orden p y Y,(x) es la funciéon de Bessel de
segunda clase de orden p. Los valores propios se obtienen de la ecuacion

f(En) = Jp [u(R)] Y, [u(=R)] = Jp[u(=R)]Y, [u(R)] = 0. (4.10)

En la Fig. (4.5) se grafico la Ec. (4.10) que nos permite conocer los valores propios
cuando la funcion es cero. En la Fig. (4.6) se muestran las primeras dos funciones
propias obtenidas a partir de la Ec. (4.9) para un cimulo con 6 = 3, ¢ = .007 y
R=1.

A partir del sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuacion
de EL, generamos numéricamente el perfil del parametro de orden del ciamulo
para valores especificos de 0, b, Cr v R (Fig. 3.3 y 3.4). El perfil generado nu-
méricamente lo evaluamos en el potencial (Ec. 4.1) de la ecuacion de Schrodinger
(Fig. 4.2 y 4.3). Usando el método de Numerov [26] en conjunto con el método
de biseccion obtuvimos las funciones propias y valores propios de la ecuacion de
Schrodinger para el potencial calculado numéricamente. En la Fig. (4.8) se mues-
tran las primeras dos funciones propias para un perfil del parametro de orden con
constante de integracion negativa Cp = —2.4x107°, 6 =3, b =1y R = 130.
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Figura 4.5: Ec. (4.10) a partir de la cual se determinan los valores propios
(f(E,) = 0) de las soluciones de la ecuacién de Schridinger para el potencial

con constante de integracion Cr = 0 de la Ec. (4.2) (0 =3, ¢g = .007,b=1
v R = 90).
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Figura 4.6: Funciones propias (Ec. 4.9) de la ecuacién de Schrédinger para
el potencial con constante de integracion Cr = 0 de la Ec. (4.2) con § = 3,
¢o = .007, b =1y R = 90. (a) La primera funcién propia, (b) la segunda
funcién propia.
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Figura 4.7: Funciones propias de la ecuacién de Schrédinger para el poten-
cial con constante de integracién positiva Cp = 2.4 x 1079, 5 = 3, b = 1
y R = 130. Obtendidas a través del método de Numerov. (a) La primera
funcién propia, (b) la segunda funcién propia.
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Figura 4.8: Funciones propias de la ecuacién de Schrédinger para el poten-
cial con constante de integracién negativa Cp = —2.4 x 1072, § =3, b =1
y R = 130. Obtendidas a través del método de Numerov. (a) La primera
funcién propia, (b) la segunda funcién propia.
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Capitulo 5

Dinamica no lineal del cimulo
critico

En este capitulo analizaremos la equivalencia entre el perfil del parametro de
orden del ctimulo critico y el mapa de punto fijo de GR. Extenderemos el mapa
de intermitencia que describe la dindmica del perfil del cimulo a un mapa de
punto fijo de GR [7, 8, 9|.

5.1 Mapa del perfil del parametro de orden

Como vimos en el capitulo 2 la ecuacion de EL puede separarse en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden (2.7)

dp
%—qﬁ

dp  dU 5
& =sgn(¢)b(é + 1)|8]°,

o integrarse para obtener una ecuacion diferencial de primer orden (3.1)
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i _

6= == = +/2Cr+ b9 ).

Si reemplazamos la derivada do/dzx por la diferencia finita (Ons1 — &n)/Ax y la
derivada d¢/dx por la diferencia finita (¢,.1 — ¢,)/Azx, podemos reescribir el
sistema de ecuaciones (2.7) como [22]

¢n+1 :¢n + ¢nA$ (51)

Onr1 = Gutsgn(d)b(d + 1)|,|° Az,

o reescribir la ecuacion analoga a la conservacion de la energia (3.1) como

¢n+1 = ¢n + \/Q(CR + b|¢n|(5+1>A$ (52)

Del mapa de la Ec. (5.2) para una constante de integracion nula Cr = 0 y un
paso Az — 1 obtenemos

¢n+1 = ¢n + \/%|¢n|% (53)

El mapa anterior es equivalente a un mapa en la bifurcaciéon tangente de la Ec.
(2.18),

' =z +uzr® + O(|z|),

donde wu=+/20 y 2= (5+1)/2. El mapa en la bifurcacion tangente de la Ec.
(5.3) se muestra en la Fig. (5.1) y su trayectoria en la Fig. (5.2). La trayectoria del
mapa reproduce cualitativamente al perfil del parametro de orden con constante
de integracion nula Cr = 0 (Fig. 3.2).

Al graficar el mapa de la Ec. (5.2) para una constante de integracion positiva
Cr > 0 obtenemos el mapa de la Fig. (5.3) cuya trayectoria se muestra en la
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Fig. (5.4). Como podemos ver, que la constante de integracion Cr sea positiva
es equivalente a un mapa fuera de tangencia y como consecuencia de esto se
reproduce cualitativamente el perfil del parametro de orden con constante de
integracion positiva Cr > 0 (Fig. 3.3).

De las trayectorias del mapa de punto fijo de GR (Ec. 2.24),

xy = zoexp, [ tut], (5.4)

y el perfil del parametro de orden del cimulo critico con constante de integracion
nula Cr = 0 (Ec. 3.5),

P(x) = ¢o exp, [gbg*lux] : (5.5)

Podemos establecer una equivalencia al identificar 2z — ¢ = (6 +1)/2, u =
Vb, oz — o(z), x9—¢9 y t— z. Porloqueel mapa fuera de tangencia
(Ec. 2.27) corresponde a los perfiles con Cg # 0 de las Ec. (3.7) y (3.11).

5.2 Dinamica del ciimulo critico

Como vimos en el capitulo 2 la evolucién temporal del pardmetro de orden es
equivalente a la dindmica de un mapa intermitente |7, 8, 9, 12, 13] dado por la
Eec. (2.32)

Gry1 =€+ P + U¢f+1,

donde ¢ ~ R7' y w = 2abu(d + 1)/(§ + 2)(6 + 3). De la equivalencia entre
los perfiles del parametro de orden del camulo critico y el mapa de punto fijo de
GR estableceremos una equivalencia cualitativa entre la dindmica del perfil del
parametro de orden y el mapa de punto fijo de GR fuera de tangencia (Ec. 2.27),
dado por [23]
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Gri1 =@y exp, [ud; ]
+ =0 (L= (2= Dugi ! — exp. [ugi ') (5.6)
+0(e%),

donde z =0+1, e ~—R' y u=2abu(d+1)/(6 +2)(§ + 3). En la Fig.
(5.5) se muestra el mapa de la Ec. (5.6) que describe la dindmica del pardametro
de orden del ciimulo critico cuando 6 =3, u =1 y e = —0.001. En la Fig.
(5.6) se muestra una trayectoria del parametro de orden. De las Fig. (5.5) y (5.6)
es posible observar que el mapa de la Ec. (5.6) presenta reinyeccion por lo que es

equivalente al mapa que resulta de usar el método de Frobenious-Perron inverso
[12, 13, 14].

El parametro de deformaciéon g para los perfiles del parametro de orden del cimulo
critico es ¢s = (0 + 1)/2 mientras que el pardmetro de deformacion del mapa
intermitente que describe la dindmica del parametro de orden es q; = 6 + 1, por
lo que qq = 2¢s esto puede relacionarse con el desplazamiento cuadratico medio
donde (x?) = 2Dt.
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Figura 5.1: Mapa de la Ec. (5.3) que describe al perfil con constante de
integracion nula Cr =0 con d =3,b=1y ¢g = 0.01.
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Figura 5.2: Perfil del parametro de orden con constante de integracién nula
Cr = 0 generado con el mapa de la Ec. (5.3) parad =3,b=1y ¢o = 0.01.
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Figura 5.3: Mapa de la Ec. (5.2) que describe al perfil con constante de
integracion positiva Cr = 0.00005 >0 con § =3 y b = 1.
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Figura 5.4: Perfil del parametro de orden con constante de integracion
positiva Cr = 0.00005 > 0 generado con el mapa de la Ec. (5.2).
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Figura 5.5: Mapa de la Ec. (5.6) que describe la dindmica de un cimulo
criticocon z =4, u =1y e = —.001.
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Figura 5.6: Dinamica del parametro de orden del ctimulo generada a partir
del mapa de la Ec. (5.6) con z =4, u=1ye=—.001.
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Capitulo 6

Resultados y Conclusiones

Al explorar el espacio de fases de la ecuacién de EL obtuvimos los perfiles del
parametro de orden del ctiimulo critico para valores de la constante de integraciéon
Cgr # 0. Para valores grandes del parametro de control es posible reescribir las
expresiones de los perfiles del pardmetro de orden del cimulo (Ec. 3.5, 3.9, 3.13)
mediante la funcién g-exponencial en funcion del tamano R del cimulo lo que
sugiere la extensividad de una expresion de entropia-¢g. Al anadir condiciones a la
frontera al sistema es posible asociar a la constante de integraciéon C'g con la fuerza
que se ejerce en los bordes del sistema. Por lo tanto en ausencia de condiciones
a la frontera la fuerza que el cimulo ejerce sobre sus bordes para valores de la
constante de integraciéon C'r # 0 no es contrarrestada y el cimulo es inestable.

Para estudiar la estabilidad de los perfiles del parametro de orden del ctimulo
calculamos la segunda variacion del funcional de energia libre de LGW con lo que
obtuvimos la ecuacion de Schrodinger. Al no haber restricciones para el parametro
de control ¢ en la frontera del cimulo su variacién en los extremos del cimulo es
nula d¢(R) = 0 por lo que la funcion de onda de la ecuacion de Schrodinger se
anula en las fronteras del ctmulo. Esto equivale a un pozo de potencial infinito
en el problema mecanico cuantico donde V(z) = oo para x > |R|. Resolvimos la
ecuacion de Schrodinger para los potenciales dados por los distintos valores de la
constante de integracion Cgr, obteniendo en cada uno de los casos valores propios
positivos lo que indica que las fluctuaciones del perfil del parametro de orden son
estables. Como habiamos visto, en ausencia de condiciones a la frontera el camulo
es inestable debido a la fuerza C'r que se ejerce sobre sus fronteras, por lo que
esperabamos al menos un valor propio negativo.
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Se establecié una equivalencia entre los perfiles del parametro de orden del ciimulo
para valores grandes de ¢ y el mapa de punto fijo de RG en tangencia y fuera de
tangencia. Dicha equivalencia la extendimos a la dinamica del cimulo, esto nos
permiti6é describir el comportamiento intermitente del cimulo mediante un mapa
de punto fijo de GR fuera de tangencia.
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Apendice

Integrando la ecuacion diferencial de primer orden (2.8) obtenemos

T2 ¢(gc2) d¢
a = Al
Ll ST L(ml) [2(CRr + b¢5+1)]1/2’ (A1)

de donde se desprende que

1 P(x2) do
- (A2)
20 J - 1/2
R Jo(z1) [1 + CL¢5+1)]

R

X1 — X2 =

Realizando el siguiente cambio de variable

b a
(s C—Rcb
ya=40+1 obtenemos
ot (CR) (A3)
P RCR\ b ) T
donde
TS 1/}%—1
= —d
J, @
con

45



b
’]” frng —_—
1,2 Cr

Reescribiendo la integral I de la forma

1

y realizando el cambio de variable

obtenemos

Usando la formula

0

si

obtenemos

1
J P A =) — t2)dt =

46

ile

)1/“ P(z1,2)-

LBy = 6)
I'(v)
1
¢T3

gFl(Of,B,’}/,Z)

B TS wgfl r{ w%fl
! ‘L @+ ope? ‘fo T+ ope?

(A5)

(A7)

(A8)



rg 7—1 ,_1
I:L <1+w1/2d¢ J T+t

11 1
:alm 21 (5,5;1+57—Tg) (A9)

donde 5 F} es la funcion hipergeométrica. Por lo que una primera solucién estéa
dada como

ra =1 = e [6(0) (02, Cr) — 6 00, Cr)] (A10)
R
con
he= 1B (G S fodna)™). (A1)
Usando la férmula
2F1(0475§7§ Z)
B -a)l(y), . L A
= m(—z) oFy (a,a—”ﬁ— La—(B+1; z)
y o AN oo (B B=v+1l—a+b+1; 1) (A12)
L(a)T(y — B) S U >

en la ecuacion (A10) obtenemos

2

r2— a1 = =70 D)7 (o(z) T - o) TR) (A13)
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con

1 6-—-1 30 +1 Cr

27206 +1)" 200 + 1) _Tgb(m’ﬁ_(m)) ' (A14)

fi2 =2 Fi (

Soluciones para Cr > (0

Las orbitas C'r > 0 corresponden a las curvas segmentadas de la figura 3.1. Para
un perfil con Cr > 0 simétrico en el eje x = 0 pedimos que ¢(0) = 0 por lo tanto
de (2.8) obtenemos

1 (d¢ 2_ 1.,
Cr=1 (d—) S (A15)

e integrando de x; = 0 con ¢(0) = 0 a x9 = x con ¢(z) la ecuacion (A10) resulta

1 )
x = —¢(x)f(o, do) (A16)
®o
con
SO SO U ES N e
f(¢7 (b()) - 2F1 (57?7 5+ 17 ¢g¢(x) 1) . (A17)
Caso ¢ « ¢*
Renombrando

P = <2_Z> (A18)

reescribimos la solucion de la Ec. (A10) como
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con

o\ 1 1 0+2 o\t
f(%)‘?“(é’ﬁﬁ"(%) )

Si ¢ « ¢* entonces la soluciéon es aproximadamente

6—1

9%

. 1 T 2(5+1)
o(z) ~ ¢pox cuando T — | = )

V2b \ 2b

Caso ¢ » ¢*

Usando la formula (A12) en la ecuacién (A20) obtenemos

x:—wm%>§@—n*wﬂ—¥[<¢)zb(¢)—wm@ﬁ]

o

con

O\ _ L 0-1 35+1 ¢ 170
ﬁ(%)‘Ql ?2®+mvw+n”{%]

Despejando a ¢(z) obtenemos
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(A20)

(A21)

(A22)

(A23)

(A24)



b

o)ty T = sgnteysgntén) |56 - 1] Tl ()

con

z; = [ gw - 1)] (¢*)"°F fi. (A26)
Si ¢ » ¢*, entonces
ota) = san(wsgnien) 500~ 17| ol 4

Soluciones para Ci < 0

Las orbitas C'r < 0 corresponden a las curvas punteadas de la figura 3.1. Para un
perfil con Cg < 0 simétrico en el eje z = 0 pedimos que ¢(0) = 0 por lo tanto de
la Ec. (2.8) obtenemos

Cr = —b|¢o|"*", (A28)

donde ¢(0) = ¢g. Integrando de 3 = 0 con ¢y a o5 = x con ¢(x) la ecuacion
(A13) resulta

x| = —\/g(é— 1), 7 [(%)ﬁ fo <%> - f1] : (A29)

con

f2 <%> = 2F1

§—1 36+1 [x))
1/2 2<5+1)’2(5+1)’( 40 ) ] (A30)
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- - A3l
Caso ¢ » ¢y
Despejando a ¢(x) obtenemos
_2 b = 2
o)t T sl [ 5012 -l ()
con
b - 5—1
Ty = [ 50— 1)] ¢ ° fi. (A33)
Si ¢ » ¢g entonces
b B :
ota) = san(on) 56 - 17 " o = al) 7 (A34)

Caso ¢ ~ ¢y

Usando la formula

2F1<Oé7ﬁ7772) =

Do+ 8 —7)(y)
T'(a)l(B3)

(=2 PRy -y =B y—a—-F+1,1-2)

I(y —a—B)T(y)

+F(7_&)F(7_ﬁ) oFi(a, Bya+ 8 —~v+1,1—2) (A35)
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en la ecuacion (A29) obtenemos

N N A T ARk (
oot () [

con

Si ¢ ~ ¢y obtenemos

2 Ry
ol =y 26+ )70 7 2 1

Despejando a ¢(x) resulta

8(z) = 55 + 1i(at + )

con

21 = [\/g(a + 1)]_1 6T

Si x « x; entonces el perfil toma la forma ¢(z) = ¢.

Soluciones para Cr =0

(A36)

(A37)

(A38)

(A39)

(A40)

Para Cr = 0 e integrando de x1 = 0 con ¢(0) = ¢y y T2 = x con ¢(x) la ecuacion

(A13) se reescribe como

2

T = —sign(%) 5(5 -1t <¢($)_%1 — ¢y °
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Despejando a ¢(z) obtenemos

1

ota) = sign(on) | 50— 12| " oo ol (A42)
= sign(d)sign(cn) [@«s - 1>] o~ (A3)
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