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Resumen

El objeto de estudio es una �uctuación genérica o cúmulo del parámetro de orden
φ de un sistema térmico bajo una transición fase de segundo orden. Las propieda-
des del cúmulo se obtienen mediante la aproximación de punto silla en una acción
efectiva o funcional de energía libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW). Al cal-
cular la primera variación del funcional de energía libre se obtiene una ecuación de
Euler-Lagrange (EL) que describe al movimiento de una partícula en la mecánica
clásica. A partir de la analogía con la partícula clásica obtendremos los distintos
per�les del parámetro de orden del cúmulo crítico. De manera equivalente al es-
tudio de un �uido con�nado en equilibrio, impondremos condiciones a la frontera
del cúmulo lo que nos permitirá analizar las fuerzas que los distintos per�les del
parámetro de orden del cúmulo ejercen sobre la frontera. Al calcular la segunda
variación del funcional de energía libre se obtiene la ecuación de Schrödinger que
describe las propiedades de una partícula cuántica. Las funciones propias de la
ecuación de Schrödinger corresponden a las �uctuaciones del per�l del parámetro
de orden mientras que los valores propios indican la estabilidad de dichas �uc-
tuaciones. Resolveremos la ecuación de Schrödinger para los distintos per�les del
cúmulo con el objetivo de conocer la estabilidad de las �uctuaciones del per�l
del parámetro de orden. Por último veremos que el comportamiento dinámico del
cúmulo crítico es descrito por un mapa de punto �jo de grupo de renormalización
(GR) fuera de tangencia.
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Abstract

The object of study is a generic �uctuation or cluster of the order parameter
φ of a thermal system under a second order phase transition. The properties of
the cluster are obtained by the saddle-point approximation in an e�ective action or
Landa-Ginzburg-Wilson (LGW) free energy functional. When calculating the �rst
variation of the free energy functional the Euler-Lagrange (EL) equation obtained
is analogous to that describing the motion of a particle in classical mechanics.
From the analogy we determine di�erent order parameter pro�les for the critical
cluster. Equivalently to the study of a con�ned �uid at equilibrium, we impose
boundary conditions on the cluster which allowed us to study the force that the
di�erent pro�les of the order parameter of the cluster exerts on the boundary
and determines its growth or shrinkage. When calculating the second variation
of free energy functional an equation of the form of an Schrödinger equation for
a quantum particle is obtained. The eigenfunctions of the Schrödinger equation
correspond to �uctuations of the order parameter pro�le while the eigenvalues
indicate the stability of such �uctuations. We solve the Schrödinger equation for
di�erent pro�les of the cluster in order to know the stability of �uctuations of
the order parameter pro�le. Finally, we see that the intermittent behavior of the
critical cluster is described by a renormalization group (RG) �xed-point map near
tangency.
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Capítulo 1

Introducción

Los atractores caóticos de sistemas dinámicos disipativos tienen propiedades de
ergodicidad y mezclado lo que permite describirlos mediante la mecánica estadís-
tica de Boltzmann y Gibbs (BG) [1]. En la transición al caos en mapas iterados no
lineales de baja dimensionalidad las propiedades de ergodicidad y mezclado dejan
de cumplirse. Esto posibilita explorar los límites de validez de la estructura de la
mecánica estadística de BG. Como resultado se ha hallado que las rutas al caos,
duplicación de periodo, cuasiperiodicidad e intermitencia, de mapas no lineales de
baja dimensionalidad pueden ser descritas por una estructura generalizada deno-
minada q-estadística [2, 3, 4, 5]. Dicha estadística es expresada analíticamente en
términos de las funciones deformadas q-logaritmo

lnq y ” py
1´q
´ 1q{p1´ qq

y su inversa q-exponencial

expqpxq ” r1´ pq ´ 1qxs´1{pq´1q.

La estructura q-estadística también se mani�esta en sistemas térmicos en criti-
calidad en los que las propiedades de ergodicidad y mezclado dejan de cumplirse
[3, 6, 7, 8, 9]. Un ejemplo en particular que estudiaremos en el presente trabajo es
un cúmulo del parámetro de orden φ de un sistema térmico bajo una transición
de fase de segundo orden [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. El cúmulo es descrito por una
acción efectiva o energía libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) en la tempe-
ratura crítica y campo externo cero [15, 16]. La mecánica estadística del sistema
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está determinada a través de una función de partición de grano grueso Z. Em-
pleando la aproximación de punto silla sobre la función de partición obtenemos la
ecuación de Euler-Lagrange (EL) que determina las con�guraciones dominantes
del sistema. El per�l del parámetro de orden del cúmulo crítico resulta de resolver
la ecuación de EL.

Del promedio térmico del per�l del cúmulo se deducen un par de propiedades:
(a) La dimensión fractal de los cúmulos del parámetro de orden en función de los
exponentes críticos de la transición de fase [10, 11]. (b) La dinámica del cúmulo
crítico está descrita por un mapa no lineal intermitente con características de
tangencia [12, 13]. A partir de la relación entre la dinámica del cúmulo y el mapa no
lineal intermitente se concluye que un cúmulo de radio �jo R es una con�guración
inestable cuya amplitud crece en el tiempo y eventualmente colapsa.

El trabajo se divide de la siguiente manera. En el capítulo 2 daremos las bases
necesarias para la descripción del sistema. En el capítulo 3 usaremos como herra-
mienta el espacio de fases que resulta de la ecuación de EL del análogo mecánico
clásico para determinar los distintos per�les del parámetro de orden del cúmulo.
De manera equivalente al tratamiento de un �uido con�nado en equilibrio, impon-
dremos condiciones a la frontera del cúmulo y analizaremos la fuerza que ejerce
el cúmulo sobre la frontera para determinar la estabilidad de los distintos per�les
del parámetro de orden [17, 18, 19, 22]. En el capítulo 4 calcularemos la segunda
variación del funcional de energía libre de LGW para estudiar la estabilidad de
las �uctuaciones del per�l del parámetro de orden del cúmulo. De la segunda va-
riación obtenemos la ecuación de Schrödinger que describe el comportamiento de
una partícula cuántica. Las funciones propias de la ecuación corresponden a las
�uctuaciones del per�l del parámetro de orden del cúmulo y los valores propios
determinan la estabilidad de dichas �uctuaciones [20, 21]. En el capítulo 5 estable-
ceremos una equivalencia entre los per�les del parámetro de orden del cúmulo a
valores grandes del parámetro de orden y el mapa de punto �jo de GR. La equiva-
lencia antes mencionada la extenderemos a la dinámica del cúmulo crítico donde
un mapa de punto �jo de GR perturbado describe la dinámica intermitente del
cúmulo crítico [22, 23, 24]. Por último, en el capítulo 6 discutiremos los resultados
y conclusiones.
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Capítulo 2

Antecedentes

Este capítulo se compone de tres secciones. En la primera sección estudiaremos
el método empleado para el cálculo del per�l del parámetro de orden del cúmulo
crítico y de la función de partición que describe la mecánica estadística del sistema
[10, 11]. También mostraremos como se obtienen las �uctuaciones del per�l del
parámetro de orden y su estabilidad a partir de la segunda variación del funcional
de energía libre de LGW [20, 21]. En la segunda sección estudiaremos el mapa
de bifurcación tangente y el mapa de punto �jo de grupo de renormalización [24].
En la tercera sección veremos que la evolución temporal del cúmulo crítico queda
descrita por un mapa no lineal con intermitencia [12, 13].

2.1 Cúmulos críticos

El objeto de estudio es un cúmulo o subsistema inhomogéneo del parámetro de
orden φ con volumen V de un sistema bajo una transición de fase de segundo
orden. El cúmulo es descrito por un modelo continuo mediante una acción efectiva
o energía libre de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) en la temperatura crítica T “
Tc y campo externo nulo y se expresa como

Γcrφs “ a

ż

V

dxd
„

1

2
p∇φq2 ` b|φ|δ`1



, (2.1)

donde δ es el exponente isotérmico crítico, d es la dimensión espacial, a y b son
acoplamientos adimensionales. Las cantidades φ “ Λ´dφ̃ y xi “ Λx̃i son adimen-
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sionales, Λ es el corte ultravioleta que �ja la escala de grano grueso Rc “ Λ´1.
La cantidad escalar φ̃ describe la densidad de una cantidad física extensiva que
caracteriza la transición de fase (la densidad de magnetización o la densidad de
partículas) y x̃i son las coordenadas de posición espacial.

2.1.1 Método de Landau

La función de partición en la aproximación de Landau para el sistema local está
dada como

Z “

ż

Ω

DrφsZφ, (2.2)

donde Zφ “ expp´Γcrφsq corresponde a la suma de las con�guraciones microscó-
picas para una forma especí�ca del parámetro de orden φprq. Ya que estudiaremos
un cúmulo sin restricciones en la frontera para el valor de φ, la integral de trayec-
toria se realiza sobre las con�guraciones de φ de�nidas en una esfera abierta Ω de
radio R y centro x̄. Por lo tanto la función de partición es

Z “

ż

Ω

Drφs expp´Γcrφsq, (2.3)

donde Γcrφs está dado por la Ec. (2.1). Por simplicidad consideraremos un sistema
de una dimensión a lo largo de todo el trabajo, pero el análisis puede extenderse a
dimensiones superiores con resultados similares [10, 11]. En el caso de un cúmulo
unidimensional con centro en x “ 0 y tamaño 2R la energía libre de LGW (Ec.
2.1) es

Γcrφs “ a

ż R

´R

dx

«

1

2

ˆ

dφ

dx

˙2

` b|φ|δ`1

ff

. (2.4)

Para evaluar la integral de trayectoria en la Ec. (2.3) usaremos la aproximación
de punto silla que requiere la condición a " 1, sustituyendo la integral por una
suma sobre los puntos silla de la energía libre. Las con�guraciones de punto silla
φpxq cumplen con la ecuación de Euler-Lagrange (EL)
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δΓcrφs “ a

#

ż R

´R

„

´
BU

Bφ
´
d2φ

dx2



δφdx`

„

dφ

dx
δφ

R

´R

+

“ 0, (2.5)

donde Upφq es el potencial cóncavo Upφq “ ´b|φ|δ`1. Ya que no hay restricciones
en la frontera del cúmulo para el valor de φ, la variación en la frontera del cúmulo
es nula δφpRq “ 0 y la ecuación de EL se simpli�ca a

d2φ

dx2
“ ´

dU

dφ
. (2.6)

La ecuación anterior es análoga al problema mecánico clásico de una partícula bajo
el potencial Upφq “ ´b|φ|δ`1. La Ec. (2.6) puede separarse en un par ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden

dφ

dx
“ 9φ

y (2.7)

d 9φ

dx
“ ´

dU

dφ
“ sgnpφqbpδ ` 1q|φ|δ

Este sistema de ecuaciones nos permitirá en capítulos posteriores obtener solucio-
nes numéricas para los per�les del parámetro de orden. Al integrar la ecuación de
EL (Ec. 2.6) obtenemos

CR “
1

2

ˆ

dφ

dx

˙2

´ b|φ|δ`1 (2.8)

donde CR es una constante de integración identi�cada con la energía total de la
partícula en movimiento. Las con�guraciones con constante de integración CR ‰ 0
contribuyen a la función de partición (Ec. 2.3) con un factor e´bR|CR| así que las
con�guraciones dominantes son aquellas soluciones de la Ec. (2.8) para las que
CR « 0. Para un valor nulo de la constante de integración CR “ 0, el per�l del
parámetro de orden φpxq que se obtiene al integrar la Ec. (2.8) es
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φpxq “ A|x0 ´ x|
´2{pδ´1q (2.9)

con

A “

„ˆ

b

2

˙

pδ ´ 1q2
´1{pδ´1q

y x0 “ ˘

«

c

b

2
pδ ´ 1q

ff´1

φ
´pδ´1q{2
0 , (2.10)

donde φ0 ” φp0q es el valor del parámetro de orden en x “ 0. Usando la de�nición
de exponencial deformada expqpxq ” r1´ pq ´ 1qxs´1{pq´1q es posible reescribir la
expresión del parámetro de orden φpxq (Ec. 2.9) como [8]

φpxq “ φ0 expq
“

˘φq´1
0 ux

‰

, (2.11)

donde q “ p1` δq{2 y u “
?

2b.

2.1.2 Segunda variación del funcional de energía libre

La estabilidad de las con�guraciones dominantes del per�l del parámetro de orden
φpxq del cúmulo crítico será estudiada mediante la segunda variación del funcional
de energía libre de LGW (Ec. 2.4), que es [20, 21]

δ2Γc “ a

#

ż R

´R

«

´
B2U

Bφ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpxq

δφpxq ´
d2δφpxq

dx2

ff

δφpxqdx`
”

9δφδφ
ıR

´R

+

, (2.12)

donde δφpxq es una pequeña variación del per�l del parámetro de orden φpxq (Ec.
2.9). Como vimos en la sección anterior no hay restricciones en la frontera del
cúmulo y la variación δφpxq se anula δφp˘Rq “ 0, por lo que la segunda variación
se reduce a

δ2Γc “ a

ż R

´R

«

´
B2U

Bφ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpxq

δφpxq ´
d2δφpxq

dx2

ff

δφpxqdx. (2.13)
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Sea ψnpxq la función propia de la ecuación de Schrödinger

´
d2ψnpxq

dx2
` V pxqψnpxq “ Enψnpxq, (2.14)

donde

V pxq “ ´
B2U

Bφ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φspxq

(2.15)

juega el rol de potencial de una partícula y En es el valor propio. Cualquier
�uctuación del parámetro de orden se puede expandir como

δφpxq “
ÿ

n

Cnψnpxq (2.16)

y la segunda variación toma la forma

δ2Γcrφs “
ÿ

n

EnpCnψnpxqq
2. (2.17)

La estabilidad de las con�guraciones del parámetro de orden φpxq será estudiada
a partir del signo del valor propio En.

2.2 Bifurcación tangente

Para estudiar la bifurcación tangente que media en la transición entre un atractor
caótico y un atractor de periodo n, iniciamos con la composición f pnqpxq de un ma-
pa unidimensional fpxq en la vecindad inmediata de uno de los n puntos tangentes
a la línea con pendiente unitaria [23, 24]. Cambiando el sistema de coordenadas
a este punto obtenemos

x1 “ f pnqpxq “ x` uxz `Op|x|zq, z ą 1 y u ą 0, (2.18)
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donde xz ” signpxq|x|z. El mapa de punto �jo del grupo de renormalización (RG)
es la solución f˚pxq que al expandirla en series de potencias de x sus dos primeros
términos coinciden con el lado derecho de la Ec. (2.18). Este mapa debe cumplir

f˚pf˚pxqq “ λ´1f˚pλxq (2.19)

junto con un valor especí�co para λ. La solución analítica exacta x1 “ f˚pxq se
encuentra para λ “ 21{pz´1q [23, 24] y es

x11´z “ x1´z
` p1´ zqu, (2.20)

o equivalentemente,

x1 “ x expz
“

uxz´1
‰

. (2.21)

Al iterar t veces la Ec. (2.20) desde una posición inicial x0 resulta

x1´z
t “ x1´z

0 ` p1´ zqut (2.22)

o

lnz xt “ lnz x0 ` ut, (2.23)

de modo que la dependencia en el número de iteraciones t de todas las trayectorias
está dada por

xt “ x0 expz
“

xz´1
0 ut

‰

. (2.24)

Si ahora añadimos una pequeña perturbación εhαpxq a f
˚pxq la composición de

fεpxq “ f˚pxq ` εhαpxq debe cumplir [23]

fεpfεpxqq “ λ´1f˚pλxq ` εpα{λqhαpλxq `Opε
2
q (2.25)

cuando la función propia hαpxq satisface
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f˚ 1pf˚pxqqhαpxq ` hαpf
˚
pxqq “ pα{λqhαpλxq. (2.26)

Para un mapa fuera de tangencia obtenemos

x1 “x expz
“

uxz´1
‰

`
ε

z ´ 1
x´pz´1q

`

1´ pz ´ 1quxz´1
´ expz

“

uxz´1
‰z˘

(2.27)

`Opε2q.

2.3 Criticalidad e Intermitencia

Se ha demostrado que la evolución temporal del parámetro de orden φ es equiva-
lente a la dinámica de un mapa no lineal intermitente [12, 13]. Dicha equivalencia
fue demostrada de diferentes formas al considerar las propiedades de la magneti-
zación promedio

xΦpRqy “ Z´1

ż

DrφsΦpRq expp´Γcrφsq, (2.28)

donde

ΦpRq “

ż R

´R

dxφpxq

es la `magnetización' total del cúmulo. En la aproximación x0 " R el per�l (Ec.
2.9) es plano φpxq „ φ0 y la energía libre de LGW es

Γc „ 2abRφδ`1
0 , (2.29)

por lo que la integral de trayectoria en la Ec. (2.28) se vuelve una integral ordinaria
sobre 0 ď φ ď φ0, resultando

xΦpRqy „
φ0R

2
exp

`

´νRφδ`1
0

˘

, (2.30)
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donde ν “ 2abpδ ` 1q{pδ ` 2qpδ ` 3q. Un procedimiento para obtener el mapa que
permite involucrar las propiedades de escalamiento del sistema crítico consiste en
considerar que el valor de la magnetización promedio xΦy cambia en un monto
�jo µ en cada iteración

xΦt`1y “ xΦty ` µ (2.31)

De la Ec. (2.30) se obtiene [12, 13] para valores pequeños del parámetro de orden
φt el mapa

φt`1 “ ε` φt ` uφ
δ`1
t , (2.32)

donde el parámetro de desplazamiento es ε „ R´1 y la amplitud del término no
lineal es u “ νµ. De la sección anterior podemos ver que el mapa de bifurcación
tangente (Ec. 2.18) es equivalente al mapa (Ec. 2.32) que describe la dinámica
del parámetro de orden φ y los parámetros del sistema térmico determinan la
dinámica del mapa. De la suposición inicial resulta que el promedio de iteraciones
en la región laminar es equivalente a la magnetización promedio del cúmulo de
radio R. La forma completa del mapa que resulta de usar el método de Frobenius-
Perron inverso [12, 13, 14] muestra una región decreciente `superexponencial' que
lleva de vuelta a la iteración cerca del origen en aproximadamente un paso.
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Capítulo 3

Per�les del parámetro de orden

En este capítulo estudiaremos los per�les de parámetro de orden del cúmulo crítico
para cualquier valor de la constante de integración CR. El estudio se realizará
mediante un método grá�co sobre el espacio de fases que genera el problema
análogo de una partícula clásica en movimiento. Además añadiremos condiciones
de frontera al funcional de energía libre de LGW y analizaremos las fuerzas que
se ejercen en las fronteras del cúmulo [17, 18, 19].

3.1 Retrato de fases y per�les del parámetro de

orden

Como vimos en el capítulo anterior las con�guraciones con constante de integra-
ción CR ‰ 0 (Ec. 2.8) contribuyen a la función de partición con un factor e´bR|CR|,
por lo que únicamente se obtuvo el per�l del parámetro de orden para una cons-
tante de integración nula CR “ 0. Para estudiar los casos con CR ‰ 0 despejamos
9φ de la Ec. (2.8) obteniendo

9φ “
dφ

dx
“ ˘

a

2pCR ` b|φ|δ`1q. (3.1)

Mediante la Ec. (3.1) es posible gra�car el espacio de fases pφ, 9φq de la partícula
clásica, lo que nos permite estudiar los per�les del parámetro de orden φ para los
distintos valores de la constante de integración . En la Fig. (3.1) se muestra el
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retrato de fases para δ “ 3 y b “ 1. Cada órbita en la �gura se genera asignando
un valor a la constante de integración CR, las curvas continuas corresponden a la
separatriz CR “ 0, las curvas con lineas segmentadas son órbitas del parámetro
de orden con CR ą 0 y las curvas punteadas son órbitas del parámetro de orden
con CR ă 0.

Es posible obtener los per�les para los distintos valores de la constante de inte-
gración CR ‰ 0 al despejar dx en la Ec. (3.1) e integrar [11]

x “ signp 9φq

ż φpxq

φ0

dφ
a

2 pCR ` b|φ|δ`1q
, (3.2)

donde φ0 “ φp0q. La solución a la integral anterior se muestra con detalle en el
apéndice. A continuación analizaremos las soluciones para los distintos valores de
la constante de integración CR.

Per�l para la constante de integración nula CR “ 0

Del espacio de fases (Fig. 3.1) podemos ver que para un valor nulo de la constante
de integración CR “ 0 existen cuatro ramas de la separatriz (φ0 ą 0, φ0 ă 0) y

( 9φ0 ą 0, 9φ0 ă 0), y el per�l para los posibles valores de φ0 y 9φ0 es

φpxq “ signpφ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

|x0 ´ x|
´ 2
δ´1 (3.3)

con

x0 “ signp 9φ0qsignpφ0q

«

c

b

2
pδ ´ 1q

ff´1

|φ0|
´ δ´1

2 . (3.4)

Usando la exponencial deformada reescribimos la ecuación anterior como

φpxq “ φ0 expq

”

signpφ0qsignp 9φ0q|φ0|
q´1ux

ı

(3.5)

con u “
?

2b y q “ pδ ` 1q{2. En la Fig. (3.2) se muestra un per�l del parámetro
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de orden para una constante de integración nula CR “ 0 generado a partir de la
Ec. (3.3) para los valores φ0 “ .007, 9φ0 ă 0, δ “ 3, b “ 1 y CR “ 0.

Per�l para la constante de integración positiva CR ą 0

En el espacio de fases (Fig. 3.1) las órbitas con constante de integración positiva
CR ą 0 corresponden a las curvas de líneas segmentadas. En la �gura podemos ver
que las órbitas intersectan el eje φ “ 0 por lo que �jando el valor del parámetro
de orden en el origen φp0q “ 0 de la Ec. (2.8) obtenemos

CR “
1

2

ˆ

dφ

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

˙2

“
1

2
9φ2
0, (3.6)

con 9φ0 “
9φp0q. De�niendo φ˚0 ” p

9φ2
0{2bq

1{pδ`1q la solución a la integral (Ec. 3.2)
para la constante de integración positiva CR ą 0 es

φpxqf
´ 2
δ´1

2 “ signpxqsignp 9φ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

p|x0|f1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 , (3.7)

donde f2 “ f2pφ, 9φ0, δq es una función hipergeométrica y f1 “ f1pδq una constante,
dadas por las Ec. (A23) y (A24), respectivamente. El valor x0 es el mismo que
para el caso CR “ 0 (Ec. 3.4) pero sustituyendo φ˚0 en el lugar de φ0. Usando la
exponencial q-deformada podemos reescribir la ecuación anterior

φpxqf
´ 1
q´1

2 “ sgnpxqsgnp 9φ0qφ
˚
0f
´ 1
q´1

1 expq

«

ˆ

|φ˚0 |f
´ 1
q´1

1

˙q´1

u|x|

ff

. (3.8)

Para valores del parámetro de orden φ ! φ˚0 , el per�l del parámetro de orden del
cúmulo es aproximadamente φpxq « 9φ0x. Para valores del parámetro de orden
φ " φ˚0 obtenemos

φpxq « sgnpxqsgnp 9φ0qφ
˚
0f
´ 1
q´1

1 expq

«

ˆ

|φ˚0 |f
´ 1
q´1

1

˙q´1

u|x|

ff

. (3.9)
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En la Fig. (3.3) se muestra el per�l del parámetro de orden con constante de
integración positiva CR ą 0. Este per�l se obtuvo resolviendo numéricamente el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta al separar la ecuación de EL. Los

valores para generar el per�l son CR “ 2.9ˆ 10´9, 9φ0 ą 0, δ “ 3 y b “ 1.

Per�l para la constante de integración negativa CR ă 0

En el espacio de fases (Fig. 3.1) las órbitas con constante de integración negativa
CR ă 0 corresponden a las curvas con puntos. En la �gura podemos ver que
las órbitas intersectan al eje 9φ “ 0, por lo que establecemos que en el origen
la pendiente del per�l del parámetro de orden es nula 9φp0q “ 0, de la Ec. (2.8)
obtenemos

CR “ ´b|φ0|
δ`1 (3.10)

con φ0 “ φp0q el valor del parámetro de orden en el origen. La solución a la Ec.
(3.2) para una constante de integración negativa CR ă 0 es

φpxqf
´ 2
δ´1

2 “ signpφ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

p|x0|f1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 , (3.11)

donde f2 “ f2pφ, φ0, δq es una función hipergeométrica y f1 “ f1pδq una constante
dadas por las Ec. (A30) y (A31), respectivamente. El valor x0 es el mismo que
para el caso con constante de integración CR “ 0 (Ec. 3.4) pero φ0 está dado por
la Ec. (3.10). Usando la exponencial q-deformada podemos reescribir la ecuación
anterior como

φpxqf
´ 1
q´1

2 “ φ0f
´ 1
q´1

1 expq

«

ˆ

|φ0|f
´ 1
q´1

1

˙q´1

u|x|

ff

. (3.12)

Para un tamaño del cúmulo x ! x0 el per�l del parámetro de orden es aproxima-
damente plano φpxq « φ0. Para valores del parámetro de orden φ " φ0 obtenemos

φpxq « φ0f
´ 1
q´1

1 expq

«

ˆ

|φ0|f
´ 1
q´1

1

˙q´1

u|x|

ff

. (3.13)
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En la Fig. (3.4) se muestra el per�l del parámetro de orden con constante de
integración positiva CR ă 0. Este per�l se obtuvo resolviendo numéricamente el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuación de EL. Los
valores para generar el per�l son CR “ ´2.9ˆ 10´9, φ0 ą 0, δ “ 3 y b “ 1.

3.2 Términos de super�cie

En esta sección añadiremos términos de super�cie al funcional de energía libre de
LGW y estudiaremos el signi�cado de la constante de integración CR. Añadiendo
términos de frontera al funcional (Ec. 2.4) de LGW resulta [17, 18, 19]

Γcrφs “ a

ż

R

«

1

2

ˆ

dφ

dx

˙2

` b|φ|δ`1

ff

dx` Φp´Rq ` ΦpRq, (3.14)

donde Φp˘Rq son términos en la frontera dados por la función

Φ “
1

2
gφ2
˘, (3.15)

donde φ˘ “ φp˘Rq y g es un parámetro de acoplamiento de super�cie.

Al calcular la primera variación del funcional de energía libre de LGW con térmi-
nos en la frontera (Ec. 3.14) obtenemos la ecuación de EL (Ec. 2.6) junto con las
condiciones a la frontera

˘
dφ

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˘R

“ gφ˘. (3.16)

El signo mas y menos en la Ec. (3.16) corresponde a las super�cies R y ´R
respectivamente. En el espacio de fases (Fig. 3.1) las condiciones a la frontera se
muestran como lineas rectas. El per�l del parámetro de orden se obtiene de elegir
la intersección de la recta con la orbita CR que reproduzca al sistema de tamaño
2R. Sustituyendo las condiciones a la frontera (Ec. 3.16) en la Ec. (2.8) obtenemos
la relación entre el tamaño del sistema 2R y el valor de CR, lo que está dado por
la siguiente ecuación
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CR “
1

2
g2φ2

pRq ´ b|φpRq|δ`1. (3.17)

Para g ą 0 ocurre una transición ordinaria, para g ă 0 se conoce como transición
extraordinaria y para g “ 0 se conoce como transición especial [18]. En el caso
g “ 0 las condiciones de frontera son dφ{dx|˘ “ 0 por lo que se obtiene como

per�l uniforme el punto �jo φ “ 9φ “ 0. Al sustituir la Ec. (2.8) en la Ec. (3.14)
obtenemos la expresión para la energía libre de per�les estacionarios

Γpsqc “ a

ż φ`

φ´

9φdφ´ 2aCRR `
1

2
gφ2
` `

1

2
gφ2
´, (3.18)

y la derivada de esta con respecto a R resulta ser

CR “ ´
1

2a

BΓ
psq
c

BR
. (3.19)

Por tanto CR puede ser asociada con la fuerza que se ejerce en las fronteras del
cúmulo.
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Figura 3.1: Retrato de fases para δ “ 3 y b “ 1. La curva continua corres-
ponde a la separatriz CR “ 0, las curvas con lineas segmentadas son órbitas
con CR ą 0 y las curvas punteadas son órbitas con CR ă 0. Las lineas rectas
corresponde a los términos de frontera.
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Figura 3.2: Per�l del parámetro de orden con una constante de integración
nula CR “ 0 (Ec. 3.3) para δ “ 3, b “ 1 y φ0 “ .007.
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Figura 3.3: Per�l del parámetro de orden con constante de integración
positiva CR ą 0 (Ec. 3.7) para δ “ 3, b “ 1, CR “ 2.4ˆ 10´9 y 9φ0 ą 0.
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Figura 3.4: Per�l del parámetro de orden con constante de integración
negativa CR ă 0 (Ec. 3.11) para δ “ 3, b “ 1, CR “ ´2.4ˆ 10´9 y φ0 ą 0.
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Capítulo 4

Estabilidad del cúmulo

En este capítulo estudiaremos las pequeñas �uctuaciones del per�l del parámetro
de orden y su estabilidad. El estudio se realizará mediante la matriz de segundas
derivadas del funcional de energía libre de LGW con respecto al parámetro de
orden en cada punto del cúmulo conocida como matriz de estabilidad. Los vectores
propios y valores propios de esta matriz son los modos de las �uctuaciones del
cúmulo [20, 21].

4.1 Segunda variación

La segunda variación del funcional de energía libre de LGW en un sistema donde
la variación del parámetro de orden se anula en las fronteras δφp˘Rq “ 0 está
dada por la ecuación de Schrödinger (Ec. 2.14)

´
1

2

d2ψnpxq

dx2
` V pxqψnpxq “ Enψnpxq

y

V pxq “ ´
B2U

Bφ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpxq

,

donde U “ ´b|φ|δ`1 y φpxq es el per�l del cúmulo crítico de tamaño 2R que
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se obtiene al resolver la ecuación de EL para un valor dado de la constante de
integración CR.

4.1.1 Potencial de la ecuación de Schrödinger

Ya que la variación del parámetro de orden en las fronteras del cúmulo es nula,
δφp˘Rq “ 0, las funciones propias de la ecuación de Schrödinger se deben anular
en las fronteras ψnp˘Rq “ 0. Por lo tanto el potencial V pxq de la ecuación de
Schrödinger es un pozo de potencial in�nito dado por la función

V pxq “

$

&

%

8 x>R
δpδ ` 1qb|φspxq|

δ´1 |x|<R
8 x<-R

. (4.1)

Potencial para la constante de integración CR “ 0

El per�l del parámetro de orden del cúmulo cuando la constante de integración
se anula CR “ 0 se expresa mediante la Ec. (3.3), por lo que el potencial de la
ecuación de Schrödinger es

V pxq “

$

&

%

8 x>R
δpδ`1q
pδ´1q2

px0 ` xq
´2 |x|<R

8 x<-R

. (4.2)

Para un cúmulo de tamaño R ! x0 el per�l del parámetro de orden es aproxima-
damente uniforme φpxq « φ0 y el potencial se reduce a

V pxq «

$

&

%

8 x>R
δpδ ` 1qb|φ0|

δ´1 |x|<R
8 x<-R

. (4.3)

En la Fig. (4.1) se muestra el potencial de la Ec. (4.2). La �gura se genero eva-
luando en la Ec. (4.1) los puntos del per�l del parámetro de orden que se muestra
en la Fig. (3.2) generados con la Ec. (3.3).
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Figura 4.1: Potencial de la ecuación de Schrödinger para el per�l con cons-
tante de integración CR “ 0 que resulta de evaluar los puntos de la Fig. (3.2)
en la Ec. (4.1).

Potencial para la constante de integración positiva CR ą 0

Cuando la constante de integración es mayor a cero CR ą 0 el per�l del parámetro
de orden del cúmulo se expresa mediante la Ec. (3.7). Para un cúmulo de tamaño
R ! |x0|f1 donde la constante f1 está dada por la Ec. (A24) el per�l del parámetro

de orden es aproximadamente φ « 9φ0x. Por lo tanto el potencial de la ecuación
de Schrödinger es

V pxq «

$

&

%

8 x>R

δpδ ` 1qb| 9φ0x|
δ´1 |x|<R

8 x<-R

. (4.4)
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Para regiones donde el parámetro de orden cumple con φpxq " φ˚0 el per�l del
parámetro de orden se expresa mediante la Ec. (3.9). Por lo tanto el potencial de
la ecuación de Schrödinger es

V pxq «

$

&

%

8 x>R
2δpδ`1q
pδ´1q2

p|x0|f1 ´ |x|q
´2 |x|<R

8 x<-R

Para φpxq " φ˚0 . (4.5)

En la Fig. (4.2) se muestra el potencial de la ecuación de Schrödinger para el
per�l del parámetro de orden del cúmulo con constante de integración positiva
CR “ 2.4ˆ 10´9 ą 0, δ “ 3 y b “ 1. La �gura se generó evaluando en la Ec. (4.1)
los puntos del per�l que se muestra en la Fig. (3.3) que resultan de resolver el
sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuación de EL.

Potencial para la constante de integración negativa CR ă 0

Cuando la constante de integración es negativa CR ă 0 el per�l del parámetro de
orden del cúmulo se expresa mediante la Ec. (3.11). Para un cúmulo de tamaño
R ! |x0|f1 donde la constante f1 se expresa mediante la Ec. (A31) el per�l del
parámetro de orden del cúmulo es aproximadamente uniforme φ « φ0. Por lo
tanto el potencial de la ecuación de Schrödinger está dado por la Ec. (4.3). Para
regiones donde el parámetro de orden cumple con φpxq " φ0 el per�l se expresa
mediante la Ec. (3.13) y el potencial de la ecuación de Schrödinger es

V pxq «

$

&

%

8 x>R
2δpδ`1q
pδ´1q2

p|x0|f1 ´ |x|q
´2 |x|<R

8 x<-R

Para φpxq " φ0. (4.6)

En la Fig. (4.3) se muestra el potencial de la ecuación de Schrödinger para el
per�l del parámetro de orden del cúmulo con constante de integración negativa
CR “ ´2.4 ˆ 10´9 ą 0, δ “ 3 y b “ 1. La �gura se generó evaluando en la Ec.
(4.1) los puntos del per�l que se muestra en la Fig. (3.4) que resultan de resolver
el sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuación de EL.
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Figura 4.2: Potencial de la ecuación de Schrödinger para el per�l con cons-
tante de integración positiva CR ą 0 que resulta de evaluar los puntos de la
�gura (3.3).

4.1.2 Funciones propias y valores propios

En la sección anterior obtuvimos el potencial de la ecuación de Schrödinger para
los distintos valores de la constante de integración CR. En esta sección resolve-
remos la ecuación de Schrödinger para estos potenciales. Primero resolveremos
analíticamente la ecuación de Schrödinger para el potencial uniforme de la Ec.
(4.3) que se obtiene para tamaños del cúmulo pequeños con un valor nulo o ne-
gativo de la constante de integración CR ď 0. Después resolveremos la ecuación
de Schrödinger para el potencial de la Ec. (4.2) que corresponde a valores de la
constante de integración nulos CR “ 0 independientemente del tamaño R ă x0

del cúmulo. Por último resolveremos numéricamente la ecuación de Schrödinger
para potenciales donde los valores de la constante de integración son positivos
CR ą 0 o negativos CR ă 0 independientemente del tamaño R ă x0f1 del cúmulo.
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Figura 4.3: Potencial de la ecuación de Schrödinger para el per�l con cons-
tante de integración negativa CR ă 0 que resulta de evaluar los puntos de la
�gura (3.4).

Para esto evaluaremos en la Ec. (4.1) los per�les obtenidos al resolver el sistema
de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuación de EL para un valor
especi�co de la constante de integración con la �nalidad de obtener el potencial
V pxq. Con dicho potencial emplearemos el método de Numerov [26] en conjunto
con el método de bisección para obtener las funciones propias y valores propios
de la ecuación de Schrödinger para valores especí�cos de CR, δ, b y R.

La ecuación de Schrödinger (Ec. 2.14) en la región |x| ă R para el potencial
uniforme de la Ec. (4.3) es

d2ψn
dx2

` 2
`

En ´ δpδ ` 1qbφδ´1
0

˘

ψn “ 0. (4.7)
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Las funciones propias y valores propios de la ecuación anterior son [25]

Figura 4.4: Funciones propias de la ecuación de Schrödinger para un per�l
del parámetro de orden uniforme φpxq « φ0 (CR ď 0) con δ “ 3, φ0 “ 0.007,
b “ 1 y R “ 1. (a) La primera función propia, (b) la segunda función propia.

ψnpxq “ B cos
nπx

2R
, n impar,

ψnpxq “ A sin
nπx

2R
, n par (4.8)

y

En “
π2

8R2
n2
` δpδ ` 1qbφδ´1

0 .
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Hay una secuencia in�nita de valores propios discretos que corresponden a todos
lo enteros positivos de n. En la Fig. (4.4) se muestran las primeras dos funciones
propias obtenidas a partir de las Ec. (4.8) para un cúmulo con δ “ 3, φ0 “ .007 y
R “ 1.

La ecuación de Schrödinger (Ec. 2.14) en la región |x| ă R para el potencial con
constante de integración nula CR “ 0 de la Ec. (4.2) es

d2ψn
dx2

`

ˆ

2En ´
2δpδ ` 1q

pδ ´ 1q2
px0 ` xq

´2

˙

ψn “ 0.

Renombrando upxq “
?

2Enpx0 ` xq y p “ p3δ ` 1q{2pδ ´ 1q las funciones
propias son

ψnpxq “ A
a

upxq

ˆ

Jp rupxqs ´
Jp rup´Rqs

Yp rup´Rqs
Yp rupxqs

˙

, (4.9)

donde Jppxq es la función de Bessel de orden p y Yppxq es la función de Bessel de
segunda clase de orden p. Los valores propios se obtienen de la ecuación

fpEnq “ Jp rupRqsYp rup´Rqs ´ Jprup´RqsYp rupRqs “ 0. (4.10)

En la Fig. (4.5) se gra�co la Ec. (4.10) que nos permite conocer los valores propios
cuando la función es cero. En la Fig. (4.6) se muestran las primeras dos funciones
propias obtenidas a partir de la Ec. (4.9) para un cúmulo con δ “ 3, φ0 “ .007 y
R “ 1.

A partir del sistema de ecuaciones (Ec. 2.7) que resulta de separar la ecuación
de EL, generamos numéricamente el per�l del parámetro de orden del cúmulo
para valores especí�cos de δ, b, CR y R (Fig. 3.3 y 3.4). El per�l generado nu-
méricamente lo evaluamos en el potencial (Ec. 4.1) de la ecuación de Schrödinger
(Fig. 4.2 y 4.3). Usando el método de Numerov [26] en conjunto con el método
de bisección obtuvimos las funciones propias y valores propios de la ecuación de
Schrödinger para el potencial calculado numéricamente. En la Fig. (4.8) se mues-
tran las primeras dos funciones propias para un per�l del parámetro de orden con
constante de integración negativa CR “ ´2.4ˆ 10´9, δ “ 3, b “ 1 y R “ 130.

28



Figura 4.5: Ec. (4.10) a partir de la cual se determinan los valores propios
(fpEnq “ 0) de las soluciones de la ecuación de Schrödinger para el potencial
con constante de integración CR “ 0 de la Ec. (4.2) (δ “ 3, φ0 “ .007, b “ 1
y R “ 90).
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Figura 4.6: Funciones propias (Ec. 4.9) de la ecuación de Schrödinger para
el potencial con constante de integración CR “ 0 de la Ec. (4.2) con δ “ 3,
φ0 “ .007, b “ 1 y R “ 90. (a) La primera función propia, (b) la segunda
función propia.
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Figura 4.7: Funciones propias de la ecuación de Schrödinger para el poten-
cial con constante de integración positiva CR “ 2.4 ˆ 10´9, δ “ 3, b “ 1
y R “ 130. Obtendidas a través del método de Numerov. (a) La primera
función propia, (b) la segunda función propia.
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Figura 4.8: Funciones propias de la ecuación de Schrödinger para el poten-
cial con constante de integración negativa CR “ ´2.4 ˆ 10´9, δ “ 3, b “ 1
y R “ 130. Obtendidas a través del método de Numerov. (a) La primera
función propia, (b) la segunda función propia.
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Capítulo 5

Dinámica no lineal del cúmulo
crítico

En este capítulo analizaremos la equivalencia entre el per�l del parámetro de
orden del cúmulo crítico y el mapa de punto �jo de GR. Extenderemos el mapa
de intermitencia que describe la dinámica del per�l del cúmulo a un mapa de
punto �jo de GR [7, 8, 9].

5.1 Mapa del per�l del parámetro de orden

Como vimos en el capítulo 2 la ecuación de EL puede separarse en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden (2.7)

dφ

dx
“ 9φ

y

d 9φ

dx
“ ´

dU

dφ
“sgnpφqbpδ ` 1q|φ|δ,

o integrarse para obtener una ecuación diferencial de primer orden (3.1)
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9φ “
dφ

dx
“ ˘

a

2pCR ` b|φ|δ`1q.

Si reemplazamos la derivada dφ{dx por la diferencia �nita pφn`1 ´ φnq{∆x y la

derivada d 9φ{dx por la diferencia �nita p 9φn`1 ´
9φnq{∆x, podemos reescribir el

sistema de ecuaciones (2.7) como [22]

φn`1 “φn ` 9φn∆x (5.1)

y

9φn`1 “
9φn`sgnpφqbpδ ` 1q|φn|

δ∆x,

o reescribir la ecuación análoga a la conservación de la energía (3.1) como

φn`1 “ φn ˘
a

2pCR ` b|φn|δ`1q∆x. (5.2)

Del mapa de la Ec. (5.2) para una constante de integración nula CR “ 0 y un
paso ∆xÑ 1 obtenemos

φn`1 “ φn `
?

2b|φn|
δ`1
2 . (5.3)

El mapa anterior es equivalente a un mapa en la bifurcación tangente de la Ec.
(2.18),

x1 “ x` uxz `Op|x|zq,

donde u “
?

2b y z “ pδ`1q{2. El mapa en la bifurcación tangente de la Ec.
(5.3) se muestra en la Fig. (5.1) y su trayectoria en la Fig. (5.2). La trayectoria del
mapa reproduce cualitativamente al per�l del parámetro de orden con constante
de integración nula CR “ 0 (Fig. 3.2).

Al gra�car el mapa de la Ec. (5.2) para una constante de integración positiva
CR ą 0 obtenemos el mapa de la Fig. (5.3) cuya trayectoria se muestra en la
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Fig. (5.4). Como podemos ver, que la constante de integración CR sea positiva
es equivalente a un mapa fuera de tangencia y como consecuencia de esto se
reproduce cualitativamente el per�l del parámetro de orden con constante de
integración positiva CR ą 0 (Fig. 3.3).

De las trayectorias del mapa de punto �jo de GR (Ec. 2.24),

xt “ x0 expz
“

xz´1
0 ut

‰

, (5.4)

y el per�l del parámetro de orden del cúmulo crítico con constante de integración
nula CR “ 0 (Ec. 3.5),

φpxq “ φ0 expq
“

φq´1
0 ux

‰

. (5.5)

Podemos establecer una equivalencia al identi�car z Ñ q “ pδ ` 1q{2, u “?
2b, xt Ñ φpxq, x0 Ñ φ0 y tÑ x. Por lo que el mapa fuera de tangencia

(Ec. 2.27) corresponde a los per�les con CR ‰ 0 de las Ec. (3.7) y (3.11).

5.2 Dinámica del cúmulo crítico

Como vimos en el capítulo 2 la evolución temporal del parámetro de orden es
equivalente a la dinámica de un mapa intermitente [7, 8, 9, 12, 13] dado por la
Ec. (2.32)

φt`1 “ ε` φt ` uφ
δ`1
t ,

donde ε „ R´1 y u “ 2abµpδ ` 1q{pδ ` 2qpδ ` 3q. De la equivalencia entre
los per�les del parámetro de orden del cúmulo crítico y el mapa de punto �jo de
GR estableceremos una equivalencia cualitativa entre la dinámica del per�l del
parámetro de orden y el mapa de punto �jo de GR fuera de tangencia (Ec. 2.27),
dado por [23]
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φt`1 “φt expz
“

uφz´1
t

‰

`
ε

z ´ 1
φ
´pz´1q
t

`

1´ pz ´ 1quφz´1
t ´ expz

“

uφz´1
t

‰z˘
(5.6)

`Opε2q,

donde z “ δ ` 1, ε „ ´R´1 y u “ 2abµpδ ` 1q{pδ ` 2qpδ ` 3q. En la Fig.
(5.5) se muestra el mapa de la Ec. (5.6) que describe la dinámica del parámetro
de orden del cúmulo crítico cuando δ “ 3, u “ 1 y ε “ ´0.001. En la Fig.
(5.6) se muestra una trayectoria del parámetro de orden. De las Fig. (5.5) y (5.6)
es posible observar que el mapa de la Ec. (5.6) presenta reinyección por lo que es
equivalente al mapa que resulta de usar el método de Frobenious-Perron inverso
[12, 13, 14].

El parámetro de deformación q para los per�les del parámetro de orden del cúmulo
crítico es qs “ pδ ` 1q{2 mientras que el parámetro de deformación del mapa
intermitente que describe la dinámica del parámetro de orden es qd “ δ ` 1, por
lo que qd “ 2qs esto puede relacionarse con el desplazamiento cuadrático medio
donde xx2y “ 2Dt.
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Figura 5.1: Mapa de la Ec. (5.3) que describe al per�l con constante de
integración nula CR “ 0 con δ “ 3, b “ 1 y φ0 “ 0.01.
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Figura 5.2: Per�l del parámetro de orden con constante de integración nula
CR “ 0 generado con el mapa de la Ec. (5.3) para δ “ 3, b “ 1 y φ0 “ 0.01.
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Figura 5.3: Mapa de la Ec. (5.2) que describe al per�l con constante de
integración positiva CR “ 0.00005 ą 0 con δ “ 3 y b “ 1.
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Figura 5.4: Per�l del parámetro de orden con constante de integración
positiva CR “ 0.00005 ą 0 generado con el mapa de la Ec. (5.2).
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Figura 5.5: Mapa de la Ec. (5.6) que describe la dinámica de un cúmulo
crítico con z “ 4, u “ 1 y ε “ ´.001.
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Figura 5.6: Dinámica del parámetro de orden del cúmulo generada a partir
del mapa de la Ec. (5.6) con z “ 4, u “ 1 y ε “ ´.001.
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Capítulo 6

Resultados y Conclusiones

Al explorar el espacio de fases de la ecuación de EL obtuvimos los per�les del
parámetro de orden del cúmulo crítico para valores de la constante de integración
CR ‰ 0. Para valores grandes del parámetro de control es posible reescribir las
expresiones de los per�les del parámetro de orden del cúmulo (Ec. 3.5, 3.9, 3.13)
mediante la función q-exponencial en función del tamaño R del cúmulo lo que
sugiere la extensividad de una expresión de entropia-q. Al añadir condiciones a la
frontera al sistema es posible asociar a la constante de integración CR con la fuerza
que se ejerce en los bordes del sistema. Por lo tanto en ausencia de condiciones
a la frontera la fuerza que el cúmulo ejerce sobre sus bordes para valores de la
constante de integración CR ‰ 0 no es contrarrestada y el cúmulo es inestable.

Para estudiar la estabilidad de los per�les del parámetro de orden del cúmulo
calculamos la segunda variación del funcional de energía libre de LGW con lo que
obtuvimos la ecuación de Schrödinger. Al no haber restricciones para el parámetro
de control φ en la frontera del cúmulo su variación en los extremos del cúmulo es
nula δφpRq “ 0 por lo que la función de onda de la ecuación de Schrödinger se
anula en las fronteras del cúmulo. Esto equivale a un pozo de potencial in�nito
en el problema mecánico cuántico donde V pxq “ 8 para x ą |R|. Resolvimos la
ecuación de Schrödinger para los potenciales dados por los distintos valores de la
constante de integración CR, obteniendo en cada uno de los casos valores propios
positivos lo que indica que las �uctuaciones del per�l del parámetro de orden son
estables. Como habíamos visto, en ausencia de condiciones a la frontera el cúmulo
es inestable debido a la fuerza CR que se ejerce sobre sus fronteras, por lo que
esperábamos al menos un valor propio negativo.
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Se estableció una equivalencia entre los per�les del parámetro de orden del cúmulo
para valores grandes de φ y el mapa de punto �jo de RG en tangencia y fuera de
tangencia. Dicha equivalencia la extendimos a la dinámica del cúmulo, esto nos
permitió describir el comportamiento intermitente del cúmulo mediante un mapa
de punto �jo de GR fuera de tangencia.
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Apendice

Integrando la ecuación diferencial de primer orden (2.8) obtenemos

ż x2

x1

dξ “ ˘

ż φpx2q

φpx1q

dφ

r2pCR ` bφδ`1qs
1{2
, (A1)

de donde se desprende que

x1 ´ x2 “ ˘
1

?
2CR

ż φpx2q

φpx1q

dφ
”

1` b
CR
φδ`1q

ı1{2
(A2)

Realizando el siguiente cambio de variable

ψ “
b

CR
φa

y a “ δ ` 1 obtenemos

x1 ´ x2 “ ˘
a´1

?
2CR

ˆ

CR
b

˙
1
a

I, (A3)

donde

I “

ż ra2

ra1

ψ
1
a
´1

p1` ψq1{2
dψ

con
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r1,2 “

ˆ

b

CR

˙1{a

φpx1,2q.

Reescribiendo la integral I de la forma

I “

ż ra2

0

ψ
1
a
´1

p1` ψq1{2
dψ ´

ż ra1

0

ψ
1
a
´1

p1` ψq1{2
dψ (A4)

y realizando el cambio de variable

t “
ψ

ra
(A5)

obtenemos

I “r2

ż 1

0

t
1
a
´1
r1´ tp´ra2qs

´1{2 dt

´ r1

ż 1

0

t
1
a
´1
r1´ tp´ra1qs

´1{2 dt. (A6)

Usando la formula

ż 1

0

tβ´1
p1´ tqγ´β´1

p1´ tzq´αdt “
ΓpβqΓpγ ´ βq

Γpγq
2F1pα, β, γ, zq (A7)

si

β “
1

a
, γ “

1

a
` 1, α “

1

2
y z “ ´ra (A8)

obtenemos
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I “

ż ra2

0

ψ
1
a
´1

p1` ψq1{2
dψ ´

ż ra1

0

ψ
1
a
´1

p1` ψq1{2
dψ

“ a

„

r2 2F1

ˆ

1

2
,

1

a
; 1`

1

a
,´ra2

˙

(A9)

´r1 2F1

ˆ

1

2
,

1

a
; 1`

1

a
,´ra1

˙

,

donde 2F1 es la función hipergeométrica. Por lo que una primera solución está
dada como

x2 ´ x1 “ ˘
1

?
2CR

rφpx2qf2pφ2, CRq ´ φpx1qf1pφ1, CRqs (A10)

con

f1,2 “ 2F1

ˆ

1

2
,

1

δ ` 1
;
δ ` 2

δ ` 1
,´

b

CR
φpx1,2q

δ`1

˙

. (A11)

Usando la fórmula

2F1pα, β; γ; zq

“
Γpβ ´ αqΓpγq

ΓpβqΓpγ ´ αq
p´zq´α 2F1

ˆ

α, α ´ γ ` 1;α ´ β ` 1;
1

z

˙

`
Γpα ´ βqΓpγq

ΓpαqΓpγ ´ βq
p´zq´β 2F1

ˆ

β, β ´ γ ` 1;´α ` β ` 1;
1

z

˙

(A12)

en la ecuación (A10) obtenemos

x2 ´ x1 “ ´

c

2

b
pδ ´ 1q´1

´

φpx2q
´ δ´1

2 f2 ´ φpx1q
´ δ´1

2 f1

¯

(A13)
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con

f1,2 “2 F1

ˆ

1

2
,
δ ´ 1

2pδ ` 1q
,

3δ ` 1

2pδ ` 1q
,´

CR
b
φpx1,2q

´pδ`1q

˙

. (A14)

Soluciones para CR ą 0

Las órbitas CR ą 0 corresponden a las curvas segmentadas de la �gura 3.1. Para
un per�l con CR ą 0 simétrico en el eje x “ 0 pedimos que φp0q “ 0 por lo tanto
de (2.8) obtenemos

CR “
1

2

ˆ

dφ

dx

˙2

0

“
1

2
9φ2
0, (A15)

e integrando de x1 “ 0 con φp0q “ 0 a x2 “ x con φpxq la ecuación (A10) resulta

x “
1

9φ0

φpxqfpφ, 9φ0q (A16)

con

fpφ, 9φ0q “ 2F1

˜

1

2
,

1

δ ` 1
;
δ ` 2

δ ` 1
,´

2b

9φ2
0

φpxqδ`1

¸

. (A17)

Caso φ ! φ˚

Renombrando

φ˚ “

˜

9φ2
0

2b

¸
1
δ`1

(A18)

reescribimos la solución de la Ec. (A10) como
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x “
signp 9φ0q
?

2b
pφ˚q1´

a
2

ˆ

φ

φ˚

˙

f

ˆ

φ

φ˚

˙

(A19)

con

f

ˆ

φ

φ˚

˙

“ 2F1

˜

1

2
,

1

δ ` 1
;
δ ` 2

δ ` 1
,´

ˆ

φ

φ˚

˙δ`1
¸

. (A20)

Si φ ! φ˚ entonces la solución es aproximadamente

φpxq « 9φ0x cuando x !
1
?

2b

˜

9φ2
0

2b

¸´ δ´1
2pδ`1q

. (A21)

Caso φ " φ˚

Usando la fórmula (A12) en la ecuación (A20) obtenemos

x “ ´sgnp 9φ0q

c

2

b
pδ ´ 1q´1

pφ˚q´
δ´1
2

«

ˆ

φ

φ˚

˙´ δ´1
2

f2

ˆ

φ

φ˚

˙

´ sgnpφqf1

ff

(A22)

con

f2

ˆ

φ

φ˚

˙

“ 2F1

˜

1

2
,
δ ´ 1

2pδ ` 1q
,

3δ ` 1

2pδ ` 1q
,´

„

φ

φ˚

´pδ`1q
¸

(A23)

y

f1 “

Γ
´

3δ`1
2pδ`1q

¯

Γ
`

1
δ`1

˘

?
π

(A24)

Despejando a φpxq obtenemos
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φpxqf
´ 2
δ´1

2 “ sgnpxqsgnp 9φ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

px1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 (A25)

con

x1 “

«

c

b

2
pδ ´ 1q

ff´1

pφ˚q´
δ´1
2 f1. (A26)

Si φ " φ˚, entonces

φpxq “ sgnpxqsgnp 9φ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

px1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 . (A27)

Soluciones para CR ă 0

Las órbitas CR ă 0 corresponden a las curvas punteadas de la �gura 3.1. Para un
per�l con CR ă 0 simétrico en el eje x “ 0 pedimos que 9φp0q “ 0 por lo tanto de
la Ec. (2.8) obtenemos

CR “ ´b|φ0|
δ`1, (A28)

donde φp0q “ φ0. Integrando de x1 “ 0 con φ0 a x2 “ x con φpxq la ecuación
(A13) resulta

|x| “ ´

c

2

b
pδ ´ 1q´1φ

´ δ´1
2

0

«

ˆ

φpxq

φ0

˙´ δ´1
2

f2

ˆ

φ

φ0

˙

´ f1

ff

, (A29)

con

f2

ˆ

φ

φ0

˙

“ 2F1

«

1{2,
δ ´ 1

2pδ ` 1q
,

3δ ` 1

2pδ ` 1q
,

ˆ

φpxq

φ0

˙´pδ`1q
ff

(A30)

y

50



f1 “

?
π Γ

´

3δ`1
2pδ`1q

¯

Γ
`

δ
δ`1

˘ (A31)

Caso φ " φ0

Despejando a φpxq obtenemos

φpxqf
´ 2
δ´1

2 “ sgnpφ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

px1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 (A32)

con

x1 “

«

c

b

2
pδ ´ 1q

ff´1

φ
´ δ´1

2
0 f1. (A33)

Si φ " φ0 entonces

φpxq “ sgnpφ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

px1 ´ |x|q
´ 2
δ´1 . (A34)

Caso φ „ φ0

Usando la fórmula

2F1pα, β, γ, zq “

Γpα ` β ´ γqΓpγq

ΓpαqΓpβq
p1´ zqγ´α´β 2F1pγ ´ α, γ ´ β, γ ´ α ´ β ` 1, 1´ zq

`
Γpγ ´ α ´ βqΓpγq

Γpγ ´ αqΓpγ ´ βq
2F1pα, β, α ` β ´ γ ` 1, 1´ zq (A35)
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en la ecuación (A29) obtenemos

|x| “

c

2

b
pδ ` 1q´1φ

´ δ´1
2

0

ˆ

φ

φ0

˙´ δ´1
2

«

1´

ˆ

φ

φ0

˙´pδ`1q
ff

1
2

f

ˆ

φ

φ0

˙

(A36)

con

f

ˆ

φ

φ0

˙

“ 2F1

˜

δ

δ ` 1
, 1,

3

2
, 1´

„

φ

φ0

´pδ`1q
¸

. (A37)

Si φ „ φ0 obtenemos

|x| “

c

2

b
pδ ` 1q´

1
2φ
´ δ´1

2
0

d

φ

φ0

´ 1. (A38)

Despejando a φpxq resulta

φpxq “
b

2
pδ ` 1qφδ0px

2
1 ` x

2
q (A39)

con

x1 “

«

c

b

2
pδ ` 1q

ff´1

φ
´ δ´1

2
0 . (A40)

Si x ! x1 entonces el per�l toma la forma φpxq “ φ0.

Soluciones para CR “ 0

Para CR “ 0 e integrando de x1 “ 0 con φp0q “ φ0 y x2 “ x con φpxq la ecuación
(A13) se reescribe como

x “ ´signp 9φ0q

c

2

b
pδ ´ 1q´1

´

φpxq´
δ´1
2 ´ φ

´ δ´1
2

0

¯

. (A41)
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Despejando a φpxq obtenemos

φpxq “ signpφ0q

„

b

2
pδ ´ 1q2

´ 1
δ´1

|x0 ´ x|
´ 2
δ´1 (A42)

con

x0 “ signp 9φ0qsignpφ0q

«

c

b

2
pδ ´ 1q

ff´1

|φ0|
´ δ´1

2 . (A43)
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