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Resumen

La presente tesis se 
ompone de 
uatro 
apítulos. En el primero se dan las no
iones

generales de la Teoría de Continuos (De�ni
iones, resultados, ejemplos et
.) que son

útiles para los siguientes tres. Aquellas no
iones que no se men
ionen en este 
apítulo

apare
en en el texto en el lugar que se requieran y, en la mayoría de las ve
es, se deja

indi
ada mediante una 
ita la bibliografía para mayor referen
ia.

En el segundo 
apítulo, ha
emos un estudio de la dimensión en los niveles de Whitney

de Hiperespa
ios an
lados de dendroides suaves.

En el ter
er 
apítulo, de�nimos un 
ontinuo Cpp 
omo aquel 
ontinuo 
uyos hiperespa
ios

an
lados son siempre poliedros. Y presentamos el resultado (Teoremas 3.32 y 3.33) que

estable
e que: �Un 
ontinuo lo
almente 
onexo es Cpp si y sólo si es una grá�
a �nita�.

Cabe men
ionar que el Ejemplo 3.34 ha
e ver que la 
onexidad lo
al es una hipótesis

esen
ial en este resultado. Más adelante (Se

ión 3.5), 
ara
terizamos al ar
o en términos

de hiperespa
ios an
lados (Teorema 3.53) obteniendo que: �El ar
o es el úni
o 
ontinuo

ar
o
onexo para el 
ual, uno de sus hiperespa
ios an
lados es un ar
o.

En el 
uarto 
apítulo, se dan 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
ia de

n−
eldas libres maximales en el hiperespa
io de 
ontinuos de una dendrita X (Teoremas

4.10 y Proposi
ión 4.11), después se dan 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que las

primeras apliquen al 
aso en el que X es un dendroide. Por último, aprove
ho la o
asión

para darle las GRACIAS A TODOS...!!
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Capítulo 1

De�ni
iones y nota
iones.

1.1. Preliminares

Un 
ontinuo es un espa
io métri
o, 
ompa
to y 
onexo 
on más de un punto. Ejemplos

de 
ontinuos son: el intervalo 
errado [0, 1], la 
ir
unferen
ia S1 = {x ∈ R2||x| = 1}, el

produ
to 
artesiano [0, 1]n de n 
opias del intervalo 
errado [0, 1] y la n-esfera Sn = {x ∈

Rn+1||x| = 1}. Otro ejemplo es el 
ubo de Hilbert, éste se de�ne 
omo 
ualquier 
ontinuo

homeomorfo al espa
io [0, 1]N, 
on la topología produ
to.

Un ar
o es 
ualquier 
ontinuo homeomorfo al intervalo 
errado [0, 1]. Si A es un ar
o y

f : [0, 1] → A es un homeomor�smo, los puntos f(0) y f(1) se denominan extremos del

ar
o A. Una 
urva 
errada simple es 
ualquier 
ontinuo homeomorfo a la 
ir
unferen
ia

S1
.

Un sub
ontinuo Y de un 
ontinuo X es un subespa
io de X que es, en sí mismo, un


ontinuo, admitiremos que un sub
ontinuo sólo tenga un punto, en 
uyo 
aso di
ho sub-


ontinuo es un sub
ontinuo degenerado de X . Un espa
io M es una n−
elda si existe un

homeomor�smo de [0, 1]n en M . Denotaremos 
on M◦
al sub
onjunto de M que es ho-

meomorfo a (0, 1)n y lo llamaremos el interior variedad de M , mientras que el 
onjunto

∂M = M −M◦
será llamado la frontera variedad de M , dejando la nota
ión Int M y

Fr M para el interior y frontera topológi
a respe
tivamente.

Se di
e que un 
ontinuo X es uni
oherente si para 
ualesquiera dos sub
ontinuos A y B

de X tales que X = A ∪B, se tiene que A ∩ B es 
onexo. Un ar
o es un ejemplo de un


ontinuo que es uni
oherente, mientras que una 
urva 
errada simple es un ejemplo de

un 
ontinuo que no lo es. Se di
e que un 
ontinuo X es hereditariamente uni
oherente si

todos sus sub
ontinuos son uni
oherentes. Un ar
o es un ejemplo de un 
ontinuo que es

hereditariamente uni
oherente. Si X es una 
ompa
ta
ión del rayo 
on residuo una 
urva


errada simple, enton
es X es un ejemplo de un 
ontinuo que es uni
oherente pero que

1



CAPÍTULO 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

Figura 1.1: Peine y Abani
o Armóni
o.

no es hereditariamente uni
oherente. Un 
ontinuo X es ar
o
onexo si para 
ualesquiera

dos de sus puntos a, b ∈ X existe un ar
o A ⊂ X 
uyos extremos son a y b.

Un dendroide es un 
ontinuo ar
o
onexo y hereditariamente uni
oherente. Se despren-

de fá
ilmente de la de�ni
ión que los dendroides son úni
amente ar
o
onexos (i.e, entre


ualesquiera dos de sus puntos, existe un úni
o ar
o que los une), en este 
aso, si X es

un dendroide y a, b ∈ X , denotamos al úni
o ar
o de extremos a y b 
omo A = [a, b]

o simplemente 
omo. También haremos uso de la siguiente nota
ión A − {a} = (a, b] y

(a, b) = [a, b]− {a, b}.

Ejemplos de dendroides son el Peine y el Abani
o Armóni
o, estos se muestran en la Figu-

ra 1.1. Un ejemplo de un 
ontinuo que no es ar
o
onexo es el Seno topológi
o (o Continuo

Sen( 1
x
)) y se de�ne 
omo la 
erradura en R2

del 
onjunto {(x, sen( 1
x
))|0 < x ≤ 1} ver

Figura 3.17.

Un dendroide X es suave en p ∈ X , si para 
ada su
esión (xn) ⊂ X tal que xn → x, la

su
esión 
orrespondiente de ar
os [xn, p] 
onverge al ar
o xp en el sentido de la métri
a

de Hausdor� (ver se

ión 1.2). Diremos que un dendroide X es suave, si existe un punto

p ∈ X , tal que X es suave en p y, en este 
aso, diremos que p es un punto ini
ial del

dendroide X . Los dendroides de la Figura 1.1 son suaves mientras que el de la Figura 1.2

no lo es.

Un punto del dendroide X es terminal si es extremo de 
ada ar
o que lo 
ontiene. De-


imos que un punto x ∈ X es de orden mayor o igual que un entero positivo r en X si

existen r ar
os en X 
uya interse

ión dos a dos es {x}. De
imos que el orden de x en X

es igual a r si el orden de x en X es mayor o igual que r, pero el orden de x en X no es

mayor o igual que r+1. Si el orden de x en X es r es
ribiremos oX(x) = r o simplemente

2



1.1. PRELIMINARES

Figura 1.2: Dendroide no suave

o(x) = r si no hay duda sobre qué espa
io se está 
onsiderando el orden.

Si o(x) ≥ 3 se di
e que x es un punto de rami�
a
ión. Un punto q en X es I-esen
ial

si o(q) ≥ r para 
ada número natural r, q es II-esen
ial si existe un ar
o α ⊂ X y una

su
esión de puntos diferentes de rami�
a
ión (qn) ⊂ α que 
onverge a q. Un punto de

un dendroide que no es ninguno de los anteriores se denomina ordinario. Denotaremos


on R(X), E(X), T (X) y O(X) a los 
onjuntos de puntos de rami�
a
ión, esen
iales,

terminales y ordinarios respe
tivamente. Salvo los puntos ordinarios, estos puntos 
ons-

tituyen los vérti
es del dendroide X . Una arista de un dendroide X es un ar
o J ⊆ X


uyos extremos son dos vérti
es de X , de tal forma que ningún otro vérti
e de X está

en el interior de J . Una arista, se llama terminal si uno de sus extremos es un vérti
e

terminal.

Una dendrita es un dendroide lo
almente 
onexo. Todos los puntos de una dendrita son

ini
iales y re
ípro
amente: si un dendroide es suave en todos sus puntos, enton
es di
ho

dendroide es una dendrita [1, Cor. 4 y 5, Pags. 298, 299℄. La Dendrita de Gehman (Fi-

gura 1.3) es un ejemplo de una dendrita, el Peine y el Abani
o Armóni
o son ejemplos

de dendroides que no son dendritas. Un árbol X es una dendrita sin puntos esen
iales.

La dendrita de Gehman es un ejemplo de dendrita que no es árbol. Ejemplos de árboles

son: el Ar
o, el triodo simple (Figura. 1.4) o 
ualquier n-odo simple, i.e., árbol 
on sólo

un punto de rami�
a
ión y exa
tamente n puntos terminales. Si v es el úni
o punto de

rami�
a
ión de un n-odo simple, éste se denomina vérti
e del n-odo.

3



CAPÍTULO 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

Figura 1.3: Dendrita de Gehman

Figura 1.4: Triodo simple

1.2. Métri
a de Hausdor� e Hiperespa
ios

Dados un sub
onjunto 
errado no va
ío Y de un 
ontinuo X y ǫ > 0, se de�ne la nube

de radio ǫ y 
entro en Y 
omo el 
onjunto:

Nǫ(Y ) = {x ∈ X | existe y ∈ Y tal que d(x, y) < ǫ}

Si en el 
onjunto 2X = {Y ⊂ X |Y es un sub
onjunto 
errado no va
ío de X} se de�ne

la fun
ión H : 2X × 2X → R mediante

H(Y, Z) =ínf{ǫ > 0|Y ⊂ Nǫ(Z) y Z ⊂ Nǫ(Y )},

enton
es H es una métri
a para 2X llamada métri
a de Hausdor� [11, Teo. 0.2, pág. 2℄

y 2X , 
on la topología que de esta métri
a se obtiene, resulta ser un 
ontinuo [11, Teo.

1.13, pág. 65℄ . El sub
onjunto C(X) ⊂ 2X de�nido mediante C(X) = {Y ∈ 2X |Y es

un sub
ontinuo de X} es un sub
ontinuo de 2X , éste es el así llamado hiperespa
io de

sub
ontinuos de X .

Si p ∈ X , el hiperespa
io de sub
ontinuos de X an
lados en p es el subespa
io Cp(X) =

{Y ∈ C(X)|p ∈ Y }. Un he
ho 
ono
ido es que los hiperespa
ios an
lados son, de he
ho,

sub
ontinuos de 2X [11, 1.208.5, pág. 200℄.

Ejemplo 1.1. Si X = [0, 1] y Y = [ 13 ,
1
2 ], enton
es H(X,Y ) = 1

2 .

Ejemplo 1.2. Si X es un 
ontinuo homeomorfo a [0, 1], enton
es C(X) es una 2−
elda.

Supongamos sin perder generalidad que X es el segmento [0, 1] del eje x del plano 
ar-

tesiano xy, que un extremo es el punto v = (0, 0) y que el otro extremo es el punto

4



1.2. MÉTRICA DE HAUSDORFF E HIPERESPACIOS

v = g({v}) mC

g(C)

g(X)

g({w}) = w
C

Figura 1.5:

w = (1, 0). Bajo estas suposi
iones 
ada sub
ontinuo C de X está determinado por su

punto medio mC y su diámetro δ(C). La fórmula g(C) = (mC , δ(C)) es un homeomor-

�smo entre C(X) y el triángulo T de vérti
es g({v}) = v, g({w}) = w y g(X) = (12 , 1)

(Figura 1.5).

Ejemplo 1.3. Si X = [0, 1] y p = 0 o p = 1, enton
es Cp(X) es un ar
o, mientras que

si p ∈ (0, 1), enton
es Cp(X) es una 2−
elda.

Ejemplo 1.4. Si X es un espa
io homeomorfo a S1
, enton
es C(S1) es una 2−
elda.

Para probarlo supóngase, sin perder generalidad, que X es de he
ho el espa
io S1
. Con

estas suposi
iones 
ada sub
ontinuo propio C de X queda perfe
tamente determinado por

su punto medio mC y la longitud de ar
o l(C), donde 0 ≤ l(C) ≤ 2π. Sea D = {(x, y) :
√

x2 + y2 ≤ 1}. Si introdu
imos 
oordenadas polares en el plano xy, 
ada punto p de D

se puede representar 
omo un ve
tor mediante un par ordenado (α(p), r(p)) donde α(p)

denota el ángulo del ve
tor p mientras que r(p) denota la longitud del ve
tor p (Figura

1.6). Así, las asigna
iones h(C) = (0, 0), si C = X y h(C) = (α(mC), 1 − l(C)
2π ) es un

homeomor�smo entre C(S1) y D.

5



CAPÍTULO 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

h(C)

α(mC)

y

x

C
mc

Figura 1.6:

Ejemplo 1.5. Si X = S1
, enton
es Cp(X) es una 2−
elda para 
ada p ∈ X. Esbozaremos

la prueba, para mayores detalles ver [6, pág. 34℄. Supóngase, sin perder generalidad, que

p = (1, 0). Considérese el 
onjunto B1, 
uyos elementos son los subar
os de S1
que tienen

a p 
omo extremo izquierdo, donde el extremo izquierdo de un subar
o es el extremo del

ar
o que queda a la izquierda 
uando al pararse sobre el ar
o se observa en dire

ión del

origen. Notése que, para 
ada A ∈ B1, el punto medio de A está en la mitad de arriba de

S1
. Los elementos de B1 van desde los muy pequeños, que son 
asi iguales a {p} (para

éstos su punto medio está también muy 
er
ano a p y, 
omo su longitud es 
asi 
ero, ellos

quedan representados en el dis
o muy 
er
a de {p}) hasta los muy grandes que son 
asi

iguales a S1
, 
uyo punto medio está muy 
e
ano al punto −p y 
omo su longitud es 
asi

2π, estarán representados por puntos muy 
er
anos al origen. Así B1 en el dis
o tiene

una representa
ión 
omo la que se muestra en la Figura 1.7. En di
ha �gura también se

ha in
luido la representa
ión del 
onjunto B2 
uyos elementos son los subar
os de S1
que


ontienen a p 
omo extremo dere
ho. Como 
ada subar
o A de S1
que 
ontiene a p está

entre dos subar
os del mismo tamaño que A, uno que tiene a p 
omo extremo dere
ho y

otro que lo 
ontiene 
omo extremo izquierdo, se 
on
luye que Cp(S
1) queda representado

por la región limitada por B1 y B2.

6



1.2. MÉTRICA DE HAUSDORFF E HIPERESPACIOS

B1

B2

Cp(S
1)

Figura 1.7:

Ejemplo 1.6. Si p es 
omo en el Ejemplo 1.5 y tomamos otro punto de S1
, digamos

q = −p, el hiperespa
io Cq(S
1) queda representado en el dis
o 
omo se ilustra en la

Figura 1.8. El 
onjunto Cq(S
1)∩Cp(S

1) es la unión de dos 2−
eldas D1∪D2 
uyo úni
o

punto en 
omún es el que representa a S1
. Si denotamos 
on L1 a uno de los ar
os en

S1
que une p 
on q y 
on L2 al otro de estos ar
os, enton
es D1 es el 
onjunto de los

subar
os de S1
que 
ontienen al ar
o L1, mientras que D2 es el 
onjunto de los subar
os

de S1
que 
ontienen al ar
o L2. El 
onjunto D3 = Cq(S1)− (D1 ∪D2) también es una

2−
elda. Si estable
emos que las interse

iones entre estas 
eldas son 
aras, enton
es

hemos dado a Cq(S
1) = D1 ∪D2 ∪D3 una estru
tura de poliedro (ver De�ni
ión 3.2).

7



CAPÍTULO 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

D1

D2

D3 Cp(S
1)Cq(S

1)

Figura 1.8:

Ejemplo 1.7. Si X es un triodo simple y p1 es el vérti
e del triodo, enton
es Cp1
(X) es

una 3−
elda. Si p2 es un punto en el interior variedad de alguna arista de X, enton
es

Cp2
(X) es la unión de una 3−
elda y una 2−
elda 
uya interse

ión es una 
ara de ambas


eldas. Por último, si p3 es un punto extremo, enton
es Cp3
(X) es la unión de un ar
o

y una 2−
elda 
uya interse

ión es un extremo del ar
o (Figura 1.9 ).

8



1.2. MÉTRICA DE HAUSDORFF E HIPERESPACIOS

p1p2

p3
Cp1

(X)

Cp2
(X)

Cp3
(X)

Figura 1.9:

Entre otras 
osas, el estudio de los hiperespa
ios C(X) o Cp(X) 
onsiste en analizar qué

propiedades tienen en sí mismos o bien, qué propiedades de X indu
en 
uáles propiedades

en C(X) o en Cp(X) y vi
eversa. Por ejemplo, por men
ionar algunos, se 
ono
en los

siguientes resultados:

Teorema 1.8. [11, Teo. 1.12 pág. 65℄ Si X es un 
ontinuo, enton
es C(X) es ar
o
onexo.

Teorema 1.9. [15℄ [16℄ Un 
ontinuo X es lo
almente 
onexo si y sólo si C(X) es lo
al-

mente 
onexo.

Teorema 1.10. [11, 1.208.5 pág. 200℄ Si X es un 
ontinuo y p ∈ X, enton
es Cp(X)

es lo
almente 
onexo.

Teorema 1.11. [4, Teo. 8 pág. 223℄ Si X es un dendroide suave en p, enton
es Cp(X)

9



CAPÍTULO 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

es un Cubo de Hilbert si y sólo si p no está en el interior de un árbol 
ontenido en X.

Teorema 1.12. [11, 1.208.5, pág. 200℄ Si A y B son sub
ontinuos de un 
ontinuo X,

enton
es el espa
io {K ∈ C(X) : A ⊂ K ⊂ B} es un sub
ontinuo lo
almente 
onexo de

C(X).

Teorema 1.13. [11, 0.49 pág. 23℄ Si X y Y son 
ontinuos y f : X → Y es una

fun
ión 
ontinua, enton
es la fun
ión indu
ida f̂ : C(X) → C(Y ), de�nida mediante

f̂(A) = f(A), también es 
ontinua.

Del teorema anterior se sigue fá
ilmente el siguiente resultado:

Proposi
ión 1.14. Si X y Y son 
ontinuos y f : X → Y es un homeomor�smo,

enton
es f̂ : C(X) → C(Y ) es un homeomor�smo.

Demostra
ión: Ello se debe al he
ho de que la fun
ión indu
ida f̂ es una biye

ión


ontinua entre 
ontinuos. �

1.3. Lím inf, Lím sup, Lím.

De�ni
ión 1.15. Sea (S, τ) un espa
io topológi
o, y se (An) una su
esión de sub
on-

juntos de S. De�nimos Lím inf (An) y Lím sup (An) 
omo sigue:

Lím inf (An) = {x ∈ S| para 
ada U ∈ τ , tal que x ∈ U , U ∩An 6= ∅, para todos, salvo a

lo más una 
antidad �nita de indi
es n};

Lím sup (An) = {x ∈ S| para 
ada U ∈ τ , tal que x ∈ U , U ∩An 6= ∅, para una 
antidad

�nita de indi
es n}.

De�ni
ión 1.16. Sean (S, τ) un espa
io topológi
o y (An) una su
esión de sub
onjuntos

de S y sea A ⊂ S. Es
ribiremos Lím (An) = A, para referirnos a que Lím sup (An) =

A =Lím inf (An).

Teorema 1.17. Sea X un espa
io métri
o 
ompa
to, y sea (An) una su
esión de sub
on-

juntos, 
ompa
tos, no va
íos de X. Enton
es, Lím (An) = A si y sólo si (An) 
onverge

a A en 2X 
on respe
to a la métri
a de Hausdor� H.

10



Capítulo 2

Niveles de Whitney.

2.1. Fun
iones de Whitney.

En esta se

ión se estudiará la dimensión de los niveles de Whitney en dendroides suaves.

Para ello de�niremos a 
ontinua
ión estos 
on
eptos. Sea X un 
ontinuo y C(X) el

hiperespa
io de sub
ontinuos de X . Una fun
ión de Whitney para C(X), es una fun
ión


ontinua µ : C(X) → [0, 1] tal que µ({x}) = 0 para 
ada x ∈ X y si A ( B enton
es

µ(A) < µ(B). Se sabe que las fun
iones de Whitney siempre existen [11, 0.50.2, 0.50.3,

pág. 26, 27℄. Si p ∈ X , 
onsidérese el hiperespa
io an
lado Cp(X); ahora, si µ : C(X) →

[0, 1] es una fun
ión de Whitney, denotaremos 
on µp = µ|Cp(X) a la restri

ión de µ a

Cp(X).

Si µ : C(X) → [0, 1] es una fun
ión de Whitney, enton
es las �bras µ−1(t), para t ∈ (0, 1)

se llaman niveles de Whitney ; los niveles de Whitney son sub
ontinuos de C(X) [6, Lema

8.4, pág. 112℄.

11



CAPÍTULO 2. NIVELES DE WHITNEY.

2.2. Dimensión

De�ni
ión 2.1. El 
onjunto va
ío y sólo el 
onjunto va
ío tiene dimensión −1. Un

espa
io X tiene dimensión menor o igual que n (n ≥ 0) en un punto p (dimp(X) ≤ n),

si existe una base lo
al en p 
uyas fronteras tienen dimensión menor o igual que n− 1.

El espa
io X tiene dimensión menor o igual que n (dim(X) ≤ n), si dimp(X) ≤ n para


ada p ∈ X.

El espa
io X tiene dimensión n en un punto p (dimp(X) = n), si dimp(X) ≤ n pero

dimp(X) � n− 1.

X tiene dimensión n (dim X = n), si dim (X) ≤ n pero dim(X) � n− 1.

X tiene dimensión ∞ si dim(X) � n para 
ada n ∈ N.

La dimensión es un invariante topológi
o, [13, Teo. 1.2, pág. 6℄. Además, de que es

monótona (i.e. si X ⊂ Y , enton
es dim(X) ≤ dim(Y )) [13, Teo. 3.2, Pág. 15℄. Las

n−
eldas tienen dimensión igual a n [13, Teo. 9.5 pág. 49℄.

2.3. Niveles de Whitney.

Re
ordemos que si µ : C(X) → [0, 1] es una fun
ión de Whitney, enton
es los niveles de

Whitney µ−1(t), para t ∈ [0, 1] son sub
ontinuos de C(X) [6, Lema 8.4, pág. 112℄.

Proposi
ión 2.2. Sea X un dendroide suave en p, µ : C(X) → [0, 1] una fun
ión de

Whitney y 0 < t < 1. Si para 
ada A ∈ µ−1
p (t), A no tiene puntos esen
iales, enton
es

dim (µ−1
p (t)) <∞.

Demostra
ión: Para 
ada A ∈ µ−1
p (t) existen δA > 0 y nA ∈ N tales que la bola

BδA(A) de 
entro A y radio δA, en la metri
a de Hausdor�, es homeomorfa a InA
(ver

demostra
ión de [9, 1.2 f pág. 43℄). De la 
ompa
idad de µ−1
p (t), se sigue que existen

A1, . . . , Ak ∈ µ−1
p (t) tales que µ−1

p (t) ⊆
k
⋃

i=1

BδAi
(Ai). Como

k
⋃

i=1

BδAi
(Ai) es de dimensión

�nita [13, Teo. 6.1 pág. 29℄. Así, también µ−1
p (t) es de dimensión �nita. �

Si X es un dendroide no degenerado, enton
es µ−1(0) y µ−1(1) son de dimensión 1 y 0

respe
tivamente, ello se debe a que 
ualquier dendroide no degenerado tiene dimensión 1

([13, Ejer. 19.40, pág. 123℄ y µ−1(0) es homeomorfo a X y por otro lado, µ−1(1) 
onsta

de un sólo punto.

Quisiéramos saber si dim (µ−1
p (t)) o dim (µ−1(t)) son �nitas o in�nitas, en donde µ :

C(X) → [0, 1] es una fun
ión de Whitney, X 
ualquier dendroide, 0 < t < 1 y p es un

punto ini
ial de X . Para ello requeriremos del siguiente lema a
er
a de 
ontinuidad.

12



2.3. NIVELES DE WHITNEY.

Lema 2.3. Sean X y Y espa
ios métri
os, enton
es f : X → Y es 
ontinua en x si y

sólo si para 
ada su
esión (xn) ⊂ X que 
onverge a x existe una subsu
esión (f(xnk
)) de

(f(xn)) que 
onverge a f(x)

Demostra
ión: La primera parte es trivial. Para la otra parte, supongamos que existe

una su
esión (xn) ⊂ X 
onvergente a x tal que f(xn) no 
onverge a f(x), ello impli
a

que existe ǫ > 0 tal que para 
ada k ∈ N existe un número nk ≥ k y un punto xnk
tal que

d(f(x), f(xnk
)) ≥ ǫ. La su
esión (xnk

) 
onverge a x y no admite ninguna subsu
esión


uyas imagenes 
onverjan a f(x). �

Proposi
ión 2.4. Sean X un dendroide y p un punto ini
ial. Si A es un árbol en

µ−1
p (t), distinto de una arista, y A 
ontiene un punto esen
ial q distinto de p, enton
es

dim(µ−1
p (t)) = ∞.

Demostra
ión: Tenemos dos 
asos a 
onsiderar:

Caso 1: El punto q es I-esen
ial :

Sea J = [r, s] una arista terminal de A, 
on r el punto que es terminal de A. Ahora

tomése un punto u ∈ J tal que q, p /∈ [u, r] y 
onsidérese el subárbol A′ = A− (u, r], 
on

lo que µp(A
′) < t.

Ahora bien, dado n ∈ N, tómense n ar
os distintos J1 = [r1, q], . . . , Jn = [rn, q] tales que

Ji ∩A = {q}, Ji ∩ Jj = {q} si i 6= j y µ(A′ ∪
n
⋃

i=1

Ji) ≤ t (ver Figura 2.1).

r

u

p
s

q

r1

r2

rn

Figura 2.1:

Ahora, para 
ada sub
ontinuo B = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) 
on xi ∈ Ji, denotemos por α(B) al

sub
ontinuo A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [xn+1, u] asegurado por el Teorema del valor intermedio,

tal que µ(α(B)) = t, donde xn+1 ∈ [r, u]. A�rmamos que la asigna
ión B 7→ α(B) es

una fun
ión 
ontinua: Tomemos una su
esión (Bm), donde Bm = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xmi , q]) es

13



CAPÍTULO 2. NIVELES DE WHITNEY.

tal que Bm

onverge a B = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]). Sea xn+1 el punto del ar
o [u, r] tal que

α(B) = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [xn+1, u]

Considérese la su
esión ([xmn+1, u]) ⊂ C([u, r]) tal que α(Bm) = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

([xmi , q]) ∪

[xmn+1, u])). Por ser [u, r] 
ompa
to, existe una subsu
esión 
onvergente (xmk

n+1) de (x
m
n+1),

digamos que el punto x′n+1 es su límite. Por ser [u, r] suave [1, Cor. 4 y 5℄ la subsu
e-

sión ([xmk

n+1, u]) de ([xmn+1, u]) 
onverge al subar
o [x′n+1, u] de [u, r]. Así, la subsu
esión

α(Bmk ) de α(Bm) 
onverge a C = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [x′n+1, u].

Ahora bien, nótese que C ⊂ α(B) o bien α(B) ⊂ C. Por otro lado, de la 
ontinuidad de

µ se tiene que µ(C) = t. Del párrafo anterior, se resulta que α(B) = C. Se dedu
e de

esto y el Lema 2.3 la 
ontinuidad de α.

Por último, la asigna
ión

(x1, . . . , xn) 7→ α(A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q])) = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [xn+1, u] es un en
aje de

n
∏

i=1

Ji en

µ−1
p (t) 
omo se muestra a 
ontinua
ión:

La asigna
ión 
laramente es inye
tiva. Ahora bien, tómese (xm) ⊂
n
∏

i=1

Ji una su
e-

sión 
onvergente, digamos al punto x = (x1, x2, . . . , xn), queremos probar que si Bm =

A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xmi , q]), enton
es α(Bm) 
onverge al punto A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [xn+1, u]. Sin em-

bargo, 
omo ya probamos la 
ontinuidad de α, es su�
iente mostrar que Bm 
onverge a

B = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]), para ello mostraremos que ĺım inf Bm = B ver [12, 4.8, Teo 4.11℄.

Tómese un punto x ∈ [xi, q]. Si x = xi dado que la su
esión xmi 
onverge a xi, es 
laro

que 
ualquier abierto que 
ontenga a x interse
tará a todos salvo a lo más un número

�nito de los 
ontinuos Bm, y en este 
aso, x ∈ ĺım inf Bm. Si x 6= xi, existe un número

natural N tal que x ∈ [xmi , q] para 
ada m ≥ N , esto quiere de
ir que U ∩Bm 6= ∅ para


ualquier 
onjunto abierto U que 
ontenga a x para 
ada m ≥ N , lo que muestra, otra

vez, que x ∈ ĺım inf Bm. Por otro lado, es 
laro que si x ∈ A′
enton
es x ∈ ĺım inf Bm.

Así, B ⊂ ĺım inf Bm. Ahora, si x /∈ B, fá
ilmente se muestra que x /∈ ĺım inf Bm, lo que

muestra que ĺım inf Bm = B y por tanto la asigna
ión:

(x1, . . . , xn) 7→ α(A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q])) = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[xi, q]) ∪ [xn+1, u] es un en
aje de

n
∏

i=1

Ji en

µ−1
p (t) 
omo queríamos. Siendo n un entero positivo arbitrario, se tiene que dim (µ−1

p (t)) ≥

n para 
ada n y, por tanto la dimensión de µ(t)−1
es in�nita.

Caso 2: El árbol A 
ontiene un punto II-esen
ial q:

En este 
aso sea α un ar
o de X y (qm) ⊂ α una su
esión de puntos de rami�
a
ión

distintos tales que 
onverge a q. A�rmamos que podemos tomar α de manera que α ⊂ A.

En efe
to, si tal no es el 
aso, hay dos op
iones: La primera op
ión se da 
uando la

14



2.3. NIVELES DE WHITNEY.

interse

ión α ∩ A 
ontiene una in�nidad de puntos qm , en este 
aso podemos tomar


omo α di
ha interse

ión. La segunda, 
uando A ∩ α 
ontiene una 
antidad �nita de

puntos qm. En este 
aso 
onsidérese una arista terminal [r, s] de A 
on r punto terminal

de A y 
onsidérese un punto u ∈ [r, s] de tal forma que p, q /∈ [u, r], ahora, si al tomar

el sub
ontinuo A′ = A − [r, u) resulta que µ(A′ ∪ α) < t, enton
es, por el Teorema del

valor intermedio, existe un punto x en el ar
o [u, r] tal que µ(A′ ∪α∪ [u, x]) = t. En este


aso podemos tomar 
omo A al 
ontinuo A′∪α∪ [u, x]. Mientras que si µ(A′ ∪α) > t, de

nuevo, por el Teorema del valor intermedio existe un punto x ∈ α tal que µ(A′∪[x, q]) = t

(donde el ar
o [x, q] 
ontiene una in�nidad de puntos qm y en este 
aso tomamos a A


omo el 
ontinuo A′ ∪ [x, q]).

Así las 
osas, dado que oX(qm) ≥ 3 y A es un árbol, podemos tomar ar
os Lm = [xm, qm]

tales que Lm ∩ A = {qm} de manera que d(xm, qm) < 1
2m (Ver Figura 2.2). Esto im-

pli
a que [xm, qm] 
onverge a {q}. En efe
to, dado ǫ > 0, sea M lo su�
ientemente

grande 
omo para que d(qm, q) <
ǫ
2 y

1
2m < ǫ

2 , para 
ada m ≥ M . Así, d(xm, q) ≤

d(xm, qm)+d(qm, q) <
1
2m + ǫ

2 < ǫ. Esto muestra que xm 
onverge a q y, ya que A∪
∞
⋃

m=1

Lm,

es una dendrita (y, por tanto, es suave en todos sus puntos [1, Pags. 298, 299℄), los ar
os

[xm, q] 
onvergen a {q} y ya que [xm, qm] ⊂ [xm, q], los ar
os [xm, qm] también 
onvergen

a {q}. Como A no es un ar
o podemos tomar una arista terminal J = [r, s], 
on r un

punto terminal de A, de tal forma que p, q, qm /∈ [r, u], donde u ∈ [r, s]. Ahora 
onsidérese

el subárbol A′ = A ∪ (u, r] de A 
on lo que µp(A
′) < t.

Ahora bien, dado n ∈ N, toménse n ar
os distintos Lm1
, . . . , Lmn

tales que µp(A
′ ∪

(
⋃n

i=1 Lmi
)) ≤ t. Para 
ada sub
ontinuo Y = A′ ∪ (

n
⋃

i=1

[yi, q]), donde yi ∈ Lmi
, de-

nótese 
on ϕ(y) = yn+1 el punto del ar
o [u, r] asegurado por el Teorema del valor

intermedio tal que µp(A
′ ∪ (

n
⋃

i=1

[yi, q]) ∪ [u, yn+1] = t. Al igual que antes, la asigna
ión

(yi)
n
i=1 7→ A′∪ (

n
⋃

i=1

[yi, q]) ∪ [yn+1, q] es un en
aje de

n
∏

i=1

Lmi
en µp(t)

−1
. De nuevo, siendo

n un entero positivo arbitrario se sigue que dim (µp(t)
−1) ≥ n para 
ada n y, por tanto,

dim (µp(t)
−1) = ∞. �
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CAPÍTULO 2. NIVELES DE WHITNEY.

A

qm−1 qm qm+1 qqm+2

xm−1 xm

xm+1xm+2

Figura 2.2:

Corolario 2.5. Sea X un dendroide y p un punto ini
ial. Si A ∈ µ−1
p (t) no es una arista

y A 
ontiene un punto esen
ial q, distinto de p. Enton
es dim(µ−1
p (t)) = ∞.

Demostra
ión: Si A es un árbol, apli
amos la proposi
ión 2.4. Ahora, supóngase que A


ontiene un punto I−esen
ial, q. Considérense puntos x1, x2, . . . ∈ A, tales que, los ar
os

[q, xi] tienen 
omo úni
o punto en 
omún, al punto q. Tomemos un punto x ∈ X − A y

un punto y ∈ A− (

∞
⋃

i=1

(q, xi] = B, de tal forma que, [x, y] ∩B = {y} y µ(B ∪ [x, y]) < t.

Por el Teorema del valor intermedio, deben existir puntos yi ∈ [q, xi], i ∈ N tales que

µ(B ∪ [x, y] ∪ (

∞
⋃

i=1

[q, yi]) = t. Ahora, por 
ada punto zi ∈ [yi, xi], sea z0 ∈ [x, y], el punto

asegurado por el Teorema del valor intermedio, tal que µ(B ∪ [z0, y]∪ (

∞
⋃

i=1

[q, zi])) = t. Al

igual que en la demostra
ión de la Proposi
ión 2.4, se puede demostrar que la asigna
ión

(zi)
∞
i=1 7→ B ∪ [z0, y]∪ (

∞
⋃

i=1

[q, zi]), es un en
aje de

∞
∏

i=1

[yi, xi] en µ
−1
p (t). Al ser,

∞
∏

i=1

[yi, xi],

una 
elda de dimensión in�nita, la dimensión de µ−1
p (t) es in�nita. De manera similar,

se muestra que si q es un punto II−esen
ial de A, enton
es, dim(µ−1
p (t)) = ∞.

Proposi
ión 2.6. La dimensión de µ−1
p (t) es �nita si y sólo si para 
ada q ∈ E(X), se

tiene que [p, q] no es una arista y µ([p, q]) > t, donde E(X) denota el 
onjunto de puntos

esen
iales de X.

Demostra
ión: Si para algún punto esen
ial q se tiene que µp([p, q]) ≤ t se tienen dos


asos a 
onsiderar:

i) µp([p, q]) = t.

En este 
aso se apli
a la Proposi
ión 2.4.

ii) µp([p, q]) < t.

En este 
aso, por el Teorema del valor intermedio, existe un 
ontinuo A tal que

[p, q] ⊂ A 
on µp(A) = t, se sigue nuevamente de la Proposi
ión 2.5 que µ−1
p (t)

tiene dimensión in�nita.
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2.3. NIVELES DE WHITNEY.

Por otro lado, si para 
ada punto esen
ial q se tiene que µ([p, q]) > t, enton
es, para 
ada

A ∈ µ−1
p (t), A no tiene puntos esen
iales. Por la Proposi
ión 2.2 se tiene que µ−1

p (t) es

de dimensión �nita. �

La hipótesis de que [p, q] no sea una arista en la proposi
ión anterior es ne
esaria ya que

en el Abani
o ármoni
o (Figura 1.1) si p es un punto terminal, q es el vérti
e del abani
o

y t = µ([p, q]), enton
es µ−1
p (t) = {[p, q]} y por tanto dim (µ−1

p (t)) = 0.
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Capítulo 3

Continuos Cpp

En [14℄ P. Pelli
er da una 
ara
teriza
ión de los hiperespa
ios an
lados Cp(X) 
uando X

es un 
ontinuo atriódi
o y plantea el siguiente problema:

Cara
terizar los hiperespa
ios Cp(X) 
uando X es una grá�
a �nita.

En este 
apítulo daremos solu
ión a este problema. Para ello, se requieren no
iones

tales 
omo poliedros, grá�
as �nitas y 
ontinuos Cpp. Di
has no
iones se exponen en las

se

iones siguientes.

3.1. Poliedros.

Diremos que S es una 
ara de una n−
elda M = [0, 1]n si S = S1 × · · · × Sn, donde

Si = [0, 1], Si = {0} o Si = {1}. Por ejemplo, las 
aras de [0, 1]2 son {0}×{0}, {1}×{1},

{0}×{1}, {1}×{0}, {0}× [0, 1], [0, 1]×{0}, [0, 1]×{1}, {1}× [0, 1]; un total de 8 
aras.

En general [0, 1]n tiene 3n − 1 
aras.

Nota 3.1. Obsérvese que de la de�ni
ión de 
ara se sigue fá
ilmente que la interse

ión

de 
ualesquiera dos 
aras de una n−
elda M es o bien va
ía o bien nuevamente una 
ara

de M .

De�ni
ión 3.2. Un poliedro es un espa
io homeomorfo a un 
ontinuo que se puede

es
ribir 
omo una unión �nita de 
eldas de tal manera que las interse

iones entre ellas

o es va
ía o es una unión (�nita) de 
aras (Figura 3.1).

De�ni
ión 3.3. Diremos que un 
ontinuo X es Cpp, si los hiperespa
ios an
lados

Cp(X), son poliedros para 
ada p ∈ X.
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CAPÍTULO 3. CONTINUOS CPP

Figura 3.1: Poliedro

Nota 3.4. Sabemos que una 
elda tiene 
aras de diferentes dimensiones. Cuando se tiene

la n−
elda [0, 1]n, sus 
aras son aquellos 
onjuntos que se obtienen restringiendo algunas

de las 
oordenadas de manera que sólo puedan tomar alguno de los valores 0 o 1 y el

resto de las 
oordenadas queda libre de tomar 
ualquier valor. Así, se empieza por sus

esquinas, que son 
onjuntos de un sólo punto (por ejemplo, {(0, . . . , 0)}), después, las

aristas, las 
uales son ar
os (por ejemplo, la arista {(0, . . . , 0)} × [0, 1]), después vienen

las 
aras de dimensión dos, las 
uales son 2−
eldas y así su
esivamente. Cuando de
imos

que la interse

ión C1 ∩C2 de dos 
eldas en la De�ni
ión 3.2 es una unión de 
aras, nos

referimos a que es una unión de este tipo de 
aras tanto de C1 
omo de C2. Conviene

tener presente este he
ho ya que es a lo que se re�eren los enun
iados de los Lemas

3.10-3.12 y apare
erá en mu
has partes de la demostra
ión del Teorema 3.32

3.2. Grá�
as �nitas

En esta se

ión damos la des
rip
ión que ha
e A. Illanes del trabajo de R. Duda 
on

respe
to al hiperespa
io C(G) 
uando G es una grá�
a �nita. Para mayor informa
ión

ver [6, Cap. 11℄.

Una grá�
a �nita G es un poliedro 
uyas 
eldas son ar
os. Al igual que en los dendroides,

diremos que el orden de p en G es el número natural n si p tiene una ve
indad 
errada

que es homeomorfa a un n−odo simple, de manera que p es el vérti
e de este n−odo. En

símbolos op(G) = n. Si n ≥ 3 diremos que p es un punto de rami�
a
ión, si n = 2, p es

un punto ordinario y si n = 1, p es un punto terminal. Diremos que un ar
o 
ontenido

en G es una arista si une a un par de puntos no ordinarios y sólo sus extremos son
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3.2. GRÁFICAS FINITAS

puntos no ordinarios. También permitiremos que una arista sea una 
urva 
errada simple

siempre y 
uando esta arista 
ontenga sólo un punto de rami�
a
ión, en 
uyo 
aso di
ha

arista es lo que se 
ono
e 
omo un lazo. Denotaremos 
on V (G), O(G), R(G) y T (G),

respe
tivamente, a los 
onjuntos de vérti
es, puntos ordinarios, puntos de rami�
a
ión

y puntos terminales de G. Si G es una grá�
a �nita y J es una arista de G, enton
es o

bien J es homeomorfo al intervalo [0, 1], en 
uyo 
aso denotaremos los extremos de J 
on

0J y 1J , o bien J es un lazo y en este 
aso hay una fun
ión 
ontinua de [0, 1] en J que

es inye
tiva restringida a (0, 1) (ver Lema 3.23) y que manda a 0 y a 1 al mismo punto,

que nosotros siempre supondremos que es el úni
o punto de rami�
a
ión de J , diremos

que este úni
o punto es 0J = 1J . Los vérti
es de G son los extremos de las aristas de G.

Pensaremos que 
ada arista de G tiene longitud 1 y la métri
a que usaremos es la de la

longitud de ar
o, esta métri
a indu
e la misma topología que la que G hereda de R3
. Una

subgrá�
a de G es un sub
ontinuo de G que es una unión de algunas de las aristas de

G. Admitiremos también que un vérti
e sea una subgrá�
a de G, un árbol de G es una

subgrá�
a que no 
ontiene 
urvas 
erradas simples. Un árbol interno de G es uno que no


ontiene puntos terminales de G y, en 
onse
uen
ia, sus puntos terminales son puntos de

rami�
a
ión de G, denotaremos 
on AI(G) al 
onjunto de árboles internos de G. Dado

un árbol interno T sea:

D(1, T ) = {p ∈ G| existe q ∈ T tal que d(p, q) ≤ 1}.

Si A(G) denota al 
onjuntos de aristas de G, no es difí
il darse 
uenta de que

D(1, T ) =
⋃

{J |J ∈ A(G) y J ∩ T 6= ∅}.

Sea T un árbol interno de G y 
onsideremos las aristas J de G tales que J ∩ T 6= ∅, pero

J * T . Dividimos estas aristas en dos tipos: J1, . . . , Jn y L1, . . . Lm, donde las aristas Ji

tienen sólo uno de sus extremos (digamos 0Ji
) en T y ninguna de ellas es un lazo. Las

aristas Lj son aquéllas que tienen sus dos extremos en T , en estas ultimas in
luimos los

lazos 
uyo extremo está en T . Así:

D(1, T ) = T ∪ (
n
⋃

i=1

Ji) ∪ (
m
⋃

j=1

Lj).

Diremos que esta es la representa
ión 
ánoni
a de D(1, T ). Dado un árbol interno T ⊆ G

sea M(T ) la familia de todos los sub
ontinuos de G que tienen la forma:

((ci)
n
i=1, (aj , bj)

m
j=1)T = T ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

[0Lj
, aj] ∪ [bj, 1j ])

donde ci ∈ Ji y aj , bj ∈ Lj (ver Figura 3.2).

Se tienen los siguientes lemas, para mayor detalle se remite al le
tor a [6, Cap. 11℄:
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T

a1

b1

L1
J1 c1

c2
J2

J3

c3

J4
c4

Figura 3.2:

Lema 3.5. Para 
ada árbol interno T de G, la familia M(T ) es una (n + 2m)−
elda,

donde n y m denotan respe
tivamente el número de aristas de G que interse
tan a T en

un extremo y el número de aristas que interse
tan a T en sus dos extremos.

Lema 3.6. Si T y S son árboles internos de G tales que S  T , enton
es la dimensión

de M(T ) es estri
tamente mayor que la dimensión de M(S).

Lema 3.7. Si T es el árbol interno que se obtiene al remover de G las aristas terminales,

enton
es dimM(T ) > dimM(S), para todo árbol interno de G distinto de T .

Demostra
ión: Ello se debe a que para 
ada tal árbol S, se veri�
a la 
onten
ión S ( T .

�

Lema 3.8. Si G es una grá�
a �nita, enton
es:

C(G) = [
⋃

T∈AI(G)

M(T )] ∪ [
⋃

I∈A(G)

C(I)].

Nota 3.9. Como dijimos, es bien sabido que C(S1) y C([0, 1]) son homeomorfos a las

2−
elda [0, 1]2 (ver [6, Ej. 3.1, 3.2 págs. 29, 31℄ y [2, pág. 267℄) y por tanto C(I) es

homeomorfo a [0, 1]2 para 
ada I ∈ A(G).

Con el Lema 3.5 y la Nota 3.9, se ha estable
ido que los 
onjuntosM(T ) y C(I) son 
eldas

y, por tanto, tienen 
aras de varias dimensiones. En los Lemas 3.10-3.12, se estable
e que

la interse

ión de 
ualesquiera dos de este tipo de 
eldas es o bien va
ía o bien es una

unión �nita de 
aras, signi�
ando esto último lo que se expli
a en la Nota 3.4.

Lema 3.10. La interse

ión de dos 
onjuntos de la forma M(T ) es unión de 
aras.

Lema 3.11. La interse

ión de dos 
onjuntos de la forma C(I) es unión de 
aras.

Lema 3.12. La interse

ión de un 
onjunto de la forma M(T ) y uno de la forma C(I)

es unión de 
aras.
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Dado que el 
onjunto AI(G) de los árboles internos de G y el 
onjunto A(G) de las aristas

de G son �nitos, junto 
on los lemas anteriores se sigue fá
ilmente el siguiente teorema:

Teorema 3.13. Si G es una grá�
a �nita, enton
es C(G) es un poliedro.

El regreso de este teorema también es 
ierto [2, pág. 278℄.

3.3. Grá�
as �nitas y sus hiperespa
ios an
lados

En esta se

ión probaremos que los hiperespa
ios an
lados de las grá�
as �nitas son

poliedros. En algún punto de la demostra
ión usaremos los siguientes resultados y no
io-

nes de topología general, el primero de los 
uales ha
e referen
ia a fun
iones 
ontinuas

de�nidas por partes. Para mayor informa
ión, ver [3, Se
. 9, Pág. 81℄

De�ni
ión 3.14. Una familia {Aα} de 
onjuntos en un espa
io X es lo
almente �nita

si por 
ada punto x ∈ X, existe una ve
indad V de x tal que V ∩ Aα 6= ∅ para a lo más

una 
antidad �nita de índi
es α.

Teorema 3.15. [3, Teo. 9.4 pág. 83℄ Sean X un espa
io y {Aα} un 
ubrimiento de X

satisfa
iendo alguna de las siguientes 
ondi
iones:

(1) Todos los 
onjuntos Aα son abiertos.

(2) Todos los 
onjuntos Aα son 
errados y forman una familia lo
almente �nita.

Para 
ada α, sea fα : Aα → Y una fun
ión 
ontinua, 
on Y 
ualquier espa
io y supón-

gase que fα|Aα∩Aβ
= fβ |Aα∩Aβ

para 
ada par (α, β), enton
es existe una úni
a fun
ión


ontinua f : X → Y la 
ual es una extensión de 
ada fα; es de
ir, f |Aα
= fα para 
ada

α.

Proposi
ión 3.16. Sea {Bα : α ∈ A} una 
ubierta 
errada, lo
almente �nita de un

espa
io Y . Sea f : X → Y una fun
ión 
ontinua y supóngase que fα = f |f−1(Bα) es un

homeomor�smo sobre Bα para 
ada α. Enton
es f es un homeomor�smo entre X y Y .

Demostra
ión: Para 
ada α ∈ A, sea gα : Bα → f−1(Bα) la fun
ión inversa de fα.

Ahora bien, sean α, β ∈ A y y ∈ Bα ∩ Bβ . Tenemos que gα(y) es el úni
o elemento

de f−1(Bα) tal que fα(gα(y)) = y y gβ(y) es el úni
o elemento de f−1(Bβ) tal que

fα(gα(y)) = y, si gα(y) 6= gβ(y), enton
es gα(y) /∈ f−1(Bβ) o gβ(y) /∈ f−1(Bα) en


ualquier 
aso se tendría que y /∈ Bα ∩Bβ . Por el Teorema 3.15, existe una úni
a fun
ión


ontinua g : Y → X que extiende a gα para 
ada α ∈ A. Las fun
iones f y g son

mutuamente inversas. �

También será pre
isa la no
ión de espa
ios de adjun
ión, para mayor informa
ión ver [3,

pág. 127℄.

23



CAPÍTULO 3. CONTINUOS CPP

De�ni
ión 3.17. Sean X y Y dos espa
ios ajenos. Se de�ne la unión libre X+Y 
omo

el 
onjunto X ∪ Y 
on la siguiente topología: Un 
onjunto U ⊂ X + Y es abierto si y

sólo si U ∩X es abierto en X y U ∩ Y es abierto en Y .

Se dedu
e fá
ilmente del he
ho de que X ∩ Y = ∅ que X y Y , 
omo subespa
ios de

X + Y , 
onservan sus mismas topologías. Evidentemente B ⊂ X +Y es 
errado si y sólo

si B ∩X y B ∩ Y son 
onjuntos 
errados.

De�ni
ión 3.18. Sean X , Y espa
ios ajenos, A ⊂ X un sub
onjunto 
errado y f :

A→ Y una fun
ión 
ontinua. En X+Y se genera un rela
ión de equivalen
ia, dada por

a ∼ f(a) para 
ada a ∈ A. El espa
io 
o
iente (X + Y )/ ∼ se llama �la adjun
ión de X


on Y mediante f � y se denota mediante X ∪f Y ; la fun
ión f es llamada �fun
ión de

adjun
ión�.

En términos intuitivos, se �identi�
a� 
ada a ∈ A 
on su imagen f(a). La 
onstru

ión

de 
onjuntos 
errados en X ∪f Y generalmente se basa en el siguiente resultado:

Teorema 3.19. [3, 6.2 pág. 128℄ Sean Q : X + Y → X ∪f Y la fun
ión 
o
iente y

C ⊂ X + Y un 
onjunto tal que C ∩X es 
errado en X. Enton
es Q(C) es 
errado en

X ∪f Y si y sólo si (C ∩ Y ) ∪ f(C ∩ A) es 
errado en Y .

Teorema 3.20. [3, 6.3 pág. 128℄ Sea Q : X+Y → X∪f Y la fun
ión 
o
iente. Enton
es

Y se en
aja 
omo 
onjunto 
errado en X ∪f Y y Q|Y es un en
aje.

Proposi
ión 3.21. Sea Q : X + Y → X ∪f Y la fun
ión 
o
iente, 
on X 
ompa
to y

Y un espa
io de Hausdor�. Si f es un en
aje de A en un 
onjunto 
errado f(A) de Y ,

enton
es X se en
aja 
omo un 
onjunto 
errado de X ∪f Y y Q|X es un en
aje.

Demostra
ión: La fun
ión Q|X es evidentemente 
ontinua e inye
tiva. Ahora bien, sea

C ⊂ X 
errado, enton
es (C ∩ Y ) ∪ f(C ∩A) = f(C ∩A) es 
errado en f(A), al ser este

último 
onjunto 
errado en Y se tiene que (C ∩ Y )∪ f(C ∩A) es 
errado en Y . Se sigue,

del Teorema 3.19 que Q(C) es 
errado en X ∪f Y y por tanto Q|X es un en
aje. �

También requeriremos de las siguientes propiedades a
er
a de poliedros:

Proposi
ión 3.22. Sean X = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn y Y = D1 ∪ D2 ∪ · · · ∪ Dn espa
ios

ajenos y f : X → Y un homeomor�smo tal que:

1) Para 
ada i, el espa
io Ci es una 
elda de dimensión �nita,

2) para 
ada par de índi
es i y j se tiene que Ci ∩ Cj es va
ía o bien es una unión de


aras (ver Nota 3.4),

3) para 
ada i, se tiene que f(Ci) = Di,
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4) supóngase que se ha sele

ionado por 
ada 
elda Ci una 
ara FCi (y, por tanto, por


ada 
elda Di se ha sele

ionado una 
ara FDi = f(FCi)).

Si g es la restri

ión de f a F(C1) ∪ · · · ∪ F(Cn), enton
es el espa
io X ∪g Y es una

unión �nita de 
eldas 
uyas interse

iones dos a dos es o bien va
ía o bien es una unión

de 
aras (Nota 3.4).

Demostra
ión: Sean X = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn y Y = D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ Dn las 
opias

homoeomorfas de X y Y 
ontenidas en X ∪f Y aseguradas por el Teorema 3.20 y la

Proposi
ión 3.21, donde Q(Ci) = Ci, Q(Di) = Di, Q(FCi) = FCi y Q(Di) = FDi.

Evidentemente para 
ualesquiera par de índi
es i y j el 
onjunto Ci ∩ Ci es va
ío o

bien es una unión de 
aras y lo mismo o
urre para los 
onjuntos Di ∩Dj . Ahora bien, si

x ∈ Ci∩Dj , ello quiere de
ir que existe a ∈ FCi tal que x = [a] = [f(a)] y f(a) ∈ Dj∩FDi

y, esto impli
a, que [f(a)] = x ∈ Dj ∩ FDi lo que muestra que Ci ∩Dj ⊂ Dj ∩ FDi. Por

otro lado, si x ∈ Dj ∩ FDi, enton
es x ∈ FDi. De donde, se dedu
e que, existe a ∈ FCi

tal que [a] = [f(a)] = x. Por tanto, x ∈ FCi, lo que muestra que x ∈ Ci∩Dj y, por tanto,

Ci ∩Dj = Dj ∩ FDi.

Por otro lado, tenemos que Dj ∩ FDi ⊂ Dj ∩Di = F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fm, donde 
ada Fi es

una 
ara en virtud de 2). Por lo tanto, Dj ∩FDi = Dj ∩ (Di∩FDi) = (Di∩Dj)∩FDi =

(F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fm) ∩ FDi que, en virtud de la Nota 3.1, esta última expresión es

una unión de 
aras y, por tanto, Dj ∩ FDi es unión de 
aras; es de
ir, Ci ∩ Dj es una

unión de 
aras. Por último, 
omo la fun
ión 
o
iente Q es supraye
tiva, tenemos que

Q(X + Y ) = Q(X) ∪Q(Y ) = X ∪Y = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn ∪D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dn. �

Por último, también requeriremos el siguiente lema que rela
iona al ar
o 
on la 
urva


errada simple.

Lema 3.23. Si O es un punto de S1
, enton
es existe una fun
ión 
ontinua g de [0, 1] a

S1
, tal que g(0) = g(1) = O y g|(0,1) es inye
tiva.

Demostra
ión: Si O = (
osρ,senρ) sea f : S1 → S1
la fun
ión que rota 
ada punto

de S1
un ángulo ρ. Sea, también, h : [0, 1] → S1

de�nida mediante h(x) = (
os2πx,sen

2πx). La biye

ión 
ontinua que estamos bus
ando es g = f ◦ h. �

3.3.1. Celdas notables en el hiperespa
io an
lado de una grá�
a

�nita

Ahora sí, tenemos lo ne
esario para probar que los hiperespa
ios an
lados de las grá�
as

�nitas son poliedros. Comenzaremos por 
onstruir las 
eldas mediante las 
uales estarán
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G

p

T

Figura 3.3:

de�nidos di
hos poliedros. Las 
eldas involu
radas estarán de�nidas de a
uerdo a la

ubi
a
ión del punto p que se es
oja en la grá�
a. Lo 
ual nos lleva a 
onsiderar varios


asos. Re
ordemos que un punto de rami�
a
ión también es 
onsiderado una subgrá�
a

de G, al no 
ontener 
urvas 
erradas simples, éste es, de he
ho, un árbol interno. El

primer 
aso que vamos a analizar es 
uando el punto {p} es un árbol interno, es de
ir, p

es un punto de rami�
a
ión.

Caso I El punto p es un punto de rami�
a
ión.

Sea Γ1 el 
onjunto de árboles internos T de G para los 
uales p ∈ T . Si p es el punto

de rami�
a
ión de la Figura 3.3, enton
es Γ1 
ontiene dos árboles internos, a saber; los

árboles T y {p}.

Por el Lema 3.5, para 
ada T ∈ Γ1, el 
onjunto M(T ) es una 
elda de dimensión �nita.

Más adelante, en la demostra
ión del Teorema 3.32 (Caso I), usaremos este he
ho para

probar que si p es un punto de rami�
a
ión, enton
es el hiperespa
io Cp(G) es la unión de

las 
eldas M(T ) tales que T ∈ Γ1, que, por el Lema 3.10, la interse

ión de 
ualesquiera

dos de ellas es una unión de 
aras.

Antes de analizar el siguiente 
aso, re
ordemos que un lazo de una grá�
a G es una arista

homeomorfa a una 
urva 
errada simple la 
ual 
ontiene un úni
o punto de rami�
a
ión

de G. El siguiente 
aso a 
onsiderar se al
anza 
uando p está en un lazo L de G distinto

del úni
o punto de rami�
a
ión. Di
ho 
aso será analizado a 
ontinua
ión.

Caso II El punto p está en un lazo L de G y op(G) = 2.

En este 
aso, si 0L es el punto de rami�
a
ión de L, sean L1 uno de los ar
os en L que

une 0L = 1L 
on p y L2 el otro de estos ar
os. Sea, también, Γ2 = {T ∈ AI(G)|0L ∈ T }.

En la Figura 3.4, la arista T es un elemento típi
o de Γ2.

Para 
ada T ∈ Γ2, sea D(1, T ) = T ∪(
⋃n

i=1 Ji)∪(
⋃m

j=1 Lj), la representa
ión 
ánoni
a de

D(1, T ), y supóngase, sin pérdida de generalidad que L = L1. Representemos 
on M1
p(T )

a la familia de todos los sub
ontinuos de la forma:
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p

T
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Figura 3.4:

G

L1

p

T

1L

L

a1 b1 a2 b2
L2

J2 c2

J1
c1

Figura 3.5:

(T ∪ L1) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, 1L]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

]).

Donde a1, b1 ∈ L2, ci ∈ Ji, aj, bj ∈ Lj . Si G, p y T son 
omo en la Figura 3.4, enton
es

la Figura 3.5 muestra un elemento típi
o de M1
p(T ).

Lema 3.24. Para 
ada T ∈ Γ2, la familia M1
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita.

Demostra
ión: Ello se debe a que la familia M1
p(T ) es homeomorfa a la 
elda M(T )

del Lema 3.5. En efe
to, para probarlo, sea GL1
= G/L1 el espa
io que se obtiene de G

al identi�
ar L1 
on el punto 0L. Enton
es GL1
es homeomorfo a G, 
omo mostramos a


ontinua
ión: Sea Q : G→ GL1
la fun
ión 
o
iente y f : G→ G de�nida 
omo sigue:

f(x) =



















x si x ∈ G− L;

0L si x ∈ L1;

g(x) si x ∈ L2.

Donde g : L2 → L es una fun
ión 
ontinua tal que g(p) = 0L = g(0L) y restringida a

L2 − {p, 0L} es inye
tiva (Lema 3.23). Por el Teorema 3.15, la fun
ión f es 
ontinua.

Ahora bien, nótese que f es 
onstante en las �bras de Q y que, re
ípro
amente, Q es
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G
p

T 0J
J

Figura 3.6:


onstante en las �bras de f , se sigue de [3, Teo 3.2, págs. 123 y 124℄ que las fun
iones

f ◦Q−1
y Q◦f−1

son 
ontinuas. Al ser éstas mutuamente inversas, se sigue que G y GL1

son homeomorfos.

Si T ∈ Γ2, enton
es Q(T ) es un árbol interno que 
ontiene a [0L]. Por la Proposi
ión 1.14,

la fun
ión Q̂ : C(G) → C(GL1
) de�nida mediante Q̂(A) = Q(A) es 
ontinua. Para 
ada

T ∈ Γ2, la fun
ión Q̂ es inye
tiva en el 
onjuntoM1
p(T ), lo que muestra que Q̂T = Q̂|M1

p(T )

es un homemor�smo entre M1
p(T ) y M(Q(T )). Al ser M(Q(T )) homeomorfo a M(T ), el

resultado se sigue. �

Similarmente para 
ada T ∈ Γ2, podemos de�nir M2
p(T ) 
omo la familia de todos los

sub
ontinuos de la forma:

(T ∪ L2) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, 1L])∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1j]). Con a1, b1 ∈ L1, 
on

lo que el siguiente lema es trivialmente 
ierto.

Lema 3.25. Para 
ada T ∈ Γ2, la familia M2
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita.

En la demostra
ión del Teorema 3.32 (Caso II) veremos que, en este 
aso, la unión de

las 
eldas M1
p(T ) junto 
on la unión de las 
eldas M2

p(T ) y Cp(L), ha
en de Cp(G) un

poliedro.

Caso III El punto p está en una arista terminal, J , homeomorfa a un ar
o.

Denotemos 
on 0J y 1J los extremos de J siendo 1J punto terminal de G y sea Γ3 el


onjunto de los árboles internos T de G tales que 0J ∈ T . Tenemos dos sub
asos:

Sub
aso III.a El punto p es terminal.

En la Figura 3.6 se ilustra este sub
aso. Dado T ∈ Γ3, si T ∪ (
⋃n

i=1 Ji) ∪ (
⋃m

j=1 Lj) es

la representa
ión 
anóni
a de D(1, T ), sin pérdida de generalidad, supondremos siempre

que J1 = J .

Para 
ada T ∈ Γ3, defínase M3
p(T ) 
omo la familia de todos los sub
ontinuos de G

que tienen la forma (T ∪ J) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])). Donde ci ∈ Ji, aj ,

bj ∈ Lj .

La Figura 3.7 muestra un elemento típi
o de M3
p(T ), suponiendo que T ∈ Γ3 es 
omo en

la Figura 3.6. Considera
iones similares al Caso II muestran que para 
ada T ∈ Γ3, la
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G
p

T 0J
J

J2
c2

c3 J3

c4
J4

Figura 3.7:

familia M3
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita 
on lo que se tiene el siguiente lema.

Lema 3.26. Para 
ada T ∈ Γ3, la familia M3
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita.

Sub
aso III.b El Punto p está en el interior de J .

La Figura 3.8 ilustra este sub
aso. En este sub
aso, para 
ada T ∈ Γ3, se denotará 
on

N3
p(T ) a la familia de todos los sub
ontinuos de G que tienen la forma T ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci])∪

(

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])).

G

p
T 0J

J

Figura 3.8:

Donde ci ∈ Ji, para i ∈ {2, . . . n}, y aj , bj ∈ Lj para j ∈ {1, . . . ,m} y c1 ∈ [p, 1J ]. Un

elemento de N3
p(T ) se ilustra en la Figura 3.9. De nuevo, un análisis similar al Caso II

muestra que N3
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita, para 
ada T ∈ Γ3, y, por tanto, se

tiene el siguiente lema:
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G

p
T 0J

J c1

J2
c2

c3 J3

c4
J4

Figura 3.9:

Lema 3.27. Si T ∈ Γ3, enton
es N3
p(T ) es una 
elda de dimensión �nita.

En en la demostra
ión del Teorema 3.32 (Caso III) veremos que en 
ualquiera de estos

sub
asos, las 
eldas 
onsideradas, junto 
on Cp(J) dan la estru
tura de poliedro a Cp(G).

Caso IV El punto p está en el interior de una arista J de G que no es una arista

terminal.

La Figura 3.10 muestra un ejemplo de este 
aso. Comen
emos 
onsiderando el 
onjunto

Γ4, 
uyos elementos son todos los árboles internos de G para los 
uales p ∈ T . En la

Figura 3.10 la arista J es un elemento de Γ4. Para 
ada T ∈ Γ4, 
onsideremos la 
elda

M(T ) (Lema 3.5), evidentemente 
ada una de estas 
eldas está 
ontenida en Cp(G), 
on

lo que el siguiente lema es trivialmente 
ierto.

G

p
J

u v

Figura 3.10:

Lema 3.28. Si G es una grá�
a �nita y T ∈ Γ4, enton
es la 
elda M(T ) es un subespa
io

de Cp(G).

Para 
ontinuar, sean u y v los extremos de J , denotemos 
on L1 el subar
o de J que

tiene a u y p 
omo extremos y 
on L2 el subar
o de J de extremos p y v (ver Figura
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G

p
J

u v

L1 L2

Figura 3.11:

3.11). Sean G/L1 y G/L2 los espa
ios 
o
iente que se obtienen de G al identi�
ar los

ar
os L1 y L2 en un sólo punto, respe
tivamente.

Lema 3.29. Los hiperespa
ios C(G), C(G/L1) y C(G/L2) son homeomorfos.

Demostra
ión: Al igual que en el Lema 3.24, tenemos que si Q : G → G/L1 es la

fun
ión 
o
iente y f : L2 → J es un homeomor�smo tal que f(p) = u y f(v) = v.

Enton
es de�niendo h0 : G→ G mediante:

h0(x) =



















u, si x ∈ L1;

f(x), si x ∈ L2;

x, si x ∈ G− J.

Se tiene por [3, Teo. 3.2 (1) págs. 123 y 124℄ que las fun
iones h0 ◦Q−1
y Q ◦ h−1

0 son


ontinuas, al ser éstas mutuamente inversas, se tiene que G y G/L1 son grá�
as homeo-

morfas. Por la Proposi
ión 1.14, tenemos que ψ1 = ̂h0 ◦Q−1
es un homeomor�smo entre

C(G/L1) y C(G).

Si ahora 
onsideramos el espa
io G/L2 que se obtiene de G al identi�
ar L2 a un sólo

punto, sean R : G → G/L2 la fun
ión 
o
iente y g : L1 → J un homeomor�smo tal que

g(p) = v y g(u) = u, enton
es de�niendo h1 : G→ G mediante:

h1(x) =



















v si x ∈ L2;

g(x) si x ∈ L1;

x si x ∈ G− J ;

enton
es, nuevamente por [3, Teo 3.2 (1) págs. 123 y 124℄, se tiene que las fun
iones

h1 ◦ R−1
y R ◦ h−1

1 son 
ontinuas. Al ser éstas mutuamente inversas, se tiene que G y

G/L2 son homeomorfos. Por la Proposi
ión 1.14, ψ2 = ̂h1 ◦R−1
es un homeomor�smo

entre C(G/L2) y C(G). �
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G

p

H

u v

L1 L2

Figura 3.12:

Nótese que aunque la fun
ión indu
ida Q̂ : C(G) → C(G/L1) no es un homeomor�smo, se

tiene que si T es un árbol interno de G y T∪(
n
⋃

i=1

Ji) ∪ (
m
⋃

j=1

Lj) es la respe
tiva representa-


ión 
ánoni
a de D(1, T ), enton
es Q̂(T ) es un árbol interno de G/L1 homeomorfo a T y

Q̂(T )∪ (

n
⋃

i=1

Q̂(Ji)) ∪ (

m
⋃

j=1

Q̂(Lj)) es la respe
tiva representa
ión 
ánoni
a de D(1, Q̂(T )),

la 
ual es homeomorfa a D(1, T ) y, re
ípro
amente, si S es un árbol interno de G/L1 y

S∪(

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

m
⋃

j=1

Lj) es la respe
tiva representa
ión 
ánoni
a de D(1, S), enton
es existe

un árbol interno T de G, homeomorfo a S, tal que Q̂(T ) = S y Q̂(D(1, T )) = D(1, S) 
on

Q̂(D(1, T )) y D(1, S) homeomorfos. Una situa
ión similar o
urre 
on la fun
ión indu
ida

R̂.

Ahora 
onsideremos Γ5 el 
onjunto de todos aquellos árboles internos T para los 
uales

p ∈ D(1, T )− (T ∪
n
⋃

i=1

Ji), donde T ∪ (

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

m
⋃

j=1

Lj) es la representa
ión 
ánoni
a de

D(1, T ) y que, sin pérdida de generalidad, supondremos siempre que p ∈ L1, en la Figura

3.12, la arista H es un elemento típi
o de Γ5.

Sea H ∈ Γ5 y denotemos 
on K1
p(H) al subespa
io de Cp(G) 
uyos elementos son todos

los sub
ontinuos de G 
on la forma:

(H ∪ L1) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, v]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])).

Donde, a1, b1 ∈ L2, para j ∈ {2, . . . ,m} se tiene que aj , bj ∈ Lj y para i ∈ {1, . . . n}, se

tiene que ci ∈ Ji. En la Figura 3.13 se muestra un elemento de K1
p(H), donde H ∈ Γ5 es


omo en la Figura 3.12.
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G

p

Ha2

b2

u v
b1

L1
a1

c1

c2
L2

J1

J2

Figura 3.13:

Similarmente, dado H ∈ Γ5 denotemos 
on K2
p(H) al subespa
io de Cp(G) que 
onsiste

de todos los sub
ontinuos de la forma:

G

p

Ha2

b2

u v

b1 L2
a1

c1

c2
L2

J1

J2

Figura 3.14:

(H ∪ L2) ∪ ([u, a1] ∪ [b1, p]) ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

])).

En la Figura 3.14 se muestra un elemento de K2
p(H), donde H ∈ Γ5 es 
omo en la Figura

3.12.

Lema 3.30. Por 
ada árbol interno H ∈ Γ5, los subespa
ios K1
p(H) y K2

p(H) de Cp(G)

son 
eldas de dimensión �nita.

Demostra
ión: Para 
ada H ∈ Γ5, si Q̂ y R̂ son las fun
iones indu
idas de Q y

R en la demostra
ión del Lema 3.29, enton
es las fun
iones σH : K1
p(H) → M(Q̂(H))
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y ρH : K2
p(H) → M(R̂(H)) de�nidas mediante σH(A) = Q̂(A) y ρH(A) = R̂(A) son

homeomor�smos. �

Para seguir 
onstruyendo las 
eldas que darán a Cp(G) estru
tura de poliedro, denotemos


on Γ6 al 
onjunto de árboles internos M de G para los 
uales, si M ∪ (

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

m
⋃

j=1

Lj)

es la representa
ión 
ánoni
a de D(1,M), enton
es, para algún índi
e i (que nosotros

siempre supóndremos sin pérdida de generalidad que i = 1), se tiene que J1 = J y si 0j1

es el úni
o punto en la interse

ión de M y J1, enton
es 0J1
= u. En la Figura 3.10 el

árbol interno {u} 
onstituye un elemento de Γ6.

Dado M ∈ Γ6, denotemos 
on Mp(M) a la familia de todos los sub
ontinuos de Cp(G)


uyos elementos son todos los sub
ontinuos de la forma:

(M ∪ L1 ∪ [p, c1]) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]).

Donde c1 ∈ L2, para i ∈ {2, . . . , n} ci ∈ Ji y para j ∈ {1, . . . ,m} aj , bj ∈ Lj. En la Figura

3.15 se muestra un elemento típi
o de Mp(M) suponiendo que M es el árbol interno {u}

en la Figura 3.10.

G

p

a1

b1

u v

L1
c1

L1

c2 J2

Figura 3.15:

De�namos, ahora Γ7 
omo el 
onjunto de todos aquellos árboles internos N de G tales

que, si N ∪ (

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

m
⋃

j=1

Lj) es la representa
ión 
ánoni
a de D(1, N), enton
es, para

algún índi
e i (que sin pérdida de generalidad, aquí se supondrá siempre que i = 1), se

tiene que J = J1 y si 0J1
es el úni
o punto de N ∩ J1, enton
es 0J1

= v. En la Figura

3.10 el árbol interno {v} es un elemento de Γ7.

Dado N ∈ Γ7, denotemos 
on Np(N) al subespa
io de Cp(G) 
uyos elementos son todos

los sub
ontinuos de la forma:

(M ∪ L2 ∪ [p, c1]) ∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci])∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]).
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Donde c1 ∈ L1, para i ∈ {2, . . . , n}, ci ∈ Ji y para j ∈ {1, . . . ,m}, aj , bj ∈ Lj . En la

Figura 3.16 se muestra un elemento de Np(N) bajo el supuesto de que N es el árbol

interno {v} en la Figura 3.10.

G

p

u v

L1
c1

c2J2

c3

J3

c4 J4

Figura 3.16:

Lema 3.31. Para 
ada M ∈ Γ6 el espa
io Mp(M) es una 
elda de dimensión �nita.

También, para 
ada N ∈ Γ7, el espa
io Np(N) es una 
elda de dimensión �nita.

Demostra
ión: Para 
ada M ∈ Γ6, la fun
ión βM : Mp(M) → M(Q̂(M)) de�nida

mediante βM (A) = Q̂(A), donde Q̂ es la fun
ión indu
ida de el Lema 3.29 es un ho-

meomor�smo. Siendo M(Q̂(M)) una 
elda de dimensión �nita (Lema 3.5), así también

Mp(M) es una 
elda de dimensión �nita.

De igual forma, la fun
ión λN : Np(N) → M(R̂(N)) de�nida mediante λN (A) = R̂(A),

donde R̂ es 
omo en el Lema 3.29 es un homeomor�smo. �

Como hemos venido di
iendo, en este último 
aso, en el Teorema 3.32 veremos que las fa-

milias de 
eldas {M(T )}T∈Γ4
, {K1

p(H)}H∈Γ5
, {K2

p(H)}H∈Γ5
, {Mp(M)}M∈Γ6

, {Np(N)}N∈Γ7

y Cp(J) dan estru
tura de poliedro al hiperespa
io Cp(G).

3.3.2. Las grá�
as �nitas son 
ontinuos Cpp

En esta se

ión, probaremos que las grá�
as �nitas son 
ontinuos Cpp. En el siguiente

teorema suponemos que G no es una ar
o ni una 
urva 
errada simple.

Teorema 3.32. Las grá�
as �nitas son 
ontinuos Cpp.

Demostra
ión: SeanG una grá�
a �nita y p ∈ G. Se tienen los 
uatro 
asos de la Se

ión

3.3.1, en 
ada uno de ellos los 
onjuntos Γ1 Γ2, Γ3 Γ4,Γ5,Γ6,Γ7, serán los 
orrespondientes


onjuntos de árboles internos de G.
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Caso I El punto p es un punto de rami�
a
ión de G.

En efe
to, dado A ∈ Cp(G), ordenemos el 
onjunto C = {T ∈ Γ1 : T ⊆ A} mediante

la in
lusión. Dado que C es �nito, admite elemento maximal. Si T0 es un árbol ma-

ximal de este orden, enton
es A ∈ M(T0), lo que muestra que Cp(G) ⊆
⋃

T∈Γ1

M(T ).

La otra 
onten
ión es obvia. Por el Lema 3.10, si T y S ∈ Γ1, se tiene que las


eldas M(T ) y M(S) se interse
tan en algunas de sus 
aras (Ver la Nota 3.4 y la

De�ni
ión 3.2) y, por tanto, en este 
aso Cp(G) es un poliedro.

Caso II El punto p está en un lazo L de G y op(G) = 2.

Para 
ada T ∈ Γ2, sea Q̂T el homeomor�smo entre M1
p(T ) y M(Q(T )), des
rito en

la demostra
ión del Lema 3.24. Si S y T ∈ Γ2, enton
es Q̂T = Q̂S en todo punto de

M1
p(T )∩M1

p(S). Por el Teorema 3.15, existe una fun
ión 
ontinua Q̂0 que extiende

a 
ada Q̂T . Al ser 
ada una de éstas un homeomor�smo, se sigue, de la Proposi
ión

3.16, que Q̂0 es un homeomor�smo entre

⋃

T∈Γ2

M1
p(T ) y

⋃

T∈Γ2

M(Q(T )). Similarmen-

te, tenemos que

⋃

T∈Γ2

M2
p(T ) es homeomorfo a

⋃

T∈Γ2

M(Q(T )). Ahora bien, para 
ada

T ∈ Γ2, sea CT = {A ∈ M(Q(T )) : Q(L) ⊆ A}. Es de
ir, CT es la 
ara de M(Q(T ))

que se obtiene al ha
er b1 = p.

Sean

⋃

T∈Γ2

XT y

⋃

T∈Γ2

YT 
opias ajenas de

⋃

T∈Γ2

M(Q(T )) y sean también las fun-


iones fX :
⋃

T∈Γ2

XT →
⋃

T∈Γ2

M(Q(T )) y fY :
⋃

T∈Γ2

M(Q(T )) →
⋃

T∈Γ2

YT homeomor-

�smos tales que para 
ada T ∈ Γ2, CXT = f−1
X (CT ) y CYT = fY (CT ) son las 
aras

de las 
eldas XT y YT homeomorfas a la 
ara CT de M(Q(T )).

Si f es la restri

ión de fY ◦ fX a

⋃

CXT , se sigue de la Proposi
ión 3.22, que

⋃

T∈Γ2

XT ∪f

⋃

T∈Γ2

YT es una unión �nita de 
eldas 
uyas interse

iones dos a dos es

o bien va
ía o bien es una unión de 
aras.

Ahora, la fun
ión R : (
⋃

M1
p(T )) ∪ (

⋃

M2
p(T )) → (

⋃

XT ) ∪f (
⋃

YT ) de�nida me-

diante:

R(x) =







f−1
X (Q(x)), si x ∈

⋃

M1
p(T );

fY (Q(x)), si x ∈
⋃

M2
p(T );

es un homeomor�smo. Por la Proposi
ión 3.22, el espa
io (
⋃

M1
p(T ))∪ (

⋃

M2
p(T ))

es una unión �nita de 
eldas 
uyas interse

iones dos a dos es va
ía o bien es una

unión de 
aras.

Por último, obsérvese lo siguiente: para 
ada árbol interno T ∈ Γ2, distinto de {0L},

se tiene que Cp(L)∩M1
p(T ) = ∅ y Cp(L)∩M2

p(T ) = ∅. Si D = Cp(L)− (M1
p({0L})∪

M2
p({0L})), enton
es M1

p({0L}) y M2
p({0L}) y D, son 
omo las 2−
eldas D1, D2

y D3 del Ejemplo 1.6. Así, nuevamente, el espa
io (
⋃

M1
p(T )) ∪ (

⋃

M2
p(T )) ∪D es

una unión �nita de 
eldas 
uyas interse

iones dos a dos, es bien va
ía o bien una
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unión �nita de 
aras, al 
oin
idir esta unión 
on el 
ontinuo Cp(G), se tiene que

Cp(G) es un poliedro.

Caso III El punto p está en una arista terminal J de G.

Tenemos dos sub
asos, el primero se al
anza 
uando p es el extremo de J , que

es punto terminal de G. Un análisis similar al 
aso anterior muestra que la unión

de las 
eldas {M3
p(T )}T∈Γ3

, junto 
on el hiperespa
io Cp(J), ha
en de Cp(G) un

poliedro.

El otro sub
aso se al
anza 
uando p está en el interior de la arista J . Aquí, de

nuevo, no es difí
il darse 
uenta que la unión de las 
eldas {N3
p(T )}T∈Γ3

y Cp(J)

ha
en de Cp(G) un poliedro.

Caso IV El punto p está en el interior de una arista interna J de G

En este 
aso tenemos que:

Cp(G) = Cp(J) ∪ (
⋃

T∈Γ4

M(T )) ∪ (
⋃

H∈Γ5

K1
p(H)) ∪ (

⋃

H∈Γ5

K2
p(H)) ∪ (

⋃

M∈Γ6

Mp(M)) ∪

(
⋃

N∈Γ7

Np(N)).

En lo su
esivo, veremos que la interse

ión de 
ualesquiera dos de las 
eldas invo-

lu
radas en estas uniones es va
ía o bien una unión de 
aras (ver Nota 3.4).

Paso 1

Para T y S ∈ Γ4, se sigue, inmediatamente del Lema 3.10, que las 
eldasM(T )

y M(S) de interse
tarse, di
ha interse

ión es una unión de 
aras.

Paso 2

Ahora tomemos H y K ∈ Γ5 y veamos que la interse

ión K1
p(H)∩K2

p(K), de

no ser va
ía, es una unión de 
aras.

Re
ordemos que las 
aras de una 
elda [0, 1]n, son aquellos sub
onjuntos que se

obtienen restringiendo algunas de sus 
oordenadas de manera que sólo puedan

tomar los valores 0 o 1 y el resto de las 
oordenadas queda libre de tomar


ualquier valor 
omprendido entre 0 y 1.

Lo que queremos demostrar es que K1
p(H) ∩ K2

p(K) es una unión de este tipo

de 
aras, tanto de la 
elda K1
p(H) 
omo de la 
elda K2

p(K). Demostraremos

este he
ho para K1
p(H), siendo la demostra
ión para K2

p(K) prá
ti
amente la

misma.

Sea D(1, H) = H ∪ (

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

n
⋃

j=1

Lj). (Re
ordemos que estamos suponiendo

que L1 = J). Así, los elementos de K1
p(H) son sub
ontinuos 
on la forma:
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(H ∪ L1) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, v]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])).

De a
uerdo 
on esto, las 
aras de K1
p(H) se 
onsiguen 
uando �jamos ci = 0Ji

o ci = 1Ji
para algunos índi
es i ∈ {1, . . . , n} y 
uando �jamos a1 = p, b1 = v

o bien a1 = b1 o bien, 
uando �jamos aj = 0Lj
, bj = 1Lj

, o aj = bj para

algunos índi
es j ∈ {2, . . . ,m}.

Dado que K1
p(H) ∩ K2

p(K) es no va
ío, podemos �jar un elemento X en di
ha

interse

ión. Dado que X es un elemento de K2
p(K), por defni
ión, tenemos

que L2 ⊂ X . Con lo que X al ser pensado 
omo elemento de K1
p(H), éste

se en
uentra en la 
ara de K1
p(H) que se obtiene al ha
er a1 = b1. Por otro

lado, K ⊂ x ⊂ H ∪ (

n
⋃

i=1

Ji) ∪ (

m
⋃

j=1

Lj). De manera que, el árbol interno K está

formado por algunas de las aristas de H , algunas de las aristas Ji y algunas

de las aristas Lj , 
on j 6= 1. Para ver en 
uáles valores se �jan, analizaremos


ada una de las aristas Ji y Lj .

Dada una arista Ji hay distintos 
asos a 
onsiderar:

Caso 1 Ji ⊂ K.

En este 
aso, 
ualquier elemento Y ∈ K1
p(H) ∩ K2

p(K), va a ser tal que

Ji ⊂ K ⊂ Y . De manera que, al representar a Y 
omo elemento de K1
p(H),

se debe �jar ci = 1Ji
.

Caso 2 Ji * K, 0Ji
1Lj

∈ K.

Dado que K está formado por aristas, pues es una subgrá�
a de G, en

este 
aso, la interse

ión de K 
on Ji es, pre
isamente, los vérti
es 0Ji
y

1Ji
. En este 
aso, ci puede tomar todos los valores desde 0Ji

hasta 1Ji
.

Caso 3 Ji * K, 0Ji
∈ K, 1Ji

/∈ K.

En este 
aso, el �
re
imientoÂ�Â� que se les da a los elementos de K1
p(H)

es el mismo que se les da a los elementos de K2
p(K), a través de la arista

Ji. De manera que, en este 
aso, ci toma todos los valores en la arista Ji.

Caso 4 Ji * K, 1Ji
∈ K y 0Ji

/∈ K.

En este 
aso no puede o
urrir que ci esté en Ji − {0Ji
, 1Ji

}, pues no

habría manera de que el elemento 
orrespondiente pertenez
a a K2
p(K).

Por tanto, en este 
aso ci = 0Ji
o bien ci = 1Ji

.

Caso 5 Ji * K, 0Ji
, 1Ji

/∈ K.

En este 
aso ningún punto de Ji − {0Ji
, 1Ji

} pertene
e a D(1, K) y, por

tanto, tampo
o pertene
e a ningún elemento de K2
p(K). Por tanto, ci =

0Ji
.

Hemos 
on
luido los posibles 
asos para Ji. Ahora veamos qué o
urre 
on Lj,
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donde j ∈ {2, . . . ,m}.

Caso 6. Lj ⊂ K.

En este 
aso, 
ualquier elemento Y ∈ K1
p(H) ∩ K2

p(K) será tal que Lj ⊂

K ⊂ Y . De modo que, al representarlo 
omo elemento de K1
p(H), se tiene

que aj = bj .

Caso 7. Lj * K, 0Lj
y 1Lj

∈ K.

En este 
aso, tanto los elementos de K1
p(H) 
omo los de K2

p(K) pueden 
re-


er ha
iendo que una de sus 
oordenadas tome valores desde los extremos

de Lj, así que, aj y bj pueden tomar todos los valores en Lj.

Caso 8. Lj * K, 0Lj
∈ K, 1Lj

/∈ K.

En este 
aso, ningún elemento de K2
p(K) puede 
re
er a trave'z de tomar

valores en la 
ooredenada 
orrespondiente a la arista Lj, desde el extremo

1Lj
, por lo que se debe poner la restri

ión bj = 1Lj

.

Caso 9. Lj * K, 0Lj
/∈ K y 1Lj

∈ K.

En este 
aso, ningún elemento de K2
p(K) puede 
re
er ha
iendo que la


oordenada 
orrespondiente a la arista Lj tome valores desde el vérti
e

0Lj
por lo que se debe poner la restri

ión aj = 0Lj

.

Caso 10. Lj * K, 0Lj
y1Lj

/∈ K.

En este 
aso, ningún elemento de Lj − {0Lj
, 1Lj

} pertene
e a D(1, K)

y por tanto a ningún elemento de K2
p(K). De manera que en este 
aso

debemos tener que aj = 0Lj
y bj = 1Lj

.

Paso 3

Ahora veremos que para H y K ∈ Γ5, si las 
eldas K
1
p(H) y K1

p(K) se inter-

se
tan, enton
es la interse

ión es una unión de 
aras.

En efe
to, los homeomor�smos σH : K1
p(H) → M(Q̂(H)) y σK : K1

p(K) →

M(Q̂(K)) de la demostra
ión del Lema 3.30, satisfa
en las hipótesis del Teo-

rema 3.15. Este teorema garantiza la existen
ia de una úni
a fun
ión 
ontinua

σ : K1
p(H) ∪ K1

p(K) → M(Q̂(H)) ∪M(Q̂(K)) que extiende tanto a σH 
omo a

σK .

Por otro lado, la fun
ión σ y el 
onjunto {M(Q̂H),M(Q̂(K))} satisfa
en las

hipótesis de la Proposi
ión 3.16. Según esta proposi
ión, la fun
ión σ es un

homeomor�smo. Al ser M(Q̂(H)) y M(Q̂(K)) un par de las 
eldas, que dan

a C(Q̂(G)) estru
tura de poliedro, tenemos que éstas, se interse
tan en una

unión de sus 
aras. Por tanto, las 
eldas K1
p(H) y K1

p(K) se interse
tan en una

unión de sus 
aras.
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Paso 4

De manera similar, 
on los homeomor�smos ρH : K2
p(H) → M(R̂(H)) y

ρK : K2
p(K) → M(R̂(K)) del Teorema 3.30, se obtiene un homeomor�smo β

entre K2
p(H)∪K2

p(K) y M(R̂(H))∪M(R̂(K)). Con lo que, para H y K ∈ Γ5,

si la interse

ión de las 
eldas K2
p(H) y K2

p(K) no es va
ía, enton
es es una

unión de 
aras.

Paso 5

Ahora veamos que, para T ∈ Γ4 y H ∈ Γ5, las 
eldas M(T ) y K1
p(H) se inter-

se
tan en una unión de sus 
aras o bien, no se interse
tan.

Sean Id : M(T ) → M(T ) la fun
ión identidad y σH : K1
p(H) → M(Q̂(H)) la

fun
ión del Lema 3.30. Sea, también, A ∈ M(T ) ∩ K1
p(H). Re
ordemos que

Γ4 es el 
onjunto de aquellos árboles internos de G que 
ontienen a p. Según

esto, se tiene que A 
ontiene a la arista J (re
uérdese que J es la arista que


ontiene a p en su interior), debido a esto, al representar a A 
omo elemento

de K1
p(H) debemos poner a1 = b1. De modo que:

σH(A) = Q̂(A) = Q̂((H ∪ L1 ∪ [p, a1] ∪ [b1, v]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
,aj ] ∪

[bj, 1Lj
]))) = Q̂(H) ∪ Q̂(L2) ∪ Q̂((

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]))).

De manera que:

ψ1 ◦ σH(A) = H ∪ f(L1) ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj, 1Lj

]) = H ∪f(L2)

∪(
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]) = H ∪ J ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪(

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ]

∪[bj , 1Lj
]) = A. Donde ψ1 es la fun
ión en la demostra
ión del Lema 3.29. Así,

las fun
iones Id y ψ1 ◦ σH satisfa
en las 
ondi
iones del Teorema 3.15. Por lo

que, existe una úni
a fun
ión 
ontinua α : M(T )∪K1
p(H) → M(T )∪M(H) que

extiende a Id y a ψ1 ◦σH . Por la Proposi
ión 3.16, α es un homeomorfsmo. Al

ser M(T ) ∪M(H) una unión de 
eldas de dimensión �nita 
uya interse

ión

es ajena o bien una unión de 
aras (Lema 3.10). Así, también, M(T )∪K1
p(H)

es una unión de 
eldas de dimensión �nita 
uya interse

ión es ajena o bien

una unión de 
aras.

Paso 6

De manera similar, un homeomor�smo α′ : M(T ) ∪ K2
p(H) → M(T ) ∪M(H)

se obtiene al 
onsiderar las fun
iones Id : M(T ) → M(T ) y ψ2 ◦ ρH , donde ψ2

es 
omo en la demostra
ión del Lema 3.29 y ρH es 
omo en la demostra
ión

del Lema 3.30. Con lo que si las 
eldas M(T ) y K2
p(H) se interse
tan, enton
es
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di
ha interse

ión es una unión de 
aras.
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Paso 7

Ahora veamos que dos 
eldas del tipo Mp(M) se interse
tan en una unión

de 
aras, o bien no se interse
tan. Sean M1,M2 ∈ Γ6. Las fun
iones βM1
y

βM2
, en la demostra
ión de el Lema 3.31 satisfa
en las hipótesis del Teorema

3.15, 
on lo que se garantiza la existen
ia de una úni
a fun
ión 
ontinua β :

Mp(M1) ∪Mp(M2) → M(Q̂(M1)) ∪M(Q̂(M2)) que extiende a βM1
y a βM2

.

Por la Proposi
ión 3.16, la fun
ión β es un homeomor�smo. De lo anterior, se

dedu
e que las 
eldas Mp(M1) y Mp(M2) se interse
tan entre sí en la misma

forma en que lo ha
en las 
eldas M(Q̂(M1)) y M(Q̂(M1)), ha
iéndolo éstas

en una unión de sus 
aras, o bien no interse
tandose. Así, también, las 
eldas

Mp(M1) y Mp(M2) se interse
tan en una unión de sus 
aras o bien no se

interse
tan.

Paso 8

De manera similar, al 
onsiderar dos árboles N1, N2 ∈ Γ7 un homeomor�smo

λ : Np(N1) ∪Np(N2) → M(R̂(N1)) ∪M(R̂(N2)) se obtiene al 
onsiderar los

homeomor�smos λN1
y λN2

, de la demostra
ión de el Lema 3.31. De manera

que al igual que en el Paso 7, si las 
eldas Np(N1) y Np(N2) se interse
tan,

enton
es lo ha
en en una unión de sus 
aras.

Paso 9

Ahora, veamos que una 
elda de la forma Mp(M) y una de la forma Np(N)

se interse
tan en una unión de sus 
aras o no se interse
tan.

Considérese los homeomor�smos ψ1 ◦ βM : Mp(M) → M(M) y ψ2 ◦ λN :

Np(N) → M(N), donde las fun
iones ψ1 y ψ2 son 
omo en la demostra
ión del

Lema 3.29, mientras que las fun
iones βM y λN son 
omo en la demostra
ión

del Lema 3.31. Dado A ∈ Mp(M) ∩Np(N), si A es pensado 
omo elemento

de Mp(M), enton
es debemos poner c1 = v. Así:

A = (M ∪L1 ∪ [p, v]) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]) = (M ∪ L1 ∪

L2) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]).

Por tanto, se tiene que:

ψ1◦βM (A) = ψ1◦βM ((M∪L1∪L2)∪(
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci])∪(

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj]∪[bj , 1Lj

])) =

h0(M) ∪ h0(L1) ∪ h0(L2) ∪ h0(
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) = M ∪

f(L2) ∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj, 1Lj

])) = M ∪ J ∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪

(
m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) = A.
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De igual forma se muestra que ψ2 ◦ λN (A) = A, 
on lo que, por el Teorema

3.15 y la Proposi
ión 3.16, Mp(M)∪Np(N) es homeomorfo a M(M)∪N(N).

De manera que, si las 
eldas M(M) y M(N) se interse
tan, enton
es di
ha

interse

ión es una unión de 
aras, por tanto, así, también, la interse

ión de

las 
eldas Mp(M) y Np(N) es una unión de 
aras.

Paso 10

Ahora veamos que, para T ∈ Γ4 y H ∈ Γ6, si las 
eldas M(T ) y Mp(M) se

interse
tan, enton
es di
ha interse

ión es una unión de 
aras.

Veamos que los homeomor�smos Id : M(T ) → M(T ) y ψ1 ◦ βM : Mp(M) →

M(M) satisfa
en las hipótesis de el Teorema 3.15. Según este teorema, tene-

mos que veri�
ar que Id(A) = ψ1 ◦ βM (A) para 
ada A ∈ Mp(M) ∩M(T ).

Sea pues A un elemento de di
ha interse

ión. Dado que T es un árbol interno

de G que 
ontiene a p, debe o
urrir que la arista J que 
ontiene a p en su

interior es un sub
onjunto de T . Así, J ⊂ A, por lo tanto, al pensar a A 
omo

elemento de Mp(M), debemos poner c1 = v. Así:

A = (M ∪ L1 ∪ [p, c1]) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

])) = (M∪L1∪[p,

v]) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) = (M ∪L1 ∪ L2) ∪(
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci])∪

(

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

])) = (M ∪ J) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci])∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])).

Por tanto:

ψ1◦βM (A) = h0(x) = h0((M ∪ L1 ∪ L2) ∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj] ∪[bj , 1Lj

])) = h0(M) ∪ h0(L1) ∪ h0(L2) ∪ h0((
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ]∪ [bj , 1Lj

])) =

M ∪ f(L2) ∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

]) =M ∪ J∪ (
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪

(
m
⋃

j=1

([0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

]) = A.

Como evidentemente Id(A) = A, se tiene que los homeomor�smos Id y ψ1◦ρM

satisfa
en las hipótesis de el Teorema 3.15. Por tanto, existe una úni
a fun-


ión 
ontinua χ : M(T ) ∪Mp(M) → M(T ) ∪M(M) que extiende tanto a Id


omo a ψ1 ◦ βM . Por otro lado, la fun
ión χ y los 
onjuntos {M(T ),Mp(M)}

satisfa
en las hipótesis de la Proposi
ión 3.16, M(T )∪Mp(M) es homeomorfo

a M(T ) ∪M(M). Al interse
tarse las 
eldas M(T ) y M(M) en una unión de


aras, se tiene que M(T ) y Mp(M) se interse
tan en una unión de 
aras.

Paso 11

Si N ∈ Γ7, de manera similar se muestra que las 
eldas M(T ) y Np(N) se
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interse
tan en una unión de 
aras si en el análisis anterior usamos las fun
iones

Id : M(T ) → M(T ) y ψ2◦λN : Np(N) → M(N). Donde la fun
ión ψ2 es 
omo

en la demostra
ión del Lema 3.29, mientras que la fun
ión λN es 
omo en la

demostra
ión del Lema 3.31

Paso 12

Ahora veamos que, para H ∈ Γ5 y M ∈ Γ6, si las 
eldas K
1
p(H) y Mp(M) se

interse
tan, enton
es se interse
tan en una unión de sus 
aras. En efe
to, sean

los homeomor�smos ψ1 ◦σH : K1
p(H) → M(H) y ψ1 ◦βM : Mp(M) → M(M),

(donde la fun
ión ψ1 es 
omo en la demostra
ión del Lema 3.29, mientras que

las fun
iones σH y βM son 
omo en las demostra
iones de los Lemas 3.30 y

3.31 respe
tivamente). Veremos que estos homeomor�smos satisfa
en las hi-

pótesis del Teorema 3.15, 
on lo que se garantizará la existen
ia de una úni
a

fun
ión 
ontinua φ : K1
p(H) ∪Mp(M) → M(H) ∪M(M) que extiende tanto

a ψ1 ◦ σH 
omo a ψ1 ◦ βM . Después, por 
omo están de�nidas las fun
iones

ψ1 ◦ σH y ψ1 ◦ βM , se tendrá que la fun
ión φ y el 
onjunto {M(H),M(M)}

satisfa
en las hipótesis de la Proposi
ión 3.16 y, así, tendremos que φ es un

homeomor�smo. Teniendo esto, podremos de
ir que K1
p(H) ∩ Mp(M) es ho-

meomorfo al 
onjunto M(H)∩M(M). Siendo éste último una unión de 
aras,

así será el 
onjunto K1
p(H) ∩Mp(M).

Según el Teorema 3.15, debemos veri�
ar que ψ1 ◦ σH(A) = ψ1 ◦ βM (A) para


ada A ∈ K1
p(H) ∩Mp(M).

Ahora bien, di
ho punto A, por un lado, debería tener la forma: (H∪L1)∪([p, a1]

∪[b1, v]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj, 1Lj

])) si es pensado 
omo un ele-

mento de K1
p(H) y, por otro lado, 
omo un elemento de Mp(M), A debería

tener la forma: (M ∪ L1 ∪ [p, c′1]) ∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j , 1

′
Lj
]).

Nótese que sólo hay dos 
asos en los que A puede tener ambas formas:

Caso I: a1 = b1.

En este 
aso, se tiene que:

A = (H ∪ L1) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, v]) ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) =

(H ∪ L1 ∪ [p, a1] ∪ [a1, v]) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) = (H ∪

L1 ∪ L2) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj] ∪ [bj , 1Lj

])) = (H ∪ J) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪

(
m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])).

Por tanto:
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ψ1 ◦ σH(A) = ̂h0 ◦Q−1 ◦ Q̂(A) = h0(A) = h0((H ∪ L1 ∪ L2) ∪ (
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪

(

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ]∪[bj, 1Lj

])) = h0(H)∪h0(L1∪L2∪h0((
n
⋃

i=1

[0Ji
, ci])∪(

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ]∪

[bj, 1Lj
]))) = (H ∪f(L2))∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci])∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ]∪ [bj, 1Lj

])) = (H ∪J)∪

(

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) = A.

Por otro lado, A 
omo un elemento de Mp(M) es tal que c′i = v. Así:

A = (M ∪ L1 ∪ [p, c′1]) ∪ (
n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j, 1

′
Lj
]) = (M ∪ L1 ∪

[p, v])∪ (
n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ]∪ [b′j , 1

′
Lj
]) = (M ∪L1∪L2)∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪

(
m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j]∪[b

′
j , 1

′
Lj
]) = (M∪J)∪(

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪(

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ]∪[b

′
j, 1

′
Lj
]) = A.

Por tanto:

ψ1 ◦ βM (A) = h0((M ∪L1 ∪L2) ∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j , 1

′
Lj
]))) =

h0(M) ∪ h0(L0) ∪ h0(L2) ∪ h0((

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j, 1

′
Lj
]))) =

M ∪ f(L2)∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ]∪ [b′j, 1

′
Lj
]) = (M ∪J)∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪

(

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j] ∪ [b′j, 1

′
Lj
]) = A.

De manera que, en este 
aso, ψ1 ◦ σH(A) = ψ1 ◦ βM (A).

Caso II: a1 es algún punto de L1 y b1 = v.

En este 
aso, nótese que a1 = c′1. Así:

A = (H ∪ L1) ∪ ([p, a1] ∪ [b1, v]) ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

])) =

(H ∪L1)∪ ([p, a1]∪{v})∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci])∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj ]∪ [bj, 1Lj

])) = (H ∪L1)∪

([p, a1]) ∪ (

n
⋃

i=1

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=2

[0Lj
, aj] ∪ [bj, 1Lj

])).

Por tanto:

ψ1◦σH(A) = h0(H)∪h0([p, a1])∪h0((
n
⋃

i=2

[0Ji
, ci])∪(

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj]∪[bj , 1Lj

]))) =

H ∪ f([p, a1]) ∪ (

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj, 1Lj

]) = H ∪ [u, f(a1)] ∪

(

n
⋃

i=2

[0Ji
, ci]) ∪ (

m
⋃

j=1

([0Lj
, aj ] ∪ [bj , 1Lj

]) = (A− [p, a1]) ∪ [u, f(a1)].

Por otro lado A 
omo elemento de Mp(M) es tal que:

45



CAPÍTULO 3. CONTINUOS CPP

A = (M ∪ L1 ∪ [p, c′1]) ∪ (
n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j, 1

′
Lj
]).

Por tanto:

ψ1◦βM (A) = h0((M∪L1∪[p, c′1])∪(
n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪(

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ]∪[b

′
j , 1

′
Lj
]))h0(M)∪

h0(L1)∪h0([p, c
′
1])∪h0((

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i])∪(

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ]∪[b

′
j , 1

′
Lj
])) =M∪f([p, c′1])∪

(

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪ (

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j , 1

′
Lj
]) = (M ∪ [u, f(c′1)]) ∪ (

n′

⋃

i=2

[0′Ji
, c′i]) ∪

(

m′

⋃

j=1

([0′Lj
, a′j ] ∪ [b′j , 1

′
Lj
]) = (A− [p, a1]) ∪ [u, f(a1)].

Es de
ir; ψ1 ◦ σH(A) = ψ1 ◦ βM (A). De aquí, se apli
a el Teorema 3.15 para

obtener la úni
a fun
ión 
ontinua φ : K1
p(H) ∪Mp(M) → M(H) ∪M(M) que

extiende tanto a ψ1 ◦ σH 
omo a ψ1 ◦ βM . Por último, apli
amos la Propo-

si
ión 3.16 a la fun
ión φ y al 
onjunto {M(H),M(M)}, para obtener que

K1
p(H) ∪Mp(M) y M(H) ∪M(M) son homeomorfos 
omo dijimos.

Paso 13

Para ver que las 
eldas K2
p(H) y Np(N) (donde H ∈ Γ5 y N ∈ Γ7) si se

interse
tan, enton
es lo ha
en en una unión de sus 
aras, replíquese el análisis

anterior 
on las fun
iones ψ2 ◦ λN : Np(N) → M(N) y ψ2 ◦ ρH : K2
p → M(H),

en donde la fun
ión ψ2 es 
omo en la demostra
ión del Lema 3.29 mientras

que las fun
iones ρH y λN son 
omo en la demostra
ión de los Lemas 3.30 y

3.31, respe
tivamente.

Paso 14

Ahora veamos que, para M ∈ Γ6 y H ∈ Γ5, las 
eldas Mp(M) y K2
p(H) se

interse
tan en una unión de sus 
aras.

Al igual que antes, se tiene que los homeomor�smos ψ1 ◦ βM : Mp(M) →

M(M) y ψ2 ◦ ρH : K2
p(H) → M(M), 
umplen 
on las hipótesis de el Teorema

3.15, 
on lo que se garantiza la existen
ia de una úni
a fun
ión 
ontinua ν :

K2
p(H)∪Mp(M) → M(H)∪M(M) que es extensión tanto de ψ2 ◦ρH 
omo de

ψ1 ◦ βM . También, al igual que antes, se tiene que la fun
ión ν y el 
onjunto

{M(H),M(M)} satisfa
en las 
ondi
iones de la Proposi
ión 3.16, 
on lo que

ν es un homomeomor�smo. Al interse
tarse las 
eldas M(H) y M(M) en la

unión de algunas de sus 
aras, así también las 
eldas K2
p(H) y Mp(M) se

interse
tan en la unión de algunas de sus 
aras.

Paso 15

Para N ∈ Γ7 y H ∈ Γ5 el resultado anterior es apli
able a las 
eldas Np(N) y

K1
p(H), si se 
onsideran las fun
iones ψ2 ◦ λN : Np(N) → M(N) y ψ1 ◦ σH :
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K1
p(H) → M(H). Donde, las fun
iones ψ1 y ψ2 son 
omo en la demostra
ión

del Lema 3.29 mientras que σH es 
omo en la demostra
ión del Lema 3.30 y

λN 
omo en la demostra
ión del Lema 3.31. Por tanto, las 
eldas Np(N) y

K1
p(H), si se interse
tan también lo ha
en en la unión de algunas de sus 
aras.

Paso 16

Por último, 
onsidérese la 2−
elda Cp(J). De todas las 
eldas en los 
onjuntos

{M(T )}T∈Γ4
, {K1

p(H)}H∈Γ5
, {K2

p(H)}H∈Γ5
, {Mp(M)}M∈Γ6

, {Np(N)}N∈Γ7
,

las úni
as que se interse
tan 
on Cp(J) son M(J), Mp({u}) y Np({v}). En

todos los 
asos, las interse

iones son los 
onjuntos {J}, {L1∪[p, c1] : c1 ∈ L2}

y {L2 ∪ [p, c1] : c1 ∈ L1}, respe
tivamente. En todos estos 
asos, di
hos 
on-

juntos son una 
ara de las 
eldas involu
radas. Esto 
on
luye la demostra
ión

del Teorema 3.32.

�

3.4. Los 
ontinuos Cpp 
uyo hiperespa
io de 
ontinuos

C(X) es lo
almente 
onexo son grá�
as �nitas

Re
ordemos que un 
ubo de Hilbert es 
ualquier espa
io homeomorfo a

∞
∏

i=1

[0, 1], un 
on-

tinuo X 
ontiene un ∞-odo si existen sub
ontinuos A, B de X tales que A ⊂ B y B−A

tiene un número in�nito de 
omponentes. Al 
ontinuo A se le llama vérti
e del ∞-odo.

Evidentemente, un poliedro no puede 
ontener 
ubos de Hilbert, usaremos este he
ho,

además de 
iertos resultados, para probar que un 
ontinuo es una grá�
a �nita si y sólo

si es Cpp y su hiperespa
io de 
ontinuos es lo
almente 
onexo.

Teorema 3.33. Un 
ontinuo X es una grá�
a �nita si y sólo si X es Cpp y C(X) es

lo
almente 
onexo.

Demostra
ión: Ya que toda grá�
a �nita X es lo
almente 
onexa, se sigue, del Teorema

1.9, que C(X) es lo
almente 
onexo. Además, por el Teorema 3.32, X es un 
ontinuo

Cpp.

Por otro, lado si C(X) es lo
almente 
onexo se sigue del Teorema 1.9, que el 
ontinuo X

es lo
almente 
onexo, si éste no es una grá�
a �nita, resulta de [10, Cor. 1℄ que, C(X)


ontiene un 
ubo de Hilbert, de manera que, por [6, Teo. 7.4, Pág. 101℄, existen dos

sub
ontinuos A, B de X tales que B −A tiene una in�nidad de 
omponentes. Tomemos

p ∈ A, si ϕ : QH → C(X) es el en
aje del 
ubo de Hilbert en C(X) des
rito en la
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demostra
ión de [6, Teo. 7.4℄, se tiene que ϕ(QH) ⊂ Cp(X), lo que muestra que X no

puede ser Cpp. �

La 
onexidad lo
al de C(X) es esen
ial en el teorema anterior, 
omo vemos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.34. Si X es el 
ontinuo sen( 1
x
), enton
es Cp(X) es poliedro para 
ada p,

C(X) no es lo
almente 
onexo y X no es una grá�
a �nita.

Sin embargo, los hiperespa
ios an
lados del 
ontinuo sen( 1
x
) no 
oin
iden 
on los de

ninguna grá�
a, ya que, para un punto p en el interior variedad del ar
o límite, el hiper-

espa
io Cp(X) es una 2−
elda junto 
on un ar
o, (ver Figura 3.17).

q

r

s

t

Si p = q or p = s.

Si p = r.

Si p = t.

Figura 3.17: Hiperespa
ios an
lados del 
ontinuo sen( 1
x
).

Por otro lado si p = (1,sen1), enton
es Cp(X) es un ar
o, 
on lo que los hiperespa
ios

an
lados del 
ontinuo sen( 1
x
) no pueden 
oin
idir 
on los de ninguna grá�
a �nita, ya

que el ar
o es la úni
a grá�
a �nita 
on la propiedad de tener un hiperespa
io an
lado que

es un ar
o, (más adelante, en el Teorema 3.53, probaremos de he
ho algo más fuerte), y

ninguno de sus hiperespa
ios an
lados es una 2−
elda junto 
on un ar
o.

Lo anterior da pie a la siguiente pregunta:

P1 ¾Si G es una grá�
a �nita, existe un 
ontinuo X que no es una grá�
a �nita 
uyos

hiperespa
ios an
lados sean exa
tamente los mismos que los de G?
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3.5. Cara
teriza
ión del ar
o en términos de hiperes-

pa
ios an
lados.

Como dijimos en la se

ión anterior, probaremos un resultado 
uya 
onse
uen
ia inme-

diata será que el ar
o es la úni
a grá�
a �nita, para la 
ual uno de sus hiperespa
ios

an
lados es un ar
o. Comenzamos 
on las siguientes de�ni
iones.

De�ni
ión 3.35. Un sub
ontinuo W de un 
ontinuo X es �nal si para 
ualesquiera

sub
ontinuos M y N ∈ C(X), que 
ontienen a W , se tiene que M ⊂ N o bien N ⊂M .

Un punto p es �nal si {p} es un sub
ontinuo �nal.

Ejemplo 3.36. Si X = [0, 1] y A = {0} o A = {1}, enton
es A es un sub
ontinuo �nal

del ar
o [0, 1].

Ejemplo 3.37. Si X es el 
ontinuo sen( 1
x
) y A es 
ualquier sub
ontinuo 
onteniendo

algún extremo del ar
o límite, enton
es A es un sub
ontinuo �nal.

De�ni
ión 3.38. [11, Def. 1.2, pág. 45℄ Un ar
o de orden en 2X es un ar
o α en 2X

tal que si A,B ∈ α, enton
es A ⊂ B o bien B ⊂ A.

Lema 3.39. [11, Lem. 1.5, pág. 58℄ Si α es un ar
o de orden en 2X , enton
es

⋂

α ∈ α

y

⋃

α ∈ α.

Teorema 3.40. [11, Teo. 1.6, pág. 59℄ Si α es un ar
o de orden en 2X , enton
es los

puntos extremos de α son

⋂

α y

⋃

α.

De�ni
ión 3.41. [11, Def. 1.7, pág. 59℄ Si α es un ar
o de orden en 2X , enton
es se

di
e que α es un ar
o de orden desde (o 
omenzado en )

⋂

α hasta (o a
abado en)

⋃

α.

Lema 3.42. [11, Lem. 1.11, pág. 64℄ Si α es un ar
o de orden en 2X 
omenzado en

A0 ∈ C(X), enton
es α ⊂ C(X).

Dado un punto p de un 
ontinuo X , siempre existe un ar
o de orden α en C(X) de {p}

a X . Ello se sigue inmediatamente del lema anterior y el siguiente teorema.

Teorema 3.43. [11, Teo. 1.8. pág. 46℄ Sean A0, A1 ∈ 2X tales que A0 6= A1. Enton
es

los siguientes enun
iados son equivalentes:

i) Existe un ar
o de orden en 2X de A0 a A1,

ii) A0 ⊂ A1 y 
ada 
omponente de A1 interse
ta a A0.

Teorema 3.44. [11, Teo. 1.4, pág. 45℄ Sea Λ ⊂ C(G) un sub
ontinuo, enton
es Λ es un

ar
o de orden si y sólo si para 
ada A,B ∈ Λ se tiene que A ⊂ B o bien B ⊂ A.
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Si X es un espa
io topológi
o, y x, y y z son tres de sus puntos, se di
e que el punto z

separa a x de y en X si X − {z} = U ∪ V , 
on x ∈ U y z ∈ V y donde U y V son dos

sub
onjuntos abiertos, ajenos de X . Un he
ho 
ono
ido es que si X es un ar
o y x y y

son los extremos del mismo, enton
es 
ualquier punto de X − {x, y} separa a x de y en

X . Para mayor informa
ión remitimos al le
tor a [12, Cap. 6, pág. 87℄.

Proposi
ión 3.45. Sea X un 
ontinuo. Enton
es Cp(X) es un ar
o si y sólo si es un

ar
o de orden.

Demostra
ión: Sea α un ar
o de orden en C(X) de {p} aX . El he
ho de que α ⊂ Cp(X)

y que {p} y X sean los extremos de Cp(X), impli
a que α = Cp(X). De lo 
ontrario,

existiría A ∈ Cp(X) tal que A /∈ α y, por tanto, A 6= {p} y A 6= X , 
on lo que A sería un

punto que separaría a {p} de X en Cp(X), esto quiere de
ir que existirían sub
onjuntos

abiertos, ajenos U, V de Cp(X)− {A} tales que {p} ∈ U, X ∈ V y Cp(X)−A = U ∪V.

Al ser α un sub
onjunto 
onexo de Cp(X) debería de o
urrir que α ⊂ U o α ⊂ V, pero

esto es imposible. El re
ípro
o es trivialmente 
ierto. �

De la De�ni
ión 3.35, el Teorema 3.44 y de la Proposi
ión 3.45, se sigue inmediatamente

el siguiente 
orolario.

Corolario 3.46. Sea X un 
ontinuo, enton
es p ∈ X es un punto �nal si y sólo si Cp(X)

es un ar
o.

Si estable
emos que un punto de un 
ontinuo es terminal si es extremo de 
ualquier ar
o

que lo 
ontenga, enton
es la siguiente proposi
ión rela
iona las no
iones de punto �nal y

punto terminal.

Proposi
ión 3.47. Sea X un 
ontinuo. Si p ∈ X es un punto �nal, enton
es es un

punto terminal.

El re
ípro
o no es 
ierto, por ejemplo, ningún punto terminal de una grá�
a �nita distinta

de un ar
o es un punto �nal.

Proposi
ión 3.48. Sea X un 
ontinuo ar
o
onexo tal que Cp(X) es un ar
o para algún

p ∈ X, enton
es para 
ada A ∈ Cp(X)− {{p}, X}, A es un ar
o.

Demostra
ión: Por el Corolario 3.46 se tiene que p es un punto �nal. Ahora, supongamos

que A ∈ Cp(X)− {{p}, X} es un elemento que no es un ar
o y x ∈ X − A . Si L es un

ar
o de extremos p y x, 
iertamente L * A y A * L, lo 
ual 
ontradi
e que p sea un

punto �nal. �

El resultado prin
ipal de esta se

ión y que de he
ho es más fuerte que los dos anteriores

requiere del Teorema de Kuratowski, pero antes unas 
uantas de�ni
iones:
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De�ni
ión 3.49. Se di
e que un 
ontinuo X es irredu
ible, si existen puntos p y q ∈ X

tales que ningún sub
ontinuo propio de X 
ontiene a ambos puntos.

De�ni
ión 3.50. De
imos que un punto p de un 
ontinuo X es un punto de irredu
i-

bilidad, si existe un punto q ∈ X, tal que el 
ontinuo X es irredu
ible entre p y q.

De�ni
ión 3.51. Si X es un 
ontinuo no degenerado y p ∈ X, se de�ne la 
omposante

de p en X 
omo el 
onjunto:

κ(p) = {x ∈ X | X no es irredu
ible entre p y x}.

Teorema 3.52. Teorema de Kuratowski.[12, Teo. 11.21, Pág. 206℄ Sean X un 
on-

tinuo y p ∈ X. Enton
es p es un punto de irredu
ibilidad si y sólo si X no es la unión

de dos sub
ontinuos propios que 
ontienen a p.

Teorema 3.53. Sea X un 
ontinuo ar
o
onexo. Enton
es Cp(X) es un ar
o, para algún

punto p de X si y sólo si X es un ar
o.

Demostra
ión: Por el Corolario 3.46 X , no es la unión de dos sub
ontinuos propios que


ontienen a p. Se sigue del Teorema de Kuratowski que, p es un punto de irredu
ibilidad

de X . Si q ∈ X−κ(p), de la ar
o
onexidad de X se sigue inmediatamente que X = [p, q].

Si X es un ar
o es bien sabido que el hiperespa
io an
lado de 
ualquiera de sus extremos

es un ar
o. �

En esta se

ión vimos que si X es un 
ontinuo ar
o
onexo para el 
ual Cp(X) es un ar
o

para algún p, enton
es X es un ar
o. Una pregunta que surge de manera natural es la

siguiente:

P2 ¾Si X es un 
ontinuo ar
o
onexo tal que Cp(X) es una 2−
elda para todo p, enton
es

X es una 
urva 
errada simple?
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Capítulo 4

Celdas libres

En este 
apítulo se darán 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes, para la existen
ia de

n−
eldas libres (n > 2) en el hiperespa
io de sub
ontinuos C(X) de una dendrita X ,

después. Daremos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que las primeras, apliquen al


aso en el que X es un dendroide.

4.1. Celdas libres en hiperespa
ios de dendritas

Comen
emos de�niendo lo que es una n−
elda libre:

De�ni
ión 4.1. Sea X un espa
io topológi
o. Una n−
elda M ⊂ X es libre, si M◦ ⊂ X

es abierto en X.

De la de�ni
ión anterior se siguen fá
ilmente las siguientes dos proposi
iones.

Proposi
ión 4.2. Si una 
elda, está 
ontenida en otra 
elda de mayor dimensión, en-

ton
es la primera no es libre.

Proposi
ión 4.3. Toda n−
elda 
ontenida en una n−
elda libre es libre.

Además de libres, probaremos que las n−
eldas que analizaremos en esta se

ión, son

maximales, en donde B ⊂ C(X) es una n−
elda maximal si dada una n−
eldaA ⊂ C(X),

tal que A ⊇ B, enton
es A = B.

Para probar di
ha maximalidad, requeriremos de los siguientes resultados:

Lema 4.4. Si A ⊆ B son n−
eldas y ∂A = ∂B, enton
es A = B.

Demostra
ión: Queremos probar que A◦ = B◦
, lo que sí es 
laro es que A◦ ⊆ B◦

.

Tomemos x ∈ B◦
y supongamos que x /∈ A◦

. Ahora, si tomamos y ∈ A◦
, enton
es

x, y ∈ B◦
. Sea α un ar
o de x a y 
ontenido en B◦

, di
ho ar
o tiene un extremo en B−A

y otro en A◦
, ne
esariamente o
urre que α ∩ ∂A 6= ∅, lo 
ual es absurdo. �
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Teorema 4.5. La úni
a 
opia homeomorfa de Sn
en Sn

es él mismo.

Demostra
ión: Remitimos al le
tor a [7, Teo. 3.16, pág. 72℄. �

Corolario 4.6. Si A ⊆ B son n−
eldas y ∂A ⊆ ∂B enton
es A = B.

Demostra
ión: Si ∂A 6= ∂B, enton
es ∂A es un sub
ontinuo propio de ∂B homeomorfo

a ∂B. Esto 
ontradi
e el Teorema 4.5. Se sigue del Lema 4.4, que A = B. �

Lema 4.7. Si A ⊆ B son n−
eldas tales que B◦ ⊂ A, enton
es A = B.

Demostra
ión: Sean x ∈ ∂B y U un sub
onjunto abierto de B tal que x ∈ U . Enton
es

U ∩B◦ 6= ∅. Esto muestra que x ∈ B̄◦ ⊂ Ā = A. �

Proposi
ión 4.8. Si A ⊆ B son n−
eldas y x ∈ ∂A es tal que x /∈ ∂B, enton
es

x ∈ FrA.

Demostra
ión: Supongamos que x /∈ FrA, enton
es x ∈ IntA. Así, IntA ∩ B◦
es un


onjunto abierto de B que 
ontiene a x, por lo que debe existir una ve
indad V de x

homeomorfa a [0, 1]n tal que V ⊂ IntA ∩B◦ ⊂ A y esto último muestra que x no puede

pertene
er a ninguna 
ara de A, en otras palabras x no pertene
e a ∂A. �

Comen
emos a dar 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
ia de 2−
eldas

libres maximales en el hiperespa
io C(X) de una dendrita X , re
ordemos que una arista

de un dendroide X , es un ar
o J ⊂ X 
uyos extremos son vérti
es, da tal foma que

ningún otro vérti
e del dendroide pertene
e a J (ver pág. 3).

Teorema 4.9. Sea X una dendrita. Enton
es C(X) 
ontiene una 2−
elda libre maximal

B si y sólo si B = C(J) para alguna arista J de X.

Demostra
ión: Sea J una arista de X de extremos p1 y p2. Nótese que los elementos

de C(J)◦ son sub
ontinuos de X la forma A = [a, b] ⊆ J − {p1, p2} y tal que a 6= b (ver

Ejemplo 1.2). Si ǫ > 0 es tal que Nǫ(A) ∩ X ⊂ J − {p1, p2} (donde, Nǫ(A) es la nube

de radio ǫ y 
entro en A, Se

ión 1.2 pág. 4), enton
es Bǫ(A) ⊆ C(J)◦ (donde Bǫ(A) es

la bola de radio ǫ y 
entro en A en la metri
a de Hausdor�, Se

ión 1.2 pág. 4), lo que

muestra que la 2−
elda C(J) es libre.

Ahora veamos que la 
elda libre C(J) es maximal. Sea A una 2−
elda libre tal que

C(J) ⊂ A. Si A ∈ ∂C(J), se tiene que i) A = [pj , x], j ∈ {1, 2}, o bien ii) A = {x}, donde

x ∈ [p1, p2]; queremos ver que A ∈ ∂A.

Si A es 
omo en el primer 
aso, éste se subdivide en tres sub
asos.
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i-1 El punto pj es de rami�
a
ión:

Supóngase, sin pérdida de generalidad, que j = 1. Si A no estuviera en ∂A, enton
es

para algún ǫ > 0, se tendría que Bǫ(A) ⊂ A◦
. Tómense x1 y x2 ∈ Nǫ(A)−A tales

que [x1, p1] ∩ [x2, p1] = {p1}, [xi, p1] ⊂ Bǫ(p1) (i{1, 2}) y un punto u ∈ (x, p2) tal

que [u, x] ∈ Bǫ(x). El 
onjunto

B = {A ∪ [w1, p1] ∪ [w2, p1] ∪ [x,w3] : w1 ∈ [x1, p1], w2 ∈ [x2, p1], w3 ∈ [u, x]}

es una 3−
elda 
ontenida en Bǫ(A) ⊆ A◦
y esto es absurdo.

i-2 El punto pj es esen
ial :

Considera
iones similares al 
aso anterior muestran que se podría 
onstruir una

3−
elda 
ontenida en Bǫ(A).

ii-3 El punto pj es un punto terminal de X y x es ordinario o bien un punto terminal

de X

En este 
aso se tiene que A ∈ intC(J) lo 
ual 
ontradi
e la Proposi
ión 4.8.

Por tanto A ∈ ∂A 
omo queríamos. Para el 
aso ii), si suponemos que A = {x} y

{x} /∈ ∂A, tomemos H ∈ A◦ − C(J) (Lema 4.7) y obsérvese que H no 
ontiene puntos

de rami�
a
ión ni esen
iales de lo 
ontrario en una ve
indad de H 
ontenida en (A)◦ se

podrían lo
alizar 3−
eldas o in
luso 
ubos de Hilbert (en la demostra
ión del Teorema

4.10 se da una des
rip
ión de 
ómo ha
er esto). Con lo que H , es un ar
o. Llamemos q1

y q2 a sus extremos.

Se debe tener que, p1 ∈ [x, q1], o bien p2 ∈ [x, q1] (ver Figura 4.1), digamos p1 ∈ [x, q1].

H

p1

q1 q2

x p2

Figura 4.1:
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Usando el he
ho de que H 6= {x} y A◦
es ar
o
onexo, tomemos α ⊂ A◦

un ar
o de {x}

a H . A�rmamos que para algún L ∈ α, p1 ∈ L, supongamos que esto no es así, 
on

lo que α está 
ontenido en C(G) − Cp1
(G). Llamemos U a la 
omponente de G − {p1}

que 
ontiene a x, V a la unión de las demás 
omponentes y obsérvese que H ⊂ V . Así,

tenemos que U = {B ∈ C(G)|B ⊂ U}, y V = {B ∈ C(G)|B ⊂ V } son abiertos ajenos y

no va
íos de C(G)− Cp1
(G), nótese que (α ∩ U) y (α ∩ V) forman una separa
ión de α.

Esto muestra la existen
ia de di
ho L.

El punto p1 es de rami�
a
ión o bien esen
ial. Dado que L ∈ A◦
, similarmente a los


asos i-1) y i-2), para algún ǫ′ > 0 ade
uado, se 
onstruye una 3−
elda 
ontenida en

Bǫ′(L) ⊂ A◦
de nuevo, un absurdo. Por tanto, en este 
aso, también, se debe tener que

A ∈ ∂A y de aquí, el resultado se dedu
e fa
ílmente del Coroloario 4.6.

Ahora, sean B ⊆ C(X) una 
elda libre maximal y A ∈ B◦
. Nótese que A no 
ontiene

puntos de rami�
a
ión ni esen
iales. De lo 
ontrario, para 
ualquier ǫ > 0 la bola Bǫ(A)


ontendría 3−
eldas o in
luso 
ubos de Hilbert.

De lo anterior se dedu
e que A es un ar
o. Si J = [p1, p2] (donde p1 y p2 son vérti
es de

X) es la arista en la 
ual está 
ontenido di
ho ar
o, a�rmamos que B ⊆ C(J). Si esto no

es así sea B ∈ B − C(J). Así, para 
ualquier x ∈ B y y ∈ A, se tiene que a) p1 ∈ [x, y]

o bien b) p2 ∈ [x, y]. Sin perder generalidad, supóngase que se tiene el 
aso a). Sea α

un ar
o en B de B a A tal que α − {B} ⊆ B◦
. Como B /∈ C(J) y A ∈ C(J), debe de

existir C ∈ α ∩ ∂C(J). Así, C es de la forma [p1, a]. Si ǫ > 0 es tal que Bǫ(C) ⊆ B◦
,

enton
es Bǫ(C) 
ontiene una 3−
elda (en 
aso de que p1 sea de rami�
a
ión) o in
luso

un 
ubo de Hilbert (en 
aso de que p1 sea esen
ial), lo 
ual es un absurdo. Esto muestra

que B ⊆ C(J), y por tanto, B = C(J). �

Teorema 4.10. Sea X una dendrita. Enton
es C(X) 
ontiene una n−
elda libre maxi-

mal (n > 2) si y sólo si existe un árbol K ⊂ X que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:

i) T (K) = {p1, . . . , pn} ⊂ R(X) ∪ T (X) ∪ E(X),

ii) Para 
ada x ∈ K − T (K), se tiene que oK(x) = oX(x).

Demostra
ión: ⇒) Para 
ada pi ∈ T (K), sea ri ∈ R(K) tal que [pi, ri]∩R(K) = {ri}.

Si denotamos A = K − (
n
⋃

i=1

[pi, ri)) y, para 
ada x = (xi)
n
i=1 ∈

n
∏

i=1

[pi, ri], Cx =

A ∪ (
⋃n

i=1[ri, xi]). Queremos ver que la familia M(A) = {Cx : x ∈
n
∏

i=1

[pi, ri]} es una

n−
elda libre en C(X).

Sea Cx ∈ (M(A))◦ y de�namos L = (X−K)∪{p1, . . . , pn}. Hagamos α = d(Cx, L) =ínf{d(c, l) :

c ∈ Cx y l ∈ L}, αi = d(xi, A), βij = d(xi, [pj , rj ]), donde i 6= j e i,j ∈ {1, . . . , n}.

Notando que estas 
antidades son positivas, tomemos ǫ > 0 menor que todas ellas
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y Y ∈ Bǫ(Cx). Para 
ada i ∈ {1, . . . , n}, es
ojamos zi ∈ Bǫ(xi) ∩ Y y nótese que

zi /∈ A ∪ L ∪ [pj , rj ], si i 6= j, 
on lo que zi ∈ (pi, ri). Ahora, si x ∈ A y zi, zj se en
uen-

tran en distintas 
omponentes de K −{x}, ne
esariamente o
urre que x ∈ [zi, zj], lo que

muestra que A ⊂
⋃

i,j

[zi, zj] y 
omo Y es ar
o
onexo

⋃

i,j

[zi, zj] ⊂ Y y por tanto A ⊂ Y ,

en parti
ular, nungún punto de A es un punto terminal de Y .

Queremos ver que Y tiene, exa
tamente, n puntos terminales y que éstos están 
onteni-

dos en los ar
os (pi, ri).

Sea pues y ∈ Y un punto terminal de Y . Dado que y /∈ L, se tiene que y 6= pi, ∈ {1, . . . , n}

y 
omo y /∈ A, enton
es y ∈ (pi, ri) para algún i. De lo anterior se dedu
e que Y tiene a

lo más n puntos terminales, de lo 
ontrario dos de ellos tendrían que estar en un mismo

ar
o (pi, ri) lo 
ual no es posible.

Ahora bien, dado i ∈ {1, . . . , n}, Xi = Y ∪ [pi, ri] es un sub
ontinuo de X , tal que, por

la uni
oheren
ia hereditaria, Y ∩ [pi, ri] es 
onexo y no degenerado, ya que el ar
o [ri, zi]

está 
ontenido en la interse

ión y, por tanto, di
ha interse

ión es un ar
o 
on extremos

ri y, digamos, yi. El punto yi es terminal en Y . Con esto, Y tiene al menos n puntos

terminales. En 
on
lusión, Y = Cy ∈ (M(A))◦, donde y = (yi)
n
i=1. Por el momento la

maximalidad de M(A) quedará pendiente (Proposi
ión 4.11).

⇒) Sean A una n−
elda libre, B ∈ (A)◦ un elemento del interior variedad y veamos 
ómo

y 
ómo no debe ser B. Sean T (B) = {p1, . . . , pk} y r1, . . . rs ∈ B−T (B) los puntos tales

que oB(ri) < oX(ri). Si ha
emos αi = oX(ri)− oB(ri), se tiene que k +
s

∑

i=1

αi = m > n.

Considérese ǫ > 0 tal que Bǫ(B) ⊂ (A)◦ y tomése, para 
ada i ∈ {1, . . . , s}, ar
os

[ui1 , ri], . . . , [uiαi
, ri] tales que [uij , ri] ⊂ Bǫ(ri) y [uij , ri] ∩ B = {ri}. También toménse

puntos vt en las aristas terminales de B tales que [vt, pt] ⊂ Bǫ(pt) (t ∈ {1, . . . , k}).

Ha
iendo B′ = B − (

k
⋃

t=1

[pt, vt)), se tiene que H es la familia de todos los sub
ontinuos

de la forma:

B′ ∪ (

k
⋃

t=1

[vt, xt]) ∪ (

s
⋃

i=1

αi
⋃

j=1

[ri, yij ]),

donde xt ∈ [vt, pt] y yij ∈ [ri, uij ], enton
es H es una m−
elda 
ontenida en (A)◦, lo 
ual

es un absurdo. Note que lo anterior, en parti
ular muestra que B − T (B) no 
ontiene

puntos I-esen
iales. Un argumento similar muestra que B − T (B) tampo
o 
ontiene

puntos II-esen
iales.

Ahora, supóngase que m < n. Si p1, . . . , pq son los puntos terminales de B tales que

oX(pt) = 2, t ∈ {1, . . . , q}, sea Jt la arista de X tal que pt ∈ Jt, y para 
ada i ∈

{1, . . . , s}, sean Ii1, . . . , Iiαi
las aristas de X tales que Jij ∩ B = {ri}. Así, el árbol

K = B ∪ (

q
⋃

t=1

Jt) ∪ (

s
⋃

i=1

αi
⋃

j=1

Iij) tiene m puntos terminales y satisfa
e las 
ondi
iones i) y

ii) de este teorema, y, ya hemos visto, 
ómo 
onstruir una m−
elda libre M(A), donde,
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A es el árbol que se obtiene de K, al remover sus aristas terminales. Notése que la 
elda

M(A) 
ontiene a la m−
elda H 
onstruida lineas atrás. Ahora bien, por un lado, de la

Proposi
ión 4.3, se tiene que H es libre, por otro lado, del he
ho de que H ⊂ (A)◦ y la

Proposi
ión 4.2, se tiene que H no es libre, de nuevo, un absurdo. Por tanto m = n, y K

es el árbol deseado. �

No es difí
il veri�
ar que, si H es un árbol satisfa
iendo las hipótesis del Teorema 4.10 y

C(H) =
⋃

(M(T )) ∪
⋃

C(J) es la representa
ión de C(H) 
omo poliedro, enton
es 
ada


elda M(T ) y C(J) es libre.

Proposi
ión 4.11. La n−
elda libre M(A) del Teorema 4.10 es maximal.

Demostra
ión: Supóngase que existe una n−
elda libre A ⊂ C(X) tal que M(A) ⊂ A,


on M(A) 6= A. Por el Corolario 4.6, debe o
urrir que existe un punto C
x

∈ ∂M(A) tal

que C
x

∈ (A)◦. Tómese ǫ > 0 tal que Bǫ(Cx) ⊂ (A)◦.

Ahora bien, hay varios 
asos a 
onsiderar 
on respe
to a C
x

: el primero 
uando supone-

mos que C
x

= A ∪ (
⋃n

i=1[ri, xi]), donde para algún índi
e i, digamos i = 1, se tiene que

x1 = p1 es un punto terminal de K que a la vez es punto de rami�
a
ión de la dendrita

X .

Sean ui ∈ [ri, xi] (i = 2, . . . , n) tales que [ui, xi] ⊂ Bǫ(xi). Sean, también L1, Ln+1,

aristas de X 
uya interse

ión entre ellos y 
on K es sólo {p1}. Considérense también

puntos u1 ∈ L1 y un+1 ∈ Ln+1 tales que [u1, p1] ⊂ Bǫ(p1) y [un+1, p1] ⊂ Bǫ(p1).

Así las 
osas, la familia de todos los sub
ontinuos de la forma A∪ (

n
⋃

i=2

[ui, yi])∪ [y1, p1]∪

[yn+1, p1], donde yi ∈ [ui, xi] es una (n+ 1)−
elda 
ontenida en Bǫ(Cx) ⊂ (A)◦ lo 
ual

es una 
ontradi

ión. Considera
iones similares muestran que si para algún índi
e i, xi

es un punto esen
ial, enton
es se puede 
onstruir una (n+ 1)−
elda 
ontenida en (A)◦.

Un segundo 
aso se obtiene 
uando, para algún índi
e i, digamos i = 1, x1 = r1, en este


aso no se puede tener que C
x

∈ Int(M(A)), ya que esto 
ontradi
e la Proposi
ión 4.8.

Pero si C
x

∈ Fr(M(A)), y K es el árbol del Teorema 4.10, por el Lema 3.8, se tiene

que C(K) = (
⋃

M(T )) ∪
⋃

(C(J)), donde T toma valores sobre el 
onjunto de todos

los árboles internos de K, mientras que J sobre el 
onjunto de aristas de K. A�rma-

mos que podemos suponer que, C
x

∈ (
⋃

T 6=A

M(T )) ∪
⋃

(C(J)). De no ser lo anterior así,

existe un abierto U tal que C
x

∈ U ⊂ C(X) −
⋃

T 6=A

(M(T )) ∪ (
⋃

C(J)). Es
ojamos N

el primer entero positivo tal que B 1

N
(C
x

) ⊂ (A)◦ ∩ U. Así, para 
ada m ≥ N , existe

Ym ∈ C(X) − C(K) tal que H(Ym, Cx) <
1
m
. Toménse para 
ada m ≥ N , un punto

ym ∈ Ym −K y un punto xm ∈ C
x

tales que d(ym, xm) < 1
m
. Por la 
ompa
idad, (ym)

admite una subsu
esión 
onvergente. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

es la misma (ym) la que 
onverge. Sea y el punto de 
onvergen
ia de esta su
esión. A�r-
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mamos que y ∈ C
x

. Dado ǫ > 0, es
ojamos M ∈ N tal que ym ∈ B ǫ
2
(y), para 
ada

m ≥ M . Si m ≥ M es lo su�
ientemente grande 
omo para que

1
m

< ǫ
2 . Enton
es,

d(xm, y) ≤ d(xm, ym) + d(ym, y) <
1
m

+ ǫ
2 < ǫ. Es de
ir; xm ∈ C

x

∩ Bǫ(y). Siendo ǫ

arbitrario, lo anterior muestra que y ∈ C
x

. Así, y es un punto de a
umula
ión de X−K.

Esto quiere de
ir que y = pi, para algún i, donde pi ∈ R(X)∪E(X) y, este 
aso, ha sido

ya analizado. Por tanto, 
omo dijimos, podemos suponer que C
x

∈ (
⋃

M(T ))∪ (
⋃

C(J),

donde T toma valores en el el 
onjunto de árboles internos de K distintos de A y J el de

aristas de K. De he
ho, por el Corolario 4.6, el Lema 4.7 y la Proposi
ión 4.8, debemos

suponer que C
x

∈ (
⋃

T 6=A

∂M(T )) ∪ (
⋃

∂C(J)).

Supongamos primero que C
x

∈ ∂C(J), dado que los puntos de la frontera variedad de

una 
elda son puntos de a
umula
ión del interior variedad de la misma, debemos tener

que (A)◦ ∩ (C(J))◦ 6= ∅. Ahora bien, este 
onjunto es abierto en A, por otro lado, está


ontenido en C(J), lo 
ual es un absurdo ya que dim(A) = n > 2 =dim(C(J)). Ahora,

supongamos que C
x

∈ ∂M(T ). Si se re
uerda 
omo se obtiene A a partir de K, (ver

demostra
ión de 4.10) no es difí
il darse 
uenta que A es el árbol interno de K, que se

obtiene al remover de éste, sus aristas terminales. Se dedu
e del Lema 3.7 que la dimen-

sión de M(T ) es estri
tamente menor que la de M(A). Por otro lado, dado que C
x

es

punto de a
umula
ión de (M(T ))◦, se debe tener que (A)◦ ∩ (M(T ))◦ 6= ∅, y nótese que

este 
onjunto es abierto en C(X), y por tanto es abierto en (A)◦. Así, existe una 
opia de

[0, 1]n 
ontenida en (A)◦ ∩ (M(T ))◦ ⊂ M(T ), lo 
ual es un absurdo, dada la dimensión

de M(T ).

El último 
aso a 
onsiderar es 
uando, para algunos índi
es i, xi = pi, 
on pi ∈ T (X)

o bien xi ∈ (ri, pi). En este 
aso, se demuestra fá
ilmente que C
x

∈ Int(M(T )), lo 
ual


ontradi
e la Proposi
ión 4.8. �
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Sea G1 el espa
io que se des
ribe en la siguiente �gura:

α1

Figura 4.2:

Llamemos α1 al punto distinguido de G1 y, para 
ada n > 1, sea Gn el árbol que se

obtiene de Gn−1 al pegar en 
ada uno de sus puntos terminales una 
opia Hn de G1 en

el punto distinguido αn, donde di
ho punto tiene la propiedad de distar de los extremos

de Hn un 
uarto de lo que dista el punto distinguido αn−1 de los extremos de Hn−1,

es de
ir, el tamaño de Hn es un 
uarto del tamaño de Hn−1. En la siguiente �gura se

muestran los primeros 
uatro términos de esta su
esión.

Figura 4.3: Su
esión Gn

No es difí
il 
onven
erse de que el límite de esta su
esión es la dendrita de Gehman

(Figura 1.3).
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Cada Gn satisfa
e las hipótesis del Teorema 4.10, de aquí que C(G) 
ontiene al menos

una 2n−
elda libre maximal para 
ada n ∈ N. De he
ho, siendo la dendrita de Gehman

un 
ontinuo que (por así de
irlo) se autorepli
a, dado n > 2, existen una in�nidad de


ontinuosK ∈ C(G) 
on las hipótesis del Teorema 4.10. Con esto se tiene que C(G) tiene

una in�nidad de n−
eldas libres maximales para 
ualquier n > 2.

Ejemplo 4.12. Considérense los ar
os [x1, x2], [x2, x3] y [x2, x4] en G2 (Figura 4.4)

x1x2

x3 x4

Figura 4.4: Árbol G2

Si 
onsideramos las tres 2−
eldas libres M([x1, x2]), M([x2, x3]) y M([x2, x4]), que estos

ar
os indu
en en C(G), resulta que su interse

ión 
onsta del úni
o punto {x2}; di
ha

interse

ión se muestra en la Figura 4.5

{x2}

Figura 4.5:

Si se 
ontinúa 
on este pro
eso lo que se obtiene es el subespa
io C2 de C(G) que se

muestra en la Figura 4.6
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Figura 4.6: Espa
io de 2−
eldas libres maximales de C(G)

Ejemplo 4.13. Sean T1, T2 y T3 los triodos simples 
ontenidos en G3, 
uyos vérti
es

son los puntos x2, x3 y x4 (Figura 4.7), respe
tivamente y que satisfa
en las hipótesis

de el Teorema 4.10. Enton
es los puntos terminales de 
ada triodo quedan determinados.

Así; los de T1 son x1, x3 y x4; los de T2 son x2, x5 y x6 y los de T3 son x2, x7 y x8.

x1x2

x3x4

x5 x6 x7 x8

Figura 4.7: Árbol G3

Al 
onsiderar los 
ubos libres M(T1), M(T2) y M(T3), que los tres triodos indu
en en

C(G), resulta que M(T1) ∩M(T2) = {[x2, x3]}, M(T1) ∩M(T3) = {[x2, x4]} y M(T2) ∩
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M(T3) = ∅. Estas interse

iones se representan en la Figura 4.8.

Figura 4.8:

Si unimos todos los 
ubos libres que indu
en aquellos triodos simples satisfa
iendo las

hipótesis del Teorema 4.10, lo que se obtiene es el subespa
io C3 de C(G) que más o

menos lu
e 
omo en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Espa
io de 3−
eldas libres maximales de C(G)
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4.2. Celdas libres en hiperespa
ios de dendroides

Como se dijo al prin
ipio de este 
apítulo, en esta se

ión daremos 
ondi
iones ne
esarias

y su�
ientes, para que el Teorema 4.10, de la se

ión anterior, sea válido en el 
aso en

el que el 
ontinuo X es un dendroide. Para ello se requiere la no
ión de 
ontinuo de


onvergen
ia.

De�ni
ión 4.14. Continuo de 
onvergen
ia. Sea X un espa
io métri
o. Un sub-


ontinuo no degenerado A de X se llama 
ontinuo de 
onvergen
ia de X si existe una

su
esión (An) de sub
ontinuos de X tal que:

1. ĺımAn = A,

2. An ∩ A = ∅.

Cabe apuntar que si el espa
io X es 
ompa
to, los sub
ontinuos An se pueden es
oger

mutuamente ajenos [12, Def. 5.11, pag. 76℄.

Teorema 4.15. Sean X un dendroide, K 
omo en el Teorema 4.10 y A 
omo en la

demostra
ión. Enton
es M(A) es libre si y sólo si el interior variedad (M(A))◦, no


ontiene 
ontinuos de 
onvergen
ia.

Demostra
ión: Si Cx ∈ (M(A))◦ es un 
ontinuo de 
onvergen
ia evidentemente M(A)

no puede ser una n−
elda libre. Por otro lado, si M(A) no es una n−
elda libre, enton
es

existe Y = Cx ∈ (M(A))◦, tal que, para 
ada ǫ > 0, existe Z ∈ C(X)− (M(A))◦, tal que

H(Y, Z) < ǫ.

Considérese las siguientes 
antidades:

αi = d(Y, pi), β = H(Y, ∂(M(A))) y γT ′ = H(Y,M(T )), δI = H(Y,C(I)) (donde T

varía en el 
onjunto de árboles internos de K distintos de A e I sobre el 
onjunto de

aristas de K). Notando que son positivas, tómese ǫ1 > 0 menor que todas ellas y sea

Z1 ∈ C(X) − (M(A))◦ tal que H(Z1, Y ) < ǫ1. Si Z1 ∩ Y 6= ∅, se tienen los siguientes


asos a 
onsiderar:

i) Z1 −K 6= ∅.

En este 
aso pi ∈ Z1, para algún i. Enton
es la bola Bǫ1(pi) interse
ta a Y lo 
ual


ontradi
e la ele

ión de ǫ1.

ii) Z1 ⊂ K

En este 
aso, Z1 ∈ C(K) = [
⋃

T∈AI(K) M(T )] ∪ [
⋃

I∈A(I)C(I)]. Si Z1 ∈ ∂M(A),

Z1 ∈ M(T ) (T 6= A) o Z1 ∈ C(I) de nuevo se 
ontradi
e la ele

ión de ǫ1. Esto

muestra que Z1 es ajeno a Y , tomando ǫ2 > 0 menor que H(Z1, Y ), de manera

similar podemos obtener un 
ontinuo Z2, ajeno a Y , y tal que H(Z2, Y ) < ǫ,
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ontinuando 
on este pro
eso se 
onstruye una su
e
ión (Zn) de 
ontinuos ajenos

y 
onvergentes a Y . �

4.3. Preguntas abiertas

1) ¾Si X es un 
ontinuo ar
o
onexo 
on los mismos hiperespa
ios an
lados que los de

S1
, se tiene ne
esariamente que X es homeomorfo a S1

?

2) En general, ¾si X es un 
ontinuo ar
o
onexo 
on los mismos hiperespa
ios an
lados

que una grá�
a �nita G, se sigue ne
esariamente que X es homemorfo a G?

3) ¾Tiene el Solenoide Diádi
o los mismos hiperespa
ios an
lados que S1
?
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