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Resumen

La presente tesis se compone de cuatro capitulos. En el primero se dan las nociones
generales de la Teoria de Continuos (Definiciones, resultados, ejemplos etc.) que son
utiles para los siguientes tres. Aquellas nociones que no se mencionen en este capitulo
aparecen en el texto en el lugar que se requieran y, en la mayoria de las veces, se deja
indicada mediante una cita la bibliografia para mayor referencia.

En el segundo capitulo, hacemos un estudio de la dimensién en los niveles de Whitney
de Hiperespacios anclados de dendroides suaves.

En el tercer capitulo, definimos un continuo C'pp como aquel continuo cuyos hiperespacios
anclados son siempre poliedros. Y presentamos el resultado (Teoremas 3.32 y 3.33) que
establece que: “Un continuo localmente conexo es Cpp si y solo si es una grafica finita”.
Cabe mencionar que el Ejemplo 3.34 hace ver que la conexidad local es una hipétesis
esencial en este resultado. Mas adelante (Seccion 3.5), caracterizamos al arco en términos
de hiperespacios anclados (Teorema 3.53) obteniendo que: “El arco es el inico continuo
arcoconezro para el cual, uno de sus hiperespacios anclados es un arco.

En el cuarto capitulo, se dan condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
n—celdas libres maximales en el hiperespacio de continuos de una dendrita X (Teoremas
4.10 y Proposicion 4.11), después se dan condiciones necesarias y suficientes para que las
primeras apliquen al caso en el que X es un dendroide. Por ultimo, aprovecho la ocasién

para darle las GRACIAS A TODOS...!!
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Capitulo 1

Definiciones y notaciones.

1.1. Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo con mas de un punto. Ejemplos
de continuos son: el intervalo cerrado [0, 1], la circunferencia S* = {z € R?||z| = 1}, el
producto cartesiano [0, 1]™ de n copias del intervalo cerrado [0, 1] y la n-esfera S™ = {x €
R™H1||z| = 1}. Otro ejemplo es el cubo de Hilbert, éste se define como cualquier continuo
homeomorfo al espacio [0, 1], con la topologia producto.

Un arco es cualquier continuo homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Si A es un arco y
f:10,1] = A es un homeomorfismo, los puntos f(0) y f(1) se denominan extremos del
arco A. Una curva cerrada simple es cualquier continuo homeomorfo a la circunferencia
St

Un subcontinuo Y de un continuo X es un subespacio de X que es, en si mismo, un
continuo, admitiremos que un subcontinuo s6lo tenga un punto, en cuyo caso dicho sub-
continuo es un subcontinuo degenerado de X. Un espacio M es una n—celda si existe un
homeomorfismo de [0, 1]™ en M. Denotaremos con M° al subconjunto de M que es ho-
meomorfo a (0,1)" y lo llamaremos el interior variedad de M, mientras que el conjunto
OM = M — M° sera llamado la frontera variedad de M, dejando la notacion Int M y
Fr M para el interior y frontera topoldgica respectivamente.

Se dice que un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos A y B
de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es conexo. Un arco es un ejemplo de un
continuo que es unicoherente, mientras que una curva cerrada simple es un ejemplo de
un continuo que no lo es. Se dice que un continuo X es hereditariamente unicoherente si
todos sus subcontinuos son unicoherentes. Un arco es un ejemplo de un continuo que es
hereditariamente unicoherente. Si X es una compactacion del rayo con residuo una curva

cerrada simple, entonces X es un ejemplo de un continuo que es unicoherente pero que
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Figura 1.1: Peine y Abanico Armonico.

no es hereditariamente unicoherente. Un continuo X es arcoconero si para cualesquiera
dos de sus puntos a,b € X existe un arco A C X cuyos extremos son a y b.

Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. Se despren-

de facilmente de la definicion que los dendroides son #@nicamente arcoconezos (i.e, entre
cualesquiera dos de sus puntos, existe un tnico arco que los une), en este caso, si X es
un dendroide y a,b € X, denotamos al unico arco de extremos a y b como A = [a, b
o simplemente como. También haremos uso de la siguiente notacion A — {a} = (a,b] y
(a,b) = [a,b] — {a,b}.
Ejemplos de dendroides son el Peine y el Abanico Armdnico, estos se muestran en la Figu-
ra 1.1. Un ejemplo de un continuo que no es arcoconexo es el Seno topoldgico (o Continuo
Sen(1)) y se define como la cerradura en R? del conjunto {(z, sen(2))[0 < z < 1} ver
Figura 3.17.

Un dendroide X es suave en p € X, si para cada sucesion (x,) C X tal que z,, — z, la
sucesion correspondiente de arcos [z, p] converge al arco ap en el sentido de la métrica
de Hausdorff (ver seccion 1.2). Diremos que un dendroide X es suave, si existe un punto
p € X, tal que X es suave en p y, en este caso, diremos que p es un punto inicial del
dendroide X . Los dendroides de la Figura 1.1 son suaves mientras que el de la Figura 1.2
no lo es.

Un punto del dendroide X es terminal si es extremo de cada arco que lo contiene. De-
cimos que un punto z € X es de orden mayor o igual que un entero positivo v en X si
existen r arcos en X cuya interseccion dos a dos es {x}. Decimos que el orden de z en X
es igual a r si el orden de x en X es mayor o igual que r, pero el orden de z en X no es

mayor o igual que r+ 1. Si el orden de « en X es r escribiremos ox () = r o simplemente
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Figura 1.2: Dendroide no suave

o(x) = r si no hay duda sobre qué espacio se esta considerando el orden.

Si o(z) > 3 se dice que x es un punto de ramificacion. Un punto q en X es I-esencial
si o(q) > r para cada ntimero natural r, ¢ es II-esencial si existe un arco « C X y una
sucesion de puntos diferentes de ramificacion (g,) C « que converge a ¢. Un punto de
un dendroide que no es ninguno de los anteriores se denomina ordinario. Denotaremos
con R(X), E(X), T(X) y O(X) a los conjuntos de puntos de ramificacion, esenciales,
terminales y ordinarios respectivamente. Salvo los puntos ordinarios, estos puntos cons-
tituyen los vértices del dendroide X. Una arista de un dendroide X es un arco J C X
cuyos extremos son dos vértices de X, de tal forma que ningtn otro vértice de X esta
en el interior de J. Una arista, se llama terminal si uno de sus extremos es un vértice
terminal.

Una dendrita es un dendroide localmente conexo. Todos los puntos de una dendrita son
iniciales y reciprocamente: si un dendroide es suave en todos sus puntos, entonces dicho
dendroide es una dendrita [1, Cor. 4 y 5, Pags. 298, 299]. La Dendrita de Gehman (Fi-
gura 1.3) es un ejemplo de una dendrita, el Peine y el Abanico Armdnico son ejemplos
de dendroides que no son dendritas. Un drbol X es una dendrita sin puntos esenciales.
La dendrita de Gehman es un ejemplo de dendrita que no es arbol. Ejemplos de arboles
son: el Arco, el triodo simple (Figura. 1.4) o cualquier n-odo simple, i.e., arbol con sblo
un punto de ramificacién y exactamente n puntos terminales. Si v es el tnico punto de

ramificaciéon de un n-odo simple, éste se denomina vértice del n-odo.
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Figura 1.3: Dendrita de Gehman

Figura 1.4: Triodo simple

1.2. Meétrica de Hausdorff e Hiperespacios

Dados un subconjunto cerrado no vacio Y de un continuo X y € > 0, se define la nube

de radio € y centro en Y como el conjunto:
N(Y)={r € X| existe y € Y tal que d(z,y) < ¢}

Si en el conjunto 2% = {Y C X|Y es un subconjunto cerrado no vacio de X} se define

la funcion H : 2% x 2¥ — R mediante
H(Y,Z) =inf{e > 0]Y C N.(Z)y Z C N.(Y)},

entonces H es una métrica para 2% llamada métrica de Hausdorff [11, Teo. 0.2, pag. 2|
y 2%, con la topologia que de esta métrica se obtiene, resulta ser un continuo [11, Teo.
1.13, pag. 65] . El subconjunto C(X) C 2% definido mediante C(X) = {Y € 2X|Y es
un subcontinuo de X} es un subcontinuo de 2% éste es el asi llamado hiperespacio de
subcontinuos de X.

Sip € X, el hiperespacio de subcontinuos de X anclados en p es el subespacio Cp(X) =
{Y € C(X)|p € Y}. Un hecho conocido es que los hiperespacios anclados son, de hecho,
subcontinuos de 2%[11, 1.208.5, pag. 200].

Ejemplo 1.1. Si X =[0,1] y Y = [%, 3], entonces H(X,Y) = 1.

Ejemplo 1.2. Si X es un continuo homeomorfo a [0, 1], entonces C(X) es una 2— celda.
Supongamos sin perder generalidad que X es el segmento [0,1] del eje x del plano car-

tesiano xy, que un extremo es el punto v = (0,0) y que el otro extremo es el punto
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9(X)
9(C)
v=g(o)) L o(fw)) =
Figura 1.5:

w = (1,0). Bajo estas suposiciones cada subcontinuo C de X estd determinado por su
punto medio me y su didmetro §5(C). La formula g(C) = (me,0(C)) es un homeomor-
fismo entre C(X) y el tridngulo T de vértices g({v}) = v, g({w}) = w y g(X) = (3,1)
(Figura 1.5).

Ejemplo 1.3. Si X =[0,1] yp =10 o p =1, entonces C,(X) es un arco, mientras que
sip € (0,1), entonces Cp(X) es una 2—celda.

Ejemplo 1.4. Si X es un espacio homeomorfo a S*, entonces C(S') es una 2—celda.
Para probarlo supdngase, sin perder generalidad, que X es de hecho el espacio S'. Con
estas suposiciones cada subcontinuo propio C de X queda perfectamente determinado por
su punto medio m¢ y la longitud de arco 1(C'), donde 0 < [(C) < 27w, Sea D = {(x,y) :
\/m < 1}. Si introducimos coordenadas polares en el plano xy, cada punto p de D
se puede representar como un vector mediante un par ordenado (a(p),r(p)) donde a(p)
denota el dngulo del vector p mientras que r(p) denota la longitud del vector p (Figura
1.6). Asi, las asignaciones h(C) = (0,0), si C = X y h(C) = (a(mc),1 — %) es un
homeomorfismo entre C(S') y D.
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)
CN*
hC),
a(me)
x
Figura 1.6:

Ejemplo 1.5. Si X = S, entonces Cp(X) es una 2— celda para cada p € X . Esbozaremos
la prueba, para mayores detalles ver [6, pdg. 34]. Supdngase, sin perder generalidad, que
p = (1,0). Considérese el conjunto By, cuyos elementos son los subarcos de S* que tienen
a p como extremo izquierdo, donde el extremo izquierdo de un subarco es el extremo del
arco que queda a la izquierda cuando al pararse sobre el arco se observa en direccion del
origen. Notése que, para cada A € By, el punto medio de A estd en la mitad de arriba de
SL. Los elementos de By van desde los muy pequenos, que son casi iguales a {p} (para
éstos su punto medio estd también muy cercano a p y, como su longitud es casi cero, ellos
quedan representados en el disco muy cerca de {p}) hasta los muy grandes que son casi
iguales a S*, cuyo punto medio estd muy cecano al punto —p y como su longitud es casi
2w, estaran representados por puntos muy cercanos al origen. Asi By en el disco tiene
una representacion como la que se muestra en la Figura 1.7. En dicha figura también se
ha incluido la representacion del conjunto Bo cuyos elementos son los subarcos de S que
contienen a p como extremo derecho. Como cada subarco A de S' que contiene a p estd
entre dos subarcos del mismo tamano que A, uno que tiene a p como extremo derecho y
otro que lo contiene como extremo izquierdo, se concluye que C,(S') queda representado

por la region limitada por By y Bo.




1.2. METRICA DE HAUSDORFF E HIPERESPACIOS

By

By

Figura 1.7:

Ejemplo 1.6. Si p es como en el Ejemplo 1.5 y tomamos otro punto de S*, digamos
q = —p, el hiperespacio Cy(S"') queda representado en el disco como se ilustra en la
Figura 1.8. El conjunto Cy(S*)NC,(Sh) es la union de dos 2—celdas D1 U Dy cuyo tinico
punto en comin es el que representa a S*. Si denotamos con L1 a uno de los arcos en
S1 que une p con q y con Lo al otro de estos arcos, entonces Dy es el conjunto de los

subarcos de S' que contienen al arco L1, mientras que Do es el conjunto de los subarcos

de S' que contienen al arco Lo. El conjunto D3 = Cy(S) — (D1 U Dy) también es una
2—celda. Si establecemos que las intersecciones entre estas celdas son caras, entonces

hemos dado a Cy(S') = Dy U Dy U D3 una estructura de poliedro (ver Definicion 3.2).
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Figura 1.8:

Ejemplo 1.7. Si X es un triodo simple y p1 es el vértice del triodo, entonces Cp, (X) es
una 3—celda. Si p2 es un punto en el interior variedad de alguna arista de X, entonces
Cp, (X) es la union de una 3—celda y una 2— celda cuya interseccion es una cara de ambas
celdas. Por dltimo, si ps es un punto extremo, entonces Cp,(X) es la union de un arco

y una 2—celda cuya interseccion es un extremo del arco (Figura 1.9 ).
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b3

P2 D1

Figura 1.9:

Entre otras cosas, el estudio de los hiperespacios C(X) o Cp,(X) consiste en analizar qué
propiedades tienen en si mismos o bien, qué propiedades de X inducen cuéles propiedades
en C(X) o en Cp(X) y viceversa. Por ejemplo, por mencionar algunos, se conocen los

siguientes resultados:
Teorema 1.8. [11, Teo. 1.12 pdy. 65] Si X es un continuo, entonces C(X) es arcoconezo.

Teorema 1.9. [15] [16] Un continuo X es localmente conexo siy sélo si C(X) es local-

mente conexo.

Teorema 1.10. [11, 1.208.5 pdg. 200] Si X es un continuo y p € X, entonces Cp(X)

es localmente conexo.

Teorema 1.11. [4, Teo. 8 pdg. 225] Si X es un dendroide suave en p, entonces Cp(X)
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es un Cubo de Hilbert si y solo si p no estd en el interior de un drbol contenido en X.

Teorema 1.12. [11, 1.208.5, pdg. 200] Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el espacio {K € C(X): A C K C B} es un subcontinuo localmente conexo de

o(X).

Teorema 1.13. [11, 0.49 pdg. 23] Si X y Y son continuos y f : X — Y es una
funcion continua, entonces la funcion inducida f : C(X) = C(Y), definida mediante

f(A) = f(A), también es continua.
Del teorema anterior se sigue facilmente el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.14. Si X y Y son continuos y f : X — Y es un homeomorfismo,

entonces f : C(X) — C(Y) es un homeomorfismo.

Demostracion: Ello se debe al hecho de que la funcién inducida f es una biyecciéon

continua entre continuos. [ |

1.3. Lim inf, Lim sup, Lim.

Definicién 1.15. Sea (S,7) un espacio topoldgico, y se (A,) una sucesion de subcon-
juntos de S. Definimos Lim inf (A4,,) y Lim sup (A,) como sigue:

Lim inf (A,,) = {z € S| para cada U € 7, tal que x € U, UN A,, # 0, para todos, salvo a
lo mds una cantidad finita de indices n};

Lim sup (4,,) = {z € S| para cada U € 7, tal que x € U, UN A,, # 0, para una cantidad

finita de indices n}.

Definicién 1.16. Sean (S, 7) un espacio topoldgico y (Ay) una sucesion de subconjuntos
de S y sea A C S. Escribirernos Lim (A,) = A, para referirnos a que Lim sup (4,) =
A =Lim inf (4,).

Teorema 1.17. Sea X un espacio métrico compacto, y sea (A,,) una sucesion de subcon-
Juntos, compactos, no vacios de X. Entonces, Lim (A,) = A si y sdlo si (A,) converge

a A en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff H.

10



Capitulo 2

Niveles de Whitney.

2.1. Funciones de Whitney.

En esta seccion se estudiard la dimension de los niveles de Whitney en dendroides suaves.
Para ello definiremos a continuacion estos conceptos. Sea X un continuo y C(X) el
hiperespacio de subcontinuos de X. Una funcidn de Whitney para C(X), es una funciéon
continua p : C'(X) — [0,1] tal que pu({z}) = 0 para cada z € X y si A C B entonces
1(A) < p(B). Se sabe que las funciones de Whitney siempre existen [11, 0.50.2, 0.50.3,
pag. 26, 27]. Si p € X, considérese el hiperespacio anclado Cp,(X); ahora, si p: C(X) —
[0,1] es una funcién de Whitney, denotaremos con j, = p|c,(x) a la restriccion de p a
Cp(X).

Sip:C(X) — [0,1] es una funciéon de Whitney, entonces las fibras u~1(t), para t € (0,1)
se llaman niveles de Whitney; los niveles de Whitney son subcontinuos de C'(X) [6, Lema

8.4, pag. 112].

11
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2.2. Dimension

Definicion 2.1. El conjunto vacio y solo el conjunto vacio tiene dimension —1. Un
espacio X tiene dimension menor o igual que n (n > 0) en un punto p (dim,(X) < n),
si existe una base local en p cuyas fronteras tienen dimension menor o igual que n — 1,
El espacio X tiene dimension menor o igual que n (dim(X) < n), si dim,(X) < n para
cada p € X.

El espacio X tiene dimension n en un punto p (dim,(X) = n), si dim,(X) < n pero
dim,(X) £ n—1.

X tiene dimension n (dim X = n), si dim (X) <n pero dim(X) £ n — 1.

X tiene dimension oo si dim(X) £ n para cada n € N.

La dimension es un invariante topologico, [13, Teo. 1.2, pag. 6]. Ademés, de que es
monoétona (i.e. si X C Y, entonces dim(X) < dim(Y)) [13, Teo. 3.2, Pag. 15]. Las

n—celdas tienen dimension igual a n [13, Teo. 9.5 pag. 49].

2.3. Niveles de Whitney.

Recordemos que si o : C'(X) — [0, 1] es una funcion de Whitney, entonces los niveles de

Whitney p~'(t), para t € [0, 1] son subcontinuos de C(X) [6, Lema 8.4, pag. 112].

Proposicion 2.2. Sea X un dendroide suave en p, p: C(X) — [0,1] una funcion de
Whitney y 0 < t < 1. Si para cada A € u;l(t), A no tiene puntos esenciales, entonces
dim (p;, ' (t)) < oco.

Demostraciéon: Para cada A € ,uljl(t) existen 04 > 0 y na € N tales que la bola

Bs,(A) de centro A y radio d4, en la metrica de Hausdorff, es homeomorfa a I"4 (ver

demostracion de [9, 1.2 f pag. 43]). De la compacidad de ugl(t), se sigue que existen
k k

Ay, Ay € py () tales que gt () © U Bs,, (A;). Como U Bs,. (A;) es de dimension
i=1

= i=1
finita [13, Teo. 6.1 pag. 29]. Asi, también p, ' (t) es de dimension finita. [ |

Si X es un dendroide no degenerado, entonces p~1(0) y ©~1(1) son de dimension 1 y 0
respectivamente, ello se debe a que cualquier dendroide no degenerado tiene dimensién 1
(|13, Ejer. 19.40, pag. 123] y 1~ 1(0) es homeomorfo a X y por otro lado, u~*(1) consta
de un so6lo punto.

Quisiéramos saber si dim (u,'(t)) o dim (p~'(t)) son finitas o infinitas, en donde  :
C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney, X cualquier dendroide, 0 < t < 1 y p es un

punto inicial de X. Para ello requeriremos del siguiente lema acerca de continuidad.

12



2.3. NIVELES DE WHITNEY.

Lema 2.3. Sean X y Y espacios métricos, entonces f : X — Y es continua en x si y

s6lo si para cada sucesion (x,) C X que converge a x eziste una subsucesion (f(xn,)) de

(f(xn)) que converge a f(x)

Demostracion: La primera parte es trivial. Para la otra parte, supongamos que existe
una sucesion (z,) C X convergente a x tal que f(z,) no converge a f(z), ello implica
que existe € > 0 tal que para cada k € N existe un namero n; > k y un punto z,, tal que
d(f(z), f(zn,)) > €. La sucesion (z,,) converge a = y no admite ninguna subsucesion

cuyas imagenes converjan a f(z). |

Proposicion 2.4. Sean X un dendroide y p un punto inicial. Si A es un drbol en
u;l(t), distinto de una arista, y A contiene un punto esencial q distinto de p, entonces

dim (g, ' (t)) = oc.

Demostracion: Tenemos dos casos a considerar:

Caso 1: FEl punto q es I-esencial:

Sea J = [r,s] una arista terminal de A, con r el punto que es terminal de A. Ahora
tomeése un punto u € J tal que ¢, p ¢ [u,r] y considérese el subarbol A’ = A — (u,r|, con
lo que p,(A') < t.

Ahora bien, dado n € N, témense n arcos distintos J1 = [r1,4], ..., Jn = [, ¢] tales que

JNA={q}, inJ;={q}sii#jyuAU U Ji) <t (ver Figura 2.1).

i=1

Figura 2.1:

Ahora, para cada subcontinuo B = A" U (U [zi,q]) con z; € J;, denotemos por a(B) al

i=1
n

subcontinuo A’ U (U[xl, q]) U [2n41,u] asegurado por el Teorema del valor intermedio,
i=1
tal que u(a(B)) = t, donde 41 € [r,u]. Afirmamos que la asignacion B — «(B) es

una funcion continua: Tomemos una sucesion (B™), donde B™ = A’ U (U[x;”,q]) es
i=1

13



CAPITULO 2. NIVELES DE WHITNEY.

tal que B™ converge a B = A’ U (U[wi,q]). Sea 11 el punto del arco [u,r] tal que

i=1
n

a(B) = A0 (Ui, a)) U lensr, )
i=1

Considérese la sucesion ([} 1, u]) C C([u,7]) tal que a(B™) = A" U U
i=1
[z 1, u])). Por ser [u,r] compacto, existe una subsucesion convergente (z,'f;) de (2]} 1),

digamos que el punto z;, ., es su limite. Por ser [u,r] suave [1, Cor. 4 y 5| la subsuce-

sion ([x,'F,u]) de ([x}" |, u]) converge al subarco [7;,,,,u] de [u,r]. Asi, la subsucesion

a(B™) de a(B™) converge a C' = A" U (U[xl, q)) U [2], 41, u].
i=1
Ahora bien, notese que C' C «(B) o bien a(B) C C. Por otro lado, de la continuidad de

w se tiene que p(C) = t. Del parrafo anterior, se resulta que a(B) = C. Se deduce de
esto y el Lema 2.3 la continuidad de a.

Por ultimo, la asignacién
n n

n
(@1, 2) = oAU (i) = AU ([, @) U [wng1, 4] es un encaje de [ [ i en
i=1 i=1 =1
pi, ' (t) como se muestra a continuacion:

n
La asignacion claramente es inyectiva. Ahora bien, témese (x,,) C H‘Ii una suce-
sion convergente, digamos al punto x = (z1, z2,...,z,), queremos protz); que si By, =
n n
AU (U [, q]), entonces «(B,,) converge al punto A" U (U [, q]) U [Tnt1,u]. Sin em-
bargo,i :clomonya probamos la continuidad de «, es suﬁcienté:rlnostrar que B,, converge a
B=AU (U[xl, q]), para ello mostraremos que liminf B,, = B ver [12, 4.8, Teo 4.11].
Toémese unl;mto x € [z;,q]. Si x = x; dado que la sucesion =" converge a x;, es claro
que cualquier abierto que contenga a x intersectara a todos salvo a lo mas un ndmero
finito de los continuos B,,, y en este caso, x € liminf B,,. Si « # z;, existe un nimero
natural N tal que = € [z, ¢] para cada m > N, esto quiere decir que U N B,, # () para
cualquier conjunto abierto U que contenga a x para cada m > N, lo que muestra, otra
vez, que = € liminf B,,. Por otro lado, es claro que si x € A’ entonces x € liminf B,

Asi, B C liminf B,,. Ahora, si « ¢ B, facilmente se muestra que = ¢ liminf B,,, lo que

muestra que liminf B,,, = B y por tanto la asignacion:
n n

n
(@1, 2) = oAU (i) = AU ([, @) U [wng1, 4] es un encaje de [ [ Ji en
i=1 i=1 i=1
pi, ' (t) como querfamos. Siendo 7 un entero positivo arbitrario, se tiene que dim (y,, ' (t)) >

n para cada n y, por tanto la dimension de p(t)~! es infinita.

Caso 2: El drbol A contiene un punto II-esencial g:

En este caso sea a un arco de X y (¢;,) C « una sucesion de puntos de ramificacion
distintos tales que converge a ¢. Afirmamos que podemos tomar « de manera que o C A.

En efecto, si tal no es el caso, hay dos opciones: La primera opcién se da cuando la

14



2.3. NIVELES DE WHITNEY.

interseccion a N A contiene una infinidad de puntos ¢,, , en este caso podemos tomar
como « dicha interseccion. La segunda, cuando A N « contiene una cantidad finita de
puntos ¢,,. En este caso considérese una arista terminal [r, s] de A con r punto terminal
de A y considérese un punto u € [r,s] de tal forma que p,q ¢ [u,r], ahora, si al tomar
el subcontinuo A’ = A — [r,u) resulta que u(A’ U a) < ¢, entonces, por el Teorema del
valor intermedio, existe un punto z en el arco [u, r] tal que u(A’ UaU[u,z]) = t. En este
caso podemos tomar como A al continuo A’ Ua U [u, z]. Mientras que si u(A'Ua) > ¢, de
nuevo, por el Teorema del valor intermedio existe un punto = € « tal que u(A’'U|x,q]) =t
(donde el arco [z, ¢| contiene una infinidad de puntos g,, y en este caso tomamos a A
como el continuo A’ U [z, q]).

Asi las cosas, dado que 0x (¢m) > 3y A es un arbol, podemos tomar arcos L., = [T, ¢m]
tales que L, N A = {gm,} de manera que d(@m,qm) < 5= (Ver Figura 2.2). Esto im-
plica que [, ¢mn] converge a {q}. En efecto, dado ¢ > 0, sea M lo suficientemente

grande como para que d(¢m,q) < §¥ 2% < §, para cada m > M. Asi, d(z,,q) <

o0
ATy @) +d(gm, q) < 2%4—% < e. Esto muestra que x,, converge a q y, ya que AU U L,
m=1
es una dendrita (y, por tanto, es suave en todos sus puntos [1, Pags. 298, 299]), los arcos

[©m, g] convergen a {q} y ya que [T, ¢m] C [Tm, q|, los arcos [T, ¢n] también convergen
a {¢}. Como A no es un arco podemos tomar una arista terminal J = [r, s], con r un
punto terminal de A, de tal forma que p, ¢, ¢, ¢ [r, u], donde u € [r, s]. Ahora considérese
el subarbol A" = AU (u,r] de A con lo que p,(A") < t.

Ahora bien, dado n € N, toménse n arcos distintos Ly, ..., Ly, tales que u,(A" U
n

(U, Li,)) < t. Para cada subcontinuo ¥ = A’ U (U[yi,q]), donde y; € L,,, de-
i=1
notese con ¢(y) = ynt1 el punto del arco [u,r] asegurado por el Teorema del valor

intermedio tal que p,(A" U (U[yl,q]) U [u, Ynt1] = t. Al igual que antes, la asignacion

i=1
n n

(yi)iy — AU (U [Yi,q)) U [yn+1,q] es un encaje de HLW en p,(t)~*. De nuevo, siendo
i=1 =1
n un entero positivo arbitrario se sigue que dim (u,(¢)~!) > n para cada n y, por tanto,

dim (p,(t)™1) = oco. [ |
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Tm+1
m‘Jr Lm+2

dm—1 9m dm+19m+2 4

Figura 2.2:

Corolario 2.5. Sea X un dendroide y p un punto inicial. Si A € ,uljl(t) no es una arista

y A contiene un punto esencial q, distinto de p. Entonces dim(u,, ' (t)) = co.

Demostracion: Si A es un arbol, aplicamos la proposiciéon 2.4. Ahora, supongase que A
contiene un punto [ —esencial, g. Considérense puntos x1,xs, ... € A, tales que, los arcos

[q, ;] tienen como tnico punto en comun, al punto ¢. Tomemos un punto z € X — Ay
oo

un punto y € A — (U(q,:z:l] = B, de tal forma que, [z,y] N B = {y} y p(BU[z,y]) < t.
i=1
Por el Teorema del valor intermedio, deben existir puntos y; € [¢,x;], i« € N tales que
o0

w(BU [z, y|U (U[q,yl]) = t. Ahora, por cada punto z; € [y;, z;], sea zo € [x,y], el punto

=1
o'}

asegurado por el Teorema del valor intermedio, tal que p(B U [zg, y] U (U [q,2])) =t. Al
i=1
igual que en la demostracion de la Proposicién 2.4, se puede demostrar que la asignacion
[o ] [o ] o0

(2:)52, = BU [z0,y] U (U[q, zi]), es un encaje de H[yl, ;] en gt (t). Al ser, H[yi,xi],
i=1 i=1 i=1
una celda de dimension infinita, la dimension de p,, ' () es infinita. De manera similar,

se muestra que si ¢ es un punto I/—esencial de A, entonces, dim(u;l(t)) = oo.

Proposicién 2.6. La dimension de i, ' (t) es finita si y solo si para cada q € E(X), se
tiene que [p, q] no es una arista y ([p,q]) > t, donde E(X) denota el conjunto de puntos

esenciales de X .

Demostracion: Si para algiun punto esencial ¢ se tiene que p,([p,q]) < ¢ se tienen dos

casos a considerar:

i) pp([p.q]) =t

En este caso se aplica la Proposicion 2.4.

i) pp([p,q)) <t

En este caso, por el Teorema del valor intermedio, existe un continuo A tal que
[p,q] C A con p,(A) = t, se sigue nuevamente de la Proposicion 2.5 que u;l(t)

tiene dimensioén infinita.
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Por otro lado, si para cada punto esencial g se tiene que u([p, q]) > t, entonces, para cada
Ae u;l(t), A no tiene puntos esenciales. Por la Proposicion 2.2 se tiene que u;l(t) es

de dimension finita. [ |

La hipotesis de que [p, g] no sea una arista en la proposicion anterior es necesaria ya que

en el Abanico armonico (Figura 1.1) si p es un punto terminal, ¢ es el vértice del abanico

y t = u([p, q), entonces 1, ' (t) = {[p, ql} y por tanto dim (x,"(t)) = 0.
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Capitulo 3

Continuos Cpp

En [14] P. Pellicer da una caracterizacion de los hiperespacios anclados Cp(X) cuando X

es un continuo atriédico y plantea el siguiente problema:

Caracterizar los hiperespacios Cp(X) cuando X es una grifica finita.

En este capitulo daremos soluciéon a este problema. Para ello, se requieren nociones
tales como poliedros, graficas finitas y continuos Cpp. Dichas nociones se exponen en las

secciones siguientes.

3.1. Poliedros.

Diremos que S es una cara de una n—celda M = [0,1]" si S = 57 x --- x S, donde
S; =[0,1], S; = {0} 0 S; = {1}. Por ejemplo, las caras de [0, 1] son {0} x {0}, {1} x {1},
{0} x {1}, {1} x {0}, {0} x [0,1], [0,1] x {0}, [0,1] x {1}, {1} x [0,1]; un total de 8 caras.

En general [0, 1]™ tiene 3™ — 1 caras.

Nota 3.1. Obsérvese que de la definicion de cara se sigue facilmente que la interseccion
de cualesquiera dos caras de una n—celda M es o bien vacia o bien nuevamente una cara

de M.
Definicién 3.2. Un poliedro es un espacio homeomorfo a un continuo que se puede
escribir como una union finita de celdas de tal manera que las intersecciones entre ellas

0 es vacia o es una unidn (finita) de caras (Figura 3.1).

Definicién 3.3. Diremos que un continuo X es Cpp, si los hiperespacios anclados

Cp(X), son poliedros para cada p € X.

19



CAPITULO 3. CONTINUOS CPP

Figura 3.1: Poliedro

Nota 3.4. Sabemos que una celda tiene caras de diferentes dimensiones. Cuando se tiene
la n—celda [0,1]", sus caras son aquellos conjuntos que se obtienen restringiendo algunas
de las coordenadas de manera que sélo puedan tomar alguno de los valores 0 0o 1 y el
resto de las coordenadas queda libre de tomar cualquier valor. Asi, se empieza por sus
esquinas, que son conjuntos de un sdélo punto (por ejemplo, {(0,...,0)}), después, las
aristas, las cuales son arcos (por ejemplo, la arista {(0,...,0)} x [0,1]), después vienen
las caras de dimension dos, las cuales son 2—celdas y asi sucesivamente. Cuando decimos
que la interseccion C1 N Cy de dos celdas en la Definicion 3.2 es una union de caras, nos
referimos a que es una union de este tipo de caras tanto de C; como de Cs. Conviene
tener presente este hecho ya que es a lo que se refieren los enunciados de los Lemas

3.10-3.12 y aparecerd en muchas partes de la demostracion del Teorema 3.32

3.2. Graficas finitas

En esta seccion damos la descripcion que hace A. Illanes del trabajo de R. Duda con
respecto al hiperespacio C'(G) cuando G es una gréafica finita. Para mayor informacion
ver [6, Cap. 11].

Una grifica finita G es un poliedro cuyas celdas son arcos. Al igual que en los dendroides,
diremos que el orden de p en GG es el nimero natural n si p tiene una vecindad cerrada
que es homeomorfa a un n—odo simple, de manera que p es el vértice de este n—odo. En
simbolos 0,(G) = n. Si n > 3 diremos que p es un punto de ramificacion, si n = 2, p es
un punto ordinario y sin = 1, p es un punto terminal. Diremos que un arco contenido

en GG es una arista si une a un par de puntos no ordinarios y sélo sus extremos son
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puntos no ordinarios. También permitiremos que una arista sea una curva cerrada simple
siempre y cuando esta arista contenga solo un punto de ramificacion, en cuyo caso dicha
arista es lo que se conoce como un lazo. Denotaremos con V(G), O(G), R(G) y T(G),
respectivamente, a los conjuntos de vértices, puntos ordinarios, puntos de ramificacién
y puntos terminales de G. Si G es una gréafica finita y J es una arista de G, entonces o
bien J es homeomorfo al intervalo [0, 1], en cuyo caso denotaremos los extremos de J con
07y 1y, 0 bien J es un lazo y en este caso hay una funcion continua de [0, 1] en J que
es inyectiva restringida a (0,1) (ver Lema 3.23) y que manda a 0 y a 1 al mismo punto,
que nosotros siempre supondremos que es el Gnico punto de ramificacion de J, diremos
que este Unico punto es 0y = 1. Los vértices de G son los extremos de las aristas de G.
Pensaremos que cada arista de G tiene longitud 1 y la métrica que usaremos es la de la
longitud de arco, esta métrica induce la misma topologia que la que G hereda de R3. Una,
subgrdafica de G es un subcontinuo de G que es una unién de algunas de las aristas de
G. Admitiremos también que un vértice sea una subgrafica de G, un drbol de G es una
subgrafica que no contiene curvas cerradas simples. Un drbol interno de G es uno que no
contiene puntos terminales de G y, en consecuencia, sus puntos terminales son puntos de
ramificacion de G, denotaremos con AI(G) al conjunto de arboles internos de G. Dado

un arbol interno 1" sea:
D(1,T)={pe G| existe geT tal que d(p,q) <1}
Si A(G) denota al conjuntos de aristas de G, no es dificil darse cuenta de que

DA,T)=J{JIJ € AG) y TNT #0}.

Sea T un arbol interno de G y consideremos las aristas J de G tales que JNT # (), pero
J Q T. Dividimos estas aristas en dos tipos: Jy,...,J, v L1,... L, donde las aristas J;
tienen s6lo uno de sus extremos (digamos 0;,) en T y ninguna de ellas es un lazo. Las
aristas L; son aquéllas que tienen sus dos extremos en 7', en estas ultimas incluimos los

lazos cuyo extremo estd en T'. Asi:

n m

DA, T)=TU(|JJ)u(JLy.

=1 j=1

<

Diremos que esta es la representacion cinonica de D(1,T). Dado un arbol interno T' C G

sea (T la familia de todos los subcontinuos de G que tienen la forma:

n

(o) (az, b)) =T U ({04, e]) U (

=1 g

at

[Or,,a;] U b, 15])

1
donde ¢; € J; y aj, bj € L; (ver Figura 3.2).

Se tienen los siguientes lemas, para mayor detalle se remite al lector a [6, Cap. 11]:
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a
J
Ly - LA
° Jo
C2
by
Ja J3
Cy4 oy
Figura 3.2:

Lema 3.5. Para cada drbol interno T de G, la familia M(T) es una (n + 2m)—celda,
donde n y m denotan respectivamente el nimero de aristas de G que intersectan a T en

un extremo y el nimero de aristas que intersectan a T en sus dos extremos.

Lema 3.6. Si T y S son drboles internos de G tales que S & T, entonces la dimension

de M(T) es estrictamente mayor que la dimension de IM(S).

Lema 3.7. SiT es el drbol interno que se obtiene al remover de G las aristas terminales,

entonces dim9(T) > dim9N(S), para todo drbol interno de G distinto de T .

Demostracion: Ello se debe a que para cada tal arbol S, se verifica la contencion S C T'.

Lema 3.8. Si G es una grifica finita, entonces:

ce =0 mml U cwl
TeAI(G) IeA(G)
Nota 3.9. Como dijimos, es bien sabido que C(S') y C([0,1]) son homeomorfos a las
2—celda [0,1] (ver [6, Ej. 3.1, 3.2 pdgs. 29, 31] y [2, pdg. 267]) y por tanto C(I) es
homeomorfo a [0,1]? para cada I € A(G).

Con el Lema 3.5 y la Nota 3.9, se ha establecido que los conjuntos 9(T') y C(I) son celdas
y, por tanto, tienen caras de varias dimensiones. En los Lemas 3.10-3.12, se establece que
la interseccion de cualesquiera dos de este tipo de celdas es o bien vacia o bien es una

unioén finita de caras, significando esto ultimo lo que se explica en la Nota 3.4.
Lema 3.10. La interseccion de dos conjuntos de la forma OM(T) es union de caras.
Lema 3.11. La interseccion de dos conjuntos de la forma C(I) es union de caras.

Lema 3.12. La interseccion de un conjunto de la forma OM(T) y uno de la forma C(I)

es union de caras.
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Dado que el conjunto AI(G) de los arboles internos de G y el conjunto A(G) de las aristas

de G son finitos, junto con los lemas anteriores se sigue facilmente el siguiente teorema:
Teorema 3.13. Si G es una grifica finita, entonces C(G) es un poliedro.

El regreso de este teorema también es cierto [2, pag. 278].

3.3. Graficas finitas y sus hiperespacios anclados

En esta seccion probaremos que los hiperespacios anclados de las graficas finitas son
poliedros. En algin punto de la demostracion usaremos los siguientes resultados y nocio-
nes de topologia general, el primero de los cuales hace referencia a funciones continuas

definidas por partes. Para mayor informacion, ver [3, Sec. 9, Pag. 81]

Definicién 3.14. Una familia {A,} de conjuntos en un espacio X es localmente finita
si por cada punto v € X, existe una vecindad V de x tal que V N Ay # 0 para a lo mds

una cantidad finita de indices .

Teorema 3.15. [3, Teo. 9./ pdg. 83| Sean X un espacio y {As} un cubrimiento de X

satisfaciendo alguna de las siguientes condiciones:

(1) Todos los conjuntos A, son abiertos.

(2) Todos los conjuntos A, son cerrados y forman una familia localmente finita.

Para cada «, sea fo : Ay — Y una funcion continua, con Y cualquier espacio y supon-
gase que fola,na, = fala.na, para cada par (o, B), entonces existe una tinica funcion
continua f : X =Y la cual es una extension de cada fo; es decir, fla, = fo para cada

Q.

Proposicion 3.16. Sea {B, : a € A} una cubierta cerrada, localmente finita de un
espacio Y. Sea f : X — Y wuna funcion continua y supongase que fo = f|s-1(p,) es un

homeomorfismo sobre B, para cada «. Entonces f es un homeomorfismo entre X y Y.

Demostracién: Para cada o € A, sea g, : Bo — f~1(B,) la funcién inversa de f,.

Ahora bien, sean o, 8 € Ay y € By N Bg. Tenemos que go(y) es el tnico elemento
de f71(B.,) tal que fo(ga(y)) = vy v gs(y) es el tnico elemento de f~1(Bg) tal que
fa(9a(y)) = v, si ga(y) # g5(y), entonces go(y) ¢ f~'(Bs) 0 gs(y) ¢ f~'(Ba) en
cualquier caso se tendria que y ¢ B, N Bg. Por el Teorema 3.15, existe una unica funcion
continua g : Y — X que extiende a g, para cada o € A. Las funciones f y g son

mutuamente inversas. [ |

También sera precisa la nocion de espacios de adjuncion, para mayor informacion ver [3,

pag. 127].

23



CAPITULO 3. CONTINUOS CPP

Definicion 3.17. Sean X y Y dos espacios ajenos. Se define la union libre X +Y como
el conjunto X UY con la siguiente topologia: Un conjunto U C X + Y es abierto si y
solo si UN X es abierto en X y UNY es abierto en Y.

Se deduce facilmente del hecho de que X NY = 0 que X y Y, como subespacios de
X +Y, conservan sus mismas topologias. Evidentemente B C X +Y es cerrado si y sélo

si BNX y BNY son conjuntos cerrados.

Definicion 3.18. Sean X , Y espacios ajenos, A C X un subconjunto cerrado y f :
A — Y una funcion continua. En X +Y se genera un relacion de equivalencia, dada por
a ~ f(a) para cada a € A. El espacio cociente (X +Y)/ ~ se llama “la adjuncion de X
con Y mediante f” y se denota mediante X Uy Y'; la funcion f es llamada “funcion de
adjuncion’.

En términos intuitivos, se “identifica” cada a € A con su imagen f(a). La construccion

de conjuntos cerrados en X Uy Y generalmente se basa en el siguiente resultado:

Teorema 3.19. [3, 6.2 pdg. 128] Sean QQ : X +Y — X Uy Y la funcion cociente y
C C X +Y un conjunto tal que C N X es cerrado en X. Entonces Q(C) es cerrado en
X UpY siysdlosi(CNY)U fF(CNA) es cerrado en'Y.

Teorema 3.20. [3, 6.3 pdg. 128] Sea Q@ : X +Y — X U Y la funcion cociente. Entonces

Y se encaja como conjunto cerrado en X Uy Y y Qly es un encaje.

Proposicién 3.21. Sea Q : X +Y — X U; Y la funcion cociente, con X compacto y
Y un espacio de Hausdorff. Si f es un encaje de A en un conjunto cerrado f(A) deY,

entonces X se encaja como un conjunto cerrado de X Uy Y y Q|x es un encaje.

Demostracion: La funcion Q| x es evidentemente continua e inyectiva. Ahora bien, sea
C C X cerrado, entonces (CNY)U f(CNA) = f(CNA) es cerrado en f(A), al ser este
altimo conjunto cerrado en Y se tiene que (CNY)U f(C N A) es cerrado en Y. Se sigue,
del Teorema 3.19 que Q(C') es cerrado en X Uy Y y por tanto Q| x es un encaje. [ |

También requeriremos de las siguientes propiedades acerca de poliedros:

Proposicién 3.22. Sean X =C1; UC,U---UC, yY =Dy UDsU---UD, espacios

ajenos y f : X — Y un homeomorfismo tal que:
1) Para cada i, el espacio C; es una celda de dimension finita,

2) para cada par de indices © y j se tiene que C; N C; es vacia o bien es una union de

caras (ver Nota 3.4),

3) para cada i, se tiene que f(C;) = D;,
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4) supongase que se ha seleccionado por cada celda C; una cara FC; (y, por tanto, por

cada celda D; se ha seleccionado una cara FD; = f(FC;)).

Si g es la restriccion de f a F(Cy)U---UF(C,), entonces el espacio X Uy Y es una
union finita de celdas cuyas intersecciones dos a dos es o bien vacia o bien es una union

de caras (Nota 3.4).

Demostracién: Sean X = ¢ U U...UC, vy QY =D, UD, U...UD, las copias
homoeomorfas de X y Y contenidas en X Uy Y aseguradas por el Teorema 3.20 y la
Proposicion 3.21, donde Q(C;) = €;, Q(D;) = D;, Q(FC;) = F¢; y Q(D;) = F9;.
Evidentemente para cualesquiera par de indices ¢ y j el conjunto ¢; N &; es vacio o
bien es una unién de caras y lo mismo ocurre para los conjuntos ®; N®;. Ahora bien, si
z € €;ND;, ello quiere decir que existe a € FC; tal que z = [a] = [f(a)] vy f(a) € D;NFD;
y, esto implica, que [f(a)] =z € D; N FD; lo que muestra que & ND; C D; N FD;. Por
otro lado, si z € ©; N FD;, entonces z € ;. De donde, se deduce que, existe a € FC;
tal que [a] = [f(a)] = z. Por tanto, € F&;, lo que muestra que z € €; NP, y, por tanto,
¢&GNY,; =9;NIFD;.

Por otro lado, tenemos que D; NFD; C D;ND; = F1 UFU...UF,,, donde cada F; es
una cara en virtud de 2). Por lo tanto, D;NFD; = D;N(D;NFD;) = (D;ND;)NFD; =
(F1 UF,U...UF,)NTFD; que, en virtud de la Nota 3.1, esta ultima expresion es
una unién de caras y, por tanto, ®; N JD; es unién de caras; es decir, €; ND; es una
union de caras. Por ultimo, como la funcion cociente @) es suprayectiva, tenemos que

RQX+Y)=QX)uQY)=XU9P=¢;UCU...UC,UD,UD,U...UD,. [ |

Por dltimo, también requeriremos el siguiente lema que relaciona al arco con la curva

cerrada simple.

Lema 3.23. Si O es un punto de S', entonces existe una funcion continua g de [0,1] a

St tal que g(0) = g(1) = O y gl(0,1) es inyectiva.

Demostraciéon: Si O = (cosp,senp) sea f : St — S! la funciéon que rota cada punto
de S' un angulo p. Sea, también, h : [0,1] — ST definida mediante h(x) = (cos2mz,sen

27x). La biyeccion continua que estamos buscando es g = f o h. |

3.3.1. Celdas notables en el hiperespacio anclado de una grafica

finita

Ahora si, tenemos lo necesario para probar que los hiperespacios anclados de las graficas

finitas son poliedros. Comenzaremos por construir las celdas mediante las cuales estaran
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G
. ol
T
Figura 3.3:

definidos dichos poliedros. Las celdas involucradas estardn definidas de acuerdo a la
ubicaciéon del punto p que se escoja en la grafica. Lo cual nos lleva a considerar varios
casos. Recordemos que un punto de ramificacion también es considerado una subgrafica
de G, al no contener curvas cerradas simples, éste es, de hecho, un arbol interno. El
primer caso que vamos a analizar es cuando el punto {p} es un arbol interno, es decir, p
es un punto de ramificacion.

Caso 1 El punto p es un punto de ramificacion.

Sea I'; el conjunto de arboles internos 7' de G para los cuales p € T'. Si p es el punto
de ramificacion de la Figura 3.3, entonces I'; contiene dos arboles internos, a saber; los

arboles T'y {p}.

Por el Lema 3.5, para cada T € I'y, el conjunto 9(7) es una celda de dimension finita.
Mas adelante, en la demostracion del Teorema 3.32 (Caso I), usaremos este hecho para
probar que si p es un punto de ramificacion, entonces el hiperespacio C,,(G) es la union de
las celdas M(T) tales que T € Ty, que, por el Lema 3.10, la interseccion de cualesquiera
dos de ellas es una unién de caras.

Antes de analizar el siguiente caso, recordemos que un lazo de una grafica G es una arista
homeomorfa a una curva cerrada simple la cual contiene un tnico punto de ramificacion
de G. El siguiente caso a considerar se alcanza cuando p estd en un lazo L de G distinto
del tinico punto de ramificacién. Dicho caso serd analizado a continuacion.

Caso II El punto p estd en un lazo L de G y 0,(G) = 2.

En este caso, si 0y, es el punto de ramificacion de L, sean £1 uno de los arcos en L que
une 07, = 17, con p y Lo el otro de estos arcos. Sea, también, I'y = {T € AI(G)|0, € T}.

En la Figura 3.4, la arista 7" es un elemento tipico de I's.

Para cada T € I'y, sea D(1,T) = TU(U;Z, Ji) U(Uj~, L), la representacion canonica de
D(1,T), y supongase, sin pérdida de generalidad que L = L. Representemos con Em}o(T)

a la familia de todos los subcontinuos de la forma:
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Figura 3.4:

Figura 3.5:
(@0 £2) U (poar] o1 1)) U (U0 e) U () 02,00 U by, 12,
i=1 j=2

Donde a1, by € Lo, ¢; € J;, aj, bj € L;. Si G, py T son como en la Figura 3.4, entonces

la Figura 3.5 muestra un elemento tipico de DJT;(T).
Lema 3.24. Para cada T € Ty, la familia Em}o(T) es una celda de dimension finita.

Demostracion: Ello se debe a que la familia SJI;(T) es homeomorfa a la celda 9(T)
del Lema 3.5. En efecto, para probarlo, sea G, = G/L; el espacio que se obtiene de G
al identificar £; con el punto 0r. Entonces Gz, es homeomorfo a G, como mostramos a
continuacion: Sea @) : G — G, la funcién cociente y f : G — G definida como sigue:

T si veG—L;
flx)=19 0, si z€ly

g(x) si x € Ly
Donde g : L2 — L es una funcién continua tal que g(p) = 0, = ¢(01) y restringida a

Lo —{p,0.} es inyectiva (Lema 3.23). Por el Teorema 3.15, la funcién f es continua.

Ahora bien, nétese que f es constante en las fibras de @ y que, reciprocamente, () es
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R

Figura 3.6:

constante en las fibras de f, se sigue de [3, Teo 3.2, pags. 123 y 124] que las funciones
foQ 1y Qo f!son continuas. Al ser éstas mutuamente inversas, se sigue que G'y Gz,
son homeomorfos.

Si T € I'y, entonces Q(T') es un arbol interno que contiene a [0 ]. Por la Proposicion 1.14,
la funcion Q : C(G) — C(Gy,) definida mediante Q(A) = Q(A) es continua. Para cada
T € I'y, la funciéon Q es inyectiva en el conjunto DJT}D(T), lo que muestra que QT = Q|gﬁé(]’)
es un homemorfismo entre M, (T) y M(Q(T')). Al ser M(Q(T)) homeomorfo a M(T), el

resultado se sigue. |

Similarmente para cada T € T'y, podemos definir SIR%(T) como la familia de todos los
subcontinuos de la forma: . .
(T U Ls) U ([p,ar] U by, 1)U (U[OJwCi]) U (U [0r,,a;]U[bj,15]). Con ai,b; € L1, con

i=1 j=2
lo que el siguiente lema es trivialmente cierto.

Lema 3.25. Para cada T € Ty, la familia DJI%(T) es una celda de dimension finita.

En la demostracion del Teorema 3.32 (Caso II) veremos que, en este caso, la union de
las celdas M}(T') junto con la union de las celdas M2(T) y Cp(L), hacen de Cp(G) un
poliedro.

Caso III El punto p esta en una arista terminal, J, homeomorfa a un arco.
Denotemos con 0y y 1; los extremos de J siendo 1; punto terminal de G y sea I's el
conjunto de los arboles internos 7" de G tales que 0; € T'. Tenemos dos subcasos:
Subcaso IIl.a El punto p es terminal.

En la Figura 3.6 se ilustra este subcaso. Dado T' € T's, si T U (U2, Ji) U (Uj~, Lj) es

la representacion canoénica de D(1,T), sin pérdida de generalidad, supondremos siempre

que J; = J.

Para cada T € T's, definase M3 (T) como la familia de todos los subcontinuos de G

que tienen la forma (T'U J) U (U[OJ”C»L']) U (U 0r,,a;]U[bj,11,])). Donde ¢; € J;, aj,
i=2 j=2

bj S Lj.
La Figura 3.7 muestra un elemento tipico de DJT]?;(T), suponiendo que T' € I's es como en

la Figura 3.6. Consideraciones similares al Caso II muestran que para cada T € I's, la
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Ju *

€33 J2

Figura 3.7:

familia Emf;(T) es una celda de dimension finita con lo que se tiene el siguiente lema.

Lema 3.26. Para cada T € T's, la familia Emg(T) es una celda de dimension finita.

Subcaso IIL.b El Punto p estd en el interior de J.

La Figura 3.8 ilustra este subcaso. En este subcaso, para cada T € I's, se denotara con
n

OM2(T) a la familia de todos los subcontinuos de G que tienen la forma 7'U (U [0,,¢])U

i=1
m

(UL, a1 U by, 11,))).

Jj=2

4
3

Figura 3.8:

>

Donde ¢; € J;, para i € {2,...n},y aj,b; € Ly para j € {1,...,m} yc1 € [p,14]. Un
elemento de 913(T) se ilustra en la Figura 3.9. De nuevo, un anélisis similar al Caso II
muestra que ‘)’(g(T) es una celda de dimension finita, para cada T € T's, y, por tanto, se

tiene el siguiente lema:
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Figura 3.9:

Lema 3.27. Si T € T's, entonces 9(T) es una celda de dimension finita.

En en la demostracion del Teorema 3.32 (Caso III) veremos que en cualquiera de estos
subcasos, las celdas consideradas, junto con C,(J) dan la estructura de poliedro a C,(G).
Caso IV El punto p estd en el interior de una arista J de G que no es una arista
terminal.

La Figura 3.10 muestra un ejemplo de este caso. Comencemos considerando el conjunto
T4, cuyos elementos son todos los arboles internos de G para los cuales p € T. En la
Figura 3.10 la arista J es un elemento de I'y. Para cada T € I'y, consideremos la celda
M(T) (Lema 3.5), evidentemente cada una de estas celdas estd contenida en C,(G), con

lo que el siguiente lema es trivialmente cierto.

p
J

Figura 3.10:

Lema 3.28. Si G es una grdfica finita y T € T4, entonces la celda M(T) es un subespacio
de Cp(Q).

Para continuar, sean u y v los extremos de J, denotemos con £; el subarco de J que

tiene a uw y p como extremos y con Lo el subarco de J de extremos p y v (ver Figura
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L1 p Lo
J

Figura 3.11:

3.11). Sean G/L1 y G/L2 los espacios cociente que se obtienen de G al identificar los

arcos £1 y L2 en un solo punto, respectivamente.
Lema 3.29. Los hiperespacios C(G), C(G/L1) y C(G/L2) son homeomorfos.

Demostraciéon: Al igual que en el Lema 3.24, tenemos que si Q : G — G/L; es la
funcion cociente y f : Lo — J es un homeomorfismo tal que f(p) = vy f(v) = v.
Entonces definiendo hg : G — G mediante:
u, st x € L;
ho(z) =S f(z), si x€ Lo;
r, si r€G—J.

Se tiene por [3, Teo. 3.2 (1) pags. 123 y 124] que las funciones hgo Q1 y Qo ho_1 son
continuas, al ser éstas mutuamente inversas, se tiene que G'y G/L£; son graficas homeo-
morfas. Por la Proposicién 1.14, tenemos que ¢ = ho/oa*1 es un homeomorfismo entre
C(G/L1) ¥ C(G).

Si ahora consideramos el espacio G/Ls que se obtiene de G al identificar L2 a un solo
punto, sean R : G — G /L4 la funcion cociente y g : £1 — J un homeomorfismo tal que
g(p) = vy g(u) = u, entonces definiendo h; : G — G mediante:

v st x € Lo;
hi(z) =19 g(z) si z€ Ly

T st T € m;

entonces, nuevamente por [3, Teo 3.2 (1) pags. 123 y 124], se tiene que las funciones
hioR 'y Ro hl_l son continuas. Al ser éstas mutuamente inversas, se tiene que G y
G /Lo son homeomorfos. Por la Proposicion 1.14, ¢ = hy o R~! es un homeomorfismo

entre C(G/L2) y C(G). [ |
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L1 p Lo

Figura 3.12:

Notese que aunque la funcion inducida Q C(G) — C(G/Ll) no es un homeomorfismo, se

tiene que si T es un arbol interno de G'y T'U( U Ji) U L;) es la respectiva representa-
i=1 j=1
cion canomca de D(1, T) entonces Q(T') es un arbol interno de G/£; homeomorfo a T y

U QJ, U Q(L;)) es la respectiva representacion canonica de D(1, Q(T)),

la cual es homeomorfa a D(l T) y, reciprocamente, si S es un arbol interno de G/L; y

SU( U Ji) U L;) es la respectiva representacion canonica de D(1,.5), entonces existe
Jj=1
un arbol interno T’ de G, homeomorfo a S, tal que Q(T) = Sy Q(D(1,T)) = D(1,S) con

Q(D(1,T)) y D(1, S) homeomorfos. Una situacion similar ocurre con la funcién inducida

R.

Ahora consideremos I'5 el conjunto de todos aquellos arboles internos 1" para los cuales
n n m

pe D1,T)—(TU U Ji), donde T'U (U Ji) U (U L;) es la representacion canonica de
i=1 i=1 j=1
D(1,T) y que, sin pérdida de generalidad, supondremos siempre que p € Ly, en la Figura

3.12, la arista H es un elemento tipico de I's.

Sea H € I's y denotemos con ﬁ;(H) al subespacio de C},(G) cuyos elementos son todos

los subcontinuos de G con la forma:
n m

(HUL1) U ([p,ar] U b1, o)) U (|J00u, ei) U ([0, a5] U [b), 11,))).
i=1 j=2
Donde, ai,b1 € Lo, para j € {2,...,m} se tiene que a;j,b; € L; y para i € {1,...n}, se

tiene que ¢; € J;. En la Figura 3.13 se muestra un elemento de ﬁzl)(H), donde H € I's es

como en la Figura 3.12.

32



3.3. GRAFICAS FINITAS Y SUS HIPERESPACIOS ANCLADOS
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Figura 3.13:

Similarmente, dado H € I's denotemos con ﬁ%(H ) al subespacio de C,(G) que consiste

de todos los subcontinuos de la forma:

G
bo
a2 H C1 Jl
Lo b 4
1
by
b1 D 2 J2
Figura 3.14:

(H U L2) U ([u,a1] U by, p]) U ([ [0, i]) U (
i=1 2
En la Figura 3.14 se muestra un elemento de ﬁg H), donde H € T'5 es como en la Figura

[0z, a;]U[bj,1L,])).-

T3

3.12.

Lema 3.30. Por cada drbol interno H € T's, los subespacios 8,(H) y £2(H) de Cy(G)

son celdas de dimension finita.

Demostracion: Para cada H € T's, si Q y R son las funciones inducidas de Q y

R en la demostracion del Lema 3.29, entonces las funciones op : ﬁ;(H) — M(Q(H))

33



CAPITULO 3. CONTINUOS CPP

y pu 2 8o (H) — M(R(H)) definidas mediante o77(A) = Q(A) y pu(A) = R(A) son

homeomorfismos. [ |

Para seguir construyendo las celdas que daran a C,(G) estructura de poliedro, denotemos

con I's al conjunto de arboles internos M de G para los cuales, si M U (U Ji) U (U L;)
i=1 j
es la representacion canonica de D(1, M), entonces, para algin indice ¢ (que nosotros

siempre supondremos sin pérdida de generalidad que i = 1), se tiene que J; = J y si 05,
es el tnico punto en la interseccion de M y Ji, entonces 05, = u. En la Figura 3.10 el
arbol interno {u} constituye un elemento de T's.

Dado M € T's, denotemos con M, (M) a la familia de todos los subcontinuos de Cp(G)

cuyos elementos son todos los subcontinuos de la forma:
n m

(MU LU [p,er]) U (J10s, i) U (I (01, a5] U [, 11,]).
i=2 j=1
Donde ¢ € Lo, parai € {2,...,n} ¢; € Jyyparaj € {1,...,m} aj,b; € L;. En la Figura

3.15 se muestra un elemento tipico de 9, (M) suponiendo que M es el arbol interno {u}

en la Figura 3.10.

Figura 3.15:

Definamos, ahora I, como el conjunto de todos aquellos arboles internos IV de G tales

que, si N U ( U Ji) U L;) es la representacion canonica de D(1, N), entonces, para
i=1 j=1
algtn indice 7 (que sin pérdida de generalidad, aqui se supondra siempre que i = 1), se

tiene que J = J; y si 0y, es el tnico punto de N N Jy, entonces 05, = v. En la Figura
3.10 el arbol interno {v} es un elemento de I';.
Dado N € I'7, denotemos con N, (V) al subespacio de Cp,(G) cuyos elementos son todos

los subcontinuos de la forma:
n

(M ULy Up,e]) U ((J00selu (0 U b5, 1,))-

i=2 j=1
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Donde ¢; € Ly, parai € {2,...,n}, ¢; € J; y para j € {1,...,m}, a;,b; € L;. En la
Figura 3.16 se muestra un elemento de 91,(N) bajo el supuesto de que N es el arbol

interno {v} en la Figura 3.10.

Figura 3.16:

Lema 3.31. Para cada M € T's el espacio My(M) es una celda de dimension finita.

También, para cada N € I'7, el espacio N,(N) es una celda de dimension finita.

Demostracion: Para cada M € T, la funcion Bu @ M, (M) — M(Q(M)) definida
mediante By7(A) = Q(A), donde Q es la funcion inducida de el Lema 3.29 es un ho-
meomorfismo. Siendo M(Q(M)) una celda de dimension finita (Lema 3.5), asi también
M, (M) es una celda de dimension finita.

De igual forma, la funcion Ay : 9,(N) — 9MM(R(N)) definida mediante Ay (A) = R(A),

donde R es como en el Lema 3.29 es un homeomorfismo. [ |

Como hemos venido diciendo, en este ultimo caso, en el Teorema 3.32 veremos que las fa-

milias de celdas {M(T)}rer,, { R, (H)}mers, {R2(H)} mers, {My (M)} arerg, {9 (N)} ner,
y Cp(J) dan estructura de poliedro al hiperespacio Cp(G).

3.3.2. Las gréficas finitas son continuos Cpp

En esta seccion, probaremos que las graficas finitas son continuos Cpp. En el siguiente

teorema suponemos que GG no es una arco ni una curva cerrada simple.
Teorema 3.32. Las grificas finitas son continuos Cpp.

Demostracion: Sean G una graficafinitay p € G. Se tienen los cuatro casos de la Seccion
3.3.1, en cada uno de ellos los conjuntos I'y T'o, I's 'y, I'5, I'g, I'7, seran los correspondientes

conjuntos de arboles internos de G.
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Caso I El punto p es un punto de ramificacion de G.
En efecto, dado A € C,(G), ordenemos el conjunto C = {7 € I'; : T C A} mediante
la inclusion. Dado que € es finito, admite elemento maximal. Si T es un arbol ma-

ximal de este orden, entonces A € M(Ty), lo que muestra que Cp(G) C U M(T).

Tel'y
La otra contencion es obvia. Por el Lema 3.10, si Ty S € T'q, se tiene que las

celdas M(T) y M(S) se intersectan en algunas de sus caras (Ver la Nota 3.4 y la

Definicién 3.2) y, por tanto, en este caso Cp,(G) es un poliedro.

Caso II El punto p estd en un lazo L de G y 0,(G) = 2.
Para cada T’ € T3, sea Q7 el homeomorfismo entre ML(T) y M(Q(T)), descrito en
la demostracion del Lema 3.24. Si Sy T € I's, entonces QT = Qs en todo punto de
ML(T) NI, (S). Por el Teorema 3.15, existe una funcion continua Qo que extiende
a cada QT. Al ser cada una de éstas un homeomorfismo, se sigue, de la Proposicion

3.16, que Qo es un homeomorfismo entre U DJT;(T) y U M(Q(T)). Similarmen-
TEr, Ter,
te, tenemos que U SJIf)(T) es homeomorfo a U M(Q(T)). Ahora bien, para cada

Ter, Ter,
T eTly,seaCpr={AecMQ(T)): Q(L) C A}. Es decir, Cr es la cara de M(Q(T))

que se obtiene al hacer by = p.

Sean U Xry U Yr copias ajenas de U M(Q(T)) y sean también las fun-

Tels Tel Tels
ciones fx : U Xr — U MQ(T)) y fy : U MQ(T)) — U Y7 homeomor-
Tel' Tel' Tel: Tel:

fismos tales que para cada T € T's, CX7 = fx'(C7) y €Y7 = fy(Cr) son las caras
de las celdas Xp y Y7 homeomorfas a la cara Cp de M(Q(T)).
Si f es la restriccion de fy o fx a |JCXr, se sigue de la Proposicion 3.22, que

U X7 Uy U Y7 es una unién finita de celdas cuyas intersecciones dos a dos es

Tely Tel,
o bien vacia o bien es una unién de caras.

Ahora, la funcion R : (JML(T)) U (UM(T)) — (U X7) Uy (UY7) definida me-
diante:
XNQ()), si xeUM(T);

@), si zelUMT);
es un homeomorfismo. Por la Proposicion 3.22, el espacio (M} (T)) U (UM2(T))

R(z) =

es una unioén finita de celdas cuyas intersecciones dos a dos es vacia o bien es una
union de caras.

Por tltimo, obsérvese lo siguiente: para cada arbol interno T' € T's, distinto de {0y},
se tiene que Cj,(L)NML(T) = 0y Cp(L)NME(T) = 0. Si D = Cp(L) — (ML({0L})U
M2({0.})), entonces ML({0L}) y M2({0L}) y D, son como las 2—celdas Dy, Dy
y D3 del Ejemplo 1.6. Asi, nuevamente, el espacio (M, (T)) U (JM2(T)) UD es

una unién finita de celdas cuyas intersecciones dos a dos, es bien vacia o bien una
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union finita de caras, al coincidir esta union con el continuo C,(G), se tiene que

Cy(G) es un poliedro.

Caso III El punto p estd en una arista terminal J de G.
Tenemos dos subcasos, el primero se alcanza cuando p es el extremo de J, que
es punto terminal de G. Un anélisis similar al caso anterior muestra que la unién
de las celdas {93(T')}rer,, junto con el hiperespacio Cy(.J), hacen de Cy(G) un
poliedro.
El otro subcaso se alcanza cuando p estd en el interior de la arista J. Aqui, de
nuevo, no es dificil darse cuenta que la union de las celdas {9(T)}rer, y Cp(J)

hacen de C,(G) un poliedro.

Caso IV El punto p estd en el interior de una arista interna J de G

En este caso tenemos que:
Cp(G) = Cp( U () u (Y ) v K)o | mon)u

Tely Hel's Hel's MeTs
(U (V).

Nel'7
En lo sucesivo, veremos que la interseccién de cualesquiera dos de las celdas invo-

lucradas en estas uniones es vacia o bien una union de caras (ver Nota 3.4).

Paso 1
Para Ty S € Ty, se sigue, inmediatamente del Lema 3.10, que las celdas 0(T')

y M(S) de intersectarse, dicha interseccién es una union de caras.

Paso 2

Ahora tomemos H y K € I's y veamos que la interseccion 8, (H) N R2(K), de

no ser vacia, es una unién de caras.

Recordemos que las caras de una celda [0, 1]™, son aquellos subconjuntos que se

obtienen restringiendo algunas de sus coordenadas de manera que s6lo puedan

tomar los valores 0 o 1 y el resto de las coordenadas queda libre de tomar

cualquier valor comprendido entre 0 y 1.

Lo que queremos demostrar es que ﬁ}o(H) N ﬁ%(K) es una uniéon de este tipo

de caras, tanto de la celda £)(H) como de la celda &2(K). Demostraremos

este hecho para &) (H), siendo la demostracion para &2 (K) practicamente la

misma. . .

Sea D(1,H) = HU (U Ji) U (U L;). (Recordemos que estamos suponiendo
i j=1

i—1
que Ly = J). Asi, los elementos de &) (H) son subcontinuos con la forma:
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n m

(HUL1) U ([p,ar] U b1, o)) U (|J[0s, ei)) U (01,5 a,] U by, 12,)).
i=1 j=2
De acuerdo con esto, las caras de ﬁ})(H ) se consiguen cuando fijamos ¢; = 0y,

o ¢; = 1, para algunos indices ¢ € {1,...,n} y cuando fijamos a; = p, by = v
o bien a; = b1 o bien, cuando fijamos a; = Op,, b; = 1.;, 0 a;j = b; para
algunos indices j € {2,...,m}.

Dado que 8, (H) N &2(K) es no vacio, podemos fijar un elemento X en dicha
interseccion. Dado que X es un elemento de ﬁ%(K ), por defnicién, tenemos
que Lo C X. Con lo que X al ser pensado como elemento de ﬁ}o(H), éste

se encuentra en la cara de ﬁ})(H) que se obtiene al hacer a; = by. Por otro

lado, K Cz C HU (U Ji) U (U L;). De manera que, el arbol interno K esté
i=1 j=1
formado por algunas de las aristas de H, algunas de las aristas J; y algunas

de las aristas Lj, con j # 1. Para ver en cudles valores se fijan, analizaremos
cada una de las aristas J; y Lj.

Dada una arista J; hay distintos casos a considerar:

Casol J; C K.
En este caso, cualquier elemento Y € &, (H) N R2(K), va a ser tal que
J; € K C Y. De manera que, al representar a Y como elemento de R;(H),
se debe fijar ¢; = 1,.
Caso2 J; € K,0;,1, € K.
Dado que K esté formado por aristas, pues es una subgrafica de G, en
este caso, la interseccion de K con J; es, precisamente, los vértices 0, y
1,. En este caso, ¢; puede tomar todos los valores desde 0, hasta 1;,.
Caso3 J;, £ K,0,, € K,1;, ¢ K.
En este caso, el crecimientoA “A “ que se les da a los elementos de R (H)
es el mismo que se les da a los elementos de RZQ)(K ), a través de la arista
J;. De manera que, en este caso, ¢; toma todos los valores en la arista J;.
Casod J; ¢ K,1;,,€e Ky 0y, ¢ K.
En este caso no puede ocurrir que ¢; esté en J; — {0,,,1;,}, pues no
habria manera de que el elemento correspondiente pertenezca a R (K).
Por tanto, en este caso ¢; = 0y, o bien ¢; =1y,.
Caso5 J; £ K,0y,,1;, ¢ K.
En este caso ningtn punto de J; — {0,,1;,} pertenece a D(1, K) y, por
tanto, tampoco pertenece a ningun elemento de ﬁ%(K). Por tanto, ¢; =

0y,.

k3

Hemos concluido los posibles casos para J;. Ahora veamos qué ocurre con L;,
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donde j € {2,...,m}.

Caso 6. L; C K.
En este caso, cualquier elemento Y € &) (H) N 82(K) sera tal que L; C
K C Y. De modo que, al representarlo como elemento de ﬁ;(H ), se tiene
que a; = b;.

Caso 7. L; £ K,0p, y 11, € K.
En este caso, tanto los elementos de 8)(H) como los de 82 (K) pueden cre-
cer haciendo que una de sus coordenadas tome valores desde los extremos
de Lj, asi que, a; y b; pueden tomar todos los valores en L;.

Caso8. L; £ K,0,, e K,1;, ¢ K.
En este caso, ningin elemento de ﬁ%(K ) puede crecer a trave’z de tomar
valores en la cooredenada correspondiente a la arista L;, desde el extremo
1;, por lo que se debe poner la restriccion b; = 1y ..

Cas09. L; £ K,0r, ¢ Kylg, € K.
En este caso, ningin elemento de ﬁf,(K ) puede crecer haciendo que la
coordenada correspondiente a la arista L; tome valores desde el vértice
0r, por lo que se debe poner la restriccion a; = Og;.

Caso 10. L; € K, 0,ylr, ¢ K.
En este caso, ningtn elemento de L; — {0z,,1r;} pertenece a D(1, K)
y por tanto a ningin elemento de R2(K). De manera que en este caso

debemos tener que a; =01, y b; = 1.

Paso 3
Ahora veremos que para H y K € T's, si las celdas &) (H) y &)(K) se inter-
sectan, entonces la interseccion es una union de caras.
En efecto, los homeomorfismos oy : 8,(H) — M(Q(H)) y ok : R(K) —
M(Q(K)) de la demostracion del Lema 3.30, satisfacen las hipotesis del Teo-
rema 3.15. Este teorema garantiza la existencia de una dnica funcién continua
o: RL(H)UR(K) — M(Q(H)) UM(Q(K)) que extiende tanto a o como a
OK.
Por otro lado, la funcién o y el conjunto {IMM(QH), M(Q(K))} satisfacen las
hipotesis de la Proposicion 3.16. Segin esta proposicion, la funcion o es un

homeomorfismo. Al ser M(Q(H)) y M(Q(K)) un par de las celdas, que dan
a C’(Q(G)) estructura de poliedro, tenemos que éstas, se intersectan en una
unién de sus caras. Por tanto, las celdas £)(H) y &(K) se intersectan en una

unioén de sus caras.
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Paso 4
De manera similar, con los homeomorfismos py : R2(H) — M(R(H)) y
pi : KA(K) = M(R(K)) del Teorema 3.30, se obtiene un homeomorfismo j3
entre 2(H) U R2(K) y M(R(H)) UM(R(K)). Con lo que, para H y K € T's,
si la interseccion de las celdas 82(H) y £5(K) no es vacfa, entonces es una

unioén de caras.

Paso 5

Ahora veamos que, para T € 'y y H € T's, las celdas M(T') y &, (H) se inter-
sectan en una unién de sus caras o bien, no se intersectan.

Sean Id : 9M(T) — IMM(T) la funcion identidad y op : K(H) — M(Q(H)) la
funcion del Lema 3.30. Sea, también, A € 9(T) N K, (H). Recordemos que
I’y es el conjunto de aquellos arboles internos de G' que contienen a p. Segin
esto, se tiene que A contiene a la arista J (recuérdese que J es la arista que
contiene a p en su interior), debido a esto, al representar a A como elemento

de 8}(H) debemos poner a; = b1. De modo que:

o11(A) = Q(A) = O((H U £ Ufprar] U lbr,o]) U () 0500 U ()02, 1] U
=1 j=2
012 15,10) = QU U Q(E) U QU 05 U (U 02, U oy, 15,1)

De manera que:
n

droon(A) = HU f(L1) U ({0, a]) Ul
=1 i

U 0, ci)) U (| J[0,,a5] U b, 1.,])) = HUJU (| J10.,, ) w0z, ;]
1= Jj=2 =1 Jj=2
[bj, 1z,]) = A. Donde 7 es la funcién en la demostracion del Lema 3.29. Asi,

[0r;,a;]U[bs, 11,]) = H Uf(£L2)

Tt

2

las funciones Id y 11 o oy satisfacen las condiciones del Teorema 3.15. Por lo
que, existe una tnica funcion continua o : M(T)UKL(H) — M(T)UM(H) que
extiende a Id y a 11 oog. Por la Proposicion 3.16, a es un homeomorfsmo. Al
ser M(T) UM(H) una union de celdas de dimension finita cuya interseccion
es ajena o bien una union de caras (Lema 3.10). Asi, también, 9(T) U &) (H)
es una uniéon de celdas de dimension finita cuya intersecciéon es ajena o bien

una uniéon de caras.

Paso 6
De manera similar, un homeomorfismo o/ : 9M(T') U & (H) — M(T) U M(H )
se obtiene al considerar las funciones Id : M(T) — M(T) y 20 p, donde 1o
es como en la demostraciéon del Lema 3.29 y pgy es como en la demostracion

del Lema 3.30. Con lo que si las celdas 9(T') y &2(H) se intersectan, entonces
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dicha intersecciéon es una unién de caras.
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Paso 7
Ahora veamos que dos celdas del tipo 9,(M) se intersectan en una uniéon
de caras, o bien no se intersectan. Sean My, My € I'g. Las funciones Sy, y
B, , en la demostracion de el Lema 3.31 satisfacen las hipotesis del Teorema
3.15, con lo que se garantiza la existencia de una tnica funcién continua S :
M, (M) UM, (Ms) — M(Q(M,)) UIM(Q(Ma)) que extiende a Bus, v a Bas,-
Por la Proposiciéon 3.16, la funcién S es un homeomorfismo. De lo anterior, se
deduce que las celdas M, (M7) y M, (M) se intersectan entre si en la misma
forma en que lo hacen las celdas M(Q(My)) y IM(Q(M,)), haciéndolo éstas
en una unioén de sus caras, o bien no intersectandose. Asi, también, las celdas

M, (M) y My(Ma) se intersectan en una unién de sus caras o bien no se

intersectan.

Paso 8

De manera similar, al considerar dos arboles N1, No € I'; un homeomorfismo

A9, (N1) U, (N2) — M(R(N7)) UIM(R(N2)) se obtiene al considerar los
homeomorfismos An, y An,, de la demostracion de el Lema 3.31. De manera
que al igual que en el Paso 7, si las celdas 9,(N1) y N, (N2) se intersectan,

entonces lo hacen en una unién de sus caras.

Paso 9
Ahora, veamos que una celda de la forma 9,(M) y una de la forma 0N, (N)
se intersectan en una unién de sus caras o no se intersectan.
Considérese los homeomorfismos ¢ o Sar @ M, (M) — M(M) y 2 0 Ay :
N,(N) — M(N), donde las funciones ¢ y ¥ son como en la demostracion del
Lema 3.29, mientras que las funciones Sy; y Ay son como en la demostracion
del Lema 3.31. Dado A € M,(M) NN,(N), si A es pensado como elemento

de M, (M), entonces debemos poner ¢; = v. Asi:
n m

A= (MUL U[pv))U (_U[OJNCi]) U (U([OLjvaj] Ubj,1z,]) = (MU Ly U
L2) U (U[OJmCi]) U (U([OLjaaj] U [bj, 11,])-
Por tari‘;()z, se tiene qu]g: 1

108 (A) = 0B (MUL1ULy)U(| [0, il U(
=2 g
ho(M) U ho(£1) U ho(£2) U ho(|_J [0, ¢i)) U (U ([0z;,a;] U [bj,11,])) = MU

i=2 j=

Tt

([OLj’aj]U[ij le])) =

1

—

n

F(L2) U ([0, e]) U (

=2 7

n

([0z;,a;] U [bj,11,])) = MU JU (U[OJmCi]) U

T

I
s

(U, a5 U ;.12 7)) = 4.

J=1
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De igual forma se muestra que ¢ o Ay (A) = A, con lo que, por el Teorema
3.15 y la Proposicion 3.16, 9,(M) UM, (N) es homeomorfo a (M) UN(N).
De manera que, si las celdas 9M(M) y M(N) se intersectan, entonces dicha
interseccion es una unioén de caras, por tanto, asi, también, la interseccion de

las celdas M, (M) y N,(N) es una union de caras.

Paso 10

Ahora veamos que, para T € I'y y H € T, si las celdas 9(T) y M, (M) se
intersectan, entonces dicha interseccién es una unién de caras.

Veamos que los homeomorfismos Id : M(T) — M(T) y 91 0 By = My(M) —
M(M) satisfacen las hipotesis de el Teorema 3.15. Segun este teorema, tene-
mos que verificar que Id(A) = ¢1 o B (A) para cada A € M, (M) NIM(T).
Sea pues A un elemento de dicha interseccion. Dado que T' es un arbol interno
de G que contiene a p, debe ocurrir que la arista J que contiene a p en su
interior es un subconjunto de T'. Asi, J C A, por lo tanto, al pensar a A como

elemento de 9, (M), debemos poner ¢; = v. Asi:

m

A=(MULyU[p,a])u (U[OJmCi]) U (U([OLjaaj] U [bj,11,])) = (MULyUp,

n n

W)U (J00g,,e])u (U (0255 a5] U by, 11,]) = (M ULy U La) U [0, ei])U

=2 1=2

(U([OLjaaj] U lbj,1L,]) = (MUJ)U (U[OJ“Ci])U (U([OLj,aj] U [bj, 1L,1).

Ig(;rltanto: - . ! .

Y1080 (A) = ho(x) = ho(M U L1 U L2) U ((J104,, i) U (| J (025, a5] Ulb;, 1,
i=2 =1

1)) = ho(M) U ho(£1) U ho(L2) U ho((U 0s;,¢i]) U ([0z;,a;]U [bj, 11,])) =

MU 22 U (050 U (U (00,0 Ui 15,]) = 030 (o) U

=2 j=1 i=2
(U([OLj’aj] U [bj’ le]) = A

Como evidentemente Id(A) = A, se tiene que los homeomorfismos I'd y ¥10pps
satisfacen las hipotesis de el Teorema 3.15. Por tanto, existe una tnica fun-
cion continua x : M(T) UM, (M) — M(T) UM(M) que extiende tanto a Id
como a 11 o Bpr. Por otro lado, la funcién x y los conjuntos {9(T"), M, (M)}
satisfacen las hipotesis de la Proposicion 3.16, I(T) UM, (M) es homeomorfo
a M(T)UIM(M). Al intersectarse las celdas IM(T') y (M) en una union de

caras, se tiene que MM(T) y M, (M) se intersectan en una uniéon de caras.

Paso 11

Si N € I'z, de manera similar se muestra que las celdas MM(T") y M,(N) se
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intersectan en una uniéon de caras si en el analisis anterior usamos las funciones
Id:M(T) — M(T) y 2o AN : Mp(N) — M(N). Donde la funcion ¢, es como
en la demostracion del Lema 3.29, mientras que la funciéon Ay es como en la

demostracion del Lema 3.31

Paso 12

Ahora veamos que, para H € I's y M € T, si las celdas 8)(H) y 9M,(M) se
intersectan, entonces se intersectan en una unién de sus caras. En efecto, sean
los homeomorfismos ¢y o oy : Ry (H) — IMM(H) y 10 Bar : My(M) — M(M),
(donde la funcion 11 es como en la demostracion del Lema 3.29, mientras que
las funciones oy y B son como en las demostraciones de los Lemas 3.30 y
3.31 respectivamente). Veremos que estos homeomorfismos satisfacen las hi-
potesis del Teorema 3.15, con lo que se garantizara la existencia de una tnica
funcion continua ¢ : R (H) UM, (M) — IN(H) UD(M) que extiende tanto
a Y1 ooy como a Y o Byr. Después, por como estdn definidas las funciones
100 y Y1 o Bar, se tendra que la funcion ¢ y el conjunto {9M(H ), M(M)}
satisfacen las hipotesis de la Proposicion 3.16 y, asi, tendremos que ¢ es un
homeomorfismo. Teniendo esto, podremos decir que &, (H) N M, (M) es ho-
meomorfo al conjunto M(H ) "M (M). Siendo éste ultimo una union de caras,
asi sera el conjunto &, (H) N M, (M).

Segun el Teorema 3.15, debemos verificar que 11 o oy (A) = 11 o Bpr(A) para
cada A € &)(H) N M, (M).

Ahora bien, dicho punto A, por un lado, deberia tener la forma: (HUL1)U([p, a1]

n m

Ulb1,v]) U (U[Oji,Ci]) U (U [0r,,a;]U[bj,1L,])) si es pensado como un ele-

i=1 j=2
mento de ﬁ})(H) y, por otro lado, como un elemento de 9,(M), A deberia
tener la forma: (M U Ly U [p,cj]) U (U[ L)) U (U([ T, Ub;, 17 1)
i=2 j=1

Notese que solo hay dos casos en los que A puede tener ambas formas:
Caso I: a1 = b;.

En este caso, se tiene que:
n

A= (HUL) U ([p,ar] U [or,0]) U (10, ) U (_U[OLjaaj] Ubj,15,]) =

1=1 J
n

(H Ul u [p,al] @] [al,v]) @] (U[OJ“CZ']) @] (

=1 g

Or,,a;] U [b;j,11,])) = (HU

Tt

2
n n

LU La) U (0, el U (\Jl0z, a1 U by, 12,))) = (H U ) U ((J10s, i) U

i=1 j=2 i=1

[0r;,a;]U[bs, 1L,])).

s

( .

J
Por tanto:
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-

Il
s

10 am(A) = hoo Q10 Q(A) = ho(A) = ho((H U £y U L) U (| ][0, ei]) U

2

(6 [0z,,a;]U[bj,11,])) = ho(H)Uho(£L1 UL2Uh0((CJ[0JwCi])U(6 [0z,,a;]U
Jj=2 i=1 j=2

(b, 11,]))) = (HU f(L2))U U 04,5 ¢]) U [0r;,a;]U[b;,11,])) = (HUJ)U
(JMos, e u (0L, 051U b, 11,])) = A

i=1 j=2

Por otro lado, A como un elemento de SJI,,(M) es tal que ¢, = v. Asi:
A= (MULyUlpc))u 0,4l U ([0%,,af] U [B},17]) = (MU Ly U
=2 j=1

([0, af]U b}, 17 ]) = (MUL UL) (| (05, ¢l
1 i=2

(0%, aj)uvy, 17,]) = (Mu)u( 107, 1)U
j=1 =2 J
Por tanto:

’
n

[, ) U (107, DUl

1=2 g

‘CS\

=

Il
-

([0/1417a;]u[b;7 1IL]]) = A'

n

W1 0 Bar(A) = ho((M U Ly U L) U (|10, ¢]) U(

=2
’

=

([0, @3] U b, 1%,1))) =

1

ho(M) U ho(£0) U ho(L2) U ho((|J10%,,¢i]) U (| (0%, aj] U [,17,])) =

e

i=2 j=1

MU f(L2) U (|00, ¢ U (07, a}]U b}, 17, ) = (M Uy u (0], ¢hu
i=2 j=1 i=2

(U([O/Iq’a;] U [b;7 1/14]]) = A'

j=1

De manera que, en este caso, 11 o oy (A) = 11 o Sy (A).
Caso II: a; es algiun punto de £1 y by = v.
En este caso, notese que a; = ¢}. Asi:

A= (HUZL) U ([p,a1] U [by,v]) U Uo] al) U (0L, a1 U by, 1.,])) =

Jj=2
m

(HULl) ( , a1 U{’U} U 07, Cz U OLj GJ]U[bj,le])) = (HULl)U

(Ip,aa]) U (_U[OJNQ']) U (U [0r;,a;]U [bj,1L,])).

Por tanto: - ~ . .

Yroop(A) = ho(H)Uho([p, a1])Uho((|_J (0., i) U(|J (01, a5]0[b;, 11,1))) =
i=2 Jj=1

H U f([p,a1]) U (U[O,J“Ci]) U (U([OLWGJ] U [bj,11,]) = H U [u, f(a1)] U

(U0, ey u(l (01,051 U b, 11,]) = (A = [p, an]) U [u, f(an)]

i=2 j=1
Por otro lado A como elemento de 9, (M) es tal que:
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A= MuLUlp,g])u (0, ] U a5 Ub), 17 )).
i=2

j=1
Por tanto: ,
YroBar(A) = ho((MUL1Up, ¢j)u(| 107, U 7, 505, 17 1) ho(M)U
i=2 j=1

ho(£1)Uho([p, &) Uho (|0, €]) U [0, a5]U[b},17,])) = MUf([p, 1))V

=2

’
n

(UJ105,.¢l _U Lo U B 13,0) = Q1 U fu () U (0, )

=2 =2

/
m

(\J 0%, aj] U b5, 17,)) = (A = [p,ar]) U u, f(ar)):

j=1
Es decir; 11 o oy (A) = 11 o By (A). De aqui, se aplica el Teorema 3.15 para

obtener la tnica funcion continua ¢ : &) (H) UM, (M) — DM(H) UM(M) que
extiende tanto a 11 o oy como a ¥y o Bpr. Por ultimo, aplicamos la Propo-
sicion 3.16 a la funcion ¢ y al conjunto {9M(H),M(M)}, para obtener que
KL(H)UM,(M) y M(H) UIM(M) son homeomorfos como dijimos.

Paso 13
Para ver que las celdas R2(H) y M,(N) (donde H € T's y N € I'7) si se
intersectan, entonces lo hacen en una unién de sus caras, repliquese el anélisis
anterior con las funciones 43 0 Ay : M, (N) = M(N) y Y20 ppg = K2 — M(H),
en donde la funcién ¥y es como en la demostracion del Lema 3.29 mientras
que las funciones pg y Ay son como en la demostraciéon de los Lemas 3.30 y

3.31, respectivamente.

Paso 14

Ahora veamos que, para M € I's y H € T's, las celdas M,(M) y R2(H) se
intersectan en una unién de sus caras.

Al igual que antes, se tiene que los homeomorfismos 11 o By @ MH(M) —
M(M) y ¥ 0 pg = R2(H) — M(M), cumplen con las hipotesis de el Teorema
3.15, con lo que se garantiza la existencia de una tnica funcién continua v :
S2(H)UM, (M) — IM(H)UIM(M) que es extension tanto de 1z 0 pr como de
11 o Bpr. También, al igual que antes, se tiene que la funcion v y el conjunto
{M(H),M(M)} satisfacen las condiciones de la Proposicion 3.16, con lo que
v es un homomeomorfismo. Al intersectarse las celdas 9M(H) y M(M) en la
union de algunas de sus caras, asi también las celdas &2 (H) y 9,(M) se

intersectan en la unién de algunas de sus caras.

Paso 15
Para N € I'; y H € T';5 el resultado anterior es aplicable a las celdas 0N, (N) y

RL(H), si se consideran las funciones ¢ 0 Ay : Mp(N) = M(N) y ¢y 00p :
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CONEXO SON GRAFICAS FINITAS

ﬁ}o(H) — M(H). Donde, las funciones ¢ y 12 son como en la demostracion
del Lema 3.29 mientras que og es como en la demostracion del Lema 3.30 y
An como en la demostracion del Lema 3.31. Por tanto, las celdas 91,(N) y

R}D(H ), si se intersectan también lo hacen en la union de algunas de sus caras.

Paso 16
Por dltimo, considérese la 2—celda C,,(J). De todas las celdas en los conjuntos
(D) }rers, {R,(H)} rers, {85(H)}rers, {9(M)}aers, {M(N)}ver,,
las unicas que se intersectan con C,(J) son M(J), M, ({u}) y MN,({v}). En
todos los casos, las intersecciones son los conjuntos {J}, {£1U[p,c1] : ¢1 € Lo}
y {L2U[p,c1] : e1 € L1}, respectivamente. En todos estos casos, dichos con-
juntos son una cara de las celdas involucradas. Esto concluye la demostracién

del Teorema 3.32.

3.4. Los continuos Cpp cuyo hiperespacio de continuos

C'(X) es localmente conexo son graficas finitas

oo
Recordemos que un cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo a H[O, 1], un con-
tinuo X contiene un co-odo si existen subcontinuos A, B de X tales quel:/i CByB-A
tiene un numero infinito de componentes. Al continuo A se le llama vértice del co-odo.

Evidentemente, un poliedro no puede contener cubos de Hilbert, usaremos este hecho,
ademas de ciertos resultados, para probar que un continuo es una gréfica finita si y s6lo

si es Cpp y su hiperespacio de continuos es localmente conexo.

Teorema 3.33. Un continuo X es una grifica finita si y solo si X es Cpp y C(X) es

localmente conexo.

Demostracion: Ya que toda gréfica finita X es localmente conexa, se sigue, del Teorema
1.9, que C(X) es localmente conexo. Ademaés, por el Teorema 3.32, X es un continuo
Cpp-

Por otro, lado si C(X) es localmente conexo se sigue del Teorema 1.9, que el continuo X
es localmente conexo, si éste no es una grafica finita, resulta de [10, Cor. 1] que, C(X)
contiene un cubo de Hilbert, de manera que, por [6, Teo. 7.4, Pag. 101], existen dos
subcontinuos A, B de X tales que B — A tiene una infinidad de componentes. Tomemos

p € A sip: Qg — C(X) es el encaje del cubo de Hilbert en C(X) descrito en la
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demostracion de |6, Teo. 7.4, se tiene que ¢(Qg) C Cp(X), lo que muestra que X no

puede ser Cpp. [ |

La conexidad local de C'(X) es esencial en el teorema anterior, como vemos en el siguiente

ejemplo.

1

Ejemplo 3.34. Si X es el continuo sen(;), entonces C,(X) es poliedro para cada p,

C(X) no es localmente conexo y X no es una grdfica finita.
1

Sin embargo, los hiperespacios anclados del continuo sen(s) no coinciden con los de
ninguna grafica, ya que, para un punto p en el interior variedad del arco limite, el hiper-

espacio Cp(X) es una 2—celda junto con un arco, (ver Figura 3.17).

Sip=gqorp=s.

Sip=r.

Sip=t.

Figura 3.17: Hiperespacios anclados del continuo sen(1).

Por otro lado si p = (1,senl), entonces Cp(X) es un arco, con lo que los hiperespacios
anclados del continuo sen(%) no pueden coincidir con los de ninguna grifica finita, ya
que el arco es la unica grdfica finita con la propiedad de tener un hiperespacio anclado que
es un arco, (mds adelante, en el Teorema 3.53, probaremos de hecho algo mds fuerte), y

ninguno de sus hiperespacios anclados es una 2—celda junto con un arco.

Lo anterior da pie a la siguiente pregunta:
P1 ;Si G es una grafica finita, existe un continuo X que no es una grafica finita cuyos

hiperespacios anclados sean exactamente los mismos que los de G?
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3.5. Caracterizacion del arco en términos de hiperes-

pacios anclados.

Como dijimos en la seccién anterior, probaremos un resultado cuya consecuencia inme-
diata serd que el arco es la tnica grafica finita, para la cual uno de sus hiperespacios

anclados es un arco. Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicion 3.35. Un subcontinuo W de un continuo X es final si para cualesquiera
subcontinuos M y N € C(X), que contienen a W, se tiene que M C N o bien N C M.

Un punto p es final si {p} es un subcontinuo final.

Ejemplo 3.36. Si X =[0,1] y A= {0} o A= {1}, entonces A es un subcontinuo final
del arco 10, 1].

Ejemplo 3.37. Si X es el continuo sen(:) y A es cualquier subcontinuo conteniendo

x

algin extremo del arco limite, entonces A es un subcontinuo final.

Definicién 3.38. [11, Def. 1.2, pdg. 45] Un arco de orden en 2% es un arco a en 2%

tal que si A, B € a, entonces A C B o bien B C A.

Lema 3.39. [11, Lem. 1.5, pdg. 58] Si o es un arco de orden en 2%, entonces (o € a

yJa€a.

Teorema 3.40. [11, Teo. 1.6, pdg. 59] Si o es un arco de orden en 2%, entonces los

puntos extremos de o son (o y |Ja.

Definicién 3.41. [11, Def. 1.7, pdg. 59] Si o es un arco de orden en 2%, entonces se

dice que a es un arco de orden desde (o comenzado en ) ()« hasta (o acabado en) | a.

Lema 3.42. [11, Lem. 1.11, pdg. 64] Si o es un arco de orden en 2% comenzado en

Ap € O(X), entonces a C C(X).

Dado un punto p de un continuo X, siempre existe un arco de orden « en C(X) de {p}

a X. Ello se sigue inmediatamente del lema anterior y el siguiente teorema.

Teorema 3.43. [11, Teo. 1.8. pdg. 46/ Sean Ay, A1 € 2% tales que Ao # A;. Entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:
i) Eziste un arco de orden en 2% de Ay a Ay,
ii) Ap C A1 y cada componente de Ay intersecta a Ay.

Teorema 3.44. [11, Teo. 1.4, pdg. 45] Sea A C C(G) un subcontinuo, entonces A es un

arco de orden si y solo si para cada A, B € A se tiene que A C B o bien B C A.
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Si X es un espacio topologico, y =, y y z son tres de sus puntos, se dice que el punto z
separa ax deyen X si X — {2z} =UUV,conx €Uy z€V ydonde Uy V son dos
subconjuntos abiertos, ajenos de X. Un hecho conocido es que si X es un arcoy z y y
son los extremos del mismo, entonces cualquier punto de X — {x, y} separa a = de y en

X. Para mayor informacion remitimos al lector a [12, Cap. 6, pag. 87].

Proposicion 3.45. Sea X un continuo. Entonces Cp,(X) es un arco si y sdlo si es un

arco de orden.

Demostracion: Sea o un arco de orden en C'(X) de {p} a X. El hecho de que o C C},(X)
y que {p} y X sean los extremos de C,(X), implica que a = Cp(X). De lo contrario,
existiria A € Cp(X) tal que A ¢ a y, por tanto, A # {p} y A # X, con lo que A seria un
punto que separaria a {p} de X en C,(X), esto quiere decir que existirian subconjuntos
abiertos, ajenos {, U de Cp(X) — {A} tales que {p} e U, X e Wy C,,(X) —A=UUD.
Al ser a un subconjunto conexo de C,(X) deberia de ocurrir que oo C # 0 o C Y, pero

esto es imposible. El reciproco es trivialmente cierto. |

De la Definiciéon 3.35, el Teorema 3.44 y de la Proposicion 3.45, se sigue inmediatamente

el siguiente corolario.

Corolario 3.46. Sea X un continuo, entonces p € X es un punto final si y solo si Cp,(X)

€s un arco.

Si establecemos que un punto de un continuo es terminal si es extremo de cualquier arco
que lo contenga, entonces la siguiente proposicién relaciona las nociones de punto final y

punto terminal.

Proposicion 3.47. Sea X un continuo. Si p € X es un punto final, entonces es un

punto terminal.

El reciproco no es cierto, por ejemplo, ningin punto terminal de una grafica finita distinta

de un arco es un punto final.

Proposicion 3.48. Sea X un continuo arcoconezo tal que C,,(X) es un arco para algin

p € X, entonces para cada A € Cp(X) — {{p}, X}, A es un arco.

Demostracion: Por el Corolario 3.46 se tiene que p es un punto final. Ahora, supongamos
que A € Cp(X) — {{p}, X} es un elemento que no esun arcoy z € X — A . Si L es un
arco de extremos p y x, ciertamente L ¢ Ay A ¢ L, lo cual contradice que p sea un

punto final. [

El resultado principal de esta seccion y que de hecho es mas fuerte que los dos anteriores

requiere del Teorema de Kuratowski, pero antes unas cuantas definiciones:
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Definicién 3.49. Se dice que un continuo X es irreducible, si existen puntosp y q € X

tales que ningun subcontinuo propio de X contiene a ambos puntos.

Definicion 3.50. Decimos que un punto p de un continuo X es un punto de irreduci-

bilidad, si existe un punto q € X, tal que el continuo X es irreducible entre p y q.

Definicion 3.51. Si X es un continuo no degenerado y p € X, se define la composante

de p en X como el conjunto:

k(p) = {z € X| X no es irreducible entre p y x}.

Teorema 3.52. Teorema de Kuratowski.[12, Teo. 11.21, Pdg. 206] Sean X un con-
tinuo y p € X. Entonces p es un punto de irreducibilidad si y solo si X no es la union

de dos subcontinuos propios que contienen a p.

Teorema 3.53. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces Cp(X) es un arco, para algin

punto p de X si y solo si X es un arco.

Demostracion: Por el Corolario 3.46 X, no es la unién de dos subcontinuos propios que
contienen a p. Se sigue del Teorema de Kuratowski que, p es un punto de irreducibilidad
de X. Si ¢ € X —k(p), de la arcoconexidad de X se sigue inmediatamente que X = [p, q]-
Si X es un arco es bien sabido que el hiperespacio anclado de cualquiera de sus extremos

es un arco. [ |

En esta seccion vimos que si X es un continuo arcoconexo para el cual Cp,(X) es un arco
para algin p, entonces X es un arco. Una pregunta que surge de manera natural es la
siguiente:

P2 ;Si X es un continuo arcoconexo tal que C,(X) es una 2—celda para todo p, entonces

X es una curva cerrada simple?
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Capitulo 4

Celdas libres

En este capitulo se daran condiciones necesarias y suficientes, para la existencia de
n—celdas libres (n > 2) en el hiperespacio de subcontinuos C'(X) de una dendrita X,
después. Daremos condiciones necesarias y suficientes para que las primeras, apliquen al

caso en el que X es un dendroide.

4.1. Celdas libres en hiperespacios de dendritas

Comencemos definiendo lo que es una n—celda libre:

Definicién 4.1. Sea X un espacio topoldgico. Una n—celda M C X es libre, si M° C X

es abierto en X.
De la definicién anterior se siguen facilmente las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 4.2. Si una celda, estd contenida en otra celda de mayor dimension, en-

tonces la primera no es libre.
Proposicion 4.3. Toda n—celda contenida en una n—celda libre es libre.

Ademas de libres, probaremos que las n—celdas que analizaremos en esta seccién, son
maximales, en donde B C C'(X) es una n—celda mazimal si dada una n—celda A C C(X),
tal que A DO B, entonces A = B.

Para probar dicha maximalidad, requeriremos de los siguientes resultados:
Lema 4.4. Si A C B son n—celdas y 0A = 0B, entonces A = B.

Demostracion: Queremos probar que A° = B°) lo que si es claro es que A° C B°.
Tomemos © € B° y supongamos que z ¢ A°. Ahora, si tomamos y € A°, entonces
x,y € B°. Sea a un arco de z a y contenido en B°, dicho arco tiene un extremo en B — A

y otro en A°, necesariamente ocurre que oo N 0A # (), lo cual es absurdo. |
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Teorema 4.5. La iunica copia homeomorfa de S™ en S™ es él mismo.

Demostracion: Remitimos al lector a [7, Teo. 3.16, pag. 72]. |

Corolario 4.6. Si A C B son n—celdas y 0A C OB entonces A = B.

Demostracion: Si 0A # 0B, entonces A es un subcontinuo propio de 0 B homeomorfo

a OB. Esto contradice el Teorema 4.5. Se sigue del Lema 4.4, que A = B. |

Lema 4.7. Si A C B son n—-celdas tales que B® C A, entonces A = B.

Demostraciéon: Sean x € 0B y U un subconjunto abierto de B tal que x € U. Entonces

U N B° # (). Esto muestra que x € B° C A = A. |

Proposicion 4.8. Si A C B son n—celdas y x € 0A es tal que = ¢ OB, entonces
x € FrA.

Demostraciéon: Supongamos que x ¢ FrA, entonces x € IntA. Asi, IntAN B° es un
conjunto abierto de B que contiene a z, por lo que debe existir una vecindad V de =
homeomorfa a [0,1]™ tal que V C IntAN B° C A y esto ultimo muestra que x no puede

pertenecer a ninguna cara de A, en otras palabras x no pertenece a 0A. |

Comencemos a dar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de 2—celdas
libres maximales en el hiperespacio C'(X) de una dendrita X, recordemos que una arista
de un dendroide X, es un arco J C X cuyos extremos son vértices, da tal foma que

ningan otro vértice del dendroide pertenece a J (ver pag. 3).

Teorema 4.9. Sea X una dendrita. Entonces C(X) contiene una 2— celda libre mazimal

B siy solo si B=C(J) para alguna arista J de X.

Demostracion: Sea J una arista de X de extremos p; y p2. Notese que los elementos
de C(J)° son subcontinuos de X la forma A = [a,b] € J — {p1,p2} v tal que a # b (ver
Ejemplo 1.2). Si e > 0 es tal que N.(A)NX C J — {p1,p2} (donde, N.(A) es la nube
de radio € y centro en A, Seccion 1.2 pag. 4), entonces B.(A) C C(J)° (donde B.(A) es
la bola de radio € y centro en A en la metrica de Hausdortf, Seccion 1.2 pag. 4), lo que
muestra que la 2—celda C(J) es libre.

Ahora veamos que la celda libre C(J) es maximal. Sea A una 2—celda libre tal que
C(J) C A.Si A€ dC(J), se tiene quei) A = [p;,z], j € {1,2}, o bien ii) A = {z}, donde
x € [p1,p2]; queremos ver que A € OA.

Si A es como en el primer caso, éste se subdivide en tres subcasos.
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i-1 El punto p; es de ramificacion:
Supodngase, sin pérdida de generalidad, que j = 1. Si A no estuviera en 0.A, entonces
para algin € > 0, se tendria que B.(A) C A°. Témense z1 y x2 € N.(A) — A tales
que [x1,p1] N [z2,p1] = {p1}, [Tisp1] C Be(p1) (i{1,2}) y un punto u € (z,p2) tal
que [u,z] € Be(z). El conjunto

B = {AU [wlupl] U [w27p1] U [:’E,’U}g] Wy € [$17p1]7w2 € [‘T27p1]7w3 S [U,.’I]]}
es una 3—celda contenida en B.(A) C A° y esto es absurdo.

i-2 El punto p; es esencial:
Consideraciones similares al caso anterior muestran que se podria construir una

3—celda contenida en B.(A).

ii-3 El punto p; es un punto terminal de X y x es ordinario o bien un punto terminal
de X

En este caso se tiene que A € intC(J) lo cual contradice la Proposicion 4.8.

Por tanto A € JA como queriamos. Para el caso ii), si suponemos que A = {z} y
{z} ¢ OA, tomemos H € A° — C(J) (Lema 4.7) y obsérvese que H no contiene puntos
de ramificacion ni esenciales de lo contrario en una vecindad de H contenida en (A)° se
podrian localizar 3—celdas o incluso cubos de Hilbert (en la demostracion del Teorema
4.10 se da una descripcion de como hacer esto). Con lo que H, es un arco. Llamemos ¢
Yy @2 a sus extremos.

Se debe tener que, p1 € [x,q1], 0 bien ps € [z, q1] (ver Figura 4.1), digamos p1 € [z, ¢1].

Figura 4.1:
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Usando el hecho de que H # {z} y A° es arcoconexo, tomemos o C A° un arco de {z}
a H. Afirmamos que para algin L € «, p; € L, supongamos que esto no es asi, con
lo que « esta contenido en C(G) — Cp, (G). Llamemos U a la componente de G — {p1}
que contiene a x, V a la uniéon de las demas componentes y obsérvese que H C V. Asi,
tenemos que U = {B € C(G)|B C U}, y V={B € C(G)|B C V} son abiertos ajenos y
no vacios de C(G) — Cp, (G), notese que (e NU) y (aNV) forman una separacion de cv.
Esto muestra la existencia de dicho L.

El punto p; es de ramificacién o bien esencial. Dado que L € A°, similarmente a los
casos i-1) y i-2), para algin ¢ > 0 adecuado, se construye una 3—celda contenida en
B.(L) C A° de nuevo, un absurdo. Por tanto, en este caso, también, se debe tener que
A € OA y de aqui, el resultado se deduce facilmente del Coroloario 4.6.

Ahora, sean B C C(X) una celda libre maximal y A € B°. Noétese que A no contiene
puntos de ramificacion ni esenciales. De lo contrario, para cualquier € > 0 la bola B.(A)
contendria 3—celdas o incluso cubos de Hilbert.

De lo anterior se deduce que A es un arco. Si J = [p1,p2] (donde p; y p2 son vértices de
X) es la arista en la cual esta contenido dicho arco, afirmamos que B C C(J). Si esto no
es asi sea B € B — C(J). Asi, para cualquier z € By y € A, se tiene que a) p1 € [z,y]
o bien b) py € [z,y]. Sin perder generalidad, supongase que se tiene el caso a). Sea «
un arco en B de B a A tal que a — {B} C B°. Como B ¢ C(J) y A € C(J), debe de
existir C' € aN dC(J). Asi, C es de la forma [py,al. Si € > 0 es tal que B.(C) C B°,
entonces B(C') contiene una 3—celda (en caso de que p; sea de ramificacion) o incluso
un cubo de Hilbert (en caso de que p; sea esencial), lo cual es un absurdo. Esto muestra

que B C C(J), y por tanto, B = C(J). [ |

Teorema 4.10. Sea X una dendrita. Entonces C(X) contiene una n—celda libre mazi-

mal (n > 2) si y sélo si existe un drbol K C X que satisface las siguientes condiciones:
i) T(K) = {p1,..,pa} € R(X) UT(X) U B(X),
ii) Para cada v € K — T(K), se tiene que ok (z) = ox (x).

Demostracion: =) Para cada p; € T(K), sea r; € R(K) tal que [p;, ;] NR(K) = {r;}.

Si denotamos A = K — (U[pi,m)) y, para cada x = (x;)}_, € H[pi,ri], Cx =
i=1 1=1

AU (UL, [ri, zi]). Queremos ver que la familia M(A) = {Cx :x € H[pi,m]} es una
i=1
n—celda libre en C(X).
Sea Cx € (M(A))° y definamos L = (X —K)U{p1, ..., pn}. Hagamos o = d(Cx, L) =inf{d(c,1) :
ceCx y leL} a =dx;,A), Bij = d(xs,[pj,75]), donde i # jeije {1,...,n}.

Notando que estas cantidades son positivas, tomemos ¢ > 0 menor que todas ellas
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y Y € B.(Cx). Para cada i € {1,...,n}, escojamos z; € B.(z;) NY y notese que
zi ¢ AULU [p;, 7], sii# j, conlo que z; € (pi,ri). Ahora, si z € Ay z;, z; se encuen-
tran en distintas componentes de K — {z}, necesariamente ocurre que x € [z, 2], lo que
muestra que A C U[zi, zj] y como Y es arcoconexo U[zi, zj] CY y por tanto A C Y,
en particular, nungtqm punto de A es un punto terminlz;]l de Y.

Queremos ver que Y tiene, exactamente, n puntos terminales y que éstos estan conteni-
dos en los arcos (p;,r;).

Sea pues y € Y un punto terminal de Y. Dado que y ¢ L, se tiene que y # p;, € {1,...,n}
y como y ¢ A, entonces y € (p;, ;) para algin i. De lo anterior se deduce que Y tiene a
lo mas n puntos terminales, de lo contrario dos de ellos tendrian que estar en un mismo
arco (pi,r;) lo cual no es posible.

Ahora bien, dado i € {1,...,n}, X; =Y U [p;, ;] es un subcontinuo de X, tal que, por
la unicoherencia hereditaria, Y N [p;, r;] es conexo y no degenerado, ya que el arco [r;, z;]
estad contenido en la interseccién y, por tanto, dicha interseccién es un arco con extremos
r; y, digamos, y;. El punto y; es terminal en Y. Con esto, Y tiene al menos n puntos
terminales. En conclusion, Y = Cy, € (M(A))°, donde y = (y;);—,. Por el momento la
maximalidad de M (A) quedara pendiente (Proposicion 4.11).

=) Sean A una n—celda libre, B € (A)° un elemento del interior variedad y veamos cémo

y como no debe ser B. Sean T'(B) = {p1,...,px} ¥y r1,...7s € B—T(B) los puntos tales

que op(r;) < ox(r;). Si hacemos «; = ox (r;) — op(r;), se tiene que k + Zai =m>n.
i=1

Considérese ¢ > 0 tal que B.(B) C (A)° y tomése, para cada i € {1,...,s}, arcos

[wiy, 7]y -y [uiai,ri] tales que [ug;,7;] C Be(ri) y [ui;,ri] N B = {r;}. También toménse

puntos v; en las aristas terminales de B tales que [vg, pr] C Be(pe) (t € {1,...,k}).

Haciendo B’ = B — (U [pt, 1)), se tiene que H es la familia de todos los subcontinuos
=1
de la forma:

k s a
B'U (e u (U Jlriwi,])s

t=1 i=1j=1
donde x; € [vg,pt] ¥ yi; € [ri,ui;), entonces H es una m—celda contenida en (A)°, lo cual
es un absurdo. Note que lo anterior, en particular muestra que B — T'(B) no contiene
puntos I-esenciales. Un argumento similar muestra que B — T'(B) tampoco contiene
puntos [I-esenciales.
Ahora, supéngase que m < n. Si p1,...,pq son los puntos terminales de B tales que
ox(pt) = 2,t € {1,...,q}, sea J; la arista de X tal que p; € J, y para cada i €
{1,...,s}, sean I;1,..., [y, las aristas de X tales que J;; N B = {r;}. Asi, el arbol

q s oy

K=BU (U‘]t) U (U UL-J-) tiene m puntos terminales y satisface las condiciones i) y
t=1 i=1j=1

ii) de este teorema, y, ya hemos visto, como construir una m—celda libre 9t(A), donde,
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A es el arbol que se obtiene de K, al remover sus aristas terminales. Notése que la celda
M(A) contiene a la m—celda H construida lineas atras. Ahora bien, por un lado, de la
Proposicion 4.3, se tiene que H es libre, por otro lado, del hecho de que H C (A)° y la
Proposicion 4.2, se tiene que H no es libre, de nuevo, un absurdo. Por tanto m =n, y K

es el arbol deseado. [ |

No es dificil verificar que, si H es un arbol satisfaciendo las hipotesis del Teorema 4.10 y
C(H)=UO(T))ulUC(J) es la representacion de C(H) como poliedro, entonces cada
celda M(T) y C(J) es libre.

Proposicion 4.11. La n—celda libre M(A) del Teorema 4.10 es maximal.

Demostraciéon: Supongase que existe una n—celda libre A C C'(X) tal que M(A) C A,
con M(A) # A. Por el Corolario 4.6, debe ocurrir que existe un punto Cx € 0M(A) tal
que Cx € (A)°. Tomese € > 0 tal que B.(Cx) C (A)°.

Ahora bien, hay varios casos a considerar con respecto a Cx: el primero cuando supone-
mos que Cx = AU (U}, [rs, z;]), donde para algtn indice 4, digamos i = 1, se tiene que
x1 = p1 es un punto terminal de K que a la vez es punto de ramificacion de la dendrita
X.

Sean u; € [ri,xz;] (i = 2,...,n) tales que [u;,x;] C Be(x;). Sean, también Ly, L1,
aristas de X cuya interseccion entre ellos y con K es solo {p;}. Considérense también
puntos w1 € L1y unt1 € Ly tales que [u1,p1] C Be(p1) y [Un+1ap711] C Be(p1)-

Asi las cosas, la familia de todos los subcontinuos de la forma A U (U [wi, yi]) U [y1, p1] U
[Ynt1,p1], donde y; € [u;, x;] es una (n + 1)—celda contenida en Bjé’x) C (A)° lo cual
es una contradiccion. Consideraciones similares muestran que si para algan indice i, x;
es un punto esencial, entonces se puede construir una (n 4+ 1)—celda contenida en (A)°.
Un segundo caso se obtiene cuando, para algin indice ¢, digamos ¢ = 1, 1 = r1, en este
caso no se puede tener que Cx € Int(MM(A)), ya que esto contradice la Proposicion 4.8.
Pero si Cx € Fr(M(A)), y K es el arbol del Teorema 4.10, por el Lema 3.8, se tiene
que C(K) = (UM(T)) uU(C(J)), donde T toma valores sobre el conjunto de todos

los arboles internos de K, mientras que J sobre el conjunto de aristas de K. Afirma-

mos que podemos suponer que, Cx € ( U M(T)) U U(C(J)) De no ser lo anterior asi,
T#A
existe un abierto U tal que Cx € U € C(X) — U (M(T)) U (U C(J)). Escojamos N
T#A
el primer entero positivo tal que B1 (Cx) C (A)° NU. Asi, para cada m > N, existe

Y, € C(X) — C(K) tal que H(Y,,,Cx) < . Toménse para cada m > N, un punto
Ym € Yo — K y un punto z,, € Cx tales que d(ym, =) < +. Por la compacidad, (y,)
admite una subsucesion convergente. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

es la misma (y,,) la que converge. Sea y el punto de convergencia de esta sucesion. Afir-
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mamos que y € Cx. Dado € > 0, escojamos M € N tal que y,, € B%(y), para cada

1

m > M. Si m > M es lo suficientemente grande como para que ;-

< 5. Entonces,
d(Xm,y) < d(@m,Ym) + d(ym,y) < % + § < e. Es decir; z,, € Cx N Bc(y). Siendo €
arbitrario, lo anterior muestra que y € Cx. Asi, y es un punto de acumulacién de X — K.
Esto quiere decir que y = p;, para algtn ¢, donde p; € R(X)U E(X) y, este caso, ha sido
ya analizado. Por tanto, como dijimos, podemos suponer que Cx € (J9M(T))U(JC(J),
donde T toma valores en el el conjunto de arboles internos de K distintos de A y J el de

aristas de K. De hecho, por el Corolario 4.6, el Lema 4.7 y la Proposiciéon 4.8, debemos

suponer que Cx € ( ] 99(T)) U (| JoC(J)).
T#A
Supongamos primero que Cx € 9C(J), dado que los puntos de la frontera variedad de

una celda son puntos de acumulaciéon del interior variedad de la misma, debemos tener
que (A)° N (C(J))° # 0. Ahora bien, este conjunto es abierto en A, por otro lado, esta
contenido en C(J), lo cual es un absurdo ya que dim(A) = n > 2 =dim(C(J)). Ahora,
supongamos que Cx € 99MM(T). Si se recuerda como se obtiene A a partir de K, (ver
demostracion de 4.10) no es dificil darse cuenta que A es el arbol interno de K, que se
obtiene al remover de éste, sus aristas terminales. Se deduce del Lema 3.7 que la dimen-
sion de M(T) es estrictamente menor que la de M(A). Por otro lado, dado que Cx es
punto de acumulacion de (9(T))°, se debe tener que (A)° N (IM(T))° # O, y nétese que
este conjunto es abierto en C'(X), y por tanto es abierto en (A)°. Asi, existe una copia de
[0,1]™ contenida en (A)° N (IMM(T))° C M(T), lo cual es un absurdo, dada la dimension
de M(T).

El ultimo caso a considerar es cuando, para algunos indices i, x; = p;, con p; € T(X)
o bien z; € (r;,p;). En este caso, se demuestra facilmente que Cx € Int(9M(T)), lo cual

contradice la Proposicion 4.8. |
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Sea GG el espacio que se describe en la siguiente figura:

Figura 4.2:

Llamemos «y al punto distinguido de Gy y, para cada n > 1, sea G,, el arbol que se
obtiene de G, al pegar en cada uno de sus puntos terminales una copia H,, de G; en
el punto distinguido «,,, donde dicho punto tiene la propiedad de distar de los extremos
de H,, un cuarto de lo que dista el punto distinguido a,,—; de los extremos de H,_1,
es decir, el tamano de H,, es un cuarto del tamano de H,,_;. En la siguiente figura se

muestran los primeros cuatro términos de esta sucesion.

AV OVOVO

Figura 4.3: Sucesion G,

No es dificil convencerse de que el limite de esta sucesion es la dendrita de Gehman

(Figura 1.3).
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Cada G,, satisface las hipotesis del Teorema 4.10, de aqui que C(G) contiene al menos
una 2" —celda libre maximal para cada n € N. De hecho, siendo la dendrita de Gehman
un continuo que (por asi decirlo) se autoreplica, dado n > 2, existen una infinidad de
continuos K € C(G) con las hipotesis del Teorema 4.10. Con esto se tiene que C'(G) tiene

una infinidad de n—celdas libres maximales para cualquier n > 2.

Ejemplo 4.12. Considérense los arcos [x1, 2], [x2,x3] y [v2,x4] en Go (Figura 4.4)

L1

Zs3 4

Figura 4.4: Arbol Go

Si consideramos las tres 2—celdas libres M([x1, x2]), M([z2, x3]) y M([x2, 24]), que estos
arcos inducen en C(G), resulta que su interseccion consta del unico punto {x2}; dicha

interseccion se muestra en la Figura 4.5

{za2}

Figura 4.5:

Si se continia con este proceso lo que se obtiene es el subespacio Cy de C(G) que se

muestra en la Figura 4.6

61



CAPITULO 4. CELDAS LIBRES

Figura 4.6: Espacio de 2—celdas libres maximales de C(G)

Ejemplo 4.13. Sean Ty, T y T3 los triodos simples contenidos en Gs, cuyos vértices
son los puntos xo, xs y x4 (Figura 4.7), respectivamente y que satisfacen las hipdtesis
de el Teorema 4.10. Entonces los puntos terminales de cada triodo quedan determinados.

Asi; los de Ty son x1, x3 y x4; los de Ty son xo, x5 y x6 y los de T3 son x2, x7 Yy Ts.

L2 L1
L4 &

Z5 Ze L7 T8

Figura 4.7: Arbol G3

Al considerar los cubos libres M(Ty), M(T2) y M(T3), que los tres triodos inducen en
C(G), resulta que M(Ty) NM(T2) = {[xe, x3]}, M(T1) N M(T5) = {[z2, 4]} v M(T2) N
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IM(T5) = 0. Estas intersecciones se representan en la Figura 4.8.

Figura 4.8:

Si unimos todos los cubos libres que inducen aquellos triodos simples satisfaciendo las
hipdtesis del Teorema 4.10, lo que se obtiene es el subespacio C3 de C(G) que mds o

menos luce como en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Espacio de 3—celdas libres maximales de C(G)

63



CAPITULO 4. CELDAS LIBRES

4.2. Celdas libres en hiperespacios de dendroides

Como se dijo al principio de este capitulo, en esta seccién daremos condiciones necesarias
y suficientes, para que el Teorema 4.10, de la seccidon anterior, sea valido en el caso en
el que el continuo X es un dendroide. Para ello se requiere la nocion de continuo de

CONVergencia.

Definicion 4.14. Continuo de convergencia. Sea X un espacio métrico. Un sub-
continuo no degenerado A de X se llama continuo de convergencia de X si eziste una

sucesion (Ay,) de subcontinuos de X tal que:
1. limA, = A,
2. A,NA=0.

Cabe apuntar que si el espacio X es compacto, los subcontinuos A,, se pueden escoger

mutuamente ajenos [12, Def. 5.11, pag. 76].

Teorema 4.15. Sean X un dendroide, K como en el Teorema 4.10 y A como en la
demostracion. Entonces IM(A) es libre si y solo si el interior variedad (9M(A))°, no

contiene continuos de convergencia.

Demostracion: Si Cx € (M(A))° es un continuo de convergencia evidentemente DT(A)
no puede ser una n—celda libre. Por otro lado, si 9(A) no es una n—celda libre, entonces
existe Y = Cx € (M(A))°, tal que, para cada € > 0, existe Z € C'(X) — (M(A))°, tal que
H(Y,Z) <e.

Considérese las siguientes cantidades:

0 = d(Y,ps), B = H(Y,0@0(A)) y v = H(Y,(T)), 6 = H(Y,C(I)) (donde T
varia en el conjunto de arboles internos de K distintos de A e I sobre el conjunto de
aristas de K). Notando que son positivas, tomese ¢; > 0 menor que todas ellas y sea
Z1 € C(X) — (M(A)° tal que H(Z1,Y) < €1. Si Z1 NY # (), se tienen los siguientes

casos a considerar:

i) Z1 — K #10.
En este caso p; € Z1, para algin i. Entonces la bola B, (p;) intersecta a Y lo cual

contradice la eleccién de ;.

i) Zy C K
En este caso, Z; € C(K) = [UTeAI(K) m(T)| U [UIeA(I) C(I)]. Si Z; € 9M(A),
Zh € M(T) (T # A) o Z1 € C(I) de nuevo se contradice la eleccion de ¢;. Esto
muestra que Z; es ajeno a Y, tomando e; > 0 menor que H(Z;,Y), de manera

similar podemos obtener un continuo Zs, ajeno a Y, y tal que H(Z,Y) < ¢,
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continuando con este proceso se construye una sucecion (Z,) de continuos ajenos

y convergentes a Y. [ |

4.3. Preguntas abiertas

1) ;Si X es un continuo arcoconexo con los mismos hiperespacios anclados que los de

St se tiene necesariamente que X es homeomorfo a S'?

2) En general, ;si X es un continuo arcoconexo con los mismos hiperespacios anclados

que una grafica finita G, se sigue necesariamente que X es homemorfo a G?7

3) ¢ Tiene el Solenoide Diadico los mismos hiperespacios anclados que S*?
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