SO VOOV ATOROM: D s

o S S0P

f "mm_, o 0 ~INT /
n c

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAacuLTAD DE CIENCIAS

Solucion de ecuaciones diferenciales no lineales usando
los métodos espectral de Fourier y semi-implicito de
Adams-Bashforth: el caso de la conveccion de

Rayleigh-Bénard

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICA

PRESENTA:

NORMA YANET SANCHEZ TORRES

DIRECTOR DE TESIS:

DR. ErRiCcK JAVIER LOPEZ SANCHEZ

2016

Ciudad Universitaria, CDMX


Lourdes
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, CDMX


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, sera exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






FACULTAD DE CIENCIAS
Secretaria General
Divisién de Estudios Profesionales

Votos Aprobatorios

AVEN'MA DE
MExico

DR. ISIDRO AVILA MARTINEZ

Director General

Direccién General de Administracién Escolar
Presente

Por este medio hacemos de su conocimiento que hemos revisado el trabajo escrito titulado:

Solucién de ecuaciones diferenciales no lineales usando los métodos espectral de Fourier y semi-implicito de Adams-
Bashforth: el caso de la conveccién de Rayleigh-Bénard

realizado por SANCHEZ TORRES NORMA YANET con niimero de cuenta 0-9455795-6 quien ha decidido titularse
mediante la opcién de tesis en la licenciatura en Matemiticas. Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Propietario Dr. Carlos Arturo Vargas Guadarrama (1. Jitic l{"\'rf-.

Propietario Dr. Gerardo Ruiz Chavarria .%

Propietario Dr. Erick Javier Lépez Sénchez @‘»

Tutor

Suplente Dra. Catherine Garcia Reimbert @ . A ﬁ...ﬁl

Suplente Dr. José Lino Samaniego Mendoza %

Atentamente
“POR M1 RAZA HABLARA EL EspirITU ”
Ciudad Universitaria, D, F., a 13 de febrero de 2015
EL JEFE DE LA DIVISION DE ESTUDIOS PROFESIONALES

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Seifior sinodal: antes de firmar este documento, solicite al estudiante que le muestre la versién digital de su trabajo y verifique que
Ia misma incluya las observaciones y correcciones que usted hizo sobre el mismo.
MAG/MGM/mdm !



FEsta tercera era para ti.

A ma hermano José Luist.






Agradecimientos

A mis sinodales, Dr. Carlos Arturo Vargas por sus comentarios y sugerencias en cuanto
a la mejoria de éste trabajo y porque gracias a su curso decidi dedicarme a la biologia
matematica; Dr. Gerardo Ruiz Chavarria por facilitarme el taller de fluidos y sus compu-
tadoras para realizar las simulaciones numeéricas, asi como por su ayuda con el codigo
numeérico y sus claras y oportunas explicaciones; Dra. Catherine Garcia por sus comenta-
rios en la revision de ésta tesis y por ensenarme lo 1itil que son las matematicas aplicadas;
Dr. José Lino Samaniego por la revisién detallada de este trabajo y por porque gracias a
él aprendi a conocer el maravilloso mundo de las matematicas.

A mi director de tesis, el Dr. Erick Lépez por la sugerencia del tema, por las tantas
horas de reganos y por aquellos dias en que ya no queria trabajar y me jalaba las orejas
para continuar, pero finalmente valio la pena. Es la segunda ..., pero no la ultima.

Al M. en C. Sergio Hernandez Zapata por su ayuda con el cédigo numérico y por
brindarme su valiosa amistad. Al Dr. Pablo de la Mora por proporcionarme un pequeno
espacio para trabajar dentro de su laboratorio de Estado Sélido Computacional.

A José Antonio y Alejandro por compartir conmigo esta ultima etapa de la tesis y por
hacer mas divertidos los seminarios (atin recuerdo el movimiento pendular y cuando las
lentejas estuvieron a punto de colisionar).

A todos aquellos con los que comparti materias a lo largo de la carrera, Fatima,
Ernesto, Jorge, Alicia, Diana, Hérica, etc.

Al proyecto IN116312 “Vorticidad y ondas no lineales en fluidos” de DGAPA-UNAM.






Indice general

Introduccién

1. Generalidades

1.1. La conveccién de Rayleigh-Bénard . . . . . . . ... ... ... ...
1.2. Planteamiento de las ecuaciones . . . . . . . ... ... L.
1.2.1. Aproximacion de Boussinesq . . . . . . .. ...
1.2.2. Sistema de ecuaciones . . . . . . ...
1.2.3. Formulacién del problema . . . . . . ... ... ... L.
1.3. Métodos de discretizacion . . . . . . .. ..o
1.3.1. Método de diferencias finitas . . . . . . . . ... ... L.
1.3.2. Métodos multipasos . . . . . . .. .. ...
1.3.3. Métodos espectrales . . . . . . .. .. ... oL
1.3.4. Métodos iterativos . . . . . . ... oo
1.3.5. Método de proyeccion . . . . . . ...
1.4. La estabilidad de los métodos . . . . . . . . . ... ...
1.5. Condiciones iniciales y de frontera . . . . . . . . ... .. ... ..

2. Implementacién del programa

2.1. Solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . .. ...
2.2. Métodos de diferencias finitas . . . . . . . . . . ..o
2.3. Método de Adams-Bashforth . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

3. La simulacion

3.1. Debajo del valor critico . . . . . . . . . ... o



INDICE GENERAL

3.2. Por encima del valor critico . . . . ... ... ... ... ... . ... ... 37
3.2.1. Caso R, =2000 . . . . . . . . . 39

3.2.2. Caso R, =4000 . . . . . . . . .. 43

3.3. Comparacion de resultados . . . . . . . ... Lo 45
3.4. Comentarios finales y trabajo a futuro . . . . . . .. ... .. ... ... 52
3.5. Conclusiones . . . . . . . . . . .. 54

. La adimensionalizacién 57
. C. cilindricas 61
B.1. Ec. Continuidad . . . . . . . . . . . ... 62
B.2. Ecs. N-S . . . . e 62

B.3. Ec.energia. . . . . . .. 66



Introduccion

Generalmente los modelos matematicos de fendémenos fisicos y sociales son de caracter
no lineal. Muchos sistemas de ecuaciones resultantes contienen ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales que, aunado a la no linealidad del fenémeno resulta muy compli-
cado de resolver analiticamente. Una herramienta que resulta de mucha utilidad cuando
no se pueden resolver los problemas en forma analitica, es usar los métodos numéricos,

con los cuales se pueden generar soluciones aproximadas del sistema (Solis y Castro, 2003).

Las ecuaciones de Navier-Stokes son usadas en fisica para modelar muchos fenémenos
en la dinamica de fluidos. Dichas ecuaciones no lineales en derivadas parciales resultan de
mucho interés, ya que después de realizar algin procedimiento de linealizacion, se puede
encontrar una solucion analitica y se logra estimar su comportamiento. Hasta ahora no se
conoce un procedimiento para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma gene-

ral con el que se obtengan soluciones analiticas y éste sigue siendo un problema abierto.

En este trabajo se usan métodos numéricos para resolver un sistema de ecuaciones que
modelan un fenémeno fisico en tres dimensiones espaciales y una temporal en dindmica

de fluidos: la conveccién de Rayleigh-Bénard en un contenedor cilindrico.

El problema ya ha sido atacado experimentalmente y numéricamente en tres dimen-
siones. En algunos casos el contenedor fue una caja rectangular (Valencia, 2005), y en
otros casos sélamente realizan un estudio de estabilidad, por lo que el problema se reduce
a dos dimensiones (Molina, 2010). Para trabajar el problema en forma completa, es decir,

resolviendo el sistema de cinco ecuaciones, tres provenientes de las ecuaciones de Navier-

9



" INTRODUCCION

Stokes, la ecuacién de continuidad y la ecuacion de la energia.

El problema en tres dimensiones espaciales y una temporal tiene simetria cilindrica,
la propuesta de solucién se realizard usando el método de diferencias finitas (Burden y
Faires, 2002; Mattews y Fink, 2007) para las coordenadas radial y axial, método espectral
de Fourier para la coordenada angular y un esquema semi-implicito de Adams-Bashforth

(Peyret) de diferencias regresivas de segundo orden para la coordenada temporal.

Como se estd trabajando un problema fisico se tiene que las incognitas son la velo-
cidad con tres componentes, la presion y la temperatura. Para el caso de la presion se
utiliza el método de proyeccién, que consiste en obtener una velocidad ficticia suponiendo

inicialmente un campo de presiones constante.

El objetivo de esta tesis es comparar resultados numéricos semejantes a algunos re-
sultados experimentales u observados en la naturaleza, para diversos valores del ntimero
de Rayleigh, incluyendo los casos del valor umbral en el que ocurre la inestabilidad, con
el propédsito de encontrar las inestabilidades y servir como apoyo a la parte experimental,

reduciendo asi los tiempos de experimentacion.

La tesis se organiza en tres capitulos. En el primero se muestra el fenémeno de la
conveccion de Rayleigh-Bénard, se plante el dominio en donde se estudia el problema y se
presentan los métodos numéricos que se utilizaron dentro del programa. En el capitulo 2
se presenta la metodologia empleada para la generacion del programa y la aplicacion de
los métodos numéricos dentro del cédigo generado para resolver el sistema de cinco ecua-
ciones presentadas en el capitulo 1. Finalmente en el capitulo 3 se muestran los resultados
numéricos y se presenta un analisis sobre los resultados obtenidos y las inestabilidades del

sistema.



Capitulo 1

Generalidades

1.1. La convecciéon de Rayleigh-Bénard

La conveccién natural es generada normalmente en fluidos en presencia de un campo
gravitatorio, la densidad cambia debido a la diferencias de temperatura o de concentra-
cion en el fluido. El movimiento de fluidos debido a este fendmeno se puede encontrar
tanto en la naturaleza como en procesos industriales. En la naturaleza se presenta por las
diferencias de temperaturas que enfrentan las nubes gaseosas en su interior y los vientos
geostroficos generados en la atmoésfera terrestre, en el proceso de mezclado de las aguas
oceanicas y se estudia a fondo su relacién con la dindmica de los materiales del manto y

su influencia en el movimiento de las placas tecténicas en la corteza terrestre.

En la industria las aplicaciones son numerosas. Dentro de los equipos electrénicos un
factor importante es el aprovechamiento de la conveccion natural para la disipacién de
calor y en la ventilacion, calefaccion y aislamiento de edificios, ventanas y todo tipo de
espacios cerrados dispuestos a ser acondicionados a temperaturas constantes (Valencia,

2005).

Los primeros experimentos que existen sobre la convecion fueron realizados por Henri
Bénard alrededor de 1900, su experimento consistio en derretir cera sobre una placa de

metal, al principio no encontré ningin cambio, pero se di6é cuenta que al calentar la cera

11



12 CAPITULO 1. GENERALIDADES

Figura 1.1: Movimiento de conveccion.

se formaban una serie de patrones hexdgonales, debido a ese descubrimiento Bénard pudo

deducir la existencia de celdas de conveccién (Drazin y Reid, 1981).

El fenémeno de conveccién ocurre cuando el aire caliente asciende (por ser menos den-
so que el aire frio) y el aire frio desciende por ser menos denso que el aire caliente. Cuando
el aire caliente llega arriba éste se enfria y entonces baja. De esa forma se produce un

movimiento circular del aire al que se le conoce como celda convectiva (ver figura 1.1).

La parte teorica la realizé Rayleigh tomando en cuenta los descubrimientos experimen-
tales realizados por Bénard. Para su tratamiento consideré un fluido confinado entre dos
planos de extension infinita encontrando que la estabilidad de la soluciéon de conduccion
depende de un parametro que hoy en dia se conoce como nimero de Rayleigh y se expresa

co1mo

~ gapd’

RV

R

en donde g es la aceleracion de la gravedad, d es el espesor de la capa del fluido, 5 es
la diferencia de temperatura entre la frontera inferior y la superior, « es el coeficiente de

dilatacion, k es el coeficiente de difusividad térmica y v es el coeficiente de viscosidad
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(Drazin y Reid, 1981). En la naturaleza es posible observar la conveccién de Rayleigh-
Bénard en los fendmenos meteorologicos, por ejemplo en las formas de las nubes, o bien
en la formacién de manchas en algunos animales, cuyo fendmeno se modela con las ecua-

ciones de difusién (Murray, 2002).

1.2. Planteamiento de las ecuaciones

Los modelos matematicos son usados para simular fenémenos reales. Generalmente
para realizar un modelo se empieza por un modelo simple. Si se requiere que dicho mode-
lo se aproxime cada vez mas a la realidad, entonces dicho modelo debe volverse cada vez
mas complejo. Un modelo simplificado de la conveccién de Rayleigh-Bénard se construye

utilizando los supuestos propuestos por Joseph Valentin Boussinesq (Molina, 2010).

1.2.1. Aproximacion de Boussinesq

La ecuacion de la energia deducida en Chandrasekhar (1961) (ec. 39) es

p@ +p(u-V)(eyT) =V(kVT) —pV -u+ &

Los supuestos que se consideran son los siguientes:

1. La densidad p se considera constante excepto en el término correspondiente a la

fuerza externa.

2. Para la fuerza externa se considera la densidad del fluido p como una funcién lineal

de la temperatura 7', tomando la siguiente forma:
p—po=—pocT = Tp) = p = po[l — (T —T)] (1.1)
con pg la densidad elegida adecuadamente para alguna temperatura media elegida

y « es el coeficiente de expansion térmica, con o € Rt .

Otra manera de ver esta ecuacion es expandir p como una serie de Taylor alrededor

de Ty y conservar unicamente la parte lineal.
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3. Se considera un fluido incompresible, es decir, V - u = 0.

4. No se pierde energia debido a fuerzas viscosas, es decir, & = 0 (Chandrasekhar,

1961).

5. Las constantes fisicas no cambian con el tiempo, la posicién o los cambios de tempe-
ratura; v, k € R. Ademads, se define k = k/pgc, como el coeficiente de conductividad

termométrica (Chandrasekhar, 1961).

1.2.2. Sistema de ecuaciones

El sistema de ecuaciones se compone por la ecuacion de continuidad, las ecuaciones

de Navier-Stokes y la ecuacién de difusién (Chandrasekhar, 1961).

La variacién de la densidad en el fluido es pequena comparado con el gradiente de

velocidades, por lo tanto

—

V-iu=0
o = A o
T (@-V)u=—[1—a(T — Tp)]gk — ;Vp—iryv m
%—ZJrﬁﬁT:nv?T

Una forma practica de tratar las ecuaciones es adimensionalizandolas. La adimen-
sionalizacion que se hace es la usual, en la que la distancia caracteristica es la altura
del cilindro. En el apéndice A se muestran los detalles de esta adimensionalizacién. Las

ecuaciones quedan como:

V5dt =0 (1.2)
o ; .
a?* (@ VT = —[g" — R.P(T" — TPk — V*p* + PV (1.3)
T* , )
%t* @ VT = VT (1.4)

donde los asteriscos denotan variables y operadores adimensionales y los parametros adi-

mensionales son el nimero de Prandtl y de Rayleigh, definidos como:

P = % (1.5)
R, — 990 (1.6)

RV
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1.2.3. Formulacion del problema

Se considera un cilindro de altura h que consta de dos tapas, la primera tiene una
temperatura inicial Ty y la segunda tiene una temperatura T, con Ty > T. Dentro del
cilindro se tiene un fluido con Densidad p, y viscosidad v. El dominio en donde se define
el fluidoes 2:0< 7, 0< z<h,0 <0 <27 Para el caso de r se dividié en 0 < r < 1o

y en un dominio anular (ry,; < r < Tegy).

De aqui en adelante las ecuaciones son adimensionales, asi que por simplicidad se qui-
tan los asteriscos que denotan adimensionalidad de las variables. Como se desea conocer el
comportamiento de dichas ecuaciones no lineales en su forma completa, para facilitar los
calculos se realiza el tratamiento en coordenadas cilindrias, lo que implica que se tendra
una ecuacién de continuidad, una ecuacion radial, una angular, una vertical y la ecuacion

de la energia, es decir:

La ecuacién de continuidad

ou, u, 10uy Ou,

87“ +?+;%+62 :0 T,Q,ZGQ (17)
La ecuacién radial
ou, ou,  ug Ou, ou, ug op
. 20 ; -0 _ _== 1.8
o " "or T a0 T T T Tor (18)
Pu, 10u, 10%u, 20uy u, 0*u,
P, - — — — - 4 — .0, Q0
* (87“2 +r8r +r2 062 200 r? 822> e
La ecuaciéon angular
Oug  ugu, Oug  ug Ouyg Oug 10p
T - z = T —"73nh 1.
ot r tu 8r+7“ 00 tu 0z r 00 (1.9)
Pug 10wy 10%uy 20u, uy O*up
P, - — — - — 4+ — .0, Q
+ (8T2+r8r+r2692+r280 T2+822) noze
La ecuacién axial o vertical
ou, Ou, ugOu, ou, 43 op
— =—|g— — R,P.(T —Ty)| — — 1.1
ot "o T e T a: [ 2~ Bl 0)} 9z (1.10)
%u, 10u, 1 0%u, O%u,
P —4+- — .0, Q
+ (8T2+T8T+T2892+822> 6z €
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La ecuacién de la energia

or  OT wdl O _ 0T 19T 19T 9T
ot " or T 00 T 0 T o Tror 22 T 922

La deduccion de las ecuaciones se presenta con detalle en el apéndice B.

r.0,ze€Q (1.11)

1.3. Métodos de discretizacion

Los métodos numéricos son una herramienta importante para el modelado de sistemas
fisicos, biolégicos, etc., en donde muchas veces el modelo que representa dicho sistema tie-
ne una gran cantidad de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, o bien la solucion

analitica resulta muy compleja de resolver (Botello, 2007).

Un ejemplo de la aplicacion de los métodos numéricos en la ingenieria civil, es en el
modelado de las estructuras, en donde se utilizan técnicas de elementos finitos. En general
las ecuaciones que se plantean se resuelven por distintos métodos, por ejemplo diferencias
finitas, métodos espectrales, aproximaciones de Fourier, Adams-Bashforth, etc. La apli-
cacion de los diferentes métodos, depende del modelo que se trate y de las condiciones en

las que se quiera tratar el sistema (Botello, 2007).

Los métodos de discretizacién que existen son numerosos. En esta tesis sélo se pre-
sentan los que fueron utilizados para el desarrollo de la solucion numérica del sistema de

ecuaciones. A continuacién se describen brevemente.

1.3.1. Método de diferencias finitas

En éste método las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones son trasforma-
das en diferencias finitas mediante el truncamiento de desarrollos en serie de Taylor, con
el objetivo de crear un conjunto de ecuaciones que se pueden resolver de forma iterativa
(Pérez, 2003), es decir, pasar de un problema continuo a un problema discreto. En el mo-

delo que se plantea resolver se define una malla de puntos a lo largo de todo el dominio.
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El objetivo es calcular los valores de la solucién en los puntos de dicha malla. Para tal
efecto es necesario contar con los valores iniciales de las funciones incégnitas en cada uno
de los puntos de la malla (Cordero, 2004), asi como con las condiciones de contorno en

los puntos en las fronteras.

Del teorema de Taylor que establece que si u es una funciéon de una variable x € R

con derivadas finitas y continuas VAx, entonces se puede obtener

w(x + Ax) = u(z) + Azd/(z) + A2—Tu”(:c) - A?)—Tu”’(x) + o(Az*) (1.12)
u(r — Az) = u(z) — Az’ (z) + AQ—T’LLH(x) — A?)—Tu”’(x) + o(Az?) (1.13)

donde o(Az*) denota términos de orden superior.

1.3.1.1. Diferencias Progresivas

Considerando la ecuacién (1.12) hasta la segunda derivada, se tiene (Carrillo y Men-

doza, 2015) que:
!/ A"L’Q "
u(z + Az) = u(x) + Axu'(z) + ST (x)

Se puede reescribir como:

u'(x) _ u(x + AZ‘) — u(x) o &U”(iﬂ)

Ax 2!
como es de primer orden, significa que o(Ax) = %u” (x), por lo que se puede escribir
como:
o () = u(r +Az) —u(x) o(Az)

Ax

o en forma simplificada como:

u'(r) ~ (1.14)

1.3.1.2. Diferencias regresivas

Considerando la ecuacién (1.13) hasta la segunda derivada, se tiene (Carrillo y Men-
doza, 2015) que
wlx — Azx) = u(x) — Az’ () — —=—u"(2)



18 CAPITULO 1. GENERALIDADES

la ecuacién anterior puede ser reescrita como:

u(z) —u(z — Az) Az,

/ E—
u'(x) = As + ST (x)
como es de primer orden, significa que o(Az) = %u” (x), por lo que se puede escribir
CoOmo:
, u(x) — u(x — Azx)
= A
u'(x) AL + o(Ax)

y en forma mas simplificada se tiene:
u(z) —u(z — Ax)

u'(z) = Ag (1.15)

Para obtener la expresién de las diferencias regresivas a segundo orden (que es la que

se ocupard en este caso) se realiza también una expansion en serie de Taylor, de tal forma

que:

4Az? Ag®
2'9” u"(z) — 83—'wu"'(x) +o(Az?) (1.16)

u(z — 2Ax) = u(x) — 2Azu (z) +

Para la férmula de las diferencias regresivas a segundo orden se aproxima la derivada

como se muestra a continuacion y se utiliza la ecuacién (1.13), entonces:
' (z) = au(x) + bu(z — Az) + cu(x — 2Ax) (1.17)

y se encuentran los valores de a, b y ¢. Asi que sustituyendo (1.13) y (1.16) en (1.17) se

tiene:

' (z) = au(r)+b [u(w) — Azu/(z) + AZ—TU"(x) + O(AZE3):|

2
42? u"(x) + O(AJZB):|

+e [u(m) — 2Az (z) +

Reordenando términos:

bAz?  dcAx?
o T2l

u'(z) =~ (a+ b+ c)u(x) — (bAx + 2Azc)u' (x) + ( ) u”(z) + o(Ax?)

Despreciando o(Az?) se tiene un sistema de ecuaciones lineales de 3 x 3:

at+b+c=0

—bAx —2Azc=1
bAz? N AN c

ol T
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Eso significa que

N T T
AL C_ZA:U’ a—2AJJ

Por lo tanto sustituyendo valores de a, by ¢ en (1.17) se tiene que:
3u(z) — du(r — Az) + u(x — 2Ax)

u'(z) & AL (1.18)

1.3.1.3. Diferencias Centradas
Del desarrollo en serie de Taylor (1.13) restando las ecuaciones de la expansion de

Taylor con términos o(Az?) es decir:

u(z + Az) = u(z) + Az’ (z) + A—ggu”(ac) + o(Az?)

2!
/ A:C2 " 3
u(z — Az) = u(x) — Azu/(z) + U () + o(Ax?)
Se tiene entonces que
u(z + Az) — u(z — Az) = 2010 (x) + o Az?) (1.19)

Si los términos de orden superior son pequenos, se tiene:

oy e+ Az) —u(x — Ax)
u'(x) ~ SAL (1.20)

La ecuacién (1.20) se conoce como aproximacién por diferencia central a segundo

orden.

1.3.1.4. Aproximacién de segundo orden para las segundas derivadas

Utilizando el desarrollo en serie de Taylor de las ecuaciones (1.12) y (1.13), restdndolas
se tiene que

u(z + Ar) — u(z — Az) = 2u(z) + Az*u" (z) + o( Ax?) (1.21)

Si se asume que los términos de orden superior son pequenos, entonces la aproximacion

sera
, u(r + Azx) — 2u(z) — u(x — Ax)
u'(z) =~ e

(1.22)
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1.3.2. Meétodos multipasos

Un método multipasos se define como aquel cuya aproximacién wu;,; puede represen-

tarse (Veldsquez, 2007) de la forma

Uit1 = QU 1Ui + Qpy_oUi—1 + ++* + QolUip1—m + (1.23)

R[B f(tizs wir1) + Bm-1 f(ti,wi) + -+ Bof (tix1-n, Yiy1-n)]

- _ b—a
conm>1,i=m-—1m,--- ,n—1h=>"% apa; - ,am—1,0,05, B valores

constantes y u; = «;, con 2 =0,1,--- ,;m — 1.

Si B, = 0, se dice que el método multipasos es explicito, y si 8,, # 0, se le llama

implicito.

1.3.2.1. Esquema semi-implicito

Son métodos lineales multipasos que se publicaron en 1885. Para problemas depen-
dientes del tiempo se utilizan los esquemas de Adams-Bashforth. Si se tiene una ecuacion

del tipo:

of _
ot

donde H(f) es una funcién de f con un término lineal ¢(f) y un término no lineal N(f).

H(f) (1.24)

El esquema semi-implicito de orden k que se puede aplicar a la ecuacién (1.24) tiene

la forma
= kol .
EZajf"“—J = bR(fI) () (1.25)
=0 =0

donde a; y b; son los coeficientes del esquema Adams-Bashforth que se utilicen. Dichos
coeficientes se muestran en la tabla 4.4 de Peyret (2002). Estos equemas tienen la ventaja
de que se resuelve una ecuacion no lineal aproximandola por un procedimiento lineal. La
ecuacion (1.25) corresponde a un esquema semi-implicito, porque el término lineal £( f) de-
pende implicitamente del tiempo, asi que es considerado implicito, y el término no lineal,
N(f), explicito, de modo que el operador discreto resultante es independiente del tiempo y

puede ser invertido o diagonalizado en una etapa anterior a la integracién temporal. Otra
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ventaja de este método es que del término lineal sélo es necesario conocerlo al tiempo n+1.

1.3.3. Métodos espectrales

Los métodos espectrales (ME) son una herramienta fundamental para resolver ecua~
ciones diferenciales parciales. Los ME tienen la ventaja de que las soluciones que se ob-
tienen, tienen mayor precisién que aquellas que se generan con otros métodos (Matos,
2009). Ademas de que los ME proporciona una gran precision en los resultados, también
minimizan el uso de la memoria, otra ventaja es que se pueden adaptar a condiciones de

frontera poco usuales.

La idea fundamental de los ME es aproximar la soluciéon de una ecuacién diferencial
parcial como una combinacién lineal finita en términos de una base ortogonal de funciones
infinitamente diferenciables {¢(7)}52,; es decir, suponer que la incégnita u(z) puede ser

aproximada mediante una suma de N funciones ortogonales ¢(z) tal que (Boyd, 2000)

u(z) ~uy(z) = Zak¢k(a:) (1.26)

con ay, conocido como coeficiente espectral de u con respecto a la base {¢y}. Si se conside-
ran funciones periddicas en el intervalo [0, 27|, entonces la base estard formada funciones
senoidales {cos kx, sin kz}2°,, que en su forma compleja se expresarfan como {e**}2°
conocida como aproximacién espectral de Fourier. Bajo ciertas condiciones puede expre-
sarse a u(z) (Costa, 2007) como

N

u(z) = un(z) = Zakei’” (1.27)

n=1
1.3.3.1. Aproximacién con series de Fourier

Todas las funciones que aparecen en una serie de Fourier son peridédicas con periodo
p = 2L, donde L es el desarrollo en series de Fourier es muy 1til, ya que se pueden expre-
sar funciones como combinacion y superposicion de armonicos simples. También permite

desarrollar una funcién definida en un cierto intervalo en términos de serie de Fourier de
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senos o de cosenos, lo cual permite extender la funcion en forma par o impar para su

posible utilizacién en problemas diferentes (Acero y Lépez, 2007).

Debido a que la coordenada angular es periddica con periodo 27, se pueden aproximar

las variables como una serie compleja de Fourier de la siguiente forma:

m
up(r,0,z,t) ~ Z Gy, (7, 2, )€™
k=1

En este caso la igualdad ocurre cuando m — oo. Para la aproximaciéon numérica, m
tomara valores de una potencia de 2, porque se usara un algoritmo de transformada rapida
de Fourier (FFT por sus siglas en inglés) que se elaboré tomando en cuenta potencias de

2 para m.

La funcién u, dependera de r, 8, z y t, y al derivarla respecto a las distintas variables

de las que depende se obtendra

Ou,  up(r+Ar, 2,t) —u,(r — Ar, 2,t)
or 2Ar
ou, U ;
50 Z ik, (1, 2, t)e™*®
k=1
Ou,  Bup(r, z,t+ At) — du,(r, 2,1) +u,(r, z,t — At)
at 2AL

= Wb ) 4 f(ulTAh (ver seccién 1.3.2.1)
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1.3.4. Métodos iterativos

Con el esquema semi-implicito de Adams-Bashforth se resuelve una ecuacién no lineal,
suponiendo que la parte no lineal de la ecuacién es conocida a tiempos anteriores, lo que

en clerta forma la linealiza.

En este sentido se tiene que resolver un sistema de ecuaciones lineales de gran tamano
(el tamano depende del nimero de puntos de la malla que determina el dominio de inte-

graciéon de las ecuaciones).

En este caso se tendrda una matriz cuyas entradas son mayoritariamente ceros. Es-
tas matrices son conocidas como matrices dispersas o ralas (Tewarson, 1973), y no es
conveniente utilizar los métodos comunes para resolver sistemas del tipo Az = b con
z,b € Mun(R), A € M,(R) como la eliminacién gaussiana. Para esto se utilizan los
métodos iterativos, que consisten en comenzar con una aproximacién inicial z(® de la

solucion z y genera una sucesion de vectores {x(k)}zozo que converge a .

Se parte de un z(®) arbitrario y los siguientes se construyen de la forma recursiva
2" = F(2%), con F : R® — R", en este caso los métodos iterativos contienen un proceso
que convierte el sistema Az = b en otro equivalente de la forma x = T'x + ¢ para alguna
matriz fija T € M, (R) y un vector ¢ € R". Luego de seleccionar el vector inicial z(*) la

sucesion de vectores de la solucién aproximada se genera calculando
g®) = Tt 4 ¢

para cada k = 1,2, 3, ... (Burden y Faires, 2002).
Algunos de los métodos iterativos conocidos son el método de Jacobi, que se explicard

con mayor detalle en la siguiente subseccion.

1.3.4.1. Método de Jacobi

Un sistema de ecuaciones se puede escribir de la forma Az = b, siendo A la matriz

de coeficientes y x el vector de incégnitas y b la matriz de términos independientes. La
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matriz A se puede escribir (Aledo, 2009) de la forma
A=D+R

en dénde D es la matiz diagonal y R respresenta la matriz que contiene ceros en la diagonal
y en el resto los elementos coinciden con los de A, entonces el sistema Ax = b, se puede

escribir como (D + R)x = b. Se puede reescribir la ecuacién anterior como
Dx=b— Rz
multiplicando la ecuacién anterior por la matriz inversa D1
D 'Dx =D '(b— Rzx)
entonces
r=D"'(b— Rr)
es posible escribir la ecuacién precedente en forma recursiva, de tal forma que
" = Db — Ra®) (1.28)

k+1 Ja solucién posterior. Como D

con k=0,1,2,--- ,n, siendo z* la solucién inicial y
representa una matriz de cero menos en la diagonal, entonces D~! tendrd valores de la

forma %, entonces se tendra que al aplicar el método, las soluciones tendran la forma
17

" gk
k+1 _ ﬁ _ AijL;

€T
Qi Qj;

K]
j=1

1.3.4.2. Método SOR

El método SOR mejora la convergencia usando la relajacion, es un método simple y

muy utilizado (Butt, 2010). Se define por el esquema iterativo

-1 n
7 = (1 — w)a? + 2 g k+1 E aijxf
aZZ 4:

J=i+1
coni=1,2,...ny k=1,2 ... La forma de la matriz en el método SOR puede represen-

tarse como

2" = (D 4+ wL) (1 — w)D + wU]z" + w(D — wL)™b (1.29)
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en donde L representa una matriz diagonal superior y U una matriz diagonal inferior. Es

posible escribir la ecuacion 1.29 como
l,k-l—l — walc + C

con Ty, = (D +wL) (1 —w)D +wU] y C =w(D —wL)™'b, T, se conoce como matriz

de iteracionm.

Si el factor de relajacién w se considera entre 0 < w < 2 se le conoce como SOR
sobrerrelajado. Si w = 1 se considera el método de Gauss-Seidel. Si 0 < w < 1 se trata del

método SOR de subrrelajacion, se utiliza para sistemas que no convergen por el método

de Gauss-Seidel.

1.3.5. Método de proyeccién

El método es llamado de “proyeccién” porque el campo de velocidades se calcula en
dos pasos. El primer paso consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes suponiendo
un campo de presiones constante, asi el gradiente de la presion vale cero. En un segundo
paso este campo de velocidad “ficticio” (es decir, el que se calculé suponiendo la presién
constante) es proyectado en un espacio de divergencia cero y que satisface las condiciones

de frontera adecuadas (Fuentes y Carbajal, 2005).

Entonces se supone un campo de presiones uniforme y se aproxima la derivada tempo-

ral con diferencias finitas regresivas de segundo orden. Esto lleva a la siguiente ecuacion

30 — A" + an ! a3

—n.n—1 wo . 7 2 %
— FR@) + g5~ RPAT = Ty)| k4 B2 =0 (130)

r

—n,n—1

donde @* es el campo de velocidades ficticio y R(@" ') es la parte no lineal de acuerdo

al esquema semi-implicito de Adams-Bashforth. El término R(a7™"~*

) requiere del conoci-
miento del campo de velocidades a dos tiempos anteriores n y n — 1 (n + 1 representa el

tiempo actual).
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Por otro lado, la ecuacién para el campo de velocidades verdadero es:

3amt! —da" +ar! —n,n—1 d’ Lot 2 on+1
AL + (" )—i—[F—RaPT(T—TO)]k—I—Vp + P.Viu"T =0
(1.31)
Restando la ecuacién (1.31) de la ecuacién (1.30) se obtiene:
2At [=
R [vpnﬂ PV — mﬂ)} (1.32)

Tomando la divergencia de la ecuacién (1.32) y usando el hecho de que V-@"* = 0

se obtiene la ecuacion para la presion:

3 =
——V-i* — P.V*(V-i*) (1.33)

vQ n+1 —
P N

1.4. La estabilidad de los métodos

La malla se generd en tres dimensiones, en el contenedor cilindrico. Se hicieron pruebas
poniendo diferentes cantidades de puntos, con el fin de probar la estabilidad del método.
Se inici6 con 12,800 puntos aproximadamente y se termind con 204,800 puntos, ya que
los resultados con este nimero de puntos y el caso previo (115,200 puntos) fueron muy

similares.

Otra forma de evaluar la convergencia del método es utilizando la condicion CFL
(Courant-Friedrich-Levy). Se usa un pardmetro adimensional llamado nimero de Courant
que es una relacién entre la velocidad actual del fluido U, el paso del tiemo At y el tamano

del elemento Az, en 1D se define (Costarelli, 2011) como :

U,At
= 1.34
Co A (1.34)

U, es la componente de velocidad en la direccién g, At es el paso temporal y Ag el paso
espacial en la direccién ¢. El nimero Co debe ser en todo momento menor o igual que
1, de otra forma la particula del fluido escapard (numéricamente hablando) del dominio

y entonces se tendran divergencias. En ocasiones, C'o puede ser un poco mayor que 1,
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cuando se esta llegando a una etapa en la que los gradientes son muy fuertes, pero pasan-
do esta etapa el nimero C'o puede disminuir. Este hecho no representa una divergencia
en el cdlculo. Sin embargo, si existen divergencias, se debe disminuir el tamano del paso

temporal At y continuar con la simulacion.

En este caso solo se tom¢ el criterio de aumentar el nimero de puntos en la malla y
verificar que los resultados tendian a parecerse cada vez mas. En futuras modificaciones y
mejoras al programa se implementard el nimero de Courant para verificar la estabilidad

del método.

1.5. Condiciones iniciales y de frontera

Como condicién inicial se considera una distribucién de temperatura con un gradiente
constante AT'/d, la presién es la hidrostatica y el fluido estd inicialmente en reposo. Se
requieren los valores para las variables a dos tiempos anteriores, asi que se imponen esos
valores de la siguiente forma: Se asigna un valor de cero para la presion y la velocidad (par-
te del resposo) y un gradiente lineal de temperatura en la direccién z; y para el siguiente

tiempo se asigna el mismo valor m4s una pequena perturbacién aleatoria del orden de 1077,

En las condiciones de frontera se impone una condicion de no deslizamiento en las
paredes sélidas (es decir, u = 0), mientras que para la temperatura tiene valores fijos
y diferentes en las paredes inferior y superior, y en las paredes laterales se conserva el

gradiente lineal.

Para las variables y fronteras restantes (incluyendo la velocidad en r = 0) se imponen
condiciones de Neumann y/o Dirichlet. Como condiciones de Neumann se toma que la
derivada normal de la variable en cuestion se hace cero en esas fronteras, y las condiciones

de Dirichlet implican que la variable se hace cero en r = 0.
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Capitulo 2

Implementacion del programa

Los pasos a seguir al implementar el programa son los siguientes:

1. Como se requieren los valores para las variables a dos tiempos anteriores, se imponen
esos valores como se menciond en la seccion 1.5, y para el siguiente tiempo se asigna

el mismo valor mas una pequefa perturbacién aleatoria del orden de 1077.

2. Con esos valores se calcula el término no lineal a tiempos anteriores como se describe

en la seccién 1.3.2.1.

3. Teniendo el término no lineal a tiempos anteriores, se construye el término cono-
cido despejando todos los términos al tiempo actual, segin el método de Adams-

Bashforth.

4. Se calcula la FFT para obtener los coeficientes del desarrollo en serie compleja de

Fourier del término conocido.

5. Con esos coeficientes se resuelve el sistema de ecuaciones de 4 x 4 (N-S y energia) su-
poniendo un campo de presiones constante para obtener los coeficientes en desarrollo
de serie compleja de Fourier del campo de velocidades ficticio ©* y de la temperatu-
ra 1. Para eso se usa el método iterativo de sobrerrelajacion 1.3.4. En este paso se
requiere imponer las condiciones de frontera adecuadas para los coeficientes de las

variables.

29



30

2.1.

CAPITULO 2. IMPLEMENTACION DEL PROGRAMA

6. Con los coeficientes obtenidos al resolver el sistema, se recontruyen los campos de

temperatura y de velocidades ficticio. Una vez que se tienen los valores del campo
de velocidades ficticio se resuelve la ecuacion (1.33), que es una ecuacién de Poisson
donde el término independiente es conocido. Para eso en la que se deben calcular la
divergencia V - @* y V*(V - 4*), los cuales se pueden calcular sin ningtin problema

al tener el valor de i*.

. Al resolver la ecuacién de Poisson para la presién (ecuacién 1.33), se repite el pro-

cedimiento de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes pero ahora para obtener el
campo de velocidades verdadero i, teniendo ya el campo de presiones (sistema de

ecuaciones de 3 x 3). .

Solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Para resolver el sistema de 5 ecuaciones (tres ecuaciones de Navier-Stokes, corres-

pondientes a cada una de las componentes de la velocidad en coordenadas cilindricas,

la ecuacién de continuidad y la ecuacién de la energia) con 5 indeterminadas (las tres

componentes de la velocidad, u,, ug, u,, la presién P y la temperatura T"). Se procede de

la siguiente manera:

= Se usa el método de proyeccién para desacoplar la presién y la temperatura (seccién

1.3.5). Para esto se obtiene la divergencia de la ecuacién vectorial de Navier-Stokes,

con la cual se tiene una ecuacién de segundo orden para la presion.

Para tratar la no linealidad del problema se usa el esquema semi-implicito de Adams-
Bashforth (seccién 1.3.2.1), que supone conocida a tiempos anteriores la parte no

lineal y resuelve la parte lineal en el tiempo actual.

Dentro de dicho esquema, se usan los métodos de diferencias finitas (seccién 1.3.1)
para las coordenadas axial y radial, y el método espectral de Fourier para la coorde-

nada angular (seccién 1.3.3.1), aprovechando la periodicidad de dicha variable, asi
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que se pueden aproximar la velocidad, presién y temperatura (representadas por ¢)

como una serie compleja de Fourier

= La condicién inicial es que el fluido parte del reposo, es decir, u = 0, se supone un
gradiente de temperaturas lineal y la condicion inicial de la presion es la hidrostati-
ca. Las condiciones de frontera son diversas dependiendo de la variable, por ejemplo
se usa la condicién de no deslizamiento para la velocidad en las fronteras sélidas
y las condiciones de Neumann (Asmar, 2005), consistentes en anular la derivada

normal de la variable en la frontera.

En la figura 2.1 se puede observar el mallado en el cilindro y como se aplican los

métodos que se trataron en el capitulo 1.

2.2. Métodos de diferencias finitas

Dentro del programa se utilizan los métodos de difererencias finitas dependiendo del
punto donde se desee obtener la derivada, por ejemplo en la figura 2.2, se puede obser-
var que si se quiere encontrar % en el punto (z;,y;) se tendrd que utilizar el esque-

ma de diferencias centradas (ver secciéon 1.3.1.3 del capitulo 1) % R~ “T(Hl’jgz:’“(i_l’j).

Si el punto en donde se desea conocer la derivada es en el (x1,y;) se utiliza el es-

quema de diferencias regresivas hacia adelante (ecuacién 1.18), entonces se tendria que

% ~ 73“‘"’(Z7J)+4u7‘(27.7)7u7‘(37])
or ~ 2Ar

2.3. Método de Adams-Bashforth

Como se mencioné anteriormente, el método de Adams-Bashforth (seccién 1.3.2.1) se
utiliza para tratar la no linealidad de las ecuaciones. Se puede observar de la ecuaciéon

(1.3) que:

(@ V)i = —[g — RP(T — Ty)lk — Vp + P.V3i
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Figura 2.1: Discretizacién del cilindro para poder resolver el sistema.
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Figura 2.2: Célculo de las derivadas en el punto senalado.

Reacomodando términos:

a i — ~ =
L~ @V —[g— R.P(T - Ty)lk — Vp+ BV (2.1)
at —— ~ ~ v

~ término no lineal término lineal

término temporal

la cual puede resolverse usando (1.25).

Para un esquema de segundo orden, la ecuacién (2.1) puede aproximarse como:

3t — 4 + gt

. = 2N(@") — R(a@" ) + (@) (2.2)

Con esto se obtiene un sistema de ecuaciones para los puntos que definen el dominio

y en el cual, el término no lineal debe ser evaluado a los tiempos n y n — 1.
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Capitulo 3

La simulacion

En este capitulo se presentan resultados de la simulacion obtenidos al resolver el siste-
ma de ecuaciones para diferentes valores del nimero de Rayleigh, por debajo y por encima
del valor critico (Ra = 1708). Las simulaciones numéricas se llevaron a cabo con un valor
constante del nimero de Prandtl (P. = 0.71) el cual corresponde a fluidos usuales (?), y
algunos numeros de Rayleigh alrededor del critico . Como ya se mencioné en la secciéon
1.2.3, la geometria usada fue en un contenedor cilindrico, y en un dominio anular, aun-
que en este caso solo se presentan las celdas convectivas en un plano horizontal. El paso

temporal fue de At = 0.25.

Siguiendo la metodologia descrita en la seccién 2.3 se gener6 un programa. Se realiza-
ron diversas pruebas para valores por debajo del niimero de Rayleigh critico (1600, 1650 y
1700), para el nimero de Rayleigh critico (1708) y para valores por encima de éste nime-
ro (1750, 1800, 1850, 2000, 2500, 4000 y 5000). Solo se presentan algunos resultados que
se dividen en dos secciones, la primera de ellas corresponde al caso por debajo del valor
critico en donde se tienen valores de Rayleigh de 1600 y la segunda de ellas corresponde

a valores de Rayleigh de 2000, 2500, 4000 y 5000.

35
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Figura 3.1: Caso R, = 1600. Componente z de la velocidad al tiempo t = 999A¢.

3.1. Debajo del valor critico

La figura 3.1 muestra la componente vertical del campo de velocidades en el plano
horizontal medio del contenedor cilindrico al tiempo t = 999At. Los valores de esta
variable (velocidad) son en promedio cercanos a cero a ese tiempo, por lo que no se
presentd ninguna inestabilidad. Las manchas azules y rojas que se presentan en la figura
se deben a errores numéricos, pero no crecen mas alld de 107% en todo el tiempo de

integracion de las ecuaciones, por lo que se pueden considerar como cero.

(b)

Figura 3.2: Presién en el plano horizontal medio, R, = 1600. (a) Al tiempo t = 4At (b)
Al tiempo t = 299A¢.
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La figura 3.2 muestra la presion en el plano horizontal medio del contenedor cilindrico a
dos tiempos distintos. Al tiempo ¢t = 4At sélo se observan las perturbaciones impuestas en
la condicién inicial y un tiempo después, y se observan maximos y minimos en la vecindad
de la regiéon = = 0, y € (0,10]; estos méximos y minimos contintian y crecen conforme
pasa el tiempo, sin embargo, no son lo suficientemente grandes como para producir la

inestabilidad.

3.2. Por encima del valor critico

La figura 3.3 muestra la componente vertical de la velocidad en el plano horizontal me-
dio del contenedor. Cada region roja corresponde a la velocidad vertical positiva, mientras
que las regiones azules representan a la velocidad vertical negativa. Con esto se puede esta-

blecer empiricamente que el nimero de circulos es el doble de regiones rojas (o azules ) (?).

Figura 3.3: u, en el plano medio horizontal del cilindro. (a) Estado estacionario para
R, = 2000. Los rollos son circulos concéntricos, como en Charru (2007). (b) Estado

estacionario para el caso anular R, = 2500.

La figura 3.3 (a) corresponde al estado estacionario para R, = 2000 y r.,; = 10. Se

pueden observar ocho circulos concéntricos. Esta figura es similar al resultado experimen-
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Figura 3.4: Caso R, = 2500. (a) Al principio aparece el patrén de circulos concéntri-
cos. Después de un tiempo los circulos comienzan a ondular. (b) El patrén de circulos

concéntricos esta totalmente destruido.

tal reportado por Charru (2007). La figura 3.3(b) corresponde al estado estacionario para
R, = 2500 en un dominio anular, con 7;,; = 1 y 7.;¢ = 5. Se pueden contar catorce circulos

convectivos, sin embargo estos no son concéntricos como en el primer caso.

La figura 3.4 muestra los resultados de las simulaciones para R, = 2500 en un contene-
dor cilindrico con r.,; = 10 a dos diferentes tiempos. En un principio el patron siempre es
de circulos concéntricos (ver Fig. 3.4(a) imagen a t = 13.8). Después de cierto tiempo los
circulos concéntricos comienzan a deformarse. En la Fig. 3.4(b), correspondiente a t = 28,
el patrén inicial se pierde por completo. Es importante notar que la figura 3.4(b) tiende

a una forma similar a los resultados reportados por Chandrasekhar (1961).

La figura 3.5 muestra la velocidad vertical en el plano horizontal medio del contenedor
para R, = 5000 en (a) t = 3.8 y (b) t = 4.2. Se puede observar que los patrones cambian

rapidamente y no se llega a un estado estacionario en este intervalo de tiempo.

Desafortunadamente para casos de nimeros de Rayleigh por debajo del critico la si-

mulacion numérica también presentaba inestabilidad, por lo que nuevamente se revisé el
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Figura 3.5: Caso R, = 5000. Inicia formando un patrén de circulos concéntricos y cambia

rapidamente. (a) Patrones al tiempo ¢ = 3.8 (b) al tiempo ¢ = 4.2.

procedimiento numérico. La forma de resolver ese problema fue el actualizar el valor del
campo de temperaturas, es decir, que en el punto 7 de los pasos a seguir para implementar
el programa, mencionada en el capitulo 2, en lugar de resolver un sistema de 3 x 3 para
obtener sélo el campo de velocidades, se resuelve nuevamente un sistema de 4 x 4 incluyen-
do la ecuacion de la energia. Esto mejoro el comportamiento al no presentar inestabilidad
para casos de niumeros de Rayleigh menores que el valor critico. Sin embargo, el patréon

de circulos concéntricos ya no se formé mas, como se muestra en las siguientes secciones.

3.2.1. Caso R, = 2000

La figura 3.6 muestra una secuencia temporal del desarrollo de la inestabilidad para
R, = 2000.

En la figura 3.6(a) se puede ver un estado inicial del sistema en el cual comienza a
formarse la inestabilidad. En las gréficas de la figura 3.6(b), (c¢) y (d) se muestra como la
inestabilidad se va desarrollando formando los circulos. En la gréfica de la figura 3.6(e), a
un tiempo de t = 250 se observa que la inestabilidad va tomando la forma de los circulos
concéntricos mostrados en la figura 3.3(a). Para eso es necesario dejar mas tiempo el

programa en ejecucién y esperar a que llegue al estado estacionario. A partir de eso,
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Figura 3.6: Velocidad vertical u, en el plano horizontal medio, R, = 2000. (a) Al tiempo
t = 6At, cuando aparece la inestabilidad. (b) ¢t = 7TAt. (¢) t = 20At. (d) t = 500A¢. (e)
t = 999At. En esta sucesion de imagenes no aparecen los rollos con forma de circulos

concéntricos.
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surgen dos preguntas:

1. Si el estado estacionario de este caso (R, = 2000) son los circulos concéntricos, jno
es suficiente tomar el programa sin actualizar la temperatura, mismo que llegé al

patrén de circulos concéntricos mucho més rapido? O

2. Si el estado estacionario no es el de circulos concéntricos, seguramente tendra la
forma de los resultados experimentales mostrados en Chandrasekhar (1961). Asi

que ;Es necesario que el programa continue ejecutandose por mas tiempo?

-50

400"

o004

1-200

-250

-300

Figura 3.7: Presion en el plano horizontal medio al tiempo ¢ = 500, R, = 2000.

La figura 3.7 muestra la presién en el plano horizontal medio al tiempo ¢t = 500. Los
valores son mucho mayores que en el caso de R, = 1600, pero conforme pasa el tiempo

no aumentan mucho mas que los mostrados en esta figura.

En la figura 3.8 se puede observar el comportamiento de la temperatura en funcion
del tiempo para cuatro diferentes radios, en el plano medio horizontal z = 0.5 y a un
angulo # = 109.4°. Se puede ver que conforme aumenta el tiempo, hay un punto en dénde
se estabiliza la temperatura. Cabe mencionar que es un comportamiento parecido al de
la presién. En la figura 3.9 se muestran las componentes r y z de la velocidad en los

mismos cuatro radios que se usaron para mostrar el desarrollo de la temperatura de la
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Figura 3.8: La temperatura en funcién del tiempo, para diferentes radios (0.3, 2.3, 4.8 y

7.3) a un angulo de 109.4°

figura 3.8. La componente u, tiene un comportamiento parecido al de la temperatura
(figura 3.9(b)). No sucede lo mismo con la componente u,. Esto sucede porque en las
ecuaciones de Navier-Stokes (1.2.2) la temperatura solamente aparece en la componente
z. En dos puntos (r = 0.3 y r = 2.3) la componente u, tiende a un valor constante. Pero
los otros dos radios no ocurre ese comportamiento. Sin embargo para los otros dos radios,

la componente u, se comporta de manera similar.

\
e
T~

. L L L L x L L L L
0 50 100 i 150 200 250 o 50 100 150 200 250
tiempo Tiempo

Figura 3.9: (a) La velocidad en r en funcién del tiempo y (b) La velocidad en z para

diferentes radios (0.3, 2.3, 4.8 y 7.3) a un angulo de 109.4°.

En la figura 3.10 se muestra la vorticidad wy en el plano rz y se superpone el campo

de velocidades. Aqui se observan las celdas convectivas. El campo de velocidades define
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la direccién en el que el fluido caliente sube y el frio baja. Si trazamos una solucion en el
campo de velocidades se observa que dicha solucién es tipo centro, cuyo giro va en sentido

contrario a las manecillas del reloj (azul) o en sentido de las manecillas del reloj (rojo).

we(Ra=2000)
Y . : F 1% : ] : 80
08,

0.6

0.4

0.2

10

Figura 3.10: Vorticidad y campo de velocidades en el plano rz a 8 = 109.4°para R, = 2000

En la figura 3.11 se presenta el plano fase para la vorticidad wy y diferentes com-
ponentes del campo de velocidades. Se observan tres gréficas, una linea inclinada que
corresponde a la vorticidad wy con la velocidad u,., un circulo que corresponde a vortici-
dad con la velocidad u, y una parabola que corresponde vorticidad con la magnitud de la
velocidad u,.,, todos parten del origen pero no vuelven a pasar por dicho punto, sino que

siguen las trayectorias antes mencionadas, pero no pasan por los mismos puntos.

3.2.2. Caso R, = 4000

La figura 3.12 muestra una secuencia temporal del desarrollo de la inestabilidad para
R, = 4000.

En la figura 3.12 se presentan solo dos graficas a dos diferentes tiempos t = 150At y
t = 406At, como se puede observar no se alcanzan a formar los circulos concentricos.

La figura 3.13 muestra la presién en el plano horizontal medio al tiempo t = 500A¢.
Los valores son mucho mayores que en el caso de R, = 1600, pero conforme pasa el tiempo

no aumentan mucho mas que los mostrados en la figura.

En la figura 3.14 se presenta la velocidad u, y la velocidad u,, para cuatro radios dife-

rentes, en donde se puede notar que conforme aumenta el tiempo para todos los radios, la
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Plano fase u _vs o (R_=2000)
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Figura 3.11: Plano fase de la vorticidad wy y las componentes de velocidad u,, u, y la

magnitud de la velocidad u,, = \/u? + u? para R, = 2000

velocidad u, se encuentra oscilando al rededor del cero, pero para el caso de la velocidad
U, no se observa un comportamiento estacionario como el anterior, ya que se encuentra

oscilando al rededor de —15 y 15 y no se observa ninguna estabilidad en algtin punto.

Para el caso de la vorticidad y el campo de vectores, se muestra en la figura 3.15
el campo de vectores y la voticidad en el plano rz, se presentan soluciones tipo centro
(Blanchard, 1998), en donde los giros pueden ser en sentido de las manecillas del reloj

(rojos) y contrario a las manecillas del reloj (azul).

En la figura 3.16 se presenta el espacio fase de la vorticidad wy y la velocidad wu,.,
en donde se observa que la trayectoria parte del origen y después se forman una especie
de elipses, pero no exite ningin comportamiento especifico que pueda decir que esta
sucediendo, es decir las soluciones al igual que en R, = 2000 no toman los mismos puntos.
El caso de la vorticidad y la velocidad wu,, las trayectorias que se forman también parten
del origen y se centran al rededor de este, pero tampoco se tiene un comportamiento

especifico. Finalmente se tiene la vorticidad y la magnitud de la velocidad u,, en dicho
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Figura 3.12: Velocidad vertical u, en el plano horizontal medio, R, = 4000. (a) Al tiempo

t = 150. (b) t = 406. No aparecen los rollos con forma de circulos concéntricos.

(b)

Figura 3.13: Presién en el plano horizontal medio al tiempo t = 5004, R, = 2000.

espacio se forman una especie de alas de mariposa, parecido a un movimiento cadtico.

3.3. Comparacion de resultados

La dependencia de la tasa de crecimiento de la inestabilidad con el numero de Ray-
leigh ya ha sido bien estudiada (Charru, 2007). Cuando el nimero de Rayleigh coincide
con el valor critico Ra, = 1708 la tasa de crecimiento es cero (estado de estabilidad
neutral). Dicha tasa de crecimiento se vuelve positiva cuando el nimero de Rayleigh es
mayor que Ra. (Drazin y Reid, 1981). Este es un criterio muy importante para poner

a prueba las simulaciones. Se desarrollaron dos célculos, el primero para determinar los



46 CAPITULO 3. LA SIMULACION

Figura 3.14: (a) La velocidad u, en funcién del tiempo y (b) La velocidad u, en funcién

del tiempo para diferentes radios (0.3, 2.3, 4.8 y 7.3) a un dngulo de § = 109.4°.
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Figura 3.15: Vorticidad y campo de vectores en el plano rz al tiempo t = 7T06At, R, =
4000.
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Plano fase u _ vs o (R_=4000)
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Figura 3.16: Plano fase de la vorticidad wy y la velocidad wu,., vorticidad y la velocidad w,

y la vorticidad y la magnitud de la velocidad u,., para R, = 4000.

tiempos de aparicién de inestabilidad (s6lo se toman los resultados de ese célculo en dos
dimensiones). Estos tiempos deben ser una funcién decreciente del niimero de Rayleigh. El
segundo es para observar la formacién de patrones (el clculo en tres dimensiones, realiza-

do como objeto de ésta tesis). Ambas simulaciones satisfacen el criterio antes mencionado.

El célculo para medir los tiempos consisten en lo siguiente: en el caso de la aparicién
de la inestabilidad se toma el tiempo desde cero hasta que la velocidad en cualquier punto
toma un valor diferente de cero. Este tiempo esta representado en la figura 3.17(a). En
el segundo caso se tom¢ el tiempo desde cero hasta que la variacion de la velocidad en
cualquier punto del espacio es menor que un cierto valor e muy pequetio (cercano a cero,
ver figura 3.17(b)). En ambas figuras se observa que el tiempo es una funcién decreciente

del ntimero de Rayleigh.

En la figura 3.16 se observaron las alas de mariposa, muy parecido al comportamiento
cadtico generado en la ecuacién de Lorentz. Versteeg (2007) menciona que si se presenta

una cierta periodicidad, es posible hablar de caos, por lo que se graficé la magnitud de
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Figura 3.17: (a) Tiempo como funcién del nimero de Rayleigh al cual aparece la inestabilidad.

(b) Tiempo como funcién del nimero de Rayleigh en el que alcanza el estado estacionario. En

ambos casos se presenta un ajuste polindmico de cuarto grado (?).
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Figura 3.18: Se presenta la magnitud de la
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aun z = 0.5.
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velocidad, para diferentes radios 0.3, 2.3, 4.8 y 7.3
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Figura 3.19: Magnitud de la velocidad, para diferentes radios 0.3, 2.3, 4.8 y 7.3 aun 2 = 0.5y
R, = 1600.

la velocidad u,., a través del tiempo, asi como la velocidad promedio, ver figura 3.18, en

donde se muestra que efectivamente se presenta una periodicidad.

Como en la figura 3.11, no se observa tan marcado el comportamiento cadtico como
en la figura 3.16, se graficaron también la magnitud de la velocidad a lo largo del tiempo

para R, = 1600, R, = 1708, R, = 1800 y R, = 2000.

Para el caso de R, = 1600 (figura 3.19) se observa que no se presenta periodicidad, ya
que conforme aumenta el tiempo, la velocidad tiende a un punto de equilibrio, que es el

de la velocidad promedio.

Se puede observar que entre més pequeno es el nimero de Rayleigh (por arriba del
valor critico), la periodicidad es menor, por ejemplo para R, = 1708 (figura 3.20), en los
primeros tres radios (r = 0.3, r = 2.3 y r = 4.8) aparecen de una a dos oscilaciones, a lo
largo de la velocidad promedio U, representada con la linea punteada, pero para el radio

de 7.3, se presentan tres oscilaciones.
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Figura 3.20: Magnitud de la velocidad, para diferentes radios 0.3, 2.3, 4.8 y 7.3 a un

|u(0.3,109.4,0.5)|, R =1708
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Figura 3.21: Magnitud de la velocidad, para diferentes radios 0.3, 2.3, 48 y 7.3 aun z=0.5y

R, =

1800.
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Figura 3.22: Magnitud de la velocidad, para diferentes radios 0.3, 2.3, 4.8 y 7.3 aun 2z =0.5y
R, = 2000.
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Figura 3.23: Plano fase de la vorticidad wy y la velocidad u,., vorticidad y la velocidad w.,

y la vorticidad y la magnitud de la velocidad u,., para R, = 1800.
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En la figura 3.21 la periocidad empieza a crecer, comparada con el R, = 1708, en
éste, los periodos oscilan al rededor de la U promedio, presentando entre 2 o 3 periodos
dependiendo del radio que se tenga, pero ya no se observa el comportamiento que se tenia

para ntimeros menores que el valor critico.

Para R, = 2000 los espacios fase de la vorticidad con la velocidad, ya eran mas pareci-
dos al R, = 4000, comparando con R, = 1800 (ver figura 3.23), empieza a observarse un
comportamiento cadtico, pero ain no es posible asegurarlo. En la figura 3.22 se tiene un
nimero mayor de oscilaciones comparado con Ra = 1708 y R, = 1800 y se ven todavia

mas para R, = 4000.

Finalmente, para asegurar que las simulaciones que se hicieron son las correctas, se
comparan cualitativamente los resultados numéricos con un experimento (ver figura 3.24),

realizado en el taller de fluidos de la Facultad de Ciencias,

3.4. Comentarios finales y trabajo a futuro

Se resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes, continuidad y energia utilizando méto-
dos numéricos. La primera correccién que se relizé fue la de actulizar la temperatura, ya
que las inestabilidades ocurrian a nimeros menores que el Rayleigh critico. Esta correc-
cién consitio en recalcular las soluciones incluyendo la ecuacion de la energia en el sistema
de ecuaciones. Esto mejoré los resultados al obtener inestabilidades en ntimeros mayores
que R, = 1708. Sin embargo se perdieron los patrones de circulos concéntricos a tiempos

cortos.

Las metodologias numéricas utilizadas estan limitadas a ofrecer buenos resultados con
ntumeros de Rayleigh bajos (R, < 4000). Para aumentar el nimero de Rayleigh con estas
metodologias es necesario disminuir el paso temporal y aumentar el nimero de puntos en
la malla; pero esto repercute en una ineficiencia en los métodos porque se requieren de

muchos recursos informaticos, como espacio en memoria RAM, en disco duro y el tiempo
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Figura 3.24: Fotografia otorgada por Valentin Valdés (2015)
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de ejecucién se incrementa. Para mejorar esto existen varias soluciones:

1. Paralelizar el programa reducira el tiempo de calculo.

2. Cambiar la metodologia utilizando esquemas tipo flujo turbulento, métodos de per-

turbaciones, LES, etc.

3. Una solucion mas rapida puede ser modificar el método de proyeccion.

3.5. Conclusiones

Se hicieron corridas para nimeros de Rayleigh mayores a 1600 y menores que el critico
(R, = 1650 y 1700) y lo resultados fueron muy similares al caso R, = 1600. Con esto se
puede decir que el método numérico mejord respecto a la version en la que no se actualiza

la temperatura.

Es necesario ejecutar por més tiempo el programa ya que la figura 3.6 (e) muestra una

tendencia a obtener el patron de circulos concéntricos.

En las simulaciones numéricas se recuperaron algunos de los patrones observados ex-
perimentalmente. Si el nimero de Rayleigh no es mucho mayor que el valor critico, en el

de estado estacionario se presenta una coleccién de cilindros concéntricos.

A medida que el nimero de Rayleigh aumenta, el tiempo para alcanzar el estado de
equilibrio disminuye por lo que el patrén de formar circulos concéntricos se hace inestable,
tal como se mostro para R, = 2500. Para el caso de R, = 5000 la simulacion no exhibe

un estado estacionario durante el tiempo de integracion.

Se ha mostrado un resultado en un dominio anular, en donde el estado estacionario no
consiste de un patron de circulos concéntricos. En cualquier caso, se observa igual niimero
de circulos azules que rojos. Los resultados de la simulaciéon numerica se pueden comparar

cualitativamente con los resultados experimentales que se reportan en la literatura.
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De acuerdo a lo comparado con la literatura, es posible observar la presencia de caos
en la simulacién, por lo que es posible decir que se esta presentando un comportamiento

cadtico para R, > R., en donde existen inestabilidades.
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Apéndice A

La adimensionalizacion

Se define el gradiente de temperatura adverso como

dT
=12
El coeficiente de conductividad térmica
k
/{ g
PoCy

en donde ¢, es el calor especifico a volumen constante y k coeficiente de conduccion de

calor. Una vez definido lo anterior, se procede a adimensionalizar las ecuaciones (1.2.2),

(1.2.2) y (1.2.2).

Se adimensionalizan respecto al espesor d, se considera lo siguiente, la adimensiona-
lizacién es la que comunmente se utiliza, en cada uno de los casos se despeja la variable

que sera sustituida en las ecuaciones anteriores:

57



58 APENDICE A. LA ADIMENSIONALIZACION

x
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K d
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De la ecuacién 1.2.2 se tiene que:
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Como en ambos lados tenemos g—i, se llega a
o H @V = =L = aBd(T* = Ty)lg" = V'p' + —V*a (A.2)

Para recuperar los nimeros adimensionales representativos, se debe regresar al término
dimensional de la gravedad
. g d4 d3
- — — pr— _— £ l-3
I =4 ( K2 ) Y2 (4.3)

Entonces de la ecuacién A.2, A.3 y de la definiciéon del nimero de Prandtl
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al_[* e S\ = % % d3A =% % *2 —%
i + (@ VU = —[1 — afBd(T —TO)]g?k—Vp + P,V*u

se multiplica por = con el propdsito de obtener el nimero de Rayleigh

aﬁ* % Tk 4 * * dgA = x *2 —%
e (@) ——[1—a6d;(T —TO)]g?k:—Vp + PV
ou* % Tk gd3 aﬁgdély * * 7 = x %2 —k

Asi se tiene que

ou*
ot*

De la ecuacién 1.2.2 se tiene

o(pT*d) k_, 1= 1o
2N ) e SN BT = k=2 8T
8(t*‘f) —I—du dV Bd /idV BT d

= 400 4 d

Entonces

arT*

o i VT = V*2T*d (A.5)
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Apéndice B
Coordenadas cilindricas

Las ecuaciones a utilizar son las adimensionalizadas en el apéndice anterior.

V-u=0 (B.1)

Ju > 2
2 (wVyu=—[g— R,P(T —Tp)|k — Vp+ P,V-u (B.2)
%—f +u- VT = V*T (B.3)

Se utiliza la definicién de nabla en coordenadas cilindricas y del laplaciano, de tal

forma que se tiene que

o 10 1 &
or2  ror 12002 022
0 10 0

u = ur+ugb+u,z

v o=

Definicién. Sea r = cos i+ sinf1 y @ = — sin 0i + cos 61
Entonces se tiene que:

or
00
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00

B.1. Ecuacion de continuidad

De la ecuacién B.1, se ocupa el teorema 4 de que dice

Teorema B.1. Las siguientes formulas se cumplen en coordenadas cilindricas

i)
of _19f _of

VI = 5 T e T oz

€
& 1[0 0 0
V- =1 ) + Gt 58

Usando el teorema B.1, se tiene entonces que de la ecuacién B.1

. 1 0 8u@ 0
V-u = . [E(ru,n) + 20 + a(ruz)]
Lor, 10w 10w 10 1 o
raruT r Or r 00 roz rr 0z

1 ou, 10uy Ou,
= ; Uy +7r + + =0

or r 00 ' 0z

Finalmente se tiene que

1 ou, 10ug = Ou,
; (“’“”W) o0 T 0 (B6)

B.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Para convertir la ecuacion B.2 a coordenadas cilindricas, se realizara por partes, pri-

mero se calculard el término (u- V)u se tiene

0 10 0
uV = (ur+upl+ uk)- (rE + 9;% +k£)
0 w0 0

“or a0 T a
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Asi se tiene que

0 ug 0 0

uV—ura +789+ *5 (B.7)
Usando B.7
B 0 uy 0 0
(u-V)u = <UT8_ + — 50 +u 28 ) (u,r + ugl + u k)
0
= U (u,r) + Uy (ug@) + u,— B (u.k)
ug 0 ug 0 ug O
gt g (ue0) ek
0 0 0
+ uza(urr) + uza(uge) + uza(uzk)
Entonces
0 0 0 o ,0r ou, 00 Jug
urar( r)+ Uy (ug) + urar(uzk) = Uy + up— 5 + Urtlg 5 + u,.0— 5
+  u,u % + u k%
" or " or
8ur auo auz
gy ¥ B, ke
Ug 0 Ug 0 Ug 0 Ug or Ug E)ur Ug 00 UQG 6U¢9

ot g e g = e T e T o T e
Ug ok uek(‘?uz

+ 2
T z r 00
_ug ug Ou,  Up uy0 aue ou,
= S+ g = Shur+ SRS+ Sk
0 or ou, 00 Oug
uza(urr) + uza(uw) + uza(uzk) = uzura + uzrg + Uslig + uzeg
+ uza—k +u kauz
0z 0z
8 8u@ 8uz
= k
gy, b tuky

Finalmente
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ou,  ug Ou, Ou,  ud
(u-Viju = (“ a o0 “oar )t
Oug ug Oug Ouyg
Tyt
+(87’+ 0 T
ou, ugOu, ou,
— k B.
* (“”ar+rae+“”az> (B8
Para calcular el término V?u en coordenadas cilindricas se usa la definicién de lapla-
ciano

2 10 10* 0
2 — e —
Ve = <3T2+r8r+r280+a 2>(U7~I'+u99+uzk)
0? 10 1 0? o2
— w(urr) + ;E(Uﬂ') + —2%@ ) 952 (urr)
o? 10 1 9? 02
= W(UQO) + ;E(u‘ge) + — 2 90 (UQO) B 2(u90)
0? 10 1 9? 0?2
- W(“zk) + ;5( u-k) + —2%( k) + @(uzk) (B.9)

Para evitar

saturar la ecuacion, se resuelve por partes, primero para la componente r

0? o (0 0 or 0 ou, 0%u,
o) = 5\ ) =50 (o) Yo M) = o
12( r) = %@Jrlau’“ 16“’“
ror Ur o or ror _rﬁr

r200° " 2o \on " 290 \ T o0 00 ) r2oo " 39
1 (O, 0. (90 or Ou, N ra%r
= 2\’ " T o0 T o
— % aure . 82UT
r2 \ 00 ag T 902
2
AN

82 — (u,r) 9 2( r)| = 9 or —i—raur = r—aZuT

a2\ 92 \az'" 9:\"5: "oz ) T o2

Ahora para la componente ¢
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022 (140)

Entonces regres

Vu

65
9 (0 0 [ 00\ . 0 [,0u)  Pug
ar <E(“90>> ~ o (“a_) o (OW> N
Ug 00 1 8’&9 B 1 8u€
vor v’ i ar?
10 /0 1 0 00 Ouyg 1 0 [Oug
~ (L)) = =L (4 gl = Z O (Tlag
2 90 (aew )) 2 90 (“9 BT, ae) 2 90 (ae “”)
l 82u90+8U9@_8u9 @
2\ 002" 0000 00 o0
1 82UQ 8u9 8ue
5(3929— 20" aer_uee)
1 82U9 8U9 1 82’&9 2 a’U,g
ﬁ(aez" 2%““99) _ﬁ(am —“e)e—ﬁwr
o (0 o[ 00  du\ 0%
e (a—<“99>> e <“a— * "a) =052
g (0 0 ok 0 ou, 0%u,
or (07‘ (- )> or (uz 87’) * or ( or ) or?
u, 0k 10u,  10u,
S vatra T
S o Y To ok w1
— 2aa\ae ) T 2ag \"Fa0 T a0 ) T 12 oe
g (0 0 ok ou, 0%u,
= (&W‘)) =9 <a_ az) —koe
ando a la ecuaciéon B.9
_ (Pu, 10w, 10%u,  20up  u,  OPu, .
N or2 ror r20602 1200 @ r? 022
N 0%uy 19uy l82ue 20u,  uy 0%uy 0
or? ror r2002 r200 r2 022
Pu, 10u, 1 0%u, 0O%u,
+ (arz cor Trae o ) k (B-10)

Entonces usand

cas queda como

o B.2, B.8 y B.10, la ecuacién de Navier-Stokes en coordenadas cilindri-
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ou, ou,

4w, — %% aur_u_g—_@_{_
ot " or r 00 “ 0z r  Or
Pu, 10u, 10%u, 20uy wu, O*u,
P - e e N .
" ( or? + r or * r2 002 r2 00 r2 + 072 ) (B.11)
Oug Oup ug ug Oy Oug B 10p
o o T T e T T rae T
Pug 1 0uy 1 0%uy 2 0u, up O%uy
P - - 20t W, Ot .
T(8r2+r87’+r2862+r289 7’2+822> (B.12)
ou, Oou,  ugOu, Oou, d?
o o Y ae T s T T {QE_R“P’"(T_T")}
op Pu, 10u, 10%u, 0*u,
_£+PT(ar2+Far+r_Qae2+az2> (B.13)
B.3. La ecuaciéon de la energia
Usando la ecuacién B.3
oT oT 10T of *T 10T 10°T 0°T
il . k) [ = il T)l=22 L 222
8t+(ur+u90+u ) (87’r+r(990+(9z ) or?  ror

r2 062 022
Finalmente se tiene que la ecuacion de la energia en coordenadas cilindricas es

8_T+ 0_T+ la_T_i_ 6_f_82T 18_T 1 0°T 0°T
ot Ur or Uer 00 ug@z

=7 rar Teow T o (B.14)
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