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Notacion

A continuacién se presenta la notacién utilizada en el presente trabajo:

p = presidn.

e = energia total relativista por unidad de volumen propio.
w = entalpia relativista por unidad de volumen propio.

v = |v|= velocidad.

n*¥ = métrica en el espacio de Minkowski.

n = numero de particulas por unidad de volumen propio.

€ = energia interna especifica no-relativista.

w = entalpia especifica no-relativista.

s = entropia especifica no-relativista.

p = densidad volumétrica de masa.

V = 1/p = volumen especifico.

o = entropia relativista por unidad de volumen.

k = indice politrépico.

74 = métrica tridimensional.

o = funcién de lapso.

B¢ = vector de corrimiento.

gM¥ = tensor métrico.

W = 1/v/1 —v2 = factor de Lorentz.

m = m,; = representacién vectorial.

[M]? = representacién del promedio espacial o temporal de m sobre un

)

volumen de control C; a un tiempo t,.






Introduccion

En el presente trabajo se muestra la implementacién el método de numérico de voliime-
nes finitos para resolver el sistema de ecuaciones que describe a la hidrodinamica relativista.
Se realiza un estudio detallado del método asi como una nueva forma de implementarlo

con el fin de resolver las ecuaciones desde un enfoque distinto al que usualmente se utiliza.

En la actualidad, el estudio de la hidrodindmica, tanto relativista como no-relativista,
es un tema de gran importancia en la ciencia. Desde investigaciones en biologia hasta
astrofisica, muchos de los fenémenos que se encuentran en la naturaleza pueden ser enten-

didos a partir de esta rama.

La complejidad de las ecuaciones que describen a la hidrodindmica impide que su reso-
lucién, salvo en casos muy particulares, pueda ser analitica, por lo que es necesario crear
cddigos computacionales que resuelvan de manera numérica dichas ecuaciones. La tarea
no es simple pues, para casos no ideales, las ecuaciones son no-lineales lo cual implica un
grado mayor de dificultad para su solucién. Ademas de que, para poder simular fenémenos
reales, hay que tomar en cuenta fenémenos gravitatorios o electromagnéticos, por lo que

es importante empezar por los casos sencillos.

En el ambito astrofisico, la dinamica de gases es una de las ramas mds importantes
para describir diversos sucesos en el universo. Muchos de estos fenémenos producen altas
energias que requieren de particulas de gas que se muevan a velocidades muy cercanas a
la de la luz y que se encuentran en potenciales gravitacionales extremadamente fuertes.
Por esta razén, en los dltimos afios ha sido importante construir cédigos relativistas de la
dindmica de gases que puedan modelar a la naturaleza de manera coherente. Los pocos

cédigos hidrodindmicos relativistas que se utilizan en la actualidad, en su gran mayoria no



xii INTRODUCCION

tienen licencias libres de distribucién y, por lo tanto, no se han desarrollado tan fuertemente

como deberian.

El cédigo de hidrodinamica relativista aztekas es un proyecto que comenzé en el ano
2007 con la colaboracién de Sergio Mendoza y Daniel Olvera, y estd basado en la filosofia
de software libre para su desarrollo. El cédigo, como su nombre lo indica, estd pensado
principalmente para la resolucién de las ecuaciones de Euler relativistas, pero también se
desea que pueda servir para la resolucion de cualquier tipo de problema fisico que sea des-

crito mediante un sistema de ecuaciones conservativas.

La primera versién de aztekas utiliza el método de diferencias finitas para la resolucién
de las ecuaciones, introduciendo un término de viscosidad artificial para eliminar las os-
cilaciones que se presentan debido al fenémeno de Gibbs en las discontinuidades de salto

finito, como las ondas de choque.

Para la implementacién exitosa del método de voliimenes finitos, se utilizé el algoritmo
de Godunov con ayuda de uno de los métodos de alta resolucién para captura de choques, el
”solucionador”del problema de Riemann aproximado HLL. Finalmente, se realizan prue-
bas numéricas comparando los resultados obtenidos con aztekas y una de las soluciones

analiticas que existe para las ecuaciones, el tubo de choque.



Capitulo 1

Hidrodinamica relativista

En este capitulo se presentan los principios tedricos y fundamentos matematicos de la
hidrodindmica relativista, usando la notacién presentada por Landau (1987). Asi mismo,
se muestra el formalismo 341 que obtienen dichas ecuaciones siguiendo la descripcion de

Alcubierre (2008). Ademés se incluye un resumen de las ondas de choque relativistas.

§1.1. Introduccién

La hidrodindmica es el estudio del comportamiento de los fluidos en movimiento, asi
como las variables termodindmicas que lo caracterizan. Cuando un gas presenta velocidades
de flujo macroscépicas o microscépicas cercanas a la velocidad de la luz, es importante in-
cluir los efectos relativistas sobre el mismo y sobre todas las deméds variables que lo definen.

A la herramienta que describe dichos flujos se le conoce como hidrodindmica relativista.

§1.2. Tensor energia-momento

Para poder obtener las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido, es necesario
definir el tensor de energia-momento T*" (cf. Landau, 1987) para un fluido perfecto en

movimiento dentro de un espacio plano en el sistema de referencia propio:
TH = diag(e, p, p, p). (1.1)

Definimos a la entalpia por unidad de volumen como w = e + p, donde e es la energia total
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por unidad de volumen y p es la presién. La velocidad del fluido v se representa de manera

natural con ayuda de la cuatro-velocidad:

o 1
Ut = o= (L) (1.2)

la cual satisface:
veu, =1, (1.3)

donde v = |v|. Todas las cantidades termodindmicas estdn medidas desde el sistema de
referencia propio del fluido. También se estdn utilizando unidades naturales, es decir,
c=G=1.

Utilizando estas definiciones, el tensor energia-momento toma la siguiente forma, visto

desde cualquier sistema de referencia:
™ = wU*U" — pn**, (1.4)

donde g"* = n*¥ es el tensor métrico en el caso particular del espacio de Minkowski y toma
la forma de:
nt = diag(1, —1, -1, —1). (1.5)

El tensor energia-momento satisface las siguientes propiedades:

T — TVH, (1.6)
oTH
8,%'/”‘ =Y, (1'7)

es decir, el tensor es simétrico (1.6) y posee divergencia nula (1.7).

§1.3. Ecuaciones de la hidrodinamica relativista

Consideremos un volumen de fluido en reposo Vy, en el cual hay una densidad de

particulas por unidad de volumen n (con una velocidad v relativa).

En un determinado tiempo fijo, el ntimero de particulas dentro del volumen V; esta
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dado por:

n
———dV. 1.8
= (18)
El nimero de particulas dentro del volumen Vj que fluye por unidad de tiempo a través

de la frontera del volumen estd dado por:

0 n
- —dV. 1.9
875/‘/0 V1 — 2 ( )

Por otro lado, el nimero de particulas que fluyen por unidad de tiempo por un elemento

da en la superficie Sy, que es la frontera de Vj es:

n

Igualando (1.9) y (1.10) se obtiene la ecuacién de continuidad en su forma integral:

0 / n n
- ——dV = —wv-da. 1.11

ot Jy, V1 — 02 So V1 —v2 (L.11)
Utilizando el teorema de Gauss en el lado derecho de la ecuacién anterior, se obtiene

la ecuacion de continuidad en su forma diferencial:

Utilizando la definicién de la 4-velocidad (1.2) podemos escribir la relacién conservada

comao:

d(nU?)
or®

= 0. (1.13)

Esta es una ecuacion hiperbdlica en forma conservativa y representa la conservacion del

nimero de particulas. Utilizando la propiedad (1.7), se obtienen otras dos ecuaciones:

or%  91%  9T7%
= + — =0

oxY ot oxJ ’ (1.14)
oT™ 9T 9TV
pw = ot + B =0 (1.15)

Ambas son también ecuaciones hiperbdlicas en forma conservativa y representan la conser-

vacion de la energia y del momento lineal respectivamente.
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Desarrollando el tensor energia-momento utilizando las ecuaciones (1.4) y (1.5) para
una sola dimensién cartesiana espacial x, se obtiene el siguiente sistema de tres ecuaciones

conservativas para el numero de particulas, la energia y el momento lineal respectivamente:

oz ot\vi—oz) 0\ io2z) ‘

or% 9 [e+v?p 0 e+p

oz _8t<1—v2>+8x<vl—v2>_0’ (L17)
aTiV_ 0 e+p 0 9 €+p o

= _Ehf(vl—v2>+8x<v s +p)=0. (1.18)

Este es el conjunto de ecuaciones de la hidrodindmica relativista, una extension a las
ecuaciones de Euler no-relativistas. Las tres ecuaciones estdan en forma conservativa, es

decir:

0q;  Of;
94 Of

5t o =0 (1.19)

donde ¢; representa a las cargas asociadas al ntimero de particulas, energia y momento

lineal y f; los flujos de las mismas.

Las ecuaciones conservativas no contienen de manera simple a las variables primitivas
n, vy p, por lo que, al resolverlas numéricamente con los métodos tradicionales (Rezzolla,
2013) o, en algunos casos, analiticamente, se obtendra el valor de las cargas ¢; y no de las
variables primitivas que son finalmente la solucién al problema hidrodindmico. Ademas,
resulta mateméticamente complicado regresar a estas cantidades (cf. Marti, 2003). Para
evitar estas complicaciones y obtener un sistema de ecuaciones diferenciales donde direc-
tamente sean incégnitas las cantidades primitivas del sistema, procedamos de la siguiente
manera. Debido a que las cargas como los flujos son funciones de las variables primitivas

ug = (n,v,p) entonces, usando la regla de la cadena:

dq; auj afi 8uk.
— =0. 1.2
Z@u] ot Z@uk or (1.20)

Multiplicando la ecuacién anterior por la matriz inversa de 0¢;/0u; obtenemos la si-
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guiente ecuacién:

ou; 3 ouy,
J E M., —% = 1.21
ot = L 0, (1.21)

con lo cual se obtiene un sistema de ecuaciones quasilineales en las variables primitivas y
donde My, es:

3 —1

9q; ofi

M, = . 1.22
=1

Nétese que, contando a la energia e, tenemos mas incognitas (cuatro) que ecuaciones

(tres), por lo que debemos agregar una ecuacién de estado que relacione a las variables

termodinamicas p, e y n entre si.

§1.4. Ecuacion de conservacién de la entropia

Expandamos la divergencia nula del tensor de energia-momento de la siguiente forma:

ot B
oxh

n
Uy@(wU )—i—wU“aUy _ Op

OxH ox*  Oxv

=0. (1.23)

Al proyectarla en direccién de la cuatro velocidad, y utilizando la ecuacién (1.3) se obtiene:

A(wUH) . Op
— =0. 1.24
ozt v oxt 0 ( )

Con ayuda de la ecuacién de continuidad (1.13), es posible escribir la expresién anterior

como

Iw/n) 1 Jp _0

U
" oxH n ozt

(1.25)

Ahora bien, la primera ley de la termodindmica en su forma no-relativista puede escri-
birse como

de = Tds — pdV, (1.26)

o bien,
dw = Tds + Vdp, (1.27)

donde T es la temperatura, w = € + pV es la entalpia especifical medida en el sistema

f En hidordindmica no-relativista, es tradicién referir a las cantidades termodindmicas con respecto al
sistema de referencia del laboratorio medidas por unidad de masa y se les refiere como especificas. En otras
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de referencia del laboratorio, € es la energia interna especifica, s la entropia especifica y

V :=1/p el volumen especifico.

La ecuacién (1.27) puede generalizarse de manera relativista como
d(w/n) =Td(c/n)+ (1/n)dp, (1.28)

donde ¢ y w son la entropia y entalpia por unidad de volumen en el sistema propio de
referencia del fluido respectivamente. Con ésto, la ecuacién (1.25) se puede escribir como
ndlofn) _ dlo/n)

oz ds =0 (1.29)

De aqui se observa que, a lo largo de la trayectoria del fluido, la entropia se conserva, en

otras palabras, el fluido se mueve de manera adiabdtica’ .

§1.5. Ecuacién de estado (Bondi-Wheeler)

Un proceso politrépico en un gas es un cambio de estado en el cual el calor especifico
permanece constante a través de todo el proceso y cumple la siguiente relacién (Tooper,
1965):

p=0Op~, (1.30)

donde p := mn es la densidad del gas, donde m es la masa promedio por particula. Para

un proceso adiabético la ecuacién (1.30) se simplifica a (cf. Tooper, 1965)

d <;) = —pd <;) . (1.31)

Sustituyendo (1.30) en (1.31) se obtiene la ecuacién diferencial

de e p
pP——===
K

1.32
- =2 (1.32)

palabras, en el limite newtoniano, hablamos de la entalpia especifica h, la energia interna especifica e, etc.
En hidrodindmica relativista, las cantidades estdn medidas en el sistema de referencia propio. Asi pues, en
este limite se habla de la entalpia por unidad de volumen w, la energia interna por unidad de volumen ¢, la
entropia por unidad de volumen o, etc.

f Cuando o/n es constante en todo el fluido, decimos que el flujo es isentrdpico.
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cuya solucion homogénea y particular son:

€hom = é‘pl/ﬁa (133)
Epart = - Pi 1’- (1.34)
Asi que la solucién general es:
—ep/ngp P 1.35
e=&/t (1.35)

Eligiendo a ¢ = 1/0©/% y sustituyendo en la ecuacién (1.30) se obtiene la ecuacién més

general para un gas politrépico relativista (Tooper, 1965):

€:P+%, (136)

donde « es el indice politrépico. Para gases excesivamente relativistas, sucede que la presién
p del mismo es mucho mayor que la energia en reposo p, con lo que se obtiene la ecuacién
de estado de Bondi-Wheeler:

p=(k—1e. (1.37)

Para el caso de un gas monoatémico en el que no se ha tomado en cuenta efectos rela-
tivistas, el indice politrépico es kK = 5/3. En el caso de un gas relativista, como un gas de
fotones, kK = 4/3 (Landau, 1987).

El sistema de ecuaciones (1.21) en conjunto con la relacién (1.36) puede ser resuelto

obteniendo de manera natural las cantidades n, v y p.

La ecuacién (1.21) es utilizada por Olvera (2008) implementando el método de dife-
rencias finitas para la resolucién numérica de la misma. Actualmente, el cédigo aztekas
funciona con dicha discretizacién. En el Capitulo 3 se abordara la nueva forma de la ecua-

cién para resolverla utilizando el método de voliimenes finitos.

§1.6. Formalismo 3+1

En la teorfa mostrada anteriormente se considera la métrica de Minkowski (1.5), es
decir, se estd trabajando en el campo de la relatividad especial. En muchos de los proble-

mas astrofisicos de interés, la forma del espacio-tiempo no es necesariamente plana, como
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en los alrededores de un agujero negro, por lo cual es importante reescribir el sistema de

ecuaciones (1.16, 1.17, 1.18) considerando ahora una métrica general g, .

La formulacién 341 es una propuesta para evolucionar temporalmente el comporta-
miento de un campo gravitacional en relatividad general, tratdndolo como un problema
de valores iniciales: problema de Cauchy (Arnowitt et al., 1962). El problema de Cauchy
es aquel en el que la evolucion temporal de un sistema estd determinado por los valores

iniciales de sus incégnitas.

Al plantear el problema de valores iniciales en relatividad general, el formalismo cova-
riante en el que esta escrita dicha teoria se rompe. Esto es problematico ya que la covarian-
cia, ademas de su elegancia, permite entender la relacién entre el espacio y el tiempo como
un soélo objeto. Sin embargo, para fines numéricos, impide estudiar a fondo la evolucion

temporal del campo gravitacional.

Alcubierre (2008) muestra una forma de escribir a la separacién 341 en forma cova-
riante (3-covariante), considerando que la curvatura del espacio cambia a cada paso de
tiempo. Para este trabajo sélo se considera el concepto de la formulacion 3+1 para escribir
las ecuaciones de la hidrodindamica relativista, sin considerar el formalismo 3-covariante y

sin la intencién de resolver las ecuaciones de campo de Einstein.

§1.6.1. Descomposicién 3+1 del espacio-tiempo

Consideremos un espacio-tiempo con métrica g,,, y supongamos que el espacio-tiempo
de interés es globalmente hiperbélico, es decir, que tiene una superficie de Cauchy' . La
foliacién consiste en separar el espacio-tiempo en superficies tridimensionales ¥ donde ca-
da una de éstas es de tipo espacial. Se puede identificar a la foliacién con un conjunto de

niveles de un cierto pardmetro ¢ considerado como la funcidn global de tiempo® .

A continuacién se consideran dos hipersuperficies adyacentes a tiempos t y t 4+ dt res-

pectivamente. La geometria de la regién espacio-temporal entre estas hipersuperficies X; y

t Una superficie de Cauchy en el espacio-tiempo se puede pensar como un instante de tiempo, con lo cual
es posible introducir el problema de valores iniciales para determinar el futuro y el pasado de forma tnica.
 No necesariamente debe coincidir con el tiempo propio de algin observador particular.
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Y14 estd determinada por los siguientes ingredientes bésicos:

» La métrica tridimensional estd dada por v;; y mide las distancias propias dentro de

la misma hipersuperficie:
di* = ;jda*da’. (1.38)

= El lapso de tiempo propio dr medido por observadores eulerianos que se mueven a lo

largo de la direccién normal a las hipersuperficies ¥ estd dado por (véase Figura 1.1):

dr = a(t,z%)dt, (1.39)

donde « es conocida como la funcion de lapso.

= La velocidad relativa 8* entre los observadores eulerianos y las lineas de coordenadas

espaciales constantes estd dado por (véase Figura 1.1):

Thy g = o) — B(t, 2¥)dt. (1.40)
Al 3-vector /3% se le conoce como el vector de corrimiento.

Las funciones a y 8* no son tunicas, tienen libertad de ser especificadas seguin el reque-
rimiento del sistema de coordenadas en el que estemos trabajando y son conocidas como

funciones de norma.

En términos de las funciones {a, 37, 7ij }, la métrica del espacio-tiempo puede ser escrita

de la siguiente forma:

ds? = o?dt* — ~;j(da’ + Bldt)(dx? + pIdt)

) . o (1.41)
= (a? — BiBY)dt* — 2B;dtdx" — ~;jdx'da?,

en donde 3; := ;; B9, ya que los indices puramente espaciales son bajados y subidos con

ayuda de la métrica espacial 7;;. Con la expresién (1.41) podemos escribir a la métrica en

8.5k _g
oo — ( a? - BBt —pBi ) (L42)
—B; —Yij

el formalismo 3+1:
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Figura 1.1: La figura muestra dos hipersuperficies espaciales adyacentes X; y 314, las
cuales estan separadas un lapso de tiempo adt. También se muestra la linea coordenada,
aquella que mantiene las coordenadas espaciales constantes y que tiene una separacién
Bidt respecto de la linea normal a las hipersuperficies.

y, por lo tanto:

v o 1/0(2 _/Bi/a2
9" = ( —Bija? —~fii 4 BB a2 ) : (1.43)

De las expresiones anteriores se puede mostrar que el elemento de volumen cuatro-

dimensional en el formalismo 341 estd dado por
V=g =07, (1.44)

donde g y v son los valores de los determinantes de g,,, y 7;; respectivamente.

Consideremos ahora un vector unitario N# normal a la hipersuperficie 3 para intro-
ducir a las cantidades 3+1 de una manera més formal que no esté atada a la eleccion del
sistema coordenado adaptado a la foliacién. Al proyectar N* sobre la métrica g, , todas las
componentes espaciales de la proyeccién serdan nulas, es decir, N*g,, = N, = (Ny,0,0,0).

Por otro lado, como es un vector de tipo tiempo, entonces N,N#* = 1. Utilizando ésto, es
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facil ver que las componentes covariantes y contravariantes del vector normal son:
N# = (1/a,—Bi/a) , Ny = (a,0). (1.45)

La proyeccién de cualquier tensor sobre una hipersuperficie ortogonal a N* esta definida
por el operador de proyeccion P! := N*N, — 65. De esta forma, al proyectar la métrica

guv con este operador, se obtiene la métrica espacial como un tensor cuatro-dimensional
Yuv = N,uNu — Guv, (1'46)

dando como resultado inmediato que N*#v,, = 0.

Consideremos ahora la funcién global de tiempo t asociado a la foliacion. Podemos

definir al vector normal unitario como

NP = aVht, (1.47)

Nétese que el vector Vi es puramente temporal ya que es un vector normal a las hipersu-
perficies Y. Como debe ser un vector normalizado, podemos definir a o como la norma de
Vt, es decir:

a=(Vt-Vi)"V2, (1.48)

Adicionalmente, se puede construir un 4-vector S* cuyas coordenadas espaciales corres-
pondan al vector de corrimiento, es decir, S#* = (0, 8"), que claramente es ortogonal a N*.

Utilizando los vectores IN y 3, es posible construir un vector temporal t definido como
t = aNF 4 pH. (1.49)

Este es simplemente el vector tangente a las lineas temporales, es decir, a las lineas que
mantienen constantes las coordenadas espaciales (ver Figura 1.1). Con esta definicién se
puede mostrar que el vector de corrimiento es la proyeccién de t sobre la hipersuperficie
espacial

Bu = Yut”. (1.50)

Por otra parte, t* N, = a, por lo que, usando la expresién (1.47), se cumple la siguiente
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relacion entre el vector ¢ y la funcion global de tiempo t:
'Vt =1. (1.51)

De esta forma es posible introducir el vector de corrimiento en una forma completamente
independiente de las coordenadas al escoger inicialmente un campo vectorial ¢ que satisfaga
(1.51) y posteriormente definiendo al corrimiento con (1.50) (Alcubierre, 2008). Las tinicas
condiciones que necesita el vector t es que no sea tangente a las hipersuperficies espaciales

y que apunte hacia el futuro (1.51).

Es importante senalar que la foliacién del espacio-tiempo, como se acaba de mostrar, no
es completamente el formalismo 3+1 usado en relatividad numérica (cf. Alcubierre, 2008),
pues no posee una estructura covariante. Tampoco se considera la curvatura extrinseca
asociada con la forma en que las hipersuperficies estan inmersas en el espacio-tiempo cuatro-

dimensional. En este trabajo no se aborda dicho problema.

§1.7. Ecuaciones de la hidrodinamica relativista en el forma-
lismo 3+1

Al tener ahora una métrica general g, para el caso de un fluido perfecto, el tensor

energia-momento se escribe de la siguiente forma:
™ = wU*UY — pg"”, (1.52)

donde el tensor métrico g estd definido por (1.42) y (1.43). De esta forma, las ecuaciones

conservativas (1.13), (1.14) y (1.15) se escriben con la derivada covariante V,;:
Vu(nU") =0, (1.53)

VT = 0. (1.54)

Usando el hecho de que la divergencia de cualquier vector ¥* puede ser escrita en

general como

V= \/1_76“<Fgw>, (1.55)
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las ecuaciones de continuidad (1.53) y de conservacién de energia-momento (1.54) se escri-

ben respectivamente como

B/ AnUH) = 0, (1.56)
Du(ay/ATH) = —ay AT, TH, (1.57)

donde I'/, es el simbolo de Christoffel de segunda especie.

La cuatro-velocidad también se ve alterada por el cambio de coordenadas. Utilizando
la definicién de tiempo propio (1.39) y las coordenadas espaciales modificadas por el vector

de corrimiento (1.40), la cuatro-velocidad se puede escribir de la siguiente forma:

B 1 av’ — 3
UM_(O(\/l—vQ’a\/l—UQ)' (1.38)

Observemos que la ecuacién (1.57) ya no posee una forma conservativa como anterior-
mente ocurria (cf. ecuacién 1.19). Sin embargo, tiene una forma de ecuacién semejante,
con el lado derecho de la ecuacién (—a,/AT},, T#*) pensado como un término fuente de la

misma.

Autores como Font (2003) y Lora-Clavijo (2012), manipulan las ecuaciones (1.56) y
(1.57) obteniendo las cantidades conservadas y los flujos de las mismas para poder resolver
las ecuaciones de forma numérica con los métodos convencionales. La ventaja de resolver
las ecuaciones para las variables primitivas, que es el propdsito del cédigo aztekas (cf.
Capitulo 3), es que no es importante dejar bien expresados a los flujos en términos de
las cargas conservadas, basta con calcular las matrices jacobianas de los términos que se

encuentran dentro de las derivadas.

§1.8. Ondas de choque relativistas

Una parte importante del estudio de la hidrodinamica relativista como la no-relativista
y un problema complicado a tratar en los métodos numéricos para resolver sus ecuacio-
nes, es el hecho de que los flujos presentan discontinuidades generadas por gradientes de
presion suficientemente grandes, denominadas ondas de choque. McKee (1973) presenta a
dicha discontinuidad como una hipersuperficie en el espacio tiempo de Minkowski, que se

reduce a una linea de universo para un flujo unidimensional.
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En la Figura 1.2 se representa dicha linea de universo, sobre la cual la presion varia
de manera discontinua cuando un elemento de fluido atraviesa la onda de choque. Las

cantidades hidrodinamicas cambian de modo que la entropia aumenta.

Figura 1.2: La linea continua representa la linea de universo producida por una onda de
choque en el espacio de Minkowski. Las condiciones de salto en el choque se establecen
integrando sobre el volumen & representado por la linea punteada. Las cantidades hidro-
dindmicas del fluido cambian de valores [A;, By] a valores [A3, B cuando atraviesan la
superficie de discontinuidad.

En el sistema de referencia de la onda de choque, la velocidad del fluido satisface las
desigualdades
V1 > Cs1, V2 < Cg9, (159)

donde los subindices 1 y 2 corresponden a las cantidades antes y después del choque respec-
tivamente, y ¢, es la velocidad del sonido. De igual modo, se tienen las siguientes relaciones

para el nimero de particulas y la presién:
ny < ng, p2 > pi. (160)

Los flujos de momento, energia y masa deben de ser conservados a través de la hi-

persuperficie de discontinuidad. Para escribir las condiciones de salto, seguimos el método
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presentado por McKee (1973). Utilizando las ecuaciones (1.56) y (1.57), y considerando
una métrica:

gNV = dla'g(]-a _17 —g22, _933)7 (161)

donde gos = {1,72,72} v g33 = {1,1,72sin? §} para coordenadas cartesianas, cilindricas y

esféricas respectivamente.

Suponiendo que el flujo sélo tiene velocidad a lo largo de una dimensién (en el caso
cilindrico y esférico es radial), tomando a la energia total e = p + ¢, donde € representa la

energfa interna por unidad de volumen, y tomando o = 1 y 3* = 0, obtenemos:

Of p N, 1O ( 4k P \_
at<m)+rkar<T um>_o, (1.62)

0 (p+e+vp 1 0(, pte+p

il Esl - - 21 =0 1.63

8t< 1— 02 TEa T ’ (1.63)
o0 p+e+p 1 0( op+e+p k kp
il L — - = = — 1.64
6t<v 1—02 >+rk8'r(rv 1—o P r’ (1.64)

donde k& = {0,1,2} denota geometria cartesiana, cilindrica y esférica respectivamente. El
término fuente de la ecuacién (1.64) se obtiene de la evaluacién de los simbolos de Christoffel

en la expresion (1.57). Restando la ecuacién (1.62) a (1.63) podemos reescribir:

0 5+02P+P<1—m) 10 ks+p+p(1—ﬂ)
+ =

ot 1 —v? T 1—?

=0. (1.65)

Es posible escribir a las ecuaciones (1.62), (1.64) y (1.65) como una ecuacién diferencial

con la siguiente estructura:

0 0
= (PFAwn) + 5 ("B ) + o) =o. (1.66)
Integrando esta ecuacién sobre la superficie & (constituida por el drea dentro del re-

cuadro de la Figura 1.2)que encierra la discontinuidad se obtiene:

A [gt (awn) + 2 (B0 + r)} dtdr = 0. (167)
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Asf pues, usando el teorema de Green, la integral anterior se transforma en
f‘QMM—M&@+/CMh:Q (1.68)
o® @

donde la primera integral estd definida sobre el contorno cerrado de la regiéon ®. Los
segmentos del rectangulo normales a la linea de universo, son méas que pequenos que aquellos
que son paralelos a la curva. Entonces, la contribuciéon de los segmentos normales a la
integral de linea de la ecuacién (1.68) es despreciable. Si todas las variables son finitas, y el
rectangulo es muy pequeno, la integral sobre el area ® en la ecuacién (1.68) es una cantidad
de orden mayor a la integral de linea y puede ser despreciable. Ademds, r es continua a
través de la onda de choque y por lo tanto puede ser aproximada como constante sobre el

rectangulo. Bajo éstas observaciones, la ecuacién (1.68) se reduce a

fgq)(—AdT + Bdt) ~ —[Al(T'l — 7’0) — AQ(Tl — TQ)] + Bl(tl — to) — Bg(tl — to) =0, (169)

donde los puntos (tg,70) y (t1,71) se encuentran sobre la linea de universo de la onda de

choque. Denotando a la velocidad de la onda de choque como

r —7To
S — ) 170
f= P (1.70)
y a las diferencias de A y B entre ambos lados de la onda de choque como
0A=As— Ay, 6B = By — By, (1.71)
se obtiene la condicion de salto
Bs0A = 0B. (1.72)

De esta forma, las relaciones de choque derivadas para una geometria cartesiana (k = 0),
son igualmente vélidas para geometria cilindrica (k = 1) y esférica (k = 2). Aplicando la
ecuacién (1.72) a las ecuaciones (1.62), (1.64) y (1.65) para simetria cartesiana, se obtienen

las siguientes condiciones de salto:

5J[¢ﬁ:ﬂ]=5P¢ﬁfﬂ] (1.73)
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5+v2p—|—p<1—\/1—v2)- €+p+p(1—\/1—v2>
Bsd =4 |v , (1.74)
1 — 02 1 — 02
p+e+pl| opt+e+p

Consideremos que el material adelante del choque estd en reposo con valores g, pg ¥

po- Las ecuaciones se convertiran entonces en

p p
L | = 1.76
| - | =l (1.76)
€+U2p+p(1—\/1—v2> 6+p—|—p<1—\/1—v2)
Bs 2 —g| =v T2 , (1.77)

+p — Do (1.78)

3 vp+e+p :Ug,o+s+p
® 1—102 1—102

Escribiendo al factor de Lorentz como W = (1 — v2)~1/2, se obtienen las siguientes igual-
dades (McKee, 1973):

v(1 = v*)(p + &)

Bs —v = : (1.79)
v2p+5+p[1—\/1—v2}—50(1—1)2)
e=p(W—1)+ BZ(”_LZPO (1.80)
pzw{p“}r[ P (W—l)]. (1.81)
PO D+ €o D+ €o

Asumiendo un choque fuerte (¢9 = pp ~ 0), las ecuaciones (1.80) y (1.81) toman la
siguiente forma:
e=p(W -1), (1.82)

[(p+e)W +¢]. (1.83)
PO

"=

Considerando un gas ideal excesivamente relativista, es decir, que cumple la ecuacion de

estado de Bondi-Wheeler (1.37), donde € ~ e = p/(k — 1), se obtiene la siguiente condicién
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de salto para la densidad del gas:

= W + . (1.84)

En el limite no-relativista, donde W = 1, se recupera la condiciéon de choque clasica

(McKee, 1973):

p k41
o =7 (1.85)

La captura y simulacién de las ondas de choque es uno de los problemas principales a
la hora de resolver las ecuaciones de forma numérica. En el siguiente capitulo se muestra

uno de los métodos més utilizados para tratar dicho problema.



Capitulo 2

Métodos numeéricos

Uno de los algoritmos numéricos més utilizados para resolver todo tipo de ecuaciones
diferenciales es el método de diferencias finitas, el cual consiste en establecer una malla de
puntos sobre un dominio predefinido y aproximar las derivadas de la ecuacién como dife-
rencias discretas entre puntos vecinos. La ventaja de las diferencias finitas es la simplicidad
del formalismo que, a su vez, permite anadir facilmente aproximaciones de orden mayor.
Este es el método utilizado por Olvera (2008) en la primera versién del cédigo aztekas.

En hidrodindmica se suele utilizar otro tipo de método para discretizar las ecuaciones
conservativas: volimenes finitos, que tiene la ventaja de preservar la fisica de la ecuacion
gobernante, debido a que se basan en observar cémo cambian las cargas conservadas debido
a la entrada y salida del flujo por los extremos.

En este capitulo se estudia en detalle el formalismo del método de volimenes finitos,
mostrando casos particulares de su implementacién. Ademas, se revisa uno de los algoritmos

de alta resolucién, el solucionador de Riemann aproximado HLL.

§2.1. Meétodo de voliimenes finitos

Uno de los métodos més usados para resolver ecuaciones conservativas es el método de
voltimenes finitos. Este método consiste en subdividir al dominio espacial en intervalos, o
volumenes de control, y evolucionar en el tiempo un aproximado de la integral de la carga
conservada ¢ sobre cada uno de estos volimenes (LeVeque, 2002). Los intervalos suelen

tener como centro los puntos de la malla utilizada en diferencias finitas.
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Consideremos una ecuacién conservativa en una dimensién, mostrando de forma explici-

ta a la carga ¢ y al flujo f como funcién de una variable primitiva u(zx,t):

Oq(ul=,t)) | Of(ulx,t))

= S =0, (2.1)

- Ax] _.
Sea C; := [xl - 5hr+ T] =: [azi_l/Q, J:i+1/2] un volumen de control con centro en

x;. Integrando la ecuacién (2.1) sobre este intervalo se obtiene:

Iq(u(z,t)) Of (u(z,t))
/Ci 2 dz = _/C,- D dz. (2.2)

Se define el valor [Q]?" como la aproximacién a la integral de g(u(z,t)) sobre C;, conocido

como el promedio espacial de q:

QF ~ 5 /C alu(e, ))dz. (2.3)

Si la funcién g(u(z,t)) es suave, entonces el valor de la integral en (2.3) concuerda con
el valor de ¢ en el punto medio x; a orden de aproximacién Az?, i.e., O(Az?) (LeVeque,
2002). Usando el teorema fundamental del célculo, el lado derecho de la ecuacién (2.2)

Of(u(=,t) .
/cl- o= flulz s t) - flule

=
2

toma la forma:

1)) (2.4)

De esta forma, integrando la expresién (2.2) en un intervalo temporal [t,,t, + At] =:

[tn,tn+1] v utilizando (2.4), se obtiene la forma integral de (2.1):

/ca““%f“”dx - /Caq(ugit))dx o l/ fluziy g D)t

_ /t” f(u(mi_é,t))dt].

De igual forma que con la carga, definamos [F]ZLi , al promedio temporal del flujo f a
2

(2.5)

T En adelante se utiliza la convencién [B]7" para definir un valor promedio (ya sea espacial, temporal o
ambas) de una cantidad b sobre un dominio numérico correspondiente a un volumen de control C; y paso
temporal t,,. Esto con el fin de no confundir con la notacién de indices que se utiliza para vectores, matrices
o tensores en general.
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través de la interfaz x;1q /9, i.€.:

n 1 tn+1
[Flies ~ At/tn fu(z;p1,t))dt. (2.6)
Utilizando (2.3) y (2.6), se obtiene la discretizacién principal para volimenes finitos

presentada comunmente en la literatura (cf. LeVeque, 2002; Marti, 2003)

Q= QU — o (11, — 1) (2.7)

2

La ecuacién (2.7) indica cémo debe cambiar el valor promedio [Q]" en cada intervalo
de tiempo At para cada volumen de control C;. Dicha discretizacién es exacta, salvo la

forma en que se calculen las integrales de los valores promedio (2.3) y (2.6).

A su vez, al hacer la suma discreta sobre el dominio total de la expresién (2.7), se

obtiene una serie telescopica sobre los flujos promedio:

S n+1 = n At Y n n
Z[Q]z :Z[Q]z _EZ<F]1+%_[F]%%)
=1 i=1 i=1
N N (2.8)
=S 0Q — S (1F1 — [FI
ASU 3 3

Esto implica que, en todo el dominio, el valor de toda la carga [Q], sblo se vera afectado por
el flujo de la misma que entre o salga por las fronteras. Utilizando condiciones de Neumann,
por ejemplo, se puede pedir que este valor sea cero y, por lo tanto, toda la cantidad [Q]
a un tiempo posterior es la misma que se tenia anteriormente, es decir, se conserva. Por
lo que la discretizacién mantiene la interpretacién fisica del problema (Chung, 2002). Este
resultado no es posible obtenerlo al utilizar otros métodos, como diferencias finitas. En la
Figura 2.1 se puede observar como influye la entrada y salida de flujo promedio a cada
paso del tiempo en [Q)].

El flujo f depende del valor que tenga ¢ en cada tiempo, por lo que resulta imposible
integrar (2.6) de forma analitica, ya que resolverla implicaria tener la dependencia espacial

y temporal de la carga, que es justamente el problema a resolver.

La forma usual para solucionar dicho problema es presentada por autores como LeVe-
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Figura 2.1: Cambio en el valor de [@] en un paso temporal debido a la entrada y salida
de flujo [F] por sus fronteras izquierda y derecha (LeVeque, 2002).

que (2002) y Delestre & Lagrée (2011), y consiste en aproximar el flujo temporal promedio
[F], que estd evaluado en la interfaz x4/, por los valores de las cargas promedio [Q] en

los volimenes de control contiguos a dicha separacién (C’{Lﬂ, CZ”)

De esta forma, se define la funcion numérica de flujo F en lugar del flujo promedio, la
cual depende explicitamente de los valores promedios [@] y cuya forma funcional dependerd

del tipo de problema o del método que se utilice para resolverlo:
[Fl7y s = F (@1 [Q1F). (2.9)

Sustituyendo (2.9) en la ecuacién (2.7), la ecuacién final para la discretizacién por el método
de volimenes finitos es la siguiente:

Q= @l — S [F(QI (1) — F(QIF Q1) (2.10)

Az
En caso de tener un sistema de m ecuaciones conservativas con fuente y que poseen un
vector de cargas q, un vector de flujos f, un vector de fuentes s y un vector de variables

primitivas u de tal forma que:

Oq(u(z,t))  Of(u(z,t))

> S = s(u(a, ), (2.11)
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la discretizacién (2.7) toma la siguiente forma:

QU = (@l — 5o (1Pl — (F) ) + Adls]y, (212)

donde se define a la fuente promedio como

S] = A:M /tn"“ /C s(u(e, )drdr (2.13)

A continuacién se estudiaran una serie de problemas importantes para comprender cémo
resolver ecuaciones conservativas y como se debe implementar el método de voltimenes

finitos para la solucién.

§2.2. Ecuacion de adveccion

La ecuaciéon (2.1) se encuentra en forma conservativa y es posible convertirla en una

ecuacion quasilineal utilizando la regla de la cadena:

9q
ot

99 _

+ f'(q) 5 =" (2.14)

La nueva ecuacién (2.14) posee la misma forma que una ecuacién lineal, con la diferencia

de que f’(q) no es constante.

En el caso de que la cantidad f’(¢) sea una constante, el problema se reduce a la cono-
cida ecuacion de adveccién, por lo que serd necesario estudiar la forma en que se resuelve,
asi como su generalizacion a sistemas lineales de m ecuaciones y asi poder entender cémo
tratar al sistema cuando las cantidades f/(q) asociadas al sistema de ecuaciones ya no sean

constantes (cf. ecuacién 1.21).

Consideremos una ecuacion de adveccién unidimensional de la forma:

00, 00 _

o T =0, (2.15)

donde u es una constante y coincide con la velocidad de propagacién de la carga ¢. Para
escribir la ecuacién en su forma conservativa, basta con sustituir f(gq) := uq en la ecuacién

anterior.
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Nétese que la solucién g(z,t) = §(x — ut) satisface la ecuacién de adveccién para toda
funcién ¢. Por otro lado, es posible describir el problema observando el comportamiento
de la solucién ¢(x,t) a lo largo de curvas caracteristicas en el plano ¢t — x. Para ver esto
consideremos una curva parametrizada o = (X (t),t) y tomando la variacién total de ¢ a
lo largo de o, la ecuacién (2.15) toma la forma:

d@(X(®).t) _ 94 | 104 (2.16)

dt ot ox
Si se toma a X'(t) = 4, la variacién total de ¢ a lo largo de o es nula, por lo tanto, la
solucién g(x,t) es constante a lo largo de curvas X (t) = xg+ut. A las funciones X (t), se les
conoce como las curvas caracteristicas de la ecuacion. De esta forma, es posible encontrar

la solucién simplemente observando el valor de g en el punto inicial xg.

q(x,t) = q(x0,0) = q(z — ut,0). (2.17)

§2.2.1. Problema de Riemann

Analicemos ahora un ejemplo del problema de valores iniciales, conocido como el pro-
blema de Riemann. Este consiste en una ecuacién o sistema de ecuaciones conservativas
con condiciones iniciales particulares, en las cuales el dominio de integracion se separa en
dos estados que tienen un valor constante, pero distinto entre si, de las variables a resolver
(Toro, 2009). El problema de Riemann tiene especial importancia en este trabajo debido
a que tiene una solucién analitica para la hidrodindmica relativista (Lora-Clavijo et al.,
2013) y, por lo tanto, es utilizado para validar los cédigos numéricos que pretendan resolver

ese conjunto de ecuaciones.

En la interfaz entre ambos estados se presenta una discontinuidad que, al evolucionar
en el tiempo, se propaga como una onda de choque siguiendo la ecuacién gobernante. Por
sencillez, consideremos primero el caso de una ecuacién de advecciéon unidimensional, es
decir:

dq | _0Oq

_ q st oz <0,
— +u— =0, de tal forma que x,0) = 2.18
5 T U, q q(x,0) { o s x>0, (2.18)
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donde q; y ¢, representan el estado inicial izquierdo y derecho respectivamente.

Las curvas caracteristicas X (¢) de la ecuacién (2.18) se observan en la Figura 2.2. A lo
largo de las curvas X (t), la funcién g(x,t) es constante, lo que implica que las condiciones
iniciales se propagan en el tiempo siguiendo rectas con una pendiente #, que es justamente

la velocidad de propagacion. De esta forma, la solucién es:

i z-at<0 t<a,
q(x,t):{‘ﬂ sl —ut<0 o z/t<d (2.19)

¢ st x—ut>0 o z/t> .

Lo

Figura 2.2: Evolucién temporal de la solucién a la ecuacién de adveccién (2.18). Los
estados iniciales se mueven a lo largo de curvas con @ (Calhoun, 2013).

§2.2.2. Problema de Riemann en sistemas lineales

Para estudiar sistemas de ecuaciones conservativas (ver ecuacién 1.19) expresadas en

su forma quasilineal:
9qi

8qj
=+ ; Jri(@) =2 =0, (2.20)

o

donde J fz'j(q) es la matriz jacobiana del sistema, es importante primero considerar el caso

lineal, cuando la matriz tiene entradas constantes. Consideremos el sistema de m ecuaciones

lineales: .
9q; dq;
= Aij—=2 =0 2.21
ot ; 9o (221)
escrito de la siguiente forma:
0 0
99 4.% (2.22)

ot or
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donde g es el vector de cargas con m entradas y A € M,,x,, con entradas constantes! .

Suponiendo que A es diagonalizable, es decir:

A=RAR™! (2.23)
donde R = [rl, . -,rm] es la matriz de eigenvectores, R™! es su matriz inversa y A =
diag ()\1, e )\m) es la matriz con los valores propios de A en la diagonal. Definiendo las

variables caracteristicas w € R™ de la siguiente forma:

w(z,t) = R 'q(z,t) , w(z,0) = R 'q(x,0), (2.24)

multiplicando la ecuacién (2.22) por R™! y usando el hecho de que A es diagonalizable
(2.23), se obtiene que:
owP owP

donde wP son las componentes de w; con lo cual se obtiene un sistema de m ecuaciones
advectivas (p = 1,---,m), donde AP, que corresponde al p-ésimo valor propio de la matriz
A, se convierte en la velocidad caracteristica de la p-ésima ecuacién, por lo que la solucién
es:

wP(z,t) = wP(x — APt,0). (2.26)

La solucién q(z,t) se obtiene de la definicién de w:

m

q(x,t) = Rw(z,t) = Y wP(z, t)rP. (2.27)
p=1

Asi pues, se puede pensar a g(x,t) como una superposicién de m ondas moviéndose a ve-

locidades A, A2, ... y A™ respectivamente (Laney, 1998).

Supongamos ahora un problema de Riemann de tres ecuaciones advectivas, es decir,

consideremos ¢ € R3 para mostrar como es la contribucién de estas ondas. Las condiciones

T Aqui y en lo subsecuente se utiliza esta notacién vectorial para no tener un uso excesivo de indices en
los calculos posteriores que generalmente confunde al lector.
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iniciales para cada w? son:

P : <0
wP(z,0) = wiosE= (2.28)
p .
wr si x> 0.

La solucién para cada una de ellas es:

p .

w, si x—ANt<0

wP(x,t) = Lo = (2.29)
wf si oz — NPt > 0.

En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo particular. Aqui se observan las curvas carac-

terfsticas con pendientes A' < 0 < A2 < A3, asf como la contribucién de cada una (por

medio de las variables caracteristicas wP) en un punto (X, 7T") del plano.

Figura 2.3: En esta figura se muestra la contribucion de las tres velocidades caracteristicas
sobre un punto (X, T) situado en la zona de g;. Las rectas con pendiente A* que parten del
origen (lineas sélidas) delimita el dominio en cuatro zonas de estados constantes, la forma
de estos estados estd determinada por la contribucién w” en cada zona (lineas punteadas).
(LeVeque, 2002).

Considérese el punto (X,T") dentro de la zona q;. Cada variable caracteristica tiene
una contribucién wPr? en la solucién sobre dicho punto. En este ejemplo, la contribucién

w; viene del lado izquierdo con velocidades A2 y A%, y del lado derecho w, con velocidad
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AL De esta forma:
q(X,T) = wir! + wir? + wird. (2.30)

Esto se cumple para todo punto (X, T) dentro de la zona delimitada por z/t > A!, /t < A2
y x/t < A3. De esta forma, las zonas q;, q;, q; y q, obtenidas al tiempo ¢ > 0 son:

q, = wllrl + wl27°2 + w?r?’,

q; = wirl + wir? + wird,

2.31
q; = wir! + wir? + wird, (2:31)

q, = wirl + w?r? + wird.

De estos resultados se sigue que:
3
a4, — @ = Rlw, —wy) = Y (wh — wf)r?
= (2.32)
= Ra, donde a=w, — w.

Asf se obtiene que a = R™!(q, — q;). Definiendo como la p-ésima onda WP = oPrP a
la contribucién en el salto de q entre dos estados (LeVeque, 2002) y utilizando las relaciones

(2.31), se obtienen las siguientes expresiones para la solucién q(x,t):

gz, t)=q+ > W2, (2.33)
AP<z/t

qlz,t)=q,— > W7 (2.34)
NP>z /t

En las expresiones anteriores se muestra de forma explicita como cambia la solucién g
debido a las contribuciones de las ondas WP provenientes de la izquierda donde AP < x/t

y de la derecha para \P > z/t.

En el caso del sistema de ecuaciones (2.20), las curvas caracteristicas no son nece-
sariamente rectas de manera global, pero es posible considerarlas como tal para Ax y At
suficientemente pequenios. La comparacién directa de las ecuaciones (2.16) y (2.20) conlleva

a que
oq 0q

Xl(t)% =J¢(q)- s

(2.35)



§2.3. METODO DE GODUNOV 29

Con esto se puede observar que X'(t) debe ser un eigenvalor de J¢(g), por lo que se
mantiene la notaciéon y analogia con el caso donde la matriz A tiene coeficientes cons-
tantes, siempre y cuando se consideren intervalos espaciales y temporales suficientemente
pequenos. Ademas de que, a cada paso de tiempo, los eigenvalores cambian, pues los coe-

ficientes de J ¢(q) lo hacen.

En la siguiente seccién se muestra el método de Godunov para resolver ecuaciones
conservativas en volumenes finitos, el cual utiliza la solucién al problema de Riemann

sobre cada par de volimenes de control contiguos.

§2.3. Meétodo de Godunov

En esta seccién se estudia el método propuesto por Godunov (1959) para resolver

ecuaciones conservativas. Considérese la siguiente ecuacién con carga ¢ y flujo f(q):

ot ox

9q  0la) _, (2.36)

El algoritmo propuesto por Godunov es el siguiente:

1. Calcular los valores promedios de las cargas ¢, a un tiempo t = t,, es decir, [Q]?

Q1 = 5 [ atanta)ae (237

n

2. Reconstruir una funcién polinomial ¢(z, t,,) definida para toda x, a partir de las [Q]7.

En el caso méas simple, una funcién con un valor constante [Q]! para toda z € Cj:

q(z,ty) = [Q]F , con x € C;. (2.38)
En la préctica (Rezzolla, 2013), el valor [Q] se considera como el valor de ¢ evaluado
en el punto central del volumen de control z;.

3. Evolucionar la ecuacién hiperbdlica de forma exacta o aproximada un tiempo At para

obtener G(x,tp4+1).

4. Promediar sobre el volumen de control para obtener [Q]?'H y repetir nuevamente los

pasos 1 a 4.
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Anteriormente, resultaba complicado calcular el flujo promedio de la ecuacién (2.7),
[F}?ﬂ/Q, porque no se conocia f(q(w;41/2,t)) para todo tiempo ¢, pero si se considera un
problema de Riemann con discontinuidad en x;1/, entre los volumenes C; y Cj11, respec-
tivamente, y al cambiar ¢ por su reconstruccion ¢, como se mostré en la seccién anterior,

q(wi4+1/2,t) es constante a lo largo de rectas que cumplan (x — z41/2)/t = const.

Denotando el valor constante ¢*([Q);, [Q]i+1) de la solucién al problema de Riemann
en T;11 /7, resulta inmediato calcular los flujos [F]7 /2> Ya que éstos son la integral de una
constante (LeVeque, 2002).

De esta forma, el algoritmo para el método de Godunov, en términos del flujo promedio

es el siguiente:

1. Resolver el problema de Riemann en las interfaces x;1; /5 del volumen de control C;
para obtener ¢*([Q);, [Qi+1).

2. Definir F([Q]74, Q) = f(¢*([Qli, [Qlix1))-

3. Aplicar la ecuacién (2.10).

§2.3.1. Método upwind

A continuacion se estudia el problema de Riemann entre dos volimenes de control
contiguos (problema de Riemann local). Considerando un sistema de tres ecuaciones con
matriz A de coeficientes constantes, como ya se traté en la seccién anterior, la diferencia
entre los valores promedio, utilizando la notacién de contribucién de ondas presentada en

la seccién anterior (véase las ecuaciones 2.33 y 2.34) es:

3
Qi = [Qli1 = (WP);_1p, (2.39)
p=1
3
Qi — Qi =D _(WP)i_1pa. (2.40)
p=1

Observemos a la onda (W?);_; /2 proveniente de la frontera x;_; /5 y con velocidad carac-

terfstica A2. Después de un tiempo At, la onda se habra propagado una distancia A\2At, es
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decir, que (WP);_; 5 afectaréd a la evolucién de [Q]; en un factor de N2At/Aw:

At
_Azﬂ(wp)i—1/2~ (2.41)
El signo menos en la relacién anterior se obtiene de que se esta haciendo el salto de derecha
a izquierda. De la Figura 2.4, se observa que las ondas que afectan a [@Q]; en At son:
(W2)i_12, (W?);_1/2 y (Wh)i41/2, v por lo tanto:
At

Q! =1Q)F MW, s+ X (W), + (W)

i i FI' i i+% . (242)

Figura 2.4: La contribucién sobre [@Q]; debido a [@];—1 es por medio de las ondas
(Wz)i,l/g y (W3)i,1/2. Por otro lado, la contribucién debido a [Q];+1 es por medio
de la onda (Wl)i+1/2 (LeVeque, 2002).

Las velocidades caracteristicas positivas sélo afectan a la solucion si vienen de la izquierda

y las negativas si vienen de la derecha. De ésta forma podemos reescribir la evolucion como:
3 3
n+l __ n + _
QI =1QIF -+, ZI(A”) (WP); 1 + ZI(A”) (WP)i1 |- (2.43)
p= p=

Veamos que:

3 3
D NTWP) =) (W) (aP),_ur, (2.44)
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donde (), 1 = R7Y([Q];i—[Qli—1). Sea A* = diag[(A\})%, (A\%)*, (\*)*] la matriz diagonal
2
que tenga solo las velocidades caracteristicas positivas o negativas respectivamente, es facil

ver que:

3
D) (WP)_1 = RATRY([Q]; — [Q)i-1) = AT(1Qli — [Qli-1)- (2.45)

p=1

Definiendo AT = RATR™! y ([Q]; — [Qli—1) = A[Q];_1/2 se puede escribir la evolucién del

volumen de control como:

QU =@ — 5o [ATAIQ]_y + A7AQ)., | (2.46)

A éste se le conoce como el método de upwind, propuesto primeramente por Courant
(1952), y estd basado en la solucién de la ecuacién de adveccién sencilla cuando sélo se
considera la contribucion en el sentido de la velocidad. Este método presenta una gran
difusividad numérica al ser de primer orden, por lo que suaviza demasiado la solucién, lo
cual se puede resolver introduciendo un término no-difusivo de segundo orden, obteniendo
una unioén de los métodos upwind con algiin método tipo Euler como el de Lax-Friedrichs
o el Lax-Wendroff (LeVeque, 2002).

Cabe destacar que, para que una velocidad caracteristica A de una frontera x;1/o en
verdad contribuya sobre el volumen de control contiguo C;+1 asociado a Cj;, se debe cumplir
que la distancia recorrida AAt por la solucién a lo largo de la curva caracteristica no sea
mayor que el tamano del volumen de control Az (ver Figura 2.4), i.e.:

At

— < 1. 2.4
)\Ax < (2.47)

La cantidad AAt/Az es conocida como el nimero de Courant y la validez de la ecua-
cién (2.47) se denomina como la condicion Courant-Friedrich-Levy (CFL). Esta misma
constituye un requerimiento de convergencia para varios métodos numéricos que resuelven

ecuaciones conservativas; en particular, se utiliza en el método de diferencias finitas.
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§2.4. Solucién aproximada al problema de Riemann (HLL)

El problema de aplicar el método de propagacién de ondas para la solucion de ecuacio-
nes conservativas en general es que, no sélo las velocidades caracteristicas no son constantes
a lo largo del tiempo, sino que varian para cada volumen de control. La manera de atacar
este problema es resolviendo el problema de Riemann de manera aproximada para asi en-

contrar la forma funcional de los flujos numéricos.

Consideremos el problema de Riemann con una discontinuidad en x = 0 y dos condicio-
nes iniciales para las variables primitivas u” y w’t a la izquierda y derecha de la discontinui-
dad, respectivamente, dentro de un volumen de control espacio-temporal [z, zr] X [0,T]

como se muestra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Volumen de control espacio-temporal [zp,xg] X [0,T]. Aqui se muestra la
evolucién de la solucién a lo largo de las rectas con pendiente A\, y Ag, vy cédmo se forma
un estado intermedio debido a la diferencia en la direccién de las mismas.

El método propuesto por Harten et al. (1983), para resolver el problema de Riemann
de manera aproximada, solo considera las velocidades caracteristicas A;, y Agr que son las
velocidades del sistema mas grandes que van a la izquierda y la derecha, respectivamente.

Consideremos el sistema de ecuaciones:

dq  0f(q)
E_F ox

= 0. (2.48)
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La forma integral de la ecuacién (2.48) sobre [z, zg] x [0,T] es:

/:RQ(:U,T)d:c = /IRQ(m,O)dx + /OTf(Q(:cL,t))dt - /OTf(q(ﬂcR,t))dt,

L L

(2.49)
=apq" —zrq" + T(f* — 5,

donde ¢ = q(z1), ¢ = q(zr), f* = f(q") y £ = f(¢"). La integral del lado izquierdo

se puede separar considerando las distancias T'\, g recorridas por las ondas con velocidades

)\L y )\R, ie.:
TR T}\L T)\R TR
/ g(z, T)de = / g(z, T)dz + / q(z, T)de + / q(z, T)dz,
Ty, JT;AR T)\L T)\R (250)
_ / g(z, T)de + (TAr — 21)q" + (21 — TAr)g".
TAr

De esta forma, aquellas soluciones que caigan en el intervalo [z, TAr] o [T AR, 2] son

q" 6 qft, respectivamente. Igualando las ecuaciones (2.49) y (2.50) se obtiene:

TAr
/ a(z, T)de = T(Arg™ — Arg” + F* — £7). (2.51)
TAL

Definiendo al estado intermedio entre las velocidades caracteristicas como:

HLL 1 TAn
S 2, T)dz, 9.52

el estado intermedio a q” y ¢ para un tiempo T posterior es:

won ARG — gt + - fR
q = .
AR — AL

(2.53)

De esta forma, la solucién aproximada al problema de Riemann es:

q* si x/t < Ap
q(z,t) =< ¢ si \p <z/t <Agr . (2.54)
q” si x/t > g

Ahora bien, aplicando la forma integral para el volumen de control [z,0] x [0,T], es
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decir, para la parte izquierda en la Figura 2.5, se obtiene:

0
/ (. T)de = ~TApq" + T(f* — §°1), (2.55)
TAL

donde f°F es el flujo f (q) a lo largo del eje t. Resolviendo para fOF se encuentra

1 0
FoL=fl—xpgt — = | qlz,T)dx. (2.56)
T )71y,

De manera similar, integrando en el volumen de control [0, zg| x [0, 7] se obtiene:
1 TAr
£ = 5" ona"+ [ g ) (2.57)
0

Por otra parte, de la igualdad (2.51) se sigue que FoL = O Denotando a este valor

fHLL

como y sustituyendo el valor del integrando q(x,T) = g** en (2.56) y (2.57) se

obtienen las siguientes expresiones:

HLL _ ¢L R _ pHLL
fHLL fL =L, fiR fHLL = AR. (2.58)
q —q qg"—q

Resolviendo para f7EF se obtiene:

FHLL _ Al = AR+ ArAL(g" — qF)
AR — AL ’

(2.59)

FHEL e 1a solucién aproximada al valor del flujo a lo largo de la discontinuidad

El valor
en el dominio. Esto se puede utilizar en el algoritmo del método de Godunov para resolver

el problema de Riemann local.

Consideremos la frontera x;_; ; entre los volimenes de control C; y C;_1. Supongamos
que se ha realizado una reconstruccion constante ¢ de los valores promedios de q. Se toman
como los valores ¢ (z;_; /2:tn) Y G (x4 /2,tn) a los puntos de la reconstruccién que estén
sobre la frontera x;_; /o provenientes del lado izquierdo y derecho respectivamente (Rezzolla,
2013), de forma que, en este caso, (']'L(:Ei_l/g,tn) =[QI",y qR(mi_l/Q,tn) = [Q]}". Dichos
valores cambian entonces si se hace una reconstruccién polinémica. La forma més simple

de tomar a [Q], para el caso constante, es aproximarlo por el valor de g en el centro del
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volumen, es decir, [Q]7

= q(z;,t,) con z; el punto central del volumen C; (LeVeque, 2002).
De esta forma, utilizando la ecuacién (2.59), se puede escribir al flujo numérico en la

frontera z;_1 9, el cual se utiliza en el algoritmo de Godunov en la frontera x;_; 5

fL(xi—l/Qatn)a si 0<Ag,
[FIEEE g = P (@i o tn), si AL <0 < g, (2.60)
fR(xi—l/Zatn)y si 0> Ap.

De manera andloga se obtiene la funcién numérica de flujo en la frontera z;, /5. Al
sustituir [FEL] en (2.12), se obtiene la discretizacién a implementar. El solucionador de
Riemann aproximado HLL es uno de los métodos predilectos de alta resolucion (Marti,
2003) y uno de los propésitos originales del c6digo aztekas ha sido siempre la implementa-

cién de uno de estos métodos.

Este método es también utilizado por Toro (2009) para resolver sistemas de ecuaciones
de Euler no relativistas. Asi mismo, Rezzolla (2013) y Lora-Clavijo (2012), entre otros,
lo han utilizado para implementar el método de Godunov en las ecuaciones de la hidro-
dindmica relativista. En el siguiente capitulo se muestra la implementacién del método de

voliimenes finitos en el codigo aztekas.

§2.5. Reconstructores lineales por pedazos

En primera aproximacion, para la soluciéon del problema de Riemann aproximado, la
reconstruccién de g sobre el volumen de control se considera como un valor constante [Q]!".
Una forma de mejorar la precisién es considerando una aproximacion lineal por pedazos
para la construccion de esta variable. Para este trabajo se consideran tres distintas recons-

trucciones que son comparadas posteriormente.

Una forma de hacer una reconstruccién lineal de g en un volumen de control C; =

[Ti—1/2, Tit1/2], es la siguiente:
(j(ZL‘,tn) = q(mhtn) + [U]?(:‘U - xi)? (261)

donde [o]} es la pendiente o limitador utilizado para la linealizacién en el volumen C; al
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tiempo ¢,. Para ser utilizado en el solucionador de Riemann aproximado (HLL), sélo es
importante considerar los puntos evaluados en las fronteras ;41,5 y no la reconstruccion

completa, por lo que los valores izquierdo y derecho sobre cada frontera toman la siguiente

formas: )

T4 gta) = (i1, ta) + 5ol A, (2.62)
~R 1 n
G (2;_1,tn) = a(zi,tn) — 5lo]i' A, (2.63)
-~ 1 n
qL(:L‘i+%7tn) = Q(xia tn) + 5[0]1 Az, (264)

-~ 1 n

qR($¢+%vtn) = q(zit1,tn) - Slolin Az, (2.65)

En este trabajo se utilizan tres limitadores: minmod, MC'y superbee, los cuales se descri-
ben en las siguientes secciones. Estos, junto con muchos otros propuestos en la literatura,
son algoritmos numéricos basados en los métodos de alta resolucién para la captura de
choques, tienen una aproximacién aparentemente de segundo orden cuando la funcién es

suave, y de primer orden en discontinuidades (LeVeque, 2002).

§2.5.1. Limitador minmod

El limitador minmod, introducido por Roe (1986), propone reconstruir la pendiente de

la linealizacion mediante la siguiente expresion:

o] = minmod(miié,mwé), (2.66)

donde la funcién m; /5 es la pendiente promedio de la variable g centrada en ;19

_ q(@ip1,tn) — q(wis tn) m. o = 9(it) — (i1, tn) (2.67)

Tit+l — T 2 T — Ti—1

’I’I’LZ-+

N

y la funciéon minmod esté definida, para dos valores a y b, por la siguiente expresién:

0 si ab<O,
minmod(a,b) ;== ¢ a si |a|] < |b], (2.68)
b si |b] <lal

Este limitador tiene una mejor captura de choques que la reconstruccién constante (al cual
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llamaremos limitador godunov), aunque reduzca la pendiente cercana a discontinuidades.
Es uno de los més utilizados para hidrodindmica relativista (Lora-Clavijo, 2012; Rezzolla,
2013).

§2.5.2. Limitador MC

El limitador monoténico centrado MC, propuesto por van Leer (1977), a diferencia de
minmod, no reduce tan drasticamente la pendiente por lo que tiene una mejor captura de
choque. La pendiente [o] se escribe de forma andloga que (2.66), con la diferencia de que

la funcién a utilizar es:

0, si ab<0,

2a, si |a| < |b] vy 2lal<]|,
2b, si |b| <lal y 2/b<]|c,
¢, sie] <2lal y | <2/b,

MC(a, b) = (2.69)

donde ¢ = (a + b)/2. Lora-Clavijo (2012) menciona que, en ciertos casos estudiados, este

limitador presenta oscilaciones espurias, a pesar de tener una mejor captura de choques.

§2.5.3. Limitador superbee

Por ultimo, se muestra otro reconstructor lineal propuesto por Roe (1986), el limitador
superbee, que es el que posee una mayor precisiéon en la captura del choque (ver Figura 2.6)

y cuya pendiente [o] es la siguiente:

[} = maxmod([o]{”, [0](), (2.70)
donde
[a]gl) = minmod(mi+%,2mi_%) , [0]52) = minmod(2mi+%,mi_%), (2.71)
y la funcién maxmod es:
0 si ab<o,
maxmod(a,b) :== ¢ a si [b] < |al, (2.72)

b si |a] <0
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Figura 2.6: Comparacién de todos los limitadores introducidos (minmod, MC'y superbee)
contra la reconstruccién constante (godunov). Se puede observar que la precisién en la
captura de choque aumenta conforme se utilizan algoritmos mas complejos. La grafica
muestra la cantidad ¢ correspondiente a la presiéon como funcién de la posicién a un
tiempo fijo ¢ = 0.35 para un problema de Riemann en un tubo de choque que evoluciona
desde el tiempo t = 0 de tal forma que, a este tiempo, p = 1.69 para x < 0.77 y p = 0.1
para x > 0.77.

En el siguiente capitulo se mostrard la implementacion de la teoria presentada ante-
riormente con sus modificaciones para la obtencién de las variables primitivas en lugar de

las cargas conservadas.






Capitulo 3

Coédigo aztekas

§3.1. Antecedentes

El c6digo aztekas es un software libre para resolver ecuaciones conservativas, enfocado
principalmente en las ecuaciones de Euler relativistas (1.16), (1.17) y (1.18). El programa
base de aztekas es presentado por Olvera (2008), en el cual utiliza el método de diferen-
cias finitas para resolver el sistema de ecuaciones, utilizando el método de MacCormack
(predictor-corrector) como integrador temporal ya que la discretizacién por el método de

Euler es inestable.

Este tipo de discretizacion (diferencias finitas) es 1til cuando las soluciones no presentan
discontinuidades, como las ondas de choque. Sin embargo, en varios problemas astrofisicos
aparecen comunmente. El problema de Riemann es el ejemplo tipico, y uno de los mas

simples, en el que se encuentran dichas discontinuidades.

Los métodos numeéricos basados en diferencias finitas, como Lax-Friedrichs o Lax-
Wendroff (LeVeque, 2002), no presentan una buena convergencia en las vecindades de
discontinuidades evitables de salto finito, como las ondas de choque, produciendo el llama-
do fendmeno de Gibbs (ver Figura 3.1). Para resolver estos problemas, von Neumann &
Richtmyer (1950) idearon incluir un término adicional llamado viscosidad artificial. Este

mismo es utilizado en la primera versién de aztekas (cf. Olvera, 2008).

Usando el método de volimenes finitos, es posible evitar el uso de la viscosidad artificial
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Figura 3.1: La grafica tomada de Olvera (2008), representa el fenémeno de Gibbs pro-
ducido en una onda de choque.

mediante la resolucion, exacta o aproximada, del problema de Riemann en la interfaz de

cada par de volimenes de control, como se mostrd en el capitulo anterior.

La mayoria de los cédigos que resuelven las ecuaciones de Euler utilizando el méto-
do de volumenes finitos, encuentran la discretizacion para las cantidades conservadas q y,
posteriormente, tras resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, regresan a las variables
primitivas n, v y p (cf. Marti, 2003). Este procedimiento se realiza en cada paso del tiem-
po, lo que puede resultar en el uso excesivo del tiempo de cémputo. Uno de los objetivos

principales de aztekas es resolver las ecuaciones para las variables primitivas directamente.

Encontrar la discretizacién en voliimenes finitos para las variables primitivas resulta
complicado ya que, como se mostré en el capitulo anterior, dicho método supone de entrada
que las ecuaciones se encuentran en su forma conservativa (ver ecuacion 2.1), y la ecuacién

que utilizé Olvera (2008) en aztekas tiene una forma quasilineal (ver ecuacién 1.21).
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§3.2. Meétodo de voliimenes finitos para el cédigo aztekas

Las discretizacién de la ecuacién (1.21), que finalmente se utiliza para la implementa-
cion del método y que es la aportacién de este trabajo, se obtuvo de un estudio detallado
de toda la teoria presentada en el capitulo anterior y, por lo mismo, de varias pruebas que

fueron resultado de un analisis sobre dicha ecuacion quasilineal.

A continuacién se muestra el estudio preliminar, que si bien no arrojé los resultados
esperados, sirvié como pauta para tener un mejor entendimiento del problema a resolver

y, eventualmente, llegar a la discretizacion esperada.

§3.2.1. Analisis preliminar

Consideremos la ecuacién (1.21) y observemos la limitacién que se encuentra al integrar

sobre un volumen de control C;. La forma integral de dicha ecuacién es:

/Ci aug?t)dx = /Cl M (u(z,t)) - de. (3.1)

La integral del lado derecho, a diferencia de como sucede en la forma conservativa, no se
puede integrar facilmente (cf. ecuacién 2.4). Consideremos el teorema generalizado del valor

medio el cual establece que, dadas dos funciones f(x) y g(z) en el intervalo [a, b] entonces:

b b
/ f(@)g(x)dz = £(€) / o(x)dz, (3.2)

para toda g(x) > 0 en dicho intervalo y en donde £ es un nimero tal que a < & < b. Asi
pues, una primera aproximacién a la ecuacién (3.1) estd dada por:

Ou(x,1)

N du(z,t)
/CiM(u(a:,t)) axdme(u(xk,t))-/ el 1)

o da, (3.3)

donde zj es algin punto dentro del volumen de control C;. Definiendo a los promedios
espaciales de uw con la notacién introducida en el capitulo anterior (cf. Seccién §2.1), es

decir, [U], la discretizacién que se obtiene es la siguiente:

Ol = ) - o (1P - ), (3.4

_ = o
E Az i+3 i—3
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donde

" 1 tnt1
[F],i% = Kt L M( (l’k, )) (xii%at)dt' (35)

Al tener la misma forma que la discretizacién (2.7), se puede hacer la analogia para
resolver la ecuacién utilizando el método de Godunov encontrando la nueva expresién para
el flujo obtenido mediante el método de Riemann aproximado HLL (2.60). Las velocida-
des caracteristicas, que se consiguen de comparar la ecuacién (1.21) con la relacién (2.16),
equivalen a los valores propios de la matriz M, los cuales son muy simples de calcular ya

que se conoce la forma funcional de la matriz en términos de las variables primitivas.

Cabe destacar que las velocidades caracteristicas resultantes no son las mismas que se
obtendrian con la matriz jacobiana de la ecuacién conservativa (0f/0q), ya que ésta es

muy diferente a la matriz M (cf. ecuacién 1.22).

Tomar la aproximacién (3.3) no presenta buenos resultados como se muestra en la Fi-
gura 3.2. En la grafica se muestra la solucién al problema del tubo de choque (el cual serd
explicado a detalle en el siguiente capitulo) para la densidad del nimero de particulas.
Ambas gréficas representan el mismo tiempo de evolucién (¢t = 0.35), sin embargo, estdn
desfasadas espacialmente. Dicho desfasamiento sdlo se presenta en la zona de discontinui-
dad, lo que sugiere que, al tomar aproximacion (3.3), no se estd realizando la propagacién

de las ondas de forma adecuada.

Por otro lado, conocer la forma funcional de la matriz M, pareceria razonable realizar

/M dx—/ M - du, (3.6)

al ser u un vector de tres entradas (n,v,p), ésto conforma un conjunto de tres integrales

la integracion:

de linea. El problema es que se desconoce el circuito de integracién, ya que ese es justo el
valor de u. Asi mismo, se pensé inicialmente resolver numéricamente la integral, pero ésto
podria dar como resultado un tiempo de computo muy extenso, por lo que se abordé el

problema de otra forma.



§3.2. METODO DE VOLUMENES FINITOS PARA EL CODIGO

AZTEKAS 45
10 . — ———
‘ Numérica ————
Exacta
wn
= 8 r
=
N
+~
2 6
ot
]
<
o 4+
—
[<b]
g
=
Z. 2 r
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Figura 3.2: En esta figura se muestra la comparacién entre la soluciéon numérica obtenida
por la implementacion de la discretizacion 3.4, utilizando el reconstructor minmod, y la
solucién exacta al problema del tubo de choque presentado en el Capitulo 4. Aqui se
muestra ambas soluciones a un ¢t = 0.35, mostrando un ligero desfasamiento espacial entre
ambas soluciones, mismo que evoluciona en el tiempo.

§3.2.2. Discretizacién aztekas

Tras haber analizado la ecuacién (1.21), se atacé el problema considerando sélo una
parte de la matriz M. A continuacion se presentan las suposiciones y calculos realizados

para obtener la discretizacion final del cédigo aztekas.

Consideremos la integral del lado derecho de la ecuacién (3.1) y la definicién de la

matriz M dada por la ecuacién (1.22), de tal forma que

u dg\ ' (9f\Ou , dq\ "
[ grae= [ (5e) (Gu)aatr=[ (o) o (37)

Sea A := (0q/ 8u)_1, utilicemos una aproximacién similar a la propuesta en la relacién

(3.3) para obtener asi:
/ Alu(e, 1)) - df ~ Aluler. 1)) / af. (3.8)
Ci Ci

Como en el caso anterior, x es algin punto dentro del volumen de control C;, pero no
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es claro cémo calcularse. Ademas, hay que destacar, que el método de volimenes finitos
se basa en la idea de concebir una vecindad alrededor de un punto y sobre ella hacer la
integracién, con el tnico fin de obtener la discretizacién, pero es sélo un concepto ya que
numéricamente solo se tienen puntos discretos en el dominio. Por lo tanto, la idea de que
xj, sea algin punto en esa vecindad carece de aplicabilidad. El inico punto que se puede
utilizar es aquel que corresponde al centro de Cj, que usualmente es el valor del punto

definido en la malla de las diferencias finitas.

Salvo dicho problema conceptual, la aproximacién (3.8) pareceria ayudar a la resolucién
del problema pues sélo una parte de la matriz M sale de la integral. Para tener una clara
idea de la localizacion del punto para evaluar la matriz A, habria que tomar otro enfoque
de la aproximacion, por lo cual a continuacion se reconsidera la discretizaciéon desde un

inicio.

Reescribamos la ecuacion (2.2) de la siguiente forma:

ol _ 1

ot Az f(u(xi—‘,-%?t)) - f(u(xi—%at)) . (3.9)
Como se habia mencionado en el capitulo anterior, si la funcién q(u(x,t)) es suave, el valor
de [Q]? es igual al valor de q evaluado en el centro de C; con un error de O(Axz?). Por lo

tanto, aproximando [Q]? ~ g(u(x;,t)) y usando la regla de la cadena se obtiene:

i R e F{CCI) B CTE)) N R T)
y por lo tanto:
ou(x;,t) 1

= Al ) 5 [Fluloi . 0) ~ fluta

=
2

,t))] (3.11)

N

ot

donde A = (0q/0u)~!. Integrando en el tiempo se obtiene:

A
w(@i, tnt1) = w(wi, tn) — F; ([3]?_% - [S]?—%>’ (3.12)
donde R—_—
[S]?i% BN t A(u(zi, b)) - f(u(xii%,t))dt. (3.13)
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La discretizacién (3.12) muestra la evolucién temporal de las variables primitivas w y
no de sus promedios espaciales como usualmente se realiza, retomando una forma parecida
a diferencias finitas pero utilizando el concepto de volumenes finitos. Por otra parte, ya
no existe la incertidumbre sobre en qué punto evaluar a A y se preserva la forma de la
ecuacién (2.7) siendo posible hacer una analogia para encontrar la solucién del método
Riemann aproximado HLL.

Para encontrar la funcién [ asociada a un volumen de control C;, consideremos

S;HLL]
el problema de Riemann local para los estados izquierdo y derecho sobre las fronteras
Tit1/2, €s decir, ul(z; g 12) Y ul (2,4, /2), los cuales pueden ser obtenidos con alguna de las
reconstrucciones lineales por pedazos presentadas anteriormente (cf. Seccién §2.5). Se puede
volver a considerar el planteamiento presentado en la seccién §2.4 pero ahora utilizando la

ecuacion:

ou of
ot T e T

Las integrales espaciales sobre A - 0f/0x se pueden aproximar como se hizo en la

0. (3.14)

ecuacién (3.8) y, de observar la definicién (3.13), se opté por evaluar la matriz A en el
punto central del volumen de control en cuestion, es decir, A(z;), de manera que se obtiene

la siguiente forma para [KH LL} en las interfaces x; /9 y o;_1/2 respectivamente:

Alwi) - fH(@ig1y0) s 0< Az,

[3HLLL¢ fHLL(%ﬂ/z) si A\, <0< Mg, , (3.15)

N

A(wi) - R (wi01p0) i 0> AR
donde
A(zi) - [Arf (@iz12) = ALF(wi12)] + ArAL [uF (@11 )2) — w (2111 )9)]

Ar— ML ’
(3.16)

donde wifld(z; /2) son los valores derecho e izquierdo de w asociados al problema de

FI (@i 0) =

Riemann en la interfaz ;4 /, y por lo tanto f{R’L}(xiﬂﬂ) = f(u{R7L}($iil/2)). Por otra
parte, A(r 1} siguen siendo las velocidades més grandes en direcciones derecha e izquierda

respectivamente.
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Con lo anterior, la discretizacién a implementar en el cédigo aztekas es la siguiente:

At (ronrLLn HLL™
w(wi, o) = ulws, ) = o ([F7H7 0~ [§7447, ). (3.17)
En el caso de que la métrica utilizada produzca un término fuente (1.57), como sucede en

coordenadas esféricas (cf. McKee, 1973), la discretizacién toma la siguiente forma:

At 0 . §
u(l’utnﬂ) = u(a;i,tn) _ M([gHLL]H% B BHLLL’—%) I AtSi ? (3.18)
donde
n 1 tn+1
5= Atas /tn /C Alu(z,1)) - s(u(z, t))dzdt, (3.19)

la cual puede ser resuelta con una aproximacién a primer orden S} ~ A(u(z;,ty)) -

s(u(x;, ty)) para At y Ax suficientemente pequenos (cf. Lora-Clavijo, 2012).

La implementacién de la discretizacién (3.18) en el cédigo se pudo realizar sin la nece-

sidad de utilizar algiin integrador temporal como el Runge-Kutta.

§3.3. Estructura del cédigo

En esta seccion se muestra la forma en que esta estructurado el cédigo. Los archivos

que contiene y la implementacién de la discretizacién (3.18).

§3.3.1. Archivos base

A continuacion se muestran los archivos iniciales que contiene el cédigo aztekas. Se escri-
ben los nombres de los scripts con la siguiente convencion de color y estilo para especificar

qué tipo de archivo es:
= Ttalic-Bold: Ejecutables.
» Rojo: Archivo de C++ (.c,.h).

» Azul: Archivo de Mazima.

: Archivo de Perl (.pl).

= Negro: Archivo de Shell.
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» Gris: Archivo de tezto (.txt).
La lista de archivos original de aztekas es la siguiente:

= func_planarFVM.c*: Es el script principal donde se encuentran las funciones necesa-

rias para resolver el sistema de ecuaciones conservativas.

» func_planarFVM.h*: Aqui se encuentran declaradas las funciones a utilizar en el

archivo anterior.

= planar.c*: Realiza la evolucién temporal asi como contener las condiciones de frontera

de Neumann.

= INPUT*: Contiene los pardmetros importantes como el tamano de At y Az y la
frecuencia en que seran impresos los valores obtenidos para graficar. Esto podré ser

ajustado segun los requerimientos del usuario.

s GRAFICAS*: Contiene las escalas para hacer un esbozo rdpido de las gréaficas de
las variables primitivas respecto de z y sera ajustado segin los requerimientos del

usuario.

» Calcula_matriz*: Aqui se calculan las matrices jacobianas dq/0u y 0f/0u, asi
como las matrices M y A, y los valores propios de M. Es posible obtener las ecuaciones
para métricas generales, pero el usuario necesitara manipularlas externamente para

geometrias que presenten algun tipo de singularidad (como la simetria esférica).

= *. todas las matrices creadas por Calcula_matriz, que inicialmente
estan en la sintaxis de Maxima, son transformados al formato utilizado por C++4. Por
ejemplo, las potencias en Maxima se escriben como a A 2, pero en C++ se escriben
como pow(a,?2). Ademds, crea una serie de archivos .c y .h que contienen, en forma

de funcién, las componentes de cada una de las matrices y vectores.

» Calcula3+1: Este es el archivo base que debe ser ejecutado al inicio. Utilizando
los paquetes itensor y ctensor, es posible introducir el tensor energia-momento en su
forma general (1.52), para calcular todas las cantidades importantes de las ecuaciones
tipo balance. Adicionalmente otros 3 archivos son utilizados para el funcionamiento

de este ejecutable.
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e Archivo 3Dmetric: En este archivo se establecen los pardmetros necesarios para
construir la métrica general g,,,. Se requiere que el usuario introduzca la métrica
espacial 7;;, el vector de corrimiento 3' y la funcién de lapso a para construir

la métrica general utilizando la representacion (1.42).

e Archivo 4Dmetric: En este archivo se escribe la métrica general g, y a partir

de ella se obtienen los pardmetros a, 8 y 7ij.

e Archivo Parameters: Este archivo contiene la informacién necesaria para calcular
el factor de Lorentz W, la energia total (1.36) y la 4-velocidad U*.

= control*: Este archivo es el responsable de compilar todos los scripts de C++ creando

el ejecutable aztekas para finalmente correr el cédigo.

s graph2D y grafica2d*: Utilizando gnuplot se grafican las soluciones de las variables

primitivas en el plano z — U para cada tiempo impreso.

s graph3D y grafica3d*: Utilizando gnuplot se grafican las soluciones de las variables
primitivas en el plano z — y mostrando en un gradiente de color del valor de U para

cada tiempo impreso.

= mencoder-avi*: Utiliza el programa mencoder para crear una pelicula en formato
.avi utilizando todas las graficas obtenidas anteriormente. Debera de ir acompanado
de un valor numérico que indique el nimero de cuadros por segundo (fps) a la que se

desee correr la pelicula.

Todos los archivos marcados con (*), ya estdn presentes en la primera versién de aztekas

pero fueron aumentados segin los nuevos requerimientos presentados en este trabajo.

§3.3.2. Archivos creados

Al correr el ejecutable Calcula3+1, el cual sélo serd necesario ejecutar en dado caso
que se deseen resolver las ecuaciones de la hidrodindmica relativista, se crea el archivo
Values, que contiene todos los parametros importantes en la descomposicién 3 + 1, ademas
de incluir las componentes (g;, fi, s;) correspondientes a las cargas, flujos (en una dimen-

siént ) y fuentes respectivamente, y donde el subindice i varfa dependiendo del ntimero de

! En esta versién se estd suponiendo que se trabaja en una dimensién (z), sin embargo, en el Apéndice
A, se muestra la extensién a méas dimensiones.
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ecuaciones a resolver.

De querer resolver otro tipo de ecuaciones conservativas, basta con que el usuario es-
criba de manera explicita los valores (g;, fi, s;) en el mismo archivo Values, en la sintaxis

de Maxima.

Al correr el ejecutable control, y correr a su vez el programa de Maxima Calcu-

la_matrix, se crean los siguientes scripts en sintaxis Maxima:

» MATRIZ M: Contiene las componentes de la matriz M = (9q/0u) " (0 f/0u).

» MATRIZ D: Contiene la matriz A = diag(A1, A2, A3) donde Ag es un valor propio de

la matriz M.

» MATRIZ A: Contiene las componentes de la matriz A = (9g/0u) .

VECTOR_Q: Contiene las componentes de las cargas g;.

VECTOR_F: Contiene las componentes de los flujos f;.

s VECTOR_S: Contiene las componentes de las fuentes s;.

FEl siguiente paso que desarrolla control es la ejecuciéon de con Perl para

cambiar la sintaxis. Los archivos creados por este programa son los siguientes:

» func_matrix.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones

(.h), de las componentes de la matriz M.

» func_dmatrix.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones

(.h), de las componentes de la matriz D := A = diag(A1, A2, A3).

func_amatrix.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones

(.h), de las componentes de la matriz A.

» func_qgvector.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones
(h)v de q;.

func_fvector.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones

(.h), de f;.
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» func_svector.c(.h): Contiene las funciones (.c), y la declaracién de dichas funciones
(.h), de s;.

Posteriormente, se compilan todos los archivos .c a utilizar, con ayuda del compilador

gce, v se crea el ejecutable aztekas.

Al correr aztekas, se crean los archivos DATOS™, que contienen la solucién numérica
a cada paso de tiempo. El paso de tiempo puede ser definido por el usuario en el archivo
INPUT.

Posteriormente, si se desea, pueden correrse los programas graph2D (si la variable di-
mension en INPUT es 2) o graph3D (si la variable dimension en INPUT es 3) segun sea
el caso para obtener las graficas en formato .jpg vy mencoder-avi para obtener la pelicula

en formato .avi.

§3.4. Funciones importantes

En esta seccién se detallan las funciones dentro del cédigo base func_planarFVM.c y

son las siguientes:

s INITFLOW?*: En esta funcién el usuario puede especificar las condiciones iniciales
u(z,0).

HLL

i+1/2

la reconstruccion de lineal de w en cada volumen de control. Se regresa la forma

discretizada (3.18).

s TSTEP: Aqui se concentra la base de aztekas, se calculan los flujos § asi como

= OUTPUT*: Crea los archivos DATOS™ para el caso en que se quiera las graficas en
3D.

= QUTPUT_2*: Crea los archivos DATOS™ para el caso en que se quiera las graficas
en 2D.

= GODUNOV: Calcula las pendientes o para la aproximacién constante, es decir, o = 0.

= MINMOD: Calcula la pendiente para la reconstruccion minmod.
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= MC: Calcula la pendiente para la reconstruccion MC.
= SUPERBEE: Calcula la pendiente para la reconstruccién superbee.

= FLUX: Esta funcion realiza el cdlculo del flujo para la solucién de Riemann aproxi-

mado en la frontera z;41/5. Regresa el valor de ngl%

s MATRIX: Crea, utilizando la libreria gsl, la matriz A.

» DMATRIX: Crea, utilizando la libreria gsl, la matriz D := A = diag(\1, A2, A3).
= QVECTOR: Crea, utilizando la libreria gsl, el vector ;.

= FVECTOR: Crea, utilizando la libreria gsl, el vector f;.

= SVECTOR: Crea, utilizando la libreria gsl, el vector s;.

» FLUXCORRECTOR*: Esta funcién contiene a la viscosidad artificial, que ya no es
necesario utilizar en este trabajo pero se mantiene dentro del cédigo debido a que
ayuda a arreglar oscilaciones espurias, que sin ser ocasionadas por el fenémeno de

Gibbs, pueden aparecer para algunos casos.

s ReadData*: Lee los parametros dentro del archivo INPUT. El usuario, muy fécil-
mente, puede modificar esta funcién para leer los parametros extras que considere

necesarios.

De igual forma, las funciones marcadas con (*) ya estdn presentes en la primera version

de aztekas.






Capitulo 4

Pruebas Numeéricas

En esta seccién se muestran algunos de los resultados numéricos obtenidos con la im-
plementaciéon del método de voltimenes finitos en el cédigo aztekas. Se muestran las com-

paraciones con resultados analiticos y algunos casos particulares.

§4.1. Tubo de choque: problema de Riemann

Con el fin de validar la precision de un cédigo numérico, es necesario comparar con re-
sultados analiticos. En el caso de la hidrodindmica relativista, existe una solucién analitica

para el problema de Riemann (e.g. Lora-Clavijo et al., 2013, y referencias ahi mencionadas).

El tubo de choque es una realizaciéon particular del problema de Riemann. Considere-
mos un tubo lleno de gas en reposo el cual es dividido en dos compartimientos que estan
separados por una membrana movil. Inicialmente el gas en uno de los compartimientos
tiene una densidad y presiéon mucho mayor que el otro. En el tiempo inicial ¢ = 0, la mem-

brana se remueve y el gas comienza a fluir del lado con mayor presién al de menor presién.

Al momento de quitar la membrana, se produce una discontinuidad inicial (cf. Landau,
1987) que decae en dos ondas separadas por una discontinuidad de contacto, las cuales
se propagan en direcciones opuestas respecto de la superficie de contacto. Hacia la region
donde hay menos presion, se mueve una onda de choque y en la zona donde hay mayor
presion, se mueve una onda de rarefaccién. Las ondas de rarefaccién se forman debido a la

baja presion que antecede a la compresion presentada por la onda de choque.
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Desde el punto de vista de las velocidades caracteristicas (suponiendo que el flujo va de
izquierda a derecha), las ondas de choque se forman cuando las velocidades caracteristicas
del lado izquierdo son mayores que las velocidades caracteristicas del lado derecho. Las

ondas de rarefacciéon se forman en el caso contrario.

En la Figura 4.1 se representa una onda de choque y se puede observar como se forma
una discontinuidad en el contacto de las curvas caracteristicas del lado izquierdo con el
derecho. En la Figura 4.2 se representa una onda de rarefaccion y es posible ver como
se forma un estado intermedio dado por las rectas verdes; la forma de este estado esta
determinada por la ecuacién gobernante y las condiciones iniciales del problema, pero no

es una discontinuidad como en el otro caso, sino una solucién suave.

Figura 4.1: En la gréafica se muestra la evolucién temporal de la solucién de la ecuacion
de adveccion simple a lo largo de sus curvas caracteristicas. El dominio estd separado en
dos estados (rojo y azul), cada uno con velocidades caracteristicas distintas, de tal forma
que la velocidad del lado izquierdo es mayor que en el lado derecho. Las soluciones, debido
a la diferencia en las pendientes, eventualmente colisionaran creando una discontinuidad
que forma una onda de choque, la cual se mueve con una velocidad igual a la pendiente
de la interseccién (linea verde).

En este capitulo se muestran las comparaciones numéricas para tres casos particulares
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Figura 4.2: En la gréfica se muestra la evolucién temporal de la solucién de la ecuacién de
adveccion simple a lo largo de sus curvas caracteristicas. El dominio estd separado en dos
estados (rojo y azul), cada uno con velocidades caracteristicas distintas, de tal forma que
la velocidad del lado izquierdo es menor que en el lado derecho. Las soluciones, debido a
la diferencia en las pendientes, tienden a separarse formando un estado intermedio (lineas
verdes) generando asi una onda de rarefaccién.

como el descrito anteriormente. El vector de variables primitivas expresado en la métrica

general (1.42)-(1.43) es el siguiente:

u=(n, v, p). (4.1)

El vector de cargas es:

n e 1)2 e v —
o I T I

El vector de flujos es:

gl {(e +p)(av - f)

1—12

e plon B2 4 pia? ) )

+pﬁ} ;

= Van(av — B)
i

(4.3)

o el

1 —02
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El vector de fuentes es:
s=(0, —a AT TH  —ayAT,,TH). (4.4)

Al tomar o = 1 y 8 = 0, se obtienen las cantidades en relatividad especial, que son mos-
tradas en las ecuaciones (1.16)-(1.18). Utilizando la ecuacién de estado (1.36), obtenemos

el sistema de ecuaciones completo para resolver.

Se estudiaran 3 casos relativistas importantes para la solucién del tubo de choque.
Consideremos que el dominio se dividird a la mitad en dos estados izquierdo (L) y derecho
(R), con las condiciones iniciales presentadas en la Tabla (4.1). Para cada uno de los casos se
hard una comparacién con la solucién exacta presentada por Lora-Clavijo et al. (2013). Con
respecto a los reconstructores lineales por pedazos, simplemente se mostraran los resultados
obtenidos con minmod. El tamano del volumen de control se tomé como Az = 1/1000, con
un paso temporal de At = 0.00001, estableciendo un nimero de Courant de At/Az = 0.01.
Se consideraron los pardmetros anteriores sélo para ilustrar mejor la comparacién entre la
solucién analitica y la numeérica, sin embargo, los reconstructores MC' y superbee, presentan

una mejor convergencia para un menor nimero de volimenes de control.

Caso PL n, UL DR nR VR

1 13.33 10.00 0.0 0.1 1.0 0.0

2 100.00 1.0 0.0 1.0 1.0 0.0

3 1.0 1.0 0.0 0.1 0125 0.0

Tabla 4.1: Tres casos del tubo de choque relativista en los que se tienen diferentes gra-
dientes de presiéon. Los indices L y R corresponden a la interfaz izquierda y derecha del
tubo, respectivamente. El indice politrépico en los tres casos se considera de 4/3.

En los casos 1 y 2, se tienen tubos de choques donde la diferencia entre las presiones
es de dos ordenes de magnitud, y e en el caso 1, la diferencia entre la densidad del nimero
de particulas es de un orden de magnitud. Las soluciones exacta (linea roja) y numérica
(cruces azules) usando aztekas con un reconstructor minmod se muestran en las Figuras

4.3 y 4.4 respectivamente. Aqui se puede observar una «explosién» debida a la enorme di-
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ferencia entre las presiones en ambos lados del tubo. La explosion se ve representada como
un aumento de la densidad que antecede a la onda de choque. Para el caso 1, el factor de

Lorentz de la onda de choque es alrededor de 1.35 y en el caso 2, el valor es alrededor de 1.51.

En el caso 3, cuyas soluciones se muestran en la Figura 4.5, se tiene un tubo de choque
en el cual la diferencia de presiones es de un orden de magnitud. Aqui, como en los casos
anteriores, se pueden observar dos ondas propagandose a la derecha y a la izquierda, las
cuales se asocian a ondas de choque y rarefaccién respectivamente. Sin embargo, en la
grafica del nimero de particulas se puede observar un cambio abrupto en la zona donde
no hay gradientes de presion, generando una tercer onda entre dos estados constantes. A

ésta se le conoce como discontinuidad de contacto.

En estos casos, la solucién numérica obtenida con aztekas empalma muy bien a la
solucién exacta, aun en la discontinuidad de la onda de choque, pero es importante aclarar
que falta hacer una prueba rigurosa de consistencia y convergencia del método, lo cual se

propone como trabajo a futuro.
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est = 0.35.
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Figura 4.4: En esta figura se muestra la comparacion entre la solucién exacta y el resul-
tado obtenido con aztekas para el Caso 2 presentado en la Tabla (4.1), el tiempo mostrado
est = 0.35.
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tado obtenido con aztekas para el Caso 3 presentado en la Tabla (4.1), el tiempo mostrado
est = 0.35.
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§4.2. Casos particulares

En esta seccién se muestran dos casos particulares que se resolvieron utilizando el c6digo
aztekas. Primero se muestra la colision entre dos ondas de choque debidas a un mismo
gradiente de presion. Posteriormente se muestra la solucién obtenida para una inyeccion

sinusoidal constante de gas.

§4.2.1. Colisiéon de dos ondas de choque

En la Figura 4.6 se puede observar dos ondas de choque provenientes del lado izquierdo
y derecho del dominio espacial. Estas ondas se forman a partir de una diferencia discontinua
de presion entre los extremos del dominio y la parte central del mismo (Pextremos = 10 ¥
Peentro = 1). La primera grafica muestra las ondas de choque al tiempo ¢t = 0.34 viajando
una hacia la otra con la misma velocidad. En la segunda grafica se muestra el aumento en

la presién después del choque de las mismas a un tiempo ¢t = 0.82.

Se escogid este caso, que en particular no tiene solucién analitica, s6lo para probar la

consistencia del cédigo y saber si presenta resultados intuitivamente correctos.
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Figura 4.6: En esta figura se muestra la soluciéon obtenida con aztekas para la colisién
entre dos ondas de choques de la misma intensidad. En la primer gréfica se muestra ambas
ondas de choque a un tiempo ¢ = 0.34 viajando una hacia la otra con la misma velocidad.
En la segunda gréafica se observa el estado final después del choque a un tiempo t = 0.82.
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§4.2.2. Choques internos en jets relativistas

A continuacién se muestran los resultados obtenidos con aztekas para un caso especifico

de la astrofisica relativista.

Superficie de trabajo

A lo largo de un jet relativista formado por cuasares o microcuasares se forman man-
chas que son interpretadas generalmente como ondas de choque moviéndose a través del
jet (Rees, 1966).

Mendoza et al. (2009) estudian la formacién de los choques a lo largo del jet relativista
debido a fluctuaciones temporales en los parametros de eyeccion. Cuando la velocidad de
emision de particulas varia con el tiempo, una parcela que fue emitida después pero mas

rapida, eventualmente «alcanza» al flujo lento emitido anteriormente.

Asi pues, pareceria que el flujo se vuelve multivaluado. La naturaleza resuelve esta
aparente contradiccién formando una discontinuidad inicial que da origen a dos ondas de

choque separdandose de una discontinuidad de contacto (cf. Landau, 1987).

Al conjunto de dos ondas de choque separadas por una de contacto se le llama superficie
de trabajo, y en este ejemplo en particular se puede considerar que viaja en el jet con una
velocidad promedio. Dicha superficie tiene una luminosidad debida a la pérdida de energia

térmica de las particulas que estan dentro de ella.

Mendoza et al. (2009) muestran una solucién analitica para el problema anterior cuan-
do se tiene una inyeccién sinusoidal en la velocidad y el ntimero de particulas durante un
periodo completo. En dicho articulo se proporciona una expresién para la luminosidad de

la superficie de trabajo.

Olvera (2008) muestra la comparacién entre la solucién analitica y una simulacién uti-
lizando la primera versién de aztekas en la cual se considera que la velocidad permanece
constante después de un periodo completo. No es proposito de este trabajo mostrar en
detalle los cdlculos para la captura del choque y el célculo de la luminosidad (cf. Mendoza

et al., 2009), simplemente se desea comparar el resultado analitico con la simulacién obte-
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nida con la nueva versién de aztekas presentada en este trabajo.

Se tomaron como condiciones de frontera un flujo constante de descarga n = 1, lo cual

implica que la densidad del niimero de particulas en el punto z = 0 estd dada por:

a1 =02(t) /1 02()
a v(t) ()

Se considera una inyeccién sinusoidal de velocidad con frecuencia w = 1 de la forma

n(t,x =0) (4.5)

v(t) = vy — €%sint, donde € = 0.09 y vo = 0.9. Se asume que para t > 27 la inyec-
cién de velocidad permanece constante, es decir, v(t > 27) = 0.9. Las condiciones ini-
ciales para el flujo son tales que v(t = 0,z2) = 0.9, p(t = 0,z) = 0.001 y n(t = 0,z) =
V1=t =0,z)/v(t=0,z).

En la Figura 4.7, se muestra el perfil de velocidad y la comparacién entre la luminosidad
simulada y la obtenida analiticamente con el modelo presentado por Mendoza et al. (2009).
Las soluciones coinciden muy bien tanto en amplitud como en posiciéon del destello de
luminosidad, la tnica diferencia es que la solucién numérica no decae a cero y eso se debe
a que se simulé suponiendo que la descarga se mantenia a velocidad constante, lo cual es

mas realista que la descripcién analitica.
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Figura 4.7: En esta figura se muestran tanto el perfil de velocidad del modelo de choques
internos de un jet relativista, como la comparacién entre la luminosidad presentada por el
modelo analitico (Mendoza et al., 2009) y la solucién numérica obtenida con aztekas.






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la implementaciéon del método de volimenes finitos
para el cédigo de hidrodindmica relativista aztekas de manera exitosa, que era el obje-
tivo principal de este trabajo. El cédigo aztekas puede ser descargado desde la pagina

www.aztekas.org.

Durante el proceso de realizacién de esta tesis surgié otro importante objetivo. En la
literatura (LeVeque, 2002; Rezzolla, 2013; Toro, 2009), existe un estudio amplio sobre el
método de volumenes finitos, limitaciones, correcciones, etc; sin embargo, para los proposi-
tos de este trabajo, mucha de la informacién encontrada no es de facil entendimiento para
una persona que inicia su camino por el mundo computacional. Es por esto que se dedicé
todo un capitulo (2) a un estudio detallado de los conceptos necesarios para entender este
importante algoritmo numérico, tratando de explicar muchos aspectos sutiles que tienen

una profunda base conceptual.

Se estudié la solucién del sistema de ecuaciones (1.19) con el método de volumenes
finitos, atacando el problema desde distintos puntos lo que concluyé en la implementacién
del método de Godunov (Seccién §2.3) con ayuda del solucionador de Riemann aproximado
HLL (Seccién §2.4) y una reconstruccién lineal de las variables para una mejor captura de
las ondas de choque (Seccién §2.5). El cédigo pasé una de las pruebas fundamentales para
la validacién de cualquier cédigo que resuelva ecuaciones conservativas, el problema del

tubo de choque (cf. Capitulo 4), ademas de otros casos particulares.
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A su vez, el método propuesto para resolver el sistema de ecuaciones conservativas (cf.
Capitulo 3) permite calcular directamente las variables primitivas del sistema, a diferencia
de la mayoria de los métodos propuestos en la literatura y que sirvieron como ayuda para
este trabajo. La importancia de esta nueva forma de resolver las ecuaciones es la gran
cantidad de tiempo de computo ahorrado en cada paso del programa, y el hecho de que no
es necesario manipular las ecuaciones para dejar expresados los flujos en términos de las

cargas conservadas de forma explicita.

Por otra parte, en el &mbito de hidrodinamica relativista, se anexé a aztekas un coédigo
creado con Maxima para escribir las ecuaciones gobernantes a partir del formalismo 3+1
(Secci6n §1.6) permitiendo al usuario elegir entre introducir la métrica general o las fun-
ciones de norma (o, 3%) y la métrica tridimensional Vij, ¥ con ésto obtener el vector de

cargas ¢;, de flujos f; y de fuentes s; que se necesitan para la discretizacién (3.18).

Como trabajo a futuro se planea hacer pruebas rigurosas sobre la convergencia, es-
tabilidad y consistencia del método, asi como utilizar distintos problemas que ya tienen
solucién analitica. Ademas, se desea escribir el c6digo en su forma tridimensional utilizando
la discretizacién presentada en el Apéndice A. De esta forma es posible utilizar el cédigo
para problemas reales no sélo en la rama de la hidrodindmica relativista, sino en cualquier
rama de la ciencia en la que se tengan sistemas de ecuaciones conservativas e hiperbdlicas

en general.

Por otro lado, se tiene pensado implementar la formulacién 3+1 expresandola en el
formalismo 3-covariante y considerando ahora la curvatura extrinseca de las hipersuper-
ficies inmersas en el espacio-tiempo cuatro-dimensional. De esta forma, se pueden incluir
fendmenos electromagnéticos y gravitatorios, resolviendo problemas a la par de las ecua-

ciones de campo de Einstein.

Finalmente, se desea incluir a més cientificos y programadores a este proyecto de soft-

ware libre, esperando que se mantenga siempre esa filosofia.



Apéndice A

Método de volimenes finitos en 3

dimensiones

El método de volimenes finitos como se traté en este trabajo se implementé suponiendo
el problema unidimensional. Consideremos ahora un sistema de m ecuaciones conservativas

en tres dimensiones:

oq(z,y,2,t)  Of(q(z,y,2t)  0g(q(z,y,2t))  Oh(q(z,y,z,t)
o + o + B + o =0, (A.1)

que escrita en forma compacta:

oq(x,y,2,1)

T = A2
S VT =0, (A.2)

donde T = (f,g,h)" son los flujos de las cargas conservadas q a lo largo de las tres dimen-
siones espaciales. Ahora el volumen de control Cjjj, tendrd como punto central (z;,y;, 2x)
y la forma del mismo va a depender del tipo de problema a resolver. En el caso més simple

se puede considerar como un cubo de lados Az, Ay y Az, pero puede tener distintas formas.

Suponiendo el caso mds sencillo, el volumen de control se define como Cyjy, = [7;_1 /2, Tit1/2] X

[Yj—1/25 Yj+1/2] ¥ [2k—1/2, Zk41/2]- Realizando la integracién sobre el volumen de control, se

T Cada uno de los flujos a su vez es un vector de m entradas, al igual que q.
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obtiene la siguiente ecuacién integral:

Zk+1/2 Yj+1/2 [Tit1/2 a T z, t Zk+1/2 [Yj+1/2 [Tit1/2
/ / / a y’ )dxdydz = / / / V- T dzdyd-z.
Zk—1/2 YYj—1/2 YTi-1/2 Zk—1/2 YYj—1/2 YTi-1/2

(A.3)

Usando el teorema de Gauss podemos integrar el lado derecho de la ecuacién (A.3) y
considerando definiciones analogas para los flujos y cargas promedio como las realizadas

en la Seccién §2.1, al integrar en el tiempo se obtiene:

At At
n+1 n n n n n
[Q]ij = [Q]i,j,k Ar {FHQ,M [F]ifé,j,k} _Ey [[G]‘,H%,k - [G]i,jf%k} (A.4)
At n '
~ 3 H Ly~ H )
donde
Q= A xe / // o / g, 1) dadyd (A.5)
i3,k — q\r,y, z,tn)dradydaz, .
J AIBAyAZ Zk—1/2 Yj—1/2 Ti—1/2
[F]; / nH/ %/2/ T s a ))dyd=d (A.6)
; q(x; 1,y,2,t))dydzdt, .6
g0k AtAyAz o1 Juy 1 +3
" 1 tntl f2Zr41/2 2+1/2
GO0 = FAis / / / (ala.yypr. = )dedzdt, (A7)
tn Zg—1/2 JTi—1/2
" thtl fYjt1/2 z+1/2
[H]i,j,k::t% = AtAa:Ay/t / / q(z 'Y g1 t))dazdydt. (A.8)
n Ti-1/2

De la ecuacién (A.4) se puede observar que se conserva la forma conservativa de la
ecuacién y la analogia con el caso unidimensional. Suponiendo que ¢ = q(u(z,y, z,t)) y

que T = T(u(x,y, 2,t)), la ecuacién (A.1) en su forma quasilineal toma la forma:

ou ou ou ou
donde

(@) ()R o)) e

La ecuacién andloga a la presentada para la implementacion de volumenes finitos en
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aztekas es la siguiente:

h
0 | Au(e,yoz 1) - 2L 4 Ay, 2t)) - 20+ Aule,y, 2 t) gz _

A1l
ot ox Ay 0 ( )

donde A sigue estando definida como anteriormente A = (9q/du)".

El tratamiento sobre la propagacién de ondas con velocidades caracteristicas para cada
una de las matrices en el caso escalar (una ecuacién de adveccién) y en sistemas lineales,
puede ser consultado en el libro de LeVeque (2002). Para los fines de este anexo basta con
decir que la analogia con el caso unidimensional se conserva, en el cual, la propagacién de
la solucién en alguna direccion, va a ser debida a las velocidades caracteristicas del flujo
en dicha direccién, por lo que se puede implementar el método de Godunov para obtener

la solucién del problema de Riemann local en cada frontera (LeVeque, 2002).

La fronteras del volumen de control ahora son planos pero es posible resolver el problema
de Riemann aproximado HLL, obteniendo la siguiente discretizacién, analoga al problema

unidimensional descrito en la Seccion §2.4:

n n At At

uzﬁ = Wik AL ([3HLL] Lk [F711 i—l,j,k> X ([QjHLL] i [®HLL]M_%J€)
At

A ([ﬁHLL]mJH_% — [HHEL] i,j,k:—l> 7

2

(A.12)

donde w}'; ) = w(z;,yj, 2k, tn) ¥ [FHLE], [HEL] y [9HEL] son la solucién aproximada
al problema de Riemann en cada una de las fronteras correspondientes. Para obtener la
solucién aproximada para, por ejemplo, el flujo a lo largo del eje z, es decir, FHLL, se
resuelve la ecuacion diq + 0, f = 0, obteniendo la misma expresién para los flujos que
la obtenida en la Seccion §2.4. De aqui que se puede aplicar la discretizaciéon de manera

andloga a como se muestra en el Capitulo 3, utilizando la matriz A.
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