.—- % UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Facurtap DE CIENCIAS

Compresion, Ergodicidad y el Teorema de
Shannon-McMillan-Breiman

T E S I 5

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
LIC. EN MATEMATICAS

PRESENTA.:
Ricardo Yadel Murillo Pérez

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Carlos Alfonso Cabrera Ocanas

México D.F. Ciudad Universitaria 2016



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Murillo Pérez Ricardo Yadel

Compresion, Ergodicidad y el
Teorema de
Shannon-McMillan-Breiman







A mis padres
A Maria Elena Murillo






Indice general

Agradecimientos VII
Introduccién IX

1. Transformaciones Preservadoras 1
1.1. Medidas Invariantes . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 1
1.2. Ejemplos de Transformaciones . . . . . . . . . ... ... ..... 2

1.2.1. Transformaciéon Expansion Binaria . . . . . ... .. ... 4
1.2.2. Rotacionesenel Circulo . . . . . . ... ... ... .... 6

1.2.3. Transformaciéon de Gauss . . . . . . . .. .. ... .... 7
1.2.4. Endomorfismosenel Toro . . . . ... .. ... ... ... 11
1.2.5. Cadenas de Markov . . . .. ... ... .. ..., ... 15

1.3. Existencia de las Medidas Invariantes . . . . . ... .. ... .. 23
1.3.1. Espacio de Medidas . . . . ... ... ... ... ..... 23
1.3.2. Teorema de Kyrilov-Bogolubov . . . . . ... ... . ... 37

2. Teoremas Ergoédicos 43
2.1. Teorema de Recurrencia de Poincaré . . . . . ... ... .. ... 43
2.2. Teorema Ergodico de Birkhoff . . . . . . . ... ... .. ..... 48
2.2.1. Criterio de Transformaciones que Preservan la Medida . . 49
2.2.2. Conjuntos Invariantes y Funciones Invariantes . . . . . . . 51
2.2.3. Esperanza Condicional . . . . . . ... ... ... ..... 53
2.2.4. Teorema Ergodico de Birkhoff . . . . . .. ... ... ... 60

3. Ergodicidad 67
3.1. Transformaciones Ergodicas . . . . . ... ... ... ... .... 67
3.2. Ejemplos de Transformaciones Ergodicas . . . . . . . . ... ... 73
3.2.1. Transformacién Expansion Binaria . . . . . . .. .. ... 74
3.2.2. Rotacionesenel Circulo . . . . .. ... ... ... .... 75
3.2.3. Automorfismos en el Toro . . . . . .. .. ... .. .... 7
3.2.4. Cadenas de Markov . . ... ... ... .......... 78

3.3. Ergodicidad Unica . . . .. .. ... ... ... 90
3.3.1. Ergodicidad y Convergencia Uniforme . . . .. ... ... 90
3.3.2. Criterio de Ergodicidad Unica. . . . . ... ... ... .. 101

\%



VI INDICE GENERAL

3.4. Rotacionesenel Circulo . . . . . .. ... ... .. ... 104
3.5. Primer Digito de las Potenciasde 2. . . . . .. .. .. ... ... 106

4. Entropia 107
4.1. Entropia de una Particion Medible . . . . . .. ... .. .. ... 107
4.1.1. Particiones Medibles . . . . . . .. .. ... .. ...... 108

4.1.2. Entropia de Shannon . . . . . . . ... ... ... ... .. 110

4.1.3. Entropia Condicional . . . . . . . ... ... ... .. ... 115

4.2. Entropia de una Transformacién y una Particiéon . . . . .. . .. 123
4.3. Entropia de una Transformacion . . . . . ... .. ... ... .. 130
4.4, Generadores . . . . . .. ..o e 137
4.4.1. Cadenas de Markov . . . ... ............... 140

4.5. El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman . . . . . . ... ... 143

5. Compresion de Datos 155
5.1. Propiedad de la Equiparticién Asintética. . . . . . . . ... ... 155
5.2. Codificacion de Datos . . . . . . . . ... o L. 158
5.2.1. Codigos Libres de Prefijos . . . . . ... .. ... . .... 159

5.2.2. Arboles Asociados a un Codigo . . . . . . ... ... ... 160

5.2.3. Desigualdad de Kraft . . ... ... ... ... ..... 162

5.3. Compresion Optima . . . . . . .. ... ... 165
5.4. Algoritmo de Huffman . . . . ... ... ... .. ... .. 167
5.4.1. Codigos Optimos y Codigos de Huffman . . . . . ... .. 169

5.4.2. Programas en lenguaje C . . . . . .. ... ... .. ... 173
Conclusiones 189

Bibliografia 191



Agradecimientos

El trabajo aqui presente es fruto del esfuerzo de muchas personas que con
su apoyo contribuyeron a su desarrollo y conclusion. Sin ellos, este trabajo no
hubiera sido posible. Los aciertos que pueda haber en él son el resultado de sus
comentarios y aportaciones. Sin embargo, los errores que pudiera haber son s6lo
mfios.

En primer lugar, agradezco a mis padres, Alma Rosa Pérez Pérez y Rubén
Murillo Loza por su incondicional apoyo. Asi también agradezco de manera
particular a Brenda Murillo y a Lizbeth Ramirez por sus consejos y apoyo
constante. Asimismo agradezco a Rubén Pavel Murillo y Beatriz Rodriguez por
sus comentarios y sugerencias. Agradezco a los compafieros y amigos que me
dieron su apoyo y palabras de aliento.

Agradezco también a mi institucion, a la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad Nacional Autéonoma de México (UNAM) y a todos los excelentes profesores
con quienes tuve la oportunidad de asistir a sus cursos, a quienes les debo mi
formacion personal y académica.

VII



VIII



Introduccion

La gran mayoria de las personas actualmente esta familiarizada con los ar-
chivos comprimidos. Existen programas de computadora que reducen el espacio
que ocupan los archivos para facilitar su descarga, o bien, simplemente para
transportarlos a otra computadora de una manera més eficiente. Una vez que
se ha descargado o transportado el programa comprimido, el mismo programa
que nos ayuddé a comprimir permite a su vez realizar la operaciéon inversa que
es la descompresion para permitir la manipulacion del archivo.

El proceso de compresion y descompresion que se realiza en una computadora
tiene un fundamento matemético interesante. Los archivos en una computado-
ra se pueden ver como sucesiones finitas de simbolos [21]. Para comprimir un
archivo representamos cada simbolo del archivo por una secuencia de ceros y
unos. Este proceso se conoce como codificacion del archivo. Al reemplazar ca-
da secuencia de ceros y unos en la sucesion original observamos que el niimero
de ceros y unos en la nueva sucesion depende de la manera en que se realizd
la codificacién. Dado que cada simbolo ocupa un espacio en la memoria de la
computadora, una mejor codificacion seré aquella de la que resulte una sucesion
maés corta. El problema de la compresion consiste en encontrar, para una cadena
de simbolos dada, aquella codificacion que arroje sucesiones de ceros y unos lo
més cortas posibles, en cuyo caso podremos hablar de codificaciones 6ptimas.
En este sentido, el problema de la compresion es un problema de optimizacion.

La idea central que subyace para alcanzar una codificacién 6ptima consiste
primero en calcular la frecuencia con la que ocurre cada simbolo en la sucesion.
Posteriormente, en asignar secuencias mas cortas a los simbolos més frecuentes,
y en asignar las secuencias mas largas a los simbolos menos frecuentes.

La manera en que se realiza la compresion de archivos nos lleva de manera
natural a hacernos dos preguntas fundamentales. La primera pregunta que surge
es si existe un “limite” a la compresion, es decir, si dada una sucesién de simbolos
se puede establecer una cota a la longitud de una sucesion codificada tal que
ninguna codificacién posible podria tener una longitud menor. La existencia
de dicha cota nos podria sugerir la existencia de cddigos dptimos. La segunda
pregunta tiene que ver con la manera “préactica” de obtener los mejores codigos
posibles, es decir, en desarrollar algoritmos que nos ayuden a comprimir archivos.
Para dar una respuesta a la primera pregunta recurriremos a dos conceptos clave,
como son el concepto de entropia y el concepto de ergodicidad. La respuesta a
la segunda pregunta se abordara hasta el capitulo 5 al presentar el algoritmo de
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X INTRODUCCION

Huffman para comprimir datos.

El concepto de ergodicidad se desarrollara en los primeros tres capitulos de
este trabajo. En los primeros tres capitulos, se muestran los principales resulta-
dos de la Teoria Ergodica sobre los sistemas dindmicos en general. En el primer
capitulo se define el concepto de transformacion preservadora de la medida y
se muestran algunos de los ejemplos mas ilustrativos de este tipo de trans-
formaciones. Posteriormente en el mismo capitulo se aborda el problema de la
existencia de las medidas invariantes. Una vez que hemos encontrado algunas
transformaciones que preservan la medida, cabe preguntarse si siempre exis-
ten medidas para transformaciones dadas tales que las transformaciones sean
transformaciones preservadoras. La solucion al Problema de la existencia de me-
didas invariantes se condensa en el Teorema de Kyrilov-Bogolubov. El Teorema,
de Kyrilov-Bogolubov asegura que siempre se puede encontrar dicha medida
siempre y cuando el espacio medible sea un espacio métrico compacto.

En el segundo capitulo se prueban los teoremas centrales de la Teoria Fr-
gbdica. Por una parte, se prueba el Teorema de la Recurrencia de Poincaré vy,
por otra parte, se prueba el Teorema Ergddico de Birkhoff. E1 Teorema de la
Recurrencia de Poincaré afirma que la orbita de cada punto en un conjunto
medible regresa un ntmero infinito de veces al conjunto medible. Sin embargo,
seria deseable saber también cuanto tiempo permanecen las érbitas en el con-
junto. Dicha respuesta nos la ofrece el Teorema Ergodico de Birkhoff al sostener
que la frecuencia con la que cae la 6rbita de un punto en un conjunto medible
esta dado por la esperanza condicional de la funcion caracteristica del conjunto
en cuestién con respecto a la o-dlgebra de los conjuntos invariantes. En este
sentido, el Teorema Ergddico de Birkhoff completa la respuesta que nos da el
Teorema de la Recurrencia de Poincaré.

En el capitulo siguiente se desarrolla de manera exhaustiva el concepto de
ergodicidad. La nocién de ergodicidad nos describe un comportamiento espe-
cial de las 6rbitas de los puntos en el espacio, a saber, que cada 6rbita cae en
casi todos los conjuntos medibles. Dicho comportamiento trae consecuencias im-
portantes para el Teorema Ergodico de Birkhoff, pues nos facilita los célculos.
Asi también, se desarrollan algunos ejemplos y se verifican las condiciones de
ergodicidad de algunas de las transformaciones que preservan la medida més
importantes. Finalmente se termina el capitulo 3 con el estudio de la ergodici-
dad unica. El Teorema de Kyrilov-Bogolubov asegura la existencia de medidas
invariantes. Sin embargo, en ocasiones la medida invariante es tnica y en es-
te caso decimos que la transformacién es tnicamente ergoédica. La ergodicidad
unica fortalece a su vez el Teorema Ergoédico de Birkhoff al asegurar no so-
lo la convergencia puntual, sino que se puede asegurar que la convergencia es
uniforme.

El concepto de entropia se desarrolla en el peniltimo capitulo. En el ca-
pitulo 4 primero se define la entropia en relacién con una particién medible,
posteriormente la entropia con respecto a una particion y a una transforma-
cion medible y finalmente la entropia de una transformacion y se prueban sus
principales propiedades. Posteriormente se muestran algunos ejemplos y final-
mente se prueba, con ayuda del Teorema Ergoédico de Birkhoff, el Teorema de
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Shannon-McMillan-Breiman.

Por ultimo, en el capitulo 5, se prueba, a partir del Teorema de Shannon-
McMillan-Breiman, la llamada Propiedad de la Equiparticion Asintotica (AEP).
La AEP afirma que podemos encontrar conjuntos de alta probabilidad y con-
juntos de baja probabilidad. Los conjuntos de baja probabilidad pueden ser
ignorados para trabajar inicamente con los de alta probabilidad. La AEP tiene
importantes consecuencias en términos de aplicaciones. En el caso de la compre-
sién de datos, nos permite probar que la tasa de compresion méaxima coincide
con la entropia de la transformacion, que en este caso se trata de la transforma-
cion corrimiento con respecto a la medida de Bernoulli. Esto quiere decir que
bajo una codificacién 6ptima, es decir, la codificacién méas corta que se podria
hacer de una sucesién de simbolos, cada simbolo tiene en promedio una longitud
cercana a la entropfa. Para terminar el capitulo, se muestra un algoritmo que
nos permite encontrar un coédigo éptimo, a saber, el algoritmo de Huffman, y se
ilustra su funcionamiento mediante un programa de computadora. El programa
que se presenta fue realizado en lenguaje C utilizando estructuras dindmicas de
datos.

A lo largo de este trabajo se hacen constantes referencias a resultados y con-
ceptos que provienen principalmente de la Teoria de la Medida. Para agilizar la
lectura simplemente se enuncian antes de la prueba en la que se ocupan. Las
pruebas se omiten porque se trata de resultados que requieren de una construc-
cion elaborada y se deben examinar a detalle. El trabajo del esclarecimiento de
dichos conceptos es una labor loable pero excede los alcances de este trabajo.
Los trabajos [11], [3] ¥ [12] constituyen excelentes referencias para consultar los
resultados de la Teoria de la Medida.
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Capitulo 1

Transformaciones
Preservadoras de la Medida

En este capitulo se introduce la nocién bésica de la Teoria Ergddica, a sa-
ber, la de transformacion que preserva una medida y se muestran algunos de
los ejemplos més ilustrativos. Posteriormente se aborda el Problema de la exis-
tencia de medidas invariantes. El problema consiste en determinar si para toda
transformacién T de un espacio X en si mismo, existe una medida u tal que
es preservada por T. Posteriormente se muestra que bajo las hipotesis de que
el espacio X sea un espacio métrico compacto y la transformacién T' sea una
transformaciéon continua, el problema siempre tiene solucion.

1.1. Medidas Invariantes

Los espacios que se consideran a lo largo de este trabajo tienen estructura
de espacios de medida. Asi pues, consideremos un conjunto no vacio, una o-
algebra S definida sobre los subconjuntos de X y una medida p. Nos interesa
trabajar con transformaciones que preserven la estructura del espacio, por ello,
trabajaremos con las transformaciones medibles. De manera formal, dado un
espacio de medida (X, S, ) y una transformacion T : X — X, decimos que T
es una transformacion medible si la imagen inversa de un conjunto en S es
de nuevo un conjunto en S, es decir:

T'B)={r€X:T(x)eB}eS VBeS. (1.1)

A continuacién, introducimos la nocién de transformacion preservadora de
la medida, o bien, medida invariante respecto a una transformaciéon medible.
Una transformacion T' preserva una medida p si al tomar la imagen inversa de
un conjunto medible, mide lo mismo que el conjunto medible.

Definicion 1. Sea (X, S, ) un espacio de medida y sea T : X — X una trans-
formacion medible. Decimos que u es T-invariante, o bien, que T preserva
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la medida 1 si
WT~(B) =u(B) VBES.

Cuando la transformacién 7' es invertible y su inversa T~! es también una
transformacion medible, la condicién para que T preserve la medida u es equi-
valente a la condicion:

W(T(B)) = u(B)  VBES.

1.2. Ejemplos de Transformaciones que Preser-
van la Medida

En esta seccién estudiaremos algunos de los principales ejemplos de trans-
formaciones que preservan la medida. Para probar que las transformaciones
son preservadoras ocuparemos un resultado que afirma que para verificar si
una transformacién preserva una medida, no hace falta verificar la condicion
w(T=1(B)) = u(B) para cada conjunto B de la o-algebra, sino sélo para los
conjuntos del dlgebra que la genera. Recordamos que un &algebra de conjuntos
consiste en subconjuntos cerrados bajo diferencias y bajo uniones.

Definiciéon 2. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que A C P(X) es un
dalgebra de conjuntos si se cumple lo siguiente:

1. X e A.
2. St E,F € A, entonces E\ F € A.
3. Si E,F € A, entonces EUF € A.

El resultado central que ocuparemos para probar el teorema auxiliar es el
Lema de las Clases Mondtonas, el cual se enuncia en términos de w-sistemas y
A-sistemas. Un m-sistema y un A-sistema se definen de la siguiente manera.

Definicion 3. Sea X un conjunto no vacio.

= Decimos que C C P(X) es un w-sistema si dados E, F € C, entonces se
tiene que ENF € C.

= Decimos que L C P(X) es un A-sistema si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. X e L.
2. Si se tienen E,F € L tales que F C E, entonces E\ F € L.

3. 8i (En)y C L es una sucesion creciente', entonces |J,-, Ey, € L.

IEs decir, En, C Epp1Vn € N
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Enunciamos sin prueba el Lema de las Clases Monétonas y a continuacion el
teorema que ocuparemos en los ejemplos para probar que las transformaciones
preservan la medida. Dado un conjunto C C P(X), denotamos la o-algebra
generada por C, es decir, la o-algebra mas pequena que contiene a C, como
S(C).

Teorema 1 (Lema de las Clases Monotonas). Sea X un conjunto no vacio y
C CP(X) un w-sistema y L C P(X) un A-sistema tal que C C L. Entonces se
tiene que S(C) C L.

Teorema 2. Sea (X, S, p) un espacio de medida tal que (X)) =1y seaT: X —
X wuna transformacion medible. Si existe un dlgebra A tal que S(A) = S y que
cumple,

W(T(A) = p(4)  VAe A

W(T~(B) = u(B)  VBe€S.
Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:
L={E€S:uI(E) = u(B)}.

Por hipétesis se tiene que A C L C S y que S(A) = S. Por el Lema de las
Clases Monotonas basta verificar:

s A es un m-sistema.
= [ es un M-sistema.

Veamos que A es un w-sistema. Sean E, F' € A. Por definicion de algebra, se
sabe que es cerrada bajo uniones y diferencias. Asi pues, para ver que ENF € A,
basta probar la siguiente afirmacion:

Afirmacion: ENF = (EUF)\ (E\S)U(F\E)).

(BEUR\((E\F)U(F\E)=(EUF

JIN((ENF)U(FNEY))
=(EUF)N
)N

ﬁ

(ENF)U(FnNE%)*°
=(EUF)N({(ENF9°N(FNE%
=(EUF)N(ECUF)N(F°UE)
=(FU(E°NE))N(F°UE)
=(FNF)YU(ENF)

=ENF.

(
(
(

Veamos que L es un A-sistema. Verificamos la primera condicién. Como
T~Y(X) = X, entonces se tiene que u(7T-1(X)) = u(X) = 1. Por lo tanto,
X e L.
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Verificamos la segunda condicién. Consideramos E, F' € L tales que F C F
y veamos que E\ F € L.

T HE\F)) = (T~ HE)\T~(F))
(TH(E) = (T~ (F))
(B) = n(F)
(E\ F).

I
=p
I

Luego pues, E \ F € L. Verificamos la tercera condicion. Sea (F,,)>2; C L
una sucesion creciente, entonces,

(e (o)) (07 )

— lim (T (E,))

n—oo

= lim p(E,)

n—oo

+(Gs)

Concluimos que (J;—, E,, € L. Asi pues, L es un A-sistema. Por el Lema de
las Clases Moné6tonas, tenemos que,

S=8(A)CLCS.

Por lo tanto, L = S. Asi pues T preserva la medida p. O

1.2.1. Transformaciéon Expansion Binaria

Consideremos el espacio de medida ([0, 1], .5, A), donde S es la o-algebra de
Borel y X es la medida de Lebesgue. Sea m € N, la transformacion 7' : X — X
definida como sigue recibe el nombre de transformacion expansiva lineal a
pedazos:

mz si 0<z<
mx —1 si

T(x)=mz méd1l={ MmT—2 si

mx —m si T”T—lgx<1.
Observamos que para cada m € N se define una transformacién expansiva
lineal a pedazos diferente. Para entender como se comportan las transformacio-

nes expansivas lineales a pedazos, utilizaremos el caso particular cuando m = 2.
Este caso recibe el nombre de transformacion expansion binaria.

_ [ 2 si 0<a<i
T(x) =2x mOdl_{Zx—l s l<o<l (1.2)
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Figura 1.1: T(z) = 2z mdd 1.

A continuacion probaremos que la transformaciéon expansion binaria preserva
la medida de Lebesgue.

Proposicion 1. La transformacion T : [0,1) — [0,1) definida como en (1.2)
preserva la medida de Lebesgue.

Demostracion. Para ver que la transformacion T'(x) = 2z mdd 1 preserva la
medida de Lebesgue, se debe verificar que A\(T~1(A)) = A(A) para todo Bore-
liano A C [0,1). Ahora bien, por el Teorema 2, se sabe que basta probar que T’
preserva la medida para los generadores de los Borelianos, que son los intervalos
de la forma [a, b). Asimismo, como [a,b) = [0,b)\ [0, a), basta probar que ocurre
lo siguiente:

NT7H[0,0))) = A([0,a))  Va € (0,1).

Observamos que T-1([0,a)) = [0, %) U [3, ). Como la unién es disjunta,
al tomar la medida se tiene lo siguiente:

ATH([0,a))) = A ({0, %)) +A <[; a;rl)>

a+a
2

T2 2
= ([0, a)).

Por lo tanto, T preserva la medida de Lebesgue. O

La funcion T'(z) = 2 mdéd 1 no solo es el caso mas simple que ilustra la
manera en que se comportan las transformaciones lineales a pedazos, sino que
tiene aplicaciones importantes en la Teoria de Numeros. En el siguiente capitulo
se mostrara la relacién de la transformacion T con las expansiones binarias de
un namero real.
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1.2.2. Rotaciones en el Circulo

Consideremos el conjunto St = {z € C : |z| = 1} y observamos que S!
se puede identificar con el conjunto IT = [0,1]/{0,1} mediante el isomorfismo
h:II — S! definido como sigue:

h(9) _ 827”9.
Ahora bien, para w € S! se define la funcion R, : S' — S! dada por:
Ry(2) = wz.

La funcion R,, se conoce como rotacion en el circulo. Asimismo, definimos
la funcién T, : II — II de la siguiente manera:

To(z) =2+ a mdd 1.

A la funcién T, se le conoce como traslacion del intervalo. Veamos que
el siguiente diagrama conmuta.

IT

h

R,

St St

Sea o un numero real contenido en el intervalo [0,1]. Consideramos w =
€2 Para cada 6 € II se tiene que,
Ry o h(@) _ Rw(€2m’0)
_ e27riae27ri9
— 2mi(a+6) (1.3)
=h(a+0)
= hoT,(0).
Primero probaremos que la transformacion T, preserva la medida m en II
inducida por la medida de Lebesgue en [0, 1]. Posteriormente consideraremos la

medida de Lebesgue A inducida en el espacio S' y probaremos que para cada
w € C la rotaciéon R,, preserva la medida A.

Proposicion 2. Sea o € (0,1). La traslacion T, preserva la medida m en 11
inducida por la medida de Lebesgue en [0,1].

Demostracion. Sea B C II un conjunto medible. Por el Teorema 2, sabemos que
basta probar que preserva la medida para los generadores de los Borelianos. Asi
pues, basta probar que ocurre:

m(T;'([0,a))) = m([0,a))  Va € (0,1).
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Tenemos dos casos:
Caso 1: a < a.

T;1(0,a0) =1 —a,a —a+1).

Esto implica que m(T,;1([0,a))) = m([1 — a,a — a + 1)) = a = m([0, a)).
Caso 2: a > a.

T, ([0,a)) =[0,a — ) U[l — a, 1).

Luego pues, m(T; ([0,a))) = m([0,a — @) U[1l — a, 1)) = a = m([0, a)). Por
lo tanto, T, preserva la medida m. O

Ahora bien, a partir de la medida m que es la medida en II inducida por la
medida de Lebesgue en [0,1], se puede inducir una medida A en el espacio S*
como sigue,

A(h(B)) = m(B) VB C II conjunto medible.

Llamamos a la medida A la medida de Lebesgue en S'. La siguiente propo-
sicion prueba que las rotaciones en el circulo preservan la medida de Lebesgue
en St

Proposicion 3. Sea w € C. La rotacion R,, preserva la medida de Lebesgue A
en S'.

Demostracion. Por (1.3) se sabe que,
Ry, (h(B") = T, (B")) VB’ C I conjunto medible.
Asi pues, sea B C IT un conjunto medible. Tenemos lo siguiente,

A(h(Ta(B)))
m(Ta(B)).

A(Ruw(h(B)))

Como T, es invertible, por la Proposicion 2 se tiene que m(To(B)) = m(B)
A(h(B)). Por lo tanto la transformacion R,, preserva la medida .

oo

1.2.3. Transformacion de Gauss

Consideremos la transformacion T : [0,1) — [0,1) definida de la siguiente

manera: ;_L;J si x#0
TG(Z‘):{S ’ si =0

donde L%J denota la “parte entera” de % La transformaciéon que se acaba de
definir recibe el nombre de transformacion de Gauss.
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0,8

0,6

04

0,2

0 o6&

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 1.2: Transformacion de Gauss.

La transformacion de Gauss es importante al considerar la expansion de
un ndmero irracional, pues sus iteraciones generan la expansion en fracciones
continuas para cada punto en (0,1). Dado x € (0,1) NI, definimos la funcion:

1

nj(z) = {w

J vy € N.

Los n; son los cocientes parciales de la expansion en fracciones continuas de
x. Observamos lo siguiente:

T (w) = To (T4 (x))

@)
= - — N;\T).
T )
Esto implica que
T @) = ————  vjeN,
TZ(x) + nj(z)
es decir,
1
Tr =
ni(z) + Tg(z)
B 1
N 1
+
mE ) T3
B 1
N 1
n1(w) + !
na(z) +
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La transformacion de Gauss no preserva la medida de Lebesgue, pero si
preserva la medida que se definird a continuacién y que recibe el nombre de
medida de Gauss. Si consideramos el espacio X = [0,1) y la o-algebra de
Borel S, podemos definir la funcién ug : .S — R como sigue:

1 dx
A) = - A . 14
ne(A) logQ/AHx vAes (1.4)

Proposicion 4. La funcion pg : S — R definida en (1.4) es una medida.

Demostracion. Para ver que la funciéon pug : S — R es una medida, se debe
verificar que se cumplan las siguientes propiedades:

= pu(0) =0.

= 4(E) >0, para todo E € S.

= Si (Fp)nen C S es una sucesion de elementos disjuntos, entonces
n=1 n=1

Veamos que ug(0) = 0.

1 dz
0= [
og2 Jpl+x
1
= 0)=0.
log2< )
Ahora, veamos que pug(E) > 0, para todo E € S. Sea E € S. Como la
funcion logaritmo es una funcion creciente y positiva, se tiene lo siguiente:

1 dx
E) = —
Ha(E) 10g2/E1+x

1
= o loa(l + ) |5

> 0.

Finalmente, supongamos que (E,)n,ey C S es una sucesion de elementos
disjuntos. Se tiene que,

o 1 dx
| e En - /
(g ) log2 Jyz, b, 1 +o
1 i / da
~ log?2 —JE, 1+ =z

= Z MG(En>'

Concluimos que p¢ es una medida. O
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A continuacion se mostraré que la transformacion de Gauss preserva la me-
dida de Gauss.

Teorema 3. La transformacion de Gauss preserva la medida de Gauss.

Demostracion. Veamos que la transformacion de Gauss preserva la medida de
Gauss, es decir, que pug(T5 ' (A)) = u(A) para todo Boreliano A C [0,1). Por el
Teorema 2 basta probar que ocurre:

MG(Tal([Oﬂg))) = p([0, 5)) Vs € (0,1).
Afirmacion: 7;'([0,5)) = U2, [+, 2).

n=1ln¥s'n

o 1 1 1 1
S ,— | e <zr<-— 1 eN
T ULL-&-S n) n—!—s*x n para alguna n

n=1

1
< Ta (n) <Tg(x) <Tg (n—i—s) para alguna n € N

sn—-n<Tglx)<n+s—n para alguna n € N

Como ;7 [ni_s, 1Y) es una unién de elementos disjuntos, por la o-aditividad

de pg, se tiene lo siguiente:

—_ n+sn
7% 1 /i da

n=110g2 %ﬁl—i—m

oo 1 N
= log(1 "

;logQ og(1 +) rER
—i 1 lo 1—&—l —log(1—
_n:110g2 & n & n+s
_i 1 n+ _ n
_n:110g2 gn—i—s—i—l n+s

1 > n+1 > n
_log2<nzz1 n+s+1 nz::l gn+s

1 (& n > 1
= 1 — 1 —

10g2<nZ2 gn—l—s ;og + Ogl—i—s)

1




1.2. EJEMPLOS DE TRANSFORMACIONES 11

= pc((0,5)).

1.2.4. Endomorfismos en el Toro

Comenzaremos definiendo lo que se entendera por un toro n’ésimo y des-
pués caracterizaremos los endomorfismos. Un toro n-ésimo es un conjunto que
consiste de las clases de equivalencia inducidas por la siguiente relacién ~

r~ysTc—yeL” Vo € R™.
Denotamos las clases de equivalencia como:
[2] ={y eR" :z ~y}.

Finalmente, el toro n-ésimo se define como un conjunto de clases de equiva-
lencia,

™ =R"/Z"
={[z] :x e R"}.
Antes de definir las transformaciones que nos interesan, veremos algunas
propiedades importantes del conjunto de matrices invertibles.

G(n,Z) = {A € Myxn(Z) : det(A) # 0}.

Notamos que A(Z™) C Z™ para toda A € G(n,Z). Sabemos que cada A €
G(n,Z) define una transformacion lineal sobre R™. Si y—a € Z™, como A(Z™) C
7™, entonces Ay — Ax € Z™. Es decir, si y — x € Z™, entonces Ay — Ax € Z"™.
Como y — x € Z™ implica que Ay — Ax € Z", entonces,

siyefz]=y—axeZ”
= Ay — Az e Z"
= Ay € [Ax].

Definimos un “endomorfismo en el toro” como sigue.

Definiciéon 4. Sea A € G(n,Z). Definimos un endomorfismo en el toro
Ty :T™ — T"™ como:

T4([z]) = [Ax] V[z] € T".

La siguiente proposicién nos da una caracterizacién de la inversa de un en-
domorfismo en el toro T4 cuando esta exista.

Proposicion 5. Sea A € G(n,Z) y T4 : T* — T™ un endomorfismo en el toro
invertible, entonces
(Ta) ' =Ty
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Demostracion.
(Ta-r o Ta)([z]) = Ta-+(Ta(([2])))
= Ta-([Az])
=[A" Ax] = [a].
Analogamente (T4 o Ty-1)([z]) = [z]. O

En general T4 no necesariamente es invertible ain cuando A € G(n,Z) sea
invertible.

Ejemplo 1 (Endomorfismo en el toro que no es invertible). Consideremos:

3 2
A= ( 32 ) .
Observamos que det A = 2 # 0. Esto implica que A € G(2,Z), es decir, A es
invertible. Sin embargo, T4 no es invertible, pues,

_ 1 2 -2
Al:detA(—2 3)
(2 )

2\ -2 3
_( 1—1)
(21 2 )

Es decir, A= ¢ Mayo(Z) y entonces A~! ¢ G(n,Z).

Ahora, consideremos el conjunto de las matrices cuadradas con coeficientes
en los enteros y cuyo determinante vale 1 o -1.

S(n,Z) ={A € Myxn(Z) :|det A| = 1}.

Observamos que S(n,Z) C G(n,Z). La siguiente proposicion nos da condi-
ciones necesarias y suficientes para que una transformacion T4 sea invertible.

Proposicion 6. T4 es invertible si y sélo si A € S(n,Z).
Demostracion. Supongamos que T4 es invertible, entonces existe (74) ! tal que
Tao(Ta)™ = (Ta) L oTy = Id.
Por la Proposicion 5 se tiene que,
(Ta)™" =Ty
Entonces A € G(n,Z) y también A~! € G(n,Z). Esto implica que,

|det A7 = 1.
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Asi también,
|det A| = 1.

Por lo tanto A € S(n,Z). Reciprocamente supongamos que A € S(n,Z),
entonces |det A| = 1. Esto implica que A™! € M, «,(Z). Asf pues, Ty-1 es
un endomorfismo en el toro y como Ty-1 = (T4)~ !, concluimos que T4 es
invertible. O

La siguiente proposiciéon nos muestra una equivalencia mas para saber si un
endomorfismo en el toro T4 es invertible.

Proposicion 7. Una condicion necesaria y suficiente para que T4 sea invertible
es que
Ay— Az eZ" s y—z € 2"

Demostracion. Por la Proposiciéon 6 tenemos que,

T4 es invertible <& A € S(n,Z)
& |det Al =1
S A7 e Myyn(Z)
s ANz czn
& I" C A(Z").

Como A(Z™) C Z", se tiene que Z™ = A(Z™). Pero ésto ocurre si y solo si
Aly—z)eZ" y—zeZ".
Esto ocurre a su vez si y sélo si,
Ay— Az e 2" < y—x € Z".
O

A continuacién, vamos a definir un tipo especial de endomorfismo que lla-
maremos los automorfismos en el toro n’ésimo.

Definicién 5. Para cada A € S(n,Z), el endomorfismo T4 : T™ — T™ recibe el
nombre de automorfismo en el toro.

Hacemos las siguientes observaciones:

1. Por la proposicién anterior, se tiene que todo automorfismo en el toro es
invertible.

2. La inversa de un automorfismo en el toro T4 es también un automorfismo
en el toro.
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Ejemplo 2 (Automorfismo en el toro.). Consideremos:

().

Observamos que det A = 1. Esto implica que A € S(2,Z). Por lo tanto,

a1 1 -1\ ([ 1 -1
A =qwal o 2) Tl 2 )

Con det A= = 1. Esto implica que A~ € S(2,Z).

Ahora definiremos lo que vamos a entender como la medida de Lebesgue en el
toro. Sea m la medida de Lebesgue en R™ y sea B C [0, 1]™ un conjunto medible.
Definimos:

[B] = {[z] : = € B}.
Definimos la medida de Lebesgue en el Toro A como,
A([B]) = m(B).
A continuacién probaremos que todo endomorfismo en el toro T4 preserva

la medida de Lebesgue en el toro A.

Proposicion 8. Cualquier endomorfismo en el toro preserva la medida de Le-
besgue en el toro.

Demostracion. Sea A € G(n,Z), r > 0y z € T". Se sabe que cada punto
x € T", tiene un nimero k = | det A| de preiméagenes bajo el endomorfismo en
el toro T'4. Asi pues,

(T4) Y(B(z)) =ByU---UDBy,

donde B, Bs,---, By son k componentes conexas. Consideremos las inversas
locales,
SiIBT(ZL')—)BideTA VZ:LZ,,]C
Asi pues, T4 0 S; = Id. Entonces d,S; = A~! para toda y € B,(r) y para
cadai=1,2,---k.

k
N(Ta) 7 (B(@)) = 3 MBy)
k
= > ASH(B (@)

=1
k
=> / | det dy.S;|dA ()
i=1" Br(z)
:\detA\/ | det A=1|dA
B, (z)

= \(B.(2)).
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1.2.5. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov tienen gran importancia en diversas areas de las
matemaéticas. En el estudio de los sistemas dindmicos son importantes ya que
nos permiten codificar y extraer las propiedades de otras transformaciones que
preservan la medida de una manera mas sencilla. Asi también, son importantes
en el estudio de la Teoria de la Informaciéon y en Probabilidad como veremos
mas adelante en el capitulo 5.

La informacion se suele representar como una secuencia discreta de simbolos,
por ejemplo, un periédico, un libro o este mismo trabajo consiste de una secuen-
cia muy larga de simbolos, o bien, una computadora organiza la informacion en
bloques de 0’s y 1’s que pueden representar cosas diversas como miisica, etc. Asi
pues, vamos a considerar un conjunto de k € N simbolos Ay, llamado alfabeto.
Cada simbolo en nuestro alfabeto A}, recibe el nombre de letra. Las secuencias
finitas de letras reciben el nombre de palabras o bloques.

Las sucesiones simbolos en la vida real suelen ser finitas. Sin embargo, es
util trabajar con sucesiones infinitas. Podemos considerar una fuente o maquina
que transmite simbolos a partir de un tiempo fijo sin interrupcion. En este caso
consideramos sucesiones infinitas en un sélo sentido.

(xn)neN = (I0x1x2 e )

Una sucesion de letras infinita en ambos lados puede representar la historia
completa de una fuente que ha transmitido letras por cada unidad de tiempo.
Por conveniencia utilizaremos un punto para identificar el tiempo cero o el
instante actual.

(xn)nGZ = ( e T_1.20T1T2 ¢ ¢ )

Denotaremos al conjunto de todas las sucesiones infinitas de simbolos en un
sentido que contienen simbolos del alfabeto Ay como mostramos a continuacion
y lo llamaremos el conjunto de las sucesiones laterales.

v =AY

Al conjuntos de todas las sucesiones infinitas en ambos sentidos de simbolos
en un alfabeto Ay lo llamaremos el conjuntos de las sucesiones bilaterales y lo
denotaremos como sigue.

Y = AL,

Decimos que una sucesion z = (z,) ya sea lateral o bilateral contiene un
bloque o palabra w = wyws---w; si existe un j tal que w; = z;4,; para ¢ =
1,2,---,l. Usualmente en los lenguajes no cualquier bloque de simbolos tiene
sentido. Para restringir cuales bloques estan permitidos y cuéles no, recurriremos
las llamadas matrices adyacentes. Los subespacios resultantes reciben el nombre
de "shifts"de Markov.

Una matriz adyacente es una matriz que pertenece al espacio My ({0, 1}),
es decir, son las matrices cuadradas A = (a;;) con entradas de ceros y unos. Para
explicar como es que la matriz adyacente describe las sucesiones que pertenecen



16 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS

al subespacio y cuéles no, vamos a considerar un alfabeto A; y una numeracion
de sus elementos {1,2,---,k} de manera que nos referiremos a los elementos
del alfabeto por su nimero asignado. Cada entrada de la matriz nos indicaré
si puede ocurrir un determinado simbolo después de otro, dependiendo de si el
valor correspondiente de la entrada en 1 o 0. Por ejemplo, si quiero saber si
después del simbolo 2 puede ocurrir el simbolo 3, debo fijarme en la entrada de
la matriz aos. Si la entrada vale 1, significa que puede ocurrir. Si la entrada vale
0, significa que no puede ocurrir. Una manera méas formal de expresar esta idea
seria la siguiente:

ng = {(2n)nen € Z;r YOg,2,., = 1Vn € N},

Ya={(n)nez € i : az,z,,, = 1Vn € Z}.

A cada matriz adyacente A le podemos asociar una grdfica dirigida T 4 que
describa su comportamiento. Cada vértice de la grafica representa los distintos
simbolos del alfabeto. Las flechas que conecten los distintos vértices indicaréan
si después de un simbolo puede ocurrir otro.

Ejemplo 3. Consideremos una matriz es una matriz adyacente junto con su
respectiva grafica.

(1) ol e

Algunas de las transiciones posibles son,
1-1—-1—-1—-1—1.

o bien,
1-2—>21—22—2—2.

Asi pues, se pueden describir sucesiones como (111111 --+) o como (---121222---).

Ejemplo 4. Consideremos la siguiente matriz adyacente de 3 x 3 junto con su
respectiva grafica.

11 0
10 1 C
00 1

Una transicién posible seria,

.1 /_\ .2 .3 Q
12221222323 —---.
Sin embargo, una transiciéon que no se admite es,
1-2=23—-2—=2

Asi pues, mientras la sucesion (12123333 - - - ) pertenece a X7, la sucesion (12322 - - -)
no pertenece a Zj.
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Dada una matriz adyacente A = (a;;) con,j € {1,2,-- -k}, decimos que una
palabra w = wyws - - - w; con wy,ws, -+, w; € Ay estd permitida si ag,z,,, =1
para toda n € N, o bien, de manera equivalente, si existe una flecha en la gréfica
'y que va de z,, a x,,41. Si una palabra no estd permitida, decimos que esté
prohibida.

A continuacién vamos a definir la transformacion corrimiento. La transfor-
macién corrimiento se define sobre los shifts de Markov y consiste en recorrer
la sucesion completa un paso a la izquierda. Esta transformaciéon se puede in-
terpretar como el paso del tiempo en una fuente que va emitiendo simbolos.

Definicién 6. Sea A € My ({0,1}) una matriz adyacente y sea X un shift
de Markov lateral. Definimos la transformacion corrimiento lateral o: ZX —
EX como la sucesion que se obtiene al recorrer un paso a la izquierda una suce-
sion dada.

0(9301713’]2 .. ) = (331132333 s )

De manera anéloga, se define la transformacién corrimiento para sucesiones
bilaterales.

Definicion 7. Sea A € Mpxx({0,1}) una matriz adyacente y sea L4 un
shift de Markov bilateral. Definimos la transformacion corrimiento bilateral
0: X4 — XA como la sucesion que se obtiene al recorrer un paso a la izquierda
una sucesion dada.

o(-x_q.x0x102 ) = (.. X_1T0.T1T2 -+ ).

Observamos que de la definicion se sigue que la transformaciéon corrimiento es
invertible cuando se aplica a sucesiones bilaterales, pero no es invertible cuando
se aplica sobre sucesiones laterales.

A continuaciéon vamos a definir dos medidas, a saber, la medida de Bernou-
lli y la medida de Markov. Posteriormente probaremos que la transformacion
corrimiento preserva ambas medidas. Para definir la medida de Bernoulli y la
medida de Markov, definiremos antes una o-algebra adecuada generada a partir
de los cilindros. Definiremos primero los cilindros en el espacio Ez.

Definicion 8. Sea Ay un alfabeto, sea E$ el espacio de sucesiones laterales,
meN yi, -, iy, € Ag. Definimos un cilindro C;, ... ;,, C Z; como:

Ci1,~~-,im = {(jl_]g) S EZ Zjl =4Vl = 1,--- ,m}.

Asi también, de manera anéloga, definimos los cilindros para el espacio de
sucesiones bilaterales >y..

Definicion 9. Sea Ay un alfabeto, Xy, el espacio de sucesiones bilaterales, r € Z,
m €N Yy ipipp1- yirym € Ag. Definimos un cilindro C; C g
como

rolrg1 S lrgm

Ciyivpr o sivam =10 Jsfst1isez ) €ESp i =0Vl =r,r+1,--- ;v +m}.
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Un tipo de cilindro particularmente importante son los llamados cilindros
centrados en el origen que se definen como sigue.

Definicion 10. Sea Xj el espacio de sucesiones bilaterales. Sea m € N y
i—m, 5 im € Ai. Definimos un cilindro centrado en el origenC;_, .. ; C
Y como

Ci_ i =+ d=1joj1-++) € Xt i =0Vl = —m, - ,;m}.

Tanto en el espacio ¥} como en el espacio Z:, la o-algebra con la que
trabajaremos es la o-algebra generada por los respectivos cilindros. Para definir
la medida de Bernoulli definiremos primero un wvector de probabilidad.

Definicién 11. Sea k € N y p = (p1,p2,- -+ ,px) € (0,1)F. Decimos que p es
un vector de probabilidad si

k

Zpi =1

=1

Con base en un vector de probabilidad, definimos la medida de Bernoulli
lateral y la medida de Bernoulli bilateral de manera explicita sobre los cilindros
que son generadores de la o-algebra S.

Definicién 12. Sea (X}, S) un espacio medible y p = (p1,pa2,- -+ , k) un vector
de probabilidad. Definimos la medida de Bernoulli lateral como

tp(Ciigin) = Piy *** Pi -
Para cadam € N y iy, - i, € {1,--- ,k}.

Asi también, de manera anéloga, definimos la medida de Bernoulli en el
espacio Y.

Definicion 13. Sea (X, S) un espacio medible y p = (p1,p2,- -+ ,pr) un vector
de probabilidad. Definimos la medida de Bernoulli bilateral como

Pp(Ciiy iy vy ) = PinPipyy *** Pi -
Para cadar € Z, m €N yip,tpy1- ,lpym € {1, -k}

Ejemplo 5. Consideremos el vector

_ (111
P=\%336)"

Observamos que el vector p es un vector de probabilidad ya que la suma de
sus entradas es 1. Calculamos la medida de Bernoulli para el cilindro Ci132,
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Para definir ahora la medida de Markov, definiremos primero una matriz
estocdstica

Definiciéon 14. Sea k € N y sea P = (p;j) una matriz cuadrada k X k tal que
pij > 0 para cada i,j =1,2,--- , k. Decimos que P es una matriz estocdstica
si la suma de sus filas resulta 1, es decir,

k
> piy=1  Vi=12--k

Jj=1

Para definir la medida de Markov, necesitamos asociar a las matrices estocas-
ticas un vector de probabilidad. Decimos que una matriz estocastica P = (p;;)
y un vector de probabilidad p = (p1,p2,- - ,px) forman un par estocdstico
(P,p) si se cumple p = Pp, es decir,

k
szpw:p] vj:17277k
i=1

No siempre podemos dada una matriz estocastica P asociarle un vector de
probabilidad p tal que (P,p) forme un par estocéstico. El siguiente teorema
muestra las condiciones que debe cumplir la matriz estocastica para que pueda
existir un par estocastico. Mas aun, se prueba que el vector de probabilidad
asociado a la matriz estocastica para formar un par estocéstico es tnico.

Teorema 4 (Perron-Frobenius). Sea P = (p;;) coni,j=1,2,--- , k una matriz
estocdstica. Si P es una matriz irreducible, es decir, que para cada entrada existe
un m € N tal que la entrada ij de la matriz P™ es positiva, entonces existe un
dnico vector de probabilidad p tal que (P,p) es un par estocdstico.

Demostracion. Consideremos la norma |v|| = Zle |v;| v definimos el conjunto,
k
S={ve®R))": v =1}
Asi también, definimos F': S — S como

Pv
PO = 1a

Observamos que la funciéon F' es continua. Sabemos que S es homeomorfa
a la bola cerrada unitaria en R*~!. Por el Teorema del punto fijo de Brouwer
sabemos que existe p € S tal que,

Pp

pZF(p)=m~
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Ahora bien, observamos que por definicién de la norma que estamos utilizando

k

1Ppll = 1(Pp)i|

j=1

k k
:ZZW\PW’

j=1i=1

k k
= Z [Pl Zpij
i=1 j=1
k
=Y Inil
i=1

= lpll = 1.

Veamos que las entradas del vector p son no negativas. Como p € S debe
tener al menos una entrada positiva, digamos p; para j € {1,2,---,l}. Sea
i € {1,2,---,k}. Por hipotesis, P es una matriz irreducible, entonces existe
m € N tal que la entrada ij de la matriz P™ es positiva. Como p es no negativo
y p = Pp se tiene que

k

pi = Z(Pm)ilpl > (P™)ijp; > 0.
=1

Asi pues, las entradas de p son necesariamente positivas. Veamos que el
vector p es Gnico. Supongamos que existe ¢ = (g1, g2, - ,qr) € S diferente de p
con entradas positivas y que ademés cumple que Pq = q. Consideremos

, {pl D2 Pk}
t = min —, =, —
q1 Q2 qk

y nos fijamos en el vector p — tq. Como t = % para alguna j € {1,2,--- ,k},
J
entonces la entrada p; — tq; = 0 mientras que las demés entradas son mayores

o iguales a cero. En efecto, supongamos que [ # j. Como
]
q qj
esto implica que
Py
p— =g =p —tg > 0.
4q;
Las entradas del vector p — tq son mayores o iguales a cero salvo la entrada
J que es igual a 0. Observamos también que p — tg es un vector caracteristico,
pues
P(p—tq) = Pp—tPq=p—tq.
Sin embargo, dado que por hipotesis tenemos que P es una matriz irreduci-
ble, por un argumento anélogo al que se utiliz6 para probar que las entradas de
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p son positivas, se puede probar que las entradas de p — tq son necesariamente
positivas. Lo cual es una contradiccion ya que la entrada j vale 0. Por lo tanto,
el vector p es tnico. O

A partir de un par estocastico (P, p), vamos a definir la medida de Mar-
kov lateral y la medida de Markov bilateral. Recordamos que la o-algebra S
sobre la que definiremos las medidas es la o-algebra generada por los cilindros
respectivos.

Definiciéon 15. Sea (oy,S) un espacio medible y sea (P,p) un par estocdstico,
definimos la medida de Markov lateral asociada al par estocdstico (P,p)
como

1(Pp) (Ciy i) = PiPivia "+ Piny— -
Para cada m € N y iy, ig, - ,ip € {1,2,--- k}.

Asi también, de manera analoga, definimos la medida de Markov en el espacio
Yk

Definicion 16. Sea (X, S) un espacio medible y sea (P, p) un par estocdstico.
Definimos la medida de Markov bilateral asociada al par estocdstico (P, p)
como,

M(P7p)(cirir+1-~ir+m,) = Pi,Pivipi1Pirgririe " Pirpm—10rim:
Para cadar € Z, m €N y ipiry1 - ipim € {1, k}.
Las medidas de Markov estédn bien definidas porque los cilindros son gene-
radores de la o-algebra S.
Ejemplo 6. Consideremos la matriz P
o ( ) |

Observamos que la matriz P es una matriz estocastica, ya que sus filas suman
1. Asi también, observamos que el vector de probabilidad p = (1/2,1/2) es un
vector caracteristico y positivo de la matriz P y entonces p = pP. Asi pues, se
tiene que (P,p) es un par estocastico. Calculamos la medida de Markov para el
cilindro Cio1,

[l 1
Ol

L.t
2 2 4

Antes de probar que la transformacién corrimiento preserva tanto la medida
de Bernoulli como la medida de Markov, es importante mencionar que la medida
de Bernoulli se puede ver como un caso particular de la medida de Markov.
Basta tomar p;; = p; para cada i y j como la matriz estocéstica. Asi pues, sélo
necesitamos probar que ¢ preserva la medida de Markov.

t(pp)(Ci21) = p1p12pa1 =

Proposicion 9. Sea (X, S, p) un espacio de medida donde S es la o-dlgebra
generada por los conjuntos cilindros y p la medida de Markov bilateral. Entonces,
la transformacion corrimiento o preserva la medida de Markov bilateral.
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Demostracion. Sea pipyp) la medida de Markov asociada al par estocastico
(P,p). Sea r € Z'y m € N. Entonces
0'_1 (C’z = Ci

1»i7-+1"'i1»+m) rhrt1lrgm

Asi pues, es inmediato que

H(P,p) (J_l(cirir+1'--ir+m)) = M(P,p)(cirir+1"'ir+m)~

Por lo tanto, o preserva la medida ji(py).
O

Observamos que en particular la transformaciéon o preserva la medida pa-
ra los cilindros centrados en el origen. A continuaciéon vamos a probar que la
transformacion o preserva la medida de Markov lateral.

Proposicion 10. Sea (E:, S, 1) un espacio de medida donde S es la o-dlgebra
generada por los cilindros y p la medida de Markov lateral. Entonces, la trans-
formacion corrimiento o preserva la medida de Markov lateral.

Demostracion. Sea ji(p,p) una medida de Markov asociada a un par estocastico
(P,p). Se tiene lo siguiente

k
o (Ciyin) = | Cir-inn-
j=1

Observamos que | J =1 Cjiy-i,, € una union ajena. Asi pues, se tiene que

m

k
o (Ciin) = 1 | U Ciiroinm
j=1

I
M=

#(Cliy iy )
1

<.
I

[
™=

PjPjiiPivia * " Pim—19mPimj
1

.
Il

k
= Piriz " Pim—1im ijpjil
j=1
= pi1pi1i2 o .pianlinL
= p(Cly iy )-
Por lo tanto, o preserva la medida de Markov. O

La medida de Markov y la medida de Bernoulli son de suma importancia en
Probabilidad. Podemos considerar un conjunto finito de eventos mutuamente
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exclusivos con sus respectivas probabilidades, los eventos pueden ser dependien-
tes o independientes. Por una parte, si consideramos que los eventos son inde-
pendientes, entonces se puede calcular la probabilidad de que ocurran eventos
simultaneos al calcular su medida de Bernoulli. Por otra parte, si consideramos
que los eventos son mutuamente dependientes, entonces la probabilidad de que
ocurra un evento después de que ocurrié otro, depende del valor correspondiente
en su matriz de transicion y de la probabilidad del estado. Se puede calcular la
probabilidad de un determinado estado al calcular su medida de Markov.

1.3. Existencia de las Medidas Invariantes

En la secciéon anterior 1.2 se presentaron algunos de los ejemplos mas re-
presentativos de transformaciones que preservan una medida para espacios de
medida finita. Sin embargo, no es claro que dada una transformacién medible
T definida en un espacio de medida (X, S, '), siempre se pueda encontrar una
medida g no trivial, definida sobre la misma o-algebra S, de manera que T
preserve la medida pu.

En esta seccién mostraremos que el problema de la existencia de las medidas
1mvariantes tiene solucion al menos para espacios métricos compactos y cuan-
do la transformacion T es continua. En la primera parte, mostraremos algunas
de las propiedades principales del espacio de medidas finitas M(X) y posterior-
mente presentaremos el Teorema de Kyrilov-Bogolubov que condensa la solucion
al problema de la existencia de medidas invariantes.

1.3.1. Espacio de Medidas

A continuacion probaremos algunas de las propiedades principales que tienen
los espacios de medida finitos. Dado un espacio de medida (X, S, '), denota-
mos por M(X) al espacio de medidas definidas sobre la misma o-algebra tales
que p(X) = 1. Mostraremos que si el espacio X es un espacio métrico compac-
to, entonces el espacio de medidas M(X) es un espacio métrico, compacto y
convexo.

El espacio de medidas es un espacio métrico.

Para mostrar que el espacio de medidas M(X) es un espacio métrico, se defi-
nird de manera explicita una métrica d. Para definir a la métrica d, probaremos
antes algunos resultados auxiliares. Sea (X, d) un espacio métrico compacto.
Denotamos como C(X) al conjunto de funciones continuas con valores reales.

C(X)={¢: X = R: ¢ es continua}.

Observamos que el conjunto C(X) tiene estructura de espacio vectorial con
las operaciones:

(f +9)(@) = f(x) +g(x)
(Af)(2) = A(f ().
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Mas aun, definimos la norma ||-|| ., sobre C'(X) como sigue:
6]l = max{|p(z)| : x € X}.

A continuacion probaremos que el espacio (C(X), [|-||.,) es separable, es de-
cir, que tiene un conjunto denso y numerable. La prueba del teorema ocupa el
Teorema de Stone-Weierstrass, recordaremos lo que dice el teorema y la defini-
cion de algebra de funciones.

Definicién 17. Sea X un espacio métrico compacto. Decimos que D C C(X)
es un dlgebra de funciones si para f,g € D y A € R se cumple lo siguiente:

» f+geD.
= fgeD.
= A\feD.

El Teorema de Stone-Weierstrass se enuncia en términos de familias de fun-
ciones que son separadoras de puntos, es decir, para cualesquiera dos puntos,
podemos encontrar al menos dos funciones en la familia tales que los valores
de los puntos evaluados son distintos. El Teorema de Stone-Weierstrass afirma
que si una familia de funciones es separadora, entonces la cerradura del 4lgebra
de funciones més pequena que la contiene coincide con el conjunto de funciones
continuas.

Teorema 5 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio compacto y
Ty?. Si D C C(X) es una familia de funciones que separa los puntos de X y
contiene a la funcion constante 1, entonces la cerradura del dlgebra generada
por la familia D es idéntica con C(X).

Para probar que el espacio de funciones continuas es separable, definiremos
una familia de funciones continuas numerable con estructura de algebra que
satisfaga las hipdtesis del Teorema de Stone-Weierstrass, es decir, que sea una
familia separadora. De esta manera, podremos afirmar que la familia definida
es ella misma un conjunto denso en el espacio de funciones continuas.

Teorema 6. Sea (X, p) un espacio métrico compacto. Entonces, el espacio
(C(X), |I-l) es separable.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que el espacio X es un espacio métrico
compacto, entonces se tiene que X es un espacio separable, es decir, existe un
conjunto D C X tal que es denso y numerable. Por el principio del buen orden,
sabemos que podemos numerar a los elementos del conjunto D. Supongamos que
el conjunto (z,)nen s una numeraciéon del conjunto D. A partir del conjunto

2Es decir, satisface el siguiente axioma de separacién: Vz,y € X,3U,V abiertos tales que
zelUyeVyUnV =90
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D = (2y)nen definimos la familia de funciones {Xnm }n.men como sigue, para
cada n,m € N,

1 ) 1

L g sl <

Xnm (%) = 1
0 si p(x,xy) > —

Vamos a probar que la familia {Xpnm }n,men satisface las condiciones del
Teorema de Stone-Weierstrass, es decir, probaremos que las funciones de la
familia son continuas y que la familia separa puntos.

Afirmacién: Las funciones de la familia {Xm }n,men son continuas.

Sean n,m € Ny sea ¢ > 0. Tomamos § = e y supongamos que p(z,y) < 0.
Veamos que |Xnm () — Xnm(y)| < €, para ello, analizamos los siguientes casos:
Caso 1: p(z,z,) < =y p(y,zn) < % Entonces se sigue que,

1 1
|Xnm(x) - Xnm(y)l = m p(a:,xn) o p(y,xn)
= |p(x,xn) - p(y,xn)\
<plz,y) <d=¢

Caso 2: p(z,z,) > ~ y p(y,zn) > . Luego,

|Xnm($) - Xnm(y)| = |0 - O| <e
Caso 3: p(z,z,) < % y p(y, x,) > % Esto implica,

X () — Yo ()] = % R ——

L < p(y, zn), entonces,

Como p(z,z,) <

1
0< E - p(xaxn) < p(y7x'fb) - p(x,xn) < p(may) <d=e

Por lo tanto, en cualquier caso, X, es continua para cada n,m € N. Asi tam-
bién, veamos que cumple la segunda condicién de Teorema de Stone-Weierstrass.
Afirmacién: La familia de funciones {Xnm }n,men separa puntos, es decir, para
cada z,y € X, existen n,m € N tales que Xnm(2) # Xnm(y). Sean z,y € X.
Consideramos p(z,y) = § y nos fijamos en una N € N lo suficientemente grande

de tal manera que,
N N
(Ms’ 5> nN#0.

Sea m € ((N]—Vl)67 %) N N. Entonces se tiene,
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Esto implica que,

§_1_(N-1p
N m N

Consideramos B 3 (x). Por densidad de D, se sigue que existe n € N tal que,

anB%(x)ﬂD.

Luego,
( ) < 0 - 1
Tp,T) < — < —.
P N m
Por definicion se tiene que Xpm(z) = &= — p(@n,x) > 0. Veamos que - <
p(y, zn). Como,
o _ plx,y)
< — =
p(xn,l') — N N ’
se sigue
p(z,y)
_ < _ )
N = p(Tn, )

Sumando el término p(z,y) a ambos lados de la desigualdad y por la desigualdad
del triangulo

< p(x,y) - p(l’n,fﬂ) < p(y,wn),
pero,
< <y, zn).

Entonces, se tiene que xnm(y) = 0. Por lo tanto, se tiene que Xnm () # Xnm (Y)

y entonces concluimos que la familia {Xnm }n,men Separa puntos. Si conside-
ramos la familia de funciones K = {Xnm }n,men U {1}, donde 1 es la funcién
constante 1. Por el Teorema de Stone-Weierstrass se tiene que,

A(K) = C(X),

donde A(K) es el dlgebra generada por la funciones de la familia K. Observamos
que el conjunto A(K) es un conjunto denso sobre C(X). Sin embargo, no se
garantiza que sea un conjunto numerable.

Definimos la familia de funciones B tal que para cada N € N tienen la forma,

N
co + § CiXnimgs
=1

donde cg,c1,- -+ ey € Q, ny,m; € NVie€ {1,2,--- | N} y sus productos finitos.
Como, por definiciéon de algebra de funciones, los elementos de A(K') son de la
forma

N
co + g CiXnimss
i=1
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donde ¢, ¢y, ey €ER, nyym; € NVie {1,2,--- | N} y sus productos finitos,
entonces se tiene que,

B C A(K").

Mas atn, como sabemos que cada nimero real se puede aproximar por una
sucesion de niameros racionales, entonces tenemos que,

B = AK')

y como la cardinalidad de Q es Ng, se concluye que la cardinalidad de B es .
Por lo tanto, B es un conjunto denso y numerable en C(X) y asi concluimos
que C(X) es separable. O

El Teorema 6 asegura que dado un espacio métrico (X, p), el conjunto de
funciones continuas C'(X) es separable, es decir, existe un conjunto D C C'(X)
denso y numerable. Para definir una métrica sobre el espacio de medidas fini-
tas M(X), nos restringiremos a las funciones en C(X) tales que [|¢| ., < 1.
Definimos el siguiente conjunto,

H={6€CX):|l6ll <1} ND. (15)

Observamos que el conjunto H es también denso y numerable. Por el prin-
cipio del buen orden, podemos considerar una numeraciéon de los elementos de

H, digamos (¢,,)nen- Definimos d : M(X) x M(X) — Rt como sigue:

W) =S o | [ontu— [ onav
n=1

A continuacion probaremos que la funcion d que se acaba de definir es una
meétrica para M(X). Primero probaremos que esté bien definida y posteriormen-
te probaremos que satisface las condiciones para ser considerada una métrica. El
siguiente lema tiene como consecuencia directamente que d esta bien definida.

. (1.6)

Lema 1. Sea (X, p) un espacio métrico, H definido como en (1.5) y M(X)
el espacio de medidas finitas en X definidas sobre la o-dlgebra S. Entonces la
funcion definida en (1.6) satisface la siguiente desigualdad:

o 2||dn]|oo
apry < 30 A0 < gy e M), (1.7)
n=1

donde ¢, € H para cada n € N.

Demostracion. Por la desigualdad del triangulo y por propiedades de la integral
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se obtiene lo siguiente:

Jo fo

Vn e N

|t s

< [1onldu+ [1oldy e

S/wwwm+/wm&u vneN

< fulloc(u(X) + (X)) VneN
—2pulle VnEN.

Como >0 | 5= =1y [[¢n]| <1 Vn €N, entonces tenemos,

O

Por el Lema 1 se tiene que la suma infinita definida por la funcion d :
M(X)x M(X) — R" es una suma convergente para cada u,v € M(X). Por lo
tanto, la funcién d esta bien definida. Veamos ahora que la funcién d satisface
las propiedades de una métrica.

Proposicion 11. Sea (X, p) un espacio métrico compacto y H como en (1.5).
La funcion d : M(X) x M(X) — Rt definida como:

dwwszi/%w—/%w
n=1

es una métrica para M(X), donde ¢, € H para cada n € N.

Demostracion. Para probar que d es una métrica para M(X) se debe verificar
que se cumplen las siguientes propiedades:

s d(p,v) >0 Vu,ve M(X).

s d(p,v) =d(v,p)  Yu,v e M(X).

» d(p,v) < d(p,p) +dlp,v)  Yu,v,p € M(X).
w d(p,v) =0 v =yp.

Para la probar la primera propiedad, observamos que,

04/%@—/%®

=cp Vn € N.
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Esto implica que
oo
=3 g
—om
Veamos la segunda propiedad.
o0

d(p,v) = Z

dp — / éndu’
dy—/qﬁndu’

oo

1
:2_22

=d(v, p)

{/%w—/%@+/%@—/%w
4/%@/%%+V@@>/mw.

v | ondo= [ oua
Finalmente la cuarta propiedad. Supongamos primero que v = . Esto implica

que,
/%w /mm%o

Ahora supongamos que d(u, 1/) = 0 y veamos que p = v. Para probar que
p = v se probara que [ ¢dp = [ ¢dv para toda funcion ¢ € C(X). Asi pues,

La tercera propiedad.

’/mw—/%w

Entonces,

d(p,v) < Z 2i dup — /(;Sndp‘ Z
= d(u,

p) +d(p,v).

d(p,v) = d(p, p)

=1
Z— du—/d)nduzo.
21’L
n=1
Esto implica que,
’/¢ndﬂ—/¢ndv =0 Vn € N.

Sin embargo, esto ocurre si y s6lo si

/¢ndu—/¢ndl/=0 Yn € N.
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Entonces
/(bndu = /cﬁndy Vn € N. (1.8)
Ahora bien, si ¢ € C(X), entonces

¢
[EX

Como H = (¢, )nen es denso en {¢ € C(X) : ||}]lcc < 1}, entonces, para € > 0,
existe m € N tal que,

€{peCX): ¢l <1}

— qﬁmH < €.

oo

E
6]l

Como sabemos que,

quH <€ Ve e X,

o0

H¢||oo ‘ H [6]loo

se sigue que,

T —qu(x)‘ <e Vo € X.

Integrando,

/G

Entonces se tiene

@) du‘ </ ]m - qsmo:)\ dn < p(X)e =
||¢||m [ o [ o<

—e<—||¢1||oo/¢>d1/+/¢md1/<e.

Sumando ambas desigualdades se obtiene

—2€<—m </¢du—/¢du> </¢mdu—/¢mdu—|—26.
/¢mdu—/¢mdu+26§ ‘/qudu—/qudl/

Pues habfamos visto en (1.8) que [ ¢,,,dpu = [ ¢, dv. Por lo tanto,

| o= o

Como € es arbitrario, se concluye que,

/qﬁdu = /ngdV Vo € C(X).

Por lo tanto p = v. Asf pues, la funcion d : M(X) x M(X) — RT es una
métrica. 0

Analogamente,

Pero
+ 2¢ = 2e.

< 2e.
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El espacio de medidas es un espacio compacto.

Se acaba de probar que el espacio de medidas M(X) es un espacio métrico.
A continuacién se probara que también es un espacio compacto. Para probar que
el espacio de medidas es un espacio compacto, probaremos el siguiente criterio
para asegurar cuando converge una sucesion de medidas.

Proposicion 12. Sea (X, p) un espacio métrico compacto y (M(X),d) el es-
pacio de medidas en X, donde d es la métrica definida en 1.6. Sea también
(tn)nen una sucesion de medidas en M(X) y pp € M(X), entonces tenemos
que d(pn, 1) = 0 cuando n — oo si y sdlo si,

lim | ¢du, = / odp Vo e C(X).

n—oo

Demostracion. Supongamos primero que d(pin, 4) — 0 si n — oo. Entonces por
definicién se tiene,

= 1
ZW‘/¢mdun—/¢mdu’—>0 sin — oo VYm € N.
m=1
Esto ocurre si y soélo si,

Es decir,

n—oo

lim | Gdn = / mdp  WmeEN.

Consideremos ¢ € C'(X) no cero y € > 0. Como H = (¢ )nen es denso en
{¢ € C(X) : ||¢||co <1}, entonces tenemos que existe m € N tal que,

—gbmH < e.

oo

[
[6]loo

Entonces, para cada n € N se tiene

m ‘/¢dﬂn /(bdu' < ’/qudun /¢mdﬂ‘ 1%

Haciendo n — oo obtenemos,
/ bl — / ¢dﬂ‘ < 2e.

lim | ¢du, = /¢du Vo € C(X).

1 i
—— limsup
[$lloc  n—oo

Como ¢ es arbitrario, se concluye,

n—roo
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Ahora, reciprocamente supongamos que

lim [ ¢du, = /(bdu Vo € C(X).
n—oo

Sea € > 0. Veamos que existe k = k(e) € N tal que si n > N(e) se tiene que
d(n, ) < €. Ahora bien, por la Propiedad Arquimediana, sabemos que existe
un namero natural m = m(e) tal que,

1
2"17_1 < €.
Observamos que para cada i € {1,--- ,m}, existe k; € N tal que
‘/szdﬂn —/(bzd,u‘ < €.

Tomamos kf, = méax{k; : i € {1,--- ,m}}. Entonces se tiene que si n > k.,
entonces

’/¢idun—/¢¢du‘<e Vie{l,---,m}.
Asi pues,

d(,um :Z /¢zd,un /(bzdﬂ’
1
= 29 i — [ ¢idp| + 27 Gidpn — [ ¢idp

i=1 1= m+1

i 5t S x| [t [ o

2 9i 9 iAfln — AL

La dltima linea se sigue de la cota encontrada en el Lema 1. Finalmente, por la
eleccion de m, sabemos que 2,,%1 < e para cada n > k7. Asi pues, se tiene que,

d(pin, 1) < 2€ Yn > k..
Por lo tanto, concluimos que d(py,, 1) — 0 cuando n — oo. O

El siguiente resultado muestra que el espacio (M, d) es un espacio compacto.
La prueba del teorema ocupa el Teorema de Representacion de Riesz de Teoria
de la Medida, mismo que enunciamos sin prueba a continuacién.
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Teorema 7 (Representacion de Riesz). Sea (X, p) un espacio métrico compac-
toyJ: C(X) = R un operador lineal, continuo y positivo. Entonces existe
eractamente una medida p en la o-dlgebra de Borel de X tal que

16) = [odn  voeC().

Mas aun, si se tiene que J(1) =1, entonces p(X) = 1.

Teorema 8. Si (X, p) es un espacio métrico compacto, entonces (M(X),d) es
compacto.

Demostracion. Como (M(X),d) es un espacio métrico, para probar que M (X)
es compacto, basta probar que toda sucesion (i )neny € M(X) tiene una sub-
sucesién convergente.

Sea (fin)nen una sucesion en M(X). Por el Teorema 6 se tiene que C'(X)
es separable, entonces existe un conjunto H = (¢, )nen denso en {¢ € C(X) :
lplloc < 1}. Asi pues, ¥n € N, definimos la sucesion £, : N — [—1,1] como
sigue:

5u0) = [ .

Por el Teorema de Tychonoff, se sabe que el espacio de sucesiones [0, 1] con
la topologia producto es compacto. Asi pues, como (8,)nen C [0, 1]V, entonces
existe una subsucesion convergente (5, Jnen en esta topologia. Asi pues,

(B, (F)mers = ( / ¢kd“7"”>neN

converge para cada k € N. Asi también, por densidad de H, se sabe que para
cada ¢ € C(X) y € > 0, existe k € N tal que,

¢
—— — ¢l <e
H [16]loc o0
Ahora bien, se tiene lo siguiente:
¢ / ¢
o dbm, — [ Okdpim,, | < [ | = Ok | dptm,
‘/ lolloe ™ " [16]]s0 "
¢
< i — @kl dpm,
/H l[8]lo0 00
< e/d,umn
= €im, (X) = €.

Asi pues,

—e < /djﬁdﬂmn - /¢kdﬂ'mn < e.
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Anélogamente,

—€< —/(;ﬁduml —i—/qﬁkduml <e.

Sumamos las desigualdades,

‘/Hqﬁﬁmdum" _/ﬁd“ml - (_/¢kdﬂmz +/¢kdumnﬂ < 2.

De la desigualdad del triangulo ||a| — [b]| < |a — b| tenemos,

‘/ ol Vi \|<z>||oo Gt ’/ Prdptm,, — / Srdpi,

Entonces,
< ‘ [ i, = [ ondun,

m ’ [ odsen, ~ [ o,

Como (f ¢k7dlu’mn)n€N converge Vk € N, entonces es de Cauchy. Esto implica
que para m, [ suficientemente grandes se tiene que,

‘ / Sx i, — / D, | < €
TP ‘ [ odian, ~ [ i,

‘ [ odsin, [ o,

< 2e.

+2%  Vn,leN.

Esto implica que,

< 3e.

Entonces,

< 3€||]|oo-

Por lo tanto, ([ ¢dl‘bmn)neN es de Cauchy y como (R,|-|) es completo,
entonces se tiene,

lim [ ¢dum, existe V¢ € C(X).

n—oo

Asi pues, tiene sentido definir una funcional J : C(X) — R como sigue:

= Jim [ odpn,.
n—oo
Ahora se probara que la funcional satisface las condiciones del Teorema de
Representacion de Riesz, es decir, que es lineal, continua, positiva y que J(1) =
1. La funcional J es una funcional lineal por las propiedades de linealidad del
limite y las propiedades de linealidad de la integral. Veamos que la funcional es
continua.
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Sea € > 0, tomamos § = e. Supongamos que ||[¢p—||~ < d para ¢, v € C(X),
entonces se tiene lo siguiente:

90) = )] =| Y [ édpn,  lim_ [ v,
— | [ 6 vdun,

~ 1im ‘ / 6 — i,

S 11m /|¢ wldl’(‘mn
< Mm |6 = ¢llooptm,, (X)

= ¢ = ¥lloo-

Pues pm, (X) = 1. Asi pues, para cada n € Ny como [|¢ — 9]jec < § = € se
concluye que la funcional J es continua.Veamos ahora que J(1) = 1.

J(1) = lm [ 1dpy,, = Um g, (X) =1.
n—oo n—oo
Supongamos que ¢ > 0 y veamos que J(¢) > 0. Por propiedades de la
integral se tiene,

/(éd,um" >0 ¥n € N.

Asi pues,
= Jim [ oy, 20

n—oo

Por el Teorema de Representaciéon de Riesz tenemos que existe una tnica
medida p tal que u(X) = 1 que satisface,

tin [ 6dun, =10)= [oau  voecw)

Finalmente, por la Proposicion 12, se concluye que d(fim,, , 1) — 0 sin — oo.
Por lo tanto, M(X) es compacto. O

El espacio de medidas es un espacio convexo.

Hasta ahora se ha probado que el espacio de medidas M(X) es un espacio
métrico compacto. En esta seccion probaremos una propiedad geométrica del
espacio de medidas, a saber, que el espacio M(X) es un espacio convexo.

Recordamos que el espacio M(X) es convexo si para cualesquiera dos pun-
tos p,v en el espacio, se tiene que el “segmento” se recta que los une S, =
{tu+ (1 —t)v : t € [0,1]} esta completamente contenido en el espacio M (X),
es decir, S C M(X).
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Teorema 9. Sea (X, p) un espacio métrico compacto. Entonces, el espacio de
medidas finitas M(X) es un espacio convezo.

Demostracion. Sean u,v € M(X). Para probar que el espacio M(X) es conve-
x0, se debe verificar que tu+ (1 —¢)v € M(X) para cada t € [0,1]. Sea t € [0, 1],
se vera que v = tu + (1 — ¢)v es una medida finita de X, es decir, que satisface
las propiedades para ser una medida y que la medida del espacio X es igual a 1.
Asi, 7 satisface la primera condicion, es decir, satisface que y(0) = 0. En efecto,

(@) = (tu+ (1 —t)v)(0)
=tu(@) + (1 —t)v (D)
=0.

Sea E € S. Para verificar que v satisface la segunda condicion, se debe
cumplir que v(E) > 0. Lo primero que se observa es que u(E) >0y v(E) >0
pues p, v son medidas. Asi también, dado que t € [0, 1], se tiene que t > 0 y que
1 —¢ > 0. Entonces,

tu(E) = 0.
Ademas,
(1-tw(E)>0.
Esto implica que,
V(E) = (tp+ (1= t)v)(E) = 0.
Sea (En)nen C S es una sucesion de elementos ajenos. Para ver que 7 sa-

tisface la tercera condicién, se debe verificar que se cumple que ry(UZozl E,) =
oo 7(Ey). En efecto,

7<G En> =(tp+ (1 —-1t)) (G En>

n=1

I
WK
T
_|_
—

|

.
s
&

Concluimos que v es una medida. Finalmente, hay que verificar que se cumple
7(X) = 1. Como p,v € M(X), entonces se tiene que u(X) =1 = v(X). Asi
pues,

V(X)) = (tu+ (1= t)v)(X)
— tu(X) + (1 = Dw(X)
=t+1—-t=1.
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Por lo tanto, v € M(X) y entonces se tiene que M(X) es un espacio convexo.
O

1.3.2. Teorema de Kyrilov-Bogolubov

El Teorema de Kyrilov-Bogolubov resuelve el problema de las existencia de
medidas invariantes. El teorema prueba que dada una transformaciéon continua
T, existe una medida p tal que T preserva la medida pu, siempre y cuando
el espacio X sea un espacio métrico compacto. Antes de probar el teorema,
probaremos algunos resultados auxiliares. El primer resultado que probaremos
nos afirma que la funcién caracteristica de un conjunto compuesta con una
transformacion T es igual a la caracteristica de la imagen inversa del conjunto.

Lema 2. Sea X un conjunto, B C X y T : X — X wuna transformacion.
Entonces,

xBoT = Xr-1(B)-
Demostracion.
xgoT(z)=xp(T(x)
| 1,siT(x) e B
T 1 0,5siT(x) ¢ B

[ 1sizeT Y(B)
T\ O,siz¢ T YB)
= XT-1(B) (CC)~
O
Ahora, vamos a considerar una transformacion T, : M(X) — M(X) del
espacio de medidas finitas en si mismo, definida de la siguiente manera,
p— poT™!
(L) (A) = (T~ (A)).
Veamos que la transformacion T, satisface la propiedad de que para cada

funcion, la integral con respecto a T, coincide con la integral de la funcion
compuesta con T respecto a pu, es decir, Si ¢ € L*(X, i), entonces,

(1.9)

[oatan = [ooran

Para probar esta propiedad ocuparemos dos resultados centrales de la Teoria
de la Medida. El primer resultado se conoce como el Lema Bdsico de Aproxima-
cion y el segundo es el Teorema de la Convergencia Mondtona. A continuaciéon
enunciamos sin prueba ambos resultados.

Teorema 10 (Lema Bésico de Aproximacion). Sea (X,S) un espacio medible
y f: X — R una funcion medible no negativa, entonces existe una sucesion
($n)nen de funciones simples tales que:
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u 0§5n§3n+1§f~
= f(z) = lim s,(x) para cada x € X.
n—oo

= Si f es acotada, entonces s, — f de manera uniforme en X.

Teorema 11 (de la Convergencia Monotona). Sea (X, S, 1) un espacio de medi-
da y (fn)nen una sucesion no decreciente de funciones medibles tal que converge
a la funcion medible f. Entonces se cumple la siguiente propiedad.

/fd,u:/ lim f,dpy = lim / fndp VE € S.

Probaremos el siguiente lema que se ocupara en la prueba del Teorema de
Kyrilov-Bogolubov.

Lema 3. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, S una o-dlgebra yT: X — X
una transformacion continua. Si Ty : M(X) — M(X) se define como en (1.9),
entonces se cumple lo siguiente:

[oawaw = [ooran  voerLicxp.

Demostracion. Sea B C X un conjunto medible. Consideremos la funcion ca-
racteristica xp. Tenemos,

[ xwd (o) = (E40)(B) = w7 (B)) = [ xasiomi
Pero se probo anteriormente que xp o T = x7-1(p). Por lo tanto, se tiene,

/de(T*u) =/xBonu-

Consideremos una funcion simple s : X — R. Las funciones simples se ven de
la forma Y ;" | a;xg, con o; € R, E; en el algebra de conjuntos Vi € {1,--- ,n}
vy n € N. Entonces tenemos lo siguiente:

/sdTu /ZOQXE (Tup)

XEld(T*M)

Il
I M:
J
\
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Sea f € M(X,u). Por el Lema Béasico de Aproximacion, se sabe que existe
una sucesion de funciones simples (s, )nen tales que s, — f cuando n — oo.
Asi también, por el Teorema de la Convergencia Mono6tona,

[ s = [ aacp)

/snonu%/fonu,

ya que f $pd(Tup) = f Sp © T'dp. Por la unicidad de los limites, tenemos que,

[ s = [roman.

Sea ¢ € L'(X,T.p). Sabemos que ¢ se puede escribir como ¢ = ¢+ — ¢,
con ¢t ¢~ € M(X,S). Tenemos lo siguiente,

[oaa) = [oramw - [ o azp
— [oroTatp) - [ oTa(Tp)
= [ = or)oTaiTp
:/(gboT)du.

O

La prueba del Teorema de Kyrilov-Bogolubov consiste en encontrar los pun-
tos fijos de la transformacion T. Probaremos que la transformacion T}, siempre
tiene puntos fijos y asi, siempre hay medidas invariantes.

Teorema 12 (Kyrilov-Bogolubov). Sea (X,d) un espacio métrico compacto y
S una o-dlgebra. SiT : X — X es una transformacion continua, entonces existe
una medida p € M(X) tal que T preserva la medida p.

Demostracion. Consideramos la transformacion Ty : M(X) — M(X) definida
como:
p— poT !

(Tep)(A) = (T~ (A)).

Observamos que si la transformacion T, tiene un punto fijo p, entonces p es
T-invariante. Asi pues, probaremos que 7T, tiene un punto fijo. Veamos que T
es continua. Por el lema anterior, se sabe que

[oamw= [ootan  voericxp.
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Como C(X) C LY(X, u) se tiene que

/q&dTu /(d)oT)du Vo € C(X).

Por hipotesis X es un espacio métrico compacto, entonces, por el Teorema
8, se tiene que M(X) es compacto y por ende, es cerrado, asi pues, para cada
u € M(X) sabemos que existe una sucesion (p,)nen € M(X) tal que p, —
w € M(X) y por la Proposiciéon 12 se tiene que

/¢dun—>/(¢oT)d,u sin — oo V¢ € C(X). (1.10)

Por hipoétesis, sabemos que T es continua. Esto implica que ¢oT es continua.
Por (1.10) tenemos que,

/(d’OT)dMn — /(d)oT)du si n — oo.

Como [(¢poT)dp = [ ¢d(Tip), por la Proposicion 12 concluimos que
T, = Tt sin — 0o.

Por lo tanto, T es continua. Ahora, sea u € M(X). Para cada n € N, definimos
la sucesiéon
1 n—1
_ k
e
k=0

Veamos que u, es una medida para cada n € N. Debemos verificar que se
cumple lo siguiente:

= (1 (0) = 0.
= un(E)>0VE € S.

= Si (E;)ien es una sucesion de elementos disjuntos de .S, entonces,
" (U E> =S (B
=1 =1

Asi pues,
fin (0)

1 n—1
k
k=0

LS o)

L3 )
k=0

=0.
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Sea E € S, veamos que pun(E) > 0.

Como i es una medida, se tiene que u(T~%(F)) > 0 para toda k. Por lo
tanto p, (E) > 0. Ahora, sea (E});en es una sucesion de elementos ajenos de S.

Por lo tanto, u,, es una medida para cada n € N. Por el Teorema &, sabemos
que M(X) es compacto. Asi pues, existe una subsucesion (i, Jnen contenida
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en (fn)nen convergente. Supongamos que (fm, Jnen converge a v € M(X).

myp—1
|
Tty =T | — Tk
o, (m S *M)

" k=0

1 my,—1
= — TFy o™t
o ;} i
:42,753210T7w+n
Mn 120
1
= 2 T
" k=1
T, T2 Tmn
T Tp T
My My My
T T2 Tmn
_Tp (Top  TMe o
Moy, My, n Mp s
po Tup | Tip T
- + co 4 _ =
My, My, n mn My,
T
= Wm, + K - S
My My

Si n — oo, entonces %:“ — 0, an — 0¥ fim, — v. Por lo tanto,
Tytbm, =V sin — oo.
Como T, es continua, entonces,
Ty tirn,, — Tuv sin — oo.

Por unicidad de los limites se tiene que T, = v. Por lo tanto, v es un punto
fijo y concluimos que existe una medida T-invariante en X. O



Capitulo 2

Teoremas Ergodicos

En este capitulo se prueban los teoremas méas importantes de la Teoria Er-
gbédica. Primero se prueba el Teorema de la Recurrencia de Poincaré, y pos-
teriormente se prueba el Teorema Ergddico de Birkhoff. Asimismo se estudian
algunos ejemplos donde se aprecia la aplicacién de dichos teoremas.

2.1. Teorema de Recurrencia de Poincaré

En el estudio de los sistemas dindmicos se busca conocer el comportamiento
de los sistemas a través del tiempo. Se suele representar la evolucion a lo largo del
tiempo de de cada punto de un espacio X de una manera discreta. Consideramos
cada iteracion de una transformacion 7 : X — X como una unidad de tiempo.
Por ejemplo, si consideramos que z( es un punto en el tiempo 0, entonces x; =
T(z0) es el mismo punto después de una unidad de tiempo y xzo = T(z1) =
T?(xg) es el punto después de dos unidades de tiempo. De manera general
Zp = T(xp—1) = T™(x0) es el punto después de que han pasado n unidades
de tiempo. A esta serie de iteraciones (T™(zg))nen de un punto inicial o se le
conoce como la drbita de la condicion inicial xg.

El Teorema de la Recurrencia de Poincaré afirma que las érbitas de los puntos
de los conjuntos medibles de un espacio de medida X son recurrentes. Al iterar
los puntos de un conjunto medible E bajo la acciéon de una transformacion T,
para cada punto z € E existird una n € N tal que T"(x) € E (salvo los puntos
de un conjunto de medida cero). Mas atn, no sélo se puede asegurar que la
orbita de cada punto en F regresara al menos una vez al conjunto original F,
sino que de hecho hay un ndmero infinito de valores de n tales que T"(z) € E.
Una manera de expresarlo es diciendo que si consideraramos la serie

S s (T"(2)),
n=0

donde x g es la funcion caracteristica de F, encontrariamos que la serie diverge
para cada punto en E, salvo un conjunto de medida cero. A continuacion, se

43
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enuncia y prueba de manera formal el Teorema de la Recurrencia de Poincaré.

Teorema 13 (Recurrencia de Poincaré). Sea (X, S, p) un espacio de medida
tal que p(X) =1y sea T : X — X una transformacion medible que preserva la
medida p. St E C X es un conjunto medible, entonces el conjunto

B={x € E:T"(z) € E para una cantidad infinita de n € N}
tiene la misma medida que E, es decir, pn(B) = u(E).
Demostracion. Por hipétesis, tenemos que

B ={x € E:T"(z) € E para una cantidad infinita de n € N}.
Asi pues,

B=EnlimsupT " (E)

n—roo
=En(JT"
n=1k=n
(EN(X\E)U|EN ﬁ GT F )
n=1k=n

—~

Como por hipétesis u(X) = 1 < oo, se tiene lo siguiente

o= ue) - (U (21 Urvo))

n=1
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Por otra parte, se tiene también que como

. (U <E\ 0 T—k<E>)) - (E\ ¥ T—k<E>) |

entonces,

wE) =) u (E\ U T‘k(E)> < u(B).

1 k=n
Para probar que p(E) < u(B), veamos que u(E\ Uy, T-*(E)) = 0 para cada
n € N. Observamos que

n=

EC G T-*E)
k=0
Entonces
E\ G T7E) C G T7*E)\ G T-*E).
k=n k=0 k=n

Afirmacién: T (U, T %(E)) = Upe,, TH(E).

reT™ (U T—’f(E)> si'y solo si T™(x) € (U T—k(E)> :
k=0 k=0
Asi pues, existe £’ € N tal que,

T(z) € T~F(E) siy solo si x € T~")(E),

lo cual a su vez estd contenido en | J;— T~*(E). Reescribimos la ecuacién an-
terior,

E\ fj T-HE) C G T7HE) \T” (fj T’“(E))
k=n k=0 k=0

Esto implica que,

” (E\ U T*(E)) < ([] () \T (D T-’%E)))
k=n k=0 k=0

() ()

Por hipétesis, p es T-invariante,

(- (Gre)) o ()

Por lo tanto u(E\ Ure,, T %(E)) =0y u(B) = u(E). O

—~
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La primera observacion que hacemos respecto al Teorema de la Recurrencia
de Poincaré es que la hipotesis de que la medida del espacio debe ser finita es
una hipotesis imprescindible. A continuacién se muestra un ejemplo donde la
medida del espacio es infinita y no se cumple el Teorema.

Ejemplo 7. Consideremos el espacio de medida (R,S,\), donde S es la o-
algebra de Borel y A es la medida de Lebesgue. Sabemos que A(R) = oo, es decir,
no es un espacio de medida finita. Consideramos la transformacion 7' : X — X
definida como sigue,

T(x)=x+1.

Consideramos el conjunto E = (0,1). Sabemos que E € S y més aun, que
A(FE) = 1. Sin embargo, al aplicar la transformacion T al conjunto E' se tiene,
E=(0,1)
T(E) = (1,2)

(5) = (n,n 4+ 1)

Asi pues, T"(E) NT™(E) = () para n # m. Por lo tanto, el conjunto
B={zx € E:T"(z) € E para una cantidad infinita de n € N} = ()
Entonces u(B) = p(0) = 0.

FEl siguiente ejemplo presenta un espacio compacto en el que la medida del
espacio tampoco es finita y por ende, no se cumple el Teorema de la Recurrencia
de Poincaré.

Ejemplo 8. Consideremos el espacio de medida ([0,1]/{0,1}, S, 1), donde S es
la o-algebra de Borel y 1 es la medida del conteo. Asi pues, u([0,1]/{0,1}) = oo,
es decir, no es un espacio de medida finita. Sea « € (0,1) N I. Consideramos la
transformacién traslacion,

To(x) =24+« méd 1.

Observamos que T2 (z) = z + naw méd 1 = T2 (0) + . Entonces, T%(x) #
T (z) para toda n,m € N tales que n # m. En efecto, si T2 (x) = T2 (x),
entonces se tendria que na méd 1 = ma mdéd 1. Como « es irracional, n = m.
Por lo tanto, se tiene que cuando la traslacion es irracional, los valores en la
orbita de un punto x no se repiten.

Sea A = {z}. Como p es la medida del conteo, se tiene que u(A) = 1, pero
como los valores en la 6rbita no se repiten, entonces,

B={xe€ A:T"(z) € A para un nimero infinito de n € N} = {).

Por lo tanto u(B) =0 # 1 = p(A).
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Para ilustrar la utilidad del Teorema de la Recurrencia de Poincaré, vere-
mos una aplicaciéon para las expansiones binarias de los niimeros en el intervalo
(0,1). Probaremos que en la expansion binaria de cada ntmero debe aparecer
un ntmero infinito de 0’s y 1’s.

Ejemplo 9. En la seccion 1.2.1 se presento la transformacion expansion binaria
T :1[0,1) — [0,1) definida como T(x) = 2z mdéd 1. Veamos primero co6mo
es que se puede escribir la expansiéon binaria de un ntmero con ayuda de la
transformacion T'. Posteriormente con base en el Teorema de la Recurrencia de
Poincaré, probaremos que la expansion binaria para casi todo namero en (0, 1)
contiene una cantidad infinita de 0’s y 1’s. Definimos la funcion a; : (0,1) —

{0,1} como
a1 (2) { -

— |

<z <
St <z <

v~ O

La funciéon T'(z) = 2z mdd 1 se puede escribir como
T(x) =2z — a1 ().

Ahora definimos
an(x) = ar (T" (2)) Vn > 1.

Sea x € X fijo (por simplicidad se escribira a,, en lugar de a,(z)). Como,

T
T(z) =2x —a; = xzﬂ—i—ﬂ.
2 2
Entonces,
T2
T (z) = 2T(x) —as =  T(x)= ‘;ﬁ + 2(:”)
a;  az  T?*(x)
T Tyt ety
Continuando de esta manera, se tiene que
a1 Qo an  T"(x)
e . H B Vn >1
S TR TR TR T "
Esto implica,
"a;  TM(x)
_ = Vn > 1.
A T "=

Como 0 < T™(z) < 1 para cada n > 1. De esto se sigue que,

T 1
251x)<27%0 St M — 00.

Por lo tanto, = .2, 3. Por un argumento analogo, se tiene que,

oo

(@) =y

i=1
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Para cadan € Ne (i1, ,4,) € {0,1}", consideramos el intervalo,

Ly .. Z Z—+— c [0,1].

Por el Teorema de la Recurrencia de Poincaré, se tiene que para casi todo
x e Iilv"'7in7
I{m eEN:T™(x) € Liy,... i\, }| = o0

_ m _ 00 dmt1 : :
Como z = Y 7, 21, T™(x) = Y =, ~%, concluimos que para casi todo
x € 1;, ... ;, los digitos i1, - - , i, aparecen infinitas veces en la expansiéon binaria

de x en ese mismo orden.

2.2. Teorema Ergddico de Birkhoff

El Teorema de Recurrencia de Poincaré afirma que cuando la medida del
espacio X es finita, la 6rbita de casi todos los puntos en un conjunto medible
E C X regresa una cantidad infinita de veces al conjunto E. Sin embargo, nos
gustaria saber cudnto tiempo se mantienen las imagenes de los puntos recurren-
tes en el conjunto E. El Teorema Ergddico de Birkhoff nos da dicha respuesta,
pues nos permite calcular la frecuencia con la que permanece la 6rbita de un
punto en un conjunto £ C X medible.

En la seccién anterior 2.1 se mencioné que por el Teorema de la Recurrencia
de Poincaré, se podia asegurar que la serie

siempre divergia. Sin embargo, el Teorema FErgodico de Birkhoff asegura que la
sucesion de promedios, o sumas de Césaro, convergen, es decir, la siguiente serie
es convergente.

n—1
1 k
nl;rrgo - kE_O xe(T"(z)) < co.

Una manera de entender el Teorema Ergodico de Birkhoff es verlo como una
generalizacion del la Ley Fuerte de los Niumeros Grandes de Probabilidad. Daja-
ni [9] afirma que si consideramos una sucesion de variables aleatorias X1, Xa, - - -
entonces,

n—1
Hn, 5 2, X = B,

donde E(X1) es la esperanza de la primera variable.
Dependiendo el problema podemos definir una transformacién medible por
lo que la expresion mas general consiste en calcular el limite
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que es precisamente lo que resuelve el Teorema Ergoédico de Birkhoff. En esta
seccion se presentard la prueba del Teorema Ergodico de Birkhoff. La prueba
que se presenta se debe a A. Katok y B. Hasselblatt publicada en “Introduction
to the Modern Theory of Dynamical Systems. Encyclopedia of Mathematics and
Its Applications,” y se sigue la reconstruccion hecha por L. Barreira [2].

A continuacion se prueba un criterio en términos de funciones integrables
para afirmar que una transformacién preserva la medida. Posteriormente se
definen los conjuntos invariantes y las funciones invariantes. Un tipo especial
de funcién invariante recibe el nombre de esperanza condicional y se ocuparé
en la prueba del Teorema Ergddico de Birkhoff.

2.2.1. Criterio de Transformaciones que Preservan la Me-
dida

Para probar el Teorema Ergoédico de Birkhoff probaremos antes un criterio
para afirmar que una transformacién T preserva la medida que ocuparemos
més adelante. La prueba del criterio ocupa el Lema Béasico de Aproximacion, el
Teorema de la Convergencia Mondtona y el Lema de Fatou. Los primeros dos
resultados fueron enunciados anteriormente como el Teorema 10 y el Teorema
11. A continuacion enunciamos sin prueba el Lema de Fatou.

Teorema 14 (Lema de Fatou). Sea (X, S,u) un espacio de medida. Sea (f)
una sucesion de funciones medibles, entonces,

n—roo n—

/ liminf f,dp < liminf/ fndp VE € S.
E >~ JE

El criterio que probaremos a continuacion afirma que toda funcién integrable
¢ : X — R tal que que la composiciéon con la transformaciéon ¢oT es a su vez una
funcién integrable y su integral coincida con la de la funcién ¢ es una condicién
necesaria y suficiente para que afirmar que la transformacion 1" preserva la
medida p.

Teorema 15 (Criterio). Sea (X, S, ) un espacio de medida tal que pu(X) < +o00
yseaT : X — X una transformacion medible. T preserva la medida p si y sdlo
si para cada funcion ¢ € LY(X, ), se tiene que poT € LY (X, u) y

/¢0po=/¢du.

Demostracion. Primero veamos que T preserva la medida . Sea B C X un
conjunto medible. Probaremos que u(T~1(B)) = p(B). Por hipotesis sabemos
que para cada ¢ € L*(X, 1) se cumple,

» poT € LY (X, p).

En particular, como xp € L'(X, i), se satisface,
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- XpoT € L'(X,p).
= [xpoTdu= [xpdu=ubB).
Por el Lema 2 se tiene que xp o T' = x7-1(p), entonces,

/XB oTdy = /XT—1<B>dM = (T~ (B)).

Asi pues, u(T~1(B)) = p(B). Por lo tanto, T preserva la medida . Reciproca-
mente supongamos que 1" preserva la medida p. Entonces se tiene lo siguiente,

/XB oTdu = /XBdN VB C X conjunto medible.

Sea s : X — R una funcién simple, es decir, una funcién de la forma
S aixE; con o € Ry E; en el algebra de conjuntos para cadai € {1,--- ,n}

y n € N. Entonces,
/sonu = / (ZQZXE) oTdu
> / ax, o Td

-/xEoﬂm
*Zal/XEd/u‘

= /sd,u.

Por lo tanto [ soTdu = [ sdu. Ahora, sea f € M(X,S). Por el Lema Basico
de Aproximacion sabemos que hay una sucesion de funciones simples (s, )nen
creciente tales que s,, — f cuando n — 4o00. Por el Teorema de la Convergencia
Monoétona,

s HM: I

/snd,u — /(i)dp cuando n — +o0.

Asi también, s, o T foT cuando n — +oo. Por el Lema de Fatou se
tiene,

/f oTdu = /h’minfsn oTdu
n—oo

<liminf | s, oTdu

n— oo

n— oo

:h’minf/sndu

:/fdu<—|—oo.
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Por lo tanto, f o T € L*(X, ). Como s, oT  foT cuando n — +00, por
el Teorema de la Convergencia Mono6tona,

/h'm snon,u:/fon,u
n— oo

= lim [ s,oTdu

n—oo
= lim | s,du
n—oo
:/ lim s,du
n—oo

~ [ ran

Entonces, [ foTdu = [ fdu. Ahora, sea ¢ € L*(X, pu). Sabemos que ¢ se
puede ver como ¢ = ¢ — ¢~ con ¢, ¢~ € M(X, u). Entonces,

Jown=[orau- [oa

:/q&‘*‘onu—/gﬁ‘onu

:/qSonu

2.2.2. Conjuntos Invariantes y Funciones Invariantes

En esta seccion vamos a estudiar la nocion de invarianza. Consideramos una
transformacién medible T'. Por una parte, se requiere que al tomar la imagen
inversa de un conjunto se obtenga el mismo conjunto. Por otra parte, se requiere
que al aplicar una funcién ¢ a un punto x de espacio, se obtenga lo mismo que
al aplicar primero la transformacion a x y posteriormente aplicar la funcion ¢.
A continuacion formalizamos estas ideas.

Definicion 18. Sea (X, S,pu) un espacio de medida finita, T : X — X wuna
transformacion medible. Definimos lo siguiente:

= Un conjunto A C X es un conjunto T-invariante siy sdlo si T~1(A) =
A.

= Una funcion ¢ : X — R es una funcion T-invariante si y solo si
o(T(2)) = 6(x) ¥z € X.

Ejemplo 10. Sea a = % con p,q € Z tales que p < q. Consideremos la trans-
formacion traslacion del intervalo T, : II — II definida como T, (z) = = + «
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méd 1. Sea « € II y consideramos su 6rbita A = {T7(z)}nen, es decir,

X

;v—&—g mod 1
q

z+22 med1
q

)2 meéd 1.

r+(¢g—1
q

Como T, es invertible, entonces verificar que el conjunto A es T,-invariante
es equivalente a verificar que se satisface T, (A) = A, lo cual es claro al observar
de manera explicita los elementos de la 6rbita de x. Mas atin, de manera general,
se debe observar que cualquier 6rbita periodica de una transformacion invertible
T es un conjunto T-invariante.

La siguiente proposicion muestra la relaciéon que existe entre los conjuntos T-
invariantes y las funciones T-invariantes. La condicion necesaria y suficiente para
que una funcion ¢ sea T-invariante es que los conjuntos ¢~ (a) sean conjuntos
T-invariantes.

Proposicion 13. Sea (X, S, u) un espacio de medida finita, T : X — X una
transformacion medible y ¢ € LY(X,u). ¢ es una funcion T-invariante si y
solo si para cada o € R, se tiene que los conjuntos ¢p~*(a) son conjuntos T-
tmvariantes.

Demostracion. Sea a € R. Por definicién, el conjunto ¢~!(a) es un conjunto
T-invariante si y solo si ¢~ (a) = T~ (¢~ (), es decir,

ved (o) ea el (¢ (o))
¢(z) = a = ¢(T(2)) = a.

Asi pues, se tiene ¢(x) = ¢(T(x)) para cada r € X. Por lo tanto, ¢~ ()
es un conjunto 7T-invariante para cada a € R si y s6lo si ¢ es una funcién
T-invariante. O

En ocasiones es conveniente “relajar” la definiciéon de conjuntos T-invariantes
y funciones T-invariantes relativilizdndolas con respecto a conjuntos de medida
cero.

Definiciéon 19. Sea (X,S,u) un espacio de medida finita, T : X — X una
transformacion medible. Definimos lo siguiente:

= Un conjunto medible A C X es un conjunto T-invariante c.d. (rel

) siy solo si existe un conjunto medible y T-invariante B C A tal que
u(A\ B) = 0.
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= Una funcion medible ¢ : X — R es una funcion T-invariante c.d.
(rel ) si y solo si existe un conjunto medible y T-invariante B C A
tal que u(A\ B) = 0., de manera que la restriccion ¢|p es una funcidn
T| g-invariante.

En la siguiente seccién trabajaremos con un tipo particular de funcion in-
variante que recibe el nombre de esperanza condicional y con los conjuntos
T-invariantes que induce en virtud de la Proposiciéon 13.

2.2.3. Esperanza Condicional

La esperanza condicional es una nocién que tiene su origen en la Proba-
bilidad. La esperanza de una wvariable aleatoria ¢, o bien, simplemente de una
funcion medible ¢ es un punto de equilibrio que se espera que adquiera la funcion
¢. Se define de manera formal como

B() = [ oar.

donde P es la medida de probabilidad.

La esperanza condicional generaliza la nocién de esperanza al calcular el valor
esperado tinicamente sobre un subconjunto de eventos relevantes. Los eventos
en Probabilidad estdn representados por los conjuntos de la o-algebra S. Los
eventos relevantes para calcular la esperanza condicional estan representados
por la o-subalgebra F' C S que es un subconjunto de S con estructura de
o-algebra. Se define de manera formal como

E@F) =Y / HAP(6~((~o0,4])|G),

donde P(¢~1((—o0,x])|G) es la probabilidad condicional de ¢~ ((—o0,z]) con
respecto a G € F.

La principal caracteristica de la esperanza condicional es que cumple lo que
se conoce como la propiedad fundamental de la esperanza condicional, que es
la que la integral de la esperanza de una funcién integrable ¢ respecto a una
o-subalgebra coincide con la integral de la funcion ¢,

LE@WMP:LfM) VG e F.

A continuacion generalizamos la nocion de esperanza condicional dentro un
espacio de medida (X, Su) para funciones integrables ¢ € L'(X, u1). Definimos
la esperanza condicional de una funcién ¢ como una funcién ¢z que satisface la
propiedad fundamental de la esperanza condicional para una o-subélgebra F'.

Definiciéon 20. Sea (X, S,p) un espacio de medida, F C S una o-subdlgebra
y ¢ € LY(X, ). Definimos la esperanza condicional de ¢ con respecto a F
como una funcion ¢pr € L*(X, 1) que satisface

LW@:LM“ VG € F.
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La siguiente proposicion asegura la existencia de la esperanza condicional,
es decir, dada una funcion ¢ € L'(X,pu), probaremos que existe la funcién
¢r € LY(X, p) que satisface la propiedad fundamental. Sin embargo, se probara
antes un lema auxiliar a la prueba. El lema que se probara echa mano del
Lema Bdsico de Aproximacion y del Teorema de la Convergencia Mondtona
que enunciamos previamente.

Lema 4. Sea (X, S, ) un espacio de medida y f : X — R una funcion medible.
Entonces la funcion vy : S — R definida como

uf(E):/Efdu VE € 8,

es una medida. Mds aun, vy es absolutamente continua con respecto a p
(v < ), es decir, para cada E € S, si f(E) = 0, entonces vy(E) = 0.

Demostracion. Para que la funcién vy sea una medida, se debe verificar que
satisfaga lo siguiente:

= vp(0) =0.
» Para cada E € S se cumple que v¢(E) > 0.

» Si (Ey)nen es una sucesion de conjuntos en S tal que E; N E; = () para
cada i,j € N con i # j, entonces se tiene que,

ve(UnZ i En) = Z vi(En).
n=1

Veamos que se satisface la primera propiedad.

vr() =/®fdu=/fx(adu=/0du=0~

Para ver que se satisface la segunda propiedad, observamos que como () C F
para cada E € S, entonces se tiene que xg < xg y esto implica que fxp < fxE.

Asi pues,
/fxwdu < /fxEdu

/@fdué/Efdu
OS/EfdM:Vf(E)-

Por lo tanto, para cada E € S se tiene que v¢(E) > 0. Finalmente, para
ver que se satisface la tercera propiedad, consideremos (E,,),en una sucesion de
conjuntos en S tal que E; N Ej = () para cada 4, j € N. Asf pues,

m
Xum E; = E XE;
=1
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para cada nimero natural m. Definimos la funcién g,, : X — R como,

Im = XU, (B:) vm € N.
Veamos que la funcion g, satisface las siguientes propiedades:
= Para cada nimero natural m se cumple g, < gm+1-
* gm — fXxuxe, B, cuando m — oo.
La primera propiedad se sigue directamente del hecho de que U™ E; C
U;’Sl'lEi. Esto implica que, xum g, < Xumtt g, Por lo tanto,
Im < Gm1 vm € N.

Veamos que se cumple la segunda propiedad. Sea = € X, entonces se tienen
los siguientes casos:

Caso 1: v ¢ U2, E;. Entonces fxu= g, = 0.
Asi también x ¢ E; para cada i € N, luego g, (z) = fxum_ g, = 0 para cada m
natural. Por lo tanto g, — fxus, g, si m — oc.

Caso 2: v € U2 E;. Entonces fxu= g, () = f().
Asi también z € U™, E; Ym > n. Luego, gm(x) = f(x) ¥m > n. Por lo tanto
gm — XUz, E; st m — c0.

Ahora bien, como g,, = fxuz B, Sim — 00y gm < gm+1 para cadam € N,
por el Teorema de la Convergencia Monétona tenemos que,

vi(UZ, Ei) :/qugglEidu

= lim [ gndu.

m—r oo

m
Por otra parte, como Xum B, = Zi:l XE; tenemos que,

tin [ fo,mdi =t > s

m—0oQ

= vp(Ey).

i=1
Por lo tanto, vy es una medida. Falta probar que que vy < p. Sea E € S tal
que p(E) = 0. Veamos que v¢(E) = 0.

Vf(E)=/Efdu=/fxEdu-
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Por hipotesis se tiene que f es una funciéon medible. Por el Lema Bésico de
Aproximacion sabemos que existe una sucesion (s, )nen creciente de funciones
simples tales que

lim s, = f.
n—oo

Las funciones simples se pueden ver de la siguiente manera,

kn
Sn = E :aianEi,n'
i=1

Por el Teorema de la Convergencia Mond6tona se sigue que,
[ fewan = [ tim sixedn
n—oo

o
= nliﬂgo/zai,nXEi,nXEdu
=1

kn
:nli)fr;oz;ai,n/XEi,nXEdu
i=
kn
:nlillgoz;ai7n/XEi,nmEdu'
=

Observamos que como Xz, ,.ne < XE,

0< /XEi,medu < /XEdu = u(E) =0.

Esto implica que [ xg, ,nyzdp = 0 para cada n € Ny por lo tanto se concluye
que v¢(E) =0, es decir, que vy < p. O

Para probar la existencia de la esperanza condicional, ocuparemos el Teorema
de Radon-Nikodym, mismo que enunciamos a continuacion.

Teorema 16 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (X,S) un espacio medible y
sean p,v medidas o-finitas tales que v < u. Entonces existe una dnica f €
M(X,S) tal que,

v(E) = /Efdu VE € S.

Proposicion 14. Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal que p(X) =1 y sea
F C S una o-subdlgebra. Para cada funcion ¢ € LY(X,u) con respecto a la
o-dlgebra S, existe una funcion ¢r € LY(X, 1) con respecto a la o-subdlgebra F

tal que,
/(/)qu:/ odu VG € F.
G G
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Demostracion. Sea ¢ € L'(X,u) con respecto a la o-algebra S. Definimos la
funcién v4 : X — R como

vy(G) = /G¢>du VG € F.

Por el Lema 4 sabemos que v4 es una medida tal que vy < p. Asf pues,
por el Teorema de Radén-Nikodym, se sigue que existe una funciéon medible
¢r € LY(X, ) con respecto a la o-subalgebra F' tal que

V¢(G) = /Gd)Fd,LL VG € F.

Por lo tanto,

/¢du=/¢qu VG e F.
G G
O

La proposiciéon anterior garantiza la existencia de la esperanza condicional
para una funciéon ¢ € L'(X,u) dada. Sin embargo, no se garantiza que sea
unica, pues puede cambiar sobre cualquier conjunto de medida cero en la o-
subélgebra F'. La siguiente proposiciéon muestra una propiedad auxiliar que tiene
la Esperanza Condicional de una funcién integrable.

Proposicion 15. Sea (X, S, ) un espacio de medida tal que p(X) = 1, sea
F C S una o-subdlgebra y sea ¢ € L' (X, ). Entonces la esperanza condicional
¢ de ¢ cumple

—¢r =(—@)r c.d. (rel p).

Demostracion. Por hipétesis, ¢ € L'(X, ). Esto implica que —¢ € L*(X, ).
Por el Teorema 14, existe la esperanza condicional de —¢ con respecto a F'y
ademaés

/G(—@Fd/l:/a—qbdu VG € F.

Por otra parte, se tiene que

/G—¢du=—/c¢dl$=—/G¢>Fd/i=/c—¢>FdM VG e L.

Asi pues,
[ orran [ ~oran  vaer
G G
Por lo tanto, (—¢)r = —¢r c.d. (vel p). O

El siguiente resultado muestra que, dado un espacio de medida finito y una
transformaciéon medible T, el conjunto de los conjuntos T-invariantes constituye
una o-subélgebra. La o-subalgebra de los conjuntos T-invariantes es importante
porque el Teorema Ergdédico de Birkhoff afirma que la sucesion de promedios
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converge precisamente a la esperanza condicional de una funcién ¢ integrable con
respecto a la o-subalgebra de los conjuntos T-invariantes. Mas aun, probaremos
que la esperanza condicional de una funcién ¢ con respecto a la o-subélgebra
de los conjuntos T-invariantes es una funciéon T-invariante.

Proposicion 16. Sea (X, S, u) un espacio de medida tal que w(X) =1y T :
X — X una transformacion medible. Entonces el conjunto de los conjuntos
T-invariantes,

F={EeS:T ' (E)=E},

es una o-subdlgebra.

Demostracion. Por definicion de F, se sigue que F' C S. Asi pues, s6lo hay que
probar que F' es una g-algebra, es decir, que satisface las siguientes propiedades:

= E,G € F, implica que E\ G € F.
» Si (Gn)nen es una sucesion de elementos de F, entonces | J,2 , G,, € F.
= X e F.

Sea E,G € F, esto implica que T~1(E) = Ey T~!(G) = G. Por propiedades
de la imagen inversa se tiene,

E\G=TYE)\TYG)=T"Y(E\G).

Por lo tanto, F'\ G € F. Veamos que se satisface la segunda propiedad. Sea
(Gn)nen una sucesion de elementos de F. Esto implica que G,, = T~1(G,,) para
cada n € N. Asimismo, por propiedades de la imagen inversa se tiene que,

o0 o0 o0

U E, = U T-YE,) =T"" (U En) )

n=1 n=1 n=1
Por lo tanto U:O:l FE, € F. Finalmente, para probar la tltima propiedad, ob-
servamos que por hipotesis S es una o-algebra. Entonces tenemos que X € S
y también por hipotesis tenemos que la transformaciéon T : X — X es una
transformacion medible. Esto implica que 7-!(X) = X. Por lo tanto, podemos
concluir que F' es una o-subalgebra. O

La siguiente proposiciéon muestra una equivalencia de que una funcién ¢ €
L'(X, ;1) sea una funcién T-invariante. Una funcién integrable ¢ es una funcién
T-invariante si y s6lo si es una funcion medible con respecto a la o-subalgebra
de los conjuntos T-invariantes.

Proposicion 17. Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal que p(X) = 1, sea
T : X — X una transformacion medible y ¢ € L' (X, u). Consideremos la o-
subdlgebra F' C S de los conjuntos T-invariantes. Entonces, ¢ es una funcion
F-medible si y sdlo si ¢ es una funcion T-invariante.
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Demostracion. Por hipotesis se tiene que ¢ € L'(X, ). Para probar el enuncia-
do de la proposicion, se probara que la funcion ¢ es F-medible si y solo si ¢! ()
es un conjunto T-invariante para cada a € R y posteriormente se ocupara la
Proposicion 13.

Supongamos primero que ¢ es F-medible. Como el conjunto unitario {a} C
R es medible para cada a € R, entonces tiene que ¢~ (a) € F y por definicién
de F se tiene que,

(poT) Ha)=¢"Ha) VaecR.

Por lo tanto, ¢~!(a) es un conjunto T-invariante para cada o € R.
Reciprocamente, supongamos que ¢~ !(a) es un conjunto T-invariante para

cada o € R y veamos que ¢ es una funciéon F-medible. Sea B C R medible.

Veamos que ¢~(B) € F, es decir, por definicion de F, que ¢ 1(B) = (¢ o

T-Y(B) € F.
(poT) 1 (B)=(poT)"" ( U {04}>
a€EB
= @) Mo
a€EB
_ -1
=J ¢ o
a€EB
=¢~ ( U (a))
a€EB
= ¢ (B).
Por lo tanto, ¢ es F-medible. Finalmente, por la Proposicién 13, concluimos que
¢ es medible si y sblo si es T-invariante. O

Una consecuencia directa de la proposicién anterior es que en particular la
esperanza condicional de una funcién ¢ con respecto a la o-subélgebra de los
conjuntos T-invariantes es una funcién T-invariante.

Corolario 1. Sea (X,S,u) un espacio de medida tal que p(X) = 1, sea T :
X — X una transformacion medible y ¢ € L*(X, ). Sea también F C S la
o-subdlgebra de los conjuntos T-invariantes. Entonces, la esperanza condicional
¢r de la funcion ¢ con respecto a F es una funcion T-invariante.

Demostracion. Se sigue directo de la Proposicion 17. U

Para terminar la seccion, se calculard de manera explicita la esperanza con-
dicional de una funcién integrable con respecto a una o-subéalgebra.

Ejemplo 11. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sea B € S. Consideramos
¢ = xpB que se sabe que es una funcién integrable. Tomamos un conjunto E €
S tal que p(E) > 0 y también pu(X \ E) > 0. Consideramos la siguiente o-
subalgebra,

F={0,E, X\ E X}
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Por la Proposicién 14 sabemos que existe la esperanza condicional de xp y
por definicién, sabemos que satisface,

/(i)pdu:/XEdu:p(EﬂB) VB e F.
B B

Observamos que para que ¢p sea una funcién medible, se necesita que sea
constante sobre E y sobre X \ E. Como ¢F satisface la propiedad fundamental
se puede inferir que se debe definir como,

w(ENB) ;
o)~ { lflmen 1TEY
W St X € \ .

El ejemplo anterior es importante por las aplicaciones que se utilizan en
Probabilidad. La o-subéalgebra que se define permite distinguir el hecho de que
ocurra o no un evento y si se toma la medida g como la probabilidad. Observa-
mos que la esperanza condicional se puede escribir en términos de probabilidad
condicional como sigue,

E(X|F) = P(B|E)xE + P(BIX \ E)xx\p-

En [19] se afirma que este hecho da una caracterizacion ulterior de la espe-
ranza condicional como una generalizacion de la probabilidad condicional.

2.2.4. Teorema Ergoédico de Birkhoff

En esta seccién se presenta la prueba del Teorema Ergodico de Birkhoff. Pro-
baremos que la frecuencia con la que permanece la 6rbita de un punto evaluado
en una funcién integrable ¢ en un conjunto £ C X medible, coincide con su
valor evaluado en la esperanza condicional de ¢ con respecto a la o-subélgebra
de los conjuntos T-invariantes.

En la prueba del Teorema Ergddico, utilizaremos el Teorema de la Conver-
gencia Dominada, mismo que enunciamos sin prueba a continuacion.

Teorema 17 (Convergencia Dominada). Sea (X, S, 1) un espacio de medida y
(fn) una sucesion de funciones medible tales que,

fn(z) = f(2) c.d. rel(p).

Para alguna funcion medible f. Supongamos que existe g € LY (X, u) tal que
|fnl < g c.d. rel(n) para cada natural n. Entonces,

= fE Ll(X,‘u).

/fd,u: h’m/fnd,u VE € S.
E n—oo E
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Teorema 18 (Ergodico de Birkhoff). Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal
que (X)) =1y sea T : X — X una transformacion que preserva la medida p.
Si ¢ € LY(X, ), entonces el limite

) 1 n—1 )
br(r) = lm — 3" o(TH())
k=0
existe para casi toda x € X. Mds aun, la funcion ¢p que define satisface las
stquientes propiedades:
= 1 es una funcion T-invariante c.d. (rel p).
- ér € L'(X, p).

Ademads,

[ ordu= [ oan

Demostracion. Consideremos el conjunto de conjuntos T-invariantes de X,
F={AcS:T7'(A)=A}. (2.1)

Por la Proposicién 16, sabemos que F' es una o-subélgebra. Por la Proposi-
cion 14 y como por hipédtesis ¢ € L'(X, u), se tiene que existe la esperanza
condicional de ¢, es decir, una funcion ¢z € L'(X, u) tal que

/,4¢Fd“:/,4¢d” A€F.

Sea € > 0, definimos ¥ = ¢ — ¢ — €. Integramos,

/Aﬂ)dll:/Aéf)dM*/A(ﬁqufe/Adu VAeF
= —eu(A) VAc F.

Observamos que si fA pdp > 0, entonces —ep(A) > 0. Sin embargo, 0 <
—ep(A) < 0. Por lo tanto,

—eu(A) =0
n(A) =0.
Es decir, para probar que los conjuntos T-invariantes de X tienen medida cero,

basta probar que fA Ydu > 0. Dada ¢ € L' (X, i1), definimos la siguiente familia
de funciones. Para cada n € N definimos

-1
z/}nmzix{ZdJoTkzlglgn}.
k=0
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Veamos que 9,11 > ¥, Yn € N. Por induccién sobre n. Para n = 1,

-1
¢1:méx{zonk:1<l<l}

k=0

-1
méx{zonk:lzl}

k=0

0
max {Zd) o Tk}
k=0

— méx{}
= 1.

Por otra parte,

-1
w2:méx{Z¢OTkil<l<2}

k=0
=méx{y, Y + Yo T} > ¢ =t

Por lo tanto ¥y > 1. Por hipotesis de induccién, supongamos que ¥, > i
Vk € {1,2,--- ,n— 1}. Para verificar el paso inductivo, veamos que ¥, 11 > ¥,,.

-1
¢n1=mfiX{ZwOT’“:1§l§n+1}

k=0
={ ¥ +yol, - W p+yoTl + - +yoT"*}
2 {w’¢+on7 aw7w+¢OT++1/)oTn}
= .
Por lo tanto, 1,41 > 1, para cada n € N. Ahora bien, veamos que (¢, )nen C

LY (X, p1). Por la desigualdad del triangulo, observamos que [t,,| < 22;10 [poT¥|
y por la linealidad de la integral, tenemos lo siguiente,

-1 -1
Jlodn< [ S wot =3 [ w0 r"|du.
k=0 k=0

Como v € L*(X,u), entonces también || € L'(X,p). Como p es una
medida finita y T preserva la medida p, por el Teorema 15, tenemos que [poT*| €
LY(X, ) para cada k € N. Ademas,

/WOT’“Idu:/Wldu Vk e N.

Entonces,

n—1 n—1
o THdu=3" [ loldu=n [ bldu < +oc.
5 it fian s oo

k=0
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Por lo tanto [ |¢,|du < +o0  Vn € N. Esto implica que (¢, )nen € L' (X, p).
Maés atn, observamos lo siguiente,

-1
¢n+1_méX{Z¢OTk:1§l§n+1}

k=0
l
:méx{Z¢OTk:1<l<n}
k=0
l
=¢+méx{07zw0Tk:1<l<n}
k=1

=9 + max{0, ¢, o T}.

Asipues, lim t,11(x) = 4oosiysolosi lim 1, (T (x)) = +o0o. Este hecho nos
n—oo n—roo
ayuda a probar que el conjunto de puntos en los que lim ), (x) = 400 es un
n—oo

conjunto T-invariante y por ende, serd de medida cero. Veamos que A = {z €
X : lim 1, (z) = +o0o} es un conjunto T-invariante, es decir, que T-1(A) = A.
n—oo

reT HA) & T(r)e A
& h;m Y (T(x)) = +00
< nlinéo Z/JnJrl(x) = +00
& lim ¥, (z) = +0
n—oo
&Sz e A
Por lo tanto T~1(A) = A. Como,
UVpt1 = ¥ + méx{0,, o T}.

Entonces,
¢n+1 —¢n0T=1ﬁ+méx{07¢nOT}—¢n0T

=1 — min{0, ¢, o T'}.
Tenemos lo siguiente,

lim (Yp41 — YpoT) = lim (¢p — min{0, ¢, o T)
n—oo n—oo

= — lim (min{0,4¢, o T})

n—oo
=0
= ¢.

Por lo tanto, ¥,+1 — ¥, o T \, % cuando n — oo en A. Ahora veamos que
0 < VYpy1 —WYpoT — <Yy — 1y 0T — 1. Por induccién sobre n. Tomamos
como base de la inducciéon a n = 1.

0< Yy =10l —p <apg —pr 0T —p.
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Por hipoétesis de induccién, supongamos que se cumple para n € N, es decir, que
se satisface,

0< VY1 —PpoTl —1p <tpg —tp1 0T —h.

Para verificar el paso inductivo, veamos que 0 < 9,49 — Ypp1 0T — ¢ <
Yo —p1 o T — ). Sabemos,

Ypio — Ypy1 0T =1 —min{0,¢, 41 0 T}.
Entonces,

Ynyo — Ynp10T —p = min{O, Y410 T}
= ma',x{(), ¢n+1 o T} - wn+1 oT
=1/Jn+1—1/)n0T—1/1~
Por la hipétesis de induccién, tenemos que ¥y, 11— 0T —0 < g —1h10T —1).
Por lo tanto, ¥p11 —poT —1 < 1hg —1hpy o T —1h Vn € N. Como s, 91 0T, 1) €
LY (X, i1), entonces también g —th1 o T — 1,1 — 11 o T € LY(X, p1). Asimismo,
como ¥, 1 1,%n o T,1p € LY(X, 1) ¥Vn € N, entonces,

Yni1 — Yoo T — € LN(X, p) Yn € N
Ypy1 — YnoT € LNX, p) Vn € N.

Como p es finito y T-invariante en X, por el Teorema 15 se tiene que ¢, 0T €
LY(X, ;1) y también

/¢nOTdM:/¢ndM Vn € N.
Por la linealidad de la integral y por el Teorema 15 tenemos
0< / (Y41 — hp)dp = / Ynrdp — / adpy  Yn €N
A A A
Z/l/fn-s-ld,u—/?//nonu Vn €N
A A
= / (Yn41 — Y o T)dp V¥n € N.
A

Ademés como |¢ 11 — ¥ 0 T| < by —1py o Ty también 1,11 — ¢ 0 T N\ 9
cuando n — +o00. Por el Teorema de la Convergencia Dominada,

tin, [ (s = w0 D)= [ lim (s = 0 T

n—oo
= / Pd.
A

Por lo tanto, [ 4 ¥dp > 0. Como A es un conjunto T-invariante y sabemos que
los conjuntos T-invariantes tienen medida cero, entonces se tiene que lim ), <
n—oo
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+00 c.d. (rel p). Ahora bien, por la manera en que se defini6 v, sabemos que
Zz;é 1 o T* < 4,,. Entonces se tiene,

n—1
1 1
= o TH < —yy.
n/k:O n

También,

n—1

1 1
lim sup — Z YpoT* < lim =4, =0 c.d. (rely).
k=0

n—soo N T n—oon

Por la Proposicion 1, sabemos que ¢ es T-invariante. Entonces,

n—1 n—1

1 1
lim sup — E ¥ o T* =limsup — E (poT* — ppoTk —e).
n
k=0 k=0

n—oo T n— 00

Como ¢ es T-invariante, entonces ¢ o T* = ¢p. Asimismo, también tene-
mos que,

1n—1
lim sup — E YoTk < pp+e c.d. (rel p).
n—o0o n/k:0

Observamos que por la Proposicion 15 (—¢p) = (—¢)r y reemplazando ¢
por —¢ se tiene lo siguiente,

n—1

1
liminf—Zd)oTk > ¢ —¢€ c.d. (rel p).
k=0

n—oo N

Tenemos que para cada € > 0, 3X. C X tal que u(X.) = u(X) sobre el cual
se tiene
n—1 n—1

1 1
¢r — € <liminf — > ¢oTF <lmsup— Y ¢oT* < ¢p +e.
e n—eo M

Asi pues, sobre el conjunto
oo

ﬂX% C X.

m=1

Concluimos que lim % Shoto T* = ¢r. Finalmente,
n—oo

n—1

Entonces ¢r = ¢ c.d. (rel ). Como ¢ € L' (X, u1), entonces ¢ € L*(X, p)
y por la Proposicién 14, como fA orpdu = fA ¢dp para cada A € F, podemos

concluir
[ ordn= [ oedn= [ oan
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Capitulo 3

Ergodicidad

En este capitulo se introduce la nocion de ergodicidad. La nocion de ergodi-
cidad describe un comportamiento importante de las érbitas de los puntos en
un sistema dindmico. De manera general, la ergodicidad captura la idea de que
todas las orbitas en un sistema dinamico (salvo un conjunto de medida cero)
tocan en algiin momento cada conjunto medible. Se vera que la ergodicidad nos
permite describir un comportamiento general de los puntos en el Teorema Er-
gbdico de Birkhoff, pues se probaréa que las sumas de Césaro convergen siempre
a una constante. Posteriormente se veran algunos ejemplos importantes. Final-
mente se desarrollara la nocién de ergodicidad wnica. La ergodicidad tnica es
cuando hay una tnica medida que es preservada por una transformacion 7'. La
ergodicidad tinica tiene a su vez consecuencias sobre el Teorema Ergoédico de
Birkhoff al asegurar que la convergencia es uniforme.

3.1. Transformaciones Ergédicas

A continuacion definimos de manera formal la nocién de ergodicidad y proba-
remos las equivalencias més importantes. La palabra “ergédico” fue introducida
por primera vez por Boltzmann en sus trabajos sobre Mecdnica Estadistica de
1870 y 1884 [22]. La idea original surgi6 al considerar grandes sistemas de par-
ticulas que interactuaban unas con otras. Por ejemplo, las particulas de un gas
encerradas en un recipiente, moviéndose e interactuando unas con otras. La hi-
potesis que se formuld era que todo sistema de particulas llegaria a un punto
de equilibrio después de que pasara un periodo largo de tiempo. Por ejemplo,
si consideramos un cilindro con un émbolo que contiene particulas de algin gas
en un estado de equilibrio y después moviamos el émbolo, después de un tiempo
grande, se tendra que las particulas alcanzaran a su vez un estado de equilibrio.
Maés atn, se conjeturo la hipotesis ergodica como sigue: Para grandes sistemas
de particulas interactuando en equilibrio, las medias temporales estan proximas
de las medias espaciales.

Las medias temporales son los promedios de los valores observados de una

67
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Figura 3.1: Particulas de gas alcanzando el equilibrio.

funcion ¢ : X — R, al pasar el tiempo. El paso del tiempo se expresa mediante
la aplicacion sucesiva de una transformacion T : X — X. Asi pues, la sucesion
de los promedios se expresa de la siguiente manera:

(sn)ners = <i ) ¢<Tk<z>>>
k=1

Las medias espaciales consisten en las integrales respecto a una medida de
los valores observados registrados por la funcién ¢.

7 [ oan

Una formulacién formal y precisa de la hipdtesis ergddica es

neN

- ln—l kx :L
i -3 o(r4(0) = oy [ o

No sélo los sistemas de particulas alcanzan un estado de equilibrio al haber
transcurrido un tiempo suficientemente grande, sino que las medias temporales
para cada punto coinciden con las medias espaciales. Una de las consecuencias
mas importantes de que se cumpla la hipotesis ergddica es que el tiempo medio
no depende del punto inicial. El valor de la media espacial es un valor cons-
tante sin importar el punto que se tome en el espacio X. Las transformaciones
T: X — X para las que se satisfaga la hipotesis ergddica serdn aquellas a las
que llamaremos transformaciones ergédicas.

Antes de dar la definicién formal de una transformacion ergodica, vale la
pena hacer una caracterizacion de los espacios que satisfacen la hipotesis er-
godica. Consideremos un espacio de medida (X, S, i) tal que u(X) =1y un
conjunto medible B C X que sea T-invariante y de medida positiva, es de-
cir, se satisface T7'(B) = B y 0 < u(B) < 1. Ahora bien, como B es un
conjunto medible, T-invariante y de medida positiva, entonces su complemento
también es un conjunto medible, T-invariante y de medida positiva. En efec-
to, basta observar que, por propiedades de la imagen inversa, se tiene que
T3 X\ B) = X\ (T"Y(B)) = X\ B. El espacio X se puede ver como la
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unién disjunta de conjuntos medibles, T-invariantes y de medida positiva de la
siguiente manera,

X =BU(X\B).

En este caso, decimos que el espacio X es un espacio descomponible.
A continuacion mostraremos que cuando el espacio X es un espacio descom-
ponible, no se puede satisfacer la hipotesis ergodica. Mas aun, se vera que la
hipotesis ergodica se satisface si y solo si el espacio X es indescomponible. Esta
caracterizacion es importante porque nos da a entender que la 6rbita de cada
punto recorre todos los subconjuntos medibles del espacio.

Lo primero que observaremos es que cuando el espacio X es descomponi-
ble, el valor del tiempo medio depende del punto que se tome en el espacio.
Consideremos una transformacion medible 7' : X — X y un conjunto B C X
medible, T-invariante y de medida positiva. Tomamos la funcién caracteristica
X B, la cual sabemos que es integrable. Veremos que la media temporal difiere
de la media espacial, pues la media temporal depende del conjunto T-invariante
donde se encuentre el punto. Por una parte, si se toma un punto x en el conjunto
B, como u(B) < 1, entonces se tiene

1 _ 1 _ u(B)
RILIEOET;XB(Tk(x)) =1# m/XBdﬂ = uX)

Por otra parte, si se toma y en el conjunto X \ B, como u(X \ B) > 0,
entonces se tiene lo siguiente,

= B 1 _ pu(B)
Jim ];XB(Tk(y)) =0# M(X)/XB‘Z“ T X))

Por lo tanto, la media temporal difiere de la media espacial y depende del
punto que se tome. Conversamente, consideremos una funcion ¢ € L'(X, u).
Por el Teorema Ergodico de Birkhoff, existe la media temporal ¢ € LY(X, )
y es T-invariante. Observamos que a menos que la funcién ¢ sea constante, el
espacio X es un espacio descomponible. En efecto, sea B C X definido como,

B={z:¢r(r) <a}

Para alguna a € R tal que pu(B) > 0. Como ¢ es T-invariante, por la Pro-
posicién 13, se tiene que B es un conjunto medible, T-invariante y de medida
positiva. Por lo tanto, el espacio X es un espacio descomponible. Asi pues, para
que se cumpla la hipotesis ergodica, se requiere que dado un espacio X, los
conjuntos medibles y T-invariantes midan 0 o 1. Siguiendo esta idea, definimos
a continuacién de manera formal una transformacion ergodica.

Definicion 21. Sea (X, S, u) un espacio medible y T : X — X wuna trans-
formacion medible. Decimos que la transformacion T es una transformacion
ergddica si para todo conjunto B C X medible y T-invariante se tiene que
w(B) =0, o bien, u(X \ B) =0.
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Observamos que en el caso en que el espacio X es de medida finita, o bien, que
1(X) =1, la condicion para que la transformacion T sea ergodica es equivalente
a pedir que los conjuntos medibles y T-invariantes midan 0 o 1. A continuacion
veremos la primera equivalencia de la ergodicidad en términos de funciones
T-invariantes. Una transformacion 7' es ergddica si y sélo si las funciones T-
invariantes son constantes. Antes de probar el criterio de ergodicidad, se probara
un lema auxiliar en la prueba.

Lema 5. Sea (X, S,u) un espacio de medida, T : X — X wuna transformacion
medible y ¢ : X — R una funcion medible y T-invariante c.d. (rel p). Si A CR
es un conjunto medible, entonces ¢~(A) es un conjunto T-invariante c.d. (rel

1)

Demostracion. Para ver que el conjunto ¢~1(A) es un conjunto T-invariante
c.d. (rel u) se debe verificar que T (¢71(A)) = ¢71(A) c.d. (rel u). Asi pues,
por la Proposicién 13 y por propiedades de la imagen inversa, se tiene

T—%¢-%A»:=T“1<¢—1<LJ{a}>>

= U1 {a})
a€cA

= J ¢ ' (e}

a€cA

()

=¢71(4).
O

El criterio de ergodicidad que se muestra a continuaciéon afirma que una
transformacién es ergodica si cada funcién T-invariante es una funcién constan-
te.

Teorema 19 (Criterio de ergodicidad). Sea (X, S, u) un espacio de medida y
sea T : X — X wuna transformacion medible. La transformacion T es ergodica
si y sdlo si cada funcion medible ¢ : X — R que es T-invariante c.d. (rel p) es
una funcion constante c.d. (rel u).

Demostracion. Supongamos primero que 7' es una transformacion ergodica y
que ¢ : X — R es una funcion medible y T-invariante c.d. (rel u). Para ver
que ¢ es una funcion constante c.d. (rel ), se definira la siguiente familia de
conjuntos {A,,}. Para cada n € Z y m € N definimos el conjunto A, como

n n+1
Amn: a0 om |
)
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Observamos que para un m fijo, la familia { A, ez es una familia ajena. Mas
aun, como A, C R es un conjunto medible, por el Lema 5 se sigue que la

imagen inversa de cada A, bajo ¢ es un conjunto T-invariante.

o HApn) = {x eX: 2% < gz) < n;;l}.

Por hipotesis, T es una transformacion ergodica, lo que implica que para cada
n € 7Z, se tiene que (¢~ (Amn)) = 0, o bien u(X \ ¢~ (Amn)) = 0. La unién
ajena de los conjuntos A,,, con m fija, nos da el espacio X, pues,

U ¢ (Amn) =67 (U (Amn)> =¢'(R) = X.
neZ nez

Esto implica que para cada m € N, existe un dnico n,, € Z tal que
(X ¢_1(Amnm)) =0.
Mas aun, se tiene la siguiente sucesion acotada de conjuntos,
<o C Azpy € Aoy, C Aip,.

De manera que la sucesion (52 )nen es una sucesion creciente y acotada. Asi

pues, el limite existe. Ahora bien, definimos,

A=) Amn,,-
meN

Entonces,

pX N\ o7 (A)) = p <X\ N ¢1(Amnm)>

meN

=Hu < U (X\ ¢_1(Amnm,))>

meN
=0.

Asi pues, A # ). Sea x € A, entonces para cada nimero natural m se tiene que,
n 1
oo - 2] <

Esto implica que

Por lo tanto, la funcion ¢ es constante sobre A, o bien, ¢ es constante c.d. (rel
1)-
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Para probar el reciproco, supongamos ahora que todas las funciones medibles
que son T-invariantes c.d. (rel p) son constantes c.d. (rel u). Sea A C X un con-
junto medible y T-invariante. Entonces, en particular la funcién caracteristica
X4 es también medible y T-invariante, pues

xa(T(z)) = xr-1(a)(x) = xalz) VzeX.

Asi pues, tenemos
xa=0 c.d.(rely),

o bien,
xa=1 c.d.(relp).

Por lo tanto, u(A) = o u(X \ A) =0, es decir, T es ergodica. O

Finalmente, veremos que en el caso en que el espacio X es de medida finita,
o bien, u(X) = 1, podemos establecer que una transformacion T es ergodica si
y s6lo si cada funcién integrable y T-invariante es también constante.

Teorema 20. Sea (X,S,u) un espacio de medida tal que u(X) < oo y T :
X — X wuna transformacion medible. La transformacion T es ergddica si y sdlo
si cada ¢ € LY(X, ) que es T-invariante c.d. (rel p), resulta ser constante c.d.

(rel ).

Demostracion. Supongamos que 1" es una transformaciéon ergodica. Sea ¢ una
funcion integrable y T-invariante c.d. (rel ). Veamos que es constante c.d. (rel
). Para cada r € R, definimos el conjunto

E.={zeX:¢(x)>r}

Observamos que dado que ¢ es T-invariante, se sigue que E, es un conjunto
medible y T-invariante. Como T es una transformacién ergddica, se tiene tam-
bién que u(E,) = 0 o bien, u(X \ E,) = 0. Si ¢ no fuera constante, se podria
encontrar ro € R tal que

0 < pu(Er,) < p(X) < oo.

Por lo tanto, ¢ debe ser constante c.d. (rel ). Para probar el reciproco, supon-
gamos que para cada funciéon ¢ integrable y T-invariante c.d. (rel p) se tiene
que es constante c.d. (rel p). Sea A C X un conjunto medible y T-invariante
c.d. (rel u). Entonces se tiene que su funcién caracteristica x4 es una funciéon
medible y T-invariante. Mas aun, se sabe que las funciones caracteristicas de
conjuntos medibles pertenecen al espacio L'(X, ). Por hipotesis se tiene que
Xa es constante c.d. (rel p). Por lo tanto, u(A) =0, o bien, p(X \ A) =0. O

El siguiente teorema relaciona la nocién de ergodicidad con el Teorema Fr-
godico de Birkhoff. Al inicio de la seccién mencionamos que el concepto de
ergodicidad tenia su origen en lo que se denominé la hipoétesis ergodica. A con-
tinuacién probaremos que si se supone que la transformacion T es ergodica,
entonces se satisface la hipotesis ergodica.
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Teorema 21. Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal que p(X) < oo y sea T :
X — X una transformacion ergddica que preserva la medida . Si ¢ € L*(X, p)

entonces,
n—1

L1 & 1
Jm gzocb(T () = ) /fbdu- (3.1)
Para casi toda x € X.

Demostracion. Por el Teorema 18 se sigue que existe ¢ € L'(X,u) que es
T-invariante c.d. (rel u) tal que

or(e) = lim 13" o)),
k=0

Por el Teorema 20 se infiere que ¢ es constante c.d. (rel u). Asi también, por

el Teorema 18 se tiene que
[ ordu= [ san

n—1

[ i o @)
k=0

Pero

/ brdu

1 n—1
lim — k d
Jin 5 > ol @) / ’

n—1
= 1im 3" o(TH@)u(X).
k=0
Por lo tanto,
) 1 n—1 . B 1
Jim S0 @) = [ o
O

En la siguiente seccién veremos algunos ejemplos de transformaciones ergo-
dicas. De hecho, analizaremos algunas de las transformaciones que preservan la
medida que se estudiaron en el capitulo 1. Veremos en cada caso si la transfor-
macion es ergddica o al menos bajo qué condiciones seria ergddica.

3.2. Ejemplos de Transformaciones Ergdédicas

A continuacién se presenta una serie de ejemplos para ilustrar el concepto
de ergodicidad. Los ejemplos que se muestran, se retoman del capitulo 1 y se
prueba bajo qué condiciones son transformaciones ergoédicas. Para probar la
ergodicidad de la mayoria de los ejemplos, utilizamos su expansion en series de
Fourier de las funciones integrables.
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3.2.1. Transformaciéon Expansiéon Binaria

A continuacion probaremos que la transformacion T'(z) = 2z mdd 1 es una
transformacion ergodica y con base en el Teorema Ergddico de Birkhoff, calcu-
laremos la frecuencia de los digitos 0 y 1 en la expansién binaria de un nimero
en el intervalo (0,1).

Proposicion 18. La transformacion T'(z) = 2z mdd 1 es ergddica.

Demostracion. Sea f € L'(X,p) una funcion T-invariante. Veamos que f es
constante. Consideremos los coeficientes de Fourier asociados a la funcion f,

a(f) = [ 2 ).

Consideremos también los coeficientes de Fourier asociados a la funcion fo T,
an(foT)= /efzka(m)f(T(x))dm
_ /ef2ﬂik(2x)f(2l,))dm.

Haciendo un cambio de variable y = 2z se tiene lo siguiente,
1 —2mik
an(f © T) = 5 € yf(y)dm

Asi pues, a,(f oT) = 1a,(f) y entonces a,(f) = 0 para cada n. Por lo tanto,
f es constante. Por el Teorema 20 se tiene que T es ergodica. O

En el Ejemplo 9 mostramos como se puede escribir la expansién binaria de
un namero con ayuda de la transformacion T'(z) = 2z mdd 1. Posteriormente,
con ayuda del Teorema de Recurrencia de Poincaré probamos que la expansion
binaria de casi todo nimero en el intervalo (0,1) contiene una cantidad infinita
de 0’s y 1’s. Para saber la frecuencia con la que aparecen en la expansiéon binaria,
ocuparemos el Teorema Ergodico de Birkhoff y la ergodicidad de la Transfor-
macion Expansion Binaria. El teorema que se presenta a continuacién recibe el
nombre de Teorema de Borel de los Numeros Normales.

Teorema 22 (Borel de los Numeros Normales). La frecuencia en la que aparece
el digito 1 en la expansion binaria de todos los nimeros en el intervalo (0,1)
(salvo un conjunto de medida cero) es de 3.

Demostracion. Sea x € (0,1). Supongamos que su expansion binaria es la si-
guiente,

En el Ejemplo 9 mostramos que,

aq ag as a9
T :T(f G2 43 ...):7 as a4
(x) 2+22+23+ + =+ =+
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Sea f(x) = X[1 1)(x). Entonces,

m _ Amt1 | Gmt2 |\ _ f 1 siysolosi amir =1
Hr (x))-f( 2 + 22 + )_{0 siysolosi ami1 =0.

El ntimero de 1’s en los primeros n digitos en la expansiéon binaria de x esté
dado por,
n—1

> f(TH@).

k=0

Dividiendo entre n, aplicando el Teorema Ergédico de Birkhoff y utilizando
la ergodicidad de T se tiene,

n—1

.1 k 1

Jim 3 @) = [ dm =5
k=0

Por lo tanto, la frecuencia de 1 en la expansiéon binaria de un ntmero en el

intervalo (0,1) es de 1. O

3.2.2. Rotaciones en el Circulo

En esta seccion analizaremos las condiciones bajo las cuales las rotaciones en
el circulo R,, definidas en la seccién 1.2.2 son ergddicas. Una de las principales
propiedades que tienen las rotaciones es que estan relacionadas con las trasla-
ciones T, mediante el isomorfismo h(f) = e?™¥. Asi pues, primero probaremos
que las traslaciones racionales no son ergddicas, mientras que las traslaciones
irracionales son ergodicas. A partir del isomorfismo A, concluiremos que la ro-
tacién R, es ergddica, sblo en el caso en que w sea de la forma e?™* con «
irracional.

Hay dos maneras de ver que la transformacion T, no es ergodica. Una manera
seria encontrar un conjunto 7T,-invariante cuya medida fuera mayor que cero y
menor que uno. Otra manera seria encontrar una funcién integrable que fuera
T,-invariante, pero no constante. A continuaciéon examinaremos ambos caminos.

Sea a = i y Ty, la traslacion correspondiente. Consideremos el siguiente
conjunto medible,

bR D)

Observamos que el conjunto A es un conjunto T,-invariante.

Sin embargo, p(A4) = %, por lo que T, no es una transformacion ergoddi-
ca. Asi también, podemos encontrar funciones en el espacio L'(X, 1) que son
T,-invariantes, pero que no son constantes. Por ejemplo, la funcion f(x) =
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0 L ‘ 7 .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.2: A es un conjunto T,-invariante.

cos(2m4x). Observamos que es T, invariante. En efecto,

f(To(2)) = cos(2md(z + i))

(
= cos(2mdz + 27)
= cos(2m4dx) cos(27) — sin(274x) sin(27)
= cos(2mdx)
= f(x).

Sin embargo, f no es constante. Por lo tanto, T, no es ergédica. El argumento
se puede generalizar para cualquier valor racional de a.

Proposicion 19. Sea o € (0,1). Si o es irracional, entonces la traslacion Ty,
es ergodica.

Demostracion. Sea f € L'(X,u) una funcién T,-invariante. Se verd que f es
constante. Consideremos la serie de Fourier asociada a f,

f(l') — § aneQ‘mnw.
nez
Consideremos también la serie de Fourier asociada a f o Ty,

f(Ta(m)) _ Z ane27rinTa(ac)

ne”Z

_ § an627rin(x+oc)

neE”Z

— § a,n827r7.nx eZﬂ'zna .

nez
Como f es T-invariante, tenemos que f(x) = f(T(z)). Entonces,

f(I]C) _ f(T(I’)) — Zan(l _ eQTrina)627rinz =0.

ne”Z
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Por la unicidad de los coeficientes de Fourier,
an(1—€?™*) =0  VneZ
Como por hipétesis a es irracional, entonces 1 — e2™"* =£ (). Por lo tanto,
an, =10 Vn # 0.

Concluimos que f(x) = ap para toda x € X, es decir, f es constante or el
) 9

Teorema 20 se tiene que T es ergddica. U
A continuacién probaremos que si se toma w = €2 con « irracional, enton-

ces la rotacion R, es ergddica. En la Seccién 1.2.2 vimos que las rotaciones y las

traslaciones se relacionaban mediante el isomorfismo h(f) = €2™%  de manera

que R,oh=hoT,.

Proposicién 20. Sea w € C definido como w = ™

La rotacion R, es ergddica.

con a € (0,1) irracional.

Demostracion. Sea f € L'(X,u) una funciéon R,-invariante. Veamos que f es
constante. Como sabemos que Ry, o h = hoT,, entonces R, = hoT,oh™ L.

f(@) = f(Ruw(x))
= f((hoTuoh™H)(x))
=fohoT,oh !(x).

Es decir, f = fohoT,oh™!. Entonces foh = fohoT,. La funcién foh €
LY (X, 1) es T,-invariante. Por la proposicién anterior, se sabe que T, es una
transformacién ergodica y por el Teorema 20 se sigue que foh debe ser constante
c.d. (rel p). Supongamos que f o h = ¢p, donde ¢y € R. Esto implica que,
f=cooh™! =¢gc.d. (rel p). Por el Teorema 20, se concluye que R, es una
transformacion ergodica. O

3.2.3. Automorfismos en el Toro

En esta seccién examinaremos las condiciones bajo las cuales los automor-
fismos en el toro son transformaciones ergddicas. Los automorfismos en el toro
son ergodicos cuando al considerar cada iteracion de la matriz que los induce,
encontramos que ninguna iteraciéon tiene como valor caracteristico al uno.

Proposicion 21. Sea A € S(k,Z). Un automorfismo Tx en el toro n’ésimo es
ergodico si y sélo si ningun valor caracteristico de A es una raiz de la unidad.

Demostracion. Sea f € L'(X, u) una funcién Ta-invariante. Por hipotesis A €
S(k,Z), esto implica que |det A| = 1. Asi pues, para cada m € Z* consideramos
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los coeficientes de Fourier de foT4. Haciendo un cambio de variable obtenemos,
am(foTy) = [ e 2mm@) £(Ty(x))dA

e—27rz mw)f ( ))d)\

/
/
/e_2m<m AT >f(x)d)\
/

—2mi((A1)* m’I‘)f( )

1)*’m(f)

Como supusimos que f es Ts-invariante, entonces se tiene que a.,(f o T4) =

am(f)-

am(f) :a(Afl)*m(f) vaZk
Observamos que (A*) no tiene raices de la unidad como valores caracteristicos,
es decir, 1 no es un valor caracteristico de (A*), pues si lo fuera, implicaria
que 1 también es un valor caracteristico de A™. Pero por hipotesis, A no tiene
raices de la unidad como valores caracteristicos. Ahora bien, por el Lema de
Riemann-Lebesgue, se sigue que,

aa-ynm(f) =0 sin — oo.

Por lo tanto, a,,(f) = 0 para cada m # 0. Asi pues, f(x) = ao(f) c.d. (rel \) y
por el Teorema 20 se tiene que T4 es ergddica. O

3.2.4. Cadenas de Markov

En la seccién 1.2.5 definimos los espacios Xy, y E+ de sucesiones bilaterales y
laterales respectivamente. Posteriormente trabajamo&, con algunos subespacios
YAy EX llamados cadenas de Markov bilaterales y laterales respectivamente.
Para dichos espacios definimos la transformacion corrimiento o. Se prob6 que
la transformacién o preservaba tanto la medida de Markov como la medida de
Bernoulli. En esta seccion veremos que la transformaciéon corrimiento es una
transformaciéon ergodica con respecto a la medida de Bernoulli y que es una
transformaciéon ergodica con respecto a la medida de Markov cuando la matriz
estocéastica es irreducible.

Medidas de Bernoulli.

El argumento que presentamos para probar que la transformaciéon corri-
miento ¢ es una transformacion ergddica con respecto a la medida de Bernoulli
funciona tanto para los corrimientos laterales, como bilaterales. Asi pues, no
haremos distincién alguna. Antes de presentar el resultado principal de la sec-
cién, probaremos tres lemas auxiliares de Teoria de la Medida. El primer lema
afirma que todo conjunto medible puede ser aproximado tanto como se quiera
por elementos del algebra de conjuntos que genera la o-algebra.
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Lema 6. Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal que p(X) =1. Si S = S(A),
donde A es un dlgebra que genera la o-dlgebra S, entonces para cada E C X
medible y para cada € > 0, existe A € A tal que p(AAE) < e.

Demostracion. Sea € >0y E C X un conjunto medible. Por definicién, se sabe
que

w(E) = inf {Z,u(An) : A, es cubierta de E 'y (4,)22, C A} .
n=1

Por definicion de infimo, hay (4;);en una cubierta de E tal que,

0

W(E) < 3~ p(A) < p(E) + 3.

i=1

Por hipotesis, u(E) < ooy entonces pu(E£)+§ < oo. Tomamos A = U2 1 A, € S.
Entonces

n(A)

IN

(oo}

Z p(A) < 0.

i=1

Proponemos F,, = J;_, A; € A para cada n € N. Observamos que
Fn g Fn+1 Vn € N.

También observamos que

O Uaen
n=1

Asi pues,
p(A) = lim p(F).
Para € > 0 dada, existe N € N tal que
W(F) — w(A) <€ ¥n >N

En particular, Fy = A’ € Ay
p(A) = p(A") <
Ahora bien, veamos que u(EAA) < e. Notamos que
WEDA) = u(B\ A)+ p(A'\ B).

Como E C |J;2, A; = A, entonces

1A\ E) = p(A) — u(E) <

N
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También como E \ A’ C A\ A’, por monotonia, tenemos que pu(E \ A') <
p(A"\ A") = p(A”") — u(A) < 5. Por lo tanto,

€

WEAA) < 4 % =«

[\)

O

El siguiente lema nos da una cota al valor absoluto de la diferencia de las
medidas de dos conjuntos dentro de un espacio de medida finita.

Lema 7. Sea (X,S,p) un espacio de medida tal que u(X) =1. Si A,B € S,
entonces |(A) — u(B)| < u(AAB).

Demostracion. Observamos que A = ANX = AN(BUB®) = (ANB)U(ANB®).
Como ANBC By AnB¢= A\ B C AAB, entonces tenemos

(ANB)U(ANB®) C BU(AAB).

Entonces
A C BU(AAB).

Por monotonia y la o-aditividad de la medida g,
(AN B) < u(B) + n(AAB).
Como el espacio tiene medida finita,
1(A) — w(B) < p(AAB).
De manera analoga obtenemos
w(B) — pu(A) < p(AAB).

Por lo tanto,
1(A) — u(B)| < W(ALB).

O

El siguiente lema es técnico en el sentido de que nos auxilia en la prueba de
la ergodicidad de o.

Lema 8. Sean E;AC X y sea T : X — X una transformacion. Entonces,
ENANT™YA)) C(EAA)U(EAT™(A)).

Demostracion. Por contencion inversa, supongamos que z ¢ (EAA)U(EAT1(A)).
Esto implica que = ¢ (EAA) y que z ¢ (EAT~1(A)). Pero

x ¢ (EANA) & xp(x) = xa(z).

También,
x ¢ (EAT_l(A)) < xp(r) = XT—I(A)(I).
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Asi pues se sigue

xe(r) = (><E(5'3))2 = XA(x)XTfl(A) (z) = XAmTfl(A)(x)a

pero esto ocurre siy sélo si x ¢ EA(ANTY(A)). Por lo tanto, EA(ANT1(A)) C
(EAA) U (EAT-1(A)). 0

A continuacién se prueba que la transformacion corrimiento o es una trans-
formacion ergodica. El argumento que se presenta funcionaba tanto para suce-
siones laterales como para sucesiones bilaterales. Asi pues, se puede suponer que
el espacio con el que se trabaja es el espacio Xj o bien, el espacio ZZ‘ con la
o-élgebra generada por los respectivos cilindros.

Proposicion 22. o es una transformacion ergddica con respecto a la medida
de Bernoulli p.

Demostracion. Sea E C Y un conjunto medible y o-invariante. Se vera que
w(E) =0 o bien, u(E) = 1. Sea ¢ > 0, tomamos € = ma (B Ay Por el Lema
6 se tiene que existe A que es la unién finita de cilindros tal que

w(EAA) < e.
Por el Lema 7 se tiene,
1(E) — ()| < p(BAA) < e.

Como A es una union finita de cilindros, entonces depende de un ntmero finito
de coordenadas, luego existe ng € N tal que el conjunto o~"°(A) es un cilindro
que depende de coordenadas diferentes que A. Como p es la medida de Bernoulli
y la transformacion corrimiento o preserva la medida p se tiene lo siguiente,

H(AN G (4)) = p(A)u(o™ (4))
= p(A)p(A) = u(A)*.

Mas aun, como F es o-invariante y o preserva la medida de Bernoulli,
W(EATT(A)) = p(o " (E)Ao ™" (4))
— j(o " (EAA))
= u(EAA) < e

Por el Lema 8 se tiene
EAN(ANo™™(A)) C(EAA)U(EAc™™(A)).
Esto implica que, dado que la unién en disjunta por la elecciéon de ng,
w(EA(ANc™™(A))) < u(EAA) + u(EAc™™(A)) < 2e.
Asi pues,

[(E) = (Ao (A))] < p(EA(AN ™™ (A))) < 26
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Por la desigualdad del tridngulo y las ecuaciones anteriores se tiene

(W(E) — w(E)?| = |u(EB) — n(A)?| + [u(A)? — u(E)|
= |u(E) = p(Ano ™ A) |+ (u(A) + u(E))|u(A) — w(E)|
= 2e + pu(A)|u(A) — p(B)] + p(E)|u(A) — p(E)|
< 4€.

Como ¢ es arbitrario, se sigue que u(FE) = u(E)?. Sin embargo, esto sélo
puede ocurrir en caso de que p(E) = 0 o bien, u(F) = 1. Por lo tanto, o es una
transformacion ergodica. O

Medidas de Markov.

La transformacion corrimiento o con respecto a la medida de Markov no
siempre es ergddica. En esta seccidon se probarén las condiciones bajo las cuales
o es ergodica con respecto a la medida de Markov. Al igual que en la seccion
anterior, el argumento que se presenta funciona tanto para los corrimientos
laterales como los bilaterales, de manera que no haremos distincién alguna.

Supongamos que P = (p;;) es una matriz estocastica. Recordamos que P es
una matriz estocastica si es una matriz cuadrada de k x k, sus entradas son no
negativas y cumple la suma de sus filas es igual a 1. Definimos,

n—1

Q= lim — Z P*. (3.2)

Donde P* = (p; (k )) es la k’ésima potencia de la matriz Py P° = Id. Denotamos
Q = (¢;5) donde

1 (k)
wi = im0 D v
k=0
La siguiente proposicion muestra que ) esté bien definida.
Proposicion 23. Para cada i,j € {0,1,--- N — 1}, el lémite
n—1
(k)
i pr ’
existe.

Demostracion. Consideramos los cilindros C; y C; con 4, j € A. Entonces,

O'_”(Ci) ﬁCj = U Cigaly"'ﬂln—lgj'

1,77 ,8n—1
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Entonces,

,LL(CTin(OZ) ﬂCj) = Z /L(Ci,al-,-“,an—l,j)

a1, ,An—1

= Z PiDiay - 'pan,lj
a1, ,an—1

= pi(P")ij-

Esto implica que,
1 n—1 11 n—1
L= { — Y. — { - -n . .
Qij nh_{go n ;)(p )is nlgr;o i kzz:o/‘(a (Ci) N Cy).

Como x¢; € L(X, p), por el Teorema Ergodico de Birkhoff se tiene que,

n—1

.1 k _
Jim gki_o X (07(2) = do(x)  cd.(relp).
Donde ¢, (z) satisface,

/%du = /XCidﬂ = u(Ci) = pi.

Multiplicamos por ¢, ambos lados de la igualdad.

n—1

X, (@)60(@) = 1m T3 xo, (e)xe,(0M@) e (relp)
k=0
n—1

Jim_ kZchno—l(ci)(w) c.d.(relp).
=0

Integrando y por el Teorema de la Convergencia Monétona,

n—1

.1
/chqsgdp = /nll_{r;OnkZchna—l(ci)(m)dﬂ
=0
1 n—1
= lim *Z/chma—l(ci)(l")d#
k=0

n—1

, 1 1
Jim ;u(cj Nno~ ()

= Di%ij-

83
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Asi pues,
1
qij = E/ch%dﬂ
1
= */ ¢r7d,u'
pi Je,
1
< — / bodp
b
1
=—pi=1
Por lo tanto g;; esta bien definida. O

El producto de dos matrices estocasticas A, B es a su vez una matriz esto-
castica. En efecto,

k k k k k
D (AB)y =3 > AuBy=) Au} By=) Au=1
j=1 j=11=1 =1 j=1 =1
Asi pues P™ es una matriz estocéstica para cada n € N y también,
1 n—1
s
n
k=0

Como,

k k
o1
Do = Jim 5ol

Por lo tanto, () es una matriz estocastica. El siguiente lema prueba algunas
propiedades de la matriz Q.

Lema 9. Sea P una matriz estocdstica, Q definida como en (3.2) y v un vector.
Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. QP = PQ = Q.
2. SivP = v, entonces vQ = v.

3. Q>=Q.
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Demostracion. 1) Sea n € N. Consideramos la matriz estocastica % Z;é Pty
la multiplicamos por P,

(e (i) (2
"= "= [t .
Haciendo tender n al infinito obtenemos,
<lim 12%13’“) P=P ( lfim 1Zn:Pk> = lim (1%113’“) .
n—,oo N, =1 n—,oo N =1 n—roo n b1

Por definicion de @,
QP =PQ=0Q.

2) Sea n € N. Supongamos que se cumple vP = v, entonces también se
cumple que vP™ = v para cada n natural. Asi también,

1 s
v (n Z P > = .
k=1
Tomando limites y por definicién de ) obtenemos,

vQ = .

3) Por propiedad 1) que acabamos de probar, sabemos que QP = Q, y
entonces tenemos que QP™ = ) para cada n € N. También,

1 n
Q (n 3 Pk) —q
k=1
Tomando limites concluimos, Q2 = Q. O

El siguiente teorema prueba una equivalencia de la ergodicidad que se utili-
zara al probar las condiciones bajo las cuales una cadena de Markov es ergodica.

Teorema 23. Sea (X, S,pu) un espacio de medida tal que p(X) = 1. Sea T :
X — X una transformacion que preserva la medida p. La transformacion T es
ergddica si y solo si para cualesquiera A, B C X medibles se satisface,

Jim LS w5 4) 0 B) = wA(B)
k=0

Demostracion. Supongamos primero que T’ es ergodica. Sean A, B C X con-
juntos medibles y consideramos la funcién caracteristica x4 € L'(X, ). Por el
Teorema 21 tenemos,

n—1
1 k _
i 7 2 xa(T(@) = [ xadn
= u(A) c.d.rel(p).
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Por el Teorema de la Convergencia Monotona,
p(A(B) = u(4) [ xud

= /M(A)deu

n—1
- / lfm 1Z><A<T’f<x>>><3du

n—1
1
= lim ];)M(T (A)N B)

Reciprocamente, supongamos ahora que hm Ly D u(TF(A) N B) =
— 00

w(A)u(B) para cualesquiera A, B conjuntos medlbles y veamos que la trans-
formacion T es ergodica. Sea A un conjunto medible y T-invariante. Entonces
tenemos lo siguiente,

p(A)(X \ A) = nlinéoﬁzl‘ AN X\ A)
:nlirr;o%iu(AﬂX\A)
k

I
=
SE
s
=
=

Asi pues, u(A) =0, o bien, u(X \ A) = 0. Por lo tanto, T es ergodica. [

A continuacién se prueban cinco equivalencias de que un corrimiento o es
ergodico con respecto a la medida de Markov.

Proposicion 24. Los siguientes enunciados son equivalentes,
1. o es ergddica.
2. Las columnas de () son idénticas.
3. qi; > 0 para todo i, j.

4. P es irreducible.
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5. 1 es un valor caracteristico simple de P.
Demostracion.
1)=2)
Supongamos que o es ergodica. Consideramos los cilindros C;, C; y sus fun-
ciones caracteristicas xc,, xc; € LY (X, u). Por el Teorema 21 tenemos,
1 n—1
> xe, 0+ @) = [ xe,du=n(C) = b
k=0

lim —
n—,oo N

Multiplicamos la igualdad por xc¢;,

n—1
A kz Xcina=x(c;) (%) = Xc:ps-
=0

Integrando y por el Teorema de la Convergencia Dominada,
1 n—1
. —k
Jim kz u(Cina™(Cy)) = pip;.
=0

Asi pues,
1 1 n—1 .
fnlggoﬁ;)u(c’ma (Cy)) = p;-

qi; =
“ Dbi

Por lo tanto, ¢;; = p;, es decir, todas las columnas de () son idénticas.
2)=3)

Supongamos que todas las columnas de () son idénticas. Entonces para cada
J existe una constante c; tal que ¢;; = c;. Por el Lema 9 se tiene que como

p es tal que pP = p, entonces p() = p y sabemos que p; > 0 para toda j €
{1,2,--- , N — 1}. Asf pues,

N-1 N-1 N-1
pj = Zpi(h'j = Zpicj =¢j sz‘ =Cj = qij
i=1 i=1 i=1

para toda i, j.

3)=14)
Supongamos que ¢;; > 0 para cada i,j € {1,2,--- , N — 1}. Observamos que
para todo i, j se tiene que,
1 n—1
. k
Jim =% (PO =g > 0.
k=0

Entonces existe n > 1 tal que (P("))ij > 0. Por lo tanto, la matriz P es irredu-
cible.
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4) = 3)

Supongamos que P es irreducible. Veamos que los elementos de la matriz
@ son positivos. Para cada i € {0,1,--- , N — 1} definimos el conjunto de los
elementos positivos de la fila i,

Si:{jiqij >0}.

Como @ es una matriz estocéstica, se tiene que S; # ), pues sus filas deben
sumar 1. Sea l € S;. Entonces ¢;; > 0. Como P es irreducible, existe un n natural
tal que (p™);; > 0. Por el Lema 9 tenemos que Q = QP = QP™. Asi pues,
para cada j se obtiene,

N-1
;= Y @™ )ms = qu(™)y; > 0.

m=0

Por lo tanto, ¢;; > 0 para cada ¢,j € {1,2,--- ,N — 1}
3)=2)

Supongamos que g;; > 0 para cada 4,j € {1,2,--- N — 1}. Fijamos un j. Por
contradiccién, supongamos que los g;; son diferentes y definimos elemento mas
grande de la columna como

;= 1max
4 09‘5N-1q”

Por el Lema 9 sabemos que @ es una matriz estocéstica y que Q? = Q. Esto
implica que para cada i € {1,2,--- N — 1},

N-1 N-1
Gij = Z Giqij < Z Qg5 = q-
=1 1=0

Por lo tanto, ¢;; < ¢; para todo i € {1,2,--- N — 1}, lo cual es una contra-
diccion por la definicién de g;, pues al menos un elemento de la columna tendria
que ser igual a g;. Por lo tanto, las filas de ) deben ser idénticas.

2)=1)

Supongamos que las columnas de ) son idénticas, es decir, que ¢;; = p; para
todo i,5 € {1,2,--- N — 1}. Veamos que o es ergddica. Sabemos que

1 n—1 (

, k)
pj =gij = lm — > vy
k=0

Sean Cly ... 4;, Cjg,-.. 4, dos cilindros. Como o es la transformacién corrimien-
. . -n
to, existe n natural lo suficientemente grande tal que o= "(Cy ... i,) ¥ Cio, e im
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dependan de diferentes coordenadas. Asi pues, para n suficientemente grande,
tenemos,

/“L(J_n(cio,“' ,il) N Cjoy"' ,jm) = DPjoPjoj1 = " Pjm—-1imPimioPioir ** " Pir_14;-

Asi,
1 n—1
Jin =37 (0 (Clge ) 0 Ci i)
k=0

n—,oo M

1 n—1

— : (k)

= PjoPjoss =" Pim—1jmPioir *** Piy_yiy 1M — ijmio
k=0

= (pjopjojl o 'pjm—ljm)(piopi()il c 'pil,lil)-
= (Cig, - i M Cigooe iy )-

Por el Teorema 23 concluimos que o es ergodica.
2) = 5)

Supongamos que las columnas de @ son idénticas y veamos que 1 es un
eigenvalor simple de P, es decir, supongamos que

qij = Pj Vi,jG{l,Q,“',Nfl}.

Suponegamos que v es tal que vP = v. Por el Lema 9 sabemos que v@Q = v.
Esto implica

v=vQ

N—1 N—-1 N-—1
_ (pl U DU z)
=1 i=1 =1
N-—1
= (Z Ui) <p17p27"' aprl)

i=1

Asi pues, v es un multiplo de p. Por lo tanto, 1 es una raiz caracteristica simple
de P.

5) = 2)

Supongamos que 1 es una raiz caracteristica simple. Veamos que las columnas
de @ son idénticas. Consideremos las filas de la matriz @

4 = (g0, -+ Giv-1))  Vie{l,2,---N—1}
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Por el Lema 9 se tiene que Q = QP. Esto implica que ¢ = ¢} P, pero
por hipoétesis, 1 es una raiz caracteristica simple, esto implica que existe un
unico vector p tal que p = pP. Por lo tanto, p = ¢; y asi, las filas de Q) son
idénticas. U

3.3. Ergodicidad Unica

En la seccion 1.3 probamos que el problema de la existencia de medidas
invariantes siempre tiene solucion, es decir, dado un espacio de medida (X, S, u')
y una transformacién medible T : X — X, siempre se puede encontrar una
medida g : S — RT tal que T preserva la medida u siempre y cuando el
espacio X sea un espacio métrico compacto y 7" sea continua. Sin embargo, no
se mencion6 nada acerca de la unicidad de la medida p. En esta seccién veremos
que aunque no siempre se puede garantizar la unicidad de una medida u, cuando
se pueda garantizar que es Unica, se puede fortalecer el Teorema Ergodico de
Birkhoff.

En la seccion 2.2 probamos en el Teorema Ergodico de Birkhoff que dado un
espacio de medida (X, S, 1) y una transformacion 7' que preserva la medida g,
si ¢ € LY(X, ), entonces para cada x € X el siguiente limite siempre existe,

1 n—1
y k
Jim =7 6(T" (x)).
k=0
Ahora bien, cuando la medida g que es preservada por T' es tnica, se puede
garantizar que la convergencia que asegura el Teorema Ergédico de Birkhoff es
uniforme.

3.3.1. Ergodicidad y Convergencia Uniforme

A continuacién definiremos la nocién de ergodicidad tnica de manera formal
y probaremos que la ergodicidad tnica en el Teorema Ergddico de Birkhoff
garantiza la convergencia uniforme.

Definicion 22. Sea (X, S, 1) y seaT: X — X una transformacion que preserva
la medida . Decimos que la transformacion T' es inicamente ergddica si
es la unica medida preservada por la transformacion T.

La siguiente proposicién muestra que las transformaciones tinicamente ergo-
dicas son transformaciones ergodicas.

Proposicion 25. Sea (X, S, u) un espacio de medida tal que u(X) = 1. Si T
es una transformacion unicamente ergddica, entonces T es una transformacion
ergddica.

Demostracion. Por hipotesis, T' es una transformacion anicamente ergodica. Por
contrapositiva, supongamos que 7' no es ergodica, Entonces tenemos que existe
FE C X medible y T-invariante tal que,

0<uE) <1
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Definimos las funciones p; : S = Ry ps : S — R como sigue, para cada
B C X medible,

BNE BN(X\FE
p(B) = 1800y, (B) = B0,

Observamos que las funciones p; y po son medidas porque p es medida.
Ademas, p1 # uo pues,

_WENE) _ p(E)

n(E) n(E)
Mientras que,
EN(X\E 0
oy PENNE)  p®)
WX\ E) n(E)
Asi pues, T no es unicamente ergodica. Por lo tanto, si T es tnicamente
ergodica, entonces tiene que ser ergoddica. O

A continuacién vamos a construir una medida que nos permitira probar que
la convergencia en el Teorema Ergodico de Birkhoff es uniforme en el caso en que
la transformacion T es inicamente ergodica. Definimos la funcion §, : S — R

como sigue,
1 siy==x
sn={, SvZ2

La funcion 4, es una medida, pues cumple,
1. 6,(0) = 0.
2. §4(E) > 0 para todo E € S.
3. Si (Ep)nen es una sucesion de elementos disjuntos de S, entonces
Oa (U En> = 6.(En).
n=1 n=1

En efecto, la primera propiedad se sigue directamente de la definicién. Para
verificar la segunda propiedad, consideremos E € S. Pueden ocurrir dos casos:
Caso 1: z € E, entonces,

0z(E) = 6,({z}) =1=>0.
Caso 2: z ¢ E, entonces,
5:(FE) = 6,(0) =02>0.

Finalmente, para verificar la tercera propiedad, consideremos una sucesion
(En)nen de elementos disjuntos de la o-algebra. Tenemos los siguientes casos:
Caso 1: z € UZO:1 E,,. Entonces, x € E,, para algin m € N,

n=1
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Pues 0,(E,) = 0 para toda n # m.

Caso 2: z ¢ J,_ | E

5, ([j E> ) =0=3 a(E
Pues 6,(F

n) = 0 para toda n € N. Asi pues, en cualquier caso se tiene
que 8,(Up—q En) = >.peq 02(Ey). Por lo tanto, 6, es una medida. Més atn
pertenece al espacio M(X) pues,

6.(X) = 6,({a}) = 1.

Ahora bien, a partir de la medida §, definiremos una nueva medida. La

nueva medida consistird en una suma finita de medidas ¢§,, como se muestra en
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 26. Sea m € N. La funcion p: S — R definida como sigue

1 m—
E Z Tk (x)-
donde 0, es la medida definida como §,({x}) =1 es una medida que pertenece
a M(X).

Demostracion. Veamos que p(f) = 0.

S

p) ==y

S () (0) = ;Z

=~
Il

0

Sea E € S. Veamos que p(E) > 0. Sabemos que 7,y (E) > 0 para toda
k € N, entonces,

Asi también,

1 m—1
k=0

Sea (E,,)nen una sucesion de elementos disjuntos de S. Veamos que p(lJ, 2| E,) =
oo w(Ey). Por definicion se tiene lo siguiente

(5)- 25 (04)

= n=1
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Pero como d7k(,) es una medida para cada k € N, entonces se tiene que
Oy (Upey En) = D_pq 07k () (En) para cada k € N. Entonces,

e} m—1 oo
M(UER>=ZZ(5TkI) En
n=1 k=0 n=1

-y

n=

m—1
Z(sTkm) En
k=0

1

1
m—

=1
— Ok (o) (En)
;mkonk)
%

1(En).

Por lo tanto, concluimos que p es una medida. Mas atn, pertenece al espacio
M(X), pues,

3
L

Ok () (X)

3~

wX) =

™7 T
Lo
—_

31 3~
I

O

En la siguiente proposicion definimos una sucesion de medidas (u, )nen para
un espacio medible (X, S) y una transformacion T', cuyos puntos de acumulacion
1 son tales que T' preserva la medida p.

Proposicion 27. Sea (X, p) un espacio métrico compacto y T : X — X una
transformacion continua. Para cada x € X, la sucesion de medidas en M(X)

1 n—1
== )
k=0

tiene al menos un punto de acumulacion en M(X) y cualquiera de los puntos
de acumulacion son medidas en el espacio M(X), que son preservadas por la
transformacion T .

Demostracion. Por hipotesis, X es un espacio métrico compacto, entonces por
el Teorema 8 tenemos que M(X) es compacto. Asi pues, para cada sucesion
de medidas en M(X) existe una subsucesion convergente en M(X). Como
Ork(z) € M(X), entonces tenemos que cada i, € M(X). Asi, (in)nen tie-
ne una subsucesion convergente, digamos (fim,, )nen que converge a v € M(X).
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Consideremos la transformacion T : M(X) — M(X) definida como,
p—poT™ !
(Tup)(A) = w(T~H(A)).
En particular, (T.d,)(A) = 6,(T~*(A)) pero,

5. (T 1 (A)) = 1 = 2 € T-1(A)
eT(x)e A
4 5T(ac)(A) =1.

Es decir, (T40,)(A) = d7(2)(A). En general,
(TE64)(A) = 6pr(n)(A)  VkEN. (3.3)

Asi pues, tenemos lo siguiente,

n—1 n—1
1 1 .
k=0 k=0

Consideremos la subsucesion convergente (i, )nen que converge a v. Entonces,

1 Mn
T* My — k T
pom, = = > TkS
k=1
1 M
=—> )
" k=1
T 6, Ox
= :u‘mn + -
mpy mpy
O mn (¢ 0.
= Um,, @ =
My, My,

Haciendo n — oo y por la continuidad de Ty (Pues T es continua por hi-
potesis) se tiene que Ty (v) = v. Por lo tanto, v € M(X) y preserva la medida
T. O

El siguiente lema es un resultado auxiliar que se utilizara para probar que la
convergencia en el Teorema Ergddico de Birkhoff es uniforme cuando 7" es una
transformacién continua y tinicamente ergddica en un espacio métrico compacto.

Lema 10. Sea n € N. Sea (X, pin, S) un espacio de medida con p, definida
como en la Proposicion 27. Sea ¢ € L' (X, ju,,), entonces se cumple lo siguiente:

JE R )]
k=0
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Demostracion. Sea B € Sy consideremos ¢ = xp. Entonces,
/deun = jin(B)

1 n—1
= > S7i(a)(B).
k=0

Pero 67,y (B) = xB(T*(x)), pues xp(T*(z)) = 1 si y solo si T"(x) € B, pero
esto ocurre si y s6lo si 67w,y (B) = 1. Entonces,

n—1

/deun = % > xB(TH()).
k=0

Ahora bien, sea s una funcién simple. Entonces s tiene la forma s = Zil QX E;
con «; € R, E; en el algebra de conjuntos Vi € {1,--- ,N} y N € N.

N
/Sd:un :/ZO%XELd,un
i=1
N
= Zai/mdun

i=1

I
SN
7]
)=
8
=
&
S
ol
O

Ahora, sea f una funcion medible. Por el Lema Bésico de Aproximacion, se
tiene que existe una sucesion de funciones simples (8., )men tales que lim s, =
m—r 00

f. Por el Teorema de la Convergencia Monoétona,

/fd,un:/ lim s, duy,
m—00

= lim Smdfin
m—00
1 n—1
= i, 5 2 om(Ta)
k=0
1 n—1
I : k
k=0

LY st

k=0
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Sea ¢ € L'(X,u,), entonces existen ¢*, ¢~ funciones medibles tales que
¢ = ¢ — ¢~ . Por la linealidad de la integral, tenemos lo siguiente,

[ o= [ 6au - [ o,

n—1
LY o) -
k=0

)
k=0

— LS @) - o (@)
k=0

1 n—1
= o Z ¢(Tk(37)>
k=0

O

A continuacién probaremos el resultado principal de esta seccion. Si T' es
continua y unicamente ergddica, la convergencia en el Teorema Ergodico de
Birkhoff es uniforme.

Teorema 24. Sea (X, p) un espacio métrico compacto y T : X — X una trans-
formacion continua dnicamente ergédica. Si ¢ € C(X), entonces la sucesion de

funciones,
1 n—1
k
~Y ¢oT
k=0
converge uniformemente cuando n — oo a la constante [ ¢du, donde {u} =

M(X).

Demostracion. Sea z € X. Consideremos la siguiente sucesion de funciones:

n—1
1
Hn = ﬁ kz_o 6Tk(x)

Por la Proposiciéon 26, sabemos que g, es una medida para cada n € N. Asi
también, por la Proposicion 27, se tiene que (i, )nen tiene al menos un punto
de acumulacion en M(X) y que cada punto de acumulacion es una medida que
pertenece a M(X) y es preservada por la transformacion 7.

Por hipoétesis, T': X — X es tnicamente ergddica, entonces T preserva una
tnica medida p € M(X). Asi pues, toda subsucesion convergente de (fin)nen
converge a u. Sea ¢ € C(X). Por el Lema 10 se tiene que,

/ o = L3 o)),
k=0

Como p,, — p. Por la Proposiciéon 12, se tiene que,

/ o, — / ody.
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Entonces,
1 n—1
lim — () = :
Jim S o1 @) = [ od
k=0
Ahora veamos que la convergencia es uniforme. Por contradiccion, suponga-

mos que la convergencia no es uniforme, es decir, para € > 0 y para cadan € N,
se tiene que existe m, > n tal que,
my—1

1 ok _
‘mnk}_joas T /¢>du

Por otra parte, consideremos la siguiente sucesiéon de medidas.

>€ Vn € N.

o0

my—1

1
" = E Ok .
v mp, T (zn)
k=0

Como X, por hipotesis es compacto, por el Teorema 8, tenemos que M (X)
es compacto. Asi pues, existe una subsucesion (v, Jnen de (Vn)nen convergente
a una medida v € M(X). Veamos que T preserva la medida v. Sea ¢ € C(X),
entonces,

/(z/J oT)dv = lim [ (¢poT)dy,

n—o0

ml,nfl

im > (T ()
k=0

n—o0o mln

my,, —1
2 1 S m
= lim — (T (a1,) + (T (21,)) = ¥(21,,)
n—oo mln =0
mlnfl
= lim — V(T ()
n— oo ml =0

Por lo tanto,

/(1/) oT)dv = lim /(w oT)dy, = /wdv.

Por la Proposicion 15, tenemos que T preserva la medida v y como por
hipétesis se tiene que T es tnicamente ergédica, concluimos que v = p.

My, —

1 1
<o | X o) - [oau] = | [ oan. - [oan| 0.

ln

Lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto tenemos que la convergencia es uni-
forme. O
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Ahora probaremos que en el caso en el que el espacio X es métrico compacto
y T una transformacién continua, entonces se cumple el reciproco del Teorema
24. En la siguiente seccion, utilizaremos este resultado para probar un criterio
que nos diga cuando una transformaciéon es tnicamente ergodica. La prueba
ocupa el Teorema de Representaciéon de Riesz que enunciamos anteriormente
como el Teorema 7.

Teorema 25. Sea (X,p) un espacio métrico compacto y T : X — X wuna
transformacion continua. Si para cada ¢ € C(X), tenemos que la sucesion de
funciones:

1n—1
R et
nk:O

converge uniformemente a una constante cuando n — 0o,entonces la transfor-
macion T es unicamente ergddica.

Demostracion. Definimos una funcional J : C'(X) — R como sigue:

n—1
J(¢) = lim 1Z¢OT’€.
k=0

n—oo N

Observamos que la funcional J esté bien definida porque por hipotesis tene-
mos que % Zz;é ¢oT* converge uniformemente a una constante cuando n — oo
para toda funcion ¢ € C(X). Asi también, observamos que J es una funcional
lineal pues,

J6+0) = lim =3 (6+v)oT

n—1 n—1

o L ko qen L k
=g 2 gt i o> ()T

= J(¢) + J(¥).

También,

J(\¢) = lim 1 > (Ag)oT*

I
>~
=
| —
>
ling
<
o
~
>

Veamos que cumple las hipotesis del Teorema de Representaciéon de Riesz, es
decir, que es positiva, continua y J(1) = 1. Para ver que es positiva, supongamos
que ¢ > 0y veamos que J(¢) > 0.
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$p>0=(poT*)>0 VEeN

= (¢poT*)>0 VkeN
k=0
ln—l

=~ (poT*)>0  VkeN.
k=0

Asi pues. J(¢) = % Z;é (¢poT*) > 0. Sea € > 0. Para ver que J es continua,
tomamos 6 = ey ¢, € C(X) tales que ||¢ — ¢||oc < 0 y veamos que |J(¢) —
J(¢)]) < e. Por linealidad,

[7(¢) = ()] = |J(¢ — )

n—1

= |l 2ot
n—1

= M| 2@ v)e Tt

< lim lni:l\(qﬁﬂp)oT’w
n—)oonk:O

n—1

1 k
nILH;O;];)II(QSﬁLw)oT =

IN

. k
Jim [|(¢ +9) o Tl

(¢ + 1) 0 T"[| oo
<d=c=¢

Entonces, J es continua. Finalmente, veamos que J(1) = 1.

n—1

J(1) = lim 32(1)0T’@

n—oo M
k=0

1 n—1
lim — Z 1
n—oo N
k=0

= lim 1
n—oo

=1

Ahora bien, por el Teorema de Representacion de Riesz, tenemos que existe
una unica medida p € M(X) tal que,

16) = [oan Vo). (3.4)
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Por otra parte, veamos que T preserva la medida p. Observamos lo siguiente,

n—1
e & k+1
TGoT)= lim o> doT
1n71
I P2 - k n __
fnlirrgon];)(¢oT +poT" —¢)

= J(9).

Es decir, J(¢) = J(¢oT') para toda funcion ¢ € C(X). Por la Proposicion 15
y por la observacion (3.4) tenemos que T preserva la medida u. Consideremos
la siguiente sucesion de funciones ¢, : X — R definida como,

n—1

1
= — Tk,
¢ n};}qso

Como lim LS o Tk = J(¢) y J(¢) = [ ¢du se tiene,

n— o0

gbn%/(;ﬁdu sin — oo.

Maés atin, por hipotesis tenemos que la convergencia es uniforme. Finalmente
veamos que p es Gnica. Supongamos que existe una medida v que es preservada
por la transformacion T'. Entonces se tiene lo siguiente,

/¢dy—>//¢dudu:/¢du sin — oo.

Como T preserva la medida v, por la Proposicion 15 se tiene,

/(¢oT)dV: /¢dy.

n—1
— 1 k
/¢ndu_/52¢o:r dv
k=0
n—1
EZ/gbodel/
n
k=0
n—1
lZ/qﬁdy
n
k=0

= / odv.

Por lo tanto, f(bdl/ = fd)d,u para toda funciéon ¢ € C(X), por lo que con-
cluimos que v = p y entonces T es inicamente ergodica. U

Entonces,
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3.3.2. Criterio de Ergodicidad Unica

En esta seccion veremos un criterio que nos permitiré saber si una transfor-
macioén es tnicamente ergddica. El siguiente teorema muestra que, si el espacio
X es métrico y compacto, para probar que una transformacién dada es tinica-
mente ergodica, basta considerar las subfamilias F' de funciones continuas que
son densas en C'(X). Si las funciones en ¢ € F' satisfacen que la sucesion,

n—1
LS ot
n

k=0

converge uniformemente a una constante, entonces la transformacién T es tni-
camente ergodica. Consideremos ¢ una familia de funciones ® C C(X). De-
notamos por L(®) al conjunto de las combinaciones lineales de funciones en
o.

Teorema 26. Sea (X,p) un espacio métrico compacto y T : X — X wuna
transformacion continua. Sea ® C C(X) una familia de funciones tales que
L(®) es denso en C(X). Si se tiene que para cada ¢ € @ la sucesion,

n—1
LY gett
n

k=0

converge uniformemente a una constante cuando n — oo, entonces T es unica-
mente ergodica.

Demostracion. Sea ¢ € C(X). Por hipotesis L(®) es denso en C(X), entonces
existe una sucesion (¥, )men tal que ¢, — ¢ cuando n — oo, es decir,

I — Ymlloc — 0 sin — oo.

Definimos ,,,,, : X — R como sigue,
1 n—1
= — m o T".

Veamos que para cada m € N, existe ¢, € R tal que ||¢p — ¥m]loc — si
n — 0o. Seam € N. Nos fijamos en v, € L(®). Como 9, es combinacion lineal
de elementos de ®, entonces tenemos que existen,

m,nz, - ,Mp cd
Gmys Gy * 5 Gy, € R.

Tales que,
Ym = @my M + amym2 + - + Amy,Mp-

Por hipétesis, tenemos que para cada f € ®, la sucesion

-1
1 n
- E foTk X ¢ = constante.
n
k=0
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Asi pues, en particular se tiene que,

n—1
1 u ‘
ﬁE:njoT’“—ijeR vje{1,2,---p}.

k=0

Definimos,
Cm = am1d1 + am2d2 +--+ ampdp-

Entonces, ||¥mn — ¢mllo €s igual a,

n—1
1
= 75 l/meTk*Cm
n
k=0 oo

=5 Z(amﬁh + ot A, Tp) oT" — ¢,

s3]
1n—1 1n—1
= amlEanoTk+-~'+ampEanoTkfcm
k=0 k=0 oo
1n 1n71
k k
= amlgznloT +"'+amPEZnPOT _amldl_"'_ampdp
= = o]

— n—1
1
= ( ;moTk >+...+amp <n2npoTkamld1dp>

k=0 00
n— 1 n—1
< Jam, | ; moT =il et lam, || 5 mpo T —am,di —dy
—0 sin — oo.
Luego pues,
[¥mn — cmlloc =0 sin — . (3.5)
Ahora bien, sean m,[l € N.
n—1
|Vmn — 1/)ln||oo < - Z (|9 © TF - o Tk”oo
" =0
1 n—1
< E Z me - leoo
k=0
= ||1;[}m - wl”oo

Mas atin, tomando en cuenta la afirmacién anterior y por la desigualdad del
tridngulo,

|Cm - Cl| § ||Cm - q/)mn”oo + men - wln”oo + ||¢ln - ClHoo
< ||Cm - 77Dmn||oo + me - leoc + ||1/}ln - ClHoo-
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Haciendo n — oo, se tiene que,

[em — a1l < |Ym = 1l (3.6)

Como (¢, )men es convergente, entonces tenemos que es de Cauchy y por la
desigualdad anterior (3.6), se sigue que (¢, )men es de Cauchy. Como (R, |- ])
es completo, tenemos que (¢, )men €s convergente. Supongamos que (Cm)men
converge a ¢ € R. Ahora, definimos la siguiente sucesién de funciones,

n—1

1
k
=0
k=0
Veamos que ¢, — ¢ cuando n — co. Observamos que para alguna m € N se
tiene,

Afirmacion:||¢, — Ymnlloo < ||On — Ymlloo-

n—1 n—1
1 k 1 k
¢nwmn|oo|‘nz¢oT *EzmeT
k=0 k=0
1 n—1

E Z(d) - ¢m) o Tk
k=0

n—1

1
n Z (& — tm) OTk”oo
k=0

1n—l
- (b_wm 0o
2 2 0= vl

16 — Y|l oo-

oo

o0

IN

IN

Asi pues,

||¢n - C”oo < ||¢ - q/}m”oo + ”d’mn - Cm”oo + |Cm - C‘-

Como ¥, = ¢ y ¢y — ¢ cuando m — oo, para € > 0 y m suficientemente
grande se tiene que,

¢ —Vmlloc <€y |en—c| <e
Sabemos por (3.5) que ||¥mn — ¢mlleo — 0 cuando n — oo. Entonces,

lim sup ||¢n - C“oo < 2e.
n—oo

Como € es arbitrario, concluimos,
u .
¢n —C sin — oo.

Por el criterio de ergodicidad tnica que se prob6 en el Teorema 25, T' es
unicamente ergodica. O
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A continuacion veremos como ejemplo de una transformaciéon tnicamente
ergodica a las rotaciones irracionales, es decir, las rotaciones donde w = €™
con « irracional. Para ello, probaremos primero que las traslaciones irracionales
son Unicamente ergddicas. Finalmente, para terminar el capitulo, veremos una
aplicacion a la Teoria de los Numeros.

3.4. Rotaciones en el Circulo

En la seccion 3.2.2 probamos que las rotaciones irracionales R,, son ergddi-
cas, mientras que las rotaciones racionales no lo son. En esta seccion se mostraré
no so6lo que las rotaciones irracionales son ergddicas, sino que son Unicamente
ergodicas. Al ser inicamente ergodicas tenemos que la medida de Lebesgue A
en S! es la tnica medida que preserva a las rotaciones irracionales.

Para probar que las rotaciones irracionales son tnicamente ergbédicas ocu-
paremos el Teorema 26. Asi pues, debemos encontrar una familia de funciones
tal que sus combinaciones lineales sean densas sobre el espacio de las funciones
continuas sobre S. Lo primero que observamos es que en el espacio [0, 1], sabe-
mos que los polindémios trigonométricos son densos sobre el espacio C([0,1]) de
las funciones continuas sobre el [0, 1]. Es decir, si se toma la familia,

® = {1} U{cos(2mkx) : k € N} U {sin(27kx) : k € N}.

Sabemos que L(®) es densa en C([0,1]). Consideremos a las rotaciones R, y
a las funciones yj(z) = z¥ para cada k € Z. Veremos que las combinaciones
lineales de la familia,

O ={x,:keN}

es densa sobre el espacio C(S!). Tomamos Yo = 1 y observamos que

Xk (€27%) + y_p(e27i%) = e2mizk  o—2mick
= cos 2nxk + i sin 2wxk + cos 2wxk — isin 2nxk
= 2cos 2nxk.
También,
X (€27%) — y_p(e27i%) = e2mizk _ o=2mick

= cos2mxk + isin 2wk — cos 2wxk + i sin 2wxk

= 2¢sin 2wxk.

Por la observaciéon anterior, concluimos que las combinaciones lineales de la
familia de funciones ® = {x; : k € N} son densas en C(S'). Consideremos
la rotacion irracional R,,. Supongamos primero que k # 0. Esto implica que
wk # 1 para cada k entero distinto del 0, la sucesion,

n—1

1 .
" ZXk o R,
j=0
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converge uniformemente a una constante si n — oo., En efecto,

1 n—1 1 n—1
=S R )] = |- S (w2)
7=0 7=0
n—1
i
n=

n—1

1 :
= ;ijka(z)
Jj=0
n—1
1 :
= ijk Ixk(2)]-
U
7=0
Como |xk(z)| = 1, entonces,
n—1 kn
1 : 1|1 —whn|
l RI ) b
7 L W) = L
1 2 .
~ Em — 0 S1 n — Q.

Supongamos ahora que k = 0, entonces,

1 n—1 1 n—1

- J == =

nZXO(Rw(z)) nZl 1.
7=0 7=0

Para cada xj, € ®, tenemos que 1 3"~ i 0 Xk (R%, (2)) converge uniformemente
a una constante. Entonces, por el Teorema 26, se concluye que las rotaciones
irracionales son tnicamente ergddicas y asi, la Gnica medida que preservan las
rotaciones irracionales es la medida de Lebesgue sobre St.

Para ver que las traslaciones irracionales son tunicamente ergodicas, utili-
zaremos el isomorfismo h : IT — S' definido como h(f) = €2™. Sea T, una
traslacion irracional, como,

Ryoh=hoT,.

Entonces,
To=h"'oR,0h

Para f € C(II) se tiene la sucesion,
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Como h es continua y biyectiva, entonces foh~! € C(S!). Como sabemos que las
rotaciones irracionales son tinicamente ergodicas, Por el Teorema 24, tenemos
que la sucesion,

n—1
LS Foh (R o b))
j=0

converge uniformemente a una constante. Finalmente, por el Teorema 25 se
concluye que las traslaciones irracionales con tinicamente ergbdicas.

3.5. Primer Digito de las Potencias de 2

Ahora veamos una aplicacién de la ergodicidad tnica a la Teoria de Numeros.
Consideremos la sucesion de digitos:

(ln)neN = {1a 27 47 87 ]-a 33 67 T }7
que se obtienen al tomar el primer digito de la sucesion:
{2" :n e N} ={1,2,4,8,16,32,64,--- }.

Queremos encontrar la frecuencia relativa con la que cada digito k € {1,2,--- ,9}
aparece en la sucesion (I,,),en. Consideremos la Traslacion del intervalo,

T(x) =x +logn2 — |z + logy 2]

Como log, 2 es irracional, entonces T' es una trasformaciéon tinicamente er-
godica. Observamos que el primer digito de 2" es k si y s6lo si,

k-10" <2 < (k+1)-10" para alguna r > 0.

Asi pues,
r+logig k < nlog;2 < r+log;o(k+1).

Entonces r = |nlogq, 2],
logyg k < nlogyy2 — [nlogyo2] <logyo(k+1)

logio k <T"(0) < logo(k +1).

Por lo tanto, k = I, si y solo si T™(0) € [logyok,logo(k + 1)). Por la
ergodicidad tnica de T, tenemos que para cada k € {1,2,--- ,9},

n—1

, 1 n
nh_{go o Z Xllog, k.log,o (k+1)) (17 (0)) = m([logyq k, logo(k + 1)))

=0
o k+1
g10 k .



Capitulo 4
Entropia

En este capitulo introduciremos la nociéon de entropia en tres niveles
= entropia de una particién medible.

= entropia con respecto a una particién medible y una transformaciéon me-

dible.

= entropia con respecto a una transformaciéon medible.

Posteriormente probaremos el Teorema de Kolmogorov-Sinai, el cuél nos facilita
el célculo de la entropia y por ultimo probaremos el Teorema de Shanmnon-
McMillan-Breiman.

4.1. Entropia de una Particion Medible

La nocién de entropia fue propuesta por primera vez por C. E. Shannon
en su articulo “La Teoria Matematica de la Comunicacién”' al proponer un
modelo para la transmision de informacion. Sin embargo, sus propiedades y su
caracter teorico han cobrado poco a poco relevancia en el estudio de los sistemas
dinamicos y en otras areas de las matematicas.

La idea original consistia en partir de un sistema completo de eventos Ay, As,

-, A, es decir, un conjunto de eventos tales que uno y solo uno de ellos ocurre
en cada ensayo. Al considerarlos junto con sus probabilidades, se obtiene lo
que llamaremos un esquema finito. Cada esquema finito describe un estado de
incertidumbre. Por ejemplo, si consideramos los siguientes esquemas:

( Ay Ay ) ( A Ay )
1 1 99 1
2 2 100 100

Observamos que el primer esquema representa una mayor incertidumbre que
el primero, pues al realizar un ensayo bajo el primer esquema, el evento A; tiene

1Shannon C. A. 1948, “A Mathematical Theory of Communication”, The Bell System Tech-
nical Journal, Vol. 27, pp. 379-423.

107
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la misma probabilidad de ocurrir que el evento As. Sin embargo, en el segundo
esquema, se tiene que es casi seguro que ocurra el evento A;. Para medir la
“incertidumbre” en los esquemas finitos se utiliza la nocién de entropia mediante
una férmula que recuerda el concepto de entropia tal y como se presenta en la
termodinamica. Sipy, pe, - - - , P, son las probabilidades respectivas de los eventos
Ay, Ay, -+, A, entonces la entropia del esquema finito es la siguiente,

n
H(p1,pa,-+ .pn) = — Y _ pilog pr,
k=1

donde pilogpr = 0 si pr = 0. La funcion H(p1,pe,- -+ ,pn) resulta adecuada
porque preserva las propiedades razonables para medir la incertidumbre de un
esquema finito. Por ejemplo, H(p1,p2, - ,pn) = 0 en caso de que alguno de los
nimeros p1,pa, -+ ,Pp S€a uno y los demas cero, es decir, el esquema carece de
incertidumbre dado que alguno de los eventos ocurrira con certeza. En la secciéon
4.1.2 probaremos a detalle las propiedades mas importantes de la entropia.

4.1.1. Particiones Medibles

En esta seccién abstraemos la nocion de esquema finito y la formalizamos
sobre lo que llamaremos “particiones medibles”. El concepto se trabaja en gene-
ral sobre cualquier espacio medible de medida finita. El concepto de particién
medible se construye a partir del concepto de pre-particion medible mismo que
definimos de manera formal a continuacion.

Definicién 23. Sea (X, S, 1) un espacio medible tal que u(X) =1. Sea £ C S
una familia finita de subconjuntos de S. Decimos que £ es una pre-particion
medible de X (con respecto a ) si,

" N(UCeg C)=1
= u(CND)=0paraC,Deg, C#D.

Ejemplo 12. Consideremos el espacio medible ([0,1],.5,m), donde S es la o-
algebra de Borel y m es la medida de Lebesgue. Una pre-particion medible de

[0, 1] seria la siguiente:
¢= (0:3). (1)

En lo que sigue, definiremos una relaciéon ~ entre las pre-particiones medibles
de un espacio de medida X . Posteriormente probaremos que la relacion definida
es una relaciéon de equivalencia.

Definicion 24. Sea (X, S, 1) un espacio medible tal que u(X) = 1. Sean &, 7
dos pre-particiones de X con respecto a p. Decimos que & ~ 1 si,

» VC €&, 3D € 1 tal que u(C'\ D) = 0.
= VD en, 3C € £ tal que (D \ C) = 0.
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La definicién anterior afirma que dos pre-particiones estan relacionadas si y
sOlo si sus elementos difieren a lo més en un conjunto de medida cero. Veamos
que la relaciéon ~ es una relacion de equivalencia.

Proposicion 28. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Para ver que la relaciéon ~ es una relacion de equivalencia, debe-
mos verificar que la relaciéon es reflexiva, simétrica y transitiva. Veamos primero
que ~ es una relacion reflexiva, es decir, veamos que £ ~ £. La reflexividad se
sigue directamente de la definicion al observar que para cada C € £ se tiene que,

u(C\ C) = p@) =0.

Veamos ahora que la relaciéon ~ es simétrica, es decir, si & ~ 7, entonces
n ~ &. Supongamos que & ~ 7, entonces por definicién tenemos,

» VC €&, 3D € ntal que u(C\ D) =0.
= VD en, 3C €€ tal que u(D\C)=0.

Por lo que también 1 ~ . Asi, ~ es simétrica. Finalmente, debemos verificar
que la relacion ~ es transitiva, es decir, si £ ~ n y 1 ~ 6, entonces £ ~ 6. Sea
C € &, veamos que existe H € 0 tal que u(C \ H) = 0. También, como & ~ 7,
entonces existe D € n tal que u(C'\ D) = 0. Como también estamos suponiendo
que 1 ~ 6, entonces IH € 0 tal que u(D \ H) = 0. Veamos que u(C \ H) = 0.

C\H=(CnH)NX
CNH)N(DUD)
CNH*ND)U(CNH*N D)

(D\ H)NC)U ((C\ D) N HE).

o~~~ o~

Pero (D\H)NCCD\H)y (C\D)nH®CC\D.
C\HC (D\H)U(C\ D).
Esto implica que,
0 < u(C\ H) < pu((D\ H)U(C'\ D))
<D\ H) +p(C\ D)
=0+40.
Por lo tanto pu(C \ H) = 0. Analogamente se tiene que si H € 6, entonces

existe C' € € tal que u(H \ C') = 0. Entonces, ~ es transitiva. Por lo tanto, ~ es
una relacién de equivalencia. O

Ejemplo 13. Consideramos el espacio medible ([0, 1],.5,m), donde S es la o-
algebra de Borel y m es la medida de Lebesgue. Las siguientes pre-particiones
medibles son equivalentes.
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= [0.5].(500)-

A cada clase de equivalencia inducida por la relacion ~ se le llama particion
medible de X. Ahora bien, puesto que los elementos de cualquier pre-particion
medible que representan una clase de equivalencia dada estan bien definidos,
salvo conjuntos de medida cero, en lo que sigue no se haré distinciéon entre dos
pre-particiones medibles que representan la misma particiéon medible.

4.1.2. Entropia de Shannon

En la introduccién al capitulo presentamos la definicion de entropia que
propuso C. E. Shannon en términos de la probabilidad de los eventos en un
sistema completo. En esta secciéon generalizaremos la nocién de entropfa para
medidas y particiones medibles de un espacio de medida finita.

Definiciéon 25. Sea (X, S, ) un espacio de medida tal que (X) = 1. La en-
tropia de Shannon o entropia de una particion medible £ de X respecto
a la medida p se define como,

H,(§) = =) pl(C)log(u(C)). (4.1)

Cceg

El namero H,(§) se puede interpretar como la cantidad de informacion que
se obtiene de una particion medible & de un espacio X. Mientras més pequena
sea la particion del espacio X, mayor serd la cantidad de informacién que se
obtenga.

La primera observacién que haremos es que si para algin elemento de la
particion C' € & se tiene que u(C) = 1, entonces H,, () = 0, lo cual se puede
interpretar como que no se obtiene nada de informacién de la particién medible.

Ejemplo 14. Consideremos el espacio medible ([0, 1],S,m), donde m es la
medida de Lebesgue y S la o-adlgebra de Borel. Asi pues, para k € N definimos
una particion regular y calculamos su entropia.

i
fj:(i,%]:) para cada j =0,1,---  k—1.

De manera que el siguiente conjunto es una particion medible de [0, 1].

E={¢:5=0,1,--- ,k—1}.
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Calculamos la entropia de la particion ¢ del espacio [0, 1].

El ejemplo anterior no s6lo muestra el valor de la entropia de una particion
regular del espacio medible, sino que también es un ejemplo de cuando la entro-
pia alcanza su valor maximo. La siguiente proposicién nos da una cota al valor
de la entropia de una particién medible. Con una particién regular se puede afir-
mar que se tiene la mayor cantidad de informacion. Una manera un poco més
clara de ver esto es considerando un nimero de eventos con igual probabilidad
de realizarse, en este caso, se podria decir que se tiene la mayor incertidumbre
con respecto al evento que ocurrird después del ensayo. Para probar la siguiente
proposicion, definimos la funcién 1 : [0,1] — R como sigue,

| zlogz, para0 <z <1
V() = { 0, para x = 0.

Figura 4.1: La funcion f(z) = xlogx es una funcioén convexa.

Notamos que podemos escribir a la entropia en términos de la funcién ¢ de
la siguiente manera,

Hy,(€) ==Y v(u(C)).

ceg

Como 9" (z) = % > 0, se tiene que 1 es una funcion estrictamente convexa.
Entonces podemos aplicar la desigualdad de Jensen. Al aplicar la desigualdad
de Jensen obtenemos lo siguiente,



112 CAPITULO 4. ENTROPIA
donde z1, 2, ..., Tp, a1, az, ...,a, € [0,1] y >, a; = 1. La igualdad se cumple
en el caso de que x; = a; para cada 1.

Proposicion 29. Sea (X, p,S) un espacio de medida y sea & una particion
medible, entonces

H,(€) < log(|€])-

Demostracion. Por definicién se tiene,

Hu(€) = = Y 0(u(C)) = —k 32 1w(u(€))  donde k= ]

ceg Ceg
Como Zceg % = |§|% = k% =1, por la desigualdad de Jensen tenemos,
1 1
U Do zn(@) ) <Y (@)
ceg Ceg
Entonces,
1 1
=D ) < —v [ 30 mO)
Cceg ces

Luego pues,

= logk
= log(|¢]).
Por lo tanto,
H,, (&) < log([¢])-
O

A continuacion vamos a introducir la nocién de refinamiento de una particion
medible. Los refinamientos son particiones medibles que estan contenidas en una
particién medible mayor. De manera intuitiva, podriamos esperar que al obtener
particiones mas finas cada vez, se obtenga cada vez mas informacion del sistema.
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Definicion 26. Sean £,m dos particiones medibles de X. Decimos que 1 es un
refinamiento de &, o bien £ <n siVD €n, C € & tal que u(D \ C) = 0.

La siguiente proposicion muestra que la definicion de refinamiento que se
acaba de dar es adecuada, en el sentido de que recupera lo que intuitivamente
esperariamos que fuera un refinamiento si 1 es un refinamiento de £, entonces
cada elemento de £ se puede ver como la unién de elementos de 7 salvo conjuntos
de medida cero.

Proposicion 30. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sean &, 1 dos particiones
medibles de X. i & < n, entonces,

pC =n| D VO e¢.
DCC

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que,

cq U D c.d. (rel p).

DCC

Esto implica que existe B C X conjunto medible con u(B) > 0 tal que,

wC=pl U D|+uB).
DCC

Observamos que B C C c.d. (relp). Como 71 es una particion medible de X
y por hipotesis es un refinamiento de &, para cada D € 7, existe C, € £ tal que
D C C}, c.d. rel(p). Entonces,

Bc |J pc |J Cp  cd (relp).
DNB#0D DNB#D

Esto implica que,

BCCn U Cp  cd. (rel p).
DNB#0)

= U (CNnCp) c.d. (rel p).
DNB#()

Finalmente, tomando medidas y del hecho de que £ es una particién medible,
se obtiene,

0<u(B)< Z u(CNCph) =0.
DNB#D

Por lo tanto, u(B) = 0, lo cual es una contradiccion. Luego pues, concluimos,

CC U D c.d. (rel p).
DCC
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Es decir,

O

Ejemplo 15. Consideremos el espacio medible ([0, 1], S,m) y sean k, [ € N tales
que k|l. Definimos los conjuntos,

I A NI

gk_{(kv k)]_0717 7k 1}
1 1+1 .

nl{(Fl).zoﬁf-w11}.

Definimos también las particiones medibles inducidas por los conjuntos de arri-
ba

n={n:i=0,1,---,1 —1}.

Veamos que 7 es un refinamiento de £. Como supusimos que kl|l, entonces
tenemos que existe un entero ¢q tal que kq = [.

NG e (52) -

Por el ejemplo anterior, sabemos el valor de la entropia.
H,, (&) =logk <logl= H,,(n).

El ejemplo anterior muestra a una particiéon y a su respectivo refinamiento.
Maés aun, al calcular la entropia de ambas particiones medibles se encontré que
la entropia del refinamiento era mayor que el de la particién que refinaba. El
siguiente resultado muestra que en general se cumple que la entropia de todo
refinamiento es mayor que la entropia de la particion a la cual refina.

Proposicion 31. Sea (X, pu, S) un espacio de medida. Sean £ yn dos particiones
medibles de X. Si § <n, entonces H,(§) < H,(n).

Demostracion. Por hipotesis, n es un refinamiento de £. Por la Proposicion 30
tenemos que,

wC =pnl JD|=> uwb vCet

DCC DCC
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Esto implica,

(\Y4 Il
™ 2l
= =
S S
g &
=
S aM
T =
S

DCC
=) d(u(D)).
pcc
Es decir,
D d(uD)) < v(u(C))
DCC
S wuD) < 3 (@)
Cee DCC Cet
Ha(&) = =S wu@) <=5 3 w(ub))
Cee Cee DCC
==Y (D)) = Hu(n).
Den

Por lo tanto,

4.1.3. Entropia Condicional

Antes de definir lo que entenderemos por “entropia condicional”, vamos a de-
finir primero una operacion entre particiones medibles que denotaremos con el
simbolo V. La operacion de particiones medibles es la generalizacion del “espacio
producto” en probabilidad cuando los esquemas son mutuamente independien-
tes, es decir, dados dos esquemas finitos A y B con eventos Ay, As, -+, A, y
By, Bs, -+, By, respectivamente, se puede construir un tercer esquema finito
AB cuyos eventos A;Bj consisten en que ocurran al mismo tiempo los eventos
A; y Bj. Sean &, 1 particiones medibles de X. Definimos,

Evn:={CnND:Ce& D en}. (4.2)

Algunas propiedades inmediatas son las siguientes. Si £, n son particiones me-
dibles de X, entonces tenemos,

= {VE=E.

= {Vn=nVE
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La siguiente proposicién muestra que la nueva operaciéon entre particiones
medibles esta bien definida, es decir, es a su vez una particion medible.

Proposicion 32. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y &, m particiones medibles.
Entonces £V n es una particion medible.

Demostracion. Veamos que se cumple que p({Ugce, H) = 1. Por definicion se

tiene,
Ur= U ¢cnp=Jcn|JD

3%/} CegDen Ce¢ Den

Observamos que,

x\Jr=x\|{JcnlUD

£V Ceg Den
=x\|Jcocux\ |JD
Ce¢ Den

Esto implica,

o<p|X\UH|<pu[xX\JC|+u[x\D

&vn ceg Den
=0.

Entonces p(X \ Ugy,, H) = 0y por lo tanto u(Ug,, H) = 1. Ahora, su-
pongamos que H, K € £V 7y veamos que se cumple que u(H N K) = 0. Por
definicién,

H=CnD Ce&Den
K=0'nD C'e&, D en.
Luego,
0<uHNK)<upu(CNnDNC' ND')<u(CnNC')=0.
Por lo tanto u(H N K) = 0. Asi pues, £ V 7 es una particiéon medible. O
Fl siguiente lema muestra la relacion entre la entropia de dos particiones &,

n y la particion £ V 1.

Lema 11. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sean & y 1 particiones medibles
de X. Entonces,

H,(EVn) < Hu(§) + Hu(n).
Demostracion. Por definicion,

Hy((Vn)=— > u(CND)log(u(C N D))

Cceg,Den

=— Y wCnD)log (”(S(Q)D)M(C)) :

cee,Den
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Pero,

log (“(S(Q)D M(O)) ~log (“(S(Q)D )) T log(u(C)).

Entonces tenemos,

oo (€N D) o
aen=- % ((cmmlg( - )w(cmD)lgm((J»)

_ menD),  (mCnD)
== 2 HOT G 1g< (o) )

Cceg,Den

— > w(CnD)log(u(C)).

ceg,Den

Asi también, como,

1”(“(3(2)1) )> - M(Zg)D | 1°g<u(i<g>D )>'

Esto implica que,

Hevm=— Y u<c>w(“(C”D))— S u(CN D) log(u(C)).

ceg,Den M(C) ceg,Den

Luego, como » o #(C) = p(Upee €) = 1. Por la desigualdad de Jensen
aplicada al primer sumando de la igualdad anterior,

n(C N D) u(CND)
w(Zu(O) 0 )szu(cw( 20 )

Ce¢ ceg

e (4552 < (S enm)

Cet Ceg
Asi pues,
H,((Vn) < Z¢<Zu CﬂD) > u(CnD)log(u(C)).
Den ceg Ceg,Den
Como,
YopenMDNC)=p(C) 'y Yoee n(CND)=p(D).
Entonces,

~Y v (Z u(cn D)) = Y 0(u(D)) = Hy(n).

Den ce¢ Den
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También,

— Y wlCND)log(u(C)) = =Y u(C)log(u(C))) = Hu(€).

Ceg,Den ceg

Por lo tanto,
Hy,(§Vvn) < Hu(f) + Hu(n)~
O

En lo que sigue, definiremos la entropia condicional. El espacio producto de
dos esquemas finitos A y B consistia en eventos A;B;, es decir, eventos en los
que ocurre al mismo tiempo, tanto el evento A;, como el evento B;. Siempre y
cuando los eventos A; y B; fueran eventos mutuamente independientes. Vamos
a suponer que que los eventos de los esquemas finitos son mutuamente depen-
dientes, es decir, nos interesa la probabilidad de que ocurra un evento B; en el
esquema B, dado que ocurrié un evento A; en el esquema A. En Probabilidad
se define la probabilidad condicional como,

Pa,(Bj) = Pé’?ﬁ)

Al calcular la entropia con esta nueva probabilidad obtenemos,

Hy,(B) == Pa,(B)log(Pa,(Bx))-
k=1

El valor H4, corresponde a cada evento A; del esquema finito A. El valor
H 4,(B) se puede ver como una variable aleatoria definida sobre el espacio A, de
manera que la esperanza matematica de esta variables es la entropia condicional
del espacio B sobre el espacio A.

m

Ha(B)=—Y_P(Ai)Ha,(B).
i=1
La cantidad H4(B) indica la cantidad de informacion que esta contenida en
el espacio B, siempre y cuando sepamos cual de los eventos en A ocurran. A
continuaciéon vamos a generalizar esta idea para un espacio de medida.

Definicion 27. Sea (X, S, ) un espacio de medida. Sean &, dos particiones
medibles de X . Definimos la entropia condicional de £ con respecto a ( como:

- og €0 D)
Hu(€|C)—CE§ECM(CﬂD)1g D

Vamos a probar algunas de las propiedades mas relevantes que tiene la entro-
pia condicional, para ello, definiremos un conjunto auxiliar. Sea ¢ una particién
medible de X y D C X un conjunto medible. Definimos,

¢D={CND:Ce¢}.
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Proposicion 33. Sea (X, S, p) un espacio de medida, & una particion medible
de X y D C X un conjunto medible. Entonces el conjunto £|D es una particion
medible de D.

Demostracion. Para ver que £|D es una particion medible, debemos verificar,
M(Ucegm C) = (D).
= y(CNH)=0paraC,H €&|D,C+H.

Veamos que se cumple la primera propiedad. Por hipdtesis sabemos que & es
una particiéon medible. Luego,

pl U Cl=wlUCnD|=uD).
ceg|D Cceg

Para ver que se cumple la segunda propiedad, consideremos C, H € &|D tales
que C # H y veamos que u(C' N H) = 0.

cC=C'"nD con C' €¢
H=HnND con H' € ¢.
Entonces, como £ es particiéon medible de X, se tiene,
0<u(CNH)=p(C'NDNH ND)=u(C'NnH ND)<u(C' NH")=0.
Por lo tanto, £|D es particion medible de D. O

Dada una medida g y D C X un conjunto medible, podemos definir lo que
llamaremos su “medida condicional” como sigue,

n(C N D)

u(C|D) = pp(C) = W

Maés atn, observamos que,

H,, (¢|D) = Z,UD ) log(1p(C))
ceg

= = 3 w(CID) log((CID))
ceg

(4.3)

Proposicion 34. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y &, ¢ particiones medibles
de X. Entonces,

H,(¢¢) = w(D)H,, (¢|D).

De¢
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Demostracion. Por definicion,

Hu(€l)=— > wCnD)lo
Ceg,DeC

- pCnD), p(CnD)
2 HD)I= py e )

n(C N D)
w(D)

Ceg,De¢

=~ S WD(CID)

Cceg,De¢
=~ 3 H(D) Y UAn(CID)
De¢ ceg
== _ u(D)H,, (¢[D).
De¢

O

El siguiente resultado nos muestra la relacion que existe entre la entropia
condicional y los refinamientos de las particiones medibles.

Lema 12. Sea (X, S, ) un espacio de medida y C,&,n particiones medibles de
X. Si ¢ es un refinamiento de n, entonces se tiene,

Hlt(f‘é) S Hu(§|77)~

Demostracion. Por definicion,

w(C N D)

H,(EQ)=— Y wCnD)log (D)

Cceg,De¢
) pCAD), p(CnD)
2 D)= s

Cceg,De¢

Como p(D) = g, n(EN D), entonces,

_ pEND)p(CnD) w(CND)
H,(¢[¢) = CG&;:CEE”M(E) WE) D) 5Dy

_ Z ZMEQD (M(i;f))

Ce¢,Een De¢

Como,

=1

Z,uDﬂE ZDegﬂ(DmE) :M(E)
het w(E) u(E)

Puesto que sabemos que v es una funcion convexa, por la desigualdad de
Jensen tenemos,

wEND)p C’ﬂD uEﬂD uw(CND)
(gi wE) ) 2 ( MD))'

De¢
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Asi pues,

) u(EN D) u(CN D)
H,(€[¢) < CE;E@MEW’ g;c w(E) D)

Como por hipotesis tenemos que ¢ es refinamiento de 7, entonces por defi-
nicion sabemos que VE € ¢, 3D € n tal que p(E \ D) = 0. Esto implica que
VD € ¢, IE € n tal que u(D N E) =0 o bien, u(D N E) = u(D). Entonces,

Zu(DﬂE)u(CﬂD) > p(CNE)

&= wE) D), wE)

Sin embargo, como FE = UDQE DU A donde p(A) =0, tenemos,

CNnE=Cn |JDuCNA  conp(CNA)<pA)=0.
DCE

Entonces,

wWCNE)=p|Cn | D|= > ucCnD).
DCE DCE,De¢

Luego pues,

Z w(CNE)  p(CNE)

pelTes ME) u(E)
Es decir,
3 p(CNE)
H,(€l0) < C%EWMEW( sy
_ p(CNE) p(CNE)
ST M 1°g< W(E) )
= H,(&In).

Por lo tanto,
H,(€¢) < Hyu(Eln).
O

Finalmente presentamos el resultado principal que muestra la relacién que
existe entre la entropia de la operacion entre particiones que definimos anterior-
mente y la la entropia condicional.

Lema 13. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sean &, (,n particiones medibles
de X, entonces,

Hy(§V Cln) = Hu(E[CV n) + Hu(Cln)-
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Demostracion. Por definicion,

HNE
Hu(EV () =— Z M(HQE)IOgM((E))
He¢v(,Een K
CNDNE
Y uenpnEHCnDOE)
Ceg,De¢, Een HE)
Por propiedades del logaritmo,
w(CNDNE
Hu(EV () =— Z N(CmDmEﬂOg((DmE))
Ce¢,De¢,Een H
DNE
Ceg,De¢,Een p(E)
Pero, por definicién, tenemos,
w(CNDNE)
H Vn)=— CNnDNE)log———=

Ceg,Del,Een

Observamos,
wDNE)=> u(CNDNE).
ceg

Por lo tanto,
DNE)

_ B o M
Hy, (€ Cln) = Hu(€¢ V) Dg;@uu?ﬁEﬂg P

= Hu(€IC v n) + Hu(Cln)-
O

El resultado que acabamos de probar generaliza el Lema 11. Consideremos
la particion trivial n = {X}. Entonces se tiene,

EVEn=¢V¢
CvVn=¢
¢In=¢.
Es decir, en caso de que 7 fuera la particion trivial, por el Lema 13,
Hyu(§V ¢) = Hu(€lC) + Hyu(C)- (4.4)

Observamos que cuando los eventos son mutuamente independientes se tiene,

Hyu(§[¢) = Hyu(6)-
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Por lo que la igualdad 4.4 se convierte en,

HM(E N C) = Hu(f) + HM(C)

La segunda observacion que se puede hacer es que de la ecuacion (4.4) y del
Lema 11 se sigue,

Hy(§[¢) < Hyu(6)-

Esto significa que la cantidad de informacién de una particion medible &,
so6lo puede decrecer o permanecer igual si se condiciona a la ocurrencia de un
elemento de la particion .

4.2. Entropia de una Transformacién y una Par-
ticion

En esta seccién analizaremos lo que le ocurre a la entropia de una particiéon al
introducir una transformacion medible T" y sus iteraciones. Probaremos algunos
resultados auxiliares para dar una primera caracterizacion de la entropfa de una
particion medible con respecto a una transformaciéon en un espacio X.

Consideremos una particion medible £ de un espacio X y una transformacion
medible T': X — X. Definimos el siguiente conjunto,

T7H&) ={T71(C): C e g}.

A continuacién veremos que T1(£) es a su vez una particion medible. Antes
de probar el siguiente resultado, notamos que una propiedad inmediata que
se sigue de la definicién de la imagen inversa de una particion medible y que
utilizaremos en la prueba de la siguiente proposicion, es que,

T7HEVn) =T E) VT ().

Proposicion 35. Sean (X, S, 1) un espacio medible y T : X — X una transfor-
macion que preserva la medida p. Si & es una particion medible de X, entonces
T=1(€) es una particion medible.

Demostracion. Veamos primero que u(U.c¢ T-1(C)) = 1. Por propiedades de
la imagen inversa de una funcioén, se tiene que,

plUT @) | =ulT [UC
c€eg cef
Por hipétesis, T' es una transformacion que preserva la medida u. Entonces,

plUT'© | =nlUC| =1

ceg cel
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Ahora bien, sean D,C € £. Veamos que p(T~1(D) N T-(C)) = 0. Por
propiedades de la imagen inversa, se tiene,

WT=HD)NT~H(C)) = (T~H(DNC)).
Como por hipétesis, la transformacion T preserva la medida p, entonces,
WTHD)NT~HC) =D NC) =0.
Por lo tanto, se concluye que T~1(£) es una particion medible. O

La proposiciéon anterior nos dice que tiene sentido hablar de la entropia de
la imagen inversa de una particién medible. El siguiente lema muestra que en el
caso de que la transformacion preserve la medida, la entropia de una particion
medible coincide con la entropia de la imagen inversa de una particién medible,
es decir, no se anade ni disminuye la cantidad de informacién al sistema.

Lema 14. Sean (X, S, u) un espacio medible y T : X — X una transformacion
que preserva la medida p. Si & es una particion medible de X, entonces,

H,(T7H(E)) = Hu(9).
Demostracion. Por definicién de entropia, tenemos,
H(T7H(€) = = Y n(T~H(O) log u(T~H(C)).
Ceg

Como por hipétesis la transformacion T preserva la medida p, entonces,

H(T7H(€) ==Y u(C)log pu(C)

Ce¢
= H,(8).
O

Ahora bien, para una particiéon medible £ de un espacio X y una transfor-
maciéon T : X — X que preserva una medida g, definimos:

n—1

&=\ T WneN
k=0

Las siguientes dos propiedades son propiedades auxiliares que nos ayudaran
a definir la entropia de una transformacion que preserva la medida.

Proposicion 36. Sea (X, S, 1) un espacio de medida, T : X — X una transfor-
macion que preserva la medida p y & es una particion medible de X. Entonces
para n,m € N se tiene,
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Demostracion. Por definicién y por los lemas 11 y 14 se tiene que,

Hu(gner) = H,u(gn \ T_n(gm )
< Hy(én) + Hu(T7"(Em))
= H, (&) + Hyu(6m)-
Por lo tanto,
Hy(ntm) < Hu(8n) + Hp(Em)-
O

El siguiente lema es un resultado sobre sucesiones de ntimeros reales positivos
y nos servira para asegurar que la entropia de una transformacién con respecto
a una particiéon medible esta bien definida.

Lema 15. Si (an)nen €s una sucesion de nimeros reales positivos tales que
Optm < ap + am Yn,m € N, entonces el siguiente limite:

1fm a—”:inf{a—;:keN}

n—oo N

existe.

Demostracion. Sea k € N. Por el algoritmo de la division, tenemos que existe
geNyre{0,1, -,k — 1} tales que n = gk + r. Por hipotesis,

al _ Aqk+r < aqk+ar
n qgk+r = qgk+7r

Asi también, por hipoétesis,
agr < qag.

Esto implica lo siguiente,

n = qgk+r — qgk+7r

Gp < gk + ay qar + ar

Tomamos el limite superior,

a qlag + %) ar+ % 4
h’msup—nglfmsupirqz im f .
n—oo M g—oo  q(k+ a) g—=oo k4 7 k
Es decir,
a a
limsup —= < -~ VkeN.
n—oo N k
Entonces,

a a a a
limsup — < inf{f ke N} < sup inf =k — lminf 2.

n—o00 n m>1 n>m n—oo n
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Como siempre se tiene que,

, . o Qpn . An,
liminf — < limsup —.
n—oo N n—oo N

Concluimos que el limite existe y ademas,

lfm a—”:inf{%:keN}.

n—oo N
O

El siguiente teorema utiliza los resultados anteriores para probar una impor-
tante propiedad que nos permitira definir a la entropia de una transformaciéon
con respecto a una particion medible.

Teorema 27. Sea (X, S, u) un espacio medible tal que p(X)=1yT: X — X
una trasformacion medible que preserva la medida p. Sea & una particion medible
de X, entonces el limite,

1 1
lim — u(gn) = ;rellf\l EH;t(fn) (4-5)

n—oo N
existe.

Demostracion. Por la Proposicion 36 se tiene que,
Hy(&ngm) < Hy(6n) + Hu(§m)  Vn,m €N

Por el Lema 15 concluimos,

lim LH, () = ff 2 H,(&,).

n—oo N, neN N
U

Ahora bien, la entropia de una transformacion con respecto a una particion
medible es el infimo de los valores de %H (&,)- El Teorema 27, afirma que ese
valor es igual al limite cuando n tiende a infinito. A continuacién formalizamos
la definicion.

Definicion 28. Sea (X, S, 1) un espacio medible tal que w(X)=1yT : X — X
una trasformacion medible que preserva la medida p. Definimos la entropia de
T con respecto a i1 Yy a una particion medible £ de X como sigue:

n—oo

M) = lim_ = H, (€0).

La entropia de una transformacion con respecto a una medida y a una parti-
cion medible se puede interpretar como la cantidad promedio de informacién por
unidad de tiempo, o bien, por cada iteraciéon de la transformacion. En Teoria de
la Informacion, este valor es importante porque representa la tasa bajo la cual
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se emite informacion, es decir, si consideramos una una fuente que emite un una
sucesion de simbolos, lo que se estéd midiendo es la cantidad promedio dada por
cada simbolo emitido. Asi pues, es una manera de evaluar la efectividad de una
fuente.

Otra manera 1util y edificante de calcular la entropia de una transformacion
medible es a partir de la nocién de entropia condicional. A continuacion se
presentan dos proposiciones auxiliares y posteriormente la caracterizacion.

Proposicion 37. Sea (X, S, 1) un espacio de medida, T : X — X una trans-
formacion medible y & una particion medible de X, entonces se tiene que,

n+1

\/ T7(),

es un refinamiento de,

\VT7(¢ WneN.

Demostracion. En general, para n € N se tiene que,

n+1

_\/ T =T VTV - vT- (g

VIO =THOVTHO V- VTT(E),

Veamos que para cada C' € \/'H (), existe D € \/7_, T7(€) tal que
w(C\D)=0.Sea C € \/:-:rl1 T~4(¢). Entonces, por definicion, C' es de la forma,

C=CiNCyn-NCpis con C; € T7(¢).

Tomamos,

D=CinCynNn---NC, COHCZ‘GTii(f).
Entonces,
p(C\D)=pu((C1NCyN---NCry1)\(C1NCaN---NCL))

<p((CinNCan---NCy)\ (C1NCyN---NCy))
= (@) = 0.

O

La siguiente proposiciéon afirma que la entropia condicional de una particion
con respecto a la imagen inversa de la particion es no decreciente. Para probar
el resultado ocupamos la proposiciéon anterior.
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Proposicion 38. Sea (X, S, 1) un espacio de medida, T : X — X una trans-
formacion medible y £ una particion medible de X. Entonces,

o, <§

\/ T-i(€)>

es no creciente.

Demostracion. Por la Proposicion 37, tenemos que \/Zjl1 T~4(€) es un refina-
miento de \/;_, T7%(£). Por el Lema 12 tenemos que,

n+1 n
V T”(é)) < H, <£ V T—i(o) :

e

Por lo tanto, H,, (§|\/7_; T~%(£)) es no creciente. O

El siguiente teorema es una primera caracterizacion de la entropia de una
transformaciéon con respecto a una particién medible con base en la entropia
condicional.

Teorema 28. Sea (X, S, ) un espacio de medida tal que p(X) = 1. Sea T :
X — X una transformacion medible que preserva la medida p y € una particion
medible de X, entonces,

hu(T,€) = Tim H, <£

\/ T"{) .
=1

Demostracion. Por la Proposicién 38 sabemos que H, (& \i_, T7*(£)) es no
creciente. Esto implica que

i (f

existe. Por el Lema 13, sabemos que si &, (,n son particiones medibles de X,
entonces se tiene,

\V T-i@)) :

=1

Hu(f \ C|7l) = Hu(ﬂc \ 77) + Hu(Cln)

Consideremos la particion trivial 7 = {X}. Entonces se tiene,

EV(En=¢V(
¢vn=¢(
Cln=¢.

Es decir, en caso de que 7 fuera la particion trivial, por el Lema 13 se tiene
que,

Hu(€V Q) = Hu(€]C) + Hyu(C)- (4.6)
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Afirmacién:

Vr

=1

Hy(¢) = +ZH (

Por induccion sobre n. Tomamos como base de la induccién a n = 1 en el cual
se cumple la afirmacion. En efecto, pues,

Hu(gl) = Hu(g)

Hacemos la hipotesis de inducciéon. Supongamos que la afirmacion se cumple
para n, es decir, supongamos que ocurre,

/L(gn = +ZH/L< \/ (5)) .

Para verificar el paso inductivo, veamos que la afirmacion se cumple para
n + 1. Por definicién ocurre lo siguiente,

Hy(6n1) = (\/ T ) :

Por la Observacion (4.6) se sigue que,
T_i(§)> -
i=1
n—1

H,(&nt1) = (\/ T ) + Hy, <f
V1@ =1\ T
i=1 i=0

(f)) Vn € N.

Ahora bien, como,

Por el Lema 14 tenemos,

H, (\/ Ti(§)> = H, <T1 \} Ti(g))

Luego pues,

Hy(&ny1) = Hu(&n) + Hy (5

n
V T‘Z(f)) :
i=1

Al sustituir la hipotesis de inducciéon en la ecuaciéon anterior obtenemos,

;L(§n+1 Z ( \/ l(@) :
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Por lo tanto,

Hu(0) = H,(€)+ 3 M, (s

\J/ Tl(§)> Vn € N.

i=1

Con base en la definicién y utilizando la la afirmacién que acabamos de
probar, podemos afirmar lo siguiente,

h(T,6) == Tim L, ()
1 n—1 J 4
= lim = | HL(6) + Y Hy (f V T‘Z(é“))
j=1 i=1

O

El ultimo teorema nos muestra que la entropia de una transformaciéon respec-
to a una particion medible se puede interpretar como la informacién promedio
anadida por el estado actual una vez que se conocen todos los estados anteriores.

4.3. Entropia de una Transformacion

En esta seccién definimos la entropia de Kolomogorov-Sinai, o bien,
la entropia de una transformacién T con respecto a una medida p como
sigue:

hu(T) = sup{h,(T,€) : £ es una particion medible de X}.

La entropia de una transformacién T respecto a una medida p se puede
interpretar como el valor méas grande de la informacion promedio que se pue-
de obtener bajo un ntmero infinito de iteraciones de la transformacion 7. A
continuaciéon veremos una importante propiedad de la entropia de una transfor-
macién con respecto a una medida. Probaremos que la entropia de T* es igual
a k veces la entropia de T.

Proposicion 39. Sea (X, S, 1) un espacio medible tal que u(X) =1y T : X —
X una trasformacion medible que preserva la medida . Entonces

h.(T*) = kh,(T)  VkeN.
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Demostracion. Sea & una particion medible de X. Entonces, por definicion se
tiene que,

o1
hﬂ(Tk7 gk) = nh—)ngo EH,U«(é-’ﬂ)v

donde,
n—1 n—1
&=\ (T &) =\ T7H(&).
1=0 1=0

Sin embargo, tenemos que,

n—1

n—1 k—1
\V T7H&) =\ 77" (\/ T—m(5)>
=0 =0 m=0
n—1 k—1
V (\/ T—“—m@))

=0 \m=0
nk—1

\ T7(9).
=0

Asi pues,

= khu (T, 6)
Tomando supremos, obtenemos,
h(T%) > sup{h,(T*, &) : € es particion medible} = kh,,(T).
Para obtener la otra desigualdad, observamos que,

nk—1

n—1
\/ 17He< ) T,
=0 =0

Por la Proposicién 31 se sigue que,

H, (Vl T’“'g> <H, (ni/lTi§> :

1=0 1=0
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Entonces,

nk—1
hu(T*,€) < lim H (\/ T g)

n—oo
nk—1
= Jim Ay <\/ & f)
= kh,(T,¢&).

Tomando supremos,
hu(T%) < khy(T).

Por lo tanto, concluimos que h,(T*) = kh,(T). O

En lo que sigue vamos a ver que a partir de la nocién de entropia condicional,
es suficiente considerar sucesiones crecientes de particiones que generan la o-
algebra de X. Dado un espacio de medida (X, S, xt) y una particion medible de
X, denotamos S(§) a la o-algebra generada por &, es decir, a la o-algebra mas
pequena que contiene a los elementos de £. Observamos que,

\/ S,

nel
es una o-algebra. Mas atn, cuando I es finito, tenemos que,
S (\/ fn> =V S
nel nel

A continuaciéon vamos a desarrollar una serie de resultados para probar un
teorema que nos facilite calcular la entropia de una transformacién. El primer
resultado nos dice como se relaciona la entropia condicional de las particiones
medibles.

Lema 16. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sean «, 3,y particiones medibles
de X. Entonces,

Hy(a Vv Bly) < Hu(aly) + Hu(Bly).
Demostracion. Por el Lema 13 se tiene que,
Hy(aV Bly) = Hu(alBV ) + Hu(B])-
Como [V 7 es un refinamiento de -, por el Lema 12,
Hy(alB V) < Hylaly).

Por lo tanto,
Hy(aVBly) < Hu(ah’) + Hu(ﬁh)
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El siguiente resultado nos dice como se relaciona la entropia de una trans-
formacion respecto a diferentes particiones medibles.

Lema 17. Sea (X, S, u) un espacio de medida, T : X — X una transformacion
medible y (,n dos particiones medibles de X, entonces,

hu(Tv n) < hu(Tv ¢)+ HM(”K)

Demostracion. Primero observamos que 1, V (, es un refinamiento de 7, pues
si E € 1, V (,, entonces es de la foorma £ = CND con C € n,y D € (.
Tomando C € n,, se tiene que,

w(EN\C) =p(CND\C) <pu(C\C) = pu) =0.
Por la Proposicién 31 se tiene,

H/L(T]'VL) < Hu(nn V().

Por el Lema 13 y tomando la dltima particién como la particiéon trivial se tiene,

Hu(nn \ Cn) = Hu(nnKn) + HM(CTL>

Asi pues,
Hu(nn) < Hu(ﬁnKn) + HM(Cn)

Como,
n—1
T = \/ T_k(TD
k=0
=npvT ')V vT ().

Por el Lema anterior 16 se sigue,

n—1
Hu(nnlgn) < ZHM(T_l(n)‘Cn)-
i=0
Luego pues,
n—1 )
Hu(nn) < HM(CTI) + Z Hu(T_l(n)|Cn)~
i=0
Como (,, es un refinamiento de 7-%(¢) para todo i € {1,2,--- ,n}, por el Lema

12 se obtiene,

Hy(T7()[G) < Hy(TT'ITTQ) Vi (1,2, ,n}.

Esto implica que,

S HAT 0)IG) < 3 BT )T ().

1=0 1=0
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Entonces,
n—1

Hyu(na) < H(Ga) + ) Hu(T()ITTH(C)).
=0

Por definicién y como T preserva la medida p.

W(T1(B) N T~(D))

H (T ()T ()= Y, wT (E)NT™(D))log

B Dec w(T=4(D))
B W(T~(E N D))
= Ee;)eg w(T~*(E N D))log T-(D))
. og AEO D)
- EE%ECM(E s w(T=(D))
= H,(n|¢).
Asi pues,
n—1
Hyu(n) < Hu(Cn) + > Hu(nl¢) = Hyu(Ca) + nH,u(n|C).-

i=0
Esto implica que,
1 1
EHu(nn) < EH/A(Cn) + Hy,(nl¢).

Tomando limite cuando n tiende a infinito,

1 1
lim = Hy, (1) < Mm —H,(Ca) + Hy(nlC).

n—oo N n— 00

Por lo tanto,
h(T,m) < by (T, C) + Hyu(nC)-
O

El siguiente resultado nos indica un comportamiento que tiene la entropia
condicional con respecto a las particiones medibles. Cuando se tiene una sucesion
de particiones medibles tales que se van refinando progresivamente, si la o-
algebra del espacio medible coincide con las intersecciones de los elementos de
la o-algebra generada por cada elemento de la sucesion de particiones, entonces
la entropia condicional de una particién medible tiende a cero.

Lema 18. Sea (X, S, u) un espacio de medida y n una particion medible de X .
Si (an)nen es una sucesion de particiones medibles con

{7 S(an) =S,
n=1

tales que a1 es un refinamiento de oy, para todo n € N, entonces,

H,(n|owm) =0 sin — 0.



4.3. ENTROPIA DE UNA TRANSFORMACION 135

Demostracion. Supongamos que n = {C},Cs,--+ ,Cy}. Para cadan € Nei €

{1,2,--- ,k} vamos a suponer que D} C C; es un conjunto en S(ay,) tal que,
w(Ci\ D) =0 sin — oo.

Definimos,
_{D07 a"'7DIZL}7

donde D} = X \ Uf 1 Di*. Observamos que 3,, es una particiéon medible y mas
aun, a, la refina para cada n € N. Por definicién se D{ se sigue que,

w(C;NDE) =0 sin — oo. (4.7
Como C; € ny D} C Cj, se deducen las siguientes propiedades:
= C;ND} =D} vie{l, -k}
= C;NDY =0 j #i.

Asi pues, se verifica lo siguiente,

Ho(nlfn) = ;MCQD) 5o
k
_;N(Cz‘ﬂDo)IOng)O
_ZZMCQD )log ———— pCin D)
J=11i#j o )
k n
N D g M0 DB)
;M( N Dg)log 1(D7)

Por (4.7) se sigue,

k
C; N DY
Hy,(n|Bn) = = _ pu(CiN Dy)log % -0  n— oo
i=1 w(Dg)

Como «,, es un refinamiento de 3,,. Por el Lema 12 se tiene que,
Hu(nlan) < Hu(n|ﬁn) —0 sin — oo.

Por lo tanto,
H,(n|om) =0 si n — oo.

O
Bajo las hipotesis del lema anterior, cuando el espacio de medidas tiene

medida finita, la entropia de una transformacion se puede calcular como el
limite de la entropia de la transformacion respecto a la sucesién de particiones.
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Teorema 29. Sea (X, S, u) un espacio de medida tal que p(X)=1,T: X —
X wuna transformacion medible que preserva la medida p. Si (n)nen €s una
sucesion de particiones medibles con,

\/ S(an) =5,

tales que ayy1 es un refinamiento de oy, para todo n € N, entonces,

hu(T) = nh_>néo hu(T, o) = ilég hu(T, o).

Demostracion. Por hipotesis, se tiene que oy, 41 es un refinamiento de v, para
todo n € N, es decir, a,, < 1. Esto implica que,

n

n—1
\/ Tﬁi(am) < \/ Tﬁi(am) Vn,m € N.
1=0 1=0

Por la Proposicion 31 se sigue que,

n

H, ("\__/0 T_i(am)> <H, (\/ T_i(am)> Vn,m € N.

i=0
Esto implica a su vez,
h(Ts ) < (T, gr) Vn,m € N.
Por el Lema 17 se sigue que,
hu(Ty o) < hy(T, 1) + Hy (o |agg1)-
Asi también, por el Lema 18,
H,(an|ang1) =0 Cuando n — oo.

Entonces se tiene,
h(T, o) < lim by (T, pyr)-

n—oo

Como la sucesion es estrictamente creciente,

lim h, (T, ang1) = sup by (T, apg1).

n—0o0 neN
También, por definicion se tiene que,

sup hy (T, apg1) < hy(T).
neN

Por lo tanto,

hy(T) < lMm h,(T,ant1) = sup by, (T, any1) < by, (T).

n—oo neN
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4.4. Generadores

Calcular la entropia de una transformacién medible a partir de la definicién
no siempre es posible. Sin embargo, en ocasiones es posible calcular la entro-
pia de una transformacion que preserva la medida, unicamente fijandonos en
una sola particiéon medible. En esta seccién, veremos que la entropia de una
transformacion coincide con la entropia de una transformacion respecto a una
particion medible, siempre y cuando la particién sea una particion generadora
de la o-algebra. A continuacién vamos a definir lo que entenderemos por un
generador.

Definicion 29. Sea (X, S,u) un espacio de medida. Sea T : X — X wuna
transformacion medible y & una particion medible de X .

= Decimos que & es un generador lateral con respecto a T si
400
V S@e) = s.
k=0

= Decimos que & es un generador bilateral con respecto a T si

+o00o
\V STr©) = 5.

k=—o0

La mayoria de las veces es muy dificil encontrar generadores laterales y ge-
neradores bilaterales. Sin embargo, una vez que se encuentran, calcular la entro-
pia de una transformaciéon medible se vuelve mucho més sencillo. El Teorema
de Kolmogorov-Sinai afirma que la entropia de una transformacién preserva-
dora coincide con la entropia de la transformacion con respecto a la particion
generadora.

Teorema 30 (Kolmogorov-Sinai). Sea (X, S, u) un espacio de medida tal que
w(X)=1.85T:X — X es una transformacion medible que preserva la medida
1, entonces se tienen las siguientes propiedades,

= 5i & es un generador lateral, entonces hy,(T) = h,(T,§).

= Si& es un generador bilateral y T es invertible c.d(relp), entonces h,(T) =

hu(T, €).

Demostracion. Supongamos primero que £ es un generador lateral. Veamos que
h,(T,n) < h,(T,&) para toda particion medible 7 de X. Sea 7 una particion
medible de X y consideramos la particién medible &, 1. Por el Lema 17 se tiene
que,

hu(T,m) < P, €nsr) + Hyu(nl€n 1) (4.8)
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Sin embargo, por definicién tenemos,

m—1
(T£n+1)—mlgnooa (\/T £n+1)

, 1
= lim — Hy(€min):

Por la Proposiciéon 36 se tiene,

Hu(ngrn) < Hu(gm) + Hu(€n>

Esto implica,

N L, 1
i Hy(&m4n) = n}ﬂnoo a w(6m) + lim - H,(E)

Asi pues, se tiene que,
h,u(Ta gn—i—l) S hu (Ta €)

Por otro lado, como &,,41 es un refinamiento de £, por la Proposiciéon 31,

H,(§) < Hu(€nta)-

Luego pues,
hu(Tv 5) < hu(Tv €n+1)'

Entonces,
hM(T7 fn—i—l) = hu (Ta 5)
Luego, podemos escribir la desigualdad (4.8) como,

hu(Tv Ti) < hM(Tv 5) + Hu(ﬁ\ﬁnﬂ)- (4'9)

Por hipétesis, £ es un generador lateral y como para indices finitos sabemos
que se cumple que,

S (\/ Ti(§)> =\/ ST~
1=0 1=0

Por el Lema 18,
H,(n|én+1) =0 sin — oco.

Por lo tanto, por lo anterior y tomando limites en (4.9) se tiene que,
h,u(T7 77) < hu(Ta 5)7

para toda particion medible n de X. Asi pues, tomando supremos tenemos,

hu(n) < hu(Tv f) < hu(ﬁ),
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es decir, h,(n) = h, (T, §). Ahora para probar la segunda afirmacion del teorema,
supongamos que £ es un generador bilateral y T es una transformacion invertible
c.d.(rel.p). Al igual que con la primera afirmacion, probaremos que h,(T,7) <
hu(T, &) para toda particion medible 7 de X.

Por hipétesis se tiene que T es invertible c.d.(rel.u). Esto implica que T% (&)
es una particion medible de X para toda k € N. Esto implica que,

\V 177
es una particion medible de X. Por el Lema 17 se tiene que,

hy (T, ) <hﬂ< \/ T(¢ >+H,L (77 \n/ T‘i(§)>-

i=—n i=—n

Sin embargo, como,
n 2n
V 1) =\ 17
i=—n =0
2n
_ \/ (Tn)fl
=0
2n
—m \/ T—l
=0

=T"(&2n41)-

o Vo) frr o)

= hu (T, T"(§2n41))-

Esto implica que,

Como por hipoétesis T preserva la medida g,

hu (T, ™ (§2n+1 )) = hlL (T, §2n+1 )

Luego pues,

V)

i=—n

h#(T777> S h (T §2n+1 +H (

Por un argumento analogo al que se dio en la prueba de la primera afirmacion
del teorema, se tiene que,

hM(Ta fen-ﬁ-l) = hu (T7 g)
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Asi pues,

h#(Ta 77) S h#(Ta 5) + Hll (77

V Ti<£>> :

1=—n

Por hipétesis £ es bilateral, es decir,

+oo
\/ s@He) =5

k=—o00

Por el Lema 18,

QTi@>%O si n — oo.

1=—n
Entonces,

H, (77
h(T,n) < hy(T,6),

para toda particion n de X. Finalmente, tomando supremos podemos concluir,

hu(T) = hu(T> f)

4.4.1. Cadenas de Markov

En esta seccion vamos a calcular, con ayuda del Teorema de Kolmogorov-
Sinai, la entropia de las transformaciones corrimiento con respecto a la medida
de Bernoulli y con respecto a la medida de Markov.

Medidas de Bernoulli

Sea o : X — X la transformacion corrimiento y p la medida de Bernou-
1li bilateral en ¥, que es generada por pi,---,pi. Consideremos la siguiente
particion de cilindros,

§={C, -, Cy}.
Observamos que,

n

\/ Uﬁj& = {Cifn"'in : i—na tee ain S {7/, e k}}

j=—n

Como los cilindros generan a la o-dlgebra de X, por el Teorema de Kolmogorov-
Sinai, se tiene que,

hu(o) = hy(o,§).



4.4. GENERADORES 141

Asi pues,

1 n—1
e (V)

=0

Como 1 es una funcién convexa, podemos utilizar la desigualdad de Jensen.
Entonces,

1
= —k k)
1.1
= — 71 —
hlos
= logk.

Por lo tanto, h,(c) < logk, con igualdad si y sélo si

1
pi=-=pE=
Consideremos la transformacién oy : {1,2,3}* — {1,2,3}% con la medida de
Bernoulli con probabilidades %, %, % También consideremos la transformacion
o1 : {1,2}% — {1,2}* con la medida de Bernoulli con probabilidades %, % Por
una parte,
hy(o1) = log 3.

Por otra parte,
hy(o2) = log2.

Por lo tanto, o1 y o2 tienen entropia diferente. Sin embargo, consideremos
la transformacion oy : {1,2,3,4}2 — {1,2,3,4}% con la medida de Bernoulli
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con probabilidades 1 }L, 1 4 Asi también, consideremos la transformacion o :

{1 2 3 4,5}% — {1,2,3,4,5}% con la medida de Bernoulli con probabilidades

11
5, g, g, 51 3»- Por una parte,

hu(o1) =log4 = log2® = 2log 2.

Por otra parte,

k
hu(o2) == pilogp;

1 1
= 510g2+§10g23

1
= §(log 24)
= 2log 2.

Por lo tanto, o1 y 02 tienen la misma entropia.

Medidas de Markov

Sea P una matriz estocastica irreducible y p el vector de probabilidad asocia-
do a P tal que (P,p) es un par estocéstico. Sea o : ¥ — X, la transformacion
corrimiento y p la medida de Markov bilateral asociada al par estocéstico (P, p).
Consideremos la misma particion de cilindros que utilizamos para la medida de
Bernoulli.

= {Cl,"' ,Ck}~

Dado que la particiéon es una particion generadora, vamos a utilizar el Teo-
rema de Kolmogorov-Sinai.

n—1
H'u (\/ U_lé-) == Z /”L(C’iO"'in—1)log:u’(cio“-in_l)

=0 10 in—1

Z PigPigiy * " " Pip_2in_1 1Og(piopioi1 o .pin72in71)

10 in—1

= Z PigPigiy * " Pip_2in_1 1ngi0

o1
n—2
- § PioPigiy " Pip_oin_1 E logpijijﬂ
B0 in—1 j:0

k k
—> pilogp; — (n—1) Z szpw log pij.
=1 i=1 j=1
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Por el Teorema de Kolmogorov-Sinai,

1 n—1
hyu(o )_nh—%onH (\/ gl§>

=0

k&
= - Z Zpipij log pij.

i=1 j=1

Sustituimos ¥ (p;;) = p;j log p;;. Como 1 es una funciéon convexa, podemos usar
la desigualdad de Jensen,

hu(U)

kK
- Z ZPW(M;’)

i=1 j=1

k k
- Zpi Zﬂ’(?ij)
=1 \j=1

IN

k k
- Zpikﬂ/) z:: ?J

k 1
=3k ()
=logk.

Por lo tanto, h, (o) < log k con igualdad si y solo si p;; = % para cada i, j.

4.5. El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman

Los resultados que hemos desarrollado en las secciones anteriores nos permi-
tiran ahora formular el resultado principal de este capitulo, que es el Teorema
de Shannon-McMillan-Breiman. A continuacién vamos a desarrollar algunas de-
finiciones ulteriores y pruebas auxiliares para facilitar la enunciaciéon y prueba
del Teorema de Shannon-McMillan-Breiman.

Consideremos una particién medible ¢ del espacio X. Como £ es una parti-
cion, por definicién sabemos que para casi todo z € X, existe un tinico elemento
de la particion C' € £ tal que = € C. Para hacer referencia al elemento C al cual
pertenece x, lo denotaremos como £(z).

Observemos que, dado un espacio medible X, si £ es una particion medible
de X y consideramos la o-algebra generada por la particion &, es decir, S(&)
podemos dar una caracterizacién de la esperanza condicional de una funcién
integrable. Sea f € L'(X, ), la esperanza condicional de f es la siguiente,

E(f]15(¢) ZXB /fu

Bep
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En efecto, para verificar que la expresion anterior es la esperanza condicional
de la funcién f, basta integrar. Al integrar la expresién anterior vemos que se
satisface la propiedad fundamental de la esperanza condicional, es decir,

[ EIs@)an= [ ran

En particular, si A C X es un conjunto medible, su funcién caracteristica
xa es integrable. Por la observaciéon anterior, la esperanza condicional de x4
con respecto a la o-subalgebra S(£) es la siguiente,

E(xalS(€) = X8y / xadp
B

Bep

ZXB AQB)

Bep

= u(Al§).

Definimos la siguiente sucesion de particiones medibles,

a1 = X
n—1

oy = \/ Tk
k=1

Lema 19. Sea (X, S, p) un espacio de medida tal que u(X) = 1. SeaT : X — X
una transformacion que preserva la medida p y € una particion medible de X .
Definimos para cada n € N,

Fp==Y xalogu(Alay).
Aeg

Asi también, definimos,

F* =sup|F,]|.
n>1

Entonces, para cada t > 0 y para cada A € £ se tiene lo siguiente:
» pu({z € A: F*(z) > t}) <e '
« F* e LY(X, p).
Demostracion. Seat >0y A € £. Para cada n > 1 definimos,
FA (@) = —log u(Alan)(@).
Asi también,

Bl ={zreX: Ffx)<tVke{l,2,---,n—1}y FA(z) > t}.



4.5. EL TEOREMA DE SHANNON-MCMILLAN-BREIMAN 145

Observamos que si € BZ}, entonces,
FAz) >t
—log u(Alay,) >t
log pu(Ala) < —t
w(Alay,) < et

Como B € S(a,), por la propiedad fundamental de la esperanza condicional,

p(Bi N A) :/ Xadp
B2}

= / p(Alan)dp
B

< / e_td,u
B}

= e ' u(B).
Entonces,

u{z e A: F*(z) > t}) = u({x € A: F,(x) > t, para algin n})
= u({z € A: FA(x) > t, para algin n})

=M<G(Aﬂ3f)>

n=1

= iu(AﬁBf)

n=1
0o

<e 'y u(B)

n=1

<e™l
Ahora, veamos que F* € L'(X, ). Notamos que,
p({x € A: F*(z) > t}) < p(A).
Esto implica que,

p({x € A: F*(z) > t}) <min(u(A),e™).
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Luego pues,

Aeg
< [ minuay.e
Aee’0
—log p1(A) 00
_ / u(A)dt + / e~tdt
Aeg’0 Agg/~logulA)
1(A)
==Y logu(A)+ >
et = loge

=H,(§+1<o0.
Por lo tanto, F* € L (X, ). O

A continuacién veremos un lema auxiliar que se utilizara en la prueba del
Teorema de Shannon-McMillan-Breiman.

Lema 20. Sea (X,S,u) un espacio de medida finita, sea T : X — X wuna
transformacion medible y & una particion medible de X, entonces se tiene la
siguiente identidad,

n—1

log p(€n(x)) = log p(&(T" " (2))) + Z log 11 <£(Tj1 (x))

n—j
\/ T’@g) .
k=1

Demostracion. Por induccién sobre n. Observamos que la base de la induccion
con n = 1 se satisface de manera evidente. Por hipétesis de induccién, suponga-
mos que la identidad se satisface para algin n natural y veamos que se satisface
para n + 1. Recordemos que se habia definido «,, como,

n—1
o \/ T k¢
k=1

Asimismo, si A C X es un conjunto medible, la esperanza condicional de x 4
con respecto a S(&) se denota como (A V &) y se caracteriza como,

wAve =Y “(Zl(g)B)XB VAt  cdre(p)
Beay,
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Esto implica que,

logpu(AVE) = > log & )XB VAe¢  cdrel(p).
Beay,

Asi pues, por definicion, por propiedades del logaritmo y por la caracterizacion
de la esperanza condicional de x4 se tiene lo siguiente,

log fu(ns1(2)) = > Y log (AN B)xans(x)

A€& Beay,

= O, A B) T X
AZ,;BZ log u(B) == xa(w)xs (@)

=3 > logu(B)xa(x)xs(z)
A€ Beay,

Y ”A”B MAND),  (@)xn()
Ae€g Beay,

:ZZlogu(B) @)+ > Y AV an)xalx)
A€& Beay, A€g Beay,

= Z log 11(B)x +Z Z (AV ap)xalx)
Beay, A€¢ BEan,

= log pu(awn(2)) + log u(§(x) V o).

Como ay,(x) = &,(T(z)), entonces se tiene que,

log p1(€nv1(z)) = log u(€n(T(2))) + log pu(€(x) V an).

Por la hipétesis de induccion se obtiene lo siguiente,

n—1
log p(€n1(2)) = log p(§(T"H(T'(2)))) + Y log ul(€(T~H (T (@)))lans1-5)
j=1
+log p(&(x) V arn)
n—1
= log u(&(T"(x))) + ZIOgu T (@) omy1-5)
j=2
+log pu(&(x) V am)
n—1
= log pu(¢(T™(x))) + > _ log u(&(T7 " (@) am41-)-
j=1
O
El siguiente lema afirma que si ¢ es una funcién integrable, entonces %

converge a 0 para casi todos los puntos de X.
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Lema 21. Sea (X, S, u) un espacio de medida y T : X — X una transformacion
que preserva la medida u en X. Si ¢ € LY (X, i), entonces,

o 0T (@)

n—00 n

=0 c.d. (relu).

Demostracion. Sea A C X un conjunto medible. Consideramos la funciéon x4 €
Ll(X’ M)? Como7
xa(T™(z)) <1 VeeXyVneN.

Entonces,

xal™@) 1 4 yex.
n n

Es decir, la propiedad se cumple para las funciones caracteristicas. Conside-
remos una funciéon simple s. Sabemos que las funciones simples tienen la forma,

k
§= § CiXE;>
i=1

donde, E; € Sy ¢; € R para cada ¢. Como,

k
™ ixg, (T
i 2@ g, e (@)
n—oo n 7L—>O<Ji=1 n

n—oo n

k n
i=1
=0 Ve e X.

Consideremos ¢ € L'(X, u). Sabemos que ¢ = ¢ — ¢~, donde ¢+, ¢~ son
funciones medibles. Como ¢ es integrable, entonces sabemos que es acotada c.d.
(rel p) y entonces ¢T, ¢~ también son funciones acotadas c.d. (rel p). Por el
Lema Baésico de Aproximacion, sabemos que existe una sucesion de funciones
simples (s;)ien tales que,

lim s; = ¢™.
l—o0

Mas aun, sabemos que la convergencia es uniforme.

lim w = lim lim lsl((T"(ar:)))

n— 00 n n—oo l—o0o0 N

= lim lim lSz((Tn(ﬂ?)))

l—oon—oon

=0 cd. rel(p).
Procediendo de manera anéloga, se prueba,

o 67" @)

n—00 n

=0 c.d. rel(p).
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Por lo tanto,

o OT@)
n— 00 n

c.d. rel(p).
O

El siguiente teorema que vamos a probar es el Teorema de Shannon-McMillan-
Breiman. El teorema muestra una manera de calcular la entropia de una trans-
formaciéon medible. Para probar el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman va-
mos a ocupar dos resultados importantes de la Teoria de la Medida, a saber, el
Teorema de la Convergencia Dominada y el Teorema del Incremento Martingale.
El primero ya fue enunciado anteriormente como el Teorema 17 A continuaciéon
enunciamos sin prueba el segundo.

Teorema 31 (Incremento Martingale). Si ¢ : X — R es una funcion integrable
., . - (oo}

y Fy, es una sucesion de o-dlgebras no decreciente tales que |J,_, F,, genera la

o-dlgebra F, entonces la sucesion de funciones (¢r,) converge a F' casi donde-

quiera y en L',

» O, — ¢p c.d. rel(p).

/|¢an¢p|du%0 st n — 00.

Para probar el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman ocuparemos el Teo-
rema Ergodico de Birkhoff. Recordamos que habiamos visto que el Teorema
Ergodico se podia fortalecer al anadir la hipotesis de que la transformacion
medible era una transformacion ergddica. La versién que enunciamos a conti-
nuacion del Teorema de Shannon-McMillan-Breiman no supone la ergodicidad
de la transformaciéon. Posteriormente hablaremos de la version de Teorema que
supone que la transformacion es ergodica. La segunda versién, aunque menos
general, serd la que ocuparemos en el siguiente capitulo cuando hablemos del
problema de la compresion.

Teorema 32 (Shannon-McMillan-Breiman). Sea (X, S, ) un espacio de me-
dida tal que u(X) = 1. Sea T : X — X una transformacion que preserva la
medida p y & una particion medible de X . Entonces el limite

T, €)= Tim_ — Tog p(€n(x))
existe c.d. rel.(1). Mds ain, la funcion
x— h,(T,& x)
tiene las siguientes propiedades:

» es T-invariante c.d.(rel.u).

= es u integrable.
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ho(T, €) = / ho(T €, 2)du(x).

Demostracion. Sea A C X un conjunto medible. Consideramos la funciéon ca-
racteristica x4 € L'(X,pu) y la o-subélgebra S(£) generada por la particion
medible £ de X. Por la Proposicion 14, tenemos que existe la esperanza condi-
cional x4 con respecto a la o-subélgebra B(£) generada por £ y la denotamos
como p(A[€). Por el Lema 20 se tiene,

_k£>

Recordamos que se defini6 la siguiente sucesion de particiones medibles,

O[1:X

log (én () = log p(&(T™ " (2))) + Zlogu< §(T7" Y (x))

= \_/ Tk (¢) Vn € N.

Finalmente, definimos Fj : X — R como sigue,

Fy.(2) = log p(&(x)] k)

Sustituyendo obtenemos,

log p(&n(x)) = log u(&(T™ () + Zlogu ( UARED))

_k£>
n—1

= log p(&(T" " (@)|a) + Y log u(&(T7 7 () vn—j1)
j=1

n—1

= Fy(T" ! (2)) + Z Foj(T? ()

n—1

=D Fai(TV(2)).

Jj=0

Asi pues,
log 11(&n ( Z Foj( T]

Consideremos la funciéon ¢ : X — R deﬁmda como sigue:

¢(x) =logp(é(z))  cd. rel(p).
Observamos que ¢ € L' (X, u1), pues,
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Definimos,
Qoo = \/ S(an)-
n=1

Por el Teorema del Incremento Martingale se sigue,

HE@)an) L plelas)  ed. vel(p).

Esto implica que,

Ll
log u(€(@)|an) L log plElane)  cdoxel().
Entonces,
Fy ANy cd.(rel.p).
Donde F(x) = log 1(&(x)|teo ). Como,

n—1

% log p(&n(z)) = % Z Fo (T (2))

1

: n <
7=0 7=0

=Y F(T(x)+ = Y (Fay — F)(TV()).

151

Por el Teorema Ergodico de Birkhoff sabemos que existe ¥ : X — X tal que,

1
Y(a) = lim - ; F(T7(x)).
Donde la funcioén ¢ satisface las siguientes propiedades,
= ¢ es T-invariante c.d. rel(u).
= Y€ LY(X, p).

/ dp = / Fd.

Veamos que,

% Z(Fn_j — F)(T?(z)) =0 sin — oo c.d. rel(u).

Definimos,
F* =sup |Fy|.

n>1
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Por el Lema 19 se tiene que F* € L'(X,p). Para cada k natural, definimos
Gi : X = X de la siguiente manera,
Gy = |Fy, — F|.

También definimos G}, : X — X como,

Gy, = sup G,.
n>k
Asi pues,
1 n—1
~ Gy (TV(2)) ZGn]TJ Z G j(T7(x))
7=0 ] =n—k+1
1= . 1 n—1 )
AT G+t ¥ e pme)
j=0 j=n—k+1

Por el Lema 19, por el Lema 21 y por el Teorema Ergodico de Birkhoff se tiene
que,

n—1 n—k
linsup 2 3 Gus(T(e) < Jin 2 32 Gomy(T )

= () c.d. rel(p),

donde para cada k € N se tiene lo siguiente,

= ¢y es T-invariante c.d. rel(p).

= Y € LN(X, ).

/wkdu= /Gidu-

Como Gj — 0 c.d. rel(u) si k — co y ademaés,
Gy <Fx+F VkeN.

Con F % +F € L*(X, p). Por el Teorema de la Convergencia Dominada,
/hmsup Z n—j oTH)du < hm /deu

n—oo
= /Odﬂ

=0.
Por lo tanto,

n—1

dim % D (Gnj(T(2)) =0 cd. rel(p).

=0
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Luego pues,
n—1

1 1 )
Jim ——log (¢, (x)) = lim ZF(TW”

= Y(x) c.d. rel(p).

De esta manera, tenemos la primera parte del teorema, a saber, que el limite
existe,

hu(X, & x) = nh_)rrgo —% log (&, (x)) c.d. rel(p).

Ademas, h, (X, &, p) es T-invariante y pertenece a L' (X, ). Mas atn,

/nlggo—flogu(é“n( ))dp(x) = —/wdu

Como F,, converge a F en L' cuando n — oo y por el Teorema 28, entonces,

—/qu: — lim [ F,du

n—o0

= hm/ log p(&(x)| o )dp
:JLH;OZ/ log pu( Ala, )dps

Aeg
NnB
= lim Z/ Z —lo g )XBd,u
n~>ooA€€ ABEOc )
w(ANB)
= lim — (AN B) logi
- 3 san ot

= lm H,({|an)

= hu (T, €).
O

El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman se puede fortalecer en gran medi-
da anadiendo algunas hipotesis adicionales. Si suponemos que la transformacion
T es una transformacion ergodica, entonces utilizando el Teorema 21 en lugar del
Teorema Ergodico de Birkhoff en la prueba del Teorema de Shannon-McMillan-
Breiman, podemos concluir que,

(T, €) = Tim — log (€ (x).

Asimismo, si anadimos la hipotesis de que la particion & es una particion
generadora, por el Teorema de Kolomogorov-Sinai, podemos concluir que,

h(T) = lim —*10gu(§n( ))-

n— oo
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Ejemplo 16. Consideremos el alfabeto A = {0,1} y espacio de ¥ = AY.
Supongamos que pg = p(0) = r y p1 = p(1) = s y consideremos la medida de
Bernoulli. Entonces la probabilidad de que una secuencia inicie de la siguiente
manera,

(101101).
es igual a,
1(C1o1101) = P1P0P1P1POPL
=25t

El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman afirma que cualquier sucesion de
longitud 2™ tiene aproximadamente la misma probabilidad. Tomando el logarit-
mo base 2,

1(Clgininigisisis) = 27",

donde h es la entropia de la transformacién corrimiento o.



Capitulo 5

Compresion de Datos

En este capitulo se probara, a partir del Teorema de Shannon-McMillan-
Breiman lo que se conoce como la Propiedad de la Equiparticion Asintética
(AEP). La AEP afirma que la mayoria de los conjuntos que pertenecen a una
particiéon &,, tienen aproximadamente la misma medida. Posteriormente, con
base en la AEP encontraremos una cota a la compresion en funcién de la en-
tropia. Finalmente, estudiaremos el algoritmo de Huffman para alcanzar una
compresion 6ptima de un texto.

5.1. Propiedad de la Equiparticién Asintética

A partir del Teorema de Shannon-McMillan-Breiman podemos dividir el
espacio en dos clases de conjuntos, a saber, los conjuntos tipicos y los conjuntos
no tipicos. Los conjuntos tipicos son la mayorfa y su medida es muy cercana al
total, mientras que los conjuntos no tipicos tienen la caracteristica de que su
medida es muy pequena, de manera podemos ignorarlos. Dicha propiedad recibe
el nombre de la Propiedad de la Equiparticién Asintotica.

A continuacién haremos algunas observaciones respecto del Teorema de Shannon-
McMillan-Breiman y posteriormente probaremos la existencia de los conjuntos
tipicos y la de los conjuntos no tipicos.

Consideremos un espacio de medida, una transformacion medible T' y una
particion medible. El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman afirma que en el
caso de que el espacio sea de medida finita X, la transformacion T sea ergodica
y la particién medible generadora, se tiene que,

_% log u(€(x)) = b cd. (rel pr).

Ahora bien, el Teorema de Egorov afirma que en espacios de medida finita la
convergencia c.d. rel (u) implica la convergencia en medida. Asi pues, el Teorema
de Shannon-McMillan-Breiman implica,

—% log pu(¢()) + h.

155
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A continuacién, probaremos la AEP y con ello la existencia de los conjuntos
tipicos. Como convencion vamos a suponer que D es la base del logaritmo.

Teorema 33 (Propiedad de la Equiparticion Asintotica (AEP)). Sea (X, S, u)
un espacio de medida tal que n(X) =1, T : X — X es una transformacion
ergédica y & una particion medible generadora de X . Entonces para cada € > 0
yn > 1 existe un subconjunto de &, que denotamos como AL tales que,

D) < (A () < DT,
Los conjuntos AT (x) reciben el nombre de conjuntos tipicos.

Demostracion. Por el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman se tiene que para
cada € > 0 existe N € N tal que Vn > N se tiene,

n({e \—jllogu@n(x)) =) <e

Asi pues, podemos dividir el espacio X como,

x={os | Dogntenen -1 2 fu Lo |- Liogutenten 1] < ).

Como la funcioén,

z = p(E()),

es constante para cada x € ,(x), entonces se tiene que los elementos de la
particion pertenecen a uno u a otro de los conjuntos. Denotamos a los elementos
de la particién que pertenecen al conjunto,

{o: Hlogmsn(z)) - h\ <e}.

como A'. Veamos que satisfacen el enunciado de la proposicion. Por definicion,
un miembro = del conjunto satisface lo siguiente,

o u(aza)) -] <

Asi pues,

1
—e+h< fﬁlogu(A?(z)) <e+h

—n(h+¢€) <logu(AZ(z)) < —n(h —¢)

p—nhte) < M(A?(x)) < D_n(h_e).



5.1. PROPIEDAD DE LA EQUIPARTICION ASINTOTICA 157

Mas aun, dado € > 0 y n > 1 la unién de los conjuntos tipicos es el conjunto,

U B= {x ; ’—ilogu(ﬁn(aj)) - h’ < e}.

BeAr

El Teorema de Shannon-McMillan-Breiman afirma que la medida del comple-
mento de los conjuntos tipicos es menor a €, entonces se tiene que,

u({x*—ik@u@ﬂx»—h‘<e}>>1—6

A continuacién se probara una importante propiedad de los conjuntos tipicos
que se basa en esta observacion. La siguiente proposicién nos da informacion
acerca de la cardinalidad de los conjuntos tipicos.

Proposicion 40. Sea (X, S, 1) un espacio de medida tal que u(X) =1, T :
X — X es una transformacion ergédica y £ una particion medible generadora
de X. Entonces,

(1 —e)D"=9) < |A"| < Do),

Demostracion. Sea e y n > 1. Dado que los elementos de A7 son subconjuntos
de la particion &,,, entonces,

p|l U B =D uB).

BeA? BeAy

Asi pues, por la Propiedad de la Equiparticion Asintética se tiene lo siguiente,

1>p UB
BeA?

= > wB)
BeAn
> |A’I€’L| Dfn(h+e).
Esto implica que,

|A?| < D”(h+€).

Asimismo, por la Propiedad de la Equiparticiéon Asintética y por la obser-
vacion anterior, se tiene lo siguiente,

l—e<p UB
BeAr

= > wB)
BeAn
< |A?| D=9,
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Esto implica que,
(1—e)D"h=9) < |A7].

5.2. Codificacion de Datos

Consideremos una fuente de informacion o un generador de mensajes, es
decir, un generador de sucesiones de simbolos. Consideremos un alfabeto Ay =
{s1, 82, -+, sk} de k simbolos y consideremos el conjunto de sucesiones infinitas
de simbolos de del alfabeto AY = ¥

Asi también, se van a considerar los mensajes de longitud finita. Supongamos
que A} denota el conjunto de palabras de longitud n de simbolos en Aj. Por
ejemplo, un periédico podria ser una fuente de informacién discreta. El conjunto
de todas las palabras de longitud finita se denota como sigue,

N:GM.
n=1

Los mensajes contenidos en la fuente de informacién son recibidos por un
codificador que los transforma en sucesiones de palabras codificadas. Las pala-
bras codificadas son palabras en otro alfabeto que tienen correspondencia con
las palabras de la fuente de informacion por medio del codificador. Asi pues,
un codigo es una funcion C : Ay, — B}, donde Ay y B,, son alfabetos con k
y m elementos respectivamente. Dado un alfabeto A decimos que un cdédigo
binario es cualquier funcion C' : A — {0,1}* es decir, una funcién que a cada
simbolo en el alfabeto le asigna una palabra que consiste de 0’s y 1’s. Asimismo,
para cada s € Ay, decimos que C(s) una palabra codificada. La longitud de
una palabra codificada l¢(s) consiste en la cantidad de simbolos en {0,1} que
tiene la palabra C(s).

Ahora bien, decimos que un codigo binario C' : Ay — {0,1}* es un cédigo
no singular cuando a diferentes simbolos en Ay, les corresponden diferentes pa-
labras codigo, es decir, un cédigo C' es singular cuando es inyectivo. Por ejemplo,
el codigo Morse asigna a cada letra del abecedario una palabra compuesta con
los simbolos - y — es un c6digo no singular.

Hasta ahora, s6lo se ha mostrado la manera de codificar simbolos. Sin em-
bargo, nos interesa codificar mensajes. Asi pues, definimos una funcion cidigo
como sigue.

Definicién 30. Sea Ay un alfabeto con k simbolos y C' : A, — {0,1} un cddigo
binario. Definimos una funcion cédigo C* : Ay — {0,1}* como sigue,

C(siy -+ 8i,) = C(si,) - C(si,)

Donde s;, -+ s;, € Ay
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Nos interesa que cada mensaje sea decodificado de manera tnica. Los codigos
para los cuales a cada sucesion de palabras co6digo les corresponde una tnica
sucesion de palabras en el codigo fuente reciben el nombre de cddigos sin
ambigiiedad. El siguiente ejemplo muestra un cdédigo ambiguo.

Ejemplo 17. Sea A3 = {a1,az2,a3} un alfabeto. Definimos un cédigo binario
C como sigue,

C’(al) =1
C(ag) =00
C(a3) =11.

El codigo que se acaba de definir no es un cédigo sin ambigiiedad, ya que no hay
manera de distinguir el mensaje aaaa del mensaje cc, ya que ambos se codifican
como 1111.

A continuacion se muestra un ejemplo de un codigo sin ambigiiedad.

Ejemplo 18. Sea A3 = {aj,a2,a3} un alfabeto. Definimos un codigo binario
C' como sigue,

C’(al) =1
C(ag) =00
C((Ig) = 10.

El codigo que se acaba de definir es un cédigo sin ambigiiedad. Cada palabra
se puede distinguir de manera tnica.

5.2.1. Cobdigos Libres de Prefijos

Entre los codigos sin ambigiiedad, se encuentran los cddigos libres de prefijos.
Sin embargo, antes de definir lo que se entenderé como un coédigo libre de prefijos,
se introducira la nocion de prefijo.

Sea z € A} una palabra de longitud n compuesta de simbolos en el alfabeto
Ap. Decimos que z es un prefijo de otra palabra x’ compuesta de simbolos
en Ay y de longitud mayor a n si los primeros n simbolos que componen a z’
forman la palabra z. Por ejemplo, la palabra abba es un prefijo de la palabra
abbabc.

Un codigo binario C' : A, — {0,1} es un codigo libre de prefijos si
ninguna palabra codificada es el prefijo de otra palabra codificada.

Ejemplo 19. Sea A3 = {a1,a2,a3} un alfabeto. Definimos un cédigo binario
C como sigue,

C’(al) =1
C(ag) =00
C(a3) =10.
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El codigo que se acaba de definir no es un codigo libre de prefijos, ya que 1
es un prefijo de 10. Sin embargo, si definimos un c6digo binario C’ como sigue,

C’(al) =0
C,(ag) =10
C'(a3) = 11.

El codigo resulta ser libre de prefijos, pues ninguna palabra codificada es
prefijo de otra palabra codificada.

Los codigos libres de prefijos tienen dos propiedades importantes. La primera
propiedad es que todo codigo libre de prefijos es un codigo sin ambigiiedad ya que
la condicién de que ninguna palabra codigo sea el prefijo de otra palabra codigo
nos asegura que si dos palabras codigo son diferentes, entonces corresponden a
dos palabras fuente diferente. La segunda propiedad es que los codigos libres
de prefijos son facilmente decodificables. En efecto, dado que los cédigos sin
ambigiiedad son inyectivos, entonces son invertibles y dado que las palabras
codificadas no son prefijos de alguna otra palabra codificada, se puede encontrar
de manera casi inmediata la palabra de la fuente de la cual provienen.

5.2.2. Arboles Asociados a un Coédigo

Para estudiar a los codigos libres de prefijos, les asociaremos un drbol. Los
arboles son grdficas que empiezan desde un nodo raiz. Cada nodo en una grafica
es un nodo hoja, o bien, es un nodo interior. Un nodo interior que tiene una o
mas ramificaciones es llamado padre de las ramificaciones. Un nodo hoja es un
nodo sin ramificaciones. La aridad de un nodo no es otra cosa que el nimero de
ramificaciones.

Nodo Raiz.

Nodo Interior. Nodo Hoja.

Nodo Hoja.

Figura 5.1: Partes de un arbol.

Se suele dibujar a los arboles poniendo la raiz hasta arriba y las hojas hasta
abajo. La profundidad de un nodo es el nimero de arcos que van desde la raiz
hasta el nodo. La profundidad de un drbol es el maximo del ntimero de arcos
que van desde la raiz hasta un nodo hoja. Finalmente, se dice que un nodo n
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cubre a otro nodo m si la trayectoria que va de la raiz a m cubre la trayectoria
que va de la raiz a n.

Asi también, un drbol de aridad n es un arbol en el que todo nodo interior
tiene exactamente n ramificaciones. Un drbol completo es un arbol de aridad n
en el cual todos los nodos hojas tienen la misma profundidad.

(a) Arbol no completo. (b) Arbol Completo.
Figura 5.2: Arbol de aridad 2.

Un arbol lleno de aridad n y profundidad d > 0 tiene la propiedad de que a
cada nodo a una profundidad ¢ (0 < ¢ < d) le caben exactamente,

nd=9, (5.1)

hojas.

La caracteristica principal de los codigos libres de prefijos es que una vez que
se le haya asignado una sucesion finita de simbolos de un alfabeto 5, a cada
simbolo en un alfabeto Ay, entonces ningin otro codigo debe empezar con ese
“patrén” o esa misma sucesion de simbolos. Ningun patrén puede ser prefijo de
algin otro codigo.

Dados los alfabetos Ay, B, y un cédigo libre de prefijos C' : Ay — B, le
asociamos un arbol de aridad m tal que a cada palabra codificada le corresponda
una sucesion de etiquetas de una trayectoria que va de la raiz a la hoja.

Ejemplo 20. En el ejemplo 19 se mostr6 un alfabeto As; = {aj,as,a3} y
un codigo libre de prefijos C’ definido de la siguiente manera: C’(a;) = 0,
C'(a2) =10 y C'(a3) = 11. El arbol asociado al codigo C’ es el siguiente:
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5.2.3. Desigualdad de Kraft

El siguiente resultado se conoce como la desigualdad de Kraft. La desigualdad
de Kraft nos da condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un
codigo libre de prefijos.

Teorema 34 (Desigualdad de Kraft). Sean Ay = {a1,a2, -+ ,ar}, By = {b1,ba,- -

dos alfabetos de k y m simbolos respectivamente. Sea C : Ay, — B}, un codigo
libre de prefijos. Si li,la, - I son las longitudes de las palabras codificadas,
entonces se satisface la siguiente desigualdad,

k
Z m~h <1.
i=1

Conversamente, dado un conjunto de longitudes que satisfacen la desigualdad
anterior, se tiene que existe un cddigo libre de prefijos cuyas palabras codificadas
tienen estas longitudes.

La igualdad de da cuando el cédigo libre de prefijos es completo.

Demostracion. Por hipotesis C : A, — B}, es un coddigo libre de prefijos, enton-
ces se le puede asociar un arbol de aridad k cuyas palabras codificadas tienen
longitudes 1,13, - - , ;. Consideramos,

L:= méax [; + 1.
1<i<k

Como el codigo C es un codigo libre de prefijos, entonces se tiene que ningin
nodo que corresponde a una palabra codificada puede estar debajo de otro nodo
que corresponde a otra palabra codificada. Asi pues, por la observacion (5.1) se
tiene que una palabra codificada en el nivel /; tiene a lo mas,

L—1;

)

descendientes en el nivel L. Ahora bien, consideremos el cédigo completo. En-
tonces se tiene lo siguiente,

Z mE-li — Z mEm—li

Como el arbol de aridad n asociado al codigo libre de prefijos puede tener a
lo mas m” hojas, entonces,

k
m* g m~h < m~.
=1
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Asi pues,
k

meli <1.

i=1
Ahora bien, cuando el codigo es completo, entonces todas las hojas corres-
ponden a una palabra codificada. Por lo tanto,

es decir,

Para probar el reciproco, supongamos que l1,ls, - ,l; son enteros positivos

tales que,
k
Zm_li <1.
i=1

Consideremos a L = maxi<i<k l;. y supongamos que 7; es el nimero de los
l; tales que son iguales a j, donde 1 < j < L. Asi pues,

L k
I — —li <
n;m-7 = m~ ' < 1.
j=1 i=1
Entonces,
L L—1
E n;m-7 = E n;m=7 +npm~ L.
j=1 j=1
Esto implica que,
L—1
npm Lt <1— njm™
L = J
Jj=1
L—1

ny <mP —mt g m~J

j=1

Analogamente,

L—2
np_p <mbtt— g nij_J_l.
Jj=1

En general, para cada k tal que 0 < k < L — 1, se satisface,

L—k—1
np_p <mtF— E nij_]_k.
i=1
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Las desigualdades anteriores nos garantizan que haya suficientes nodos para
asignar a elemento del alfabeto A, una palabra codificada procediendo de la
siguiente manera. Ordenamos las longitudes [y,ls,---l; de menor a mayor y
le vamos asignando a cada una una rama del drbol hasta agotar todas las k
longitudes. O

A continuacién veremos un ejemplo para ilustrar como funciona el algoritmo
descrito en la prueba de la Desigualdad de Kraft.

Ejemplo 21. Consideremos las siguientes longitudes:

lh =2
lo =2
I3 =

ly =3
ls =4

Para saber si existe un codigo binario cuyas palabras codificadas tienen las
longitudes anteriores, se debe verificar que satisfaga la Desigualdad de Kraft.

5

1 1 1 15
27 =3. -4+ -+ =—<1
; PRI T

Siguiendo el algoritmo descrito en la prueba, tenemos que, las palabras se codi-

fican como 00, 01, 10, 110, 1110.

Como observacién final acerca de la desigualdad de Kraft, cabe mencionar
que el teorema dnicamente nos dice cuando podria existir un codigo libre de
prefijos. Sin embargo, no nos dice si un cédigo dado es un codigo libre de prefijo.
Por ejemplo, el codigo {1,00,10} no es un codigo libre de prefijo. Sin embargo,
se tiene 271 +272 4272 = 1. La desigualdad de Kraft sélo afirma que existe un
codigo libre de prefijos para esas longitudes.
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5.3. Compresion Optima

En la seccién anterior se mostré que cualquier codigo que satisfaga la de-
sigualdad de Kraft es un codigo libre de prefijos y nos sirve para codificar men-
sajes de un alfabeto dado Ag. Sin embargo, el problema al que nos enfrentamos
en esta seccion es el de encontrar codigos libres de prefijos dptimos, en el sentido
de que la codificacion obtenida de una “palabra” dada tenga la longitud minima.

La idea bésica para obtener una codificacion 6ptima de una cadena de sim-
bolos de un alfabeto dado, consiste en asignar palabras cortas a los simbolos
que aparezcan con mayor frecuencia.

Ejemplo 22. Consideremos un alfabeto As = {a1, as, as, a4, a5} y supongamos
que queremos codificar la palabra,

a5a305050305020402010305.

Proponemos dos codificaciones libres de prefijos,

a1 00001
as 01 001
as 001 01
as 0001 0001
as 00001 1

En el primer caso, la palabra se codifica como,
0000100100001000010010000101000101100100001.
Con el segundo codigo, la palabra se codifica como sigue,
10111011001000100100001011.

Mientras que con el primer cédigo la palabra codificada consta de 43 sim-
bolos, con el segundo cédigo consta de 26 simbolos. Por lo tanto, la segunda
codificacién es mas eficiente que la primera. Aunque se utilizaron las mismas
palabras para codificar, la diferencia consistiéo en haber asignado las palabras
mas cortas a los simbolos con mayor frecuencia.

Al asignar palabras cortas, dado un codigo libre de prefijos, a los simbolos
con mayor frecuencia en una cadena se obtienen palabras codificadas cortas. En
la siguiente seccién se mostrara un algoritmo para encontrar las codificaciones
optimas. En el resto de esta secciéon vamos a calcular la tasa maxima de compre-
sion que puede admitir una cadena de caracteres. Como ya se puede anticipar,
la tasa de compresion esta en funcién de la “redundancia” presente en la cadena
de sfmbolos y por ende esta en funcién de la entropia o cantidad de informacion.

Dado un alfabeto Ay = {ai1,as2, - ,ar} y una cadena de simbolos de longi-
tud r, definimos la probabilidad p; asociada a un simbolo a; como sigue,

p; = Pr(a;) Vie{1,2,---,k}.
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Donde Pr(a;) es la funciéon de probabilidad que se calcula contando el na-
mero de veces que aparece el simbolo a; en la cadena y dividiéndolo entre la
longitud de la cadena. A continuaciéon se define lo que se entendera como la
longitud promedio de un codigo.

Definiciéon 31. Sean Ay = {a1,a2, - ,ar}, Bm = {b1,ba2, - , b} dos alfa-
betos y C' : A — B, un cddigo. lc : A — R denota la longitud de cada
palabra codificada. Definimos la longitud promedio del cédigo C' como,

k
L(C) = Zpilc(ai).

Donde p;) es la probabilidad asociada a cada simbolo a; € Ay.

El problema de optimizar la tasa de compresion de una cadena de simbolos
dada se puede ver como el problema de minimizar la longitud promedio de un
codigo. Hay varias maneras de minimizar la longitud promedio. Por ejemplo,
[8] encuentra que la longitud esperada coincide con la entropia de la fuente
h utilizando el método de multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, en este
trabajo se vera que la Propiedad de la Equiparticion Asintotica muestra de
manera directa que un codigo 6ptimo en promedio codifica cada palabra con
una longitud h.

Sea A = {a1,as2, - ,ar} un alfabeto. Consideramos el espacio de suce-
siones laterales Z;‘, la transformacién corrimiento o : Ez — E; vy la medida
de Bernoulli. Asimismo, consideramos la particién medible que consiste en los
cilindros de longitud 1 £ = {C4,,Ca,, -+ ,Cq, }. En la seccion 4.4.1 se mostrod
que la particién £ es una particion generadora, de manera que la entropia de la
fuente h = h(o) coincide con la entropia con respecto a la particion £. Més aun,

&n = \/ 07j€ = {CiO'--in 190, ,ln € .Ak}

Jj=0

Cada palabra de longitud n se puede ver como un cilindro Cj,,...;, que es parte
de la particion &,. Por la Propiedad de la Equiparticion Asintética, sabemos
que podemos ver a los elementos de la particion &, como la unién de conjuntos
tipicos A y conjuntos no tipicos. En la seccién 5.1 se prob6 que una de las
caracteristicas principales de los conjuntos tipicos es que son conjuntos con alta
probabilidad, es decir, su medida es casi 1,

1—e<pu(A?) < 1.

Mientras que la medida de su complemento es menor a ¢ y por lo tanto, es
despreciable. Asimismo se prob6 que

(1 — €)D"= < |A"| < prihte),
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Es decir, hay aproximadamente n(h+¢€)+1 simbolos en un palabra codificada.
Para un codigo C, la longitud promedio es la siguiente:

LC) = > wlCig i)lo(wio, - i)

10, yin
= > #Cip i) (n(h+€) +1)
10, yin

= p(A?)(n(h + €) +1)
Pero,
I—e)(nth+e)+1) < (n(h+¢€) +1)p(A?) < (n(h+¢€)+1).

Es decir,
(1—e)(n(h+e)+1) < L(C) < (n(h+¢€) +1).

Dividiendo entre n y haciendo tender n a infinito se obtiene,

h+(1—h)e < lfm L)

n—oo N

<h+e

Como € es arbitraria, se concluye,

lim L)

n—oo N

=h.

Por lo tanto, podemos representar palabras en A usando en promedio ca-
denas de longitud h por cada simbolo en Aj. Una palabra de longitud n tiene
en promedio una longitud nh.

5.4. Algoritmo de Huffman

En esta seccion se presenta el algoritmo de Huffman, que es uno de los mas
utilizados actualmente para construir cédigos 6ptimos. Primero se mostrara
como funciona el algoritmo, veremos un ejemplo y posteriormente, probaremos
que efectivamente es un algoritmo 6ptimo.

Consideremos un alfabeto Ay y la distribucion de probabilidades asociada a
cada simbolo en A. El algoritmo de Huffman comienza construyendo una lista
de todos los elementos de A en el orden descendiente de sus probabilidades.
Entonces se construye un arbol con un sfmbolo en cada hoja desde abajo hasta
arriba. En cada paso se seleccionan los dos simbolos con probabilidades més
pequenas, se suman, se reemplazan con un simbolo auxiliar que representa los
dos simbolos originales y se anade a un escalén del arbol parcial. El proceso
termina cuando la lista se reduce a un sélo simbolo auxiliar. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 23. Consideremos el alfabeto Ay = {a1, a2, -+ ,ag} con sus respecti-
vas probabilidades,

aq as as ayq as ag ar as
0,05 0,05 0,1 01 0015 015 02 0,2.
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Observamos que las probabilidades ya estan en orden descendiente. De ma-
nera que se procede a sumar las probabilidades de a; y de as y reemplazar por
el simbolo a15. Entonces queda,

a2 Qa3 a4 a5 ae a7 as
01 0,1 0,1 0,15 0,15 02 02

Como de nuevo ya estan en orden descendiente, se suman las probabilidades
de a12 y las de ag y se reemplazan dichos simbolos por aj23.

ai2s G4 G5 ag ar ag
02 0,1 015 0,15 02 0.2

Después de reordenar, los simbolos con menores probabilidades asociadas
son a4 v as. Después de sumar y reemplazar por a45 se obtiene,

Q45 Qg G123 ary as
0,25 0,15 0,2 0,2 0,2.

De nueva cuenta se vuelve a ordenar, se suman las probabilidades de los
sfmbolos ag y a123. Reemplazamos por el simbolo a1236.

a1236 A7 4g (45
0,35 0,2 0,2 0,25.

En esta ocasion las probabilidades que se deben sumar son las correspon-
dientes a a7 y as.

arg a45 a1236
04 025 0,35.

Finalmente, repitiendo una vez més el procedimiento se obtiene,

(451236 478
0,6 0.4.

El arbol construido mediante este procedimiento se muestra en la figura 5.3
Para asignar los codigos, simplemente asignamos 0’s y 1’s a las ramas izquierda
y derecha respectivamente de arriba para abajo como se muestra en la figura
5.4. Por lo tanto, siguiendo el algoritmo de Huffman, los simbolos del alfabeto
Ay, se codifican como sigue:

a; 00000
az 00001
as 0001
as 010
as 011
ag 001
ar 10

as 11.
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451236

as

@123

@12
ay az

Figura 5.3: Arbol contruido con el algoritmo de Huffman.

Cabe observar que los codigos asignados por el algoritmo de Huffman no
son tnicos, ya que en la mayoria de las ocasiones hay mas de un simbolo que
comparte la menor probabilidad asociada. Por ejemplo, en el ejemplo anterior
el simbolo a5 se pudo haber combinado tanto con az como con a4. La eleccién
de combinarlo con a3 es completamente arbitraria.

Los algoritmos de Huffman se suelen utilizar principalmente para construir
c6digos binarios. Sin embargo, cabe mencionar que el mismo procedimiento
permite construir cualesquiera otros coédigos. Por ejemplo, para construir cédi-
gos ternarios. En lugar de combinar los dos simbolos con probabilidades més
pequenas, combinamos los tres simbolos con probabilidades mas pequenas y
continuamos el procedimiento de la misma manera.

5.4.1. Coédigos Optimos y Cédigos de Huffman

En esta seccion probaremos que el algoritmo descrito en la secciéon anterior
nos permite construir codigos 6ptimos, es decir, c6digos en los cuales la longitud
esperada es minima. Los c6digos construidos a partir del algoritmo de Huffman
reciben el nombre de codigos de Hujffman. Para probar que los codigos de
Huffman son 6ptimos, probaremos primero un lema que nos asegura que ca-
da paso en el algoritmo de Huffman permite ir construyendo cédigos 6ptimos.
Posteriormente se probara por induccion el resultado principal.

Para desarrollar el algoritmo de Huffman, considerabamos una distribucion
de probabilidades asociadas a los simbolos de un alfabeto y nos fijabamos en
las dos menores. Al sumar las dos probabilidades menores se construia una
nueva distribucion con un elemento menos que la distribucién original. La nueva
distribucién recibe el nombre de reduccion de Huffman.

Lema 22. Sea Ay = {a1,az2, - ,ar} un alfabeto. Dado un cddigo dptimo para
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Figura 5.4: Arbol con codigos.

una distribucion de probabilidades P, se puede construir un codigo optimo para
la reduccion de Huffman siguiendo el primer paso del algoritmo de Huffman.

Demostracion. Sea P = {p1,p2,- - ,pr} una distribucion de probabilidades tal
que p; < po < -+ < pg. Consideramos la reduccion de Huffman @, es decir,

Q = {p1+p2,p3, " Pk}

Supongamos que Cp y Cf son codigos Optimos para las distribuciones P
y @ respectivamente. A partir del codigo 6ptimo Ca podemos construir una
extension para k elementos. Primero tomamos C’a (a12) que es la palabra codi-
ficada que corresponde al primer elemento p1o = p; + po de la distribucién @ y
definimos un codigo Cp como sigue:

Cp(al) = C* (alg)O
Cp(ag) = C* (a12)1
Cpla;) = Chla;)  Vie{3,4,--- ,k}.

Por la manera en que se definieron los codigos Cp y Ca podemos hacer dos
observaciones importantes,

 lop(a1) =lop(az) =l (a12) + 1.

= L((C}) = praloy (a12) + Yty piley (i) = praley (a12) + Yi_g piloy (ai).

Asi pues, con base en las observaciones anteriores calculamos la longitud
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esperada L(Cp).

k
L(Cp) = Zpilcp (ai)

k
=Y pilen(ai) + pilep(a1) + paley (as)
=3
k

= pilep(ai) + prllog (a12) + 1) + pa(loy (a12) + 1)
i=3

k
= pilop (@) + (b1 +p2)ley (a12) + p1 + e
i=3

k
= pilep(ai) + (pr2)ley (a12) + p1+pa
=3

= L((CQ) +p1 + P

Supongamos que C'p es un codigo 6ptimo para la distribucion P y que Cg
es un codigo libre de prefijos para la distribucion Q. Como p; < po < --- < pg,
entonces o (ar) < log(ag—1) < -+ < les(ar1). Mas aun, podemos afirmar
que Iy (a1) = lcy (az). En efecto, si no tuvieran la misma longitud, podriamos
remover el ultimo simbolo de la palabra mas larga y aun evitar que la palabra
tenga prefijos. Esto implica que se podria alcanzar una longitud esperada menor,
lo cual es imposible.

Asi también, podemos suponer sin pérdida de generalidad que las dos pala-
bras codificadas mas largas C'5(a1) y Cp(ag) difieren tnicamente en el altimo
simbolo. Los codigos éptimos no satisfacen necesariamente esta propiedad. Sin
embargo, dado un c6digo 6ptimo, siempre se puede encontrar otro cdédigo éptimo
que si satisfaga la propiedad simplemente reacomodando. Basta intercambiar las
palabras codificadas mas grande de manera que los dos simbolos de probabilidad
menor estén asociados de tal manera que sus palabras codificadas solo difieran
en el dltimo simbolo.

Con base en las observaciones anteriores construimos un cédigo Cg para la
distribucién Q. Dado que Cp(a1) y Cp(az) difieren sélo en el altimo simbolo,
entonces definimos Cg(a12) como Cp(a1) menos el altimo simbolo y para cada
i €{3,4,--- ,k} definimos Cq(a;) = Cp(a;).

Por la manera en que se defini6 el cédigo Cg, podemos hacer dos observa-
ciones importantes,

» log(arz) =lcg(ar) — 1

- lCQ (ai) = lc; (al) Vi € {3,47 .. ,k}
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Calculamos la longitud esperada para el coédigo Co,

k

L(CQ) = ZPiZCQ (a;) + plglcQ (a12)
i=3
k

=Y pileg(ai) + pialle; (a1) = 1)
=3
k

=Y " pilcg (@) + prles (ar) = py + paley (a2) — p2)
=3
k

= piles (a:) + prles (a1) — py + paloy (az) — pa)
=3

k
= pilos(ai) —p1 — pa
i=1
= L(Cp) — p1 — p2-
Sumando las ecuaciones obtenidas,
L(Cq) + L(Cp) = L(Cg) + L(Cp),

o bien,

Como C, Cp son codigos optimos, se sigue que L(Cp) < L(Cq) y que
L(C%) < L(Cp). Esto implica,

L(Cq) - L(Cq) = 0,

L(Cp) — L(C}) > 0.

Como la suma de dos nimeros positivos da 0, se sigue que cada uno de los
sumando debe ser 0. Asi pues, se obtiene que,

L(Cq) = L(Cy),

L(Cp) = L(C).
Por lo tanto, dado un c6digo 6ptimo, el primer paso del algoritmo de Huffman

nos da a su vez un coédigo 6ptimo para la reduccién de Huffman. O

A continuacion se probara que los algoritmos de Huffman nos permiten cons-
truir codigos 6éptimos.

Teorema 35. Sea Ay, = {a1,a2, -+ ,ar} un alfabeto. Si Cp : A — {0,1}* es
un cédigo de Huffman y C : Ay, — {0,1}* es un cddigo libre de prefijos, entonces
L(Cu) < L(O).
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Demostracion. Por induccion sobre la cardinalidad del alfabeto. Para probar la
base de la induccién, supongamos que k = 2. Al asignar el 1 a un simbolo y 2
al otro se obtiene un cédigo 6ptimo.

Por hipétesis de induccion, supongamos que para un alfabeto de k simbolos
se tiene un coédigo 6ptimo y veamos que podemos construir un cédigo 6ptimo
para un alfabeto de k41 simbolos. Siguiendo el algoritmo de Huffman, sumamos
las dos probabilidades menores y reemplazamos los simbolos correspondientes
por otro simbolo. Observamos que la distribucién que queda no es otra cosa que
la reduccion de Huffman. Por la hipotesis de induccién, se tiene que existe un
codigo 6ptimo para el nuevo alfabeto y por el Lema anterior, a partir del codigo
optimo para el alfabeto de k simbolos, podemos construir un cédigo 6ptimo para
el alfabeto de k 4+ 1 simbolos. O

El teorema anterior se prob6 para codigos de Huffman binarios. Sin embargo,
la prueba tanto del lema como del teorema se puede extender de manera analoga
para establecer que los codigos de Huffman de aridad D son c6digos 6ptimos.

5.4.2. Programas en lenguaje C

En esta seccion se muestra un programa realizado en lenguaje C que codifica
un texto utilizando el algoritmo de Huffmann. El programa utiliza principalmen-
te estructuras dinamicas de datos, como son las “colas” y los “arboles binarios”.

El programa utiliza tres estructuras. Una llamada “c6digo”, otra llamada
“queueNode” y una llamada “textNode”. La estructura textNode consta de un
caracter y un apuntador, se utiliza para almacenar cada caracter que se escriba
en el teclado en una cola. La cola que se crea con las estructuras textNode
nos serviran para escribir el texto codificado. La estructura queueNode es la
més importante del programa, es la que se ocupa para construir el &rbol de
Huffmann; almacena un caracter, un ntimero entero y cinco apuntadores:

1. code.

2. nextPtr.
3. suivPtr.
4. leftPtr.
5. rightPtr

El programa recibe informacion del teclado. Cada caracter que se escribe se
almacena en la variable de caracter y se van referenciando en una estructura
de tipo cola por medio del apuntador “nextPtr” y el apuntador “suivPtr”. Sin
embargo, a diferencia de lo que se hace con los nodos de tipo textPtr, en el este
caso, para cada nueva letra que se escriba, se llama a la funcién “buscar”. La fun-
cion buscar recorre cada nodo de la cola que se ha ido construyendo y compara
el nuevo caracter con los anteriores para ver si ya se escribio anteriormente. Si se
escribié anteriormente, inicamente suma un uno a la variable de tipo entero del
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nodo correspondiente. Si no, crea un nuevo nodo al que le corresponde el nuevo
caracter. De esta manera, se puede ir construyendo una tabla de frecuencias de
los caracteres.

Una vez que hemos construido la cola correspondiente a cada caracter distin-
to con su respectivo ntimero de ocurrencias, construimos el arbol de Huffmann
mediante el mismo procedimiento que describimos anteriormente, es decir, uti-
lizamos una funcién “Order” que lo que hace es ordenar de menor a mayor los
nodos segin su nimero de ocurrencias en el texto. Cabe mencionar que el orde-
namiento se hace inicamente con los apuntadores nextPtr, mientras que se deja
inalterado el orden descrito por los apuntadores suivPtr. Después de ordenar la
cola de menor a mayor, se crea un nuevo nodo que tiene asociado un nimero
que consiste en la suma de las ocurrencias de los dos tultimos. Sustituimos los
altimos dos nodos de la cola por este nuevo nodo y hacemos que el apuntador
leftPtr referencié al nodo que antiguamente ocupaba el Gltimo lugar, mientras
que el apuntador rightPtr referencia al nodo que antiguamente ocupaba el pe-
naltimo lugar. Recordamos que la estructura queueNode contenfa también un
apuntador de tipo cédigo. El apuntador que tiene asociado el nodo que quedo
a la izquierda del arbol le asociamos un “0”, mientras que al que quedo a la
derecha le asociamos un “1”. La idea es que al irse creando el arbol de Huffmann
podamos ir haciendo una cola por cada ruta desde abajo hasta la raiz, de ma-
nera que dicha ruta nos vaya dando el cédigo asociado a cada caracter distinto
que se escribi6 en el teclado.

Finalmente, el programa despliega los resultados. Primero muestra una tabla
donde se indica el caracter, el nimero de ocurrencias, la longitud que tiene el
codigo que esta asociado y por ultimo el cédigo que le corresponde. Después
nos muestra la longitud de la cadena de caracteres, el valor de la entropia para
ese texto en particular y al final despliega el texto codificado. A continuacion se
muestra el codigo del programa.

# include<string.h>
# include<stdio.h>
# include<stdlib.h>
# include<math.h>

struct codigo{
char codeData;
struct codigo *proxPtr;

};

struct queueNode{
char data;
int conta;
struct codigo *code;
struct queueNode *nextPtr;
struct queueNode *suivPtr;
struct queueNode *leftPtr;
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struct queueNode *rightPtr;

};

struct textNode{
char data;
struct textNode *nextPtr;

};

typedef struct textNode TEXTNODE;
typedef TEXTNODE *TEXTNODEPTR;

typedef struct codigo CODENODE;
typedef CODENODE *CODENODEPTR;

typedef struct queueNode QUEUENODE;
typedef QUEUENODE *QUEUENODEPTR;

void printQueue (QUEUENODEPTR) ;

void printText (TEXTNODEPTR) ;

void printCode (CODENODEPTR) ;

void codifiedText (TEXTNODEPTR, QUEUENODEPTR);
void everyCode (CODENODEPTR, int);

int isEmpty(QUEUENODEPTR) ;
int isEmptyTx(TEXTNODEPTR) ;
double entropy(QUEUENODEPTR *, int);

void enqueue (QUEUENODEPTR *, QUEUENODEPTR *, char);
void enqueueText (TEXTNODEPTR *, TEXTNODEPTR *, char);

QUEUENODEPTR buscar (QUEUENODEPTR *, char);
QUEUENODEPTR Order (QUEUENODEPTR *, int);
QUEUENODEPTR HuffmanTree (QUEUENODEPTR *, int);

main() {
QUEUENODEPTR currentPtr = NULL;
QUEUENODEPTR headPtr = NULL, tailPtr = NULL;
QUEUENODEPTR rootPtr = NULL;
QUEUENODEPTR aux = NULL;

TEXTNODEPTR headTxPtr = NULL, tailTxPtr = NULL;

int longCad =
int NoCar = 0;
double h = 0;
double calc = 0;

0;
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char item;

printf ("*************************Algoritmo de Huffmannskkkxxkkx
*okokokokkokkokokokkokkokokokkkxk \n \n’?) ;
printf (‘“Este programa da una codificacidén 6ptima por medio del
algoritmo de Huffman. *’);
printf (‘‘A continuacidén escriba el texto que se desea codificar:
\n\n"") ;
while ((item = getchar()) != ’\n’) {
longCad++;
enqueueText (& headTxPtr, & tailTxPtr, item);
if (1isEmpty (headPtr)){
if (buscar(& headPtr, item) == NULL){
NoCar++;
enqueue (& headPtr, & tailPtr, item);

}
else
buscar (& headPtr, item)->conta ++;
}
else

enqueue (& headPtr, & tailPtr, item);

}
printf(‘‘\nla longitud de la cadena es: %d.\n’’, longCad);
printf (‘“‘\nEl nimero de caracteres distintos es:Jd.\n", NoCar);

h = entropy(&headPtr, longCad); printf (‘“‘\nLa entropia vale:
»f \n", h);

headPtr = Order (&headPtr, NoCar);

aux = headPtr;

rootPtr = HuffmanTree(& headPtr, NoCar);

printQueue (aux) ;

calc = hxlongCad;

printf (‘‘\nLa longitud esperada de la cadena con base en la
entropia es: %f\n’,calc );

codifiedText (headTxPtr, aux);

printf (‘“‘\n\nFin del programa.\n\n’’);

return O;

}

\\Calculo de la entropia.
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double entropy(QUEUENODEPTR *sPtr, int lon){
double result = 0;
double p;
QUEUENODEPTR currentPtr = NULL;

currentPtr = *sPtr;

while(currentPtr != NULL){
p = (double) (currentPtr->conta)/lon;
result = pxlog2(p) + result;
currentPtr = currentPtr->nextPtr;

}

result = -result;

return result;

3

\\Inserta un Nodo en la Cola.
void enqueue (QUEUENODEPTR *headPtr, QUEUENODEPTR *tailPtr, char
value){

QUEUENODEPTR newPtr;

CODENODEPTR codePtr;

codePtr = (CODENODEx*)malloc(sizeof (CODENODE)) ;
if (codePtr !'= NULL){
codePtr->codeData = ’a’;
codePtr->proxPtr =NULL;
}
else
printf (‘“‘\nNo insertado. Memoria no disponible.\n’’);

newPtr = (QUEUENODE*)malloc(sizeof (QUEUENODE)) ;
if (newPtr !'= NULL){

newPtr->data = value;

newPtr->conta = 1;

newPtr->nextPtr = NULL;

newPtr->suivPtr NULL;

newPtr->leftPtr = NULL;

newPtr->rightPtr = NULL;

newPtr->code = codePtr;

if (isEmpty (*headPtr))
*headPtr = newPtr;

else{
(*tailPtr)->nextPtr = newPtr;
(*tailPtr)->suivPtr = newPtr;
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*tailPtr = newPtr;
}
else
printf (‘‘%ic No insertado. Memoria no disponible.\n’’, value);

}

\\Inserta un Nodo en la Cola que almacena el texto.
void enqueueText (TEXTNODEPTR *headPtr, TEXTNODEPTR *tailPtr, char
value) {

TEXTNODEPTR newPtr;

newPtr = (TEXTNODE*)malloc(sizeof (TEXTNODE)) ;
if (newPtr != NULL){

newPtr->data = value;

newPtr->nextPtr = NULL;

if (isEmptyTx (*headPtr))
*headPtr = newPtr;
else{
(*tailPtr)->nextPtr = newPtr;
}
*tailPtr = newPtr;
}
else
printf (‘‘/ic No insertado. Memoria no disponible.\n’’, value);

}

\\Regresa 1 si la cola esta vacia y O si no.
int isEmptyTx (TEXTNODEPTR headPtr){

return headPtr == NULL;
¥

\\Regresa 1 si la cola estad vacia y O si no.
int isEmpty(QUEUENODEPTR headPtr){

return headPtr == NULL;
¥

\\Imprime la Cola.

void printQueue (QUEUENODEPTR currentPtr){
QUEUENODEPTR aux = NULL, inicializador = NULL;
int counting = 0, i, j;

CODENODEPTR coco = NULL;
inicializador = currentPtr;

if (currentPtr == NULL)
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printf (‘La cola estd vacia.\n’’);
else{
printf (‘‘\nCaracter \t Ocurrencias \t Longitud \t Cédigo.\n’’);

while(currentPtr '= NULL){
printf ‘\n%c \t\t’%d \t\t ’’, currentPtr->data,
currentPtr->conta) ;
aux = buscar(&currentPtr, currentPtr->data);

printCode (aux->code) ;
currentPtr = currentPtr->suivPtr;

3

void printCode (CODENODEPTR coding){
CODENODEPTR coco = NULL;
int counting = O;
int i, j;

coco = coding;

while((coding) ->proxPtr != NULL){
counting++;
coding = coding->proxPtr;

}

printf(“‘%d \t \t *’, counting);
everyCode(coco, counting);

3

\\Imprime cada cédigo.

void everyCode (CODENODEPTR codito, int count){
int i,3;
CODENODEPTR helpCode = NULL;

if (count > 1){
j=1;
while(count-j >= 0){
helpCode = codito;

for(i=1; i <= count - j; i++)
helpCode = helpCode->proxPtr;
printf (‘‘%c’’, helpCode->codeData);
jtts

3
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}

\\Imprime el texto.
void printText (TEXTNODEPTR currentPtr){
if (currentPtr == NULL)
printf("La cola esta vacia.\n");
elseq{
while(currentPtr !'= NULL){
printf (‘‘%c’’, currentPtr->data);
currentPtr = currentPtr->nextPtr;

3

\\imprime el texto codificado.
void codifiedText (TEXTNODEPTR textsPtr, QUEUENODEPTR queuesPtr){
QUEUENODEPTR aux;
CODENODEPTR coco;
int counter;
int longitud = 0;

if (textsPtr == NULL)
printf (‘La cola estad vacia.\n’);
elseq{
printf (‘“‘\nEl texto codificado es el siguiente:\n\n’’);

while(textsPtr != NULL){
counter = 0;
aux = buscar(&queuesPtr, textsPtr->data);
coco = aux->code;

while ((aux->code)->proxPtr != NULL){
counter++;
aux->code = (aux->code)->proxPtr;
}
aux->code = coco;
everyCode (aux->code, counter);

longitud = longitud + counter;
textsPtr = textsPtr->nextPtr;

X
printf (‘“‘\n\nLa longitud de la cadena de cdédificada es: %d”,
longitud) ;
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}

QUEUENODEPTR buscar (QUEUENODEPTR #*sPtr, char value){
QUEUENODEPTR previousPtr, currentPtr;

if (value == (*sPtr)->data){
return *sPtr;

}

elseq{
previousPtr = *sPtr;
currentPtr = (*sPtr)->suivPtr;

while(currentPtr '= NULL && currentPtr->data != value){
previousPtr = currentPtr;
currentPtr = currentPtr->suivPtr;
}
if (currentPtr != NULL){
return currentPtr;
}
}
return NULL;
}

\\Ordenacién tipo burbuja.

QUEUENODEPTR Order (QUEUENODEPTR #*sPtr, int cantida){
QUEUENODEPTR previousPtr, currentPtr, returnPtr, tempPtr, auxPtr;
int pass, i;

returnPtr = *sPtr;
previousPtr = *sPtr;
currentPtr = (*sPtr)->nextPtr;
for(pass = 1; pass <= cantida; pass++){ \\Nimero de pasadas.
previousPtr = returnPtr;
currentPtr = returnPtr->nextPtr;
if (previousPtr->conta > currentPtr->conta){
previousPtr->nextPtr = currentPtr->nextPtr;
currentPtr->nextPtr = previousPtr;
returnPtr = currentPtr;
}
elseq{
for(i = 1; i <= cantida; i++){
if (previousPtr->conta <= currentPtr->conta){

tempPtr = previousPtr;
previousPtr = currentPtr;
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currentPtr = currentPtr->nextPtr;

}

else{
\\Intercambia los nodos.
tempPtr->nextPtr = currentPtr;
previousPtr->nextPtr = currentPtr->nextPtr;
currentPtr->nextPtr = previousPtr;

auxPtr = previousPtr;
previousPtr = currentPtr;
currentPtr = auxPtr;

tempPtr = previousPtr;
previousPtr = currentPtr;
currentPtr = currentPtr->nextPtr;

3

return returnPtr;

}

\\Aqui se construye el arbol de Huffmann.

QUEUENODEPTR HuffmanTree (QUEUENODEPTR *sPtr, int cantida){
QUEUENODEPTR previousPtr, currentPtr, newPtr, recorrePtr, pruebaPtr;
CODENODEPTR codePtr;
int i;

previousPtr = *sPtr;
currentPtr = (*sPtr)->nextPtr;

for(i = 1; i <= cantida; i++){
codePtr = (CODENODE*)malloc(sizeof (CODENODE)) ;
if (codePtr != NULL){
codePtr->codeData = ’a’;
codePtr->proxPtr =NULL;
}
else
printf (‘*‘\nNo insertado. Memoria no disponible.\n’’);

newPtr = (QUEUENODE#*)malloc(sizeof (QUEUENODE)) ;
newPtr->conta = previousPtr->conta + currentPtr->conta;
newPtr->data = ’H’;

newPtr->leftPtr = previousPtr;

newPtr->rightPtr = currentPtr;
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newPtr->nextPtr = currentPtr->nextPtr;

newPtr->suivPtr = NULL;
newPtr->code = codePtr;

(previousPtr->code) ->codeData = ’07;

(previousPtr->code) ->proxPtr = codePtr;

(currentPtr->code)->codeData = 17;
(currentPtr->code) ->proxPtr = codePtr;

previousPtr = Order (& newPtr, cantida - i);

currentPtr = previousPtr->nextPtr;

3

return previousPtr;
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Para ilustrar el funcionamiento del programa, consideramos un extracto de
un poema de Julio Herrera y Reissing que se titula “Desolacién absurda”. El
resultado que se obtiene después de correr el programa e ingresar el texto por

medio del teclado, se muestra en la figura 5.5.

iVen, declina tu cabeza

de honda noche delincuente
sobre mi tétrica frente,
sobre mi aciaga cabeza;
deje su indocil rareza

tu numen desolador,

que en el drama inmolador
de nuestros mundos abrazos
yo te abriré con mis brazos
un paréntesis de amor!

El programa nos da informacion acerca del texto. Nos da la longitud de la

cadena, el nimero de caracteres distintos y el valor de la entropfia.

Longitud de la cadena
Caracteres distintos
Entropia

Longitud esperada

Longitud de la cadena codificada

233

29
4.14
966.09
973

Ahora bien, cuando introdujimos el concepto de entropia, mencionamos que
servia como una medida a la cantidad de informacién. Un texto tenia menor
informacién a mayor redundancia. A continuacién vamos a comparar dos textos
con la misma longitud. Uno de los textos tiene mayor redundancia que el otro, de
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modo que la codificacion del texto con mayor redundancia resultara menor que
la de mayor redundancia. Para considerar textos de mayor extensiéon, hacemos la
siguiente modificacion al método main(). Introducimos un apuntador “fichero”
de tipo FILE hacia un archivo de texto “prueba.txt” y recorremos cada caracter
con la funcion getc(fichero).

main() {

QUEUENODEPTR currentPtr = NULL;

QUEUENODEPTR headPtr = NULL, tailPtr = NULL;

QUEUENODEPTR rootPtr = NULL;

QUEUENODEPTR aux = NULL;

TEXTNODEPTR headTxPtr = NULL, tailTxPtr = NULL;

int longCad = 0;
int NoCar = 0;
double h = 0;
double calc = 0;
char item;

FILE *fichero;

printf(‘rrssssssseeeeRee A Tgoritmo de Huffmann s
********************\n\n”);
printf(“Este programa da una codificaciéon 6ptima por medio del algoritmo
de Huffman. ”);
while (feof(fichero) == 0) {
longCad++;
item = getc(fichero);
enqueueText(& head TxPtr, & tailTxPtr, item);
if(lisEmpty (headPtr)){
if(buscar(& headPtr, item) == NULL){
NoCar++;
enqueue(& headPtr, & tailPtr, item);

else
buscar(& headPtr, item)->conta ++;

}

else

}

printf(“\nla longitud de la cadena es: %d.\n”, longCad);
printf(“\nEl namero de caracteres distintos es: %d.\n", NoCar);

enqueue(& headPtr, & tailPtr, item);

h = entropy(&headPtr, longCad); printf(“\nLa entropia vale:
%t \n", h);

headPtr = Order(&headPtr, NoCar);
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aux = headPtr;
rootPtr = HuffmanTree(& headPtr, NoCar);
printQueue(aux);

calc = h*longCad;
printf(“\nLa longitud esperada de la cadena con base en la
entropia es: %f\n”,calc );

codifiedText(head TxPtr, aux);
printf(“\n\nFin del programa.\n\n");

return 0;

}

El primer texto que vamos a considerar es un extracto del poema de Leopoldo
Lugones titulado “Oda a la desnudez”. El texto es el siguiente:

jAh! muerde con tus dientes luminosos,
muerde en el corazén las prohibidas
manzanas del Edén; dame tus pechos,
calices del ritual de nuestra misa

de amor; dame tus unas, dagas de oro,
para sufrir tu posesion maldita;

el agua de sus lagrimas culpables;

tu beso en cuyo fondo hay una espina.
Mira la desnudez de las estrellas;

la noble desnudez de las bravias
panteras de Nepal, la carne pura

de los recién nacidos; tu divina
desnudez que da luz como una lampara
de 6palo, y cuyas virgenes primicias
disputaré al gusano que te busca,

para morderte con su helada encia

el panal perfumado de tu lengua,

tu boca, con frescuras de piscina.

Que mis brazos rodeen tu cintura
como dos llamas palidas, unidas
alrededor de una anfora de plata

en el incendio de una iglesia antigua.
Que debajo mis parpados vigilen

la sombra de tus suefios mis pupilas
cual dos fieras leonas de basalto

en los portales de una sala egipcia.
Quiero que cina una corona de oro
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tu corazon, y que en tu frente lilia
caigan mis besos como muchas rosas,

y que brille tu frente de Sibila

en la gloria cirial de los altares,

como una hostia de sagrada harina;

y que triunfes, desnuda como una hostia,
en la pascua ideal de mis delicias.

El resultado que se obtiene después de ingresar el texto al programa, se
expone a continuacion.

Longitud de la cadena 1198
Caracteres distintos 41
Entropia 4.31
Longitud esperada 5169.73

Longitud de la cadena codificada 5215

El segundo texto, que es con el que vamos a hacer la comparacion es la letra
de la cancién “Chilanga banda” del grupo llamado “Café Tacuva’. La texto que
se presenta es un texto mucho méas redundante que el primer texto, de manera
que aunque tengan la misma longitud, su codificaciéon deberd mas corta. El texto
es el siguiente:

Ya chole chango chilango
que chafa chumba te chotas
no checa andas de tacuche
y chale con la charola

Tan choncho como una chinche
mas chueco que la fayuca

con fusca y con cachiporra

te paso andar de guarura

Mejor yo me hecho una chela
y chance enchufo una chava
chambeando de chafirete

me sobra chupe y pachanga

Si choco saco chipote

la chota no es muy molacha
chiveando a los que machucan
se va en morder su talacha

De noche caigo al congal
no manches dice la changa
al choro de teporocho
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enchifla pasa la pacha

Pachuco cholos y chundos
chichinflas y malafachas
aca los chompiras rifan

y bailan tibiri tabara

Pachuco cholos y chundos
chichinflas y malafachas
aca los chompiras rifan

y bailan tibiri tabara

y bailan tibiri tabara

y bailan tibiri tabara

Mejor yo me hecho una chela
y chance enchufo una chava
chambeando de chafirete

me sobra chupe pachanga

Mi nero mata la bacha

y canta la cucaracha

su choya vive de chochos

de chemo churro y garnachas

Pachuco cholos y chundos
chichinflas y malafachas
aca los chompiras rifan

y bailan tibiri tabara

Pachuco cholos y chundos
chichinflas y malafachas
aca los chompiras rifan

y bailan tibiri tabara

El resultado que se obtiene después de ingresar el texto al programa, se
expone a continuacion.

Longitud de la cadena 1193
Caracteres distintos 31
Entropia 4.07
Longitud esperada 4857.18

Longitud de la cadena codificada 4903

La entropia del primer texto fue de 4.31, mientras que del segundo fue 4.07. A
pesar de que ambos textos tienen practicamente la misma longitud, la longitud
de la primera cadena codificada fue de 5215, mientras que la de la segunda fue
4903. La diferencia fue solo de 312 caracteres.
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Figura 5.5: Resultado.



Conclusiones

El problema de la compresiéon de datos es un problema de optimizacién. Dado
un alfabeto, podemos definir un c6digo de muchas maneras. Sin embargo, nos
interesa encontrar aquel codigo tal que las palabras codificadas tengan longitud
minima.

Los codigos con los que nos interesa trabajar son los llamados cédigos libres
de prefijos porque, no sélo son inyectivos, sino que dada la manera en que se
definen, son libres de ambigiiedad. Los codigos sin ambigiiedad nos permiten
encontrar de manera univoca los simbolos de los cuales provienen, de manera
que nos permiten realizar una correcta decodificacién. También se mostré que
una manera més clara visualizar los diferentes codigos que se pueden definir para
un alfabeto dada es por medio de un arbol. Los arboles nos permiten encontrar
propiedades de los c6digos de una manera geométrica.

El punto clave de una codificaciéon 6ptima consiste en asignar las palabras
més largas a los simbolos que son menos frecuentes en la cadena de caracteres,
mientras que se deben asignar las palabras més cortas a aquellos simbolos cuya
frecuencia es mayor en la cadena de caracteres. Una manera de realizar dicha
asignacion queda establecida por el algoritmo de Huffman. El algoritmo se basa
en ir construyendo cédigos bajo los cuales se puede asegurar que son 6ptimos
paso a paso.

La codificacién de una cadena de simbolos del longitud n tiene en prome-
dio una longitud de nh, donde h es la entropia asociada a la transformacion
corrimiento o con respecto a la medida de Bernoulli. La prueba resulta ser ba-
sicamente una consecuencia de la AEP. Para probar de manera formal la AEP,
se necesitaron algunos resultados y conceptos de la Teoria Ergodica.

En primer lugar se defini6 la nocién de medida T-invariante, o bien, la no-
cién de transformacion que preserva la medida. Se probé que para espacios
métricos compactos y transformaciones continuas, siempre existen las medidas
T-invariantes.

Posteriormente se probaron los resultados principales de la Teoria Ergodica,
a saber, el Teorema de la Recurrencia de Poincaré y el Teorema Ergoddico de
Birkhoff. Ambos teoremas nos dan informacion acerca de la frecuencia en que
la orbita de un punto visita un conjunto medible dado. El primero sélo afirma
que la orbita de un punto regresa un namero infinito de veces a un conjunto
medible, mientras que el segundo nos permite calcular de manera explicita la
frecuencia con que lo hace.

189
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La propiedad mas importante que pueden poseer las transformaciones es la
ergodicidad. La ergodicidad describe un comportamiento de los puntos en el
espacio bajo la accién de una transformacion. Las érbitas de los puntos de una
transformacion ergodica recorren todos los conjuntos medibles del espacio. Dicho
comportamiento trae importantes consecuencias sobre el Teorema Ergddico de
Birkhoff pues permite calcular el limite de las frecuencias relativas de manera
explicita.

Finalmente, para probar la AEP, se ocup6 del Teorema de Shannon-McMillan-
Breiman, que es el teorema fundamental de la Teoria de la Informacién. Para
entender el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman se requiere de los concep-
tos de entropia de una particion medible y de entropia de una transformaciéon
medible. La prueba ocupa el Teorema Ergodico de Birkhoff. En el Teorema de
Shannon-McMillan-Breiman cobra de nueva cuenta suma importancia la hipote-
sis de la ergodicidad. Aunque se puede probar un resultado parcial para calcular
la entropia de una transformacion, sélo cuando se supone la ergodicidad se tiene
un resultado directo sobre la entropia de una transformaciéon o, como también
le llamamos en algin momento, una fuente. La prueba de la AEP supone la
ergodicidad de la transformacion.
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