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Instituto de F́ısica
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2.3. Enerǵıa de condensación en BCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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La enerǵıa libre de Helmholtz en la superconductividad convencional de

BCS en el formalismo GBEC

por

Francisco Zúñiga Frias

Resumen

Esta tesis presenta una serie de trabajos teóricos sobre superconductividad y se compone
de tres caṕıtulos centrales. El primer caṕıtulo aborda la fenomenoloǵıa básica de los supercon-
ductores convencionales y de alta temperatura, además de presentar los preliminares teóricos
necesarios para los caṕıtulos siguientes. El segundo caṕıtulo introduce la teoŕıa BCS. En él se
deduce la brecha de enerǵıa de superconductores convencionales, se extiende y generaliza el
concepto de una brecha de enerǵıa a d dimensiones y se presenta una introducción al afamado
crossover “BCS-Bose” con el fin de mostrar las similitudes entre átomos fermiónicos ultraen-
friados y superconductividad. Por último, en el tercer caṕıtulo, se utiliza la teoŕıa llamada
Generalización del Condensado de Bose-Einstein (GBEC, por sus siglas en inglés), que a su vez
es una generalización del crossover y de la teoŕıa BCS, para probar que hay una reducción de
la enerǵıa libre de Helmholtz al pasar del estado normal al superconductor para toda T ≤ Tc.
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Objetivos

1. Obtener la ecuación de la brecha energética a T = 0K sin el formalismo de segunda

cuantización.

2. Extender dicho resultado a temperatura finita T > 0 y comprobar su ajuste con datos

experimentales.

3. Estudiar el comportamiento de las ecuaciones tipo brecha para interacciones arbitrarias

en “D” dimensiones.

4. Mostrar que el comportamiento de un fluido fermiónico en una dimensión presenta pro-

piedades similares a las de un superconductor.

5. Usando la teoŕıa GBEC, mostrar que hay una reducción de la enerǵıa libre del estado

normal al superconductor para toda temperatura T < Tc.
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Introducción

La manifestación de la superconductividad es provocativa: lleva inherente la insignia de

perfección (conductividad perfecta, diamagnetismo perfecto, etc.). Eso la hace fascinante y

más, por eso mismo, misteriosa. Sin duda ha sido un reto teórico, experimental y tecnológico

desde hace más de un siglo de su descubrimiento [1] y no es raro que sea considerada dif́ıcil

(o en su momento imposible) y que eso haya motivado su intenso estudio. En ciencia básica

al menos se han otorgado ocho premios Nobel1 por superconductividad o temas relacionados.

Para describirla se ha requerido de la incorporación de métodos de otras áreas de la f́ısica

(como la nuclear) o de innovaciones propias que se extienden tanto cualitativamente como

cuantitativamente a otras áreas.

La superconductividad se caracteriza por una coherencia macrosópica de naturaleza cuánti-

ca. Esto la posiciona a la par de otros fenómenos como condensados de Bose-Einstein (BEC,

por sus siglas en inglés), superfluidos o sistemas de átomos fermiónicos ultraenfriados, entre

otros. Las notorias coincidencias entre superconductividad y superfluidez, superfluidez y BEC,

superconductividad y átomos fermónicos ultraenfriados, son sólo algunas. Como es común, esto

se traduce en teoŕıas que buscan la generalización de varios o todos estos fenómenos y por con-

secuencia una explicación más fundamental. En esta tesis se trabaja con una de ellas, a saber,

la teoŕıa de Generalización del BEC (GBEC).

La mayoŕıa de los grandes avances en estas materias se dieron en el siglo XX. Entre ellos, se

destaca el descubrimiento de la superconductividad, la formulación del BEC, el descubrimiento

y explicación de la superfluidez y el descubrimiento de superconductores de alta temperatura

11913: H. K. Onnes; 1962: L: D. Landau; 1972: J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer; 1973: L. Esaki
e I. Giaever; 1978: P. L. Kapitsa; 1987: J. G. Bednorz y K. A. Mller; 1996: D. M. Lee, D. D. Osheroff y R. C.
Richardson; 2003: A. A. Abrikosov, V. L. Ginsburg y A. J. Leggett.
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(HTSCs, por sus siglas en inglés) aśı como el del BEC experimental. Aqúı se hará énfasis en

los desarrollos de la superconductividad y el BEC por ser los fenómenos en los ĺımites ideales

de densidad en algunos sistemas de materia condensada.

El desarrollo teórico de la superconductividad fue tardado pero fundamental para lograr

estos avances. Sin exagerar, éste fue guiado en algún punto de su historia por la existencia de

una brecha prohibida (gap) en el espectro de enerǵıa. Aśı lo refleja una proposición de John

Bardeen en 1950: “If one could find the reason for the energy gap, one would very likely have the

explanation of superconductivity” [3]. En 1957 la teoŕıa de John Bardeen, Leon Cooper y Robert

Schrieffer (BCS)[4] fue la única teoŕıa microscópica capaz de explicar la superconductividad

convencional, deduciendo correctamente la forma de la brecha de enerǵıa.

La teoŕıa BCS se basó en dos principios: el primero, explicado por Leon Cooper, es la

formación de pares de electrones o Pares de Cooper [5], los cuales siguen siendo el único elemento

universalmente aceptado en todo tipo de superconductividad [6] además de estar presentes en

muchos otros fenómenos de materia condensada. Por eso son una premisa fundamental en este

trabajo. El segundo, por parte de Robert Schrieffer, fue la formulación de una función de onda

de muchos cuerpos en donde los electrones cerca de la superficie de Fermi forman pares de

Cooper. El mecanismo de formación de pares de Cooper es un proceso de emisión y absorción

de un fonón (bosón) entre electrones (fermiones) y se formaliza usando un método de segunda

cuantización.

Uno de los objetivos de esta tesis es presentar una deducćıon de la brecha de enerǵıa de BCS

con base en una cantidad mı́nima de suposiciones teóricas o experimentales y de la manera más

simple—i.e., sin usar segunda cuantización. Aśı pues, se presenta la teoŕıa BCS en un lenguaje

sencillo, para lo cual se incluyen conceptos novedosos no necesariamente disponibles en áreas

no espećıficas de materia condensada.

La teoŕıa BCS desde su construcción resolvió el problema de la superconductividad con-

vencional pero, lejos de haber concluido ese problema, amplió y exacerbó el estudio de nuevos

estados de la materia. Hoy en d́ıa existe una gran cantidad de fenómenos directamente aso-

ciados con la superconductividad —o explicados análogamente— que no pueden ser descritos

por la teoŕıa BCS. Este despertar de nuevas teoŕıas y métodos experimentales se enfatiza por

el constante trabajo de crear nuevos superconductores a temperaturas cada vez más cercanas
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Freón (R-23) 191 K

Figura 0-1: Gráfica Tc vs Año. Nota: 1 GPa ' 9870 atm (adaptada y ampliada de [8]).

a la temperatura ambiente (∼ 300 K). Después de la BCS y el surgimiento de los llamados

superconductores de alta temperatura (HTSC, por sus siglas en inglés) [7], las teoŕıas han to-

mado caminos diśımiles y ninguna, en la actualidad, explica satisfactoriamente el fenómeno. El

panorama experimental es similar en el sentido de que no existe una “receta teórica” para sinte-

tizarlos y eso a su vez explica el descubrimiento por prueba y error de nuevos superconductores

con cada vez mayores temperaturas cŕıticas (ver fig.0-1).

El trabajo teórico pues se ha diversificado tan ampliamente como la fenomenoloǵıa de los

superconductores. Aun aśı, la simplicidad e idealización de BCS sigue siendo útil como un

ĺımite a teoŕıas más completas. Tal es el caso del modelo de crossover BCS-Bose en donde

al variar un parámetro de interacción se obtiene una transición continua entre la BCS, en el

ĺımite de interacción débil, y el BEC en el ĺımite de interacción fuerte. De forma similar se

encuentra la teoŕıa GBEC, la cual representa un sistema ternario que incluye pares de Cooper

de electrones (2e-CPs), pares de Cooper de huecos (2h-CPs) y electrones no apareados. Este
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formalismo muestra que los CPs (de electrones y huecos) son bosones reales y que por lo tanto

el condensado de CPs en el fenómeno de superconductividad es un tipo de condensado de Bose-

Einstein. En este trabajo se utilizan ambas teoŕıas con el fin de entender mejor sus implicaciones

en la superconductividad.

Desde cierto punto de vista, una teoŕıa exitosa debe ser capaz de explicar la fenomenologáıa

en primer lugar y en segundo aportar predicciones. En ese sentido, otro objetivo de esta tesis

es la de explicar una caracteŕıstica ubicua de la superconductividad convencional, a saber, la

disminución de la enerǵıa libre de Helmholtz entre las fases normal y superconductora. Esta

diferencia en enerǵıas es del orden de 10−8eV; es minúscula y sin embargo suficiente para

cambiar dramáticamente el estado completo de un objeto macroscópico, i.e, un metal se vuelve

superconductor. Esto fue estudiado en un principio con la teoŕıa fenomenológica de Ginzburg-

Landau y posteriormente con la BCS. Ésta última dando un ĺımite superior a la enerǵıa de

condensación y no siendo muy precisa en superconductores de acoplamiento fuerte como el

Nb. Posteriormente Nambu y Bardeen usaron la teoŕıa de Eliashberg para describir mejor el

comportamiento de dichos superconductores. Aqúı se usa por primera vez la teoŕıa GBEC para

describir ese mismo fenómeno obteniendo resultados correctos.

En la primera parte de esta tesis se presentan los hechos experimentales relevantes tales

como las propiedades y tipos de superconductores que se han descubierto a la fecha, aśı como la

fenomenoloǵıa de un BEC. Más adelante se da un resumen de las premisas teóricas con el obje-

tivo primordial de presentar una deducción autoconsistente y, dicho sea de paso, original de la

brecha de enerǵıa de BCS. Posteriormente, tomando la teoŕıa BCS como fundamento se formula

una generalización de la brecha de enerǵıa a“D” dimensiones y se presenta el crossover BCS-

Bose y la teoŕıa GBEC con el fin de abordar una ĺınea teórica que muestra que las interacciones

electrón-fonón son relevantes para describir caracteŕısticas propias de los superconductores. En

particular se aborda el tema de la enerǵıa de condensación en superconductores convencionales

usando la teoŕıa GBEC cuando se reduce al caso de la teoŕıa BCS. Los resultados obtenidos se

resuelven numéricamente y se comparan contra datos experimentales de Nb y Al. Por último

se propone una aproximación anaĺıtica de la expresión de la enerǵıa de condensación.
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Caṕıtulo 1

Fenomenoloǵıa básica

La superconductividad (SC) es la ausencia de una resistencia eléctrica en ciertos materiales

a temperaturas muy bajas. Fue descubierta en 1911 en mercurio y hoy en d́ıa se conocen 29

elementos (ó 52 si se consideran altas presiones) además de muchos compuestos que presentan

superconductividad. La temperatura por debajo de la cual un material presenta superconduc-

tividad se llama temperatura cŕıtica (Tc) y actualmente existen materiales cuya Tc es superior

a la del nitrógeno ĺıquido o incluso a la del freón (R-23 o trifluorometano CHF3 con Teb = 191

K).

La superconductividad es un fenómeno cuántico con efectos macroscópicos: por debajo de

una temperatura cŕıtica se forma un estado coherente de muchos pares de electrones y entonces

el material presenta resistencia nula y diamagnetismo perfecto entre otros efectos observables.

A escala macroscópica la superconductividad se explica como una transición de fase de segundo

orden1. Es decir, no hay un calor latente pero śı un salto en el calor espećıfico electrónico.

En esta transición de fase las propiedades termodinámicas y electromagnéticas del material

cambian radicalmente. Las más sobresalientes y que caracterizan a un material superconductor

son la resistencia nula, la expulsión de un campo magnético del interior de un material (llamado

efecto Meissner-Ochsenfeld), el efecto Josephson, la cuantización del flujo de campo magnético

y la aparición de brechas de enerǵıa.

Por otro lado, un BEC comparte las caracteŕısticas de condensación de bosones a tempe-

1Esto ocurre en los llamados superconductores tipo II y en los superconductores tipo I en presencia de campos
magnéticos
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raturas muy bajas y presenta una fenomenoloǵıa muy diversa. La caracteŕıstica sobresaliente

de un BEC es que el sistema completo puede estar en un mismo estado cuántico. Se puede

encontrar en los estados sólido, ĺıquido y gaseoso y se destaca porque sus grados de libertad

bosónicos surgen de grados de libertad fermiónicos subyacentes. A continuación se presenta

la fenomenoloǵıa básica de los superconductores y del BEC. Esto incluye tanto los fenómenos

experimentales como las teoŕıas fenomenológicas asociadas.

1.1. Resistencia Cero

Como consecuencia de sus experimentos en licuefacción de helio—que le valieron el premio

Nobel de f́ısica—, Kamerlingh Onnes descubrió el fenómeno de superconductividad en mercurio

en 1911 [1]. En una exhibición de genio y destreza experimental, midió un marcado decremento

en la resistencia de mercurio (fig.1-1) y concluyó que a la temperatura del helio ĺıquido “la

resistencia, dentro del rango de precisión experimental, se vuelve cero”. Estos experimentos

Figura 1-1: Datos de Kamerlingh Onnes [2] de la temperatura (K) contra resistencia (ohms) en
mercurio. La transición superconductora ocurre a ∼ 4.2 K pasando de 0.10 Ω a menos de 10−6

Ω (inconmensurable en esa fecha) en un intervalo del orden de 0.01 K.

resolvieron una de las incógnitas de ese tiempo en cuanto a lo que pasaŕıa con la resistencia

de un metal cuando su temperatura se aproximara al cero absoluto. Teóricamente hab́ıa dos

conjeturas, la primera afirmaba que al bajar la temperatura habŕıa resistencia eléctrica cero
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y la segunda, propuesta por Lord Kelvin, que habŕıa conductividad eléctrica cero [9]. Onnes

resolvió el dilema y plasmó la primera conjetura como “supraconductividad”.

Hoy, la resistencia cero se aprecia mejor cuando se mide en experimentos con anillos su-

perconductores como el mostrado en la fig.1-4. En estas circunstancias en cuanto haya una

corriente se espera que tanto el cambio en la corriente como en el campo magnético sean nulos

en al menos 101010 años (ref.[10], p.2).

1.2. Efecto Meissner-Ochsenfeld

En 1933, Meissner y Ochsenfeld descubrieron el efecto Meissner-Ochsenfeld (diamagnetismo

perfecto)[11] (fig. 1-2) que amplió el panorama del fenómeno de superconductividad. Con gran

sorpresa encontraron que los superconductores no eran conductores perfectos y que por lo tanto

el campo magnético en su interior era cero, i.e., B = 0 y no solamente dB
dt = 0 como en un

conductor perfecto. Muy poco tiempo después, en 1934 Gorter y Casimir [12] plantearon un

BB

T > Tc T < Tc

Figura 1-2: Efecto Meissner-Ochsenfeld [11]. Un superconductor en presencia de un campo
magnético expulsa el campo de su interior y se le puede considerar perfectamente diamagnético.

modelo de superconductividad como dos fluidos, uno superconductor y uno normal. Este fue el

primer paso en explicar la superconductividad como un fenómeno termodinámico.

En 1935, F. y H. London [13] explicaron el efecto Meissner-Ochsenfeld con su propia teoŕıa

fenomenológica. Para hacerlo formularon dos ecuaciones: en la primera aplicaron la segunda

ley de Newton F = ma a un conjunto de part́ıculas con carga e y densidad ns; en la segunda,
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reformularon la ecuación de Maxwell-Faraday 4πλ2

c ∇×
∂jn
∂t = −∂B

∂t . Esto es, respectivamente,

∂js
∂t

=
nse
∗2

m∗
E (1-1)

4πλ2

c
∇× js = −B (1-2)

donde js es la densidad de corriente superconductora, ns la densidad de electrones supercon-

ductores, E el campo eléctrico, m∗ y e∗ son la masa y la carga del electrón equivalentes,

respectivamente. A partir de esto concluyeron que

B = B0e
−z/λL (1-3)

donde λL es la llamada profundidad de penetración de London que depende de la tempera-

tura y vaŕıa según el material. Esta ecuación implica que B ' 0 (es decir, diamagnetismo)

a profundidades mayores a λL ' 500 Å y ha sido confirmada experimentalmente en muchas

ocasiones. Ni el modelo de Gorter-Casimir ni las ecuaciones (1-1) y (1-2) son teoŕıas fundamen-

tales de la superconductividad, sin embargo reproducen de manera correcta muchas propiedades

superconductoras y dan una intuición correcta del fenómeno.

1.3. Enerǵıa de condensación

El efecto Meissner implica la existencia de un campo cŕıtico Hc por encima del cual se

destruye la superconductividad. Este campo cŕıtico se relaciona con la diferencia de enerǵıa

libre entre la fase normal y la superconductora cuando no hay campos. De termodinámica se

sabe que el trabajo necesario para aumentar el campo de H a H+dH en el vaćıo (o en ausencia

de un material magnético) es

dW = −H
4π
dH (1-4)

W = −H
2

8π
(1-5)

En particular para superconductores la enerǵıa de condensación corresponde a igualar la dife-

rencia de enerǵıas libres con (1-5), es decir

9



fn − fs =
H2
c

8π
(1-6)

donde fn y fs son las enerǵıas libres por unidad de volumen de las fases normal y supercon-

ductora, respectivamente. Este fenómeno se encuentra en todos los superconductores. Esto se

puede ver para el caso de aluminio en la fig.1-3
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Figura 1-3: Enerǵıa libre como función de la temperatura. En la imagen se observan los valores
experimentales de la enerǵıa libre de Helmholtz para aluminio en la fase normal y supercon-
ductora. A Tc = 1.180 K se unen ambas curvas de forma que existe una transición de segundo
orden. [114]

1.4. Cuantización de flujo magnético

En 1948 Fritz London formuló su propia teoŕıa microscópica (incorrecta) de superconducti-

vidad [14] en la que afirmó que una interacción de intercambio (que favoreciera el ferromagne-

tismo) era responsable de la superconductividad porque produćıa una “atracción en el espacio

de momento”. Además, fue el primero en llamar a un superconductor un “mecanismo cuántico
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puro de escala macroscópica”. Esta última idea es probablemente una de las más relevantes en

el desarrollo de la teoŕıa microscópica de la superconductividad.

B

Figura 1-4: Cuantización del flujo magnético en un anillo superconductor. El anillo supercon-
ductor expulsa el campo magnético B de su interior por efecto Meissner-Ochsenfeld. Si el campo
magnético se quita, el anillo superconductor mantiene algunas de las ĺıneas de campo.

En ese mismo trabajo predijo que la magnitud del flujo magnético dentro de un anillo

superconductor es un múltiplo entero de un valor elemental Φ0, es decir, está cuantizado:

Φ = nΦ0 n = 1, 2, 3, ... (1-7)

Φ0 =
h

2e
' 2.067833758× 10−15Wb (1-8)

donde el flujo magnético Φ = B · S es debido al campo magnético B que pasa a través de

la superficie S encerrada por el anillo superconductor (fig.1-4). Esto ha sido probado experi-

mentalmente [15; 16] y se sabe que esta unidad de flujo magnético es la misma para todos los

superconductores.

1.5. Teoŕıa de Ginzburg-Landau

El siguiente hecho relevante para entender la superconductividad fue debida a Vitaly L.

Ginzburg y Lev D. Landau. En 1950 construyeron una teoŕıa fenomenológica (GL) [17] basada

en la teoŕıa de transiciones de fase de Landau. En ella se estableció la superconductividad como
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una transición de fase de segundo orden (con una singularidad en el calor espećıcico, ver fig.1-5)

y sentó las bases termodinámicas de los superconductores, ampliando y mejorando las teoŕıas

de Gorter-Casimir y de London.

La teoŕıa de GL define el estado superconductor mediante un parámetro de orden complejo,

ψ(r) = |ψ(r)|eiϕr =
√
ns(r)eiϕr. (1-9)

Éste, en la forma de una función de onda macroscópica tiene una fase y una amplitud —o

coherencia macroscópica—; el gradiente de la primera es proporcional a la velocidad del su-

perfluido2, vs = ∇ϕ, y el cuadrado de la segunda al número de electrones condensados en el

superfluido, ns = |ψ|2. Su naturaleza macroscópica le permite ser altamente intuitiva y de fácil

uso en términos experimentales. Además, es especialmente útil para solucionar problemas en los

cuales la variación espacial de la densidad de electrones condensados es muy alta (por ejemplo,

inhomogeneidad espacial en la transición de fase normal a superconductora) y es necesario un

enfoque a escala macroscópica.

Tc T

Cv

Figura 1-5: Calor espećıfico en la transición superconductora. Éste tiene un incremento dis-
continuo en Tc y disminuye exponencialmente hacia T = 0. Ésta y otras evidencias indican la
existencia de una brecha de enerǵıa en el espectro de enerǵıa electrónica por part́ıcula.

Para formalizar este proceso, en primer lugar se propone la forma general de la enerǵıa libre

de GL , es decir,

fGL = fL + fgrad + Umag. (1-10)

El primer término es un desarrollo en serie la densidad de enerǵıa libre en potencias de |ψ|2, de

2En la teoŕıa de Ginzburg-Landau los electrones que contribuyen al estado superconductor se dice que forman
un superfluido.
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la misma forma como se hace en la teoŕıa de transiciones de fase de Landau (ver, por ejemplo

[18; 19; 10]). En este caso ψ funciona como un parámetro que caracteriza a una transición de

fase en el desarrollo

fL = α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 + . . . (1-11)

donde α y β son coeficientes que determinan la fase según su signo: si α > 0, T > Tc; si α < 0,

T < Tc y β > 0 siempre. La ecuación (1-11) toma esa forma porque depende anaĺıticamente de

|ψ| y asume su simetŕıa (rotación por un factor de fase), además, esta analiticidad se extiende

a la temperatura y esto se cumple si α = α0(T − Tc).

El segundo término en (1-10) es el término gradiente

fgrad,0 =
~

2m∗
|∇ψ|2. (1-12)

Este término, sin embargo, sólo sirve para superfluidos no cargados. Para un superfluido car-

gado, el término gradiente se debe escribir en términos invariantes de norma, es decir,

fgrad =

∣∣∣∣ ~2

2m∗

(
~
i
∇− e∗

c
A

)
ψ

∣∣∣∣2 (1-13)

el cual sustituye el gradiente simple por uno con invariancia de norma agregando A, el llamado

potencial vectorial electromagnético (B = ∇×A).

Por último, el tercer término en (1-10) implica el acoplamiento con la enerǵıa del campo

magnético h2/8π y el superfluido. La densidad de enerǵıa de GL resulta después de desarrollarla

en potencias de |ψ|2 y |∇ψ|2 y asumiendo que ψ vaŕıa lentamente en el espacio en

f = fn0 + (α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 + . . . ) +

1

2m∗

∣∣∣∣(~
i
∇− e∗

c
A

)
ψ

∣∣∣∣2 +
h2

8π
(1-14)

donde fn0(T ) = fn0(0)− 1
2γT

2 es un mı́nimo de referencia de la densidad de enerǵıa libre, α y

β > 0 (para que tenga sentido f́ısico) son coeficientes, como antes. Si ψ = 0, (1-14) se reduce a

la enerǵıa libre de la fase normal, fn0 +~2/8π. Si además se ignoran los campos y los gradientes,

la diferencia en enerǵıa libre entre el estado superconductor y el normal es

fs − fn = α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 (1-15)
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Como se mencionó antes, la función tiene una solución no trivial si α < 0 con un valor de

|ψ|2 = −α/β. Esta última tiene la forma funcional α = α0(T − Tc) usual de una transición de

segundo orden. Con esto en mente se llega a

fs − fn =
−H2

c

8π
=
−α2

2β
si α < 0 (SC) (1-16)

donde Hc es el campo cŕıtico (análogo a la temperatura cŕıtica).

Por otro lado, una posible solución de la ecuación de onda es

ψ = ψ0e
iϕ. (1-17)

Su amplitud, ψ0, corresponde a la densidad del superfluido o a la brecha superconductora y

en cierta medida representa la robustez del estado superconductor. ϕ representa la fase del

superconductor y refleja el hecho de que la superconductividad es un estado con coherencia

de fase (i.e., es un condensado). Aśı, cuando el material se enfŕıa a T < Tc el superconductor

“escoge” una fase arbitraria y la corriente en el superconductor se asocia con un gradiente en

esa fase. A esto se le llama ruptura espontánea de simetŕıa.

Esta teoŕıa es correcta en el sentido termodinámico pero no explica la naturaleza microscópi-

ca de la función de onda. La magnitud del parámetro de orden fue después identificado con la

brecha de enerǵıa de BCS por Gor’kov [93]. La teoŕıa de GL ha sido verificada numerosas veces;

por ejemplo, experimentalmente se comprobó la discontinuidad del calor espećıfico a Tc [20] y

en general es muy útil en la práctica experimental. La importancia de esta teoŕıa fue crucial

para la superconductividad y toda la f́ısica posterior. No tardó en establecerse como una teoŕıa

de campo medio útil en teoŕıas aparentemente muy diferentes basadas en campos cuánticos,

teoŕıa de supercuerdas, entre otras.
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1.6. Efecto isotópico

También en 1950 se descubrió el efecto isotópico [22; 23] en el cual se observó que la Tc

variaba inversamente con la ráız cuadrada de la masa isotópica de un cristal, i.e.,

Tc ∝M−1/2. (1-18)

Este hecho fue fundamental para el desarrollo de la teoŕıa BCS porque permitó inferir la in-

teracción electrón-fonón implicada en la transición de fase superconductora y que llevó a la

correcta formulación de los pares de Cooper.

1.7. Brecha de enerǵıa

g(ε)

εεF

εF  – ∆ εF  + ∆

Figura 1-6: La brecha siempre se en-
cuentra centrada en el nivel de Fermi,
εF . En un superconductor, por deba-
jo de Tc la densidad de estados elec-
torónicos g(ε) es discontinua y se abre
una brecha con valor 2∆ separando los
estados ocupados y desocupados alre-
dedor del nivel de Fermi.

Teoría BCS

∆(T)/∆(0)

Indio
Estaño
Aluminio

T / Tc

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1-7: Brecha de enerǵıa contra tem-
peratura. En la teoŕıa BCS la forma de
la brecha es una media campana. Ésta se
ajusta muy bien a los datos experimenta-
les para diferentes elementos superconduc-
tores.

En 1954, Corak et al. [20] descubrieron una variación exponencial (o singularidad) del calor

espećıfico electrónico cerca de Tc (fig.1-5). Esto confirmaba lo que la teoŕıa de GL hab́ıa predicho.

Posteriormente, para 1956 las pruebas experimentales de la existencia de una brecha eran
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ineludibles [21]. Experimentalmente se encontró que la brecha prohibida de enerǵıa estaba

centrada en el nivel de Fermi y que por lo tanto teńıa la forma mostrada en la fig.1-6. Ésta fue

la última evidencia que se necesitaba y que Bardeen hab́ıa especulado desde 1950. Ese mismo

año se formuló la teoŕıa BCS y se publicó en 1957 donde demostraron que la brecha depende

de la temperatura y es una relación universal para todos los superconductores convencionales

(fig.1-7).

1.8. Efecto Josephson

El efecto Josephson, predicho teóricamente en 1962 por Brian Josephson [24] y observado

por primera vez en 1963 por Anderson y Rowell [25; 26], es un fenómeno f́ısico en el cual una

corriente superconductora (supercorriente) fluye una longitud indefinida sin un voltaje aplicado

entre electrodos superconductores y que pasa través de un material aislante. A este arreglo

de un material aislante entre superconductores se le conoce como unión de Josephson. Es la

base de muchas aplicaciones interesantes de superconductividad tales como magnetómetros

muy sensibles, la definición del volt en el SI, qubits en computación cuántica, entre otras. Este

fenómeno prueba claramente los efectos cuánticos de escala macroscópica y en particular prueba

los efectos de coherencia de un superconductor.

Para describir el efecto Josephson primero se debe recordar que un superconductor se puede

describir con un parámetro de orden complejo, ψ = ψ0e
iϕ. Su amplitud, ψ0, como se men-

cionó en §1.5, se asocia con la brecha de enerǵıa ∆ y ϕ es la fase de coherencia del condensado

superconductor. Además, la corriente se asocia a un gradiente de fases.

Una unión de Josephson consiste de dos superconductores (SC1 y SC2) con diferentes fases

separados por un material aislante (I) (fig.1-8). Es sabido que la función de onda de un super-

conductor se extiende fuera del material. En este caso ambas funciones penetran la barrera no

superconductora y por lo tanto se genera un gradiente de fases δϕ = ϕ1 − ϕ2 y por lo tanto

puede fluir una supercorriente. Esta supercorriente está dada por

Is = Ic sin(δϕ), (1-19)

donde Ic es la corriente cŕıtica por arriba de la cual la unión de Josephson tiene resistencia (la
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SC1 SC2I

A

V

ψ1=ψ0eiφ1 ψ2=ψ0eiφ2

Figura 1-8: Junta Josephson

cual es diferente y no se debe confundir con la corriente que destruye el estado superconductor).

A esto se le llama efecto Josephson DC. En el régimen resistivo, cuando I > Ic, se le llama

efecto Josephson AC porque la junta conduce una corriente oscilatoria con una frecuencia de

Josephson AC ω = 2πV /Φ0; donde V es el voltaje a través de la junta y Φ0 es el flujo cuántico

magnético. La corriente en este régimen está dada por

I(t) = Ic sin(δϕ+
2πV

Φ0
t). (1-20)

Por lo tanto una unión de Josephson puede convertir voltaje DC en corriente AC (y viceversa).

1.9. Tipos de superconductores

Hay una amplia variedad de materiales que exhiben superconductividad [29]. En primer

lugar se tienen los superconductores convencionales3 descritos por la teoŕıa BCS. Éstos com-

prenden, entre otros, a los superconductores elementales (i.e. elementos de la tabla periódica)

3Nota sobre la clasificación de superconductores. En esta tesis se usará la clasificación según la teoŕıa que
los explica mejor, es decir, convencionales (descritos por BCS) y no convencionales (no descritos por BCS). Sin
embargo, cuando se llegue a la segunda parte de la tesis, se usará también la clasificación según si su temperatura
cŕıtica es mayor o menor que la temperatura de licuefacción del nitrógeno ĺıquido (TNL). Esto es, si Tc < TNL

serán superconductores de baja temperatura (LTSC, por sus siglas en inglés), o, en cambio, si Tc > TNL, serán
un superconductores de alta temperatura (HTSC, por sus siglas en inglés) [136].
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Superconductor a P = 0

Superconductor a presión

Orden magnético a P = 0

Presión requerida
para máx. Tc

Máxima Tc
Tc a presión
 ambiental

Figura 1-9: tabla periódica de los elementos mostrando los diferentes materiales
superconductores[27].

donde más de 50 elementos son superconductores (fig.1-9) y algunos superconductores compues-

tos (i.e. aleaciones binarias como el NbTi.). Por otro lado, se encuentran los superconductores

no convencionales no descritos completamente por la teoŕıa BCS como los conocidos cupratos,

los basados en hierro, los orgánicos y los bismutatos. Las temperaturas cŕıticas de muchos de

estos se muestran en la tabla 1-1. Aunque usualmente los superconductores convencionales son

superconductores de baja temperatura cŕıtica, la máxima temperatura cŕıtica registrada a la

fecha (Tc = 203K) corresponde al sulfuro de hidrógeno (H3S), el cual a presiones extrema-

damente altas (200 GPa' 1.97 × 106atm) presenta una fase metálica y es un superconductor

convencional [33].

18



Tipo Material Tc(K) Material Tc(K)

H3S(200GPa) 203 V3Ga 16.5
H2S(190GPa) 190 NbN 16.0

Nb3Ge 23.0 MoN 12.0
Aleaciones Nb3(Al0.8Ge0.2) 20.9 La3In 10.4

Nb3Sn 18.05 NbTi 10
Nb3Al 17.5 Ti2Co 3.44
V3Si 17.1 UCo 1.7

HgBa2Ca2Cu3O8+x (30Gpa) 164 T l2Ba2Ca2Cu3O10 125
HgBa2Ca2Cu3O8+δ (25Gpa) 155 Bi2Sr2Ca2Cu3O10 110

Cupratos Hg0.8Pb0.2Ba2Ca2Cu3Ox 133 Y Ba2Cu3O7−δ 95
HgBa2Ca2Cu3O8+δ 133 (La0.9Ba0.1)2CuO4−δ (1Gpa) 52

T l2Ba2Ca2Cu3O10 (7Gpa) 131 BaxLa5?xCu5Oy 35

SmFeAsO0.85 55 La0.5Y0.5FeAsO0.6 43.1
GdFeAsO0.85 53.5 SmFeAsO0.9F0.1 43

Hierro NdFeAsO0.89F0.11 52 Al − 32522(CaAlOFeAs) 30
PrFeAsO0.89F0.11 52 LaO0.9F0.2FeAs 28.5
ErFeAsO1−x 45 LaO0.89F0.11FeAs 26

Rb3C60 30.7 K2RbC60 21.5
Orgánicos (NH3)4Na2CsC60 29.6 K3C60 18

(NH3)K3C60 28 κ− (ET )2Cu[N(CN)2]Cl deut 13.1
K2CsC60 24 CaC5 11.5

Tabla 1-1: Tc de diferentes tipos de superconductores.[8][136][32]
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1.10. Superconductores de alta temperatura

La teoŕıa BCS junto con la teoŕıa GL son las bases conceptuales para entender la super-

conductividad convencional. Sin embargo, por mucho tiempo se especuló equivocadamente un

ĺımite superior de Tc = 30K dado por BCS y que, en consecuencia, la superconductividad se

encontraba completamente descrita. Con el descubrimiento en 1986 de superconductividad de

alta temperatura (HTSC) en óxidos de cobre LaBaCuO [7] se rompió este esquema conceptual

y se convirtió en uno de los eventos cient́ıficos más importantes del siglo XX. Después de este

evento, se descubrieron ocho familias de superconductores, en su momento llamados de alta

temperatura, i.e., Tc > 23K (la temperatura cŕıtica más alta antes de 1986) [34].4 Al d́ıa de

hoy, existen superconductores de tan alta Tc que se pueden enfriar con nitrógeno ĺıquido (NL)

o freón (ver fig.0-1). Puesto que el NL es barato de producir y que la tendencia de los precios

de los HTSC es a la baja [35] se tienen altas expectativas de ellos.

Las diferentes familias de materiales HTSC se caracterizan por tener estructuras más com-

plejas que las de los superconductores elementales. En particular, y a diferencia de algunos

SC convencionales, en los HTSC se encuentran subestructuras (en capas, por ejemplo) del

material en donde se presenta la superconductividad. Las familias mencionadas se clasifican

según dichas porciones del material que superconduce: óxidos de cobre (CuO2, 1986), óxidos

de bismuto (BiO3, 1988), fulerenos (C60, 1991), boro-carburos (B2C, 1994), cloronitruros de

hafnio (HfNCl, 1998), boruros de magnesio (MgB2, 2001), metales bajo presión (Ca, 2006) y

arseniuros/seleniuros de hierro (2008). De estas familias de superconductores, seis de ellas se

sabe que ocurren por una interacción electrón-fonón; en los restantes (cupratos y los basados

en hierro) el mecanismo de formación de pares de Cooper se encuentra en discusión pero hay

mucha especulación en que puede ser distinto al de BCS. Los boruros de magnesio (MgB2 con

Tc = 39K) y los metales a presión (H3S con Tc = 203K) pueden explicarse, parcialmente, con

la teoŕıa BCS (y la teoŕıa de Eliashberg, su extensión, porque su mecanismo de apareamiento

es electrón-fonón) y son ejemplos de materiales con una Tc muy alta. La receta de BCS pa-

ra generar materiales con altas temperaturas cŕıticas es: una combinación de fonones de alta

frecuencia (elementos ligeros como hidrógeno), acoplamiento electrón-fonón fuerte y una alta

densidad de estados [33].

4Hoy en d́ıa los superconductores HTSC se definen según si su Tc > TNL
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Como se puede apreciar, después de la BCS, el panorama de la superconductividad se

encuentra en un punto lejano a su descripción completa. No obstante, el trabajo teórico y

experimental ha sido excepcional y los avances logrados han sido muy atinados en explicarlos

mejor. La familia que más recursos intelectuales ha recibido son los cupratos y muchas teoŕıas

han sido formuladas. Aunque muy buenas muchas de ellas, ninguna tiene un apoyo universal

experimental (a diferencia de la BCS que śı lo tiene en SC convencional). Por otro lado, el

caso de la SC basada en hierro, descubierta apenas en 2008, tiene un panorama similar en el

cual no se puede predecir cómo crear dichos materiales [36]. Como se mencionó antes, muchos

de estos superconductores se describen por una interacción electrón-fonón. Este caṕıtulo, por

simplicidad se dividirá en aquellas teoŕıas con una interacción electrón-fonón, aquellas que

describan los cupratos y otra de los basados en hierro.

1.10.1. HTSC v́ıa electrón-fonón

La teoŕıa BCS fue modificada y ampliada en la década de 1960 por Eliashberg [96], Nambu

[37], Morel y Anderson [38] y Schrieffer [39] para añadir una interacción dinámica electrón-

fonón. Es decir, agregaron un efecto temporal a la interacción electrón-fonón, con la cual la

superconductividad describ́ıa correctamente muchos superconductores para los cuales la BCS

no era precisa.

Estos avances siguen siendo fundamentales para describir muchos superconductores y re-

marcaron la importancia de la interacción electrón-fonón en el surgimiento del estado supercon-

ductor por śı mismo. El concepto de pares de Cooper ahora se puede interpretar, como en §3-5,

como un efecto retardado de la interacción y por la cual es posible explicar en principio (porque

dado este retraso, la interacción fonónica puede superar a la de Coulomb). Espećıficamente, la

teoŕıa de Eliashberg permite calcular propiedades de superconductores con interacción fuerte

como el Pb o el Nb. Aśı, por ejemplo la relación universal de todos los superconductores vista

en la ecuación (2-33) donde 2∆/kBTc ' 3.53, se modifica según la teoŕıa de Eliashberg para

plomo, dando un valor de 4.5, el cual es mucho más cercano a los datos experimentales.

El enfoque de la teoŕıa de Eliashberg, sin embargo, sigue siendo hacia superconductores

convencionales y aunque existe evidencia de que puede relacionarse con superconductores no

convencionales, no es claro cómo esto afecta el estado superconductor en śı. Este es el caso
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de los superconductores hechos de perovskita, con óxidos de bismuto como BaKBiO, el cual

se considera distinto de los cupratos y por lo tanto entra en la superconductividad mediada

por electón-fonón. Sin embargo, esta interacción es tan pequeña que no se entiende bien en

qué medida participa en la formación del estado superconductor [40].

Crossover BCS-BOSE

Una de las teoŕıas más interesantes en superconductividad se desarrolló desde el año 1957

por Schafroth, Blatt y Butler [41] quienes especularon que la superconductividad surǵıa de

un condensado de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en inglés) de pares de electrones. A

diferencia de BCS, en la cual los pares de electrones forman un condensado pero no son bosones

estrictamente. Ahora se sabe que tanto la BCS como un condensado de Bose-Einstein son los

casos ĺımite de la teoŕıa llamada crossover BCS-Bose. Ésta conecta ambos casos de manera

continua y por un lado se obtiene el ĺımite BCS con apareamientos en el espacio de momento,

mientras que en el otro extremo, de pares localizados, o el ĺımite BEC.

GBEC

En el mismo sentido que la teoŕıa de crossover surgieron modelos binarios de bosones y

fermiones en los que se inclúıan pares de electrones y electrones no apareados. Hoy en d́ıa,

existen también modelos ternarios en los que se añaden, además, pares de huecos. La teoŕıa

GBEC, o generalización del condensado de Bose-Einstein [42; 43; 44; 45], propone los pares de

huecos y electrones como bosones estrictos (a diferencia de BCS). La GBEC es una descripción

más general porque incluye la teoŕıa BCS y al crossover BCS-Bose. En ese sentido se confirma

el condensado de BCS como una forma particular de BEC solamente si existe una simetŕıa

perfecta de pares (i.e., un número igual de pares de huecos que de electrones) para cualquier

tamaño de acoplamiento. Esto es correcto en el sentido de que GBEC obtiene tanto la ecuación

de la brecha para toda temperatura y para todo acoplamiento (no sólo acoplamiento débil como

en BCS) y el ĺımite superior de la enerǵıa de condensación (o diferencia de enerǵıa libre entre

las fases normal y superconductora).

La teoŕıa GBEC tiene la cualidad de predecir una Tc mucho más alta que otras teoŕıas e

incluso SC a temperatura ambiente (300 K) manteniendo una dinámica electrón-fonón. Esta
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teoŕıa incluye seis teoŕıas estad́ısticas de superconductividad conocidas. Su desarrollo es actual

y ha dado buenos resultados en superconductores de acoplamiento fuerte (Nb, por ejemplo)

y es posible extenderla a superconductores con simetŕıas de onda-d (a diferencia de la SC

convencional con onda-s o simetŕıa esférica), como los cupratos o los basados en hierro.

1.10.2. HTSC en cupratos
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Figura 1-10: Diagrama de fases de un superconductor cuprato. Temperatura contra nivel de
dopaje de huecos en los óxidos de cobre. El sub́ındice “onset” marca la temperatura a la cual el
orden precursor o las fluctuaciones se vuelven aparentes. TS,onset, TC,onset y TSC,onsetse refieren
a las temperaturas en que inician las fluctuaciones de esṕın, de carga y superconductora, res-
pectivamente. T ∗ indica la temperatura del crossover al régimen donde ocurre el pseudogap. AF
indica la región de antiferromagnetismo, mientras que d-SC, muestra la región de superconduc-
tividad de onda-d, establecidas a la temperatura de Néel, TN y cŕıtica, Tc, respectivamente. La
región rayada en la parte inferior al centro representa la presencia del orden de carga comple-
tamente desarrollado situado en TCDW , mientras que la región rayada a la izquierda es análoga
para el orden de la densidad de esṕın, situada en TSDW . Las flechas indican los puntos cŕıticos
cuánticos (transición de fase a T = 0) para superconductividad y orden de carga [8].

Los superconductores basados en óxidos de cobre son compuestos cerámicos generalmente

aislantes en el estado normal. Este tipo de materiales presentan una complejidad visible en

su diagrama de fases (fig.1-10), el cual es abrumador al compararse con las dos fases de un

superconductor convencional. Las teoŕıas actuales apuntan hacia esa complejidad también. En
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BCS, debido a la interacción electrón-fonón se forza la unión de electrones en pares y esto

ocurre sin ningún momento angular (o sea que los electrones en un par de Cooper no tienen

una rotación relativa). Esto es diferente en los cupratos, en estos śı se presenta un momento

angular y se le llama superconductividad tipo d (cambia de signo al rotar 90◦) definido por la

simetŕıa de la brecha.

La estructura general de los cupratos consiste de capas intercaladas de aislantes y óxidos

de cobre. Los portadores de carga (pares de Cooper) se localizan en un número n=1,2,3,. . .

de capas de óxidos de cobre CuO2 unidas por capas intermedias de Ca (fig.1-11 y fig.1-12); al

conjunto de capas de CuO2/Ca)n−1CuO2 se le llama bloque activo. Además, intercalados con

estos bloques activos, se tienen bloques de retención de carga compuestos de EO/(AOx)m/EO,

donde AOx es un óxido con A = Bi, Pb, Tl, Hg, Au, Cu, Ca, B, Al, Ga y E=Ba, Sr [46]. La

fórmula qúımica general de estos materiales es AmE2Can−1CunO2n+m+2+y, abreviada A-m2(n-

1)n.

Muchas teoŕıas afirman haber resuelto el problema de los cupratos, sin embargo, esto no

tiene sustento universal experimental. Por ejemplo, el llamado pseudogap (pseudo-brecha) es

un enigma para la mayoŕıa de las teoŕıas. El pseudogap es la fase electrónica (ver fig.1-10) que

existe a una temperatura T > Tc y se manifiesta en muchas mediciones experimentales (NMR,

resistividad, fotoemisión, STM, entre otros). La historia se repite: en vez de necesitar una expli-

cación para el gap, ahora se debe explicar un pseudogap, esencial para describir correctamente

la superconductividad.

Resumen de teoŕıas

Banda de valencia resonante. Phil Anderson (premio Nobel) propuso esta teoŕıa en 1987

muy poco tiempo después del descubrimiento de los cupratos [56]. En ella se menciona

que el mecanismo de la superconductividad es predominantemente electrónico y magnéti-

co aunque puede haber interacciones débiles fonónicas. Fue el primero en plantear un

mecanismo de apareamiento de electrones repulsivo para cupratos (en vez de atractivo

como en BCS).

Extensiones de BCS. Como se mencionó arriba, existen modelos como el GBEC, que

generalizan la teoŕıa BCS para explicar estos materiales. Este tipo de teoŕıas implican
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hibridación de un hueco 3dx2−y2 en los
sitios del cobre con orbitales de ox́ıgeno
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Figura 1-12: La estructura de los óxi-
dos de cobre es en general: A-m2(n-
1)n (AmE2Can−1CunO2n+m+2+y) para m=1.
AOx es un óxido arbitrario con A=Bi, Pb, Tl,
Hg, Au, Cu, Ca, B, Al, Ga. EO es una mo-
nocapa de algún elemento alcalinotérreo, E=
Ba, Sr. [46].

que los cupratos no son completamente diferentes de los convencionales. Para describirlos

hace falta encontrar un parámetro de orden diferente a BCS (o Eliashberg) que los describa

correctamente.

Fluctuaciones superconductoras. Esta teoŕıa [55] supone que en los cupratos el aparea-

miento ocurre a una temperatura mucho mayor que la temperatura en la que se da la

coherencia de fase de los pares de Cooper. Esto es muy diferente a BCS en donde la forma-

ción de pares y el condensado de pares ocurre a la misma temperatura. La discrepancia en

temperaturas en el caso de los cupratos se justifica dado que la densidad del superfluido

es muy baja y a que la dimensionalidad de los cupratos es 2D (o cuasi 2D). Esto, sin

embargo, no explica en principio porqué ocurre el apareamiento.

Criticalidad cuántica. Esto ha sido desarrollado por Subir Sachdev [53] y se refiere a una

transición de fase de segundo orden a T = 0K y, por lo tanto, debida a un parámetro de

orden no térmico. En la imagen del diagrama de fases fig.1-10, éste parámetro es el dopaje

de huecos. En el caso de los cupratos, se dice que la superconductividad resulta cuando
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una fase no superconductora (por ejemplo, magnética) desaparece por medio de dopaje o

presión. Esta idea ha sido complementada con modelos usando teoŕıa de cuerdas [54].

R. Laughlin et al. [49] proponen desde el año 2000 una explicación basándose en la densi-

dad de la onda-d. En 2014, R. Laughlin (premio Nobel) propuso calcular el diagrama de

fases completo a partir de un enfoque Hartree-Fock [50].

Chandra Varma propuso un orden llamado loop-current [51] en donde se enfatiza un orden

orbital que no rompe la simetŕıa traslacional. Esto ha sido corroborado por dispersón de

neutrones.

Patrick Lee, tiene la teoŕıa llamada de apareamiento ampereano [52], en la cual se explica

la fase del pseudogap y otros aspectos experimentales. Según Lee, el pseudogap es un

estado de apareamiento donde los electrones se encuentran del mismo lado de la superficie

de Fermi (y no en lados contrarios como en BCS). Aqúı el pseudogap es un tipo de

superconductor sin coherencia de fase donde los pares de Cooper tienen un momento

neto diferente de cero y pertenecen a una clase general llamada onda de densidad de

pares.

Uno de los descubrimientos más importantes en los cupratos es la observación de corre-

laciones de corto alcance de la onda de densidad de carga (CDW) [47] por arriba y por

abajo de Tc en muchos cupratos. Muchos investigadores como Emery y Kivelson [48] y

Subir Sachdev especulan que esto puede ser la respuesta al pseudogap aunque a la fecha

todav́ıa no es consistente con la fenomenoloǵıa. Kivelson et al., por otro lado, estudian un

orden nemático (filamentos que mantienen un orden direccional mas no uno posicional)

que es una onda de densidad de carga análoga a un crisal ĺıquido nemático. En ese mismo

sentido, se tiene el estudio de franjas ( o“stripes”) que son ondas de densidad de esṕın y

carga (SDW y CDW).

1.10.3. HTSC basada en hierro

En 2006, Hosono et al. descubrieron la superconductividad basada en hierro (FeSC) en el

material LaOFeP [57] y en 2008 descubrieron superconductividad de alta temperatura (T =
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26K) en LaOFeAs [32]. Este hecho removió, nuevamente, viejas creencias sobre qué tipos de

materiales pod́ıan ser o no superconductores y mostró que la superconductividad puede ser un

fenómeno más común. Los avances experimentales previos realizados principalmente en cupratos

permitieron que la HTSC basada en hierro se desarrollara rápidamente. Si bien ahora se sabe

que los HTSC basados en hierro tienen muchas similaridades con los cupratos, también difieren

drásticamente de ellos en algunos aspectos de principio [58].

Al igual que los cupratos, los superconductores basados en hierro tienen un diagrama de

fases muy complejo (ver fig.1-13). Sin embargo, a diferencia de los cupratos la FeSC no presenta

la fase de pseudogap y no se encuentran tan fuertemente correlacionados como los cupratos.

Por otro lado los FeSC son materiales multibanda y la mayoŕıa de los compuestos tienen cinco

superficies de Fermi que cruzan el nivel de Fermi.

Resumen de teoŕıas

Actualmente no se conocen bien los mecanismos de formación de pares de Cooper y por

lo tanto no se sabe bien la simetŕıa que tiene el parámetro de orden (brecha). En general, se

pueden tener cuatro tipos de simetŕıa [60] (fig.1-14). Muchos investigadores creen que la simetŕıa

correcta es s+− en la mayoŕıa de los FeSCs. La prueba experimental que mejor sustenta esto

es dispersión de neutrones. Esto implica que la brecha tiene signos contrarios en una zona

de huecos y en otra asociada de electrones, sin embargo, las otras simetŕıas no han quedado

descartadas.

Apareamiento por fluctuaciones de esṕın. Como se mencionó arriba, muchos investigadores

creen que la simetŕıa de la mayoŕıa de los FeSC es s+−. Esto se justifica porque en el

digrama de fases (fig.1-13) la fase magnética (o SDW) se encuentra muy cercana a la

superconductora y puede ser un precursor de la superconductividad.

Apareamiento por anidamiento de la superficie de Fermi. El anidamiento de superficies

de Fermi ocurre cuando segmentos largos de una superficie de Fermi se pueden conectar

con otro segmento a traveés de un vector k. Esto es indicativo de una fase magnética y

se puede asociar también con SDW [61].
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Criticalidad cuántica. Al igual que en los cupratos las intersecciones a T = 0K en el

diagrama de fases se pueden explicar con una teoŕıa de transiciones de fase cuánticas.

Esto explicaŕıa, en parte, la fase nemática en el diagrama de fases.

Electrón-fonón. Las teoŕıas electrón-fonón como GBEC, pueden describir este fenómeno

si se encuentran los parámetros adecuados. Puesto que, en estas teoŕıas se puede trabajar

con multibandas, se debe preguntar bajo qué simetŕıa estas teoŕıas pueden ser aplicables.
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Figura 1-13: Diagrama de fases de cupratos y superconductores basados en hierro. La super-
conductividad en sistemas basados en hierro puede iniciarse no sólo por dopaje de huecos, sino
también mediante presión o sustituyendo un elemento isovalente del grupo del nitrógeno por
otro. De las fases mostradas, la fase nemática (T > TN ) es de las más debatidas hoy en d́ıa.
Algunos superconductores con dopajes altos de huecos son KFe2As2 y AFe2As2 (con A = K,
Rb, Cs) para el dopaje con electrones [59].
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Figura 1-14: Simetŕıas en FeSC [60].

1.11. Condensado de Bose-Einstein

El condensado de Bose-Einstein (BEC) al igual que la superconductividad es un fenómeno

de coherencia macroscópica en el cual un sistema de bosones ocupa el menor estado cuántico a

temperaturas muy bajas. Este fenómeno surgió primero como una predicción teórica de Albert

Einstein [62] al estudiar la descripción estad́ıstica de cuantos de luz. Basándose en el estudio

previo de S. N. Bose [63], describió una transición de fase en un gas de part́ıculas sin interacción

en la que los átomos condensaban al estado de menor enerǵıa. Esta predicción aunque sobresa-

liente se mantuvo como especulación teórica al menos en la primera década de su postulación

y tardó aproximadamente 70 años en verificarse por v́ıas experimentales [64; 65].

El fenómeno de BEC, sin embargo, no pasó desapercibido en el tiempo previo a su descu-

brimiento experimental. De hecho, las contribuciones teóricas del BEC a otras áreas de la f́ısica

fueron incuestionables. Por ejemplo, poco tiempo después del descubrimiento de la superfluidez

en 1938 [66; 67], tanto F. London [68] como las escuelas rusas de L. D. Landau y de Bogoliuvob

[131] implementaron las ideas de un BEC para describir gases ideales de bosones. Su influencia

se extiende al estudio de superconductores, fluidos fermiónicos ultraenfriados, materia nuclear,

part́ıculas elementales, astrof́ısica, entre otras. Por otro lado su presencia se extiende a sóli-

dos, ĺıquidos o gases. El fenómeno es muy general y permite la descripción ya sea cualitativa o

cuantitativa de fenómenos en principio muy diferentes.
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Figura 1-15: Distribución de velocidades de átomos de rubidio 87Rb. En la figura de la izquierda
la temperatura es justo por encima de la Tc; en la imagen del centro el condensado acaba de
formarse; en la imagen de la derecha un condensado más puro.

El fenómeno fue observado de forma directa en 1995 en gases de bosones de 87Rb [64] y

23Na [65]. Sus resultados se pueden ver en la famosa gráfica de distribución de velocidades en la

fig.1-15. Entre otros gases se ha encontrado en hidrógeno, helio, potasio, cesio, yterbio y cromo

(ver refs.[69]-[75]).

El condensado de Bose-Einstein fue encontrado primero en gases ideales de bosones (libres).

Para explicarlo se requierió de la distribución de Bose-Einstein:

nk
gk

=
1

eβ(εk−µ) − 1
(1-21)

donde cada bosón tiene masa m y gk es la densidad de estados. Por otro lado, el número de

part́ıculas N =
∑

k nk se conserva. En el estado base, el número de ocupación se reduce a

nk=G =
1

eβ(εG−µ) − 1
' kBT

εG − µ
. (1-22)

Puesto que en el estado base se espera una gran cantidad de part́ıculas, el argumento de la

exponencial en la expresión anterior debe tender a cero (es decir, el potencial qúımico tiende a,

pero no es mayor que, εG) y por lo tanto en la segunda igualdad de (1-22) se puede aproximar
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la exponencial con un desarrollo en serie.

El potencial qúımico tiene un comportamiento particular, en primer lugar no puede ser

mayor que εG puesto que esto llevaŕıa a un estado base negativo, lo cual no tiene relevancia

f́ısica. Por otro lado, al disminuir la temperatura un mayor número de part́ıculas ocuparán los

estados de menor enerǵıa (como el del estado base) y como se puede ver de (1-22), para que

aumente el número de ocupación debe aumentar µ. Por último el potencial qúımico se anula a

una Tc (βc = 1/kBTc) como consecuencia de la falta de un condensado, y la subsiguiente falta

de intercambio de part́ıculas, esto es tal que

∫
dεν(ε)

1

eβc(εk−µ) − 1
= N (1-23)

con ν(ε) ∼ εd/2−1 una función de la enerǵıa que depende de la dimensión y que se muestra más

abajo. Por debajo de dicha Tc se forma el condensado de un número macroscópico de part́ıculas.

Esto se restringe a d > 2 porque en caso de que d ≤ 2 la integral diverge y el BEC no existe.

Sin embargo, esto se puede reescribir para dimensiones menores a 2 modificando la densidad

de estados usando una función de la enerǵıa como sigue

ν(ε) ∼ Ldεd/2−1 ∼ εα; α ∼ d

η
+
d

2
− 1. (1-24)

Para obtener la temperatura cŕıtica, hacemos los siguientes cambios de variables x2 = βε y

z = βµ comenzando con el potencial termodinámico Ω

Ω(µ, T, Ld) = Ω0 +Ad
gd/2+1(z)

βd/2+1
(1-25)

donde Ω0 es el potencial termodinámico en el estado base y gd/2+1 es la integral de Bose

gd/2+1(z) =
1

Γ(d/2)

∫ ∞
0

dx
xd/2−1

z−1ex − 1
. (1-26)

Puesto que ∂Ω/∂µ = N se sigue que

N = N0 +Ne = N0 +Ad
gd/2(z)

βd/2
(1-27)
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donde N0 y Ne son el número de bosones en el estado base y en los estados exitados, respecti-

vamente. Cuando el potencial qúımico es cero se obtiene

kBTc =

(
N

Adgd/2(1)

)
. (1-28)

Por lo tanto, para d=3,

kBTc =

(
2π~2

mL2

)3/2(
N

ζ(3/2)

)3/2

. (1-29)

Por último, la fracción del condensado es la relación N0/N = 1−Ne/N , donde

Ne

N
=

(
T

Tc

)3/2 g3/2(z)

ζ(3/2)
(1-30)

y por lo tanto

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3/2

. (1-31)
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa BCS

En este caṕıtulo se presentan los fundamentos conceptuales de la teoŕıa BCS y algunas

formas de generalizarla. Primero se introducen los pares de Cooper para poder deducir de

forma heuŕıstica la brecha de enerǵıa de superconductores convencionales y se presenta una

extensión de dicha ecuación a D dimensiones. Luego, se introduce el crossover BCS-Bose para

un sistema de átomos fermiónicos y por medio de un ansatz general de BCS se muestra su

relación con superconductores convencionales .

2.1. Preliminares teóricos generales

La información fenomenológica generada en la primera mitad del siglo XX fundó bases

muy fuertes sobre el comportamiento de los materiales superconductores. Cada una de las

propiedades mencionadas en el caṕıtulo anterior involucró mucho trabajo experimental y teórico

por parte de gente brillante. Esto puso de manifiesto lo siguiente: al bajar de una Tc en un

material superconductor, la interacción microscópica entre los electrones y la red cristalina

es fundamental para explicar las propiedades termodinámicas y electromagnéticas. Este hecho

involucra un cambio de simetŕıa con una disminución de entroṕıa (o una transición de fase

que implica mayor orden) y asociada una disminución de enerǵıa libre y un cambio en el calor

espećıfico electrónico. Toda esta información tomó un sentido coherente con la formalización de

la interacción de los electrones y fonones.
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2.1.1. Interacción electrón-fonón

Tanto las teoŕıas fenomenológicas como el efecto isotópico y la singularidad en el calor es-

pećıfico electrónico apuntaban hacia una interacción electrón-fonón. De hecho, Frölich en 1950,

antes del efecto isotópico ya hab́ıa desarrollado las ideas de formación de pares de electrones.

Para visualizar la interacción electrón-fonón se puede usar un modelo simplificado. Dos electro-

nes en un metal experimentan una fuerza de Coulomb repulsiva apantallada (reducida). Para

formar un par de electrones debe existir una fuerza atractiva —que supere a la interacción de

Coulomb— la cual debe surgir entre los electrones y el sistema iónico (la red cristalina). Prime-

ro suponemos que la red cristalina conforma un fondo con carga positiva capaz de polarizarse

(i.e., que aparezcan zonas cargadas en un medio previamente homogéneo debido a un cambio

en el número de iones por unidad de volumen). Si en particular pensamos en un instante en que

un electrón pasa por una región de la red cristalina, ésta se va a deformar porque el electrón

atraerá a los iones más cercanos. Esto, a distancia, genera una nube de carga positiva neta

alrededor del electrón, la cual en última instancia atrae a otro electrón.

Lo crucial de este modelo es que la velocidad del electrón cerca de la superficie de Fermi,

vF = ~kF /m, es mucho mayor que la velocidad de los iones vI = VFm/M . Aśı, el tiempo en

que tarda la red cristalina en polarizarse (τ ' 2π/ωD ' 10−13s) es mucho mayor que el del

electrón en pasar (el cual en un tiempo τ ya se ha movido vF τ ' 1000Å). Sin embargo, un

segundo electrón pasando por la misma región puede disminuir su enerǵıa con la concentración

de carga positiva antes de que la red cristalina se relaje nuevamente. Esto da como resultado

la unión de los dos electrones en pares.

El modelo del potencial más simple que describe la interacción descrita anterior es

V (q, ω) =
4πe2

q2 + λ2︸ ︷︷ ︸
Coulomb

+
4πe2

q2 + λ2

(
ω2
q

ω2 − ω2
q

)
︸ ︷︷ ︸

Int. electrón-fonón

(2-1)

donde q representa el vector de onda del fonón y ωq la frecuencia del fonón; λ es la distancia de

apantallamiento. Este modelo tiene el siguiente problema: para que sea atractivo el potencial

se requiere que ω < ωq ' ωD (donde ωD es la frecuencia máxima de Debye). Sin embargo, si

ω → 0, entonces 0 < V → 0, es decir, el potencial siempre es repulsivo. Para esto se requiere
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mejorar el modelo y que siempre exista, por pequeño que sea, un potencial atractivo.

2.1.2. Pares de Cooper

En un modelo simple e ingenioso, Leon Cooper [5] mostró que debido a una interacción neta

atractiva entre dos electrones en el mar de Fermi los electrones se unen en pares sin importar

qué tan pequeña sea la interacción. El estado base, o mar de Fermi lleno, se mantiene sin

interactuar y se vuelve inestable con respecto a la formación de dichos pares. Este problema se

traduce matemáticamente a resolver una ecuación de Schrödinger en el espacio de momentos

para dos part́ıculas sobre el mar de Fermi formado por los electrones no apareados.

Por otro lado, fenomenológicamente se sab́ıa que muchos superconductores difeŕıan en su

estructura metálica de formas muy diversas pero que dicha variabilidad no afectaba notoria-

mente sus propiedades en el estado superconductor. Este hecho permitió simplificar el modelo

de interacción y despreciar los efectos debido a la estructura cristalina, reemplazando los poten-

ciales periódicos de los iones por una caja de volumen constante. Con la simplificación anterior,

un conjunto completo de estados del sistema de pares de electrones se pudo describir tomando

funciones de los productos de ondas planas que satisfaćıan las condiciones periódicas de fron-

tera de la caja con volumen constante. El procedimiento matemático usado por Cooper puede

realizarse usando funciones antisimétricas o, equivalentemente, tomando electrones con esṕın

opuesto. Además, en el trabajo de Cooper apareció una brecha prohibida de enerǵıa, la cual

fue indicio de que la idea era correcta.

Formación

Más formalmente (ver [5; 10]), supongamos que se agregan dos electrones al mar de Fermi

a T = 0. Las únicas interacciones serán pues entre los electrones del par (atractiva) y entre el

par de electrones y el mar de Fermi v́ıa el principio de exclusión de Pauli (repulsiva). Por otro

lado, simplificamos el modelo de interacción ignorando los potenciales periódicos de los iones y

suponiéndolo, en vez, como una caja de volumen constante.

Por lo anterior la función de onda de este par, ψ0(r1, r2), que satisfaga las condiciones
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Figura 2-1: Dispersión de electrones por el intercambio de un fonón. De lado izquierdo, un
diagrama de Feynman ilustra la dispersión de electrones por el intercambio de un fonón. De
lado derecho, se puede ver que tal dispersión se mantiene dentro de un cascarón de grosor ωD.

periódicas de una caja se puede escribir como una suma de ondas planas

ψ0(r1, r2) =
∑
k

gke
ik·r1e−ik·r2ζ (2-2)

donde gk son los coeficientes del desarrollo y ζ es la función de esṕın.

Para un sistema que suponemos invariante ante traslaciones, el apareamiento (k ↑,−k ↓) de

estados de Bloch es el que minimiza la enerǵıa y el estado de menor enerǵıa tendrá momento total

igual a cero. Entonces los electrones deberán tener momento de igual magnitud pero dirección

opuesta. Esto es de vital importancia y por eso se reformulará para su mejor comprensión. La

interacción electrón-fonón es más fuerte para aquellos electrones con enerǵıa εk alrededor del

nivel de Fermi en el cascarón de grosor ωD, que es la frecuencia de Debye. Esto se puede ver en

la fig.2-1, ah́ı la dispersión de los electrones conserva el momento total K = k ↑ +−k ↓= 0. En

la figura, el área sombreada muestra la parte del espacio fase de la dispersión que corresponde a

la atracción de electrones cuando K = 0. En caso de que K 6= 0 el área de dispersión se reduce

y por lo tanto la atracción también (fig.2-2). Por lo tanto el sistema siempre reducirá su enerǵıa

si K = 0. Esa será nuestra principal suposición, al igual que hizo Cooper.

Recordemos ahora que ζ es nuestra función de esṕın en (2-2) y puede ser singlete (anti-

simétrica) o triplete (simétrica). Para tomar en cuenta la antisimetŕıa de las funciones de onda

fermiónicas, ψ0 se debe transformar en una suma de productos entre cos(k · (r1 − r2)) y la
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ωD

 -k´
 K

Figura 2-2: En caso de que K 6= 0, el área de contacto se reduce.

función singlete de esṕın antisimétrica 1√
2
(↑↓ − ↓↑) con espines opuestos. O si se quiere tomar

la parte simétrica se transforma en una suma de productos entre sin(k · (r1 − r2)) y la función

triplete de esṕın simétrica (↑↑, 1√
2
(↑↓ + ↓↑), ↓↓).

El estado de par de los electrones debe estar asociado a uno estable del sistema y por lo tanto

a un mı́nimo de la enerǵıa. Matemáticamente esto es claro para la función singlete asociada a

una función coseno que depende de (r1, r2) y que consecuentemente maximiza la amplitud de

probabilidad si los electrones están cerca, es decir, si se atraen.

ψ0(r1, r2) =

∑
k>kF

gk cos(k · (r1 − r2))

 1√
2

(↑↓ − ↓↑) (2-3)

Asumiendo el hamiltoniano para los dos electrones con un potencial V (r1, r2)

H = −∇
2
1

2m
− ∇

2
1

2m
+ V (r1, r2) (2-4)

y usando la ecuación de Schrödinger

Hψ = Eψ (2-5)

para esta última función de onda, se puede mostrar que los coeficientes de peso gk y los eigen-

valores de la enerǵıa E se pueden determinar al resolver la siguiente igualdad

(E − 2εk)gk =
∑
k′>kF

Vkk′gk′ (2-6)
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donde εk son enerǵıas no perturbadas de ondas planas y Vkk′ son los elementos de matriz del

potencial de interación

Vkk′ = Ω−1

∫
V (rei(k

′−k)·rdr (2-7)

donde r es la distancia entre electrones y Ω es el volumen de normalización. Este potencial

caracteriza la fuerza del potencial para dispersar un par de electrones con momento (k ↑,−k ↓)

a un par con momento (k
′ ↑,−k

′ ↓). Si existe un conjunto de gk que satisfaga la ecuación (2-6)

con E < EF , entonces existe un estado ligado.

Este problema no es trivial pues Vkk′ involucra todos los elementos de matriz. Como se

mencionó arriba, Cooper introdujo una suposición que permite aproximar Vkk′ = −V para k

estados dentro del rango de enerǵıa ~ωD con centro en EF . Y por otro lado el potencial será cero

si Vkk′ es superior a ~ωD, lo cual se escribe simplemente como

Vkk′ =


−V, si −~ωD < EF < ~ωD

0, otro caso

(2-8)

por esta razón el valor de gk en (2-6) es constante y por lo tanto

gk = V

∑
gk′

(2εk − E)
. (2-9)

Con un poco de álgebra se llega a

1

V
=
∑
k′>kF

(2εk′ − E)−1. (2-10)

Si definimos λ ≡ V N(0) con N(0) la densidad de estados en el nivel de Fermi y cambiamos la

suma por una integral con ĺımites de EF a EF + ~ωD

1

λ
=

∫ EF +~ωD

EF

dε

2ε− E
=

1

2
N(0) ln

2EF − E + 2~ωD
2EF − E

. (2-11)

Para el caso de acoplamiento débil λ� 1 en donde la solución de la ecuación se puede escribir

como
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E ≈ 2EF − 2~ωDe−2/λ (2-12)

por lo tanto el estado ligado existe y tiene enerǵıa negativa con respecto al nivel de Fermi. Esto

dice que en este rango, la enerǵıa atractiva es mayor que la enerǵıa cinética y no importa que

tan chico sea V.1

El resultado anterior es directo y matemáticamente correcto, sin embargo no dice nada

al respecto sobre la formación de los pares de electrones. El razonamiento es simple, el signo

negativo del potencial surge de sumar una interacción apantallada positiva de Coulomb y una

atracción negativa efectiva entre electrones debido al movimiento de los núcleos iónicos. Cuando

la atracción entre electrones es mayor que la repulsión Coulombiana se obtiene el signo negativo

del potencial y por lo tanto se puede dar la superconductividad.

¿Cómo surge la interacción atractiva? La idea central es que los electrones en la red cristalina

polarizan el medio al atraer los núcleos positivos de los iones como se vio en §3-5. Estos iones a

su vez generan una carga positiva que atrae a un segundo electrón, de donde surge la atracción

efectiva entre electrones. Si esta atracción es mayor que la repulsión apantallada de Coulomb,

se da la superconductividad. La diferencia es que el potencial V visto aqúı es una atracción

neta.

Para describir correctamente la interacción de los electrones con la red cristalina en una

teoŕıa f́ısica es necesario considerar la frecuencia de las vibraciones caracteŕısticas de la red

cristalina. Puesto que la deformación de la red cristalina está muy relacionada con las carac-

teŕısticas elásticas del material, es natural suponer que las vibraciones caracteŕısticas del sólido

son las mismas que las que la deforman. Las frecuencias de estas vibraciones, llamadas fonones,

son del orden de las de los plasmas para la interacción de Coulomb. Por esta razón se puede

suponer que la respuesta es casi inmediata. Si un electrón es dispersado de un momento k a

uno k
′
, por conservación de momento, se emite un fonón cuyo momento es la diferencia de estos

dos, es decir, q = k − k
′

y la frecuencia caracteŕıstica es la del fonón. Con esto en mente se

puede decir que la contribución del fonón a la función de apantallamiento es proporcional a

(ω2−ωq2)−1. Si ω < ωq entonces (ω2−ωq2)−1 < 0 y por lo tanto el signo negativo contribuye a

1El hecho de que en V = 0 no sea anaĺıtica y que por esto no se pueda expandir en potencias de V nos dice
que no es posible tratarlo con teoŕıa de perturbaciones.
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la atracción neta. Si, en cambio, se tiene lo contrario y la diferencia de enerǵıa de los electrones

es mayor que ~ωD, entonces la interacción es repulsiva. Por lo anterior, el ĺımite de enerǵıa,

para el cual el elemento de matriz −V de Cooper es atractivo es del orden de la enerǵıa de

Debye, ~ωD, que caracteriza el ĺımite del espectro de fonones.

Los pares de Cooper son el primer elemento fundamental de la superconductividad. El

segundo elemento, una función de onda coherente, tiene que ver con lo que el problema de

Cooper no resuelve. Esto es, si es favorable el apareamiento de dos electrones en la presencia de

un mar de Fermi sin interactuar ¿Por qué no se aparean todos los demás electrones y minimizan

todav́ıa más la enerǵıa?

La respuesta se encuentra en que el problema de Cooper es un modelo ideal a T = 0 del

estado normal (no superconductor). Por ello, muchas preguntas quedan al aire. Por ejemplo, a

partir de los pares de Cooper no se puede deducir cómo alteran éstos la interacción de atracción

ni si participan todos los electrones del mar de Fermi. Por último no hay indicios de cómo

incluir la temperatura cŕıtica.

Prácticamente todas estas preguntas se respondieron implementando un estado coherente

de pares de Cooper. Esto lo hizo R. Schrieffer suponiendo que deb́ıa ser válido para un material

superconductor cuando T < Tc. Es decir, que sólo la superficie de Fermi seŕıa inestable ante la

creación de muchos pares y creó una función de onda que representaba dicho estado coherente.

Esto ocurrió antes de formular precisamente la teoŕıa BCS.

Nota: pares de Cooper como bosones

Es interesante notar que antes de BCS y de la proposición de los pares de Cooper ya se

especulaba sobre pares de fermiones (electrones) con caracteŕısticas bosónicas. Los trabajos

en BECs con helio ĺıquido simplemente omitian dichas preguntas porque la enerǵıa requerida

para la disociación de átomos es muchos órdenes de magnitud de la requerida por el BEC. Las

primeras ideas sobre pares de electrones como bosones se remontan a Ogg [76] y Schrafroth

[77; 41]. Con la subsiguiente incorporación de BCS y su rotundo éxito se insistió más bien en la

generalización de las funciones tipo BCS. Como fue notado por Bardeen y Schrieffer, la forma

del espacio coordenado de la función de onda de BCS resulta ser idéntica a la del BEC, con

las diferencias de pares muy juntos y diluidos en BEC y pares muy separados y muy densos en
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BCS.

En este trabajo se asume que los pares de Cooper son bosones reales a diferencia de los pares

de BCS, los cuales no siguen una estad́ıstica de BE ni reglas de conmutación bosónica. Ha sido

mostrado teóricamente, por ejemplo en [6; 78; 79; 80] y de forma indirecta experimentalmente

[81], que en el ĺımite termodinámico cualquier número de CPs con un vector de onda definido

total K puede ocupar un solo estado de enerǵıa E(K) y por lo tanto que obedece la estad́ıstica

de BE y consecuentemente una BEC. Esta conclusión es de bastante generalidad porque aplica

para cualquier acoplamiento sin importar el tamaño de los CPs ni el traslape entre ellos.

2.2. Deducción heuŕıstica de la brecha de enerǵıa de BCS

Teóricamente el fenómeno de superconductividad convencional permaneció incomprensible

hasta 1957 cuando surgió la primera teoŕıa microscópica de superconductividad, llamada BCS

[4]. Ésta describió correctamente la resistencia nula, el efecto Meissner, el efecto isotópico y

la brecha de enerǵıa.2 La teoŕıa fue confirmada en múltiples ocasiones para superconductores

convencionales convirtiéndola en un hito cient́ıfico del siglo XX.

La teoŕıa original de BCS se creó en un formalismo de segunda cuantización y se basó en

dos conceptos centrales: i) Pares de Cooper (CPs) [5] de electrones y ii) una función de onda

de muchos cuerpos donde los electrones cerca de la superficie de Fermi forman pares de Cooper.

Esto se hizo con el motivo de deducir una brecha de enerǵıa en el espectro electrónico. Los

CPs (ver §2.1.2) se originan por una inestabilidad cerca de la superficie de Fermi debido a

una interacción atractiva efectiva entre pares de electrones. Esta interacción es inducida por

fonones (o modos cuantizados de vibración de la red cristalina) y abruma la interacción de

Coulomb apantallada repulsiva entre dos electrones con la misma carga. El estado enlazado

resultante de los dos electrones se forma incluso cuando la interacción es arbitrariamente débil,

como lo mostró Cooper en 1956. Sin embargo, en un material superconductor la cantidad de

pares de Cooper es macroscópica y además forman un estado coherente. Este razonamiento

llevó eventualmente a la correcta deducción de la brecha de enerǵıa 2∆ que se abre en el

espectro electrónico a una temperatura T ≤ Tc. El valor 2∆ corresponde entonces a la enerǵıa

2Una prueba rigurosa del efecto isotópico usando BCS fue dada por Yang [88]. También, una descripción a
profundidad de las bases experimentales de la teoŕıa BCS fue dada por Ginsberg [89].
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necesaria para romper un par de Cooper en dos electrones excitados. Es decir, el parámetro

∆ es proporcional al parámetro de orden visto en §1.5, que representa qué tan robusto es un

superconductor.

La brecha de enerǵıa es pues una propiedad inherente de la superconductividad convencional

y de la teoŕıa BCS, por eso se ha convertido en una expresión emblemática en la abundante

literatura. La brecha de enerǵıa atribuye una gran intuición f́ısica al fenómeno de superconduc-

tividad porque relaciona la idea no intuitiva de un enlace entre pares de electrones (que conlleva,

a su vez, a propiedades termodinámicas como la Tc) con la transición de fase superconductora

asociada. La presencia de una brecha de enerǵıa fue sugerida como una posible descripción de

la superconductividad varios años antes del art́ıculo de BCS [90; 91]. El gap fue explicado hasta

el surgimiento de la teoŕıa BCS, con la cual se dio un ĺımite superior riguroso al estado base de

enerǵıa del Hamiltoniano asumido mediante el principio variacional de Rayleigh-Ritz. Dando

aśı una representación muy acertada del espectro electrónico con una brecha de enerǵıa.

Una deducción matemáticamente rigurosa de la brecha de enerǵıa es altamente técnica

y yace en el formalismo de segunda cuantización. Esto la hace poco apreciable en términos

prácticos y pedagógicos. Existe una gran variedad de enfoques matemáticos desarrollados para

ampliar y simplificar el significado de la brecha de enerǵıa. Por ejemplo, a finales de la década

de 1950, Bogoliubov [92] desarrolló una manera elegante de expresar el espectro de excitaciones

y Gor’kov [93] mostró que el gap de enerǵıa está relacionado al parámetro de orden de la teoŕıa

de superconductividad de Ginzburg-Landau [17] cerca de la Tc. Trabajos más recientes prueban

propiedades matemáticas de la ecuación de la brecha tales como la unicidad [94], generalización

[96; 97], y versiones extendidas de BCS [98]. También se han realizado algunas aproximaciones,

e.g., tales como la hecha por Bruus y Flensberg [99], usando las funciones de Green, o la hecha

por Fletcher[100] donde la función de partición se deduce aplicando técnicas de integración

funcional.

Existen otros métodos alternativos de la deducción original para obtener la brecha de

enerǵıa, por ejemplo el método de esṕın [114] usando matrices de Pauli y el método de campo

molecular de la solución del hamiltoniano de BCS. Otro método es v́ıa la ecuación de movi-

miento en el que se establecen las ecuaciones de movimiento de los operadores fermiónicos de

creación o aniquiliación. Esto lleva al estado base de BCS también encontrado en el método
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de esṕın. Aunque los métodos anteriores han ampliado el panorama teórico de la brecha de

enerǵıa, ninguno lo hace de manera sencilla. Es más, algunos de estos métodos usan técnicas

mucho más avanzadas.

El enfoque utilizado en esta tesis para deducir la ecuación de la brecha de enerǵıa es heuŕısti-

ca y didáctica, en contraste con la deducción original de BCS y las citadas anteriormente. La

premisa fundamental es la formación de CPs en su forma general. Esto facilita la construcción

de un funcional de enerǵıa para el estado superconductor adecuadamente simetrizado con res-

pecto a las probabilidades de ocupación de los CPs. Usando un método variacional se minimiza

este funcional obteniendo la conocida ecuación de la brecha a T = 0 K. Lo importante de esta

deducción radica en formular tanto el funcional de enerǵıa como los CPs sin recurrir al uso

de segunda cuantización, i.e., sin usar operadores de creación y aniquilación. Más adelante se

deduce con argumentos heuŕısticos la ecuación de la brecha a temperatura finita y se resuelve

con métodos matemáticos recientes.

2.2.1. Ecuación de la brecha de enerǵıa a T = 0

Como se mencionó arriba, la superconductividad ocurre como una transición de fase de

segundo orden. Sin embargo, esta transición es de un tipo especial que ocurre en el espacio

rećıproco (o de momento) k. Donde k es el vector de onda asociado con el momento lineal

p ≡ }k. Cuando la condensación ocurre, la enerǵıa del material en su estado normal (i.e., sin

interacciones) disminuye por una cantidad ı́nfima (del orden de 10−7eV por átomo de Nb

[115] y de 10−9eV por átomo de Al [103]) y esta minimización de la enerǵıa conlleva a la

fase superconductora. La disminución en la enerǵıa se cree que ocurre por la interacción neta

atractiva entre pares de Cooper.

Una forma simple de modelar esta atracción neta atractiva es ocupando los estados indivi-

duales en pares de tal forma que si el estado de un electrón del par está ocupado, el estado del

otro electrón también estará ocupado. Además, las transiciones entre pares deben ser posibles,

lo que implica que todos los pares tengan el mismo momento total }K. El centro de masa total

del vector de onda K ≡ k1 + k2, donde k1 y k2 son los vectores de onda de cada electrón, se

restringe a cero para que sea energéticamente conveniente (ver §2.1.2). Esto implica que sólo

los electrones moviéndose en direcciones opuestas se atraen.
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De manera formal, si k ≡ 1
2(k1 − k2) es el vector de onda relativo de dos electrones en

un estado de par, entonces k1 = k↑ y k2 = −k↓ asegurando que K ≡ k1 + k2 ≡ 0. El hecho

de que el momento total K = 0, es necesario para disminuir la enerǵıa del sistema, como se

mostró en §2.1.2. En caso de que tuvieran una misma dirección o diferente magnitud pero con

diferentes momentos, K 6= 0 y la dispersión entre electrones disminuye junto con la magnitud

de la atracción. Por lo tanto, la configuración más favorable se cumple si los dos electrones

tienen las mismas velocidades pero direcciones y espines opuestos. Esto se esquematiza en la

fig.2.2.1.

k’

k

-k’

-k

q

Figura 2-3: Diagrama de Feynman de la interacción de dos electrones en una red cristalina en
vibración a través del intercambio de un fonón q. Aqúı k y k′ son, respectivamente, los estados
electrónicos con momento ~k y ~k′ = ~k − ~q, antes y después del intercambio de un fonón
con vector de onda q.

Ahora se formaliza el modelo de interacción atractivo entre electrones. Esto se hace incluyen-

do en el gas de electrones una interacción electrón-electrón repulsiva de Coulomb que es abruma-

da por la interacción electrón-electrón fonónica atractiva, la cual resulta en una atracción neta

requerida para la formación de pares de Cooper. Tales pares, como se mencionó anteriormente,

son prácticamente universalmente reconocidos como esenciales para producir superconductivi-

dad. Este modelo de interacción es simplemente

Vkk′ =


−V si EF − ~ωD < εk, εk′ < EF + ~ωD

0 de otra forma

(2-13)

Donde V ≥ 0. En otras palabras, la interacción efectiva entre electrones cerca de la enerǵıa de

Fermi EF del gas en el intervalo −~ωD < εk, εk′ < ~ωD es netamente atractiva y, por eso, el
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signo negativo asociado a V ≥ 0. Aqúı εk ≡ }2k2/2m es la enerǵıa cinética por part́ıcula y ~ωD

es la máxima enerǵıa (de Debye) de un fonón absorbido o emitido por un electrón. Para evitar

efectos de anisotroṕıa el valor de V es un valor medio de la interacción real.

En el estado superconductor el número de pares de electrones es macroscópico (del orden de

∼ 1023), lo que sugiere un enfoque estad́ıstico. Como se mencionó al final de §2.1.2 es necesario

formar un funcional que represente el estado coherente de los pares de Cooper. Primero debemos

notar que el problema en vez de plantearse en términos de las part́ıculas mismas, se debe hacer

en términos de las probabilidades de ocupación de éstas. Esto es matemáticamente equivalente

y contiene la misma cantidad de información porque las probabilidades de ocupación incluyen,

entre otras cosas, la información de su interacción (según sean bosones o fermiones, en este caso

los pares de Cooper son bosones).

Para plantearlo como un problema variacional designamos las probabilidades de ocupación

como sigue. Sea v2
k la probabilidad de dos estados ocupados, caracterizados por k. Entonces

(1 − v2
k) es la probabilidad de aquellos desocupados. Esto permite a los pares de electrones

cambiar de estado en estado y de esta forma que se modele la probabilidad de transición

de k → k′, que inicialmente sólo requiere que k′ esté ocupado y que k esté necesariamente

desocupado. Aśı, la probabilidad de transición v2
k(1− v2

k′) es proporcional a la probabilidad de

transición k→ k′; mientras que la probabilidad de transición opuesta v2
k′(1−v2

k) es proporcional

a la transición contraria k′ → k.

Con el fin de formular un funcional de enerǵıa completo añadimos la enerǵıa cinética de

los pares que es simplemente Ecin = 2
∑

k εkv
2
k. Lo siguiente es mostrar que al minimizar la

enerǵıa superconductora total, ES , con respecto a las probabilidades de ocupación v2
k se obtiene

de inmediato una ecuación de una brecha de enerǵıa a temperatura absoluta T = 0 K para la

interacción modelo (2-13). Esta enerǵıa neta superconductora del estado base será entonces

ES = 2
∑
k

εkv
2
k − V

∑
k

′∑
k′

′
[v2

k(1− v2
k′)v

2
k′(1− v2

k)]1/2 (2-14)

donde las sumas primadas indican una restricción en la suma tal que los momentos a sumar sean

los asociados a las enerǵıas dentro del intervalo definido por el modelo de interacción (2-13).

El funcional de enerǵıa contiene toda la información necesaria para describir el mar de Fermi y
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los pares de Cooper cerca de la superficie de Fermi. Se minimiza porque a T = 0, como se vio

anteriormente, la formación de pares es favorable.

El funcional (2-14) está escrito de tal forma que exista simetŕıa perfecta entre las transiciones

k→ k′ y k′ → k. Esto es fácil de entender porque nuestro estado base se forma de un número

igual de pares de electrones que de pares de huecos. Es decir, contempla una simetŕıa perfecta

entre ambos tipos de pares de Cooper. Esto también se puede entender pensando en el estado

de BCS tanto como un condensado de electrones encima del mar lleno de Fermi, como un

condensado de huecos debajo de un mar vaćıo de huecos. Evidentemente, cuando V → 0, la

enerǵıa del sistema es simplemente la enerǵıa en el estado normal, sin interacciones, EN . Más

espećıficamente, se debe tener

ES −−−→
V→0

EN = 2
∑
k

εknk

con nk = θ(|kF − k|) a T = 0 y θ la función escalón de Heaviside. Ahora escojamos v2
k tal

que ES [v2
k] se minimice, pero sujeto a un número constante de electrones, i.e., N = 2

∑
k v

2
k =

constante.3 Espećıficamente,

δ

δxl

{
ES [xk]− 2µ

∑
k

xk

}
= 0 (2-15)

donde v2
k ≡ xk simplifica la notación y µ es un multiplicador de Lagrange. Además, se usa la

siguiente definición de derivada funcional

δ

δv2
k

v2
l ≡ δkl, δkl ≡

 1 si k = l

0 si k 6= l
.

Si se sustituye (2-14) en (2-15) se llega a la condición de minimización

δ

δxl

{
2
∑
k

εkxk − V
∑
k

′∑
k′

′
[xk(1− xk′)xk′(1− xk)]1/2 − 2µ

∑
k

xk

}
= 0.

3El número de part́ıculas, N, no es necesariamente constante porque en realidad se superponen el mar de
Fermi y a éste se le suman pares de electrones. Esta incertidumbre entre número de part́ıculas y fases es t́ıpico
de estados coherentes. Se debe argumentar pues que el número de electrones involucrados, N, es macroscópico y
del orden del tamaño del sistema completo. Por lo tanto la incertidumbre en N, ∆N, es del orden N1/2 y por lo
tanto se puede despreciar al compararlo con N.
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Esto es, directamente,

0 = 2(εk − µ)

− 1

2
V
∑
k

′∑
k′

′
[
[xk′δkl + xkδk′l − 2xkxk′δkl − x2

kδk′l − x2
k′δkl

− 2xk′xkδk′l + 2xkx
2
k′δkl + 2x2

kxk′δk′l][xk(1− xk′)xk′(1− xk)]−1/2

]
.

Definiendo ε̃k ≡ εk − µ y simplificando lleva a

2ε̃k −
1

2
V
∑
k

′∑
k′

′
[(

[xk(1− xk)]1/2(1− 2xk′)

[xk′(1− xk′)]1/2

)
δk′l +

(
[xk′(1− xk′)]1/2(1− 2xk)

[xk(1− xk)]1/2

)
δkl

]
= 0.

Puesto que se trata de un proceso simétrico en k y k′ y que éstos son ı́ndices mudos, la suma

realmente es sobre un solo ı́ndice tal que

2ε̃k − V
∑
k

′
[

[xk(1− xk)]1/2(1− 2xk′)

[xk′(1− xk′)]1/2

]
= 0

y regresando a la notación inicial v2
k

2ε̃k − V
∑
k

′
[√v2

k(1− v2
k)(1− 2v2

k′)

[v2
k′(1− v2

k′)]
1/2

]
= 0. (2-16)

Definamos ahora la cantidad

V
∑
k

′
√
v2
k(1− v2

k) ≡ ∆ ≥ 0 (2-17)

que más tarde se verá claramente como el mı́nimo de las enerǵıas de excitación independiente

de k, i.e., el gap de enerǵıa. Entonces (2-16) se puede reescribir como

2ε̃k = ∆
(1− 2v2

k)

[v2
k(1− v2

k)]1/2

o reacomodando

4ε̃2k[v2
k(1− v2

k)] = ∆2(1− 2v2
k)

2
. (2-18)
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Notando que

(1− 2v2
k)

2
= [(1− v2

k)− (v2
k)]2

= [(1− v2
k)

2
+ (v2

k)2 − 2(1− v2
k)v2

k]

= [(1− v2
k) + v2

k]2 − 4v2
k(1− v2

k)

se llega a

[v2
k(1− v2

k)]1/2 =
∆

2
√

(ε̃2k + ∆2)
. (2-19)

Por lo tanto, al sustituir (2-19) en (2-18) resulta en

v2
k =

1

2

1− ε̃k√
ε̃2k + ∆2

 (2-20)

que es una función de distribución, graficada en la fig.2-4.

kv2
k1-v2

Fermi distribution
 function at T = 2∆ / 3.53 kc B

kv2 and 1-v  at T=0 Kk
2

-ħωD ħωD

1

-∆ ∆
є = є - μk
~

k

Figura 2-4: Funciones de distribución v2
k y 1 − v2

k comparadas con la función de distribución
de Fermi a Tc ≡ 2∆/3.53kB. Esta última relación es equivalente a la relación universal de la
brecha contra Tc de BCS.

De esta forma, al sustituir (2-19) en la definición previa (2-17) de ∆ se obtiene la ecuación

autoconsistente y no lineal. de la brecha de enerǵıa de BCS a T = 0

1 =
V

2

∑
k

′ 1√
(εk − µ)2 + ∆2

. (2-21)
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Sustituyendo la suma por una integral con un procedimiento tradicional y en vista de (2-13),

∑
k

′ 1√
ε̃2k + ∆2

−→
∫ ~ωD

−~ωD

dε̃
g(ε̃)√
ε̃2k + ∆2

' g(EF )

∫ ~ωD

−~ωD

dε̃
1√

ε̃2k + ∆2

(2-22)

siempre y cuando ~ωD � EF , donde g(ε̃) es la densidad de estados electrónicos por esṕın

individual.4 Entonces, si se define la constante de acoplamiento de BCS como λ ≡ V g(EF ) ≥ 0

se obtiene
1

λ
≡ 1

g(EF )V
=

∫ ~ωD

0

dε̃√
ε̃2k + ∆2

= sinh−1

(
~ωD
∆

)
(2-23)

que es nuestro primer resultado principal. Finalmente

∆ =
~ωD

sinh(1/λ)
−−−→
λ→0

2~ωD e−1/λ (2-24)

de forma exacta y el último término sólo aplica para acoplamiento débil λ� 1, i.e., g(EF )V � 1.

Este último resultado muestra que la función ∆ es independiente del vector de onda k para

T = 0K.

2.2.2. Ecuación de la brecha de enerǵıa a T ≥ 0

La densidad de pares superconductores es máximo en el ideal T = 0 y, como se mostró arriba,

existe una brecha ∆ dependiente de la densidad de pares. Cuando se parte del estado supercon-

ductor ideal a T = 0 la densidad de pares superconductores es máximo y decrece hasta llegar

a cero en la Tc. La ecuación (2-23) contiene el parámetro de enerǵıa Ek =
√
ε̃2k + ∆2(T ) o la

llamada enerǵıa de excitación de Bogoliubov [92]. Para ver que esta es la enerǵıa de un electrón

no enlazado en un par se puede ver como sigue. Un electrón solo en el estado (k ↑) por definición

no tiene a su electrón correspondiente en el estado (−k ↓). Por eso este electrón con enerǵıa

cinética ε̃k no puede unirse al condensado superconductor y se deduce que su enerǵıa debe ser

mayor que la del electrón en el condensado. De esta forma el electrón no apareado tendrá una

4La densidad de estados electrónicos se considera constante por el conocido hecho de que en un metal ésta
es constante en 2D. En este caso la dimensionalidad de g(ε̃) es inicialmente 3, sin embargo, al condensarse los
pares de Cooper en la superficie de Fermi, g(ε̃) = g(EF ) se reduce a 2.
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enerǵıa que es mayor por una cantidad Ek. La validez del argumento anterior se cumple para el

dominio 0 < ε̃k < ~ωD. Claramente Ek > 0 incluso cuando los electrones estén en la superficie

de Fermi, i.e., ε̃k = 0 (asumiendo según BCS que µ = EF) y ∆(T ) > 0. Entonces, para una

temperatura dada T , la brecha dependiente de la temperatura es la enerǵıa mı́nima necesaria

para excitar a las part́ıculas y ∆ ≡ ∆(T = 0) es el máximo valor que puede tomar.

Como se mencionó arriba, al aumentar la temperatura decrece el número de pares de elec-

trones y aumenta el número de electrones no apareados. Dado que cada electrón tiene una

enerǵıa Ek, la probabilidad de una excitación está dada por la distribución de Fermi

fk = (eβEk + 1)−1 (2-25)

con β ≡ 1/kBT y con kB la constante Boltzmann. Aśı pues, llamemos a |00〉 y |11〉 las probabi-

lidades de los estados en par a T = 0 y llamemos a |01〉 y |10〉 las probabilidades de los estados

de un electrón y un hueco (y viceversa) a T > 0. Si la probabilidad de que tanto |01〉 como

|10〉 ocurran (i.e., que estos estados tengan la misma probabilidad de ser excitados) a T > 0

entonces

1− 2fk ≡ 1− 2/(eβEk + 1)

=
eβEk − 1

eβEk + 1

≡ tanh(βEk/2) (2-26)

donde en la primera ĺınea se usó la definición de fk y en la última una identidad trigonométrica.

En el ĺımite T → 0, esta cantidad se aproxima a la unidad desde abajo, es decir,

tanh(βEk/2) = tanh(Ek/2kBT )→ 1 (T → 0) (2-27)

Esto tiene una interpretación f́ısica directa: la función tanh(βEk/2) es la probabilidad de que

un estado par (k ↑,−k ↓) se una al condensado. Es decir, se tiene absoluta certeza de que no

habrá excitaciones (y de que todos los estados apareados estarán ocupados) a T = 0 cuando la

función de probabilidad sea unitaria, i.e., cuando tanh(βEk/2) = 1.

También es claro que si T → Tc entonces ∆(T ) −→ ∆(Tc) ≡ 0, implicando que Ek → ε̃k o
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que

fk = (eEk/kBT + 1)−1 → (e(εk−µ)/kBTc + 1)−1.

Esto se puede entender como sigue. Supongamos que se empieza a T = 0 donde el material

superconductor se encuentra en un estado donde la condensación de electrones es completa

(significando que todos los electrones participan en la formación del estado superconductor).

En este punto, sin embargo, sólo el movimiento de pares cerca de la superficie de Fermi es

apreciablemente afectada por la condensación. Cuando la temperatura es pequeña una frac-

ción de los electrones en el condensado son excitados tal que los electrones en el material se

separan en dos fracciones, una normal y otra superconductora (ver fig. 2-5). Si la temperatura

sigue aumentando y alcanza la Tc el número de electrones superconductores tiende a cero y el

sistema se convierte en uno completamente no superconductor, i.e., normal. En la Tc el estado

superconductor desaparece y también lo hace la brecha de enerǵıa.

Usando (2-23) en combinación con (2-27), se le da un carácter probabilistico a la función

de la brecha

1 = λ

∫ ~ωD

0

dε̃√
ε̃2k + ∆2(T )

[1− 2fk] (2-28)

Por lo tanto, al sustituir (2-26) en (2-28) se tiene que

1

λ
=

∫ ~ωD

0

dε̃√
ε̃2k + ∆2(T )

[1− 2fk]

=

∫ ~ωD

0

dε̃√
ε̃2k + ∆2(T )

tanh

β
√
ε̃2k + ∆2(T )

2

 (2-29)

que es nuestro segundo resultado principal.

Para realizar la integral en (2-29) se utilizaron métodos numéricos (ver fig.2-6), sin embargo

se puede hacer un análisis en los ĺımites T → 0 y T → Tc para hacerlo más intuitivo.Por

simplicidad, se divide en tres casos: i) si T = 0; ii) si T = Tc y iii) si 0 < T < Tc. Se

supondrá que es una función bien comportada, véase, por ejemplo, el trabajo de Odeh, [104],

Billard y Fano [105] sobre la prueba de existencia y unicidad a T = 0 y la de Vansevenant [106]

a T > 0.
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T >  0

PAR DE COOPERELECTRÓN INTERCAMBIO
CONTINUO

b)  SUPERCONDUCTOR

EF

T =  0

a)  NORMAL

E0
E 1
E2
E3

EF

E0
E 1
E2
E3

T >  0

EF

T =  0

E0
E 1
E2
E3

EF

E0
E 1
E2
E3

2 ∆(0) 2 ∆(T)

Figura 2-5: En a) se muestra la fase normal de electrones (fermiones) no interactuantes a
temperatura absoluta T = 0 K y T > 0 K. La ocupación de estados en el gas de electrones
obedece el principio de exclusión de Pauli de tal forma que dos electrones no pueden ocupar el
mismo estado cuántico. En el cero absoluto, todos los electrones constituyen un mar de Fermi
y ocupan los estados disponibles de menor enerǵıa. La superficie de ese mar se llama la enerǵıa
de Fermi. A temperaturas mayores que cero algunos electrones existen por arriba de la enerǵıa
de Fermi y se caracterizan por la distribución de Fermi (mostrada en (2-25)). En b) se muestra
la fase superconductora. Dos cosas ocurren: la formación de pares de Cooper y la aparición
de una brecha de enerǵıa ∆(T ). La ocupación de estados en esta fase para un gas de electrones
produce una brecha de enerǵıa del orden de 2kBTc a T = 0. Conforme aumenta T desde cero,
la brecha de enerǵıa disminuye hasta que alcanza una temperatura cŕıtica Tc después de la cual
la brecha desaparece y el material se hace no superconductor.

En el caso (i), es fácil comprobar que la ecuación (2-29) se convierte en (2-24) cuando T = 0,

dando la misma ecuación ∆ de la brecha. En el caso (ii) cuando T = Tc la brecha desaparece

exactamente, i.e., ∆(Tc) ≡ 0. Por lo tanto, se convierte en una ecuación impĺıcita que puede

resolverse anaĺıticamente. El enfoque más convenientee es hacer un cambio de variable por una

variable de integración adimensional z. También, considerando que |ε̃| es simétrica con respecto

al nivel de Fermi, entonces (2-29) se puede reescribir como

1

λ
=

∫ ~ωD

0

dε̃

ε̃
tanh

(
βcε̃

2

)
(2-30)

52



1

λ
=

∫ Z

0

dz

z
tanh z

' ln

(
2 eγβc~ωD

π

)
. (2-31)

Aqúı Z ≡ ~ωD/2kBTc donde γ ' 0.57721 es la constante de Euler y βc ≡ 1/kBTc. El ĺımite

Z se escogió puesto que la integral diverge cuando Z → ∞. Esto permite evaluar la integral

por partes [130]. Es fácil ver que, al menos para acoplamiento débil, i.e. λ→ 0,

kBTc ≡ β−1
c '

2eγ

π
~ωDe−1/λ ' 1.13~ωDe−1/λ. (2-32)

Al sustituir (2-24) en la última ecuación y reacomodando términos se llega a la relación adi-

mensional universal de BCS de la brecha en términos de Tc

2∆

kBTc
' 3.53. (2-33)

En el caso (iii), cuando 0 < T < Tc la ecuación (2-29) puede aproximarse con un desarrollo

de potencias de ∆ para los casos T � Tc y Tc − T � Tc. Primero notemos que la ecuación de

la brecha (2-29) y (2-23) pueden reescribirse en la siguiente forma

ln
∆(0)

∆(T )
= 2

∫ ~ωD

0

dε̃

Ek

(
1

eβEk + 1

)

implicando que

∆(T ) ' ∆(0)− (2π∆kBT )1/2e−∆/kBT si T � Tc (2-34)

por lo tanto
∆(T )

∆(0)
→ 1 si T → 0

Para T ' T−c , la brecha será pequeña y uno puede aproximar la función ln(T/Tc) ' T/Tc − 1.

Ahora, usando la identidad de las sumas en el formalismo de Matsubara [109]

T′
∑
n

1

ν2
n + E2

k

=
1

2Ek
tanh

βEk
2
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con νn ≡ πT (2n+ 1) en (2-29) tal que al expandir en potencias de ∆(0) se obtiene

T′
∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

(νn)2 + E2
k

=
7ζ(3)

16πT 2
g(EF )

y

ln
T

Tc
= −7

8
ζ(3)

(
∆(0)

πkBT

)2

+O
(

∆(0)

kBT

)4

.

Entonces

∆(T ) ' kBTcπ

(
8

7ζ(3)

)1/2(
1− T

Tc

)1/2

' 3.06kBTc

(
1− T

Tc

)1/2

si Tc − T � Tc. (2-35)

Por lo tanto
∆(T )

∆(0)
' 1.74

(
1− T

Tc

)1/2

→ 0 si T → Tc. (2-36)

Como se puede ver, en los ĺımites la ecuación de la brecha es monótona decreciente en 0 < T <

Tc. Es claro también que ∆(T )/∆(0) es una función suave de T/Tc que decrece monótonamente,

se convierte en 1 cuando T = 0, y decrece suavemente hasta 0 cuando T = Tc como se puede

ver en la figura (2-6).

Figura 2-6: Dependencia de la temperatura de la brecha de enerǵıa de BCS. El ajuste de esta
curva universal es muy bueno cuando se compara con datos experimentales para Sn, Nb y Ta
como se puede ver en la figura (los datos experimentales fueron tomados de [137].
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Diagrama conceptual de la deducción de la brecha

A continuación se presenta un diagrama de flujo de la deducción realizada

Modelo de interacción

Energía del estado Superconductor

k’

k

-k’

-k

Minimización de ES

Expresión de la brecha de BCS a T = 0

Expresión de ∆(0)

Expresión de la brecha de BCS a T > 0

Temperatura crítica

El valor de la integral es 

Figura 2-7: Diagrama de flujo de la deducción del gap
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2.3. Enerǵıa de condensación en BCS

La brecha de enerǵıa (2-29) y la solución de las funciones de distribución (2-20) nos permiten

calcular la enerǵıa de condensación en superconductores convencionales. Regresando a nuestro

funcional de enerǵıa (2-14) insertamos los valores de dichas funciones y, después de un poco de

álgebra, la enerǵıa es

∑
k

2ε̃k
1

2

1− ε̃k√
ε̃2k + ∆2

k

+ V
∑
kk′

∆k∆k′

4
√
ε̃2k + ∆2

k

√
ε̃2k′ + ∆2

k′

(2-37)

Donde tomamos V = Vkk′ y asumiremos que la densidad de estados es constante para la

interacción definida en (2-13), es decir, en el cascarón EF ± ~ωD. Transformando las sumas en

integrales obtenemos lo siguiente

Es =

∫ −~ωD

−∞
dε̃g(µ+ ε̃)2ε̃+

∫ ~ωD

−~ωD

dε̃g(µ+ ε̃)ε̃

(
ε̃√

ε̃2 + ∆2

)
+

∫ ∞
~ωD

dε̃g(µ+ ε̃)0− V
∫ ~ωD

−~ωD

dε̃

∫ ~ωD

−~ωD

dε̃′g(µ+ ε̃)g(µ+ ε̃′)
∆2

0

4
√
ε̃2 + ∆2

0

√
ε̃′2 + ∆2

0

' 2

∫ −~ωD

−∞
dε̃g(µ+ ε̃)ε̃+ g(EF )

(
−~ωD

√
(~ωD)2 + ∆2

0 + ∆2
0 sinh−1 ~ωD

∆0

)
− V g2(EF )∆2

0

(
sinh−1 ~ωD

∆0

)2

. (2-38)

Como la ecuación del gap a T = 0, (2-23) nos dice que

1

λ
= sinh−1 ~ωD

∆0
(2-39)

entonces (2-38) se reduce a

Es ' 2

∫ −~ωD

−∞
dε̃g(µ+ ε̃)ε̃− g(EF )~ωD

√
(~ωD)2 + ∆2

0. (2-40)

Sólo hace falta calcular la diferencia de enerǵıas. Para ello consideramos que en la fase normal

∆→ 0
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Es − Es|∆→0 = −Ng(EF )~ωD
√

(~ωD)2 + ∆2
0 + g(EF )~ω2

D (2-41)

y puesto que ∆0 � ~ωD desarrollamos el término en la ráız en función de ∆/~ωD de tal forma

que

Econd = Es − Es|∆→0 = −g(EF )~ω2
D

√
1 +

(
∆0

~ωD

)2

+ g(EF )~ω2
D

' −1

2
g(EF )∆2

0

[
1− 1

4

(
∆0

~ωD

)2

+O

(
∆0

~ωD

)4
]

' −1

2
g(EF )∆2

0. (2-42)

Por lo tanto igualando esto último con Hc/8π como se vio en la ecuación termodinámica

(1-6) se obtiene

Hc =

√
4π
N

V
g(EF )∆0 (2-43)

2.4. Solución anaĺıtica del gap de BCS en D = 1, 2, 3 dimensiones

En esta sección se presentan expresiones anaĺıticas de la brecha de enerǵıa de BCS para

D = 1, 2, 3 dimensiones. Esto se realiza en el ĺımite de acoplamiento débil, pero para un ancho

de interacción arbitrario 0 < ~ωD/EF < ∞. El llamado ancho de interacción para un par de

Cooper se puede visualizar en la fig.2-1; donde ~ωD representa la máxima enerǵıa de un bosón

mediador de enerǵıa, el cual puede ser un fonón (si el ancho de interacción es � 1) como en

BCS o de bosones no fonónicos como excitones, magnones, plasmones, entre otros en cuyo caso

el ancho de interacción es comparable con la enerǵıa de Fermi.

2.4.1. Brecha de enerǵıa de BCS en D dimensiones

Para ampliar la expresión de la brecha de enerǵıa a dimensiones arbitrarias, comenzamos

con el modelo de interacción (2-13) el cual se expande a D dimensiones simplemente como
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Vkk′ =


−V/LD si EF − ~ωD < εk, εk′ < EF + ~ωD

0 cualquier otro caso

(2-44)

Donde, otra vez, el valor −V/LD representa un promedio de la interacción atractiva electrón-

electrón, dejando fuera efectos de anisotroṕıa. εk ≡ }2k2/2m es la enerǵıa cinética por part́ıcula

y ~ωD es la enerǵıa máxima (de Debye) de un fonón absorbida o emitida por un electrón.

La única diferencia es que este modelo de interacción involucra el tamaño del sistema en D

dimensiones.

En el caso de superconductores metálicos o convencionales, como los discutidos en el capt́itu-

lo pasado, el ancho de la interacción en unidades de la enerǵıa de Fermi es

~ωD
EF

� 1. (2-45)

La solución de la ecuación de la brecha a T = 0 en el ĺımite de acoplamiento débil se mostró (ec.

(2-24)) que es

∆ = 2~ωD e−1/λ (2-46)

i.e., cuando λ → 0. Siendo λ ≡ V g(EF ) ≥ 0 y g(EF ) la densidad electrónica de estados por

esṕın en la superficie de Fermi. Esta última ecuación puede ser expresada en unidades de la

enerǵıa de Fermi como sigue
∆

EF
= 2

~ωD
EF

e−1/λ. (2-47)

Como se mencionó arriba (§2.2), la brecha de enerǵıa es imprescindible en superconductivi-

dad convencional para describir el espectro electrónico energético que surge de una interacción

entre los electrones y la red cristalina mediada por fonones. Sin embargo, en ese caso, esto

se limita a interacciones débiles y anchos de interacción muy pequeños. Es un buen ejercicio

preguntarse bajo qué condiciones este tipo de ecuaciones siguen siendo válidas. En este caso,

la respuesta es que las ecuaciones tipo gap de BCS pueden expandirse hacia anchos de interac-

ción arbitrarios manteniendo una interacción débil. Un ancho de interacción arbitrario incluye

bosones distintos a los fonones como los magnones, excitones, plasmones, entre otros, para los

cuales las enerǵıas de los bosones mediadores no es despreciable comparada con la enerǵıa de

58



Fermi EF . En otras palabras, se puede resolver una ecuación de gap tipo BCS sin la restricción

(2-45).

La ecuación del gap de BCS (2-21) se puede reescribir en una forma general en D dimensiones

como sigue

∆k =
1

2

∑
k′

′
Vk,k′

∆k′√
(ξ2
k′ + ∆2

k′

. (2-48)

La ecuación anterior y el modelo de interacción se pueden representar simplemente como

∆k = ∆θ(~ωD − |ξk|) (2-49)

donde θ(x) es la función de Heaviside

θ(x− k) =


0 si x < k

1 six > k.

(2-50)

Esta ecuación, al igual que (2-23), es una ecuación autoconsistente pero en D dimensiones,

es decir

1 =
V

2LD

∑
k

θ(~ωD − |ξk|)√
(ξ2
k′ + ∆2

k′

. (2-51)

Para obtener la brecha y el potencial qúımico se requiere resolver junto con la ecuación de

número

N =
∑
k

1− ξx√
(ξ2
k′ + ∆2

k′

 . (2-52)

Siguiendo el mismo procedimiento que en (2-22)

1 =
V

2(2π)D

∫
dDk

θ(~ωD − |ξk|)√
(ξ2
k′ + ∆2

k′

(2-53)

y restringiendo las dimensiones a D ≤ 3, entonces, en términos de la enerǵıa, se obtiene

2

λ
=

∫ EF +~ωD

EF−~ωD,0

(ε/EF )(D−2)/2dε√
(ε− EF )2 + ∆2

(2-54)
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Donde los valores de la densidad de estados por esṕın por unidad de volumen son

N(0) =


1
π~

√
m

2EF
si D = 1

m
2π~2 si D = 2

1
π2~3

√
m3EF

2 si D = 3

(2-55)

Además, los dos ĺımites de integración inferiores se toman considerando que si ~ωD/EF ≤ 1

entonces los valores de la enerǵıa son simétricos, i.e., EF − ~ωD < εk < EF + ~ωD. Por otro

lado, si ~ωD/EF > 1, el intervalo deja de ser simétrico, i.e., 0 < εk < EF + ~ωD. Para mejor

claridad, la integral (2-54) se puede dividir en dos integrales, I + ID, donde I no depende de la

dimensionalidad pero ID śı,

2

λ
=

∫ 1+
~ωD
EF

1− ~ωD
EF

,0

dε√
(ε− 1)2 + ( ∆

EF
)2︸ ︷︷ ︸

I

+

∫ 1+
~ωD
EF

1− ~ωD
EF

,0

(ε)(D−2)/2 − 1√
(ε− 1)2 + ( ∆

EF
)2
dε

︸ ︷︷ ︸
ID

(2-56)

La integral I, independiente de la dimensión, se evalúa directamente

I = 2 ln

(
2(~ωD/EF )

δ

)
si (~ωD/EF ) ≤ 1 (2-57)

I = 2 ln

(
2
√

(~ωD/EF )

δ

)
si (~ωD/EF ) ≥ 1 (2-58)

En el caso de las integrales de la forma ID, se debe notar que la integral es finita si ∆/EF = 0,

por esta razón despreciamos la dependencia de ID cuando ∆/EF ≤ 1, lo que se traduce en

∫ 1+
~ωD
EF

1− ~ωD
EF

,0

(ε)(D−2)/2 − 1

|(ε− 1)|
dε (2-59)

y que al integrar da como resultado, para (~ωD/EF ) ≤ 1 y para D = 1, 2, 3,
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ID=1 = 2 ln

 4(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)


ID=2 = 0

ID=3 = 2 ln

 4(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)


+ 2(
√

1 + (~ωD/EF )) + 2(
√

1− (~ωD/EF ))− 4 (2-60)

Al reintroducir (2-58) y (2-60) en (2-56) obtenemos, por ejemplo para (~ωD/EF ) ≤ 1 y D=1

2

λ
= 2 ln

(
2(~ωD/EF )

δ

)
2 ln

 4(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)
 (2-61)

que al tratar con un poco de álgebra se llega a

exp

(
1

λ

)
=

(
2(~ωD/EF )

δ

) 4(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)
 (2-62)

y finalmente a

δ =

 8(~ωD/EF )(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)
 exp

(
− 1

λ

)
(2-63)

Lo que en general se escribe como funciones fD(~ωD/EF ) que dependen de D y de (~ωD/EF )

δ = fD(~ωD/EF ) exp(−1/λ) (2-64)

En particular para un cascarón delgado con (~ωD/EF ) ≤ 1, es decir, cercano a la superficie
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de Fermi se obtiene

fD=1(~ωD/EF ) =

 8(~ωD/EF )(
1 +

√
1− (~ωD/EF )

)(
1 +

√
1 + (~ωD/EF )

)


=

[
8(~ωD/EF )

(2− (~ωD/EF )/2− (~ωD/EF )2/8− · · · )(2 + (~ωD/EF )/2− (~ωD/EF )2/8 + · · · )

]
= 2(~ωD/EF )

(
1 +

3(~ωD/EF )2

16

)
+O((~ωD/EF )5) (2-65)

fD=2(~ωD/EF ) = 2(~ωD/EF )

fD=3(~ωD/EF ) = 2(~ωD/EF )

(
1− (~ωD/EF )2

16

)
+O((~ωD/EF )5)

(2-66)

La siguiente tabla muestra las soluciones anaĺıticas para las funciones fD(~ωD/EF ≡ x)

D fD(x), x ≤ 1 fD(x), x > 1

1 8x
(1+
√

1−x)(1+
√

1+x)
8√
x
(
√

1 + x− 1)

2 2x 2
√
x

3 8x
(1+
√

1−x)(1+
√

1+x)
e
√

1+x+
√

1−x−2 8√
x
(
√

1 + x− 1)e
√

1+x−2

Si el ancho de interacción es (~ωD/EF ) = 1, i.e. es igual a la enerǵıa de Fermi, las funciones

fD(~ωD/EF ) son

fD=1 = 8
(√

2− 1
)
≈ 3.31

fD=2 = 2

fD=3 = 8
(√

2− 1
)
e
√

2−2 ≈ 1.84 (2-67)

Como se obtuvo en la tabla anterior, las funciones con la forma fd(~ωD/EF ) exp 1/λ son

generales para acoplamiento débil, λ� 1 y un ancho de interacción arbitrario 0 < ~ωD/EF <

∞. Esto nos dice que la brecha en varias dimensiones y con variaciones en el ancho de interacción

es general y por lo tanto la singularidad esencial es intŕınseca del modelo de interacción y no

de la dimensionalidad.
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2.5. Teoŕıa BCS-Bose con soluciones anaĺıticas en un fluido de

fermiones

En esta sección nuestro sistema es un fluido de Fermi con una atracción δ atractiva. Se

probará que el sistema tiene soluciones exactas en 1-D. Esto quiere decir que es posible obtener

exactamente el estado base de la enerǵıa, aśı como el potencial qúımico, para todos los valores de

acoplamiento (débil y fuerte). En particular se comparará el estado base de BCS en términos del

acoplamiento. Esto prueba que un sistema de 1-D de un ĺıquido de Fermi sirve para modelar con

buena aproximación la teoŕıa de BCS. En dos y tres dimensiones aparecen dos claros reǵımenes,

el de BCS para acoplamiento débil con traslape de pares de Cooper y alta densidad; y el de

Bose para acoplamiento fuerte de pares de electrones que forman un gas ideal de bosones a baja

densidad. Un resultado notorio es que para los extremos del acoplamiento, los resultados del

modelo y de BCS son exactamente iguales y aproximadamente iguales en los casos intermedios.

Tomemos un conjunto de N � 1 fermiones de masa m, con esṕın 1/2 y con grado de

degeneración igual a 2 en una “caja” de 1-D de largo L. Éstos interactúan via un potencial

atractivo por pares, comúnmente denominado un potencial δ, cuya magnitud es positiva, v0 > 0.

El Hamiltoniano que describe esta interacción es

H = − ~2

2m

N∑
i=1

d2

dx2
i

− v0

N∑
i=1
i<j

δ(xi − xj), v0 > 0. (2-68)

El primer término de la derecha es claramente la enerǵıa cinética de la i-ésima part́ıcula, mientras

que el segundo término es la interacción atractiva (por eso el signo negativo) por pares de la

part́ıcula i con la j. En este caso es conveniente trabajar con el Hamiltoniano adimensional,

H ′, que se obtiene usando la densidad de número ρ ≡ N/L, las coordenadas adimensionales

x′i ≡ ρxi y y el parámetro adimensional de acoplamiento λ ≡ mv0/~2ρ con un rango 0 ≤ λ <∞.

H ′ =
mH

~2ρ2
= −1

2

N∑
i=1

d2

dx′i
2 − λ

N∑
i=1
i<j

δ(x′i − x′j) (2-69)
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2.5.1. Estado base

El parámetro λ define completamente el estado base del sistema definido por (2-69) y por

lo tanto se puede expresar la enerǵıa en función de λ. Como este parámetro incluye tanto la

interacción v0 como la densidad ρ, define una dinámica donde una alta (baja) densidad de

part́ıculas se asocia con interacciones débiles (fuertes).5

La forma del hamiltoniano (2-69) sugiere el uso del ansatz de Bethe6 [110]. En el Apéntice

B se muestra que (2-69) tiene solamente un estado ligado de N part́ıculas que a densidad cero

(ρ = 0) tiene una enerǵıa total [113] dada por

E0(N) =

[
N

ν

]
E0(ν) (2-70)

donde [N/ν] es el entero más cercano por debajo de N/ν, y

E0(ν) ≡ −mv2
0ν(ν2 − 1)/24~2 (2-71)

= −mv2
0/4~2 ≡ E0(2) si ν = 2 (2-72)

La ecuación (2-71) es la forma general de la enerǵıa del estado base para bosones con ν � 1

y el Hamiltoniano definido en (2-68). En el ĺımite termodinámico ν →∞ la enerǵıa por bosón

colapsa a −∞ y por lo tanto se dice que no es extensiva. En el caso de fermiones, la enerǵıa no

colapsa como en el caso de bosones debido al principio de Pauli. La ecuación (2-72) representa

la enerǵıa del estado base cuando ν = 2, i.e., esṕın arriba y esṕın abajo. Ésta última es, en

otras palabras, la enerǵıa del estado base en 1-D de dos part́ıculas con masa m (masa reducida

de m/2) interactuando con un potencial δ atractivo de magnitud v0.

Aunque el colapso de enerǵıa a −∞ no ocurre en una cadena de fermiones, no es el mismo

5i.e. si ρ → ∞ entonces λ → 0, y si ρ → 0 entonces λ → ∞ (o equivalentemente ρ →
∞ entonces λ−1 → ∞, y si ρ → 0 entonces λ−1 → 0). Es interesante notar que este comportamiento
no es común en fluidos cuánticos en 3-D tales como 3He ĺıquido y 4He ĺıquido, materia nuclear, etc., donde la
interacción atractiva es de corto alcance y repulsiva en un rango todav́ıa más chico.

6El ansatz de Bethe es un método para encontrar soluciones exactas a ciertos modelos de 1-D de muchos
cuerpos. Fue inventado por Hans Bethe en 1931 para encontrar valores exactos de los eigenvalores y eigenvectores
del Hamiltoniano antiferromagnético de 1-D de Heisenberg. Desde entonces el modelo se ha usado en muy diversas
áreas de la f́ısica, como es el caso actual. En términos generales, un ansatz (del alemán, una estimación) consiste
en suponer la forma de una función desconocida para resolver una ecuación.
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caso para 3-D. Para notarlo, se usa una función de prueba del determinante de ondas planas,

en la cual se consideran todos los vectores de onda k ocupando una esfera de Fermi de radio

kF . En ese caso y cuando ρ � 1 el valor esperado en 3-D para el hamiltoniano (2-68) es

N(A1ρ
2/3 − 1/2ρ v0) [111] (con la constante A1 > 0). Este valor esperado representa una cota

superior de la enerǵıa del estado base (2-70) y muestra que la enerǵıa total del estado base

también colapsa a −∞.

Por otro lado, el ansatz de Bethe ayuda también a formular una función de onda antisimétri-

ca para los N fermiones [111]

ψF (1, 2, . . . , ν) ≡
ν∏
i=1

exp
[
−mv0

2~2
|xi − xj |

]
χ(σ1, σ2, . . . , σν). (2-73)

Donde la antisimetŕıa surge del producto de la función de esṕın, χ (antismétrica), y la función

espacial (simétrica), cuyas simetŕıas se definen por el intercambio de part́ıculas.

Aśı pues, para una densidad nula (ρ = 0), el parámetro de acoplamiento no tiene cota

superior (λ = ∞) y el sistema se compone de un gas ideal no interactuante. Éste se puede

ver como un conjunto de [N/ν] compuestos de part́ıculas hechos de ν diferentes especies de

fermiones. Cada uno de estos compuestos se puede visualizar como una onda solitaria que se

propaga a una velocidad constante, i.e., como un solitón. Éstos, en general tienen una forma

permanente, están bien localizados y cuando colisionan entre śı, no hay una ruptura pero śı un

cambio de fase [112].

En el otro extremo, el sistema presenta una densidad sin cota superior (ρ =∞) que implica

un acoplamiento nulo (λ = 0). Este es el caso de un mar de Fermi ideal de N part́ıculas

(fermiones) con una enerǵıa de estado base

E0(N) =
N

3

~2k2
F

2m
. (2-74)

Puesto que se considera una cadena 1-D de fermiones, el espacio rećıproco queda definido en el

intervalo k ∈ [−kF , kF ] y la densidad ρ en función de k, es simplemente

ρ =
νkF
π

(2-75)

65



por lo tanto la enerǵıa en el estado base toma la forma

E0(N) =
N

6

~2π2

mν2
ρ2. (2-76)

2.5.2. Modelo de Fermiones en 1D

Las ecuaciones apropiadas del gap y de número son las siguientes

∆ = v0/4π

∫ ∞
−∞

dk[ξ2
k + ∆2]−1/2 (2-77)

N = L/2π

∫ ∞
−∞

dk

1− ξk√
ξ2
k + ∆2

 (2-78)

ξk =
~2k2

2m
− 1/2ρv0 − µ (2-79)

Se debe notar que el potencial qúımico µ = EF sólo es válido en el caso de acoplamiento débil.

En cualquier otro caso su solución es numérica y autoconsistente con la ecuación del gap para

todo valor del parámetro de acoplamiento adimensional λ.

La enerǵıa adimensional por part́ıcula en la aproximación BCS-Bose es

ε(λ) =
2λ

π

[
~2

mv0

]3 ∫ ∞
−∞

dkk2

1− ξk√
ξ2
k + ∆2

− 2λ−1 − 8λ

[
~2

mv0

]2

∆2. (2-80)

Esta enerǵıa y el potencial qúımico se calcularon numéricamente y coinciden con los casos

extremos de BCS y BEC de manera suave como se puede ver en la fig.(2-8). Esto se puede

ilustrar mejor usando un desarrollo de baja densidad de µ̂(λ) = ( ~2
mv20

)µ(λ) y ε(λ) en potencias

de λ−1. Usando las ecuaciones de Gaudin se puede mostrar lo siguiente

ε(λ) = −1 +
π2

12
λ−2 +O(λ−3) (2-81)

µ̂(λ) = 1/8[ε(λ)− λε′(λ)] = −1/8 +
π2

32
λ−2 +O(λ−3) (2-82)
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Aśı pues para el ĺımite de la teoŕıa BCS se obtiene

ε(λ) = −1 + λ−1 +
1

2
λ−2 +O(λ−3) si λ→∞ (2-83)

µ̂(λ) = −1/8 +
1

4
λ−1 + +O(λ−2) si λ→∞ (2-84)
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Figura 2-8: ε(λ) vs λ−1 La imagen muestra un ajuste a los valores numéricos al variar el
parámetro de acoplamiento. Si λ−1 = ~ρ/mv0 es muy grande, representa una alta densidad y
acoplamiento débil (caso BCS); en cambio, si λ−1 es pequeña, representa una baja densidad y
acoplamiento fuerte (Bose)
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Caṕıtulo 3

Minimización de la enerǵıa libre de

Helmholtz en un superconductor

convencional para toda T < Tc

En este caṕıtulo se presenta una expresión anaĺıtica para la diferencia de enerǵıas libres

Fs(T )−Fn(T ) entre los estados superconductor (s) y normal (n). Para lograrlo se usa la teoŕıa

llamada Generalización del condensado de Bose-Einstein (GBEC), la cual describe un gas terna-

rio de bosones y fermiones que incluye pares de Cooper de huecos, pares de Cooper de electrones

y electrones no apareados. Esta teoŕıa resulta ser suficientemente flexible para lidiar con el pro-

blema a toda temperatura menor a Tc. En particular, esta teoŕıa incluye la teoŕıa BCS como un

caso especial cuando existe simetŕıa perfecta entre pares de Cooper de electrones y de huecos.

Posteriormente se muestra de manera anaĺıtica que el valor de la diferencia de enerǵıas libres

cumple la conocida relación Fs(T ) ≤ Fn(T ), es decir, que la fase normal es menos estable que

la fase superconductora. Esto último se cumple para toda temperatura 0 ≤ T ≤ Tc. Por último

esto se compara con datos experimentales para Nb y para Al1.

1En el caso del aluminio, un superconductor tipo I, se debe tener cuidado al incorporar campos magnéticos
porque la transición es de primer orden y las entroṕıas difieren para el campo cŕıtico Hc. En este trabajo sólo se
trabajará a campo magnético cero y por lo tanto con transiciones de fase de segundo orden donde śı aplica lo
mencionado arriba.
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3.1. El problema de la enerǵıa de condensación

Es un hecho conocido en superconductividad convencional que cuando un material se vuelve

superconductor disminuye su enerǵıa libre de Helmholtz [4; 114], i.e., Fs(T ) ≤ Fn(T ) a toda

temperatura menor a Tc. A la diferencia Econd(T ) ≡ Fs(T ) − Fn(T ) se le llama enerǵıa de

condensación y se sabe por múltiples experimentos que es de magnitud muy pequeña. Para

diferentes superconductores es varios órdenes de magnitud menor que procesos atómicos t́ıpicos

o incluso procesos de estado sólido del orden ∼ eVs. Por ejemplo, la enerǵıa de condensación del

Nb a T = 0 es de ∼ 2×10−6 eV/átomo [115] o cinco órdenes de magnitud menor que la enerǵıa

de ionización del hidrógeno de 13.6 eV; y la del Al es de tres órdenes de magnitud menor.

Con esto en mente es inevitable la sorpresa de saber que una enerǵıa microscópica —como

la de un átomo de hidrógeno— sea suficiente para cambiar el estado completo de un cuerpo

macroscópico.

Estas disminuciones de enerǵıa, por pequeñas que sean, producen la transición de fase al

estado superconductor. Puesto que esto se repite en muchos superconductores es de esperarse

que cualquier modelo de superconductividad sea consistente al menos con este hecho emṕırico

(entre otros hechos fundamentales). Los primeros intentos teóricos correctos en intentar des-

cribirlo fue la BCS [4] en su art́ıculo original y posteriormente, en 1964, por Wada [116] y por

Bardeen y Stephen [117]. En estos dos últimos trabajos se evaluó la diferencia de enerǵıa libre

basándose en la teoŕıa de Eliashberg [118; 119] y en ambas se llega a expresiones integrales que

ampĺıan la expresión de BCS para incluir superconductores de acoplamiento fuerte. Además

usan el formalismo de Nambu de funciones de Green [37] obteniendo expresiones integrales que

sin embargo sólo se pueden resolver de manera numérica y, al menos en esas publicaciones, no

hay aproximaciones que permitan visualizar la forma funcional de la enerǵıa de condensación.

En este caṕıtulo se muestra que al restringir la teoŕıa GBEC a las caracteŕısticas intŕınsecas

de simetŕıa perfecta de BCS entre pares de Cooper de electrones y de huecos, puede calcularse

la enerǵıa de condensación para toda T < Tc. Estos resultados son anaĺıticos y se pueden

comparar contra evidencia experimental. Además, los resultados aśı obtenidos presentan una

forma matemática equivalente a las versiones pasadas además de una aproximación expĺıcita y

anaĺıtica que da tan buenos resultados como las soluciones numéricas.
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3.2. Introducción a la teoŕıa GBEC

La teoŕıa GBEC se describe en detalle en las referencias [42; 43; 44; 45]. Ésta aplica en d

dimensiones y se define con un Hamiltoniano de la forma H = H0 +Hint,

H0 =
∑
k1,s1

εk1a
+
k1,s1

ak1,s1 +
∑
k

E+(K)b+KbK −
∑
k

E−(K)c+
KcK (3-1)

Hint = L−d/2
∑
k

f+(k){a+
k,↑a

+
−k,↓b0 + a−k,↓ak,↑b

+
0 } (3-2)

+L−d/2
∑
k

f−(k){a+
k,↑a

+
−k,↓c

+
0 + a−k,↓ak,↑c0}

donde k ≡ 1
2(k1 − k2) es el vector relativo de un CP. Los factores de forma del vértice de

interacción f(k) son las transformadas de Fourier de las funciones de onda intŕınsecas de los CPs

de electrones y huecos. La parte de interacción Hint está compuesta de cuatro distintos vértices

de interacción BF, cada uno con operadores de creación y/o aniquilación de dos fermiones/un

bosón. Estos vértices representan cómo los electrones no apareados o huecos están involucrados

en la formación y desintegración de 2-e CPs y 2-h CPs con momento total K=0 en un sistema

d-dimensional de tamaño L, (Eq.(2) en la referencia [11]). Para recuperar la teoŕıa BCS de

GBEC, el vértice de interacción de enerǵıa correspondiente de los factores f(k) fueron tomados

como:

f+(ε) =


f, si Ef < ε < Ef + δε

0, otro caso

(3-3)

f−(ε) =


f, si Ef − δε < ε < Ef

0, otro caso

(3-4)

donde f es un parámetro constante positivo de acoplamiento del vértice BF relacionado con la

intensidad −V de la interacción atractiva entre electrones. Los f(k) son las transformaciones

de Fourier de las funciones de onda 2e- y 2h-CP intŕınsecas, respectivamente, en la coordenada
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relativa los dos electrones, y Ef y δε son los parámetros fenomenalógicos de la enerǵıa dinámica

de los CPs previamente definidos.

Ef ≡
1

4
[E+(0) + E−(0)] (3-5)

δε ≡ 1

2
[E+(0)− E−(0)] ≥ 0 (3-6)

donde E+(0) y E−(0) son las enerǵıas del momento del centro de masa cuando K = 0,

emṕıricamente desconocidas, de los CPs de electrones y de huecos, respectivamente. Alternati-

vamente, (3-5) y (3-6) se pueden reescribir como dos relaciones inversas

E±(0) = 2Ef ± δε (3-7)

Esta última ecuación se puede interpretar como una escala de enerǵıa

El gran potencial (o potencial de Landau) Ω para el Hamiltoniano completo H = H0 +Hint

definido en (3-1) y (3-3) se construye usando la siguiente definición

Ω(T, Ld, µ,N0,M0) = −kBT ln[Tre−β(H−µN̂)] (3-8)

donde Tr es la traza y β ≡ 1/kBT , con T la temperatura absoluta; N0 y M0 son el número de

bosones a K = 0 de pares de electrones y de huecos, respectivamente. Este potencial se relaciona

con la presión del sistema P , la enerǵıa interna E y la entroṕıa S mediante las transformadas

de Legendre

Ω = −PLd = F − µN ≡ E − TS − µN (3-9)

donde F es la enerǵıa libre de Helmholtz. Esto se puede reescribir haciendo las siguientes trans-

formaciones según Bogoliubov [131]: se iguala b+0 , b0 a
√
N0 y c+

0 , c0 a
√
M0 en (3-3). Aqúı N0 es

el número de pares de Cooper de electrones con centro de masa de momento cero, dependiente

de T y M0 el análogo para pares de Cooper de huecos. Esto permite una diagonalización exacta

para cualquier acoplamiento a través de una transformación de los operadores fermiónicos a+,

a, resultando en
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Ω(T, Ld, µ,N0,M0)/Ld =

∫ ∞
0

dεN(ε)[ε− µ− E(ε)] (3-10)

− 2kBT

∫ ∞
0

dεN(ε) ln [1 + exp(−βE(ε))]

+ [2Ef + δε− 2µ]n0

+ kBT

∫ ∞
0+

dεM(ε) ln {1− exp[−β(2Ef + δε+ ε− 2µ)]}

+ [2µ+ δε− 2Ef ]m0

+ kBT

∫ ∞
0+

dεM(ε) ln {1− exp[−β(2µ+ δε− 2Ef + ε)]}

donde N(ε) y M(ε) son las densidades de estado electrónica y bosónica, respectivamente.

Además

E(ε) ≡
√

(ε− µ)2 + ∆2(ε) =
√

(ε− µ)2 + n0f2
+(ε) +m0f2

−(ε) (3-11)

puesto que ∆(ε) ≡ √n0f+(ε) +
√
m0f−(ε) y f+(ε)f−(ε) ≡ 0 (de (3-3) y (3-4)). Siendo n0 ≡

N0/L
d y m0 ≡ M0/L

d las densidades de número de bosones en condensado de Bose-Einstein

(BE) con K = 0. Por otro lado, si al mismo tiempo se fija el número de electrones N se obtiene

∂F

∂N0
= 0,

∂F

∂M0
= 0 y

∂Ω

∂µ
= −N (3-12)

que garantiza el equilibrio termodinámico. En esta última ecuación la variable N incluye tanto

los pares de Cooper de electrones como los de huecos. Como se muestra en [42; 44], es posible

obtener el sistema de ecuaciones acopladas que consiste de dos ecuaciones tipo gap y una

ecuación de número

[2Ef + δε− 2µ(T )]

=
1

2
f2

∫ Ef+δε

Ef

dεN(ε)
tanh

[
1
2β
√

(ε− µ(T ))2 + f2n0(T )
]

√
(ε− µ(T ))2 + f2n0(T )

(3-13)
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[2µ(T ) + δε− 2Ef ]

=
1

2
f2

∫ Ef

Ef−δε
dεN(ε)

tanh
[

1
2β
√

(ε− µ(T ))2 + f2m0(T )
]

√
(ε− µ(T ))2 + f2m0(T )

(3-14)

y

2nB(T )− 2mB(T ) + nf (T )

≡ 2n0(T ) + 2nB+(T )− 2m0(T )− 2mB+(T ) + nf (T ) (3-15)

= n. (3-16)

n ≡ N/Ld es la densidad de número de electrones, nB(T ) y mB(T ) son las densidades de

número de los pares de Cooper de electrones y huecos, respectivamente, para todos los estados

bosónicos (i.e., K = 0 y K 6= 0).

nf (T ) =

∫ ∞
0

dεN(ε)

[
1− ε− µ

E(ε)
tanh

(
1

2
βE(ε)

)]
(3-17)

=

∫ ∞
0

dεN(ε)

[
1− ε− µ

E(ε)
(1− 2f(E(ε)))

]

es el número de electrones no apareados con f(E(ε)) la distribución de Fermi y

nB+(T ) ≡
∫ ∞

0+
dεM(ε)[expβ(E−(0) + ε− 2µ)− 1]−1 (3-18)

mB+(T ) ≡
∫ ∞

0+
dεM(ε)[expβ(2µ+ ε− E−(0))− 1]−1 (3-19)

son las densidades de número de pares preformados con K > 0 de electrones y huecos, res-

pectivamente. Estos CPs no están condensados en contraste con los CPs con K = 0 que se

encuentran en un estado BEC.

La solución autoconsistente del sistema de ecuaciones (3-13) (3-14) y (3-16) genera las tres

variables termodinámicas de la teoŕıa GBEC

n0(T, n, µ), m0(T, n, µ), y µ(T, n) (3-20)

Por otro lado, puede probarse [132] que la densidad de escala nf , mencionada anteriormente
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es igual precisamente a nf (T = 0). También se debe recordar que la teoŕıa BCS no obedece

conservación de carga, lo cual en su momento llevó a Nambu a escribir su celebrado art́ıculo

sobre invariancia de norma [37].

3.3. Cálculo de la enerǵıa de condensación a T ≤ Tc

La expresión general para la enerǵıa de condensación por unidad de volumen a T ≥ 0 es

[Fs(T )− Fn(T )]/Ld ≡ [Ωs − Ωn]/Ld + [µs − µn]N/Ld (3-21)

con F la enerǵıa libre de Helmholtz definida para toda T . La transición de segundo orden

garantiza que el potencial qúımico sea igual en ambas fases simplificando (3-21) a

[Fs(T )− Fn(T )]/Ld ≡ [Ωs − Ωn]/Ld. (3-22)

Primero determinamos el potencial termodinámico Ωn asociado a la fase normal, i.e., n0 =

m0 = 0, tal que en (3-11) el gap ∆(T ) ≡ ∆ = 0. Definiendo ξ ≡ ε− µ, se tiene

Ωn/L
d = 2

∫ 0

−µ
dξN(ξ)ξ − 2kBT

∫ ∞
0

dεN(ε) ln [1 + exp(−β|ε− µ|)]

+ 2kBT

∫ ∞
0+

dεM(ε) ln {1− exp[−β(~ωD + ε)]} . (3-23)

Para determinar Ωs se asume, como en BCS, que n0(T ) = m0(T ), además de (3-16) sabemos

que nB(T ) = mB(T ) implica nB+(T ) = mB+(T ) y por (3-18) y (3-19) tenemos que Ef = µ.

Por lo tanto,

Ωs/L
d = 2n0δε+ 2

∫ −~ωD

−µ
dξN(ξ)ξ

− 2

∫ −~ωD

0
dξN(ξ)

√
ξ2 + ∆2

− 2kBT

∫ ∞
0+

dεN(ε) ln
{

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

]}
. (3-24)
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Para recuperar el caso BCS se debe igualar V = f2/2~ω y δε = ~ω, de tal forma que al

sumar (3-23) con (3-24)se obtiene la expresión anaĺıtica de la diferencia de enerǵıa libre de

Helmholtz para BCS a toda T

[Ωs − Ωn]/Ld = 2~ωDn0(T ) + 2

∫ −~ωD

0
dξN(ξ)ξ

− 2

∫ −~ωD

0
dξN(ξ)

√
ξ2 + ∆2

+ 4kBT

∫ ~ωD

0+
dξN(ξ) ln

 1 + exp[−βξ]

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

]
 (3-25)

Esta última ecuación es equivalente a la ec. (2.19) de la ref. [116] y a la ec.(14) de la ref.[117].

Reagrupando términos en una sola integral se obtiene

[Fs(T ) − Fn(T )]/Ld ≡ [Ωs − Ωn]/Ld

=

∫ ~ωD

0
dξ

2n0 +N(ξ)

 4

β
ln

 1 + exp[−βξ]

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

]
+ 2(ξ −

√
ξ2 + ∆2)


≡

∫ ~ωD

0
dξI(ξ, T ) (3-26)

Para mostrar que esta última ecuación es < 0 para toda 0 < T < Tc notamos lo siguiente (ver

Apéndice C)

(a) I(ξ, T ) es una función diferenciable y monótona creciente (ver C.1), es decir:

(i) I(ξ = 0, T ) = 2n0(T )− 2N(ξ)∆− 4N(ξ)kBT ln[(1 + e−β∆)/2] < 0;

(ii) I(ξ = ~ωD, T ) = 2(1− λ)n0(T ) > 0 y;

(iii) I(ξ, T ) = 0 si ξ = ξ0 = λ~ωD ó T = Tc

(b) Para T = 0 (ver C.2)

[Fs(T )− Fn(T )]/Ld = N(o)(~ωD)2[1−
√

(1 + ∆0/~ωD)2] < 0 (3-27)
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(c) El valor de I(ξ, T = Tc) = 0 en el rango 0 < ξ < ~ωD y por lo tanto Fs = Fn.

(d) La derivada ∂(I(ξ, T ))/∂T es (ver C.3):

(i) ∂(I(ξ, T ))/∂T < 0, si ξ < ξ0 = λ~ωD

(ii) ∂(I(ξ, T ))/∂T > 0, si ξ > ξ0

(iii) ∂(I(ξ, T ))/∂T = 0, si ξ = ξ0

Siguiendo las observaciones pasadas se llega a que

∫ ~ωD

ξ0

dξI(ξ, T ) ≤ 2(1− λ)(~ωD − ξ0)n0(T ) ≡ R1 (3-28)

y ∫ ξ0

0
dξI(ξ, T ) ≤ 2(ξ′ − λ~ωX)n0(T ) ≡ −R1 (3-29)

donde ξ′ = [λ(e− λ)2]~ωD ≤ ξ0. Por lo tanto al sumar (3-28) con (3-29) se obtiene

∫ ~ωD

0
dξI(ξ, T ) ≤ 0 (3-30)

y por lo tanto se cumple la desigualdad

[Fs(T )− Fn(T )]/Ld ≤ 0. (3-31)

Es decir, se obtiene la esperada minimización de la enerǵıa libre de Helmholtz en términos

generales, partiendo de la teoŕıa GBEC.

Ahora conviene mostrar que la enerǵıa de condensación obtenida en (3-25) puede simplifi-

carse. Se comienza por reescribirla como

Econd = 2~ωDn0(T )−∆2N(0)
[
1/2 + senh−1(~ωD/∆)

]
(3-32)

+ 4N(0)/β

∫ ~ωD

0
dξ ln

 1 + exp[−βξ]

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

]

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Fig. D2 Condensation energy for Al as a function of  𝑇/𝑇௖. Experimental values were taken from Ref.[2]. 
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Figura 3-1: Enerǵıa de condensación para Al

y por simplificar la integral en el último término

π2

12β
+

β

2

∫ ~ωD

0
dξ
√
ξ2 + ∆2 −

∫ ~ωD

0
dξ ln

[
2 cosh

(
β
√
ξ2 + ∆2/2

)]
' π2

12β
− ξ1 ln[2 cosh(β∆/2)] +

β

4

[
ξ2
√
ξ2 + ∆2 + ∆2 senh−1(ξ2/∆)

]
(3-33)

−
∫ ξ2

ξ1

dξ ln[2 cosh(β
√
ξ2 + ∆2/2)]

donde ξ1 y ξ2 satisfacen
√
ξ2

1 + ∆2 ' ∆ y
√
ξ2

1 + ∆2 ' ξ2, respectivamente, con el fin de reducir

el intervalo de integración.

Las gráficas de la ecuación (3-25) para Al y Nb se muestran en las figuras 3-1 y 3-2, donde

se comparan con datos experimentales.
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Fig. D1 Condensation energy for Nb as a function of 𝑇/𝑇௖. Experimental values taken from Ref.[29, 30]. 
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Figura 3-2: Enerǵıa de condensación para Nb
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Caṕıtulo 4

Conclusión

En esta tesis se ha presentado una serie de trabajos basados en los formalismos de BCS, el

crossover BCS-Bose y de GBEC. En primer lugar se presentó la teoŕıa de superconductividad

convencional de forma pedagógica pero usando argumentos conceptuales de la teoŕıa GBEC.

Para lograr este objetivo se redujo el problema de la superconductividad convencional a la

deducción de una brecha de enerǵıa en el espectro de enerǵıa. La deducción misma es heuŕıstica,

pero también es original en el sentido de que no usó un formalismo pero śı la cantidad mı́nima

de información. El trabajo realizado da resultados correctos como se vio al compararlos con

datos experimentales.

En cuanto a teoŕıa, la importancia de deducir la brecha resultó históricamente la mejor

opción y probablemente la más fácil para abordar el problema. Hoy en d́ıa, las teoŕıas sobre

cupratos tratan de explicar un caso análogo: el pseudogap. Este trabajo enfatizó la importancia

de dichos parámetros porque, entre otras cosas, esclarecen las relaciones microscópicas con las

macroscópicas; relaciona la robustez de los pares de Cooper y cómo esto lleva en última instancia

a la temperatura cŕıtica. Esto incluye principios de simetŕıa tan fundamentales que se pueden

relacionar con otras áreas fundamentales como teoŕıa cuántica de campos, teoŕıa de cuerdas o

part́ıculas elementales. Un cambio de simetŕıa explica, por ejemplo, cómo pasar de un estado

superconductor más ordenado al normal con más entroṕıa. Es decir, la brecha de enerǵıa vista

como un parámetro de orden explica la transición entre fases que se distinguen por un orden

de complejidad distinto.

Posteriormente se presentó un trabajo de generalización de las ecuaciones tipo brecha sin
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restringirse al acoplamiento de BCS. Esto se hizo con el fin de ligarlo a la teoŕıa BCS-Bose en

la cual se deja variar el acoplamiento libremente de manera que se obtiene, como se mostró,

en los extremos tanto la teoŕıa BCS como la BEC en el otro extremo. Esto ocurre de manera

suave y continua y experimentalmente se puede lograr a través de una resonancia de Feshbach.

Por último se presentó, basado en la teoŕıa GBEC, una extensión del cálculo de la enerǵıa de

condensación para toda temperatura por debajo de la cŕıtica en un superconductor convencio-

nal. Se mostró en particular que la enerǵıa libre de Helmholtz de la fase normal está por arriba

de la correspondiente a la fase superconductora. Por lo tanto, el mecanismo de apareamiento, al

menos en el modelo BCS con una dinámica electrón-fonón, minimiza la enerǵıa total del siste-

ma, i.e. la fase superconductora es más estable. Esto se comparó con datos experimentales a los

cuales tanto la solución numérica como la aproximación propuesta se ajustan correctamente.

La teoŕıa GBEC es adecuada para describir la enerǵıa de condensación en superconductores

y confirma su capacidad descriptiva. Agregado a esto, la teoŕıa GBEC cuenta con la capacidad de

predecir temperaturas notablemente más altas de la Tc que otros modelos sin dejar la dinámica

de electrón-fonón. Esta dinámica es la base actual de muchas teoŕıas e incluso del superconductor

convencional H3S con una Tc = 203 K. Entre otras cosas, esto induce a pensar que no se debe

descartar la influencia de la dinámica electrón-fonón en el estudio de superconductores de alta

temperatura.
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Apéndice A

Segunda Cuantización

A.1. Introduccón al formalismo de segunda cuantización

El estudio de un sistema cuántico de muchos electrones involucra necesariamente el efecto

que tiene el esṕın sobre este sistema, esto ayuda a discernir propiedades importantes del sistema

estudiado. El caso de sistemas de partćulas iguales, en el que se tiene un problema de invarianza

al intercambio de part́ıculas, es decir, de degeneración de intercambio, puede ser manipulado de

manera elegante al resolver el sistema en un formalismo de segunda cuantización. Para esto es

necesario formular la f́ısica adecuadamente. Nuestra descripción del mundo f́ısico es de natura-

leza dinámica y cambiante. Ya sea que se hable de la descripción de la mecánica clásica o de las

sofisticadas descripciones de la f́ısica de materia condensada, la mecánica cuántica de campos,

la relatividad o hasta la teoŕıa de cuerdas, todas describen el mundo f́ısico según una dinámica.

Por otro lado, nuestra descripción del mundo también se basa en la idea, no poco controvertida,

de que el mundo f́ısico está constituido primordialmente o por sistemas de (muchas) part́ıculas

o por campos que interactúan entre śı. Para entender estos sistemas se requiere describir su

dinámica, es decir, una ecuación de Schrödinger que incluya las interacciones entre part́ıculas, o

campos en su caso. El caso de materia condensada trata, evidentemente, con el caso de muchas

part́ıculas y por lo tanto se deben incluir los potenciales de interacción de muchas part́ıculas

en la ecuación de Schrödinger.

La relevancia del formalismo de segunda cuantización se basa en su eficacia para describir

sistemas de muchas part́ıculas interactuantes, como es el caso de los pares de electrones formados
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en superconductividad. El procedimiento consiste en describir cada estado del sistema por el

número de part́ıculas ocupando dicho estado, formando un conjunto completo de estados de

part́ıculas individuales que a su vez forma una base para describir al sistema. Esto último

difiere del procedimiento de primera cuantización en donde la base que describe al sistema se

genera por los estados individuales de cada part́ıcula. Una forma de hacerlo es la inclusión de

operadores de creación y destrucción que representan la creación y destrucción de part́ıculas,

respectivamente. Como se verá más adelante, ya sea que se use en teoŕıas relativistas o no

relativistas, el propósito de este formalismo es el de simplificar el estudio de la interacción entre

part́ıculas idénticas.

Tomando en cuenta lo anterior, el método de segunda cuantización puede verse como una

reformulación de la ecuación de Schrödinger a partir del número de part́ıculas ocupando un

estado. Algunas de las ventajas de esta reformulación son las siguientes:

Incorpora la estad́ıstica en cada paso de cálculo. Los operadores en segunda cuan-

tización ya incorporan en cada paso la estad́ıstica del problema particular, esto es, si son

bosones o fermiones. Esto es ventajoso comparado contra el uso de productos de funciones

simetrizadas, cuyo procedimiento es muy largo, y se obtiene el mismo resultado, puesto

que ambas descripciones contienen la misma información.

Descripción concisa de los estados cuánticos. En este formalismo se evita la inclusión

de información superflua en las funciones de onda, lo que simplifica notoriamente los

cálculos. En particular, se puede enfocar el estudio a los elementos de matriz que sean

relevantes (por ejemplo, evitar problemas de deslocalización cuando en el problema a

tratar resulta irrelevante la distribución espacial), y de esta forma evitar el uso de una

función de onda de muchas part́ıculas aśı como las coordenadas de todas las part́ıculas

restantes.

Incorpora las funciones de Green. Es posible incluir de manera natural con el uso de

los operadores de creación y destrucción las funciones de Green. Estas últimas contienen

la información f́ısica más importante, tal como la enerǵıa del estado base, funciones ter-

modinámicas, la enerǵıa y tiempo de vida de los estados excitados y la respuesta lineal a

perturbaciones externas.
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A.2. Método de Segunda cuantización

1 Como se mencionó anteriormente, la metodoloǵıa de segunda cuantización difiere de la

primera cuantización en que la base que describe al sistema está formada por el número de

part́ıculas por estado y no por las part́ıculas mismas. Para ver esto, recordemos la ecuación de

Schrödinger en primera cuantización cuyo Hamiltoniano tiene la siguiente forma

H =
N∑
k=1

T (xk) + 1/2
N∑

k 6=l=1

V (xk, xl) (A-1)

donde T (xk) ≡ −~2/2mk∇k2 es la enerǵıa cinética y V la enerǵıa potencial de interacción entre

part́ıculas. Las coordenadas, xk, de cada part́ıcula incluyen tanto las coordenadas espaciales

como a cualquier variable discreta pertinente como es el caso del esṕın en fermiones (en la

aproximación no relativista y sin presencia de campos magnéticos V no depende de los opera-

dores de esṕın). El primer término en la ecuación (A-1) es la suma de la enerǵıa cinética de

todas las N part́ıculas; el segundo término es la enerǵıa potencial entre pares de part́ıculas (la

suma se podŕıa hacer entre un número arbitrario de part́ıculas, pero la solución se complica

mucho y la aproximación no es mucho mejor). La doble suma corre sobre k y sobre l de manera

independiente y por eso k 6= l, el factor de 1/2 se incluye para que la interacción entre pares se

cuente una sola vez. Cabe notar que la forma completa de la enerǵıa potencial es de la forma

V = V (xk)
ext + V (xk, xl), siendo V ext el campo aplicado por campos externos. Es fácil ver,

sin embargo, que dicho potencial total depende solamente de las coordenadas relativas (xk, xl)

puesto que el momento P conmuta para cualquier función V. De manera formal es posible

ver que si dado un operador de intercambio de part́ıculas P̂ij y si Ψ = Ψ(x1, ..., xN , t) es una

eigefunción de P̂ij entonces P̂ijΨ = λijΨ y por lo tanto P̂ 2
ijΨ = λijP̂ijΨ = λij

2Ψ = Ψ. De lo

anterior se sigue que

λij = ±1

i.e., bajo una permutación de las part́ıculas i y j, las eigenfunciones son o invariantes o cambian

de signo

1El procedimiento aqúı mostrado está basado en el texto de A. L. Fetter y J. D. Walecka [130]
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Ψ(...xi, ..., xj , ..., t) = ±Ψ(...xj , ..., xi, ..., t) (A-2)

en caso de ser positiva (invariante) se dice que la función es simétrica y se dice que es anti-

simétrica en caso de cambiar de signo.

Con el hamiltoniano (A-1) en mente, considerando las condiciones de frontera apropiadas

de Ψ y lo antes mencionado, la ecuación de Schrödinger es la siguiente

i~
∂

∂t
Ψ(x1, x2, ..., xN , t) = HΨ(x1, x2, ..., xN , t) (A-3)

El objetivo de este apéndice es expresar la dinámica en términos de operadores de creación

y aniquilación, que ya incorporan la información estad́ıstica del sistema. De momento comenza-

remos de la manera más general, esto es, expandiendo la función de onda de muchas part́ıculas

en un conjunto completo de funciones de onda individuales e independientes del tiempo (in-

corporando las condiciones de frontera desde un principio). Esto es posible suponiendo que la

interacción entre part́ıculas es tan pequeña que no se pueda considerar como una perturbación.

Lo cual es fácil notar de la ecuación (A-1), en donde la interacción V = 0 y la función de onda se

puede expresar como un producto de N eigenfunciones de una part́ıcula. En general la función

de onda de una part́ıcula, ψEk
(xk), con Ek representando el conjunto completo de números

cuánticos de una part́ıcula (por ejemplo, puede ser {p} para un sistema de bosones o {p, sz}

para un sistema homogénero de fermiones). Para que sea más fácil llegar a la representación

de número de ocupación es conveniente que Ek se defina sobre algún conjunto ordenado de

eigenvalores (1, 2, 3, ...,∞). De manera general, la expansión de la función de onda de muchas

part́ıculas en un conjunto completo es

Ψ(x1, x2, ..., xN , t) =
∑

E1
′
...EN

′

C(E1
′
...EN

′
, t)ψ

E1
′ (x1) · · · ψ

EN
′ (xN ) (A-4)

La cual se interpreta literalmente, es decir, la función de onda de muchas part́ıculas se ex-

pande en el conjunto {EK}. Debido a la independencia del tiempo de cada ψEk(x), en esta

representación la dependencia del tiempo queda determinada por la constante C.

Para dar un sentido f́ısico a la expansión (A-4), es necesario incluirlo en la ecuación de
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Schrödinger (A-3)

i~ ∂
∂tΨ(x1, x2, ..., xN , t) = HΨ(x1, x2, ..., xN , t)

=⇒ i~ ∂
∂t

∑
E1
′
...EN

′ C(E1
′
...EN

′
, t)ψ

E1
′ (x1) · · · ψ

EN
′ (xN ) =

=

 N∑
k=1

T (xk) + 1/2

N∑
k 6=l=1

V (xk, xl)


︸ ︷︷ ︸

H

∑
E1
′
...EN

′

C(E1
′
...EN

′
, t)ψ

E1
′ (x1) · · · ψ

EN
′ (xN )

︸ ︷︷ ︸
Ψ(x1,x2,...,xN ,t)

(A-5)

Ahora se multiplica (A-5) por ψE1
†(x1) · · · ψEN

†(xN ), que es el producto de las funciones de

onda adjuntas para un conjunto {EK} y se integra. Al hacer esto, el coeficiente C asosciado a

los números cuánticos , es proyectado fuera de la integral y se llega a la siguiente ecuación

i~ ∂
∂tC(E1 · · · EN , t) =

∑N
k=1

∑
W

∫
dxkψEk

(xk)
†T (xk)ψW (xk)

×C(E1 · · · Ek−1WEk+1 · · · EN , t)

+1/2
∑N

k 6=l=1

∑
W

∑
W ′
∫ ∫

dxkdxlψEk
(xk)

†ψE(xl)(xl)
†

×V (xk, xl)ψW (xk)ψW ′ (xl)

×C(E1 · · · Ek−1WEk+1 · · · El−1W
′
El+1 · · · En, t) (A-6)

El segundo miembro de la ecuación (A-6) se debe a la expansión de la suma de las enerǵıas

cinética y potencial con el producto de la función de onda expandida en el conjunto completo

de números cuánticos. El primer término corresponde a la enerǵıa cinética, T , en cuyo caso

se agregó una variable ı́ndice W . Puesto que la enerǵıa cinética es un operador que involucra

las coordenadas de part́ıculas una a la vez (T = T (xk)), solamente puede cambiar una de

las funciones de onda de una part́ıcula. Con esto en mente y considerando la ortonormalidad

de las funciones ψEk
(xk) asegura que todas las part́ıculas excepto la k-ésima part́ıcula tengan

los números cuánticos originales y que la k-ésima part́ıcula siga corriendo sobre un número

infinito de números cuánticos. Por la razón anterior, se usó la variable W . El segundo término

corresponde a la enerǵıa potencial, cuyo caso es más complicado porque cada operador involucra
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las coordenadas de dos part́ıculas (V = V (xk, xl)) pero el desarrollo es análogo.

Anteriormente se mostró en la ecuación(A-2) que las funciones de onda pueden ser simétricas

o antisimétricas. Una condición suficiente y necesaria para que esto ocurra sucede cuando los

coeficientes C son a su vez simétricos o antisimétricos. Es decir, C(· · ·Ei · · · Ej · ··, t) = ±C(· ·

·Ej · · · Ei · ··, t) bajo la permutación de la part́ıcula i por la j.

Antes de discernir entre bosones y fermiones conviene resumir lo hecho anteriormente:

Primero, dado el hamiltoniano de interacción (A-1) y la ecuación de Schrödinger (A-3),

introducimos un conjunto completo funciones de onda de N-part́ıculas (A-4), Ψ

Segundo. Estas funciones de onda se construyen como un producto propiamente simetri-

zado de funciones de onda de una part́ıcula, ψEk
(xk), que formen un conjunto ortonormal

completo. Esto es

1.
∫
dxψE

k
′ (xk′ )

†ψEk
(xk) = δkk′ Ortonormalidad

2.
∑

k ψEk
′ (x

′
)
†
ψEk

(x) = δ(x− x′) Completez

Tercero. Incluimos las propiedades de simetŕıa de las funciones de onda bajo la permuta-

ción de part́ıculas como en (A-2).

En el paso tres, donde se definen las propiedades simétricas, es en donde se incluye la

estad́ıstica de Bose-Einstein si la función es simétrica y de Fermi-Dirac si la función es anti-

simétrica.

Bosones

Empecemos con el caso de part́ıculas bosónicas, en cuyo caso la función de onda toma el

signo positivo en (A-2). El hecho de que la función de onda sea invariante ante un intercambio

de part́ıculas permite reajustar todos los números cuánticos que aparecen en el coeficiente C.

Esto es conveniente pues si de todos los números cuánticos E1 · · · EN , el estado 1 ocurre n1

veces, el 2 ocurre n2 veces y aśı sucesivamente, entonces el coeficiente C se puede rescribir como

C(121313 · ··) = C(111 · ··︸ ︷︷ ︸
n1veces

222 · ··︸ ︷︷ ︸
n2veces

· · ·, t) ≡ C(n1n2 · · · n∞, t)
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y usando la normalización de la función de onda
∫
|Ψ|2dτ = 1 y la ortonormalidad de las

funciones de onda de una part́ıcula ψEk
se llega a

∑
n1n2···n∞

|C(n1n2 · · · n∞, t)|2
∑

E1···EN
(n1n2···n∞)

1 = 1

En donde la primera suma es sobre todos los valores de los números cuánticos consistentes

con los números de ocupación y después se suma sobre todos los números de ocupación. Pero al

hacer la suma de los números cuánticos consistentes con los números de ocupación es lo mismo

que resolver el problema de saber de cuántas formas se pueden organizar N objetos en cajas

con n1 objetos en la primera caja, n2 objetos en la segunda, etc. Esto se puede realizar en

N !/n1!n2! · · · n∞! formas 2, quedando la normalización como

∑
n1n2···n∞

|C(n1n2 · · · n∞, t)|2
(

N !

n1!n2! · · · n∞!

)
= 1

y sujeto a

∞∑
i=1

ni = N (A-7)

lo que quiere decir que la mayoŕıa de las ni serán nulas. Para simplificar la notación definimos

el siguiente coeficiente

f(n1n2 · · · n∞, t) ≡
(

N !

n1!n2! · · · n∞!

)1/2

C(n1n2 · · · n∞, t) (A-8)

cuya normalización es
∑

n1n2···n∞ |f |
2 = 1 la cual está sujeta a (A-7). Ahora podemos reescribir

la función de onda original (A-4) y es claro que Φ queda expresado en términos de los números

de ocupación.

2Esto se puede ver de una forma diferente. Supongamos que tenemosN celdas y n part́ıculas. Todas las posibles
distribuciones de part́ıculas en las celdas se puede obtener de la siguiente forma: alineamos todas las celdas una
seguida de otra, luego alineamos las part́ıculas una seguida de otra. Ahora, consideremos todas las posibles
permutaciones de part́ıculas y de particiones entre las celdas (juntas, no una separada de la otra). El nḿuero de
estas permutaciones es (N +n−1)!. Como incluyen permutaciones idénticas en donde cada distribución entre las
celdas es contada (N−1)! veces, porque distinguimos entre particiones entre las celdas y como también contamos
cada distribución en las celdas n! veces porque tomamos en cuenta no śloo el nḿuero de part́ıculas en una celda
pero también el tipo de part́ıculas y su orden. Entonces, contamos cada distribución de celda n!(N − 1)!veces.
Por lo tanto el número de diferentes distribuciones de part́ıculas en las celdas es (n+N − 1)!/n!(N − 1)!.
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Ψ(x1, x2, ..., xN , t) =
∑

E1...EN

C(E1...EN , t)ψE1(x1) · · · ψ
EN
′ (xN )

=
∑

n1n2···n∞
(
∑∞

i=1 ni=N)

f × Φ (A-9)

En este caso particular para bosones la función Φ quedó definida como 3

Φ ≡
(
n1!n2! · · · n∞!

N !

)1/2 ∑
E1···EN

(n1n2···n∞)

ψE1(x1) · · · ψEN
(xN )

Esto quiere decir que expresamos una función simétrica en términos de una base ortonormal

completa y simetrizada de funciones de onda Φ, la cual tiene las siguientes propiedades

∫
dx1 · · · dxNΦn1

′
n2
′ ···n∞′ (x1 · · · xN )†Φn1n2···n∞(x1 · · · xN ) = δn1

′n1
δn2
′n2
· · · δn∞′n∞(A-10)

Φ(...xi, ..., xj , ..., t) = Φ(...xj , ..., xi, ..., t) (A-11)

el desarrollo de estas funciones al incluirlas en la ecuación de Schrödinger es muy laborioso

y no es el objetivo de este estudio. A continuación se mostrará con el uso de operadores un

procedimiento análogo pero mucho más elegante.

Operadores de creación y aniquilación para bosones

El procedimiento anterior nos da una idea de cómo formular las funciones de onda en

términos de un conjunto completo de funciones de onda que incluyan la estad́ıstica según el

tipo de part́ıcula. sin embargo omitimos los cálculos para fermiones puesto que nuestro principal

interés desarrollar esa misma teoŕıa pero en términos más sencillos, para esto se introduirán los

operadores de creación y aniquilación.

Empezamos por introducir los vectores de estado independientes del tiempo

3Para la estad́ıstica de Bose-Einstein, los números de ocupación pueden tomar todos los valores enteros
positivos posibles i.e. 0, 1, 2, 3, ...Para que la función Φ forme un conjunto completo ortonormal de n part́ıculas
se debe multiplicar por un factor de (n1!n2! · · · n∞!/N !)1/2. Nota: 0! ≡ 1
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|n1n2 · · · n∞〉

Esta notación es la de número de ocupación, es decir, hay n1 part́ıculas en el eigenestado 1, n2

en el eigenestado 2 y aśı sucesivamente. Como antes, buscamos una base completa y ortonormal,

esto es, que satisfaga las condiciones siguientes

〈n1
′
n2
′ · · · n∞

′ |n1n2 · · · n∞〉 = δn1
′n1
δn2
′n2
· · · δn∞′n∞ Ortogonalidad (A-12)

∑
n1n2···n∞

|n1n2 · · · n∞〉〈n1n2 · · · n∞| = 1 Completez (A-13)

Para hacer esta base de manera más concisa introducimos los operadores bk y b†k que satisfacen

las reglas de conmutación

[bk, bk′
†] = δkk′

[bk, bk′ ] = [bk
†, bk′

†] = 0 Bosones (A-14)

Estos son simplemente los operadores de creación, bk y de aniquilación bk
† de un oscilador

armónico 4 Algunas propiedades de estos operadores son

4El método de operadores desarrollado por P. Dirac, permite extraer los eigenvalores de la enerǵıa sin resolver
la ecuación diferencial y es generalizable a problemas como el presente. En primer lugar se definen los operadores
a y su adjunto a†,

a =
√
mω/2~ (x̂+ i/mωp̂)

a† =
√
mω/2~ (x̂− i/mωp̂)

lo que nos lleva a una representación útil x̂ =
√

~/2mω(a+ a†) y p̂ = i
√

~mω/2(a†− a). Por otro lado al operar
los operadores sobre los eigenestados |n〉 se obtiene

a† =
√
n+ 1|n+ 1〉 y a|n〉 =

√
n|n− 1〉.

Por último se define el operador de número N , que tiene las siguientes propiedades N = a†a; N |n〉 = n|n〉;
[a, a†] = 1; [N, a†] = a†; [N, a] = −a. Con lo anterior se expresa el operador Hamiltoniano H = (N + 1/2)~ω
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b†kbk|nk〉 = nk|nk〉 nk = 0, 1, 2, ...,∞

bk|nk〉 = (nk)
1/2|nk − 1〉

b†k|nk〉 = (nk + 1)1/2|nk + 1〉 (A-15)

El operador b†k crea una part́ıcula adicional en el estado k, y bk destruye una part́ıcula en el

estado k. Si nk = 0, el operador bk da como resultado 0. El operador b†b es hermitiano y por lo

tanto tiene eigenvalores reales. Esto se puede ver notando que la única matriz que no se hace

cero de bk es

(bk)
n1···nk−1···
n1···nk···

que es igual a (nk)
1/2 y su operador conjugado hermitiano tendrá como su único elemento no

nulo a [
(bk)

n1···nk−1···
n1···nk···

]∗
= (nk)

1/2

El único operador que tiene este elemento de matriz no nulo es precieamente b†k, por definición.

Si ahora definimos al operador N ≡ b†kbk, que como se probó anteriormente tiene valores mayores

o iguales a cero, como se puede ver de la relación

n = 〈n|b†b|n〉 =
∑
m

〈n|b†|m〉〈m|b|n〉 =
∑
m

|〈m|b|n〉|2 > 0 (A-16)

Ahora como

[b†b, b] = b†bb− bb†b = −b (A-17)

La aplicación del operador b a cualquier eigenestado reduce su valor por una unidad,

b†b(b|n〉) = b(b†b)|n〉+ []b†b, b]|n〉 = (n− 1)(b|n〉) (A-18)

y la aplicación repetida del operador b eventualmente da cero. Su aplicación repetida no puede
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ser negativo puesto que seŕıa una contradicción a (A-16). De la misma manera ocurre para

[b†b, b†] = b† (A-19)

lo que muestra que el operador b† es un operador que incrementa en una unidad el número

del operador. De esta forma queda probada la primera ecuación de (A-15). Las otras dos se

prueban de la misma manera.

La pregunta relevante ahora es saber si es posible reescribir la ecuación de Schrödinger en

términos de los operadores antes introducidos. Primero debemos notar que las bases de los

estados de número de ocupación son simplemente el producto directo de los eigenvalores de los

operadores de número de cada modo

|n1n2 · · · n∞〉 = |n1〉|n2〉 · · · |n∞〉 (A-20)

Sea

|Ψ(t)〉 =
∑

n1···n∞
f(n1n2 · · · n∞, t)|n1 · · · n∞〉 (A-21)

este vector de estado en el espacio abstracto de Hilbert satisface la ecuación diferencial

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 =

∑
n1···n∞

i~
∂

∂t
f(n1n2 · · · n∞, t)|n1 · · · n∞〉 (A-22)

Los vectores de la base se asume que son independientes del tiempo, por lo que toda dependencia

del tiempo recae en los coeficientes f . Como ejemplo de como incorporar los operadores de crea-

ción y de aniquilación en la ecuación de Schrödinger y ver que en efecto ambas representaciones

son equivalentes, tomemos el término de la enerǵıa cinética de la ecuación (A-6)

i~ ∂
∂t |Ψ(t)〉 =

= · · ·+
∑

n1n2···n∞
(
∑∞

i=1 ni=N)

∑
i6=j〈i|T |j〉f(· · ·ni−1 · · ·nj+1 · · · , t)

×(ni)
1/2(nj + 1)1/2|n1n2 · · ·n∞〉+ · · · (A-23)
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Los ı́ndices mudos de esta relación los sustituimos de manera conveniente como sigue: ni−1 ≡ n′i
nj + 1 ≡ n

′
j nk ≡ n

′
k y

∑
l nl =

∑
l n
′
l. Además es posible realizar la suma de los términos

primados sobre exactamente los mismos valores que los números de ocupación no primados.

Esto es posible porque el coeficiente (ni)
1/2(nj + 1)1/2 se hace cero cuando n

′
j = 0 y cuando

n
′
i = −1, por lo tanto la ecuación (A-23) se puede rescribir como sigue

i~ ∂
∂t |Ψ(t)〉 =

= · · ·+
∑

n1n2···n∞
(
∑∞

i=1 ni=N)

∑
i6=j〈i|T |j〉f(· · ·n′i · · ·n

′
j · · · , t)

×(n
′
i + 1)1/2(n

′
j)

1/2| · · ·n′i + 1 · · ·n′j − 1 · · · 〉+ · · · (A-24)

Lo importante en este cambio de nombre, es que se pueden reescribir los valores de n
′
i aumentado

en uno y el de n
′
j disminuido en uno, junto con el factor de peso estad́ısitco en términos de

operadores de creación y de aniquilación actuando sobre el vector con n
′
i y n

′
j i.e

(ni)
1/2(nj + 1)1/2|n′1 · · ·n

′
i + 1 · · ·n′j − 1 · · ·n′infty〉 = b†ibj |n

′
1n
′
2 · · ·n

′
∞〉 (A-25)

De esta última ecuación es importante notar que la única dependencia en los números de

ocupación recae en los coeficientes f y en el vector de estado. Por lo tanto la suma puede

llevarse a cabo y dar el resultado original de |Ψ(t) definido en (A-33), por lo que el término

ejemplificado de la enerǵıa cinética quedaŕıa finalmente

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = · · ·

∑
i6=j
〈i|T |j〉b†ibj |Ψ(t) + · · · (A-26)

en términos de los operadores de creación y de aniquilación. Los otros términos del hamiltoniano

se tratan exactamente igual y por lo tanto el vector abstracto |Ψ(t)〉 satisface la ecuación de

Schrödinger

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 (A-27)

donde el Hamiltoniano con acento circunflejo representa al operador Hamiltoniano en el espacio
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de Hilbert de ocupación de número. Ĥ está dado por

Ĥ =
∑
ij

b†i 〈i|T |j〉bj +
1

2

∑
ijkl

b†ib
†
j〈ij|V |kl〉blbk (A-28)

En esta representación todas las propiedades de la estad́ıstica están contenidas en los ope-

radores. Esta representación mucho más compacta y elegante se mantiene relacionada con la

de primera cuantización v́ıa los coeficientes f .

En resumen: para toda solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo de

muchas part́ıculas existe un conjunto de coeficientes de expansión ( en este caso f). Dado este

conjunto de coeficientes de expansión es posible construir una solución en términos de los ope-

radores de creación y aniquilación (i.e en segunda cuantización). De manera conversa cuando

el problema ha sido resuelto en el formalismo de segunda cuantización, se puede determinar un

conjunto de coeficientes f , que a su vez solucionan la ecuación original de Schrödinger depen-

diente del tiempo de muchas part́ıculas (en primera cuantización). O en otras palabras, ambos

formalismos son equivalentes.

Operadores de creación y aniquilación para fermiones En caso de que la ecuación de

onda sea antisimétrica en (A-2), se trata de fermiones. Los coeficientes C son antisimétricos

ante la permutación de las part́ıculas i→ j, esto es

C(· · ·Ei · · ·Ej · · · , t) = −C(· · ·Ej · · ·Ei · · · , t) (A-29)

Esta antisimetŕıa implica que el número cuántico Ei debe ser diferente del número cuántico Ej

o de otra forma el coeficiente se hace cero. Y por consecuencia, el número de ocupación toma

los valores 0 ó 1, que es en esencia el principio de exclusión de Pauli. Esta complicación se puede

tratar definiendo el coeficiente asignando un orden a los números cuánticos

C̄(n1n2 · · ·n∞, t) ≡ C(· · ·Ei < Ej < Ek · · · , t) (A-30)

y al igual que para bosones expandimos la función de onda en términos de un conjunto de

coeficientes f
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|Ψ(t)〉 =

1∑
n1···n∞=0

f(n1n2 · · · n∞, t)Φn1···n∞(x1 · · ·xN ) (A-31)

donde las funciones Φ están dadas por un determinante normalizado

Φn1···n∞(x1 · · ·xN ) =

(
n1! · · ·n∞!

N !

)1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψE0

1
(x1) · · ·ψE0

1
(xN )

...

ψE0
N

(x1) · · ·ψE0
N

(xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (A-32)

Estas funciones forman un conjunto completo de funciones de onda antisimétricas de muchas

part́ıculas, denominados usualmente determinantes de Slater. Ahora, al igual que hicimos con

los bosones, conviene introducir el espacio abstracto de ocupación y definir

|Ψ(t)〉 =
∑

n1···n∞
f(n1n2 · · · n∞, t)|n1 · · · n∞〉. (A-33)

Si definimos los operadores a†k y ak como

a†kΦ···nk
= Φ···nk+1 nk = 0

= 0 nk = 1

akΦ···nk
= Φ···nk−1 nk = 1

= 0 nk = 0, (A-34)

sujeto a las reglas de anticonmutación

{a†k, ak′} = δkk′

{ak, ak′} = {a†k, ak′
†} = 0 (A-35)

con {a, b} ≡ ab+ ba

De manera análoga que como se realizó con bosones, se llega a que el Hamiltoniano en el

formalismo en el espacio abstracto de Hilbert es
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Ĥ =
∑
rs

ar
†〈r|T |s〉as +

1

2

∑
rstu

a†rb
†
s〈rs|V |tu〉auat (A-36)

Se debe notar que el orden de los dos últimos operadores en el hamiltoniano es opuesto al del

potencial. Esto es relevante, puesto que para fermiones se siguen reglas de anticonmutación.

El orden de dichos operadores en el caso de bosones es irrelevante puesto que conmutan. Esta

ecuacíıon es completamente equivalente a la ecuación de Schrödinger en primera cuantización,

donde esta equivalencia es posible puesto que los coeficientes f, llevan la información de la

función de onda antisimétrica.
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Apéndice B

Ansatz de Bethe

El ansatz de Bethe nos permite suponer la forma de la función de onda para resolver el

problema de N fermiones en 1-D. Primero, imponemos condiciones periódicas a la cadena de

N fermiones de longitud L y suponemos la forma de una función de onda que lo resuelva.

De forma general, primero se expresan los eigenestados como la combinación lineal del estado

|x1, x2, . . . , xn〉 de x1, . . . , xn espines

|ψ〉 =
∑

1≤x1,··· ,xn≤N
a(x1, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn〉. (B-1)

El ansatz de Bethe nos dice que las amplitudes, a, se expresan como la suma de ondas planas

a(x1, . . . , xn) =
∑
P∈Sn

Ap exp

∑
j

ikpjxj

 (B-2)

donde la suma sobre P ∈ Sn es sobre todas las n! permutaciones P = {p1, . . . , pn} en el grupo

Sn de permutaciones de los enteros {1, . . . , n}. Para determinar los coeficientes Ap se asume

una forma de interacción por pares sjl, y con las amplitudes pasadas se obtiene

Ap = εp
∏

1≤i<j≤n
spjpi (B-3)
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donde εp ≡ sgn(p) es el signo de la permutación y las variables kj satisfacen las ecuaciones

exp(ikjL) = (−1)n−1
∏
l 6=j

slj
sjl

(B-4)

Para el caso espećıfico de (2-68) con N fermiones (o bosones impenetrables), una función

de onda que cumpla la ecuación de Schrödinger es

ψ = c exp(1/4v
∑
|xi − xj |) (B-5)

o como la combinación lineal de eigenestados

ψ =
∑

P,Q∈Sn

AP,Q exp

∑
j

ikpjxj

 (B-6)

donde AP,Q es una matriz de N ! × N ! y la interacción de pares es sjl = kj − kl + 1/2iv. Es

decir, las diferencias |kj − kl| = 1/2iv y por lo tanto las ecuaciones de Bethe son

exp(ikjL) =

N∏
l=1

kj − kl + 1
2 iv

kj − kl − 1
2 iv

; j = 1, . . . , N. (B-7)

La solución de estas ecuaciones dan los eigenestados de enerǵıa

E =
N∑
j=1

k2
j = −v

2N(N2 − 1)

48
. (B-8)

Que es la enerǵıa total del estado base.

Si se consideran ν especies de fermiones y el hamiltoniano adimensional (2-69), (B-8) se

puede reescribir como

E(N) =

[
N

ν

] [
−λν(ν2 − 1)

48

]
=

[
N

ν

]
E(ν). (B-9)
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Apéndice C

Cálculos complementarios

C.1. I(ξ, T ) es monótona creciente

En esta sección se muestra que la función I(ξ, T ) es estrictamente creciente. Para verlo,

primero se calcula la derivada parcial de (3-25) con respecto a ξ

∂I

∂ξ
= 2N(ξ)

[
1− ξ√

ξ2 + ∆2
+ 2

ξ√
ξ2 + ∆2

(
exp(−β

√
ξ2 + ∆2)

1 + exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

)
− 2 exp(−βξ)

1 + exp(−βξ)

]
.(C-1)

La desigualdad ∂I
∂ξ ≥ 0 se sigue solamente si el término en el corchete es ≥ 0. O, lo que es

equivalente, tras un poco de álgebra si

1 ≥ 2 exp(−βξ)
1 + exp(−βξ)

+
ξ√

ξ2 + ∆2

[
1− 2

exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

1 + exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

]
. (C-2)

Si ahora definimos γ ≡ ξ√
ξ2+∆2

y ϑ ≡ exp(−βξ) − exp(−β
√
ξ2 + ∆2), entonces se obtiene

una función f(ξ, T ) que es el producto de los dos últimos factores y el resultado buscado es

equivalente si

f(ξ, T ) = γ + ϑ(γ + 1) + (1− γ) exp
(
−β
[√

ξ2 + ∆2 + ξ
])
≤ 1. (C-3)
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Después de un poco de álgebra es fácil ver que f > 0 y que

∂f

∂ξ
= [1/

√
ξ2 + ∆2]− [ξ2/(ξ2 + ∆2)3/2] > 0. (C-4)

La existencia de los ĺımites f −−−−→
ξ�∆0

γ y f −−−−−→
ξ→~ωD

1 garantizan que 0 ≤ f ≤ 1 y que por lo

tanto sea estrictamente creciente.

C.2. Fs − Fn a T = 0

En esta sección se comparan los valores de la enerǵıa de condensación para Nb y Al dados

por:

i Ecuación (3-27)

ii Valor experimental para Al tomado de [114]

iii La ecuación emṕırica termodinámica Econd = −B2
c/2µ0

iv La enerǵıa de condensación de BCS Econd = −(kBTc)
2N(0)

Los datos usados para calcularlos se muestran en la figura C-1, y la comparación en la figura C-

2. Se puede apreciar que en ambos casos los valores dados por la ecuación (3-27) se aproximan

mejor a los experimentales y determinan el ĺımite inferior en ambos casos. Además en ambos

casos el valor dado por Econd = −(kBTc)
2N(0) es el ĺımite superior.

C.3. Comportamiento de ∂(I(ξ, T ))/∂T

Análogo al comportamiento de la derivada parcial de I con respecto a ξ, se debe estudiar

el comportamiento de la derivada parcial de I con respecto a la temperatura. En este caso el

comportamiento de la función tiene un punto de inflexión en ξ = λ~ωD ≡ ξ0 como se verá más

adelante.
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Figura C-1: Valores experimentales para Nb [115; 136; 137] y Al [115; 136]. Aqúı, ∆0 es el gap a
T = 0K; TD es la temperatura de Debye; Tc la temperatura cŕıtica; N(0) la densidad electrónica
de estados; Bc el campo magnético cŕıtico; a0 la constante de la red cristalina; y ρ0 el número
de átomos por celda unitaria de volumen.

Figura C-2: Tabla comparativa de la enerǵıa de condensación para Nb y Al dadas por los incisos
I-IV.

De la derivada

∂(I(ξ, T ))

∂T
= 2n′0(T )−

(
2~ωD√
ξ2 + ∆2

N(ξ)V n′0(T )

)(
1− 2

exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

1 + exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

)

+ 4kBN(ξ) ln

 1 + exp[−βξ]

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

]


+ 4kBN(ξ)

 βξ exp(−βξ)
1 + exp(−βξ)

−
β
√
ξ2 + ∆2 exp

(
−β
√
ξ2 + ∆2

)
1 + exp

(
−β
√
ξ2 + ∆2

)
 (C-5)
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se puede observar que los primeros dos términos son positivos y al reagrupar se obtiene

∂(I(ξ, T ))

∂T
= 2n′0(T )−

(
2~ωD√
ξ2 + ∆2

N(ξ)V n′0(T )

)(
1− 2

exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

1 + exp(−β
√
ξ2 + ∆2)

)

+ 4kBN(ξ) ln

 1 + exp[−βξ]

1 + exp
[
−β
√
ξ2 + ∆2

] exp

 βξ exp(−βξ)
1 + exp(−βξ)

−
β
√
ξ2 + ∆2 exp

(
−β
√
ξ2 + ∆2

)
1 + exp

(
−β
√
ξ2 + ∆2

)


Con un poco de álgebra se puede probar que el término logaŕıtmico es positivo. Para verlo más

claro, se divide en casos cuando ξ es mayor, igual o menor que ∆0. La primera aproximación

razonable de la ecuación anterior es

∂(I(ξ, T ))

∂T
' 2

√
ξ2 + ∆2 − λ~ωD√

ξ2 + ∆2
n′0(T ) ' 2

ξ − λ~ωD
ξ

n′0(T ) si ξ � ∆0 (C-6)

con lo que se muestra que

∂(I(ξ, T ))

∂T
=


> 0 si ξ < λ~ωD

= 0 si ξ = λ~ωD

< 0 si ξ > λ~ωD

En los otros casos, i.e. cuando ξ � ∆0 el signo cambia muy cerca de T = 0 y la derivada

es estrictamente positiva para toda T < Tc. En el caso ξ = ∆0 la derivada es estrictamente

positiva excepto por un intervalo muy pequeño.
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