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Resumen

Suma de 2-asas por la frontera

de 3-variedades simples
que producen toros esenciales

Sea M una 3-variedad compacta, conexa, orientable y sea F' una componente en la frontera
de M. Tal M se denomina simple si es irreducible, frontera incompresible, no anular y atoroidal,
es decir, no contiene esferas, discos, anillos y toros esenciales, respectivamente. Una pendiente
a en F es una clase de isotopia de curvas cerradas esenciales simples en F. Denote por M [a]
la 3-variedad obtenida de M al pegar una 2-asa a M a lo largo de « y tapar las posibles
esferas en la frontera con 3-bolas. Sea A(c, ) el minimo nimero de intersecciéon geométrica
entre todas las curvas que representan las pendientes. En 1998, Gordon demostré que si M es
simple, F' tiene género 1, M[a] y M|3] son toroidales entonces A(w, ) < 8. En este trabajo
demostré que si M es simple, F' tiene género al menos 2, @ y 8 son pendientes separantes,
M]a] y M[S] son toroidales, no anulares y frontera incompresibles entonces se cumple una de
las siguientes afirmaciones: A(a, ) = 18 y F tiene género al menos 8, A(a, ) = 12 y F tiene
género al menos 4 6 A(a, f) < 10. Como consecuencia, esto implica que si F' tiene género 2 o
3 entonces A(w, 3) < 10.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es obtener una generalizacién de un resultado bien conocido que
descansa en la Teoria de llenados de Dehn de 3-variedade hiperbdlicas. Para poner en contexto
el resultado que se pretende generalizar recordaremos de manera breve los llenados de Dehn y
algunos de los resultados mas importantes en esta drea que son fundamentales y que motivan
el desarrollo del presente trabajo.

Sea M una 3-variedad y sea 1" una componente en su frontera que es un toro. Una pendiente
« en T es una clase de isotopia de una curva simple cerrada en 7. Se define el a-llenado de
Dehn de M, denotado por M[a], como la 3-variedad obtenida al identificar 7'y V', donde V'
es un toro solido y « acota un disco en V. En otras palabras se considera el espacio cociente
M[a] = MU, V, donde V = B2 x S' h: OV — T con h(m) = a siendo m la frontera de un
meridiano de V' (ver Figura 1.1).

Mla]
Figura 1.1: a-llenado de Dehn Ma].

Una 3-variedad se denomina hiperbdlica si su interior admite una métrica riemaniana de
curvatura seccional constante —1. El siguiente resultado, descubierto por un medallista Fields,
es uno de los Teoremas mas importantes en la teoria de 3-variedades que ha estimulado una can-
tidad impresionante de investigacion y que se conoce como el Teorema de Cirugia Hiperbdlica
de Thurston:

11
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Teorema 1 (Thurston-[16]). Sea M hiperbélica y T un toro en la frontera de M. Entonces el
conjunto
S ={aCT:Mla] no es hiperbdlica}

es finito.

Si M es hiperbdlica pero M [a] no lo es entonces « se denomina pendiente degenerada. Una
pregunta fundamental que planted el Teorema de Thurston fué investigar de una manera mas
explicita qué tan grande podia ser el conjunto de pendientes que degeneraban la estructura
hiperbdlica. En 1995, Gordon [4] conjetur6 que el niimero de pendientes degeneradas no se pa-
saba de 10 motivado en parte porque el exterior del nudo ocho tiene exactamente 10 pendientes
degeneradas. Mas tarde, en 2008, Lackenby [7], logré probar la conjetura de Gordon.

Ahora bien, antes de la prueba de Lackenby, para estimar el niimero de pendientes degenera-
das se obtuvieron resultados que acotaban A(q, ), es decir, el minimo nimero de interseccién
geométrica entre todas las curvas que representan « y [ bajo isotopia. Existen dos resulta-
dos fundamentales que permitieron dirigir los esfuerzos a acotar este nimero. El primero, fue
otro resultado de Thurston que caracteriza a las 3-variedades hiperbdlicas con frontera via
superficies con caracteristica de Euler no negativa.

Teorema 2 (Thurston-[16]). Sea M una 3-variedad que no es un 3-bola con OM # (. M es
hiperbolica si y solo si no contiene superficies esenciales y orientables de caracteristica de Euler
no negativa.

Ya que las tnicas superficies orientables de caracteristica de Euler no negativa son la esfera
(S8?%), disco (D?), anillo (A%) y toro (T?) entonces el Teorema 2 implica que si M [a] tiene frontera
v no es hiperbdlica entonces debe contener alguna de las superficies anteriores. Ademéds, permite
reducir el andlisis cuando se tienen dos llenados M[«] y M[f5] no hiperbdlicos al estudio de diez
casos dependiendo si cada llenado tiene alguna de las superficies anteriores. También, permite
introducir iinicamente técnicas topoldgicas razén por la cual en toda la tesis nunca se hara uso
de la estructura hiperbdlica de M, es decir, inicamente se aplicara la teoria de superficies
esenciales. Esto motiva la siguiente:

Definicion 1.0.1. Una 3-variedad M se denomina simple si no contiene superficies orientables
esenciales de caracteristica de Euler no negativa.

Notar que si M tiene frontera entonces el Teorema 2 implica que M es hiperbdlica si y
s6lo si M es simple. La siguiente tabla [5] resume el anélisis de los diez casos comentados
anteriormente cuando M es compacta, conexa, orientable y simple. Cada entrada denota cotas
superiores para la distancia A(a, 3) entre las pendientes y las cotas son las éptimas ya que se
conocen ejemplos que las realizan.

Disco | Esfera | Anillo | Toro
Disco 1 0 2 2
Esfera 1 2 3
Anillo 5 )
Toro 8

La cota 8 de la esquina inferior derecha de la tabla anterior codifica el siguiente resultado:

Teorema 3 (Gordon-[3]). Sea M wuna 3-variedad simple. Si M[a] y M[B] contienen toros
esenciales entonces A(a, 3) < 8.
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Ahora se describira el segundo resultado que resalta la importancia de acotar el niimero de
interseccion entre dos curvas A(«, ) para poder estimar el nimero de pendientes degeneradas.

Lema 1.0.1 (Gordon, Litherland-[2]). Sea n un entero no negativo y sea S una familia de
pendientes en un toro T tales que A(a, 8) < n para cada o, B € S. Entonces existe una base
ordenada para Hi(T) = Z®Z tal que S corresponde a un subconjunto de la coleccion de parejas
de primos relativos en la ldtice

{£(L0O)}U{£p,q):0<p<qg<n}

Usando este resultado es posible estimar la cardinalidad del conjunto de pendientes dege-
neradas S del Teorema 1 de Thurston. De hecho, aplicando el Lema anterior con 0 < n < 8 se
obtienen las estimaciones descritas en la siguiente tabla [13]:

A<n 0|1]|2|3|4|5|6| 7|38
Cota superior para 5 |1 |3 |4 |6 | 6| 8 | 8| 10 | 12

El desarrollo anterior describe de manera breve algunos de los antecedentes respecto de
llenados de Dehn que motivan éste trabajo. Ahora bien, dado que la mayoria de los problemas
mas importantes ya han sido resueltos, como es el caso de las cotas 6ptimas para A(q, ),
entonces se procedera a encontrar problemas andlogos eligiendo una componente en la frontera
de M que ya no sea un toro. El punto de inicio para generalizar los llenados de Dehn es notar
que un toro soélido se puede descomponer como la unién de dos 3-bolas. Entonces un llenado
de Dehn puede ser reinterpretado de la siguiente manera: pegar una 2-asa y posteriormente
pegar un 3-bola (ver Figura 1.1).

Sea M una 3-variedad compacta, conexa, orientable y sea F' una componente de la frontera
de M de género al menos dos. Una pendiente en F' es una clase de isotopia de una curva simple
cerrada en F'. Se denotard por M|a] a la 3-variedad obtenida pegando a M una 2-asa a lo largo
de una curva representando «, es decir, se pega M y el espacio D? x I, donde D? es un disco,
de modo que D? x I se identifica con una vecindad de a en F (ver Figura 1.2).

M

o ()

Teorema 4 (Scharlemann, Wu-[8]). Sea M wuna 3-variedad simple y sea F' una componente
de OM con género al menos dos. Si

Figura 1.2: Notaciéon M[a].

S ={a CF:«a es separante y M[a] no es simple}
entonces S es finito.

El Teorema anterior puede ser interpretado como una generalizacion del Teorema de Cirugia
hiperbdlica de Thurston. Sin embargo, Scharlemann y Wu no dieron una cota explicita para el
nimero de elementos del conjunto S. Por lo tanto un problema fundamental es encontrar cotas
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explicitas para éste conjunto. Ahora bien, la experiencia adquirida en llenados de Dehn sugiere
que es poco comun que una M tenga dos pendientes tales que M|[a] y M|[5] sean no simples.
Por otra parte, resulta que cuando esto sucede entonces la distancia A(a, 3) es usualmente
pequena y muchos de los resultados toman la forma de cotas superiores para A(q, ). Por lo
tanto, un problema un poco menos complicado es encontrar la cota superior minima para la
distancia A(a, 3) entre dos pendientes en S.

Definicion 1.0.2. Una pendiente o € F' se denomina toroidal, reducible, 0-reducible o anular
dependiendo si M[a] contiene un toro, esfera, disco o anillo esencial, respectivamente.

Existen algunos resultados conocidos respecto de cotas superiores para la distancia geométri-
ca A(a, f) cuando Ma] y M[S5] no son simples. A continuacién se enlistan los que hasta el
momento son del conocimiento del autor previo a este trabajo:

Teorema 5 (Scharlemann, Wu-[8]). Sea M simple y F' una componente de OM de género
al menos 2. Si M[a] es reducible y M[3] es O-reducible con o y 8 separantes en F entonces

A(a, B) = 0.

Teorema 6 (Qui, Zhang-[10]). Sea M simple y F' una componente de OM de género al menos
2. Si o y B son dos pendientes separantes en F tales que M|a] y M[S] son reducibles entonces
Ao, B) < 2.

El siguiente resultado fue aprendido por el autor en una conferencia impartida por Mingxing
Zhang durante el JAMEX V celebrado en Colima en 2010 y que desconoce dénde pudiera estar
publicado. Sin embargo, después de un analisis dellado de las técnicas aplicadas en la prueba del
Teorema anterior y en otro articulo previo [9], es posible convencerse que el siguiente resultado
puede ser demostrado siguiendo las mismas ideas. Esto se debe a que la idea central descansa
en esencia en argumentos de méas adentro para colecciones de lazos en una esfera esencial con
agujeros.

Teorema 7. Sea M simple y F una componente de OM de género al menos 2. Si o y B son
dos pendientes separantes en F' tales que M[a] es reducible y M[S] es irreducible, no anular
pero toroidal entonces A(w, ) < 4.

Los resultados anteriores son para superficies en la frontera de género al menos 2. Sin
embargo, para el caso cuando la componente en la frontera tiene género dos se conoce lo
siguiente:

Teorema 8 (Qui, Zhang-[10]). Sea M simple y sea F' una componente de OM de género dos.
Si o y B son dos pendientes separantes en F tales que M[a] y M[S] es ya sea reducible o
0-reducible. Entonces a = y Ao, 8) = 0.

Teorema 9 (Taylor-[14]). Sea M simple, sea F una componente de OM de género dos y sean
a y B dos pendientes separantes en F' tales que A(a, B) # 0. Si M[a] es reducible y M[5] no
es simple entonces Ao, ) = 4.

El problema que se pretende resolver en esta tesis es encontrar una cota para A(q, /)
cuando M«a] y M[B] contienen toros esenciales asumiendo que M es simple. Es asi, que el
resultado a demostrar en este trabajo es el siguiente:

Teorema 10. Sea M simple y F' una componente de OM de género al menos dos. Si o y 3
son dos pendientes separantes en F tales que M[a] y M[B] son toroidales, O-irreducibles y no
anulares entonces:
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(1) Ao, B) = 18, M[a] y M|[B] contienen cada uno un toro esencial el cual intersecta la
2-asa una sola vez y F' tiene género al menos 8, o

(2) Ala, B) = 12, M[a] y M[B] contienen cada uno un toro esencial el cual intersecta la
2-asa una sola vez y I tiene género al menos 4, o

(3) A(a, ) < 10.
El Teorema 10 tiene un Corolario inmediato:

Corolario 1.0.2. Sea M simple y F' una componente de OM de género dos o tres. Si o y 3
son dos pendientes separantes en F' tales que M|a] y M[B] son toroidales, 0-irreducibles y no
anulares entonces A(a, 5) < 10.

El Corolario 1.0.2 se puede interpretar como un resultado que sigue el mismo espiritu del
Teorema 3 de Gordon. Sin embargo, una diferencia substancial es que en el Teorema de Gordon
la cota establecida es la 6ptima en el sentido que existen ejemplos que la realizan como es el caso
de dos llenados de Dehn en el complemento del nudo ocho que estan a distancia 8. Mientras
que en el Corolario 1.0.2, la cota propuesta es muy probable que no sea la 6ptima aunque debe
ser par ya que las pendientes son separantes. También, vale la pena destacar que las hipdtesis
sobre M[a] y M[f] de que sean O-irreducibles y no anulares no son restrictivas. Esto se debe a
que si M[a] y M[F] no son simples entonces su andlisis se puede dividir en varios casos como
se comentd anteriormente.

La idea de la prueba del Teorema 10 consiste en estudiar de manera detallada la intersec-
cion de dos toros esenciales con agujeros que provienen de intersectar M con cada uno de los
correspondientes toros esenciales en M[a] y M|[f], respectivamente, que minimizan su inter-
seccion con el corazon de las 2-asas respectivas que se pegan a M. Esta interseccion de toros
con agujeros define dos gréficas en los toros esenciales de M|[a] y M|[f], respectivamente, al
considerar los arcos de interseccién. Resulta que los vértices de estas graficas tienen la misma
valencia y esta depende de A(«, 3). Posteriormente, se encuentra una cota superior preliminar
para A(a, ) ya que cuando esta crece la valencia de los vértices también lo hace. Esto implica
que el nimero de aristas paralelas en ambas graficas crece y existen argumentos estandard para
pegar caras de dos lados y construir un anillo esencial en M que contradird la hipdtesis que
M es simple. Posteriormente se refina el andlisis combinatorio y topoldgico de la interseccion
de los toros con agujeros hasta conseguir la cota del Teorema 10. Finalmente, se comenta de
manera breve la organizacion de esta tesis y los contenidos de cada capitulo.

= Capitulo 2: este capitulo contiene las definiciones, notaciones y resultados mas elementa-
les respecto de superficies esenciales en 3-variedades. Posteriormente, se define de manera
detallada las graficas de interseccién y se describe cémo codificaran la informacién im-
portante que proviene de intersectar dos toros esenciales con agujeros. Finalmente, se
enlistan y demuestran las propiedades més fundamentales de estas graficas que serdn de
utilidad para la demostracién del resultado principal de esta tesis.

= Capitulo 3: se definen las graficas reducidas en toros. En particular se repasan las clasifi-
caciones de graficas reducidas para toros esenciales con uno y dos agujeros. También, se
clasifica la grafica reducida para un toro esencial con tres agujeros con ciertas hipotesis
adicionales que sera de utilidad para demostrar algunos de los casos en los que es necesa-
rio dividir la prueba del Teorema 10. Finalmente, se desarrolla la técnica de los ciclos de
Scharlemann los cudles juegan un papel fundamental para el estudio de toros esenciales
con tres agujeros. De hecho, como prueba de ello se obtiene un resultado que muestra que
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para acotar la distancia A(a, 3) serd necesario acotar el nimero de ciclos de Scharlemann
y en otros casos contar cuantos de ellos existen en las gréficas.

Capitulo 4: se establece cémo se dividira la prueba del Teorema 10. De hecho se dividird en
cuatro casos. Se prueba con todo detalle el primer caso que es el caso genérico, es decir,
cuando los dos toros con agujeros esenciales que provienen de intersectar M con cada uno
de los toros esenciales minimales de M [a] y M[5], respectivamente, tienen al menos cuatro
agujeros. Finalmente, se procede a probar el Teorema 10 dejando los detalles técnicos de
los tres casos restantes para los siguientes dos capitulos posteriores, respectivamente. Se
puede considerar este capitulo como el més importante de toda la tesis ya que sobre éste
descansa la coherencia del desarrollo de todo el trabajo.

Capitulo 5: se procede a probar el segundo caso, es decir, cuando se tiene un toro esencial
con un agujero y el otro toro esencial no tiene restriccion sobre el niimero de sus agujeros.
Este caso, se divide en cuatro subcasos dependiendo del ntimero de agujeros del segundo
toro: tiene un solo agujero, tiene dos agujeros, tiene tres agujeros o tiene més de tres
agujeros. Vale la pena resaltar que el primer subcaso, es decir, cuando ambos toros tienen
un solo agujero, es el caso mas dificil de la prueba del Teorema 10. De hecho es sélo en
este subcaso donde se usa la hipdtesis de género entre dos y tres para poder probar el
Corolario 1.0.2 y la razén por la cual la conclusién del Teorema 10 estéd dividido en tres
partes (ver Lema 5.1.4). Finalmente, se prueba el tercer caso, es decir, cuando se tiene
un toro esencial con dos agujeros y el otro toro esencial tiene al menos dos agujeros.

Capitulo 6: se prueba el cuarto y ultimo caso, es decir, cuando se tiene un toro esencial
con tres agujeros y el otro toro esencial posee al menos tres agujeros. Este caso, se
divide en dos subcasos dependiendo del nimero de agujeros del segundo toro: tiene tres
agujeros o tiene al menos cuatro agujeros. El subcaso uno resulta el més delicado, es
decir, cuando ambos toros esenciales tienen exactamente tres agujeros. Sin embargo, la
idea clave es probar que ambas graficas contienen exactamente 15 S-ciclos y el género
de F' debe ser dos si A(a, 3) = 12. Esto permite, después de un anélisis intenso de las
posibles configuraciones de graficas, concluir que solo existen dos posibles configuraciones.
Finalmente, se prueba que no son compatibles obteniendo una contradiccion.

Capitulo 7: se comenta de manera breve las implicaciones de este trabajo, los problemas
abiertos y las areas de oportunidad de trabajo futuro.



Capitulo 2

Graficas con etiquetas

Se describe uno de los métodos mas ttiles para investigar la comparacion de dos pegados
de 2-asas diferentes por la frontera de 3-variedades. Este método tiene sus origenes cuando
se comparan dos llenados de Dehn y se denomina Graficas de interseccién con etiquetas. El
método consiste en esencia en estudiar de manera detallada la intersecciéon de dos superficies
con ciertas propiedades. En particular, en este capitulo se aplica para estudiar la interseccién
de dos toros con agujeros y esta interseccion es codificada por una grafica en cada toro.

2.1. 3-Variedades

Todas las 3-variedades M en éste trabajo se asumirdan compactas, conexas y orientables.
También, se asumira que todas las subvariedades propias S se intersecan en posicion transversal.
La notacién OM denotard la frontera, int M denotard su interior y N (S) denotara una vecindad
regular de S en M. Las superficies siempre seran compactas y conexas. El objetivo de esta
seccién es probar el Lema 2.1.5 el cual serd fundamental para definir las graficas de interseccién.

Definicién 2.1.1. Una superficie F C M se denomina propiamente encajada si FNOM = OF.

Definicion 2.1.2. Una superficie ' C M propiamente encajada se denomina paralela a la
frontera si existe un encaje F' x [0,1] € M tal que F' x {0} C OM y F = F' x {1}UJF’ x [0, 1].

Cada 3-variedad contiene infinitas superficies. Sin embargo, no todas son ttiles para obtener
informacién global de la 3-variedad. Las superficies que tienen la siguientes propiedades son
importantes para deducir propiedades globales y su importancia fue por primera vez descubierta
por Haken.

Definicion 2.1.3. Una superficie ' C M se denomina compresible si existe un disco D C M
tal que DNF = 0D es una curva esencial en F, es decir, no acota un disco en F'. Tal disco D
se denomina disco de compresion para F. De no existir discos de compresion, F se denomina
incompresible.

Definicion 2.1.4. Una superficie F C M se denomina O-incompresible si para cada disco
D C M tal que 9D es la union de dos arcos c1 y co tales que DNF = ¢ y DNOM = ¢
existe otro disco D' C F tal que ¢y C 0D’ y OD' —c¢; C OM. En caso contrario F' se denomina
0-compresible y tal disco D se denomina disco de 0-compresion para F.

Definicion 2.1.5. Una superficie F' propiamente encajada en M y no paralela o la frontera
se denomina esencial si:

17



18 CAPITULO 2. GRAFICAS CON ETIQUETAS

s F=2S? (esfera) y F no acota una B3 en M;
» = D? (disco) y OF es esencial en OM;
» F 52?0 D? y es incompresible y 0-incompresible.

Ahora se listan tres resultados muy conocidos respecto de 3-variedades cuyas demostracio-
nes pueden ser consultadas en [1] y que seran ttiles mas adelante.

Lema 2.1.1. Sea B?> C OM vy sea N la 3-variedad obtenida de pegar a M una 3-bola B3
via una identificacion de una bola B> C OB con la bola B> C OM. Entonces M y N son
homeomorfas.

Definicion 2.1.6. Una 3-variedad compacta, conexa y orientable M se denomina irreducible
si no contiene esferas esenciales y se denomina O-irreducible si no contiene discos esenciales,
es decir, si OM es incompresible.

Lema 2.1.2. Sea M irreducible. Si T es un toro no separante en M entonces T es esencial
en M.

Lema 2.1.3. Sea A un anillo propiamente encajado en M. Si M es irreducible y 0-irreducible
entonces A no es paralelo a la frontera si y solo si A es d-incompresible.

Definicién 2.1.7. Sean T y A contenidos en Ma] con T toro y A anillo. Supdngase que
OA =~ U~ donde v1 CT y v CIMa], v1 y v2 esenciales en T y OM|a], respectivamente
yInt ANT = 0. Si A se obtiene de T cortando por A se dice que el anillo A se obtuvo por
A-reduccion.

Lema 2.1.4 ([6]). Sea T un toro esencial en M[a] y sea A un anillo obtenido de T por
A-reduccion. Si M[a] es irreducible y O-irreducible entonces A es esencial en M[a].

Demostracién. Claramente A es incompresible, pues un disco de compresiéon para A induce un
disco de compresion para T'. Ahora bien, se pueden presentar dos casos. Caso uno: 1" es no
separante. Entonces A es no separante y por lo tanto no paralelo a la frontera. Luego el Lema
2.1.3 implica A esencial. Caso dos: T es separante. Si A es 8—compr681ble sea D un disco de
d-compresion, es decir, D = ¢1Ucy, 1 = Oca, ¢1 C M, ¢ C A y tal que ¢s no corta un disco
en A. Ya que A separa sean M; y My las dos componentes de M [a] — A (ver Figura 2.1). Ahora
bien, ya que A induce dos curvas paralelas en OM [a] entonces induce un anillo Ay en OM [a].
Sin pérdida de generalidad supdngase que Ay C M. Subcaso uno: D C M. Entonces al cortar
A por D se obtiene un disco de compresién para OM [a]. Luego ya que OM|[a] es incompresible
y M|[a] es irreducible entonces AU Ay acota un toro sélido. Esto implica que T' también acota
un toro sélido lo cual contradice que T' es esencial. Subcaso dos: D C Ms. Entonces el Lema
2.1.3 implica que Aes paralelo a la frontera. Esto implica que la componente en la frontera de
M a] que contiene una de las componentes de A es un toro. Luego T' es paralelo a la frontera
lo cual contradice que T es esencial. Por lo tanto en cualquier caso el anillo A es esencial.

O

El siguiente resultado sera fundamental para poder definir las gréficas con etiquetas que
serd la técnica sobre la cual descansara la prueba del resultado principal de este trabajo.

Lema 2.1.5. Sea M simple y a separante en F' de género al menos dos con M|« toroidal. Si
M]a] es 0-irreducible, irreducible y no anular entonces M contiene un toro agujerado esencial
P con todas sus componentes en la frontera paralelas a o.
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Figura 2.1: T separante en M [a].

Demostracion. Sea H, = D2 x [0,1] la 2-asa que se pega a M para obtener M[a] y denote
por 74 al corazén de H,. Asi, 7, es un arco en M|a] con extremos en OM [a]. Elegir un toro
esencial P en M [a] tal que la interseccién en posicién general P N7, sea minima entre todos
los toros esenciales en M[a]. Nétese que esto implica que 7, y P se intersecan en un nimero
finito de puntos y que PNN (o) consiste de una coleccién disjunta de discos. Ahora bien,
considere el toro con agujeros P = PnM y denote las componentes de P por aq,as, ..., qp,
consecutivamente sobre M (ver Figura 2.2). Entonces ya que n es minima P es incompresible.
Ademas, las componentes de P acotan discos en M [a] por construccién lo cual implica que
cada componente de OP es paralela a a.

Figura 2.2: Toro minimal P en M|al].

Ahora bien, si P es d-compresible en M entonces sea D un disco de d-compresién, es decir,
0D = ¢y Ucy, dcy = Ocg, ¢ C OM, c5 C Py tal que ¢o no corta un disco en P. Si ¢; corta un
disco D" en OM — OP entonces D U., D’ es un disco de compresién para P lo cual implica que
co corta un disco en P lo cual contradice la suposicién. Por lo tanto el arco c¢; es esencial en
OM — OP. Si un extremo de ¢; estd en «; y el otro extremo estd en ;11 al empujar la superficie
P a lo largo de D se obtiene una nueva superficie que contradice la minimalidad de n. Por lo
tanto, ya que « es separante se puede asumir que ambos extremos de ¢; estdn en a1 0 ;. Sin
pérdida de generalidad, asumir que los extremos de c¢; estdn en «y. Ahora bien, existen dos
posibilidades para el arco ¢y en P.

Caso uno: c¢o es separante en P. Entonces co corta un disco con agujeros D” de P tal que
OD" = coUd) donde o) es un arco de «;. Luego DU, D" es un disco con agujeros en M con una
componente en la frontera ¢; U} no trivial en OM ya que ¢; es esencial en M — dP. Al pegar
la 2-asa H, se tapan los agujeros del disco anterior lo cual implica que M[a] es J-compresible
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lo cual es una contradiccién.

Caso dos: ¢y es no separante en P. La 2-asa H, induce dos curvas §; = 0D2 x {0} y
Op = 8D3 x {1} en F que son paralelas a oy y a,, respectivamente. Entonces d; y «; acotan
un anillo en F' con interior disjunto de cada «;. Luego el arco c¢; divide este anillo en dos
rectangulos Ey y Es (ver Figura 2.3). Sea A el anillo formado por la unién de D con alguno de
estos dos rectangulos. Notar que una componente de JA estd en P y es una curva esencial ya
que ¢y es no separante. También, la otra componente de A es una curva esencial en M [a].
Al cortar P a lo largo de A, se obtiene otro anillo A en M [a] el cual es esencial por el Lema
2.1.4. Esto contradice que M[a] no es anular.

C2

a1 Qp
Figura 2.3: Anillos DU E; y D U E5 contenidos en M|a].

Por lo tanto ninguno de los dos casos anteriores sucede, es decir, P es 0-incompresible.
Finalmente, si P es paralelo a la frontera implica que P es 0-compresible. Por lo tanto, P es
esencial en M. |

2.2. Graficas de Interseccion

Las gréficas de interseccién pueden ser definidas para cualquier par de superficies PcM [a]
vyQCc M [8]. Sin embargo, para que las graficas codifiquen informacién interesante es necesario
que las superficies elegidas tengan tanto propiedades importantes como interseccién interesante.
El objetivo de esta seccion es definir las graficas de interseccion y probar dos de sus propiedades
més importantes (ver Lema 2.2.2).

Sea M una 3-variedad simple y sea I’ una componente de M de género al menos dos.
Supoéngase que « y 8 son dos pendientes separantes toroidales en F. Elegir p (respec. Q) toro
esencial en M[a] (respec. M[5]) tal que minimiza su interseccién con el corazén 7, de la 2-asa
H,. Entonces el Lema 2.1.5 implica que el toro con agujeros P = PN M es esencial v que OP
tiene componentes 01 P, ...,0,P,...,0,P, p > 1 tales que 9, P y 0,41 P acotan anillos en F' con
interior disjunto de P (ver Figura 2.4). Andlogamente, Q induce un toro con agujeros () = QﬁM
cuyas componentes en la frontera se pueden numerar 0;Q, . ..,9;Q, ..., 0;Q, ¢ > 1. Ahora bien,
aplicando isotopias de ser necesario, es posible suponer que JP y 9@ tienen intersecciéon minima
y que PN Q es una coleccion de arcos y circulos que son esenciales tanto en P como en Q. Esta
interseccién permite definir graficas con etiquetas I'p en P y I'g en Q de la siguiente manera:

Definicién 2.2.1. Los vértices de las grdficas I'p y I'g corresponderdn a las componentes en
la frontera 0, P C OP y 0;Q) C 0Q), respectivamente. Las aristas de cada grdfica corresponderdn
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a los arcos de interseccion de PN Q.

Noétese que los posibles circulos de interseccién de P N @) se ignoran y que las aristas de
ambas graficas se corresponden de manera biyectiva. Ahora bien, con el objetivo de codificar
de manera ordenada los extremos de los arcos de interseccién que provienen de 9P N JQ se
asignaran etiquetas en los extremos de las aristas. Sea e una arista de I'p y I'g con extremo
x tal que x € 0, P N 0;Q entonces z es etiquetado con 7 en I'p mientras que x es etiquetado
con u en I'g. De hecho, el etiquetado en tal extremo se denotara por la pareja (u,i) como se
ilustra en la Figura 2.4.

0P (DPP

Figura 2.4: Etiquetas de 0P N 0Q en OM .

Definicion 2.2.2. Dos aristas e; y es en I'p se denominan paralelas si acotan un disco D en
P tal que Int D no contiene vértices de I'p.

Lema 2.2.1 ([8]). Sea M wuna 3-variedad irreducible y O-irreducible. Sean P y Q superficies
esenciales propiamente encajadas en M isotopadas de modo que estdn en posicion de intersec-
cion minima. St existen arcos e y ex en PN Q paralelos en I'p y I'g entonces M contiene un
anillo esencial.

Demostracion. Sean Dy y Ds los discos (rectdngulos) que realizan el paralelismo de los arcos
e1y ez en Py Q, respectivamente. Al elegir discos de mas adentro de ser necesario se puede
suponer que D; N Dy = e; Ues. Por lo tanto existen dos posibilidades de pegar los discos
A = Dy U Dy alo largo de los arcos que inducen una superficie propiamente encajada que es
un anillo o una banda de Mobius (ver Figura 2.5).

Caso uno: A es una banda de Mobius. De ser asi, sea N(A) una vecindad regular de A.
Entonces M = N(A)U(M — N(A)) y A1 = N(A) N (M — N(A)) es un anillo. Ahora bien,
N(A) es un toro sélido y como el anillo A; corre dos veces a lo largo de la longitud del toro
entonces Ay es incompresible y 0-incompresible. Se afirma que A; también es incompresible
y O-incompresible en M — N(A). Si A; es compresible en M — N(A) sea D un disco de
compresién. Luego N(A)UN (D), donde N (D) denota una vecindad regular de D, es el espacio
lente L(2,1) menos el interior de una 3-bola. Ya que M es irreducible esto implica M = L(2,1)
lo cual contradice que M tiene frontera. Por lo tanto A; es incompresible en M — N(A). Si Ay
es 0-compresible en M — N(A) sea D un disco de d-compresién. Al cortar A; con D se obtiene
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un disco que divide a M en dos componentes una de las cuales es un toro solido por el Lema
2.1.1. Esto implica que M no es J-irreducible lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto A; es
O-incompresible en M — N(A). Finalmente, ya que A; es incompresible y d-incompresible en
N(A)y M — N(A) esto implica que A; también lo es en M. Luego el Lema 2.1.3 implica que
A; es esencial en M.

I'p I Anilo
lQ el ) 62

I'p 145) Mobius
el D, € el D, €

Figura 2.5: Aristas paralelas en I'p y I'gy.

Caso dos: A es un anillo. Sea ¢ una componente de la frontera de A. Entonces existen dos
arcos y1 v 2 tales que ¢ =y U7, v1 C Py 79 C Q. Si A es compresible entonces ¢ acota un
disco en M. Luego ya que M es O-irreducible entonces ¢ acota un disco en M. Entonces al usar
este disco en la frontera y aplicar isotopias sobre 7 y 72 se puede reducir el nimero de puntos
de interseccién entre 9P y 0Q) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A es incompresible.
Ahora bien, si A es 0-compresible sea D un disco de d-compresién. Sin pérdida de generalidad,
se puede suponer que el arco ¢c; = D N A estd contenido en Dq y que es paralelo a e;. Asi, el
arco ¢ es esencial en P. Si intD N P # () aplicando argumentos de circulos de més adentro o
de arcos de mas afuera implica que P es compresible o d-compresible, respectivamente. Esto
contradice que P es esencial. Por lo tanto el anillo A es esencial en M. O

Se finaliza esta seccion con dos de las propiedades mds importantes que las graficas de
interseccion I'p y I'g poseen y que seran de fundamental importancia para la prueba del
Teorema 10. Vale la pena destacar que por los Teoremas 6 y 7 se puede suponer que Ma] y
M]] son irreducibles en el siguiente resultado.

Lema 2.2.2. Sea M simple y F' una componente de OM de género al menos dos. Si « y 3
son dos pendientes separantes en F tales que M[a] y M[B] son toroidales, O-irreducibles y no
anulares entonces:

(1) T'p y I'g no tiene discos cara de un lado.

(2) I'p y I'g no tienen aristas paralelas comunes.

Demostracion. (1) Cada arco componente de P N Q es esencial en P y ) por construccién.
Entonces el resultado es inmediato del hecho que estas superficies se eligen esenciales al usar
el Lema 2.1.5.

(2) Si ambas gréficas tienen aristas paralelas comunes entonces el Lema 2.2.1 implica que
M tiene un anillo esencial lo cual contradice que M es simple.
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2.3. Propiedades de las Graficas de Interseccion

Esta seccion tiene por objetivo aplicar la hipdtesis que las curvas « y [ son separantes
combinado con el hecho de que M y las superficies agujeradas P y () son orientables para
encontrar restricciones adicionales a las dadas por el Lema 2.2.2 sobre las graficas I'p y I'g
(ver Lema 2.3.3). En esencia, toda la seccién descansa en las ideas desarrolladas en [9] y [10].
Cabe destacar que la mayoria de los resultados que se desarrollan son véalidos para cualesquiera
par de superficies orientables en M y no necesariamente para toros con agujeros.

Definicién 2.3.1. Sean a y 8 dos pendientes (clase de isotopia de curvas simples cerradas)
en una componente F de OM. Se define la distancia entre o y 3, denotada por A(«, 3), como
el minimo nimero de interseccion geométrica entre todas las curvas que representan o y 3 bajo
isotopia (ver Figura 2.6).

M

Figura 2.6: Distancia A(a, ) = 4 entre pendientes.

Se comienza signando las etiquetas y posteriormente los vértices para encontrar un analogo
de la regla de paridad la cual serd una de las restricciones buscadas para las configuraciones
posibles de I'p y I'gp. Dicha regla de paridad tiene sus origenes en llenados de Dehn, sin embargo,
para el caso de género mayor a uno resultard un poco mas delicada. Lo anterior se debe a que
dos curvas esenciales orientadas en un toro se intersecan de la misma manera pero esto no
ocurre en género mayor a uno.

Elegir orientaciones fijas para « y . Posteriormente cada punto de a N 3 se signa ” +7 o
—7” dependiendo si la regla de la mano derecha de o a § senala al exterior de M o al interior
de M, respectivamente. Nétar que el Lema 2.1.5 implica que cada componente de la frontera
de P es paralela a @ en F'y que por lo tanto tiene sentido la siguiente:

9

Definicién 2.3.2. Oriente cada componente de OP de acuerdo con la orientacion inducida
por « y signe cada x € IP N OQ con la regla de la mano derecha. Tal signado se denotard por

c(x).
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Noétese que debido a que las curvas son separantes los signos alternan y por lo tanto en
cada vértice 0, P las etiquetas con signos aparecen como:

+1,4+2,...,4+q¢,—q,...,—2,—1
repetidas A(a, 3)/2 veces (ver Figura 2.7).

Figura 2.7: Etiquetas signadas en los vértices 9, P y 9, P.

Ahora se signan los vértices de I'p. Sea P x [0,1] una vecindad regular de P en M y sean
Pt =Px {1}y P~ = P x {0} que se eligen al fijar alguna de las dos elecciones posibles. Para
cada u y j tales que 1 <u <py1l<j<qgseacunacomponente de 9,P x [0,1] N 9;Q con la
orientacién inducida por 9;Q).

Definicion 2.3.3. Con la notacion anterior se define el signo del vértice 0, P, denotado por
s(u), de la siguiente manera:

(1) Sic intersecta O, P en un punto” +" entonces s(u) = + (respec. s(u) = —) si la direccion
de ¢ va de PT a P~ (resp. de P~ a PT).

(2) Sic intersecta 0, P en un punto” =" entonces s(u) = + (respec. s(u) = —) si la direccion

de ¢ va de P~ a P* (resp. de PT a P™).

Notese que la definicién anterior es independiente de las elecciones de ¢ y j ya que cada
componente de 0@ tiene la misma direccion que [ sobre F'. Ademds, de manera ansloga se
pueden signar los vértices 9;Q) en I'g.

Por otra parte ya que M es orientable entonces 0, P y 0, P tienen la misma direccién en P
cuando 9, P y 0, P tiene el mismo signo. Esto significa que las etiquetas

+1,4+2,...,4q¢,—q,...,—2,—1

en 0,P y 0,P aparecen en la misma direccién en I'p. De la misma forma las etiquetas
+1,42,...,4+q,—q,...,—2,—1 aparecen en direcciones opuestas cuando 0, P y J,P tienen
diferente signado (ver Figura 2.8).

Definicion 2.3.4. Las etiquetas en los extremos de las aristas de I'p con los signos definidos
anteriormente c(x)i se denominan etiquetas Tipo A.

El signado anterior de etiquetas y vértices induce la siguiente restriccion sobre las graficas
I'p y I'g (ver Figura 2.9):

Lema 2.3.1 (Regla de paridad A-[9]). Sea e una arista de T'p con extremos de = xUy. Si los
extremos tienen etiquetas (u,i) y (v, j), respectivamente, entonces se tiene la siguiente igualdad
de signos:

s(1)s(d)s(u)s(v)e(x)e(y) = -
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Figura 2.8: Etiquetas Tipo A en vértices de signo opuesto.

Demostracion. Recuerde que el signo de interseccién de un punto entre las componentes de las
fronteras de P y @ esta descrito via vectores normales. Luego no es dificil covencerse que el
signo de interseccién del punto x y del punto y estdn descritos de manera equivalente por los
productos —c(x)s(u)s(i) y —c(y)s(v)s(j), respectivamente. Por lo tanto el resultado se deduce
del hecho que los extremos de un arco de interseccién deben unir puntos de interseccién con
signo opuesto. O

Figura 2.9: Regla de Paridad A.

Ahora, se define un nuevo tipo de etiquetas sobre los vértices de I'p con el objetivo de
simplificar un poco la notacién del Lema 2.3.1 y sin perder demasiada informacién para que
las etiquetas +1,42,...,+q, —q,...,—1 aparezcan en la misma direccion en todos los vértices
de T’ P!

Definicion 2.3.5. Sea e una arista de I'p con extremos e = x Uy donde = estd etiquetado
con (u,i). Se define la etiqueta Tipo B de x mediante g(x)i donde g(z) = c(z) x s(u) € {x}.

De esta manera en los vértices positivos de I'p las etiquetas permanecen invariantes y en los
vértices negativos a todas las etiquetas se les cambia de signo. Esto implica que con etiquetas
Tipo B en todos los vértices de I'p las etiquetas se veran igual al leerlas en la misma direccién
(ver Figura 2.10). Sin pérdida de generalidad, se acordara la siguiente convencién a lo largo de
toda la tesis:

Convencion 1. Las etiquetas +1,+2,...,+q,—q,...,—2,—1 Tipo B aparecen en el sentido
de las manecillas del reloj en cada vértice de I'p.

Un resultado que se obtiene como consecuencia de las etiquetas Tipo B, que no es valido
para etiquetas Tipo A, y que serd usado mds adelante para detectar colecciones de lazos en I'g
es el siguiente:

Lema 2.3.2. Sean > 1y sea S ={e; : i = 1,...,n} una coleccion de aristas paralelas en
I'p. Si una de las aristas de S tiene etiquetas Tipo B que solo difieren en signo en sus dos
extremos, es decir, existe e; € S tal que Oe; = (+k) U (—k), entonces cada arista de S tiene la
misma propiedad y por tanto representan lazos en I'g.
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Figura 2.10: Etiquetas Tipo B en vértices de signo opuesto.

Demostracion. Es inmediato de la definicién de las etiquetas Tipo B y de la convencién 1 (ver
Figura 2.11).

Figura 2.11: Colecciones de lazos.

O

En la prueba del Teorema principal de este trabajo, es decir, del Teorema 10, usualmente
se usard etiquetas Tipo B en una de las gréficas I'p o I'g. Posteriormente se notard que debido
a que los argumentos son simétricos en ambas graficas ya que dependerdn de su numero de
agujeros entonces usualmente sera I'p la cual tenga etiquetas Tipo B. Si bien el Lema 2.3.2
serd util en capitulos posteriores para detectar colecciones de lazos en I'p, mas adelante las
etiquétas Tipo B seran ttiles para detectar colecciones de ciclos esenciales de longitud dos en
I'g (ver Lema 4.1.1).

Ahora se utilizan las etiquetas Tipo B para introducir un concepto que serd de suma
importancia cuando alguno de los toros con agujeros, P o (7, tengan exactamente tres agujeros.
Supodngase que las etiquetas en los extremos de las aristas de I'p son de Tipo B. Una arista
de I'p se denomina z-arista si tiene etiqueta x en uno de sus extremos. Denotar por I'; a la
subgrafica de I'p inducida por todas las z-aristas.

Definicién 2.3.6. Un ciclo en I'p se denomina ciclo virtual de Scharlemann si acota un disco
cara en I'p.

Noétese que la convencién 1 implica que cada arista de un ciclo virtual de Scharlemann tiene
el mismo par de etiquetas Tipo B. Este par de etiquetas sin considerar signos se denomina el
par de etiquetas del ciclo virtual de Scharlemann.

Definicién 2.3.7. Un ciclo virtual de Scharlemann o con par de etiquetas (z,y) se denomina
ciclo de Scharlemann si x # y. El nimero de aristas de un ciclo de Scharlemann o se denomina
la longitud de o. Un ciclo de Scharlemann de longitud dos se denomina S-ciclo.

Noétese que un ciclo virtual de Scharlemann es un ciclo de Scharlemann o tiene par de
etiquetas (1,1) o (g,q) (ver Figura 2.12).
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2

Figura 2.12: Ciclos virtuales de Scharlemann.

Se finaliza la seccion con la lista de las restricciones o propiedades mas importantes que
satisfacen las gréaficas I'p y I'g, adicionales a las ya descritas en el Lema 2.2.2, que constituyen
la base de la técnica de las graficas de interseccion con etiquetas:

Lema 2.3.3 (][9], [10]). Sea M simple y F una componente de OM de género al menos dos. Si
a y B son dos pendientes separantes en F' tales que M|a] y M[B] son toroidales, O-irreducibles
y no anulares entonces:

(1) Si e es una arista de I'p con extremos Oe = x Uy tal que los extremos tienen etiquetas
(u,i) y (v,7), respectivamente, entonces se cumple la siguiente igualdad de signos:

5(1)s(j)g(x)g(y) = —1.

(2) Cada arista de I'p tiene diferentes etiquetas Tipo B en sus dos extremos.

(8) Si D es un disco cara de un ciclo de Scharlemann o en T'p entonces 0D induce una curva
esencial en I'g.

(4) SiTp contiene un ciclo de Scharlemann entonces Q es separante.

(5) Si S = {e1,...,en} es una coleccion de aristas paralelas en T'p con n > q entonces S
contiene un S-ciclo o induce una coleccion de n lazos en I'g.

Demostracion. (1) Es inmediato del Lema 2.3.1 y de la definicién de etiquetas Tipo B.

(2) Es inmediato de (1) ya que si e es una arista de I'p con extremos = e y que tienen
etiquetas (u,i) y (v,4), respectivamente, entonces s(i)s(i)g(x)g(y) = —1. Por lo tanto g(z) #
9(y). )

(3) Supédngase que D no induce una curva esencial en I'g. Entonces existe un disco B C @)
que la contiene. Supdéngase que o tiene tiene par de etiquetas (t,t+1) y sea H; la parte de la 2-
asa Dy, x [0, 1] limitada por los vértices ¢ y t+ 1. Entonces una vecindad regular de BUH;UD en
M [f] es un espacio lente menos una 3-bola (ver Figura 2.13). Luego ya que M|f] es irreducible
implica que M|[f] es un espacio lente lo cual contradice que M[j] tiene frontera.

(4) Supdngase que Q) es no separante y sea o un ciclo de Scharlemann de I'p con par de
etiquetas (t,t + 1). Sea D el disco cara acotado por o y sea Ay ;41 el anillo acotado en F' por
las componentes consecutivas 0,Q y 0;+1Q de 0Q. Luego Sy = Q U A; 441 es una superficie de
género 2 no separante en M tal que int(D)NS; es vaclay 0D C S; (ver Figura 2.14). Al cortar
S; con D se obtiene un nuevo toro con agujeros 1 el cudl tiene dos componentes en la frontera
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Hy

\ /i [
; 0

Figura 2.13: Espacio lente con un agujero N(B U H; U D) en M[f].

menos que Q. Posteriormente al rellenar los agujeros de T en M|[S] se obtiene un toro T no
separante el cual es esencial por el Lema 2.1.2. Esto contradice la minimalidad del nimero de
agujeros de Q.

Figura 2.14: Superficie de género dos Sy = Q U Ay 41.

(5) Supdngase que cada arista e; tiene etiquetas en sus extremos de; = z; Ll y; tal que z;
corresponde al vértice 9, P y y; corresponde al vértice 0, P. Ya que n > ¢ entonces existe x, = v
para alginos a y b tales que 1 < a < ny 1l <b<n. Sin pérdida de generalidad, supéngase
que a < b. Notese que (2) implica a < b. También, la Convencién 1 implica Zqy; = Yp—j-
Ahora bien, se pueden presentar dos casos. Caso uno: b — a es par. Ya que a + (b —a)/2 =
(a+b)/2=0b—(b—a)/2 entonces j = (b—a)/2 implica x,1; = yp—;, es decir, la arista e(,14)/2
tiene las mismas etiquetas en sus extremos lo cual contradice (2). Por lo tanto este caso no
sucede. Caso dos: b — a es impar. Entonces las igualdades (a +b—1)/2 =a+ (b—a —1)/2,
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(a+b+1)/2=a+(b—a+1)/2 y la Convencién 1 implican que Z(q45-1)/2 = Y(a+b+1)/2 ¥
T(atb11)/2 = Y(at+b—1)/2- Por lo tanto las aristas eqp41)/2 ¥ €(ayp-1)/2 acotan un ciclo virtual
de Scharlemann o. Finalmente, aplicar el Lema 2.3.2 en caso que el par de etiquetas de o sea

(1,1) o (g,9).
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Capitulo 3

Graficas Reducidas en toros

Este Capitulo clasifica graficas reducidas en los casos cuando los toros con agujeros P =
PNMy Q= Qn M tienen una, dos o tres componentes en la frontera. Esta clasificacién
se aplicard en los Capitulos 4, 5 y 6 para probar las cotas propuestas del Teorema 10 con
las hipotesis anteriores respecto del nimero de agujeros. También, se desarrolla la técnica
de los ciclos de Scharlemann los cudles seran de fundamental importancia cuando uno de
los toros anteriores tenga exactamente tres agujeros. Lo anterior se debe a que bajo ciertas
hipétesis es posible acotar A en términos del nimero de ciclos de Scharlemann (ver Lema
3.2.4). Finalmente, como una aplicacién se prueba el Teorema 10 cuando la frontera F' de la
3-variedad simple M tiene género al menos 3 y uno de los toros anteriores tiene 3 agujeros (ver
Corolario 3.2.5). Para una gréfica I' se denotard por V, E'y F el nimero de vértices, nimero
de aristas y nimero de discos cara, respectivamente.

3.1. Graficas reducidas con a lo mas tres vértices

En esta seccién se repasan las muy conocidas clasificaciones de gréaficas reducidas en toros
con uno y dos agujeros. Posteriormente, se clasifica una de estas graficas reducidas para toros
con tres agujeros con ciertas hipotesis adicionales que sera util mas adelante.

Definiciéon 3.1.1. Dos grdficas I'y y I's en un toro T se denominan equivalentes, denotado
por I'y 2 Ty, si existe un homeomorfismo f: T — T tal que f(I'y) = Ts.

Definicion 3.1.2. Sea I una grdfica en un toro T'. Se define la grdfica reducida de I', denotada
por I', como la grdfica obtenida al identificar cada coleccion de aristas paralelas de I' a una
unica arista.

El siguiente resultado sera 1til tanto para estimar el nimero de aristas como la valencia
que pueden tener los vértices de una grafica reducida en un toro:

Lema 3.1.1. Sea I' una grdfica encajada en un toro T con V wvértices y E aristas. Si I' no
contiene discos cara de un lado y dos lados entonces E < 3V . Ademds, si la igualdad se cumple
entonces cada cara es un disco de longitud 3.

Demostracion. Sea F' el nimero de discos cara de I" en el toro. Ya que cada disco cara tiene al
menos 3 aristas entonces 3F < 2F. Entonces tomando la suma sobre las caras C de I' se tiene
que:

0=x(T)=V—-E+> X(C)<V-E+F<V-E+2E/3=V —E/3.

31
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donde la primera desigualdad es estricta si hay caras que no son discos. Finalmente, si £ = 3V
entonces las desigualdades previas son igualdades y por lo tanto 3F' = 2FE. Esto implica que
cada cara es un disco de longitud 3. O

El siguiente resultado sera usado varias veces a lo largo de la tesis para acotar la distancia
A(a, ) ya que cada vértice de I'p tiene valencia Agq.

Lema 3.1.2 ([3]). Sea I una grdfica en un toro tal que T’ no tiene discos cara de un lado. Si
existe un entero positivo n tal que la valencia de cada vértice de I' es mayor que 6n entonces
I" tiene una coleccion de n + 1 aristas paralelas.

Demostracion. Sean V., E y F el nimero de vértices, aristas y discos cara de I' en el toro,
respectivamente. Considere primero el caso n = 1 y supéngase que I no tiene aristas paralelas.
Entonces cada disco cara tiene al menos 3 aristas de donde 3F' < 2E. Ya que cada vértice tiene
valencia mayor a 6 entonces 6V < 2FE. Luego tomando la suma sobre las caras C' de I se tiene
que:

0=x(T)=V—-E+> x(C)<V-E+F<E/3-E+2E/3=0,

lo cual es una contradiccién.

Para el caso general si [" no tiene una coleccién de n+ 1 aristas paralelas entonces considere
la grafica reducida I'. Cada vértice de I' tiene valencia > 6n/n = 6. Entonces por el caso
anterior I tiene aristas paralelas lo cual es una contradiccion. O

Los siguientes dos Lemas son resultados bien conocidos para graficas reducidas en toros con
una y dos componentes en la frontera razén por la cual Unicamente se bosquejan de manera
breve sus demostraciones.

Lema 3.1.3 ([3]). Si P tiene una sola componente en la frontera entonces la grdfica reducida
I'p es una subgrdfica de la grdfica de la Figura 3.1.

Demostracion. El Lema 2.2.2 (1) y el Lema 3.1.1 implican E(I'p) < 3. Cortando por una de
las curvas esenciales la cual es un lazo se obtiene un anillo de donde el resultado es claro. O

Figura 3.1: Gréfica reducida I'p con un vértice.

A continuacién se introduce algo de notacién. Si I' es una subgréfica en un toro tal que
[ es una subgréfica de la grafica de la Figura 3.1 entonces I' estd totalmente determinada
por la terna (wq,ws,ws) de enteros no negativos que describen el nimero de aristas en cada
clase de paralelismo. Asi, I' = H(w;, w2, w3) como se describe en la Figura 3.2. Nétese que
H(wy,wsy,ws) es invariante bajo permutaciones de las w;.
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Figura 3.2: T'= H (w1, ws, ws).

Lema 3.1.4 ([3]). Si P tiene exactamente dos componentes en la frontera entonces la grdfica
reducida I'p es una subgrdfica de la grdfica de la Figura 3.3.

Demostracion. Sean ¢y j los dos vértices de I'p. Nétese que como los vértices ¢ y j tienen
la misma valencia Aq entonces el nimero de lazos en i coincide con el nimero de lazos en j.
También, el Lema 2.2.2 (1) implica que si ['p tiene lazos entonces tiene un lazo en cada vértice.
Por lo tanto la prueba se puede dividir en dos casos. Caso uno: I'p tiene lazos. Cortando por
uno de los lazos en P se obtiene un anillo. Caso dos: T'p no tiene lazos. Cortando por dos aristas
de I'p si es que existen también se obtiene un anillo. Finalmente, al considerar las aristas que
pueden anexarse a cualquiera de los anillos anteriores se obtiene el resultado.

O

Figura 3.3: Gréfica reducida I'p con dos vértices.

Similarmente, si I' es una subgréfica de la gréfica de la Figura 3.3 entonces I' estd total-
mente determinada por la quintupla (wy, we, w3, wy, ws) de enteros no negativos que describen
el nimero de aristas en cada clase de paralelismo como en la Figura 3.4. Por lo tanto se
usard la notacién I' = G(wy,wq, ws, wy, ws). Vale la pena destacar, que solo se usardn cinco
parametros para codificar la grafica anterior pues las graficas con las que se trabajan siem-
pre tienen la misma valencia en cada vértice. También, nétese que G(wi,wsa,ws, wy, ws) =
G(ws, wq, w1, wa, ws) = G(wy, w3, wy, w1, ws) = G(wg, w, wy, W3, Ws).
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Figura 3.4: T’ = G(wq, wy, w3, wq, ws).

Lema 3.1.5. Supongase que P tiene exactamente tres componentes en la frontera. St su grdfica
reducida I'p no tiene discos cara de un lado, no tiene lazos y cada vértice tiene valencia 6
entonces I'p es la grafica ilustrada en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Gréfica reducida I'p con tres vértices.

Demostracion. Supéngase que V' y E denotan el niimero de vertices y aristas de I'p. Ya que
cada vértice tiene valencia 6 entonces 2F = 18 de donde E' = 9. Sean {e1,...,eg} las aristas de
la gréfica reducida I'p y sean {i, j, k} sus tres vértices. Dendtese por f” la subgréfica inducida
por los vértices i y j. Entonces ya que cada vértice tiene valencia 6 y I' p no tiene lazos entonces
E(T g) = 3. Sean e1, e y e3 las aristas de F 9 Luego como I'p no tiene aristas paralelas entonces
e1 U eo induce una curva esencial en el toro P. Cortando el toro por dicha curva esencial se
obtiene un anillo con el vértice k en su interior y de nuevo ya que I'p no tiene aristas paralelas
la arista es tiene dos opciones las cuales se muestran en la Figura 3.6.

Sin embargo, dado que las graficas de la Figura 3.6 son equivalentes bastard analizar la
primera configuracion de la Figura 3.6. Ahora bien, también se tiene que F (Flk) =3 ysieyg,es
y eg denotan las aristas de I’ 3@ entonces ya que I'p no tiene aristas paralelas la subgrafica T'**
queda determinada de manera tinica como en la Figura 3.7. Andlogamente, E(T'7*) = 3 y si er,
es v eg denotan las aristas de T7* entonces T7* queda determinada de manera tnica como en
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Figura 3.6: Dos opciones para la arista e3 de I'V.

la Figura 3.7.

Figura 3.7: f% y fff determinadas de manera tnica.

O

De nuevo, si I es una subgréfica de la grafica de la Figura 3.5 entonces I' estd determinada
por la sucesién (wy,ws,. .., wy) de enteros positivos que describen el nimero de aristas en cada
clase de paralelismo como en la Figura 3.8. En este caso se usard la notacién I' = R(wy, ..., wy).

3.2. Toro con tres agujeros

En esta seccién se desarrolla la técnica de los ciclos de Scharlemann que resultard muy 1itil
cuando un toro tenga exactamente tres agujeros. Por lo tanto supéngase que el toro esencial
Q = M N Q tiene tres agujeros. Sea o un ciclo de Scharlemann en I'p con par de etiquetas
(t,t+1). Dendétese por As ;41 el anillo en F' acotado entre las componentes consecutivas 9;Q y
0i+1@Q de 0Q). Entonces S; = Q U Ay 441 es una superficie de género dos con un tnico agujero
para cada t = 1,2. Nétese que ¢ = 3 implica que el par de etiquetas de o es (1,2) o (2,3) y
que la convencién 1 implica que las etiquetas:

+1,42,43,-3,-2,—1
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Figura 3.8: T' = R(wy,ws,...,wy).

aparecen en sentido horario. Los siguientes resultados exploran las consecuencias de que la
grafica I'p tenga ciclos de Scharlemann con mismo par y distinto par de etiquetas, respectiva-
mente.

Lema 3.2.1. Sea ¢ = 3 y supdngase que I'p contiene dos ciclos de Scharlemann oy y oo con
el mismo par de etiquetas (t,t + 1). Entonces:

(1) Si Dy y Do son los discos cara acotados por o1 y o2, respectivamente, entonces 0Dy y
0Dy son curvas paralelas en Sy = Q U Ay 4415

(2) o1 y oy tienen la misma longitud.

Demostracion. (1) Nétese que 0Dy y D3 intersecan al corazén del anillo A4y en la misma
direccién. Por lo tanto, D1 y 0Dy son curvas no separantes y disjuntas en la superficie de
género dos con un agujero Sy = QU A ¢41. Si 0Dy y D2 no son curvas paralelas en S; entonces
no son homotoépicas en S;. Si T es la superficie obtenida a partir de Sy después de hacer cirugia
usando D7 entonces T' es un toro en M con una sola componente en la frontera paralela a f.
Ahora bien, se pueden presentar dos casos. Caso uno: 9Dy es no separante en 1'. Al aplicar
cirugia a T usando D5 se obtiene un disco esencial en M. Caso dos: 0D es separante en T'. Ya
que no es paralela a 9D entonces 9Dy no es trivial en T'. Luego al aplicar cirugia a T usando
D> se obtienen dos componentes, una de las cudles es de nuevo un disco esencial en M. Por lo
tanto, en ambos casos se contradice que M es simple.

(2) Es consecuencia inmediata de (1) ya que si no tienen la misma longitud entonces 9D,
y 0Dy no son curvas paralelas en S;. O

Lema 3.2.2. Sea q = 3 y supdngase que I'p contiene dos ciclos de Scharlemann o1 y oo con
distinto par de etiquetas. Entonces:

(1) F tiene género dos;

(2) si o1 y oy son S-ciclos entonces todos los ciclos de Scharlemann de T'p son S-ciclos;
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(3) si o1 y o2 son S-ciclos y I'qg = R(ws,...,wy) (ver Figura 3.8) entonces las 4 aristas
de los dos S-ciclos de la coleccion se identifican con aristas de 4 colecciones de aristas
paralelas consecutivas alrededor del vértice 2 de I'q.

Demostracion. (1) Supéngase que I'p tiene dos ciclos de Scharlemann oy y oy con par de
etiquetas (1,2) y (2,3), respectivamente. Sean Dy y D los discos cara que acotan o1 y oo,
respectivamente. El Lema 2.3.3 (4) implica que Q separa M[5] en dos componentes irreducibles
My y Ms con frontera. Supéngse que D1 C My y Dy C Ms. Si T3 es la superficie obtenida a
partir de S1 = Q U Ay o después de hacer cirugia usando D; entonces T es un toro en M con
una sola componente en la frontera paralela a 3. Sea Ty el toro inducido por T al tapar 917 con
un disco en M|[f]. Ya que 71 no es esencial entonces 7} es compresible o paralelo a la frontera
en M[5]. Si T es compresible en M; entonces acota un toro sélido ya que M; es irreducible.
Sin embargo, esto contradice que M 3] tiene frontera. Por lo tanto, Ty es paralelo a la frontera.
Anidlogamente, al cortar So = @ U Ay 3 por el disco Dy se obtiene un toro incompresible Ty
en M|B] paralelo a la frontera. Finalmente, si F' tiene género al menos tres entonces al menos
uno de los dos toros anteriores no es paralelo a la frontera lo cual es una contradiccién. Asi, I
tiene género dos.

(2) Si o es un ciclo de Scharlemann de I'p entonces ¢ = 3 y el Lema 3.2.1 (2) implican que
o es un S-ciclo.

(3) Supdngase que las aristas de los S-ciclos no se identifican con aristas de 4 colecciones
de aristas paralelas consecutivas alrededor del vértice 2 en I'g. Sin pérdida de generalidad,
supongase que estas colecciones de aristas paralelas estan representadas por wy, ws, wg y ws
en I'g como se ilustra en la Figura 3.9. Ya que F' tiene género 2, entonces (1) implica que los
toros incompresibles T} y T5 son paralelos a la frontera. Esto implica que la curva esencial v en
Q ilustrada en la Figura 3.9 es paralela a curvas 7 y 72 en cada una de las dos correspondientes
componentes toroidales de la frontera de M[S]. Sea A el anillo inducido en M |[3] que conecta
las dos curvas 71 y 2. Entonces A es incompresible ya que los toros T y T son incompresibles.
También, A es 0-incompresible ya que 71 y 72 estdn en dos componentes toroidales distintas
de M[f]. Por lo tanto el Lema 2.1.3 implica que A es esencial en M 3], lo cual contradice que
es no anular. Asi, las aristas de los S-ciclos se identifican con aristas de 4 colecciones de aristas
paralelas consecutivas alrededor del vértice 2 en I'g.

Figura 3.9: T'g = R(wy, ..., wy).
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Corolario 3.2.3. Si g = 3 entonces se cumple lo siguiente:

(1) cada coleccion de aristas paralelas de I'p contiene a lo mds dos S-ciclos y si contiene dos
son de distinto par de etiquetas;

(2) si U'p tiene al menos 7 aristas paralelas entonces I'p tiene dos S-ciclos con distinto par
de etiquetas y F' tiene género dos;

(3) si I'p tiene una coleccion de 9 aristas paralelas entonces es alguna de las dos colecciones
tlustradas en la Figura 3.10. En particular, cada coleccion de 8 aristas paralelas de I'p se
puede obtener de alguna de las colecciones ilustradas en la Figura 3.10 al eliminar alguna
de las aristas de mas afuera;

Figura 3.10: Colecciones de 9 aristas paralelas entre vértices del mismo signo.

(4) si I'p tiene una coleccion de 9 aristas paralelas entonces I'g = R(wy, ..., wy).

Demostracion. (1) Supéngase que existe una coleccién de aristas paralelas que contiene tres
S-ciclos. Ya que ¢ = 3 entonces existen dos S-ciclos con el mismo par de etiquetas. Entonces
esto implica que el Lema 2.2.2 (2) y el Lema 3.2.1 (1) se contradicen.

(2) Sea C' = {eq,...,er} una coleccién de 7 aristas paralelas en I'p. El Lema 2.2.2 (2) y
el Lema 2.3.2 implica que ninguna arista de C' induce lazos en I'g. Entonces el Lema 2.3.3
(5) y ¢ = 3 implican que cada coleccién de 4 aristas paralelas consecutivas contiene un S-ciclo
entonces las colecciones C1 = {e1,...,e4} y Co = {ey,...,e7} contienen cada una un S-ciclo.
Finalmente el resultado se obtiene de (1) y del Lema 3.2.2 (1).

(3) Sea C' = {eq,...,e9} la coleccion de 9 aristas paralelas. Entonces (2) implica que C
contiene dos S-ciclos con distinto par de etiquetas. También, si e; es arista de algin S-ciclo con
i # {3,4,6,7} entonces C tendrd tres S-ciclos lo cual contradice (1). Esto implica que {es,e4}
y {es, er} acotan S-ciclos de donde se obtiene la clasificacién ilustrada en la Figura 3.10. Ahora
bien, si C' es una colecciéon de 8 aristas paralelas se puede repetir el argumento anterior para
determinar la posicién exacta de las aristas de los dos S-ciclos que contiene.

(4) Es inmediato de (3) y el Lema 3.1.5.

O

La siguiente definicién sera 1til en capitulos posteriores para buscar ciclos de Scharlemann
y posteriormente estimar cuantos existen.

Definicién 3.2.1. Sea 9, P un vértice de I'p y sea ¢ una componente de
Oy P — {extremos de aristas de T'p}.

La cerradura de ¢ en 0y P se denomina una esquina de 0, P. Una esquina de un disco cara con
etiquetas (+1,—1) o (+q,—q) se denomina esquina mala del disco cara.
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Lema 3.2.4. Sea ¢ = 3 y I'p con etiquetas Tipo B. Si I'g no tiene lazos y @) es separante
entonces se cumple lo siguiente:

(1) cada disco cara D de I'p acota un ciclo de Scharlemann o contiene esquinas malas.

(2) cada disco cara de longitud a los mds 3 contiene a lo mds una esquina mala,

(3) si N denota el nimero de ciclos de Scharlemann en I'p entonces

Ap < 2N + 2p,

(4) si todas las caras de I'p son discos de longitud a lo mds 3 entonces pA = 2N + 2p.

Demostracion. (1) Sean By W los dos lados de @ en M al ser separante. Entonces cada cara D
de I' p puede ser coloreada en negro o blanco dependiendo si D estd en B o W, respectivamente.
Supéngase que se tienen las siguientes contenciones de anillos A1 2 C B, As3 C Wy D C B.
Luego ¢ = 3 implica que cada esquina de D tiene etiquetas (+1,+2), (—1,—2) o (+3, —3). Ahora
bien, si D no contiene esquinas malas ya que I'p tiene etiquetas Tipo B y I'g no contiene lazos
es sencillo convencerse que D tiene en todas sus esquinas el mismo par de etiquetas (41, +2)
o (—1,—2) (ver Figura 3.11). Por lo tanto, D acota un ciclo de Scharlemann.

Figura 3.11: Discos cara sin esquinas malas.

(2) Si D es un disco con longitud a lo mas 3, ya que I'g no tiene lazos, entonces D contiene
a lo mas una esquina mala.

(3) Sean V, E y F el nimero de vértices, aristas y discos cara de I'p. Al tomar la suma
sobre todas las caras C de I'p se tiene que:

0=x(P)=V-E+» x(C)<V-E+F=FE-V<F

donde la desigualdad es estricta si hay caras que no son discos. También, se tiene que V = p,
E =3Ap/2 y por (1) F < N + pA ya que el niimero de esquinas malas en cada vértice de I'p
es A. Entonces:

A—2
p(3A—2) < 2N +2pA
pA < 2N +2p

(4) Es inmediato de (2) y (3) ya que las desigualdades anteriores son igualdades.
O

Definicion 3.2.2. Los discos cara de dos y tres lados en I'p se denominan bigonos y trigonos,
respectivamente.
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El siguiente resultado prueba el Teorema 10 cuando uno de los toros esenciales con agujeros
de la 3-variedad simple M contiene exactamente 3 agujeros y la frontera F' donde se pegan las
2-asas es de género al menos 3:

Corolario 3.2.5. Sea ¢ = 3. Entonces:
(1) Si A > 12 entonces I'p tiene dos ciclos de Scharlemann con distinto par de etiquetas.
(2) Si F tiene género al menos 3 entonces A < 10.

Demostracion. (1) Supéngase que I'p no tiene dos ciclos de Scharlemann con distinto par de
etiquetas. El Corolario 3.2.3 (2) implica que cada arista de la gréafica reducida I'p tienen peso a
lo més 6. Luego, ya que cada vértice de I'p tiene valencia 3A > 36 entonces cada vértice de I'p
tiene valencia al menos 6. Entonces el Lema 3.1.1 implica que cada vértice de I'p tiene valencia
6, E(T'p) = 3p, todas las caras de I'p son discos de longitud a lo més 3, todas las aristas de I'p
representan colecciones de 6 aristas paralelas y A = 12. Ya que todas las aristas de I'p tienen
peso 6 entonces I'g no tiene lazos y el Lema 2.3.3 (5) implica que I'p tiene exactamente 3p
S-ciclos con el mismo par de etiquetas. Luego el Lema 2.3.3 (4) y el Lema 3.2.4 (4) implican
Ap = 2N + 2p de donde N = 5p. Por lo tanto cada uno de los 2p trigonos acota un ciclo
de Scharlemann. Ademas, el Lema 3.2.1 (2) implica que el par de etiquetas de estos ciclos de
Scharlemann de longitud 3 es diferente al de los S-ciclos. Por lo tanto I'p tiene dos ciclos de
Scharlemann con distinto par de etiquetas.
(2) Supéngase A > 12. Entonces (1) y el Lema 3.2.2 (1) implican que F' tiene género dos.
O

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para encontrar una cota preliminar
para A si ¢ = 3 y la frontera F' donde se pegan las 2-asas es de género al menos 2:

Lema 3.2.6. Sea q = 3 y supdngase que I'g no tiene lazos. Entonces se cumple que:

(1) Cada disco cara D de longitud n rodeado inmediatamente por un ciclo en I'p que no
contiene esquinas malas acota un ciclo de Scharlemann de longitud n.

(2) Si A > 6 entonces I'p tiene un ciclo de Scharlemann y pA < 2N + 2p donde N denota
el nimero de ciclos de Scharlemann en I'p. Ademds, si todas las caras de I'p son discos
de longitud a lo mas 3 entonces pA = 2N + 2p.

(3) SiT'p tiene dos S-ciclos con distinto par de etiquetas entonces A < 14 y F' tiene género

2.
Demostracion. (1) Sean ey, ..., ey, las aristas en la frontera del disco cara D de longitud n en
I'p y sean é4,...,¢é, las aristas tales que é; es adyacente a e;. Ya que ¢ = 3 y D no contiene

esquinas malas entonces cada esquina tiene una etiqueta +2 o —2. Se afirma que todas las
esquinas tienen etiqueta +2 o todas las esquinas tienen etiqueta —2. De lo contrario, existen
aristas e; y e;41 con etiquetas en sus extremos como se ilustra en la Figura 3.12 ya que I'g
no tiene lazos. Sin embargo, ya que I'p tiene etiquetas Tipo B, los vértices tienen el mismo
signo lo cual implica que alguna de las aristas é; o é;41 induzca un lazo en I'g, lo cual es una
contradiccién.

(2) Supéngase que I'p no tiene ciclos de Scharlemann. Entonces el Lema 2.3.3 (5) implica
que cada arista de I'p tienen peso a lo mds 3. Luego, ya que cada vértice de I'p tiene valencia
3A > 18 entonces cada vértice de I'p tiene valencia al menos 6. El Lema 3.1.1 implica que
cada vértice de I'p tiene valencia 6, E(I'p) = 3p, todas las caras de I'p son discos de longitud
a lo méas 3, todas las aristas de I'p representan colecciones de 3 aristas paralelas y A = 6.
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Figura 3.12: n-disco cara rodeado por un ciclo en I'p.

Luego, si V, E y F denotan el ntiimero de vértices, aristas y discos cara de I'p se tiene que
0=V —-—E+F=p—3p+ F. Entonces F' = 2p y ademés I'p tiene Ap = 6p esquinas malas.
Ahora bien, ya que I'g no tiene lazos entonces cada bigono tiene exactamente un esquina mala.
Asi, ya que I'p tiene 6p bigonos entonces los trigonos no tienen esquinas malas. Entonces (1)
implica que cada trigono acota un ciclo de Scharlemann de longitud 3. Por lo tanto I'p tiene
un ciclo de Scharlemann y el Lema 2.3.3 (4) implica ) separante. Finalmente aplicar el Lema
3.2.4 (3)-(4).

(3) El Lema 2.3.3 (4) implica @) separante. También, el Lema 3.2.2 (2), Corolario 3.2.3 (1)
y el Lema 3.1.1 implican N < 2(3p). Entonces, el Lema 3.2.4 (3) implica:

A 14.

§2N+2p§2(6p)+2p:
p p

Finalmente, el Lema 3.2.2 (1) implica que F' tiene género 2. O
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Capitulo 4

Prueba del Teorema 10

Este capitulo representa el corazén de todo el trabajo. La razén es que en éste se establece
cual sera la estrategia que se seguira a lo largo de toda la tesis para conseguir la prueba del
Teorema 10 y de hecho se muestra la prueba completa al final del capitulo. La prueba se divide
esencialmente en dos casos. El primer caso es el caso genérico, es decir, cuando la 3-variedad
simple M contiene dos toros esenciales con al menos tres agujeros. El segundo caso es cuando
alguno de los toros anteriores con agujeros tiene a lo mas tres agujeros.

4.1. Caso genérico: prueba del Teorema 10si p >3y ¢ >3

El objetivo de esta seccién es probar el caso genérico. Recuerde que Q es el toro esencial
contenido en M{j] tal que su interseccion con la 2-asa Hg es minima y que 01Q,...,0,Q son
las componentes en la frontera del toro esencial con agujeros ) = Q N M. Anéalogamente,
considerando la 2-asa H,, que se pega a M para obtener M [a] se obtiene otro toro esencial con
agujeros P = PnM y OiP,...,0,P denotan sus componentes en la frontera. La interseccién PN
() define dos graficas con etiquetas, I' p sobre P y I'g sobre Q En este capitulo serd conveniente
asumir que los extremos de las aristas en I'p tienen etiquetas Tipo B.

Lema 4.1.1. Supdngase que I'p tiene etiquetas Tipo B y que ¢ > 1. Si I'p contiene 2q aristas
paralelas entonces esta coleccion se identifica en I'g con q ciclos esenciales de longitud 2 en el
toro Q

Demostracion. Dendtese por ey, ..., ez, la coleccion de 2g-aristas paralelas consecutivas entre
los vértices 0, Py 0, P en I'p, donde cada arista tiene etiquetas en sus extremos de; = x;y;. Por
comodidad sera conveniente cambiar las etiquetas +1,...,4+q, —q, ..., —1 por las nuevas etique-
tas +1,...,4+¢,+(¢g+ 1), +(¢ + 2)...,+(2q), respectivamente. Asi, solamente se re-etiquetan
las ultimas g etiquetas para que todas seas positivas. Esto implica que la coleccion de 2¢-
aristas paralelas induce una permutacién o sobre el conjunto {1,2,...,2¢q} definida mediante
o(x) =y si (x,y) es un par de etiquetas para los extremos de la arista e;. Por lo tanto exis-
te alguna constante k tal que o(z) = —x + k(mod 2¢) para cada = € {1,2,...,2q}. Luego
o(x) +x = k(mod 2q) y 0%(z) + o(z) = k(mod 2¢) implican o(z) +z = 0%(z) + o(z)(mod 2q).
Por lo tanto o?(x) = x para cada x € {1,2,...,2q}. Entonces de existir una arista e; con
pareja de etiquetas en los extremos (x,0(z)) existe otra arista con pareja de etiquetas en los
extremos (o(z),z). Por otra parte, el Lema 2.3.3 (2) implica o(x) # x. También, el Lema 2.3.2
y el Lema 2.2.2 (2) implican o(x) # —z ya que ¢ > 1. Entonces o(z) # £+ y ninguna arista de
la, 2g-coleccién induce lazos en la gréafica I'g. Por lo tanto, la coleccién de 2g-aristas paralelas
puede ser dividida en g parejas de aristas con las mismas etiquetas en los extremos. Notese que

43
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cada una de estas ¢ parejas de aristas induce un ciclo de longitud 2 en el toro Q Finalmente, si
alguno de estos ciclos no es esencial en Q al aplicar argumentos de més adentro se contradice
el Lema 2.2.2 (2).

O

Sea I' una grafica en un toro y sean z,y vértices de I'. Se usard F(z,y) para denotar el
nimero de aristas en la grafica reducida I' que unen z e y. El siguiente resultado investiga el
ntimero més grande de aristas paralelas que las graficas I'p y I'g pueden poseer para que no
aparezcan anillos esenciales en la 3-variedad simple M.

Lema 4.1.2. Supoéngase que I'p contiene 2q + 1 aristas paralelas. Entonces ¢ =1 0o ¢ = 3.

Demostracion. Supéngase que I'p contiene 2g+ 1 aristas paralelas. Sin pérdida de generalidad,
asumir que las etiquetas en uno de los extremos de la coleccion de aristas paralelas esta dado
por +1,+2,...,4+¢q¢,—¢q,... —2,—1,4+1. Si ¢ > 1, el Lema 4.1.1 implica que la correspondiente
permutaciéon o, que proviene de las primeras 2q aristas paralelas, se divide en érbitas de longitud
dos que inducen ciclos esenciales de longitud dos en el otro toro Q y ademds o(z) # +x
para todos los vértices = de I'g, es decir, no inducen lazos en I'g. El Lema 2.2.2 (2) implica
E(z,0(z)) > 2 para cada vértice x de I'g y E(1,0(1)) > 3. Si ¢ = 2 se contradice el Lema
2.2.2 (2) al aplicar el Lema 3.1.4. Por lo tanto se puede suponer ¢ > 4. Cortando el toro Q
esencial de M[f], que minimiza su interseccién con la 2-asa Hg, a lo largo de dos aristas de
I, que unen los vértices 1 y | o(1) | se obtiene un anillo A con vértice z =| o(—1) | en su
interior (ver Figura 4.1). Ahora bien, ya que cada vértice estd en dos érbitas entonces el vértice
z es adyacente a al menos dos vértices. Se pueden presentar dos casos. Caso 1: el vértice z
es adyacente a un vértice z distinto de 1y | o(1) | (ver Figura 4.1). Caso dos: el vértice z
es adyacente a | o(1) | (ver Figura 4.2). En cualquier caso, ya que ¢ > 4, existe un vértice x
diferente de los vértices 1,| (1) | y | o(—1) |. Esto implica que el vértice x estd en un ciclo de
longitud dos que acota un disco. Finalmente, aplicando argumentos de més adentro, en caso
de ser necesario, es posible encontrar un ciclo de longitud dos que acota un disco cuyo interior
no contiene vértices de I'g lo cual contradice el Lema 2.2.2 (2).

Figura 4.1: z =|o(—1) |, w =|0o(1) | y 2 no adyacente a w.
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Figura 4.2: z =|o(-1) |, w=|o(1) | y z adyacente a w.

O

Proposiciéon 4.1.3. Asumiendo las hipdtesis del Teorema 10 se tiene que p > 3 y g > 3
implican A(a, 5) < 10.

Demostracion. Se procede por contradiccién. Si A > 12, entonces ya que cada vértice de I'p
tiene la misma valencia Agq, aplicando el Lema 3.1.2 con n = 2¢ a la grafica I'p, se deduce
que I'p tiene 2q + 1 aristas paralelas lo cual contradice el Lema 4.1.2. Por lo tanto se puede
suponer A = 12. Ya que ¢ > 3, el Lema 3.1.1 y el Lema 4.1.2 implican que cada coleccién de
aristas paralelas en I'p tiene exactamente 2¢-aristas paralelas. Esto implica que cada vértice
de la gréfica reducida I'p tiene valencia 6 y el Lema 3.1.1 implica E(I'p) = 3p. Ahora bien, ya
que el razonamiento anterior también se puede aplicar a la gréafica I'g, procediento de manera
andloga se puede concluir que E(Tg) = 3¢.

Ahora bien, el Lema 4.1.1 implica que cada coleccion de 2g-aristas paralelas en I'p se
identifica con ¢ ciclos esenciales de longitud dos en el toro esencial Q Se pueden presentar dos
casos para cada una de estas colecciones de 2¢g-aristas paralelas. Caso uno: los g ciclos esenciales
de longitud dos son paralelos en fQ. Entonces inducen la subgréfica ilustrada en la Figura 4.3.
Caso dos: los g ciclos esenciales de longitud dos no son paralelos I'g. Entonces existe un vértice,
digamos 1, que se encuentra en dos ciclos esenciales no paralelos de longitud dos. Cortando
el toro @ por estos dos ciclos esenciales se obtiene un disco con los restantes vértices en su
interior (ver Figura 4.4). Ya que ¢ > 3 entonces el vértice 4 debe ser adyacente a los vértices 2
y 3 por el Lema 4.1.1 ya que de lo contrario se contradice el Lema 2.2.2 (2). Esto implica que
q = 4 y que la subgréfica inducida es la ilustrada en la Figura 4.5. Por lo tanto, en cualquier
caso, cada una de estas colecciones de 2g-aristas paralelas induce en la gréfica reducida T'g la
subgrafica ilustrada en la Figura 4.3 o la subgréfica ilustrada en la Figure 4.5 con ¢ = 4, donde
las aristas del anillo se identifican para obtener el toro de la manera usual.

A continuacion se divide la prueba en dos casos: ¢ > 4y ¢ = 4. Caso 1: ¢ > 4. Entonces
cada coleccion de 2¢-aristas paralelas se identifica con ¢ ciclos esenciales de longitud 2 que son
paralelos en T'g. El Lema 3.1.1 implica que todos los ciclos de longitud 2 deben ser paralelos
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en T'g y que por lo tanto la gréfica reducida I'g es la grafica ilustrada en la Figura 4.3. Esto
implica que el nimero de aristas de I'g es 2¢ lo cual es una contradiccién. Por lo tanto este
€aso no ocurre.

Lo

Figura 4.3: ¢ ciclos esenciales de longitud 2 paralelos en T'g C Q

Caso 2: ¢ = 4. Si p > 4 entonces se puede repetir la idea del caso (1) para obtener contradic-
cion. Por lo tanto se puede suponer que p = 4. Aplicando el Lema 4.1.1, sea o la permutacién
inducida por la coleccion de 8 aristas paralelas en I'p que unen vértices del mismo signo. Ya
que esta coleccién se identifica con 4 ciclos esenciales de longitud dos en I' entonces es sencillo
ver que Unicamente existen dos posibles permutaciones: o1 = (1,2)(3,—1)(4,—2)(-3,—4) y
o9 = (—1,—-2)(—3,1)(—4,2)(3,4). Nétese que en ambas permutaciones los vértices 2 y 3 no son
adyacentes y que lo mismo ocurre con los vértices 1 y 4. Esto implica que el nimero de aristas
de fQ es 8. Pero esto contradice que fQ debe tener 12 aristas y ser la grafica ilustrada en la
Figura 4.6.

Figura 4.4: dos ciclos esenciales de longitud 2 no paralelos en fQ cQ.

O

Se concluye esta capitulo con el siguiente resultado que es consequencia directa de la prueba
de la Proposicién 4.1.3 y que sera de utilidad en los siguientes capitulos para obtener contra-
dicciones en los casos que hacen falta probar del Teorema 10.
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Figura 4.5: ¢ ciclos esenciales de longitud 2 no paralelas en f‘Q C Q

Figura 4.6: E(Tg) = 12.

47
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Lema 4.1.4. Siq > 3 y A(a, 8) = 12 entonces la grdfica reducida T es la grdfica ilustm_da
en la Figura 4.3 o la grafica ilustrada en la Figura 4.5. En particular, la grdfica reducida I'g
tiene 2q aristas.

4.2. Caso no-genérico: prueba del Teorema 10si p<30¢g< 3

En esta seccion se describe la prueba completa del Teorema 10 dejando los detalles de los
tres casos en que se divide el andlisis del caso no genérico para cada uno de los siguientes
tres capitulos posteriores. La Proposicién 4.1.3 permite organizar lo que resta de la prueba del
Teorema 10 en los siguientes tres casos:

s p=1lyqg=>1,
" p=2yq=>2,
= p=3yq=>3.

Como posteriormente se mostrard, resulta ser que el caso més delicado de analizar sera el
caso p = 1 = q con A(q, ) = 18 0 12. Aunque éstos casos seran combinatoriamente posibles
en el capitulo siguiente se probara que los dos casos anteriores no suceden bajo las hipétesis
adicionales 2 < g(F) < 7y 2 < g(F) < 3, respectivamente, donde g(F") denota el género de F'.
De hecho serd el 1inico caso en toda la tesis donde serd necesario utilizar la hipdtesis anterior
respecto del género en la frontera F' para poder probar el Corolario 1.0.2. Esto se debe a que en
los otros casos el andlisis se puede hacer independiente del género de la frontera. Se concluye
este capitulo con la prueba del Teorema principal de este trabajo

Demostracion del Teorema 10.

Demostracion. El Teorema 6 y el Teorema 7 implican que se puede suponer Ma] y M[f]
irreducibles. Sea H, la 2-asa que se pega a M para obtener M[a] y denote por 7, al corazén
de H,. Elegir un toro esencial P en M [a] tal que la interseccién en posicién general PN,
sea minima entre todos los toros esenciales en M[a]. El Lema 2.1.5 implica que el toro con
agujeros P = P N M es esencial y denote las componentes de P por 91 P, ... LOpP, p > 1
consecutivamente sobre M. Andlogamente, considerando la 2-asa Hg que se pega a M para
obtener M [(] se obtiene otro toro esencial con agujeros @) = QQM y denote las componentes de
0Q por 01Q,...,0,Q, ¢ > 1. Ahora isotope P y @) de modo que 9P y 0@ tengan interseccién
minima y P N @ consista inicamente de arcos y circulos esenciales en P y (). La interseccién
P N (Q define dos graficas con etiquetas, I'p sobre P y I'g sobre Q, donde no se consideran los
circulos, es decir, solo los arcos.
Ahora bien se pueden presentar cuatro casos.

1. Caso 1: p > 3 y g > 3. Se sigue de la Proposicion 4.1.3.
2. Caso 2: p=1y q > 1 (Capitulo 5). Este caso se divide en dos subcasos.

= Subcaso 1: p =1 = ¢. Se sigue del Lema 5.1.4.
= Subcaso 2: p =1y ¢ > 2. Se sigue de la Proposicién 5.1.9.

3. Caso 3: p=2y q > 2 (Capitulo 5). Se sigue del Lema 5.2.1.

4. Caso 4: p =3y q > 3 (Capitulo 6). Se sigue de la Proposicién 6.2.2.



Capitulo 5

Caso no genérico: p=1,2y qg>1

En este capitulo se estudia el caso p = 1y ¢ > 1 y posteriormente el caso p =2y q > 2.
Recuerde que pydq denotan el nimero de componentes en la frontera de los toros esenciales con
agujeros P = PnM vy Q= Q N M inducidos por los toros con interseccion minima PcM [a]
y Q C M|p], respectivamente. Dado que p =1 o p = 2 entonces el Lema 3.1.3 y el Lema 3.1.4
implican que I'p = H (w1, w2, w3) o I'p = G(w1, wy, w3, ws, ws), respectivamente. La notacién
g(F') se usara para denotar el género de F'.

5.1. Casop=1yqg>1

En toda la seccién se asumird que p = 1. Esto implica que las etiquetas +1 y —1 alternan
en los vértices de I'g. Sin embargo, para simplificar la notacién, solo se escribirdn los signos.
Nétese que el Lema 3.1.3 implica que I'p = H (w1, w2, w3), es decir, la gréfica ilustrada en la
Figura 3.2 con un tnico vértice y tres colecciones de aristas paralelas. El anédlisis de este caso
se subdivide de manera natural en cuatro subcasos: ¢ = 1, ¢ = 2, ¢ = 3y g > 4. Vale la
pena destacar que el subcaso p = 1 = ¢ serd el mas delicado y el Unico donde serd necesario
utilizar la hipétesis 2 < g(F') < 7 para eliminar distancia 18 y posteriormente usar la hipdtesis
2 < g(F) < 3 para eliminar distancia 12 (ver Lema 5.1.4). Esta es la razén clave por la cual la
conclusion del Teorema 10 estd dividido en tres partes.

Si e es una arista de I'p con etiquetas en los extremos = e y, dendtese por e* y e¥ estos
extremos, respectivamente. También, dendtese por (e”e¥), al arco en la tinica componente de
OP que va de e” a e¥ respecto de alguna orientacién y denétese por f(e®e¥) =| (e*e¥),NOQ | —2
al nimero de etiquetas sobre el arco (e*e?), — 2 (dependiendo de la orientacién elegida).

Lema 5.1.1. Seap=1,¢>1, 'p = H(w1,ws,w3) y e una arista de I'p con etiquetas en sus
extremos x e y. Entonces x =y si y sdlo si §(e®e¥) = 2qn — 1 para algin entero positivo n.

Demostracion. Alrededor del vértice de I'p = H (wy, w9, ws) las etiquetas con signos
+1,42,...,4+q¢,—q,...,—2,—1

se repiten A/2 veces. Por lo tanto, entre cualesquiera par de etiquetas iguales existen exacta-

mente 2g — 1+ 2gm = 2g(m + 1) — 1 etiquetas para algin m no negativo y viceversa. O

5.1.1. Subcasop=1y ¢<2

Se iniciara con el estudio del subcaso p = 1 = ¢. Entonces el Lema 3.1.3 implica que ambas
graficas, I'p y I'g, son de la forma H(w;,ws,ws). Ademés, el Lema 2.3.3 (2) implica que las
etiquetas en los extremos de cada arista de las graficas tienen diferente signo.
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Lema 5.1.2. Seap=1=q y sea I'p = H(wy,ws,ws3). Entonces
(1) w; <3,i=1,23;
(2) A > 8 implica wi = wy = w3 (mod 2).

Demostracion. (1) Es inmediato del Lema 2.2.2 (2) y del hecho que hay a lo més tres colecciones
de aristas paralelas en I'g.

(2) Sea {i,j,k} = {1,2,3}. Nétese que w; # 0 implica w; + wy par, pues de lo contrario
al aplicar el Lema 5.1.1 las aristas de la coleccion w; tendrian las mismas etiquetas en sus
extremos y esto contradice el Lema 2.3.3 (2). También, se tiene que w; + wg + w3 = A/2 > 4
de donde a lo més un w; es zero por (1). Caso uno: w; = 0 para algiun i = 1,2, 3. Entonces
w; # 0 implica w; + w, = wy, par y wy # 0 implica w; + w; = w; par. Caso dos: w; # 0 para
cada ¢ = 1,2, 3. Entonces w1 + ws, wo + w3 y w1 + w3 son pares y por lo tanto tienen la misma
paridad. O

En el siguiente resultado es necesario notar que la grafica H(3,3,3) tiene dos trigonos.

Lema 5.1.3. Seap=1=q, M simple y F una componente en la frontera de M de género al
menos 2. Si A =18 entonces I'p = H(3,3,3) =T'g y las aristas que vienen de los trigonos en
P son paralelas en I'g.

Demostracion. Sea I'p = H(wq,ws,ws). Ya que 2(w; + wy + w3) = Ag, el Lema 5.1.2 (1)
implica I'p = H(3,3,3). De manera analoga se prueba que I'g = H(3,3,3). Dendtese por
FE1,Es, ..., Egy las aristas de I'p enumeradas ciclicamente alrededor del tinico vértice como se
ilustra en la Figura 5.1. El Lema 2.2.2 (2) implica que cada una de las tres colecciones de aristas
paralelas X = {Ey, Fs, Es}, Y = {Ey, E5,FE¢} y Z = {E7, Es, Eg} determinan tres aristas en
la grafica reducida Tg.

Figura 5.1: I'p = H(3,3,3) =T.

Elegir dos colecciones fijas X y Y. Supdngase que {E,,,Ey, } v {Ey,, Ey,} son dos co-
lecciones de aristas paralelas en I'g donde {E;,,FE;,} C X y {E,,,Ey),} C Y. Sean Dp, y
Dp, discos (rectangulos) que realizan el paralelismo de las colecciones de aristas {Ey,, Ez,} vy
{E,,, Ey,} en P, respectivamente. Similarmente, sean Dg, y Dg, discos (rectangulos) que rea-
lizan el paralelismo de las colecciones {E,,, By, } vy {Eq,, £y, } en @, respectivamente. Entonces,
A= Dp UDg,UDp,UDg, es un anillo o una banda de Mobius propiamente encajado en M
(ver Figura 5.2). Si A es una banda de Mobius entonces sea N(A) una vecindad regular de A y
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considere M = N(A)U(M — N(A))y Ay = N(A)N (M — N(A)). Repitiendo las ideas del caso
uno del Lema 2.2.1 se concluye que A; es un anillo 0-compresible en M — N(A). Al usar un
disco 0-compresion para A; el Lema 2.1.3 implica que A; es paralelo a un anillo en la frontera
As. Luego ya que N(A) es un toro sélido, nétese que Az y el anillo Ay = ON(A) —intA; C F
tienen la misma frontera. Esto implica que F' = AU A3 es un toro lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto A es un anillo y ya que M es simple entonces A no es esencial.

¢ s - s s
Dp, Dp,
E,, E) B, E, E,,
Do, Do,
¢ s s s s

Figura 5.2: A= Dp, UDg, U Dp, U Dg, anillo o banda de Mobius.

Si A es 0-compresible sea D un disco de 0-compresion. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que el arco ¢; = D N A estd contenido en alguno de los discos Dp,, Dp,, Dg, 0 Dg,.
Esto implica que alguno de los toros esenciales con agujeros P o () es 0-compresible lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto A es d-incompresible y el Lema 2.1.3 implica que no es paralelo
a la frontera. Por lo tanto A es compresible y sus fronteras son curvas triviales en F' ya que M
tiene frontera incompresible.

Recuerde que 0P separa F' en dos componentes I} y Fs. Esto implica que ambas esquinas
de cada bigono en () estan en F; o Fy. Nétese que cada una de las componentes de la frontera
de A es la unién de dos arcos en 0P y dos arcos en Q) por construccién. También, cada uno de
estos arcos en J() contiene 1 o 2 esquinas dependiendo si D, es un bigono o la unién de dos
bigonos en (). Por lo tanto, los arcos inducidos desde 0@ esencialmente tienen dos posibilidades
dependiendo si contienen una esquina o dos esquinas. Luego, es sencillo convencerse que los
dos arcos inducidos desde 0@Q) contienen el mismo numero de esquinas, son paralelos y en caso
de contener una tUnica esquina estan en la misma componente F; o F5. Pues en caso contrario
al aplicar isotopias se puede reducir el nimero de puntos de interseccién entre 0P y 0Q) al usar
el disco en F' que cada componente de JA acota (ver Figura 5.3). Por lo tanto esencialmente
existen tnicamente dos posibilidades (salvo reflexiones) para las componentes en la frontera
del anillo A como se ilustra en la Figura 5.4. Ahora bien, ya que cada una de las dos esquinas
de cada bigono en (Q esta en diferente componente de 0A por construccién pero en la misma
componente I} o F5, entonces ambas fronteras de A son de Tipo I o ambas son de Tipo II,
donde los dos Tipos son como se definen en la Figura 5.4.

De manera totalmente andloga es posible encontrar otros dos anillos usando X y Y con
otros pares de aristas paralelas en I'g. Notese que cada pareja de estos tres anillos tiene un
disco en comun de () por construccién lo cual implica que sus fronteras tienen al menos un
arco en comun inducido por Q. Un argumento totalmente similar puede ser aplicado a las
parejas de conjuntos Y, Z y Z, X, respectivamente. Esto implica la existencia de otros seis
anillos en M con las mismas propiedades. Por lo tanto M contiene nueve anillos compresibles
y O-incompresibles.

Ahora, colorear cada disco cara en () de manera alternada en blanco y negro como se ilustra
en la Figura 5.1 y suponer que las esquinas blancas estan en F]. Ya que existen exactamente tres
bigonos blancos en () entonces existen a lo mas tres anillos con frontera trivial Tipo I contenida
en Fy (ver Figura 5.5). Andlogamente, ya que existen exactamente tres bigonos negros en )
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________

Figura 5.3: Reduciendo la interseccién entre 0P y 0Q).

a 11pO 1I

Figura 5.4: Clasificacién de fronteras triviales en F' de anillos d-incompresibles contenidos en
M.
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entonces existen a lo mas tres anillos con frontera trivial Tipo I contenida en F5. También,
va que () contiene exactamente tres rectangulos que vienen de unir dos bigonos con distinta
coloracion de manera consecutiva entonces existen a lo mas tres anillos con frontera trivial Tipo
II. Esto implica que estos nueve anillos son los nueve anillos compresibles y d-incompresibles
previamente contruidos.

Figura 5.5: Fronteras de tres anillos con frontera trivial en F}.

Por lo tanto, al dibujar las fronteras de los nueve anillos anteriores en F' sus fronteras tienen
que estar acomodadas como se ilustra en la Figura 5.6. N6tese que cada esquina en @ tiene signo
opuesto en sus extremos. Finalmente, los arcos inducidos desde 9Q) que contienen dos esquinas
consecutivas determinan las colecciones de aristas que son paralelas en I'g pues estas esquinas
vienen de bigonos adyacentes en ). Por lo tanto, ya que en la Figura 5.6 estdn denotados los 18
puntos de interseccién entre P y 9Q, es sencillo convencerse que las colecciones {Fy, Eg, Er},
{Es, Es, Eg} y {E3, E4, Eg} son paralelas en I'g de donde se obtiene el resultado ya que dos de
las colecciones anteriores vienen de trigonos en P.

Figura 5.6: Fronteras de los nueve anillos 0-incompresibles en M con frontera trivial en F.
O

Notese que la Figura 5.6 obtenida a partir del Lema 5.1.3 estd determinando cémo debe
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estar acomodada la pendiente [ en la frontera F de la 3-variedad simple M para el caso
p=1=¢q con A = 18. Lo anterior se debe a que los arcos de la figura anterior son parte de .

Lema 5.1.4. Seap=1=q, M simple y F una componente en la frontera de M de género al
menos 2. Entonces A(a, 5) =18, A, ) =12 0 A(a, 8) < 10. Ademds:

(1) si2 < g(F) <7 entonces A(a, B) # 18,
(2) si2 < g(F) <3 entonces Ao, B) # 12
(8) si2 < g(F) <3 entonces Ao, ) < 10

Demostracion. Sea I'p = H (w1, wz,ws3). Entonces 2(w; + we + w3) = Ay el Lema 5.1.2 (1)
implica w; < 3. Por lo tanto A < 18. Asi, inicamente resta eliminar los casos A = 16 y A = 14.

A = 16 es imposible. Ya que wy + wy + wg = 8, el Lema 2.2.2 (2) implica que la tnica
posibilidad es I'p = H(2,3,3) (mddulo permutaciones de las w;). Sin embargo, esto contradice
el Lema 5.1.2 (2).

A = 14 es imposible. Ya que w; + wy + w3 = 7, el Lema 2.2.2 (2) implica que las tnicas
posibilidades para I'p son H(2,2,3) y H(1,3,3). Notese que I'p = H(1,3,3) implica I'g =
H(2,2,3). Por lo tanto, en cualquier caso, se contradice el Lema 5.1.2 (2).

(1) A = 18 es imposible si 2 < g(F) < 7. El Lema 5.1.3 implica I'p = H(3,3,3) = I'g
y si By, Es, ..., Eg denotan las aristas de I'p como se ilustra en la Figura 5.7 entonces las
unicas colecciones de aristas paralelas en I'g son {E4, Eg, Ev}, {E2, Es, Es} v {E3, E4, Eg}.
Anélogamente, propiedades similares son satisfechas por las aristas de los trigonos D y Do
en (). Entonces dos de las tres colecciones de aristas paralelas en I'p se identifican con las
aristas de estos dos trigonos en (). Sin pérdida de generalidad, asumir que las aristas Fy4, F5 y
FEg no se identifican con las aristas de los trigonos Dy y Dy en (). Ahora bien, se tienen dos
posibilidades, que las aristas Eq, Fs y E3 se identifiquen con las aristas del trigono Dq o con
las aristas del trigono Dy en Q. Ya que el argumento es el mismo en cada caso, supdngase que
estas aristas se identifican con las aristas de Dy como se ilustra en la Figura 5.7. Notese que
esto induce una tnica posibilidad para las identificaciones entre las aristas de I'p y I'g.

Ahora bién, ya que « es separante en F, sea F' — «a = F| LI F5 y colorear cada disco cara
en () de manera alternada en blanco y negro. Supéngase que D; es blanco y sean By, By, B3
los otros discos cara blancos en Q. Dendtese por e™ y e~ los extremos de cada arista E con
etiquetas + y —, respectivamente. Nétese que las esquinas 3747, 7787, 1767 y 978" en I'g
inducen arcos esenciales en Fy. Andlogamente, las esquinas 273", 6777, 2717 y 479~ en T'g
inducen arcos esenciales en Fy. Esto implica que la superficie I’ tiene género al menos 4.

Ahora, considere las caras Hy y Ho contenidas en F) y las caras Hs y Hj contenidas
en Fy como se ilustra en la Figura 5.7. Ya que F' es una superficie de género a lo mas 7
y las curvas « y [ son separantes entonces al menos una de las caras H; acota un disco.
Sin pérdida de generalidad, supéngase que Hi acota un disco en Fj. Entonces defina X =
PUF;UB;UByUBsUD; ysea N(X) una vecindad regular de X. Nétese que 0By, B2 y
0Bs son curvas paralelas en PU F; (ver Figura 5.8). Esto implica que al pegar los bigonos By,
By y Bz a N(X) se obtiene que 9N (X) contiene dos esferas. Luego ya que M es irreducible,
entonces estas esferas acotan 3-bolas y tiene sentido considerar W = N(X) U 3-bola U 3-bola.
Considere los dos circulos ¢1 y ¢3 en ON(X) que se ilustran en la Figura 5.8. Entonces, ya que
H; es un disco esto implica que A = N(c;)UT) UBsUH;UD;UBUN(c2) es un anillo donde
N(¢;) es un e-collar de ¢; (ver Figura 5.9). Al empujar ligeramente A en W, es posible asumir
que A C OW y A = ¢1 Uce. Ya que las esquinas 3747 y 7787 en I'g son arcos esenciales en
F entonces ¢ y ¢y son curvas esenciales en F. Esto implica que A es incompresible.
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Figura 5.7 A =18, p=1=q y aristas E4, F5 y Eg en I'p no inducidas por Dy y Ds.
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Figura 5.8: X = PUF|; U By UDByUDB3U Dj.
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Supédngase que A es frontera paralelo a un anillo A; contenido en F}. Entonces ¢; y ¢
son curvas paralelas en Fj. Las aristas F,; y F5 acotan un bigono R; en P y las aristas Ej
y Eg acotan un bigono Ry en @ (ver Figura 5.7). Ahora, defina D = R; U Ry. Nétese que
0D N (T UB) = E4U Eg. Luego considere el siguiente arco en A que une sus dos componentes
frontera ¢y y ¢o definido por:

1=k UEsUksU Eg U ko

donde k; es un arco dentro del e-collar N(c1) que une ¢; con el extremo negativo de Ey, ko es
un arco dentro del e-collar N(c2) que une cg con el extremo negativo de Fg y k3 es un arco
dentro de H; que une los extremos positivos de Ey y Eg (ver Figura 5.9). Ya que A es paralelo
a Aj existe un disco D’ tal que 9D’ = 1 U7, donde 2 es un arco contenido en A; que une
sus componentes en la frontera. Finalmente, considere el anillo Ay = DU D’ (ver Figura 5.10).
Noétese que 0A, C F. Ya que una de las componentes de dAs intersecta ¢; en un punto por
construccién entonces esta componente es una curva no separante esencial en F'y Ay es un
anillo esencial. Por lo tanto se puede concluir que A es un anillo esencial lo cual contradice que
M es simple.

H,

~ -
.......

Figura 5.9: Anillo A = N(¢;) UT; U B3 U Hy U Dy UBUN(co).

2

Figura 5.10: Anillo A, = DU D'.

(2) A = 12 es imposible si 2 < g(F) < 3. Ya que w; + wg + w3 = 6, el Lema 5.1.2 (2)
implica I'p = H(2,2,2) = I'g. Ahora bien, cada gréfica induce tres bigonos y el Lema 2.2.2 (2)
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implica que al pegar los seis bigonos por sus aristas inducen un anillo A propiamente encajado
en M. Si A es J-compresible implica que alguno de los toros esenciales con agujeros P o () es
0-compresible lo cual contradice que M es simple. Por lo tanto A es d-incompresible y el Lema
2.1.3 implica que no es paralelo a la frontera. Asi, A es compresible y sus fronteras son curvas
triviales en F' ya que M es simple. Nétese que cada una de las 6 esquinas de los bigonos en )
estdn en la misma componente de F'—9P = F} U F5 ya que « separa También, por construccion
cada componente de la frontera A es la unién de 3 arcos en P y tres arcos en dQ. Por lo tanto,
esencialmente existen unicamente dos posibilidades para que las componentes de la frontera de
A sean triviales en F' como se ilustra en la Figura 5.11

F

F

"""""

Figura 5.11: Clasificacién de fronteras triviales en F' del anillo A 9-incompresible contenido
en M.

Sean Fq, Es, ..., Eg las aristas de I'p como se ilustra en la Figura 5.12. Cada arco en 0Q)
debe tener signos opuestos en sus extremos. Esto implica que el nimero de etiquetas entre los
extremos del arco debe ser par. Ademds, los tres arcos en 0@ que estdan en cada componente
frontera de A deben tener etiquetas de las seis aristas de I'p. Por lo tanto, salvo traslaciones
por dos puntos de interseccion entre 0P y 0Q), esencialmente solo existen dos opciones para las
fronteras del anillo A que se ilustran en la Figura 5.12. Notese que esto implica que el género
de Fi es al menos dos.

Las fronteras del anillo A no determinan I'gy. Sin embargo, determinan las parejas de aristas
paralelas en I'g. Sin pérdida de generalidad suponer que las parejas de aristas paralelas en I'g
son {E1, Eg}, {E2, Es} y {E4, E5}. Entonces para cada una de las dos posibilidades del anillo
A existen en principio 23 grificas posibles para I'g que vienen de intercambiar las aristas de
parejas de paralelas. Sin embargo, ya que al intercambiar las aristas de tres parejas todas
las esquinas permanecen invariantes salvo signos entonces basta considerar solo 4 casos. Cada
uno de estos 4 casos se ilustran en las Figuras 5.13 y 5.14. Finalmente, en cada una de estas
posibilidades para I'g es sencillo ver que se pueden realizar cuando el género de I es al menos
dos (por ejemplo el caso (1) se realiza si el género de Fs es dos). Pero no se pueden realizar si
el género de F5 es uno pues existen mas de tres arcos no paralelos. Por lo tanto el género de F
es al menos cuatro.

(3) Es inmediato de (1) y (2).

Lema 5.1.5. Sip=1y q=2 entonces A < 10.
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Figura 5.12: Dos posibilidades para las fronteras del anillo A con A = 12.



60 CAPITULO 5. CASO NO GENERICO: P=1,2Y Q> 1

F 1 6
2
3
®
4
F
ol 16
3
2
\ @
4
F
F 1 6
2
3
~ (3)
T
. 4
5
) e
F 1 6
3
2
\ @)
4
Fy

Figura 5.13: Cuatro posibilidades para I'g que inducen las fronteras triviales en F' del anillo
A Tipo L.
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Figura 5.14: Cuatro posibilidades para I'g que inducen las fronteras triviales en F' del anillo
A Tipo II.
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Demostracion. Ya que g = 2 entonces en I'p = H (wy, we, w3) se cumple wy + wg +wg = Ay
el Lema 3.1.4 implica I'g = G(v1, v, v3,v4,v5) como se ilustra en la Figura 3.4. El Lema 2.3.2
implica que cada colecciéon de aristas paralelas en I'p se identifica con una coleccién de lazos
en I'g o con una coleccién de aristas que unen los dos vértices de I'g. Luego el Lema 2.2.2 (2)
implica w; < 4. Por lo tanto A < 12.

Supéngase que A = 12. Entonces I'p = H(4,4,4) y el Lema 2.2.2 (2) implica I'g =
G(3,3,3,3,0). Ahora, ya que cada arista de la gréfica reducida fQ tiene peso 3 repetir el
argumento que se aplicé en el Lema 5.1.3 para construir 18 anillos d-incompresibles en M
con frontera trivial en F' que se obtienen de pegar cuatro rectdngulos donde cada rectangulo
es inducido por parejas de aristas paralelas en I'p y I'g (ver Figura 5.2). De nuevo, ambas
fronteras de estos anillos se ven en F' como alguna de las curvas ilustradas en la Figura 5.4.

Ahora bién, ya que « es separante en F, sea F — «a = F} Ll F5. Esto implica que ambas
esquinas de cada bigono en @ estan en F} o F,. Colorear cada disco cara en () de manera
alternada en blanco y negro y suponer que las esquinas blancas estan en Fj. Ya que existen
exactamente 4 bigonos blancos en () entonces existen a lo mas 6 anillos con frontera trivial
Tipo I contenida en F (ver Figura 5.5). Andlogamente, ya que existen exactamente 4 bigonos
negros en () entonces existen a lo mas 6 anillos con frontera trivial Tipo I contenida en Fj.
También, ya que @) contiene exactamente 4 rectdangulos que vienen de unir dos bigonos con
distinta coloracion de manera consecutiva entonces existen a lo mas 6 anillos con frontera trivial
Tipo II. Esto implica que estos 18 anillos son los 18 anillos compresibles y d-incompresibles
previamente contruidos. Por lo tanto, al dibujar las fronteras de los 18 anillos anteriores en F
sus fronteras tienen que estar acomodadas como se ilustra en la Figura 5.15.

F=0M

Figura 5.15: Fronteras de 18 anillos d-incompresibles en M con frontera trivial en F.

Sean {ey,...,e4} alguna de las colecciénes de cuatro aristas paralelas de I'p. Ya que g = 2
implica que las aristas e; y e4 tienen una etiqueta en comun en sus extremos. Esto implica que
{ea,e3} acota un S-ciclo o. Sin pérdida de generalidad, supéngase que el par de etiquetas de o
es el que se ilustra en la Figura 5.16 (a). Esto implica que las esquinas de los bigonos en I'g
unen puntos de interseccién con el mismo signo en F' (ver Figura 5.16 (b)). Por otra parte, I'g
tiene 4 colecciones distintas de aristas paralelas y serd mas conveniente considerar la version
ilustrada en la Figura 5.16 (c) donde las rectas horizontales representan cada uno de los dos
vértices. Ya que p = 1 los signos alrededor de cada vértice alternan lo cual implica que cada
esquina de los bigonos en () une puntos de interseccién con distinto signo en F' lo cual es una
contradiccién.

O
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Figura 5.16: p=1y ¢=2con A =12.
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5.1.2. Subcasop=1yq¢>3

En esta seccién se estudia el subcaso cuando p =1y ¢ > 3. El analisis se divideen ¢ =3 y
q > 4. El objetivo de esta seccion es demostrar la Proposition 5.1.9 después de haber alcanzado
el Lema 5.1.5. Recuerde que el Lema 3.1.3 implica I'p = H (w1, ws, w3) (ver Figura 3.2) y
notese que si ¢ = 3 entonces I'p Unicamente puede tener ciclos de Scharlemann con par de
etiquetas (1,2) o (2,3). También, la convencién 1 implica que las etiquetas:

+1,42,43,-3,-2,—1

aparecen en sentido horario.
El siguiente resultado establece restriciones preliminares para la terna (wi,ws,ws) de I'p
en la misma linea que lo hizo el Lema 5.1.2.

Lema 5.1.6. Sean p=1, =3 y I'p = H(wy,wy, ws3). Entonces:
(1) A =14 implica w; =1 (mod 2) para cada i =1,2,3 y
(2) A =12 implica w; =0 (mod 2) para cada i = 1,2, 3.
Demostracion. (1) Supéngase que A = 14 con w; par para algin i = 1,2,3. Se tiene que:
wy + we + wg = 3A/2 = 21.

Entonces w; + wy, es impar. El Lema 3.1.1 implica 3 < w; < 9 para cada | = 1,2,3 y por lo
tanto:
wj + wy, € {13,15,17}.

En cualquiera de los 3 casos implica que existe una arista e en la coleccién w; tal que f(e®e?) =
6m — 1 con n = 3. Entonces el Lema 5.1.1 implica que la arista e tiene las mismas etiquetas en
sus extremos y esto contradice el Lema 2.3.3 (2).

(2) Supéngase que A = 12 con w; impar para algin i = 1,2, 3. Se tiene que:

w1 + wy + w3z = 3A/2 = 18.
Entonces w; + wy, es impar. El Lema 3.1.1 implica w; < 9 para cada [ = 1,2,3 y por lo tanto:
wj +wy € {9,11,13,15,17}.

En cualquiera de los cinco casos implica que existe una arista e en la coleccion w; tal que
f(e”e¥) = 6n — 1 con n = 3. De nuevo, el Lema 5.1.1 implica que la arista e tiene las mismas
etiquetas en sus extremos y esto contradice el Lema 2.3.3 (2).

O

Lema 5.1.7. Sip=1 y q =3 entonces A < 10.

Demostracion. Si A > 16 entonces wi+we+ws = 3A/2 > 24. El Lema 3.1.1 implica 6 < w; <9
para cada i = 1,2,3 y por lo tanto I'g no tiene lazos. También, existe w; > 8 para algin
j =1,2,3 y el Corolario 3.2.3 (2) implica que I'p tiene S-ciclos con distinto par de etiquetas.
Luego el Lema 3.2.6 (3) implica A < 14 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A < 14.

A = 14 es imposible. Ya que w; +wy + w3 = 21 el Lema 3.1.1 y el Lema 5.1.6 (1) implican
w; € {3,5,7,9} para cada i = 1,2, 3. Entonces las inicas posibilidades para I'p son:

H(9,7,5),H(9,9,3) y H(7,7,7).
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Esto implica que I'g no tiene lazos y el Corolario 3.2.3 (2) implica que I'p tiene S-ciclos con
distinto par de etiquetas. Luego el Lema 2.3.3 (4) y el Lema 3.2.4 (4) implican N = 6. El
Lema 3.2.2 (2) implica que I'p = H(9,9, 3) satisface N < 5 y por lo tanto esta configuracién
no puede ocurrir. Ahora se analizan los dos casos restantes para ['p.

Caso 1: T'p = H(7,7,7). Sea {eq, ..., er} alguna de las 3 colecciones de 7 aristas paralelas de
I'p y supdéngase que cada arista tiene etiquetas en sus extremos de; = x; Uy;. Ya que el niimero
de etiquetas entre z9 y y3 es 17 respecto de alguna orientacion entonces el Lema 5.1.1 implica
xr9 = ys y por tanto {es,es} acota un ciclo virtual de Scharlemann. De la misma manera se
puede probar que {es, e} acota un ciclo virtual de Scharlemann. El Corolario 3.2.3 (2) implica
que {ez,e3} v {es, es} acotan S-ciclos. Ahora bien, es sencillo verificar que al intentar contruir
la grafica I'p con la posicién anterior de los S-ciclos implica que alguna de las colecciones de
7 aristas paralelas tiene ciclos virtuales de Scharlemann con par de etiquetas (1,1). Luego el
Lema 2.3.2 implica que I'g tiene lazos lo cual es una contradiccién.

Caso 2: I'p = H(9,7,5). Sin pérdida de generalidad, el Corolario 3.2.3 (3)-(4) implica que
se puede suponer que las etiquetas en I'p son como las que se ilustran en la Figura 5.17 (a) y
I'g = R(wi,...,wy). Entonces I'p tiene tres S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y tres S-ciclos
con par de etiquetas (2,3). Luego el Lema 3.2.2 (3) implica que alrededor del vértice 2 de I'g
hay 4 colecciones consecutivas de 3 aristas paralelas que provienen de las aristas de los S-ciclos.
También, el Lema 3.1.5 implica que las aristas de las subgraficas reducidas f‘g y f%?’ alternan
alrededor del vértice 2. Esto implica que las aristas 1 y 6, con la notacién de la Figura 5.17 (a),
son adyacentes en I'g y por lo tanto los signos alrededor del vértice 2 se ven como se ilustra
en la Figura 5.17 (b). Sin embargo, los signos alrededor del vértice 2 en I'g no alternan lo cual
es una contradiccion.

A =12 es imposible. Ya que w; +wy + w3 = 18 el Lema 3.1.1 y el Lema 5.1.6 (2) implican
w; € {2,4,6,8} para cada i = 1,2, 3. Entonces las tnicas posibilidades para I'p son:

H(8,6,4), H(8,8,2) y H(6,6,6).

Caso 1: 'p = H(8,6,4) o H(8,8,2). Sea {ej,...,es} una coleccién de 8 aristas paralelas
en I'p y supdongase que cada arista tiene etiquetas en sus extremos de; = x; U y;. Luego como
el numero de etiquetas entre z1 y 72 es 11 respecto de alguna orientaciéon entonces el Lema
5.1.1 implica x1 = yo y por tanto {e1,es} acota un S-ciclo. Andlogamente, se puede probar que
{e7,es} acota un S-ciclo. Sin embargo, ¢ = 3 implica que los dos S-ciclos anteriores tienen el
mismo par de etiquetas lo cual contradice el Corolario 3.2.3 (1).

Caso 2: I'p = H(6,6,6). Sea {eq,...,eq} alguna de las 3 colecciones de 6 aristas paralelas de
I'p. Ya que ¢ = 3 entonces {e3, e4} acota un S-ciclo. Ademsds, I'p tiene 3 S-ciclos con el mismo
par de etiquetas con signos. Sin pérdida de generalidad, supéngase que el par de etiquetas de
los S-ciclos es como se ilustra en la Figure 5.18. Entonces el Lema 3.2.1 (1) implica que I'g
tiene dos colecciones de 3 aristas paralelas entre el vértice 2 y 3. Ya que las 6 aristas de los
S-ciclos tienen signos negativos en sus extremos esto implica que los signos alrededor de esos
dos vértices en I'g no alternan lo cual es una contradiccién.

O

Lema 5.1.8. Sip=1 1y q >4 entonces A < 10.

Demostracion. Se procede por contradiccién. Si A > 12, entonces ya que el inico vértice de I'p
tiene valencia Agq, aplicando el Lema 3.1.2 con n = 2q a la grafica I'p, se deduce que I'p tiene
2q + 1 aristas paralelas lo cual contradice el Lema 4.1.2. Por lo tanto se puede suponer A = 12.
Esto implica que cada una de las 3 colecciones de aristas paralelas en I'p tiene exactamente
2q aristas y por lo tanto I'p = H(2q,2q,2q). Ahora bien, el Lema 4.1.1 implica que cada
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Figura 5.17: A=14yT'p = H(9,7,5).
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Figura 5.18: A =12y I'p = H(6,6,6).

una de estas familias de aristas paralelas define una permutacién o que se descompone en ¢
orbitas de longitud 2 las cuales inducen curvas esenciales en el toro Q Ademas, nétese que las
3 colecciones de aristas paralelas definen la misma permutacion o, es decir, si una arista tiene
etiqueta x en un extremo entonces su etiqueta en el otro extremo es o(z).

Sea S = {e1,..., ez} una de las 3 colecciones de 2¢ aristas paralelas de I'p y supéngase que
cada arista tiene etiquetas en sus extremos de; = x; U y;. Ya que el nimero de etiquetas entre
Zq Y Yg+1 €5 6¢ — 1 respecto de alguna orientacion entonces el Lema 5.1.1 implica x4 = y4+1
y por tanto {eq, eq41} acota un S-ciclo. Esto implica que I'p tiene 3 S-ciclos con el mismo par
de etiquetas con signos. Sin pérdida de generalidad, asumir que los 3 S-ciclos tienen par de
etiquetas con signos (+1,+2). Nétese que las 6 aristas inducidas por los S-ciclos conectan los
vértices 1 y 2 en I'g. Ahora bien, el Lema 4.1.4 implica que la valencia de cada vértice en
la gréfica reducida fQ es 4 y que tunicamente existen dos colecciones de aristas paralelas que
unen los vértices 1y 2. Entonces A = 12 y el Lema 2.2.2 (2) implican que alrededor del vértice
1 en I'g existen 12 aristas dividas en 4 colecciones de 3 aristas paralelas. Ya que 2 de estas
4 colecciones se identifican con las 6 aristas de los S-ciclos y estas tienen los mismos signos
positivos entonces en el vértice 1 de I'g aparecen 3 etiquetas +1 consecutivas. Esto contradice
que las etiquetas +1 y —1 deben alternar en cada vértice de I'g.

O

Proposicién 5.1.9. Asumiendo las hipdtesis del Teorema 10 se tiene que p = 1 y g > 2
implican A < 10.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 5.1.5, Lema 5.1.7 y Lema 5.1.8. U

5.2. Casop=2yqg>2

En este seccién se demuestra el penultimo caso pendiente para completar la prueba del
Teorema 10. Por lo tanto el caso que se demostrard es cuando p = 2 y ¢ > 2. Nétese que el
Lema 3.1.4 implica I'p = G(wy, wa, w3, wy, ws) (ver Figura 3.4).
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Lema 5.2.1. Asumiendo las hipdtesis del Teorema 10 se tiene que p = 2 y q > 2 implican
A < 10.

Demostracion. Se procede por contradiccion. Si A > 12, entonces ya que cada vértice de I'g
tiene la misma valencia Ap, aplicando el Lema 3.1.2 con n = 2p a la gréfica I'g, se deduce
que I'g tiene 2p + 1 aristas paralelas lo cual contradice el Lema 4.1.2. Por lo tanto se puede
suponer A = 12. Luego, ya que p = 2, el Lema 3.1.1 y el Lema 4.1.2 implican que cada
vértice de la gréfica reducida T tiene valencia 6 y por tanto F(I'g) = 3¢. Esto implica que
cada coleccion de aristas paralelas en I'g tiene exactamente 4 aristas paralelas. El Lema 2.2.2
(2) y el Lema 2.3.2 implican que cada coleccién de 4 aristas paralelas no induce lazos en I'p.
Entonces I'p = G(3¢, 3¢, 3¢,3¢,0). Luego el Lema 4.1.2 implica ¢ = 3. Ahora, asigne etiquetas
Tipo B a la gréfica I'p. El Lema 2.3.3 (4) y el Lema 3.2.4 (3) implican 12(2) < 2N + 4 de
donde 10 < N. Por otra parte, el Corolario 3.2.3 (3) y el Lema 3.2.2 (2) implican que todos
los ciclos de Scharlemann de I'p son S-ciclos. Entonces el Corolario 3.2.3 (1) implica N < 8.

Ya que esto es una contradiccién, entonces A < 10.
]



Capitulo 6

Caso no genérico: p=3y q>3

En este capitulo se demuestra el ultimo caso pendiente para completar la prueba del Teore-
ma 10. Recuerde que M contiene los toros esenciales agujerados P = PNnM vy Q= PN M con
nimero de agujeros p y ¢, respectivamente. Por lo tanto el caso que se demostrard es cuando
p =3y q>3. Asi, siempre se asumira que se tiene un toro esencial con tres agujeros en M y
entonces se podran aplicar los resultados desarrollados en la segunda seccion 2 del capitulo 3.
El andlisis de este tltimo caso se subdivide de manera natural en dos subcasos: ¢ =3y q > 4.
El subcaso p = 3 = ¢ serd el mas delicado de analizar.

En este capitulo se adoptard la convencién que {4,j,k} denotaran los tres vértices de I'p.
Ademds, T'} representarég ]a subgréfica de I'p inducida por los vértices i y j con i # j, E(I'})
su numero de aristas y fg representard la subgrafica reducida inducida.

6.1. Subcaso: p=3=¢q

En esta seccion se analiza el caso cuando ambos toros con agujeros Py Q en M tienen
exactamente tres agujeros. Notar que el Lema 2.2.2 (1) y el Lema 3.1.1 implican que ambas
graficas reducidas I'p y T'g tienen a lo mds 9 aristas. Por lo tanto ambas graficas tienen a lo
mas colecciones de 9 aristas paralelas. El objetivo de la secciéon es demostrar el Lema 6.1.6.

Lema 6.1.1. Sea p =3 = q. Entonces se cumple lo siguiente:
(1) siT'q no tiene lazos entonces E(Fg) = Ap/2 para cada i,j € {1,2,3},
(2) siT'g = R(wi,...,wg) es la grdfica ilustrada en la Figura 3.8 entonces

w1+w2+w3:w4+w5+w6:w7+wg+wg:Ap/2,

(3) si A =14 entonces I'p y I'q son las grdficas R(wi, ..., wy) ilustradas en la Figura 3.8.

Demostracion. (1) Sean = = E(Fg), Yy = E(Fg’) y 2z = E(Fg)) Recuerde que cada vértice
de I'g tiene valencia Ap. Entonces ya que I'g no tiene lazos al contar el nimero de etiquetas
alrededor de cada vértice se tiene que:

rt+y=y+z=z+x=Ap.

Esto implica 2 = y = z = Ap/2 al resolver el sistema de ecuaciones.

(2) Se deduce de (1) y del Lema 3.1.5.

(3) Si A = 14 ya que cada vértice de I'p tiene valencia 3A = 42 > 36 entonces el Lema
3.1.1 implica que cada vértice de I'p tiene valencia al menos 5. Se afirma que cada vértice de la

69
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gréafica reducida I'p tiene valencia exactamente 6. De lo contrario existe un vértice de valencia
5 en I'p. Esto implica que I'p tiene una coleccién de 9 aristas paralelas y el Corolario 3.2.3
(3) implica que I'g = R(w1, ..., wy). Luego, (2) y el Corolario 3.2.3 (3) implican 5 < w; < 8
para cada [ = 1,2,3. Esto implica que I'p no tiene lazos y de (1) se tiene que E(F’]z) = 21 para
cada i # j. Entonces ya que I'p tiene a lo més colecciones de 9 aristas paralelas entonces en la
subgrafica reducida inducida se tiene que F (fg) > 3, es decir, cada vértice en esta subgrafica
tiene valencia al menos 3. Ya que esto se cumple para cada i # j entonces los vértices de I'p
tiene valencia al menos 6, lo cual contradice existe un vértice de valencia 5. Anédlogamente, se
demuestra de la misma manera que los 3 vértices de fQ tienen valencia 6.

Ahora bien, el Lema 2.3.2 implica que una familia de aristas paralelas en I'p se identifica
con una coleccién de lazos en I'g o con una coleccién de aristas en I'g tal que ninguna es
un lazo. Sin embargo, si se corresponde con una coleccién de lazos entonces el Lema 2.2.2 (2)
implica que el nimero de aristas paralelas es a lo més es 3. Suponer que I'g tiene al menos un
lazo. Entonces existe una coleccién C7 de aristas paralelas en I'p que contiene una arista que
se identifica con uno de estos lazos. Sea j algin vértice de I'p adyacente a la coleccién Cy y
sean (9, ..., Cg las otras colecciones de aristas paralelas adyacentes al mismo vértice. Denotar
por p; los pesos de las colecciones C;, respectivamente. Si todas las colecciones C; inducen
lazos en I'g entonces p; < 3 implica que j tiene valencia a lo mas 18 lo cual contradice que
debe ser 42. Por lo tanto existe una coleccién que no induce lazos lazos en I'g. Sin pérdida de
generalidad suponer que es Cy. Entonces p1 + p2 < 9y p3,p4, 05,06 < 8. Esto implica que el
vértice j tiene valencia a lo mas 41 y de nuevo es una contradiccién. Por lo tanto, I'g no tiene
lazos y andlogamente se demuestra que I'p no tiene lazos. Finalmente, el enunciado se obtiene
al aplicar el Lema 3.1.5.

O

Lema 6.1.2. Sip =3 = q entonces A < 12.

Demostracion. Asigne etiquetas Tipo B a la grafica I'p y supdngase que A > 16. Ya que cada
vértice de I'p tiene valencia 3A > 48 entonces cada vértice de la grafica reducida I'p tiene
valencia al menos 6 y el Lema 3.1.1 implica que cada vértice de I'p tiene valencia 6. Esto
implica que la grafica reducida I'p tiene una arista con peso 9 o todas sus aristas tienen peso
8. Por lo tanto I'g no tiene lazos y el Corolario 3.2.3 (2) implica que I'p tiene dos S-ciclos con
distinto par de etiquetas. Entonces el Lema 3.2.6 (3) implica A < 14.

Ahora supéngase que A = 14. El Lema 6.1.1 (2)-(3) implica que I'p tiene una coleccién
de 7 aristas paralelas. Entonces el Lema 3.2.2 (2) y el Corolario 3.2.3 (2) implican que todos
los ciclos de Scharlemann de I'p son S-ciclos. Ademas, el Lema 6.1.1 (3) y el Lema 3.2.6 (2)
implican 3A = 2N + 2(3). Por lo tanto I'p tiene N = 18 S-ciclos. De hecho, ya que E(I'p) =9
entonces I'p tiene 9 S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y 9 S-ciclos con par de etiquetas (2, 3).
De manera analoga, al asignar etiquetas Tipo B a I'g se prueba que I'g también tiene 18 S-
ciclos. El Lema 6.1.1 (2) implica que en I'g existen 21 aristas entre los vértices 1y 2 divididos
en 3 colecciones de aristas paralelas y lo mismo sucede entre los vértices 2 y 3. Sin embargo,
el Lema 3.2.2 (3) implica que alrededor del vértice 2 de I'g llegan 4 colecciones de 9 aristas
paralelas y 2 colecciones de 3 aristas paralelas. Ya que las colecciones de 3 aristas paralelas
contienen a lo mas un S-ciclo esto implica que I'g tiene a lo mas 16 S-ciclos lo cual es una
contradiccién.

O
Lema 6.1.3. Sea p =3 =q y A = 12. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Los toros con 3 agujeros P y Q) son separantes.
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(2) T'p y T'g no tienen lazos.

(3) T'p (Tg) tiene al menos 15 ciclos de Scharlemann y si todas las caras de I'p (T'g) son
discos de longitud a lo mds 3 entonces I'p (I'q) tiene 15 ciclos de Scharlemann.

(4) T'p y I'g no tienen ciclos de Scharlemann de longitud > 3.

Demostracion. (1) Asigne etiquetas Tipo B a I'p. Entonces el Lema 2.3.3 (4) y el Corolario
3.2.5 (1) implica que @ separa. Andlogamente se prueba que P separa al asignar etiquetas Tipo
B alg.

(2) La demostracion se divide en tres casos dependiendo del nimero posible de lazos. Caso
uno: I'p tiene un tnico lazo en el vértice k. Al cortar el toro P por el tnico lazo se obtiene
un anillo con los otros dos vértices ¢ y 7 en su interior lo cual implica E(fg) < 2. Entonces el
Lema 3.1.1 implica E(T g) < 18. Luego, ya que cada vértice tiene valencia 3A y el vértice k
tiene un lazo entonces E(I'f) = F (F}f ) < 17. Esto implica que los vértices i y j tienen valencia
a lo més 17 4+ 18. Ya que este nimero es menor que 3A implica contradiccion.

Caso dos: I'p tiene dos lazos. Claramente no pueden haber dos lazos en un mismo vértice
pues de lo contrario al cortar el toro p por los lazos se obtiene un disco donde se puede
contradecir el Lema 2.2.2 (2). Entonces supéngase que los lazos se encuentran en los vértices
1y j. Al cortar el toro p por el lazo en ¢ implica que E(f{f) < 2y al cortar el toro p por el
lazo en j implica que E(f‘}f) < 2. Ya que A = 12 entonces el vértice k tiene valencia 4 y las
aristas que salen de este vértice tienen peso 9. Luego el Corolario 3.2.3 (3)-(4) implica que I'g
no tiene lazos y el Lema 3.2.2 (2) implica que I'p solo tiene S-ciclos. Sin embargo, el vértice
k estd en al menos dos trigonos (ver Figura 6.1). Entonces el Corolario 3.2.3 (3) implica que
estos trigonos no tienen esquinas malas y el Lema 3.2.4 (1) implican que I'p tiene ciclos de
Scharlemann de longitud 3 lo cual es una contradiccion.

Figura 6.1: I'p con dos lazos.

Caso tres: ['p tiene tres lazos. Nétese que E(T'g) = 9A/2 = 54. Ahora bién el Lema 3.1.1
implica que I'p tiene a lo més seis aristas que no son lazos. Entonces el Lema 2.3.2 implica que
una familia de aristas paralelas en I'g se identifica con una coleccién de lazos en I'p 0 con una
coleccién de aristas en I'g tal que ninguna es un lazo. Por lo tanto, cada arista en I'¢ tiene
peso a lo més 6 y existe al menos una arista de peso a lo mas 3 la cual induce lazos. Esto
implica que E(I'g) < 3+ 8(6) = 51 lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto I'p no tiene lazos y de manera analoga se demuestra que I'g no tiene lazos.
(3) Es inmediato de (1)-(2) y del Lema 3.2.4 (3)-(4).

(4) Supéngase que I'p contiene un ciclo de Scharlemann o de longitud > 3. El Corolario
3

3.2.3 (2) implica que cada arista de I'p tiene peso a lo més 6. Luego ya que cada vértice de
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I'p tiene valencia 3A = 36 entonces cada vértice de I'p tiene valencia al menos 6. Entonces el
Lema 3.1.1 implica que todos los vértices de I'p tiene valencia 6, E(I'p) = 9, todas sus aristas
tienen peso 6 y las 6 caras de I'p son trigonos. Sea C' = {e1,...,es} una de las colecciones de
6 aristas paralelas en I'p. El Lema 3.2.1 (2) implica que las aristas es y e4 acotan un S-ciclo
con par de etiquetas diferentes a las de o. Esto implica que cada trigono no tiene esquinas
malas y el Lema 3.2.4 (1) implica que cada trigono acota un ciclo de Scharlemann. Supdéngase
que I'p tiene 6 ciclos de Scharlemann de longitud 3 con par de etiquetas (2,3) y 9 S-ciclos con
par de etiquetas (1,2). Los 9 S-ciclos y el Lema 3.2.1 (1) implican que T'q tiene dos aristas
con peso 9. Entonces el Corolario 3.2.3 (2)-(4) implica que I'g contiene tnicamente S-ciclos y
I'r = R(6,6,6,6,6,6,6,6,6). Sin embargo, esto y el Lema 3.2.1 (1) implican que I'g tiene a lo
mds 12 S-ciclos lo cual contradice (3). Por lo tanto, I'p solo tiene S-ciclos y andlogamente se
prueba que I'g unicamente tiene S-ciclos. O

En lo que resta de la seccion, serd conveniente considerar una versién esquematica, Figura
6.2, de la grafica descrita en el Lema 3.1.5.

Figura 6.2: I'p = R(w1,ws, ws, Wy, Wy, We, Wy, W, W9 ).

Lema 6.1.4. Sea p =3 = q y sea A = 12. Entonces I'p y I'qg son las grdficas R(wy, ..., wo)
tlustradas en la Figura 3.8 o en la Figura 6.2 y cada una contiene 15 S-ciclos. Ademds, cada
gridfica no contiene 9 S-ciclos con el mismo par de etiquetas.

Demostracion. El Lema 6.1.3 (3)-(4) implica que I'p y T'g tUnicamente tienen S-ciclos y sus
graficas reducidas son tales que 8 < E(I'p), E(Tg) < 9. También, Lema 6.1.1igu (1) y Lema
6.1.3 (2) implican E(Fig) = 18 para cada i, j € {1,2,3}. Se afirma que: E(I'p) =9 = E(Tg).

Procediendo por contradiccién, supéngase E(I'p) = 8. Se demostrard primero que esto
implica que I'p es la grafica de la Figura 6.3 (2) donde = denota una esquina mala.

Asigne etiquetas Tipo B a la grafica I'p. Si I'p tiene un vértice i de valencia 4 entonces
A =12 implica que las aristas que salen de ese vértice tienen peso 9. Entonces el Lema 6.1.3
(2) y el Lema 3.1.1 implican que E(I'?) =2, E(I'f) =2y E(f‘?f) =4 ya que E(I'p) = 8. Al
cortar el toro P por dos aristas de T gpk se obtiene un anillo donde es sencillo ver que ¢ estd en 4
trigonos. Entonces el Corolario 3.2.3 (3) implica que estos trigonos no tienen esquinas malas.
Luego el Lema 6.1.3 (1)-(2) y el Lema 3.2.4 (2) implican que I'p tiene ciclos de Scharlemann de
longitud 3 lo cual contradice el Lema 6.1.3 (4). Por lo tanto cada vértice de I'p tiene valencia al
menos 5 lo cual implica E(T jg,) =3=E(T gpk )y B(I gpk ) = 2. Repitiendo las mismas ideas de la
prueba del Lema 3.1.5 se deduce que I'p es la grafica de la Figura 6.3 (1). También, E (f;f ) =2
implica que las aristas que unen los vértices j y k tienen peso 9. Finalmente, el Corolario 3.2.3
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Figura 6.3: T'p = R(wy,ws, w3, wy, ws, ws, 0,9,9).

(3) y el Lema 3.2.4 (1)-(2) implican que I'p tiene exactamente dos pesos 9 y que los trigonos
I, III, IV y V tienen una esquina mala x como en la Figura 6.3 (2).

Ahora bien, ¢ = 3 implica que las esquinas malas se repiten en multiplos de 3 alrededor de
cada vértice de donde wq,wy € {3,6}, wy+wg = 0 (mod 3) y ws+ws = 0 (mod 3). Ademas, ya
que una coleccién de 3 aristas paralelas contiene a lo més un S-ciclo entonces el Lema 6.1.3 (3)
implica {wy,ws} = {3,6} o {wi,ws} = {6}. Por lo tanto las ternas (wi, w2, ws) y (w4, ws, we)
estan en el conjunto:

{(3,8,7),(3,7,8),(6,8,4),(6,4,8),(6,7,5),(6,5,7), (6,6,6) }.

También, el Lema 6.1.3 (1) implica que los trigonos I y I'V tienen distinta coloracién. Entonces
wy y ws tienen distinta paridad ya que son adyacentes a la cara 1. Andlogamente, w3 y weg
tienen distinta paridad. Por lo tanto, las restricciones anteriores sobre los pesos de las aristas
de I'p implican que las tinicas opciones permitidas son:

I'p = R(6,8,4,6,5,7,0,9,9
T'p R(6,5,7,6,8,4,0,9,9
(
(

)
)
T'p R(6,4,8,6,7,5,0,9,9)
' = R(6,7,5,6,4,8,0,9,9)

Las cuatro graficas anteriores son isomorfas de modo que sin pérdida de generalidad se
asume que I'p = R(6,8,4,6,5,7,0,9,9). Nétese que esta grafica contiene una coleccién de 4
aristas paralelas y esta coleccién contiene un tdnico S-ciclo por el Lema 2.3.3 (5). Entonces
el Lema 6.1.3 (3) implica que I'p tiene exactamente 15 S-ciclos y todos los pesos distintos
a 4 contienen dos S-ciclos por el Corolario 3.2.3 (1). Esto implica que la arista de peso 5
estd representada por alguna de las colecciones de la Figura 6.4. También, ya que I'p tiene
46 bigonos, de los cudles 15 son S-ciclos, y 3A esquinas malas entonces el Lema 3.2.4 (1)-(2)
implica que la cara I contiene exactamente una esquina mala y debe ser adyacente a la arista
de peso 5 como se ilustra en la Figura 6.5.

La esquina mala del trigono IV implica que el bigono adyacente a la cara II inducido por
la arista de peso 4 tiene una esquina mala. También, la posiciéon de la esquina mala en la cara
11 implica que hay una esquina mala entre la segunda y tercera arista de la coleccion de 4
aristas paralelas. Por lo tanto el S-ciclo inducido por la arista de peso 4 es adyacente al trigono
IV. Sin perdidad de generalidad se puede suponer que este S-ciclo tiene etiquetas (+1,+2)
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Figura 6.5: R(6,8,4,6,5,7,0,9,9).

Tipo B ya que en los otros casos se puede proceder de manera andloga. Esto y el Corolario
3.2.3 (3) determinan las etiquetas de la colecciéon de 9 aristas paralelas adyacente al trigono
IV como se ilustra en la Figura 6.6. Sin embargo, esto implica que la colecciéon de 5 aristas
paralelas contiene un unico S-ciclo y por lo tanto I'p contiene 14 S-ciclos. Ya que esto es una
contradiccién entonces I'p = R(6,8,4,6,5,7,0,9,9) no es realizable. Por lo tanto E(T'p) =9y
de la misma manera se prueba que E(I'g) = 9.

Ahora se probard que los vértices de I'p y ' tienen valencia 6. Nétese que el Lema
6.1.1 (1) implica E(Fg) = 18 para cada i,j = 1,2,3 de donde E(f’g) > 2. Procediendo
por contradiccion, supéngase que I'p tiene un vértice de valencia 4 o 5. Caso uno: ['p tiene
un vértice k de valencia 4. Entonces E(I'p) = 9 y el Lema 6.1.3 (2) implican E(f’g) =5,
E(lk) =2 = E(f‘gf). Caso dos: ['p tiene un vértice k de valencia 5. Entonces E(I'p) = 9y
el Lema 6.1.3 (2) implican E(f’g) =4, ET%) =2y E(f;f) = 3. En cualesquiera de los dos
casos al cortar el toro P por las dos aristas de f"ﬁ se obtiene un anillo con el vértice j en su
interior donde es fécil ver que se contradice el Lema 2.2.2 (2). Por lo tanto ['p tiene todos
sus vértices de valencia 6 y el Lema 3.1.5 implica que I'p = R(wy, ..., wy). Andlogamente, se
prueba que I'g tiene las mismas propiedades. Luego el Lema 6.1.3 (3) implica que I'p y I'g
tienen 15 S-ciclos. Finalmente, si I'g tiene 9 S-ciclos con el mismo par de etiquetas entonces el
Lema 3.2.1 (1) implica que E(I'¥) =2 0 E(I'%) = 2 y por lo tanto E(T'p) < 9. Andlogamente,
I'p no tiene 9 S-ciclos con el mismo par de etiquetas. O

Lema 6.1.5. Supdngase p =3 = q, F de género 2 y A = 12 entonces:

(1) SiTq tiene 8 S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y 7 S-ciclos con par de etiquetas (2,3)
entonces I'p es la grdfica de la Figura 6.7 donde las etiquetas x denotan esquinas malas.

(2) SiTq tiene 8 S-ciclos con par de etiquetas (2,3) y 7 S-ciclos con par de etiquetas (1,2)
entonces I'p es la grdfica de la Figura 6.8 donde las etiquetas x denotan esquinas malas.
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Figura 6.7:

Figura 6.8: T'p = R(9,8,1,3,8,7,6,6,6).

75
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Demostracion. El Lema 6.1.4 implica que I'p = R(wy, ..., wg), la grafica ilustrada en la Figura

6.2, y el Lema 6.1.1 (2) implica w; + wg + w3 = wy + w5 + wg = wy + wg + wg = 18. También,

el Lema 6.1.3 (1)-(2) y el Lema 3.2.4 (2) implican que cada trigono tiene una esquina mala.
Afirmacién 1: con la notacién de la Figura 6.2 se tiene que:

wy +ws +wsg = wy (mod 2),
w1 +we +wg = wg (mod 2),
wy +ws+ws; = wg (mod 2).

La primera congruencia es consecuencia del Lema 6.1.3 (1) y que los trigonos IT y V tienen la
misma o distinta coloracién. Andlogamente las otras congruencias.

Afirmacién 2: una arista de peso 9 de I'p no es adyacente a esquinas malas y una arista de
peso 8 es adyacente a exactamente una esquina mala. Ambos enunciados son consecuencia del
Corolario 3.2.3 (3).

(1) Supéngase que I'g tiene 8 S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y 7 S-ciclos con par de
etiquetas (2,3). Los 8 S-ciclos (1,2) y el Lema 3.2.1 (1) implican que la subgréfica I'}? tiene
dos aristas con peso al menos 8. Asi, las unicas posibilidades (médulo permutaciones) para
(w1, wa,ws) son: (9,8,1) o (8,8,2) por el Lema 6.1.1 (2). Andlogamente, la subgrafica ['%
tiene dos aristas con pesos al menos 7 lo cual implica que las unicas posibilidades (médulo
permutaciones) para (w4, ws, wg) son: (9,8, 1), (9,7,2), (8,8,2), (8,7,3) o (7,7,4). Ahora bien,
va que ['p tiene 15 S-ciclos entonces no tiene dos aristas de peso 1. Por lo tanto sera conve-
niente organizar el resto de la demostracién en los siguientes ocho casos que dependen de las
posibilidades de las ternas (wy,ws,ws3) y (wy, ws,ws). De hecho, se demostrara que la tnica
posibilidad para I'p es s6lo una gréfica en el caso (I1I).

(I (9,8,1) — (9,7,2) — (wr, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. La afirmacién 2
implica que las aristas de peso 9 no son adyacentes ya que de lo contrario el trigono inducido
no tendria esquina mala. Esto y el Lema 3.2.2 (3) implican que solo existe una configuracién
para I'p la cual se ilustra en la Figura 6.9. También, la afirmacién 2 determina la esquina mala
en los trigonos I, I11,IV y VI. Luego la arista de peso 8 determina la esquina mala del trigono
11. Esto implica que la arista de peso 7 es adyacente a dos esquinas malas en un mismo vértice
lo cual es una contradiccién ya que entre dos esquinas malas existe un peso multiplo de 3. Por
lo tanto este caso no sucede.

Figura 6.9: (9,8,1) —(9,7,2) — (w7, ws, wy).

(I1) (9,8,1) — (8,8,2) — (w7, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que solo existen dos posibilidades para I'p ilustradas en la Figura 6.10. La afirmacién
1 implica wg impar y ya que I'p tiene 15 S-ciclos entonces w; > 5 para cada i = 7,8,9. Asi,
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(w7, ws,wg) es alguna de las ternas (8,5,5), (7,6,5) o (6,6,6) médulo permutaciones. Por lo
tanto wg € {5,7}. La afirmacién 2 determina la posicién de las esquinas malas en los trigonos
I, 11,111 y VI. Esto implica que la arista wg es adyacente a dos esquinas malas en un vértice
y por lo tanto debe ser multiplo de 3. Ya que esto es una contradiccion entonces este caso no

sucede.
X

Figura 6.10: (9,8,1) — (8,8,2) — (w7, ws, wy).

T

(III) (9,8,1) — (8,7,3) — (w7, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que existen 4 posibilidades para I'p ilustradas en la Figura 6.11. Luego ya que
I'p tiene 15 S-ciclos entonces w; > 5 para cada i = 7,8,9. Asi, (w7, ws,wg) es alguna de las
ternas (8,5,5), (7,6,5) o (6,6,6) médulo permutaciones. Nétese que la afirmacién 2 determina
las posiciones de las esquinas malas en los trigonos I y VI en los 4 casos. Ahora bién, en los
subcasos (2) y (4) ilustrados en la Figura 6.11, también la afirmacién 2 determina las esquinas
malas en los trigonos 11 y II1 al usar las aristas de peso 8. Por otra parte, la afirmacién 1
implica wg impar y como es adyacente a dos esquinas malas entonces wg € {3,9} lo cual no
puede ser. Por lo tanto estos subcasos no suceden.

En el subcaso (1), se tiene que la esquina mala en los trigonos I y V implican 7 + w7y =
0 (mod 3). Ya que wy es impar por la afirmacién 1 entonces wy; = 5. Ademés, ya que I'p tiene
15 S-ciclos entonces wy contiene 2 S-ciclos y esto determina la posicién de la esquina mala en
el trigono I1 (ver Figura 6.4). De nuevo, la afirmacién 2 y las aristas de peso 8 determinan las
esquinas malas en los trigonos 111 y IV. También, ya que la arista de peso 3 tiene un S-ciclo
entonces se pueden presentar dos casos. Caso uno: la arista de peso 3 tiene S-ciclo adyacente
al trigono V'I. Esto implica que el trigono II tenga una esquina mala en el vértice 2 lo cual
no puede ser. Caso dos: la arista de peso 3 tiene S-ciclo adyacente al trigono V. Esto implica
que el trigono IV tiene una esquina mala en el vértice 2 lo cual es imposible. Por lo tanto la
configuracién (1) tampoco sucede.

Finalmente, en el subcaso (3), la afirmacién 1 implica w7, wsg y wy pares de donde wy; =
wg = wyg = 6. Luego la afirmacién 2 determina las esquinas malas en los restantes trigonos y
esta configuracién si puede existir y de hecho es la que se ilustra en la Figura 6.7.

(IV) (9,8,1) — (7,7,4) — (w7, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que existen 2 posibilidades para I'p ilustradas en la Figura 6.12. Luego ya que I'p
tiene 15 S-ciclos entonces w; > 5 para cada i = 7,8,9. Asi, (w7, ws,wg) es alguna de las ternas
(8,5,5), (7,6,5) o (6,6,6) médulo permutaciones. La afirmacién 2 determina las esquinas malas
en los trigonos I y VI. En el subcaso (1), se tiene que 7+ w7 +4 = 0 (mod 3). Sin embargo, la
afirmacion 1 implica w; € {6, 8} lo cual es una contradiccién. En el subcaso (2), la afirmacién
1 implica wy € {5,7}. Anédlogamente, 7+ w7 + 7 = 0 (mod 3) lo cual implica w7 = 7. Luego
la afirmacién 1 implica wg = 5. Ya que wg tiene dos S-ciclos esto determina la esquina mala
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Figura 6.11: (9,8,1) — (8,7,3) — (w7, ws, wyg).
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en el trigono IV (ver Figura 6.4 (2)). Ahora bien, las esquinas malas en los trigonos I y IV
junto con que 7 # 0 # wy + 1 (mod 3) implican que el trigono 17 tiene una esquina mala en el
vértice 2. Finalmente, ya que 8 + 4 = 0 (mod 3) implica que el trigono IV tiene dos esquinas
malas lo cual es imposible. Por lo tanto este caso no sucede.

(1) (2)
Figura 6.12: (9,8,1) — (7,7,4) — (w7, ws, wyg).

(V) (8,8,2) — (9,7,2) — (w7, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que existen 2 posibilidades para I'p, salvo isomorfismo, ilustradas en la Figura 6.13.
En el subcaso (1), la afirmacién 2 determina las esquinas malas en los trigonos I, I, II] y
VI. Las esquinas malas en los trigonos I y II implican 8 + wg + 8 = 0 (mod 3). Entonces la
afirmacion 1 implica wg impar de donde wg = 5. Luego, ya que wg es adyacente a dos esquinas
malas alrededor de un vértice entonces wg = 0 (mod 3), lo cual es una contradiccién. En el
subcaso (2), la afirmacién 2 determina las esquinas malas en los trigonos II, IIT y IV. La
esquina mala en los trigonos [/ y IV implica 2+ w7 + 8 = 0 (mod 3). Entonces la afirmacion
1 implica w7 = 5. Luego el trigono V tiene una esquina mala en el vértice 2 lo cual implica que
el trigono VI tiene una esquina mala en el vértice 1. Ya que wg es adyacente a dos esquinas
malas alrededor de un vértice entonces wg = 3 por la afirmacion 1. Esto implica wg = 10 lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto este caso no sucede.

(1) (2)

Figura 6.13: (8,8,2) — (9,7,2) — (w7, ws, wyg).

(VI) (8,8,2) — (8,8,2) — (wy, ws, wg) mdédulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que solo existe una posibilidad para I'p. Esto implica que las aristas de peso 2 son
adyacentes en el vértice 2 y cada arista de peso 2 induce 3 esquinas consecutivas en el vértice
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2. Ya que en tres esquinas consecutivas hay una esquina mala entonces algunos de los bigonos
inducidos por estas aristas de peso 2 tiene una esquina mala en el vértice 2 o el trigono V'
tiene una esquina mala en el vértice 2. Supdéngase que el bigono que une el vértice 2 con el 3
tiene una esquina mala en el vértice 2 (ver Figura 6.14 (1)). Esto implica que los trigonos [
y IV tengan esquina mala en el vértice 2 y la afirmacién 2 determina la esquina mala en los
trigonos 11 y I11. Luego existe una arista de peso 8 con dos esquinas malas de ambos lados lo
cual contradice la afirmacién 2. De la misma manera se puede probar que el bigono que une
los vértices 1 y 2 no tiene esquina mala en el vértice 2. Por lo tanto el trigono V tiene una
esquina mala en el vértice 2. Esto implica que el trigono I tiene esquina mala en el vértice
2 y la afirmacién 2 determina la esquina mala en los restantes trigonos (ver Figura 6.14 (2)).
Entonces el Lema 6.1.3 (1) implica que la esquina mala en los trigonos IV, V' y VI es la misma
de donde las aristas de peso 2 acotan S-ciclos con el mismo par de etiquetas. Luego es facil
convencerse que la arista wy induce lazos en I'g lo cual contradice el Lema 6.1.3 (2). Por lo
tanto este caso no sucede.

(1) (2)

Figura 6.14: (8,8,2) — (8,8,2) — (w7, ws, wy).

(VII) (8,8,2) — (8,7,3) — (w7, ws, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que existen 2 posibilidades para I'p, salvo isomorfismo, ilustradas en la Figura 6.15.
Sea D el bigono entre el vértice 1 y 2. Ya que en tres esquinas consecutivas existe una esquina
mala entonces el bigono D, el trigono I'V o el trigono V' tiene una esquina mala en el vértice 2.
Caso 1: I'p es la gréfica ilustraded en la Figura 6.15 (1). Si D tiene esquina mala en el vértice 2
entonces la afirmacion 2 determina la esquina mala en todos los trigonos como se ilustra en la
Figura 6.16 (1). Ya que I'p tiene 15 S-ciclos, la afirmacién 1 implica w; = 6, wg =5 0 wg = 5
donde cada uno de estos tres pesos contiene dos S-ciclos. Sin embargo, esto contradice que la
arista de peso 5 debe ser adyacente a dos esquinas malas (ver Figura 6.4).

Si el trigono IV tiene esquina mala en el vértice 2 entonces la afirmacién 2 determina la
esquina mala en todos los trigonos y D como se ilustra en la Figura 6.16 (2). Luego ya que I'p
tiene 15 S-ciclos, la afirmacién 1 implica w; = 6, wg = 5y wg = 7. Sin embargo, la esquina
mala en los trigonos I y 111 implica 54 8 = 0 (mod 3), lo cual es una contradicion.

Si el trigono V' tiene una esquina mala en el vértice 2 la afirmacion 2 determina la esquina
mala en los trigonos y es sencillo verificar que tnicamente existen dos posibilidades para I'p
ilustradas en la Figura 6.17. En el subcaso (1), la esquina mala en los trigonos 11 y V implica
que wy = 4 contiene un bigono con dos esquinas malas lo cual contradice el Lema 3.2.4 (2).
En el subcaso (2), la esquina mala en el trigono I implica que w; = 6 contiene un unico
S-ciclo. Luego como I'p tiene 15 S-ciclos entonces wg = 5 contiene dos S-ciclos. Sin embargo,
esto contradice que dicha coleccién debe ser adyacente a dos esquinas malas (ver Figura 6.4).
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Por lo tanto el caso 1 no sucede.
Caso 2: I'p es la grafica ilustraded en la Figura 6.15 (2). Se demuestra de manera andloga
y tampoco este caso sucede.

ey )

Figura 6.15: (8,8,2) — (8,3,7) — (w7, ws, wyg).

U}7=6

(1) (2)
Figura 6.16: (8,8,2) — (8,3,7) — (w7, ws, wy).

(VIII) (8,8,2) — (7,7,4) — (wy, wsg, wg) médulo permutaciones en cada terna. El Lema 3.2.2
(3) implica que solo existe una posibilidad para I'p, salvo isomorfismo de graficas. Ahora bien,
se pueden presentar dos subcasos. Subcaso uno: la arista de peso 2 entre los vértices 1 y 2 no
contiene S-ciclo. Entonces el bigono que induce tiene una esquina mala y supongamos que se
encuentra en el vértice 2 ya que si se encuentra en el vértice 1 la prueba es analoga. Luego ya
que en tres esquinas consecutivas hay una esquina mala entonces el trigono IV o el V tiene
esquina mala en el vértice 1. Supdngase que el trigono IV tiene esquina mala en el vértice 1.
Esto implica que el trigono V' tiene esquina mala en el vértice 3 lo cual determina la esquinas
mala en los restantes trigonos por la afirmacién 2 (ver Figura 6.18 (1)). Luego ya que I'p tiene
15 S-ciclos, la afirmacién 1 implica wg € {6,8}. Si wg = 6 el trigono I tiene dos esquinas
malas y si wg = 8 se contradice la afirmacién 2. Por lo tanto esta grafica no sucede y de
manera andloga se puede probar que si el trigono V' tiene esquina mala en el vértice 1 también
habra contradiccion.

Subcaso dos: la arista de peso 2 entre los vértices 1y 2 contiene S-ciclo. Entonces adyacente
al S-ciclo hay dos esquinas malas, una en cada vértice. Sin pérdida de generalidad supéngase
que el trigono IV tiene esquina mala en el vértice 2 y que el trigono V tiene esquina mala en
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(1) (2)

Figura 6.17: (8,8,2) — (8,3,7) — (w7, ws, wy).

el vértice 1. La afirmacién 2 determina la esquina mala de los restantes trigonos (ver Figura
6.18 (2)). Ya que I'p tiene 15 S-ciclos, la afirmacién 1 implica wy,wg € {5,7} v wg € {4, 8}.
Ademas, 7+ wg = 0 (mod 3) implica wg = 8 y por tanto w; = 5 = wg. Sin embargo, esto
implica que las aristas de peso 5 no contienen dos S-ciclos (ver Figura 6.4) y entonces I'p tiene
a lo més 14 S-ciclos lo cual contradice las hipdtesis.

(1) (2)

Figura 6.18: (8,8,2) — (7,7,4) — (w7, ws, wy).

(2) Supdngase que I'g tiene 8 S-ciclos con par de etiquetas (2,3) y 7 S-ciclos con par de
etiquetas (1,2). El argumento es el mismo que en (1). O

Lema 6.1.6. Sip =3 = q entonces A < 10.

Demostracion. El Lema 6.1.2 y el Corolario 3.2.5 (2) implican que se puede suponer que F'
tiene género dos y A = 12. Ahora bien, el Lema 6.1.4 implica que se pueden presentar dos
€asos.

Caso uno: I'g tiene 8 S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y 7 S-ciclos con par de etiquetas
(2,3). El Lema 6.1.5 (1) implica I'p = R(9,8,1,3,8,7,6,6,6) (ver Figura 6.7) y el Lema 6.1.4
implica que la arista de peso 3 tiene un S-ciclo o. Si ¢ es adyacente al trigono IV entonces
el trigono V tendria dos esquinas malas lo cual contradice el Lema 3.2.4 (2). Por lo tanto,
o es adyacente al trigono I1I. Sin pérdida de generalidad, supéngase que dicho S-ciclo tiene
etiquetas (—1,—2) Tipo B (ver Figura 6.19). Ahora bien, nétese que la coleccién de 9 aristas
paralelas en I'p tiene un S-ciclo con par de etiquetas (1,2). Las dos aristas de este S-ciclo y la
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arista del trigono I que une los vértices 1 y 2 tienen las mismas etiquetas. Entonces el Lema
3.2.1 (1) implica que la arista del trigono I que une los vértices 1y 2 de I'p se identifica con la
arista de peso 1 en I'g. Esto implica que la arista de peso 1 en I'g tenga etiqueta 1 en el vértice
2. Sin embargo, esto implica que alguno de los trigonos IV o V en I'g tenga una esquina mala
en el vértice 2 lo cual contradice las clasificaciones de las gréficas para I'g descritas en el Lema
6.1.5.

w
—

S
Figura 6.19: T'p = R(9,8,1,3,8,7,6,6,6) con S-ciclo (—1,—2) adyacente al trigono I71.

Caso dos: T'g tiene 7 S-ciclos con par de etiquetas (1,2) y 8 S-ciclos con par de etiquetas
(2,3). La prueba es anéloga al caso 1 al aplicar el Lema 6.1.5 (2) con I'p = R(9,8,1,3,8,7,6,6,6)
(ver Figura 6.8). O

6.2. Subcaso: p=3yqg>14
Lema 6.2.1. Sip =3y q >4 entonces A < 10.

Demostracion. Se procede por contradiccién. Si A > 12, entonces ya que cada vértice de I'p
tiene la misma valencia Agq, aplicando el Lema 3.1.2 con n = 2q a la grafica I'p, se deduce que
I'p tiene 2g+1 aristas paralelas lo cual contradice el Lema 4.1.2. Por lo tanto se puede suponer
A = 12. Entonces el Lema 4.1.4 implica E(T'g) = 2¢ y de hecho se conoce la gréfica reducida
fQ. Luego ya que todos los vértices de fQ tienen valencia 4 entonces todas las aristas de fQ
tienen peso 9. Entonces el Corolario 3.2.3 (3) implican que I'p no tiene lazos. Por lo tanto el
Lema 3.2.6 (2) implica Ag < 2N + 2¢g donde N denota el nimero de ciclos de Scharlemann de
I'g. Asi, se tiene que 5¢ < N. Por otra parte, el Lema 3.2.2 (2) y el Corolario 3.2.3 (2) implican
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que todos los ciclos de Scharlemann de I'g son S-ciclos. Luego ya que E(I'g) = 2¢ entonces
N < 4q, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A < 10.
O

Proposicion 6.2.2. Asumiendo las hipdtesis del Teorema 10 se tiene que p = 3 y g > 3
implican A < 10.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 6.1.6 y Lema 6.2.1. O



Capitulo 7

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este ultimo capitulo se concluye el trabajo de la tesis con algunos problemas que quedan
pendientes de resolver y algunas areas de oportunidad para trabajos posteriores.

Respecto del Teorema 10 se sospecha que debiera ser posible probar que la distancia A(«, )
estd acotada por 10 cuando la componente en la frontera F' que contiene las pendientes a y
£ es de género al menos 2, es decir, que la primera y segunda conclusién del Teorema 10
quizé puedan ser eliminadas. Sin embargo, todavia no esté claro qué hacer para poder eliminar
estas dos conclusiones. No obstante, del trabajo realizado nétese que para eliminar A(«, 5) = 18
basta demostrar que las configuraciones de gréaficas de la Figura 5.7 no son realizables para
géneros de al menos ocho. Esto se debe a que en el argumento de la demostracién del Teorema
10 nunca se usé el género de F' excepto en el caso cuando ambos toros esenciales P y () tienen
un agujero y la distancia es 18 o 12.

Por otra parte, la cota A(a,3) < 10 del Corolario 1.0.2 no se sabe si es la 6ptima, es
decir, si 10 es la minima cota superior para la distancia. Por lo tanto es interesante intentar
encontrar ejemplos de 3-variedades M que satisfagan las hipdtesis del Corolario 1.0.2 y que
realicen alguna distancia. De hecho, hasta la fecha el autor desconoce que se haya descubierto
una 3-variedad simple M con dos pegados de 2-asas H, y Hg donde cada una induzca un
toro esencial pero es razonable pensar que han de existir aunque su busqueda quizéd no sea
sencilla. Este trabajo en algin sentido sugiere donde intentar buscar los primeros ejemplos
como pudiera ser intentar la busqueda en alguno de los casos no genéricos. Por ejemplo seria
interesante intentar una realizacién de A cuando el toro P tiene un unico agujero y el otro toro
Q tiene 1, 2 o0 3 agujeros. Esto se debe a que en los casos anteriores no se tienen tantas aristas
y la técnica de interseccidon transversal para las graficas con etiquetas describen una especie de
esqueleto donde al tomar vecindades regulares (ver Figura 5.8) se puede intentar recontruir la
variedad total M para luego intentar probar si se obtuvo una M simple.

Finalmente, un par de trabajos un poco mas lejanos que pudieran intentar resolverse a
futuro son los siguientes:

» investigar los casos cuando M[«a| y M|[S] contienen anillos esenciales, o cuando una con-
tiene un anillo esencial y la otra un toro esencial, o cuando una contiene un disco esencial
y la otra un toro esencial, etc. (ver Teorema 2) que son casos en que todavia se desconoce
una cota para la distancia. Notese que si P (respec. Q) es la superficie esencial de ca-
racterfstica de Euler no negativa en M|a] (respec. M[f3]) entonces dP puede intersectar
F si P es anillo o disco. Esto implica que la interseccion transversal de P N @) puede ser
mas delicada de codificar con las graficas I'p y I'g.

= Investigar el caso cuando las pendientes a y 8 no son necesariamente separantes en F'.
Noétese que en este caso el control del signado de las etiquetas es mas delicado ya que la
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intersecciéon entre las pendientes no necesariamente alterna entre + y — en la componente
de la frontera F' como en el caso separante.
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