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Resumen

Motivados por el modelado de comportamientos dinamicos con multiples
escalas temporales, tipicos de sistemas bioldgicos, integraremos dos teorias
clésicas (la teorfa de singularidades y la teorfa geométrica de perturbaciones
singulares) para estudiar el comportamiento global de una clase de sistemas
de ecuaciones diferenciales con multiples escalas temporales y que poseen una
singularidad dada como centro organizador.

IIT



v



Indice general

Datos del jurado

1.

Introduccion

1.1. Fendémenos dindmicos con multiples escalas temporales . . . .
1.2. Objetivos y resultados del trabajo . . . . . . . ... ... ...
1.3. Organizacion del contenido . . . . . . . ... ... ... ....

Sistemas Dinamicos

2.1. Generalidades . . . . . . . . . ..
2.2. Sistemas unidimensionales . . . . . . .. ... ... ..
2.3. Sistemas bidimensionales . . . . . . . ... ... ... ... ..

Bifurcaciones escalares
3.1. Problemas de bifurcacion elementales . . . . . . . . . ... ..
3.1.1. Bifurcaciéon fold o silla-nodo . . . . . .. ... L.
3.1.2. Bifurcacion transcritica . . . . . . ...
3.1.3. Bifurcacién pitchfork o tridente . . . . . . . ... ...
3.2. Problema del reconocimiento para bifurcaciones . . . . . . ..
3.3. Despliegue universal . . . . . . .. ... L.
3.4. Problema del reconocimiento para despliegues universales . . .
3.5. Diagramas de bifurcacién persistentes . . . . . . .. .. ...
3.6. Clasificacién por codimensién . . . . . . . ... ... ... ..

Teoria de las perturbaciones singulares

4.1. Introduccién a sistemas rapido-lento. . . . . . . .. .. ...

4.2. Variedades invariantes . . . . . . . . ... ... .. ... ..
4.2.1. Primer teorema de Fenichel . . . . . .. .. ... ...
4.2.2. Segundo teorema de Fenichel . . . . . . . .. . ... ..

A%

15
15
18
22

29
30
31
33
34
35
39
42
43
47



4.2.3. Tercer teorema de Fenichel . . . . . . . . . .. ... .. 59
4.2.4. Teoria de Fenichel cerca de las singularidades . . . . . 60

5. Sistemas dinamicos con dos escalas temporales organizados

por una singularidad 61

5.1. Una singularidad como centro organizador . . . . . .. .. .. 61
5.1.1. Centros organizadores en problemas de bifurcacion es-

calar . . . ..o 61
5.1.2. Ideas para encontrar centros organizadores en sistemas

dindmicos . . . . . . ... 64

5.2. Singularidad histéresis y las oscilaciones de relajacion . . . . . 65
5.3. Singularidad winged-cusp y la existencia de biestabilidad entre

un punto fijo y ciclo limite . . . . . . . . ... ... ... ... 69

6. Conclusiones 75

VI



Capitulo 1

Introduccion

Aunque de naturaleza tedrica, este trabajo estda motivado por el modelado
de una clase de fenémenos y comportamientos caracteristicos de sistemas
biolégicos. Haremos un breve recorrido por estos fenémenos y en seguida
formularemos los objetivos de este trabajo. Concluiremos esta introduccién
con una presentacién detallada del contenido.

1.1. Fendémenos dinamicos con multiples es-
calas temporales en la naturaleza y en
modelos matematicos

La naturaleza muestra una gran variedad de fenémenos dinamicos, es
decir, que dependen del tiempo, tanto en sistemas inertes como en sistemas
biolégicos. Entender esos fendémenos es una pregunta cientifica fundamental.
La teoria de sistemas dinamicos y en particular la teoria de las ecuaciones
diferenciales juegan un papel muy importante en el desarrollo de modelos
para responder a esta pregunta.

Muchos de los fenémenos dindmicos que observamos en la naturaleza, en
particular en biologia, muestran escalas temporales caracteristicas muy dife-
rentes. Esto es normal, debido a que varios fenémenos dindmicos surgen de la
interaccion de niveles biofisicos muy distintos: genético, molecular, eléctrico,
y hasta cuantico. Ilustramos este hecho con una serie de ejemplos:

= Estallido neuronal: La Figural.l, tomada de [25], muestra la actividad
eléctrica de las neuronas del talamo y de la corteza cerebral. Lo que



Figura 1.1: Estallido neuronal: Actividad eléctrica de las neuronas de la cor-
teza cerebral
. Tomada de [25].

Figura 1.2: Relojes bioldgicos: Curso temporal de la concentracion de oxigeno
disuelto en la levadura saccharomyces cerevisiae, tomada de [1].



Figura 1.3: Redes bioquimicas: Comportamiento temporal de un modelo de
tres variables que consiste en el acoplamiento en serie de dos reacciones en-
zimaticas autocataliticas. Tomada de [6]
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Figura 1.4: Electréonica: Comportamiento temporal de un circuito integrado
optoelectrénico. Tomada de [24].

se muestra es la variacién temporal del potencial eléctrico de la mem-
brana celular debida al flujo de distintos iones (sodio, potasio y calcio,
principalmente) a través de la membrana.

Sin entrar en los detalles bioldgicos, podemos reconocer propiedades
dinamicas caracteristicas de la actividad eléctrica neuronal. En primer
lugar, reconocemos “picos”de potencial eléctrico llamados “potenciales
de accion”. El potencial de accién es la unidad fundamental para la
comunicacion interneuronal [4]. Se caracteriza por una subida y una
bajada muy rapidas que determinan la primera escala temporal carac-
teristica de la actividad neuronal, la escala temporal rapida (~ 1ms). El
primer modelo de potencial de accién es el modelo de Hodgkin y Huxley
[14], uno de los modelos més importantes de la biologia matematica. En
segundo lugar, los potenciales de accién estan agrupados en estallidos
(bursts) que forman el segundo nivel de organizacién temporal para la
comunicacion neuronal, en los que podemos distinguir una segunda y
tercera escalas temporales caracteristicas de la actividad neuronal. La
escala lenta (~ bms) estd determinada por el periodo de reposo entre
un potencial de accién y otro. La escala temporal ultra-lenta (decenas
de milisegundos) esta determinada por el periodo de de reposo entre un
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estallido y otro. A nivel cualitativo, esto nos dice que el estallido neu-
ronal es un fenémeno dinamico a tres escalas temporales, modelado de
forma natural por ecuaciones diferenciales con tres variables dindamicas

[10] [13] [23].

Relojes bioldgicos: La Figura 1.2 muestra un ejemplo muy claro de la
existencia de multiples escalas temporales en los relojes biologicos. Es-
tos relojes proporcionan una coordinacién temporal entre los diferentes
procesos celulares y entre los procesos celulares y las fases solares y
lunares. El sistema estudiado en la Figura 1.2, tomado de [1] mues-
tra el curso temporal de las concentraciones de oxigeno disuelto en la
levadura saccharomyces cerevisiae. Un examen detallado de la figura
muestra ritmos con periodos muy distintos. La oscilacion lenta tiene
un periodo de aproximadamente 13 h. Superpuestas a este ritmo se de-
tectan oscilaciones rapidas con periodo de aproximadamente 40 min y
oscilaciones ultra-rapidas con periodo de aproximadamente 4 min. Un
modelo de reloj biolégico que reproduce la co-existencia de multiples
ritmos se encuentra en [3].

Redes bioquimicas: En la Figura 1.3 se presenta el comportamiento
temporal de un modelo de tres variables que consiste en el acoplamien-
to en serie de dos reacciones enziméticas autocataliticas [6]. Podemos
observar un comportamiento periédico en forma de estallido, cualita-
tivamente idéntico al estallido neuronal. Como en el caso neuronal,
tenemos tres escalas temporales caracteristicas: una escala rapida para
la subida y la bajada de los picos de concentracion, una escala lenta
para el periodo de quietud entre dos picos, y una escala ultra-lenta para
el periodo de quietud entre dos estallido.

Electrénica: La Figura 1.4 extraida de [24] muestra el comportamien-
to temporal de un circuito integrado optoelectrénico, que acopla los
niveles cuantico, 6ptico y electrénico. En el cuadro derecho se observa
claramente la presencia de por lo menos dos escalas temporales. Una es-
cala rapida para la subida y la bajada de los picos de potencia éptica y
una escala lenta para los periodos de reposo entre dos picos. Un andlisis
mas detallado podria revelar la presencia de otras escalas temporales,
por ejemplo, en las oscilaciones de amplitud mas pequena superpuesta
a los maximos de los picos. Este comportamiento temporal se puede



reproducir por la ecuacién de Liénard [30],

d*x dx

T 1@+ () =0,

que es una generalizaciéon del oscilador de Van der Pol [27]. Este os-
cilador ha sido ampliamente estudiado y aplicado [12] [16]. Fue tam-
bién la base para el desarrollo del modelo FitzHugh-Nagumo para el
potencial de accién de las neuronas, que simplifica el modelo Hodgkin-
Huxley [9] [14] [21]

A pesar del hecho de que los ejemplos mencionados son tomados de siste-
mas biofisicos muy diferentes, todos muestran la presencia de escalas tempo-
rales caracteristicas muy distintas. Cada uno de estos sistemas se puede mo-
delar a través de ecuaciones diferenciales apropiadas que podemos integrar
numéricamente o estudiar a través de métodos de ecuaciones diferenciales

20] [22] .

1.2. Objetivos y resultados del trabajo

Motivados por el modelado de la clase de sistemas introducida en la sec-
cion anterior, estamos interesados en desarrollar nuevos métodos matemati-
cos para el estudio del comportamiento global (en el espacio fase y en el
espacio de los pardmetros) de una clase de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales no lineales con miultiples escalas temporales. En este tipo de sistema
cada variable esta caracterizada por una constate de tiempo que determina
la rapidez de su evolucion temporal y las constantes de tiempo asociadas
a distintas variables son fuertemente separadas. Inspirados por las ideas de
René Thom [26], estudiaremos sistemas con miltiples escalas temporales
organizados por una singularidad, o centro organizador. Dichos sistemas sur-
gen naturalmente como formas normales de modelos biofisicos. Por ejemplo,
el modelo de FitzHugh-Nagumo es un modelo a dos escalas temporales orga-
nizado por la singularidad histéresis [10] [23] . Asi también se ha mostrado
que el estallido neuronal es un proceso a tres escalas temporales organizado
por la singularidad winged -cusp' [10].

IEn la literatura en espaflol, se hace un uso exteso de los nombres en ingles de las
bifurcaciones elementales, fold (doblez), winged-cusp (alas-ctuspide), pitchfork (triden-
te, tenedor, horquilla ). Con el fin de facilitar la lectura del texto decidimos seguir esta
tendencia.



Integraremos dos teorias clasicas, la teoria de las singularidades aplicada
a las bifurcaciones [11] y la teorfa geométrica de las perturbaciones singu-
lares [7] [17], para predecir y clasificar todos los retratos fase globales de
la clase de sistemas mencionada. Los métodos que desarrollaremos extienden
los ya existentes [5] [12] [20] [22] [29]. La principal novedad de los méto-
dos propuestos en este trabajo con respecto a métodos mas cldsicos es que
son al mismo tiempo globales y constructivos. Por ejemplo, la teoria clasica
nos dice cémo se rompe globalmente una érbita homoclinica [29], pero no es
constructiva, en el sentido que no nos da condiciones para demostrar que di-
cha orbita homoclinica existe. Al revés, la teoria de Hopf nos da condiciones
constructivas para determinar de qué forma una(s) familia(s) de ciclos limites
nace alrededor de un centro no lineal, pero sus predicciones son locales, en
el sentido de permitir conocer lo que ocurre cerca de un punto de equilibrio
que [12].

La aplicacion conjunta de la teoria de las singularidades aplicada a pro-
blemas de bifurcacion y la teoria geométrica de perturbaciones singulares,
a la clase de sistemas que vamos a estudiar, nos permite predecir de forma
constructiva el retrato fase global del sistema, y ademés determinar cémo
cambia el retrato fase en funcién de los parametros del sistema. La presencia
de un centro organizador y de multiples escalas temporales es fundamental
para nuestro enfoque. De un lado, la presencia de multiples escalas tempora-
les nos permite diseccionar el sistema en subsistemas de dimensién mas baja,
cada uno en una escala temporal caracteristica, y de juntar de forma rigu-
rosa la informacion obtenida en cada subsistema para obtener informacién
global sobre el sistema completo. Por otro lado, la presencia de un centro
organizador nos permite predecir de forma rigurosa como cambia el retrato
fase global en funcién de los parametros.

1.3. Organizacion del contenido

En el capitulo 2 “Sistemas dindmicos”, presentamos conceptos basicos so-
bre sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, que usaremos
a lo largo de este trabajo: Campo vectorial, flujo del campo vectorial, puntos
de equilibrio, trayectorias, estabilidad de los puntos de equilibrio, variedades
estable e inestable de puntos fijos, 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas, y
ciclos limites. Algunos conceptos mas sobre el flujo en sistemas unidimen-
sionales se muestra en la Seccién 2.2 “Sistemas unidimensionales”, donde
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A

Figura 1.5: Diagrama de bifurcacién de x3 + 62% — Az + 1/10 = 0.

también presentamos un ejemplo sencillo de dinamica neuronal, en el que se
muestra cémo depende la forma del retrato fase del sistema, de los valores
que toma un parametro. En la Seccién 2.3 “Sistemas bidimensionales”, pre-
sentamos un ejemplo con el modelo FitzHugh-Nagumo, en el que describimos
el campo vectorial para diferentes valores de un parametro.

La teorfa de las bifurcaciones escalares es presentada en el capitulo 3,
“Bifurcaciones: un enfoque desde la teorfa de las singularidades”. [Capitulos
[-IV de [11]]. Se le denomina bifurcacion al cambio en el nimero de soluciones
x de una ecuacién de la forma g(z, A) = 0, cuando el pardmetro \ varia. A la
grafica sobre el plano (z, A), donde se muestra cémo cambian las soluciones
x con respecto a A, se le llama diagrama de bifurcacion. Por ejemplo, el
diagrama de bifurcacién de la ecuacion

1
3 2
6x° — A — =0
z° + bx T+ 10 )
se muestra en la Figura 1.5. Decimos que la ecuacién g(x,\) = 0 es un

problema de bifurcacion.

La teoria de las singularidades aplicada a la teoria de las bifurcaciones
[11] nos da las herramientas para decidir si un problema de bifurcacién dado
tiene una singularidad de cierto tipo y de esta manera poder enumerar todas
las posibles perturbaciones de un problema de bifurcacion dado que sean
cualitativamente diferentes. Hay once singularidades de codimensién < 3.

Las proposiciones presentadas en la Seccién 3.2 “Problema del reconoci-
miento para bifurcaciones” establecen los criterios para decidir si una funcion
g(x,\) es equivalente a alguna de las formas normales de singularidades de
codimensién < 3. En la Seccién 3.3 “Despliegue universal”se clasifican todos
los diagramas de bifurcacién perturbados de un problema de bifurcacién da-
do g(x,\) = 0. Estas perturbaciones son descritas por familias paramétricas

8



G(z, \; ) con pardametros auxiliares o € R*. En la Seccién 3.4 “Problema
del reconocimiento para despliegues universales” definimos la codimension de
g como el nimero de parametros auxiliares del despliegue universal y esta-
blecemos cudndo una funcién F'(z, A; «) es despligue universal de una singu-
laridad dada. En la Seccién 3.5 “Diagramas de bifurcacion no persistentes”se
clasifican los diagramas de bifurcacién que son persistentes en un desplie-
gue universal de una singularidad de codimension < 3, esto por medio de la
variedad de transiciéon del mismo despliegue.

La utilidad de la teoria de las singularidades en la modelaciéon matematica
de fendmenos naturales es la siguiente:

En sistemas dinamicos de la forma

T =g(x,\), (1.1)

conocer c¢émo los puntos de equilibrio (o puntos criticos) del sistema (1.1)
{(z,A) : g(z,\) = 0} dependen del pardmetro de bifurcacién A, implica
conocer las posibles configuraciones del retrato fase del sistema en funcion
de ), si ademés de esto, podemos clasificar los diagramas de bifurcacion que
surgen bajo pequenas perturbaciones de g es decir,

g(x, )+ pp(z, A) con 0 < pu<<1,

estarfamos ante todos las posibles retratos fase cualitativamente diferentes
que quizd puedan observarse para algin sistema real modelado por (1.1). Lo
cual es muy util, por ejemplo, para la clasificacién de los posibles fenéme-
nos predichos por un mismo modelo, o para detectar cuando un fenémeno
observado experimentalmente puede ser reproducido por un modelo dado.

En la Seccién 3.6 “Clasificacion por codimension”, se concretan los resul-
tados de este capitulo para singuaridades de codimension < 3. Presentamos
las formas normales y las condiciones de equivalencia para conocer cuando
una funcién suave de codimensién < 3 es equivalente a alguna de estas for-
mas. Mostramos un despliegue universal para cada forma normal, junto con
sus diagramas de bifurcacién no perturbados y la matriz de condiciones, que
determinan cuédndo un despliegue es equivalente a un despliegue universal de
alguna forma normal. Una tabla de las variedades de transicion y de todos
los diagramas de bifurcacién persistentes para cada forma normal de codi-
mensién < 3 se encuentra en el Capitulo IV, Seccién 4 de [11].

En el capitulo 4 “Teoria geométrica de las perturbaciones singulares”,
presentamos la teoria sobre sistemas perturbados singularmente, es decir con



una separacién de escalas temporales casi infinita entre sus variedades. La
herramienta fundamental son los teoremas de Fenichel sobre variedades in-
variantes. Este capitulo estd basado en las notas de lectura [17].

Nos enfocaremos en sistemas dindmicos de la forma

'z.. = f(x?y7€>7

y'zgg(m,y,s), (12)

donde r € R™, y € R", 0 < e << 1y fy g son suaves. Se dice que tales
sistemas tienen un campo vectorial rapido-lento, x es la variable rédpida, y es
la variable lenta y € es la razon entre las escalas de tiempo de estas variables.
Sobre la Seccion 4.1 “Introduccién a sistemas réapido-lento”, a través del
cambio de escala temporal 7 = €t, obtenemos un sistema equivalente a (1.2).
Tomando el limite singular € = 0 en estos dos sistemas obtenemos

E:J%x’yao)v f(l',y70>:0,
dy _ dy _
E_07 %_g(‘rayvo)?

conocidos como sistema capa y sistema reducido, respectivamente, que nos
permiten simplificar el andlisis cualitativo del campo vectorial del sistema
principal (1.2), a través de la descomposicién del flujo global en flujo lento
y flujo rdapido. Dado que el sistema capa describe la evolucion de la variable
rapida x, el término “capa’hace referencia a la idea de que para cada y
fijo, tenemos una franja del flujo rdpido. La evolucién de la variable lenta y
estd restringida al conjunto {(z,y) : f(z,y,0) = 0}, descrita por el sistema
reducido.

En la Seccion 4.2 “Variedades invariantes”, se considera la variedad critica
Mo C {(z,y) : f(x,y,0) = 0}. El flujo lento estd restringido a ésta y el flujo
rapido describe el comportamiento normal a ésta.

El primer teorema de Fenichel, establece la existencia de una variedad
lenta M, difeomorfa a M, para 0 < ¢ << 1, que es invariante bajo el flujo
del sistema (1.2), siempre que la variedad M, sea compacta y normalmente
hiperbdlica. Es decir que asegura la existencia de M, con € # 0 como una
perturbacion de M. El segundo teorema de Fenichel refuerza la estructura
de M., al establecer que las mismas conclusiones del primer teorema para
la variedad critica M se mantienen localmente para sus variedades estable
e inestable. Ahora, las variedades estable e inestable de un punto p € M,
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Wi (p) y W.(p) son perturbadas en objetos andlogos W} .(p.) y W.(p:) con
p- € M., sin embargo las variedades no perturbadas son invariantes bajo el
flujo de (1.2) y sus homdlogos no lo son, asi el tercer teorema de Fenichel
establece un sentido en el que las familias

{Wie(pe)lpe € Mc}}

Wi (pe)lp- € Mc}}

son invariantes.

Por medio de los métodos “blow-up” se puede extender los teoremas de Fe-
nichel a los puntos no hiperbdélicos de la variedad critica del sistema (6.1) [19],
es decir puntos donde f tiene una singularidad. Estos puntos son importantes
porque, de forma natural a nivel cualitativo, son un punto de transicién entre
el flujo lento y el flujo rapido. Los métodos “blow-up”no los desarrollamos
en este trabajo.

En el capitulo 5 “Sistemas dinamicos con dos escalas temporales organi-
zados por una singularidad”, introducimos los métodos de este trabajo. En
pocas palabras las ideas atrds de estos métodos son las siguientes. Notemos
que en el sistema rapido, dado que la variable y toma valores constantes, pue-
de ser considerada como un parametro, y si z,y € R entonces a f(x,y,0) =0
lo podemos ver como un problema de bifurcacion. Asi, en el limite singular,
por la teoria expuesta en el capitulo 3, podemos conocer todos los diagramas
de bifurcacion persistentes en el despliegue universal de la forma normal de
la singularidad equivalente a f(x,y,0) = 0. Lo cual implica conocer todas
las formas persistentes de la variedad critica del sistema (1.2), que junto con
los teoremas de Fenichel hacen realizable el objetivo de conocer la dinamica
global de sistemas de la forma (1.2). Tlustraremos estas ideas sobre el estudio
de la estructura global del plano fase de una clase de sistemas dinamicos
bidimensionales con dos escalas temporales de la forma

T = Gsing(xa A + y;a)a

= <= .

donde Gy;ng es el despliegue universal de una singularidad dada y 0 < e < 1.
A modo de ejemplo presentamos la dinamica global de dos sistemas organi-

11



zados por singularidades de codimensién 1y 3,

= Gpy(z,\+y:0), T = Gueusp(T, A+ Y5, B,7),
=2 —(At+y)+ Bz, =-2"+PBr—(A+y)’ —7(A+yr—a,
yzé(x—y)’ y:€<I—y),

donde Gpy ¥ Gueusp son despliegues universales de las singularidades histére-
sis y winged-cusp, respectivamente, y 0 < ¢ << 1. Usamos la teoria del
despliegue universal y los teoremas de Fenichel para clasificar todos los posi-
bles atractores y retratos fase de estos sistemas. En la Seccion 5.1.1 “Centros
organizadores en problemas de bifurcacion escalar” retomamos para estos
dos sistemas el concepto de variedad de transicién, como la unién de los
diagramas de bifurcacion no persistentes de codimension 1 , y resaltamos el
hecho de que el despliegue universal de la singularidad winged-cusp contiene
la singularidad histéresis.

La interseccion de los diagramas de bifurcacién no persistentes de co-
dimensiéon 1 es el diagrama de bifurcaciéon no perturbado. Decimos que un
diagrama de bifurcacién no perturbado es un centro organizador de los dia-
gramas de bifurcacion persistentes, pues bajo pequenas perturbaciones de
éste es posible generarlos todos. La idea de centro organizador es fundamen-
tal por dos aspectos.

= Permite clasificar y predecir todos los diagramas de bifurcaciéon de un
problema de bifurcacién organizado por una singularidad dada.

= Permite reconocer el centro organizador de un sistema real a partir
de datos experimentales, pues si observamos experimentalmente dia-
gramas de bifurcacién (necesariamente persistentes) que pertenecen al
despliegue universal de una singularidad dada, podemos formular muy
razonablemente la hipdtesis de que el sistema que estamos estudiando
estda organizado por dicha singularidad.

Sin embargo, en su formulacién clasica, el concepto de centro organiza-
dor se aplica solamente a problemas de bifurcaciones escalares. Una clase de
sistemas més amplia en las que se puede aplicar estas ideas son justamente
los de la forma (1.3), es decir, sistemas bidimensionales con dos escalas tem-

porales en los cuales la ceroclina de x esta organizada por una singularidad
dada.

12



Usaremos el conocimiento de la estructura global del despliegue universal
de la singularidad organizadora de la ceroclina de x, {(z,y) : © = 0}, para
construir de forma geométrica, a través de los sistemas capa y reducido,
los posibles planos fase singulares correspondientes a distintos diagramas
de bifurcacién persistentes. Por los teoremas de Fenichel, los planos fases
singulares determinan los planos fases globales (en particular los atractores)
del sistema a dos escalas temporales, para e suficientemente pequeno.

En la Seccién 5.3 “Singularidad winged-cusp y la existencia de biestabi-
lidadgonstruimos el retrato fase de un sistema particular, bidimensional con
dos escalas temporales organizado por la singularidad winged-cusp. Mos-
tramos que dicha singularidad organiza la biestabilidad entre un punto fijo
atractor y un ciclo limite de relajacién. Este tipo de biestabilidad se obtiene
al perturbar una variedad de transicion transcritica en el despliegue universal
de la winged-cusp.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

El objetivo de la teoria de los sistemas dindmicos que trataremos aqui,
es entender cémo el comportamiento temporal de un sistema depende de las
condiciones iniciales y de los parametros del mismo. En este primer capi-
tulo revisamos conceptos y algunas propiedades generales para los sistemas
dinamicos.

2.1. Generalidades

Iniciaremos presentando el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
autonomo

T = g(x), (2.1)

donde z es la variable de estado del sistema, cuya derivada con respecto al
tiempo es & = dx/dt. Si z(t) € R™ con n € N diremos que el sistema (2.1) es
de dimensién n.

La funcién suave g : R™ — R"™ define un campo vectorial sobre el espacio
fase R". Para cada punto x € R™ el vector g(z) indica el cambio en la direccién
de la variable de estado x; es posible representar el campo vectorial de forma
geométrica, lo que hacemos es dibujar el vector g(x) con punto inicial x.

Diremos que el sistema (2.1) es lineal si la variable de estado = aparece de
forma lineal en g y es no lineal si aparecen productos, potencias o funciones
no lineales de x. Ademas, si g depende explicitamente del tiempo, es decir
g = g(t,x), diremos que es un sistema no auténomo, si no diremos que

15


Lorenap
Texto escrito a máquina


es auténomo. Los sistemas que trataremos en este escrito son no lineales y
autéonomos.

Una solucién del sistema (2.1) sobre un intervalo de tiempo I C R es una
funcién z(t) diferenciable en el intervalo I tal que #(t) = g(z(t)). Cuando
g es una funcién suficientenmente suave ! el siguiente teorema garantiza la
existencia de una solucién del sistema (2.1).

Teorema 1 (Existencia y unicidad) Sea £ C R" un subconjunto abier-
to, tal que x¢ € E y supongamos que g es suave sobre E. Entonces existe un
a > 0 en R tal que el problema con condicién inicial

& = g(z), 22)

z(0) = zo ,
tiene una tnica solucién x(t) sobre el intervalo de tiempo [—a, a] alrededor
det = 0.

Una demostracién de este teorema se encuentra en la Seccién 2.2. de [22].
El flujo del campo vectorial, o movimiento en funcién del tiempo, definido
por el sistema (2.1) es la funcién

¢t(5€0) = ¢(t7 96’0)7

tal que para cada xrp € E C R"™ y para todo t € I C R, se tiene que
#(0,9) = xo y ¢e(xo) es solucién del sistema (2.1). Para zq fijo, el mapeo
¢1(o) es una trayectoria o curva solucién del sistema (2.1).

El retrato fase es la representacion grafica de la evolucion en el tiempo de
la variable de estado x, donde se muestra como ésta depende del estado inicial
2. En un sentido practico, el retrato fase es una herramienta para visualizar
trayectorias que son especiales, que determinan el comportamiento topolégico
de todas las demads trayectorias en el espacio fase, por ejemplo: trayectorias
de equilibrio, separatrices, ciclos limite.

Si xg es un punto de equilibrio del sistema (2.1), es decir que g(z¢) = 0,
entonces 7o es un punto fijo de ¢, pues si ¢(t,xg) es la trayectoria que pasa
por xg, la derivada con respecto a t es cero para toda t, luego ¢(t,x¢) = o
para toda t.

IDecimos que una funcién es suficientemente suave siempre que sus derivadas hasta un
orden k, con k suficientemente grande, existen y son continuas.
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Un punto de equilibrio x( es estable si cada solucién que esta suficiente-
mente cerca de xg, permanece cerca de éste con el tiempo, es decir que para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para toda = en una vecindad ¢ de xg, si
|z — 20| < d tenemos que |¢i(x) — x9| < £ cuando t > 0. Y diremos que xg es
inestable si no es estable.

Si x¢ ademas de ser estable, tiene la propiedad de que para toda x en una
vecindad § > 0 de xg

lim ¢y () = o,
t—o0

diremos que xy es asintéticamente estable.

Un resultado importante de la teoria de sistemas no lineales es el teorema
Hartman-Grobman ( [22], Seccién 2.8). Este establece que cerca de un punto
de equilibrio hiperbdlico los sistemas no lineal (2.1) y lineal

& = Dg(xo)x, (2.3)

tienen la misma estructura cualitativa. Donde Dg(xg) es la matriz constante
de derivadas parciales de primer orden de g, conocida como la matriz jacobia-
na. Un punto de equilibrio xg se dice que es hiperbdlico si ningtin valor propio
de la matriz Dg(z) tiene parte real cero. Un punto hiperbdlico serd atractor
si todos los valores propios tiene parte real negativa, repulsor si todos tienen
parte real positiva y silla si tiene al menos un valor propio positivo y uno
negativo.

Las trayectorias que convergen a un punto de equilibrio zy cuando ¢t — oo,
forman la variedad estable W} .(x) del punto, asi también las trayectorias que
cuando t — —oo convergen a x, forman la variedad inestable W} (o).

Dos tipos de érbitas importantes que pueden presentarse en la dinami-
ca de un sistema son las érbitas homoclinicas y dribtas heteroclinicas. Una
orbita homoclinica I' es una trayectoria que converge a un mismo punto
zo € R™ cuando t — £00 es decir que, I' € W, (zo) (YW} .(z0). En un siste-
ma dinamico con dos o mas puntos de equilibrio, una érbita heteroclinica I
es una trayectoria que converge a un punto de equilibrio z; cuando t — oo
y converge a un punto de equilibrio xy, distinto de xy, cuando t — —o0 es
decir que, I’ C W, (o) () Wi ().

Una de las caracteristicas de los sistemas de dimension > 2 es la presencia
de 6rbitas periddicas o ciclos, es decir cualquier curva solucién cerrada que no
es un punto de equilibrio del sistema. Diremos que una orbita periddica I es
asintéticamente estable o atractora, si cualquier trayectoria ¢(¢,z) en alguna
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vecindad de I' se aproxima a [' cuando ¢ — oo, es decir que para cada x en
una vecindad de I'

lim d(¢(t,z),I") = 0.

t—o0
Se dice que es un ciclo inestable si para alguna vecindad de I', cualquier
trayectoria se aproxima a I' cuando t — —o0.

Un ciclo limite es una érbita periddica aislada para la cual una trayectoria
que pasa por cualquier punto z( suficientemente cerca del ciclo, converge a
él cuando t — oo (estable) o t — —o0.

Las érbitas periddicas I', al igual que los puntos de equilibrio hiperbdli-
co, tienen variedades estables e inestables. Sea N una vecindad de I'. Las
variedades locales estable 1} . e inestable W}’ de I' estan dadas por

Wiio(T') = {z € N|d(¢(t,z),T") = 0 cuandot — oo},

Wi (T') ={z € N|d(¢(t,x),T') — 0 cuandot — —oo}, (24)

entonces las variedades globales estable W* e inestable W" de I' estan defi-
nidas por

WH(T) = ot Wi(I),

w(r) = o(t, Wi (I)),

>0

(2.5)

El teorema de la variedad estable es otro resultado importante, junto con
el teorema Hartman-Grobman, que relaciona las soluciones de (2.1) y (2.3).
Establece que las variedades estables e inestable de un punto hiperbdlico xg
en el sistema no lineal (2.1) son tangentes a los subespacios estable e inestable
del sistema linealizado (2.3) en .

2.2. Sistemas unidimensionales

Esta seccién es una presentacion del andlisis geométrico de los sistemas
dindmicos unidimensionales, es decir sistemas con una variable, de la forma

= g(z), (2.6)

18



Figura 2.1: Estabilidad de los puntos de equilibrio

donde la variable z(t) es una funcién escalar, su derivada con respecto al
tiempo es & = dx/dt y g : R — R es una funcién suave, el espacio fase es la
recta real R, tambien llamada linea fase.

La gréfica de g en el plano (z, %) nos da informacién sobre lo que ocurre
con las soluciones o trayectorias en la linea fase. Las condiciones iniciales
estan en la recta real, luego el flujo del campo vectorial en cada punto sélo
tiene dos opciones ir a la izquierda o a la derecha, lo cual representaremos
con flechas, como en la Figura 2.1. Si una condicién inicial para el sistema
(2.6) es exactamente un punto de equilibrio, entonces @ = g(x) = 0, por
tanto la variable permanece constante.

Para describir el comportamiento local cerca de los puntos de equilibrio
del sistema (2.6), usamos el sistema linealizado en el punto de equilibrio.
Veamos, sean o un punto de equilibrio del sistema (2.6) y n(t) = x(t)—x( una
pequena perturbacion de zg con |n| << 1 entonces 1) = & = g(z) = g(n+ o).
Supongamos que dg/dx = ¢'(xy) # 0 y usamos el desarrollo en series de
Taylor de g cerca de xg

1 1
9(n + z0) = g(wo) + ng'(zo) + 57729”(960) + 57739’”(1’0) 4

Sabemos que g(xg) = 0 ya que xg es un punto de equilibrio. Si g/(xg) # 0
entonces

9(n+x0) = ng'(x0) + O(In]?),

para |n| << 1 los términos O(|n|?) pueden ser ignorados y llegamos al sistema
linealizado

1 = ng'(xo). (2.7)
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Figura 2.2: Potencial de accion
Por OpenStax College [CC BY 3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by/3.0)],
via Wikimedia Commons

La ecuacién lineal (2.7) es llamada la linealizacién del sistema (2.6) cerca de
xo. Por tanto la estabilidad del sistema en el punto de equilibrio zy depende
de ¢'(zo) de la siguiente forma, si ¢’(zo) > 0, 1 tendrd un crecimiento ex-
ponencial, entonces xy es un punto de equilibrio inestable, Figura 2.1-a, y
si ¢'(xg) < 0 entonces n decae exponencialmente, luego xy es un punto de
equilibrio estable, Figura 2.1-b. En las Figuras 2.1-c y d, se muestran la esta-
bilidad de dos puntos que no son ni atractores, ni repulsores, pues ¢’ = 0 y la
linealizacion no aplica, son llamados nodo-silla y silla-nodo, respectivamente.

Una caracteristica de los sistemas unidimensionales es que no hay solu-
ciones perioddicas, todas las trayectorias del campo vectorial sobre la linea
fase crecen o decrecen mondétonamente, o permanecen constantes.

Ejemplo: Modelo del sodio persistente

La actividad eléctrica en las neuronas permanece y se propaga gracias al
intercambio idénico a través de su membrana. Algunas caracteristicas impor-
tantes de tal actividad son la excitabilidad, la generacién de potenciales de
accién (transmision del impulso eléctrico) y la existencia de un umbral para
la generacién de potencial de accion.

En el mecanismo de la generacién del potencial de accion en la Figura
2.2, la corriente iénica de sodio comienza su labor produciendo un aumento
rapido (3) en el potencial de la membrana que es seguido por un descenso del
potencial también répido (4) debido a los i6nes de potasio, para luego volver
al estado de reposo (6). El modelo de sodio persistente (ver [15], Seccién
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Figura 2.3: Modelo del sodio persistente para I = OpA. Sistema (2.8). Donde
se exhibe la coexistencia de biestabilidad (estados de reposo, puntos P; y P,
y estados de excitacién, punto P, ), para un sistema unidimensional.

3.1.2) dado por el sistema
OV =1-f(V), (2.8)

gNa(V - ENa)
(1 + eWirzVI/m)’

aproxima la dinamica de crecimiento del potencial de accién en las neuronas
piramidales de la capa 5 en la corteza visual de una rata. Donde el potencial
de la membrana V' (t) es una variable escalar que depende del tiempo y f(V)
es una funcién escalar que determina la evolucién del sistema, la conductancia
C, la corriente inyectada I y demds pardmetros (g9r, Er, gna, Vij2, £ Y Ena)
son constantes obtenidas experimentalmente

donde f(V) =g, (V — EL) +

C = 10uF, I = 0pA, gr, = 19mS, F; = —67mV,
gNa = T4mS, Vi, =1,5mV, k=16mV, Ey,=60mV.

El sistema dindmico no lineal (2.8) puede ser interpretado como un campo
vectorial sobre la recta real. Como se muestra en la Figura 2.3-a, sus puntos
de equilibrio se encuentran en la interseccién de las gréficas de V = —f(V)
y de la recta V = 0. En la dindmica del potencial de membrana, cada uno de
estos puntos representa un balance de las corrientes de entrada y de salida,
asi que la corriente transmembrana neta es cero y el voltaje de la membrana
no cambia. La estabilidad de los puntos de equilibrio, como se indica en la
Figura 2.1, depende de la pendiente de la funcién — f(V') cuando toca la recta
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V' = 0. En la Figura 2.3-a, los puntos P1 y P3 son estables pues la pendiente
es negativa y el punto P2 es inestable porque la pendiente es positiva.

La grafica en la Figura 2.3-a, sobre el plano (V, V) exhibe biestabilidad
es decir, la coexistencia de estados de reposo y de excitacion. Dependiendo
de la condicién inicial la trayectoria del potencial de membrana V irda a un
estado de equilibrio estable, de excitabilidad (P3) o de reposo (P1), como se
puede ver en el retrato fase del sistema en la Figura 2.3-b.

El dominio de atraccién de un punto de equilibrio estable es el conjunto
de todas las condiciones iniciales cuyas trayectorias convergen a dicho punto.
En el punto P2 de la Figura 2.3 hay un equilibrio inestable, que corresponde
al balance de la corriente que va hacia el exterior y la corriente que va hacia
el interior, en este punto una pequena perturbacion es suficiente para que
la variable de estado sea atraida por P1 o por P3. El punto de equilibrio
inestable es importante en la dinamica del sistema pues separa los dominios
de atraccion de cada uno de los puntos de equilibrio estable.

Cuando hacemos variar [ y se mantienen constantes los valores de los
deméds pardmetros, el retrato fase del sistema (2.8) puede presentar un cam-
bio sustancial en su dinamica. Por ejemplo, en la Figura 2.4, partiendo de
I = OpA hacia I = 16pA el sistema pasa de tres puntos de equilibrio a
dos, un nodo-silla (atractor por la izquierda y repulsor por la derecha) y un
atractor; para I = 60pA desaparece el estado de reposo y cualquier condicién
inicial lleva al sistema a un unico estado de excitabilidad. A este fenémeno
de cambio en el niimero de puntos de equilibrio, se le denomina bifurcacién.
En el capitulo 3 trataremos las bifurcaciones para sistemas unidimensionales.

2.3. Sistemas bidimensionales

En esta seccién introducimos algunas propiedades y conceptos generales
del analisis geométrico de los sistemas dindamicos bidimensionales no lineales.
Consideremos el sistema dinamico no lineal auténomo

&= f(z,y),

y=g(z,y), (29)

donde las funciones f, g : R? — R, que describen la evolucién de la variable
de estado (z,y), son suaves y no dependen explicitamente de la variable
independiente t.
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Figura 2.4: Modelo del sodio persistente para I = OpA, I = 16pA, I = 60pA

El sistema (2.9) define un campo vectorial sobre el plano fase (x,y), en
el que a cada punto (zg,yy) le corresponde un vector (f(zo, o), 9(zo, o))
que indica el cambio de direccién de la variable de estado, de forma que
las soluciones del sistema son curvas sobre el plano fase tangentes al campo
vectorial. El campo vectorial para este tipo de sistemas ofrece informacién
acerca de la dinamica que puede no ser obvia de la forma de las funciones
f v g. A diferencia de los sistemas unidimensionales, una caracteristica im-
portante de los sistemas bidimensionales es la existencia de ciclos limite y
orbitas homoclinicas.

Denotemos por ¢(t, (zo,yo)) a la solucién, o trayectoria u érbita, que pasa
por (zo,yo) € R?, definida para todo ¢ € I, ,, C R. Al conjunto de mapeos
definidos por ¢ : R x R? — R? le llamamos el flujo del sistema (2.9).

Algunos puntos caracterizan el comportamiento de las trayectorias en el
plano fase. Al conjunto de puntos

{(z,y) e R*: f(x,y) = 0},

le llamamos ceroclina de z. Notemos que las trayectorias en un sistema (2.9)
atraviesan la ceroclina de x de forma vertical. Analogamente, el conjunto de
puntos

{(z,y) e R*: g(z,y) = 0},

le llamamos ceroclina de y. Notemos que las trayectorias cruzan de forma
horizontal la ceroclina de y.

Un punto (xg,yo) es llamado un punto de equilibrio o punto critico del
sistema (2.9), si (f, g)(zo,y0) = (0,0). Luego, por definicién un punto es de
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equilibrio si y s6lo si es un punto de interseccién de la ceroclina de x y la
ceroclina de y.

Los puntos de equilibrio hiperbdlico del sistema (2.9) son aquellos puntos
de equilibrio para los cuales todos los valores propios de la matriz jacobiana
(2.10) no tienen parte real cero.

_ fe (0, 40) fy(%,yo)
I(@o,40) = (gw(xo,yo) gy(l’o,yo))' (2.10)

donde f, indica la derivada parcial de f con respecto a x, de forma similar
para los demés términos de la matriz jacobiana J. Estos puntos son impor-
tantes en el andlisis de sistemas dindmicos porque el comportamiento local
del sistema, cerca de los puntos de equilibrio hiperbédlico (zg, o), estd de-
terminado cualitativamente por el comportamiento del sistema lineal (2.11)
(Teorema Hartman-Grobman, [22] Seccién 2.8)

(i) = J(z0, o) (;) . (2.11)

Gracias a la linealizacién dada por el sistema (2.11) es posible hacer una
clasificacion general de la estabilidad de los puntos de equilibrio hiperbdlicos
de (2.9) en relacién con los valores propios de la matriz jacobiana J en dichos
puntos (ver [22], seccién 2). Si ambos valores propios tienen parte real negati-
va decimos que es un sumidero o nodo estable, si ambos valores propios tienen
parte real positiva decimos que es una fuente o nodo inestable, y si tiene uno
con parte real positiva y otro con parte real negativa decimos que es una
silla. Asi entonces, cualquier punto de equilibrio hiperbdlico asintéticamente
estable (sumidero) o asintéticamente inestable (fuente o silla).

Ademas de los puntos de equilibrio otra fuente de informacién sobre el
comportamiento de un sistema como (2.9) son las trayectorias cerradas u
orbitas periddicas. Las trayectorias cercanas a una orbita peridédica I pueden
comportarse como espirales, que tienden o se alejan de I'; o son en si mismas
érbitas periddicas (Teorema Poincaré-Bendixson). En el caso de que se com-
porten como espirales, la érbita periddica aislada es un ciclo limite estable,
inestable o semi-estable, dependiendo respectivamente de si las érbitas en
espiral se acercan, se alejan, o si por un lado se acercan y por otro se alejan
de T.

Asi un elemento importante en el estudio de sistemas bidimensionales no
lineales es establecer la existencia y el niimero de ciclos limites de un sistema,
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aunque hay avances en este sentido en R™ atin representa una dificultad
tedrica, hasta para sistemas donde f y g son polinomios sencillos [22]. Por
ejemplo, dos conclusiones importantes en la literatura son:

= Un resultado sobre el ntimero de ciclos limite dado por A. Lienard
establece que bajo ciertas condiciones el sistema de la forma

& =y— F(x),

i =g(e), 212

tiene exactamente un ciclo limite y este es estable [22].

En este tipo de sistemas se encuentra la famosa ecuaciéon de Van der
Pol [28§]

cuyo sistema equivalente es

el cual tiene una sola érbita periddica estable.

= El teorema conocido como el criterio de Bendixson establece que para
un sistema como (2.9), sobre una regién E “sin agujeros’de R?, si la
expresion
fo + 9y,

es siempre positiva o siempre negativa en dicha regién entonces el sis-
tema 2.9 no tiene d6rbitas cerradas en el interior de FE.

El gran interés en los ciclos limites se ve justificado porque su presen-
cia en los modelos estd relacionada con el hecho de que el sistema exhibe
comportamientos periddicos.

Ejemplo: Modelo FitzHugh-Nagumo

R. FitzHugh fue el primero en analizar el modelo Hodgkin-Huxley [8] [14],
el modelo con mayor influencia en el desarrollo del estudio de sistemas dinami-
cos para modelar la actividad neuronal. FitzHugh introduce en [9] el modelo
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Figura 2.5: Modelo FitzHugh-Nagumo 2.13, ciclo limite y ceroclina. Con
parametros a, b, ¢ fijos y variando los valores para I. En cada caso se muestran
las trayectorfas para diferentes valores iniciales (V,w).

simplificado de éste y en [21] J. Nagumo y otros construyen el circuito equi-
valente que describe el sistema excitable de una neurona, planteado asi el
modelo llamado el oscilador FitzHugh-Nagumo que presentamos a continua-
cién.

Consideremos la ecuacién

Y—V(a—V)(V—l)—cu—i—I, (2.13)
w=>bV — cw,

donde V' € R es el potencial de membrana (diferencia de voltaje entre el

interior y el exterior de la célula), w es una variable real conocida como

variable de activacion e I es la magnitud de la corriente inyectada [15].

La grafica 2.5 presenta diferentes comportamientos del sistema (2.13) so-
bre el plano (V,w) cuando hacemos variar I y dejamos fijo los parametros a,
b, c. Mostramos las trayectorias para varias condiciones iniciales (Vj,wp), en
cada caso. Las ceroclinas del sistema estan dadas por la curva cibica

ceroclinade V={(Viw):w=V(a—-V)(V —=1)+ 1}, (2.14)
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y la recta
. b
ceroclina dew = {(V,w) : w = EV}’ (2.15)

Las ceroclina estan formadas por los puntos donde el campo vectorial tiene
un crecimiento nulo en alguna direccién, asi por ejemplo la ceroclina de V
divide al espacio fase en dos regiones donde las trayectorias se mueven en
direccion opuesta izquierda-derecha, y la ceroclina de w lo divide también en
dos regiones con direcciones opuestas arriba-abajo. Esta division del espacio
fase nos permite identificar los puntos atractores, repulsores, puntos silla y
hacer un estimado de la forma de las trayectorias solucion.

Encontrar una solucién analitica explicita con frecuencia es muy com-
plicado o imposible, entonces se puede recurrir a métodos numéricos para
la aproximacion a la solucién analitica o, como es nuestro caso, al analisis
geométrico para aproximarnos al comportamiento cualitativo de las solucio-
nes, llegar a caracterizar ademés cémo dependen las soluciones de su estado
inicial zy y de los parametros que puedan haber.

La interseccién de las ceroclinas nos indica los punto de equilibrio

Vie=V)(V-1)+1= ZE)V.

En este caso los diferentes valores de los pardametros determinan qué tan
pronunciada es la grafica de la cibica y la pendiente de la recta. Asi que
para a = —0,8, b = 0,03, ¢ = 0,02 tenemos un tnico punto de equilibrio en
(Vo,wo) que depende del valor de I. Cuya estabilidad podemos determinar a
través de los valores propios de la matriz jacobiana en este punto.

Llamemos rama superior, central e inferior a las tres secciones que com-
ponen la curva cubica (las ramas son localmente estable, inestabe y estable
respectivamente). Como se aprecia en la Figura 2.5, si la interseccion de las
ceroclinas ocurre en la rama superior o en la rama inferior, vemos que hay
un punto de equilibrio atractor, y si la interseccion ocurre en la rama central
hay un punto de equilibrio inestable.

La Figura 2.5 exhibe, para valores de I que van aumentando, un atractor
o un unico ciclo limite. Cuando incrementamos I podemos observar una
transiciéon entre un estado de reposo (atractor) a una dindmica de picos
periédica (ciclo limite atractor).
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Capitulo 3

Bifurcaciones escalares: Un
enfoque desde la teoria de las
singularidades

En general los sistemas dinamicos pueden depender de parametros inter-
nos o externos. En este capitulo presentamos un enfoque a la cuestion sobre
la dependencia de los parametros en un sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Cuando hacemos variar un parametro dentro de un sistema, el compor-
tamiento del sistema puede cambiar drasticamente. La teoria de las bifurca-
ciones escalares estudia el cambio del nimero y la estabilidad de los puntos
de equilibrio de un sistema en funcién de un pardmetro de control ( [11],
Capitulos I-IV). Aplicando los métodos de la teoria de las singularidades a
la teoria de las bifurcaciones, en particular haciendo uso de las teorias del
despliegue y de la clasificacion, mostramos una manera de abordar problemas
de bifurcacién de la forma g(z, A) = 0, donde ¢ es una funcién escalar suave
y x,y € R. Tratamos tres temas centrales que se refieren a como reconocer
problemas de bifurcacién equivalentes, la enumeracion de todas las posibles
perturbaciones cualitativamente diferentes de un problema de bifurcacién da-
do y la clasificacién de todos los problemas de bifurcacion cualitativamente
diferentes que puedan ocurrir hasta cierto “grado”.
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3.1. Problemas de bifurcacion elementales

En esta seccién veremos como cambia la dindmica del sistema

i =g(x),

cuando introducimos un parametro A € R y lo hacemos variar.

Hemos visto, por ejemplo, en la Seccién 2.2 con el modelo del sodio persis-
tente con pardametro I, un ejemplo del cambio en la dindmica de un sistema
cuando un parametro toma diferentes valores, se puede observar que para
I = OpA hay tres puntos de equilibrio, para I = 16pA hay dos y para
I = 60pA hay un tnico punto de equilibrio.

Consideremos el sistema

T =g(x,\), (3.1)

donde x € R, A € Ry g: RxR — R es suave. El andlisis geométrico
cualitativo de un sistema dindmico (3.1) se centra en el estudio de los puntos
de equilibrio del campo vectorial

g(z,A) =0, (3.2)

en funcién de A. A la ecuacién (3.2) se le denomina problema de bifurcacién,
donde x es la variable de estado y A el pardmetro de bifurcacién. Usamos g, y
g para representar la derivada de g con respecto a x y la derivada de g con
respecto a A. Llamamos diagrama de bifurcacién al conjunto solucion

{(z,\) : g(x,\) = 0}. (3.3)

Estamos interesados en el comportamiento cualitativo del diagrama (3.3).
Para cada A definimos n(A\) como el nimero de x para los que (z,\) es
solucién del problema de bifurcacién (3.2), es decir

n(\) = #{x : g(x, ) = 0}.

Sea g(xg, Ag) = 0, diremos que el punto (xg, A\g) es un punto de bifurcacién si
para cualquiera vecindad de )¢ existe un A tal que n(Ag) # n(\), en otras
palabras, un punto de bifurcacion separa dos comportamientos cualitativos
diferentes.
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Si (g, Ao) es un punto de bifurcacién del problema (3.2) entonces sucede
que g, (o, Ao) = 0. Veamos, el teorema de la funcién implicita ( [2], Capitulo
13) aplicado a (3.2), dice que si la derivada con respecto a x en un punto
de equilibro (xg, \g) es distinta de cero, g,(zo, Ao) # 0, entonces existe una
funcién suave X (\) definida sobre una vecindad de Ay, tal que para cada
A la ecuacién (3.2) tiene una tunica solucién z = X (A) en una vecindad de
zo, g(X(N),A) = 0. Por tanto, una condicién necesaria para que haya un
cambio en el nimero de soluciones para A cerca de Ao, es que g,(xg, Ag) = 0.
Pero como mostraremos, esta condiciéon no es suficiente para que haya una
bifurcacién en un punto de equilibrio dado.

Llamaremos puntos singulares a aquellos puntos (g, \g) que satisfagan

g(I‘(), )\0) = gx(l'o, )\0) = O (34)

Un ejemplo de singularidad sin bifurcacion es el siguiente
glx,\) =2* + X2 =0, (3.5)

aqui la derivada con respecto a z es g, (o, \g) = 323, luego hay una singula-
ridad en (xg, A\g) = (0,0). Por otro lado, esta ecuacién tiene solucién exacta
r = —A*3 asi que no es bifurcacién. Sin embargo esta situacién es “fra-
gil” y puede bifurcar bajo perturbaciones arbitrariamente pequenas, como
veremos mas adelante. Con un pequeno abuso de terminologia, hablaremos
de bifurcacién o de singularidad de forma intercambiable cada vez que nos
encontremos en la situacion (3.4).

Presentamos ahora tres tipos de bifurcaciones que pueden ocurrir en pun-
tos de equilibrio de un sistema dindmico unidimensional de la forma

t=g(z,\), dondexeRyA\eR.
Es facil ver que en los tres casos el punto (0,0) es un punto singular, es decir

que g(0,0) = g,(0,0) = 0.

3.1.1. Bifurcacién fold o silla-nodo

Consideremos el sistema
i =g(z,\) =2+ A (3.6)

Su diagrama de bifurcacién se muestra en la parte inferior de la Figura 3.1.
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x2+\, A<0 X2+, A=0 X2+\,A>0

NIV LY

Figura 3.1: Bifurcacién fold o Silla-Nodo. En la parte superior, en el plano (g, x)
y para diferentes valores de A, representamos los puntos de equilibrio del sistema
(3.6) y su estabilidad. En la parte inferior, se muestra sobre el plano (z, A) el diagra-
ma de bifurcacién para el mismo sistema, vemos en (0,0) un punto de bifurcacién
(Linea continua simboliza estabilidad estable y linea punteada inestable).

En este sistema cuando variamos A € R, dos puntos de equilibrio, uno estable
y otro inestable se van acercando y se funden en un punto silla- nodo, que
luego desaparece.

Para A\ < 0, Figura 3.1 superior izquierda, existen dos puntos de equilibrio
en £ = ++1/—\, uno es estable y el otro inestable. Cuando A = 0 el sistema
tiene un tnico punto de equilibrio en z = 0 de tipo nodo-silla, atractor por
la izquierda, repulsor por la derecha. Para A > 0, la ecuacién g(z, A) = 0 no
tiene solucién real y por tanto no hay puntos de equiibrio. Luego los campos
vectoriales que resultan ser cualitativamente diferentes estan separados por
el valor A = 0, asi que éste es un valor de bifurcacién.

El diagrama de bifurcacién del sistema, Figura 3.1, en el plano (A, x)
muestra los valores de los puntos de equilibrio x y su estabilidad para A
variando de forma continua, los puntos inestables son representados con una
linea punteada y los puntos estables con una linea continua.

El sistema @ = —2% + \ presenta un diagrama de bifurcacién invertido es
decir, para A < 0 el sistema no tiene puntos de equilibrio, en A = 0 aparece
un punto de equilibrio silla-nodo, que se divide en dos puntos de equilibrio,

uno inestable y otro estable. En ambos casos decimos que hay una bifurcacién
fold.
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Figura 3.2: Bifurcacion Transcritica. En la parte superior, en el plano (g,z) y
para diferentes valores de \, representamos los puntos de equilibrio del sistema (3.7)
y su estabilidad. En la parte inferior, se muestra sobre el plano (x,\) el diagrama
de bifurcacién para el mismo sistema, vemos en (0,0) un punto de bifurcacién
(Linea continua simboliza estabilidad estable y linea punteada inestable).

3.1.2. Bifurcacidon transcritica

Consideremos el sistema
i = —1°+ \r. (3.7)

El diagrama de bifurcacién del sistema (3.7) se muestra en la parte inferior

de la Figura 3.2. Esta bifurcacion se caracteriza por la permanencia de uno
de sus puntos de equilibrio y porque éste cambia de estabilidad dependiendo
el signo de \.

Vemos que x = 0 es siempre punto de equiibrio en el sistema, indepen-
diente de los valores que pueda tomar el parametro de bifurcacion A\ y x = A
es el otro punto de equilibrio, inestable para A < 0 y estable para A > 0.
Para A = 0 hay sélo un punto de equilibrio con estabilidad silla-nodo.

Mientras A varia, en el diagrama de bifurcacién, Figura 3.2 parte inferior,
se puede ver como los dos puntos de equilibrio se van acercando hasta fundirse
en A = 0, y apartir de ése valor cambia la estabilidad de x = 0 y de x = A.
Luego A = 0 es un valor de bifurcacién. Los puntos de equilibrio intercambian
sus estabilidades al encontrarse en A = 0.

Observamos que a través del cambio de variables & = z 4+ A y A = —2),
la. bifurcacién transcritica se puede reescribir como @ = 22 — \?
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Figura 3.3: Bifurcacién pitchfork supercritica. En la parte superior, en el plano
(g,x) y para diferentes valores de A, representamos los puntos de equilibrio del
sistema (3.8) y su estabilidad. En la parte inferior, se muestra sobre el plano (z, \)
el diagrama de bifurcacién para el mismo sistema, vemos en (0,0) un punto de
bifurcacién (Linea continua simboliza estabilidad estable y linea punteada inesta-
ble).

3.1.3. Bifurcaciéon pitchfork o tridente

La bifurcacién pitchfork se caracteriza por ser simétrica, los puntos de
equilibrio aparecen o desaparecen en pares simétricos. Hay dos tipos de bi-
furcacién pitchfork, la supercritica y la subcritica.

Bifurcacion pitchfork supercritica

Consideremos el sistema

i = —1°+ A, (3.8)

cuyo diagrama de bifurcacion aparece en la Figura 3.3. En esta bifurcacién se
pasa de una solucién de equilibrio estable a dos nuevas soluciones de equilibrio
estables y la solucion inicial no desaparece pero si cambia su estabilidad. Para
A < 0 el sistema tiene un unico punto de equilibrio en x = 0 estable y para
A > 0 hay puntos de equilibrio en z = 0 inestable y en 2 = ++v/\ estables.
Asi A = 0 es el valor de bifurcacion para el sistema 3.8.
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Figura 3.4: Bifurcacion pitchfork subcritica. En la parte superior, en el plano
(g,x) y para diferentes valores de A, representamos los puntos de equilibrio del
sistema (3.9) y su estabilidad. En la parte inferior, se muestra sobre el plano (x, \)
el diagrama de bifurcacién para el mismo sistema, vemos en (0,0) un punto de
bifurcacién (Linea continua simboliza estabilidad estable y linea punteada inesta-
ble).

Bifurcacion pitchfork subcritica

Consideremos el sistema
i =2+ A\, (3.9)

el diagrama de bifurcacion de este sistema se encuentra en la parte inferior de
la Figura 3.4. Antes de la bifurcacion pitchfork subcritico A = 0 el sistema
tiene una solucién de equilibrio estable en = 0 y dos inestables en x =
++v/—\. Cuando X > 0 desaparecen los puntos de equilibrio inestables y en
x = 0 cambia de estabilidad.

3.2. Problema del reconocimiento para bifur-
caciones

Localmente cualquier sistema que tenga un punto de bifurcacién fold,
o transcritica, o pitchfork en (0,0) estd dado por las ecuaciones (3.6), o
(3.7), o (3.8), respectivamente, en este sentido las bifurcaciones presentadas
son llamadas formas normales. Sin embargo surge una pregunta de forma
natural. Dado un problema de bifurcacién g(z, A) = 0 con punto singular en
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(o, o) ¢Cudl tipo de bifurcacion es?. Una manera de abordar este tema es
conocer cuales son las formas normales existentes y poder caracterizar todos
los problemas de bifurcacién que son equivalentes a cada forma normal h.
Equivalentes en el sentido de que las soluciones de ¢ difieran de las de h
solo por un difeomorfismo. A este plantemiento se le denomina Problema del
reconocimiento para bifurcaciones

En general, sean g,h : R x R — R funciones suaves definidas en una
vecindad suficientemente pequena del origen. Diremos que g es fuertemente
equivalente a h, notacién g ~ h, si existe un difeomorfismo local X (z,\) y
una funcién S(z, A) con:

X(0,0) =0, X.(z,A\) >0, S(z,\) >0,
tales que
Wz, A) = S(z, A)g(X(z, A), A), (3.10)

cerca del origen. Esta Seccién y las préximas de este capitulo, estan basadas
en los primeros cuatros capitulos del libro de Golubitsky [11].

Las condiciones sobre X y S tienen el proposito de preservar la orientacién
de x y Ay la informacién acerca del nimero y la estabilidad de las soluciones;
si g y h son fuertemente equivalentes, entonces g, y h, tienen el mismo signo
cuando g y h se anulan. Consideramos la ecuacién (3.10) y la derivamos con
respecto a x

hy =Sz g(X,A) 4+ 8- g, (X, A) - X,

Cuando g(z,A) = 0 tenemos que h, = Sg¢,(X,\)X, donde S > 0, X, > 0,
por tanto g, y h, tienen el mismo signo.

Resolver el problema de reconocimiento para una funciéon suave h defi-
nida cerca de (0,0) es caracterizar explicitamente a las funciones g que son
fuertemente equivalentes a h. Entonces, la idea es conocer los posibles com-
portamientos de una funcion g “complicada”, a través de su equivalencia con
h “simple”, donde h es una funcién dada. Si g(z, A) = 0 es un problema de
bifurcacién y h una forma normal tal que g &~ h diremos que h es la forma
normal para el problema de bifurcacién.

Algebraicamente dos problemas de bifurcacién pueden ser similares y sin
embargo tener diagramas de bifurcacién muy diferentes, un ejemplo sencillo
de esto son las formas normales h(z, ) = e(z* + dA?), donde € y § son +1.
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Para 0 = —1 el diagrama de bifurcacion consta de dos rectas que se cruzan
entre si (singularidad transcritica), y para § = 1 el diagrama de bifurcacién
es un unico punto (z,A\) = (0,0), (singularidad centro aislado).

En la equivalencia fuerte de g y h, ecuacién (3.10), el difeomorfismo (X, \)
puede mover el conjunto solucién del problema g(x,\) = 0, con ¢g(0,0) = 0
pero no cambia su naturaleza cualitativa. Notemos que la coordenada A del
difeomorfismo no depende de z, ya que x caracteriza el estado del sistema,
mientras que A es un parametro externo. Para cada valor elegido A el sistema
tiene un estado de equilibrio que satisface el problema y que se conserva bajo
la fuerte equivalencia con h, es decir cuando h = S.g(X, A). En particular si
g ~ h entonces

n9(>\) = 7”Lh()\),

donde ny y ny, son la cantidad de = para las cuales g(z,\) =0y h(z,\) =0
respectivamente.

En las siguientes proposiciones enunciamos la solucién al problema del
reconocimiento para las siguientes formas normales:

(a) ex”+ 6, k> 2,
(b) ex® + SAx, k> 3,
(c) e(z®+6)\?),

(d) ex® + A%,

donde € y  son +1.
Por ejemplo las funciones g =~ h donde h es la bifurcacion fold
h(z,\) = 2% + )\,
en la Secciéon 3.1.1, se caracterizan por
9(0,0) = g,(0,0) =0 y g,2(0,0) >0, ¢x(0,0) >0,
o las funciones g ~ h donde h es la bifurcacion pitchfork subcritica
h(z,\) = 2° + Az,
en la Secciéon 3.1.1, se caracterizan por
9(0,0) = 62(0,0) = gz =92 =0 ¥ g222(0,0) >0, 912(0,0) >0,
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La idea de las siguientes cuatro proposiciones es que cualquier funcion
g(x, \) que satisface ciertas condiciones sobre sus derivadas puede ser trans-
formada, por un cambio de coordenadas apropiado, en la forma normal
h(z,\) dada, es decir que existen X y S tales que g &~ h. Lo cual hace
posible de una manera sencilla obtener una forma normal apropiada para
un problema de bifurcacion g(xz, \) = 0, observando que derivadas de g se
anulan en el punto de bifurcacién.

Dos observaciones para las cuatro proposiciones, vamos a suponer que
g(z, A) es una funcién suave definida sobre alguna vecindad suficientemente
pequena del origen, y la notacién sgn(A) requiere que A # 0.

Proposicién 1 Para k > 2, g ~ ex® + d\ si y sélo si en (z,\) = (0,0)

ag ak—lg
97 oz k-1 ’ (3.11)
y
€ = s5gn @ d = sgn 99 (3.12)
oxk )’ or )’ '
En la proposicién 1, para k = 2, ¢ = 1 y § = 1 tenemos el caso de la

bifurcacién fold (3.6).
Proposicién 2 Parak > 3, g~ cak + 6 \x siysélosienz =\ =0

_dg _9g 9y
g_ax_ Okl

_ 99 _ 3.13
=0 (3.13)

kg 0%g
€ = sgn <%) , 0 =sgn (8)\8:6) . (3.14)

En la proposicién 2, para k = 3, ¢ = +1 y 6 = 1 tenemos el caso de la
bifurcacién pitchfork (3.9)(3.8).

Haciendo un cambio en la notacién, g, = % Yy gy = g—f\,
para las demas derivadas de parciales de ordenes mayores.

de igual forma

Proposicién 3 g~ ez? + 5 2 siysclosienx =\ =0
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e =sgn(gss), 0 =sgn(detd’y), (3.16)

donde d*g es la matriz hessiana de las segundas derivadas de g,

d2g _ (gxx gAx) ]
Dz 9

Proposicién 4 La forma normal winged-cusp. g =~ cx® 4+ 0\? si y sélo si en
r=A=0

9 =0z = gx = Gazz = Graz = 07 (317)

€ = 581 (gac:m) ) 0= sgn (gAA) . (318)

3.3. Despliegue universal

Cuando se introducen pequenas perturbaciones al problema de bifurca-
cién se presentan cambios drasticos en la forma de los diagramas de bifurca-
cién. Por ejemplo —22 + Az £ ¢ = 0 deja de poseer una bifurcacién pitchfork
para cualquier € # 0 (En la Figura 3.6 se presentan los diferentes diagramas
de bifurcacién perturbados que se pueden obtener en esta situaciéon para la
bifurcacién pitchfork, 0 < ¢ < 1). La idea en esta seccién es usar la teoria del
desplieque universal para clasificar todos diagramas de bifurcacion pertur-
bados de un problema de bifurcaciéon dado g(x, \) = 0; estas perturbaciones
pueden ser descritas por pardmetros auxiliares a € R¥ en el problema de
bifurcacion.

La clasificacion de todos los posibles comportamientos que pueden ocurrir
en presencia de parametros, se logra en dos pasos:

i) La construccién de una familia con k pardmetros, o despliegue universal

G(x, )\, a) con a € R¥, que describe todas las perturbaciones del problema
de bifurcacién g(z, \) = 0.
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ii) La exploracién del espacio, haciendo variar «, con el objetivo de enu-
merar, modulo la equivalencia, los diferentes diagramas de bifurcacién

{(z,\): G(z,\,a) = 0,0 € R*}. (3.19)

Para empezar sean g y G funciones suaves definidas sobre una vecindad
suficientemente pequena del origen. Le llamaremos a G(z, A, «) donde o =
(a1, ,ap) € RE un despliegue con k pardmetros de g, si para o = 0

G(z,\,0) = g(x,\), (3.20)

Otra forma de decirlo es que un despliegue G es una familia parametrica
de perturbaciones de g. Con el objetivo de definir lo que es un despliegue
universal de g, establecemos la equivalencia entre despliegues, por medio de
la relacién “factorizada por”, como sigue: Sean G(z,\,a) donde o € R* y
H(x,\,3) donde B € R! despliegues de g, diremos que H es factorizada por
medio de G, si existen mapeos suaves S, X, A y A tales que

H(z, A, B) = S(x, A, B)G (X (2, A, B), AX, B), A(B)) (3.21)

Esperamos que para = 0 suceda que H(z, A\, 0) = G(x,\,0) = g(z, \), por
tanto las condiciones sobre las funciones son

S(x,A\,0)=1, X(x,\,0) =z, AN0)=)A, yA0)=0. (3.22)

De esta manera, si existen S, X, A y A tales que satisfacen (3.21) y cumplen
las condiciones (3.22) escribimos

H(-, - B) =~ G(--, AB)).

Un despliegue H puede ser factorizado por medio de otro despliegue G' que
contenga menos parametros. Por ejemplo consideremos el despliegue unipa-
ramétrico de la pitchfork

H(z,\ B) = 2* — A\ + Bz, (3.23)
y el despliegue (sin parametros) de la pitchfork

G(z,\) = 2° — Az, (3.24)
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las funciones S(z, A\, 8) = 1, X(x,\,8) =z, AN, B) = A=y AB) =0
luego

H(z, M, B) = Gz, A — B). (3.25)

Algunos despliegues importantes son los que contiene todas las perturba-
ciones de g, es decir son despliegues G tal que cada despliegue H de g pueda
ser factorizado por medio de G, a este tipo de despliegues se le llama versal.
Y si ademas no tienen redundancia en los parametros, es decir depende del
minimo numero de parametros posible, le damos el nombre de despliegue uni-
versal. Un ejemplo de parametro redundante, es el término Sz en la ecuacion
(3.23), ya que es un término que puede ser “absorbido”por un cambio de
variable ' = X\ + 8 Al nimero minimo de pardametros le llamamos codimen-
sién de g. Si g no posee un despliegue versal diremos que g tiene codimensién
infinita.

La siguiente proposicion nos da el nimero de parametros de despliegue
necesarios para capturar todos los comportamientos perturbados posibles de

g.

Proposicién 5 (Corolario I11.2.6 de [11]) Si g(x, \) es una funcién suave de
codimension finita definida en una vecindad suficientemente pequena cerca
del origen, entonces la codimension de g es igual al nimero de condiciones
para la definicion de g menos 2.

En la proposicién 5 “ntimero de condiciones para la definicién de g” es
el nimero de condiciones sobre las derivadas parciales de g que hacen a
g fuertemente equivalente a su forma normal. Dado que toda singularidad
satisface por definicién que g = g, = 0, podemos fijarnos en las condiciones
adicionales a éstas, por eso el “menos 2”.

Ejemplos de despliegues universales para el problema de bifurcacion pitch-

fork h(z,\) = 2® — Az
(a) G(z,\a,B) =2°— \v+a+ pz?
(b) Gz, A\ o, ) =2° = dx +a+ B,

El problema de reconocimiento para h es resuelto por las siguientes con-
diciones:

Entonces la codimensiéon de A es 2.
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3.4. Problema del reconocimiento para des-
pliegues universales

Sea G(x, A, a) un despliegue de g. Supongamos que g es fuertemente equi-
valente a alguna forma normal h. El problema de reconocimiento para los des-
pliegues universales se refiere a las condiciones sobre un despliegue G de g
para ser un despliegue universal de g. Los siguientes resultados muestran que
G es un despliegue universal si y s6lo si un cierto determinante m x m, que
depende de las derivadas parciales de g y de G, es distinto de cero.

Proposicién 6 (Puntos histéresis) Supongamos que g es equivalente a
h(z,\) = +2® £ A, y sea G un despliegue uniparamétrico de g. Entonces G
es un despliegue universal de g si y solo si

det (él gzi ) £0, (3.26)

enr=A=a=0

Proposicién 7 (Pitchfork) Supongamos que g es equivalente a h(x, \) =
+2% + Az, y sea G(z, \, a, 3) un despliegue biparamétrico de g. Entonces G
es un despliegue universal de g si y solo si

0 0 [ED) Grza

0 9w 9r G
det Ga Gax Ga/\ Gamﬁ 7£07 (327)

Gﬁ Gﬂz Gg)\ ngw
enr=A=a=0=0

Proposicién 8 ( Winged cusp) Supongamos que g es equivalente a h(x, \)
+2% £ A2, y sea G(x, \, a, B,7) un despliegue triparamétrico de g. Entonces
G es un despliegue universal de g si y sélo si

0 0 9 9us G

det Ga Ga:r Ga)\ Gaxx Gax)\ 7é 07 (328)
Gg Ggr Gan Gpee Gpgar
G,y G7$ G'y A G'yxac G'ya:/\

enr=A=a=03=v=0
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Histeresis

XX

Transcritica

Figura 3.5: Despliegue de los diagramas de bifurcaciéon no persistentes de
codimensién uno, bifurcaciones histéresis y transcritica.

En el Cuadro 3.4 de la Seccién 3.6 presentamos la solucion al problema de
reconocimiento para despliegues universales de las bifurcaciones elementales
de codimensién < 3 [11]

3.5. Diagramas de bifurcacién persistentes

Con el objetivo enumerar los diagramas de bifurcacion perturbados cuali-
tativamente diferentes en un despliegue universal, definimos los diagramas
de bifurcacion persistentes como los diagramas de bifurcaciéon perturba-
dos en el despliegue universal que permanecen cualitativamente sin cambio
cuando se adiciona una pequena perturbacién. En otro caso seran diagramas
de bifurcacion no persistentes.

Como veremos, el conjunto de valores de pardmetros en R¥ para los cuales
se tiene la no persistencia es la unién finita de hipersuperficies algebraicas en
R* ( [11], Seccién I11.5). dichas hipersuperficies seccionan el espacio pardme-
trico y las distintas clases de diagramas persistentes estan separados por
comportamientos no persistente.

Los comportamientos no persistentes de codimension mas baja son los de
codimensién 1, la histéresis y la transcritica y el comportamiento doble silla
nodo, Figura 3.5

La uniéon de todos los puntos del espacio de despliegue donde se encuen-
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tran la histéresis, la transcritica o doble silla nodo, es el conjunto de transi-
ci6én entre dstintos diagramas de bifurcacién persistentes. (Una tabla con la
grafica del conjunto de transicién y los diagramas de bifurcacion perturbados
persistentes de las bifurcaciones elementales de codimension <3, estda dada
en el capitulo IV, Seccién 4 de [11])

Definicién 1 (Conjunto de transicién) Sea G : R x R x R* — R un
despliegue universal de una funcion g : R x R — R suave y definida en una

vecindad suficientemente pequena del origen. Separamos los fenomenos no
persistentes en las siguientes definiciones

(a) B={aeRF:3(z,\) eRxR tal que G =G, =G, =0en (z,\a)}.
(a) H={aecRF:3(z,)\) e RxR tal que G =G, = Gpe = 0 en (z,\,a)}.

(a) D={a€R": I(xy,25,\) € R xR xR, 2y # x5 tal que
G=G,=0en (z;,\a), i=12}
(a) ¥ = BUHUD = conjunto de transicion.

Veamos por ejemplo el conjunto de transicién para la pichfork (3.29) en
la Figura 3.6. Tenemos que

G =2°+ B2* — Az + q, (3.29)
G, =32% + 28z — a,
G)\ =—-7,
Gow =61 + 20.

Para calcular B buscamos los (a, 3) tales que G = G, = G, = 0. Si
G, = 0 entonces x = 0, reemplazando en GG = 0 o en GG, = 0 tenemos que
a = 0 para todo (. Asi B = {(a, ) : « = 0}.

El conjunto H esta dado por G = G, = G, = 0. De G, = 0 tenemos que
r = —3/3, reemplazando en G, = 0 llegamos a que A = —(3?/3) y al sustituir
los valores de z y A en G = 0 concluimos que H = {(«, 8) : a = 33/27}.

Para calcular D necesitamos de la siguiente proposicién,
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Figura 3.6: Conjunto de transicién ¥ de la pitchfork (3.29) y sus diagramas
de bifurcacién persistentes en las regiones que forman R?.

Proposicién 9 ( [11] capitulo III, Lema 7.1)Si h(x) es un polinomio de
grado menor o igual que 3 tal que h = h, = 0 en dos puntos distintos xy y
To, entonces h = 0.

Demostracion: Por medio de una traslacién de ejes + — x — z; podemos
suponer que z; = 0, entonces h(0) = h,(0) = 0. Lo que implica que si
igualamos h(r) = az® + bx? + cx + d donde h,(z) = 3ax? + 2bx +cen x =0
las constantes d y ¢ son cero, luego h(z) tiene la forma h(z) = az® + bx?
para algunos coeficientes a,b € R. Si escribimos las dos ecuaciones h(x) =
h:(x) = 0 como un producto de matrices

2 2%\ [a
2 =0,
(3:6 2&:) (b)
cuyo determinante resulta ser —z* # 0, lo que implica que a = b = 0 entonces
h=0.

Continuando con nuestro ejemplo, desde la proposicién 9 tenemos que
para el despliegue universal de la pitchfork D = &. Luego ¥ = BUH =
{a e R¥ : J(z,)) e Rx Rtalque G = G, = Gpe = Gy = 0 en (z,\,a)}.
El teorema que enunciaremos mas adelante, muestra que los diagramas de
bifurcacién perturbados pueden ser enumerados por ciertas regiones abiertas
en el espacio de despliegue.

Supongamos que g(x, \) es una funcién suave de codimension finita, defi-
nida sobre una vecindad suficientemente pequena del origen, con despliegue
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universal G(z, )\, a), a € R*. Sea X el conjunto de transicién. Sea W una
vecindad apropiada de cero en R¥.

El resultado principal de esta seccion dice que si aq, as pertenecen a la
misma componente conexa de W ~ ¥ entonces G(-,-, 1) v G(+,-, ) son
equivalentes el uno al otro. En otras palabras, para cada pareja aq, as en una
componente dada de W ~ X

G('a '7051> ~ G(a ',Oég).

Para mostrar esto, se construye una vecindad V' del origen en R x R,
y entonces se prueba la equivalencia entre G(-,-, 1) v G(-, -, a9) sobre V
(Para oy y ap € W). Como se consideran difeomorfismos (X, A), donde A
no depende de x, es mas conveniente considerar a V' como un rectangulo
vecindad de (0,0); es decir, una vecindad de la forma V' = U x L donde U y
L son intervalos cerrados.

Consideremos g(z, A) con una singularidad de codimensién finita en el
origen. Primero elegiremos una vecindad apropiada del origen sobre la cual
formularemos el resultado principal. Especificamente U x L debe ser tal que:

(a) g y g no se anulan simultaneamente sobre la frontera de la vecindad,
o(U x L).

(b) g no se anula sobre (OU) x L (Las caras superior e inferior).

Sea G(z,\, ), a € CF es un despliegue universal de g. Ahora, G(-,-,0) = g,
satisface las condiciones anteriores. Por continuidad elegimos una vecindad
de cero W C R” tal que para cualquier a € W:

(a) Gy G, no se anulan simultaneamente sobre (U x L).

(b) G no se anula sobre (OU) x L.

Teorema 2 ( [11], Teorema I11.6.1)Sean g,G,U, L,W y % como hemos di-
cho en el pdrrafo anterior. Si oy, ap pertenecen a la misma componente cone-
xa de W ~ X, entonces existe un difeomorfismo (X (x,\), A(\)) que mapea
U x L en si mismo, y una funcién S(x, \) tal que

G(z, A\, az) = S(z, \)G(X (x,N), A(N), ).

Los difeomorfismos mapean cada borde de U x L en si mismo.
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3.6. Clasificacion por codimensién

El objetivo de esta seccién es la clasificacién de todos los problemas de
bifurcacién g(z, A\) = 0 con una variable de estado z € R, de codimensién
menor o igual a 3. Existen once singularidades con estas caracteristicas, son
conocidas como Problemas de bifurcacién elementales. Hemos puesto en cua-
dros la informacién tratada en este capitulo para estas once singularidades en:

El Cuadro 3.1: Formas Normales para singularidades de codimensiéon < 3,
Seccién 3.1.

El Cuadro 3.2: Solucién del problema de reconocimiento para singulari-
dades de codimension < 3. Seccién 3.2.

El Cuadro 3.3: Despliegue universal de las bifurcaciones elementales en el
Cuadro 3.1, con sus diagramas de bifurcacién no perturbados. Seccion 3.3

El Cuadro 3.4: Solucién al problema de reconocimiento para despliegues
universales de las bifurcaciones elementales con codimensién < 3, Seccion 3.4.

El siguiente teorema nos dice que en presencia de 3 o menos parametros
auxiliares, genericamente podemos observar s6lo un ntimero finito de diagra-
mas de bifurcacion persistentes. Esto nos da una forma de predecir cudl es
el diagrama de bifurcacién de un sistema del cual conocemos la singulari-
dad organizadora y viceversa, de deducir cuél es a singularidad organizadora
observando los diagramas de bifurcacién persistentes.

Teorema 3 (Teorema de la clasificacién) Sea g : R? — R una funcién
suave, definida en una vecindad suficientemente pequena del origen, tal que
g=9:=0en (z,\) = (0,0). Si codim g < 3, entonces g es equivalente a
uno de los problemas de bifurcacion listados en la Cuadro 3.1.

Las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3 del capitulo IV, Seccién 4 de [11] presentan
todas las graficas de las variedades de transicion, junto con las gréficas de los
diagramas de bifurcacion persistentes de las singularidades de codimensién
<3.
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Forma Normal Codimensién Nomenclatura
(1) ex*+ A 0 Punto limite
(2) e(z*—\?) 1 Transcritica
(3) e(x? + \?) 1 Centro aislado
(4) ex®+0A 1 Histéresis
(5) ex®+ oN3 2 Crspide asimétrica
(6) ex®+dAx 2 pitchfork
(7) ext + oA 2 Pliegue cuértico
(8) ex?+ o\ 3
(9) ex®+ 0N 3 winged-cusp
(10) ex* + oz 3
(11) ez® + A 3
Donde € y 6 son +1 o —1

Cuadro 3.1: Formas Normales para singularidades de codimensién < 3. Seccién
3.1.
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Forma Normal Condiciones No degenerancia
(1,4, ex*+0Ak>2) Gu=- = SZ% =0 £ :sgn@—;zg) ,0 =sgn(g»)
7,11)
(6,10) ex® + 0 x(k > 3) Gow = = % = ¢ :sgn(g—x> , 0 =sgn(gzy)
g =0
(273) 5(‘1.2 + 5>‘2> 9 = 0 € :Sgn<g:m)7 0 :Sgn<det d2g)

(5) ex? + 0N

(8) ex? + oA

(9) ex’ + 0N

g = det(d?g) = 0 es-
cogiendo v # 0 tal que
Guv = 0

gx = det<d2g) = Gvvv =
0 escogiendo v # 0 tal
que g,, =0

g)\:gmx:gx)\:()

€ :Sgn<gm~)a 0 :Sgn<gwu)

£ =sgN(gaz), 0 =sgn(q) don-
de q = GQuvvv * Gz — Sggu:v

€ =581 (Gaaa), 0 =5gn(ga)

Cuadro 3.2: Solucion al problema de reconocimiento para singularidades de
codimensién < 3. Las condiciones incluyen el hecho de que g = g, = 0. La
igualdad § =sgn(gy) significa que gy # 0 y que 0 es igual al signo de g,.

Seccion 3.2.
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Diagramas no perturbados
Despliegue universal 0=-1 0=1

(1) ex?+ oA
(2,3) e(z®*+ X +a)
(4) ex®+ N+ ax
(5) ex? 4+ 6N+ a+ A
(6) ex®+ dd\r + o+ fa?
(7)  ex* + o)\ + ax + Ba?
(8) ez + A+ a+ BN+ YA
(9) ex®+0N+a+ Br+y\x

(10) ex? 4+ oAz + a + BA + ya?

(11) ex® + 60X + ax + Sa? + ya?

Cuadro 3.3: Despliegue universal de las bifurcaciones elementales en el Cua-
dro 3.1, con sus diagramas de bifurcacién no perturbados (o = § = v = 0).
Seccion 3.3.
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Forma Normal Matriz
1) ez + oA -
23) e@®—X) G
3 ax 9z
(4) e’ + A <Ga Gam)
0 Gz Gz
ex® + «a azx a
5 2460 Go G G
Gﬁ Gﬁx G/B)\
0 0 Gz Grza
0 G 9w Graz
3
(6> = +5)\x Ga Gaz Ga)\ Gazm
Gs Gpo Gpn Gpaw
gx Iz Ixx
(7) 51’4 + oA Ga Gaac Gaxw
0 Gz Gz Gzrax Gza) Gz
2 4
(8> = +6>\ Ga Gaa: Ga/\ Ga:ca: Gax)\ Ga/\)\
Gg Ggy Gpn Gpew Gpzn Gpan
G'Y G»yx G'y)\ G'yx:p G'ym)\ Ga)\)\
0 0 g Grzx
0 G 9w Graz
3 2
(9> = +6>\ Ga Gacc Goc/\ Gaa:a:
G,B G,Bx Gﬁx\ G,Bmc
0 Gaz (959 Irzz Grzzx
(10) €x4+(5)\37 Ga Ga:c Goz)\ Ga:c;t Gaxa::v
Gﬁ Gﬁx G,B)\ Gﬁxx Gﬁa}:m’
G’y nyx G'y)\ G'ya}x G’yxx:c
gx [V Iz Izzx
Gy Gow G G
5 a azx azzT arTT
(11) ex® 46X Gy Goo Gooe Gooes
G'y nyg; G’yzaf; G"/LEJ?.Z‘

Cuadro 3.4: Solucién al problema de reconocimiento para despliegues univer-
sales de las bifurcaciones elementales de codimensién < 3, Secciéon 3.4
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Capitulo 4

Teoria geométrica de las
perturbaciones singulares

En este capitulo introducimos un método para analizar geométricamente
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias perturbados singularmente,
es decir, sistemas que se caracterizan por tener una separacién de escalas
temporales entre sus variedades. Esta exposicién esta basada en las notas de
lectura [17], con fundamento en los teoremas sobre variedades invariantes de
Fenichel [7].

Los problemas de perturbacién singular son sistemas dindmicos que constan
de un parametro para el cual las soluciones en el valor limite del parametro
difieren sustancialmente, en niimero o en forma, de las soluciones del proble-
ma principal. Tomemos como ejemplo el siguiente sistema, conocido como la
ecuacion de Van der Pol, con parametro de perturbacion singular € > 0

1’3

6m’=y—§—|—x,

Y= —x.

Este sistema, para 0 < ¢ << 1 tiene un ciclo limite en el plano, mientras

que en el limite singular ¢ = 0 las trayectorias estan restringidas al conjunto

23

y=%—ux.

U?;la caracteristica de los problemas de perturbacién singular es que sus
soluciones se desarrollan en varias escalas de tiempo. En la ecuacién de Van
der Pol, la variable y se mueve en una escala de tiempo caracteristica de
O(1), mientras que la variable x en una escala de tiempo caracteristica de
O(1/e). La teoria geométrica de las perturbaciones singulares toma ventaja
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de esta separacion de escalas temporales y del limite singular, para obtener
problemas reducidos que son mas simples que el problema completo y cons-
truir, apartir de las soluciones de estos, una aproximacién a la solucion del
problema original.

4.1. Introduccion a sistemas rapido-lento

Consideremos el sistema dindmico rapido-lento (4.1),

d
d_f :x/:f(:E’y?g)?

d
d_?i =y =eg(z,y,e),

(4.1)

donde la variable (z,y) € R™ x R" (m,n=1 o 2) y el pardmetro 0 < ¢ << 1.
Supongamos que las funciones f : R™*" xR — R™ y g : R™™" x R — R" son
suficientemente suaves. En el cual la variable x tiene una escala de tiempo
mucho mayor que la escala de la variable y, asi la variable x es llamada
variable rapida y la variable y es llamada variable lenta. A través del cambio
de escala temporal 7 = et obtenemos el sistema equivalente

d
g_x =E&Tr = f(x7 y? 6)7
dr (4.2)
By (x,y,¢)
5 =y =9(@y.e),

donde las derivadas ahora son con respecto a la escala temporal lenta 7, asi al

sistema (4.1) le llamaremos sistema rapido y sistema lento al sistema (4.2).

Cada sistema esta asociado de forma natural con un limite distinto ¢ — 0.
Al considerar € = 0 en el sistema rapido (4.1) se define el sistema capa

x/ = f(x7y7 O)?

Al considerar € = 0 en el sistema lento (4.2) se define el sistema reducido

f(z,9,0) =0,

Notemos que el sistema capa (4.3) es una familia unipardmetrica, con
pardmetro y, de sistemas de m dimensiones x' = f(x,y), definida sobre
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R™*" El sistema reducido (4.4) describe la evolucién de la variable y so-

bre el conjunto M = {(z,y) € R?|f(x,y,0) = 0}, su flujo no es trivial pero

esta restringido a este conjunto. Por tanto, los sistemas capa y reducido son

dos aproximaciones diferentes al sistema principal (4.1) para 0 < ¢ << 1.
Tomemos otra vez como ejemplo la ecuacion de Van der Pol

1’3

3 (4.5)

El flujo de los subsistemas reducido y capa se muestran en la Figura 4.1, junto
con el campo vectorial del sistema principal. En este caso, el flujo reducido
y = —x esta restringido al conjunto

M ={(z.yly == -},

este flujo que representamos con flechas simples sobre la curva ctibica. El
flujo del sistema capa

- _933+
TTYT T (4.6)
y=0,

exhibe capas horizontales parametrizadas por los diferentes valores de y cons-
tante. Luego dependiendo del valor de la constante y el sistema (4.6) tiene
uno, dos o tres puntos de equilibrio. El flujo de este sistema esta representado
en la Figura 4.1 con flechas dobles, justamente sobre horizontales.

La idea es poder utilizar los sistemas reducido y capa dependiendo de la
region en el espacio fase para aproximar las soluciones del sistema original
(4.5). Cerca del conjunto M, una trayectoria podria ser aproximada por
soluciones del flujo reducido, y suficientemente lejos de M, esperamos que
el movimiento lento de la variable y sea irrelevante y poder aproximar las
trayectorias por el flujo capa.

El objetivo de la teoria geométrica de las perturbaciones singulares es usar
la informacién dada por las dinamicas rapida y lenta, sobre el espacio fase
del sistema (4.1), para entender la dindmica del sistema (4.1), o su sistema
equivalente (4.2), para 0 < e << 1.

Este enfoque geométrico para el estudio de la dindmica de sistemas con
multiples escalas temporales, tiene como herramienta principal la teoria de
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Figura 4.1: Campo vectorial y ciclo limite del sistema (4.5) para 0 < ¢ << 1,
junto con el flujo del sistema reducido, representado por flechas simples sobre
la ceroclina ctibica M y flujo del sistema capa, representado por flechas dobles
sobre los segmentos horizontales.

las variedades invariantes de Fenichel, aqui enunciaremos los tres teoremas
principales [7], que tratan de las perturbaciones de las variedades invariantes
normalmente hiperbdlicas para sistemas rapido-lento.

4.2. Variedades invariantes

Veamos algunos conceptos que nos permitirdn enunciar los resultados
centrales de este capitulo.

Sea ¢;(x,y) el flujo definido por el sistema (4.1). Sea E € R?, supongamos
que f y g son suaves sobre este conjunto. Decimos que el conjunto S C F es
invariante con respecto al flujo ¢y, si ¢;(S) C S para toda t € R. Si ¢,(S) C S
para toda t > 0, se dice que es invariante positivo con respecto a ¢; y si es
para toda t < 0 diremos que es invariante negativo con respecto a ¢;.

Si M es el conjunto de puntos de equilibrio del sistema répido (4.3),

M = {(z,y) € R*|f(z,y,0) = 0},
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Figura 4.2: Teoria de Fenichel: Variedad critica M, y variedad lenta M, en
los casos de hiperbolicidad normal (derecha) y singularidad (izquierda).

a la variedad n-dimensional, posiblemente acotada Mgy C M se le denomina
la variedad critica.

Denotemos como (D, f)(p,0) a la matriz de primeras derivadas parciales
con respecto a las variable rapida x, evaluada en el punto p. Diremos que la
variedad M es normalmente hiperbdlica, si para todo (z,y) € M, los valores
propios de D, f(x,y,0) no tienen parte real cero; o dicho de otra forma, si
para cada (z*,y*) € M, tenemos que z* es un punto de equilibrio hiperbdlico
de la ecuacién ' = f(z,y*,0)

Enunciaremos ahora los tres teoremas de Fenichel. La figura 4.2 brinda
un soporte grafico a nuestra exposicion.

4.2.1. Primer teorema de Fenichel

Teorema 4 Supongamos que la variedad My C {f(x,y,0) = 0} es com-
pacta, posiblemente con frontera, normalmente hiperbdlica. Sean f y g su-
ficientemente suaves. Entonces para 0 < ¢ << 1 suficientemente pequeno,
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existe una variedad M. localmente invariante, bajo el flujo del sistema (4.1),
y difeomorfa a M. Ademas si f,g € C" (r < 0o) entonces M. es C".

La variedad M. del teorema 4 es llamada la variedad lenta (En la lite-
ratura se usa también las letras S y C para variedad critica). Es importante
recalcar la diferencia esencial entre la variedad critica y la variedad lenta: La
variedad critica se define en el limite singular € = 0 y la variedad lenta para
e > 0.

4.2.2. Segundo teorema de Fenichel

Las mismas conclusiones del teorema 4 para la variedad critica My, se
mantienen localmente para sus variedades estable e inestable. Por definicién
la variedad critica M, estd completamente constituida de puntos criticos
p. Cada uno tiene su propia variedad estable W} (p) o variedad inestable
W .(p). Entonces las variedades estable e inestable de M son las uniones

Wie(Mo) = | ) Wi(p Wit(Mo) = | Wik(p (4.7)

pPEMjo pEMy

El siguiente teorema de Fenichel, describe las variedades estable e inesta-
ble de la variedad lenta M., como perturbaciones de las variedades estable
e inestable de la variedad critica.

Teorema 5 Supongamos que la variedad critica M es compacta, posible-
mente con frontera, y normalmente hiperbdlica. Sea f y g son suficiente-
mente suaves. Si 0 < € << 1 es suficientemente pequeno, existen variedades
Ws(M.) y W*M.,), localmente invariante bajo el flujo del sistema 4.1, y
difeomorfas a W*(My) y W*(M,) respectivamente.

Las variedades W*¥(M.) y W*(M,) sigue siendo variedades estable e
inestable, respectivamente, pero en un sentido diferente ya que M. no es
un conjunto de puntos de equilibrio. Sin embargo las soluciones en W?*(M.,)
decaen exponencialmente a M. cuando t — oo y las soluciones en W*(M.)
decaen exponencialmente a M, para t — —oo.

De los teoremas 4 y 5 de Fenichel enunciados, una variedad critica nor-
malmente hiperbdlica atractora es perturbada a una variedad lenta invariante
atractora, para el flujo € > 0.
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4.2.3. Tercer teorema de Fenichel

Otro detalle en el andlisis de la estructura del flujo bajo perturbaciones,
es lo que ocurre con las variedades estable e inestable de los puntos py €
M de forma individual al ser perturbados en puntos p. € M., que en
general no son puntos de equilibrio. Hasta este momento hemos visto con
el teorema 4 la existencia de la variedad M, difeomorfa a Mg y localmente
invariante bajo el flujo de 4.1. Con el teorema 5 aseguramos que las variedades
estable e inestable de M. son localmente invariantes bajo el flujo del sistema.
Ahora, las variedades estable e inestable individuales, W} .(po) v W}.(po)
son perturbadas en objetos andlogos W} .(p.) v W}.(pe), sin embargo las
variedades no perturbadas son invariantes y sus homoélogos no lo son, esto se
debe justamente a que p. no es invariante bajo el flujo del sistema 4.1.

Sin embargo las familias

{VVlZc(pE) |p6 € Ms}

{Wiee(pe)lpe € Mc}}

son invariantes en un cierto sentido, dado en el teorema que enunciamos a
continuacion.

La evolucién hacia adelante de un conjunto A C D, restringido a D,
esta dado por el conjunto

A-pt={¢i(x) :x € Ay ¢s(x) C D para s € [0,1]}.

Teorema 6 Supongamos que la variedad Mg C {f(z,y,0) = 0} es com-
pacta, posiblemente con frontera, y normalmente hiperbdlico. Supongamos
ademas que f y g son suficientemente suaves. Si ¢ > 0 y suficientemente
pequeno, para cada p. € M., existe una variedad de dimension m

We(p.) € W*(M.,),
y una variedad de dimension [
W (p:) C W*(M.,),

que son difeomortfas a W?*(pg) y W*(po) y estan a O(e) de éstas, respectiva-
mente.
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Ademas, la familia {W*(p.) : p. € M.} es invariante en el sentido
We(pe) - pt CW?3(pu(p:)), sips(pe) € D para todo s € [0,1],
y la familia {W*(p.) : p. € M.} es invariante en el sentido

Wp:) -pt C W e(p:)), sips(pe) € D para todo s € [t,0].

4.2.4. Teoria de Fenichel cerca de las singularidades

Los resultados que hemos enunciado han sido dados bajo la suposicion
de que M es una variedad normalmente hiperbdlica, ahora ;Qué sucede
cuando f en el sistema répido (4.1) posee una singularidad?. En la Figura
4.2 izquierda se presenta, un punto fold y como se comportan las trayectorias
cerca del punto. Pues bien, la teoria de Fenichel se extiende a la presencia
de puntos no hiperbdlicos, a través de métodos de “blow-up-[19] [18] (Estos
métodos no los desarrollamos en este trabajo). A nivel cualitativo, el hecho
fundamental es que las singularidades de la variedad critica proveen de forma
natural puntos de transicién entre el flujo reducido y el flujo capa.
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Capitulo 5

Sistemas dinamicos con dos
escalas temporales organizados
por una singularidad

En este capitulo la idea es describir la estructura global del plano fase de
un tipo de sistema con dos escalas temporales de la forma

& = Gying(x, A\ + 1, ),

y=clx—y),

donde Ging s un despliegue universal de una singularidad daday 0 < e < 1.
Nos enfocaremos en dos singularidades: la histéresis y la winged-cusp. Usa-
remos los resultados sobre el despliegue universal de estas singularidades y

la teoria geométrica de las perturbaciones singulares que hemos visto, para
predecir y clasificar todos los retratos fase de esta clase de sistemas.

(5.1)

5.1. Una singularidad como centro organiza-
dor

5.1.1. Centros organizadores en problemas de bifurca-
cion escalar

En el capitulo 3 estudiamos los problemas de bifurcacion de la forma

g(x,\) =0, dondez,\€R (5.2)
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AN -

Figura 5.1: Conjunto de transicién de la winged-cusp (rojo) para v = 0 en el
plano (8, «). Diagramas de bifurcacién persistentes 1, 3 y 5. Diagramas de
bifurcacién no persistentes 2, 4 y 6, en el despliegue universal de la winged
cusp.

y clasificamos todos los problemas de bifurcacién de codimension < 3. En-
contramos que hay once formas normales (ver cuadro 3.1). Vimos que bajo
pequeiias perturbaciones, con excepcién de la singularidad fold 2? £ X = 0,
todas estas bifurcaciones elementales son no persistentes. Luego usamos el
despliegue universal de ¢

G(x,\;a) =0, donde a € R, (5.3)

para organizar en un espacio de paramétros de dimensién k todos los posibles
diagramas de bifurcacién persistentes de una misma forma normal g(z, \).
Donde k es el minimo nimero de parametros necesario y le llamamos la
codimension de g(x, A).

La variedad de transiciéon > = B U H U D, definida como la unién de los
diagramas de bifurcacién no persistentes de codimensién 1 contenidos en el
despliegue universal, de alguna bifurcacion de codimension > 1, separa los
diagramas de bifurcacién persistentes en clases de equivalencia ( Seccién 3.5).

Por ejemplo, para la singularidad winged-cusp

Guwe(T, ) = —x% — N2, (5.4)
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su despliegue universal,

Gue(z, X, B,7) = —2° — N2+ Br — yA\r — a, (5.5)
tiene una singularidad histéresis, sobre la variedad H
H={(a,5,7) €R*: Iz, \) € R* tal que G = G, = Gop = 0 en (2,0, 3,7)},

G=—23— N+ Bz — Iz — qa,
G, = —32> + B — ), (5.6)
Gxx = _6337

igualando a cero y despejando para «, 5y 7 en (5.6) resulta que
B—yA=0, —A=acona<0O, (5.7)
lo que implica 32 = v2\2, por tanto H estd definida por
B%+~%a =0 con a < 0.

Otra singularidad de codimensién 1 contenida en la winged-cusp es la
transcritica sobre B definida por

B={(a,8,7) € R®:J(x,\) e R*tal que G = G, = G, =0en (z,\;a, 3,7)}.

En la Figura 5.1, presentamos el conjunto de transicion de la winged-
cusp para 7 = 0, junto a sus diagramas de bifurcaciéon persistentes y no
persistentes, organizados por

%:{(aﬁﬁ7’7):a§075:077:0}7

B\3/? (5.8)
B={(a,p,7): a=+2 (g) ,8>0,7 =0},
Para la singularidad histéresis
Gny(z, ) = —z3 =\, (5.9)
su despliegue universal
Ghy(z,)\; B) = —2° — X\ + B, (5.10)
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tenemos que H esta dada por § = 0y B es vacio. En este caso el conjunto
de transicién es la misma singularidad histéresis, es decir que hay dos tipos
de diagramas de bifurcacién persistentes, dados por 3 <0y 8 > 0 en Gy,.

Para toda singularidad, y en particular para la winged-cusp y la histéresis,
el diagrama de bifurcacién no perturbado se encuentra en la interseccion de
todos los conjuntos no persistentes de codimension 1. Esto implica que este
punto, y solamente este punto, puede generar bajo perturbaciones infinita-
mente pequenas todos los posibles diagramas persistentes. En este sentido,
originalmente introducido por René Thom, el diagrama no perturbado es un
centro organizador para los diagrama de bifurcacién persistentes.

5.1.2. Ideas para encontrar centros organizadores en
sistemas dinamicos

La idea del centro organizador es poderosa bajo dos aspectos complemen-
tarios:

i. Permite clasificar y predecir todos los posibles diagramas de bifurcacion
de un problema de bifurcacion organizado por una singularidad dada.

ii. Permite reconocer el centro organizador de un sistema real a partir de
datos experimentales, pues si observamos experimentalmente diagramas de
bifurcacién (necesariamente persistentes) que pertenecen al despliegue uni-
versal de una singularidad dada podemos formular muy razonablemente la
hipdtesis de que el sistema que estamos estudiando esta organizado por
dicha singularidad.

En principio, esta idea se puede aplicar directamente a diagramas de bifurca-
ci6én que involucran bifurcaciones de atractores dindmicos (como ciclo limites
y 6rbitas homoclinas). Sin embargo una teoria rigurosa para aplicar esta idea
no existe. En este capitulo queremos explorar la idea de centro organizador

para una clase de sistemas suficientemente sencillos, sistemas de la forma
T = Ging(x, N\ + 1y, ),
y=cex—y)),

para los cuales dicha teoria se podria desarrollar. Esta clase de sistemas es en
realidad bastante general, pues puede ser vista como una forma normal para
sistemas bidimensionales con dos escalas temporales en los cuales la ceroclina
de la variable réapida x esta organizada por una singularidad dada.
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La idea que exploraremos en las siguientes dos secciones es la siguiente.
Usaremos el conocimiento de la estructura global del despliegue universal de
la singularidad organizadora de la ceroclina rapida para construir de forma
geométrica a través de los sistemas capa y reducido los posibles planos fase
singulares correspondientes a distintos diagramas de bifurcacién persisten-
tes. Por los teoremas de Fenichel, los planos fases singulares determinan los
planos fases globales (en particular los atractores) del sistema a dos escalas
temporales, por e suficientemente pequeno.

5.2. Singularidad histéresis y las oscilaciones
de relajacién

Consideremos el modelo con dos escalas temporales

&= Gpy(z, A\ +y; 0), (5.12a)
= —1° — (A +y) + Bz,
y=c(z—y), (5.12b)

donde G, (z, \; ) = —2®— A+ Sz es el despliegue universal de la singularidad
histéresis, gp,(x, \) = —a — \.

Vamos a construir el retrato fase singular del sistema (5.12). Observemos
que la variable lenta y actia como una modulacién del pardametro de bifur-
cacién A en la dindmica répida (5.12a), luego el anélisis del sistema (5.12) se
puede reducir a un analisis de la bifurcacion en estado casi-estacionario, es

decir

i =—2%— (A +y)+ B,

5.13
i=0. o1

La dinamica depende entonces de la forma del diagrama de bifurcacion
persistente en el despliegue universal de la histéresis, para diferentes valores
del parametro de despliegue 3. Consideremos el caso § < 1, de forma que
la interseccién de las ceroclinas de (5.12) es un sélo punto. El caso g > 1
se analiza de la misma forma. En la Figura 5.2 se presentan el flujo singular
para todos los posibles diagramas de bifurcacion.

El flujo reducido y = x — y esta restringido al conjunto

M= {(2,y): =2 — (A +y) + Br =0}
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Figura 5.2: De izquierda a derecha para § < 0, 5 =0y 0 < g > 1, todas
las posibles dindmicas singulares del sistema bidimensional (5.12), ¢ = 0. La
variedad critica del sistema rapido toma la forma de uno de los dos diagra-
mas de bifurcacion persistentes en el despliegue universal de la singularidad
histéresis, mondtona decreciente o en S. Las flechas dobles y sencillas indican

flujo rdapido y lento respectivamente.
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Mo

Ma X

Figura 5.3: a. Diagrama de bifurcacion persistente en el despliegue universal
de la singularidad histéresis para § > 0. b. Trayectorias para los sistemas
capa y reducido, del sistema (5.12) en el limite singular. c¢. Ceroclinas y ciclo
limite atractor del sistema bidimensional (5.12) para € > 0.

Los puntos por debajo de la recta y = x sobre la variedad M, son tales que
y > 0 asi que el flujo va hacia arriba y de forma andaloga, el flujo sobre la
variedad para los puntos por encima de la recta y = x va hacia abajo.

Para # < 0 la dindmica del sistema esta formada por un solo atractor.
La variedad critica M esta definida por una funcién mondétona decreciente,
es decir que

DGz, A\ +y,p) = —32°+ 3 <0, paratodo (x,y), (5.14)

por tanto la tnica opcién para el flujo lento es ser atraido por el punto de
interseccién de las ceroclinas y para el flujo rapido es ser atraido hacia la
variedad M.

También podemos decir, a partir de (5.14), que la variedad M es nor-
malmente hiperbdlica asi que, por los teoremas de Fenichel en el capitulo 4,
existe un 0 < £ < 1 tal que para todo 0 < ¢ < ¢ el flujo es persistente y
asi el punto de interseccién de las ceroclinas es un atractor del sistema (5.12),
Figura 5.4.

Para § > 0 la variedad critica M tiene dos puntos singuaridad P1y P2
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Figura 5.4: Posibles dindamicas de un sistema organizado por la histéresis.
Sistema de ecuaciénes (5.12) para 0 < ¢ < 1,
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(singularidad fold), donde

(07207 )
e (00 )

Desde el andlisis del sistema capa (5.13), deducimos que M esta formada
por dos ramas atractoras, llamemoslas M" y MY~ y una rama repulsora M,
entre P1 y P2, como en la Figura 5.3. Los teoremas de Fenichel aseguran la
existencia de variedades lentas invariantes M:" y M~ para 0 < ¢ < 1.

Debido a la presencia inherente de los puntos fold ( silla nodo) no hi-
perbolicos en este tipo de sistemas se extendid, a través del método ”blow-
up”[19], la teoria de Fenichel a puntos no hiperbdlicos, lo cual provee de
persistencia al flujo singular en P1 y P2, y ademds permite un transito del
flujo lento al flujo réapido de forma natural alrededor de estos puntos, como
se muestra en la Figura 4.2.

Por tanto para el caso 8 > 0 el andlisis de los posibles retratos fase
singulares en la Figura 5.2 proporcionan tres tipos de dindmicas para el
sistema (5.12), los cuales se muestran en la Figura 5.4. Si la interseccién
de las ceroclinas ocurre en MY* o en M?~ hay un atractor, y si ocurre en
M? encontramos, por el andlisis del flujo lento, que es un punto inestable
y gracias a la existencia de los puntos fold sabemos que para 0 < ¢ < 1
hay un ciclo limite estable, también llamado ciclo de relajacién- oscilaciéon que
corresponde a la separacion en escalas temporales.

(5.15)

5.3. Singularidad winged-cusp y la existen-
cia de biestabilidad entre un punto fijo y
ciclo limite

Construyamos el retrato fase de un sistema dindamico con dos escalas

temporales organizado por la singularidad winged-cusp de codimension 3.
Consideremos el sistema

& = Gueusp(T, X + ¥ @, B,7),
= '+ fr = (A +yf =M +y)r —a, (5.16)
j=elz—y).
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Figura 5.5: a) Flujo répido-lento del sistema (5.16) cuando, o = —2 (§)3/2,
B >0y~ =0, en el limite singular ¢ = 0. b) Trayectorias del sistema (5.16)
desde diferentes punto para ¢ = 0,01

Para ilustrar las ideas nos limitaremos al caso v = 0. Vimos en la seccion
5.1.1 los diagramas de bifurcacién persistentes y los no persistentes en el
despliegue universal de la winged-cusp, Figura 5.1. En ¥, conjunto de transi-
cion entre los diferentes diagramas persistentes, encontramos singularidades
histéresis y transcritica dadas por

H={(a,5,7) :a<0,8=0,7=0}

3/2
B={(a,p,7):a==%2 (g) ,8>0,v7=0},

(5.17)

Los diagramas persistentes para o < —2 (§)3/2, g >0y~ =0 (diagramas
1. en la Figura 5.1 ) son conocidos como histéresis reflejada, debido a su
simetria.

En general sobre la variedad M dada por

Mz{(x,y):—x3+ﬁ:c—()\+y)2—a20},
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Figura 5.6: Flujo singular del sistema (5.16), para § =5y v =0
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Figura 5.7: Flujo del sistema (5.16)
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los puntos tales que y > x hacen que y < 0 luego el flujo lento va hacia la
izquierda y analogamente para los puntos que estdn por encima de la recta
x =y tenemos que y > 0 luego el flujo lento va a hacia la derecha.

El sistema capa del sistema (5.16) estd dado por

=2+ - A+y)? —v(A+y)r —a,

5.18
j=0, 1)

entonces para cada valor de y, podemos saber (Capitulo 2) la forma en que
se acercan las trayectorias a la variedad M, a lo largo de los valores de la
variable réapida x.

Por ejemplo, para o = —2 (g)g/2 con 8 > 0 hay una singularidad transcriti-
ca. Al hacer el andlisis que venimos describiendo, obtenemos una grafica de

flujos lentos-rdpidos, como en la Figura 5.5-(a). Hemos nombrado a los pun-

tos Py, Py y P, para indicar las regiones de M que son repulsoras (de Py a Py

y de P, a P}) o atractoras, que serfan todas las demds. Luego en los puntos

P, y P, hay bifurcaciones fold.

Entonces, gracias a la teoria geométrica de las perturbaciones singula-
res expuesta en el capitulo 4 y a la extensién de ésta para singularidades
transcriticas en [18] , podemos asegurar que existe un 0 < £ < 1 tal que
para todo 0 < ¢ < ¢ las trayectorias del flujo principal son cualitativamen-
te iguales a las trayectorias del flujo singular. En particular notemos que
en el retrato fase singular hay una trayectoria homoclinica en el punto Fp,
que hemos comprobado persisten por € > 0 por simulacion con Matlab para
e = 0.01, Figura 5.5-(b).

Ahora, cuando tomamos el valor de @ mayor o menor que —2 (5)3/2 hay

3
dos tipos de diagrama de bifurcacion persistentes, correspondiente al tipo 3

y tipo 1 en la Figura 5.1. Para o« > —2 (g)g/z, dependiendo de si la ceroclina
de y interseca la variedad M entre P; y P, o no, tenemos el flujo singular
para las dos dinamicas posibles, dos puntos atractores o uno solo, Figura 5.6
anterior.

En el otro caso a < —2 (§)3/2 el diagrama de bifurcacion es una histéresis
reflejada, y de la misma forma que en el caso anterior, la dinamica depende
de como la ceroclina de y interseca las diferentes ramas estables e inestables
que la componen.

Llamemos Fy; v Pyo a los nuevos puntos fold que aparecen en la histéresis
reflejada tras la perturbacion del punto F, transcritico, a la izquierda y a
la derecha respectivamente. Cuando la recta y = x sélo interseca la rama
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histéresis derecha, se presentan los mismo casos que en la seccion 5.2, es
decir la existencia de un ciclo limite si la interseccién ocurre entre P» y Py
( Figura 5.6 abajo), y de un atractor si es fuera de esta rama repulsora. Los
nuevos casos entonces aparecen cuando la recta interseca también a la rama
izquierda de la histéresis reflejada. En cualquier caso, la recta toca a la rama
izquierda en dos puntos, uno sobre la regién atractora inferior (anterior a
Py1) y otro en la regién repulsora (entre P, y Pyl). Dada la construccién
del flujo rapido- lento singular que hemos hecho, podemos ver que el primer
punto es un atractor y el segundo un punto silla.

Ademas del punto atractor y el punto silla en la rama izquierda de la
histéresis reflejada, la recta toca la rama derecha en un punto sobre una
regién atractora, o sobre la region repulsora (de P, a Ppy), asi que hay un
punto atractor o un ciclo limite atractor para algin 0 < ¢ < 1, es decir
que tenemos dos objetos atractores separados por un punto silla. En el lema
5 de [10] se demuestra a través de la teoria de Fenichel que las cuencas de
atraccion estan separadas por la variedad estable del punto silla.

Con esto hemos mostrado cémo en el sistema (5.5) la biestabilidad entre el
punto fijo y un ciclo limite aparece al perturbar una singularidad transcriti-

B

3/2 o : . . -
ca con o < —2 (g) en una histéresis reflejada, diagrama de bifurcacién

persistente en el despliegue universal de la winged-cusp.
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Capitulo 6

Conclusiones

Hemos desarrollado un método para el estudio del comportamiento global
de una clase de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales con una fuerte
separaciéon de escalas temporales, de la forma

T = Gsmg(l’, A + Yy, Oé),
y=elz—y),

donde Ging es el despliegue universal de una singularidad dada y 0 <
¢ < 1. Esta clase de ecuaciones diferenciales esta motivada por el modelado
de fenémenos dinamicos con multiples escalas temporales observados en la
naturaleza y, en particular, en sistemas biolégicos. Por ejemplo, el renom-
brado modelo de FitzHugh-Nagumo se puede escribir en la forma (6.1) si
tomamos la histéresis como centro organizador.

Mas ain, no nos hemos limitado a conocer la dindmica del sistema en
espacio fase para parametros A, a fijos, pues las teorias que hemos integrado,
teoria de las singularidades aplicada a las bifurcaciones y teoria geométrica
de las perturbaciones singulares, han permitido que el método abarque el es-
pacio parametrico, teniendo asi un sentido predictivo sobre todos los posibles
retratos fase en un sistema de la forma (6.1). En este sentido, la singularidad
organizadora de la dindmica rdpida se vuelve un centro organizador para el
sistema completo.

La presencia de multiples escalas temporales es fundamental en nuestra
construccién del plano fase global y en las predicciones de cémo cambia el
plano fase, en funcion de los parametros del sistema.

(6.1)

= Los teoremas de Fenichel nos aseguran que las trayectorias de un siste-
ma (6.1) estan cualitativamente determinadas por el plano fase singular.
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= El plan de fase singular a su vez esta cualitativamente determinado por
la forma de la ceroclina de la variable rapida y sus intersecciones con
la diagonal x=y, es decir, la ceroclina lenta.

» La forma de la ceroclina de la variable rapida esta cualitativamente de-
terminada por el despliegue universal de la singularidad organizadora.

Los mismos métodos se pueden aplicar cuando la ceroclina de la variable lenta
tiene formas més complejas. Sin embargo, en estos casos ya no se tiene un
mapeo sencillo entre el espacio de despligue de la singularidad organizadora
y los posibles retratos fase globales de (6.1).
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