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Introducciéon

La capacidad que la humanidad ha alcanzado para poder manipular atomo a atomo, capa
por capa, de la estructura de diversos materiales, ha permitido a su vez, la creacion y estudio de
nuevos materiales, incluso materiales que ni la misma naturaleza puede crear, como el siliceno [1].
En particular el grafeno es un material que ha inspirado diversas manipulaciones de estructuras
de un atomo de grosor [2|. El grafeno fue descubierto y sintetizado por Andre Geim y Konstantin
Novoselov, los cuales ganaron el premio Nobel de Fisica en el ano 2010. Ellos descubrieron prin-
cipalmente que el grafeno es un material bidimensional, pero también que tiene una dureza 200

veces superior a la del acero, es flexible y tiene buena conductividad térmica y eléctrica [3].

El grafeno se forma de atomos de carbono, que es el cuarto material mas abundante en la
Tierra. Por todas sus propiedades, es un buen candidato para sustituir al silicio en componentes
electronicos [4], sin embargo, falta desarrollar tecnologia para que se pueda utilizar para dichos

fines, ya que su estructura tiene complicaciones técnicas para ser producido a escala industrial [3],

[5]-
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Es importante mencionar que el grafeno tiene uso en la humanidad desde hace mas de cinco
siglos, en el grafito, aunque solo hasta ahora es que se ha demostrado que todos los alotropos del
carbono (grafito, diamante, carbono mineral) son formados por el grafeno y este puede formar

nuevas estructuras como los nanotubos de carbono y los fullerenos (ver Fig. 1).

Figura 1: Alotropos de carbono formados por el grafeno [6].

Las aplicaciones son multiples: en celdas solares ligeras, pantallas tactiles flexibles, transistores
de efecto de campo sin silicio, baterias que no contaminen e incluso implantes de grafeno para uso
bioelectrénico, como en el ojo simulando una retina [7].

Los portadores de carga en el grafeno son electrones del orbital s de la estructura sp? del
carbono, los cuales pueden considerarse como relativistas ya que pueden describirse mediante la
ecuacion de Dirac. Por cada portador de carga en cada una de las subredes triangulares en las que
se divide la red cristalina del grafeno, puede utilizarse cada una de las representaciones irreducibles

de las matrices de Dirac. La velocidad de los portadores de carga en el grafeno es vp &~ 10%m/s,
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Figura 2: Campos E y B perpendiculares a los planos del grafeno.

lo cual es un centésimo de la velocidad de la luz [§].

El sistema de estudio en este trabajo es la multicapa de grafeno dispuesta en apilamiento ABC
(romboédrica), sometida a campo magnético y eléctrico en la direccion perpendicular a los planos
de grafeno (ver Fig. 2). Se calculara el propagador fermionico de los portadores de carga, el cual
permite conocer la dindmica del transporte de carga a través de coeficientes de respuesta, como

lo es la conductividad eléctrica.

El interés de introducir el campo eléctrico perpendicular al plano de las capas de grafeno, es
debido a que existe evidencia experimental [9] de que esta configuracion induce la apertura de la
brecha de conduccion en una multicapa de grafeno. Por otro lado, existen resultados tedricos [10]
que muestran que al introducir el campo eléctrico en esta direccion, para la tricapa de grafeno

la brecha es maxima, mientras que para una multicapa formada por 4 capas o mas de grafeno la
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brecha decae monétonamente.

Con esta configuracion de campo eléctrico en el apilamiento ABA se produce un traslape entre
bandas acompanado de un apantallamiento lineal a los portadores de carga, mientras que para el
apilamiento ABC el efecto del campo produce una apertura de la brecha de conduccion, causando
un apantallamiento no lineal [11]. Es por ello que se trabajara con este tltimo tipo de apilamiento.

Los Hamiltonianos efectivos que describen la dinamica de los portadores de carga de la multi-
capa de grafeno (escritos en términos de las representaciones irreducibles de las matrices de Dirac)
pueden resolverse mediante las propiedades supersimétricas de la mecanica cuantica (SUSY-QM)
en términos de las soluciones del Hamiltoniano de una sola capa de grafeno (monocapa). Por ello,
es posible concentrarse solo en el calculo del propagador de los portadores de carga en una sola ca-
pa de grafeno. A través del formalismo SUSY-QM puede obtenerse el propagador correspondiente
para los portadores de carga en la multicapa de grafeno.

En este trabajo se calcula el propagador fermionico del grafeno mediante el producto tempo-
ralmente ordenado de los campos asociados a los portadores de carga, disponiendo la informacion

en el siguiente orden:

= En el primer capitulo se presenta la estructura del grafeno, empezando por la monocapa, la
cual es descrita por la ecuacion de Dirac a través de una aproximacion del Hamiltoniano del
sistema a primeros vecinos. Al agregar capas, la aproximacion permite describir al sistema

con un Hamiltoniano efectivo que tiene la estructura de la ecuaciéon de Dirac pero con
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el operador de momento aplicado J veces, donde .J es el niimero de capas apiladas en la

multicapa descrita.

= En el segundo capitulo se obtiene la soluciéon del Hamiltoniano efectivo de la multicapa de
grafeno mediante el formalismo de la supersimetria en mecanica cuantica (SUSY-QM) para
asi reducir las soluciones de la multicapa a un problema que solo necesite las soluciones de

la monocapa.

= En el capitulo 3 se plantea la metodologia que se utilizara para obtener el resultado princi-
pal de esta tesis. Se presentan los antecedentes tedricos para la construccion del propagador
fermiénico, empezando desde el caso no relativista, hasta el caso de la teoria cuantica de
campos con la segunda cuantizacion. La metodologia general consiste en el calculo del pro-
pagador de la particula libre y con campo magnético uniforme perpendicular al plano del
grafeno, calculando primero las soluciones de la ecuaciéon de Dirac, para posteriormente, con
el producto temporalmente ordenado obtener el propagador. En el caso de campo magnéti-
co uniforme las soluciones son expresadas en términos de las funciones de Ritus, las cuales

diagonalizan el operador de momento.

= En el cuarto y ultimo capitulo se presenta el resultado principal de esta tesis. Se obtienen
las soluciones de la ecuacion de Dirac para calcular el propagador mediante el producto

temporalmente ordenado con campo magnético y eléctrico, ambos perpendiculares al plano
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de las capas de grafeno. Las soluciones son expresadas en términos de funciones de Ritus.
Se incluye una seccién de aplicaciones donde se traza el rumbo a seguir dentro del proyecto,
utilizando el propagador calculado para determinar la conductividad eléctrica con la ayuda

del operador de polarizacion.

= Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo.

La aportacion principal de este trabajo de tesis es la obtencion de una expresion analitica exacta
para el propagador fermiénico de los portadores de carga en el grafeno que, como se muestra en
el desarrollo del trabajo, se puede extender al caso de una multicapa mediante el uso de la SUSY-
QM. Como una parte novedosa del trabajo, para la obtencién del propagador se trabajo en el
espacio Euclidiano, en donde el campo eléctrico presenta una caracteristica confinante. Asimismo,
se hizo uso del formalismo de las funciones de Ritus, lo que permite obtener una expresion del
propagador en términos de los espinores de la particula libre y una matriz que contiene toda la

dindmica del problema.



Capitulo 1

Estructura Cristalina del Grafeno

En este capitulo se calcula el Hamiltoniano efectivo que describe la dinamica de los portadores

de carga de la multicapa de grafeno.

En la primera seccién se estudia el Hamiltoniano de la monocapa, realizando una aproximacion
a primeros vecinos, con lo cual se obtiene el Hamiltoniano efectivo que la describe, que es el
Hamiltoniano de Dirac sin masa en (2+ 1) D, en donde para cada una de las subredes triangulares
que forman al grafeno se utilizan cada una de las representaciones irreducibles de las matrices de
Dirac. En la segunda seccion se agrega otra monocapa y se forma la bicapa; con la aproximacion
a primeros vecinos es posible calcular el Hamiltoniano efectivo en este caso, que es parecido al de
la monocapa, pero en donde el operador de momento aparece a una potencia 2, que coincide con
el nimero de capas. En la tercera seccion se repite el proceso de agregar J capas, mencionando los

13
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tipos de apilamiento en los que éstas se pueden agregar: ABA 6 ABC. En particular en este trabajo
se usa el apilamiento ABC. El Hamiltoniano efectivo en la aproximacion de primeros vecinos que
se obtiene para el caso de las J capas, tiene la misma estructura del Hamiltoniano efectivo de la
monocapa, pero con el operador de momento elevado a la potencia J, igual al niimero de capas

que constituyen a la multicapa.

El Hamiltoniano efectivo obtenido es 1til para estudiar los efectos de la interaccién de multi-

capas de grafeno con campos electromagnéticos externos.

1.1. Monocapa

El grafeno es un material formado por atomos de carbono dispuestos en una estructura hexago-
nal. Dicha estructura la podemos separar en dos subredes triangulares A y B, esto cuando se toma
como referencia a un atomo de la red hexagonal y se une con otros tres formando un tridngulo
equilatero. Por lo anterior existe 120° entre cada atomo unido al &tomo de referencia denominado
A, mientras que a los tres atomos unidos a A se les agrupa en la red B [8]. Los vectores de red

son (ver Figura 1.1):

= (30+v33) . @- . (32 - v33) | (1.1)

con parametro de red a = 0.142 nm.
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A B A
120°
f'

X

Figura 1.1: Red cristalina del grafeno en forma de panal, formada por dos subredes triangulares.

Tomada de [8].

—

Los vectores en el espacio reciproco cumplen la condicién, @, -b,, = 27d,n, por lo que se definen

5122—2(:@+\/§g), &:2-2(&:—@@). (1.2)

Estos vectores definen la primera zona de Brillouin que vuelve a ser de forma hexagonal, solo que
con una rotaciéon de 7/2 con respecto a las red hexagonal del espacio real. En las esquinas de la

red reciproca se encuentran los denominados puntos de Dirac que tienen coordenadas,

2T 1 =, 2m 1

X:g—a(ﬂﬁg), K—g—a(i’—%g). (1.3)
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Los vectores en el espacio real de los primeros vecinos son
- a R . - a N A =2 N
0 = 3 (:c + \/gy) : 0y = 3 (x - \/§y> : 03 = —ax. (1.4)

La funcién de onda de un portador de carga en el sitio j se describe como la superposicion de

las funciones de onda pertenecientes a cada subred triangular,
WO(7) = 37 A [akeiﬁ&w(m n bWB(f)] , (1.5)

donde ap y by son funciones complejas dependientes del momentum y \IJ,(Cj) es una funcion de
Bloch y puede describir cualquier punto en la red por una combinacién entera de los vectores de
la red, delimitando, de este modo, una celda generadora denominada red de Bravais hexagonal.
W) (7 R, —5;) es la funcion de onda de un atomo centrado en R —5;, el vector 5; es el que conecta
los lados de ﬁl en la red de Bravais con el lado del j-ésimo atomo dentro de la celda unitaria.

Fijando la atenciéon en un punto arbitrario en la red A (ver Figura 1.1), los términos de salto
son solo a sus tres primeros vecinos de la red B (B, By, B3), los cuales tienen la misma amplitud
de salto.

El objetivo es encontrar dinamica de los portadores de carga, descrito en este esquema, por la

ecuacion de Schrodinger,
H U = e(k) W) . (1.6)

Solo se considerarédn los saltos a primeros vecinos, que corresponden a atomos de la otra red. La

amplitud de salto a los primeros vecinos cercanos es del orden de t ~ 3 eV que es 10 veces mayor
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que el salto a los siguientes vecinos, lo cual permite despreciar dichos términos en una primera
aproximacion, dicha aproximacion es valida cuando la energia de los portadores de carga es baja
en comparacion a la amplitud a los primeros vecinos.

Para resolver la ecuacion (1.6) se utilizara la ecuacion secular, det[Hy, — €Sy = 0, donde H

es la representacion matricial del Hamiltoniano y S es la matriz de traslape,

" <90T4 wA> <9011

<<p]‘9 90A> <90}_‘a

Si despreciamos la contribucion de la funcién de onda de sitios vecinos, (¢%|eg) = 0 al igual

os).

ﬁ‘g@B> = Nt?B

A

H

~

H

on) oo | el tealen) | .
¢B> (pBlra) (PBles)

A~

H

A~

H

i

que (phlpa) = 0, entonces S = 1. Si las dos redes son equivalentes, <g0j‘4 ‘f[’ g0A> = <g0*B

entonces los términos relevantes son los términos no diagonales HiAB = <g0f4

donde #{!8 describe la amplitud de probabilidad de salto entre vecinos y N es una constante de

normalizacion,

~ -

B = Z ek-F /dQTﬁA) (7" — ék)ng(B)(F—l— Sap — Rn).
R
La manera de obtener los elementos de matriz de H [12, 13] es multiplicando la Ec. (1.6) por

(pa(r — d3)], resultando
erag — tbkf(E) _ G(E)eil_{.Rlakez’E-&’ (18)
con

f(];) = (6“2'51 + eilz‘ég + 61‘1363)' (19)
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Ahora multiplicando (1.6) por (pg(r)]

By, — tanf* (k) = e(k)e® b, (1.10)
Se utilizaré la base
ax |t o—ik-61/2
_ Z eik'Rz Ry (1.11)
| R b et/

donde b% crea un electron en B en la celda unitaria B;. En esta base la matriz H de la Ec. (1.7)
1

se reduce,

0 —tf (k) ax | ax
— (R , (1.12)
—tf*(k) 0 b b
Los valores propios son
e(F) = +t ‘f(/%)’. (1.13)

Sustituyendo los valores de la Ec. (1.4) en la (1.9) resulta

f(k) = =

- 3
1 + efahea (2 cos gk:ya>] : (1.14)

por lo que los valores propios quedan

1/2
- 3 3 3
e(k) =+t (1 + 4 cos §k:$a Cos gkya + 4 cos® §k9a> . (1.15)
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A continuacion se calculara el Hamiltoniano en una aproximacion cerca de los puntos de Dirac,
por lo que es conveniente definir

- K.

Y
Il
>~

Se desarrolla la expresion (1.14) evaluada en k= q+ K cerca de q=0,

J@+EK) = eflethe

1 + ei%(‘]m‘f‘km)a (2 COS \/7§(qy + k-y)a)] (].].6)

f@=0)+Vf(G=0)-q (1.17)

Q

Cuando se realiza la evaluacion en ¢ = 0, el primer término del desarrollo se anula, mientras que

el segundo queda
7 > —iK. a3a .
flk=K)~ —te "= ?(zqm—i-qy). (1.18)
De manera similar para el punto K’

7 > —1 aga’ .
flk =K' ~ —te e 7(2% —qy). (1.19)

Por lo que el Hamiltoniano efectivo Hp se obtiene al sustituir este tultimo resultado en H,

descrito por la Ec. (1.7):

0 Pz — 7;py
Hp=wv (1.20)
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con

3ta
V= —.
2h
El Hamiltoniano de los portadores de carga puede escribirse mediante las matrices de Pauli % y

oY, de la forma

Hp = +v(py0® £ pyo”) (1.21)

— +up- 7, (1.22)

en donde de manera simplificada se esta escribiendo el Hamiltoniano efectivo de cada una de las
subredes A y B, siendo el signo + el correspondiente a la subred A y el signo — a la subred B.

Las matrices de Pauli estan relacionadas con un grado de libertad asociado al momento angular
intrinseco (espin), que en el caso de los portadores carga en el grafeno se denomina pseudoespin. Al
introducir interacciones con un campo magnético externo se presenta un acoplamiento de éste con
el pseudoespin. En el apéndice A, se muestra cémo surge dicho acoplamiento en esta aproximaciéon
a primeros vecinos [14].

En lo sucesivo y a lo largo de la discusion de este trabajo se referiré al pseudoespin como espin.

La relacion de dispersion lineal cerca de los puntos de Dirac (ver Fig. 1.2a), hace que el
Hamiltoniano efectivo calculado con las aproximaciones antes mencionadas resulte ser la ecuacion
de Dirac para masa cero con velocidad efectiva v.

Los conos formados en la Fig. 1.2a muestran que no existe brecha entre la banda de conduccién
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(a) Monocapa de grafeno (b) Bicapa de grafeno

Figura 1.2: a) Estructura de Bandas de la monocapa de grafeno. Tomada de [8]. b - a) Vista planar
de la bicapa de grafeno, se muestra la celda unitaria en forma de rombo. b - b) Vista lateral. Los
atomos A; y B de la capa inferior se muestran en blanco y negro, A, y By de la capa superior

son negros y grises, respectivamente. Tomada de [15].
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y la banda de valencia; este comportamiento no permite que el grafeno tenga propiedades de
semiconductor importante a nivel tecnolégico.

Es importante reconocer que esto es el comienzo de un modelo muy sencillo. Es posible aplicar
el mismo razonamiento para calcular el Hamiltoniano efectivo de la multicapa de grafeno al agregar

capas.

1.2. Bicapa

Consideraremos una bicapa de grafeno consistente en dos monocapas 1, 2, acopladas con cuatro
atomos en la celda unitaria Al, B1, de la capa inferior y A2, B2 de la superior. A los sitios donde
se alinean los atomos B1 con A2, se les llama sitios tipo dimero [15]; en este caso las orbitas
electronicas se encuentran fuertemente acopladas. A los atomos Al y B2 que no estan alineados
se les llaman sitios tipo no-dimero. El Hamiltoniano para la bicapa, en el modelo de tight-binding

y usando la notaciéon de Slonczewski-Weiss-McClure (SWM) [16], es:

€A1 —’Yof(k) ’Y4f(k’> —73f*(k)
—f*(k)  em M Yaf (k)
My = , (1.23)
74f*(k) 71 €A2 —’Yof(k)
= f(k)  vaf (k) —wf*(k) e

donde f(k) es la fase de la interaccion entre vecinos cercanos, €41, €p1, €42 y €p2 describen la

energia en los cuatro sitios de los atomos de la celda unitaria, en el caso més general no son
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iguales. Los términos v; con ¢+ = 0,1,3,4 son los términos de interacciéon entre atomos de una

misma capa y con la otra capa:

Y = = (| 7 [Cupn) = (Y| H[Com2) . (1.24)
no= (Yaan| H|Yan) . (1.25)
1= A Can| H[Yam2) . (1.26)
o= (Vaan| H | Veag) = (Vs H [Va) - (1.27)

El parametro ~; describe el acoplamiento entre sitios tipo dimero (B1y A2), 3 corresponde
a la interaccion entre los sitios no-dimero (B2 y Al) y 74 la interacciéon entre sitios tipo dimero

con sitios no-dimero.

Hs se puede expresar con bloques de matrices de 2 x 2, identificando a los bloques superior
izquierdo e inferior derecho como el Hamiltoniano de la monocapa, los otros dos bloques describen

el acoplamiento entre capas.

En este caso los estados de Bloch WU), con j = (Al, B1, A2, B2), son un espinor de la forma

Ut = (4, V51, Vhey Ulo). Introduzcamos, al igual que en el caso de la monocapa, la matriz de
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traslape cuyos elementos son s;; = (U; | ¥j):

1 sof(k) 0 0
sof" (k) 1 51 0
S, = (1.28)
0 S1 1 Sof(k)
0 0 soff(k) 1

Los términos més significativos son: sy = Sa1.31 = Sa2,B2 ¥ S1 = S42.B1- So €s el traslape entre
primeros vecinos de una misma capa, mientras que s; es el traslape entre sitios tipo dimero. Los
parametros de traslape analogos a 3 v 74 se vuelven despreciables y pueden considerarse como
ortogonales. Para bajas energias (F < 7;) los parametros sg y s1 son despreciables, por lo que la

matriz de traslape puede aproximarse como la identidad.

Algunos valores de los parametros obtenidos por espectroscopia infrarroja [15], son: 49 = 3.16 €V,
71 =0.381 eV v3 =0.38 €V 74 = 0.14 €V €p; = €40 =0.022 eV y €47 = €p2 = 0.

Los valores muestran como el término que més contribuye es el v, por lo cual, la aproximacion
a continuacioén considerada es perfectamente valida para obtener el Hamiltoniano efectivo cerca

de los puntos K¢ (donde & = £) del espacio reciproco.

Entonces cerca de K¢, usando tight-binding como en el caso de la monocapa,
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Realizando los siguientes cambios de variable

\/ga’Yo
U= T ar

= &p, +ipy 1.29
™ = Ep, + ipy o7 (1.29)
siendo v velocidad de Fermi en cada capa, e introduciendo las velocidades efectivas
o V3a3s o, Y30 (1.30)
3 o ) 4 Y ) .
el Hamiltoniano de la bicapa descrito por la Ec. (1.23) se puede escribir como:
eqr uml —vgmt wsw
v €B1 Y1 —UVyT
Ho = . (1.31)
—uyTm N €A2 el
V3T —UyT v €B2
Definiendo los bloques de 2 x 2 antes mencionados como
€A1 V3T €2 N
hg = , hy = , (1.32)
vl epo 71 €B1
—?}47TJf ’U7T]L — V4T U7TT
u= : ul = , (1.33)
VT —WyT 7
se observa que Hs, se puede reescribir de forma compacta en la base (Va1, Vs, Uag, ¥ Bl)T:
h@ u
Ho = . (1.34)
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De igual forma el espinor se puede separar en dos biespinores:
0 = (\I]Ala ‘I’Bz)T; X = (\I’AQ, \I’Bl)T7 (1-35)

por lo que finalmente la ecuaciéon de Schrodinger para la bicapa de grafeno es

=E . (1.36)

A continuacion se buscara la expresion del Hamiltoniano para bajas energias (|E| < (h,)). To-

mando la segunda componente de la Ec. (1.36),
u'® + hyx = Ex, (1.37)
se despeja y para desacoplar
X = (E—hy) "u'6. (1.38)
Sustituyendo en la primera componente de la Ec. (1.36), se tiene
[ho + u(E — hy)"'ul] 0 = E6 . (1.39)
Observando que (1 — Eh")™" ~ 1 4+ Eh', entonces la Ec. (1.39) se puede aproximar como,

[ho — uh'u'] 6 ~ £SO, (1.40)
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donde
S=1+ uh;%ﬁ . (1.41)
Se propone una transformacion de la forma
¢ =5, (1.42)
de modo que su transformaciéon inversa es
0 =512, (1.43)

Aplicando la transformacion unitaria (1.42) en la Ec. (1.38) en la aproximacion para pequenas

energias
X ~ —h;lum. (1.44)
Entonces del Hamiltoniano total se obtiene la siguiente ecuacion efectiva,
Hepeed = Eo (1.45)
con
Hepee = S™12 [hg — uhMul] S72. (1.46)

Utilizando la forma explicita de la matrices descritas en la Ecs. (1.32) y (1.33) en la Ec. (1.46)

y teniendo en cuenta la aproximacion 7,y > € (con £ cualquier otro parametro relevante en el
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problema como E, 73,74, etc), el Hamiltoniano efectivo, en términos de matrices de 2 X 2, queda

de la forma,

H = ho + hay + hy + hs + hy + hap (1.47)
con
. 1| 0 (713
hgy = —— 1.48
0 2m ) ’ (1.48)
s 0
. 0 =« 0 (nf)?
hy = w3 —ﬁﬁh : (1.49)
at 0 2 0

hy = , (1.50)
n 0 nf
) mtr 0
hs = , (1.51)
0 7nf
. U I 0 o2 [ 7m0
hy = ) —J} : (1.52)
0 —1 M 0 —nnf
. ) 1 0
hAB = % ) (153)
0 -1



1.3. MULTICAPA 29

con

U=—[(ea1 +€p1) — (€as + €p2)], (1.54)

1

2
1

dap = 5[(6141 + €a2) — (€81 + €p2)], (1.55)

siendo hg el término dominante en el régimen donde las energias son menores que las energias de

salto (|E| < 71), el cual muestra una estructura quiral para los portadores de carga. Los otros

términos se pueden considerar como perturbaciones de hgy. Los términos hy vy hap producen la

brecha entre la banda de valencia y de conduccion [15]. El Hamiltoniano efectivo es

1| 0 (7)?
HTo = —— : (1.56)

2m 2 0
y su cuadrado tiene una estructura supersimétrica de Dirac, por lo que la metodologia que poste-
riormente se desarrollara aplica en este caso también [17].
El siguiente paso sera calcular el Hamiltoniano efectivo de la multicapa de grafeno agregando
monocapas para asi, posteriormente introducir diferentes perfiles de campo magnético y eléctrico

a través de mecanismos desarrollados a continuacién, que permiten abrir la brecha entre bandas.

1.3. Multicapa

Cuando al modelo se le agrega una tercera capa existen dos formas en las cuales ésta tiende a

orientarse: cuando se encuentra rotada 60° con respecto a la bicapa o —60° respecto a la bicapa.
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Al ir agregando cada vez mas capas se encuentra que este par de casos se repiten a lo largo de
una linea vertical con respecto al plano de las capas. A este proceso de ir agregando capas se le

denomina apilamiento.

Al apilamiento que se obtiene cuando la tercera capa esté rotada 60° con respecto a la bicapa
se le denomina apilamiento Bernal, que es una secuencia llamada ABABA..., y cuando esta rotada

—60° se obtiene el apilamiento Romboédrico ABCABC... (ver Fig. 1.3).

Figura 1.3: Tipos de Apilamiento Bernal ABA y Romboédrico ABC para una tricapa. Imagen

tomada de [19].
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La notaciéon es muy clara para el apilamiento Bernal, las monocapas se apilan de tal manera
que sobre una linea perpendicular a los planos de las capas se encuentran sitios A y B de manera
alternada. En el apilamiento Romboédrico la secuencia de los sitios a lo largo de la linea vertical
a los planos es ABCABCA..., donde C indica el centro del hexdgono de la tercera capa. Recien-
temente los experimentos realizados con técnicas como adsorciéon 6ptica, espectroscopia Raman y
transmision en microscopio electronico [18] muestran resultados que indican que las capas tien-
den a apilarse preferentemente en la forma Bernal, esto principalmente en muestras obtenidas
por exfoliacién, aunque a menudo se encuentran, en parte, en la forma Romboédrica. En gene-
ral las estructuras de las multicapas de grafeno son una combinacién de los dos apilamientos,

Bernal-Romboédrica.

En general el Hamiltoniano de una multicapa de J capas tiene una estructura matricial de
2J x 2.J, cuyos elementos de matriz tienen la forma Hymy = (Vi| H [V,,), donde k y m etiquetan
cada sitio: Al, B1, A2, B2, ..., AJ, BJ. Observemos que si se considera un régimen de bajas
energias, a comparacion de las energias de salto, solo existe interacciéon entre atomos de la misma
capa y con los siguientes vecinos mas cercanos. Introduzcamos una nueva notacion, \Ili, que indica
el sitio por el indice k& (A,B) y la capa con el indice j (j = 1,2,...,J). Con esta nueva notacion
los términos a considerar son: vy = <\Iffc‘ H|VI N,y = <\Iffc‘ H|WIEY vy = <\Iffc‘ H ‘\Diﬂ) Notese
que es de vital importancia definir la base y el tipo de apilamiento utilizados en este sistema para

realizar cilculos de la manera mas sencilla.
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Apilamiento Bernal

La celda unitaria se conforma de sitios A; y B;, donde j = 1,2, ..., J. indica el ntimero de capa.
Por conveniencia se divide en dos grupos: Grupo I: By, As, Bs, ... y Grupo II: Ay, By, As, ...

Los atomos del grupo I se encuentran a lo largo de la vertical al plano, mientras los del
grupo II se encuentran por debajo y por arriba del centro de los hexagonos de la capa veci-
na. Como se sabe de mecénica cuéntica, la base tomada serd fundamental para obtener la ma-

triz Hamiltoniana de la multicapa, para este caso se escogerd la base de la siguiente manera:

{|\Ij,14> ) |\IIJIB> ) |\P,24> ) |\112B> Jeees

\I/i‘> , |\11é>}, por lo que el Hamiltoniano para la multicapa cerca del

punto de Dirac, K, [20] en la notacion SWM es:

Hy V
J vt Hy VI
Hefec = (157)
V. Hy V

con Hj el hamiltoniano de una monocapa

Hy = : V= (1.58)

y con my = m, + im,. El Hamiltoniano efectivo cerca del punto K’ es obtenido intercambiando 7.

por m_ y 1 con —v; [20].

La base puede ser ordenada en términos de subconjuntos de vectores, para asi reducir las
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dimensiones del problema; la base se forma ordenando primero los atomos del grupo I y después

los del grupo II, es decir,

[95) [ W5) [ Wk ) o [ W) W3, [ W) [U5) [W5) o W) W), s b (159)

Grupo I Grupo II

El Hamiltoniano efectivo a bajas energias de la Ec. (1.57) puede reescribirse como:

H = H the (1.60)
H, Hy
con H;; una matriz de J x J,
0 1
1 0 1
Hiu = m ) (1.61)
1 0 1
1 0
Tt
T
His = v T : (1.62)

T+
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m— 0 7_

HQQ = ’}/, s (163)

La dltima entrada my correspondera a 7, si J es impar, y a m_ si J es par.

Dado que la base propuesta es una separacion en elementos del grupo I y grupo II, al rees-
cribir de esta manera el Hamiltoniano es posible identificar a H;; como una submatriz que tiene
elementos tnicamente del grupo I, Hyy elementos del grupo II y His v Ho1 como submatrices con
elementos que mezclan los grupos. Para valores pares de J el Hamiltoniano efectivo se reduce a
uno de J/2 bicapas, cuando J es impar el Hamiltoniano de la multicapa se reduce a uno de la
monocapa y a uno de (J—1)/2 bicapas. Esto significa que el sistema original se puede diagonalizar

por bloques de subsistemas conocidos.

Apilamiento ABC (Romboédrico)

Para el tipo de apilamiento ABC es determinante, de igual manera, la base utilizada. Similar al

apilamiento Bernal se reordena la base para acomodar las interacciones entre capas de la siguiente
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manera:

(\Il1147 qjé)?(\])137\11124)7(\1/2B7\:[]3A)"”7 (\Ijé_17\:[li) ? (1'64)

(.

[4 X

la cual se forma con pares de atomos enlazados como muestra la Fig. (1.4).

Yo
(C) A3 v, B3

Al B A 1
ABC trilayer ABA trilayer bilayer

Figura 1.4: a) Tricapa de grafeno apilada ABC, se observan de blanco los dtomos de la subred
A y de negro los de la subred B. b) Zona de Brillouin hexagonal en los dos puntos K. ¢) Celda
unitaria de la tricapa en ABC. d) Celda unitaria de la tricapa en ABA. e) Bicapa de grafeno.

Tomada de [19].
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Los pares enlazados son: W7, \Ilf:rl con j = 1,2,...,J — 1. Los dos atomos de las capas externas

(UL, ¥Z) no estan enlazados. El Hamiltoniano, usando la notacion de SWM, es de la forma:

S Hyy Hio
T (1.65)

Hy Ho
donde Hi; es una matriz de 2 x 2 de las componentes no enlazadas o no-dimero, Hs, es una
matriz de 2(J — 1) x 2(J — 1) de los pares dimero y Hy y Hjs, de dimension 2 x 2(J — 1) y
2(J — 1) x 2 respectivamente, contienen términos de interaccion entre componentes enlazadas con
componentes no enlazadas (dimero con no-dimero). Es importante hacer notar que cada elemento

de la Ec. (1.65) tiene una relacion con las matrices hy, hg, u,u’ de la Ec. (1.34) de la siguiente

manera.:

hX — H227 h,g — HH, u —r ng, UJ[ — Hoy. (166)

7 se realiza la

Para obtener un Hamiltoniano efectivo que mantiene la estructura quiral con 7
transformacion de la Ec. (1.46).

El término mas relevante en el Hamiltoniano efectivo es,

1 0 (7h)’
Hejfec = 71 . (167)

Es importante mencionar que los pares no enlazados son los que mas contribuyen al Hamiltoniano

debido a que las funciones de onda, al no estar enlazadas una con otra, tienen una amplitud mayor.
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Para un ejemplo concreto veamos el caso de la tricapa de grafeno [19]:

El Hamiltoniano de la tricapa es una matriz de 6 X 6, el cual tiene un espinor en la base de 6
componentes. Expresando dicha base en dos subespinores de la siguiente forma: § = (¥}, U3)T
x = (U, W%, 0% W3)T los cuales son parecidos a los espinores en la Ec. (1.35), se puede expresar
el Hamiltoniano en una forma anéloga a la Ec. (1.34), donde hy es una matriz de 2 X 2, h,, es una
matriz de 4 x 4; v y u' son matrices de 4 x 2 y de 2 x 4 respectivamente. Utilizando la aproximacion

a bajas energias de la Ec. (1.46), el Hamiltoniano efectivo es,

Hefee = ho + hsw + hae + hat + hao, (1.68)
con
. s 0 (x)?
o= , (1.69)
71 7_[_3 0
. 2 2 01
- (_ VP %) , (1.70)
M 10
. 2 2 10
hae = , (1.71)
T 01
) 22N [ 10
hat = A (1 - %) , (1.72)
M
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. 302p2 10
s = A, (1 _h ) , (1.73)
M 0 1
donde la velocidades v, vs, vy estan definidas por la Ecs. (1.29) y (1.30); y
. —2
A = : <) Ay = % (1.74)

Hasta ahora se ha encontrado la forma efectiva del Hamiltoniano de una multicapa de grafeno
en su aproximacion de vecinos cercanos y se ha obtenido que tiene una estructura parecida a
la de una ecuacién de Dirac con una potencia mayor del operador de momento. En el siguiente
capitulo se buscara la manera de dar solucién a este Hamiltoniano efectivo; el formalismo que se
utiliza reduce el problema a uno que esta en funcién de algo ya conocido, como lo es la monocapa
de grafeno. El formalismo utilizado es general y puede servir para cualquier perfil de campo
electromagnético externo en la direcciéon perpendicular al plano del grafeno. En particular, en este
trabajo se introducira un campo magnético y eléctrico, ambos en la direccion perpendicular a las

capas de grafeno.



Capitulo 2

Multicapas de Grafeno con SUSY-QM

Este capitulo tiene como finalidad encontrar las soluciones al Hamiltoniano efectivo de la
multicapa de grafeno utilizando el formalismo de la Supersimetria de la Mecanica Cuéantica (SUSY-
QM). Primero se plantean las bases tedricas de SUSY-QM, con los potenciales companeros, para
luego comprobar que el problema de la multicapa trabajado en el capitulo anterior puede ser

resuelto con ayuda del formalismo SUSY-QM.

2.1. SUSY-QM

Se presentan los aspectos generales de la supersimetria de la mecénica cuantica (SUSY-QM)
para posteriormente trabajar sobre el sistema de la multicapa de grafeno.
El algebra involucrada en SUSY es una clase de édlgebra de Lie formada de relaciones de

39
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conmutacion y anticonmutacion. Cuando se establecen relaciones para un conjunto de operadores
que cumpla ambas reglas se dice que se forma un superalgebra.
En mecénica cuantica a un Hamiltoniano H y a un conjunto de N operadores autoadjuntos Q);

se le llama un sistema supersimétrico si cumple con las siguientes relaciones de anticonmutacion

{Qi,Q;} = Hdi; ,7=1,2,.,N Q,H] =0. (2.1)

Cuando el algebra anterior se satisface nombramos a (); como las supercargas del sistema
y H es el Hamiltoniano supersimétrico. Un algebra SUSY esta caracterizada por el ntimero de
supercargas denotadas por N. El caso mas simple es N = 2, el cual fue introducido por Witten
en 1981. Este modelo describe grados de libertad cartesianos a los cuales se le agrega un grado de
libertad extra debido al espin.

SUSY-QM involucra parejas de Hamiltonianos, llamados Hamiltonianos compaiieros, los cuales
estdn relacionados mateméaticamente. A las energias potenciales que tiene cada Hamiltoniano se
les llama potenciales comparieros.

La ecuacion de Schrédinger que satisface uno de estos sistemas etiquetado con un indice 1 es:

h2 d2w(1)
2m da?

Hyp = — + Vi(z)p) = By, (2:2)

Dado el potencial Vj(z) en principio se puede conocer el espectro de energias del sistema y la
funciéon de onda del estado base wél). Sin pérdida de generalidad se puede escoger el nivel del

estado base para H; como E(()l) = 0, por lo que la ecuaciéon evaluada en el estado base permite
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escribir al potencial en términos de la funcién de estado base:

K2 agw(l)
0
Introduzcamos a las operadores
h i h
L =——=0,+W(x), L' =———0,+ W(x), (2.4)

V2m V2m

donde W(x) es conocido como el superpotencial que tiene que satisfacer la ecuacion de Riccati

) h
m:wwm+?ﬁmww, (2.5)

por los que podemos escribir al Hamiltoniano como
H, =L'L. (2.6)

Una solucion de W (z) en funcion de la funcion de estado base que satisface H 1108” =0, es

B (1)
W) = ———29 2.7
Para construir la teoria SUSY, se define un nuevo Hamiltoniano
H,=LL'", (2.8)

donde H, tiene su propio potencial V5 que satisface su propia ecuacion de Schrodinger y de Riccati

h? d?
Hy = o da? + Va(z), (2.9)
%:W%H»hmww. (2.10)
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Los potenciales V5 v Vi son los potenciales companeros del problema y la relacion entre los Ha-
miltonianos, valores propios (espectros) y funciones propias es de la siguiente manera:

Aplicando por la izquierda L a la ecuacién de valores propios del Hamiltoniano H,
L(H ) = LTIy = BV L) = Hy(Ly(Y), (2.11)
similar pero ahora aplicando por la izquierda LT al Hamiltoniano H,
LY (Hy) = L'LLW® = EPLT? = Hi(L'). (2.12)

Se puede observar que para H; la funcion LWJELZ) es propia, también para H, la funcion Lwr(ll) es
propia, por lo que del tltimo analisis junto con la condicién E’él) = 0 se pueden identificar a L y

LT con los operadores de ascenso y descenso que cumplen [22]

1
E7(12) = Er(z—lzlj
P = 10
n E(l) n+1»
n+1
1
) = ——LIy®. (2.13)
EY

De esta manera, conociendo las funciones propias y el espectro de H; se pueden saber las funciones
propias y el espectro de Hs con los operadores L y L.

Se puede construir un Hamiltoniano SUSY con las supercargas definidas de la siguiente manera

0 0 0 Lf
Q= , Qf = . (2.14)
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Por lo que
H, 0

{Q.Q"y =H = . (2.15)
0 Hs

Si se logran encontrar operadores @ y Q' tales que Hamiltoniano de Dirac se puede escribir de la

forma
Hp=Q+QF, (2.16)
entonces el cuadrado del Hamiltoniano de Dirac es SUSY,
H=Hp=(Q+Q) =@ +{Q.Q" + Q" (2.17)

donde Q% = (Q")% = 0. Como Hp y H? tienen el mismo espectro, con el caracter SUSY de H2
se pueden encontrar las soluciones al Hamiltoniano de Dirac tan solo determinando la soluciones
de Hy o Hy y con las relaciones descritas por las Ecs. (2.13) se puede obtener las soluciones de su
Hamiltoniano companero Hy o H.

Ya teniendo conocimiento de la capacidad tedrica que tiene SUSY-QM es posible aplicar este

formalismo a las multicapas de grafeno mediante los Hamiltonianos companeros.

2.2. Multicapa con SUSY-QM

El Hamiltoniano efectivo de la multicapa de grafeno que se obtuvo en el capitulo 1, Ec. (1.67),

se puede representar con una ecuacion tipo Dirac en su forma reducible de (24 1) D para cada una
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de las subredes triangulares. En este sistema se introduce un campo magnético en direccion z con
perfil arbitrario en la norma asimétrica de Landau, dada por 4, = (0,0, A(x),0). En adelante, se

trabajara con unidades naturales.

Para resolver dicho problema y asi poder aprovechar la supersimetria de la mecanica cuéntica

mediante potenciales companeros de este sistema, se introducen los siguientes operadores

Lt = :F% + W(x), con W(z) = ps + eA(z), (2.18)

L' y L~ son operadores de ascenso y descenso

~ ~ A A

Lt =11, — I, L~ =TI, — i, . (2.19)

Con esto ultimo se escribe el Hamiltoniano efectivo de la multicapa en cada una de sus represen-

taciones, de la siguiente manera

A

con v/) la velocidad de los portadores de carga, para caso de la monocapa, J = 1, v = 3ta/(2h).

Se puede observar que los Hamiltonianos efectivos descritos en las Ecs. (2.20), junto con las
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supercargas definidas en la Ec. (2.14), tienen una forma SUSY-QM, dada por

LYY (L) 0 LY (LT 0
W (L) (L7) | W — (L7) (L) (2.21)
0 (L) (L)’ 0 (L)L)’
(J) ()
H{(ﬁ{) _ [HA ]11 0 ’ H};’) _ [%B }11 0 . (2.22)
(J) ()
0 [HA LQ 0 [HB ]22

Es importante hacer notar que las componentes de los Hamiltonianos supersimétricos guardan

una simetria tal que ['Hf&])} = [7—[};’)] y [Hﬁ;})} = [’H};’)] por lo que simplemente se tendra
22 22 22

11
que resolver una de las componentes y con la ayuda del formalismo supersimétrico se obendré

la otra componente que a su vez también resuelve el Hamiltoniano en la otra representacion. El

efecto de los operadores L™ y L™ es

LYoy = eFor, (2.23)
L=¢F = /eFen 1, (2.24)

con o las funciones propias de cada una de las componentes del espinor, solucién del Hamiltoniano
efectivo de la monocapa [17| y & son los valores propios correspondientes. n > 0.

Si J es par o impar, es de relevancia debido a que la accion de L* hace que ¢ cambie de
componente de p* a ¢~. Por lo que aplicar (L)’ un ntimero de veces impar hace que ¢ cambie
de p* a T, mientras que si J es par ¢ regresa al signo que tenia anteriormente. Es por eso que
se hara un anélisis por casos, cuando J es par o impar, ya que tendra repercusiéon en los valores

propios.
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Primero consideremos el caso de J par. Para comenzar se propone el espinor soluciéon del
Hamiltoniano descrito por la Ec. (2.21) tomando en cuenta el efecto de los operadores de ascenso
y descenso, los cuales son aplicados J veces a cada componente del espinor, de ahi que cualquier

espinor cuyas componentes difieran en J niveles entre si, es solucion:

v, (z) = #nle) , (2.25)

Prs(@)

donde n > J. Comprobemos que ¥ (x) es realmente soluciéon de /Hf&]):

ot - - VT -
\/En gn—lsn—Q‘ c gn—J 1(L ) Spn—J _
H v, = i =B,
\/gyiul- e En o 1En (L) o

n

(2.26)

(J,

=)
con EA’n

_ ot + P : 2 +

= €,6n_1---Ep_y4q SO0lo si m > J. Ahora se propone una transformacion L para
. . J . ., .

obtener el conjunto completo de soluciones de 7-[1(4), dicha transformacion debe tener el mismo

efecto de los operadores L™, L™, por lo que debe de cumplir con

LyLIV, () = ¥, (x), (2.27)
la propuesta es
—A—L* 0
Ly=| Voo , (2.28)
0 L__L*

vV 5:7J+1
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aplicando la transformacion a W, para obtener W' esto es

— L%y, on
chus = Ve - B A (2.29)
1

+, = +
/T L SOn—J cpn—J—&-l
n—J+1

Y con £ una transformacion propuesta de manera similar para que cumpla con la Ec. (2.27), se

puede comprobar que regresamos a U
LUF = =V . (2.30)

Ahora veamos como son los valores propios de W

+
Spn—i—l
J _ _ J+
7'[54 )\I/: = 5:Lr+15n~ - EZ—J+3€n—J+2 = 1(4,71 )‘I’:‘ (2.31)

+
Pr—J+1

En adelante se omitira el subindice A, por simplicidad. Se desea comparar los espectros obtenidos,

dados por
B =epet . o (J-2)n(s-1) EJ) = el ien.. -y (232)

para ello se definen

EU-) = B —et EUA) = n et
n T =t + — n—(J—-1)’ n - = + n+1-
Enln1- En (J-3)En—(J—2) (-1)
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De esta manera es mas facil realizar la comparacion entre E({]’_) y E,({]’H, con lo cual 7 1 =€,
y entonces ET(L{F}) = E"Y. En resumen los espinores propios obtenidos, son
— +
® Pnt1
ol =wn " = (2.34)
- +
Pn— Pn—(J-1)

y los espectros se relacionan de la siguiente manera

J’i )
EY) = BV (2.35)
para J =1,2,3,---. Se puede observar que los espectros de energia difieren entre si por J niveles.

Estos resultados se resumen en el cuadro 2.1 y en el esquema de la Fig. 2.1. Se puede observar
el comportamiento entre espectros los cuales tienen una diferencia de J niveles al igual que las

componentes del espinor propuesto en la Ec. (2.25).
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Cuadro 2.1: Comparacion entre espectros para J par

49

\Il; Ey(lj,f) \Il:{ E(ZJ,Jr)
Estado Base SDT
Ey =&
n=0 0
1¢" Estado excitado 05
Ef =¢5
n=1 0
240 Fstado excitado 803_ ~
By =e5
n=2 0
+
Y ~
n=J-1 Ej  =¢j
v
- +
P ~ _ P+ ~
n=.J 0 :5J:5}r+1 Ej:g—;ﬂ
Yo o1
- +
Pt ~ _ P2 ~
n=.J+1 By =€ =¢/4 Ej=¢]e
vr P
- +
gpn ~ Spn—l-l ~
n E; =¢c, =¢c, Ef =enn
Oy 90:;—@7—1)




50 CAPITULO 2. MULTICAPAS DE GRAFENO CON SUSY-QM

Figura 2.1: Esquema de los espectros para J par.

Para valores impares de J, a diferencia del caso anterior se tiene que hacer una propuesta
diferente ya que el efecto de un operador de ascenso y descenso més hace la diferencia a la hora

de proponer la solucion, sin embargo, las componentes siguen estando a J niveles de diferencia.

Se puede pensar que los espinores tienen una forma parecida a los espinores de la monocapa.

Es por esto que se propone el siguiente espinor como solucién de HEL‘J), para J impar de la siguiente
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manera

Uo(x) = #ni2) : (2.36)

@I-J(x)

Primero se verifica que sea propio de 7-[1(4‘]) y se calcula su valor propio,

J) q— _ - J=) —
HY U, =l 61J~:—(L7—2)5n—(J—1) = Ez(4,n v, (2.37)
+
gpn—J
con E’X;:) =& et ... Ene(J—1)" Ahora se propone una transformacion £ para obtener la solucion

completa de la Ec. (2.21),

L= : (2.38)

0 L__ [+
Ven—Jt+1

aplicando la transformacion a W se obtiene Wl esto es

Pt
LIV, = ! = U (2.39)

n

Pr—(J-1)
Y con £ una transformacion propuesta de manera similar a la Ec. (2.28), se puede comprobar

que regresamos a W,

LU = = (2.40)
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Ahora veamos como son los valores propios de W

+
gpn+1
J - I+
H(A wt = Ent16n - - -5n_(1_3)5:_(J_2) = E1(4,n hut (2.41)
+
Prn—Jt1
con
EUVD =¢f e (I8 Em—(J2) (2.42)

De igual manera que el caso anterior se definen nuevos pardmetros para asi poder comparar los
espectros de manera mas sencilla:

=~ ET({]’i) 3 ~ E7({]’+)
n + - + = Cn-(-1)o Er(t = + - + - 5:+1

(2.43)

Una comparacion entre EY) y EUY dice que existe una diferencia entre espectros de la forma

et =¢,,y por lo tanto

BU) | _ B (2.44)
Y entonces
Bl = EPD. (2.45)

Se puede observar el comportamiento entre espectros los cuales tienen una diferencia de J — 1
niveles, lo cual difiere en un nivel con respecto al de J par.

Estos resultados se resumen en el cuadro 2.2 y en el esquema de la Fig. 2.2.



2.2.

MULTICAPA CON SUSY-QM

Cuadro 2.2: Comparacion entre espectros para J impar
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v, B v B
Estado Base o
Ej =¢f
n=>0 0
1¢" Estado excitado 05
Ef =¢f
n=1 0
240 Fstado excitado 803_ ~
Ej =¢f
n=2 0
+
Y ~
n=J-1 Ej  =¢j
®o
J’_
Pr+1 ~
n=.J ’ Ej =¢j,
1
- +
Pt ~ _ P2 ~
n=J+1 Eiy=¢e = 5}_—1-2 Ej—i—l = 5JJF+2
o Py
- +
gpn ~ Spn—l-l ~
n E; =¢c, =¢c, Ef =enn
O Pr—(J-1)
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Resumiendo, en este capitulo se motré6 como el Hamiltoniano efectivo de la multicapa de
grafeno puede diagonalizarse mediante el formalismo SUSY-QM. Se mostré que los espinores
solucion dependen de las soluciones del Hamiltoniano efectivo de la monocapa. Es por eso que en
adelante solo nos enfocaremos en resolver el problema de la monocapa, que esta descrita por la
ecuacion de Dirac en su representacion reducible de 4 x 4, ya que con la ayuda de SUSY-QM se
podrén obtener las soluciones de la multicapa.

En el siguiente capitulo se presentaran las bases para obtener el propagador fermioénico, de
gran utilidad para estudiar la dindmica de los portadores de carga en la monocapa y, por lo tanto,

de la multicapa de grafeno.
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Figura 2.2: Esquema de los espectros para J impar.
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Capitulo 3

Propagador Fermionico

Dado que en este trabajo se busca una manera de estudiar las propiedades electromagnéticas
del grafeno, las cuales estan determinadas por el movimiento de los portadores de carga, en este
capitulo se hace una revision de las bases que permitirdn conocer la evolucién espacio-temporal
de las particulas, lo cual se hace, de manera natural, a través del concepto de propagador. En
este capitulo se obtiene de manera general el propagador de una particula cuéntica tanto en el
régimen no relativista (ecuacion de Schrédinger), como en el relativista (ecuacion de Dirac). Se
partird de un principio fundamental (principio de Huygens) hasta llegar a obtener el propagador
en el esquema de la segunda cuantizacion para el caso de la particula libre y campo magnético
uniforme. Esto servird para ejemplificar la metodologia que se utilizara en el capitulo 4 para
obtener el propagador con campo magnético y eléctrico.

57
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3.1. Propagador no relativista

En esta seccion se tratara el problema de dispersion de particulas no relativistas. Interesa
conocer como evoluciona la funcién onda de una particula en el tiempo desde una condicién inicial
impuesta en el pasado para una energia dada. La ecuacion de movimiento que describe la dinamica

de estas particulas es la ecuacion de Schrodinger:
9 g U(Z,t) =0 (3.1)
7 —_ T = .
075 0 ) )

donde Hy = p?/2m es el operador Hamiltoniano de una particula libre y W(Z,t) es la funcion de
onda que describe a los portadores de carga.

Una vez que se conoce la funcion de onda W(Z,t) y se desea conocer esta solucion en otro
punto (x_7 ,1'), lo que se hace es emplear el formalismo de funciones de Green que se basa en el
principio de Huygens. Este principio establece que si una particula esta descrita por la funcién
de onda W(Z,t) al tiempo ¢, la funcién de onda de la particula, \I/(:E’, t'), a un tiempo posterior t’
en la posicion 7' estara dada por la superposicion de las ondas esféricas generadas por todos los

puntos en el frente de onda, esto es
Ot —t)U(a t') =i / BaGo(, ' Z,t)U(Z, 1), (3.2)

donde Gj es la funcion de Green y §(t' —t) es la funcion escalén que toma en cuenta la causalidad

en la propagacion de la onda. Sustituyendo (3.2) en la ecuacion (3.1) es facil darse cuenta que
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Go(2,t'; T, 1) satisface la ecuacion

{i% — ﬁo(:?)] Go(x! — Z,t' —t) = 6*(«/ — B)o(t' — 1) (3.3)

que por construccion define el propagador retardado. En (3.3) se ha usado
Go(x!,t'; 7 t) = Go(2 — Z,t' — 1), (3.4)

debido a la homogeneidad del espacio en el caso libre.
Para encontrar la forma explicita del propagador se utiliza la transformada de Fourier de
Go(a' — Z,t' —t), dada por

S o d*pdw i (@ —F)—iw(t —
Go(x/—x,t'—t):/(nyeﬂ S Gl () (3.5)

Sustituyendo en (3.3) y utilizando la descomposicién de Fourier de la funcion delta de Dirac se

obtiene que el propagador en el espacio de Fourier es

1

GO(paw) = p2 R (36)
W — 5~ 1€
donde el término 7e garantiza la causalidad de la propagacion.
Reemplazando (3.6) en (3.5), y utilizando el teorema integral de Cauchy se obtiene
. d3peiﬁ.(£f—f) o
- 004 il P ¥ ) ()|
G’ =z, —t) = —if(t' — 1) / Ok e : (3.7)

donde E = p?/(2m) es la energfa de la particula libre. Teniendo en cuenta que para el caso libre,

las soluciones a la Ec. (3.1) son ¢,(7,t) = €(F*=%P) el propagador de la ecuacién anterior puede
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ser escrito en términos de las soluciones de particula libre de la siguiente manera

Gali — 2.t =) = =ib(t' ~t) [ Epioy(@ eyl t), (3.8)

3.2. Propagador fermioénico de la particula libre

Como se vio en el capitulo 1, la dindmica de los portadores de carga en el grafeno esta regida

por la ecuacién de Dirac,

donde p = ~,p" con p* = iO* el operador de momentum, p* = (p°, p), v, las matrices de Dirac en
n p p5P)s T

la representacion quiral,
0 __ T _
V= ) V= ; (3.10)

y con o' las matrices de Pauli. Las matrices de Dirac satisfacen el dlgebra {y*, v} = 2¢g"” donde
g =diag(1, —1,—1,—1) es la métrica. Es importante notar que en el caso del propagador de los
portadores de carga en el grafeno, el grado de libertad asociado al espin, llamado pseudoespin,
aporta informaciéon de la localizacion de los portadores de carga con respecto a las subredes A y
B. Como se mencioné en el capitulo 1, en lo sucesivo se referiré a este grado de libertad tan solo

como espin.
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Es facil mostrar que la parte espacio-temporal de la funcién es una onda plana
wg—&-) — oy e HBt—PT) ’ w(—) — o (I Bt-PT) ’ (311>

donde s es el grado de libertad de espin, p es el vector de momentum y E' la energia, que son las
componentes del cuadrivector p* = (E,p) y satisfacen la relacion de dispersion E? — p'? = m?.
u y v son los espinores correspondientes a energia positiva y negativa, respectivamente, que a

continuacion se determinan. Al sustituir (3.11) en (3.9) se obtiene la ecuaciéon que satisface la

parte espinorial de las soluciones, en particular para u se tiene la siguiente ecuacion

(Y'py —m)u® = 0. (3.12)

Escribiendo a las matrices de Dirac en términos de las matrices de Pauli y el biespinor u en

términos de sus componentes, u? = (w,w’), se obtiene

—-m o-p w
=0, (3.13)
g-p —m w'
donde se ha usado la siguiente notacion
ot =(1,0), ot = (1,-0). (3.14)

Teniendo en cuenta que la masa m puede escribirse como

m = /(o-p)(@-p), (3.15)
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es facil darse cuenta que el biespinor solucién es [24]

Vo
u’ = (3.16)
Vo -pp®
donde n® es un espinor unitario que generalmente se elige como espinor propio de o3.

Para las soluciones de energia negativa se propone
Pl = gl BPE) (3.17)
S
y sustituyendo en (3.9) obtenemos la ecuacion que debe satisfacer el biespinor v*

(=upp —m)v* = 0. (3.18)

Teniendo en cuenta el invariante m, definido en la Ec. (3.15), y separando al biespinor en sus

componentes, se obtiene

Vo p
v® = . (3.19)
—o -p’

Los biespinores adjuntos u! y v se obtienen de resolver la ecuacion

(" —m) =0 (3.20)

donde ) = 0. Siguiendo un proceso anilogo al descrito entre las Ecs. (3.12) a la (3.16) se

obtienen las siguientes soluciones
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T = (nsT VP nsTﬂ) : (3.21)
7= (_nsT S5 nsT\/U—.p) . (3.22)

Algunas relaciones ttiles que seran importantes en la construccion del propagador son

w'u" = 2mds, , (3.23)
v = —2mds, , (3.24)
wTu' = 2F5,, (3.25)
v¥lo® = 2E6,, . (3.26)

Con esta notacion es muy sencillo calcular la suma sobre espines

> ww = (p+m), (3.27)

D vt = (p—m). (3.28)

3.2.1. Segunda cuantizacién del campo de Dirac

La existencia de energias negativas en las soluciones de la ecuacion de Dirac exhibe un problema

de inestabilidad, debido a que una particula, al buscar el nivel de menor energia, emitird una
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cantidad infinita de ésta [23], lo cual no es fisicamente posible. Para resolver este problema, Dirac
formuld que todos los niveles de energia negativa estaban ocupados por particulas de la misma
especie y, por el principio de exclusion de Pauli, estas no podian ocupar el mismo nivel de energia.
La version moderna de estas ideas es pensar que la solucién de la ecuaciéon de Dirac en realidad
describe a un sistema con un ntmero infinito de grados de libertad (un campo) [24] cuyos modos
normales de vibracion describen a las particulas [25].

Los fermiones, a diferencia de los bosones, cumplen con el principio de exclusiéon de Pauli,
lo cual impide tener a dos particulas en el mismo estado cuantico. Por lo que la funcién de
onda de varias particulas indistinguibles tiene que ser antisimétrica y cumplir con el algebra de
anticonmutadores.

Para el caso de particula libre, la soluciéon completa en el espacio de momentos es una combi-

nacion de estados de energia positiva y negativa que puede escribirse de la siguiente manera

d3 )
Z / usefl(Etfpx bs* 8 i(Et— pw)] (329)

s==1
El proceso de la segunda cuantizaciéon consiste en promover los coeficientes del desarrollo
anterior a operadores, los cuales crean o aniquilan particulas de momentum p y espin s, y satisfacen

las siguientes reglas de anticonmutacion

A AST _ 78T _ 3 3> 7
{ap, p} { bp,} = (27)°0550°(P'—p'), (3.30)

{&;78;’T} = {Afm A;}



3.2. PROPAGADOR FERMIONICO DE LA PARTICULA LIBRE 65

Los operadores a y a' son, respectivamente, operadores de aniquilacién y creacién de electrones,
mientras que by bf son operadores de creacién y aniquilacién de positrones, respectivamente.

El campo cuantizado de Dirac adquiere la siguiente forma

A d3p ~s 5 —i(Et—p-& rst s i(Et—p-&
by =Y /WN@)[% WP | ot i (BT (3.31)

s=+1

donde N (p) es una constante de normalizacion.
Es facil verificar que el campo de Dirac preserva las reglas de anticonmutacion de la Ec. (3.30),

en la forma

{Ya(2), O} =0T — 2")dap (3.32)

{ta(), Ps(a")} = {dl(2), Ph(a")} = 0, (3.33)

donde o y 3 indican las componentes espinoriales.

3.2.2. Propagador libre del campo de Dirac

Para calcular el propagador de la particula libre primero es necesario conocer la normalizacion

del campo de Dirac cuantizado, Ec. (3.31), asi como su adjunto

P d3p * ~S st ipx 75, st —ipx
Vi(y) :/(%)31\7 (n) Y [ap* ut e 4 bt e ] (3.34)

s=+1

Por lo tanto, usando la Ec. (3.32) se obtiene

~

{tha(), ¥4(y)}

d3p R — NP
_ * E s, st _ip(Z—7y) s, st —ip (Z—7)
— / (271')3 N(p) N (p) S:il [uauﬁ e’ Y) 4 vy e iz y:| ) (335>
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Tomando en cuenta las identidades de las Ecs. (3.27) y (3.28), la ecuaciéon anterior se reduce a lo

siguiente

(ala 0], = [ G55 INGIE 28 €775, (3.36)

Comparando esta ultima ecuacion con la Ec. (3.32), se observa que la constante de normalizacion

tiene que ser
(3.37)

El propagador del campo de Dirac se calcula mediante el producto temporalmente ordenado

de los campos normalizados:

~

Se(x —ylag = (01T(a(2),$5(y)) 0)

= 0t — ) (0] D (2)05(y) [0) — O(t' — ) (0] D () () [0) - (3.38)

Usando la representacion de Fourier de los operadores de campo
b = [

y teniendo en cuenta el algebra (3.30), las relaciones (3.27) y (3.28) y la forma integral de la

adu® e T 4+ phye ei’””} , 3.39
s 2 Lo ; (339

funcion 6,

1 dwe—iw(t—t’)
ot —t)=— [ —— 3.41
( ) 211 / w+ie ( )
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el primer término de la Ec. (3.38) queda

. 1 dwe—w(t—t")

N S a3 1 . PN
0t = ) 01 a5 10) = ~5 [ T mhas [ Gobrgpe P (.a2)

Anélogamente, la forma explicita del segundo término de la Ec. (3.38) es,

S . 1 dwe (' ~t) dp 1 N
Ot —t - == (g B =p(E=9)] (3 4
(= 0 01 D0)0n(0)10) = 5 [ F— (= mhas [ s (3.3

Sustituyendo (3.42) y (3.43) en (3.38) se obtiene

dp 1 _, N 1 1
S( — )us = i . = o—ilpo(t—t")—p-(T~7) 3.44
(@ =)o = i+ mhos [ 3Foge T ETR T BT B

donde se han realizado los cambios de variable w — py — E y w — —py — E en las Ecs. (3.42) y

(3.43), respectivamente. En la Ec. (3.43) adicionalmente se realiz6 un cambio de variable j — —p.

Finalmente, simplificando la Ec. (3.44), el propagador de Feynman de una particula libre es

d4p Z(p - m) —ip-(z—y)
S(l’ - y)aﬁ - / (271_)4 pg _ B2 +Z€ € . (345)

En la siguiente seccion aplicaremos este procedimiento para la obtenciéon del propagador de una

particula cargada en presencia de un campo magnético.

3.3. Propagador con campo magnético uniforme

En esta secciéon se obtiene el propagador de una particula cargada en presencia de un campo

magnético uniforme y durante el proceso se obtienen las funciones de Ritus que permiten simplificar
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este problema, de tal forma que se asemeja al problema de particula libre que se resolvi6 en la
seccion anterior.
Se sabe que la ecuacién de movimiento que describe la dindmica de una particula en presencia

de un campo electromagnético, en general es
(T — m)y =0, (3.46)

donde IT* = p* — eA*, con A* = (¢, A) el cuadripotencial. Consideremos el caso particular de un
campo magnético uniforme a lo largo de la direcciéon z, cuyo potencial en la norma asimétrica,

esta dado por
A" = (0,0, Bz',0). (3.47)

A diferencia del caso libre, en este caso no se conoce de forma explicita la parte espacial de las
soluciones, sin embargo, ésta se puede determinar facilmente de la siguiente manera.

El formalismo SUSY-QM nos dice que el cuadrado de la ecuacion de Dirac es supersimétrico
de la mecénica cuantica. Este cuadrado se obtiene de aplicar el operador (JI +m) a la Ec.(3.46),

de modo que al realizar el adlgebra y simplificar, la ecuacion diagonal que se obtiene es
<ﬂ2 - gaﬂ"ﬂw - m2> b =0 (3.48)

donde e = —|e] es la carga del electron, o = L[y#,4"] y eFH = i1+, 117].

Usando la norma de la Ec. (3.47), la Ec. (3.48) toma la forma,

(12 — eBY? —m2y = 0 (3.49)
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donde 32 = iy'4? es el operador de espin en direccién z. Recordar que en el caso del grafeno, el
pseudoespin de los portadores de carga esta caracterizado por lo que aqui se esta llamando espin.
El término eBY? describe la interaccién del espin con el campo magnético. Con ayuda de los

proyectores de espin definidos como

A(s) == (1+s¥?) (3.50)

N | —

donde s = £1 corresponde al valor propio del espin a lo largo de la direccion del campo, la Ec.

(3.49) puede reescribirse como

Z [ﬂZ —eBs — mz] A(s) =0 (3.51)

donde se ha usado

=) sA(s), 1= Afs). (3.52)

s==+1 s==+1

Dado que A(s) es un proyector, al actuar sobre la funcion ¢ se obtendra solo una proyeccion que
seré linealmente independiente de la otra por construccion, por lo tanto, cada uno de los términos

en la Ec. (3.51) debe de anularse por separado, esto es
[ﬂQ —eBs — mQ] by =0 (3.53)
con 1y = A(s)y. Por lo tanto la solucion general seré la superposicion de las dos proyecciones

=Y . (3.54)

s==+1
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En el espacio de configuraciones, la Ec. (3.53) esta dada por,
[(i0°)% — (i0")? — (i0° — eBa')* — (i0%)> + eBs — m*] ¢, = 0. (3.55)
Dada la forma de la ecuacion, dos posibles soluciones son

(@) = e PN (@, (3.56)
P (@) = PO @, (3.57)
donde u® y v*® contienen la informacion espinorial. Xéi) es una funcion escalar desconocida que se

determina al sustituir alguna de las Ecs. (3.56) y (3.57) en la Ec. (3.53). Por ejemplo, para el caso

de energia positiva, la ecuacion a resolver es
[(—01)2 —(p? — eBz')? —eBs — (p** +m? — EZ)} AP =0. (3.58)
Con el cambio de variable
p=1/2eB]| (f—B - :c) , (3.59)
la Ec. (3.58) adquiere la siguiente forma
55| ferw-o (3.60)

que es la ecuacion diferencial cuyas soluciones son las funciones parabolicas cilindricas D, (p).

Dado que el problema con campo magnético es un problema confinante debemos de exigir que las
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soluciones sean de cuadrado integrable. Esto se garantiza exigiendo que el orden de las funciones

parabolicas cilindricas sea un entero positivo, de modo que la solucién general para xfﬁ es
X (p) = NuDi(p) (3.61)
donde el orden de la funciéon parabdlica cilindrica es
E? — (p¥ + m?) N sign(eB)s — 1
n =
2|eB| 2 ’
i B)s—1
SR (3.62)

siendo sign la funciéon signo. La constante de normalizacion es

1/2
N, = <—V47T|QB|) . (3.63)

n!
De la Ec. (3.62) es claro ver que la energia esta discretizada en los denominados niveles de Landau,

esto es
E? =2[eB|l + (p*)* + m*. (3.64)

Con todo lo anterior se conoce completamente la parte espacio-temporal de la Ec. (3.56), el unico
término que falta determinar es la parte espinorial u® de la solucion. Para esto se sustituye la

Ec. (3.56) en la Ec. (3.46), resultando

> A0 = I (sl 112) = ] 0D =0 (3.65)
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donde se han usado las propiedades de los proyectores de espin. Una vez que los operadores
de momentum acttian sobre la parte espacio-temporal, la ecuaciéon que se obtiene para la parte
espinorial es,
0 3,3 2 9 . P (+)
Z YE —~°p® — +/2|eB|y S, +51gn(eB)§ —m| xsus =0. (3.66)
s==1 p
Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones parabélicas cilindricas, es facil mostrar que

se satisface la siguiente relacion

Ji

Usando esta relacion en la Ec.(3.66) junto con us = A(s)u, se obtiene

Z YD A(s) ['yOE —v*p* — \/2|eBy? (sign(eB)W) - m] u = 0. (3.68)

s==%1

Esta ecuacion se puede escribir de forma compacta definiendo
7" = (E,0,sign(eB)\/2|eB|l,p?), (3.69)
de modo que la Ec. (3.68) se reduce a

> xPA(s) [vp, — m]u=0. (3.70)

Como se puede observar esta ecuacion es muy parecida al caso de los espinores de particula libre,

Ec. (3.12), por lo que sus soluciones seran anédlogas a las Ecs. (3.16) y (3.21), con la sustitucion
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p* — pH, esto es

. | vopw .
u’ = , =\t op, o) (3.71)
Vo -pn®

Una vez determinada la forma del espinor u® ya se conocen completamente todos los elementos

de las Ecs. (3.54) y (3.56). Por lo tanto las soluciones de energia positiva son

P = Z e—i(Et—p2x2—P3$3)Xg+)(ml)A(s) w (3.72)
s==+1
_ E}()—i—) u (3.73)
donde
EGH = 37 e Eaet e () (g1 A () (3.74)
s==1

son la denominadas funciones de Ritus.

De manera analoga para el caso de energia negativa la soluciones son

PO = 3T L O A(s) (3.75)
s==+1
= EI(;)U. (3.76)

Notese que en este caso las funciones de Ritus juegan el papel de la onda plana en el caso libre,

por lo que para este caso la solucién completa se puede escribir de la siguiente manera,

v Z/ @dZT??N(p) > lap BV ug + b7 ES) 0] (3.77)

s==1
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con N(p) una constante de normalizacion.

Con el objetivo de encontrar el propagador en este caso, se trabajara con el formalismo de la
segunda cuantizacion (como se hizo en la seccion 3.2.1 del caso libre). Para ello se promueven los
coeficientes a;, y by* a operadores de aniquilacion y creacion, los cuales satisfacen las siguientes
relaciones de anticonmutacion,

{ap,ap"y = {3,051} = (2m)*0wdad(p® — )30 —p"). (3.78)

P p’

{ap. by = {a.a0) =0.

pr p’

Los operadores @ y a' aniquilan y crean electrones, mientras b y bf de crean y aniquilan de
positrones, respectivamente. Asi, el campo cuantizado de Dirac con campo magnético uniforme

adquiere la forma

dz) =3 / (S;];ZN@) > lan B u + B ES v (3.79)

Siguiendo el mismo procedimiento del caso libre (seccion 3.2.2) para calcular el propagador, es
necesario determinar la constante de normalizacion N(p) del campo cuantizado dado por la Ec.

(3.79) asi como de su adjunto,

n - d2p * ~S 7s -
diw =3 [ N W) Y [ ol BBy o] EDT]. (3.80)

=0 s==+1
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Usando la Ec. (3.32) se obtiene

donde se han usado las Ecs. (3.27) y (3.28) adaptadas al caso magnético. Esto se puede hacer ya

que el espinor u satisface una ecuacion tipo libre (véase Ec.(3.70)). De esta forma

~

{ta(), ¥4(y)}

— Z/ (;ZT];? IN@)PREE" @) (). (3.82)
=0

Comparando esta ecuacion con la Ec. (3.32) y utilizando que las funciones de Ritus son un conjunto

completo,

/ (;ij;g ECY (2)ESY (y) = 6(7 — 7)das, (3.83)

N@p) = ——. (3.84)

De este forma, las soluciones completas de las ecuaciéon de Dirac escritas en términos de las

funciones de Ritus son:

A > 2p 1 ro (e(t s (-
W= [ G X [ @) w), + 5 (B v),] (3.85)
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by Z / @ > [”*( W), +5; (@SE,S"@))J . (3.56)

Dadas estas soluciones, se puede calcular el producto temporalmente ordenado de la Ec. (3.38).
Con ayuda de la Ec. (3.78), las relaciones de los espinores dadas por las Ecs. (3.27) y (3.28) y la

forma integral de la funcion 6, el primer término de la Ec. (3.38) es

. ~ o0 we~wt—t) 2 -
00t = ) 01 Gal)0s ) 0) = 5= S [ Pt s [ 520 (B ES )

o2mi w + i€ (27)2 A8
(3.87)
Analogamente, la forma explicita del segundo término de la Ec. (3.38) es
s ) 1 &K [ dwe™= d’p 1 ()
o(t' —t) (0 o) [0) = —=— e . s (B @B, W) -
W =D O ) =~ > [ S St mion [ (B @E W),
(3.88)
Escribiendo juntos los términos (3.87) y (3.88) en (3.38) se obtiene
dp 1 =(+) 1 1
- aff — « E+) >
S(z = yas = il + m) ’\Z/ 27r32E ()&, W) Aﬁ[po—E+ie+—po—E+ie ’
(3.89)

donde se han realizado los cambios de variable w — py — E 'y w — —py — F en las Ecs. (3.87) y
(3.88), respectivamente. En la Ec. (3.88) adicionalmente se realizé un cambio de variable p'— —p’
y se tomd en cuenta la propiedad de las funciones parabélicas cilindricas D,,(—x) = (=1)"D,(z).

Finalmente, simplificando la Ec. (3.89), el propagador de Feynman de una particula en presencia
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de un campo magnético como el considerado, es

4 (+) x m—(+)
Sta— =Y, B0 mE 590

2m)4 P2 —m?2 + e

donde
7 = (p°,0,sign(eB)V2eBl, p*) (3.91)
y se ha definido

i Z/dpodp2dp . (3.92)

La expresion (3.90) se puede escribir en términos de las soluciones fuera de la capa de masa de la

siguiente manera

S(r—y) = ii(;}; — m2 i PRCAE: (3.93)

s==x1

bs(x) = Ey(z)ws, (3.94)

donde w, puede ser un espinor de energia positiva o negativa, dependiendo del polo del propagador.
Notese que en la Ec. (3.94) la funcion E,(z) aparece en la misma forma que lo hace en la Ec. (3.73),

con la diferencia de que ésta esta evaluada fuera de la capa de masa, es decir, tiene argumento

—

Pt —p- T
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Con esto se concluye el célculo del propagador de una particula cargada en presencia de
un campo magnético uniforme. En esta seccion, al utilizar proyectores de espin, se obtuvieron
de manera natural las funciones propias de Ritus que, de acuerdo a la Ec. (3.90), diagonalizan
al operador II. La ventaja de este procedimiento es que la forma de los biespinores solucién
corresponden a los de la particula libre.

En el siguiente capitulo se usara todo este formalismo para obtener el resultado central de esta
tesis, el cual consiste en el calculo del propagador en presencia de un campo magnético y eléctrico,

ambos en la direccién perpendicular a los planos del grafeno.



Capitulo 4

Propagador con Campo Magnético y

Eléctrico Uniformes

En este capitulo se usa el formalismo de la segunda cuantizacién desarrollado en el capitulo an-
terior para calcular el propagador con el producto temporalmente ordenado para campo magnético

y eléctrico, ambos perpendiculares a los planos del grafeno.

Los resultados que se obtienen en este capitulo, representan la parte medular y novedosa
del proyecto de tesis, ya que hasta donde se tiene conocimiento, este resultado no se encuentra
reportado en la literatura. Por otro lado, lo novedoso del resultado también incluye un tratamiento
del campo eléctrico en un esquema en el que éste presenta un comportamiento confinante, analogo
al del campo magnético si, en lugar de trabajar en el espacio de Minkowski, se trabaja en el espacio

79
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Euclidiano.

Para obtener el propagador en este caso, se deberan calcular las soluciones de la ecuaciéon de
Dirac, y al igual que en el problema con s6lo campo magnético, de manera natural se obtendran las
funciones de Ritus. Esto permitira proponer una expresion del propagador analoga a la dada por
la Ec. (3.93), cuya validez podréa verificarse comparando con la expresion correspondiente obtenida

por Schwinger [32].

4.1. Calculo del propagador

Para obtener el propagador con campo magnético B y eléctrico E , ambos uniformes y per-
pendiculares a las capas del grafeno, es necesario conocer las soluciones de la ecuacion de Dirac
correspondiente, dada por la Ec. (3.46). La diferencia con el caso sélo magnético, serd que ahora
se trabajara en el espacio Euclidiano, esto porque el campo eléctrico en el espacio de Minkowski
no es confinante, mientras que en el de Euclides se tendréd un problema analogo al del campo

magnético que ya se trabajo en el capitulo anterior.

La transformacion entre estos espacios radica en lo que se denomina la rotacion de Wick [27]:

Ty — —iTy, Yo = —14, E —iF. (41)

Ahora los indices contravariantes o covariantes no tienen sentido en el espacio Euclidiano, pero el
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producto interior de dos cuadrivectores, con el cambio (4.1), cambia en la forma

(AMBM>Minkowsk:i — _(AMBM)Euclides (42)

por lo que la ecuacion de Dirac dada por la Ec. (3.46) cambia a la siguiente forma,
(T +m)y =0 (4.3)

donde ICIM = pu — eA, con p, = —1i0,.
Los campos E y B , ambos perpendiculares al plano de la multicapa de grafeno, se introducen

mediante la norma
AM = (—El‘g,O,BlL'l,O) . (44)

Como se hizo mencién anteriormente en la introduccion, el objetivo de introducir el campo eléctrico
en la direccion perpendicular al plano, es abrir la brecha de conducciéon. Al igual que en el caso
magnético, para conocer la parte espacio-temporal de la funcién de onda es posible utilizar el
formalismo SUSY-QM para resolver el problema de la multicapa conociendo las soluciones de la
monocapa (ver capitulo 2). Este formalismo permite obtener una forma diagonal de la ecuacion

de Dirac, la cual tiene la siguiente estructura en el espacio Euclidiano
- e
(H2 + 50 Fu + m2> v =0. (4.5)
Para la norma dada por (4.4) la forma explicita de la ecuacion anterior es

(12 — eEysX3 — eBYs 4+ m?ih = 0 (4.6)
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donde 7533 es el operador de momento dipolar eléctrico y 3 el operador de momento magnético
(espin). Adicionalmente a la interaccion del espin con el campo magnético, el término 533 describe
la interaccion del dipolo eléctrico con el campo eléctrico.

Utilizando los proyectores

AF(r)y == (1+7rvy), AB(s) = = (1 + s%3) (4.7)

DN | —
N —

donde s, = +1, es posible reescribir la Ec. (4.6) de la siguiente manera

Z [f[2 —seB—rseE+ mQ] AF(r)AB(s)y =0 (4.8)
s,r==+1
donde se ha ocupado la Ec. (3.52) junto con las siguientes identidades
¥ =Y rAF(r), L= A"(r). (4.9)
r=+1 r==+1

Dado que 9, = AP(r)AP(s)y son proyecciones linealmente independientes, entonces cada uno

de los términos de la Ec. (4.8) tienen que anularse de manera independiente, esto es
(11> =5 eB —rs eE +m?)th,, = 0. (4.10)

Siguiendo el analisis del capitulo anterior, en el espacio de configuraciones la Ec. (4.10) esta dada

por

[(—2’84 + eBx3)? + (—i0))* + (—i0y — eBx1)* + (—i03)* — s eB — sr eE + mQ] s, =0. (4.11)
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Dos posibles soluciones a esta ecuaciéon son

YD (@) = eIy ()Xo ()t (4.12)

wg;)<x> — e*i(sx4+p2332)xs($1)XS,T(SC3>US’T, (413)

Al reemplazar esta propuesta en la Ec. (4.10), queda
[(5 +eEx3)® — (01)* + (p2 — eBx1)” — (35)" — s eB — sr eE + mﬂ Xs(@1)Xs,r(23) =0, (4.14)

y usando separacion de variables,

[—02 + (¢ + eEx3)* — eErs| Xfr(mg) N [—0% + (p2 — eBxy)? — eBs] xB (1) N

m?>=0. (4.15
\E () B la) (4.15)

La ecuacion que satisface la parte con campo magnético es idéntica a la Ec. (3.58), por lo que las

soluciones de la parte magnética son

X< (05) = Nup D (05) (4.16)

con D, (p%) las funciones parabolicas cilindricas de orden ng,

g2 N sign(eB)s — 1
2|eB]| 2
sign(eB)s — 1

2

np =

I+ (4.17)

y argumento pf = \/2|eB| (f—é — xl), donde £2 es una constante de separacion.
Debido a que la parte eléctrica de la Ec. (4.15) vuelve a ser idéntica a la (3.58), entonces las

soluciones son

Xfr(p%) = Ny Dny () (4.18)
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donde D,,,(p%) las funciones parabélicas cilindricas de orden ng,

€|2| sign(eE)rs — 1
2|eE)| 2
sign(eF)rs — 1

2 Y

ng (4.19)

lg +

(4.20)

donde el argumento es p% = /2|eE| (é + x3) y 5ﬁ es una constante de separaciéon que satisface

la siguiente relaciéon de dispersion
ef +e1 +m*=0. (4.21)

Hasta ahora ya se conoce la parte espacio-temporal de las soluciones a la ecuacién de Dirac
(4.3), falta determinar la parte espinorial de las mismas. En el caso particular de energia positiva,

se sustituye la Ec. (4.12) en la Ec. (4.3), y se obtiene,

Z |:’Y4<iSTﬁ3 + ﬂ4) + 72(-@81211 + ﬂg) + m] wg;) =0 (422)
s,r==+1

donde se han usado las propiedades de los proyectores dadas en las Ecs.(3.52) y (4.9). Cuando los
operadores de momentum acttian sobre la parte espacio-temporal, se obtiene la siguiente ecuacion

que satisface la parte espinorial,

9, 0
Z 21eE|yy | sr— + sign(eE)p—E +/2|eBlye | s=— + sign(eB)p—B +m| x¥ xPu,, =0.
s,r==+1 apE 2 8/)3 2 ’ ’

(4.23)

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones parabdlicas cilindricas descritas por la Ec.

(3.67), es facil mostrar que la parte con campo eléctrico también satisface una relacion equivalente,
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de modo que la Ec. (4.23) puede reescribirse de la siguiente forma

> xEXEAE()AP(s) [up, +m]u=0 (4.24)

s,r==x1

donde se ha definido

b= (¢2|6E|1E,o, \/2|eB|lB,O> . (4.25)

De comparar la Ec. (4.24) con la Ec. (3.68) es facil concluir que los espinores solucion tienen la
misma forma que la mostrada en la Ec. (3.71).

Por lo tanto, las soluciones de energia positiva son

w(—&-) _ Z 6i(sz4+p2$2)XsB($1)XfT(xg)AB(S)AE(T)u (426)
s,r==x1
— Eff) u, (4.27)

donde E](f) son las funciones de Ritus.

De manera analoga, para el caso de energia negativa la soluciones son

¢(—) — Z e—i(€r4+p2$2)XsB(xl)Xgr(xS)AB(S)AE(T) v (4.28)
s,r=%x1
= E}(;) v. (4.29)

De acuerdo al anélisis que se sigui6 en el capitulo anterior, el siguiente paso seria calcular el
producto temporalmente ordenado con estas soluciones y asi obtener el propagador, sin embargo,

en este punto se debe cambiar de estrategia debido a que la coordenada temporal x, y la coor-
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denada espacial x3 juegan los papeles de x5 y x1, respectivamente, en el proceso de la segunda
cuantizacion 28] en el caso con solo campo magnético.

La estrategia que se seguird es proponer una forma del propagador anéloga a la Ec. (3.93) y
verificar si ésta puede ser llevada a una forma conocida, por ejemplo, como la del propagador de
Schwinger [32].

La expresion del propagador que se propone es

S(ea) =1 Y g s Y 0@, (4.30)

donde

B, = (\/2yeEuE,o, \/2|eB|lB,O> (4.31)
se toma fuera de la capa de masa, es decir,
2|eE|lp + 2|eB|lp +m? # 0. (4.32)

También se ha definido

d'p _ [ dpadps
L=, X,/ oo .

Notese que en el caso de campo eléctrico, la ventaja de trabajar en el espacio Euclidiano radica en
el hecho de transformar un problema de dispersion en un problema confinante, donde los estados

confinados resultantes son asociados con instantones [29, 30|. Este hecho se ve reflejado en que el
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orden de las funciones parabélicas cilindricas, que aparecen en las soluciones de las Ecs. (4.26) y
(4.28), esta discretizado.

Para verificar la Ec. (4.30) se sustituyen los espinores de las Ecs. (4.26) y (4.28), esto es

_ N ' Ep(x)(m —P)E,(y)
S(z.y) = Zi(%)‘l 72+ m?
= (—TL, +m) /0 dr i (%4e—T<p2+m2>Ep(x)Ep(y) (4.34)

donde se debe tener en cuenta que n, el orden de la funciéon parabélica cilindrica, debe ser mayor o
igual a cero. En la segunda linea de la Ec. (4.34) se ha introducido una integral sobre el pardametro
7 al cual se le denomina tiempo propio de Schwinger. Al realizar la suma sobre lg y [z, usando la

forma integral de una de las funciones parabdlicas cilindricas, se obtiene,

S(z,y) = (W, +m)®(z,y)

X i eBeldr 6_Tm2e_{ m(x_y)ﬁ +W€e3ﬂ(x_y)i}
8t Jo sinh(eE7)sinh(eBT)

% {eeBTAB(+)[€eETAE(+) + e—eE’T‘AE(_)] + e—eBTAB(_)[eeETAE(_) + e—eETAE(+)]}

(4.35)

donde

O(x,y) = 15 (—B(@a—ya)(z3+y3)+ B(z2—y2)(z1+y1)) (4.36)

es la bien conocida fase de Schwinger, la cual considera la dependencia de la norma en el propagador

fermiénico [31]. Los detalles de este calculo se muestran en el apéndice B.
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Esta forma del propagador concuerda con el resultado obtenido por Schwinger en [32], por lo
cual la propuesta para el propagador dada por la Ec. (4.30) es correcta.

El proceso que se ha seguido en esta tesis pone de manifiesto que, para construir el propagador,
es suficiente conocer las soluciones de la ecuacion de Dirac y considerarlas fuera de la capa de masa,
lo cual resulta muy ttil cuando se trabaja con perfiles de campo electromagnético mas realistas

que el caso uniforme.

4.2. Aplicaciones

Las posibles aplicaciones del propagador que se ha obtenido en esta tesis podria permitir,
por ejemplo, el estudio de la conductividad eléctrica de la multicapa de grafeno a lo largo de la
direccién transversa a los planos.

Este estudio puede llevarse a cabo tomando en cuenta el Lagrangiano efectivo del foton [33]

1 1
L=——FF% — —J, A% + A°TL, 3 A",
47 p c * d

en donde el dltimo término es una correccién cuéntica, que a orden mas bajo en teorfa de pertur-
baciones tiene asociado el diagrama de Feynman que se muestra en la figura 4.1.
I1,5 es el operador de polarizacion del fotén, el cual contiene informacion fisica sobre el sistema;

su expresion analitica es

Ha,@ = TT(e’Yase’Y,BS)a
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Figura 4.1: Diagrama de Feynman de la correccién cuantica a orden méas bajo en teoria de per-

turbaciones.

donde S es el propagador calculado en esta tesis.
En particular, la conductividad eléctrica a lo largo de la direccién transversa a los planos del

grafeno estard dada por

. ImIl33(0, w + 40)
o33 = lim
w—0 w ’

con Mus(q,w) = Mas(q,w) — Mag(q, 0).
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Conclusiones

En esta tesis se trabajé con un sistema de multicapas de grafeno. El objetivo fue calcular el
propagador fermionico de los portadores de carga del sistema en presencia de campos eléctrico y

magnético externos, ambos perpendiculares a los planos de grafeno.

Hasta donde se tiene conocimiento, el resultado obtenido en esta tesis no se encuentra reportado
en la literatura. Lo novedoso del proyecto consistié en un tratamiento del campo eléctrico en un
esquema en el que éste presenta un comportamiento confinante, analogo al que se presenta con la
interaccién con campos magnéticos, para lo cual se trabajo en el espacio Euclidiano en vez de en

el espacio de Minkowski.

Primeramente se realizé un estudio de la estructura cristalina de la monocapa y la multicapa de
grafeno considerando interacciones a primeros vecinos. En ambos casos, se obtuvo el Hamiltoniano
efectivo del sistema; ambos resultan ser una matriz de 2 x 2 con una estructura que puede ser
llevada a un Hamiltoniano que cumple propiedades supersimétricas en el contexto de la mecanica
cuantica (SUSY-QM). En el caso de la multicapa de grafeno, el Hamiltoniano efectivo del sistema

91
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tiene una estructura similar al de la monocapa, es decir, como un Hamiltoniano de Dirac para
particulas con velocidades que difieren de ¢, pero en el que el operador de momento aparece elevado
a la J, donde J es el numero de capas. Dicho Hamiltoniano efectivo es posible resolverlo con la
ayuda del formalismo de la SUSY-QM, de tal forma que sus soluciones pueden expresarse en
térmios de las soluciones del Hamiltonaino efectivo de la monocapa. De esta forma, aprovechando
el caracter SUSY-QM del sistema de interés, es posible obtener el propagador fermiénico para el
caso de un sistema bidimensional méas simple, como es el caso de la monocapa, y posteriormente,
extender el problema al de la multicapa. Es por ello que este trabajo se centr6 en obtener el

propagador fermiénico para una monocapa de grafeno.

El interés por obtener una expresion analitica y cerrada del propagador fermiénico en este

caso, radica en que éste es util para estudiar la dindmica de los portadores de carga en el grafeno.

En este trabajo se presentaron las bases para obtener el propagador fermionico, desarrollando
la teoria utilizando el principio de Huygens para obtener el propagador en el contexto de la teoria
cuantica no relativista y de la teoria cuéntica relativista hasta llegar al contexto de la teoria
cuantica de campos, utilizando el formalismo de la segunda cuantizacion. En este ultimo caso,
se obtuvo el propagador para los tres casos siguientes: 1) particula libre, 2) campo magnético
uniforme perpendicular al plano del grafeno, y 3) campo eléctrico y magnético ambos uniformes

y perpendiculares al plano del grafeno. Este tiltimo caso es la parte medular de la tesis.

Para obtener el propagador fermiénico, se determinaron las soluciones de la ecuacion de Dirac
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del problema correspondiente. Mediante el uso de proyectores de espin y de momento dipolar
eléctrico, las soluciones a la ecuacion de Dirac pueden expresarse en términos de las funciones
propias de Ritus, las cuales tienen la propiedad de diagonalizar al operador I1. El uso del formalismo
de las funciones de Ritus facilita la obtencién de las soluciones de la ecuacion de Dirac con campo
externo, ya que la ecuacion diferencial a resolver se reduce a una ecuacion de Dirac de particula
libre pero con cuadrimomentum p, el cual contiene toda la informaciéon sobre la dinamica del

problema.

A diferencia de lo que sucede con un campo magnético externo, la interaccion de los portadores
de carga del grafeno con un campo eléctrico externo, es no confinante. Por ello, para obtener el
propagador en presencia de un campo eléctrico externo, se resolvié la ecuaciéon de Dirac en el
espacio Euclidiano. Esto permitié que el problema con campo eléctrico, de manera efectiva, se
volviese confinante, mapeandose al caso s6lo con campo magnético. De esta forma, el propagador
con campo eléctrico y magnético, Ec. (4.34), se expresa solo en términos de funciones de Ritus y
del cuadrimomentum p. Esta expresion coincide con el resultado bien conocido del propagador de

Schwinger.

El proceso que se segui6 en esta tesis para construir el propagador fermibénico, pone de ma-
nifiesto que para ello, es suficiente conocer las soluciones de la ecuaciéon de Dirac y considerarlas
fuera de la capa de masa, lo cual resulta de gran utilidad al considerar perfiles de campo electro-

magnético més realistas a los campos uniformes que pudiesen encontrarse en el laboratorio en el
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estudio de multicapas de grafeno.



Apéndice A

Modelo del Grafeno con Campo Magnético

En este apéndice se introduce campo magnético uniforme al modelo del grafeno en su apro-
ximacion a primeros vecinos, dicho campo es perpendicular a las capas de grafeno. Como se vio
en la seccion 1.1, el Hamiltoniano de los portadores de carga en dicha aproximacion resulta ser la
ecuacion de Dirac en (2 + 1)D con masa cero. En la Ec. (1.20), el campo magnético se introduce

utilizando la sustitucion minima
s — edr, (A1)

donde A es el potencial vectorial que en (2 + 1)D tiene la forma A = (¢, A,, A,) y siendo ¢ el

potencial eléctrico. Por lo que la ecuacion (1.20) con campo en direccion z es,

~

0 (ﬁx - eAx) - Z(ﬁ —eA )
Hp=v v (A.2)

(e — eAy) +i(p, — €A,) 0
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En este apéndice, para no perder generalidad, se trabaja con la ecuacion de Dirac en (2+1)D

para m # 0, que en términos de las matrices de Dirac v* queda:

(Y"1, — m1)¥ = 0. (A.3)
con " dada de la siguiente manera segin la subred,

A 7 = o, v =10, v: =10, (A4)

B : Y=o, v =i, v = —io? (A.5)

Al igual que en la seccion 1.1, se muestra solo el célculo en la subred A. Multiplicando la ecuaciéon

(A.3) por 7° por el lado izquierdo
(T, — mA)w = 0, (A56)

y utilizando la siguiente relaciéon para expresar el producto de dos matrices de Dirac en la repre-

sentacion A
VY =g" — €, (A7)
la ecuacion (A.6) es:

1EV = (icy' Tl — iy +~4°mc?) 0,
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por lo que el Hamiltoniano de Dirac, en forma matricial corresponde a

Hp =

(ﬁg — Zﬂl) —m

Se observa que H acopla las componentes del espinor. Pero FI,% es diagonal y no acopla las

componentes:
R m2 + (ﬂQ — Zﬂl)(ﬂg + Zﬂl) 0
HIQD = . (A.8)
0 m? + (Ily + il1, ) (ITy — 411,)
0}y = Hp(Hp) = Hp(EY) = EHpy = E*Y (A.9)

Obsérvese que las funciones propias del Hamiltoniano Hp son también funciones propias de I:Il%;
los cuadrados de los valores propios de Hp, son los valores propios de ]:I%

Haciendo IT = f[Q + ifh observamos que en la ecuacién (A.8) los elementos de matriz son
iguales y son m? 4 I12. Por lo que podemos resolver una sola componente, recordando que la parte
espinorial corresponde a los vectores propios del operador de pseudoespin S = ga. Los valores
propios son g = i% y los vectores propios son

X+ = ; X- = : (A.10)
0 1
Podemos observar como para el caso de particula libre A, =0y 1= D, 2 = P2, pero en el

caso general, al introducir un campo magnético es:
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. Gl w g
I|? = ' = I :H2—¥,

donde 0" = L[y 4]y —ieF,, = [11,,,T1,] el tensor de campo electromagnético.

Por lo que el cuadrado de la ecuacion de Dirac en (24 1) D, para el caso de una particula masiva
en presencia de un campo magnético arbitrario, se puede resolver considerando solo la siguiente
ecuacion escalar incluyendo la parte espinorial en el valor propio del operador de pseudoespin o

que surgira del tensor o#” (por ejemplo o'? = ¢3),

N w
(m2 + 112 — %) Y = E%. (A.11)

Para el campo magnético uniforme en direcciéon z la norma es

~

A, = (0,0, Bx) (A.12)
El analogo a la Ec. (1.20) queda
0 Pe — i(py — eBx)
HD =0 s (A13)
(ps + i(py, — eBx) 0

de donde al calcular H? una de las ecuaciones resultantes es

(m? + 52+ (b, — eBa)* = SB) ¥ = B, (A.14)
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siendo 1 una de las componentes del espinor . Dicha ecuacién diferencial tiene por soluciéon una
onda plana en una dimesion y un oscilador arménico desplazado en la otra [14]. Las energias para

cada componente del espinor ¥ son,

EY) = \/2eB(n+ 1), E'") = \/2eBn. (A.15)

Asi, utilizando el sustitucion minima, el acoplamiento del campo magnético con el pseudoespin

de los portadores de carga en el grafeno, se manifiesta explicitamente en la Ec. (A.13).
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Apéndice B

Verificacion del Propagador

En este apéndice se muestran con detalle los calculos realizados para verificar que la Ec. (4.30)
es correcta. Para ello, se reescribe la Ec. (4.34) utilizando de forma explicita las funciones de Ritus

de las Ecs. (4.26) y (4.28), esto es

S(z,y) = Z(—ﬁx +m) /00 dr / dp4p§ e~ gil(@a—ya)pat+(z2—y2)po]
0 (2m)

x Y e B N N2 Dy (05) D (0%) (B.1)

lBZO s==+1

X Y e TEEE N TNE Do (p) Dy (0) A (r) AP (5)

ZEIO r==1
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Sustituyendo la forma integral de una de las funciones parabolicas cilindricas en la Ec. (B.2) y

después de hacer algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene

S(x,y) = (W, +m / / dp4p2 e~ gil(@a—ya)pat(z2—y2)p2]
—7(2eBlg)

12 —75
X\/2€B€4(pB)2/ dtl e 2tleZth1 Z Z ! 1 Dns(pyB>AB(s>

- =0s==%1

ng —T(2€ElE)

N ito)
VBBl [ty o) ZZ e Do (P AE(r).

- —0r=+1
(B.2)
Llevando a cabo la suma sobre s y r, y usando la identidad [34]
i ﬁD — 1P tat—5t? (B.3)
— nl nl '

en cada uno de los términos de la Ec. (B.2), se obtiene

S(z,y) = ]7[ +m / /dp4p2 —mm? gil(z4—ya)pa+(z2—y2)po]
% \/2eBeilFh)? (P%)Q]/ dty e~ 38— (e” P jitr[pf—phe™ (2eFT)]
xV/2eBeilrE)~(5)] / i dty e~ 2B31=(e7PED)] jita[pf—ple™(2E7)]

% {AB(—i—) [AE<—|—) + 6726E7AE(_)] 4 eerBTAB(_) [AE(—) + 6726E7AE<+>]} .

(B.4)
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Las integrales restantes son del tipo Gaussianas, por lo que al realizar las integrales sobre ¢, t5 y

los momentum py y py4, se obtiene la Ec. (4.35) para un campo electromagnético externo

S(z,y) = Z’(_VIJC+m>€i§(*E($4*y4)($3+y3)+3(962*yz)(rlﬂll))

x i/ cBekdr o~ o~ { Trtems Wi+ Trntesey (-9 }
8t Jo sinh(eET)sinh(eBT)

% {eeBTAB(+)[eeETAE(+) + 6—5E7AE(_)] + e—eBTAB(_)[eeETAE(_) + e_eETAE(+)]}

(B.5)
donde zf = 2§ + 23 y 2% = 2] + 3.
Notese que adicionalmente se ha obtenido el factor exponencial
cp(L y) = i3 (—E(za—ya)(z3+ys)+B(z2—y2)(@1+y1)) (B.6)

el cual es bien conocido como la fase de Schwinger, la cual contiene toda la dependencia en la
norma del campo electromagnético en el propagador fermiénico. Para la norma en la que se ha

desarrollado todo este analisis, A, (z) = (—Ez3,0, B2,0), la fase de Schwinger puede reescribirse

como

Bz, y) = eIy Al (B.7)

donde la integral se realiza a lo largo de la linea recta que une los puntos x y .
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Notése que en el limite eB — 0 y eE — 0, la ecuaciéon anterior se reduce a

S(a,y) = i(=p, +m)

a2 (e —u1)2 Cud2 ()2
Xi OOdTe—Tm 6_[(504434) +(<14;J1) +($24Ty2) +( 34£3)]
8T Jo T

(B.8)

2

el cual es el propagador femionico en ausencia de campo electromagnético externo en el espacio

Euclidiano.
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