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Introduccion.

Introduccion.

La disponibilidad de computadoras de alta velocidad, los lenguajes de programacién
de alto nivel y el acceso a paquetes matematicos potentes han impactado de
manera importante la educacion y la practica de la ingenieria en los ultimos anos.
Durante las décadas pasadas, la resolucién de problemas de ingenieria se llevaba
a cabo principalmente con calculadoras de mano. En ocasiones se utilizaban
computadoras que no eran accesibles a cualquier usuario y requerian un

entrenamiento especial para ser utilizadas.

En ingenieria quimica y en la investigacion cientifica es comun encontrarse con
problemas que no tienen solucién analitica, es decir, que requieren del uso de
técnicas numéricas para resolverse. El acceso cada vez mayor a las computadoras
ha facilitado esta labor considerablemente. Sin embargo, la falta de conocimiento
en el uso de software matematico y la escasa capacitacion de muchos estudiantes
en lenguajes de programacion han sido un impedimento para hacer frente a estos

problemas.

El objetivo del presente proyecto es proporcionar informacién que facilite la
resolucion de problemas de ingenieria quimica mediante métodos numéricos. Se
escogio6 el software Mathematica 10.0 debido a que tiene ventajas importantes que

se pueden aplicar para conseguir resultados de la manera mas eficiente.
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Capitulo 1. Fundamentos previos.

1.1. Métodos numeéricos.

Los métodos numéricos son una manera de convertir operaciones matematicas
superiores en operaciones aritméticas basicas. Son ampliamente utilizados en
ingenieria debido a su capacidad de manipular sistemas de ecuaciones grandes,
manejar no linealidades y resolver problemas complejos cuya solucién analitica es

inexistente o dificil de obtener [1].

Para identificar la diferencia entre una solucion analitica y una solucion numérica de

manera sencilla, podemos considerar la siguiente funcion:

f(x)=x-5 (1-1)
Si se quiere encontrar la raiz, es decir, conocer el valor donde f(x)=0, sumamos 5

de ambos lados:

x=5 (1-2)
De este modo se obtiene una solucion analitica.
Una manera de llegar al resultado numéricamente podria ser el método de Newton-

Raphson, el cual se analizara a profundidad en el Capitulo 3. Este método consiste

en tomar un valor inicial y aplicar la férmula:

f(x)

Xit1 = Xi _f'(xi) (1-3)

Si tomamos 2 como estimado inicial y lo sustituimos en la ecuacion (1-3):
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x=2-—"2 (1-4)

Después, el nuevo valor calculado se vuelve a introducir en la férmula de Newton-

Raphson.

X, =5-22 (1-4)

Como x2 tuvo el mismo valor que el calculado anteriormente, se dice que el método
ha alcanzado la convergencia y por lo tanto, esa es nuestra solucién. Sin embargo,
no siempre es posible tener el mismo valor. Por este motivo, se define un pequefio
numero € que se utiliza para crear un criterio de aceptaciéon de la solucién. Si la
nueva solucion es menor a ese numero €, entonces se acepta y se dan por

terminados los calculos.

|valor anterior — valor nuevo| < € (1-5)

Por ejemplo, si escogemos ¢ = 10, aceptamos la respuesta, ya que se cumple la

condicion (5-5) <e.

Hasta ahora, el ejemplo de la ecuacion (1-1) se abordé mediante una secuencia de
operaciones aritméticas mas un criterio de aceptacion. De esta forma se llegé a la

solucidon numérica.

En este caso, la obtencidon de la solucidn analitica era demasiado sencilla; solo

bastaba sumar 5 en ambos lados para conseguirla. Desgraciadamente, los
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problemas a los que se enfrentan los ingenieros quimicos no son tan triviales como
para resolverse con una simple suma. Esa es la razén por la que deben estudiarse
técnicas de analisis numérico. Si a esto se le suman las capacidades de una
computadora y un lenguaje de programacion, se tiene un conjunto de herramientas

que permitiran hacer frente a una gran cantidad de problemas complejos.

La mayoria de los métodos que se veran en este trabajo se resumen en el Apéndice.

1.2. Mathematica 10.0 v el lenquaje Wolfram.

Los métodos numéricos producen una secuencia de aproximaciones luego de
realizar el mismo procedimiento una y otra vez. Esto puede resultar extenuante para
una persona, pero no para una computadora. La importancia de programar radica
en que nos permite delegar tareas repetitivas y agobiantes a una maquina, pero
para ello es necesario comprender la légica y la forma en que la computadora recibe

instrucciones.

El software Mathematica 10.0, desarrollado por Wolfram Research, es una de las
mejores opciones de software matematico que existen actualmente. Su
caracteristica mas destacada es el potente lenguaje de programacion que utiliza:
The Wolfram Language. Este lenguaje, reconocido por su facilidad de uso,
sobresale en varias areas de la computacién técnica. Esto debido a que el codigo
es muy intuitivo y facil de leer, pues permite la entrada de lenguaje natural. Por

ejemplo, consideremos la siguiente ecuacion:
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_ nRT na
“V—nb V2

(1-5)

A la ecuacion (1-5) se le conoce como la ecuacion de Van der Waals, y nos permite
calcular la presion de un gas en funcion de su temperatura y volumen. En la tabla
1.1 se muestra una comparacion de como se escribiria esta misma ecuacion en

Wolfram y en otros lenguajes:

Lenguaje Ecuacion de Van der Waals

Java P =(n*R*T)/(V-n*b)-(Math.pow(n,2)*a/Math.pow(V,2))

C++ P =(n*R*T)/(V-n*b)-(pow(n, 2)*a/pow(V, 2))
Python P =(n*R*T)/(V-n*b)-(n**2)*a/V**2
Matlab P =(n*R*T)/(V-n*b)-(n"2)*a/V"2

_ BRT _n:_a
Wolfram V-nb v

Tabla 1.1. Ecuacidn de Van der Waals escrita en distintos lenguajes de programacion.

Como se puede ver en la tabla 1.1, la ecuacion es por mucho, mas facil de leer en
el lenguaje Wolfram. Esto no quiere decir que los demas sean inutiles; cada uno es
excelente en su respectivo campo. Y Wolfram es el mas apropiado para lo que se
hara en el presente trabajo. La ecuacion podria haberse escrito usando la diagonal
invertida para dividir, pero este lenguaje permite insertar barras de fraccion, asi
como simbolos de varios operadores. Al usarlos, la legibilidad del cédigo mejora y

se facilita la tarea de localizar errores.

A continuacion se dara una breve introduccién al uso de Mathematica 10.0 y su

lenguaje de programacion.
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1.2.1. Introduciendo simbolos en Mathematica 10.0.

Hasta ahora se ha visto que el lenguaje Wolfram permite introducir ecuaciones tal
como se verian escritas en un cuaderno de apuntes. Esto es porque el software
Mathematica trabaja bajo esa filosofia. Los archivos creados en este software tienen
extension .nb, que significa Wolfram Notebook. Los siguientes atajos del teclado

pueden usarse para hacer que nuestras ecuaciones se vean presentables.

Atajo Resultado
Ctrl +/ Barra de fraccion
Ctrl + 6 Raiz cuadrada
Ctrl + 2 Exponente
Esc + pi + Esc n
Esc + ee + Esc e
Esc +ii + Esc i

Tabla 1.2. Atajos del teclado para introducir simbolos en Mathematica 10.0.

Los atajos de la tabla 1.2 son utiles y serviran para escribir de forma clara la mayoria
de las ecuaciones que se usaran en este trabajo. Ademas, se pueden introducir
simbolos de suma, producto, derivadas, integrales, matrices, letras griegas, y
muchos otros. Esto se hace haciendo clic sobre la ficha Palettes, del menu superior.
Ahi se desplegaran una serie de opciones que nos permitiran seleccionar qué

simbolo insertar.

En la siguiente seccidn se crearan unos cuantos programas simples que serviran

de fundamento para crear otros mas elaborados.
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1.2.2. Algunos programas simples.

Imprimir una linea de texto

Uno de los programas mas sencillos que hay es el de imprimir una linea de texto.
Aunque es muy sencillo, esto se usara continuamente para mostrar mensajes, asi

como los valores de las variables que calculemos.

BErint["jHola mundo!"];

iHola mundo!

Programa 1.1. Imprimir una linea de texto. En la segunda linea se muestra el resultado de

correrlo.
La funcién Print[ ] se usa para mostrar cualquier texto en la pantalla. El programa
1.1 muestra un uso muy simple de ésta. Dentro de los corchetes se inserta el
argumento de la funcién, que en este caso es el texto que va a mostrar. Como se
trata de una cadena de texto, debe ponerse entre comillas. También es necesario
destacar que en Wolfram, todas las instrucciones de un programa deben finalizar
con punto y coma. Finalmente para ejecutar el programa, se pulsa Shift + Enter o la

tecla Intro del teclado numérico.

También es posible afiadir comentarios. Estos son lineas de texto que el programa
ignora pero nos ayudan a recordar qué es lo que hace y documentarlo. Los
comentarios se insertan entre los simbolos (* *). Por ejemplo, podemos afadir un

comentario al programa anterior:
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Brint["jHola mundo!"];

Programa 1.2. Ejemplo del uso de los comentarios.

El programa 1.2 contiene un comentario en la primera linea. Estos no afectan su

funcionamiento y son muy utiles como guia y para recordar de qué trata.

Trabajando con variables.

Las variables se utilizan para almacenar informacién y son indispensables en

cualquier lenguaje. El programa 1.3 muestra un uso que se les puede dar:

x1
X2

0.4;
1-x1;

Print["La fraccidén mol x2 wvale ", x2];

La fraccidn mol x2 wvale 0.6

Programa 1.3. Uso de variables para calcular una fraccién mol.

En la primera linea se declara la variable x1 y se le da un valor de 0.4. Después se
declara otra variable x2 asignandole el resultado de restar 1-x1. Luego se imprime
el resultado de esta operacion. Notese que la variable no entra en las comillas junto

con el texto que se va a imprimir; sino que debe ir afuera y separada por una coma.

Con lo que hasta el momento se ha visto, podemos hacer un programa sencillo que

utilice la ecuacién del gas ideal.
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Problema.

Dos moles de un gas se encuentran en un recipiente de 10 litros a una temperatura

de 273.15 K. Calcule la presién utilizando la ecuacion del gas ideal.

vV =10;
R=0.082;
n=2;
T =273.15;
nkT

P= :

v
Print["La presidon vale ", P, " atm"];

Programa 1.4. Uso de la ecuacion del gas ideal.

El programa 1.4 resuelve este problema sencillo. Primero se introducen los datos

conocidos, luego la ecuacion, y al final la funcion Print[ ] imprime el resultado.

Luego de correr este programa, la pantalla muestra lo siguiente:

La presion vale 4.479%66 atm

Nota: En el lenguaje Wolfram, la multiplicacion se puede expresar con un asterisco

0 un espacio. En este caso hay un espacio entren, Ry T.

1.2.3. Operadores relacionales, l6gicos y sentencias if-else.
El uso de los operadores relacionales y logicos hara que nuestros programas sean

capaces de tomar decisiones. La tabla 1.3 muestra estos operadores y como se

introducen en Mathematica.
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Operador Simbolo
Igual que ==
Mayor que >
Menor que <
Distinto de I=
Disyuncion I
Conjuncién &&

Tabla 1.3 Operadores relacionales y l6gicos.

Los operadores de la tabla 1.3 se suelen usar en conjunto con una sentencia if-else,
que evalua si una condicidn es cierta y lleva a cabo una accion con base en la
respuesta que se obtenga. Un ejemplo del uso de una sentencia de este tipo es el

programa 1.5.

edad = 10;

If[edad < 18,
Print["Menor de edad"],

Print["Mayor de edad"]:
1:

Programa 1.5. Ejemplo del uso de una sentencia if-else.

En la primera linea se declara la variable edad. Enseguida una sentencia If evalua
si esta variable es menor de 18. Si se cumple, imprime el mensaje “Menor de edad”,
y en caso contrario imprime “Mayor de edad”. Es importante recalcar que toda

sentencia If debe finalizar con punto y coma.

10
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1.2.4. Ciclos For.
Los ciclos For son de mucha utilidad en analisis numérico, ya que nos permiten

ordenar al programa que repita un mismo procedimiento una y otra vez. Estos ciclos

se usaran en casi todo este trabajo y son de suma importancia en programacion.

Problema.

Realice la suma de todos los numeros desde 1 hasta 100.

Para resolver esto, podriamos sumar manualmente 1 +2+3+4 + 5+ ... + 100,
pero seria una tarea repetitiva y agobiante. Una segunda opcion seria escribir un

programa que lo haga usando un ciclo For.

Suma = 0;
For[i=0, i<101, i++,
Suma = Suma + i

1

Print["La suma s ", Sumal;

Programa 1.6. Suma de todos los numeros desde 1 hasta 100.

Al inicio del For se declara el contador i, que inicia en el valor de cero. Después se
indica hasta dénde va a llegar, que en este caso es hasta que i sea menor que 101.
La parte i++ significa que el contador i aumentara de uno en uno. Luego se pone el
procedimiento que se repetira, que sera ir sumando cada valor de i. El resultado que

se obtiene al correr el programa es:

La suma =3 5050

11
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1.2.5. Funciones.

En la seccion 1.2.2 se presentd la funcién Print[ ], que tiene la capacidad de mostrar
un mensaje en pantalla. El lenguaje Wolfram posee alrededor de 5000 funciones
incorporadas. Todas tienen nombres que inician en mayusculas, asi como sus
corchetes, dentro de los cuales van los argumentos. Muchas de ellas son utiles en
matematicas, por ejemplo, la funcion Sin[ ] calcula el seno del argumento; la funcidn

Abs[ ] devuelve el valor absoluto.

También es posible que el usuario cree sus propias funciones. Por ejemplo, el
programa 1.7 contiene una funcion que calcula el volumen molar de un gas con los

datos de temperatura y presion:

0.082=«T
VI[P_, T ] iz —————;
P
vmolar = V[2, 273];

Print["El volumen molar es", wvmolar];

Programa 1.7. Ejemplo del uso de funciones.

Para declarar la funcién, se pone su nombre, seguido de corchetes. Dentro de
corchetes se ponen las variables que utilizara seguidas de un guion bajo. El signo
de igual debe estar precedido por el signo de dos puntos. Y a la derecha, la
expresion que se va a evaluar. En el programa 1.7, la funcién V[ ] lleva los
argumentos P y T. Después, la variable vmolar contendra el resultado de evaluar
esta funcion en 2 atm y 273 K. El resultado se muestra al final con la funcién Print[],

que ya es predeterminada del lenguaje Wolfram.

El wvolumen molar =3 11.153
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Capitulo 1. Fundamentos previos.

1.3. Consideraciones adicionales.

En este capitulo se analizé qué son los métodos numéricos y la importancia que
tienen. También se dio una introduccién rapida al uso del software Mathematica
10.0 y el lenguaje de programaciéon Wolfram. Se desarrollaron programas sencillos
en los cuales se muestra el uso de variables, comentarios, operadores relacionales,
ciclos, funciones predeterminadas de Mathematica, asi como funciones creadas por
el usuario, entre otras cosas. Esto servira de base para comenzar a crear programas

de analisis numérico en los capitulos siguientes.

El lenguaje de programacioén Wolfram es sumamente extenso y posee capacidades
no soélo utiles en ingenieria, sino en ciencias de la vida, finanzas, geografia,
estadistica, procesamiento de imagenes, etc. En el presente capitulo se

proporcionaron los fundamentos para comenzar a utilizarlo.

Si se desea profundizar en las capacidades de Wolfram, puede consultarse su

documentacion completa, la cual se encuentra en el siguiente sitio:

http://reference.wolfram.com/lanquage/

13
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Capitulo 2. Interpolacion.

En ingenieria quimica es comun encontrarse con problemas en los que se debe
estimar el valor intermedio de una variable a partir de un grupo de puntos conocidos.
Regularmente las fuentes de informacion contienen los datos en forma tabular y
frecuentemente el valor buscado no se encuentra entre los datos tabulados, lo cual
representa un inconveniente. Aproximar el valor mediante una linea recta es una
técnica rapida y sencilla. Sin embargo, no se recomienda hacerlo porque conlleva
un porcentaje de error muy elevado, pues los datos no varian de forma lineal. Si se
quiere obtener un valor mas exacto de la funcidn es necesario aplicar técnicas de

interpolacién mas exactas, como la interpolacion polinomial.

Se sabe que para un conjunto discreto de puntos, hay s6lo un polinomio que pasa
por todos ellos. Este polinomio unico puede ser determinado con los métodos de

Newton y de Lagrange, los cuales se analizaran en este capitulo.

l ] l l -
I T I I =
X

X Xy Xa Xy

Figura 2.1. Representacion de la interpolacién polinomial. Dada una funcién f(x), de la cual
se conocen sus valores en Xo, X1, ..., Xn, €Xiste un polinomio P(x) que pasa por esos puntos

14
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2.1. Newton.
Se tiene una funcién de la siguiente forma:
i 0 1 2 3 N
X Xo X4 X2 X3 Xn
f(x) f(Xo) f(x1) f(x2) f(xa) f(Xn)

Tabla 2.1. Funcién en forma tabular [2].

Y se desea aproximarla con un polinomio que pasa por los puntos (0) y (1), el cual

es de la forma:

p(x) = ag + a;(x — xo) (2-1)

Donde xo es la abscisa del punto (0) y ao, a1 son constantes por determinar. Para
encontrar el valor de ao se hace x=xo, de donde a = p(xo) = f(xo0), y con el fin de

encontrar el valor de a1 se hace x = x1, donde:

BEACART{CD 22)
X1 — Xo

Aqui introducimos lo que se conoce como notacion de diferencia dividida. La
diferencia dividida cero de la funcidn f con respecto a xo se denota por f[xo], que es

simplemente la funcién f evaluada en el punto xo.

f(xo) = fx0] (2-3)
La primera diferencia dividida de f con respecto a x1 y xo se denota por f[x1,Xo] y esta

dada por la ecuacion (2-2).

Al sustituir los valores de las constantes en la ecuacion (2-1) queda el siguiente

polinomio de primer grado en términos de diferencias divididas:

p(x) = flxo] + (x — x0) * f[x0, %] (2-4)

Y si ahora se desea aproximar la funcién tabular con un polinomio de segundo grado

que pase por los puntos (0), (1) y (2) y que tenga la forma:
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p2(x) = ag + a;(x — x¢) + az(x — x0) (x — x1) (2-5)

Donde xo y x1 vuelven a ser las abscisas de los puntos (0) y (1) y ao, a1 y a2z son

constantes. Para encontrar a2 se procede como en la forma anterior; o sea:

Six=x»

F) = ) = (3, — xp) « LB =L 120) (2-6)

(%2 — x0) (%2 — x1)

Desarrollando algebraicamente el numerador y el denominador se llega a la

a2:

siguiente expresion:

fO) = fx) _ fQxa) = f(x)
Xy — Xq X1 — Xo (2-7)
Xy — Xq

az =
que es la segunda diferencia dividida respecto a xo, X1y Xa.

Sustituyendo las constantes ao, a1 y a2 en la ecuacion (3) obtenemos:

p2(x) = flxo] + (x — x0) * f[x0, x1] + (x — x0) (x — x1) * f[x0, X1, X2] (2-8)
que es un polinomio de segundo grado en términos de diferencias divididas.

En general, para un polinomio de grado n que pasa por los puntos (0), (1), ..., (n), ¥y

que esta escrito de la forma

Pn(x) = ag + as(x — x9) + ay(x — x0)(x —x1) + -
+ an(x — x0) (x — x1) (.. ) (x — 1)

La ecuacion (4) se conoce como la formula de diferencia dividida interpolante de

(2-9)

Newton.

Los coeficientes estan dados por:

ap = f(x0) = flxo] (2-10)
a; = f[xo,x1] (2-11)
az = f[xo, %1, x2] (2-12)
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Por induccion, las constantes requeridas son:
ax = f[x0, %1, X2, o) X
parak=0,1,...,n.

La determinacion de diferencias divididas para cuatro puntos de datos tabulados se

representa en la Tabla 2.2.

Primeras diferencias Segundas diferencias . g
X f(x) divididas divididas Tercera diferencia dividida
xo  flxo]
\f[x o = [l = flxol
/ YT X —x \
_ flx1, %21 = flx0,%1]
X1 f[xl] flxo, %1, %3] = X, — %o \
\Af[x x,] = flxa] — f[’ﬁ]/v Flxg X1, X, %3] = flxy, 2, %3] = flxo, %1, %,]
1421 — — 0 A1 A2, A31 — _
7 T floea 5] = flxs, ] o
X2 f[xz] flx1, x5, %3] = P
S _flxsl = flx] >
flxpx3]l =————"
/ X3 — X3
X3 flxs]

Tabla 2.2. Céalculo de diferencias divididas.

La aproximacion polinomial de Newton puede expresarse sintéticamente como [1]:

n

k-1
) = ) o | |- (2-13)
i=0

k=0
La ecuacion (2-13) es facil de introducir en un lenguaje de programacion como
Wolfram, ya que permite la notacidon de producto y suma. El algoritmo en

pseudocodigo [3] quedaria de la siguiente forma:

ENTRADA Numeros Xo, X1, ..., Xn; valores f(xo), f(x1), ..., f(xn) como Foo,
Fi1.0, Fno
SALIDA Numeros Fo,0, F1,1, ..., Fn,n donde:
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n i-1
p(x) = z Fi; H(x - ;)

i=0 j=0

Paso 1 Desdei=1,2,...,n
Desdej=1,2,...,i
tomar F; ; = Fi'j_xl_:i%_l_'j_l
imti—j
Paso 2 SALIDA (Fo,, F1.1, ..., Fnn);
Imprimir(Fii es f[xo,x1, ..., Xi])

2.2. Lagrange.
Otra forma de encontrar el polinomio de interpolacion es mediante la aproximacién

polinomial de Lagrange. Para esto, partimos nuevamente de una funcién tabular
como la que se presenta en la tabla 2.1.
En este caso construimos primeramente, para cada k = 0,1,...,n, una funcién Lk(x)

con las dos propiedades siguientes:

a) Ly(x;)) =0sii#k
b) Li(q)=1

Para satisfacer la condicion a) es necesario que el numerador contenga el término:
(c = 2x0) O = 21) oo (% = Xpem1) (X = K1) - (= %)
Asimismo, para satisfacer la condicién b), el denominador debe ser el mismo
término pero evaluado en x = xx. Entonces:
(x = x0) o (X = X)) (X — Xggq) o (X — X))
(xk = x0) e (e = Xpe—1) O = Xpen) woe (X — %)

La ecuacion (2-14) puede reescribirse utilizando notacion de producto de la

Li(x) = (2-14)

siguiente forma:

(2-15)
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Capitulo 2. Interpolacion.

De este modo, el polinomio de interpolacion de Lagrange puede representarse

como:

PaC0) = D L) f(x) (2-16)
i=0

La ecuaciéon (2-16) es una reformulacion del polinomio de Newton que evita el
calculo de diferencias divididas.

A continuacién se muestra el pseudocddigo para interpolar usando polinomios de

Lagrange:
ENTRADA Numeros xo, X1, ..., Xn; Valores f(xo), f(x1), ..., f(xn)
SALIDA p(x), valor de la funcion en el punto x:
Paso 1 Desdei=0,1,...,(n+ 1)
T —x)
X — X;
Li(x) = o — xl
i=0 "k
i#k
Paso 2 t
Pa(0) = ) L) f(x)
i=0
Paso 3 Imprimir[ p(x) ]
2.3. Problema.

A la temperatura de 10°C, la densidad p(c) de la solucion acuosa de acido sulfurico

varia con la concentracion de acuerdo con la siguiente tabla:

C (%) 5 20 40 70

p (g/cm3) 1.0344 1.1453 1.3103 1.6323
Tabla 2.3. Variacion de la densidad con la concentraciéon a 10°C

Con esta informacion, obtenga p cuando la concentracion es del 50%

2.3.1. Solucioén por Newton.

El siguiente cédigo de Mathematica resuelve el problema:
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Capitulo 2. Interpolacion.

Nolfram Mathematica | STUDENT EDITION

x[0] =5; =x[1] =20; =x[2] =40; =x[3]=70;
f[x[0]] =1.0344; £[x[1]]1=1.1453; £[x[2]] =1.3103;
f[x[3]1]1 =1.6923; n=3; X =50;

Fcr[i:O, i<n, i++,

Flx[i+1]] - f-EXEi]] ) |

x[i+1] -x[1]

p[i, 1] =
Fcr[j =2, <4, j++,

For[i =1, i<n, i++,

poli, J-1]1-p[i-1, j-1]
x[1+1] -x[1i-73+1]

pli, 31 =

|
|

a[0] = £[x[0]11;
a[l] =p[0, 1];
al[2] =p[1, 2];
a[3] =p[2, 3]1:

n E-1
p[X_1 =D ark]l [] (x-x=[il);

k=0 i=0

Print["\nCuando C= ", ¥, "%, la densidad es: ", p[X], " g,’cms\n"];

Programa 2.1. Interpolacion de Newton.

El resultado que se obtiene al correr el programa es el siguiente:

Cuando C= 50%, la densidad es: 1.41368 g/cm®

que es el valor de p interpolado a partir del conjunto discreto de puntos que se nos

proporciona.

2.3.2. Solucién por Lagrange.

El programa 2.2 resuelve el mismo problema por el método de Lagrange.
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x[0] =5; =[1] =20; =x[2]
f[x[0]] =1.0344; £[x[1]1]
f[x[3]] =1.6923;

n=3; X=50;

40; =x[3] =70;
1.1453; £[x[2]] =1.3103;

Fnr[i =0, i< (n+1), 1++,
n

ﬂ[If[j#i, (X -x[31) 1]);

s (x[1] - x[3])

£[i]

]

£[X_]1= ). L[] £[x[i1];

1=0

Print["'\rlcuando C =", X, " la densidad es ", £[X], " g,-’cm3'\n"];

Programa 2.2. Interpolacion de Lagrange.

El resultado después de correr este programa es el mismo que el obtenido por el
método de Newton.

Cuando © = 50% la densidad es 1.41368 g/cm®

2.3.3. Comparacion de los métodos utilizados.
En ambos casos el resultado obtenido es 1.41368 g/cm?3. Esto se debe a que tanto

Newton como Lagrange, son formas distintas de llegar al mismo polinomio de
interpolacion.

De modo que la tabla completa, con el nuevo valor obtenido, quedaria de esta

forma:
C (%) 5 20 40 50 70
p (g/cm3) 1.0344 1.1453 1.3103 1.41368 1.6323

Tabla 2.4. Variacion de la densidad con la concentracién, con el nuevo valor interpolado.

Se puede ver que el nuevo valor obtenido por interpolacién sigue la misma
tendencia. Asimismo, Perry [7] reporta que la densidad en esas condiciones es de

1.4029 g/cm?. El porcentaje de error en este caso es de 0.77%. Al ser menor al 1%,
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podria considerarse que es aceptable. Sin embargo, para calculos mas exactos se

puede agregar otro punto y seguir el mismo procedimiento.

Para demostrar esto, se modificé el programa 2.2 agregando un punto mas, cuando

la concentracion es de 30%. El programa modificado quedo de la siguiente forma:

x[0] =5; =[1] =20; x[2] =30; =x[3] =40; =x[4] =70;

fF[x[0]] =1.0344; £[x[1]] =1.1453; £[x[2]] = 1.2255;
£[x[3]] = 1.3103;
F[x[4]] = 1.6923;

n=4;: X =5k0;

0, i< (n+1), i++,

= L. (X -x[3]) _
L] [If[J T eI 1”’

j=0

Fnr[i

L£[i]

|

£[X_]1= ). L[] £[x[i]];

i=0

Print["\nCuando C =", X, "5 la densidad es ", £[X], " g,fcm3"\n"];

Programa 2.3. Se agreg6 un nuevo punto para obtener un resultado mas exacto.

Ahora se muestra el resultado obtenido al correr el programa con un punto mas:

Cuando C = 50% la densidad es 1.40651 g/cm®

El nuevo resultado es mucho mas cercano al valor experimental que reporta Perry

en el Manual del Ingeniero Quimico [7]:

. . Valor %Error con
Interpolaciéon con | Interpolacién con . %Error con
. experimental cuatro .
cuatro puntos cinco puntos cinco puntos
(Perry [7]) puntos
1.41368 1.40651 1.4029 0.77 0.25

Tabla 2.5. Comparacién al introducir un nuevo punto.

El porcentaje de error se reduce considerablemente al introducir un nuevo punto. La

ventaja de escribir un programa que funcione es que éste puede ser reutilizado o
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modificado, ya sea para resolver un problema distinto o para mejorarlo agregando

mas puntos.

2.4. Interpolacion bidimensional.

Hasta ahora se ha realizado interpolacion cuando la funcion depende unicamente

de una variable. Sin embargo, los métodos utilizados pueden extenderse para

interpolar en dos dimensiones, como se muestra en la figura 2.2:

x X X2

1 I |

| | |

| | |

S e 5

: Flxg. v flxg, v : Flxs, ¥1)

! |

i i

! |

| |

| |

i i

| |

| |

|  flxs i) |

HEESERESESELES rmmmmmmm————— =

| 3 |

| |

| |

i i

| |

| |

Ya-== =i é
Jixg. va) flx, y2) Fixa, ¥a)
r

Figura 2.2. Representacion de la interpolacién bidimensional.

La interpolacion bidimensional consiste en determinar valores para funciones de dos
variables z = f(xi, yi). Esto puede realizarse aplicando primeramente interpolacion de
Lagrange a lo largo del eje x para determinar valores en xi. Posteriormente, estos
valores se usan para interpolar linealmente a lo largo del eje y y conseguir el
resultado final en el punto (xiyi). El procedimiento se puede resumir en la siguiente
tabla:
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V1 y2 y3

L1(y) L2(y) Ls(y)
X1 L1(x) f(x1,y1) f(x1,y2) f(x1,y3)
X2 L2(x) f(x2,y1) f(x2,y2) f(x2,y3)
X3 L3(x) f(x3,y1) f(x3,y2) f(x3,y3)

Tabla 2.6. Interpolacién bidimensional.

El pseudocddigo para realizar interpolacion bidimensional se muestra

continuacion:

ENTRADA

SALIDA

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Numeros Xxo, X1, ..., Xn; Y0,Y1,..., Yn;
valores f(xo,yo), f(xo,y1), ..., f(Xo,yn);

f(x1,y0), f(x1,y1), ..., f(Xo,yn);

f(xnyo0), f(Xn,y1), ..., f(Xn,yn)

p(xi, yi), valor de la funcidn en el punto (xi, yi):

Desdei=0,1,...,(n-1)

Sii#]
n-—1
11X —X
j=0
n-—1
TT1TO-¥)
Ly =| | =—=
=0 Vi —Yj
n-1n-1
PaCty) = D0 LG * L) * £ ey )]
i=0 j=0

Imprimir[ p(xi, i) ]
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2.5. Problema de interpolacion bidimensional.

La densidad p = p(T,C) de la solucion acuosa de acido sulfurico varia con la

temperatura y la concentracion de acuerdo con la siguiente tabla:

T(°C)
30 60 100
20 1.1335 1.1153 1.0885
C(%) 40 1.2953 1.2732 1.2446
70 1.6014 1.5753 1.5417

Tabla 2.7. Variacion de la densidad con la temperaturay concentracion.

Con esta informacion, calcule p en C = 50% y T= 50°C

2.5.1. Solucién por Lagrange.

En el problema de la Seccién 2.3, la densidad sélo dependia de la concentracion.
Sin embargo, ahora depende de la concentracion y de la temperatura, por lo que es
necesario aplicar interpolacion en dos dimensiones. El programa 2.4 se escribid

para solucionar este problema.

x[0] =20; y[0] =30;
x[1] = 40; v[1l] = 60;
x[2] =70; vyv[2] =100;
X=60; YT=50; n=3;

£Ix[0], v[0]] =1.1335; £[x[0], v[1]] =1.1153; €£[x[0], v[2]] = 1.0885;
£[x[1], ¥[0]] =1.2953; f£[x[1], y[1]]=1.2732; <£[x[1], y[2]] =1.2446;
£[x[2], v[0]] =1.6014; £[x[2], v[1]] =1.5753; £[x[2], v[2]] =1.5417;

Programa 2.4. Interpolaciéon bidimensional. (Parte 1 de 2)

25




Capitulo 2. Interpolacion.

Fnr[i =0, i<n, i++,
n-1 .
. (X -x[]1) ]
£ = If|5#1i, , 11 1:
i D[ s Gmoson M
£y[i] T [If[];tl (Y- yI31) 1]]
o "yl -y )
n-1 (n-1
FIX_, Y] =) | D, £x[i]1+ £y[3] # £[x[i], Y[j]]]:
i=0 Y j=0
Print["\nl:]uando cC =", X, "§ yT =", Y,
"*C la densidad es ", f[X, ¥], " gfcm3"~.,n"];

Programa 2.4. Interpolacién bidimensional (Parte 2 de 2).

Luego de correr este programa, el resultado que aparece en pantalla es el siguiente:

Cuando C = 60% v T = 50°C la densidad es 1.47411 g'cma

La densidad calculada es 1.47411 g/cm3. A las mismas condiciones, Perry [7]

reporta que el valor experimental es de 1.4735 g/cm3.

Densidad experimental Densidad calculada %Error
1.4735 1.47411 0.041

Tabla 2.8. Valor experimental vs Valor calculado.

Con el programa 2.4 fue posible calcular la densidad con un porcentaje de error de

apenas 0.041%. El valor calculado es muy cercano al experimental.

26



Capitulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales.

Capitulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales.

Aunque existen muchas formas de encontrar las raices de ecuaciones algebraicas
analiticamente, es comun que los problemas de ingenieria quimica conduzcan a
ecuaciones cuya solucion analitica es imposible o muy complicada. Para resolver
este tipo de problemas se puede recurrir a métodos numéricos o métodos graficos.
Estos ultimos suelen ser imprecisos e ineficientes, pues hay que graficar la funcién
y enseguida ver donde cruza el eje de las abscisas. Los métodos numéricos son
una mejor opcion debido a su facilidad de implementacion y a la exactitud que
pueden llegar a alcanzar. Ademas de eso, tienen la ventaja de que una vez
programados, el mismo codigo puede reusarse para resolver cualquier problema

del mismo tipo.

3.1. Métodos abiertos.

Los métodos abiertos son aquellos que no requieren que se conozca un intervalo
donde la funciéon cambie de signo. La mayoria de ellos sélo necesitan un valor
inicial para comenzar a realizar los calculos. O en caso de que necesiten dos

valores, no es necesario que éstos encierren la raiz buscada.
Estos métodos suelen converger rapido y son facilmente programables.

3.1.1. Método de punto fijo.
De los métodos abiertos, el mas sencillo es el de punto fijo, a veces llamado también

método de iteraciones sucesivas.

Un punto fijo para una funcién es un numero en el cual el valor de la funcién no

cambia cuando es evaluada en él.

g =p (3-1)
La ecuacion (3-1) indica que el numero p es un punto fijo de la funcién g.

Para encontrar la solucion a alguna ecuacion no lineal usando este método, primero

debe tenerse la funcién igualada a cero, esto es:
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fx)=0 (3-2)
Enseguida se realiza alguna transformacion algebraica de la funcion f(x), de modo
que la variable que queremos conocer quede igualada a una expresion que dependa

de ella misma:

x = g(x) (3-3)
Hecho esto, el siguiente paso es evaluar la funcidon en un estimado inicial; el
resultado de esto se vuelve a introducir en la funcién, hasta que ya no haya cambio,

que es cuando se alcanza la convergencia.

Xiv1 = 9(x;) (3-4)
El pseudocddigo para este método se muestra a continuacion:

ENTRADA Estimado inicial xo, funcién x = g(x), nimero maximo de

iteraciones imax, €rror €

SALIDA Solucién aproximada x
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)

Xi+1 = 8(Xi)
Paso 2 Hacer:

Error = |Xj 11 — X;

Paso 3 Si Error<e
Imprimir[ La solucién es Xi+1 ]

Detener;

3.1.2. Método de Aitken. [6]
El método de Aitken, también conocido como el acelerador de Aitken, es una mejora

del método de punto fijo que logra que converja mas rapido.

Consideremos la ecuacion (3-4), la cual se usa para construir el algoritmo que
genera un conjunto de aproximaciones sucesivas Xi, Xz,..., Xn. Para algunas
ecuaciones, esta secuencia convergera a una raiz, mientras que en otras no lo hara.
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Las condiciones de convergencia para una secuencia de este tipo se pueden

obtener examinando el error de cada aproximacion en la secuencia:

& =T —X; (3-5)
De la ecuacion (3-4) obtenemos:
dxipq = F'(x;)dx; (3-6)
,. . _dF (3-7)
F'(x) = I

A medida que i crece y los errores €; disminuyen, estas diferenciales proporcionan

una buena aproximacion a los errores. Entonces:

~ !
g1 EF (X)g (3-8)
La ecuacion (3-8) sugiere que conforme xi se va acercando a la raiz r, los cocientes
de los errores subsecuentes g2/€1, €3/€2, etc. se aproximan a una constante.

Entonces:
—=— (3-9)
Podemos reescribir la ecuacion (3-9) como:

822 E 8381 (3'10)
Sustituyendo (3-5) en (3-10)

2 ~
(r—xz) = (r—x3)(r —x1) (3-11)
Como la solucion de la ecuacion (3-11) es aproximada, no se puede obtener un
valor exacto de la raiz r a partir de las aproximaciones sucesivas xi, X2 Y X3.

Entonces, la solucién a la ecuacién (3-11) la llamaremos xs. Donde x4 sera

ordinariamente superior a X1, X2 y X3.

Al resolver la ecuacion (3-11) da:

(x3%1 — xzz)

(X3 — 2x5 + xq) (3-12)

x4:

Que se puede reescribir de la siguiente forma:

29



Capitulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales.

X4 = X3 —

(x3 — x2)?
(x3 — 2x3 + x4)

(3-13)

El método de Aitken consiste en usar las ecuaciones (3-4) y (3-13) de manera

repetida hasta alcanzar la convergencia. Cuando (i+1) no es multiplo de 4, se usa

la ecuacién (3-4), pero cuando si lo es, se utiliza la (3-13). Este procedimiento se

describe en el siguiente pseudocddigo:

ENTRADA

SALIDA

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Estimado inicial xo, funcién x = g(x), nUmero maximo de
iteraciones imax, €ITor €
Solucién aproximada x

Desdei=0, 1, ..., (imax)

Si Médulo[ (i+1) /4]1=0

(X — Xj-1)?

e =T (Xi — 2Xi_1 + Xj_2)
Si no:
Xit1 = 8(Xi)
Hacer:
Error = |Xj41 — X4
Si Error<e

Imprimir[ La solucién es Xi+1 ]

Detener;

El algoritmo es muy parecido al del método de punto fijo. S6lo que en este caso

usamos el operador modulo para obtener el residuo de (i+1)/4. Si el residuo es

cero, significa que (i+1) es mudltiplo de 4 y debemos utilizar la ecuacion del

acelerador de Aitken.
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3.1.3. Método de Newton-Raphson.
De los métodos de aproximaciones sucesivas, el de Newton-Raphson es de los que
presentan las mejores caracteristicas de eficiencia, pues casi siempre converge a

la solucion y lo hace en pocas iteraciones [8].

Al igual que los anteriores, este método comienza con un estimado inicial xo, y se

aproxima a la raiz luego de la aplicacion de una férmula recurrente.

Para encontrar Xi+1, se determina la derivada de la funcién en el punto Xi. La
derivada proporciona la pendiente de la recta tangente en ese punto. Asi que el
nuevo valor Xi+1 Se encontrara en la interseccién de esa tangente con el eje de las

abscisas. En la figura 3.1 se ilustra este procedimiento.

i~

f(x)

F(360) fommmom e

f(xi+1)

/

Figura 3.1. Interpretacion grafica del método de Newton-Raphson.

Supongamos que queremos aproximar la solucion a f(x)=0 con un estimado inicial

x;. Este estimado puede estar muy lejos de la raiz, asi que necesitamos encontrar

una mejor aproximacion. Esto lo hacemos con la ecuacién de la recta tangente a la

funcion f(x) en el punto xi:

y=f) + f(x)(x = x) (3-14)
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En la figura 3.1 podemos ver que la linea tangente cruza el eje x mucho mas cerca
de la solucion que Xi. El punto donde la tangente cruza lo llamaremos Xi+1, y

usaremos este punto para calcular nuestra nueva aproximacion a la raiz.

El punto Xi+1 es facil de determinar. Ya conocemos sus coordenadas, que son

(xi+1,0), y también sabemos que forma parte de la recta tangente. Asi que podemos

sustituirlo en la ecuacién (3-14) para obtener:

0= f(x) + f'(x) (Kpe1 — x1) (3-15)
B [ (3-16)
i+1 i f,(xi)

Despejando Xi+1 nos queda:

f(xy)

WieD) (3-17)

Xi+1 = X;

El método de Newton-Raphson consiste en aplicar la ecuacion (3-17) de manera
repetida hasta lograr la convergencia. El algoritmo en pseudocodigo se muestra a

continuacion:

ENTRADA Estimado inicial xo, nimero maximo de iteraciones imax,
error €
SALIDA Solucién aproximada x
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Xi+1 = Xi — @
f(x)
Paso 2 Hacer:

Error = |x;,1 — Xi|

Paso 3 Si Error<e
Imprimir[ La solucién es Xi+1 ]

Detener;
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3.1.4. Método de la secante.
El método de Newton-Raphson es una técnica muy efectiva para la resolucién de
ecuaciones algebraicas no lineales. Sin embargo, un problema potencial de éste
puede ser la evaluacion de la derivada. EI método de la secante modifica
ligeramente el método de Newton-Raphson aproximando la derivada por diferencias
divididas hacia atras.

£ = fxio1) — f(x) (3-18)

Xi—1 — X

Sustituyendo la ecuacion (3-18) en (3-17):

Xiy1 = X; ACHICT N )
i+1 i f(xi_l) — f(xi)

La ecuacion (3-19) es la formula del método de la secante. Como puede verse,

(3-19)

requiere de dos estimados iniciales. La interpretacion grafica de este método se

presenta en la figura 3.2.

*

f(x)

f(x1) |

v

//T' Xa Xy Xp

7

Figura 3.2. Interpretacion gréfica del método de la secante.
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El pseudocddigo para este método es el siguiente:

ENTRADA Estimados iniciales xo y X1, nUmero maximo de iteraciones

Imax, €rror

SALIDA Solucién aproximada x
Paso 1 Desdei=1,2, ..., (imax)
s = % — f(x) (X1 — %3)
i ' f(xi-1) — f(x;)
Paso 2 Hacer:

Error = |x;,1 — Xi|

Paso 3 Si Error<e
Imprimir[ La solucién es Xj+1 ]

Detener;

3.1.5. Método de Wegstein. [19]

Definimos:

gx) =f(x) +x (3-18)

Como se vio en el método de punto fijo, si x es raiz, g(x) = X, ya que f(x) = 0.

El método de Wegstein es similar al de la secante. Se inicia con dos estimados xo y
X1, éste ultimo se obtiene del método de punto fijo. Enseguida se traza la recta
secante que pasa por los puntos (xi-1, g(Xi-1)) y (Xi, g(xi)). Después se debe
localizar el punto de interseccion de la secante con la recta de 45° que pasa por el

origen, es decir, la recta y = x. Este punto de interseccion es (Xi+1,Xi+1).

El procedimiento se ilustra en la figura 3.3.
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(%1.8(x%1))

(%0,8(%p))

.
Lt

Figura 3.3. Representacion grafica del método de Wegstein.

Como tenemos tres puntos por los que pasa la recta secante, podemos expresar su

pendiente de distintas formas.

W = tan6
_90) —g(xia)

Xi — Xj—1
_ Xiv1 — g(x;)
Xi —Xi—1

tanf

w

Resolviendo (3-21) para Xi+1:

w
Xi+1:W—1

Sea:

(3-19)

(3-20)

(3-21)

(3-22)

(3-23)
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W-1+1
= 3-24
q=——1 (3-24)

wWw—-1 1
= 3-25
1=w_1Tw=1 (3-25)
= 3-26
q=1+3"—3 (3-26)

Entonces:
1

= 3-27
q-1=9—3 (3-27)

Sustituyendo (3-27) en (3-22) llegamos a la ecuacién de iteracion para el método de

Wegstein:
Xipr =X xq + (1 —q) * g(x;) (3-28)
Donde q esta dada por la ec. (3-23) q = W/(W-1); y W por:
W:g&a—g@FQ (3-29)
Xi = Xi-1

El pseudocddigo es el siguiente:

ENTRADA

SALIDA

Paso 1

Paso 2

Paso 3
Paso 4
Paso 5 Si

Estimados iniciales xo y X1, nUmero maximo de iteraciones

Imax, €rror €
Solucién aproximada x
DeSde 1 - 1, 2, ey (imax)

Hacer:

Imprimir[ La solucion es Xi+1 ]; Detener;

_ 8(xi) —g(xi1)
Xj — Xj-1

w

1=w=-1

Xiv1 = Xi * q + (1 = q) * g(x;)
Error = [Xj41 — X;|

Error < ¢
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3.2. Problema de métodos abiertos: La ecuacion de Van der
Waals
Los métodos anteriormente estudiados los aplicaremos a la solucién del siguiente
problema del libro Algebra superior [5], escrito por profesores de la Facultad de
Quimica.

Problema.

La ecuacioén de estado de Van der Waals es:

p= RT a

V—-b V2

Donde P es la presion, V el volumen molar, T la temperatura, R la constante
universal de los gases, y las constantes a y b estan dadas por:

(3-30)

_ 9R?Tc? p = Ble

4= 78pc 3P,

Donde Pc y Tc son presion critica y temperatura critica, respectivamente.

Calcule el volumen molar del metanol a 97°C y presion de 1 atmodsfera. Utilice el
volumen ideal como estimado inicial y € = 10°.
3.2.1. Solucién por el método del punto fijo.

Antes de comenzar, es necesario reescribir la ecuacién de Van der Waals como una
funcién del volumen molar, quedando de la siguiente forma:

7 = ab
f( )_VZ—V(Pb+RT)+a

A continuacion se muestra el programa que se us6 para solucionar este problema:

imax = 100;
R =0.08205;
T=97; : TH=T+273.15;
P=1;
-6
e=1+10"";
T = 512.6;
Po=T79.9;

E + TK
v[O0] = .

Programa 3.1. Solucidn del problema mediante el método de punto fijo (Parte 1 de 2)
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a*h

F[V_] :=

Print["i", "\t wv"];
For[i=0, 1i<imax, 1++,
V[i+1] =F[V[i]l]:
error = RAbs[V[i+1] -V[i]]:
Print[i, "\t", V[i]]:
If[error=e,
Break[]:
1;
1:

v2- {P*b+R*TK}*V+a’

Programa 3.1. Solucién del problema mediante el método de punto fijo (Parte 2 de 2)

Los resultados que se obtienen al correr el programa son los siguientes:

i v

o 30.3708

1 0D.223225
2 0.240%545
3 0.248241
4 0.251372
L 0.25273%
& 0.253341
K 0.253607
g 0.2533725
S 0.233777
10 0.25318
11 0.25381
12 0.25381=
13 0.253817

El método converge en la iteracion 13, dando un valor de 0.253817 L/mol.
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3.2.2. Solucién por el método de Aitken.

El programa 3.1 se modifica para que aplique la férmula del acelerador de Aitken

cuando (i+1) sea multiplo de 4.

imax = 100;

R=0.08205; (4
T=97;(+ T ;
P=1;
1= =1*1'D'6;
Tc=512.6;
Pc=79.9;
Vo] RtTK_
= - ;
9 R?sTC?
as= — & m————
8 PC
1 Ra=xTc
b= —=* H
3 Pc
F[V_] =

TK =T+ 273.15;

a+h

V[i+1l] = F[V
Print[i, "\t»

:

If[error = &,
Break[]:;

1:

:

v2 - {P*b+R*TK}*v+a’

Print["i", "".\t v"];

Fnr[i =0, i<imax, i++,

If[Mﬂd[i +1, 4] ==0,

V[i+1l] = V[i] -

Print[i, "\t",

error = Abs[V[i+1] -V[i]]:;

(V[i] - v[i-1])?
V[i] -2V[i-1]+V[i-2] ‘
VI[i+1], "\tRitken"],
[i11;
, VIill;

Programa 3.2. Solucién del problema mediante el método de Aitken.

39



Capitulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales.

Los resultados que se obtienen al correr este otro programa son los siguientes:

i v

0 30.3708

1 0.223225

2 0.240945

3 0.253347 Zitken
4 0.253347

3 0.25361

& 0.253372¢6

K 0.2538118 Zitken
8 0.2538118

El método de Aitken converge al valor de 0.253818, pero lo hace en menos

iteraciones. Se puede ver que el acelerador fue aplicado en la iteracién 3y 7.

3.2.3. Solucién por el método de Newton-Raphson.
Para poder aplicar el método de Newton-Raphson es necesario dejar la funcion f(V)

igualada a cero. Partimos de la ecuacion (3-30) y multiplicamos por (V-b)Vz:

P(V—=b)V2=RTV?—a(V —b) (3-31)
O bien
PV3 —PbV? =RTV?—aV —ab (3-32)
Reordenando:
PV3 —(Pb+RT)V?+aV —ab=0 (3-33)

La ecuacion (3-33) se us6 en el programa 3.3 para resolver el problema por el

método de Newton-Raphson.
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imax = 100;

R=0.08205; (- - . 11
T=97:(+ T “C %) ; T™T =T+ 273.15;
P=1;
E=1*1D_E;
Tc=512.6;
Pc=79.9;
V0] R+ TK
= > ;
9 R?sTc?
8= = m——
8 Po
1 R=#*Tc
b= — = ;
3 Pc

F[V_] := P+V> - {P*b+R*TK}*V2+a*V—a*b;
Print["iv, "\t v"];

Fcr[i:ﬂ, i=imax, i++,

FIVIi]]

F'{v[i]]’
error = Abs[V[i+ 1] -V[i]]:

Print[i, "\t", V[i]]:

If[error < €,

Break[]:

17

|:

Programa 3.3. Solucién del problema por el método de Newton-Raphson.

V[i+l] = V[i] -

Y los resultados que arroja este programa son los siguientes:

i v

0 30.3708
1 25.7407
2 25.713
3 25.713
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El método de Newton-Raphson converge en menos iteraciones, aunque a un valor

de 29.713 L/mol. El porqué de este cambio se explicara en la seccion 3.3.

3.2.4. Solucion por el método de la secante.
En el programa 3.3 se modifica para aplicar el método de la secante. Se debe
sustituir la formula de Newton-Raphson por la ecuacion (3-19) y afadir otro

estimado inicial, que es el obtenido del método del punto fijo.

imax = 100;
R =0.08205; (-

T=97;:(+ T en °C +); TW =T+ 273.15;
P=1;
E=1*1D'E;
Tc=512.6;
Pc=79.9;

9 R?+Tc?
A= = m—
8 Pc
1l R=#Tc
b= —= ;
3 Pc

F[V_] := P+ V- - {P*h+R*TK}*V2+a*V—a*b;

Vo] = R*TK
= —
VI[1] = F[V[O]];

Print["i", "\t v, "\nO\t", V[0]]-;

Fcr[i =1, i<imax, i++,

(V[i-1] -V[i]) +F[V[i]]
F[V[i-1]] -F[V[i]]

error = Bbs[V[i+1] -VI[il]l:

Print[i, "\t", V[i]]:

If[error < e,

Break[]:

];];

Programa 3.4. Solucién del problema mediante el método de la secante.

V[i+1l] = V[i] -
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Los resultados al aplicar el método de la secante se muestran a continuacion:

-
30.3708

'_l.

390.227

30.3621

o ky

30.3674

N

29.7404

29.7142

29.713

=1 o n

29.713

3.2.5. Solucién por el método de Wegstein.
Para el método de Wegstein modificamos el programa 3.4 apegandonos al
pseudocodigo de la seccion 3.1.5. Dentro del ciclo definimos las variables Wy q. El

programa es el siguiente:

imax = 100;

R=0.08205; 11 i L
T=97; (=« T “C %) ; T =T+ 273.15;
P=1;
E=1*1D_E;
Te=512.6;
Pc=79.9;
9 R?sTc?
8= = m——
8 Po
1 R=#*Tc
b= — = ;
3 Pc

F[V_] := PsVo - {P*b+R*TK}*V2+a*V—a*b;

vTo _R*TK.
[ ] = P r
VI[1] = F[V[O]];

Print[miv, "\t W, "\nO\t", V[0]]:

Programa 3.5. Solucién del problema por el método de Wegstein. (Parte 1 de 2).
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Print[i, "\t",
If[error = e,
Break[]:

];];

V[i]]

Fcr[i =1, i=<imax, i++,
FI[V[i]] -F[V[i-1]]
B V[i] - V[i- 1]
L
4= -7

V[i+1] =V[ileg+ (1 -q) «F[V[i]]:
error = Abs[V[i+1] -VI[i]]l:

r

r

Programa 3.5. Solucién del problema mediante el método de Wegstein. (Parte 2 de 2).

A continuacion se muestran los resultados de este programa:

T N L™

=1 @ n

v
30.3708

350.227
30.3652
30.3676
25.7723
25.748¢6
259.7476

25.7476

3.3. Comparacion de los métodos abiertos.

Como se menciond al inicio de este

capitulo, para aplicar los métodos abiertos no

es necesario conocer un intervalo en el cual se encuentre la raiz. Esto es util en el

caso del problema que se resolvid, pues al ser una ecuacioén cubica existen 3 raices

y no se tiene una idea muy clara de donde puedan localizarse.
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Asimismo, se vio que el método de punto fijo y el de Aitken convergieron a una
solucion de 0.253818, mientras que el resto lo hicieron a 29.713 L/mol. Esto se debe
a que estos otros métodos son mas sensibles al estimado inicial, que en este caso

fue el volumen ideal.

El significado fisico de las raices es explicable desde el punto de vista

termodinamico. De acuerdo con J.M Smith, H.C. Van Ness y M.M. Abbott [9],

cuando el sistema se encuentra por debajo del punto critico, encontramos 3 raices,

pero solo la mayor (29.713 L/mol) y la menor (0.253818 L/mol) tienen sentido. La

primera de ellas es el volumen del vapor, mientras que la menor es el volumen del

liquido. No obstante, la raiz mayor no es posible obtenerla con los primeros dos

métodos

La tabla 3.1 muestra una comparacion entre el método de punto fijo y el de Aitken.

i Punto fijo Aitken
0 30.3708 30.3708
1 0.223225 0.223225
2 0.240945 0.240945
3 0.248241 0.253347
4 0.251372 0.253347
5 0.252739 0.25361
6 0.253341 0.253726
7 0.253607 0.253818
8 0.253725 0.253818
9 0.253777 -
10 0.2538 -
11 0.25381 -
12 0.253815 -
13 0.253817 -

Tabla 3.1. Comparacién entre el método de punto fijo y el método de Aitken. En verde se indica
gue el valor fue obtenido con la ecuacion del acelerador de Aitken.
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Al método de punto fijo le toma 13 iteraciones llegar a la raiz buscada, mientras que
el método de Aitken acelera la convergencia y lo consigue en s6lo 8. No obstante,
los otros métodos muestran mejores caracteristicas de eficiencia, pues son capaces
de calcular mas raices si se cambia el estimado inicial y lo hacen en menos

iteraciones.

La tabla 3.2 muestra una comparacion de los métodos usados para resolver el

problema.
| weodo  ercomsrequertes
~ Ppuntofjo 13
Aitken 8
Newton-Raphson 3
Secante 7
Wegstein 7

Tabla 3.2. Comparacién entre los métodos de Newton-Raphson, de la secante y de Wegstein.

Los tres ultimos métodos convergen en menos iteraciones que los que se analizaron
anteriormente, siendo el de Newton-Raphson el que lo hace mas eficientemente,

pues localiza la raiz apenas en la tercera iteracion.

El lenguaje de programacion Wolfram, que utiliza Mathematica, permite el calculo
de la derivada con sélo proporcionar la funcién que se quiere derivar. Sin embargo,
no en todos los lenguajes se tiene la facilidad de hacer esto. Si la derivada es
complicada y nos encontramos programando en un lenguaje sin las capacidades
para el calculo numérico que tiene Wolfram, podemos optar por cualquiera de los
otros métodos, ya sea el de la secante o el método de Wegstein. Estos ultimos nos
evitan el calculo de la derivada. Por otro lado, si la derivada no representa ninguna
dificultad o el lenguaje nos permite determinarla, Newton-Raphson puede ser lo mas

apropiado.
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3.4. Métodos cerrados.

Los métodos numéricos cerrados se basan en el teorema del valor intermedio, o
especificamente en el teorema de Bolzano. Sea f es una funcién continua definida
en el intervalo [a, b], con f(a) y f(b) de signo opuesto. Entonces existe al menos un

numero p en (a, b) con f(p) = 0. [3]

Este tipo de métodos requieren dos valores iniciales de x. El resultado de evaluar la
funcion en dichos valores, debe dar signo contrario. De esta manera se garantiza
que hay al menos una raiz en ese intervalo. Para localizar la raiz, es necesario
dividir el intervalo en un subintervalo mas pequeno. El proceso se repite y la
aproximacion a la raiz mejora a medida que los subintervalos se hacen mas

pequenos.

3.4.1. Método de la biseccion.
Empezamos con los valores iniciales del intervalo (xi, xp), y definimos el punto

medio entre ellos como xm. Este método divide el intervalo a la mitad, es decir:

Xy = ’“T’CD (3-34)

f(xp)

L

f{(=r)

Figura 3.4. Representacion grafica del método de la biseccion
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Una vez aplicada la ecuacioén (3-35), existen tres posibilidades [1]:

1. Sif(x)*f(xp) < 0, entonces la raiz se encuentra en el subintervalo izquierdo.
Por lo tanto, hacemos xp = Xwm.

2. Si f(x)*f(xp) > 0, entonces la raiz se encuentra en el subintervalo derecho.
Por lo tanto, hacemos x1 = Xwm.

3. Sif(x))*f(xp) =0, la raiz es xv y se termina el calculo.

-Xq|

. L 1X . .
Nota: También se puede anadir lDT < £ como criterio para terminar el proceso.

El funcionamiento de este método se detalla en el pseudocddigo siguiente:

ENTRADA Extremos del intervalo x1y Xp, nUmero maximo de

iteraciones imax, €rror €

SALIDA Solucién aproximada xm
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Hacer:
_ X1 —Xp
Xy = 2
Paso 2 Si fxm) =00 |(xp-x1)/2|<¢
Imprimir (Xm)
Detener;
Paso 3 Si f(x))*f(xm) >0
X = XM,
Sino
XD = XM

3.4.2. Método de la posicion falsa.
Este método, también conocido como regula falsi, funciona de manera similar al de

la biseccion. Sélo que en lugar de dividir el intervalo a la mitad, se hace una mejor
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aproximacion uniendo los puntos (xi, f(x1)) y (Xp, f(xp)) con una linea recta. El punto

donde esta linea se intersecta con el eje de las abscisas sera el valor de xum.

Para calcular la interseccion con el gje x, se utilizan triangulos semejantes

fGa) _ f(xp)

Xy — X Xy — Xp

(3-35)
Despejando xu se llega a:

Yo = x _f(xD)(xI_xD)
MR fa) = f(xp)

La figura 3.5 es la representacion grafica de este método.

(3-36)

f(xo)

()|

Figura 3.5. Representacién grafica del método de la posicion falsa. En gris se indican los
triangulos semejantes en los que se basa el método.

El pseudocddigo del método de la posicidn falsa es casi igual al de la biseccion.
Solo se sustituye la ecuacion (3-34) por la (3-36) y se cambia el criterio para

terminar.
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ENTRADA Extremos del intervalo x1y Xp, nUmero maximo de

iteraciones imax, €rror €

SALIDA Solucién aproximada xm
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Hacer:

o = 3 — f(xp)(X; — Xp)
MR () — f(xp)
Paso 2 Si f(xm) <€

Imprimir (xm)
Detener;
Paso 3 Si f(x)*f(xm) >0
X|= XM,
Sino

XD = XM

3.5. Problema de métodos cerrados: Calculo del factor de
fricciéon
Para aplicar estos dos métodos, se volvié a elegir un problema del libro Algebra

Superior [5], de los profesores del Departamento de Matematicas de la Facultad de

Quimica.

Problema.

La ecuacion de Colebrook puede escribirse como:

2108 (S04 25 )~ (3-37)

Usando esta ecuacién, calcule el factor de friccion en una tuberia de hierro

galvanizado a partir de la siguiente informacion:

Rugosidad absoluta k=7.62x10%m
Diametro de tuberia D =0.0508 m
Numero de Reynolds 2 200 507
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3.5.1. Primera parte de la solucion.

Definimos nuestra funcion:

pep) = g 1os (/D) 251
(f)_ﬁ+ 0g<3.7D +Re\/7>

Antes de comenzar a aplicar los métodos cerrados, es conveniente desarrollar un

programa que localice el intervalo donde la funcion cambia de signo.

Unprotect[Re] ;
imax = 80;
k=7.62+10"%;
d=0.0508;

Re = 2200507;
tol=1#10"";

£[0] = 0.001;

F[£.] :=

+2*Log[1{}, (k/d) 2.51 ]; « Func

+
£ 3.7+d RE*"'"If

For[i=0, i<6, 1++,
fl[i+1] = £[4i] + 0.01;
If[F[E£[1i+1]] +F[£[1i]] < O,

=T

Min[£[i+1], £[i]];

Max[£f[i+1], £[i]1]:

Print["Intervalo encontrado.

=D

La raiz esta entre £ = ", xI, " v £ = ", xD, "\ni\t £"];
Break[];

1:

1:

Programa 3.6. Programa que localiza el intervalo en el que la funcién cambia de signo.
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3.5.2. Solucién por el método de la biseccion.
Si al programa 3.6 le agregamos las siguientes lineas de cadigo, el problema

quedara resuelto por el método de la biseccion.

Fc:-r[i =0, i< imax, i++,

xI+1-LD_

2

If[F[f] =0 \/a}:s[ @] < tol,

Break[]:

]

If[(F[xI] +F[£f]) > O,

xI =1,
xD = £;
1:

Print[i, "\t", £f];

K

Print["\nEl factor de friccidn es ", f]

Programa 3.7. Método de la biseccidn. (Utilizar en conjunto con el programa 3.6).

Los resultados obtenidos con este método se muestran a continuacion:

Intervalo encontrado.
La ralz estd entre £ = 0.021 v £ = 0.031
i £

O 0.026

1 0.0285

2 0.02725

3 0.026623

4 0.0263125

5 0.0261563

& 0.0260781

7 0.0261172

(Continua)
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g 0.02e0577

S 0.0261074

10 0.0261123
11 0.0261147
12 0.0261135
13 0.0261125%
14 0.0261132
13 0.02611321

Este método convergio en la iteracion 15 al valor de 0.0261131.

3.5.3. Solucién por el método de la posicion falsa.
De manera similar, le agregamos las siguientes lineas de cédigo al programa 3.6 y

el problema estara resuelto por el método de la posicién falsa.

Fcr[i =0, i< imax, i++,

(xD - xI) « F[xD]
F[xD] - F[xI]

f ==xD-

If[abs[F[f]] < tel,
Break[];
1
If[(F[xI]+«F[£f]) >0,
xI =1,
xD = £;
1:;

Print[i, "\t", £f]:

K

Print["\nEl factor de friccidén es ", f]

Programa 3.8. Método de la posicion falsa. (Utilizar en conjunto con el programa 3.6).
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Los resultados obtenidos con este método son los siguientes:

Intervaloc encontrado.

La ralz estad entre £ = 0.021 v £ = 0.031
i £

0 0.026834

1 b.0262206

2 0.0261251

2 0.0261154

4 0.0261134

3 0.0261131

& 0.026113

7 0.026113

El factor de friccidn e= 0.026113

Este método convergio al valor de 0.026113 en la iteracion 7.

3.6. Comparacion de los métodos cerrados.

Los métodos numeéricos cerrados son una buena opcion cuando tenemos una idea
de donde puede estar la raiz. En esta ocasion se resolvid el problema del factor de
friccion. Como sabemos que f es un numero adimensional que sélo puede estar
entre 0 y 1, comenzamos a buscar el intervalo evaluando la funcién en un niumero
ligeramente mayor a 0, que fue 0.001 (véase programa 3.6). Este tipo de problemas

son muy apropiados para resolverse con métodos cerrados.

Tanto el método de la biseccidon como el de la posicién falsa funcionan de manera
muy parecida. Sin embargo, este ultimo es el que muestra la mayor eficiencia, ya
que logra converger en menos iteraciones. Esto sucede porque el método de la
biseccién no toma en cuenta la magnitud de f(xi) y de f(xp) para determinar el xw.
Simplemente divide el intervalo a la mitad en cada iteracion, mientras que el de la
regula falsi traza una linea recta, generando una “posicion falsa” de la raiz en la

interseccion con el eje de las abscisas.
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La tabla 3.3 muestra una comparacion de ambos métodos.

i Biseccion Regula falsi
0 0.026 0.026834
1 0.0285 0.0262206
2 0.02725 0.0261291
3 0.026625 0.0261154
4 0.0263125 0.0261134
5 0.0261563 0.0261131
6 0.0260781 0.026113
7 0.0261172 0.026113
8 0.0260977 -
9 0.0261074 --
10 0.0261123 --
11 0.0261147 --
12 0.0261135 --
13 0.0261129 --
14 0.0261132 --
15 0.0261131 --

Tabla 3.3. Comparacién entre el método de la biseccién y el de la posicién falsa.

Con ambos métodos se llegd al mismo valor, aunque el de la posicién falsa fue mas

eficiente. Segun el autor Chapra [1], hay casos especiales en los que puede suceder

lo contrario. Por eso es recomendable evaluar la funcién en el valor calculado y

verificar que el resultado sea cercano a cero. En este caso:

F(0.026113) = —2.13099 x 108

La funcion arroja un valor muy cercano a cero, por lo cual es aceptable la solucién.

Esto ultimo se incluyé como criterio de paro en el método de la posicion falsa para

asegurar que el resultado fuera correcto.
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Capitulo 4. Sistemas de ecuaciones algebraicas

lineales.

El algebra de matrices, también conocida como algebra lineal, es una rama de las
matematicas ampliamente aplicada en la solucién de problemas de ingenieria. En
muchas ocasiones, los problemas de ingenieria quimica tienen que ser modelados

como un sistema de ecuaciones algebraicas lineales.

Considérese el siguiente sistema de n ecuaciones con n incognitas xi, X2, ..., Xn.
a11x1 + a12x2 + e + alnxn - bl
a21x1 + azzxz + e + aznxn - bz

Ap1X1 + ApaXxy + o+ AnXy, = by

De los subindices en los coeficientes de este sistema, aj, la i corresponde a la
ecuacion en la que esta el coeficiente, y la j corresponde a la incognita por la que

esta multiplicado. Esto puede ser expresado en forma simple como:

ax =>b (4-1)
Para resolver este sistema usando el algebra lineal, primero se escribe la matriz
aumentada, la cual es un arreglo rectangular de todos los coeficientes expresado

de la siguiente forma:

a1 Az - A by
Ay Ay .. Ay, by (4-2)
An1 QApz - Qpn bn

A la diagonal que contiene los elementos a11, az2, ass, ..., ann, S€ le llama diagonal
principal de la matriz. Los métodos que se estudiaran en este capitulo requieren que
no haya ceros en dicha diagonal, por lo que se pueden intercambiar las filas si asi

se requiere.
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4 1. Eliminacion gaussiana.

Este método consta de dos pasos fundamentales.

a) La eliminacion hacia adelante de incognitas.

b) La sustitucién hacia atras.

La eliminacion hacia adelante consiste en ir eliminando incognitas hasta conseguir
una matriz triangular superior, que es aquel sistema que solo tiene ceros debajo de

la diagonal principal.

Considérese la siguiente matriz:

a1 Az Q3 by

dz; Gz Az by (4-2)

az; Qaz; Qasz bz
Con el fin de eliminar la incognita x1 de la segunda fila, se multiplica la primera fila
por azi/ai1 y este resultado se le resta a esa misma fila. El proceso se repite para
eliminar x1 de la tercera fila (ahora multiplicando por az1/a11) dando como resultado
lo siguiente:

a1 Az A3 by

0 a5 adyp by (4-3)
0 a's; a3 b5

El superindice prima, indica que los coeficientes ya fueron modificados una vez. Lo
siguiente sera eliminar la incognita x; del tercer renglon. Esto se logra multiplicando
la primera fila por a’sz/a12 y restando el resultado a la tercera. El resultado seria el
siguiente:

a1 Az Az by

0 a5y ayp b (4-4)
0 O a”33 b113

La matriz (4-4) ya es una matriz triangular superior, pues sélo tiene ceros debajo de
la diagonal principal. Ahora es posible aplicar la sustitucién hacia atras para terminar

de resolver el sistema.

De la ultima fila, se despeja x3:
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b (4-5)
X3 = — -
’ as3
Enseguida se sustituye x3 en la segunda fila y se despeja x2 para dar:
X, = M (4-6)
azz
Al sustituir el resultado de (4-6) en la primera fila despejar x1 obtenemos:
Xy = by — ay3%; — Ay3x3 (4-7)
a1
En general, este procedimiento se puede representar mediante la formula:
n
x = [V - Z a*x] / aift (4-8)
j=i+1
Parai= (n-1), (n-2), .., 1.
El pseudocdédigo es el siguiente:
ENTRADA Matriz aumentada
SALIDA Soluciones xi1, X2, ..., Xn
Paso 1 Desdek=1,(n-1)
Paso 2 Desdei= (k+1),n
factor = ai,k / ak,k
Paso 3 Desde j = (k+1),n

ai,j = ai,j - factor * ak;
Fin Desde (3)
bi = bi - factor * bk
Fin Desde (2)
Fin Desde (1)

Paso 4 xn =bn / an,n
Paso 5 Desdei=(n-1),1,-1
sum = bi

Desdej=(i+1),n
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sum = sum - ai,j * xj
Fin Desde (5)
xi = sum / ai,i

Fin Desde (4)

4.2. Método de Gauss-Jordan.

Este método es muy parecido al de eliminacion gaussiana. La diferencia esta en

que en el método de Gauss-Jordan se busca obtener una matriz identidad.

Considérese nuevamente la matriz diagonal superior (4-4) obtenida mediante
eliminacién gaussiana. Para convertirla en una matriz identidad podemos dividir el
tercer renglon entre a"33. Enseguida eliminamos x3 del renglon 1 restandole el

renglon 3 multiplicado por ais.

a1 Qa2 0 b,
0 d a’ b’
22 22 b”2 (4_9)
3
0 0 1 —
a 33
El proceso continua hasta que se logra obtener la matriz identidad.
1 0 0 b}
0 1 0 b} (4-10)
0 0 1 b}

Es posible que haya problemas si algun elemento de la diagonal principal es cero.
En este capitulo se escribié un programa que consta de tres subrutinas para el
método de Gauss-Jordan y eliminacion gaussiana. La primera de ellas intercambia
filas si uno de los elementos pivote es cero, la segunda resta filas y la tercera

normaliza.

El programa se muestra en la siguiente pagina.
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inter[ma_, 1_]
Module[{},
J=1; n=Length[ma];
While[ma[[]j, 111 =0AJ<n, 3=3+11;
exchange =
Table[If[i=kAi#jJAi1#1,1,
If[(i=JAk=1)V(i=1Ak=17),1,01],
{i, 1, n}, {k, 1, n}1;

mat = exchange . mal]

resta[ma_, 1_, p_, fac_] :
Module[{},
n = Length[ma];
res = Table[If[i=p Ak
{i, 1, n}, {k, 1, n}];

mat = ma - fac res. ma]

=1,1, 0],

nermal[ma_, 1I_] :=
Mndule[{},
J=1; n=Length[ma];
1
ma[[1, 111"

exc = Ta_ble[If[i #k, 0, If[i =1,

(i, 1, n}, {k, 1, n}];

mat = exc. ma]

1]

Programa 4.1. Subrutinas para el método de Gauss-Jordan y eliminacién gaussiana. La

primera intercambia filas, la segunda resta filas y la tercera normaliza.

En la siguiente seccidn se utilizara el programa 4.1 en conjunto con otros para

resolver problemas comunes.
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4.3. Problemas de sistemas de ecuaciones algebraicas

lineales.

4.3.1. Balances de materia en estado estacionario.

Uno de los principios cientificos mas importantes en la ingenieria quimica es la ley
de la conservacion de la materia. Para mostrar una aplicacion de los métodos
estudiados en esta seccion, se eligido el problema 2.4 del libro Resolucion de
problemas en Ingenieria Quimica y Bioquimica con PolyMath, Excel y MatLab, de
Cutlip y Shacham [11].

Problema.

Una mezcla de xileno, estireno, tolueno y benceno se separa con un sistema de

columnas de destilacién segun la disposicion de la figura 4.1.

7oy Xileno
D] 4%, Tolueno
54% Estireno
35% Benceno
#2
D —
_' —
18% Xileno
Bl { 2494 Tolueno
15% Xileno —— s 4 2% Estireno
16%
25% Tolueno =4 Bencenc
409 Estireno —p- _
2% Benceno — D, %{5}% _?;'FUHEDHD
p— 54% Estireno
F=70 kmal/min Aercens
#3
B — X
g
B 4%, ¥ileno
2 65% Tolueno
[0% Estirenc
1 Benceno

Figura 4.1. Secuencia de separacion
Calcule las velocidades de flujo molar de D1, D2, B1y Ba.
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4.3.1.1. Solucion por eliminacién gaussiana.

Los balances de materia para cada especie son:

Xileno 0.07D; + 0.18B; + 0.15D, + 0.24B, = 0.15(70)
Estireno 0.04D; + 0.24B; + 0.10D, + 0.65B, = 0.25(70)
Tolueno 0.54D; + 0.42B; + 0.54D, + 0.10B, = 0.40(70)
Benceno 0.35D; + 0.16B, + 0.21D, + 0.01B, = 0.20(70)

El programa 4.2 resuelve un sistema por eliminacion gaussiana. Es importante
usarlo en conjunto con el programa 4.1 que se escribio en la seccién anterior, de lo

contrario no funcionara.

gauss[matr_] :=
Mbdule[{},

ma = matr;

n =Length[mal];

Fcr[m =1, m<n, m++,
inter[ma, m];
ma = mat;
Print[MatrixForm[mal]];

Fnr[s=m+1, SEn, S++,

L4

mal[s, m]]]

resta[ma, m, s,
mal[m, m]]

ma = mat]];

Print[MatrixForm[mal];
x[n] =mal(n, n+1]] /ma[[n, n]];
Print["=[", n, "]=", x[n]]:
For[j=n-1, j=1, j--,
x[j] = (ma[[j, n+1]] -Sum[ma[[]j, h]] x[h],
{h, 3+1, n}]) /ma[[], 311~
Print["x[", J, "1=", x[]3]]]

]

Programa 4.2. Solucién del problema por eliminacién gaussiana. Usar junto con el programa
4.1. (Parte 1 de 2).
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F=T0;
0.07 0.18 0.15 0.24 0.15=+F
auss[ 0.04 0.24 0.10 0.65 0.25=F ]
g 0.54 0.42 0.54 0.10 0.40=«+F ’
0.35 0.16 0.21 0.01 0.20=«F

Programa 4.2. Solucién del problema por eliminacién gaussiana. Usar junto con el programa
4.1. (Parte 2 de 2).

Y los resultados en pantalla son los siguientes:

f0.07 0.18 0.15 0.24 10.35
0.04 0.24 0.1 0.63> 17.5
0.4 0.42 0.54 0.1 28.
,0.35 0.1¢ 0.21 0.01 14. |
f 007 0.118 0.15 0.24 10.5
0. 0.137143 0.01428537 ©0.3128537 11.5
0. -0.%9685371 -0.617143 -1.75143 -353.
0. -0.74 -0.54 -1.15 -38.3)
007 0.118 0.15 0.24 10.35
0. 0.1271432 0.0142857 0.312857 11.3
0. 0. -0.51625 1.87063 28.21488
0. 0. -0.4625917 1.37725 23.353321 )
007 0.118 0.135 0.24 10.5 ¥
0. 0.137143 0.0142857 0.3128357 11.5
0. 0. -0.531623 1.87063 28.21488
0. 0. 0. -0.100081 -1.73141)
x[4]=17.5
x[3]=8.75
x[2]=17.5
x[1]=26.25
D, = 26.25 kmol/min B; = 17.5 kmol/min
D, = 8.75 kmol/min B, = 17.5 kmol/min

El programa muestra la matriz desde el principio hasta convertir nuestro sistema de
ecuaciones en una matriz diagonal superior. Después aplica la sustitucion hacia

atras y calcula el valor de cada incognita.
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4.3.1.2. Solucion por el método de Gauss-Jordan.
Para resolver el problema por Gauss-Jordan, se modificé el programa 4.2 para
convertir en ceros los elementos por arriba de la diagonal, asi como normalizar

dividiendo entre los elementos pivote.

GaussJordan[matr ] :=
Mndule[{},

ma = matr;

n = Length[ma];

Fcr[m =1, m<n, m++,
inter[ma, m];
ma = mat;
normal [ma, m];

ma = mat;

Print[MatrixForm[ma], "\n"];

Fnr[s =m+1l, s<n, s++,

L

ma[[s, Ifl]]]

resta[ma, m, s,
maf[[m, m]]

ma = mat] ];

normal [ma, n];

ma = mat;

Forfm=n, m>1, m-—,
For[s=m-1,s=>1, s-—,
restafma, m, s, ma[[s, m]]1]:

ma = mat]];

Print [MatrixForm[mal]] ]

F=70;

0.07 0.18 0.15 0.24 0.15=*F
0.04 0.24 0.10 0.65 0.25=F .
0.54 0.42 0.54 0.10 0.40=«F ]’
0.35 0.16 0.21 0.01 0.20=F

Gauschrdan[

Programa 4.3. Solucion del problema por el método de Gauss-Jordan. Es necesario utilizarlo
en conjunto con el programa 4.1.
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Estos son los resultados de correr el programa 4.3:

1. 2.57143 2.14286 2.42837 130.

0.04 0.24 0.1 0.65 17.5

0.54 0.42 0.54 0.1 Z28.
, 0.33 0.16 0.21 0.01 14. )
f1. 2.57143 2.14286 3.42857 150.
0. 1. 0.104167 3.73558 B83.8542
0. -0.9685371 -0.617143 -1.75143 -53.
, 0. -0.74 -0.54 -1.15 -38.5 |
f1. 2.57143 2.14286 3.42857 130.
0. 1. 0.1043167 3.73558 B83.8542

0. 0. 1. -3.62345% -54.661
, 0. 0. -0.4625%17 1.57725% 23.5521)
f1. 0. 0. 0. 26.25

0. 1. 0. 0. 17.5

0. 0. 1. 0. 8.73
0. 0. 0. 1. 17.3 )

4.3.2. Balanceo de ecuaciones quimicas.

Otra aplicacién tipica de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales es el

balanceo de ecuaciones quimicas [5]. Consideremos la siguiente reaccion:

xHCl + x,KMnO, — x3Cl, + x,KCl + x;MnCl, + xcH,0

Para balancearla es necesario encontrar el valor de los coeficientes
estequiométricos.
4.3.2.1. Solucién por el método de Gauss-Jordan.
Realizamos el balance atémico:
HCI KMnO4 Cl2 KCI MnCl: H20

H X1 -2X6 =0

Cl X1 -2X3 -X4 -2X5 =

K X2 -X4 -X5 =

Mn X2 =0

(0] 4x2 - X6 =0

Tabla 4.1. Balance atémico.
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La matriz aumentada para este sistema es:

1 0 O 0 0 -2 0
1 0 -2 -1 -2 0 O
01 0 -1 0 0 O
0 1 O 0 -1 0 O
0 4 0 0 0 -1 0

Una de las grandes ventajas de programar es que el codigo que se escribe puede
ser reutilizado para resolver cualquier problema. Esta vez, volveremos a usar el
programa 4.3 para balancear esta ecuacion. Solo es necesario borrar la matriz del
problema anterior, que se encuentra en la ultima linea, y sustituirla por la de este

otro. La modificacion quedaria asi:

o -2 -1 -2 0
g -1 0 0
1 0 0 -1 0
4 0 0 0 -1

Gauschrdan[

oo o HH
H
oo o o 9
| —

Y los resultados de correr el mismo programa 4.3, pero con los datos de este

problema, son los siguientes:

|
=)
=
-
=
b
o |
b

Lo s T e o Y s
[
[
|
l_l.
Lo e s e v s e O

L s R e R L e e e R e e B R
L o = = R v B S i = R

|

&)

|

=

|

[ 2%]

2%

=T =T = =
-
[
'—I.

DD o oo

W R
|
l_l.
A

(Continua)
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100 0 0 -2 0,
010-10 0 0
o011 X 1 -10
000 1 -1 0 0
000 4 0 -10)
10000 -2 0
01000 -0

4
00100 -2 0

=]

1
00010-70
DDDDl—i—DJ

La ultima matriz ya es el resultado luego de aplicar el método de Gauss-Jordan. En

este caso tenemos un grado de libertad. Entonces:

X, = 2% Xy = 1x6
1 1

X2 =Zx6 X5 =Zx6
5

X3 :§x6

Asignamos a xes el valor de 8 para tener s6lo numeros enteros.

16HCl + 2KMnO, — 5Cl, + 2KCl + 2MnCl, + 8H,0

De este modo la reaccidén queda balanceada.
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Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones algebraicas no

lineales.

En el capitulo anterior se presentaron métodos para resolver sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales, los cuales son utiles en balances de materia, en el

balanceo de ecuaciones quimicas, entre muchas otras aplicaciones.

Hay ocasiones en que los problemas conducen a sistemas de ecuaciones no
lineales, en los cuales no es posible aplicar eliminacién gaussiana ni Gauss-Jordan.
Los métodos que se analizaran en este capitulo nos permitiran aproximar la solucién

de dichos sistemas utilizando técnicas similares a las estudiadas en la secciéon 3.1.

5.1. Método de Newton-Raphson multivariable.

El método de Newton-Raphson puede generalizarse a un caso de multiples

variables para resolver n ecuaciones algebraicas.
fl(xll"’xn) = f1(x) =0
fa(xy, %) = fn(x) =0

x=[xg,..,x,]7 (5-2)
Donde x es un vector de n dimensiones. El sistema (5-1) puede representarse en

forma en forma vectorial como:

fx)=0 (5-3)
Asimismo, el jacobiano de la funcién (5-3) es:
o ok
RO (5-4)
G
ox; ~ 0x,
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Para obtener la férmula de Newton-Raphson considérese la serie de Taylor:

of,

(X +6x) = fi(x) + Y 6%, + 0(8x° ]

filx +62) = fi() Za"f xj +0(5%%) (5-5)
(i=1,..,n)

Ignoramos los términos de 6x2 y superiores, y tomamos fi(x+ 6x) como cero (este

término es la interseccion de la tangente) y obtenemos:

f;
Za—xjcsxj = —fi@) (5.6)

Resolviendo el sistema lineal para 6x? queda:

§x = —J7 (0)f (%) (5-8)
La raiz se puede encontrar a partir de cualquier punto de inicio como:
x+6x=x—J; (0)f (x) (5-9)
Si las ecuaciones son no lineales, este resultado es so6lo una aproximaciéon de la

raiz, el cual se puede mejorar iterativamente:

Xn+1 = Xp _]fl(xn)f(xn) (5-10)

La ecuaciéon (5-10) es la ecuacion del método de Newton-Raphson multivariable.

Los valores estan dados como vectores.

Caso de dos variables.

Para este caso, podemos simplificar tomando el primer elemento del vector solucién

como h y el segundo soluciéon como j. Asi, podemos cambiar la notacién como:

Xkt = xk 4 p (5-11)
yrHl = yk 4 (5-12)

El pseudocddigo para este caso se muestra a continuacion:
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ENTRADA

SALIDA

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 7

Estimados iniciales xo, yo funciones F1(x,y) =0y
F2(x,y) = 0, nUmero maximo de iteraciones imax, error €
Solucion aproximada X, y.
Hacer:
J={
DF1x= Der(F1,x), DF1ly= Der(F1,y);
DF2x= Der(F2,x), DF2y= Der(F2,y);

V={ —F1;
—F2 }
Desdei=0, 1, ..., (imax)
Sol = Solve[], V]

Hacer:
h =Sol(1); j=Sol(2)
Xi+1 =X;+ h
yit1 =yi+]
Dist =/ (Xi41 — X)? + (Vis1 — ¥i)?
Si Dist<e

Imprimir[ La solucion es Xi+1, Vi+1 ]

Detener;

5.2. Método de Broyden.

En la seccidon 3.1.4 se analizé el método de la secante, el cual cambia la derivada

en el método de Newton Raphson por una aproximacion mediante diferencias

divididas. El método de Broyden es una generalizacion del de la secante para

sistemas de varias variables.

Partimos de la ecuacioén vectorial:

xktl = xk 4 pk (5-13)
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Donde:

hk = —(J*)~1fk (5-14)
Sustituyendo (5-14) en (5-13):

xktl — K _ (/k)—lfk (5_15)
El método de Broyden consiste en sustituir el inverso del jacobiano de la ecuacion

(5-15) por una matriz (A¥)" que esta dada por:

[Axk _ (Ak—l)—lAfk] (Axk)T(Ak—l)—l
(Axk)T(Ak—l)—lAfk

(Ak)L = (A1) 4 (5-16)

La ecuacion 5-16 es la férmula del método de Broyden. El primer valor de (A%')" es
el jacobiano calculado con los valores iniciales. El primer valor de Ax y Af se
determina como el estimado inicial mas el valor de h y j calculado con Newton-

Raphson multivariable.

Los valores obtenidos de (Ak)"' se deben sustituir en la ecuacion (5-15) para obtener
el nuevo vector solucion. ElI proceso iterativo continia hasta alcanzar la

convergencia.

A continuacion se muestra el pseudocddigo para este método:

ENTRADA Estimados iniciales xo, yo funciones F1(x,y) =0y
F2(x,y) = 0, nUmero maximo de iteraciones imax, error €
SALIDA Solucién aproximada X, y.
Paso 1 Hacer: i=0
J={

DF1x= Der(F1, xi), DF1ly= Der(F1, yi);
DF2x= Der(F2, xi), DF2y= Der(F2, yi);

Paso 2 V={ —F1(x;yi);

—F2 (xi, yi)}
Paso 3 Hacer:
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Ai = inverse(])

Paso 4 Sol = Solve[], V]
Paso 5 h =Sol(1); j=Sol(2)
Paso 6 Xi+1 = Xi + h; Vi+1 = Vi +j;
Paso 7 Xi = {xi; Xi+1 = {Xi+1;
yi} yit1}
Paso 8 Desdei=0, 1, ..., (imax)

AXiv1 = Xiy1 — X;

AXT;,, = Transponer(AX;,1)

Af _ (Fl(xi+11 yi+1)) _ (Fl(xi' yl))
1+l Fz(Xi+1J yi+1) Fz(Xi' yl)

Paso 10 A1) — (Al +[Axi+1—Ai*Afi+1](AXTi+1)(Ai)
( ) - ( ) (AXTi+1)(Ai)Afi+1

Paso 9

Paso 11 . F1(Xit+1, ¥y 1)
— V. _ i+1 i+1
Xi+2 - X1+1 (A ) * (FZ(Xi+l'yi+1))
Paso 12 Xi+2 = Xi42(1) // Extraer elemento 1
Paso 13 Yi+2 = Xi42(2) // Extraer elemento 2
Paso 14 Dist = \/(Xi+2 = Xi+1)? + Visz — Yir1)?
Paso 15 Si Dist<e

Imprimir[ La solucion es Xi+2, Vi+2 ]

Detener;

5.3. Problema de sistemas de ecuaciones algebraicas no

lineales. Equilibrio quimico. [13]

Considere las siguientes reacciones simultaneas con constantes de equilibrio
Ki=2.667 y Kx= 3.200:

A+B2C+D
A+C=22E
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La concentracion inicial es [A] = 2 mol/L y [B] = 1 mol/L. Calcule las

concentraciones de cada especie al equilibrio.

5.3.1. Solucién por el método de Newton-Raphson multivariable.

Primero se realizan los balances molares

A+B=2C+D
2-x 1-x x X
A+C22E
2-x-y Xy 2y

[A]=2—-x—-y
[B]=1—-x
[Cl=x-y
[D] = x

[E] =2y

K, =

L [Al[B]

[E]*
K, =

AT
Sustituyendo datos en las ecuaciones de las constantes de equilibrio e igualando a
cero:

F _XEEY L es7=0
l(x’y)_(z_x_y) ' -
4y?
Fy(x,y) = —3.200=0

C-x=y)(x-y)
El problema a resolver es un sistema de dos ecuaciones no lineales con dos

incognitas. Para calcular el valor de x y de y se escribi6 el programa 5.1, que se

encuentra en la siguiente pagina:
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imax = 15;

tol = 107%;
x[0] =0.75; (# Estimados iniciales %)
w[0] =0.5;

® (x -
Fi[x , y.] := (x-7) _2.667;

(2-x-y) (1-x)
4}"2

F2[x , 7] := 3.2;

(2-x-y) (x-y)

DFlx = D[F1[x[i], y[i]l]1, x[i]];
DF2x =D[F2[x[1], y[i]], x[1]];
DFly = D[F1[x[i], y[i]l], ¥[i]];
DF2y = D[F2[x[i], y[i]l], ¥[i1];

r

_ [DFlx DFly
B (DFQK DFQ}*)

(# Vector de funciones %)
_ ( -Fl[x[i], y[i]] )
-F2[x[i], y[i]]

¥

Print["i\t x\t\t v"];

Fnr[i =0, i<imax, i++,
S50l = LinearSolve[J, V];
h=50cl[[1]1]1[[11]:
J=58o0l[[2]]1[[1]1]1:

x[i+1] = x[i] + h;
y[i+1] =y[i] + 37

Dist =V (x[1+1] -x[11)%+ (v[i+1] - y[i])? ;
If[Dist < tol,

Break[]

1:

Print[i, "\t", N[x[i]], "\t", N[y[i]1];

]

Programa 5.1. Solucién mediante el método de Newton-Raphson
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Los resultados en pantalla después de correr el programa se muestran a

continuacion:

i 4 v

] 0.75 0.5

1 0.506764 0.301%33

2 0.8676357 0.468745

3 0.84165¢ 0.481237

4 0.834554 0.4559

=} 0.8341c4 0.45582
x=0.834164 y = 0.45982

Una vez conocidos x y y, se sustituyen en las ecuaciones de balances molares. Las

concentraciones calculadas al equilibrio son:

[E] = 0.91964 mol/L
Total = 3 mol/L

Tabla 5.1. Concentraciones al equilibrio con el método de Newton-Raphson multivariable.

El total es 3 mol/L, con lo cual se comprueba que el resultado es correcto, pues son
los mismos moles totales que habia inicialmente y no se viola la ley de la

conservacion de la materia.

5.3.2. Solucién por el método de Broyden.

El programa 5.2 se escribio para solucionar el problema por el método de Broyden.

imax = 15;
i=0;

tol = 107%;

Programa 5.2. Soluciéon mediante el método de Broyden. (Parte 1 de 2).
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x (x-y)
Fl[x , = ~2.667;
R Al S s
2
Fo[x , 7. ] := iy _3.2;

(2-xx-¥) (x-¥)
i=0;

DFlx =D[F1[x[i], ¥v[i1]1, x[4i1]:
DF2x = D[F2[x[1i], v[1i1]1, x[4il1]1:
DFly = D[F1[x[i], y[i]l], v[i]]~’

r

_ [DFlx DFly
B (DFQx DFQ}r}

r

-F2[x[i], y[i]]
x[0] = 0.75;
y[0] =0.5;
A[0] = Inverse[J];
Scol = LinearScolve[Jd, V] ;
h=8ol[[111[[11]1~
J=Scol[[2]1[[111~
x[1] =x[0] + k;

y[11 = y[0] +3;
=01+ (Jrop )7 201+ (S )

Print["i\t H[i]\n\nO\t", MatrixForm[X[0]]1]:
Print["1\t", MatrixForm[N[X[1]111:

Fcr[i =0, i<imax, i++,

AX[i+1] =X[i+1]-X[1i];
A¥T[i +1] = Transpeose[AX[i +1]];

Programa 5.2. Solucién mediante el método de Broyden. (Parte 2 de 3).
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AF[i+1] = F1[{x[i+1], y[i+1]] ) _ (Fl[x[i]; y[i]] )

F2[x[i+1], y[i+1]] F2[x[i], y[1]]

(AX[i+1] - (A[i].Af[i+1])).(AXT[i+1].A[i])
((AXT[i+1].A[4i]) .AE[1i+1])[[1]]([1]]

A[1i+1] =AJi] +

r

X[i+2] =X[i+1] -A[i+1].[Frx[Ee1], }f[i+1]])

"\ F2[x[i+ 1], y[i+1]]
x[1+2] =X[1+2][[1]]1[[21]1]:

y[i+2] =X[1i+2][[2]]1([[1]]:
Dist =/ ((x[1+2] -x[1+1])% + (y[i+2] -y[i+1])?);
If[Dist < tol,

Break[]

1:

Print[i + 2, "\t", MatrixForm[N[X[i+2]]11]1;

Programa 5.2. Solucion mediante el método de Broyden. (Parte 3 de 3).

Los resultados después de correr el programa 5.2 son:

i ®[i]
. 10.75
| 6.5 |
. [ 0.906764
1 0.501933 )
) [ 0.793804
| 0.464048 |
5 [ 0.815682
| 0.462134 |
(Continua)
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:D.EBEED41
1 0.460957 )

:D.8336841
\ 0.46036

.8342311
-460085

.EB&EDI}
-435%28

.8341641
-4535%823 )

[ Y v e Y v v .

| .834163
\ 0.45582

x = 0.834163 y = 0.45982

Y al sustituirlos en las ecuaciones de balance molar, se obtiene lo siguiente:

[A] = 0.706017 mol/L
[B] = 0.165837 mol/L
[C]

]

C] = 0.374343 mol/L

[D] = 0.834163 mol/L

[E] = 0.91964 mol/L
Total = 3 mol/L

Tabla 5.2. Concentraciones al equilibrio con el método de Broyden.
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5.4. Comparacion de los métodos utilizados.

i X y X y

0 0.75 0.5 0.75 0.5

1 0.96764 0.501933 0.906764 0.501933
2 0.867657 0.468745 0.793804 0.464048
3 0.841656 0.461237 0.815682 0.462134
4 0.834554 0.4599 0.839604 0.460957
5 0.834164 0.45982 0.833684 0.46036
6 - - 0.834231 0.460085
7 - - 0.834201 0.459928
8 - - 0.834164 0.459823
9 -- - 0.834163 0.45982

Tabla 5.3. Comparacion entre el método de Newton-Raphson multivariable y el método de
Broyden.

La tabla 5.3 muestra una comparacién entre el método de Newton-Raphson
multivariable y el método de Broyden. Como puede verse, ambos llegan a la misma
solucién. Sin embargo, el método de Newton Raphson lo hace en menos

iteraciones.

El método de Broyden, ademas de converger en mas iteraciones que el de Newton,
utilizé mas lineas de codigo (esto se puede ver comparando el programa 5.1 contra
el 5.2). Por tal motivo, se podria decir que es menos eficiente. Aun asi,
recomendaria utilizarlo en caso de que no se pueda calcular el inverso del jacobiano
del sistema, que fue la razén por la que lo desarrollé Broyden, segun él mismo dice

en uno de sus articulos [10].

Por otro lado, algunos sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales pueden llevar
a distintos vectores solucion, por lo que hay que tener precauciones al momento de
seleccionar los estimados iniciales. El sistema que se resolvié en este capitulo
también tiene raices menores que cero. Sin embargo se descartan porque una
concentracion con signo negativo no tiene sentido. Tampoco se pueden aceptar
valores que violen la ley de la conservacion de la materia. Siempre debe tenerse en
cuenta la naturaleza del problema, asi como las restricciones fisicas a las que esta

sujeto.
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Capitulo 6. Integracion numeérica.

Es frecuente encontrar funciones que no se pueden integrar de manera analitica.
En este capitulo se analizaran métodos que nos permitiran obtener una
aproximacion del area bajo la curva, aun cuando la funcion sea dificil de integrar

analiticamente o sélo se tenga en forma tabular.

6.1. Regla del trapecio.

La primera de estas técnicas es la regla del trapecio, que pertenece a las féormulas
de integraciéon de Newton-Cotes. Este tipo de formulas se basan en sustituir una

funcién complicada o datos tabulados por un polinomio facil del integrar, es decir:

b b
ff(x)dx%f fn(x)dx (6-1)

Con:

fr() =ag+aix+ -+ ap_1x" 1+ ax" (6-2)

Donde n es el grado del polinomio.

La regla del trapecio corresponde al caso donde el polinomio de la ecuacién (6-2)
es de primer grado, es decir, una linea recta. Esta linea puede ser representada

como:

fikx) = f(a )+M( —a) (6-3)

Donde a y b son los limites inferior y superior, respectivamente. Podemos integrar

la ecuacién 6-3 analiticamente.

b
f [f @ +M< — )] (6-4)
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f@+/® 65

La interpretacion grafica de la regla del trapecio se muestra en la figura 6.1.

I=(-a)

f(a

f(b)

kL

a b

Figura 6.1. Interpretacion grafica de laregla del trapecio.

Como puede verse en la figura 6.1, aproximar el area bajo la curva con un segmento
de linea recta puede conducir a errores importantes. La ecuacién (6-5) se puede
mejorar dividiendo el intervalo de integracién en varios segmentos para enseguida
aplicar el método a cada uno. Al final se suma el resultado de cada segmento y se
obtiene un resultado mas exacto de la integral en todo el intervalo. El ancho de los

subintervalos en los que se divida estara dado por:

h = (6-6)
Donde n es la cantidad de subintervalos.

Si designamos a y b como X1 y X, respectivamente, la integral completa es:
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X

I = fx 1f(x)dx+f:2f(x)dx+...+fxn £ dx (6-7)

0 1 Xn—1

Aplicando la regla del trapecio a las integrales de (6-7):

iC) ;f(xl) WACY erf(Xz) s hf(xn_1)2+ £ (n)
Agrupando términos:

(6-8)

n n-1
r=2 [f(m +2 Z fex) + f(xn)] (6-9)

La ecuacion (6-9) es la regla del trapecio de aplicacién multiple y proporciona un
resultado mas exacto al aproximar el area bajo la curva mediante varios segmentos.

En la figura 6.2 se puede ver la representacion grafica de este método.

1 f(x1)
f(xo
(x2)

(x3)

¥

X0 X1 X2 X3

Figura 6.2. Interpretacién grafica de laregla del trapecio de aplicacion maultiple.
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El pseudocddigo para este método es el siguiente:

ENTRADA Limites a y b, funcién F(x), tamario de subintervalo h
SALIDA Area aproximada A
Paso 1 Hacer:
n=(b—a)/h
Suma =20
Paso 2 Desdei=1,2,..,n
Hacer:

Suma = Suma + F(a+1i*h)

Fin Desde
Paso 3 A = (h/2) * [F(a) + 2 * Suma + F(b)]
Paso 4 Imprimir (“La integral es ”, A)

6.2. Regla de Simpson.

Otra de las formulas de integracion de Newton-Cotes es la regla de Simpson, la cual
calcula la integral con mayor exactitud que la regla del trapecio. Este método

consiste en unir los puntos con un polinomio de grado superior.

En el capitulo 2 se analizaron los polinomios de interpolacion. Si sustituimos un

polinomio de Lagrange de segundo grado en la ecuacion (6-1), la integral estara

dada por:
b - (x —x)(x — x3) (x — x0) (x — x7)
fa fx)dx = I(xo — x1) (xg — x3) fxo) + (g —x0) (g — xz)f(X1)
(x = x0) (x — x1) (6-10)

f(x2)

(2 — x0) (X2 — x1)

Y se puede integrar analiticamente, dando como resultado [1]:

h
I'=21f o) +4f (1) + £ ()] (6-11)

La ecuacién (6-11) se conoce como la regla de Simpson 1/3.
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Al igual que con la regla del trapecio, es posible mejorar la regla de Simpson
dividiendo el intervalo de integracion en varios segmentos del mismo tamafo. La

integral total se puede representar como:

X2 X4 Xn
I = f f(x)dx +.f f)dx + ..+ f f(x)dx (6-12)
X0 X2 Xn-2
Aplicando la regla de Simpson 1/3 a cada integral:

f(xo) +4f(x1) + f(x2) n th(xz) +4f(x3) + f(x4) 4.

I =2h c c
(6-13)
ftn_2) +4f (xp_1) + f(x5)
+ 2h C
Agrupando términos:

n n—-1 n-2
=3 |1 +4 Z f) + 2 Z £ + £ o) (6-14)

Ai=2 Ai=2

A la ecuacién (6-14) se le conoce como la regla de Simpson 1/3 de aplicacion
multiple. ElI término Ai = 2 significa que en cada suma, el subindice i va

incrementando de dos en dos.

Con la regla de Simpson, es posible aproximar el area de manera mas exacta, ya
que en lugar de usar segmentos de linea recta como lo hace la regla del trapecio,
se utilizan secciones de parabolas que se aproximan a la funcién con tres puntos.
Cada parabola se forma con dos subintervalos, por esta razén el intervalo total de
integracion debe dividirse en un numero par de subintervalos. De lo contrario el

método no funcionara.

La figura 6.3 muestra una visualizacién de este método.
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1§
A
E —
gix)
R4
4+
3+
y ==
1+
< — =
1 2 3 4
L X KR R X X XK
—_— . —
Paribola Paribola Paribola
que se que se que se
aproxima aproxima aproxima
en [x0, x2] en [x2, x4] en [x4, X&)

Figura 6.3. Interpretacion grafica de laregla de Simpson 1/3 de aplicacién maltiple.

El pseudocdédigo para la regla de Simpson es el siguiente:

ENTRADA Limites a y b, funcién F(x), tamario de subintervalo h;
Conn%2=0
SALIDA Area aproximada A
Paso 1 Hacer:
n=(b-a) /h
Paso 2 Funcién: Sumal() =
S1=0

Desdei=1,3, .., (n-1),Ai=2
S1=S1+F(a+i*h)
Fin Funcion

Paso 3 Funcién: Suma2() =
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S2=0
Desdei=2,4,..,(n-1),Ai=2
S2=S2+F(b+i*h)
Fin Funcion
Paso 4 Funcién: Simpson() =
Correr Sumal(), SumaZ2();
A=t /3)*[F(@)+4*S1+2*S2+F(b) ]
Fin Funcion
Paso 5 Correr Simpson

Paso 6 Imprimir (“La integral es ”, A)

6.3. Cuadratura de Gauss.

Los métodos que se analizaron anteriormente, conocidos como ecuaciones de
Newton-Cotes, permiten estimar el area bajo la curva basandose en valores
igualmente espaciados de la funcion. Por ende, los puntos utilizados eran

predeterminados o fijos.

La cuadratura de Gauss es una técnica que elimina la restriccion de usar puntos

fijos. El objetivo es determinar los coeficientes de una ecuacién de la forma:

I =w;F(zy) +wyF(z,) (6-15)
Donde los términos w son coeficientes desconocidos. Sin embargo, los argumentos
de la funcidn z1 y z2 no estan fijos en los extremos, sino que son incognitas. De este
modo, se tiene una ecuacién con cuatro incégnitas, por lo que se requieren cuatro

condiciones para determinarlas.

Para obtener las primeras dos condiciones, suponemos que la ecuacion (6-15)
calcula con exactitud la integral de una constante y de una funcion lineal. Las dos
restantes se obtienen suponiendo que también ajusta la integral de una funcién

parabdlica y de una cubica.
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Las ecuaciones a resolver son entonces:

1

wyf(z1) + woF(z;) = f dz = 2 (6-16)
-1
wif(z)) + wyF(z,) = flz dz=0 (6-17)
-1
wyf(21) + woF(z3) = f_ll z*dz = % (6-18)
1
Wlf(Zl) + WzF(Zz) = j Z3 dz=0 (6'19)
-1

Este sistema puede resolverse para dar:

1 1
wy=w, =1 n=-F= —0.5773503  z, = e 0.5773503

Sustituyendo las soluciones en la ecuacion (6-15):

= (- %) +F (%) (6-20)

La ecuacion (6-20) es la formula de Gauss-Legendre de dos puntos, la cual tiene
una exactitud de tercer grado. Los limites se definen de -1 a 1 para que la formula

sea lo mas general posible.

Para cambiar los limites de integracion, se supone que una variable z esta

relacionada linealmente con la variable original.

X=ay+a,z (6-21)
Si el limite inferior x = a corresponde a z = -1, sustituimos estos valores en la

ecuacion (6-21):

a=ay+a(—1) (6-21)

Lo mismo se realiza si el limite superior x = b corresponde a z = 1:

b=ay+a,(1) (6-22)

Resolviendo simultdneamente (6-21) y (6-22) para ao y bo:
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= 6-23
a, > (6-23)
o =2"° (6-24)
2
Sustituyendo (6-23) y (6-24) en (6-21):
x:(b+a)+(b—a)z (6-25)
2
Diferenciando obtenemos:
b —
dx == 2 dz (6-26)

Las ecuaciones (6-25) y (6-26) pueden sustituirse por x y dx en la funcién que se
vaya a integrar. Dichas sustituciones transforman el intervalo de integracion sin

alterar el valor de la integral.

Existen férmulas de mas puntos para calcular el area bajo la curva con mayor

exactitud que la ecuacion (6-20). De manera general se escriben como:

I = w,F(zy) + wyF(z5) + -+ w,F(z,) (6-27)

donde: n = numero de puntos.

La tabla 6.1 muestra los valores de w y de z para férmulas de Gauss-Legendre de

hasta cinco puntos [2].

Numero de puntos Coeficientes wi Abscisas zi

2 wy=w, =1 —z, = z, = 0.57735022692
3 w, = 0.888888 ... —2z, = 25 = 0.7745966692

w; = wg = 0.55555 ... Zz, =0
4 w; =w, = 0.3478548451  —z, = z, = 0.8611363116
w, = ws = 0.6521451549  —z, = z; = 0.3399810436
5 w; = ws = 0.2369268851 | —z; = zs = 0.9061798459
w, = w, = 0.4786286705 = —z, = z, = 0.5384693101

ws = 0.568888 ... 23=0

Tabla 6.1. Coeficientes y abscisas para el método de cuadratura de Gauss
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La exactitud obtenida con las formulas de Gauss-Legendre depende del numero de
puntos elegido. Con dos puntos, se tendra exactitud de tercer grado; con tres, se

tendra exactitud de cuarto grado y asi sucesivamente.

6.4. Problemas de integracion numeérica.

La integracibn numérica es ampliamente aplicada en diversos campos de la
ingenieria. El modelado de reactores quimicos por lo regular implica el calculo de

integrales que no se pueden resolver analiticamente.

En esta seccién se veran dos problemas en los cuales se pueden aplicar las

técnicas de integracion analizadas.

6.4.1. Calculo del volumen de reactor a partir de datos tabulares. [14]

Ejemplo 2-3 del libro Elementos de ingenieria de las reacciones quimicas, de H.
Scott Fogler [14].

La reaccién que describen los datos de la tabla 6.2 debe correrse en un PFR. La
velocidad de flujo molar alimentada de A es de 0.4 mol/s. Calcule el volumen de un

PFR que se necesita para alcanzar una conversion del 80%.

X 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.7 0.8

— (m3)| 0.89 1.08 1.33 2.05 3.54 5.06 8.0

Tabla 6.2. Datos procesados para el reactor PFR.

6.4.1.1. Solucién por la regla del trapecio.

La forma diferencial del balance molar para un PFR es:

dX
Fyo W =T

Reacomodando e integrando:

0.8 F dX
V= f A0
o ~TA
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Para calcular el volumen se debe evaluar la integral numérica. El programa 6.1

realiza este calculo usando la regla del trapecio.

X=4{0,0.1, 0.4, 0.6, 0.8};
F={0.89, 1.08, 2.0, 3.54, 8};
n=Length[X] -1;
a=X[[11]1;
b=X[[n+1]1];
b-a
h = ;
Length[X] -1
h n
A= — F[[l]]+2*ZF[[j]]+F[[11+1]] ;
2 =
Print["El volumen es ", A, " cm>» ;

Programa 6.1. Calculo del volumen del reactor mediante la regla del trapecio.

El resultado que aparece en pantalla después de correr el programa es el siguiente:

El volumen e=s 2.223 dm°

6.4.1.2. Solucién por la regla de Simpson.
Para resolver el mismo problema mediante la regla de Simpson, se escribio el

programa 6.2.

¥X={0,0.1, 0.4, 0.6, 0.8};
F={0.89, 1.33, 2.05, 3.54, 8};
n=Length[X] - 1;
a=X[[1]1];
b=X[[n+1]]:

b-a
h = :

n

Programa 6.2. Calculo del volumen del reactor mediante regla de Simpson. (Parte 1 de 2).
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Sumal[] := (
51 =0;

81 =581+F[[i]];

1
) ;

Suma2[] := (
52 =0;

82 =82+ F[[i]];
1
) ;

FunSimpson[] := (

Sumal[]; suma2[];

):

RunSimpson[] ;

For[i=2, i< (n+1), i+=2,

For[i=3, i< (n), i+=2,

vV = 2*(1:'[[1]] +4+51+2+«82+F[[n+1]]):

Print["El volumen es ", V, " mo "

Programa 6.2. Céalculo del volumen del reactor mediante regla de Simpson. (Parte 2 de 2).

Y el resultado después de correrlo es:

El volumen e=s 2.16467d4m°

El cual es mas cercano al valor de 2.165 dm?® que reporta el autor.

6.4.2. Calculo de la constante cinética. [13]

Se tiene la siguiente reaccioén en fase liquida:

2A28B

La cual tiene una constante de equilibrio K= 5 y concentraciones iniciales [Ca0]=0.6

Yy [C30]=0.05.
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En 30 minutos, se alcanza un 50% de conversion. 4 Cual es el valor de la constante

cinética de la reaccion hacia adelante?

6.4.2.1. Solucién por la regla del trapecio.

La rapidez de desaparicion del reactivo A esta dada por la ecuacion diferencial:

dc,
_E s kchZ - kZCB

La constante de equilibrio puede expresarse como un cociente de las constantes
cinéticas:

K =
k

Despejamos k2 y sustituimos en la ecuacion de rapidez.

dC, , 1
T k1(Ca _ECB)

Si la conversion es 50%, la concentracion de B esta dada por:

CB = CBO + OS(CAO - CA)
Cp = 0.05 + 0.5(0.6 — C,)

Sustituyendo CB y K en la ecuacion de rapidez:

dCy , 1
—E = k1 [CA - 5(035 - OSCA)]
dc
—d—: = k;[C,% +0.1C4 — 0.07]
Separando variables e integrando:
k _ 1 fCAO dCA
" tlea C4240.1C,—0.07

Para calcular la constante cinética, es necesario evaluar la integral del lado derecho
y dividir el resultado entre 30 minutos. El programa 6.2 realiza este calculo mediante

la regla del trapecio.
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chlD=0.6;
= ﬂ.5;
CAF = ¥ +« CAD;
t = 30; '
h=0.05;
CAD - CAF

n=s —————;

h

1

F[C_] :=

c24+0.1+C-0.07

h . .
= 5 [F[CE—LD] + 2% [i;}?[cgf+ i+h]

Print["El area bajo la curva es " A];

1
k=—%A;
t

Print["La constante cinética es ", k, "

] + F[CE—!.F]] H

L

mol «min

]

Programa 6.3. Calculo de la constante cinética mediante la regla del trapecio

Notese que, a diferencia del problema anterior, esta vez la funcion no esta dada en

forma tabular.

El resultado que da este programa es:

El Area bajo la curva e=s 2.34332

La constante cinética e= 0.0781108 ,
mol = min

6.4.2.2. Solucién por la regla de Simpson.

El programa 6.4 se escribié para resolver este mismo problema por medio de la

regla de Simpson.
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t=30; (+ min =
h=0.05;

CAQ - CAF
n= :

h
1 :
F[C ] := ; (# Funcion a integrar =
c?4+0.1+C-0.07

Sumal[] := {

51 =0;

For[i=1, i< (n), i+=2,
51 =51 + F[CAF + i +h];

1

) ;

SumazZ[] := {

52 =0;

For[i=2, i< (n-1), i+=2,
52 =582+ F[CAF + i+h];

1

) ;

FunSimpson[] := (

Sumal[]; SumaZ2[];

h

A= E*{F[CAF] + 4+ 581 +2+ 52+ F[CAD]) ;
1

k= —2A;
t

Print["El area bajo la curva es ", A];

Print["La constante cinética es ", k, "

):

BunSimpsonl[];

L

mol «+min

]

Programa 6.4. Calculo de la constante cinética mediante laregla de Simpson.

94



Capitulo 6. Integracién numérica.

Y el resultado que muestra este programa es:

El Area bajo la curva ess 2.15167

La constante cinética es 0.0717222 -
mol +min

6.4.2.3. Solucion por cuadratura de Gauss.
Este problema también se resolvido por el método de cuadratura de Gauss. El

programa 6.5 se escribié para solucionarlo. Es posible escoger entre dos, tres y
cuatro puntos.

CAO=0.6;
X=0.5;

CAF = X + Ca0;
t=30;

a = CAF;

b = CAQ;

puntos = 4;
1

c24+0.1+C-0.07

F[C_] :

Gauss[p_] := (

a=0;
If[p =2,
z[1l] = -0.5773502692; w[l] =1;
z[2] = -=z[1]; w[2] =1,
If[p=23,
z[1] = -0.7745966692; w[l] = 0.55555;
z[2] =0; w[2] =0.88888;
z[3] = -=z[1]; w[3] =w[1],
If[p=4,
z[1l] = -0.8611363116; w[l] = 0.3478548451;
z[2] = -0.3399810436; w[2] = 0.6521451549;
z[3] = -z[2]; w[3] = w[2];
z[4] = -=2[1]; w[d] =w[1l],
Break[]:;

Programa 6.5. Céalculo de la constante cinética mediante cuadratura de Gauss. (Parte 1 de 2).
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1:
1:
1;

Fnr[i =1, i<p, i++,

b-a . a.+b];

H=H+w[i]*F[ = z[1] + >

Gauss [puntos] ;
1
k=—25A;
t
Print["El area bajoe la curva es ", A];

) L
Prlnt["La constante cinética es ", k, " —."];
mol £« min

Programa 6.5. Célculo de la constante cinética mediante cuadratura de Gauss. (Parte 2 de 2).

Y el resultado que da este programa es:

El area bajo la curva es 2.14452

La constante cinética es 0.0714573 :
mol + min

2.3. Comparacion de los métodos utilizados.

En el primer problema se proporcion6 una funcién en forma tabular, por lo que s6lo
fue posible aplicar las formulas de Newton-Cotes, que son la regla del trapecio y la
regla de Simpson. La tabla 6.3 de la siguiente pagina muestra una comparacion de

los resultados.
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Método Valor obtenido %Error
Regla del trapecio 2.223 2.68%
Regla de Simpson 2.16467 0.015%

Tabla 6.3. Comparacion entre la regla del trapecio y laregla de Simpson

El porcentaje de error se calculé considerando que Fogler [14] reporta un valor de

2.165 dm?3 para el volumen del PFR.

La regla de Simpson puede calcular el area exacta para un polinomio de grado 3 o

menor [12]. Por esta razon es mucho mas exacto que la regla del trapecio.

El segundo problema la funcién ya no se presentd en forma tabular, por lo que
también fue posible aplicar distintas formulas de Gauss-Legendre. La tabla 6.4

muestra una comparacion.

Método Valor obtenido %Error
Regla del trapecio
0.0781108 9.18%
(n=6)
Regla de Simpson 0.0717222 0.24977%
Cuadratura de Gauss
0.0692236 3.225%
(n=2)
Cuadratura de Gauss
0.0712118 0.46363%
(n=3)
Cuadratura de Gauss
(n=4) 0.0714973 0.0646%
n:

Tabla 6.4. Comparacion entre los métodos de integracion numérica.

El porcentaje de error se calculd considerando el valor tedrico de 0.0715435. La
regla del trapecio con seis subintervalos fue el método mas inexacto, con 9.18% de
error, mientras que la regla de Simpson fue el segundo método mas exacto con
0.25% de error. El método mas exacto fue el de cuadratura de Gauss con 4 puntos
(0.065% de error), el cual tiene una exactitud de quinto orden. En la tabla 6.4 se

observa cédmo el porcentaje de error se reduce al aumentar el numero de puntos.
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Capitulo 7. Ecuaciones diferenciales.

Hay una gran cantidad de fenémenos fisicos que se pueden modelar por medio de
ecuaciones diferenciales. Recuérdese que una ecuacion diferencial en Xy y es una

ecuacion que incluye x y derivadas de y [16].

Una funcion y = f(x) se denomina solucion de una ecuacion diferencial si la
ecuacion se satisface al sustituir y y sus derivadas por f(x) y sus derivadas. Por

ejemplo, considérese la ecuacion diferencial:

y +2y=0 (7-1)

Cada solucion de la ecuacion (7-1) es de la forma:

y =Ce X (7-2)

Donde C es cualquier numero real.

A la ecuacion (7-2) se le denomina solucion general. Geométricamente, la solucion
general de una ecuacion diferencial representa una familia de curvas solucién; una
para cada valor de C. Si queremos obtener la solucién particular, que es lo que nos
interesa en este capitulo, es necesario tener las condiciones iniciales, que dan el

valor de y o una de sus derivadas para un valor de Xx.

Las ecuaciones diferenciales pueden ser ordinarias o parciales. Las ordinarias
contienen derivadas de una o mas variables dependientes con respecto a una sola
variable independiente, mientras que las parciales contienen derivadas respecto a

dos o0 mas variables independientes [16].

Aunque hay distintas formas de determinar la solucion particular analiticamente, en
ingenieria es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales complicadas cuya
soluciéon analitica seria imposible o conllevaria mucho esfuerzo. Por esta razon se
analizaran las principales técnicas que nos permiten obtener la solucion

numéricamente.
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7.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias.

7.1.1. Método de Euler.
El método de Euler es un método numérico que aproxima la solucién particular de

una ecuacion diferencial de la forma:

y' =fxy) (7-3)
Si se conoce un punto (xo, yo) por el que pasa la ecuacion (7-3), se sabe que la
curva solucién pasa a través de él con una pendiente igual a f(x, y). Esto da un

primer punto para para aproximar la solucién.

A partir del primer punto, continuamos en la direccion indicada por la pendiente.
Usando un tamanio de paso h, nos desplazamos a lo largo de la recta tangente hasta
llegar a un nuevo punto (x1,y1). El proceso se repite, ahora tomando el nuevo punto
calculado para obtener una nueva aproximacion (xz, y2). En general, la formula del

método de Euler es:

Yier =Yi + h f(x,y:) (7-3)

Donde h es el tamafio de paso elegido y x esta dada por:

X1 =%+ h (7-4)

&

a
&
P

ra
I;“ Solucién exacta

Pendiente - {:Xl, Vi)

flx,,
yol.... (o ¥o)

¥

Figura 7.1. Interpretacién grafica del método de Euler.
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Noétese que es posible mejorar la exactitud de la solucidén escogiendo un tamafio de

paso mas pequeno.

El pseudocddigo para este método es el siguiente:

ENTRADA Condicion inicial (xo, yo) funcion y’ = f(x), nimero maximo

de iteraciones imax, tamarfo de paso h

SALIDA Puntos solucioén (X, y)
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Xiz1 =X +h
Vier = Vi +h+f(x;, yi)
Paso 2 Imprimir( x;, yi)
Fin Desde.

7.1.2. Método de Runge-Kutta de cuarto orden.
Los métodos de Runge-Kutta, comunmente abreviados como RK, logran la

exactitud de la serie de Taylor sin necesidad de calcular derivadas de orden

superior. En general, estos métodos tienen la forma:

Yier = Yi + f(x, yi, DA (7-3)
Al término f(xi, yi, h) se le conoce como funcién incremento, y se interpreta como
una pendiente representativa en el intervalo. Esta funcién se escribe en forma

general como:

f(xi,yi,h) = arky + ayky + -+ azk, (7-6)

Donde las a son constantes y las k estan dadas por:

ki = f(xiy:) (7-7)
ky, = f(x; + p1h,yi + q11k1h) (7-8)
ks = f(x; + p2h, yi + g1k h + qz2k;h) (7-9)

kn=f(x +pn1hyi + Qn—l,lklh + Qn—l,zkzh + -+ qno1n-1kn-1h) (7-10)
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Donde p y q son constantes, mientras que n es el orden del método. Como puede

verse, el método de Runge-Kutta de orden 1 corresponde al método de Euler.

El mas popular entre los métodos de Runge-Kutta es el de cuarto orden, también

conocido como RK4. La formula para este método es:

1

Y las pendientes k se calculan como:

ky = f(xi,y:) (7-12)
1 1
ky=f(x; + Eh: yi + §k1h) (7-13)
1 1
ks = f(x; +Eh'yi + Ekzh) (7-14)
ky=f(x;+hy; + kzh) (7-15)

El pseudocddigo para este método se muestra a continuacion:

ENTRADA Condicién inicial (xo, yo) funcién y’ = f(x), numero maximo

de iteraciones imax, tamafo de paso h

SALIDA Puntos solucion (x, y)
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Xi;1 =X;+h
Paso 2 ki = f(x;, y1)
Paso 3 k, = f(x; + > h,y; +k;h)
Paso 4 ks = f(x; + 2h,y; + 5 k;h)
Paso 5 ky = f(x; + h,y; + k3h)
Paso 6 Yirr = i + = (kg + 2k + 2ks + ky)h
Paso 7 Imprimir( xi, yi)
Fin Desde.
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7.1.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Los métodos vistos hasta ahora se pueden aplicar también a sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias. El procedimiento consiste simplemente en
aplicar el método a cada ecuacion en cada iteracion. También es necesario conocer
las condiciones iniciales. Para el método de Euler el procedimiento se detalla en el

siguiente pseudocddigo.

ENTRADA Condiciones iniciales (xo, y1o), (X0, ¥20)
funciones y1’ =fi(x, y1, y2), y2’= f2(x, y1, y2) numero

maximo de iteraciones imax, tamafno de paso h

SALIDA Puntos solucién (X, y1,y2)
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Xi+1 = Xi + h

yliyr =yl + h*fi (x5 y1;, y24)
V2i41 = y2i + h+ H(x, y1;, y25)
Paso 2 Imprimir( xi, y1;, y2i)
Fin Desde.

En el caso del método RK4 es necesario definir, ademas de las pendientes k, otro

grupo de pendientes m para la segunda ecuacién diferencial.

ENTRADA Condiciones iniciales (xo, y10), (X0, y20)
funciones y1' =f(x, y1, y2), y2’= f(x, y1, y2) numero
maximo de iteraciones imax, tamano de paso h
SALIDA Puntos solucion (%, y1,y2)
Paso 1 Desdei=0, 1, ..., (imax)
Xi;1 =X;+h
Paso 2 ki =f1(x1, y1i, ¥2)
my = (%, 1, y2;)
Paso 3 k, = f1(x; +5h,y1; + Skih, y2; +>myh)
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Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 7

my = f,(x; +3h, y1; +2kh, y2; +>m;h)
ks = f1(x; +5h, y1; +2kh, y2; +2myh)
my = £,(x; +5h, y1i +2koh, y2; +-myh)
k, = f;(x; + h, y1; + k3h, y2; + mzh)

my = f,(x; + h, y1; + k3h, y2; + m3h)
ylis = y1i + 7 (kg + 2k, + 23 +ky)h

1
V2iy1 = Y2 + g(m1 +2m, + 2m3 + my)

Imprimir( x;, y1;, y2i)
Fin Desde.

7.2. Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

7.2.1. Integracién de una ecuacién cinética. [15]

La rapidez de desaparicion de un reactivo A esta dada por la ecuacion:

dC, N
ae - ke

Conn=1,k=0.15s1y Ca = 1.00 mol/L. Calcule la concentracion desde t=0

hastat = 15 s:

a) Analiticamente.

b) Con el método de Euler (h = 0.5 s).

c) Con el método de Runge-Kutta de cuarto orden (h = 0.5 s).

7.2.1.1. Solucién analitica.

Separando variables se obtiene:

Integrando:

dc,
C_A =—kdt
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[Calgc, t
[ [
Cao Ca 0

A0

Ca
In (—) = —kt
Cao
2 = e_kt
CAO
CA = CAO e_kt

El programa 7.1 calcula la concentracion a varios tiempos usando la férmula

analitica.

A0l =1;
t[0]
n=1;

k=0.15;
h=0.5;

imax = 41 ;|

n
==

-Ext |

F[A_, t ] =A[0] e ;
Print["t (s)\tC (mol/L)"]:

x = {t[01};

y = {A[0]};

For[i=0, i< imax, i++,
t[i+1] = £t[1i] + h;
A[i] = F[A[i], t[i]];
Print[t[i], "\t\t", A[i]];

¥ = Append[x, £t[1i+1]1];
y = Append[y, A[1i+11]/]

datosExacta = Transpose@ {x, v}

Programa 7.1. Solucién analitica de la ecuacion cinética. (Parte 1 de 2).
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ListPlot[datosExacta, AxesLabel » {"L",6 "C"},
PlotsStyle » {Blue}, PlotRange -» {{0, 15}, {0, 1}},
PlotMarkers » {#, 10}, Background -» LightBlue,
PlotLabel » Style["C wvs t", FontSize » 18,

FontColor » Black], GridLines -+ Automatic]

Programa 7.1. Solucién analitica de la ecuacién cinética. (Parte 2 de 2).

La tabla de resultados (resumida) y la grafica que se obtienen con este programa

se muestran en la figura 7.2.

t (3] C (mol/L)
0 1.
3. 0.637628
G. 0.40637
9. 0.255924
12. 0.165259
15. 0.10535%
18. 0.0672055
Cvst
c
1.0y
|-
L L
D&t L]
I L
: L
06| ..
r L
L ..
04f ®e
&
F L
L ..
i ol
02k ®eoq o
L '....'
|:||:|-...|...|...|..|..| N T
0 i 4 B 8 10 12 14

Figura 7.2. Resultados de la ecuacién cinética obtenidos analiticamente.

Los resultados coinciden con los obtenidos por Levine, el autor del problema [15].
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7.2.1.2. Solucién por el método de Euler.

El programa 7.2 obtiene los resultados usando el método de Euler.

A[0] =1;
t[0]
n=1;
k=0.15;
h=0.5;

imax = 41;

n
=]

F[A ]=-k+a";

{t[0]1};
{A[0]};

xEuler

yEuler

Print["t (s)\tC (mol/L)"];:

For[i=0, i< imax, i++,
A[i+1] =A[i]l +h=+F[A[i]]-
t[i+1] = £t[i] + h;
Print[t[i], "\t\t ", ATi]];

¥xEuler = Append [xEuler, t[i+1]]:;
yvEuler = Append [yvEuler, AJi+1]];
1

datosEuler = Transpose@ {xEuler, yEuler};

ListPlot[datosEuler, AxesLabel » {"t", "C"},
PlotStyle » {Blue}, PlotRange » {{0, 15}, {0, 1}},
PlotMarkers » {#, 10}, Background -+ LightBlue,
PlotLabel » Style["C wvs ©", FontSize » 18,

FontColor -» Black], GridLines - Automatic];

Programa 7.2. Solucién de la ecuacion cinética por medio del método de Euler.
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En la figura 7.3 se muestra la grafica y un resumen de la tabla de resultados.

t (=) C (mol/L)
O 1
2. 0.626398
& . 0.3523275
S. 0.245783
12. 0.153558
15. 0.0%c4388
18. 0.0e04051
Cvst
C
1.0
-
L.
08¢ ™
I ]
I -
06k .’.
I [ ]
[ ]
L ..
04t
L .l
*e
I [ ]
0.2 See,
N2t ™
L ._.
l...'
0.0 PR (U (U IS I IS IS
0 2 4 b g 10 12 14

Figura 7.3. Resultados de la ecuacién analitica obtenidos con el método de Euler.

7.2.1.3. Solucién por el método de Runge-Kutta de 4to. orden.

El programa 7.3 resuelve este problema usando el método RK4.

AJO] =

t[0]

n
k
h

1;
0.15 ;
0.5;

Programa 7.3. Solucion de la ecuacion cinética por medio del método de Runge-Kutta de

cuarto orden. (Parte 1 de 2).
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imax = 41;

F[A ]=-k+A"; (« & &)
(#Vectores de respuestass)
xR = {t[0]};

yRK = {A[0]};

Print["t (s)\tC (mol/L)"];

Fcr[i =0, i<imax, i++,

kl=F[A[i]];
k2 i h
= F[_Pj_[l] + E*kl];
k3 i h ;
- F[}L[l] : E*kg],
k4 = F[A[i] + k3 +h] ;

h
A[i+1] =A[i] + E (k1 + 2% k2 + 2% k3 + k4);

t[i+1] =t[i] + h;
Print[t[i], "\t\t ", A[i]];

(#Guardar soluciones en vectors:)

¥BEK = Append [xB¥, €t[1i+1]];

vBRK = Append [vRK, A[i + 1]];]

(# Crear matriz gue contenga los datos
para graficarlos =)

datosBK = Transpose@ {xBRK, yBRK};

ListPlot[datosEH, AxesLabel » {"Lt", "C"},
PlotsStyle » {Red}, PlotRange - {{0, 15}, {0, 1}},
PlotMarkers » {#, 10}, Background »+ LightBlue,
PlotLabel » Style["C ws €', FontSize » 18,

FontColor -+ Black], GridLines - Automatic]

Programa 7.3. Solucién de la ecuacién cinética por medio del método de Runge-Kutta de
cuarto orden. (Parte 1 de 2).
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En la figura 7.4 se muestra la grafica y un resumen de la tabla de resultados para

este método

t (3] C (mol/L)
0 1
2. 0.637628
&. 0.40637
9. 0.25924
12. 0.16525%9
15. 0.10535%
18. 0.0672056
Cvst

C
1.0y

|-

L &
D&t L]

I L

: L
06| ..

r L

..
04f ®e
&
F L
*e
*e
02k ®eoq )
.....'

|:||:|-...|...|...|...|...|...|...|..t

0 2 4 & 8 10 12 14

Figura 7.4. Resultados de la ecuacion cinética obtenidos con el método de Runge-Kutta de
cuarto orden.

7.2.2. Perfiles de conversién y temperatura en un PFR. [14]
La desintegracioén catalitica en fase vapor de la acetona se lleva a cabo en un PFR,

segun la siguiente reaccion:

CH;COCH; — CH,CO + CH,
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La reaccién es de primer orden respecto a la acetona y la constante de rapidez esta

dada por:

-1

k = 8x10* exp

(—34222)
— s

Se desea alimentar acetona a razon de 38.3 mol/s. La temperatura y presion de
entrada son 1035 Ky 162 kPa, respectivamente. Grafique los perfiles de conversion

y la temperatura si el reactor opera adiabaticamente.

7.2.2.1. Solucién por el método de Euler.
En este problema se deben resolver dos ecuaciones diferenciales ordinarias. De

acuerdo con el autor Fogler [14], las ecuaciones para operacion adiabatica son:

_ k CAO(l _X) TO

AT T a+x) T (r=11)
ax - 712
T (7-12)

4T (=r)(8Hy) 713

AV Fao(Cpa + XACp)
El programa 7.4 resuelve (7-12) y (7-13) simultaneamente usando el método de

Euler con h = 0.1. También calcula los valores requeridos como el Cp y AH.

T[0] = 1035;

vV[0] =0;
X[0] =0;
Fa0 = 38.3;

Cpa = 26.63 +0.183 T - 0.00004586 T°;
ACp=6.8-0.0115T-3.81+10°71%;

cal0 =18.8;

TR = 298 ;

AH = 80770+ 6.8 (T - TR) - 0.00575 (T° - TR?) - 1.27+10°° (T° - TR’) ;

14 1
k =8.2+10" «Exp[-34222+ (E)]

Programa 7.4. Solucién del problema utilizando el método de Euler. (Parte 1 de 3)

110



Capitulo 7. Ecuaciones diferenciales.

PR R

xEuler = [‘U[D]-};
yvlEuler = {X[0]}:
yv2Euler = {T[0]};

h=0.1; (« L =)

imax = 201;

= =" " Fa0’ @
-ra (_ﬂH} : dT \

Fal (Cpa + X + ACp) o

F2[T_, X ]

Print["V (L)\t X \t\tT (K)"];

For[i=0, i< imax, i++,
X[1i+1] =X[1] +h+F1[T[1i], X[1]1]~:
T[i+1] =T[i] +h+F2[T[i], X[1i1]-

VI[i+1] =V[i] +h;

Print[V[i], "\t\t", X[i], "\t\t", T[i]]1;
xEuler = Append [xEuler, V[i+1]];
v1Euler = Append[ylEuler, X[1i+1]];
v2Euler = Append [y2Euler, T[i+1]]:;

1
datosEulerl

Transpose @ {xEuler, ylEuler};
datosEuler? = Transpose@ {xEuler, y2Euler};

(# Perfil de conversidn =)
ListPlot[datosEulerl, AxesLabel - {"V (L))", "X"},
PlotStyle » {Red},
PlotMarkers » {#, 5}, Background —+ LightBlue,
PlotLabel —+ Style["Perfil de conversion (Euler)”,
FontS8ize - 18, FontColor -» Black],

GridLines - Automatic]

Programa 7.4. Solucion del problema utilizando el método de Euler. (Parte 2 de 3).
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PlotStyle » {Red},

GridLines » Automatic]

ListPlot[datosEuler?2, AxesLabel » {"V (L))", "T (K)"},

PlotMarkers -+ {#, b}, Background —» LightBlue,
PlotLabel » Style["Perfil de temperatura (Euler)",
FontS8ize - 18, FontColor -» Black],

Programa 7.4. Solucién del problema utilizando el método de Euler. (Parte 3 de 3).

El programa 7.4 genera una tabla de resultados de doscientas filas y tres columnas.

A continuacion se muestra una pequenfa parte de ella.

v (L) X T
0 0 1035
2. 0.24281

4. 0.26915

6. 0.285265

8. 0.296835

10. 0.305834
12. 0.313183
14. 0.319382
lg. 0.324728
18. 0.329446
20. 0.333645

(E)

517.%916
S04.238
8%5.7%6
8B9.699
884.536
881.034
877.732
B74.872
872.353
g70.102

Las figuras 7.5 y 7.6 muestran los perfiles de conversion

respectivamente, obtenidos mediante el método de Euler.

y de temperatura,
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Perfil de conversion (Euler)

0.35,

0.30f
025}

0.20

T

0.15f

0.10f

1 ' L 1 ' L L L 1 L L 1 L 1 L L L L 1 1'.."- I-.L]
5 10 15 20

Figura 7.5. Perfil de conversién obtenido con el método de Euler.

Perfil de temperatura (Euler)
T (K)
960+

940>
920 |

900+

880

5 10 15 20
Figura 7.6. Perfil de temperatura obtenido con el método de Euler.

I i
V(L))

7.2.2.2. Solucién por el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
El programa 7.5, que comienza en la siguiente pagina, se utilizd para resolver el

mismo problema por el método RK4.
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T[0] = 1035;
v[0] =0;
X[0] =0;
Fa0=38.3;

Cpa=26.63+0.183T- 0.00004586 T°;
ACp=6.8-0.0115T-3.81+10°%7%;

Cal0=18.8;
TR = 298 ; i 3 3
AH = 80770+ 6.8 (T - TR) - 0.00575 (T? - TR?) - 1.27+10°° (T° - TR’) ;

14 1
k=8.2%10 *Exp[—34222 (E}]

~k#Ca0 (1-X) T[O]

ras= ;
(1+X) T

¥R = {V[0]}; |
Y1RK = {X[0]}/
¥2BRK = {T[0]};

h = ﬂ.l;

imax = 201 ;

[ ] -ra
Fl E_I ‘-{_ = F G’
-ra {-AH)

Fal (Cpa + X + ACp) ’

F2[T_ , X ]

Print["V (L)\t X \t\tT (K)"];

Fcr[i =0, i<imax, i++,

k1l =F1[T[i], X[i]];:
ml = F2[T[i], X[i]];

. h . h ]
k2 = Fl[T[l] + Sl X[i]+ E*kl],
m2 = F2[T[i] s E*ml, X[i] + E*kl];

2 2

Programa 7.5. Solucidn del problema utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
(Parte 1 de 2).
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k3 = Fl[T[i] s 2 w2, x[i] E*kﬂ];
2 2
: h : h
m3 = FQ[T[J.] + E*mﬂ, H[i] + E*kﬂ];
K4 =F1[T[i] +m3+h, X[i] + k3+h];
md=F2[T[i] +m3+h, X[i] + k3 +h];

h
E[1i+1] =X[4i] + E (k1 +2+k2+2+k3+kd);

TIi+1]

h
T[i] + E (ml+2«m2+ 2«m3+ md);

V[i+1l] =VI[i] + h;

Print[V[i], "\t\t", X[i], "\t\t", T[i]];
*RK = Append [xRH, V[i+1]];

v1EK = Append [yv1RK, X[i+1]1]1;

¥2RK = Append [y2RK, T[i+1]];

]

datosBRK]l = Transpose@ {xBK, yv1RK};
datosBEK2 = Transpose@ {xRK, y2RK};

(# Perfil de conversion =)
ListPlot[datosRKl, AxesLabel » {"X", 6 "V (L))"},
PlotsStyle » {Black},
PlotMarkers » {#, b}, Background —» LightBlue,
PlotLabel —+ Style["Perfil de conversidon (RK4)",
FontSize +» 18, FontColor -+ Black],

GridLines » Antomatic]

(# Perfil de temperatura =)
ListPlot[datosRK2, AxesLabel » {"T (K)", "V (L)"},
PlotsStyle » {Black},
PlotMarkers » {#, b}, Background —» LightBlue,
PlotLabel » Style["Perfil de temperatura (BK4)",
FontSize +» 18, FontColor -+ Black],

GridLines » Antomatic]

Programa 7.5. Solucién del problema utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
(Parte 2 de 2).
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A continuacion se muestra la tabla de resultados resumida que se obtiene al correr

el programa 7.5.

v (L) X T (K]
0 0 1035

2. 0.22573% 924.145
4. 0.257854 907.53
g 0.276089 897.998
8. 0.288763 891.331
10. 0.25844 886.215
12. 0.306248 882.074
14. 0.3212778 878.598
16. 0.318384 875.608
18. 0.323289% 872.585
20. 0.327645 870.651

Y los perfiles de conversion y temperatura obtenidos con Runge-Kutta de cuarto

orden son los siguientes:

Perfil de conversion (RK4)

>

0.30
0.25

0.20 _

015

016

T

0051

n . . I n n n N I " L I L 1 L L S L ! \ |__|_ .
g 10 15 20

Figura 7.7. Perfil de conversion obtenido con el método de Runge-Kutta de 4to orden.
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[= =]

(]

=]
T

Perfil de temperatura (RK4)

. - .

15

20

" |._L

Figura 7.6. Perfil de temperatura obtenido con el método de Runge-Kutta de 4to orden.

7.3. Comparacion de los métodos para resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias.

En el primer problema de este capitulo, se encontrd la solucion particular de una
ecuacion diferencial analitica y numéricamente. En la tabla 7.1 se muestra la

comparaciéon de los métodos numéricos utilizados contra la solucién analitica para
los tiempos 0.5, 2, 3 y 10 segundos.

C calculada C calculada %Error %Error
t(s) C exacta
(Euler) (RK4) Euler RK4
0.5 0.925 0.927744 0.927743 0.29% 0.0001%
2 0.732094 0.740818 0.740818 1.17% 0%
3 0.626398 0.637628 0.637628 1.76% 0%
10 0.210298 0.22313 0.22313 5.75% 0%

Tabla 7.1. Comparacion entre los métodos de Euler y Runge-Kutta.

Para esta ecuacién, el método de Runge-Kutta de cuarto orden obtiene el resultado

exacto. Asimismo, el método de Euler comienza con un error pequeno, el cual se
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va haciendo mayor conforme se avanza en t. La comparacién se puede visualizar

mejor en la siguiente grafica.

Cvst

C
1.0p

)

e
0.8F 0o

I o

o

: “a @® Tedrico
0.6 o

- T e A Euler

0
“n

- 20 RK4
04+ .

L ,.,Q

29,

i “Qo0,
0.2F Tt 294,

L --QQ'_\QQ'
0.0|||||||||||||||||||||||||||t

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 7.7. Comparacion del método de Euler y Runge-Kutta contra la solucién exacta de la
ecuacion diferencial.

El método de Runge-Kutta y la curva solucion van practicamente superpuestos. La
grafica de Euler sigue la misma tendencia pero se desvia ligeramente hacia abajo
a medida que el tiempo pasa. La exactitud se puede mejorar reduciendo el tamafo

de paso h, aunque esto también hara que el programa tarde un poco mas en correr.

El segundo problema era mas complicado; se trataba de un sistema de ecuaciones
diferenciales y no habia forma de resolverlas analiticamente de forma simultanea.
En la siguiente tabla se comparan ambos métodos contra la solucion teorica para

dos valores de V.

T calculada T calculada %Error %Error
V(L) T tedrica
(Euler) (RK4) Euler RK4
0.5 939.648 957.891 958.584 1.98% 0.07%
1 929.968 941.031 941.367 1.21% 0.036%

Tabla 7.2. Comparacién del método de Euler vs RK4 para el sistema de ecuaciones
diferenciales.
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En las siguientes graficas se visualiza mejor la comparacion entre ambos métodos.

0.35

0.15

0.30]
0.25]

0.20

L
4 5
I Y

&
M

Perfil de conversion

® Tedrico
4 Euler

R4

0

2

TR ||..‘.u."|:|_::
4 6 8 10 12 14

Figura 7.8. Comparacion del método de Euler y Runge-Kutta contra la solucién teérica para

el perfil de conversion.

920 |
900 |

880 |

Perfil de temperatura

® Tedrico
A Euler

Rik4

0

V(L)

5 10 15 20

Figura 7.9. Comparacion del método de Euler y Runge-Kutta contra la solucion teorica para

el perfil de temperatura.

El método de Runge-Kutta nuevamente sigue muy de cerca a la solucion tedrica. El

de Euler inicia muy desviado pero va mejorando su exactitud conforme V avanza.
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Los resultados son coherentes, pues el método RK4 considera un promedio de

pendientes y por lo tanto su aproximacién se acerca mas al valor teorico.

El método de Euler es sencillo y facil de programar, por lo que puede ser una opcién
si s6lo se requiere conocer la forma de la curva solucion sin importar la exactitud.
Si por el contrario, se requiere conocer los resultados de forma mas precisa, es
recomendable utilizar el método de Runge-Kutta de cuarto orden, aunque

programarlo tome mas tiempo.

Cualquiera de estos métodos mejora si se reduce el tamafio de paso, pero es
importante considerar que reducirlo demasiado puede hacer que el programa tarde
mas en ejecutarse. Si se dispone de una computadora con procesador avanzado,

esto no deberia ser un inconveniente.

7.4. Ecuaciones diferenciales parciales.

Hasta ahora se han resuelto ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, que solo
contienen derivadas respecto a una sola variable independiente. Ahora se estudiara

un caso distinto.

0°T aT

_— = 7-14
dx2 Ot ( )

La ecuacion (7-14) es conocida como la ecuacion de conduccion de calor. Como
puede verse, es una ecuacion diferencial parcial y por consiguiente, no es posible
aplicar los métodos ya vistos. Para resolverla, se representa la segunda derivada

como una diferencia finita centrada:

0°T _ Ti—l,j - ZTi,j + Ti+1,j
d0x? (Ax)?

(7-15)
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Ahora, la primera derivada respecto al tiempo se aproxima por una diferencia finita

hacia adelante:

T _Tijy1— Ty

7-16
Jt At ( )

Y sustituyendo (7-15) y (7-16) en (7-14) se llega a:
Ticij = 2Tij 4+ Tivaj _ Tijer — Ty (7-17)

(Ax)? At
7.4.1. Método explicito.

Para resolver la ecuacién de conduccion de calor por el método explicito se despeja

Ti j+1 de la ecuacion (7-17):

T oo — 2T+ Tisr
Tijen = Ty +le e (<R b= (7-18)
Sea A = kAt / (Ax)?:
Tijy1 =Tij + A(Ti-1,; — 2T j + Tiga ) (7-19)

El método explicito utiliza la informacion del sistema en un tiempo y espacio inicial

para calcular los valores de los nodos adyacentes mediante la ecuacion (7-19).

(O Punto usado en la > Punto usado en la
diferencia espacial diferencia temporal
>R tj+1
o fI\ t
AN A /
i—1 i Xit1

Figura 7.10. Método explicito.
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7.4.2. Método de Crank-Nicolson.

Otro método para resolver la ecuaciéon de conduccion de calor es el de Crank-

Nicolson [18], el cual tiene una exactitud de segundo orden. Para lograr tal exactitud,

se desarrollan aproximaciones por diferencias en el punto medio del incremento del

tiempo.
or [ Tijm —Tij (7-20)
ot At
9T o 1Ty = 2T + Tigaj | Ticgjen — 2T3j40 + Ti+1,j+1] (7-21)
0x% = 2 (Ax)2 (Ax)2
Sustituyendo (7-20) y (7-21) en (7-14) se llega a:
Tijer = Tij _ k[Ti—l,j —2T;j+Tiv1; | Ticaje1 — 2T 541 + Ti+1,j+1] (7-22)
At 2 (Ax)2 (Ax)?
Que se puede rearreglar como:
A
Tijo1 —Tyj = > [Tio1j — 2Tij + Tivaj + Ticaje1 — 2T jo1 + Tivnjia] (7-23)

La ecuacion (7-3) es el algoritmo de Crank-Nicolson. Si lo aplicamos a los nodos

(1,0)y (1,1) tenemos:

A
Ty =Ty = 2 [To,o — 2Ty g+ T+ To1 — 2T 1 + T2,1] (7-24)

Rearreglando:

A A
1+ A)Tm - §T2,1 =(1- A)TI,O + E [To,o + T0,1 + Tz,o] (7-24)

Aplicando de nuevo la ecuacion (7-23) a los nodos (2,0) y (2,1) se tiene:

A
T — Tz = > [T1,0 = 2T+ T30+ Ty — 2T, + T3,1] (7-25)

Los términos T1,0, T20 y T30 ya estan dados por la condicion inicial. Las incégnitas

a determinar son T1,1, T2,1y T3 1.
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Rearreglando (7-25):

A A A
_§T1,1 +(1+ A)T2,1 - §T3,1 = E(Tl,o + T3,0) +(1- A)Tz,o (7-26)

Aplicando la ecuacion (7-23) ahora a los nodos (2,1) y (3,1):

A
T3’1 —_— T3‘0 = E [Tz’o - 2T3’0 + T4‘0 + T2,1 - 2T3’1 + T4‘1] (7'27)
Rearreglando (7-27):
A A
_ETz,l +(1+ A)TS,l = E(Tz,o + Ty + T4,1) +(1- A)T&o (7-28)

El método de Crank-Nicolson consiste en resolver el sistema formado por las -
ecuaciones (7-24), (7-26) y (7-28):

A _ A
1+ D711 =5 T = (1= DTy +5[Top + Tox + T20]
A
_%Tm +(1+)T,, —%Tm =§(T1,o +T30) + (1= DTyp
A 2
_ETZ’l +(1+ DTy, =2 (Moo + Too + Tyr) + (1 = VT3,

Una vez que se resuelve el sistema, este procedimiento se sigue aplicando para los

siguientes nodos hasta calcular las temperaturas de toda la malla.

7.5. Problema de ecuaciones diferenciales parciales.

Una barra metalica con k= 1 ft?/h y longitud de 1 ft es calentada en sus extremos.
Calcule las temperaturas que alcanza cada 0.25 ft después de 1 hora bajo las
siguientes condiciones:

T(x,0) = 20°C

T(0,t) = 50°C
T(1,t) = 100°C

7.5.1. Solucion por el método explicito.

El programa 7.6 resuelve este problema usando el método explicito.
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Flx ] := 20;
CF1 = 50;

CF2 =100;

k=1; L.=1;

1; subt = 100;
xmax = 1; subx = 4;
x=0;t=20;

tmax

Emax
AX = ;
subx
tmax
At = :
subt
AL
A=zk+ —;
Ax?
F[0] + CF1
T[0, 0] = ————
2
F[subx] + CF2
T[subx, 0] = :

2

For[i=1, i< subx, i++,
T[i, 0] =F[x];
X=X+ Ax;

1

For[j=1, j=subt, j++,
T[O, j] = CF1;

T[subx, j] = CF2;

1

For[j=0, j<subt, j++,

For[i=1, i< subx, i++,
T[i, J+1] = A= (T[1-1, j] -2=T[i, j] +T[i+1, j]) + T[1, 3];
1

1

Programa 7.6. Solucion del problema por el método explicito.
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Luego de correr este programa, se obtiene una matriz de 7 columnas y 101 filas con

los resultados. A continuacidn se muestra una parte de ella:

H
0.23 0.3 0.73 1.0
i t T
i 0 0. 35, 20. 20. 20. 60.
1 ©0.01 30. 22.4 20. 26.4 100.
2 0.02 30. 26.432 21.408 37.132 100.
32 0.032 50. 2%9.3%% 24,7305 44_.6886 100.
4 0.04 50. 31.5483 28.e71 350.3452 100.
> 0.05 50. 34.3122 32.6633 54.8221 100.
& ©0.06 530. 36.5584 36.4723 58.3032 100.
7 0.07 50. 3B.6553 40.0115 61.615%1 100.
g8 0.08 50. 40.7147 43.2581 &64.3028 100.
S ©0.0% 50. 42.6073 46.2183 66.6472 100.
10 0.1 30. 44.3675 48.9%9052 £8.713 100.
11 0.11 50. 45.5%536 51.3513 70.5517 100.
12 0.12 350. 47.4533 53.5666 72.1514 100.
12 0.13 350. 48.8661 55.5748 73.6e08 100.
14 0.14 530. 350.120% 57.3593532 74.9813 100.
15 0.15 530. 51.26534 55.0451 76.1703 100.
lé 0.16 30. 32.3077 60.5404 77.2432 100.
17 0.17 30. 53.2537 61.8%56 78.211§8 100.
18 0.18 30. 54.1172 £3.1238 75.0873 100.
1% 0.1% 350. 54.8%%5 64.236% 75.87%2 100.
20 0.2 350. 55.60%6 ©5.2457 B80.5%58 100.
21 0.21 50. 56.2538 66.155% 81.2444 100.
22 0.22 50. 56.83282 66.9%883> 81.8318 100.
S0 0.9 50. 62.4%3 74.5%%01 487.4%3 100.
S1 ©0.%1 50. 62.4%36 74.951 87.453¢ 100.
2 0.%2 50. 62.4%542 7T4_.59%18 87.4542 100.
' 93 0.53 50. 62.4948 74.55926 87.4948 100.
' S4 0.%4 50. 62.4553 74.95%33 87.4553 100.
S3 0.9%3 50. 62.4537 7T74.993% 87.4537 100.
S¢ 0.%& 50. 62.4%561 7T4.59435 87.4561 100.
87 0.5%7 50. 62.4%65 7T4.5955 87.4565 100.
S8 0.%8 50. 62.4568 74.9955 87.4568 100.
S% 0.9%9% 50. 62.4571 7T74.95953% 87.4571 100.
100 1. 50. 62.45974 T4.5%963 87.4%974 100. )
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7.5.2. Solucion por el método de Crank-Nicolson.

El programa 7.7 llega a la solucion del problema por el método de Crank-Nicolson.

Flx ] :=20;

CF1 = 50;

CF2 = 100;

k=1; L.=1;

tmax = 1; subt = 100;
¥xmax = 1; subx

on
e

x=0;t=0;

HMax

AX = ;
subx
tmax

At = :
subt
At

A=zks —;
ﬂ.x‘?

For[i=1, i <subx, i++,
T[i, 0] =F[x];

X=X+ AX;

For[j=1, j<subt, j++,
T[0, j] = CF1;

T[subx, j] = CF2;

1

Fnr[j =0, j<subt, j++,

Programa 7.7. Solucion del problema por el método de Crank-Nicolson. (Parte 1 de 2).
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1-21 = 0
2
B= . N R S
2 2
0 2 1_-2x
2
T[1, j]
tt= |T[2, 31 |:;
T[3, J]

2% (T[0, 31 +T[0, §+11)
c = 0 ;

*;—‘* (T[subx, j] + T[subx, j+1])

Resultadol = B.tt + ¢;
(#*Print[MatrixForm[N[Resultadol]]] ;=*)

Resultado? = LinearSolve[A, Resultadol];

(#Print[MatrixForm[N[Resultado2] Yy
T[1l, j+1] = Resultadeo2[[1]1]1[[1]1]:
T[2, J+1] = Resultade2[[2]][[1]1]:
T[3, J+1] = Resultado2[[3]]1[[1]1]:

]

Resultados = Table[{i, N[i+At], N[T[0, i]], N[T[1, i]],
N[T[2, i]], N[T[3, i]], N[T[4, i]]}, {i, 0, 100}];
Print["\n\t\t \t x\n \t0.25\t0.5\t0.75\t1.0\n i\tt

Print[MatrixForm [Resultados]];

Programa 7.7. Solucion del problema por el método de Crank-Nicolson. (Parte 2 de 2).

En la siguiente pagina se muestra una parte de la matriz de resultados obtenida por

medio de este método.

127



Capitulo 7. Ecuaciones diferenciales.

H
0.25 0.5 0.73 1.0

i t

0 0. 35. 20. 20. 20. 60.
1 ©0.01 50. 23.1581 20.7%23 28.33053 100.
2 0.02 30. 26.687% 23.0223> 37.323 100.
32 0.032 50. 25.6154 2£.1785 44.2183 100.
4 0.04 50. 32.1935 25.6945 45.6666 100.
> 0.05 50. 34.5524 33.2625 54.1004 100.
& 0.06 530. 36.7437 36.720&6 57.7537 100.
7 0.07 50. 328.7543 35.5887 €0.9355 100.
g8 0.08 50. 40.7146 43.0324 63.06444 100.
5 0.0% 50. 42.5088 45.8426 66.005%7 100.
10 0.1 350. 44.17%5 48.4235 68.0%43 100.
11 0.11 50. 45.7305% 50.786 £5.9448 100.
12 0.12 350. 47.163% 52.5442 71.5%66 100.
12 0.13 50. 48.48%6 54.%133 73.0774 100.
14 0.14 50. 4%.7078 56.7086 74.40%3 100.
15 0.153 50. 50.8265 58.3444 75.6104 100.
l¢é 0.16 350. 31.8322 55.834¢ 76.6537 100.
17 0.17 50. 32.7%14 £1.1%17 7T7.678 100.
18 0.18 350. 33.6503 £2.4277 7T8.5682 100.
1% 0.1% 50. 54.43531 £3.5531 75.3736 100.
20 0.2 3530. 55.1517 ©4.35778 80.1086 100.
21 0.21 50. 35.8056 6£5.35108 80.7744 100.
22 0.22 50. 36.4021 66.3604 81.37%3 100.
23 0.23 50. 56.9455% £7.133% 81.%2%¢c 100.
24 0.24 50. 57.4417 ©7.8381 B82.42%8 100.
S0 0.9 50. &2.4856 7T4.58532 B87.485¢6c 100.
51 0.%1 50. 62.4%06 74.%866 87.45%06 100.
S2 0.%2 50. 62.4514 7T74.5878 87.4514 100.
53 0.%3 50. 62.4%22 7T4.588% 87.4522 100.
S4 0.%4 50. &2.4525 7T4_.585% B87.4525 100.
S3 0.%53 50. 62.4%535 74.5508 87.45%35 100.
S6 0.%6 50. 62.4%41 7T4.5%16 87.4541 100.
S7 0.97 50. 62.4%4¢ 7T74.955%24 B87.4%46 100.
S8 0.%58 50. &2.4531 74.55%31 B87.4531 100.
S% 0.%% 50. 62.4555 74.5%%37 87.4555 100.

100 1. 50. 62.4955% 7T4.9%543 87.45535 100. )
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7.6. Comparacion de los métodos para resolver ecuaciones

diferenciales parciales.

Para comprobar si el método obtuvo resultados coherentes, podemos calcular la
temperatura que debi6é alcanzarse en el estado estacionario. Esto lo hacemos

utilizando la ecuacion de la linea recta.
T =50+ 50x
T =50+ 50 % 0.25 = 62.5°C

La temperatura que debid obtenerse en el estado estacionario es de 62.5°C. Viendo
las matrices de resultados, se puede ver que con ambos métodos se consiguid ese
resultado. El valor obtenido con el método implicito fue de 62.4974°C, mientras que

con el método de Crank-Nicolson fue 62.4959°C.

Para examinar qué tan exactos fueron, se pueden analizar los calculos de ambos
métodos en Tz 1, que es justo en el centro de la barra en la primera iteracion. Vemos

que los resultados son:

Método Temperatura T2,1 ‘
Explicito 20°C
Crank-Nicolson 20.7923°C

Con el método explicito, la temperatura en el nodo (2,1) sigue siendo la misma que
en la condicion inicial. Por otro lado, el resultado de Crank-Nicolson es mas
coherente con lo que en realidad sucede, pues se sabe que al calentar la barra, la

temperatura en el centro también debe aumentar.

Ambos métodos obtienen resultados satisfactorios. El implicito es facil de programar
aunque menos preciso. El de Crank-Nicolson es conveniente si se requiere una

exactitud mayor, aunque escribir el cédigo sea mas dificil.

Si se dispone de un paquete matematico potente como Wolfram Mathematica, la

programacion de Crank-Nicolson es menos laboriosa que en otros lenguajes.
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Conclusiones.

El objetivo del presente proyecto fue proporcionar informacion que facilitara la
resolucion de problemas de ingenieria quimica utilizando métodos numéricos. Para
esto, nos apoyamos en una invaluable herramienta que la Universidad pone a
nuestra disposicién: Mathematica 10.0. Este costoso software hoy en dia es gratuito
para cualquier alumno de la UNAM y a la fecha no esta siendo aprovechado como

deberia.

A lo largo de siete capitulos se proporcion6 informacion util para resolver problemas
tipicos que solemos encontrar quienes aspiramos a ser ingenieros quimicos.
Algunas de las materias que se abordaron utilizando técnicas de analisis numeérico

y programacion fueron:

¢ Quimica General.

e Termodinamica.

e Balances de materia.

e Fendmenos de transporte.

e Cinética Quimica.

Ingenieria de reactores.

En total se presentaron 21 métodos numéricos, lo cual abarca casi la totalidad del
curso que se imparte en la Facultad de Quimica. Utilizando los 21 métodos
mencionados, se resolvio un total de 12 problemas de las disciplinas mencionadas

con ayuda de Mathematica.
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En cada capitulo se analizan los resultados obtenidos para determinar cual de los
métodos estudiados es mas eficiente. Ademas de eso, se plantea bajo qué

circunstancias conviene utilizar uno u otro.

Con base en esto, se puede concluir que el objetivo planteado al inicio de este
trabajo se cumple satisfactoriamente. Los programas aqui escritos, ademas de
proporcionar soluciones con exactitud y eficiencia, también pueden considerarse de
utilidad para la comunidad de la Facultad de Quimica, ya que cualquier persona los
puede reusar y modificar de acuerdo con sus necesidades. Por otro lado, quien esté
llevando la materia de métodos numéricos encontrara aqui informacién para

complementar y aprovechar el curso.

El futuro de la ciencia esta cada vez mas ligado a la computacion. Por este motivo,

la falta de conocimiento en esta disciplina no debe prevalecer.
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Apéndice.
Método numérico

Interpolacién de

Newton

Formula (s)

n

k—1
pn(x) = Z ay (x —x;)
i=0

k=0

Interpolacion de

Lagrange

1 (x — x;
L = [ &2
‘j:(‘)‘ Xl X]
Interpolacién de n-1
CTT1O—-y)
Lagrange Li(y) =
1 1LY =Y
(bidimensional) o
n—-1n-1
Pn(x,y) = [Li(0) * L;(y) * f (x1, ¥)]
i=0 j=0
Punto fijo Xip1 = g(x;)
Xiv1 = 9(%;)
Aitken (x5 — x3)?
=T (x3 — 2% + x1)
f(x)
Newton-Raphson Xig1 =Xj — 57—~
p i+1 i f (xi)
f ) (g — x;)
Secante Xjp1 = X; —
T ) — f(x)
=1ty
Wegstein W g(x;) — g(x;i—1)
Xi — Xi—1

Xiy1 =X xq+ (1 —q) * g(x;)
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Método numérico Formula (s)

Biseccion

x1+xD
Xy = )

Posicion falsa

I _f(xD)(xI_xD)
M0 f ) = f(xp)

Newton-Raphson

multivariable

Xn+1 = Xn _]fl(xn)f(xn)

Broyden

[Axk _ (Ak—l)—lAfk](Axk)T(Ak—l)—l
(Axk)T(Ak—l)—lﬁfk

(Ak)—l — (Ak—l)—l +

Regla del trapecio

n—-1
h
I = E’f(xo) +2 Zf(xi) +f(xn)]

n-1 n-2
h
S| FGo) +4 Z f) + 2 Z Fx) + o)

Regla de Simpson I =
Ai=2 Ai=2
_(bt+ta)+(b—-a)z
= 2
Cuadratura de Gauss b—a
dx = dz
2
I = w,F(zy)) + wyF(z,) + -+ w,F(z,)
Euler Yier = Yi + h f(x,51)
ky = f(xi,y:)
1 1
k, = f(x; +§h,yi + §k1h)
Runge-Kutta de cuarto 1 1
ks = f(x; +shy; +5kyh)
orden 2 2
ks = f(x; + h,y; + k3h)
1
YVis1 =Yi + g(kl + 2k, + 2k3 + ky)h
Explicito Tijv1 =Tij + A(Ti—qj — 2T j + Ti5)
A
Tijs1— Ty = > [Tioyj — 2Tij + Tiyej + Tic1 41

Crank-Nicolson

— 2T i1 + Tipr 1)
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