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Introducción. 

La disponibilidad de computadoras de alta velocidad, los lenguajes de programación 

de alto nivel y el acceso a paquetes matemáticos potentes han impactado de 

manera importante la educación y la práctica de la ingeniería en los últimos años. 

Durante las décadas pasadas, la resolución de problemas de ingeniería se llevaba 

a cabo principalmente con calculadoras de mano. En ocasiones se utilizaban 

computadoras que no eran accesibles a cualquier usuario y requerían un 

entrenamiento especial para ser utilizadas. 

En ingeniería química y en la investigación científica es común encontrarse con 

problemas que no tienen solución analítica, es decir, que requieren del uso de 

técnicas numéricas para resolverse. El acceso cada vez mayor a las computadoras 

ha facilitado esta labor considerablemente. Sin embargo, la falta de conocimiento 

en el uso de software matemático y la escasa capacitación de muchos estudiantes 

en lenguajes de programación han sido un impedimento para hacer frente a estos 

problemas. 

El objetivo del presente proyecto es proporcionar información que facilite la 

resolución de problemas de ingeniería química mediante métodos numéricos. Se 

escogió el software Mathematica 10.0 debido a que tiene ventajas importantes que 

se pueden aplicar para conseguir resultados de la manera más eficiente. 
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Capítulo 1. Fundamentos previos. 

1.1. Métodos numéricos. 

Los métodos numéricos son una manera de convertir operaciones matemáticas 

superiores en operaciones aritméticas básicas. Son ampliamente utilizados en 

ingeniería debido a su capacidad de manipular sistemas de ecuaciones grandes, 

manejar no linealidades y resolver problemas complejos cuya solución analítica es 

inexistente o difícil de obtener [1]. 

Para identificar la diferencia entre una solución analítica y una solución numérica de 

manera sencilla, podemos considerar la siguiente función: 

5 (1-1) 

Si se quiere encontrar la raíz, es decir, conocer el valor donde f(x)=0, sumamos 5 

de ambos lados: 

5 (1-2) 

De este modo se obtiene una solución analítica. 

Una manera de llegar al resultado numéricamente podría ser el método de Newton-

Raphson, el cual se analizará a profundidad en el Capítulo 3. Este método consiste 

en tomar un valor inicial y aplicar la fórmula: 

′
 (1-3) 

 

Si tomamos 2 como estimado inicial y lo sustituimos en la ecuación (1-3): 
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2
2 5
1

 (1-4) 

5  

Después, el nuevo valor calculado se vuelve a introducir en la fórmula de Newton-

Raphson. 

5
5 5
1

 (1-4) 

5  

Como x2 tuvo el mismo valor que el calculado anteriormente, se dice que el método 

ha alcanzado la convergencia y por lo tanto, esa es nuestra solución. Sin embargo, 

no siempre es posible tener el mismo valor. Por este motivo, se define un pequeño 

número ε que se utiliza para crear un criterio de aceptación de la solución. Si la 

nueva solución es menor a ese número ε, entonces se acepta y se dan por 

terminados los cálculos.  

| 	 | ε (1-5) 

 

Por ejemplo, si escogemos ε = 10-6, aceptamos la respuesta, ya que se cumple la 

condición (5 - 5) < ε. 

Hasta ahora, el ejemplo de la ecuación (1-1) se abordó mediante una secuencia de 

operaciones aritméticas más un criterio de aceptación. De esta forma se llegó a la 

solución numérica. 

En este caso, la obtención de la solución analítica era demasiado sencilla; sólo 

bastaba sumar 5 en ambos lados para conseguirla. Desgraciadamente, los 
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problemas a los que se enfrentan los ingenieros químicos no son tan triviales como 

para resolverse con una simple suma. Esa es la razón por la que deben estudiarse 

técnicas de análisis numérico. Si a esto se le suman las capacidades de una 

computadora y un lenguaje de programación, se tiene un conjunto de herramientas 

que permitirán hacer frente a una gran cantidad de problemas complejos. 

La mayoría de los métodos que se verán en este trabajo se resumen en el Apéndice. 

 

1.2. Mathematica 10.0 y el lenguaje Wolfram. 

Los métodos numéricos producen una secuencia de aproximaciones luego de 

realizar el mismo procedimiento una y otra vez. Esto puede resultar extenuante para 

una persona, pero no para una computadora. La importancia de programar radica 

en que nos permite delegar tareas repetitivas y agobiantes a una máquina, pero 

para ello es necesario comprender la lógica y la forma en que la computadora recibe 

instrucciones. 

El software Mathematica 10.0, desarrollado por Wolfram Research, es una de las 

mejores opciones de software matemático que existen actualmente. Su 

característica más destacada es el  potente lenguaje de programación que utiliza: 

The Wolfram Language. Este lenguaje, reconocido por su facilidad de uso, 

sobresale en varias áreas de la computación técnica. Esto debido a que el código 

es muy intuitivo y fácil de leer, pues permite la entrada de lenguaje natural. Por 

ejemplo, consideremos la siguiente ecuación: 



Capítulo 1. Fundamentos previos. 
 

5 
 

 (1-5) 

A la ecuación (1-5) se le conoce como la ecuación de Van der Waals, y nos permite 

calcular la presión de un gas en función de su temperatura y volumen. En la tabla 

1.1 se muestra una comparación de cómo se escribiría esta misma ecuación en 

Wolfram y en otros lenguajes: 

Lenguaje Ecuación de Van der Waals 

Java P =(n*R*T)/(V-n*b)-(Math.pow(n,2)*a/Math.pow(V,2)) 

C++ P =(n*R*T)/(V-n*b)-(pow(n, 2)*a/pow(V, 2)) 

Python P =(n*R*T)/(V-n*b)-(n**2)*a/V**2 

Matlab P =(n*R*T)/(V-n*b)-(n^2)*a/V^2 

Wolfram  

Tabla 1.1. Ecuación de Van der Waals escrita en distintos lenguajes de programación. 

Como se puede ver en la tabla 1.1, la ecuación es por mucho, más fácil de leer en 

el lenguaje Wolfram. Esto no quiere decir que los demás sean inútiles; cada uno es 

excelente en su respectivo campo. Y Wolfram es el más apropiado para lo que se 

hará en el presente trabajo. La ecuación podría haberse escrito usando la diagonal 

invertida para dividir, pero este lenguaje permite insertar barras de fracción, así 

como símbolos de varios operadores. Al usarlos, la legibilidad del código mejora y 

se facilita la tarea de localizar errores. 

A continuación se dará una breve introducción al uso de Mathematica 10.0 y su 

lenguaje de programación. 
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1.2.1. Introduciendo símbolos en Mathematica 10.0. 
 

Hasta ahora se ha visto que el lenguaje Wolfram permite introducir ecuaciones tal 

como se verían escritas en un cuaderno de apuntes. Esto es porque el software 

Mathematica trabaja bajo esa filosofía. Los archivos creados en este software tienen 

extensión .nb, que significa Wolfram Notebook. Los siguientes atajos del teclado 

pueden usarse para hacer que nuestras ecuaciones se vean presentables. 

Atajo Resultado 

Ctrl + / Barra de fracción 

Ctrl + 6 Raíz cuadrada 

Ctrl + 2 Exponente 

Esc + pi + Esc π 

Esc + ee + Esc  

Esc + ii + Esc  

Tabla 1.2. Atajos del teclado para introducir símbolos en Mathematica 10.0. 

Los atajos de la tabla 1.2 son útiles y servirán para escribir de forma clara la mayoría 

de las ecuaciones que se usarán en este trabajo. Además, se pueden introducir 

símbolos de suma, producto, derivadas, integrales, matrices, letras griegas, y 

muchos otros. Esto se hace haciendo clic sobre la ficha Palettes, del menú superior. 

Ahí se desplegarán una serie de opciones que nos permitirán seleccionar qué 

símbolo insertar. 

En la siguiente sección se crearán unos cuantos programas simples que servirán 

de fundamento para crear otros más elaborados. 
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1.2.2. Algunos programas simples. 
 

Imprimir una línea de texto 

Uno de los programas más sencillos que hay es el de imprimir una línea de texto. 

Aunque es muy sencillo, esto se usará continuamente para mostrar mensajes, así 

como los valores de las variables que calculemos. 

 
Programa 1.1. Imprimir una línea de texto. En la segunda línea se muestra el resultado de 

correrlo. 

La función Print[ ] se usa para mostrar cualquier texto en la pantalla. El programa 

1.1 muestra un uso muy simple de ésta. Dentro de los corchetes se inserta el 

argumento de la función, que en este caso es el texto que va a mostrar. Como se 

trata de una cadena de texto, debe ponerse entre comillas. También es necesario 

destacar que en Wolfram, todas las instrucciones de un programa deben finalizar 

con punto y coma. Finalmente para ejecutar el programa, se pulsa Shift + Enter o la 

tecla Intro del teclado numérico. 

También es posible añadir comentarios. Éstos son líneas de texto que el programa 

ignora pero nos ayudan a recordar qué es lo que hace y documentarlo. Los 

comentarios se insertan entre los símbolos (*  *). Por ejemplo, podemos añadir un 

comentario al programa anterior: 
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Programa 1.2. Ejemplo del uso de los comentarios. 

El programa 1.2 contiene un comentario en la primera línea. Éstos no afectan su 

funcionamiento y son muy útiles como guía y para recordar de qué trata. 

Trabajando con variables. 

Las variables se utilizan para almacenar información y son indispensables en 

cualquier lenguaje. El programa 1.3 muestra un uso que se les puede dar: 

 
Programa 1.3. Uso de variables para calcular una fracción mol. 

En la primera línea se declara la variable x1 y se le da un valor de 0.4. Después se 

declara otra variable x2 asignándole el resultado de restar 1-x1. Luego se imprime 

el resultado de esta operación. Nótese que la variable no entra en las comillas junto 

con el texto que se va a imprimir; sino que debe ir afuera y separada por una coma. 

Con lo que hasta el momento se ha visto, podemos hacer un programa sencillo que 

utilice la ecuación del gas ideal. 
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Problema. 

Dos moles de un gas se encuentran en un recipiente de 10 litros a una temperatura 

de 273.15 K. Calcule la presión utilizando la ecuación del gas ideal. 

 
Programa 1.4. Uso de la ecuación del gas ideal. 

El programa 1.4 resuelve este problema sencillo. Primero se introducen los datos 

conocidos, luego la ecuación, y al final la función Print[ ] imprime el resultado. 

Luego de correr este programa, la pantalla muestra lo siguiente: 

 

Nota: En el lenguaje Wolfram, la multiplicación se puede expresar con un asterisco  

o un espacio. En este caso hay un espacio entre n, R y T. 

 

1.2.3. Operadores relacionales, lógicos y sentencias if-else. 
El uso de los operadores relacionales y lógicos hará que nuestros programas sean 

capaces de tomar decisiones. La tabla 1.3 muestra estos operadores y cómo se 

introducen en Mathematica. 
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Operador Símbolo 

Igual que == 

Mayor que > 

Menor que < 

Distinto de != 

Disyunción || 

Conjunción && 

Tabla 1.3 Operadores relacionales y lógicos. 

Los operadores de la tabla 1.3 se suelen usar en conjunto con una sentencia if-else, 

que evalúa si una condición es cierta y lleva a cabo una acción con base en la 

respuesta que se obtenga. Un ejemplo del uso de una sentencia de este tipo es el 

programa 1.5. 

 
Programa 1.5. Ejemplo del uso de una sentencia if-else. 

En la primera línea se declara la variable edad. Enseguida una sentencia If evalúa 

si esta variable es menor de 18. Si se cumple, imprime el mensaje “Menor de edad”, 

y en caso contrario imprime “Mayor de edad”. Es importante recalcar que toda 

sentencia If debe finalizar con punto y coma. 
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1.2.4. Ciclos For. 
Los ciclos For son de mucha utilidad en análisis numérico, ya que nos permiten 

ordenar al programa que repita un mismo procedimiento una y otra vez. Estos ciclos 

se usarán en casi todo este trabajo y son de suma importancia en programación. 

Problema. 

Realice la suma de todos los números desde 1 hasta 100. 

Para resolver esto, podríamos sumar manualmente 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + … + 100, 

pero sería una tarea repetitiva y agobiante. Una segunda opción sería escribir un 

programa que lo haga usando un ciclo For. 

 
Programa 1.6. Suma de todos los números desde 1 hasta 100. 

Al inicio del For se declara el contador i, que inicia en el valor de cero. Después se 

indica hasta dónde va a llegar, que en este caso es hasta que i sea menor que 101. 

La parte i++ significa que el contador i aumentará de uno en uno. Luego se pone el 

procedimiento que se repetirá, que será ir sumando cada valor de i. El resultado que 

se obtiene al correr el programa es: 
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1.2.5. Funciones. 
 

En la sección 1.2.2 se presentó la función Print[ ], que tiene la capacidad de mostrar 

un mensaje en pantalla. El lenguaje Wolfram posee alrededor de 5000 funciones 

incorporadas. Todas tienen nombres que inician en mayúsculas, así como sus 

corchetes, dentro de los cuales van los argumentos. Muchas de ellas son útiles en 

matemáticas, por ejemplo, la función Sin[ ] calcula el seno del argumento; la función 

Abs[ ] devuelve el valor absoluto. 

También es posible que el usuario cree sus propias funciones. Por ejemplo, el 

programa 1.7 contiene una función que calcula el volumen molar de un gas con los 

datos de temperatura y presión: 

 
Programa 1.7. Ejemplo del uso de funciones. 

Para declarar la función, se pone su nombre, seguido de corchetes. Dentro de 

corchetes se ponen las variables que utilizará seguidas de un guion bajo. El signo 

de igual debe estar precedido por el signo de dos puntos. Y a la derecha, la 

expresión que se va a evaluar. En el programa 1.7, la función V[ ] lleva los 

argumentos P y T. Después, la variable vmolar contendrá el resultado de evaluar 

esta función en 2 atm y 273 K. El resultado se muestra al final con la función Print[], 

que ya es predeterminada del lenguaje Wolfram. 
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1.3. Consideraciones adicionales. 
 

En este capítulo se analizó qué son los métodos numéricos y la importancia que 

tienen. También se dio una introducción rápida al uso del software Mathematica 

10.0 y el lenguaje de programación Wolfram. Se desarrollaron programas sencillos 

en los cuales se muestra el uso de variables, comentarios, operadores relacionales, 

ciclos, funciones predeterminadas de Mathematica, así como funciones creadas por 

el usuario, entre otras cosas. Esto servirá de base para comenzar a crear programas 

de análisis numérico en los capítulos siguientes. 

El lenguaje de programación Wolfram es sumamente extenso y posee capacidades 

no sólo útiles en ingeniería, sino en ciencias de la vida, finanzas, geografía, 

estadística, procesamiento de imágenes, etc. En el presente capítulo se 

proporcionaron los fundamentos para comenzar a utilizarlo.  

Si se desea profundizar en las capacidades de Wolfram, puede consultarse su 

documentación completa, la cual se encuentra en el siguiente sitio: 

 http://reference.wolfram.com/language/ 
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Capítulo 2. Interpolación. 
En ingeniería química es común encontrarse con problemas en los que se debe 

estimar el valor intermedio de una variable a partir de un grupo de puntos conocidos. 

Regularmente las fuentes de información contienen los datos en forma tabular y  

frecuentemente el valor buscado no se encuentra entre los datos tabulados, lo cual 

representa un inconveniente. Aproximar el valor mediante una línea recta es una 

técnica rápida y sencilla. Sin embargo, no se recomienda hacerlo porque conlleva 

un porcentaje de error muy elevado, pues los datos no varían de forma lineal. Si se 

quiere obtener un valor más exacto de la función es necesario aplicar técnicas de 

interpolación más exactas, como la interpolación polinomial. 

Se sabe que para un conjunto discreto de puntos, hay sólo un polinomio que pasa 

por todos ellos. Este polinomio único puede ser determinado con los métodos de 

Newton y de Lagrange, los cuales se analizarán en este capítulo. 

 
Figura 2.1. Representación de la interpolación polinomial. Dada una función f(x), de la cual 
se conocen sus valores en x0, x1, …, xn, existe un polinomio P(x) que pasa por esos puntos 
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2.1. Newton. 
Se tiene una función de la siguiente forma: 

i 0 1 2 3 … N 

x x0 x1 x2 x3 … xn 

f(x) f(x0) f(x1) f(x2) f(x3) … f(xn) 

Tabla 2.1. Función en forma tabular [2]. 

Y se desea aproximarla con un polinomio que pasa por los puntos (0) y (1), el cual 

es de la forma: 

 (2-1)

 

Donde x0 es la abscisa del punto (0) y a0, a1 son constantes por determinar. Para 

encontrar el valor de a0 se hace x=x0, de donde a = p(x0) = f(x0), y con el fin de 

encontrar el valor de a1 se hace x = x1, donde: 

 (2-2)

 

Aquí introducimos lo que se conoce como notación de diferencia dividida. La 

diferencia dividida cero de la función f con respecto a x0 se denota por f[x0], que es 

simplemente la función f evaluada en el punto x0. 

 (2-3)

La primera diferencia dividida de f con respecto a x1 y x0 se denota por	f x1,x0] y está 

dada por la ecuación	 2‐2 . 

Al sustituir los valores de las constantes en la ecuación (2-1) queda el siguiente 

polinomio de primer grado en términos de diferencias divididas: 

∗ ,  (2-4)

 

Y si ahora se desea aproximar la función tabular con un polinomio de segundo grado 

que pase por los puntos (0), (1) y (2) y que tenga la forma: 
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 (2-5)

 

Donde x0 y x1 vuelven a ser las abscisas de los puntos (0) y (1) y a0, a1 y a2 son 

constantes. Para encontrar a2 se procede como en la forma anterior; o sea: 

Si x	 	x2	

∗
 (2-6)

Desarrollando algebraicamente el numerador y el denominador se llega a la 

siguiente expresión: 

 (2-7)

que es la segunda diferencia dividida respecto a x0, x1 y x2. 

Sustituyendo las constantes a0, a1 y a2 en la ecuación (3) obtenemos: 

∗ , ∗ , ,  (2-8)

que es un polinomio de segundo grado en términos de diferencias divididas. 

En general, para un polinomio de grado n que pasa por los puntos (0), (1), ..., (n), y 

que está escrito de la forma 

⋯

…  
(2-9)

La ecuación (4) se conoce como la fórmula de diferencia dividida interpolante de 

Newton. 

Los coeficientes están dados por: 

  (2-10)

,   (2-11)

, ,    (2-12)
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Por inducción, las constantes requeridas son: 

, , , … ,   

para k = 0, 1, …, n. 

La determinación de diferencias divididas para cuatro puntos de datos tabulados se 

representa en la Tabla 2.2. 

 

x  f(x)  Primeras diferencias 
divididas 

Segundas diferencias 
divididas  Tercera diferencia dividida 

      

 ,  
 

    , ,
, ,  

 ,   , , ,
, , , ,  

    , ,
, ,    

 ,  
 

 

            
Tabla 2.2. Cálculo de diferencias divididas. 

 

La aproximación polinomial de Newton puede expresarse sintéticamente como [1]: 

 (2-13)

La ecuación (2-13) es fácil de introducir en un lenguaje de programación como 

Wolfram, ya que permite la notación de producto y suma. El algoritmo en 

pseudocódigo [3] quedaría de la siguiente forma: 

 

ENTRADA Números x0, x1, …, xn; valores f(x0), f(x1), …, f(xn) como F0,0, 

F1,0, Fn,0 

SALIDA Números F0,0, F1,1, …, Fn,n donde: 
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,  

Paso 1 Desde i = 1, 2, …, n 

 Desde j = 1, 2, …, i 

  tomar ,
, ,

 

Paso 2 SALIDA (F0,0, F1,1, …, Fn,n); 

    Imprimir(Fi,i es f[x0,x1, …, xi]) 

 
2.2. Lagrange. 
Otra forma de encontrar el polinomio de interpolación es mediante la aproximación 

polinomial de Lagrange. Para esto, partimos nuevamente de una función tabular 

como la que se presenta en la tabla 2.1. 

En este caso construimos primeramente, para cada k = 0,1,…,n, una función Lk(x) 

con las dos propiedades siguientes: 

 

a) 0		 		  

b)  1 

 

Para satisfacer la condición a) es necesario que el numerador contenga el término: 

… …  

Asimismo, para satisfacer la condición b), el denominador debe ser el mismo 

término pero evaluado en x = xk. Entonces: 

… …
… …

 (2-14)

La ecuación (2-14) puede reescribirse utilizando notación de producto de la 

siguiente forma: 

 (2-15)
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De este modo, el polinomio de interpolación de Lagrange puede representarse 

como: 

 (2-16)

La ecuación (2-16) es una reformulación del polinomio de Newton que evita el 

cálculo de diferencias divididas. 

A continuación se muestra el pseudocódigo para interpolar usando polinomios de 

Lagrange: 

ENTRADA Números x0, x1, …, xn; valores f(x0), f(x1), …, f(xn) 

SALIDA p(x), valor de la función en el punto x: 

Paso 1 Desde i = 0, 1, …, (n + 1)

 

   

Paso 2 
 

Paso 3 Imprimir[ p(x) ] 

 

2.3. Problema. 
A la temperatura de 10°C, la densidad ρ(c) de la solución acuosa de ácido sulfúrico 

varía con la concentración de acuerdo con la siguiente tabla: 

C (%)  5  20  40  70 
ρ (g/cm3)  1.0344  1.1453  1.3103  1.6323 

Tabla 2.3. Variación de la densidad con la concentración a 10°C 

Con esta información, obtenga ρ cuando la concentración es del 50% 

 

2.3.1. Solución por Newton. 

El siguiente código de Mathematica resuelve el problema: 
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Programa 2.1. Interpolación de Newton. 

 

El resultado que se obtiene al correr el programa es el siguiente: 

 

que es el valor de ρ interpolado a partir del conjunto discreto de puntos que se nos 

proporciona. 

2.3.2. Solución por Lagrange. 

El programa 2.2 resuelve el mismo problema por el método de Lagrange. 
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Programa 2.2. Interpolación de Lagrange. 

El resultado después de correr este programa es el mismo que el obtenido por el 

método de Newton. 

 

 
2.3.3. Comparación de los métodos utilizados. 
En ambos casos el resultado obtenido es 1.41368 g/cm3. Esto se debe a que tanto 

Newton como Lagrange, son formas distintas de llegar al mismo polinomio de 

interpolación. 

De modo que la tabla completa, con el nuevo valor obtenido, quedaría de esta 

forma: 

C (%)  5  20  40  50  70 
ρ (g/cm3)  1.0344  1.1453  1.3103  1.41368  1.6323 

Tabla 2.4. Variación de la densidad con la concentración, con el nuevo valor interpolado. 

Se puede ver que el nuevo valor obtenido por interpolación sigue la misma 

tendencia. Asimismo, Perry [7] reporta que la densidad en esas condiciones es de 

1.4029 g/cm3. El porcentaje de error en este caso es de 0.77%. Al ser menor al 1%, 
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podría considerarse que es aceptable. Sin embargo, para cálculos más exactos se 

puede agregar otro punto y seguir el mismo procedimiento. 

Para demostrar esto, se modificó el programa 2.2 agregando un punto más, cuando 

la concentración es de 30%. El programa modificado quedó de la siguiente forma: 

 
Programa 2.3. Se agregó un nuevo punto para obtener un resultado más exacto. 

Ahora se muestra el resultado obtenido al correr el programa con un punto más: 

 

El nuevo resultado es mucho más cercano al valor experimental que reporta Perry 

en el Manual del Ingeniero Químico [7]: 

Interpolación con 

cuatro puntos 

Interpolación con 

cinco puntos 

Valor 

experimental 

(Perry [7]) 

%Error con 

cuatro 

puntos 

%Error con 

cinco puntos 

1.41368 1.40651 1.4029 0.77 0.25 

Tabla 2.5. Comparación al introducir un nuevo punto. 

El porcentaje de error se reduce considerablemente al introducir un nuevo punto. La 

ventaja de escribir un programa que funcione es que éste puede ser reutilizado o 
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modificado, ya sea para resolver un problema distinto o para mejorarlo agregando 

más puntos. 

2.4. Interpolación bidimensional. 
Hasta ahora se ha realizado interpolación cuando la función depende únicamente 

de una variable. Sin embargo, los métodos utilizados pueden extenderse para 

interpolar en dos dimensiones, como se muestra en la figura 2.2: 

 
Figura 2.2. Representación de la interpolación bidimensional. 

 

La interpolación bidimensional consiste en determinar valores para funciones de dos 

variables z = f(xi, yi). Esto puede realizarse aplicando primeramente interpolación de 

Lagrange a lo largo del eje x para determinar valores en xi. Posteriormente, estos 

valores se usan para interpolar linealmente a lo largo del eje y y conseguir el 

resultado final en el punto (xi,yi). El procedimiento se puede resumir en la siguiente 

tabla: 
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  y1 y2 y3 

  L1(y) L2(y) L3(y) 

x1 L1(x) f(x1,y1) f(x1,y2) f(x1,y3) 

x2 L2(x) f(x2,y1) f(x2,y2) f(x2,y3) 

x3 L3(x) f(x3,y1) f(x3,y2) f(x3,y3) 

Tabla 2.6. Interpolación bidimensional. 

El pseudocódigo para realizar interpolación bidimensional se muestra a 

continuación: 

ENTRADA Números x0, x1, …, xn; y0,y1,…, yn;  

valores f(x0,y0), f(x0,y1), …, f(x0,yn); 

f(x1,y0), f(x1,y1), …, f(x0,yn); 

f(xn,y0), f(xn,y1), …, f(xn,yn) 

SALIDA p(xi, yi), valor de la función en el punto (xi, yi): 

 

Paso 1 Desde i = 0, 1, …, (n - 1) 

 Si i ≠ j

 

 

   

Paso 2 
, ∗ ∗ ,  

Paso 3 Imprimir[ p(xi, yi) ] 
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2.5. Problema de interpolación bidimensional. 

La densidad ρ = ρ(T,C) de la solución acuosa de ácido sulfúrico varía con la 

temperatura y la concentración de acuerdo con la siguiente tabla: 

  T (°C) 

  30 60 100 

C(%) 

20 1.1335 1.1153 1.0885 

40 1.2953 1.2732 1.2446 

70 1.6014 1.5753 1.5417 

Tabla 2.7. Variación de la densidad con la temperatura y concentración. 

Con esta información, calcule ρ en C = 50% y T= 50°C 

 

2.5.1. Solución por Lagrange. 

En el problema de la Sección 2.3, la densidad sólo dependía de la concentración. 

Sin embargo, ahora depende de la concentración y de la temperatura, por lo que es 

necesario aplicar interpolación en dos dimensiones. El programa 2.4 se escribió 

para solucionar este problema. 

 
Programa 2.4. Interpolación bidimensional. (Parte 1 de 2) 
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Programa 2.4. Interpolación bidimensional (Parte 2 de 2). 

 

Luego de correr este programa, el resultado que aparece en pantalla es el siguiente: 

 

La densidad calculada es 1.47411 g/cm3. A las mismas condiciones, Perry [7] 

reporta que el valor experimental es de 1.4735 g/cm3. 

Densidad experimental Densidad calculada %Error 

1.4735 1.47411 0.041 

Tabla 2.8. Valor experimental vs Valor calculado. 

Con el programa 2.4 fue posible calcular la densidad con un porcentaje de error de 

apenas 0.041%. El valor calculado es muy cercano al experimental. 
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Capítulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales. 

Aunque existen muchas formas de encontrar las raíces de ecuaciones algebraicas 

analíticamente, es común que los problemas de ingeniería química conduzcan a 

ecuaciones cuya solución analítica es imposible o muy complicada. Para resolver 

este tipo de problemas se puede recurrir a métodos numéricos o métodos gráficos. 

Estos últimos suelen ser imprecisos e ineficientes, pues hay que graficar la función 

y enseguida ver dónde cruza el eje de las abscisas. Los métodos numéricos son 

una mejor opción debido a su facilidad de implementación y a la exactitud que 

pueden llegar a alcanzar. Además de eso, tienen la ventaja de que una vez 

programados, el mismo código puede reusarse para resolver cualquier problema 

del mismo tipo. 

3.1. Métodos abiertos. 

Los métodos abiertos son aquellos que no requieren que se conozca un intervalo 

donde la función cambie de signo. La mayoría de ellos sólo necesitan un valor 

inicial para comenzar a realizar los cálculos. O en caso de que necesiten dos 

valores, no es necesario que éstos encierren la raíz buscada. 

Estos métodos suelen converger rápido y son fácilmente programables. 

3.1.1. Método de punto fijo. 

De los métodos abiertos, el más sencillo es el de punto fijo, a veces llamado también 

método de iteraciones sucesivas. 

Un punto fijo para una función es un número en el cual el valor de la función no 

cambia cuando es evaluada en él. 

 (3-1) 

La ecuación (3-1) indica que el número p es un punto fijo de la función g. 

Para encontrar la solución a alguna ecuación no lineal usando este método, primero 

debe tenerse la función igualada a cero, esto es: 



Capítulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales. 
 

28 
 

0 (3-2) 

Enseguida se realiza alguna transformación algebraica de la función f x , de modo 

que la variable que queremos conocer quede igualada a una expresión que dependa 

de ella misma: 

 (3-3) 

Hecho esto, el siguiente paso es evaluar la función en un estimado inicial; el 

resultado de esto se vuelve a introducir en la función, hasta que ya no haya cambio, 

que es cuando se alcanza la convergencia. 

 (3-4)

El pseudocódigo para este método se muestra a continuación: 

ENTRADA Estimado inicial x0, función x	 	g x , número máximo de 

iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x 

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 x g x  

   

Paso 2  Hacer: 

  Error |x x | 

 

Paso 3  Si  Error < ε 

  Imprimir[ La solución es xi 1 ] 

  Detener; 

 

3.1.2. Método de Aitken. [6] 

El método de Aitken, también conocido como el acelerador de Aitken, es una mejora 

del método de punto fijo que logra que converja más rápido. 

Consideremos la ecuación (3-4), la cual se usa para construir el algoritmo que 

genera un conjunto de aproximaciones sucesivas x1,	 x2,…,	 xn. Para algunas 

ecuaciones, esta secuencia convergerá a una raíz, mientras que en otras no lo hará. 
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Las condiciones de convergencia para una secuencia de este tipo se pueden 

obtener examinando el error de cada aproximación en la secuencia: 

 (3-5) 

De la ecuación (3-4) obtenemos: 

′  (3-6) 

′  
(3-7) 

A medida que i crece y los errores εi disminuyen, estas diferenciales proporcionan 

una buena aproximación a los errores. Entonces: 

≅ ′  (3-8) 

La ecuación (3-8) sugiere que conforme xi se va acercando a la raíz r, los cocientes 

de los errores subsecuentes ε2/ε1,	 ε3/ε2, etc. se aproximan a una constante. 

Entonces: 

≅  (3-9) 

Podemos reescribir la ecuación (3-9) como: 

≅  (3-10) 

Sustituyendo (3-5) en (3-10) 

≅  (3-11) 

Como la solución de la ecuación (3-11) es aproximada, no se puede obtener un 

valor exacto de la raíz r a partir de las aproximaciones sucesivas x1,	 x2 y x3. 

Entonces, la solución a la ecuación (3-11) la llamaremos x4. Donde x4 será 

ordinariamente superior a x1,	x2 y x3. 

Al resolver la ecuación (3-11) da: 

2
 (3-12) 

Que se puede reescribir de la siguiente forma: 
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 (3-13) 

El método de Aitken consiste en usar las ecuaciones (3-4) y (3-13) de manera 

repetida hasta alcanzar la convergencia. Cuando i 1  no es múltiplo de 4, se usa 

la ecuación (3-4), pero cuando sí lo es, se utiliza la (3-13). Este procedimiento se 

describe en el siguiente pseudocódigo: 

ENTRADA Estimado inicial x0, función x	 	g x , número máximo de 

iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x 

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 Si Módulo[ i 1 /	4	] = 0 

x x
x x

x 2x x
 

 Si no:	

x g x  

Paso 2  Hacer: 

  Error |x x | 

 

Paso 3  Si  Error < ε   

  Imprimir[ La solución es xi 1 ] 

  Detener; 

El algoritmo es muy parecido al del método de punto fijo. Sólo que en este caso 

usamos el operador módulo para obtener el residuo de i 1 /4. Si el residuo es 

cero, significa que i 1  es múltiplo de 4 y debemos utilizar la ecuación del 

acelerador de Aitken. 
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3.1.3. Método de Newton-Raphson. 

De los métodos de aproximaciones sucesivas, el de Newton-Raphson es de los que 

presentan las mejores características de eficiencia, pues casi siempre converge a 

la solución y lo hace en pocas iteraciones [8]. 

Al igual que los anteriores, este método comienza con un estimado inicial x0, y se 

aproxima a la raíz luego de la aplicación de una fórmula recurrente. 

Para encontrar xi 1, se determina la derivada de la función en el punto xi. La 

derivada proporciona la pendiente de la recta tangente en ese punto. Así que el 

nuevo valor xi 1 se encontrará en la intersección de esa tangente con el eje de las 

abscisas. En la figura 3.1 se ilustra este procedimiento. 

 
Figura 3.1. Interpretación gráfica del método de Newton-Raphson. 

Supongamos que queremos aproximar la solución a f x 0 con un estimado inicial 

xi. Este estimado puede estar muy lejos de la raíz, así que necesitamos encontrar 

una mejor aproximación. Esto lo hacemos con la ecuación de la recta tangente a la 

función f x  en el punto xi: 

′  (3-14) 
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En la figura 3.1 podemos ver que la línea tangente cruza el eje x mucho más cerca 

de la solución que xi. El punto donde la tangente cruza lo llamaremos xi 1, y 

usaremos este punto para calcular nuestra nueva aproximación a la raíz. 

El punto xi 1 es fácil de determinar. Ya conocemos sus coordenadas, que son 

(xi 1,0), y también sabemos que forma parte de la recta tangente. Así que podemos 

sustituirlo en la ecuación (3-14) para obtener: 

0 ′  (3-15) 

′
 

(3-16) 

Despejando xi 1 nos queda: 

′
 (3-17) 

 

El método de Newton-Raphson consiste en aplicar la ecuación (3-17) de manera 

repetida hasta lograr la convergencia. El algoritmo en pseudocódigo se muestra a 

continuación: 

ENTRADA Estimado inicial x0, número máximo de iteraciones imax, 

error ε 

SALIDA Solución aproximada x 

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax  

′
 

Paso 2  Hacer: 

  Error |x x | 

 

Paso 3  Si  Error < ε 

  Imprimir[ La solución es xi 1 ] 

  Detener; 
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3.1.4. Método de la secante. 

El método de Newton-Raphson es una técnica muy efectiva para la resolución de 

ecuaciones algebraicas no lineales. Sin embargo, un problema potencial de éste 

puede ser la evaluación de la derivada. El método de la secante modifica 

ligeramente el método de Newton-Raphson aproximando la derivada por diferencias 

divididas hacia atrás. 

′ ≅  (3-18) 

Sustituyendo la ecuación (3-18) en (3-17): 

 (3-19) 

La ecuación (3-19) es la fórmula del método de la secante. Como puede verse, 

requiere de dos estimados iniciales. La interpretación gráfica de este método se 

presenta en la figura 3.2. 

 
Figura 3.2. Interpretación gráfica del método de la secante. 
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El pseudocódigo para este método es el siguiente: 

ENTRADA Estimados iniciales x0 y x1, número máximo de iteraciones 

imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x 

Paso 1 Desde i	 1, 2, …,	 imax  

x x
f x x x
f x f x

 

Paso 2  Hacer: 

  Error |x x | 

 

Paso 3  Si  Error < ε 

  Imprimir[ La solución es xi 1 ] 

  Detener; 

 

3.1.5. Método de Wegstein. [19] 

Definimos: 

 (3-18) 

  

Como se vio en el método de punto fijo, si x es raíz, g x 	 	x, ya que f x 	 	0. 

El método de Wegstein es similar al de la secante. Se inicia con dos estimados x0 y 

x1, éste último se obtiene del método de punto fijo. Enseguida se traza la recta 

secante que pasa por los puntos xi‐1,	 g xi‐1  y xi,	 g xi . Después se debe 

localizar el punto de intersección de la secante con la recta de 45° que pasa por el 

origen, es decir, la recta y	 	x. Este punto de intersección es xi 1,xi 1 . 

El procedimiento se ilustra en la figura 3.3. 
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Figura 3.3. Representación gráfica del método de Wegstein. 

Como tenemos tres puntos por los que pasa la recta secante, podemos expresar su 

pendiente de distintas formas. 

 (3-19) 

 (3-20) 

  (3-21) 

Resolviendo (3-21) para xi 1: 

1
∗

1
1
∗  (3-22) 

Sea: 

1
 (3-23) 
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1 1
1

 (3-24) 

1
1

1
1
 (3-25) 

1
1
1
  (3-26) 

Entonces: 

1
1
1
 (3-27) 

Sustituyendo (3-27) en (3-22) llegamos a la ecuación de iteración para el método de 

Wegstein: 

∗ 1 ∗  (3-28) 

 

Donde q está dada por la ec. (3-23) q	 	W/ W‐1 ; y W por: 

 (3-29) 

El pseudocódigo es el siguiente: 

ENTRADA Estimados iniciales x0 y x1, número máximo de iteraciones 

imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x 

Paso 1 Desde i	 1, 2, …,	 imax  

 Hacer: 

W
g x g x

x x
 

Paso 2 
q

W
W 1

 

Paso 3 x x ∗ q 1 q ∗ g x  

Paso 4 Error |x x | 

Paso 5  Si  Error < ε 

  Imprimir[ La solución es xi 1 ]; Detener; 
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3.2. Problema de métodos abiertos: La ecuación de Van der 
Waals 
Los métodos anteriormente estudiados los aplicaremos a la solución del siguiente 
problema del libro Álgebra superior [5], escrito por profesores de la Facultad de 
Química. 

Problema. 

La ecuación de estado de Van der Waals es: 

 (3-30) 

Donde P es la presión, V el volumen molar, T la temperatura, R la constante 
universal de los gases, y las constantes a y b están dadas por: 

9
8

 3
 

 

Donde Pc y Tc son presión crítica y temperatura crítica, respectivamente. 

Calcule el volumen molar del metanol a 97°C y presión de 1 atmósfera. Utilice el 
volumen ideal como estimado inicial y ε = 10-6. 

3.2.1. Solución por el método del punto fijo. 

Antes de comenzar, es necesario reescribir la ecuación de Van der Waals como una 
función del volumen molar, quedando de la siguiente forma: 

 

A continuación se muestra el programa que se usó para solucionar este problema: 

 
Programa 3.1. Solución del problema mediante el método de punto fijo (Parte 1 de 2) 
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Programa 3.1. Solución del problema mediante el método de punto fijo (Parte 2 de 2) 

Los resultados que se obtienen al correr el programa son los siguientes: 

 

El método converge en la iteración 13, dando un valor de 0.253817 L/mol. 
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3.2.2. Solución por el método de Aitken. 

El programa 3.1 se modifica para que aplique la fórmula del acelerador de Aitken 

cuando (i+1) sea múltiplo de 4. 

 
Programa 3.2. Solución del problema mediante el método de Aitken. 
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Los resultados que se obtienen al correr este otro programa son los siguientes: 

 

El método de Aitken converge al valor de 0.253818, pero lo hace en menos 

iteraciones. Se puede ver que el acelerador fue aplicado en la iteración 3 y 7. 

3.2.3. Solución por el método de Newton-Raphson. 

Para poder aplicar el método de Newton-Raphson es necesario dejar la función f V  

igualada a cero. Partimos de la ecuación (3-30) y multiplicamos por V‐b V2: 

 (3-31) 

 

O bien 

 (3-32) 

 

Reordenando: 

0 (3-33) 

 

La ecuación (3-33) se usó en el programa 3.3 para resolver el problema por el 

método de Newton-Raphson. 
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Programa 3.3. Solución del problema por el método de Newton-Raphson. 

Y los resultados que arroja este programa son los siguientes: 
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El método de Newton-Raphson converge en menos iteraciones, aunque a un valor 

de 29.713 L/mol. El porqué de este cambio se explicará en la sección 3.3. 

3.2.4. Solución por el método de la secante. 

En el programa 3.3 se modifica para aplicar el método de la secante. Se debe 

sustituir la fórmula de Newton-Raphson por la ecuación (3-19) y añadir otro 

estimado inicial, que es el obtenido del método del punto fijo. 

 
Programa 3.4. Solución del problema mediante el método de la secante. 
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Los resultados al aplicar el método de la secante se muestran a continuación: 

 

3.2.5. Solución por el método de Wegstein. 

Para el método de Wegstein modificamos el programa 3.4 apegándonos al 

pseudocódigo de la sección 3.1.5. Dentro del ciclo definimos las variables W y q. El 

programa es el siguiente: 

 
Programa 3.5. Solución del problema por el método de Wegstein. (Parte 1 de 2). 
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Programa 3.5. Solución del problema mediante el método de Wegstein. (Parte 2 de 2). 

A continuación se muestran los resultados de este programa: 

 

 

3.3. Comparación de los métodos abiertos. 

Como se mencionó al inicio de este capítulo, para aplicar los métodos abiertos no 

es necesario conocer un intervalo en el cual se encuentre la raíz. Esto es útil en el 

caso del problema que se resolvió, pues al ser una ecuación cúbica existen 3 raíces 

y no se tiene una idea muy clara de dónde puedan localizarse. 
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Asimismo, se vio que el método de punto fijo y el de Aitken convergieron a una 

solución de 0.253818, mientras que el resto lo hicieron a 29.713 L/mol. Esto se debe 

a que estos otros métodos son más sensibles al estimado inicial, que en este caso 

fue el volumen ideal. 

El significado físico de las raíces es explicable desde el punto de vista 

termodinámico. De acuerdo con J.M Smith, H.C. Van Ness y M.M. Abbott [9], 

cuando el sistema se encuentra por debajo del punto crítico, encontramos 3 raíces, 

pero sólo la mayor (29.713 L/mol) y la menor (0.253818 L/mol) tienen sentido. La 

primera de ellas es el volumen del vapor, mientras que la menor es el volumen del 

líquido. No obstante, la raíz mayor no es posible obtenerla con los primeros dos 

métodos 

La tabla 3.1 muestra una comparación entre el método de punto fijo y el de Aitken. 

i Punto fijo Aitken 

0 30.3708 30.3708 

1 0.223225 0.223225 

2 0.240945 0.240945 

3 0.248241 0.253347 

4 0.251372 0.253347 

5 0.252739 0.25361 

6 0.253341 0.253726 

7 0.253607 0.253818 

8 0.253725 0.253818 

9 0.253777 - 

10 0.2538 - 

11 0.25381 - 

12 0.253815 - 

13 0.253817 - 

Tabla 3.1. Comparación entre el método de punto fijo y el método de Aitken. En verde se indica 
que el valor fue obtenido con la ecuación del acelerador de Aitken. 
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Al método de punto fijo le toma 13 iteraciones llegar a la raíz buscada, mientras que 

el método de Aitken acelera la convergencia y lo consigue en sólo 8. No obstante, 

los otros métodos muestran mejores características de eficiencia, pues son capaces 

de calcular más raíces si se cambia el estimado inicial y lo hacen en menos 

iteraciones. 

La tabla 3.2 muestra una comparación de los métodos usados para resolver el 

problema. 

Método Iteraciones requeridas 

Punto fijo 13 

Aitken 8 

Newton-Raphson 3 

Secante 7 

Wegstein 7 

Tabla 3.2. Comparación entre los métodos de Newton-Raphson, de la secante y de Wegstein. 

Los tres últimos métodos convergen en menos iteraciones que los que se analizaron 

anteriormente, siendo el de Newton-Raphson el que lo hace más eficientemente, 

pues localiza la raíz apenas en la tercera iteración. 

El lenguaje de programación Wolfram, que utiliza Mathematica, permite el cálculo 

de la derivada con sólo proporcionar la función que se quiere derivar. Sin embargo, 

no en todos los lenguajes se tiene la facilidad de hacer esto. Si la derivada es 

complicada y nos encontramos programando en un lenguaje sin las capacidades 

para el cálculo numérico que tiene Wolfram, podemos optar por cualquiera de los 

otros métodos, ya sea el de la secante o el método de Wegstein. Estos últimos nos 

evitan el cálculo de la derivada. Por otro lado, si la derivada no representa ninguna 

dificultad o el lenguaje nos permite determinarla, Newton-Raphson puede ser lo más 

apropiado. 

 



Capítulo 3. Ecuaciones algebraicas no lineales. 
 

47 
 

3.4. Métodos cerrados. 

Los métodos numéricos cerrados se basan en el teorema del valor intermedio, o 

específicamente en el teorema de Bolzano. Sea f es una función continua definida 

en el intervalo a,	b , con f a  y f b  de signo opuesto. Entonces existe al menos un 

número p en a,	b  con f p 	 	0.	[3] 

Este tipo de métodos requieren dos valores iniciales de x. El resultado de evaluar la 

función en dichos valores, debe dar signo contrario. De esta manera se garantiza 

que hay al menos una raíz en ese intervalo. Para localizar la raíz, es necesario 

dividir el intervalo en un subintervalo más pequeño. El proceso se repite y la 

aproximación a la raíz mejora a medida que los subintervalos se hacen más 

pequeños. 

3.4.1. Método de la bisección. 

Empezamos con los valores iniciales del intervalo xI,	 xD , y definimos el punto 

medio entre ellos como xM. Este método divide el intervalo a la mitad, es decir: 

2
 (3-34) 

 
Figura 3.4. Representación gráfica del método de la bisección 
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Una vez aplicada la ecuación (3-35), existen tres posibilidades [1]: 

1. Si f xI *f xD 	 	0, entonces la raíz se encuentra en el subintervalo izquierdo. 

Por lo tanto, hacemos xD	 	xM.  

2. Si f xI *f xD 	 	0, entonces la raíz se encuentra en el subintervalo derecho. 

Por lo tanto, hacemos xI	 	xM. 

3. Si f xI *f xD 	 	0, la raíz es xM y se termina el cálculo. 

Nota: También se puede añadir 
| |

 < ε	como criterio para terminar el proceso. 

El funcionamiento de este método se detalla en el pseudocódigo siguiente: 

ENTRADA Extremos del intervalo xI y xD, número máximo de 

iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada xM 

Paso 1 Desde i	 0, 1, …,	 imax  

 Hacer: 

2
 

Paso 2  Si f xM 	 	0		o		|	 xD ‐ xI 	/	2	|	 	ε	

 Imprimir (xM)   

 Detener; 

Paso 3  Si f xI *f xM 	 	0

	 	 xI 	xM ;

 Si no 

  xD 	xM

 

3.4.2. Método de la posición falsa. 

Este método, también conocido como regula falsi, funciona de manera similar al de 

la bisección. Sólo que en lugar de dividir el intervalo a la mitad, se hace una mejor 
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aproximación uniendo los puntos xI,	f xI  y xD,	f xD  con una línea recta. El punto 

donde esta línea se intersecta con el eje de las abscisas será el valor de xM. 

Para calcular la intersección con el eje x, se utilizan triángulos semejantes 

 (3-35) 

Despejando xM se llega a: 

 (3-36) 

La figura 3.5 es la representación gráfica de este método. 

 

Figura 3.5. Representación gráfica del método de la posición falsa. En gris se indican los 
triángulos semejantes en los que se basa el método. 

 

El pseudocódigo del método de la posición falsa es casi igual al de la bisección. 

Sólo se sustituye la ecuación (3-34) por la (3-36) y se cambia el criterio para 

terminar. 
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ENTRADA Extremos del intervalo xI y xD, número máximo de 

iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada xM 

Paso 1 Desde i	 0, 1, …,	 imax  

 Hacer: 

x x
f x x x
f x f x

 

Paso 2  Si f xM 	 	ε

 Imprimir (xM)   

 Detener; 

Paso 3  Si f xI *f xM 	 	0

	 	 xI 	xM ;

 Si no 

  xD 	xM

 

3.5. Problema de métodos cerrados: Cálculo del factor de 
fricción 
Para aplicar estos dos métodos, se volvió a elegir un problema del libro Álgebra 

Superior [5], de los profesores del Departamento de Matemáticas de la Facultad de 

Química. 

Problema. 

La ecuación de Colebrook puede escribirse como: 

1
2	log

/
3.7

2.51
0 (3-37) 

Usando esta ecuación, calcule el factor de fricción en una tubería de hierro 

galvanizado a partir de la siguiente información: 

Rugosidad absoluta k = 7.62 x 10-6 m 

Diámetro de tubería D = 0.0508 m 

Número de Reynolds 2 200 507 
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3.5.1. Primera parte de la solución. 

Definimos nuestra función: 

1
2	log

/
3.7

2.51

	
 

Antes de comenzar a aplicar los métodos cerrados, es conveniente desarrollar un 

programa que localice el intervalo donde la función cambia de signo. 

 
Programa 3.6. Programa que localiza el intervalo en el que la función cambia de signo. 
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3.5.2. Solución por el método de la bisección. 
Si al programa 3.6 le agregamos las siguientes líneas de código, el problema 

quedará resuelto por el método de la bisección. 

 
Programa 3.7. Método de la bisección. (Utilizar en conjunto con el programa 3.6). 

Los resultados obtenidos con este método se muestran a continuación: 

 
(Continúa) 
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Este método convergió en la iteración 15 al valor de 0.0261131. 

3.5.3. Solución por el método de la posición falsa. 
De manera similar, le agregamos las siguientes líneas de código al programa 3.6 y 

el problema estará resuelto por el método de la posición falsa. 

 
Programa 3.8. Método de la posición falsa. (Utilizar en conjunto con el programa 3.6). 
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Los resultados obtenidos con este método son los siguientes: 

 

Este método convergió al valor de 0.026113 en la iteración 7. 

3.6. Comparación de los métodos cerrados. 

Los métodos numéricos cerrados son una buena opción cuando tenemos una idea 

de dónde puede estar la raíz. En esta ocasión se resolvió el problema del factor de 

fricción. Como sabemos que f es un número adimensional que sólo puede estar 

entre 0 y 1, comenzamos a buscar el intervalo evaluando la función en un número 

ligeramente mayor a 0, que fue 0.001 (véase programa 3.6).  Este tipo de problemas 

son muy apropiados para resolverse con métodos cerrados. 

Tanto el método de la bisección como el de la posición falsa funcionan de manera 

muy parecida. Sin embargo, este último es el que muestra la mayor eficiencia, ya 

que logra converger en menos iteraciones. Esto sucede porque el método de la 

bisección no toma en cuenta la magnitud de f xI  y de f xD  para determinar el xM. 

Simplemente divide el intervalo a la mitad en cada iteración, mientras que el de la 

regula falsi traza una línea recta, generando una “posición falsa” de la raíz en la 

intersección con el eje de las abscisas. 
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La tabla 3.3 muestra una comparación de ambos métodos. 

i Bisección Regula falsi 

0 0.026 0.026834 

1 0.0285 0.0262206 

2 0.02725 0.0261291 

3 0.026625 0.0261154 

4 0.0263125 0.0261134 

5 0.0261563 0.0261131 

6 0.0260781 0.026113 

7 0.0261172 0.026113 

8 0.0260977 -- 

9 0.0261074 -- 

10 0.0261123 -- 

11 0.0261147 -- 

12 0.0261135 -- 

13 0.0261129 -- 

14 0.0261132 -- 

15 0.0261131 -- 

Tabla 3.3. Comparación entre el método de la bisección y el de la posición falsa. 

Con ambos métodos se llegó al mismo valor, aunque el de la posición falsa fue más 

eficiente. Según el autor Chapra [1], hay casos especiales en los que puede suceder 

lo contrario. Por eso es recomendable evaluar la función en el valor calculado y 

verificar que el resultado sea cercano a cero. En este caso: 

0.026113 2.13099	 	10  

La función arroja un valor muy cercano a cero, por lo cual es aceptable la solución. 

Esto último se incluyó como criterio de paro en el método de la posición falsa para 

asegurar que el resultado fuera correcto. 
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Capítulo 4. Sistemas de ecuaciones algebraicas 

lineales. 

El álgebra de matrices, también conocida como álgebra lineal, es una rama de las 

matemáticas ampliamente aplicada en la solución de problemas de ingeniería. En 

muchas ocasiones, los problemas de ingeniería química tienen que ser modelados 

como un sistema de ecuaciones algebraicas lineales. 

Considérese el siguiente sistema de n ecuaciones con n incógnitas x1,	x2,	…,	xn. 

⋯  

⋯
… 
⋯

 

De los subíndices en los coeficientes de este sistema, aij, la i corresponde a la 

ecuación en la que está el coeficiente, y la j corresponde a la incógnita por la que 

está multiplicado. Esto puede ser expresado en forma simple como: 

 (4-1) 

Para resolver este sistema usando el álgebra lineal, primero se escribe la matriz 

aumentada, la cual es un arreglo rectangular de todos los coeficientes expresado 

de la siguiente forma: 

…
…

… … … … …
…

 (4-2) 

 

A la diagonal que contiene los elementos a11,	a22,	a33,	…,	ann, se le llama diagonal 

principal de la matriz. Los métodos que se estudiarán en este capítulo requieren que 

no haya ceros en dicha diagonal, por lo que se pueden intercambiar las filas si así 

se requiere. 
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4.1. Eliminación gaussiana. 

Este método consta de dos pasos fundamentales. 

a) La eliminación hacia adelante de incógnitas. 

b) La sustitución hacia atrás. 

La eliminación hacia adelante consiste en ir eliminando incógnitas hasta conseguir 

una matriz triangular superior, que es aquel sistema que sólo tiene ceros debajo de 

la diagonal principal. 

Considérese la siguiente matriz: 

 (4-2) 

Con el fin de eliminar la incógnita x1 de la segunda fila, se multiplica la primera fila 

por a21/a11 y este resultado se le resta a esa misma fila. El proceso se repite para 

eliminar x1 de la tercera fila (ahora multiplicando por a31/a11) dando como resultado 

lo siguiente: 

0 ′ ′ ′
0 ′ ′ ′

 (4-3) 

El superíndice prima, indica que los coeficientes ya fueron modificados una vez. Lo 

siguiente será eliminar la incógnita x2 del tercer renglón. Esto se logra multiplicando 

la primera fila por a’32/a12 y restando el resultado a la tercera. El resultado sería el 

siguiente: 

0 ′ ′ ′
0 0 ′′ ′′

 (4-4) 

La matriz (4-4) ya es una matriz triangular superior, pues sólo tiene ceros debajo de 

la diagonal principal. Ahora es posible aplicar la sustitución hacia atrás para terminar 

de resolver el sistema. 

De la última fila, se despeja x3: 
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 (4-5) 

Enseguida se sustituye x3 en la segunda fila y se despeja x2 para dar: 

 (4-6) 

Al sustituir el resultado de (4-6) en la primera fila despejar x1 obtenemos: 

 (4-7) 

En general, este procedimiento se puede representar mediante la fórmula: 

/  (4-8) 

Para i	 	 n‐1 ,	 n‐2 ,	…,	1. 

El pseudocódigo es el siguiente: 

ENTRADA Matriz aumentada 

SALIDA Soluciones x1, x2, ..., xn 

Paso 1 Desde k 	1,	 n ‐ 1  

Paso 2  Desde i	 	 k 1 ,	n 

  factor	 	ai,k	/	ak,k

Paso 3   Desde j	 	 k 1 ,	n 

   ai,j 	ai,j	– factor	*	ak,j	

  Fin Desde (3) 

  bi	 	bi	–	factor	*	bk	

 Fin Desde (2) 

Fin Desde (1) 

Paso 4 xn	 	bn	/	an,n	

Paso 5 Desde i	 	 n	– 1 ,	1,	‐1 

  sum	 	bi

  Desde j	 	 i	 	1 ,	n 
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  sum	 	sum	 ‐ ai,j	*	xj

 Fin Desde (5) 

 xi	 	sum	/	ai,i

Fin Desde (4) 

 

4.2. Método de Gauss-Jordan. 

Este método es muy parecido al de eliminación gaussiana. La diferencia está en 

que en el método de Gauss-Jordan se busca obtener una matriz identidad. 

Considérese nuevamente la matriz diagonal superior (4-4) obtenida mediante 

eliminación gaussiana. Para convertirla en una matriz identidad podemos dividir el 

tercer renglón entre a’’33. Enseguida eliminamos x3 del renglón 1 restándole el 

renglón 3 multiplicado por a13.  

0
0 ′ ′ ′

0 0 1
′′
′′

 (4-9) 

El proceso continúa hasta que se logra obtener la matriz identidad. 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (4-10) 

 

Es posible que haya problemas si algún elemento de la diagonal principal es cero. 

En este capítulo se escribió un programa que consta de tres subrutinas para el 

método de Gauss-Jordan y eliminación gaussiana. La primera de ellas intercambia 

filas si uno de los elementos pivote es cero, la segunda resta filas y la tercera 

normaliza. 

El programa se muestra en la siguiente página. 
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Programa 4.1. Subrutinas para el método de Gauss-Jordan y eliminación gaussiana. La 
primera intercambia filas, la segunda resta filas y la tercera normaliza. 

En la siguiente sección se utilizará el programa 4.1 en conjunto con otros para 

resolver problemas comunes. 
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4.3. Problemas de sistemas de ecuaciones algebraicas 

lineales. 

4.3.1. Balances de materia en estado estacionario. 

Uno de los principios científicos más importantes en la ingeniería química es la ley 

de la conservación de la materia. Para mostrar una aplicación de los métodos 

estudiados en esta sección, se eligió el problema 2.4 del libro Resolución de 

problemas en Ingeniería Química y Bioquímica con PolyMath, Excel y MatLab, de 

Cutlip y Shacham [11].  

Problema. 
Una mezcla de xileno, estireno, tolueno y benceno se separa con un sistema de 

columnas de destilación según la disposición de la figura 4.1. 

 
Figura 4.1. Secuencia de separación 

Calcule las velocidades de flujo molar de D1, D2, B1 y B2. 
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4.3.1.1. Solución por eliminación gaussiana. 

Los balances de materia para cada especie son: 

Xileno 0.07 0.18 0.15 0.24 0.15 70  

Estireno 0.04 0.24 0.10 0.65 0.25 70  

Tolueno 0.54 0.42 0.54 0.10 0.40 70  

Benceno 0.35 0.16 0.21 0.01 0.20 70  

El programa 4.2 resuelve un sistema por eliminación gaussiana. Es importante 

usarlo en conjunto con el programa 4.1 que se escribió en la sección anterior, de lo 

contrario no funcionará. 

 
Programa 4.2. Solución del problema por eliminación gaussiana. Usar junto con el programa 

4.1. (Parte 1 de 2). 
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Programa 4.2. Solución del problema por eliminación gaussiana. Usar junto con el programa 

4.1. (Parte 2 de 2). 
 

Y los resultados en pantalla son los siguientes: 

 

26.25	 /  17.5 /  

8.75	 /  17.5 /  

 

El programa muestra la matriz desde el principio hasta convertir nuestro sistema de 

ecuaciones en una matriz diagonal superior. Después aplica la sustitución hacia 

atrás y calcula el valor de cada incógnita. 
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4.3.1.2. Solución por el método de Gauss-Jordan. 

Para resolver el problema por Gauss-Jordan, se modificó el programa 4.2 para 

convertir en ceros los elementos por arriba de la diagonal, así como normalizar 

dividiendo entre los elementos pivote. 

 
Programa 4.3. Solución del problema por el método de Gauss-Jordan. Es necesario utilizarlo 

en conjunto con el programa 4.1. 
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Estos son los resultados de correr el programa 4.3: 

 

4.3.2. Balanceo de ecuaciones químicas. 

Otra aplicación típica de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales es el 

balanceo de ecuaciones químicas [5]. Consideremos la siguiente reacción: 

→  

Para balancearla es necesario encontrar el valor de los coeficientes 

estequiométricos. 

4.3.2.1. Solución por el método de Gauss-Jordan. 

Realizamos el balance atómico: 

 HCl KMnO4 Cl2 KCl MnCl2 H2O  
H x1     -2x6 = 0 
Cl x1  -2x3 -x4 -2x5  = 0
K  x2  -x4 -x5  = 0
Mn  x2     = 0
O  4x2    - x6 = 0

Tabla 4.1. Balance atómico. 
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La matriz aumentada para este sistema es: 

1 0 0 0 0 2 0
1 0 2 1 2 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
0 4 0 0 0 1 0

 

Una de las grandes ventajas de programar es que el código que se escribe puede 

ser reutilizado para resolver cualquier problema. Esta vez, volveremos a usar el 

programa 4.3 para balancear esta ecuación. Sólo es necesario borrar la matriz del 

problema anterior, que se encuentra en la última línea, y sustituirla por la de este 

otro. La modificación quedaría así: 

 

Y los resultados de correr el mismo programa 4.3, pero con los datos de este 

problema, son los siguientes: 

 

(Continúa) 
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La última matriz ya es el resultado luego de aplicar el método de Gauss-Jordan. En 

este caso tenemos un grado de libertad. Entonces: 

2  1
4

 

1
4

 
1
4

 

5
8

 
 

Asignamos a x6 el valor de 8 para tener sólo números enteros. 

16 2 → 5 2 2 8  

 

De este modo la reacción queda balanceada. 
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Capítulo 5. Sistemas de ecuaciones algebraicas no 

lineales. 

En el capítulo anterior se presentaron métodos para resolver sistemas de 

ecuaciones algebraicas lineales, los cuales son útiles en balances de materia, en el 

balanceo de ecuaciones químicas, entre muchas otras aplicaciones. 

Hay ocasiones en que los problemas conducen a sistemas de ecuaciones no 

lineales, en los cuales no es posible aplicar eliminación gaussiana ni Gauss-Jordan. 

Los métodos que se analizarán en este capítulo nos permitirán aproximar la solución 

de dichos sistemas utilizando técnicas similares a las estudiadas en la sección 3.1. 

5.1. Método de Newton-Raphson multivariable. 

El método de Newton-Raphson puede generalizarse a un caso de múltiples 

variables para resolver n ecuaciones algebraicas. 

, . . , 0  

… (5-1) 

, . . , 0  

 

, . . ,  (5-2) 

Donde x es un vector de n dimensiones. El sistema (5-1) puede representarse en 

forma en forma vectorial como: 

0 (5-3) 

Asimismo, el jacobiano de la función (5-3) es: 

…
… … …

…

 (5-4) 
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Para obtener la fórmula de Newton-Raphson considérese la serie de Taylor: 

 (5-5) 

1,… ,   

Ignoramos los términos de δx2 y superiores, y tomamos fi x 	δx  como cero (este 

término es la intersección de la tangente) y obtenemos: 

 (5-6) 

1,… ,   

 

Resolviendo el sistema lineal para δx2 queda: 

 (5-8) 

La raíz se puede encontrar a partir de cualquier punto de inicio como: 

 (5-9) 

Si las ecuaciones son no lineales, este resultado es sólo una aproximación de la 

raíz, el cual se puede mejorar iterativamente: 

 (5-10) 

La ecuación (5-10) es la ecuación del método de Newton-Raphson multivariable. 

Los valores están dados como vectores. 

Caso de dos variables. 

Para este caso, podemos simplificar tomando el primer elemento del vector solución 

como h y el segundo solución como j. Así, podemos cambiar la notación como: 

 (5-11) 

 (5-12) 

  

El pseudocódigo para este caso se muestra a continuación: 
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ENTRADA Estimados iniciales x0, y0 funciones F1 x,	y 	 	0	y		

F2 x,	y 	 	0, número máximo de iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x,	y. 

Paso 1 Hacer: 

   J 	 	

	 DF1x 	Der F1,	x ,		 DF1y 	Der F1,	y ;	

	 DF2x 	Der F2,	x ,		 DF2y 	Der F2,	y ;	

 

Paso 2  V	 	 F1;

	 	 F2		  

Paso 3 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 Sol Solve J, V  

Paso 4 	 Hacer:

	 	 h	 	Sol 1 ;	 j	 	Sol 2

Paso 5 	 	 xi 1 	xi 	h

	 	 yi 1 	yi 	j

Paso 6 Dist x x y y 	

Paso 7  Si  Dist 	ε 

  Imprimir[ La solución es xi 1,	yi 1 ] 

  Detener; 

 

5.2. Método de Broyden. 

En la sección 3.1.4 se analizó el método de la secante, el cual cambia la derivada 

en el método de Newton Raphson por una aproximación mediante diferencias 

divididas. El método de Broyden es una generalización del de la secante para 

sistemas de varias variables. 

Partimos de la ecuación vectorial: 

 (5-13) 



Capítulo 5. Sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales. 
 

71 
 

Donde: 

 (5-14) 

Sustituyendo (5-14) en (5-13): 

 (5-15) 

El método de Broyden consiste en sustituir el inverso del jacobiano de la ecuación 

(5-15) por una matriz (Ak)-1 que está dada por: 

 (5-16) 

 

La ecuación 5-16 es la fórmula del método de Broyden. El primer valor de (Ak-1)-1 es 

el jacobiano calculado con los valores iniciales. El primer valor de Δx y Δf se 

determina como el estimado inicial más el valor de h y j calculado con Newton-

Raphson multivariable. 

Los valores obtenidos de (Ak)-1 se deben sustituir en la ecuación (5-15) para obtener 

el nuevo vector solución. El proceso iterativo continúa hasta alcanzar la 

convergencia. 

A continuación se muestra el pseudocódigo para este método: 

ENTRADA Estimados iniciales x0, y0 funciones F1 x,	y 	 	0	y		

F2 x,	y 	 	0, número máximo de iteraciones imax, error ε 

SALIDA Solución aproximada x,	y. 

Paso 1 Hacer:		 i	 	0 

   J 	 	

	 DF1x 	Der F1,	xi ,		 DF1y 	Der F1,	yi ;	

	 DF2x 	Der F2,	xi ,		 DF2y 	Der F2,	yi ;	

 

Paso 2  V	 	 F1 xi,	yi ;

	 	 F2	 xi,	yi  

Paso 3 Hacer:		
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	 Ai 	inverse J  

Paso 4 	 Sol Solve J, V  

Paso 5 	 h	 	Sol 1 ;	 j	 	Sol 2

Paso 6 	 xi 1 	xi 	h; yi 1 	yi 	j;

Paso 7 	 Xi 	 xi; Xi 1 	 xi 1;

	 	 yi yi 1

Paso 8 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 Δ  

	 Δ Transponer Δ  

Paso 9 
	 Δf

F1 xi 1, yi 1

F2 xi 1, yi 1

F1 xi, yi
F2 xi, yi

 

Paso 10 
A A

ΔX A ∗ Δf ΔXT A
ΔXT A Δf

	

Paso 11 
	 X X Ai 1 ∗

F1 xi 1, yi 1

F2 xi 1, yi 1
 

Paso 12 	 X 1 		//	Extraer	elemento	1	

Paso 13 	 X 2 		//	Extraer	elemento	2	

Paso 14  Dist x x y y 	

Paso 15  Si  Dist	 	ε 

  Imprimir[ La solución es xi 2,	yi 2 ] 

  Detener; 

 

5.3. Problema de sistemas de ecuaciones algebraicas no 

lineales. Equilibrio químico. [13] 

Considere las siguientes reacciones simultáneas con constantes de equilibrio        

K1 	2.667	y	K2 	3.200: 

⇄ C D 

⇄ 2E 
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La concentración inicial es A 	 	 2	 mol/L y B 	 	 1	 mol/L. Calcule las 

concentraciones de cada especie al equilibrio. 

5.3.1. Solución por el método de Newton-Raphson multivariable. 

Primero se realizan los balances molares 

⇄ C D 

2‐x 		1‐x x 	 	 x

⇄ 2E 

2‐x‐y 		x‐y 		2y

 

2   

1   

  

  

2   

 

Las expresiones para la constante de equilibrio son: 

 

 

Sustituyendo datos en las ecuaciones de las constantes de equilibrio e igualando a 

cero: 

,
2

2.667 0 

,
4

2
3.200 0 

El problema a resolver es un sistema de dos ecuaciones no lineales con dos 

incógnitas. Para calcular el valor de x y de y se escribió el programa 5.1, que se 

encuentra en la siguiente página: 
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Programa 5.1. Solución mediante el método de Newton-Raphson 
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Los resultados en pantalla después de correr el programa se muestran a 

continuación: 

 

x	 	0.834164	 	 y	 	0.45982	

Una vez conocidos x y y, se sustituyen en las ecuaciones de balances molares. Las 

concentraciones calculadas al equilibrio son: 

0.706016 /  

0.165836 /  

0.374344 /  

0.834164 /  

0.91964 /  

3 /   

Tabla 5.1. Concentraciones al equilibrio con el método de Newton-Raphson multivariable. 

El total es 3 mol/L, con lo cual se comprueba que el resultado es correcto, pues son 

los mismos moles totales que había inicialmente y no se viola la ley de la 

conservación de la materia. 

5.3.2. Solución por el método de Broyden. 

El programa 5.2 se escribió para solucionar el problema por el método de Broyden. 

 
Programa 5.2. Solución mediante el método de Broyden. (Parte 1 de 2). 
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Programa 5.2. Solución mediante el método de Broyden. (Parte 2 de 3). 
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Programa 5.2. Solución mediante el método de Broyden. (Parte 3 de 3). 

Los resultados después de correr el programa 5.2 son: 

 

(Continúa) 
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x	 	0.834163	 	 y	 	0.45982	

	

Y al sustituirlos en las ecuaciones de balance molar, se obtiene lo siguiente: 

 

0.706017 /  

0.165837 /  

0.374343 /  

0.834163 /  

0.91964 /  

3 /   

Tabla 5.2. Concentraciones al equilibrio con el método de Broyden. 
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5.4. Comparación de los métodos utilizados. 

  Newton‐Raphson multivariable  Broyden 

i  x  y  x  y 

0  0.75  0.5  0.75  0.5 
1  0.96764  0.501933  0.906764  0.501933 
2  0.867657  0.468745  0.793804  0.464048 
3  0.841656  0.461237  0.815682  0.462134 
4  0.834554  0.4599  0.839604  0.460957 
5  0.834164  0.45982  0.833684  0.46036 
6  ‐‐  ‐‐  0.834231  0.460085 
7  ‐‐  ‐‐  0.834201  0.459928 
8  ‐‐  ‐‐  0.834164  0.459823 
9  ‐‐  ‐‐  0.834163  0.45982 

Tabla 5.3. Comparación entre el método de Newton-Raphson multivariable y el método de 
Broyden. 

La tabla 5.3 muestra una comparación entre el método de Newton-Raphson 

multivariable y el método de Broyden. Como puede verse, ambos llegan a la misma 

solución. Sin embargo, el método de Newton Raphson lo hace en menos 

iteraciones. 

El método de Broyden, además de converger en más iteraciones que el de Newton, 

utilizó más líneas de código (esto se puede ver comparando el programa 5.1 contra 

el 5.2). Por tal motivo, se podría decir que es menos eficiente. Aun así, 

recomendaría utilizarlo en caso de que no se pueda calcular el inverso del jacobiano 

del sistema, que fue la razón por la que lo desarrolló Broyden, según él mismo dice 

en uno de sus artículos [10]. 

Por otro lado, algunos sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales pueden llevar 

a distintos vectores solución, por lo que hay que tener precauciones al momento de 

seleccionar los estimados iniciales. El sistema que se resolvió en este capítulo 

también tiene raíces menores que cero. Sin embargo se descartan porque una 

concentración con signo negativo no tiene sentido. Tampoco se pueden aceptar 

valores que violen la ley de la conservación de la materia. Siempre debe tenerse en 

cuenta la naturaleza del problema, así como las restricciones físicas a las que está 

sujeto. 



Capítulo 6. Integración numérica. 
 

80 
 

Capítulo 6. Integración numérica. 

Es frecuente encontrar funciones que no se pueden integrar de manera analítica. 

En este capítulo se analizarán métodos que nos permitirán obtener una 

aproximación del área bajo la curva, aun cuando la función sea difícil de integrar 

analíticamente o sólo se tenga en forma tabular. 

6.1. Regla del trapecio. 

La primera de estas técnicas es la regla del trapecio, que pertenece a las fórmulas 

de integración de Newton-Cotes. Este tipo de fórmulas se basan en sustituir una 

función complicada o datos tabulados por un polinomio fácil del integrar, es decir: 

≅  (6-1) 

 

Con: 

⋯  (6-2) 

 

Donde n es el grado del polinomio. 

La regla del trapecio corresponde al caso donde el polinomio de la ecuación (6-2) 

es de primer grado, es decir, una línea recta. Esta línea puede ser representada 

como: 

 (6-3) 

Donde a y b son los límites inferior y superior, respectivamente. Podemos integrar 

la ecuación 6-3 analíticamente. 

 (6-4) 
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2
 (6-5) 

La interpretación gráfica de la regla del trapecio se muestra en la figura 6.1. 

 
Figura 6.1. Interpretación gráfica de la regla del trapecio. 

Como puede verse en la figura 6.1, aproximar el área bajo la curva con un segmento 

de línea recta puede conducir a errores importantes. La ecuación (6-5) se puede 

mejorar dividiendo el intervalo de integración en varios segmentos para enseguida 

aplicar el método a cada uno. Al final se suma el resultado de cada segmento y se 

obtiene un resultado más exacto de la integral en todo el intervalo. El ancho de los 

subintervalos en los que se divida estará dado por: 

 (6-6) 

Donde n es la cantidad de subintervalos. 

Si designamos a y b como x1 y xn, respectivamente, la integral completa es: 
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…  (6-7) 

Aplicando la regla del trapecio a las integrales de (6-7): 

≅
2 2

⋯
2

 (6-8) 

Agrupando términos: 

≅
2

2  (6-9)

 

La ecuación (6-9) es la regla del trapecio de aplicación múltiple y proporciona un 

resultado más exacto al aproximar el área bajo la curva mediante varios segmentos. 

En la figura 6.2 se puede ver la representación gráfica de este método. 

 
Figura 6.2. Interpretación gráfica de la regla del trapecio de aplicación múltiple. 
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El pseudocódigo para este método es el siguiente: 

ENTRADA Límites a y b, función F x , tamaño de subintervalo h 

SALIDA Área aproximada A 

Paso 1 Hacer: 

 n	 	 b a 	/	h

 Suma	 	0

Paso 2 Desde i	 	1,	2,	…,	n 

 Hacer: 

Suma Suma F a i ∗ h  

Fin Desde 

Paso 3  A h/2 ∗ F a 2 ∗ Suma F b   

Paso 4 Imprimir “La	integral	es	”,	A  

 

6.2. Regla de Simpson. 

Otra de las fórmulas de integración de Newton-Cotes es la regla de Simpson, la cual 

calcula la integral con mayor exactitud que la regla del trapecio. Este método 

consiste en unir los puntos con un polinomio de grado superior. 

En el capítulo 2 se analizaron los polinomios de interpolación. Si sustituimos un 

polinomio de Lagrange de segundo grado en la ecuación (6-1), la integral estará 

dada por: 

≅

 

 

(6-10) 

Y se puede integrar analíticamente, dando como resultado [1]: 

≅
3

4  (6-11) 

La ecuación (6-11) se conoce como la regla de Simpson 1/3. 
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Al igual que con la regla del trapecio, es posible mejorar la regla de Simpson 

dividiendo el intervalo de integración en varios segmentos del mismo tamaño. La 

integral total se puede representar como: 

…  (6-12) 

Aplicando la regla de Simpson 1/3 a cada integral: 

≅ 2
4
6

2
4
6

⋯

2
4
6

 

(6-13) 

Agrupando términos: 

≅
3

4	 2  (6-14) 

 

A la ecuación (6-14) se le conoce como la regla de Simpson 1/3 de aplicación 

múltiple. El término Δi	 	 2 significa que en cada suma, el subíndice i va 

incrementando de dos en dos. 

Con la regla de Simpson, es posible aproximar el área de manera más exacta, ya 

que en lugar de usar segmentos de línea recta  como lo hace la regla del trapecio, 

se utilizan secciones de parábolas que se aproximan a la función con tres puntos. 

Cada parábola se forma con dos subintervalos, por esta razón el intervalo total de 

integración debe dividirse en un número par de subintervalos. De lo contrario el 

método no funcionará. 

La figura 6.3 muestra una visualización de este método. 
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Figura 6.3. Interpretación gráfica de la regla de Simpson 1/3 de aplicación múltiple. 

El pseudocódigo para la regla de Simpson es el siguiente: 

ENTRADA Límites a y b, función F x , tamaño de subintervalo h;	

Con	n	%	2	 	0 

SALIDA Área aproximada A 

Paso 1 Hacer: 

 n	 	 b‐a 	/	h

Paso 2 Función: Suma1 	  

 	S1 	0

 Desde i	 	1,	3,	…,	 n‐1 ,	Δi	 	2	

  S1	 	S1	 	F a	 	i	*	h 	

Fin	Función

Paso 3 Función: Suma2 	  
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 	S2 	0

 Desde i	 	2, 4,	…,	 n‐1 ,	Δi	 	2

  S2	 	S2	 	F b	 	i	*	h 	

Fin	Función

Paso 4 Función: Simpson 	  

 Correr	Suma1 ,	Suma2 ;

 A	 h	/	3 	*	 	F a 	 	4	*	S1	 	2*	S2	 	F b 	 	

Fin	Función

Paso 5  Correr Simpson  

Paso 6 Imprimir “La	integral	es	”,	A  

 

6.3. Cuadratura de Gauss. 

Los métodos que se analizaron anteriormente, conocidos como ecuaciones de 

Newton-Cotes, permiten estimar el área bajo la curva basándose en valores 

igualmente espaciados de la función. Por ende, los puntos utilizados eran 

predeterminados o fijos. 

La cuadratura de Gauss es una técnica que elimina la restricción de usar puntos 

fijos. El objetivo es determinar los coeficientes de una ecuación de la forma: 

≅  (6-15) 

Donde los términos w son coeficientes desconocidos. Sin embargo, los argumentos 

de la función z1 y z2 no están fijos en los extremos, sino que son incógnitas. De este 

modo, se tiene una ecuación con cuatro incógnitas, por lo que se requieren cuatro 

condiciones para determinarlas. 

Para obtener las primeras dos condiciones, suponemos que la ecuación (6-15) 

calcula con exactitud la integral de una constante y de una función lineal. Las dos 

restantes se obtienen suponiendo que también ajusta la integral de una función 

parabólica y de una cúbica. 
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Las ecuaciones a resolver son entonces: 

2 (6-16) 

0 (6-17) 

2
3
 (6-18) 

0 (6-19) 

Este sistema puede resolverse para dar: 

1 
1

√3
0.5773503 

1

√3
0.5773503 

Sustituyendo las soluciones en la ecuación (6-15): 

≅
1

√3

1

√3
 (6-20) 

 

La ecuación (6-20) es la fórmula de Gauss-Legendre de dos puntos, la cual tiene 

una exactitud de tercer grado. Los límites se definen de -1 a 1 para que la fórmula 

sea lo más general posible. 

Para cambiar los límites de integración, se supone que una variable z está 

relacionada linealmente con la variable original. 

 (6-21) 

Si el límite inferior x = a corresponde a z = -1, sustituimos estos valores en la 

ecuación (6-21): 

1  (6-21) 

Lo mismo se realiza si el límite superior x	 	b corresponde a z	 	1: 

1  (6-22) 

Resolviendo simultáneamente (6-21) y (6-22) para a0 y b0: 
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2
 (6-23) 

2
 (6-24) 

Sustituyendo (6-23) y (6-24) en (6-21): 

2
 (6-25) 

Diferenciando obtenemos: 

2
 (6-26) 

Las ecuaciones (6-25) y (6-26) pueden sustituirse por x y dx en la función que se 

vaya a integrar. Dichas sustituciones transforman el intervalo de integración sin 

alterar el valor de la integral. 

Existen fórmulas de más puntos para calcular el área bajo la curva con mayor 

exactitud que la ecuación (6-20). De manera general se escriben como: 

≅ ⋯  (6-27) 

donde: n = número de puntos. 

La tabla 6.1 muestra los valores de w y de z para fórmulas de Gauss-Legendre de 

hasta cinco puntos [2]. 

Número de puntos Coeficientes wi Abscisas zi 

2 1 0.57735022692 

3 0.888888… 

0.55555… 

0.7745966692 

0 

4 0.3478548451 

0.6521451549 

0.8611363116 

0.3399810436 

5 0.2369268851 

0.4786286705 

0.568888… 

0.9061798459 

0.5384693101 

0 

Tabla 6.1. Coeficientes y abscisas para el método de cuadratura de Gauss 
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La exactitud obtenida con las fórmulas de Gauss-Legendre depende del número de 

puntos elegido. Con dos puntos, se tendrá exactitud de tercer grado; con tres, se 

tendrá exactitud de cuarto grado y así sucesivamente. 

6.4. Problemas de integración numérica. 

La integración numérica es ampliamente aplicada en diversos campos de la 

ingeniería. El modelado de reactores químicos por lo regular implica el cálculo de 

integrales que no se pueden resolver analíticamente. 

En esta sección se verán dos problemas en los cuales se pueden aplicar las 

técnicas de integración analizadas. 

6.4.1. Cálculo del volumen de reactor a partir de datos tabulares. [14] 

Ejemplo 2-3 del libro Elementos de ingeniería de las reacciones químicas, de H. 

Scott Fogler [14]. 

La reacción que describen los datos de la tabla 6.2 debe correrse en un PFR. La 

velocidad de flujo molar alimentada de A es de 0.4	mol/s. Calcule el volumen de un 

PFR que se necesita para alcanzar una conversión del 80%. 

X 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.7 0.8 

		  0.89 1.08 1.33 2.05 3.54 5.06 8.0 

Tabla 6.2. Datos procesados para el reactor PFR. 

6.4.1.1. Solución por la regla del trapecio. 

La forma diferencial del balance molar para un PFR es: 

 

Reacomodando e integrando: 

	.
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Para calcular el volumen se debe evaluar la integral numérica. El programa 6.1 

realiza este cálculo usando la regla del trapecio. 

 
Programa 6.1. Cálculo del volumen del reactor mediante la regla del trapecio. 

El resultado que aparece en pantalla después de correr el programa es el siguiente: 

 

6.4.1.2. Solución por la regla de Simpson. 

Para resolver el mismo problema mediante la regla de Simpson, se escribió el 

programa 6.2. 

 
Programa 6.2. Cálculo del volumen del reactor mediante regla de Simpson. (Parte 1 de 2). 
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Programa 6.2. Cálculo del volumen del reactor mediante regla de Simpson. (Parte 2 de 2). 

Y el resultado después de correrlo es: 

 

El cual es más cercano al valor de 2.165 dm3 que reporta el autor. 

6.4.2. Cálculo de la constante cinética. [13] 

Se tiene la siguiente reacción en fase líquida: 

2 ⇄ B 

La cual tiene una constante de equilibrio K	 	5 y concentraciones iniciales CA0 0.6 

y CB0 0.05. 
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En 30 minutos, se alcanza un 50% de conversión. ¿Cuál es el valor de la constante 

cinética de la reacción hacia adelante? 

6.4.2.1. Solución por la regla del trapecio. 

La rapidez de desaparición del reactivo A está dada por la ecuación diferencial: 

 

La constante de equilibrio puede expresarse como un cociente de las constantes 

cinéticas: 

 

Despejamos k2 y sustituimos en la ecuación de rapidez. 

1
 

Si la conversión es 50%, la concentración de B está dada por: 

0.5  

0.05 0.5 0.6  

0.35 0.5  

Sustituyendo CB y K en la ecuación de rapidez: 

1
5
0.35 0.5  

0.1 0.07  

Separando variables e integrando: 

1

0.1 0.07
 

Para calcular la constante cinética, es necesario evaluar la integral del lado derecho 

y dividir el resultado entre 30 minutos. El programa 6.2 realiza este cálculo mediante 

la regla del trapecio. 
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Programa 6.3. Cálculo de la constante cinética mediante la regla del trapecio 

Nótese que, a diferencia del problema anterior, esta vez la función no está dada en 

forma tabular. 

El resultado que da este programa es: 

 

 

6.4.2.2. Solución por la regla de Simpson. 

El programa 6.4 se escribió para resolver este mismo problema por medio de la 

regla de Simpson. 
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Programa 6.4. Cálculo de la constante cinética mediante la regla de Simpson. 
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Y el resultado que muestra este programa es: 

 

6.4.2.3. Solución por cuadratura de Gauss. 

Este problema también se resolvió por el método de cuadratura de Gauss. El 

programa 6.5 se escribió para solucionarlo. Es posible escoger entre dos, tres y 

cuatro puntos. 

 
Programa 6.5. Cálculo de la constante cinética mediante cuadratura de Gauss. (Parte 1 de 2). 
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Programa 6.5. Cálculo de la constante cinética mediante cuadratura de Gauss. (Parte 2 de 2). 

Y el resultado que da este programa es: 

 

 

2.3. Comparación de los métodos utilizados. 

En el primer problema se proporcionó una función en forma tabular, por lo que sólo 

fue posible aplicar las fórmulas de Newton-Cotes, que son la regla del trapecio y la 

regla de Simpson. La tabla 6.3 de la siguiente página muestra una comparación de 

los resultados. 
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Método Valor obtenido %Error 

Regla del trapecio 2.223 2.68% 

Regla de Simpson 2.16467 0.015% 

Tabla 6.3. Comparación entre la regla del trapecio y la regla de Simpson 

El porcentaje de error se calculó considerando que Fogler [14] reporta un valor de 

2.165 dm3 para el volumen del PFR. 

La regla de Simpson puede calcular el área exacta para un polinomio de grado 3 o 

menor [12]. Por esta razón es mucho más exacto que la regla del trapecio. 

El segundo problema la función ya no se presentó en forma tabular, por lo que 

también fue posible aplicar distintas fórmulas de Gauss-Legendre. La tabla 6.4 

muestra una comparación. 

Método Valor obtenido %Error 

Regla del trapecio 

(n=6) 
0.0781108 9.18% 

Regla de Simpson 0.0717222 0.24977% 

Cuadratura de Gauss 

(n=2) 
0.0692236 3.225% 

Cuadratura de Gauss 

(n=3) 
0.0712118 0.46363% 

Cuadratura de Gauss 

(n=4) 
0.0714973 0.0646% 

Tabla 6.4. Comparación entre los métodos de integración numérica. 

El porcentaje de error se calculó considerando el valor teórico de 0.0715435. La 

regla del trapecio con seis subintervalos fue el método más inexacto, con 9.18% de 

error, mientras que la regla de Simpson fue el segundo método más exacto con 

0.25% de error. El método más exacto fue el de cuadratura de Gauss con 4 puntos 

(0.065% de error), el cual tiene una exactitud de quinto orden. En la tabla 6.4 se 

observa cómo el porcentaje de error se reduce al aumentar el número de puntos. 
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Capítulo 7. Ecuaciones diferenciales. 

Hay una gran cantidad de  fenómenos físicos que se pueden modelar por medio de 

ecuaciones diferenciales. Recuérdese que una ecuación diferencial en x y y es una 

ecuación que incluye x y derivadas de y [16]. 

Una función y	 	 f x  se denomina solución de una ecuación diferencial si la 

ecuación se satisface al sustituir y y sus derivadas por f x  y sus derivadas. Por 

ejemplo, considérese la ecuación diferencial: 

2 0 (7-1) 

Cada solución de la ecuación (7-1) es de la forma: 

 (7-2) 

Donde C es cualquier número real. 

A la ecuación (7-2) se le denomina solución general. Geométricamente, la solución 

general de una ecuación diferencial representa una familia de curvas solución; una 

para cada valor de C. Si queremos obtener la solución particular, que es lo que nos 

interesa en este capítulo, es necesario tener las condiciones iniciales, que dan el 

valor de y o una de sus derivadas para un valor de x. 

Las ecuaciones diferenciales pueden ser ordinarias o parciales. Las ordinarias 

contienen derivadas de una o más variables dependientes con respecto a una sola 

variable independiente, mientras que las parciales contienen derivadas respecto a 

dos o más variables independientes [16]. 

Aunque hay distintas formas de determinar la solución particular analíticamente, en 

ingeniería es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales complicadas cuya 

solución analítica sería imposible o conllevaría mucho esfuerzo. Por esta razón se 

analizarán las principales técnicas que nos permiten obtener la solución 

numéricamente. 
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7.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias. 

7.1.1. Método de Euler. 
El método de Euler es un método numérico que aproxima la solución particular de 

una ecuación diferencial de la forma: 

,  (7-3) 

Si se conoce un punto x0,	y0  por el que pasa la ecuación (7-3), se sabe que la 

curva solución pasa a través de él con una pendiente igual a f x,	y . Esto da un 

primer punto para para aproximar la solución. 

A partir del primer punto, continuamos en la dirección indicada por la pendiente. 

Usando un tamaño de paso h, nos desplazamos a lo largo de la recta tangente hasta 

llegar a un nuevo punto x1,	y1 . El proceso se repite, ahora tomando el nuevo punto 

calculado para obtener una nueva aproximación x2,	y2 . En general, la fórmula del 

método de Euler es: 

,  (7-3)

 

Donde h es el tamaño de paso elegido y x está dada por: 

 (7-4) 

 
Figura 7.1. Interpretación gráfica del método de Euler. 
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Nótese que es posible mejorar la exactitud de la solución escogiendo un tamaño de 

paso más pequeño. 

El pseudocódigo para este método es el siguiente: 

ENTRADA Condición inicial x0,	y0  función y’ 	f x , número máximo 

de iteraciones imax, tamaño de paso h 

SALIDA Puntos solución x,	y  

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 x x h 

 y y h ∗ f x , y  

Paso 2  Imprimir 	xi,	yi

Fin Desde. 

 

7.1.2. Método de Runge-Kutta de cuarto orden. 
Los métodos de Runge-Kutta, comúnmente abreviados como RK, logran la 

exactitud de la serie de Taylor sin necesidad de calcular derivadas de orden 

superior. En general, estos métodos tienen la forma: 

, ,  (7-5) 

Al término f xi,	yi,	h  se le conoce como función incremento, y se interpreta como 

una pendiente representativa en el intervalo. Está función se escribe en forma 

general como: 

, , ⋯  (7-6) 

Donde las a son constantes y las k están dadas por: 

,  (7-7)

,  (7-8)

,  (7-9)

… 

, , , ⋯ ,  (7-10)
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Donde p y q son constantes, mientras que n es el orden del método. Como puede 

verse, el método de Runge-Kutta de orden 1 corresponde al método de Euler. 

El más popular entre los métodos de Runge-Kutta es el de cuarto orden, también 

conocido como RK4. La fórmula para este método es: 

1
6

2 2  (7-11) 

Y las pendientes k se calculan como: 

,  (7-12)

1
2

,
1
2

 (7-13)

1
2

,
1
2

 (7-14)

,  (7-15)

 

El pseudocódigo para este método se muestra a continuación: 

ENTRADA Condición inicial x0,	y0  función y’ 	f x , número máximo 

de iteraciones imax, tamaño de paso h 

SALIDA Puntos solución x,	y  

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 x x h 

  Paso 2  k f x , y  

  Paso 3  k f x h, y k h  

  Paso 4  k f x h, y k h  

  Paso 5  k f x h, y k h  

  Paso 6  y y k 2k 2k k h 

  Paso 7  Imprimir 	xi,	yi

Fin Desde. 
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7.1.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. 
Los métodos vistos hasta ahora se pueden aplicar también a sistemas de 

ecuaciones diferenciales ordinarias. El procedimiento consiste simplemente en 

aplicar el método a cada ecuación en cada iteración. También es necesario conocer 

las condiciones iniciales. Para el método de Euler el procedimiento se detalla en el 

siguiente pseudocódigo. 

ENTRADA Condiciones iniciales x0,	y10 ,	 x0,	y20  

funciones y1’ f1 x,	y1,	y2 , y2’= f2 x,	y1,	y2  número 

máximo de iteraciones imax, tamaño de paso h 

SALIDA Puntos solución x,	y1,y2  

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 x x h 

 y1 y1 h ∗ f x , 	y1 , 	y2  

 y2 y2 h ∗ f x , y1 , y2  

Paso 2  Imprimir 	xi,	y1i, y2i

Fin Desde. 

 

En el caso del método RK4 es necesario definir, además de las pendientes k, otro 

grupo de pendientes m para la segunda ecuación diferencial. 

ENTRADA Condiciones iniciales x0,	y10 ,	 x0,	y20  

funciones y1’	 f x,	y1,	y2 , y2’= f x,	y1,	y2  número 

máximo de iteraciones imax, tamaño de paso h 

SALIDA Puntos solución x,	y1,y2  

Paso 1 Desde i	 	0,	1,	…,	 imax

 x x h 

  Paso 2  k f x , y1 , y2  

 m f x , y1 , y2  

  Paso 3  k f x h, y1 k h, y2 m h  
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 m f x h, y1 k h, y2 m h  

  Paso 4  k f x h, y1 k h, y2 m h  

 m f x h, y1 k h, y2 m h  

  Paso 5  k f x h, y1 k h, y2 m h  

 m f x h, y1 k h, y2 m h  

  Paso 6  y1 y1 k 2k 2k k h 

 y2 y2 m 2m 2m m  

 

  Paso 7  Imprimir 	xi,	y1i, y2i

Fin Desde. 

 

7.2. Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

7.2.1. Integración de una ecuación cinética. [15] 

La rapidez de desaparición de un reactivo A está dada por la ecuación: 

	  

Con n	 	1,	k	 	0.15	s‐1 y CA0	 	1.00	mol/L. Calcule la concentración desde t 0 

hasta t	 	15	s: 

a) Analíticamente. 

b) Con el método de Euler (h = 0.5 s). 

c) Con el método de Runge-Kutta de cuarto orden (h = 0.5 s). 

7.2.1.1. Solución analítica. 

Separando variables se obtiene: 

	  

Integrando: 
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ln  

 

	  

El programa 7.1 calcula la concentración a varios tiempos usando la fórmula 
analítica. 

 
Programa 7.1. Solución analítica de la ecuación cinética. (Parte 1 de 2). 
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Programa 7.1. Solución analítica de la ecuación cinética. (Parte 2 de 2). 

La tabla de resultados (resumida) y la gráfica que se obtienen con este programa 
se muestran en la figura 7.2. 

 
Figura 7.2. Resultados de la ecuación cinética obtenidos analíticamente. 

Los resultados coinciden con los obtenidos por Levine, el autor del problema [15]. 
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7.2.1.2. Solución por el método de Euler. 

El programa 7.2 obtiene los resultados usando el método de Euler. 

 
Programa 7.2. Solución de la ecuación cinética por medio del método de Euler. 
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En la figura 7.3 se muestra la gráfica y un resumen de la tabla de resultados. 

 
Figura 7.3. Resultados de la ecuación analítica obtenidos con el método de Euler. 

 

7.2.1.3. Solución por el método de Runge-Kutta de 4to. orden. 

El programa 7.3 resuelve este problema usando el método RK4. 

 
Programa 7.3. Solución de la ecuación cinética por medio del método de Runge-Kutta de 

cuarto orden. (Parte 1 de 2). 
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Programa 7.3. Solución de la ecuación cinética por medio del método de Runge-Kutta de 

cuarto orden. (Parte 1 de 2). 
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En la figura 7.4 se muestra la gráfica y un resumen de la tabla de resultados para 

este método 

 
Figura 7.4. Resultados de la ecuación cinética obtenidos con el método de Runge-Kutta de 

cuarto orden. 

 

7.2.2. Perfiles de conversión y temperatura en un PFR. [14] 

La desintegración catalítica en fase vapor de la acetona se lleva a cabo en un PFR, 

según la siguiente reacción: 

→  
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La reacción es de primer orden respecto a la acetona y la constante de rapidez está 

dada por: 

8 10 exp
34222

 

Se desea alimentar acetona a razón de 38.3 mol/s. La temperatura y presión de 

entrada son 1035 K y 162 kPa, respectivamente. Grafique los perfiles de conversión 

y la temperatura si el reactor opera adiabáticamente. 

7.2.2.1. Solución por el método de Euler. 

En este problema se deben  resolver dos ecuaciones diferenciales ordinarias. De 

acuerdo con el autor Fogler [14], las ecuaciones para operación adiabática son: 

1
1

 (7-11)

 (7-12)

∆
∆

 (7-13)

El programa 7.4 resuelve (7-12) y (7-13) simultáneamente usando el método de 

Euler con h = 0.1. También calcula los valores requeridos como el Cp y ΔH. 

 
Programa 7.4. Solución del problema utilizando el método de Euler. (Parte 1 de 3) 
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Programa 7.4. Solución del problema utilizando el método de Euler. (Parte 2 de 3). 
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Programa 7.4. Solución del problema utilizando el método de Euler. (Parte 3 de 3). 

 

El programa 7.4 genera una tabla de resultados de doscientas filas y tres columnas. 

A continuación se muestra una pequeña parte de ella. 

 

 

 

Las figuras 7.5 y 7.6 muestran los perfiles de conversión y de temperatura, 

respectivamente, obtenidos mediante el método de Euler. 
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Figura 7.5. Perfil de conversión obtenido con el método de Euler. 

 

 
Figura 7.6. Perfil de temperatura obtenido con el método de Euler. 

 

7.2.2.2. Solución por el método de Runge-Kutta de cuarto orden. 

El programa 7.5, que comienza en la siguiente página, se utilizó para resolver el 

mismo problema por el método RK4. 
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Programa 7.5. Solución del problema utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. 

(Parte 1 de 2). 
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Programa 7.5. Solución del problema utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. 

(Parte 2 de 2). 
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A continuación se muestra la tabla de resultados resumida que se obtiene al correr 

el  programa 7.5. 

 

Y los perfiles de conversión y temperatura obtenidos con Runge-Kutta de cuarto 

orden son los siguientes: 

 
Figura 7.7. Perfil de conversión obtenido con el método de Runge-Kutta de 4to orden. 
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Figura 7.6. Perfil de temperatura obtenido con el método de Runge-Kutta de 4to orden. 

 

7.3. Comparación de los métodos para resolver ecuaciones 

diferenciales ordinarias. 

En el primer problema de este capítulo, se encontró la solución particular de una 

ecuación diferencial analítica y numéricamente. En la tabla 7.1 se muestra la 

comparación de los métodos numéricos utilizados contra la solución analítica para 

los tiempos 0.5, 2, 3 y 10 segundos. 

t (s) 
C calculada 

(Euler) 

C calculada 

(RK4) 
C exacta 

%Error 

Euler 

%Error 

RK4 

0.5 0.925 0.927744 0.927743 0.29% 0.0001%

2 0.732094 0.740818 0.740818 1.17% 0% 

3 0.626398 0.637628 0.637628 1.76% 0% 

10 0.210298 0.22313 0.22313 5.75% 0% 

Tabla 7.1. Comparación entre los métodos de Euler y Runge-Kutta. 

Para esta ecuación, el método de Runge-Kutta de cuarto orden obtiene el resultado 

exacto. Asimismo, el método de Euler comienza con un error pequeño, el cual se 
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va haciendo mayor conforme se avanza en t. La comparación se puede visualizar 

mejor en la siguiente gráfica. 

 
Figura 7.7. Comparación del método de Euler y Runge-Kutta contra la solución exacta de la 

ecuación diferencial. 

El método de Runge-Kutta y la curva solución van prácticamente superpuestos. La 

gráfica de Euler sigue la misma tendencia pero se desvía ligeramente hacia abajo 

a medida que el tiempo pasa. La exactitud se puede mejorar reduciendo el tamaño 

de paso h, aunque esto también hará que el programa tarde un poco más en correr. 

El segundo problema era más complicado; se trataba de un sistema de ecuaciones 

diferenciales y no había forma de resolverlas analíticamente de forma simultánea. 

En la siguiente tabla se comparan ambos métodos contra la solución teórica para 

dos valores de V. 

V (L) 
T calculada 

(Euler) 

T calculada 

(RK4) 
T teórica 

%Error 

Euler 

%Error 

RK4 

0.5 939.648 957.891 958.584 1.98% 0.07% 

1 929.968 941.031 941.367 1.21% 0.036% 

Tabla 7.2. Comparación del método de Euler vs RK4 para el sistema de ecuaciones 
diferenciales. 
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En las siguientes gráficas se visualiza mejor la comparación entre ambos métodos. 

 
Figura 7.8. Comparación del método de Euler y Runge-Kutta contra la solución teórica para 

el perfil de conversión. 

 
Figura 7.9. Comparación del método de Euler y Runge-Kutta contra la solución teórica para 

el perfil de temperatura. 

El método de Runge-Kutta nuevamente sigue muy de cerca a la solución teórica. El 

de Euler inicia muy desviado pero va mejorando su exactitud conforme V avanza. 
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Los resultados son coherentes, pues el método RK4 considera un promedio de 

pendientes y por lo tanto su aproximación se acerca más al valor teórico. 

El método de Euler es sencillo y fácil de programar, por lo que puede ser una opción 

si sólo se requiere conocer la forma de la curva solución sin importar la exactitud. 

Si por el contrario, se requiere conocer los resultados de forma más precisa, es 

recomendable utilizar el método de Runge-Kutta de cuarto orden, aunque 

programarlo tome más tiempo. 

Cualquiera de estos métodos mejora si se reduce el tamaño de paso, pero es 

importante considerar que reducirlo demasiado puede hacer que el programa tarde 

más en ejecutarse. Si se dispone de una computadora con procesador avanzado, 

esto no debería ser un inconveniente. 

 

7.4. Ecuaciones diferenciales parciales. 

Hasta ahora se han resuelto ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, que sólo 

contienen derivadas respecto a una sola variable independiente. Ahora se estudiará 

un caso distinto. 

 (7-14) 

 

La ecuación (7-14) es conocida como la ecuación de conducción de calor. Como 

puede verse, es una ecuación diferencial parcial y por consiguiente, no es posible 

aplicar los métodos ya vistos. Para resolverla, se representa la segunda derivada 

como una diferencia finita centrada: 

 

, 2 , ,

∆x
 (7-15) 
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Ahora, la primera derivada respecto al tiempo se aproxima por una diferencia finita 

hacia adelante: 

, ,

∆
 (7-16) 

 

Y sustituyendo (7-15) y (7-16) en (7-14) se llega a: 

, 2 , ,

∆x
, ,

∆
 (7-17) 

7.4.1. Método explícito. 

Para resolver la ecuación de conducción de calor por el método explícito se despeja 

Ti, j+1 de la ecuación (7-17): 

, , ∆ , 2 , ,

∆
 (7-18) 

Sea  = kΔt / (Δx)2: 

, , , 2 , ,  (7-19) 

 

El método explícito utiliza la información del sistema en un tiempo y espacio inicial 

para calcular los valores de los nodos adyacentes mediante la ecuación (7-19). 

 
Figura 7.10. Método explícito. 
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7.4.2. Método de Crank-Nicolson. 

Otro método para resolver la ecuación de conducción de calor es el de Crank-

Nicolson [18], el cual tiene una exactitud de segundo orden. Para lograr tal exactitud, 

se desarrollan aproximaciones por diferencias en el punto medio del incremento del 

tiempo. 

≅ , ,

∆
 (7-20) 

≅
1
2

, 2 , ,

∆x
, 2 , ,

∆x
 (7-21) 

 

Sustituyendo (7-20) y (7-21) en (7-14) se llega a: 

, ,

∆ 2
, 2 , ,

∆x
, 2 , ,

∆x
 (7-22) 

Que se puede rearreglar como: 

, , 2 , 2 , , , 2 , ,  (7-23) 

 

La ecuación (7-3) es el algoritmo de Crank-Nicolson. Si lo aplicamos a los nodos 

(1,0) y (1,1) tenemos: 

, , 2 , 2 , , , 2 , ,  (7-24) 

 

Rearreglando: 

1 , 2 , 1 , 2 , , ,  (7-24) 

Aplicando de nuevo la ecuación (7-23) a los nodos (2,0) y (2,1) se tiene: 

, , 2 , 2 , , , 2 , ,  (7-25) 

Los términos T1,0, T2,0 y T3,0 ya están dados por la condición inicial. Las incógnitas 

a determinar son T1,1, T2,1 y T3,1. 
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Rearreglando (7-25): 

2 , 1 , 2 , 2 , , 1 ,  (7-26) 

Aplicando la ecuación (7-23) ahora a los nodos (2,1) y (3,1): 

, , 2 , 2 , , , 2 , ,  (7-27) 

Rearreglando (7-27): 

2 , 1 , 2 , , , 1 ,  (7-28) 

 

El método de Crank-Nicolson consiste en resolver el sistema formado por las -

ecuaciones (7-24), (7-26) y (7-28): 

1 , 2 , 				 1 , , , ,   

2 , 1 , 2 ,  , , 1 ,   

2 , 1 ,  , , , 1 ,   

 

Una vez que se resuelve el sistema, este procedimiento se sigue aplicando para los 

siguientes nodos hasta calcular las temperaturas de toda la malla. 

7.5. Problema de ecuaciones diferenciales parciales. 

Una barra metálica con k= 1 ft2/h y longitud de 1 ft es calentada en sus extremos. 

Calcule las temperaturas que alcanza cada 0.25 ft después de 1 hora bajo las 

siguientes condiciones: 

, 0 20°
0, 50°
1, 100°

 

7.5.1. Solución por el método explícito. 

El programa 7.6 resuelve este problema usando el método explícito. 
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Programa 7.6. Solución del problema por el método explícito. 
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Luego de correr este programa, se obtiene una matriz de 7 columnas y 101 filas con 

los resultados. A continuación se muestra una parte de ella: 
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7.5.2. Solución por el método de Crank-Nicolson. 

El programa 7.7 llega a la solución del problema por el método de Crank-Nicolson. 

 
Programa 7.7. Solución del problema por el método de Crank-Nicolson. (Parte 1 de 2). 
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Programa 7.7. Solución del problema por el método de Crank-Nicolson. (Parte 2 de 2). 

En la siguiente página se muestra una parte de la matriz de resultados obtenida por 

medio de este método. 
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7.6. Comparación de los métodos para resolver ecuaciones 

diferenciales parciales. 

Para comprobar si el método obtuvo resultados coherentes, podemos calcular la 

temperatura que debió alcanzarse en el estado estacionario. Esto lo hacemos 

utilizando la ecuación de la línea recta. 

50 50  

50 50 ∗ 0.25 62.5°  

La temperatura que debió obtenerse en el estado estacionario es de 62.5°C. Viendo 

las matrices de resultados, se puede ver que con ambos métodos se consiguió ese 

resultado. El valor obtenido con el método implícito fue de 62.4974°C, mientras que 

con el método de Crank-Nicolson fue 62.4959°C. 

Para examinar qué tan exactos fueron, se pueden analizar los cálculos de ambos 

métodos en T2,1, que es justo en el centro de la barra en la primera iteración. Vemos 

que los resultados son: 

Método Temperatura T2,1 

Explícito 20°C 

Crank-Nicolson 20.7923°C 

 

Con el método explícito, la temperatura en el nodo (2,1) sigue siendo la misma que 

en la condición inicial. Por otro lado, el resultado de Crank-Nicolson es más 

coherente con lo que en realidad sucede, pues se sabe que al calentar la barra, la 

temperatura en el centro también debe aumentar. 

Ambos métodos obtienen resultados satisfactorios. El implícito es fácil de programar 

aunque menos preciso. El de Crank-Nicolson es conveniente si se requiere una 

exactitud mayor, aunque escribir el código sea más difícil.  

Si se dispone de un paquete matemático potente como Wolfram Mathematica, la 

programación de Crank-Nicolson es menos laboriosa que en otros lenguajes. 
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Conclusiones. 

El objetivo del presente proyecto fue proporcionar información que facilitara la 

resolución de problemas de ingeniería química utilizando métodos numéricos. Para 

esto, nos apoyamos en una invaluable herramienta que la Universidad pone a 

nuestra disposición: Mathematica 10.0. Este costoso software hoy en día es gratuito 

para cualquier alumno de la UNAM y a la fecha no está siendo aprovechado como 

debería. 

A lo largo de siete capítulos se proporcionó información útil para resolver problemas 

típicos que solemos encontrar quienes aspiramos a ser ingenieros químicos. 

Algunas de  las materias que se abordaron utilizando técnicas de análisis numérico 

y programación fueron: 

 Química General. 

 Termodinámica. 

 Balances de materia. 

 Fenómenos de transporte. 

 Cinética Química. 

 Ingeniería de reactores. 

En total se presentaron 21 métodos numéricos, lo cual abarca casi la totalidad del 

curso que se imparte en la Facultad de Química. Utilizando los 21 métodos 

mencionados, se resolvió un total de 12 problemas de las disciplinas mencionadas 

con ayuda de Mathematica. 
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En cada capítulo se analizan los resultados obtenidos para determinar cuál de los 

métodos estudiados es más eficiente. Además de eso, se plantea bajo qué 

circunstancias conviene utilizar uno u otro.  

Con base en esto, se puede concluir que el objetivo planteado al inicio de este 

trabajo se cumple satisfactoriamente. Los programas aquí escritos, además de 

proporcionar soluciones con exactitud y eficiencia, también pueden considerarse de 

utilidad para la comunidad de la Facultad de Química, ya que cualquier persona los 

puede reusar y modificar de acuerdo con sus necesidades. Por otro lado, quien esté 

llevando la materia de métodos numéricos encontrará aquí información para 

complementar y aprovechar el curso. 

El futuro de la ciencia está cada vez más ligado a la computación. Por este motivo, 

la falta de conocimiento en esta disciplina no debe prevalecer. 
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Apéndice. 

Método numérico Fórmula (s) 

Interpolación de 

Newton 
 

Interpolación de 

Lagrange 

 

 

Interpolación de 

Lagrange 

(bidimensional) 

 

 

, ∗ ∗ ,  

Punto fijo  

Aitken 

 

2
 

Newton-Raphson 
′

 

Secante  

Wegstein 

1
1
1
 

 

∗ 1 ∗  
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Método numérico Fórmula (s) 

Bisección 
2

 

Posición falsa  

Newton-Raphson 

multivariable 
 

Broyden  

Regla del trapecio ≅
2

2  

Regla de Simpson ≅
3

4 2  

Cuadratura de Gauss 

2
 

2
 

≅ ⋯  

Euler ,  

Runge-Kutta de cuarto 

orden 

,  

1
2

,
1
2

 

1
2

,
1
2

 

,  

1
6

2 2  

Explícito , , , 2 , ,  

Crank-Nicolson 
, , 2 , 2 , , ,

2 , ,  
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