UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

APLICACIONES DE COMBINATORIA INFINITA A ESPACIOS DE BANACH

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA: ,
EDUARDO ABDON CALDERON GARCIA

DR. SALVADOR GARCiA FERREIRA
CENTRO DE CIENCIAS MATEMATICAS UNIDAD MORELIA

DR. FERNANDO HERNANDEZ HERNANDEZ
UMSNH FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO-MATEMATICAS
DR. MICHAEL HRUSAK
CENTRO DE CIENCIAS MATEMATICAS UNIDAD MORELIA

MORELIA, MAYO 2016



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Indice general

Agradecimientos
RESUMEN
ABSTRACT
INTRODUCCION

Capitulo 1. Preliminares
1. Bases de Schauder
2. Conjuntos Normantes y Barreras
3. Subconjuntos de FIN
4. Propiedades Tipo Ramsey

Capitulo 2.  Asintoticidad en Espacios de Banach
1. Modelos Spreading y Modelos Asintéticos
2. Familias Plegma
3. Iteracién de Modelos Asintoticos
4. Matrices Débilmente Nulas

Capitulo 3. Un Conjunto Normante
1. Introduccién
Arboles de Anélisis
Un Nuevo Conjunto Normante
El Espacio Xy ris2m) €8 (2 (1 - %)2 — €)-distorsionable

M

Conclusiones

Bibliografia

I

VII

IX

N ==

10

17
17
19
24
32

37
37
38
39
52
58

61



Agradecimientos

A mi familia y amigos por apoyarme.
A CONACYyT por el apoyo financiero para mis estudios de doctorado.

Al Dr. Salvador Garcia Ferreira por su ayuda durante estos cuatro afios.

III



RESUMEN

Esta tesis se divide en dos partes:

La primera es la solucién a una pregunta del drea sobre la posibilidad de la construccién de un
espacio de Banach cuya estructura asintética no contenga ninguin espacio hereditariamente bloque
homogéneo. Para lograr esto se introduce el concepto de modelos asint6ticos de orden alto como

herramienta principal para obtener la solucién.

La segunda parte se concentra en la construccion y estudio de un espacio de Banach con norma
implicitamente definida con un tinico modelo spreading, el cual es isomorfo al espacio de Banach
de las sucesiones acotadas de ndmeros reales cuyas entradas tienden a cero.

1

1Banach, asintoticidad, distorsion, normas, recursividad.
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ABSTRACT

This Thesis is divided in two parts:

The first is the solution of a question in the field which refers to the possibility of constructing
a Banach space whose asymptotic structure doesn’t contain any of space hereditarily block homo-
geneous. In order to do this the concept of an asymptotic model of high order is introduced as the

main tool to obtain the solution.

The second part focuses in the construction and study of a Banach space with implicitly de-
fined norm with a single spreading model, which is isomorphic to the Banach space of bounded

sequences of real number whose entries tend to zero.
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INTRODUCCION

En el estudio de los espacios de Banach los espacios £, para 1 < p < ooy ¢y han jugado
siempre un papel principal tanto por la simplicidad de su definiciébn como por la intima relacién
que mantienen con el resto de estos espacios, un ejemplo claro de esta seria el célebre resultado de
J.L. Krivine [23] sobre la representabilidad finita de alguno de estos en cualquier espacio sucesion
basica, en particular, dentro de cualquier espacio de Banach. En este contexto la siguiente pregunta

tuvo particular importancia:

PreGUNTA 0.1. Dado un espacio de Banach X, ;Es posible encontrar un subespacio de Banach

Y de X, tal que este sea isomorfo o a t, paral < p <ocooacy?

Esta fue formulada explicitamente en Lindenstrauss [24], Milman [30] y en la tltima pagina del
articulo [25]. Lindenstrauss y Tzafriri [26], p. 95, la describen como ““a long standing open problem
going back to Banach’s book™ [8], aunque en este solo es posible encontrar preguntas relacionadas

pero no idénticas.

La respuesta a esta pregunta fue dada, de manera negativa, por Tsirelson [40], en el afio 1974,
quien disefio una nueva técnica de construccion de espacios de Banach con propiedades no clasicas.
Ese mismo aio, Figiel y Johnson (1974) en [17] publicaron una articulo donde usaron la notacién
T para el espacio dual al de Tsirelson y demostraron que ese espacio es también un contraejemplo
de esta pregunta dando una descripcion analitica de la norma en este. Estos ejemplos y algunas
generalizaciones se pueden encontrar, por ejemplo, en [13]. Hoy en dia, la letra 7' es la notacién
estandar para el dual del espacio original, mientras que el espacio original se denota por 7. Ambos

espacios son ahora conocidos y ampliamente estudiados.

La ingeniosa nueva construccién de Tsirelson ha sido la base de varios nuevos avances en la
teoria de Espacios de Banach tales como: El espacio arbitrariamente distorsionable de T. Schlum-
precht en [39], que a su vez se encuentra como punto inicial tanto de la solucién del “distortion
problem” dada por E. Odell y T. Schlumprecht en [32], como en la solucién debida a W. T. Gowers
y T. Maurey al problema “unconditional basic sequence problem” [19] y cuya construccién moti-
va parcialmente la solucién, también de W. T. Gowers, del “Banach’s Hyperplane Problem” [18].

IX



X INTRODUCCION

Ademas de esto, varios resultados de S.A. Argyros et al. estan basados en refinamientos ordina-
les de la construccién de Tsirelson, culminando en la solucién de este junto con R.G. Haydon del

“scalar plus compact problem” [4].

Por otro lado versiones mas débiles de la pregunta 0.1, fundamentadas en el Teorema de Brunel-
Sucheston [11], han sido estudiadas tanto por L. Halbeisen y E. Odell en [20] como por S. A.
Argyros, V. Kanellopoulos y K. Tyros en [5]. El Teorema de Brunel-Sucheston es una muy co-
nocida aplicacion del Teorema de Ramsey a la teoria de espacios de Banach. A grandes rasgos,
dice que toda sucesion basica normalizada dentro de un espacio de Banach tiene una subsucesion
“asintéticamente” subsimétrica que, de hecho, produce lo que ahora se conoce como un spreading
model. Estos son sucesiones basicas en, posiblemente, otro espacio de Banach que mantienen una
estrecha relacion con la sucesion inicial a través de la cual son construidos. Una de las propiedades
mas importantes de estos es que son finitamente bloque representables en la sucesion inicial y, de

hecho, es a través de ellos que se obtiene el resultado de J.L. Krivine previamente mencionado.

Estudiaremos la construccion de modelos del tipo asintético, como los modelos spreading,
pero con propiedades de convergencia distintas. Una de estas generalizaciones son los modelos
asint6ticos. Estos modelos fueron introducidos en [20] para producir una extension de los modelos
spreading con la caracteristica extra de que todas las sucesiones bloque de un modelo asintético
generado por una matriz dentro de un espacio X son también generadas por alguna matriz como
modelos asint6ticos del mismo espacio. Esto, junto con el Teorema de Zippin [41], les permiti6 a los
autores demostrar que si todas las matrices bloque dentro de un espacio de Banach generan un tnico
modelo asintético hasta equivalencia, entonces ese inico modelo asintético debe forzosamente ser
un £,. La pregunta andloga para el caso de modelos spreading permanece abierta y es objeto de
investigacion en el drea, dada su cercania a una pregunta de H. P. Rosenthal [15]. Estos modelos
asintdticos serdn de importancia primordial en la primera parte de ésta tesis al juntarlos con un
proceso introducido en [6] que considera un tipo de convergencia diferente, relacionado con el
proceso iterado de obtener modelos spreading de subsucesiones bloque de un modelo spreading
previamente obtenido, a los cuales se les conoce como “modelos spreading de orden alto”. En el
segundo capitulo seguimos esta idea iterativa en el contexto de modelos asintéticos para introducir
el concepto de “modelo asintético de orden alto” y extendemos algunos resultados conocidos del
caso spreading. En particular se resolverd en este capitulo un caso particular, el caso en el que cada
elemento de la cadena es un modelo asintético bloque de su respectivo espacio, de la siguiente

pregunta del articulo [20]:

PreGUNTA 0.2. Dado un espacio de Banach X, existe una cadena finita de modelos asintéticos
X = Xo, X1, , Xy, tal que X;;1 es un modelo asintético de X;, para cadai = 0,--- ,n, y X, es

isomorfo a cyo €, paraalginl < p < oo ?



INTRODUCCION XI

En la tercera parte de esta tesis se estudia una nueva forma de definir espacios de Banach con
una variacién nueva del proceso de Tsirelson, produciendo espacios de Banach con propiedades
interesantes que difieren a las conocidas tradicionalmente de este tipo de espacios y que estdn
relacionadas intimamente con preguntas abiertas importantes dentro del area. Para ahondar en el

interés sobre ésta construccion es necesario considerar la siguiente pregunta:

PreGUNTA 0.3. Sea (x;)ien una sucesion bdsica tal que es toda subsucesion bloque (y;)icn de
(x))ien contiene una subsucesion (y;)iey de tal manera que (x;)ien ¥ (Vi)iem Son equivalentes. ;Es

(x))ien equivalente a ¢y 0 a ), para algiin p € [1,00)?

A una base que satisface la condicién de ésta pregunta se le conoce como una “Base de Ro-
senthal”. De tener una solucién afirmativa proporcionaria una version més fuerte del Teorema de
Zippin arriba mencionado. Una debilitacion ain mayor de éste teorema es la siguiente conocida

pregunta sobre modelos spreading:

PrREGUNTA 0.4. Sea (x;)ien una sucesion bdsica tal que todos los spreading models generados
por una subsucesion bloque (y;)ien de (X;)ien sSon equivalentes. ;Es ese tnico spreading model

equivalente a cy o a €, para algiin p € [1,00)?

Se sabe que la respuesta positiva si todos los modelos spreading son uniformemente equiva-
lentes. También es postitiva si la sucesion tiene la propiedad de ser subbloque-homogéneo o si
el nimero 1 se encuentra en su conjunto de Krivine. El espacio dual al espacio de Tsirelson (y la
simetrizacion de éste) son ejemplos importantes de espacios de Banach sin ninguna de éstas propie-
dades. La norma introducida en el capitulo tres intenta presentar un espacio similar, posiblemente
equivalente, definido por un conjunto normante recursivo. La expectativa siendo que el control ex-
tra sobre la construccion de un espacio que aporta tener una norma definida implicitamente permita

ahondar en la investigacion de estos y apoyar en la resolucion de la pregunta anterior.

Para el entendimiento de estos conceptos y construcciones el estudio de los libros ‘“Ramsey
Methods in Analysis” [7] y “Teoria de Ramsey y Espacios de Banach” [14] fue fundamental. En
estos se manejan tanto las bases para la construccion de normas en el espacio vectorial ¢y, usando
familias de conjuntos finitos de N, como un gran ndmero de aplicaciones de la teoria de barreras y

frentes de Nash-Williams a los espacios de Banach.

Los resultados obtenidos en esta tesis motivaron nuevos proyectos de investigacion a los que
estoy actualmente dedicado pero por los tiempos no ha sido posible mds que comentar brevemente
al final de este trabajo, de estas sobresale la posible aplicacién de las herramientas desarrolladas en
el dltimo capitulo a espacios tipo Tsirelson mds complejos que el presentado y una investigacion

mas profunda sobre la relacion de este con el espacio dual del espacio de Tsirelson.



Capitulo 1

Preliminares

El simbolo FIN denotaré la familia de todos los subconjuntos finitos de N. Cuando N sea
un subconjunto infinito de los nimeros naturales, denotaremos [N]* al conjunto de todos los
subconjuntos infinitos de N. Para especificar los elementos de un s € FIN escribiremos s =
{s(1),---,s(|s])} y, en esta notacidon, asumiremos siempre que s(1) < s(2) < ---. < s(|s]). St
s,t € FIN diremos que “s es menor que ¢, escrito s < ¢ cuando max supp(s) < min supp(t), (es
decir, s(|s|) < #(1)). En el caso que s = {n} escribiremos simplemente n < ¢t. Ademds s C ¢ signi-
ficard que s es un segmento inicial de ¢, y cuando s < f denotaremos por s~ ¢t = sU . Si s € FIN
y A € [N]®, s £ A también significard que s es un segmento inicial de A. SiA € [N]* yn € N,
entonces A/n = {m € A : n < m}. Denotamos por ¥ C FIN, ¥ /k = {s € ¥ : min(s) > k}. Si
¥ C FINyn € N,entonces i, = {s € FIN : n < sand {n}”s € ¥}. Si N € [N]*, entonces
{ni,ny,--- .} serd la enumeracion creciente del subconjunto N. Dado un # € FIN y un conjunto
infinito M C N, F [, denota el conjunto {s € F : s C M}.

Nuestros espacios de Banach serdn siempre separables, infinito dimensionales y reales. La es-
fera de un espacio de Banach X se denotard por S(X) y a su bola unitaria por B;(X). El espacio
dual de un espacio de Banach X se escribird X*. En caso que varios espacios de Banach estén in-
volucrados en un mismo argumento, para especificar la norma de cada espacio escribiremos || - ||x.
Todos los espacios de Banach que tendremos en cuenta tendrdn una base de Schauder. Asi, por
conveniencia, identificaremos un espacio de Banach X con su base de Schauder (eX),c. Si (€,)nen
es base de Schauder para X, entonces e;(3.,”, a,e,) = a; es un funcional lineal continuo en X y
{(en, €;)},en un sistema biortogonal. Para X un espacio de Banach y (x,),ey una sucesién en X, la

sucesion (x,).en serd llamada normalizada si ||x,|| = 1 para todo n € N.

1. Bases de Schauder

Una base de Schauder es un concepto similar al usual de base (de Hamel) de un espacio de
vectorial; la diferencia es que la base de Hamel usa combinaciones lineales finitas, mientras que
las bases de Schauder permiten sumas infinitas mientras éstas converjan dentro de la topologia del
espacio. Esto ha hecho a las bases de Schauder mas utilizadas en el andlisis de espacios vectoriales

1



2 1. PRELIMINARES

topologicos incluyendo a los espacios de Banach. Estas fueron introducidas en 1927 por J. Schau-
der, aunque ejemplos de estas bases fueron discutidos previamente, por ejemplo, la base de Haar
fue encontrada en 1909, y G. Faber present6 en 1910 una base para las funciones continuas en el
intervalo unitario, a veces llamada el sistema de Faber-Schauder. La definicion formal de estas es

la siguiente:

DEeriNiciON 1.1. Dado un espacio de Banach X, una sucesion de vectores (¢;);icy € X se llama

una base de Schauder si para todo elemento x dentro de X se tiene que existe una tnica sucesion

(59
E ae; = X.
i=1

El siguiente teorema es un resultado cldsico que nos da una caracterizacion ttil de las bases de
Schauder.

de nimeros reales (a;);ay tales que:

TeOREMA 1.2. Dada una sucesion (e;);cn en un espacio de Banach X, las siguientes dos propie-

dades son equivalentes:

1. El subespacio generado por {e; : i € N} es denso en X.
2. Existe un C € R tal que:

n m
1> el < ClIl Y ael
i=1 i=1

para todon <my (a)i, € [-1,1]™

De esto se sigue que cualquier sucesion de vectores que cumple la propiedad (2) es base de
Schauder de la cerradura de su espacio generado, nos referiremos a sucesiones que cumplen ésta
propiedad como sucesiones C-basicas, y simplmente por sucesiones basicas cuando cumplan la
propiedad (2) para algin C € R. Al infimo de las constantes C que cumplan la propiedad (2) se
le conoce como la constante de base de la sucesion y se le denotard como bc(e;);cn. Propiedades
mds fuertes que la propiedad (2) definen tipos mds especificos de bases de Schauder dentro de las
que sobresale por su utilidad el presentado en la siguiente definicién.

DEriniciON 1.3. Dada una sucesion (e;);cn €n un espacio de Banach X. Decimos que (¢e;);cn €s
una base de Schauder C-incondicional si
1> el < ClIl Y. ael
ies iet

paratodos Ct€ FINy (a)?”, € [-1,1]™.



1. BASES DE SCHAUDER 3

A continuacion, enunciamos unos ejemplos cldsicos de bases de Schauder.
EsempLo 1.4.

» Dado p € [1,00), consideramos el espacio de Banach €, = {x = (x;))22, : X2, %P < oo}

[ee)

1

I, = O )7
i=1

Para cada i € N definimos el vector e; dado por la funcion caracteristica del conjunto {i}.

con la norma

Sabemos que (e;); | es una base de Schauder con constante de base uno.

[e9)

» El espacio de Banach co = {(x;);2, : sup{|xi| : i € N} < oo} con la norma
llxllec = supflx;| : i € N}

Es también conocido que (e;); | es una base de Schauder con constante de base uno.

No es dificil ver que todo espacio de Banach con base de Schauder debe ser forzosamente
separable, sin embargo, que no todo espacio de Banach posee una base de Schauder fue demostrado

por Enflo, el lector puede enconntrar una excelente descripcion de éste ejemplo en [36].

En el contexto de sucesiones bdsicas la siguiente definicion es de suma importancia.

Dermnicion 1.5. Sean (X, [ - [lx) y (Y || - |ly) espacios de Banach, (x;):2, una sucesion basica en X

. . . o - . .
y (y));2, una sucesion basica en Y . Diremos que (x;);2, y (y);2, son K-equivalentes si

| & N N
—|| ayilly <1l a;xillx < K|l ayilly,
K

i=1 i=1 i=1

para toda sucesion (a;) € [-1,1]" y toda N € N.

Notemos que en la definicidén anterior ambas sucesiones generarian espacios isomorfos como
espacios de Banach pero que la equivalencia entre las bases es una propiedad mas fuerte. Dado un
vector dentro de un espacio de Banach con base de Schauder es natural asignar a este, el conjunto
de indices con coeficiente no cero de su Unica representacion en esta base. Esto nos ayudard ademaés
a presentar una cierta clase de sucesiones que juega un papel principal en el estudio de este tipo de

bases. Este es el contenido de las siguientes definiciones.

DEeriNiciON 1.6. Dado un espacio de Banach X con base de Schauder (e;);can y un vector x =

>, aie; dentro de este, el soporte de x (con respecto a la base (e;);ci) s el conjunto:

supp(x) :={i e N : a; # 0}.



4 1. PRELIMINARES

DeriNIcION 1.7. Una sucesion de vectores (x;);cn s denomina una subsucesion bloque de (¢;);ay

si se tiene:

1. Para cadai € N, x; tiene soporte finito.
2. Dados i < j € N, se tiene que supp(x;) < supp(x;).

La utilidad de estos conceptos se puede ver ejemplificada dentro de los siguientes dos teoremas
que nos permiten en cierto sentido restringirnos al estudio de espacios generados por subsucesiones
bloque. El primero nos dice que, aunque no todo espacio de Banach posee una base de Schauder,
siempre es posible encontrar una sucesién bésica de vectores dentro de cualquier espacio de Ba-

nach.

TeoremA 1.8 (Banach, Mazur). Sea X espacio de Banach, entonces existe (X;)ien C X sucesion

bdsica.

TreoremA 1.9 (Bessaga, Pelscynski). Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;);cn
y Y C X un subespacio de Banach. Entonces, para todo € > 0 existen (y,)uen S Y y (X)ien

subsucesion bloque de (e;);cn tal que:

1 N N N
(1.1) mu;amn < ||;aiy,-|| <(1+e ;aixi||,

para toda sucesion (a;) € [-1,11¥ y toda N € N. Es decir, tal que ambas sucesiones son (1 + €)-

equivalentes.

Esto nos dice que dentro del contexto de propiedades que se respeten de manera “hereditaria”,
es decir, propiedades que una vez que se cumplen para un espacio se cumplen automaticamente
para todos sus subespacios. Por lo que en la construccion de espacios de Banach con propiedades
de ésta indole siempre es posible restringirnos, primero a espacios con bases de Schauder y después
al estudio de sus subespacios generados por subsucesiones bloque. Un ejemplo de este tipo de pro-
piedad es, por ejemplo, ser un espacio Hereditaria Indescomponible [19] o contener un subespacio

isomorfo a algun espacio de Banach ¢, para 1 < p < o0 0 .

2. Conjuntos Normantes y Barreras

En esta seccion definimos el concepto de conjunto normante, asi como el concepto de barrera,
ambos ttiles en la construccion de espacios de Banach con propiedades buscadas. Ademas, presen-
tamos breves ejemplos de estos conceptos que testifican la importancia que han tenido en la teoria

de espacios de Banach.



2. CONJUNTOS NORMANTES Y BARRERAS 5

DermvicioN 1.10. Dado un espacio de Banach X con norma || - ||y, un conjunto normante F' es

un subconjunto de B;(X*), de tal manera que

lIxllx = supif(x): f € F}

para cada x € X.

Como conjunto base para la construccion de espacios de Banach es necesario tomar el conocido

espacio vectorial de la siguiente definicion.

DEernicioN 1.11. Denotaremos por ¢ a la familia de sucesiones de elementos de R con soporte
finito.

En general lo que se intenta es definir un subconjunto de este espacio, el conjunto normante,
construido de alguna manera ventajosa. Estos vectores son posteriormente vistos como funcionales
sobre el mismo ¢y, usando el producto punto, lo cual nos permite definir una norma. El espacio
normado resultante es luego completado a un espacio de Banach que usualemente tiene la carac-
teristica de tener como base de Schauder la base candnica de cyy. Todo esto serd aclarado y discutido
a profundidad en los parrafos siguientes.

Aunque no es dificil ver que todo espacio de Banach con base de Schauder es isométrico a la
completacion de alguna norma definida sobre el espacio vectorial ¢, afiadimos una demostracién

sencilla.

ProposicioN 1.12. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder. Entonces existe una
norma ||| - ||| en coo, de tal manera que la completacion del espacio (cop, ||| - |||) es isométricamente

isomorfo a (X, || - |lx). De hecho, la base canonica de cy es base de Schauder de esta completacion.

DEMOSTRACION. Denotamos por (x;):2, a la base de Schauder de X'y por (e;);2, a la base candnica de

coo- La norma ||| - ||| se define de la siguiente manera:

n n
1) aedl =11 ) axillx
i=1 i=1

para cada elemento ', a;e; € coo. Usando el Teorema 1.2 es facil ver que la base canénica de cg
es una base de Schauder de la completacion ¢y Notemos ahora que Y., a;e; converge en o Si y

solo si )2, a;x; converge en X. Juntando este hecho con la siguiente serie de igualdades

o) n n (o]
)" aeill = limy ol Y aieilll = limall Y aixillx =11 ) il
i=1 i=1 i=1 i=1

se sigue la isometria. —



6 1. PRELIMINARES

Dado que uno de nuestros objetivos principales es la construccion de normas dentro de cyy es
necesario introducir algunos conceptos y técnicas para definir normas con propiedades determina-

das. Empezamos por recordar el siguiente concepto bdsico que nos seréd de gran utilidad.

DEeriNniciON 1.13. El producto punto es de dos elementos x,y € cy es el nimero < x,y >=
>0, x;y;. Notemos que con este producto cada elemento f € cy nos da una funcional definida

precisamente como

< f,, >:Cop — R

X —-< fix>.

Por este motivo tomaremos la convencién de denotar a los elementos de ¢y con letras como f,
g, etc. cuando los vemos como funcionales y por letras como x, y, etc. cuando los veamos como
vectores. Adicionalmente denotaremos {e; : i € N} como la base candnica de ¢ vistos estos como

vectores y por {e] : i € N} ala misma base vista como los respectivos funcionales.

Una forma usual de definir normas en ¢ es elegir W C ¢, (o, posiblemente, en ¢.,) tal que
Go = {xe] : i € N} C W, y considerar:

”x”W = S”p{< f»-x > f € W}9

para todo x € cg. Finalmente denotamos por Xy a la completaciéon de ¢y, con esta norma. Al
conjunto W le llamaremos, claro estd, el conjunto normante de Xy o simplemente el conjunto
normante cuando sea claro el espacio de Banach en cuestion. Hay una forma sencilla de describir

éste tipo de completaciones siempre que la norma inicial tenga una propiedad adicional.

TeOREMA 1.14. Sea || - || una norma definida en cy tal que la base canonica es C-bdsica para

algiin C € R. Entonces la completacion de (cy, || - ||) es el espacio
n
{(@a), : (Z aje;),., es una sucesion de Cauchy},
i=1

con la norma dada por

l@)2yll = limsup{ll ), aieil : n € NJ

i=1

DEMOSTRACION. Se sigue directamente del Teorema 1.2. —

Es necesario pedir que la base candnica sea C-bdsica en el teorema anterior, un contragjemplo

para este teorema con una norma que no cumple ésta propiedad se puede obtener con el siguiente
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conjunto normante:

(o)
— * * . .
W={> elUfe;:2<ieN}
i=1

A continuacion mostramos una ejemplos simples de espacios de Banach que se pueden obtener
de ésta manera con su respectivo conjunto normante. Estos ejemplos nos permiten incluir espacios

clasicos dentro de éste mismo marco tedrico.
EsempLo 1.15.

» Si W = Gy, entonces el espacio Xy es isométrico a c.
w SiW={}xe; :s€FIN}, entonces Xy es isométrico a {,.
n SiW = {},e 1 ne N}, entonces Xy es, nuevamente, ¢y con la diferencia que la base

canonica de Xy, {e; : i € N}, representa ahora la base sumante de c.

Para mostrar ejemplos mds complicados sera util tener en cuenta el siguiente comentario. Dado

s € FIN es posible asignarle el siguiente conjunto de funcionales:
{Z +e;}.
i€s

Asi, el primer conjunto normante en los ejemplos previos se vuelve la union de la familia de todos
estos conjuntos para los conjuntos de cardinalidad uno, y el segundo conjunto la misma unién con-
siderando todo elemento de F/N. Esta intuicion se mantiene dentro de la teoria, s6lo que tomando
como base el conjunto de todos los arboles con hojas en G, donde estos ejemplos previos se vuel-
ven simplemente arboles de altura cero y altura (uniforme) uno, respectivamente. Para avanzar en

ésta direccion los conceptos presentados en la siguiente seccion son esenciales.

3. Subconjuntos de FIN

DEerINICION 1.16. Sea B,C C FIN.

» Bes llamada thin si s I ¢ para distintos elementos s,t € 5.
» Bes llamada barrera si:

e Para cada M C N subconjunto infinito, existe un s € 8 tal que s C M.

e Paracada s,r € Bsit+# sentonces s L tytgs.

B es una barrera spreading si, ademds, cumple los siguiente:
e Sis € Byre FIN son tales que s(i) < r(i), para cada i < |s|, entonces existe ¢ € B tal
que r E t.

» Definimos B&C ={sUt:s€B,tecCys <t}
» Definimos B C = {U!t;: parai <nsetienet; € C, 1y <tr---t,y {min(t) : i < n} € B}.
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No es dificil ver que si B,C € FIN son ambas barreras, entonces tanto 8 & C como 8 ® C son

también barreras. Los ejemplos mds simples de barreras son
NH = {5 e FIN : |s| = k},
para cada k € N y la barrera de Schreier

S ={s € FIN :|s| = min(s)}.

Para dar una primera muestra de la utilidad de las barreras en el estudio de las bases de Schauder
en espacios de Banach, a continuacién incluimos la siguiente construccién por B. Maurey y H.
Rosenthal [29] de una sucesion débilmente nula sin subsucesiones incondicionales. Esta definicién
se puede considerar un primer paso hacia el ejemplo de T. Gowers y B. Maurey, introducido en

[19], de un espacio de Banach sin sucesiones incondicionales.

DEriNiciON 1.17 (Maurey, Rosenthal). Fijando un € > 0 y una sucesion de ndmeros naturales
{m; : i € N} tal que:

o) ) .
D1 min((Eh, () < e
- — n; m;
i=1 j#i J
Ahora, denotamos por FIN'=*! al conjunto de todas las sucesiones (s;)’_, C FIN con la propiedad

de que i < j < nimplica mdx s; < min s;. Fijemos una funcion
o FINS®! S {m; : i e N}

tal que o((s;)?_,) > max s, para cada (s;)?_,. Con esto, definimos la barrera de Maurey-Rosenthal

(Bur) como | J, s; € Byg para cada elemento (s;)", € FIN'**! que cumple:

1. 57 = {n}.

2. Isea1l = o((sy)L) para cada k < n.

De aqui obtenemos nuestro conjunto normante que resulta ser:

n

X,
Wa,, = {ﬁsi)?:l = : U si € Byr}s

1
i=1 |52 i=1

en donde y, denota la funcidn caracteristica del conjunto finito de naturales 7.

Las barreras estan clasificadas mediante un nimero ordinal numerable de acuerdo a una cierta

propiedad uniforme que presentamos acontinuacion.

DEeriniciON 1.18. Sea & € FIN y a < w;. De manera inductiva, Decimos que ¥ es a-uniforme

Si:

m =0y F =1{0}.
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» a =B+ 1y F is B-uniforme para cada n € N.

» « es un ordinal limite y existe @, ,/* a tal que ¥, es a,-uniforme para cada n € N.

Decimos que ¥ es uniforme si es @-uniforme para algin a < w;.

Nétese que de esta forma las barreras N'*! son k-uniformes y la barrera de Schreier es un ejemplo

de una barrera w-uniforme. Es sabido que existen barreras de toda uniformidad @ < w;.

Para finalizar ésta seccion incluimos ejemplos importantes de construcciones de conjuntos nor-
mantes usando barreras en FIN. Para poder construir estos espacios es necesaria la siguiente defi-
nicion.

DerNicION 1.19. Dada un barrera 8 C FIN, decimos que una sucesion bloque (x;)?_, C coo €8

B-admisible si existe s € B de tal manera que:

1. s(1) < min(supp(xy)).
2. max(supp(x;_1)) < s(i) < min(supp(x;)) para cada 1 < i < min{|s|, n}.

Empezamos con el espacio de Tsirelson que es, como ya hemos dicho, el primer ejemplo cono-
cido de un espacio de Banach sin subespacios isomorfos a algin £, paral < p < 00 0 a .

EsemprLo 1.20 (B. Tsirelson). El conjunto normante del espacio de Tsirelson se define como la

union de los siguientes conjuntos construidos de manera recursiva:

1. W() = G().
2. Si (f)_, € Wi es una sucesion bloque que ademds satisface min(supp(f1)) = n (es decir

es S-admisible, donde S denota la barrera de Schreier), entonces f = %Z?:l fi € Wi,

Finalmente definimos Wy = ;oo Wi. En lo sucesivo este espacio serd denotado por T .

A la operacion de una sucesion bloque de funcionales que se puede apreciar en la ultima rela-
cién de (2) del ejemplo previo (sumar y multiplicar por un medio) se le conoce como la Tsirelson-

operacion.

El espacio de Schlumprecht toma esta misma idea pero usando una cantidad numerable de
barreras uniformes, este espacio fue el primer espacio conocido con la propiedad de ser arbitraria-

mente distorsionable, una propiedad cuya definicién daremos en el capitulo tres.

Esempro 1.21 (T. Schlumprecht). El conjunto normante del espacio de Schlumprecht se define,

de nuevo recursivamente, de la siguiente manera:

1. W() = G().
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2. 8i (f), © Wi es una sucesion bloque (aqui quiseramos hacer hincapié en que esta suce-

., .. _ 1 n
sion es N"-admisible), entonces f = Tomaeri ) 2y fi € Wi

Finalmente definimos Ws = |-y Ws.

El espacio Xy, es considerado un ejemplo de lo que ahora se conoce como “Espacio de Tsirel-
son Mixto” por combinar varias barreras en una misma construccion. Por esta razon este espacio

es frecuentemente denotado por
1

N[n],
7K logr(n + 1)

In]

En esta notacion el espacio de Tsirelson se escribe de la siguiente manera 7 [S, %]. Es natural
preguntarse sobre las propiedades de los espacios 7 [N, 4] para 0 < § < 1. En el caso que 6 es
uno es facil ver que el espacio resultante es isométricamente isomorfo a ;. En los otros casos cada

uno de estos espacios es equivalente a un £, 0 ¢y, tal y como lo demostrd S. A. Argyros en [7]:
TeorREMA 1.22 (S.A. Argyros). Sea0 <8 <1yneN.

1. Si
2. Si

> 6, entonces T[N, 9] es isomorfo a cy.

S|—= 3=

< 0, entonces T [N!", 9] es isomorfo a €, donde 0 = Ly se tiene que é + % =1
nd
Esto nos ayuda a estudiar tanto los espacios “tipo Tsirelson” como estos espacios cldsicos

dentro de un mismo marco de investigacion.

4. Propiedades Tipo Ramsey

El teorema de Ramsey dice que siempre es posible encontrar subgréificas completas mono-
cromdticas en la coloracion de las aristas de una grafica completa suficientemente grande. Este
teorema es un resultado fundamental en combinatoria. Probado inicialmente por F. P. Ramsey en
1930, de este se desprendi6 lo que ahora se conoce como “Teoria de Ramsey”, teoria que se podria
describir, a grandes rasgos, como la busqueda de regularidad dentro del desorden; es decir, con-
diciones generales para obtener subestructuras regulares dentro de estructuras arbitrarias. En el
caso presentado a continuacioén (que demostraremos por autocontencion), es el mas cominmen-
te referido como el Teorema de Ramsey. El objetivo de este es encontrar subconjuntos infinitos

monocromaticos dentro de una coloracion arbitraria de las k-adas de los numeros naturales.

TeoremA 1.1. [Ramsey]

Para cada coloracion finita C : NV —s g existe un M € N'! monocromdtico.
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DEemosTrACION. La demostracion serd por induccion sobre k. Para k = 0 el resultado es trivial. Ahora
suponemos que el teorema se satisface para cierta k. Demostraremos que es posible obtener el caso

k + 1. Para esto consideramos una coloracion arbitraria
C: NI 4
Partiremos esta coloracion en una cantidad numerable de estas, definiendo para cadan € N
Ci : NM/n— ¢

como Cy,(s) = C(s U {n}) para cada s € N'™/n. Ahora, tomando my = min(N) y considerando la
coloraciéon

Cingy : NMmg — ¢,
concluimos por hipétesis de induccion que existe un conjunto M, € (N/mg)! monocromatico bajo

la coloracion Cy,,,. Sea m; = min(M,) y g, € g el color elegido por el conjunto monocromético
(k] 1ya;
M{™ bajo Cy).

Para el paso de recursion suponemos construidos m;, M; y q,,_, como en el caso anterior y
tomamos
. gtk
Cimy - M;" /m; — q.

Aplicando la hipétesis de induccion, obtenemos ahora M, € Ml[‘x’] con MM monocromatico bajo

i+1

Cim,y- Definimos m;,; = min(M;11) y gm,., € q €l color elegido por el conjunto Ml.[f]l.

Por el principio del palomar existe un conjunto M € {m; : i € N}'*! tal que para cualesquiera
dos elementos [, r € M se tiene ¢, = ¢;. Finalmente observemos que para todo s, € M**!! tenemos,

por construccion,

C(8) = Cimin(s)(s \ {min(s)}) = Gmincs) = Gminy = Cimininy (¢ \ {min(2)}) = C(2).

Asi concluimos que M**!! es monocromatico base la coloracién original C, que es lo que se queria

demostrar. -

Para entender la relacién de estos conceptos con las barreras presentadas en la seccién ante-
rior, la teoria de Nash-Williams de fronteras y barreras es inescapable. Ademads, ésta ha sido una
herramienta importante en el estudio de modelos asintéticos, los cuales serdn el tema principal del
capitulo dos y punto central en esta tesis. A continuacion afiadimos una lista de la terminologia y

herramienta estandar en esta teoria:

DEerinicion 1.23. [Nash-Williams] Sea 8 € FIN. Decimos que 8B tiene la Propiedad de Ramsey
si para cada N € [N]* y cada para cada particion B [y= Py [y U--- U Py [y existe M € [N]™ tal

que a lo mds uno de los siguiente conjuntos Py [, -+, Pr [m €s no vacio.
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La relacién de la definicion previa con el teorema de Ramsey se vuelve aparente cuando uno
considera la coloraciéon de un conjunto una particiéon de este en colores. Uno de los resultados

principales de Nash-Williams, el cual se puede encontrar en ([7, Lemma I1.2.7]), es el siguiente:

TeoreMA 1.24 (Nash-Williams). Toda familia thin es Ramsey.

La utilidad de este resultado en la teoria de espacios de Banach se puede percibir en el siguien-
te resultado, el cual sera utilizado constantemente en lo sucesivo. Este teorema es comunmente

llamado en la literatura “Teorema de Ramsey para el Andlisis’:

TeoremA 1.25. [Teorema de Ramsey para el Analisis] Sea (X, d) un espacio topolégico métri-
co compactoy ¥ C FIN una familia con la propiedad de Ramsey. Entonces para cada funcion

G : ¥ — Xy para cada sucesion €; ™\, 0 existen M = {m;,m,,---} € [N]* y x € X tal que
d(G(s), x) < €,

para cada s = {m;,,m;,,--- ,m; } € F [y

DemostrAcION. Usando la compacidad del espacio topoldgico (X, d), tomamos una particion dis-
junta A; = {A; : 1 <i < N}de X hecha a base de conjuntos de didmetro menor que €;. Es ficil ver

que la siguiente funcion

¢ F - N

s — i,

donde i € N es el tinico elemento que cumple G(s) € A;, define una particion de ¥ en una cantidad
finita de conjuntos. Aplicando la propiedad de Ramsey obtenemos un M; € [N]®, de tal manera
que cada dos elementos s, € ¥ [ cumplen ¢(s) = ¢(t), de donde se sigue inmediatamente que
d(G(s),G(1)) < €.

Construido M;, tomamos una particiéon Ay,; de X ahora en conjuntos de didmetro menor que
€r+1. Aplicamos ahora la propiedad de Ramsey a B [, \minm,}> usando la particion Ay, de manera
andloga al paso anterior, y asi obtenemos M;,; tal que su imagen bajo G estd contenida en uno de

los elementos de Ay, 1.

Es facil ver que definiendo m; = min(M;) para cada i € N se tiene que M = {m; : i € N} cumple

la propiedad deseada. E!

Basandonos en el teorema previo introducimos las siguientes dos definiciones:
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DerNiciON 1.26. Sea (X, d) un espacio topolégico métricoy ¥ € FINy G : ¥ — X. Diremos
que G es Cauchy en M si para todo € > 0 existe un / € N tal que

d(G(s),G(n) <€,
para todo s,7 € 7 /1.

DEerNicioN 1.27. Sea (X, d) un espacio topologico métricoy ¥ C FINy G : ¥ — X. Decimos
que G converge a x € X en M si existen €; \, 0 tal que d(G(s), X) < €yins) para cada s € F [y.

Esto es equivalente a que para todo € > 0 existe un / € N tal que para todo s € F /[ se tiene
d(G(s), x) < €.

Denotaremos a esto como

Iim G(s) = x.
seF /1

[—00

Remarcamos que si G converge a x € X en My N € [N]* satisface que N/m C M para algin
m € N, es decir N esté casi contenido en M, entonces también es cierto que G converge a x sobre
N.

Dado que nuestro objetivo es aplicar éste teorema para la obtencién de distintas estructuras

asintoticas es tentador usar (como (X, d) en 1.25), para cada k € N, el espacio métrico
M= {ll- I : R* > [0,00) : || -][es unanorma y Vi = 1, -, k(lled| = 1)}
con la métrica dada por
du(ll- 111+ 112) = sup{{llally = llall2| = @ € [=1,11%).

para cada par de normas (|| - ||, || - |l.) en My, pero estos espacios no son compactos. De hecho,
un ejemplos simple de esto, cuando k = 2, es la sucesion de normas R? definida por lo conjuntos
W, = e} —¢€5,e;—ej, %ez, } € coo(2). Es facil ver que cada uno de estos conjuntos define una norma
en M, y es tal que la sucesion es Cauchy y, sin embargo, no converge a una norma (dado que el
vector (1, 1) tendria necesariamente “norma” 0 ). La afirmacion se vuelve cierta si reemplazamos

“norma” por “seminorma’ de la siguiente manera
Ne=1{p: RF — [0, o) :pesunaseminormay Vi=1,--- ,k(o(e;) = 1)},
donde {¢; : 1 <i < n}es la base candnica de R”.

Lema 1.28. Para cada niimero natural k, el espacio (Ny, di) es compacto y métrico.
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DemosTrACION. Demostraremos que el espacio es completo y totalmente acotado. No es dificil ver
que es completo pues al tomar una sucesion de Cauchy en (N, d;) simplemente tomar el limite
puntual determina una seminorma en R¥. Para ver que es totalmente acotado fijemos € > 0y
tomemos una £-red finita B en ([-1, 15,1 - lle,) y A una §-red finita en [0, k]. Para cada funcion
f : B — A definimos

Cr=1p € Ni: ¥b € Bllo(b) - fB)] < )

Notemos que cada dos elementos p, p, € Cy satisfacen que di(p1, p2) < €. Para ver esto tomamos

x € [-1,1]"y b € B tal que |lx — b, < §. Tenemos entonces que

lo1(x) = p2(x)] < |p1(x) = p1(D)] + |p1(D) — f(D)]
+ (D) — pa(b)| + |p2(b) — p2(x)|
< 2lx—bl|; + 2(2) <e

Ahora para cada Cy no vacio fijamos py € Cy. Afirmamos que {p; : f : B — A} es una e-red en
N,. Ciertamente, para p en N, consideramos la funcién f : B — A definida por

f(b)=min{a € A : |p(b) —al < 2},

Este conjunto es no vacio ya que 0 < p(b) < ||bll;, < k'y por la definicién de A. Es claro que p es
un elemento de Cy lo cual implica, por nuestra afirmacion, que d,(ps, p) < €. -

Rermarcamos que, por la desigualdad del triangulo, para toda p € N; se tiene que |p(x)| < |[x]l,
para cada x € R¥. El Teorema 1.25 es frecuentemente aplicado de manera implicita, o su prueba
es repetida explicitamente dentro de varios subconjuntos cerrados de Ny, para obtener estructuras
asintoticas. Para garantizar que las seminormas obtenidas por el Teorema de Ramsey para el anélisis

sean normas es posible usar los siguientes subconjuntos cerrados de N;:

-1 : R* - [0,00) : || - || esunanorma y Vi = 1, -+ , k(|le;l| = 1)

con bc(ei)f:] <2}

{II-1l: R* = [0,00) : || - || es una normay Vi=1,--- ,k(|le]]] = 1)
con (e,-)f.‘:1 2-incondicional}.

Un caso particularmente titil de la Definicion 1.27 es cuando la familia de conjuntos finitos es

[N]", el espacio métrico (N, d,) y la funcion G : [N]* — N, es definida a través de una sucesion
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(x:)i2, en un espacio de Banach (X, || - ||x) de la siguiente manera:

Glir,--+ i) ae) =1 ) axilx.
i=1 i=1

Entonces si G converge a p en [N]" serd denotado de la siguiente manera

4.1) lim lim --- . lim || Z a;xillx = p.
ln—)OO j:l

il —00 i2—>0<>

Ahora, demostraremos que el teorema de coloraciéon de Ramsey es equivalente a la siguiente

nocion de estabilidad en espacios de Banach:

DEerINICION 1.29. Sea k € N y X un espacio de Banach. Decimos que una sucesion de vectores
normalizada (e;);er €n X es k-oscilacion estable si para cada € > 0 existe M € N'*! tal que para

cadang,ny, - ,ng, my,my, -+ ,my; € M, tenemos

k k
1Y aienll =11 Y aienl] < e,
i=1 i=1

para todo (ai)f.‘:1 € [-1, 1]¥. Remarcamos que, si consideramos G definida como en los parrafos

anteriores, esto es equivalente a decir

dk(G({nl’ np,---, nk})9 G({ml’ mp,---, mk})) <eE€

Es importante entender el porque del nombre de la nocién introducida en la definicién 1.29.
En [7, Def. I11.5.4], una funcién f : S(X) — R es llamada oscilacion estable sobre X si para todo
subespacio de Banach infinito dimensional Y de X y cada € > 0 existe un subespacio de Banach

infinito dimensional Z de Y tal que

sup{lf(x) — f]: x,y e S(2)} < e.

Ahora, dada una sucesién normalizada (e;);cy, es posible definir la funcién @ : [N]* — N, que
lleva F € N ala seminorma generada por < {e; : i € F} >. Dado que N, es compacto y métrico,

por analogia, obtenemos el concepto de k-oscilacion estable para una sucesion normalizada.

TeorREMA 1.30. Dado k € N, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Para toda funcion C : [N|F — 2 existe i < 2y M € [N]* tal que [M]* € C~'(i).
2. Teorema de Ramsey para el andlisis para [N]*.
3. Dado un espacio de Banach X, para cada € > 0y para cada sucesion normalizada (e;)ien

en X existe M € [N]* tal que (e;)icy es k-oscilacion estable.
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DEMOSTRACION. S6lo es necesario demostrar la implicacién (3) = (1). Dada C : [N]* — 2 una
funcidn, definimos el siguiente conjunto normante
W=GyU{) e : s e NI(C(s) = 0.
ies

Notemos que (¢;);a €s una sucesion normalizada. Afirmamos que si C(7) = 1, entonces || 3 ¢, ¢/llw <
k — 1. Para ver esto, supongamos que C(¢) = 1y fijemos f € W. Si f € G, entonces es evidente
que f(X ;e €) < 1. Si f € W\ Gy, entonces existe un u € [N]* con C(u) = 0 tal que supp(f) = u.
Esto significa que u # t. Ya que |tf| = |u|, existe un jy € ¢\ u. Asi,

FO lep=F( ) ep<k-1.

Jjet JELJ#Jo

Entonces se sigue de la definicion de la norma [|-|lw que || X je, ¢jllw < k—1. Aplicando la hipotesis a

€= %, existe una subsucesion k-oscilacion estable (e, )ien. Denotemos M = {n; : i € N}. Entonces,

1> el =11 ejlhw

i€s Jet

tenemos que

1
S_7
2

para cada s,t € [M]*. Si C(s) = 1 para cada s € [M]* entonces hemos conluido. Supongamos que
este no es el caso. Entonces, elijamos s € [M]* tal que C(s) = 0. Notemos que || Y, eillw = |s| = k.

Asi, tomando ¢ € [M]*, se sigue que

1> el =11 ejllw

ies Jet

1
k=113 eilw < 5

jet

1
k=3 <l ) elllw.

Jet

1
< =
2

Usando la afirmacién previa obtenemos que C(t) = 0 para cada t € [M]*.

L



Capitulo 2
Asintoticidad en Espacios de Banach

En este capitulo definiremos las familias plegma, que fueron introducidas por conocidos autores
en el articulo [6]. Dichas familias tienen como elementos sucesiones finitas de elementos de FIN.
Esto nos ayudard a extender los conceptos estudiados en la dltima parte del capitulo anterior. Las
principales nociones en éste capitulo son los de modelo spreading y de modelo asintético. En
particular, con estas nuevas herramientas, ahondaremos en el estudio de la iteracion bloque de los

segundos culminando en una respuesta parcial a una pregunta en el area.

1. Modelos Spreading y Modelos Asintéticos

Las siguientes dos nociones son bésicas en el estudio y entendimiento del concepto de conver-

gencia asintética dentro de un espacio de Banach.

o [sometria asintdtica: Sean (x,),en' Y (Vn)nen Sucesiones bdsicas normalizadas dentro de espa-
cios de Banach X y Y, respectivamente. Decimos que (x,,),en Y (Vn)nen SON asintoticamente isométri-

cas si existe €, ~\, 0 tal que para todos s,t € FIN con s(1) > |s| = n = |t| < (1) se tiene que

n n
||| Z ajxs(j)”X =l Z ajyt(j)”Y| < Emin{s(1),((1)}>
=) =1

para cada (a;)?_, € [-1,1]".

e Modelo spreading: Sea (x,),cn una sucesion basica normalizada en un espacio de Banach X.
Un espacio de Banach E con base de Schauder (e,),cn es llamado el modelo spreading de (x,),en

si exite €, \, 0 tal que para todo s = {s(1),--- ., s(n)} € FIN con s(1) > |s| = n se tiene que

n n
||| Zajxs(j)”X = Zajej”E| < &1)-
= =

para cada (a;)?_, € [-1,1]". En este caso, decimos que (x,),en genera (e,),en (or E) como modelo
spreading. Notemos que, en términos de la notacion introducida en el capitulo pasado, de acuerdo

a la identidad 4.1, se tiene que

n n
h’m h’m cee Hl’l’l ” E ajx,-jIIX = || E ajejIIE
1] —00 Ip—00 lp—00 - j—]

]_ =

17
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para cadan € N.

En ambas definiciones se habla de una especie de convergencia en el comportamiento de la
norma generada por una cantidad finita de elementos de la sucesion, siempre y cuando estos sean
tomados “suficientemente arriba”. A. Brunel y L. Sucheston [11] demostraron el siguiente teorema:

TeoREMA 2.1. Sean X un espacio de Banach y (x,),en una sucesion bdsica normalizada dentro

de X. Existe (x, )ren que genera modelo spreading.

La demostracion de este teorema involucra el teorema de Ramsey. Por el momento omitimos la
prueba ya que mds adelante demostraremos un caso mas general en las secciones siguientes, pero
el lector interesado puede encontrar una demostracion moderna usando ultrafiltros de Ramsey en el
libro [7]. Tomando esto en cuenta, y recordando el Teorema 1.30 del capitulo anterior, obtenemos

el siguiente corolario:
CoroLARIO 2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes

1. Teorema de Ramsey.
2. Teorema de Ramsey para el andlisis.

3. Teorema de Brunel-Sucheston.

En el articulo [20], los autores generalizan el concepto de spreading model introduciendo los

llamados modelos asintéticos cuya definicion afiadimos a continuacion.

e Matriz bdsica: Una matriz (X)), men de elementos de X es llamada matriz bdsica si (X],)men
es una sucesion basica normalizada X para cada n € N. Por una submatriz de una matriz (x),), nen

entenderemos una matriz de la forma (x},,),enmen para algin M € N [eo]

e Modelo asintdtico: Sea (x],), nen Una matriz basica en un espacio de Banach X. Decimos
que un espacio de Banach E con base de Schauder normalizada (e,),cn €s un modelo asintotico de
(X nmen S1 existe €, N\ O tal que para todo s = {s(1),---, s(n)} € FIN con s(1) > |s| = n se tiene

n n
|” Z ajxi(j)”X ml Z ajej||E| < €1)>
j=1 j=1

para cada (a;)?_, € [-1,1]". Cuando esto pase diremos que (x},),men genera a (e,)nen (or X) como

que

un modelo asintotico.

La demostracion del siguiente teorema que extiende el de Brunel-Sucheston se puede encontrar
en el mismo articulo previamente citado ([20]), el cual tampoco demostraremos dado que éste

serd también un caso especial de un teorema general que demostraremos mas adelante.
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TeEOREMA 2.3. Sea (X)) )nmen una matriz bdsica en un espacio de Banach X y €, ~ 0, entonces

existe una sucesion (k,),en en N tal que para todo s,t € FIN con s(1) < |s| =n = |t| > t(1) se tiene

n
=
1> apnd I=1
j=1

que
n
J
ajxkt(j)||| < Emin{s(1),/(1)}>
j=1
para cada (a;)?_, € [-1,1]".

Para poder demostrar el caso general necesitaremos varias herramientas de combinatoria que

serdn tratadas en la siguiente seccion.

2. Familias Plegma

Empezamos por presentar la definicién del concepto de familia plegma, introducido en [6], con

una modificacion menor:

DEerNICION 2.4. Sean € N. Una sucesion finita (s;)!_, de FIN es llamada plegma si las siguientes

condiciones son satisfechas:

Lolsil < lsol < -+ < sul, y
2. si(k) < sip(k) < -+ < s,(k) < sj(k+1)paracadai,j=1,---,nyparacada0 < k <

min{|s;], |s;1}.
Para 8 C FIN y n € N, la n-familia plegma de B es la familia
PL'(B) = {(s1)i-, € B" : (51)i, es plegma }.
Remarcamos que ésta definicion de plegma permite ser vacios a los conjuntos finitos . Por

ejemplo, la sucesion (0,0, --- ,0) es siempre una familia plegma de acuerdo a nuestra definicion.

Esto es muy 1til para algunas demostraciones inductivas de esta seccion.

TreorEMA 2.5 (Argyros S.A, Kanellopoulos V. , Tyros K. [6]). Si B es una barrera, entonces
PL"(B) tiene la propiedad de Ramsey para todo n € N,

DEeEMoSTRACION. Primero, definimos la funcion

® :PL"(B) — FIN

n
(s o | s
i=1
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Demostraremos que ésta funcion es inyectiva y cumple que ®(PL"($B)) es una familia thin en
FIN, asi concluiremos usando el Teorema 1.24 . Para esto probaremos, por induccién sobre n, que
si (s, (&)L, € PL"(B)y UL, si C Uj, t; entonces s; = t; paracada 1 <i < n.

El caso n = 1 es trivial ya que ®(PL'(B)) = B. Para el caso n = k + 1 sean (s}, (1)1 €
PL*(B) como en la hipétesis, ahora tomamos {p;, p2, -, py} = Ui-‘jll t;. Recordando que las
sucesiones plegma son crecientes en cardinalidad (ver Definicion 2.4), tenemos que tanto s; como

t; son segmentos iniciales de
{p; :i= 1mod (k + 1)]}.

Por lo tanto s; C #; 0 t; C 51, usando que B es barrera tenemos que s; = #;. La conclusion se sigue

de aplicar hipétesis de induccién a (s,)*), ()] € PLY(B). -

En los siguientes lemas demostramos que para una cantidad finita de barreras uniformes con
uniformidad creciente podemos siempre encontrar sucesiones plegma con propiedades relacionadas
a cada barrera dada. En particular obtendremos que las familias PL"(8) son Ramsey en el sentido
que podriamos llamar no nulo. Es decir, no solamente a lo més una de las restricciones es no vacia,

sino que exactamente una de las restricciones es no vacia (vedse Definicion 1.23).

LEmMA 2.6. Sean e Ny By, 8B,,--- , B, barreras uniformes sobre N de uniformidades y,,v2, - , Vu,
respectivamente, tal que 0 < y; < vy, < -+ < v, Entonces para cada M € [N]* existen
my < my--- < m, € M tal que By, Boymyy> -+ » Bugm,) tienen uniformidad Ay < Ap--- < Ay,

respectivamente, y A, < y,,.

DEMOSTRACION. Fijamos primero m; € N tomado de manera arbitraria y notamos que B, tiene
uniformidad 4; < ;. Since y; < 7y,, afirmamos que existe un m, € M con m, > m; tal que By,
tiene uniformidad 4, y 4; < A, < 7,. Para hacer esto, en el caso que y, es un ordinal limite,
tenemos por definicion de uniformidad que sup{unif(B,;) : j € N} = y,. En el caso que vy, es un
ordinal sucesor, de nuevo por definicion de uniformidad, se sigue que unif(8,;) = v, —1 para cada
J € N. En ambos casos elegir m, apropiado es simple. Aplicando este argumento recursivamente,
definimos numeros naturales m; < m, < --- < m, in M y barreras B}, Bajmy)s -+ » Buim,) de

uniformidad A; < A, - -+ < A, respectivamente, tal qued, < ¥,.

Lema 2.7. Sean n € Ny B, 8B,,---,8B, barreras uniformes sobre N de uniformidades 1,7y,
-+, Yn, Yespectivamente, satisfaciendo y, <y, < --- < v,. Entonces para cada conjunto M € [N]™

existen s1 € By Ty, 52 € By Ty, -+, 80 € B, T tal que la sucesion (s;)’_, es plegma.
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DEMosTRACION. La prueba serd por induccién sobre vy,. Para el caso y, < w. Sabemos [M]"/ es la
tnica barrera y; uniforme sobre M = {m; : i € N} paracada 1 < j < n. Asi, paracadal < j < n,
tomamos s; € B; de tal manera que

s;EM;:={m;:i= jmod(n)}.

Notemos que |s;| = y; para cada 1 < j < n. Asi, por hipdtesis, obtenemos [s;] < [sy| < - -+ < [s,|. No

es dificil ver que (s Dzt tiene las propiedades deseadas. Ahora, asumimos el teorema demostrado

para barreras de uniformidades 4; < A,,--- , < 4,, respectivamente, donde 4, < y,. Aplicando el
Lema 2.6 a M y las barreras B,,, B,,.1, -+ ,B,, donde i, € N es el primer elemento que satisface
Yi, > 0 podemos encontrar m;, < mjy.--- < m, € M tal que Bj i, ), Bigr1(my,1) - > Bupm,) tienen

uniformidad 4;, < 4 < A,, respectivamente, y 4, < 7y,. Ahora, we aplicamos la hipdtesis

o = Migw 77T =
de induccion a estas barreras junto con M’ = M/{m,} para encontrar s; € B;,,, [y, para cada
ip < i < n, satisfaciendo las propiedades (1) y (2) de la Definicién 2.4. Es ficil ver que la sucesion

s;=0para j<ipy s, = {m} U sgo, Sig+1 = {mjp11} U s,

fe1r oS0 = {my} U s, es plegma.

Ahora, juntamos los resultados previos para obtener una “version analista” del Teorema 2.5:

TeOREMA 2.8. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, B una barrera y n € N. Para cada
funcion F : PL"(B) — X y cada sucesion € \, 0 existe un M = {m; : i € N} € [N]* y x € X tal que

(2.1) VI e NVs € PL"(B [ yym)A(F(s), x) < €)

DemosTrACION. Se sigue de aplicar el Teorema 1.25 a ®(PL"($B)) donde @ es la funcién definida en
el Teorema 2.5. E!

Nuestro dltimo propdsito de esta seccion es aplicar el Teorema 2.8 para obtener modelos
asintoticos de orden alto. Seguimos la idea bésica de modelos asintdtico presentada en [20] y la

de modelos spreading de orden alto presentada en [6].

DErINICION 2.9. Sea X un espacio de Banach y ¥ € FIN. Una ¥ -sucesion en X es una su-
cesion (x,)ser en S(X) indexada por elementos de ¥ . Una sucesién de F -sucesiones (x!) e ico

sera llamada una ¥ x N-matriz.

Siguiendo la definicion anédloga en [6] para modelos spreading, presentamos el concepto de

modelos asintoticos de orden alto.

DEriniciON 2.10. Sea X un espacio de Banach, B una barrera y (x’;)seg,,-ew una BxN-matriz en X.

Decimos que un espacio de Banach E con una base de Schauder normalizada (e;),cn €s un modelos
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asintotico de (xi)SEB,iEw si existen €, \, 0 tal que para cadan € N
vm e N/nys e PLBm)|I Y aedls =11y aid,li] < &),
i=1 i=1

para todo (a;)!_, € [—1, 1]". Si B es una &-barrera uniforme, entonces decimos que la 8 X N-matriz
(xf;)seg,,‘ew genera (¢;);en como modelo asintotico de orden &. En el caso de que E no sea un espacio
de Banach, sino simplemente un espacio seminormado, diremos que 8x N-matriz (x’)cg c,, genera

un modelo asintotico seminormado.

Notese que la definicion usual de modelo asintdtico es facilmente recuperada usando la barrera

N en la definicion previa.

Dado un espacio de Banach X, denotamos por AM:(X) al conjunto de todos los modelos
asintéticos de orden & y nos referiremos a los elementos de AM(X) como los modelos £-asintoti-
cos de X. Generalizando la nocién de subsucesion en el contexto de B8 X N-matrices tenemos lo

siguiente:

DEFINICION 2.11. Sea (x')scg,co Una B X N -matriz. Una submatriz de (x')seg,c,, €5 Una matriz
de la forma (x))eg),,.ic donde M € [N]*.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que si B es una barrera uniforme, entonces toda B X N-
matriz tiene una submatriz que, de alguna manera, converge a una seminorma en cq,. Para hacer

esto introducimos la siguiente funcién.

DEerINICION 2.12. Sea X un espacio de Banach y B una barrera. Para una 8 x N-matriz (xg)segg,,‘ew,

definimos
E": PL"(B) - N,
s — Z"(s)
donde E"(5)(X,<, ai€i) = Il X<, aix || para todo ay, - -+ ,a, € R.

Que esta seminorma Z"(s) es realmente un elemento de N, para cada s € PL"(8B) se sigue de
la condicién de normalidad en las entradas de la matriz. Obsérvese que la funcién Z" depende de
la matriz dada pero ya que ésta serd siempre clara del contexto escribiremos simplemente =" sin

mencionar la matriz.

Antes del siguiente lema, recordamos que dos seminormas p, € N, y p,, € N,,, con m > n se

llaman compatibles si p,, rr= py-
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TeOREMA 2.13. Sea X un espacio de Banach, B una barrera y (va)seg,,-e«, una BxXN-matriz en X.
Para cada N € [N]” existen M € [N]* y p, € N, para n € N, tal que las seminormas {p, : n € N}

son compatibles a pares y la funcion E" : PL"(B ) — N, converge a p,, para cada n € N.

DEemosTtrAcION. El conjunto M serd construido a base de aplicaciones recursivas del Teorema 2.8.
Para n = 1 obtenemos M; € [N]® y una seminorma p; tal que la funcién Z!' converge a p; en M.
Ahora, para 1 < n € N, obtenemos recursivamente M,, € [M,_;]* y una seminorma p, tal que la
funcién E" converge a p, en M,. Definimos ahora m; = min(M,) y m,,; = min(M,,/m,) para
cada n € Ny después tomamos M = {m, : n € N}. Se sigue de la definicién que =" converge a p,
en M para todo n € N. Para ver que las seminormas {p, : n € N} son realmente compatibles por
pares notemos que si n < m, entonces (s;)?_, € PL"(B T) para cada (s;)", € PL"(8 Ty). De esto

obtenemos que

dn(pnapm rR”) < dn(pnaq]n((si)?:])) + dn(q’m((sl):i])) FR”’pm FR”)
< dy(pn, V' ((50)i21)) + dn (P ((5)21))s o),

para cada (s;)", € PL"(B [y). La conclusion se sigue de que las funciones ¥" y W™ convergen a
Pn'Y Pm, rESPECtivamente, en M y del Lema 2.7. —

CoroLARIO 2.14. Sea X un espacio de Banach, B una barrera y (x)eg e, una 8 X N-matriz
en X. Para cada N € [N]® existe M € [N]™ tal que (x)gt, .ico genera un modelo asintdtico

seminormado.

DemostrACION. De acuerdo al Teorema 2.13, si (Xi)seg’ie(u es una B X N-matriz en un espacio de
Banach X, entonces existe un submatriz (xg)seggm,,-ew y una sucesion (p;);c,, de seminormas compa-
tibles tal que la funcién Z" converge a p, en M, para todo n € N. el hecho de que estas seminormas
son compatibles nos permite definir una seminorma p = |,y 0 €n €l espacio vectorial cyy(N). Es
facil ver que (x\)sest,,.ico genera a (coo(N), p) como modelo asintético seminormado a través de la

base vectorial candnica de éste. i

CororarIO 2.15 (Brunel-Sucheston). Sea X un espacio de Banach y (x;)ien € X una sucesion
bdsica normalizada. Existe M € [N]* tal que (x;)icps genera un modelo spreading.
DemostrAcION. Usando el corolario anterior con 8 = N y la matriz definida por

x = x
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para i, j € N. Que genera un espacio de Banach, y no solamente una seminorma, se sigue de que es
una sucesion basica y del comentario después del Lema 1.28 sobre subconjuntos cerrados dentro

de Nk. |:!

3. Iteracion de Modelos Asintéticos

Empezaremos con algunos resultados técnicos que serdn fundamentales para el entendimiento

de la iteracion finita de modelos asintoticos.

Dado M = {my : k € N}, N = {n; : k € N} € [N]®, denotamos por T,y a la funcion m; — ny,
y para s = {my,, - ,my} € [M]™>, entonces escribimos Ty y(s) = {ng,,--- ,n}. Observése que
dada una barrera uniforme F sobre M, T, y(¥) es una barrera uniforme sobre N con la misma

uniformidad de ¥ . Omitimos la prueba del siguiente lema sencillo.
LEmaA 2.16. Para M, N € [N]* y k € N, tenemos que

TM/{mk},N/{nk}(S) = Tun(s),

para cada s € [M]=* con s > my.

TeoREMA 2.17. Sean F,G C FIN barreras uniformes tales que G es spreading y o(F) < o(G).
Entonces para cada M, N € [N]* existe un Ly € [N]* tal que

VL € [Lol™(Ty(F Tw) € G 1)

DemMosTRACION. La demostracion sera por induccion sobre o(G). El caso cuando o(G) < w es direc-
to. Ahora, sea @ < w; y asumamos el resultado demostrado para cada barrera con uniformidad< a.
Sean F,G C FIN barreras uniformes con o(¥) < o(G) = . Fijando M, N € [N]*. Recursivamen-
te, para cada k € N definiremos L; € [N]* y [; € N de tal manera que

1. LE):Nyl():O.
2. Ii41 € Ly para cada k € N,
3. Paracadak € N, L., € [L, /{1 }]™y

—©L
VL € [L;  J° (T rpmy.LF iy Taayimy) € Gy T )-

Para hacer ésta construccion tomamos n € N y asumimos que L; y /; han sido definidos para
todo i < n. Por definicion de uniformidad debe existir un /,,,; € L}, tal que o(Fy,,,}) < 0(Gy,..)) < @.
Ahora, aplicamos la hipotesis de induccion a estas barreras con M/{m,.} y L, /{l,+1} para obtener
L., € [N]* tal que cumpla la conclusion. Veamos que el conjunto Ly = {I; : k € N\ {0}} satisface

la conclusion del teorema. Para hacer esto fijamos L € [Lo]* y notamos que L/{/i} C L, para todo
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k € N. Después, tomamos s = {my,, -+ ,my } € F [y.Definamos s’ = s/{my,} € ﬁmkl} y denotemos

el k;-ésimo elemento de L por [. Es claro que [ > [;,. Del lema previo y la clausula (3), se sigue que
Tori(5') = Totpmy i) € Gy
Ast, {li, } U Ty (s)) € ég y, dado queG es spreading y [ > [;,, obtenemos
Tus(s) =1} U Tyu(s) €G .

Lo cual concluye la demostracion. —

CoroLARIO 2.18. Sean F,G C FIN barreras uniformes tales que G es spreading y o(F) < o(G).
Si M, N € [N]* son tales que Ly € [N]* satisface la conclusion del Teorema 2.17, entonces, para
cada L € [Ly]” y cada s € G |, existe un tinico elemento de ¥ |y, denotado por Y y(s), que
satisface Ty (Yrm(s)) C s.

DEMOSTRACION. Fijemos s € G [,. Dado que Ty, .(F [a) es una barrera sobre Ly existeunt € ¥ Iy
tal que o Ty (f) E s 0 s T Ty.(¢). Supongamos que la segunda opcion se satisface, entonces por
la conclusion del Teorema 2.17 se sigue que existe s € G [ tal que s T Ty () E s" lo que es

imposible dado que G [ es una barrera. Por lo tanto, T, (1) C 5. —

Se sigue del Corolario 2.18 que

Yim:G > F Tu
es una funcion bien definida, y del Teorema 2.17 resulta que es suprayectiva.

A continuacion, veremos que siempre es posible reemplazar una submatriz indexada por una
barrera uniforme y generando un cierto modelos asintético por una indexada por una barrera sprea-
ding con la misma uniformidad que genera el mismo modelo. Para hacer esto, primero establecemos

algunos resultado preeliminares.

LemMa 2.19. Sean € N. Si L € [N]* y M € [L]* satisfacen que
|(m,m") N L| > n,

para cada m,m’ en M con m < m’, entonces para cada plegma (1;)"_, en M existe un plegma
(), € [ILI<T" tal que
» 10 C L/{max{j e M : j<min{J_, t;}}, paracadai=1,--- ,n.

o Al =151 = - =15 = 16l

» Lt paracadai=1,--- ,n.
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DemosTrACION. La demostracion es por induccién sobre |¢,|. En el caso donde |f,] = 1 tomamos
A={l<i<n:t;=0lyB={1<i<n:t;#0}.Paracadai € A fijamos ; € LN(max{je M : j <
minJi_, t;},min\J_, ;) tal que i < jimplique /; < [;. Esto siempre es posible por hipdtesis sobre el
tamano de la interseccion. Es claro que 7] = {/;} paracadai € Ay ¢, = 1; para cada i € B satisfacene
la conclusion. Ahora supongamos el resultado demostrado para todo plegma (¢;)"_, donde |t,| = k y
fijemos un plegma ()", con |r,| = k + 1. Definimos primero (s;)_, de la siguiente manera s; = () si
ri =0y s; =r\ {min(r;)} si r; # 0. Dado que |s,| = kK podemmos aplicar la hipétesis de indeccién
para obtener (s})"_, que satisface la conclusion del lema. No es dificil ver que (r])",, donde r} = ]

sir; =0y r, =s.U{min(r;)} sino, posee las propiedades deseadas. 3

Antes de enunciar el siguiente lema afadimos este comentario.

Sea M € [N]* y n € N. Partimos a M en n subconjuntos infinitos de la siguiente manera:
M;={m;:i= jmodn},

para cada 1 < j < n. Es facil ver que si B sobre M es una barrera spreading y s; € 8 es el tnico

elemento tal que s; C M}, para cada 1 < j < n, entonces (s j);le € PL"(B [u).

Lema 2.20. Sean F,G C FIN barreras uniformes tal que G es spreading y o(F) < o(G) y sean
M, N € [N]*. Si Ly € [N]™ satisface la conclusion del Corolario 2.18, entonces para cadan € Ny
para cada L € [Lo]™ existe (s;)}_, € PL'(G | L) tal que (Y1, m(s:))._, € PL"(F | M).

DEMOSTRACION. Primero tomamos L' = {/; : i = 0 modn} donde L = {I; : i € N}. De acuerdo
al Lema 2.7, podemos tomar (3;)"_, € PL"(Ty,(F I M) [ L'). Aplicando el Lema 2.19 a (3;)!_,
obtenemos un plegma ()", tal que |¢}| = |£}| = --- = |t;| y ] € [L]*™, para cada 1 < i < n. Ahora,

tomando L” = L/t;, = {l; : i > max(t,)} y, para cada 1 < i < n, definimos un conjunto
L ={l;: j— max(t,) = i mod n}.

Como G es una barrera, podemos elegir s; € G [ Ltal que s; C 7, U L”. Dado que G es spreading se
sigue que ()7, € PL"(G I L). Afirmamos que ¢, p(s;) = T;lfl@(t,-) para cada 1 < i < n. Para ver
esto, fijamos 1 < i < n. Es suficiente, por definicion dey, », demostrar que TM,LO(T,@!L@(Q)) =t C
s;. Notando por la construccion que s; Tt UL” y t; C /. Por esto, se sigue que 6 5; C 1; 0 1; C s;. La
primera relacion es imposible debido a que, por hipétesis, siempre podemos encontrar s} € G | Lo
tal que #; C 7, pero esto implicaria que s; C s} lo cual es completamente imposible debido a que G
es una barrera. .

TeorREMA 2.21. Sea X un espacio de Banach, F una barrera uniforme y (x\)seg 1 , i una F x N-

submatriz que genera (e;);2, como modelo asintdtico. Entonces existe una barrera spreading 8 con
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la misma uniformidad que ¥, una BXxXN-matriz (yi)seB,iew yun N € [N]* tal que (yf;.)seg Iv.icw ENEra

(e);2, como modelo asintdtico.

DemosTrACION. Es conocido que es posible encontrar una barrera 8 con la misma uniformidad que
F (vedse, por ejemplo [14]) y sea Ly € [N]* dado por el Teorema 2.17. Considerando la funcién
Yi,m © B I,— F dada por el Corolario 2.18. Usando ésta funcion, definimos la 8 x N-submatriz

i
Yrg,m(s)
conjunto arbitrario Ny € [Ly]™ y, usando el Lema 2.20 recursivamente, es posible elegir, para cada

tal que y = x para cada s € B I, y para cada i € N. Para encontrar N primero fijamos un

i € N, un subconjunto N;,; € [N;] tal que ¥, v, manda un elemnto (s j)?;ll € PL*(B .,
) & Yrom(sp)y € PL(F Ty). Ahora tomamos N como una pseudointerseccion de los N;’s.

Notemos que, por definicion, para cada (s;)?_, € PL"(8 [y) tenemos

n n
1D axd, ol =1 i,
i=1 i=1

para todo (a;)?_, € [-1, 1]". De esto se sigue facilmente que la submatriz (V')seBy.icn genera (e,

como modelo asintotico. —

Como mencionamos después de ésta seccion, dada una barrera uniforme 8y M € [N]®, la
funcién Ty : B — FIN preserva sucesiones plegma y manda 8 a una barrera uniforme con el
mismo orden de uniformidad. Por esto, es posible obtener modelos £-asintéticos utilizando matrices

en lugar de submatrices.

Notese que cada sucesion basica de X es un elemento de AM,(X) para todo ordinal no cero & <
w1; por esto, muchos espacios de Banach con base de Schauder admiten mas modelos asintéticos
que modelos spreading. Ahora, denotando por S P:(X) al conjunto de los modelos &-asintoticos
generados por 8 X N-matrices con la propiedad de x = x' para s € By n,m € N. Es ficil ver que

S P:(X) es exactamente el conjunto de los modelos &-spreading definidos en el articulo [6].

En el siguiente teorema, veremos que los modelos spreading y los modelos asintéticos estan

cercanamente relacionados.

Lema 2.22. Sea X un espacio de Banach 'y 0 < & < wy. Si (f})iew € AMg(X), entonces (f)iem €
AM(X) para cada M € [N]*.

DEMOSTRACION. Primero tomamos una submatriz (x')cg Iv.icw d€ una 8 X N-matriz en X que genere
(f)iew como un modelo &-asintético. Ahora, considerando la B X N-matriz (y.)seg v con entradas
yi =x, sise€ByieN,donde {m : i€ N} ies la numeracion creciente de M. No es dificil ver

que la submatriz (Yf;)sez;rN,iew genera (f;)iey como un modelo asint6tico. —
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TeOREMA 2.23. Para cualquier ordinal no cero & se tienen las siguientes propiedades:

1. SPAX) C AM(X).
2. Si(€)icw es un modelo spreading generado por una subsucesion de un elemento de AM (X)),
entonces (€;)icw € S Pey1(X).

DemosTrACION. (1). Esto se sigue de la definicién de modelo &-spreading.

(2). En virtud del Lema 2.22, podemos empezar tomando (f;)ie, € AM:(X) que genere a (e;);cq
como un modelo spreading sin necesidad de ir a una sucesion. Adicionalmente, elegimos una 8xN-
submatriz (x')egpy.ico que genere a (f;)ie, como un modelo &-asintético donde B es una barrera ¢&-
uniforme y N € [N]®. Ahora, definiendo la (N @ B) X N-matriz tal que x;;s = xﬁ, paraie Ny /[~ s €
N @ By aplicando el Teorema 2.13, sabemos que existe un M € [N]™ tal que E" converge en M,
para cada n € N, y denotamos el correspondiente modelo spreading por (4;);cn. Mostraremos que

este modelo (¢ + 1)-spreading es igual a (¢;);c,,. De hecho, esto se sigue de la siguiente afirmacion:

Afirmacién: Para cada k € N, m € M y € > 0 existe una sucesién plegma (ns,)%, €
PLX(B [yym) tal que

k

1" aiedl = 1) aixilIx

i<k i=1

<€,

para todo (a,)*_, € [-1, 1]*.

Demostracion de la Afirmacion: Fijamos k € N, m € M y € > 0. Elegimos {n,n,,...,n;} €
[M/m]* tal que

k k
1> aieille =11 ) aifylr
i=1 i=1

para cada (a;)', € [—1,1]*. Ahora, usando la convergencia asintética y el Lema 2.7, es posible

€
<§,

obtener una sucesion plegma (s,-)?i | € PL™(8B Tyyy,) tal que

nk ng
1 bifille =11 ) by lix
j=1 j=1

para todo (b))%, € [~1, 1]™. Fijando (a)¥, € [-1,1]* y considerando la sucesién b,, = a;, para
cadal <i<k,yb;=0para ¢ {ny,..,n}. Entonces, (n”s,)-, € PL"((N & B) Iy) satisface que

€
< —
2
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k

1Y aeille = 1) i lx

i<k i=1
= I aieills =11 > axtilix
i<k i<k
< |1 aiedle =1 ) aifalle| + 11 D aitlle =11 ) il
i<k i<k i<k i<k
ny ni
<D aedle =1 afulle| + I > bifille = 1> bixd Iy
i<k i<k j=1 j=1
< € + €
Ny —~ = €.
2 2

El resultado se sigue de la desigualdad:

1) aeille =11 ) aihilla| <

i<k i<k

k k

1 aeille =1 - | = 1D @ixellx = 11 ) aihill
i<k i=1 i=1 i<k

Ademads de usando y la Afirmacién y la convergencia de(x}s),AsE(N@B)/M,EN para elegir una

sucesion plegma apropiada (n;"s,)"_, € PLY(B ).

Ahora, generalizamos el concepto de una sucesioén bloque, en el contexto de 8 x N-matrices,
siguiendo las ideas en [5].

DErINICION 2.24. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (¢;);c,. Una B X N-matriz
(x’;)segg,,-ew en X se llama matriz plegma bloque B X N si todas sus entradas son vectores bloque de
(€i)icw y para cada n € N existe una m € N tal que para todo (s;)?_, € PL"(8/m) la sucesion (xf;i)le

es una sucesion bloque de (é;);c,, -

La version asintética del Teorema 42 en [S] es enunciada en el proximo teorema. Para la de-

mostracion necesitaremos los siguiente dos lemas.

DEeriNIcION 2.25. Sea B una barrera uniforme, n € Ny s € B tal que n < 5. Una sucesioén
(r), € [IN]=*]" se llama PL"(8)-descomposicion de s si r; es el inico elemento de B que satisface
riEs—(n—1i),paratodo 1 <i<n,y ()., € PL(B).
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En el siguiente lema veremos siempre es posible encontrar familias plegma cuyos elementos

tienen descomposiciones con propiedades combinatorias muy fuertes.

LEmA 2.26. Sean B una barrera spreading uniforme l,n,my,my,--- ,m, elementos de N. En-
tonces para cada M € [N]* existe N € [M] tal que cada (s;)_, € PL"(8 |y) satisface que s; tiene

una PL™(B)-decomposicion (rj.)’;zl, paratodol <i<n,y

[< ()i ™) € PLE="(B).

J
DemosTtrACION. Tomando k > max{m,,my,--- ,m,}y
N ={m; : i =0mod k}/{l + k}.

No es dificil ver que N satisface la conclusion. -

TrOREMA 2.27. Sea k € N\ {0} y & < wy. Si (€))icy €5 un modelo k-asintotico generado por
una submatriz-NW X N plegma bloque en el espacio generado por (f)ic, € AMg(X), entonces
(€)icw € AM g (X).

DEMOSTRACION. Sean (x\)segc, Una matriz plegma bloque generando (f;);c, como un modelo &-
asintético y(y{ )re[Nt, jen Una [N]* x N-matriz plegma bloque en (f);c, generando (e;);c,, COMo un
modelo k-asintético. Primero, Dado que esta ultima es una matriz plegma bloque, cada entrada se
puede expresar como y{ = ZZ’I’” aE”j) f;, donde a?’j) € R para cada t € [N]* y para cada j € N. Ahora
definiremos una ([N]* ® 8) x N-matriz en X que contendra una submatriz generando (¢;);c,, COMO
un modelo asintético. Para hacer esto, tomamos para cada t~ s € Ne B

Faj (t.) i
j Lol 47X,

L~ si max F(z,j) <s

T s Fer (D)
1257 a7 x|l
y (ri)iSméxF(,,j) 6 PLméX F(th)(B)'

z{;s = cualquier elemento (fijo) de S (X) si no se satisface la condicion de arriba,

donde (7))i<maxr,, €S la PL™*Fuw)(B)-descomposicion de s. Por el Teorema 2.13 existe un conjunto
infinito M € [N]* tal que la matriz restringida a M converge a una seminorma. Afirmamos que
este espacio seminormado es realmente (¢;)c,,. De ahi que (z- )~ sesm. jen genere (€;)ie, COMO un

modelo (¢ + k)-asintético. Para empezar a demostrar nuestra afirmacién fijamos € > Oy n € N, y
después elegimos ()7, € PL*([NT) tal que

1" bieill =11 bl < 5

i<n i<n
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para cada (b;)"_, € [—1, 1]". Ahora, aplicamos el Lema 2.26 con n, 8, M € [N]* y los nimeros na-
turales max F, 1), max F, ), - -+ , max F,, , para obtener N € [N] tal que cada (s;)?_, € PL"(B Iy)
satisface:

1. La PL™*Fuo(B)-descomposicion de s;,

ix Fyp. ;
(r(i,V))VSméX F(’i*i) € PLmaX (1")(8)’

paracadai < n.

- - AR . Yi<n MEX F(q, )
2. (rom), < mix F<,0,o>(r< 1), <mix Foy1 (F(u)Jv<mix F, ) €8 UN elemento de PL~i< «wi(B).

3. 1< To,v) forl € N.

Notemos también que (¢ s)7, € PLM(INJ* @ B). Por esto, al tomar [ € N suficientemente

||Zbe||—||szm||

grande, obtenemos que

i<n
1> bedl =1 D bl + Il D bivill - ||szt~s||
i<n i<n i<n
n n (tzl) J
€ 7 ZJeF 4 @ Xrip
N DD N L D
i=1 JeF i) i=1 ZJEF(t ) aj xr(t/)”

. Para esto, tomando

NIm

para todo (b;)"_, € [-1,1]". Podemos hacer el segundo sumando menor que

(s)’_, € PL"(B) con [ suficientemente grande, obtenemos:

1) _ (1) | _ (i) 4. €
I af st ==l 3 af s =1 Y fl < o

JEF 1) JE€F 1) JE€F 1)

IA
|

para cada 1 <i < n. Lo que nos da,

n o a0y
t JE (tj.0) 1 Ta.p
1> b > afil - ||Z [
N jer,, @ Oxh |
i=l  jeFu. i=1 J€F i 4 7. j)
n
1, 1,
<16 > - “Zb D did
=1 jeF( =1 jEF(.
n (l, 0. J
||Zb D B e e MY
r(u) (t D)
i=1 jEF(, ) i=1 ||ZjEF(t,-t) ’ x}{(lj)”

Dado que (y{ )re[}k, jent €8 Una matriz plegma bloque, se sigue que

Fiy0) < Fypy <+ < Fg, -
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Asi, “cortando” algunos de los elementos en (2), consideramos r definido como

(r(oav))vsméx F(,Owo)(r(l,v))méx Fo0v<méx Fo (r(n,v))méx Ft,,_y n-1)VSmax Fg, n)

el cual es un elemento de PL™*Fwun(B). Entonces, concluimos que el primer sumando de la de-

sigualdad previa estd acotado por

max Fayn
ddeF(tn ,,)(< ﬁ (i) (D(r))

max F, »
, donde < f; > @ denota el elemento de Ny Fu,» que€ herada su norma, yesto se puede ha-
cer menor que 7 aplicando la hipdtesis de convergencia de (xi)seg,,-au. Usando este hecho, nuestra

desigualdad previa se transforma en:

n Z (tlsl)x./
t, jEF(t ) (i, j)
<_+”Zb Z (' ! i(m_zb (t,z)f I
||Z]EF(, ) ”

=1 jeFu. i=1 Krij
<—+||Zb D, a1 - 1 [
i M s (t,l) J I
=1 jeF. jEF(ti,i) )
€ € € €
e (#;,1) J _ —_ —_— =
<4+n||Za xrw)ll 1S4+n4n—2.
J€F i)

Para cada (b))}, € [-1,1]". .

Fue demostrado en [S, Th. 68] que existe un espacio de Banach X sin ningtn £, como mode-
lo spreading de ningun orden. Asi, podemos concluir del Teorema 2.23 que X no tiene £, como
modelos asintéotico de ningin orden. Ademas, del Teorema 2.27 se desprende que si tenemos una
cadena (ej.“) jen € AM(%), para cada i < n, entonces (e;?) jen € AMn(%). Juntando estas
dos observaciones podemos concluir el resultado parcial anunciado al inicio de éste capitulo, es
decir:

Cororario 2.28. Existe un espacio de Banach X tal que para cada cadena finita de modelos
asintoticos X = Xy, X1, ,X,, con X;.1 modelo asintotico bloque de X;, se tiene que X, no es

isomorfo ni a cy, ni a €, para p € [1, 00).

4., Matrices Débilmente Nulas

Es bien sabido que, en un espacio de Banach con base de Schauder, cada modelo spreading
generado por una sucesion débilmente nula puede ser generado también por una sucesion bloque
de la base. Esta situacién se puede extender al caso de los modelos asintéticos como es mostrado

en el siguiente teorema, para lograr esto primero recordamos una definicién en [20]:
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DEerNICION 2.29. Una matriz (x);en qen S€ llama matriz débilmente nula si:
(X7 ient
es una sucesion débilmente nula, para cada n € N.

TeorEmMA 2.30. Sea (x7)icnnen una matriz débilmente nula generando (f;)ien como un modelos
asintotico. Entonces existe una matriz plegma bloque (y?)iexnen que genera (f;)ien como modelo

asintotico.

DemosTrAcION. Usando una estrategia clasica, comtinmente llamada “gliding hump” en la literatura,
podemos obtener sucesiones bloque (y!);en y (k;‘“),-eN (cada una subsucesion bloque de la anterior)
tal que

n+1 n+1
;™ - xk;m” < Sl

para cada n € N. Veamos que (y!)jennen genera (f7)jenr como modelo asintético. Esto se sigue de la
siguiente desigualdad:
!

l
1D afill =1 ail
i=1

i=1

! ! / !
<D afl =1 i I+ 1 1= 1) @il
i=1 i=1 i=1 i=1
/ / 1
i
< I @il =1 ) ax I + 5
i=1 i=1
para un conjunto finito dado s = {s(1), s(2),---, s(/)} de numeros naturales y para todo (a,‘)f:1 €

[-1, 1]. Notemos que el primer sumando puede hacerse arbitrariamente pequefio usando la suposi-
cion sobre la matriz (X )ien pen- Ast, (Y)ien e gerena (f;)ien como modelos asintotico. i

Es facil ver de los Teoremas 2.27 y 2.30 que cada cadena finita de modelos asintéticos ge-
nerados por matrices débilmente nulas (dentro de sus respectivos espacios de Banach) se puede

reemplazar por una cadena de matrices bloque. Este comentario nos lleva al siguiente corolario.

Cororario 2.31. Existe un espacio de Banach X tal que ninguna cadena finita de modelos
asintoticos débilmente generados X,,X,,--- , X, tal que X, = X tiene como espacio de Banach

terminal I, para p € [1, ) o co.

Terminamos este capitulo enlistando algunas preguntas relevantes que son el equivalente asintoti-
co a conocidas preguntas sobre spreading models.
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PREGUNTA 2.32. Para dos distintos &€ < n < w, jexiste un espacio de Banach X tal que

AM(X) # AM,(X) ?

Paraun ¥ C FIN yt € FIN denotamos 7, = {s € FIN :t < sandt"s € ¥}.Si BC FIN es
una barrera uniforme, es sabido que para cada t € FIN tal que B, tiene uniformidad mayor que uno
es posible encontrar s € FIN tal que B,~, tiene uniformidad exactamente uno.

En el articulo [1] fue demostrado que cada conjunto numerable de spreading models tiene
una cota superior en el preorden de dominacién . Esto fue generalizado en [37] estableciendo esta
misma propiedad en S ME(X), donde S M&(X) denota la familia de todos los modelos &-spreading de
un espacio de Banach X generado por ¥ -sucesiones subordinadas débilmente nulas. En particular,
si este conjunto contiene una sucesion creciente de tamafio w, entonces contiene una sucesion
creciente de tamafio w;. Teniendo en cuenta esto, es natural considerar la siguiente clase de matrices

débilmente nulas.

DErNICION 2.33. Sea B una barrera uniforme. Una 8 X N-matriz (x})eg.en €8 llamada débil-

mente nula si para cadan € Ny para cada s € FIN tal que B, es de uniformidad uno
(X5~ ien/s

es una matriz débilmente nula.

Entonces, nos podemos preguntar si el conjunto AM%,(X) de modelos asint6ticos generados por

matrices débilmente nulas es también una semi-lattice con el orden pre-parcial de dominacién.

En las siguientes preguntas, fijamos & <1 < w; .

PrREGUNTA 2.34. Sean B una barrera de uniformidad ¢ y X un espacio de Banach con base de
Schauder. Si X admite un tinico, en el sentido isométrico, modelo asintotico de nivel & para toda
B X N-matriz normalizada plegma bloque.

¢ Debe X contener una copia isomorfica de ese espacio ?

Es sabido que si X admite un tnico, en el sentido isométrico, modelo asintético de nivel € este

modelo asintético debe ser ¢ 0 £, para algin 1 < p < co.

00

'Dadas dos sucesiones bésicas (x);

00

LY )2, diremos que (y;);2, domina a (x;);

n n
1> @l < K1Y il
i=1 i=1

| siexiste un K € R tal que

paratodon € Ny (a)!, CR".
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PrREGUNTA 2.35. ;Puede la estructura é-asintética de un espacio de Banach arbitrario X ser

estabilizada ?

En la temética de distorsion de espacios de Banach, podemos formular la siguiente pregunta:

PrEGUNTA 2.36. ;Puede la distorsion de €, (1 < p < oo) ser extendida a su estructura &-
asintética ? Es decir, existen una K > 1y una norma equivalente ||| - ||| en €,tal que ningiin modelo

&-asintotico de ésta renorma es K-equivalente a la base candnica unitaria de €, ?



Capitulo 3

Un Conjunto Normante

1. Introduccion

La motivacion de éste ultimo capitulo surge de varios lugares, de los cuales podemos remarcar
los siguientes dos:

El primero empieza al analizar el conjunto normante del espacio de Tsirelson. Recordemos de
manera general que dado un conjunto normante W y un elemento f € W, se sigue de la definicion

de la norma de un funcional lineal que

I1f1

En un caso particular, es conocido que la bola unitaria del espacio dual al espacio de Tsirelson (es

o <
X, < 1.

decir, del espacio original de Tsirelson) se puede obtener como
By = conv(Wq),

donde la cerradura denotada por la linea superior en la parte derecha de la igualdad es en la topo-
logia de la convergencia puntual. Esto nos deja, por un lado, con un conocimiento geométrico de la
bola unitaria del espacio dual de Tsirelson y, por otro lado, con un conocimiento analitico de la bola
unitaria del espacio de Tsirelson (a través de la norma como el supremo de las evaluaciones de una
cantidad numerable de funcionales). Nuestra primera motivacion fue intentar obtener una forma de
revertir los papeles a través de un conjunto normante cuidadosamente elegido, aunque €sta meta no
ha sido concretada hemos logrado obtener resultados alentadores en esta direccion. Investigacion

de este tipo, con ideas distintas, se puede apreciar por ejemplo en el articulo [35].

La segunda motivacion viene de una pregunta abierta importante dentro del estudio de los es-
pacios de Banach, el llamado “problema de la distorsiéon acotada” el cual pregunta si existe un
espacio de Banach distorsionable pero cuya distorsion sea acotada (recomendamos al lector para
mas informacion sobre el tema de distorsion los articulos [27] y [15]). Se conjetura que los mejores
candidatos a cumplir ésta propiedad son tanto el espacio de Tsirelson como su espacio dual. Es
natural pensar que un entendimiento mds profundo de ambas bolas unitarias ayudaréd a responder
ésta pregunta como, por ejemplo, extraer del conjunto normante usual de Tsirelson (Ws) un sub-
conjunto de los funcionales cuya norma no es solamente menor que uno, sino mayor que (1 — ¢€)

37
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para algin € > 0. Esto ha sido logrado en parte en el Corolario 3.14 en la tercera seccion de éste

capitulo.

2. Arboles de Analisis

El concepto de un arbol de andlisis para un funcional dentro de ciertos conjuntos normantes
ayuda enormemente en la comprension de las propiedades que se desean para la construccion de
bases de Schauder. Por este motivo dedicamos una seccion pequefia a la descripcion de estos de

manera formal y general. Un util andlisis informal de ellos se puede encontrar en [7].

DErinicioN 3.1. Dado un conjunto no vacio L C cy(N) definimos recursivamente el conjunto de
arboles finitos bloque con hojas en L (denotado por A(L)), junto con una funcién soporte (que de-
notaremos supp) y una funcion “sucesores inmediatos de”” (que denotaremos por s) de la siguiente

manera:

1. LC A(L)y,paracadal € L:
= [ no tiene sucesores inmediatos. Es decir, s(I) = 0.
2. Paran € N, si (t;)"_, € A(L) con supp(t;) < supp(t;,) paracada 1 <i < n— 1. Entonces
w t={t;: i <n}eAL).
= supp(t) = Uiz, supp(t).
= Los sucesores inmediatos de ¢ son s(t) = {t; : i < n}. Es decir, ¢ es precisamente el

conjunto de sus sucesores inmediatos.

Para r,t € A(L), decimos que r es nodo de t (0 r es subdrbol de t) y escribimos r < ¢ si existe una
cadena finita ry, rp, - - - 1, € A(L) tal que

rFreEreEmne---eryet.

Por simplicidad denotamos solamente por (A al conjunto de arboles finitos bloque con hojas en
Gy = {xe] : i € N}.

Informalmente, A(L) es el conjunto de todos los drboles finitos tales que los elementos maxi-
males son los miembros de Ly todos los nodos tienen la propiedad de que sus sucesores inmediatos
son una sucesion bloque. Para ligar este concepto a los conjuntos normantes necesitamos la siguien-

te definicion.

DerNicION 3.2. Sea H € Ay I : H — co. Llamaremos a I una interpretacion vectorial
de H y denotaremos por W¢.1) a la imagen de H a través de 7. Para cada f € coo y h € T71(f),

diremos que A es un drbol de andlisis de f a través de 1.
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Ahora estamos listos para reconstruir el conjunto normante del espacio de Tsirelson en estos ter-
minos. Para esto, dada una barrera 8, es necesario definir el conjunto de los arboles B-admisibles

de la siguiente manera:

Si el arbol ¢ € A cumple que para todos sus nodos r <, se tiene que
{min(supp(d)) : d € s(r)} € @E,

entonces ¢ es B-admisible. Denotaremos este conjunto por Ag. Los arboles del espacio de Tsirelson

son dados por Ag y la interpretacion se obtiene de la siguiente manera recursiva:

1. Para +e; € G, tenemos que 1 s(+e)) = *e;.
2. Parat € Ag tenemos que L (1) = 1 Xe 0 Ls(r).

De manera andloga es posible encontrar subconjuntos del conjunto A relevantes para cada uno

de los conjuntos normantes definidos en el capitulo uno, junto con su respectiva interpretacion.

3. Un Nuevo Conjunto Normante

Los espacios conocidos ahora como “Espacios tipo Tsirelson con restricciones” estan siendo
estudiados ampliamente, por ejemplo, en los recientes articulos [2] y [10]. Nuestro espacio entra
de alguna manera en ese concepto pero es de naturaleza distinta. Como es usual en el area, el
conjunto normante serd definido por un procedimiento numerablemente recursivo, de tal que ma-
nera que cada paso utiliza los elementos del paso previo y cada elemento del conjunto normante

vendra equipado con un peso, el cual estara relacionado con sus arboles de analisis.

DEerINICION 3.3. Para cada 2 < m € N, definimos el conjunto normante Wgs 2., por recursion,
construyendo al mismo tiempo para cada elemento de este conjunto una funcion de pesos (denotada

por P) que le asignard un elemento de FIN U {co}. Para el primer paso,

s Wy 2=G0={i€;1l‘€N}.
= P(+e}) = {oo} paracadai € N.

Ahora, asumimos construido el conjunto W, con su correspondiente asignacion de pesos. Para el
siguiente paso, primero usaremos W; para construir un conjunto auxiliar W, aplicando a este la

siguiente operacion:
Si (fy)L, € W, satisface

1. n>m.

2. Existe [ € P(f;;1) tal que max(supp(f;)) <lparai=1,2,--- ,n—1.
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entonces [ = %Z?zl fi € Wy n € P(f). Tomamos asi
!
Wi = W U W,
como el paso recursivo necesario en nuestra construccion. Finalmente,

Wiris2m = U Wi.
keN

Para cada f € Wgss2m definimos su altura como h(f) = minlk : f € W;}.

Los arboles de analisis (que denotaremos por Ags2.m) Y la interpretacion relevante (que de-

notaremos por J (gss2,,)) se obtienen facilmente de manera andloga a este proceso recursivo.

En lo sucesivo, nos referiremos a una sucesion (f;)"_, € Wrs2.m tal que f = % ", J; como una
descomposicion de f con peso n. Ademads, la notacién w(f) denotard un nimero natural dentro del
conjunto de pesos de f € Wgss2.m), cuya eleccion serd siempre clara dentro del contexto. Notemos
también directamente de la definicion que w(f) > m para cada f € Wgs2,,). Remarcamos ademads

que la siguiente desigualdad se mantiene para cada descomposicion (f;)";:

max(supp(f;.)) > min(supp(fun)) + w(fjui).

Observese que la segunda condicion que define el conjunto auxiliar W) se refiere a, lo que ha si-
do llamado, una “sucesion rapidamente creciente” (una “rapidly increasing sequence”) en el articu-
lo por T. Gowers y B. Maurey [19] !. Esta condicién ha sido previamente usada en la construccién
de espacios de Banach a los que se les conoce como*“Espacios de Tsirelson con restricciones”. Es
también necesario notar que, al contrario de la mayoria de los conjuntos normantes de espacios tipo

Tsirelson, se tiene que si f € Wgss2.m Y E € N no es necesariamente cierto que f [z€ Wigss 2.m)-

De acuerdo al comentario después de la Definicion 1.13, la norma es entonces definida como

Xl Wigss 2y = SUPLS(X) 2 f € Wiris 2m))

para cada x € cq y el espacio Xwrs.2.m) serd la completacion de esta norma. No es dificil ver que
la base canonica de coy denotada por (e;);, es una base de Schauder incondicional para el espacio
Xwris2.m- Aunque esta norma se evalua como un supremo de un conjunto infinito, en el caso de

los vectores de soporte finito tenemos la siguiente informacion util.

De aqui el subindice RIS de nuestro conjunto normante
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Lema 3.4. Si x € cog es tal que || Xllw s, = 1, entonces existe un f € Wgis om tal que f(x) = 1.

DEMOSTRACION. Para obtener nuestra conclusion probaremos que ||x]|w;s,,, € puede obtener como
el supremo de las evaluaciones a través de una cantidad finita de funcionales. Primero acotaremos la
altura méxima necesaria de un funcional “normante” de x demostrando que para cada f € Wgss2.m)

existe un f’ € Wgss2m tal que

v f(x) < f(x).
s A(f") < max(supp(x)) + 1.

Para lograr esto demostraremos por recursion que existe f € Wgss2,m que posee un drbol de

andlisis ¢ de tal modo que las siguientes condiciones se cumplen:

= f(x) < f(x).
» supp(f’) € supp(f).
= Para todo nodo r < ¢ se tiene que o bien r € Gy o existen ry, r, € s(r) con

supp(r;)) N supp(x) # 0
parai=1,2.

Una f” con estas caracteristicas cumple forzosamente h(f’) < max(supp(x)) + 1, puesto que por
la tercera propiedad, por cada nodo que no sea maximal existen dos elementos distintos i; € i,
en el soporte de x. Asi, la altura maxima de un nodo de ¢t no puede ser mayor que |[supp(x)| <

max(supp(x)) + 1.

Comencemos entonces la demostracion. Si f = +e; , entonces tomando f = f y el arbol de
andlisis que consta simplemente de la hoja +¢; se tiene que las propiedades deseadas se mantienen.

Ahora si f € Wgs2.m es de altura k + 1, entonces f se puede expresar como

w(f)

2
fzm;fi.

Dividimos ahora esta suma en tres conjuntos disjuntos Hy = {i < w(f) : supp(f;) N supp(x) = 0},

Hy ={i <w(f): |supp(f) Nsupp(x)| = 1}y Hy = {i < w(f) : [supp(f;) N supp(x)| > 2}. Tomamos
ahora el funcional

/ 2 * * * 4
f = 0 Z Epmintsupp(f) + Z sgn(e.(x))e;. + Z il
ieHy i€H i€eH;

donde k; denota el Unico elemento en la interseccion supp(f;) N supp(x). Las dos dltimas propie-

dades se siguen facilmente, para la primera se puede obtener comparando la particion de la suma
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de f’ de la siguiente manera:

w(f)

) = (f)Zf,()

i [Z O+ ) o+ f(x)]

i€eHy i€eH, i€H)

IA

2
w(f) [Z Cintsupp(in(X) + Z sgn(ey (x))ey (x) + Z ﬁ(X)J ,

icH, icH, icH,

remarcando que la desigualdad intermedia se sigue del hecho de que
Ji(x) = filey,(Ner,) < sgnle; (x))ey (),
paracadai € H,.

Ahora, como segundo paso, demostraremos la siguiente afirmacion: Para cada f € Wgs 2, tal
que supp(f) N supp(x) # O existe g € Wigss 2.m) satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) supp(g) € ran(f) N[0, [A(f) + 1]lmax(supp(x))].

(2) h(g) < h(f).

(3) f(x) < g(0).

(4) Se cumple que o bien g € Gy 0 w(g) = min{max(supp(x)), w(f)}.

Haremos esto nuevamente por induccion sobre la altura de f. Supongamos que f tiene altura cero.
Usando que la interseccion de f con el soporte de x es no vacia sabemos que f = +e! para algin

i € supp(x). Tomando g = f es claro que se satisface la conclusion.

Para el paso inductivo tomemos f € Wgs 2., de altura k + 1. Se sigue que f tiene una descom-
posicion
) w(f)

f:m;fi,

en donde la altura de cada f; es a lo mas k. Definimos iy, = max{i

—_—

: supp(fi) N supp(x) # 0}
y a = min{max(supp(x),w(f))} — iy si esta resta es positiva y a = 0 en el otro caso. Después

aplicamos la hipétesis de induccion a f;, obteniendo g satisfaciendo las condiciones (1)—(4). De (1)

max(supp(go))+a
i=max(supp(go))+1

sucesion bloque. Por (4) sabemos que ésta sucesion es admisible (notando que max(supp(fi,-1)) <

tenemos que la sucesion resultante de concatenar (f; ), 1 , (80) y (sgn(ei(x))er), es una

min{max(supp(x)), w(f;,)}. Nuestro candidato sera el funcional

ip—1 max(supp(go))+a

mln{max(supp(x) w(f))} Zf T8+ Z sgn(e; (x))e; | € Wiris 2.m)-

i=max(supp(go))+1
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Las condiciones (2),(3) y (4) se cumplen de manera evidente. Para (1) notemos que la siguiente
cadena de desigualdades se mantiene
max(supp(g)) < max(supp(go)) +a
< (h(f;,) + Dmax(supp(x)) + max(supp(x))
< ([n(fiy) + 11 + Dmax(supp(x))
< (h(f) + Dmax(supp(x)).

De donde se sigue facilmente la contencién

supp(g) < [0, (h(f) + Dmax(supp(x))].

Falta solamente observar que supp(g) C ran(f). Esto se sigue de las desigualdades

max(supp(g)) < max(supp(go)) + a
< max(supp(fi,)) +a
< max(supp(f)),

donde la ultima desigualdad se obtiene de notar que cada uno de los elementos de la sucesion

( ﬁ)lwz(i) )+1 al menos afiade un elemento al rango de f, de los cuales hay w(f) — iy > a de ellos.

Para finalizar la demostracion para f € Wgs2,m obtenemos un f° € Wgsso,m, como en la
primera parte, y posteriormente para este funcional f’ encontramos g € W, como en la segunda

parte, y observamos que g satisface lo siguiente:

n f(x) < g(x).
= h(g) < max(supp(x)) + 1.

= supp(g) < ran(f) N [0, [max(supp(x)) + 2Jmax(supp(x))].

Con esto probamos que con so6lo una cantidad finita de funcionales se puede obtener el supremo de

las evualuaciones, y de aqui se sigue el resultado deseado. -

Demostraremos que Xy rss,2,m no admite un subespacio isomorfo ni a ¢y y ni a ningtin ¢, para
p > 1. La prueba se dividira en estos dos casos respectivos, para el caso ¢, es necesario el siguiente

lema técnico.

LemaA 3.5. Sea x € coo de norma uno 'y f € Wgisam tal que f(x) = 1. Entonces existe un

f € Wrisom tal que:

= ran(f’) C ran(x).

» w(f”) = min(supp(x)).
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= () 2 51 =)

DemosTtrACION. No hay nada que hacer cuando f € Gy. Supongamos entonces que f ¢ Gy. Por
hipdtesis sabemos que

NI[\J

y, de esto, obtenemos

[\

1= f(x) =

/
7 D .
i=1

Denotando por i, al elemento minimo del conjunto {i : supp(f;) N supp(x) # O} y por i; a su

maximo. Dado que / > m, la siguiente desigualdad se obtiene

1(1_i)<1(1_2fm(x) 2ﬁ.(x)) 1 Z o,

2 m| 2 m [
i=1,i#ig,i#i]

Asi que debe existir unj < [ tal que f;(x) > %(1 — %). Es claro que este f; satisface las condiciones
del Lema. —

TeEOREMA 3.6. Ninguna sucesion bloque normalizada dentro de Xy gis2.m) es equivalente a la

base canonica de cy. De aqui concluimos que Xwgis 2,my no admite subespacios isomorfos a cy.

DEMOSTRACION. Supongamos que (X;);en €s K-equivalente a (e;°) para algiin K € R. En particular se

cumple la siguiente desigualdad:

1> xillw < K

i€k
para cada E C N. Definiremos recursivamente para cada n € N una subsucesion bloque (x);e de

(Xi)ien y una sucesion (g1);en © Wigss 2,m tal que:

1. Paracadai € N, ran(g?) C ran(x!) y w(g?) > min(supp(x})).
2. g/(x) 2 2'[5(1 - D).
3. Para cada i € N existe un conjunto finito £ C N tal que ZieE? X = xI'.

Al terminar esta construccion la contradiccién se seguird de (2) junto con la definicién de la norma.

Comencemos entonces la recursion. Para el caso n = 0, usando que cada x; estd normalizado,

0

tomemos para cada i en N, un f; € W tal que fi(x;) = 1. Ahora, tomamos x; = x; y obtenemos
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g” aplicando el Lema 3.5 a f; y x;. Es claro que estas sucesiones tienen las propiedades deseadas.

Procedemos ahora con el caso n = [ + 1. Tomamos

min(xupp()cl1 )

+1 _ !
X = E X;

min(supp(x)))
+1 _ 2

L
&1 min(supp(x.)) Z &

=

[+ junto con g'*1, primero definimos ry = min{r € N : x/*! < x!} y después

i

Para definir x

ro+min(supp(x?))—1

+1 _ !
Xiv1 = Z xj
J=ro
y
ro+min(supp(x))—1

1+1 2 !
8iv1 = &

min(supp(x;)) =

Notemos que

max(supp(gi.)) < max(ran(xﬁ)) < min(supp(xz-ﬂ)) < w(gi.ﬂ).
Esto implica que la operacion es permisible y por ello gfjj € Wiris.2m. La propiedad (2) se sigue
de un cdlculo técnico simple y el inciso (3) se obtiene trivialmente. Para el inciso (1), es claro que

ran(g') C ran(x!) y para la desigualdad faltante basta observar que la identidad

min(supp(xit})) = min(supp(x.))

se cumple. -

Nuestra siguiente meta serd demostrar que el espacio Xy ;s 2,») N0 admite subespacios isomor-
fos a £,. Esto se obtendrd demostrando la afirmacion mas fuerte de que este espacio es asintoti-
camente c,°. Para justificar esto serd necesario hacer calculos técnicos con la norma dentro de los

cuales los siguientes resultados y nociones serdn importantes.

Lema 3.7. Dado un f € Wgisam \ Go ¥ (8)i<n € Wirisam una descomposicion de f. Sea
E = {g; : g ¢ Gy} enumerado como {f; : i < r} de tal forma que fi < f, < --- < f. Si jk € N

satisface j+ k < r, Entonces:
Ww(fijrio) > 25" max(supp(f;)).

2Es decir, existe K € R tal que cada subsucesion bloque (x;)! | de (e;);2, es K-equivalente a cy.
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DEMosTRrACION. Demostraremos que

min((supp(fjw1))), W(fijsn) > 25 ' max(supp(f;))

por induccion sobre k para un j fijo. El caso k = 1 se sigue directamente de la definicién de una

descomposicion. Para el caso inductivo k + 1 notemos que

min(supp(fik+1))s W(f(j+ieny) > max(supp(fiix))

y usando el comentario justo después de la definicion de descomposicion, se sigue que

max(supp(fjui)) > min(supp(fisi)) + w(fji) > 2 max(supp(f)),

donde la tercera desigualdad se obtiene de la hipétesis de induccion. —

Del anterior teorema se sigue el siguiente resultado:

CoroLArIO 3.8. Sea ( fi)f: Wiris 2my como en el teorema anterior, E = i € Goty
ip = min(E). Entonces
1 < 2
ey WU max(supp(fi))

Los siguiente conjuntos nos ayudardn a controlar las evaluaciones de un funcional dado.

DEerINICION 3.9. Si (f))"; et ()i, S coo son dos sucesiones bloque, entonces definimos los con-

juntos
it = < s 30 < s(supp(fy) 0 supp(yi) # 0)),
Elj?){z;'z'"f’ ={je Ef Al < s(supp(fj) N supp(y;) # 0)} y
{fiofarnrd L {f1.f25- f1 S5
2,01.Y2500Ys} ° EO {yi.y2,- };} \ L{yvi.y2, )v}

Ademads, paracadai < s

B;{"fz’“"f” ={je€ E{lj})fz)zfis} : supp(f;) N supp(y;) # 0}.

Cuando f = }"d;f;yy = X ciyi, donde ¢;,d; € R, y sea claro del contexto a que sucesion

bloque nos estamos refiriendo, escribiremos simplemente E,{y = E\1/ g parak € {0,1,2}, y

k{y1 yz
Bf B {f1:f250s fr

Para cada j € E{ y denotamos por yjc al tnico i < 1 tal que supp(f;) N supp(y;) # 0. No es dificil

ver que las siguientes relaciones se cumplen:

N
f _ pf f f f fo_
(3.1) E) =E{ UE) IEj |<r, ,|ES |<sand E] = |B],
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donde la ultima unién es disjunta. Las primeras dos y la cuarta son evidentes, la tercera se sigue de

que al asignacion j — min{i € s : supp(f;) N supp(y;) # 0}, para cada j € Ef;y, es inyectiva.

La afirmacion que Xy gss 2,m) €S asintéticamente ¢, se seguira del siguiente teorema. Para enun-
ciarlo es necesario introducir un tipo especial de vectores relacionados con la definicion del espacio
de Tsirelson.

DEerniciOn 3.10. : Dado un espacio de Banach X con base de Schauder (e;);? | y una subsucesion

bloque (x;):2; € X definimos los 7 (S, %)—vectores basados en (x;);>, recursivamente:

1. Siiestaen N entonces x; es un 7 (S, %)-VGC’[OI‘ de altura zero.
2. Si (y)!_, es una sucesion S-admisible (vedse Definicion 1.19) de 7 (S, %)—Vectores, enton-

cesy = 3 2ty yies un (S, 3)-vector de altura max{h(y;) + 1 : i < n}.

De esta definicién podemos ver que los 7 (S, %)-VGC'[OI‘GS son aquellos que se obtiene de aplicar
la Tsirelson-operacion (véase [40]) empezando con una subsucesion bloque, y el conjunto normante

usual del espacio de Tsirelson es 7 (S, %) basado en G (véase [7]).

TeorEMA 3.11. Sea (x;);2, una subsucesion bloque normalizada de (elX cLyc= (4log,(m*)+10).

. +4m+8 1
Supongamos que m € N satisface <-5= < 5y =~ < 1. Entonces, para cada f € Wgrisom ¥

yeT(S, %) basado en (x;)?2, tenemos que

C
1+ —.
I < M

Como una consecuencia de esto, obtenemos que para cada 'y € T (S, %) se tiene lo siguiente:

c
llw < 1T+ —.
m

DEeMosTRACION. Procederemos por induccién sobre la altura de f en Wgisom cony € 7(S, %)
arbitrario.

Primeros asumamos que f € Gy, es decir, f tiene altura cero. Dado y en 7 (S, %), notando que
es un vector bloque del espacio generado por (x;),en Y que |[supp(f)| = 1, concluimos que o bien

f(») = 0 o existe un unico iy € N con

f()’) = f(cioxio) < cio||xi0”W(Rls,2,m) <1
donde c;, € [-1, 1]. En cualquier caso la conclusion del teorema se obtiene para el caso cero.

Para el paso de induccion fijamos f in Wgss 2, de altura n+ 1. Tomemos cualquier y € 7 (S, %).

Siy es de altura O (esto es, y es de la forma +x; para algtin i € N), usando la definicién de la norma



48 3. UN CONJUNTO NORMANTE

y el hecho de que la sucesion estd normalizada, tenemos que

FO) < lixillw = 1.
Ahora asumimos que y = % 2iciyicon (v, ST (S, 2) y k < min(supp(y)). Sabemos que
2 w(f)
o) =155 ,Zl £O)
=L 0+ Y+ Y 50)
jeEf \F ]eEf \F JeF

donde F denota o bien los primeros [log,(m?)] + 2 elementos del conjunto E(]; . si su cardinalidad
es suficientemente grande, o F' = E{; . si |E0f, J < [log>(m*)] + 2, 1o que haria las primeras dos sumas
vacias. Acotaremos cada sumando de manera separada. Antes de continuar, quisieramos remarcar
la siguiente desigualdad util que se obtiene a base de aplicar el Lema 3.7 y el Corolario 3.8 :

1 2 2 2
(3.2) Z < < <=

jeE! \F w(fj) = max(supp(fuaxr) ~ 22N max(supp(fpinry)) ~ M*S
0,y

Para acotar el primer sumando, usamos la hipétesis de induccién aplicada a cada j € E{ ,- Tenemos
que f; intersecta exactamente un y}, y de ésta forma obtenemos

Z ff(iyf) < §(|El,y \Fl+ Z w(f~))
JEE] \F jeEl \F
|E1 y| 1

< —+=.
2 2

Para el tercer sumando, usando hipétesis de induccion y el hecho de que w(g) > m para cada g

in Wgss 2.m), tenemos que

Zf, ) < |FI1 + —) < (Loga(m*)] +2)(1 + —)

JEF

Para acotar el segundo sumando se requiere un poco mas de trabajo. Para cada j € E; J\F,
el funcional f; serd considerado de manera individual. Dado que f; € Eg , tenemos que su soporte

debe intersectar el soporte de al menos dos diferentes y;’s, lo cual garantiza que f; € Wgss2.m \ Go.
w(fj)
Poresto f; = W(f) Yot Jixyast

W(f/

i) = o f,> Z Fis ).
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A continuacién analizaremos esta suma mas detalladamente usando los conjuntos E{jy y Ef} para

dividir la suma en dos pedazos como sigue
OE (f) Z Fiuls yf) + Z Fiu)).
keE f keE

Usando las relaciones de 3.1 en la Definicion 3.9 subdividimos atiin mas esta suma (recordemos que

y’}l_ denota el tnico elemento de (y;);_, tal que supp(fjx) N supp(y;) # O para cada k € E{fy):

£0) = W(f) Z Z fiul5 L+ Z Fu)

keky J

= (f Z Z ka( )’z)+|E LA +—))
J i= 1
SW(f) Z Zf”‘( yi) + Z Zf}k( )’z)+|Ef’|(1 ))
'B;-E'SZ'” |BZE|S<m By
2
) Z Z Fald + gsm(1+ Sy 4 ELIA + )
|B{f|2m ,v,-
ij
Sw(fj ; B kZB:fjk( y1)+sm+s2)
|By[|2m

Ahora aplicaremos la hipotesis de induccion a los funcionales IBz—fjl Zkerj fikx € Wiris 2,m) cuyo peso
Vi i

es IB{;[ |, lo cual es posible dado que su altura es a lo mas n. De esto, obtenemos

i
2 | By,
fiy) < + —)+s(m+2)
! w(fj)( Z‘ Eat |B§;|) )
\ij|>m
i
2 IEY | sc
< — +s(m+2)
w(fj)( 4 4 )
<L amen
< —+2s(=+m .
2 4 w(f)
Sumando ahora sobre todo j € Eg y \ F tenemos que
|E§ | c 1
() < —== +25(= +m+2) .
Z Jity 2 4 Z w(f;)

JEES \F JEES \F
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Esta desigualdad, junto con el comentario (2), establece las desigualdades

EL | +4m+ 8
Do s =t

2 m?
JEE) \F

Asi, juntando las tres cotas:

o) =500 20 S0+ 25 S+ ) fio)

]eEf \F JeEf \F JeF
E] | E] |
< 2 ( Ly +1+ 2yt 2 2 )
wHY 2 2 2 2
f f
2 IE]| IEL)
< L = 42 H+5
<ol + 2osamd) +5)
C
<1+ .
w(f)

Con esto concluimos la demostracion. —

Cororario 3.12. El espacio Xy y,s,,, €s 2(1 + <)-asintdticamente cy.

DEMOSTRACION. Sea (x;)?_; © Xwy;s,,, Una sucesion bloque normalizada de vectores tal que n <

supp(x;). Tenemos que
c
a;xi|| < supila xi|| < supfla <n2(1 + —
||Z I < supllail : ||Z I < supllai : i < n2(1+ —)

para todo (a;))!_; CR".

CoroLARIO 3.13. Ningtin subespacio de Xgis 2my es isomorfo a algiin €,,.

DemosTtrAcION. Por el Corolario 3.12 la tnica posibilidad seria que ¢, tuviera una copia dentro de
Xwiris.2.m)» €5to no es posible por el Teorema 3.6. i

El Teorema 3.11 nos da informacion sobre la norma de algunos vectores de nuestro conjunto
normante dentro del espacio de Tsirelson. Esto lo podemos apreciar dentro del siguiente corolario.

CoroLArIO 3.14. La siguiente desigualdad se mantiene

c
Ifllr <1+ —,
m
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para todo f € Wgisom. Ademds, si f tiene un drbol de andlisis en el que toda operacion es
S-admisible, se tiene que
c
L<|[fllr <1+—.
m

DemosTrACION. La cota superior se sigue directamente al aplicar el Teorema 3.11 a la sucesion
(€;);2,. Para la cota inferior construiremos recursivamente sobre la altura de f € Wgss2,m) un ele-

mento x; € Wy que satisfaga

1. supp(xs) C supp(f).
2. f(xp)=1.

Cuando f es de altura cero, sabemos que f = e para algin i € N, por lo que podemos tomar
x; = *e;. En el caso cuando f € Wgs 2 sea de altura k + 1, sabemos entonces que
) w(f)

f=m;fi,

donde la descomposicion viene de un arbol de anélisis como en la hipdtesis y se cumple cumple
w(f;) < k para cada i < w(f). Es claro que los f; también cumplen la hipétesis y, por lo tanto, existe
Xy, que cumplen la hipétesis de induccién, para cada 1 < i < w(f). Por lo cual el vector

w(f)

Xp = % Z Xy,
i=1

tiene las caracteristicas deseadas. Ci

Describimos ahora un forma sencilla de obtener funcionales que cumplen con las condicio-
nes de éste ultimo corolario. Para esto consideremos el conjunto de los arboles que llamaremos
“Schreier completos de cardinalidad hereditaria mayor que m”. Es decir, los arboles ¢ € A que

cumplen para todo nodo r < lo siguiente:

1. {min(supp(u)) : u € s(r)} € S.
2. |s(r)| = |r| = m.

Todo arbol 7 con éstas caracteristicas satisface que
1€ Arisomy NAsY < Lrisom@®), Ls(t) >= 1.

De hecho, ésta observacion es la causante principal que motivé la investigacion del espacio arriba
definido.

Es facil extraer del Corolario 3.14 una comparacién de nuestra norma con la norma del espacio

dual al espacio de Tsirelson:
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CoroLario 3.15. Para toda x € coo(N) se cumple || x|lwys,,, < (1 + <)l|x|

.
2
4. El Espacio Xy gss.2.m es (2 (1 - %) — ¢)-distorsionable

Recordemos que un espacio de Banach (X, || - ||) es D-distorsionable si existe una norma ||| - |||
en X equivalente a || - || tal que todo subespacio de Banach infinito dimensional ¥ < X satisface:

SMP{H iy € Y(Ixl = il = 1)} > D.

Para distorsionar nuestro espacio necesitamos los siguientes conjuntos normantes
Zy = {f S W(RIS,Z,m) :dK e W(f)(K > N)}, en donde N > m.

Demostraremos que || - ||z, es una distorsion de || - Primero estableceremos la equivalencia

| |W(R1S,2,m) .
entre ambas normas. La contencion entre los conjuntos normantes nos asegura que

lIxllzy < 11Xl weers 2.

para cada x € cyo(IN). Para la desigualdad restante ocuparemos el siguiente lema.

LemaA 3.16. Si f € Wirisom ¥ X € coo, entonces existe f' € Zy tal que

f) < (%)f’(x).

Como una consecuencia se tiene que

N
W 20 < - 1l -

N .
Por lo tanto, las normas || - |lwgs.,.., ¥ || - llzy son +-equivalentes.

DEemosTrACION. Si w(f) > N, entonces podemos elegir f* = f. Ahora, asumamos que w(f) < N.
Esto implica, en particular, que f ¢ Gy. Lo cual nos permite tomar una descomposiciéon f =
o > f.. Fijando ahora un conjunto {k; : j = 1,--- ,N — w(f)} € N\ (supp(x) U supp(f))

podemos definir
2 w(f) N-w(f)
f = ¥ Z fi+ Z e, | € Weris 2m N Zy.
i=1 J=1

Es claro que f(x) < %f) f'(x), lo que inmediatamente implica la conclusién del lema. .

La demostracion de la distorsidn requiere un cierto tipo de vectores especiales, relacionados

con la base candnica de ¢y, los cuales que serdn descritos a continuacion.

_ » . Xw(is 2m
Si (y;)._, es una subsucesién bloque normalizada de (¢; "“**")®

, que sea (1 + e)-equivalente a

(efO le , entonces nos referiremos al vector y = Zfz i como un (1, €, ¢)- promedio.
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Lema 3.17. Para cada (1, €, cy)-promedio y = 25:1 vi existe un f € Wgisom tal que

» ran(f) C ran(y),
s fO) 2 (1-2),
n [ e w(f).

De aqui se sigue la desigualdad

4
(1 +€) = Vllwgrs o = IVllzy = (1 = %)

para cada N > [.

DEMOSTRACION. Por el lema 3.4 tomamos paracadai=1,--- ,lun f; € Wgss2,m tal que
Jfi) = 1.

Aplicamos ahora el Lema 3.5 a cada una de estas f; (con su respectiva y;) para obtener f € Wss 2 m)
como en la conclusion del mismo lema. No es dificil ver que f" = % S S € Wiris 2.m) satisface lo

deseado.

2
Teorema 3.18. La norma || - llwys..., €S (2 (1 - niz) — €)-distorsionable para cada € > 0.

DEMOSTRACION. Sea (¢;)72, la base de Schauder del espacio de Banach (Xywss.2.m), |l - ). To-

mamos (x;);°, una subsucesion bloque normalizada de esta. Fijemos € > 0 y eligimos N € Ny

| | Wiris 2.m)

0 > 0 tal que
2

—e)y%(m?+m(1+n%))sd

dr2000 10y~ @

Construiremos dos vectores x,y €< {x; : i € N} > que satisfagan
”x”W(R[S,zym) = ”y”W(R[S,zwm) = 1
4
Il | 201-2)

IVllzy — (1 +26)(1 +6)*

Para definir x primero notemos que, por el Teorema de Krivine ([23]) y el Corolario 3.12, es posible

obtener un sucesién bloque N < (y,)¥., que sea (1 + 6)-equivalente a (e{°)Y . Lo cual nos permite

tomar un (N, 6, co)-promedio XY, y; para posteriormente definir

Zf\il Yi

” Zi:l yl” Wiris 2,m)
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Aplicando el Lema 3.17 obtenemos

1_
1+

EES

1 > lxllz, =

=9

Para construir el vector y tomamos una subsucesion bloque (z;)’

" |» definida recursivamente cada
uno de manera andloga al vector x (como en el parrafo anterior), satisfaciendo:

= 7, es un (m, d, ¢p)-promedio normalizado.

= 711 es un (max(supp(z;)), 9, co)-promedio tal que z;.; > z;.

Nuevamente, usando el Lema 3.17, obtenemos para cada i = 1,--- ,m un funcional f; € Wgis2.m)
que cumple:

1-4
v fil(z) = 2.

» ran(f;) C ran(z;) parai=1,--- ,m.
= m € w(f)).
n maX(supP(fi)) S W(ﬁ‘+1) para i=1,--- ,m - 1
Tomamos y = W donde
(RIS 2,m)
1 m
<= E Zl Zi-

Para acotar superioramente a ||y||z, encontraremos una cota superior para ||z|z, y una cota inferior

para [[z]lwg;s..,- Para la cota inferior necesaria, es importante notar que f = % Yy fi € Wris 2my-
Por lo tanto, usando el Teorema 3.11, obtenemos

4
m

||Z||W<R1s,2,m> > f(2) 2 1+6°

Para la cota superior demostaremos que

1 2
(4.1) llzllzy < R (

+ mllzl),

=|w
t\)|§

donde, por simplicidad, hemos escrito [|z|| = ||z|lw;s...,- Fijemos g € Zy. Si g € G, entonces

1

g(Z) < 5
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Cuando g ¢ G, obtenemos que

g(2) < (g)<Z 2@+ ) 2i(2)

eEg zeEg

I/\

= gl<2zg> + mlzl)

tEg

w(g)

IA
i‘w
=
[
g
o9
=
| =
2
N
+
[
g
o
=
[\
2
N
+
3
&

2 m | g
< gk( Z) + 2y m|z|
w(g) Z‘ B} ,&ZBg
|BE |2m !
2 & B 2
<ol 2 T ik
i1,
|Bf{.|2m
1 2 m?
< 5 + Wg)(? + m|z]])
1 2 m?
< 5 + N(7 + m|z]]).

De aqui se concluye la desigualdad (4,1). Juntando ambas cotas obtenemos

1, 2
3+ ﬁ(m? m||Z||)
Iyllzy < .

§\-’>

53

1+

Por lo tanto,

- 4 4
lallzy (T72)? . 2(1 - 2)? . 2(1 = 2)?

m m

Wllzy — L+ 22 4 mlizl) — (1 +28)(1+6)7 ~ (1 +26)(1 +6)*

Esto demuestra la conclusion deseada. .

Quisieramos remarcar que los vectores encontrados en el teorema anterior, al igual que las
normas || - ||z,, son definidos de una manera similar (dualizada) a las normas y vectores (2 — €)-
distorsionando el espacio de Tsirelson que fueron descritos por E. Odell, el lector puede encontrar
éste resultado en el articulo [21].
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Nos preguntamos si las normas {|| - [|z, : N > m} D-distorsionan la norma || - {|w,;s.,.., para algin
D >2(1- %)2. Qué esto no sea posible para D € R un poco méas grande es el contenido del siguiente

resultado.

Teorema 3.19. Las normas || - l|zy ¥ || - lws 2. SO (ﬁ)-equivalentes en ()2 .
m

DEMOSTRACION. Ya que es claro que |- |z, < | [lwgs..., demostraremos solo la otra desigualdad. Para
hacer esto, fijemos x € cq tal que ||x|lwgys,,, = 1Y, usando el Lema 3.4, un elemento [ € Wgss 2.m)
tal que f(x)) = 1. Si w(f) > N, entonces f € Zy. Lo cual implica

Il Wekis 2y < S < Ml

En el caso que w(f) < N, podemos encontrar f* € W gss 2, satisfaciendo las propiedades del Lema

3.5. Es claro que f’ € Zy de donde se siguen las desigualdades

o Wirs 2y < 1_—if'(x) < [ in”ZN-
m m

Lo que concluye la demostracion. -

Ahora compararemos las normas definidas por los conjuntos normantes Wgss 2 )’s. Para hacer

esto recurriremos al siguiente lema.

Lema 3.20. Sea N € Ny x € coo[N, o) con ||X|lwgss,, = 1. Para cada [ € Wgisom tal que
supp(f) N supp(x) # 0 existe un f* € Wys 2.n) que cumple

= w(f’) = max{w(f), N}.
o ) < mix {251 0 + 25 DTG

Ademas, si w(f) > N entonces es posible elegir ' € Wgyso .y satisfaciendo

supp(f’) € supp(f).

DEeMosTRACION. Haremos esto por induccion sobre la altura de f € Wgis2.m). Si f € Gy, entonces

es claro que f’ = f satisface la conclusién. En el caso f ¢ G, sabemos que f = %f) Z,W:({ ) fi- De
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m

aqui se sigue

) w(f)
=155 Zl fi(x)
) w(f)
= o | @ +,-:,-ZO:‘1 fx)
<2 |1+ wz(f’j £,
w(f) A

supp(fi)Nsupp(x)#0

en donde iy = min{l < i < w(f) : supp(f;) N supp(x) # 0}. Ahora aplicamos la hipdtesis de
induccion a f; € Wgisom y notamos que w(f;) > N para todo i € (ip + 1, w(f)], obteniendo

asi f/ € Wgis vy con supp(f!) € supp(f;) satisfaciendo la conclusion. Esto nos da

Jx) < ——|1+ () + ——= ) (=)]
w(f) Zl w(f) ,Z; N
supp(fi)Nsupp(x)#0
2 w(f) w(f) 1 0o 4 ‘
< —|1+ filx)+2 — (=)].
w(f) Zl Zl w(f) JZ; N
supp(fi)Nsupp(x)#0

Usando el Corolario 3.8 y el hecho que cada supp(f;,) N supp(x) # O obtenemos
w(f) 1 3 )
w(fi) — max(supp(f;))

2
< —.
o N
i=ip+1

De aqui deducimos que

2 & 4 4
—~ 11 Y - —yi
fo < oo +l_=lZO;lfl<x>+ N]Z:;(N>J
2 w(f) 4
- 4 —)\/
S i:lzo;lﬁ(x)+1+;(N)]
2 w(f) ’ >4 /
<o i:%;lﬁ(x) * ;(ﬁ) ]
2 & 2 S 4
- v - _ ]'
<0 20 O 5 ;(N)
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Para definir f” consideramos dos casos. Cuando w(f) > N simplemente elegimos, parai = 1,--- , w(f)

con supp(f;) N supp(x) = 0, cualquier e;. con r; € supp(f;) y definimos

o) w(/f) w(f)
r=sml 2 fe 2 e
i=ig+1 i=1
supp(f)Nsupp(x)#0 supp(fi)Nsupp(x)=0

Notese que en este caso f* € Wgsson) satisface la parte adicional de la conclusion del lema. Ahora
si w(f) < N, entonces repetimos los pasos del caso anterior y después tomamos un conjunto A € Gy

de N — w(f) funcionales e} € G tales que i € N \ supp(x) y definimos

) w(f) w(f)
=5 Z fi+ Z ei*Zg,
i=ig+1 i=1 geA
supp(fi)Nsupp(x)#0 supp(fi)Nsupp(x)=0

el cual es un funcional del conjunto normante Wg;s 2 v). -

CoroLario 3.21. Sea N € N. Las normas || - |z, ¥ || - lwgsson, S0n (1 + Z;’;l(%)j)—equivalentes.

N .
Cororario 3.22. Seam < N € N. Las normas || - lwgsam Y | - Waison, SO *;-€quivalentes.

5. Conclusiones

Concluimos éste capitulo con una serie de preguntas acerca de las propiedades del espacio
Xwiris 2,m cuya respuesta ayudaria a clarificar la relacion que éste mantiene con el espacio dual del

espacio de Tsirelson.

DernicioN 3.23. Un espacio de Banach X se dice minimal si cada subespacio infinitodimen-

sional Y de X contiene un subespacio Z isomorfo a X.

Es sabido que el espacio dual al espacio de Tsirelson es un espacio minimal (y que el espacio
7 no lo es). Antes de la construccion de 7, los tinicos espacios minimales conocidos eran los £,,’s

y ¢o. Por esto, la respuesta a la siguiente pregunta seria interesante.

PreGUNTA 3.24. ; Es el espacio Xwgis 2,my minimal ?

Otra propiedad conocida del espacio dual de Tsirelson es que toda sus subsucesiones bloque se
encuentran dominadas por la base canénica del mismo. En este contexto la siguiente pregunta es

natural.
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PrEGUNTA 3.25. ; Existe K € R tal que para todo subsucesion bloque normalizada (x;)72, de la

base canonica de Xy gis2m) se tiene que
n n
I axll < KIl ), aiedl?
=1 i=1

Como ya hemos mencionado, ambas preguntas tendrian una respuesta positiva si la siguiente
resultase verdadera.

PREGUNTA 3.26. ; Es el espacio Xwris 2.m) isomorfo al espacio dual del espacio de Tsirelson?

Finalmente, un espacio se dice de distorsion acotada si es D-distorsionable para algin D > 1
pero, al mismo tiempo, existe un R > D tal que no existe R-distorsion alguna. Es un resultado
clasico de R.C. James que ¢y y /; son espacios no distorsionables. Es también conocido que para
1 < p < oo, el espacio £, es arbitrariamente distorsionable (distorsionable para todo D > 0). Todos
los espacios conocidos hasta ahora han caido dentro de ésta dicotomia. Los siguiente resultados
encontrados en el articulo [31] ahondan un poco sobre la estructura que deberia tener un espacio
acotadamente distorsionable.

TeorReEMA 3.27. Si X es no distorsionable, entonces para cada Y subespacio de X existe un Z

subespacio de Y isomorfo o bien a cy 0 a €.

TeoREMA 3.28 (Maurey, Tomczak-Jaegermann). Si X es de distorsion acotada, entonces contie-

ne un subespacio ya sea asintoticamente ¢, o asintoticamente €.

Dado el Corolario 3.12, nos preguntamos ahora:
PREGUNTA 3.29. ; Es Xw(ris2.m de distorsion acotada?
Recordemos que se conoce que el espacio de Tsirelson es (2 —€)-distorsionable para cada € > 0,

también se sabe que su espacio dual es D-distorsionable para alguna D > 1 pero dado que es un

resultado de existencia, ésta D no se conoce.
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