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Abstract

Using the rings of Lipschitz and Hurwitz integers H(Z) and Hur(Z) in the quaternion division
algebra H (or domain), we define four arithmetic Kleinian discrete subgroups of PSL(2,H) that are
denoted by PSL(2,£), PSL(2,H(Z)), PSL(2,9)y PSL(2,Hur(Z)) and which are a generalization
of the classical modular group PSL(2,Z) which act properly and discontinuously on the hyperbolic
plane HZ = H(lc.

We give a thorough study of Iwasawa’s decomposition of hyperbolic isometries, related affine and
unitary subgroups and their description by mean Lorentz transformations on the model of Lorentz-
Minkowski hyperboloid of the hyperbolic space. Moreover, the Poincaré’s extension of these Kleinian
groups and their action in the five-dimensional hyperbolic space represented by using quaternions
on the halfspace hyperbolic model.

The groups PSL(2,£) and PSL(2,$)) are Kleinian subgroups of isometries acting properly and
discontinuously on the hyperbolic 4-space Hy = HY, := {q € H : R(q) > 0}. Analogously the
groups PSL(2,H(Z)) and PSL(2,Hur(Z)) are Kleinian subgroups of isometries of H3.

We construct fundamental domains of the actions of these groups that are non—compact polytopes
of hyperbolic finite volume and we determined the isotropy groups of fixed points. We described
the geometry and topology of the 4-orbifolds Hiy/PSL(2,£) and HL/PSL(2,$) and 5-orbifolds
H3/PSL(2,H(Z)) and H}/PSL(2, Hur(Z)) which are the quaternionic versions of the classic mo-
dular orbifold H}./PSL(2,Z) and are examples of hyperbolic arithmetical orbifolds of finite volume.
We find algebraic presentations which are finitely generated and presented of the quaternionic
modular groups via the Cayley graphs associated with their actions. We show some Selberg’s covers
of the hyperbolic orbifolds corresponding to subgroups of finite index of the quaternionic modular
groups. In particular we study hyperbolic 4-manifolds of finite volume with cusps whose sections
are 3-tori. These hyperbolic arithmetic 4-manifolds are topologically the complement of links of
2-tori at the 4-sphere, in analogy with the complement of the Borromean rings at the 3-sphere.
Following W. Thurston in 2003 D. Ivansi¢ published a method that decides whether a non-compact
orientable hyperbolic 3-manifold is the complement of a knot or link at the 3-sphere. If so, the
method describes the class of isotopy of the knot or link by a diagram. But hyperbolic 3-manifolds
are characterized with several invariants: orientability, compactness and existence of boundaries
components and of the singularities (orbifolds), etc... In this thesis the method is generalized on
the 8 types of orientable hyperbolic manifolds.

Finally the Ivansié¢’s method is generalized to the fourth dimension and is applied to an example of
a hyperbolic 4-manifold known as a complement of a link of five 2-tori knotted at the differentiable
standard 4-sphere to show diagrams of the isotopy class of the 2-link.

This example is the orientable double cover of the more symmetric hyperbolic non-compact 4-
manifold of minimum volume of the 1171 discovered by J. Ratcliffe and S. Tschantz by studying
hyperbolic arithmetic groups generated by side-pairings of a regular ideal right-angled hyperbolic
24-cell. Its topology as a complement was exhibited by D. Ivansic.

Keywords: Quaternionic modular groups, arithmetic hyperbolic 4-manifolds and orbifolds, hyper-
bolic link and knot complements, diagrams of knotted surfaces, handle decomposition.
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Resumen

Usando los anillos de enteros de Lipschitz H(Z) y el anillo de enteros de Hurwitz Hur(Z) en
el algebra de divisién (o dominio) de los cuaternios H, se definen cuatro subgrupos discretos
Kleinianos aritméticos de PSL(2,H) que se denotan por PSL(2,£), PSL(2,H(Z)), PSL(2,9) y
PSL(2,Hur(Z)) los cuales son una generalizacién del grupo modular cldsico PSL(2,Z) que actia
propia y discontinuamente en el plano hiperbélico HZ = H%:.

Se hace un estudio de la descomposicion de Iwasawa de las isometrias hiperbdlicas, los subgrupos
afines y su descripcion mediante transformaciones de Lorentz en el modelo del hiperboloide de
Lorentz-Minkowski del espacio hiperbdlico. Més ain, de la extensiéon de Poincaré de estos grupos
Kleinianos y su accién en el espacio hiperbdlico 5-dimensional representado mediante el uso de los
cuaternios en el modelo del hemiespacio.

Los grupos PSL(2,£) y PSL(2,$) son subgrupos Kleinianos de isometrias que actian propia y
discontinuamente en el 4-espacio hiperbélico H = Hl; := {q € H : R(q) > 0}. Anélogamente los
grupos PSL(2,H(Z)) y PSL(2,Hur(Z)) son subgrupos Kleinianos de isometrias de Hj.

Se exhiben dominios fundamentales de las acciones de estos grupos que son politopos no compactos
de volumen finito y se determinan los grupos de isotropia de los puntos fijos. Se describe la geometria
y topologfa de las 4-orbidades cocientes Hiy/PSL(2,£) y Hiy/PSL(2,9) y de las 5-orbidades
cocientes H3 /PSL(2,H(Z)) y H3/PSL(2,Hur(Z)) las cuales son las versiones cuaterniénicas de
la orbidad modular clédsica H<1c /PSL(2,Z) y son ejemplos de orbidades hiperbdlicas aritméticas de
volumen finito.

Se exhiben presentaciones algebraicas finitamente generadas y presentadas de los grupos modu-
lares cuaterniénicos en términos de generadores y relaciones via las graficas de Cayley asociadas
a la accién de estos grupos modulares. Se describen algunos cubrientes de Selberg de las orbida-
des hiperbodlicas cuaternidénicas que se corresponden con subgrupos de indice finito de los grupos
modulares cuaterniénicos. En particular se estudian 4-variedades hiperbdlicas cuaterniénicas de
volumen finito con cispides cuyas secciones son 3-toros. Estas 4-variedades hiperbodlicas aritméti-
cas son topolégicamente el complemento de un enlace de 2-toros en la 4-esfera, en analogia con el
complemento en la 3-esfera de los anillos Borromeanos.

Siguiendo el trabajo de W. Thurston D. Ivansi¢ publicé un método que decide si una 3-variedad
hiperbdlica orientable no compacta es un complemento de un nudo o enlace en la 3-esfera. Si lo
es, el método describe la clase de isotopia del enlace mediante un diagrama. Pero las 3-variedades
hiperbdlicas se caracterizan con varios invariantes: orientabilidad, compacidad y existencia de fron-
tera y de singularidades (orbidades), etc... En esta tesis se generaliza el método de Ivansic y se
muestran ejemplos resueltos para los 8 tipos de 3-variedades hiperbélicas orientables.

Finalmente se generaliza a la cuarta dimension el método presentado y se aplica en un ejemplo de
una 4-variedad hiperbdlica que se sabe es el complemento del enlace de cinco 2-toros anudados en
la 4-esfera diferenciable estandar para mostrar diagramas de la clase de isotopia del 2-enlace.
Este ejemplo es el doble cubriente orientable de la mas simétrica 4-variedad hiperbdlica no compac-
ta de volumen minimo de las 1171 descubiertas por J. Ratcliffe y S. Tschantz mediante el estudio
de grupos hiperbélicos aritméticos generados por apareamientos de lados de un poliedro 24-celdas
hiperbélico ideal, convexo, rectangular y regular. Su topologia como un complemento de toros anu-
dados en la 4-esfera estdndar diferenciable fue exhibida por D. Ivansié.
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Introduccion

Desde el tiempo de Carl Friedrich Gauss, de Richard Dedekind y Felix Klein el grupo modular clasico
PSL(2,Z) y su accién propia y discontinua sobre el hemiplano hiperbélico (complejo) H{. := {z €
C : J(z) > 0} ha jugado un rol central en diferentes ramas de las Matemadticas y la Fisica como la
teoria de nimeros, superficies de Riemann, curvas elipticas, geometria hiperbdlica, cristalografia,
teoria de cuerdas, entre otras.

Similarmente, los subgrupos discretos de PSL(2,C) son muy importantes en la definicién de la-
tices para el estudio de 3-orbidades hiperbdlicas aritméticas (ver por ejemplo [43]). En particular
PSL(2,Z]i]) es llamado el grupo de Picard y es el grupo modular complejo sobre los enteros de
Gauss Z[i] = C(Z). Otro campo muy importante derivado del grupo modular es la teoria de formas
modulares y formas automorfas en general (ver [10], [24], [44], [58]).

En esta tesis, se introducen generalizaciones en el dlgebra de divisién (o dominio) de los cuaternios
mediante los anillos de enteros cuaterniénicos de Lipschitz H(Z) y de Hurwitz Hur(Z) (ver [28] [29]
[41]) del grupo aritmético modular PSL(2,7Z). Esto es, se estudia el grupo proyectivo especial lineal
cuaterniénico PSL(2,H) y un subgrupo especial que consiste de aquellos elementos de PSL(2, H)
que satisfacen cierta condicién. Se les caracteriza como el grupo de isometrias hiperbdlicas del espa-
cio hiperbdlico de dimensiéon 4 y 5, respectivamente. Se definen 4 subgrupos Kleinianos aritméticos
que se denotan por PSL(2,£), PSL(2,H(Z)), PSL(2,9) y PSL(2,Hur(Z)).

Los grupos PSL(2, £) y PSL(2,$) acttan en la semi-recta cuaterniénica HY; := {g € H : R(q) >
dlq|?

R(q)”
Esta representacion del 4-espacio hiperbdlico es posible debido a una caracterizacién reciente de las

transformaciones lineales que dejan invariante el hemiespacio cuaterniénico Hﬁ.

Los grupos PSL(2,H(Z)) y PSL(2,Hur(Z)) son subgrupos Kleinianos de isometrias de H3.
Basados en esta representacién matricial de las isometrias hiperbdlicas de los espacios de dimen-
sion 4 y 5 se hace un estudio de la correspondencia de estos grupos mediante la extension de
Poincaré usando la nocién del determinante de Dieudonné. Ademés se generaliza la descomposi-
cién de Iwasawa de las isometrias hiperbdlicas que es un teorema de factorizacién matricial. Se
describen los subgrupos afines y unitarios.

0} con la métrica hiperbdlica que es otra representacién del 4-espacio hiperbdlico real H%.

Se estudia la representacién mediante transformaciones de Lorentz de los grupos modulares de
Lipschitz y Hurwitz correspondientes en los modelos del hiperboloide de los espacios hiperbélicos
de Lorentz-Minkowski y la descomposicion de Iwasawa correspondiente. Se describe un grupo de
congruencias y un subgrupo principal de congruencias los cuales consisten de matrices Lorentzianas
en SO, (4,1) con coeficientes enteros.

Se muestran dominios fundamentales de las acciones de estos grupos que son politopos hiperbdlicos
no compactos de volumen finito y se determinan los grupos de isotropia de los puntos fijos. Mas
aun, se describen las teselaciones invariantes y se construyen las graficas de Cayley asociadas a la
accién de estos grupos modulares. Estas digraficas (o graficas dirigidas) infinitas se utilizan para
exhibir presentaciones algebraicas finitamente generadas y presentadas de los grupos modulares
cuaterniénicos en términos de generadores y relaciones.

Una orbidad (variedad) hiperbdlica es aquella que admite una métrica riemanniana geodésicamente
completa de curvatura seccional constante -1. Su cubriente universal es el espacio hiperbdlico n-
dimensional H" y se tiene una representacién del grupo fundamental como un subgrupo discreto
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de isometrias hiperbdlicas que actia propia, (libre) y discontinuamente; es decir, errantemente. Las
orbidades y las variedades hiperbdlicas pueden tener volumen finito o infinito.

Se describe un detallado andlisis de la geometria y topologfa de las 4-orbidades cocientes Hl/PSL(2, £)
y HYL/PSL(2,9) y de las 5-orbidades cocientes H3 /PSL(2,H(Z)) y H3,/PSL(2,Hur(Z)) las cua-
les son las versiones cuaterniénicas de la orbidad modular clésica H{./PSL(2,Z) y son ejemplos
de orbidades hiperbdlicas aritméticas de volumen finito. Se enlistan los grupos de isotropia de las
estratificaciones singularidades de las orbidades modulares introducidas. Estos resultados, ademéds
de su propia importancia geométrica e interés propio, tienen grandes consecuencias interdiscipli-
nares en muchos otros campos de investigacion tales como la teoria de nimeros y la teoria de
representaciones.

Usando algunos resultados de Ratcliffe y Tschantz, se describen algunos cubrientes de Selberg de
las orbidades hiperbdlicas cuaterniénicas que se corresponden con subgrupos de indice finito de los
grupos modulares cuaternionicos. En particular se estudia una 4-variedad hiperbdlica cuaterniénica
orientable y no compacta pero de volumen finito con cinco ctispides cuyas secciones son 3-toros. Esta
4-variedad hiperbdlica aritmética es topoldgicamente el complemento de un enlace de cinco 2-toros
anudados en la 4-esfera, en analogia con el complemento en la 3-esfera de los anillos Borromeanos.
Toda n-variedad hiperbdlica M™ no compacta pero de volumen finito es topolégicamente el interior
de una n—variedad M"™ cuya frontera JM™ consiste de un conjunto finito y no vacio de (n — 1)-
variedades euclideanas, cerradas y disjuntas que se pueden obtener al remover vecindades tubulares,
regulares y abiertas en las puntas de M™. Mas atin, M™ es un retracto fuerte por deformacién de
M™.

Si ahora nos enfocamos en el caso 3-dimensional y suponiendo que la variedad ambiente N3 es
homeomorfa a S3, se puede caracterizar la clase de isotopia del enlace A' que queda determinada
a partir de la variedad hiperbélica M3 = N3 — Al; ver [21], [62], [63]. Especificamente, siguiendo el
trabajo de W. Thurston D. Ivansi¢ mostré en [34] y en [35] un método que decide si una 3-variedad
hiperbdlica orientable no compacta es un complemento de un nudo o enlace en la 3-esfera. Si lo es,
el método describe un diagrama regular que muestra la clase de isotopia de A en S a partir de
una descomposicién en asas de una representacién de la variedad hiperbélica M? como el complejo
celular que se forma por un poliedro hiperbdlico ideal de volumen finito con sus caras identificadas
en parejas por isometrias respecto a la accién de una representacién del grupo fundamental 71 (M3)
en su cubriente universal H3.

Pero las 3-variedades hiperbdlicas se caracterizan con varios invariantes: orientabilidad, compacidad
y existencia de frontera y de singularidades (orbidades), etc... En esta tesis se generaliza el método
de Ivansic y se muestran ejemplos resueltos para los 8 tipos de 3-variedades hiperbdlicas orientables.
Mas aidn, se generaliza a la cuarta dimension el método presentado y se aplica en un ejemplo
particular exhibido por D. Ivansié¢ en [32] de una 4-variedad hiperbélica que denotaremos por M*
y que se sabe es homeomorfa al complemento del enlace de cinco 2-toros anudados en la 4-esfera
diferenciable estandar para mostrar diagramas de la clase de isotopia del 2-enlace.

Este ejemplo es el doble cubriente orientable de la més simétrica 4-variedad hiperbdélica no compacta
de volumen minimo de las 1171 descubiertas por J. Ratcliffe y S. Tschantz mediante el estudio de
grupos hiperbdlicos aritméticos generados por apareamientos de lados de un poliedro 24-celdas
hiperbdlico ideal, convexo, rectangular y regular. Su topologia como un complemento de toros
anudados en la 4-esfera estandar diferenciable fue exhibida por D. Ivansi¢.

En [33] D. Ivansi¢, J. Ratcliffe y S. Tschantz encontraron once ejemplos més de 4-variedades
hiperbdlicas homeomorfas al complemento de enlaces de 2-toros y botellas de Klein en 4-esferas
topolégicas.

Esta docena de ejemplos son dobles cubrientes orientables de 4-variedades hiperbdlicas no orienta-
bles de caracteristica de Euler 1 (y por lo tanto, de volumen minimo) de entre las 1049 que fueron
exhibidas por J. Ratcliffe y S. Tschantz en [52] y que fueron construidas mediante el apareamiento
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de los 24 lados octaedrales de un politopo convexo, ideal (no compacto pero de volumen finito),
regular, rectangular y autodual en el espacio hiperbélico 4-dimensional H*.

Estas 4-variedades hiperbdlicas fueron usadas por J. Ratcliffe y S. Tschantz en [50] para construir
ejemplos de 4-variedades aesféricas que son 4-esferas de homologia. Incluso J. Ratcliffe las utiliza
en [52] en el estudio cosmoldgico de instantones gravitacionales de curvatura constante.

La 4-variedad M?* es el doble cubriente de la 4-variedad hiperbdlica M cuyo grupo de simetria
tiene el mayor orden; es decir, M es la mas simétrica de las 4-variedades no compactas de volumen
minimo. La demostracién de que estas 4-variedades son complementos en una 4-variedad N'* ho-
meomorfa a la 4-esfera se baso en un criterio acerca de sus grupos de homologia y presentaciones de
grupos para mostrar que N4 es simplemente conexa. Ademads, la caracteristica de Euler de N'* es 2
y por la teoria de M. H. Freedman y F. Quinn, estas dos condiciones garantizan el homeomorfismo
con S, ver [26].

En [34] D. Ivansi¢ demuestra que A'? es difeomorfa a la 4-esfera estdndar diferenciable S* (y no
a una posible 4-esfera topoldgica con alguna estructura exética diferenciable). La prueba de ello
se basa en descomponer a AN como un rompecabezas; esto es, en un conjunto finito de piezas,
llamadas asas, que son homeomorfas a 4-bolas que se pegan diferenciablemente por su frontera.
Mediante movimientos de asas se puede llevar esta presentacién de N a la descomposicién en asas
canonica de la 4-esfera estdndar diferenciable S%, lo que garantiza el difeomorfismo. En este mismo
articulo D. Ivan§i¢ encuentra como una aplicacién de este método en dimensién 3, un algoritmo
que determina si una 3-variedad hiperbélica dada es homeomorfa al complemento de un enlace de
circunferencias en S3; en cuyo caso, produce el diagrama del enlace por anadidura.

Estado del arte

De acuerdo a Lars V. Ahlfors [1] (ver también [42], [?]) fue Karl Theodor Vahlen quien en su
articulo [?] introdujo en 1901 la idea de usar los nimeros de Clifford para definir grupos de Mo6bius
de matrices de 2 por 2 cuyos coeficientes son nimeros de Clifford (matrices de Clifford) actuando
en espacios hiperbdlicos. En 1984 Ahlfors siguié la idea de Vahlen y consider6 grupos de matrices
de Clifford y di6 las condiciones necesarias y suficientes para dejar invariante un semiespacio y
su métrica hiperbdlica correspondiente. En particular, en dimensién 4 Ahlfors dié condiciones en
matrices de Clifford con coeficientes en los cuaternios H para inducir transformaciones de Mébius
que actian como isometrias que preservan la orientaciéon de un modelo de la geometria hiperbdlica, el
semiespacio de H con su métrica de Poincaré. En 2009 Cinzia Bisi y Graziano Gentili reformularon

las condiciones de Ahlfors utilizando a los cuaternios: A!KA = K donde A es una matriz de
0 1

10
cuaterniénico de A. En [7] se demuestra que el grupo de matrices A que satisfacen esta condicién (la
cudl es equivalente a tres ecuaciones llamadas las condiciones (BG)) es isomorfo al grupo Sp(1,1)
definido en [?].

Se recalca que las condiciones (BG) son equivalentes a las condiciones de Ahlfors pero son mucho
mas simples, muy eficientes y tutiles. Los grupos que son generalizaciones del grupo modular clasico y
el grupo de Picard han sido considerados antes por C. Maclachlan, P.L.. Waterman y N.J. Wielenberg
[?7], N. W. Johnson y A. I. Weiss [?], en particular el grupo correspondiente a los enteros de Lipschitz
es considerado y un dominio fundamental de este grupo se describe, sin embargo no se ofrecen
demostraciones del hecho de que este politopo convexo ideal es un dominio fundamental y aqui se
enuncia una demostracién completa y detallada.

2 por 2 con coeficientes en H y K = , donde A? es la matriz transpuesta del conjugado

En [?] el grupo de Hurwitz es brevemente mencionado en un parrafo pero no se ofrece una descrip-
cién de algin dominio fundamental o de sus orbidades correspondientes. Los mismos comentarios
aplican para el articulo [?] que han sido descubiertos esencialmente mediante métodos computacio-
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nales. Por otro lado, el articulo [?] apela al teorema de Borel y Harish-Chandra [?] y nuestro punto
de vista es directo y motivado por la demostracién de J.P. Serre del teorema 1 pagina 78 en [58].
Aqu se han utilizado las condiciones (BG) para abordar las dificultades de la no conmutatividad de
los cuaternios. Por otra parte en la presente tesis se describe un anélisis detallado de la estratifica-
cion, asi como la topologia y la geometria de las orbidades modulares generalizadas asociadas. En
[?] se da una presentacién del grupo modular de Lipschitz usando los resultados de [?] (los cudles
son sblo para dimensién tres) acerca de grupos poliedrales y producto amalgamado de graficas.
Aqui se dan presentaciones y se dan demostraciones completas en términos de graficas de Cayley
que también se describen.

Ruth Kellerhalls en [?], usando los cuaternios, describe la descomposicién de Margulis de 5-
variedades hiperbdlicas no compactas pero de volumen finito y da estimaciones de la longitud
minimal de geodésicas cerradas.

Objetivo general.

El objetivo central de esta tesis doctoral consiste en estudiar las posibles generalizaciones de los
grupos modulares hiperbdlicos cuaternionicos a espacios de dimensién 4 y 5, ademas de sus espacios
cociente que son orbidades hiperbédlicas no compactas de volumen finito. Estudiar la geometria
hiperbélica de dimensién 4 y 5 bajo una representacién cuaterniénica, en particular la representacién
de las isometrias.

Otro objetivo fundamental de esta tesis consiste en dibujar diagramas de una proyeccién regular
que indique explicitamente la clase de isotopia del enlace A% de cinco 2-toros anudados en S* cuyo
complemento admite una estructura hiperbdlica, geodésicamente completa y aritmética.

Para ello se combinan los dos métodos que propone D. Ivansi¢ en [34] aplicados en la 4-variedad
hiperbélica de Ratcliffe-Tschantz-Ivansic M* que se sabe es el complemento de un enlace 5 toros
en S* con el fin de obtener un diagrama 3-dimensional de superficies quebradas.

De alli se puede obtener un diagrama del tipo de rollo de pelicula de corte transversal que muestra
una secuencia de enlaces de curvas.

Mas atin, al complemento de este enlace en S* se le da una estructura de complejo CW hiperbélica
geodésicamente completa mediante cortar el complemento con la forma del 4-politopo fundamental
a través de subvariedades de Seifert. Ademdas se puede calcular el grupo fundamental, los grupos
abelianos de homologia y el grupo de simetrias del enlace y obtener representaciones geométricas
de los generadores y las relaciones para algunas presentaciones abstractas de estos grupos.
Finalmente mostrar otras propiedades geométrico-topolégicas como encajes de subvariedades geodési-
camente completas, subvariedades de drea y volumen minimo, empaquetado de horiesferas en el
infinito, etc...
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En esta tesis se estudian nuevos ejemplos de grupos kleinianos y de 4-orbidades hiperbdlicas
aritméticas. Ademas se estudia la topologia de las variedades hiperbdlicas. En particular 3-variedades
y 3-orbidades hiperbdlicas no compactas con frontera.

= Preliminares. En el capitulo 0 se encuentra una introduccién bésica a la geometria, en
especial la geometria hiperbédlica y a la geometrizacion de variedades y orbidades. Estos son
los preliminares necesarios sobre el espacio hiperbdlico y los espacios modelados en ellos.

= Parte I. Grupos y orbidades modulares cuaterniénicas. Se estudia el grupo modular
clésico PSL(2,Z) y en el capitulo 3 se estudia el grupo modular de Picard PSL(2,C(Z). En
el capitulo 4 se estudian los grupos modulares cuaterniénicos de Lipschitz y de Hurwitz.
Finalmente en el capitulo 5 se estudia la extensién de Poincaré de los grupos modulares
cuaterniénicos de Lipschitz y de Hurwitz actuando en el espacio hiperbdlico de dimensién 5.

s Parte II. Nudos y 3-orbidades hiperbdlicas, variedades con frontera incluso. Se
estudia la forma topoldgica de las 3-orbidades hiperbdlicas inluso aquellas que son 3-variedades
con frontera, como complementos de enlaces de nudos y exteriores de graficas en la 3-esfera.
Una 3-orbidad puede ser compacta, tener frontera y singularidades. Por lo tanto existen 8
tipos de 3-orbidades con estas propiedades y en la segunda parte se muestran ejemplos de
cada uno.

= Parte III. Un enlace hiperbdlico en la 4-esfera. Se estudia la clase de isotopia de un
enlace de 5 toros en la 4-esfera que admite una estructura hiperbolica modelada en un politopo
regular.
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CapriTuLO 1
Geometrizacion de variedades.

Un deseo comiin de romper con la idea de realidad clésica,
y una exploracién de nuevas formas de sugerir,

como se dice,

el mundo “no euclideano”.

Antoni Tapies.
Dos tendencias alternantes.

Este primer capitulo consituye los preliminares geométricos. Se estudia el espacio hiperbdlico en va-
rias dimensiones. En particular, se describen cinco modelos analiticos para representar a los espacios
hiperbdlicos en las primeras cinco dimensiones reales y sus correspondientes subespacios geodésicos
y grupos de isometrias. Ademads se estudian algunos subgrupos importantes de isometrias.

En este capitulo seguiremos las notas de geometria hiperbdlica de Cannon, Floyd, Kenyon y Parry,
asi como el libro “Fundamentos de las variedades hiperbdlicas”de Ratcliffe; ver [40] y [49], respec-
tivamente.

§1. Geometrias en varias dimensiones.

Esta historia es acerca de la bisqueda de nuevos espacios en el imaginario donde concebir geometria.
Al principio Euclides dibujoé circunferencias como redondas sombras en la caverna y nos mostré el
camino, Descartes marcé coordenadas, Euler y Gauss senalaron la diferencia entre lo local y lo glo-
bal, lo intrinseco y lo extrinseco, Riemann concibié nuevas superficies al estilo cartogréfico, Klein
cerrd la banda de Mobius y propuso una definicién moderna de geometria, Poincaré model6 el infi-
nito ideal en el espacio hiperbélico, Thurston conjeturo el juguetero taxondmico de las 3-variedades
y Perelman lo demostro, siguiendo el plan de Hamilton, mediante el fluir de las métricas.

Algunas excelentes referencias para profundizar en el tema de variedades hiperbdlicas son los libros
de Alberto Verjovsky [64], R. Benedetti y C. Petronio [4], J. Ratcliffe [49] y W. Thurston [62] y
[63].

§1.1. Geometrias homogéneas.

Los modelos de la geometria de espacios homogéneos e isotropicos; es decir, aquellos que desde cual-
quier punto y en cualquier direccién se tiene la misma imagen, son la n—esfera S™, el n—espacio
euclideano E™ y el n—espacio hiperbolico H™. Estas son las tnicas n—variedades Riemannianas, co-
nexas, simplemente conexas, geodésicamente completas y de curvatura seccional constante positiva,
cero y negativa; respectivamente.

En esta seccién se revisan los espacios que son los modelos donde podemos realizar las geometrias
homogéneas. Cada modelo consiste de una subvariedad en R"*! equipada con una métrica rieman-
niana definida mediante su elemento de longitud.
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Uno de los varios modelos analilicos de la geometria no-euclideana descubierta por Gauss, Loba-
chevskii y Bolyai (y desarrollada posteriormente por Beltrami y Poincaré) es el que la da nombre
a la comtunmente llamada geometria hiperbdlica: el modelo del hiperboloide.

Sea E" := {(z1,...,2y) : z,, € R,para toda m € {1,...,n}} el espacio euclideano n-dimensional;
este es el conjunto R™ con la métrica euclideana ds = 23 + ... + 2.

Este modelo del espacio nos permite describir muy bien objetos fisicos de proporciones semejantes
a las nuestras, no diminutas ni enormes. Pero si consideramos la teoria de la relatividad entonces
la velocidad de la luz debe permanecer constante desde un marco de referencia inercial. Un modelo
del espacio-tiempo con esta geometria es el llamado modelo de Minkowski y es el mismo conjunto
R™ pero con una nueva norma que define una nueva nocién de distancia. El cuadrado de la norma

es xf + ...+ :pi_l — %
El cono de luz es definido como el conjunto de puntos de norma (. La distancia euclideana desde
el origen de los puntos (z,,... ,z, ,,z,) en el cono de luz es el tiempo z,,.

Estas dos normas tienen asociado un producto interno: Se denota mediante un punto - el producto
interno euclideano y mediante un asterisco * el producto interno no-euclideano.

El conjunto de puntos en E™ equidistantes desde el origen (con distancia r > 0 al origen) es una
esfera (de radio r). Sea

S = {(z1,...,2,) : xf—{—...—l—azi:l}:{xEE” cxox =1}

la esfera unitaria (n-1)-dimensional en el espacio E™.
El conjunto de puntos en el espacio de Minkowski equidistantes desde el origen (con distancia r > 0
al origen) es un hiperboloide (de radio r). Sea

L":={(z1,...,20) 2l +otal  +1=al}={zeR" : zxz=—1}

el espacio hiperbolico (n-1)-dimensional en el espacio de Minkowski. Este modelo del espacio hi-
perbodlico le da el nombre a la geometria pues es un hiperboloide de dos hojas que se identifican
proyectivamente en una sola hoja. Este modelo del espacio hiperbdlico puede ser considerado enton-
ces como una esfera de radio imaginario i = v/—1 que nos permite estudiar el grupo de isometrias
hiperbdlicas como un grupo de matrices proyectivas..

El producto interno * restringido a L™ define una métrica riemanniana. Esto es, una funcién que
asigna a cada punto p € R™ un producto interno simétrico definido positivo en el espacio tangente
en p, este producto interno varia diferenciablemente con el punto p.

Mediante este producto interno es posible definir varias nociones geométricas como la longitud

|z| de un vector x como |x|?> = x * x, el dngulo 6 entre dos vectores como cos(f) = %, el

elemento de longitud ds = Vds?, el elemento de drea dA,... Es posible generalizar todas estas
nociones a variedades y orbidades mediante la existencia de métricas riemannianas en cada una de
sus cartas coordenadas que satisfacen ser invariantes bajo pullbacks de transicion entre cartas que
se intersectan.

Sea f: R¥ — R” una funcién suave, se define el pullback f*(ds?) mediante la férmula

f*(ds®)(u, v) = ds*(Df(u), Df(v))

donde u y v son vectores tangentes en el punto p de R y Df es la derivada que manda vectores
tangentes a p a vectores tangentes a x = f(p).

Si ds? y ds2 son las métricas riemannianas en dos cartas de una variedad que se intersectan y si f
es una funcién de transicién entre las dos cartas, entonces f *(ds%) = ds%. Por lo tanto, conceptos
geométricos como la longitud de una curva o el area son invariantes bajo cambio de cartas.
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§ 2. Cinco modelos del espacio hiperbdlico.

La teoria de la geometria hiperbdlica se puede construir independientemente con un sélo modelo
pero la existencia de varios modelos aporta mas elementos para la comprensién y el estudio. Cada
modelo posee su propia métrica, geodésicas, isometrias, etc...

En esta seccién se estudian 5 modelos analiticos del espacio hiperbélico. El subconjunto de R”™+!
que define a cada modelo se llama dominio. Ahora se estudian los dominios de cada modelo, la
métrica hiperbdlica asociada, sus subespacios geodésicamente completos y en especial, los grupos
de isometrias.

A continuacién se enumeran los cinco modelos del espacio hiperbélico n-dimensional, los dominios
y sus métricas riemannianas correspondientes.

1. H.- El modelo del Hemiespacio.
H" = {(1, 22, .. ,Zn41) : Tpt1 > 0}
dm% +... + d:n?lJrl

2
xn—i—l

ds%_ln =

2. I.- El modelo del interior del disco.

dz? + ... +d2?

d2n:4 .
°1 (1—a?—... —a2)2

3. J.- El modelo del hemisferio.
I ={(@1, 0 s Tpg1) 25+ F 22 =1, 2y >0}

dz} + ... +da?

2
$n+1

dsgn =

4. K.- El modelo proyectivo de Klein.

K" = {(1'1, 7$n71) : l’% + ... +l’% < 1},

ds%@ _ dz? + ... +dx2 N (vrdxy + ... + Tpdry)?
1—a2—.. —a2 (1—22—.. —a2)?

5. L.- El modelo del hiperboloide.
L™ = {(21, ... Tpy@pg1) i 05 + o + 25 — 224 = —1, Tpy1 > 0}
dsin =dx3+ ... +dx? — dac?H_l.

Estos 5 modelos representan analiticamente el mismo espacio hiperbdlico; esto es, los 5 modelos son
isométricamente equivalentes. Ahora se describen las isometrias entre ellos como subconjuntos de
R"™*1. Se considera el modelo J del hemisferio como un modelo central y se describe explicitamente
la isometria entre algin modelo hiperbdlico y J. Estas transformaciones pueden utilizarse para
hacer el pullback de la métrica riemanniana y verificar que efectivamente son isometrias.

Los 5 modelos analiticos de la geometria hiperbdlica son isométricamente equivalentes; méas atn,
se puede pasar de uno a otro por medio de isometrias llamadas transformaciones de Cayley. Del
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modelo del hiperboloide L" se obtiene el modelo de Klein K™ mediante una proyeccién central
desde el origen. Del modelo de Klein se obtiene el modelo del hemisferio J™ mediante una proyeccién
ortogonal. Del modelo del hemisferio se obtiene el modelo del hemiespacio H” y el modelo de interior
del disco I mediante proyeccion estereografica de la esfera unitaria a los subespacios definidos por
H" y 1™

La isometria o : J — H es una proyeccion central desde el punto (—1,0,...0):

2:172 2$n+1 )

=11
Oé(.’El, 7wn+1) ( 73;1_’_1) 7.%'1—’-1

La isometria § : J — I es una proyeccién central desde el punto (0,...0, —1):

z T,
Tlyeee yTnt1 :< ooy ,0).
IB( m ) Tp1+ 1 Tpy1+1
La isometria v : K — J es una proyeccién vertical:
V(@1 Ty 1) = (21, e, Ty \/1 —z?— ... —22).
La isometria § : L — J es una proyeccién central desde el punto (0,0, ... — 1):
T x 1
5($1,...,1’n+1> = ( yose n s )
Tnt1 Tn+1l Tpil

Lo que geométricamente se describe en un modelo (tridngulos, poliedros, esferas, medidas de lon-
gitud, de volumen, angulares y deméds) tiene una correspondencia isométrica en los demds. La
geometria hiperbdlica es pues multifacética. Todos los modelos hablan de la misma geometria pero
cada uno la realiza concreta y explicitamente de manera diferente. La enorme ventaja esta en que
la interrelacién nos acerca a una comprehensién mas clara y profunda de la geometria hiperbdlica
en si.

§2.1. Geodésicas y subespacios completos.

Sea E" := {(1, ..., Zn11) : Tnr1 = 0} C R Las geodésicas del n—espacio euclideano E", de la
n—esfera S™ y del espacio hiperbdlico en el modelo del hiperboloide L™ y del disco proyectivo K"
se obtienen respectivamente mediante la interseccion de n—hiperplanos euclideanos que pasan por
el origen.

Por lo tanto en E™ las geodésicas son lineas rectas euclideanas E!, en S™ son circunferencias S! de
radio méximo y en L™ son hipérbolas de una sola hoja.

Cada uno de los modelos hiperbdlicos representa como subconjuntos a las geodésicas de distinta
manera: En K” las geodésicas son los segmentos de cuerda euclideanos contenidos en una n—bola
y los dos extremos de las geodésicas estén en la esfera ideal unitaria S*~!. En J” las geodésicas son
la interseccion del hemisferio con planos ortogonales a su base ecuatorial. En I" las geodésicas son
segmentos de circunferencias contenidos en una n—bola que intersectan ortogonalmente la frontera
de I".

A causa de tener un punto ideal especial, en H" las geodésicas son de dos tipos lo cual marca una
diferencia con los cuatro modelos anteriores. En H" las geodésicas son semirectas y semicircunfe-
rencias ortogonales a la esfera ideal S7L.

Dados k+1 puntos en un modelo geométrico X1, existe un subespacio X* ¢ X"*t! geodésicamente
completo que los contiene, donde k£ = 0, ...,n. Esta manera es muy ttil intuitiva y analiticamente
hablando, para estudiar X" mediante subespacios X*, k=1, ...,n — 1.
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§2.2. Grupos de isometrias en bajas dimensiones.

El modelo del hiperboloide L™ permite conocer que el grupo de isometrias del espacio hiperbdlico
n—dimensional es isomorfo a O(n,1). Sin embargo, en las dimensiones mas bajas (hasta la quinta
dimension), es mas conveniente representar el grupo de isometrias hiperbdlicas como un subgrupo
de matrices de 2 x 2 con coeficientes en los nimeros reales, complejos y cuaternios.

Las isometrias de las geometrias homogéneas forman un grupo de Lie real. A saber,

Iso(S™) = O(n+1);

Iso(E™) = E"x O(n);

Iso(H") = PO(n,1) = Mob(B") = Mob(S" 1) = B"xO(n).

El grupo de isometrias hiperbdlicas es isomorfo al grupo de transformaciones de Mé&bius en la
esfera; esto es, el grupo generado por inversiones en subesferas de codimensiéon 1. Una isometria
en el n—espacio hiperbdlico H” queda completamente determinada por su accién en la esfera ideal
S”~ 1 a esto se le conoce como la extension de Poincaré. Por lo tanto, las isometrias hiperbélicas de
dimensiéon n+1 incluyen a las isometrias de la n—esfera y del n—espacio euclideano. En dimensiones
bajas tenemos ademads los siguientes isomorfismos:

Isoy (H?) = PSL(2,R), Iso(H?) = PSL(2,R) x Zs,

Isoy (H®) = PSL(2,C), Iso(H?) = PSL(2,C) x Zs.

Como los modelos geométricos forman una cadena de encajes completos también tenemos una
cadena de grupos topolégicos de isometrias de los modelos cuyos primeros 5 eslabones son:

PSL(2,R) C PSL(2,C) c PO(4,1) C PSL(2,H) C ...

En la dimensién 2 y 4 se pueden considerar los modelos como subconjuntos del plano comple-
jo C y cuaterniénico H, respectivamente. En la dimensién 3 y 5 estos planos se pueden pensar
analiticamente como la frontera ideal.

§ 3. Estructuras geométricas en variedades.

Definicion I.1. Una estructura geométrica esférica, euclideana o hiperbdlica de una n—variedad
M™ es la admisién de una métrica riemanniana tal que cualquier punto en M™ tiene una vecindad
isométrica a un subconjunto abierto del n—espacio X"; donde X" = 8™ E™ o H"”, respectivamente.

Por ejemplo, una n—variedad hiperbdlica M™ es localmente isométrica al n—espacio hiperbdlico
H"; es decir, para todo punto x € M™ existe un € > 0 y una vecindad de x en M" isométrica a
una bola hiperbdlica de radio ¢ en H"”.

Definicion 1.2. Una n—wvariedad cubriente de M™ es una n—variedad X™ y una transformacion
cubriente ¢ : X" — M™. Una variedad cubriente tiene m hojas si la transformacién c es m a 1; esto
es, por cada punto x € M", la imagen c(x) de = consiste de m puntos en X".

Una estructura geométrica en una n—variedad M™ induce el mismo tipo de geometria en variedades
cubrientes, en particular en su cubriente universal que denotaremos por M™. M&s ain, existe una
isometria local llamada la transformacion desenvolvente

D:M" - X"

definida al considerar pequenos subconjuntos abiertos en M™ e identificarlos via una isometria ¢,
con subconjuntos abiertos en X". Elecciones arbitrarias de esta isometria ¢ determinan transfor-
maciones desenvolventes que difieren por una composicién con una isometria de X".
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Las variedades geométricas estan determinadas principalmente por su grupo fundamental. La trans-
formacién desenvolvente produce un homomorfismo definido médulo conjugacién del grupo funda-
mental de M™ que denotamos por m1(M"™) en Iso(X") llamado representacion asociada de holo-
nomia de la estructura geométrica:

p:m(M") — Iso(X").

Las transformaciones cubrientes de M™ son conjugadas, via D, a isometrias de X".

Una n—variedad geométrica homogénea M™ se caracteriza por ser el espacio de 6rbitas X" /T" donde
I' = p(71(M™)) es una representacién del grupo fundamental de la variedad M™ como un subgrupo
de las isometrias de X" que satisface dos propiedades; en primer lugar es discreto, esto es, cada uno
de sus elementos es un abierto o, equivalentemente, el elemento identidad es un abierto. Ademas
I" es libre de torsion, es decir, el subgrupo de isotropia en un punto x es isomorfo a la identidad:
I'y ={g €T :gx =z} ={1}. Porlo tanto, I' actia libre y discontinuamente, es decir errantemente,
en X", esto es, para todo K C X" compacto, [{K NgK # 0}| < co.

Dado un grupo errante I' de isometrias de X" es posible obtener un poliedro fundamental de la
accion mediante la técnica del poliedro de Dirichlet. Para ello es necesario considerar la orbita de
un punto en X". Se tiene que I' deja invariante este conjunto, més ain, si se construyen esferas de
radios pequenos centrados en los puntos que forman la érbita, I" deja fijo este conjunto de esferas y
bolas y de sus centros. Podemos considerar esferas de radios cada vez mas grande pero hasta cierto
limite donde las esferas se vuelven tangentes. Se tiene que I' también dejard invariante el conjunto
de los puntos de tangencia. Finalmente se puede extender esta construccién hasta obtener por cada
punto en la érbita de un punto un conjunto convexo tal que la teselacion de X" es invariante por
I". Este convexo es un poliedro generado mediante la interseccion de los hemiespacios con frontera
las mediatrices que se obtienen entre los elementos de la 6rbita. La accién de I" en las caras de este
poliedro fundamental induce un apareamiento de sus caras.

§ 3.1. Variedades geométricas de curvatura constante.
Variedades esféricas.

Las variedades esféricas se generan por la accién de un grupo libre y discontinuo de Iso(S™). Ya que
la esfera es compacta, el grupo fundamental de una variedad esférica es un grupo finito. Ratcliffe
(ver [49]) demuestra que en dimensién impar, todas las variedades esféricas son orientables y que
las Unicas variedades esféricas de dimensiones pares son las esferas y los espacios proyectivos. En
paricular, S* y RP* son las tnicas 4-variedades esféricas.

Variedades euclideanas.

Las variedades euclideanas se generan por la accién de un grupo libre y discontinuo en E™. Se sigue
de los teoremas de Bieberbach que existe una cantidad finita de grupos de Bieberbach no isomorfos,
y por lo tanto, una cantidad finita de n—variedades euclideanas. Ademads, todas ellas son cubiertas
finitamente por el n—toro T" = x;;lsl. En particular, existen dos superficies euclideanas cerradas:
a saber, el toro y la botella de Klein, diez 3-variedades euclideanas cerradas de las cuales seis son
orientables y setenta y cuatro 4-variedades euclideanas cerradas.

§ 3.2. Variedades hiperbdlicas.

G. Mostow y G. Prasad demostraron que para n > 2, las n—variedades hiperbodlicas compactas son
rigidas, es decir, si una n—variedad admite una estructura hiperbdlica, esta estructura es tinica. Ver
[47] v [48]. Equivalentemente, si dos subgrupos errantes I' y T de Iso(H™) son isomorfos tal que las
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n—variedades hiperbdlicas H" /T y H"/Y son de volumen finito, entonces I' y T son conjugados
en Iso(H"); esto es, existe A C Iso(H") tal que I' = ATA™L.

Como un corolario muy importante de este teorema se tiene que si una n—variedad, n > 2, admite
una estructura hiperbdlica geodésicamente completa de volumen finito, entonces los invariantes
geométricos de la n—variedad son también sus invariantes topolégicos.

Una n—variedad hiperbdlica M™ = H"/T" es el espacio de érbitas de la accién de un subgrupo
discreto y libre de torsién I' de isometrias que actia propia, libre y discontinuamente; es decir,
errantemente, en el espacio hiperbdlico n—dimensional H". Una variedad hiperbdlica puede o no
ser compacta en cuyo caso su volumen puede o no ser finito. Si M™ es una variedad hiperbdlica
geodésicamente completa y no compacta aunque de volumen finito entonces M™ es el interior de una
n—variedad compacta con frontera que denotaremos por M y que llamaremos la compactificacion
de M™. Como M™ es completa, cualquier componente en la frontera de M es una (n—1)-variedad
euclideana compacta, i. e. una (n — 1)-variedad que es el espacio de érbitas E*~!'/K del (n — 1)-
espacio euclideano E"~! bajo la accién de un subgrupo K de sus isometrias discreto y libre de
torsién, ver [3].

Cuando n = 3, M? es el interior de una 3-variedad compacta m’ cuya frontera consiste de toros
y botellas de Klein. Si todos los componentes en la frontera son toros entonces M3 es difeomorfa
al complemento en una 3-variedad cerrada N3 de un enlace de toros sélidos cerrados removidos,
o lo que es equivalente, M3 es difeomorfa al complemento de un enlace generado por los circulos
S! x {0}, en el corazén de los toros sélidos S x D? en N3.

§4. Introduccién a las orbidades.

Definiciones basicas.
En esta seccién se recuerdan algunos hechos bésicos sobre orbidades (ver [8]) .

Definicion 1.3. Una orbidad suave modelada en la variedad M es un espacio métrico topologico
O junto con una coleccién {(U;, U;, ¢i,1';}4, lamada atlas, donde para cada i,

1. U; es un subconjunto abierto de O,

2. U; es un subconjunto abierto de M,

©w

i Uz — U; es una transformacién continua (llamada una carta) y

. I'; es un grupo finito de difeomorfismos de U; satisfaciendo las siguientes condiciones:

W

= La unién de los abiertos (,71 cubre O.
= Cada carta ¢; es un homeomorfismo entre UZ /Tiy Us.

» Las cartas son compatibles en el siguiente sentido: para cada z € U; y y € Uj con
¢i(x) = ¢(y), existe un difeomorfismo v entre una vecindad V' de = y una vecindad W
de y tales que ¢;(¥(2)) = ¢i(z) para toda z € V.

Definicién 1.4. El grupo local de O en un punto z € O es el grupo I'; definido como sigue: sea
v €Uy ¢:U — U una carta. Entonces I'; es el estabilizador de cualquier punto de ¢~*(z) bajo
la accién de T'.

Los grupos locales estan bien definidos bajo isomorfismo y son isomorfos a subgrupos de O(n).

Definicién 1.5. Si I', es trivial, entonces se dice que x es regular, si no entonces = es singular. El
locus singular de O es el conjunto ¥¢ de puntos singulares de O.
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Definicién 1.6. El espacio base de O es el espacio topolégico |O| obtenido de la orbidad O.

Si (M, g) es un espacio suave homogéneo con respecto a la métrica Riemanniana g y si I' es un
grupo discreto de isometrias de M actuando propia y discontinuamente en M, entonces el espacio
de 6rbitas M/T' es una orbidad y la transformacién canénica p : M — M/’ proporciona un
atlas natural de la orbidad. Esta es la definicién de una orbidad buena modelada en la variedad
homogénea (M, g) en el sentido de Thurston [62].

La caracteristica de Euler.

Hay muchas propiedades de la geometria diferencial y topologia de variedades que se generalizan
para orbidades. Por ejemplo, la caracteristica de Euler de una variedad M triangulada (o de un
complejo celular CW) se define como el niimero entero que se obtiene como la suma alternada del
numero de celdas y se denota por x(M). Una propiedad fundamental de la caracteristica de Euler
es que es multiplicativa bajo cubrientes finitos; esto es, si M — M es un cubrientes de m hojas
entonces

X(M) = mx(M)

Definicion 1.7. Sea O una orbidad que admite una estratificacién como una descomposicién celular
CW de tal forma que el grupo local de cada punto en una celda es constante. Si ¢ es una celda, sea
I'; el grupo local de ¢ y |I'c| su orden.

La caracteristica de Euler de la orbidad O es:

(_1)dim c

orb
xX"(0) =%,
©) T

La caracteristica de Euler de una orbidad es un ntmero racional y satisface una propiedad
multiplicativa: Si M — O es una orbidad M cubriente de m hojas de O, entonces

X(M) = mx*(0).

Espacios geométricos modelo.

Observaciéon I.1. La mayoria de las orbidades consideradas en esta tesis son orbidades buenas
modeladas en:

= R", el n—espacio euclideano;
» S” la esfera unitaria en R™*! con la métrica riemanniana estandar;

= Hg, el modelo de Siegel del hemiespacio en R", con la métrica hiperbdlica correspondiente.
En particular HL. = H% y Hy; = H?R (con la métrica de Poincaré correspondiente) son los
espacios hiperbdlicos que pueden verse como hemiespacio de los elementos en K (K = C
6 K = H) con parte real positiva 6 Bk la bola unitaria en K, con K = C, H

= HZ el espacio hiperbdlico n—complejo con la métrica de Kobayashi correspondiente.

= H]k XX H%@ el producto de n espacios hiperbélicos! con K = R, C 6 K = H con el producto
riemanniano de métricas de Poincaré.

'Notar que Hj x --- x H es una variedad homogénea pero no isotrépica.
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Figura 1.1. Un dominio fundamental y su teselacién para la acciéon del grupo modular
PSL(2,Z) en el plano hiperbdlico H .

Los espacios cociente R"/I" (donde I' es un subgrupo discreto de isometrias de R™ actuando propia
y discontinuamente) son las orbidades euclideanas; similarmente, S™/T" donde T" es un subgrupo
finito de SO(n + 1) son las orbidades esféricas y H"/I" son las orbidades hiperbdlicas, donde T es
un subgrupo finito de SO(n + 1,1) y H es el n—espacio hiperbdlico real .

Tomando en cuenta las consideraciones previas, se tiene la siguiente

Proposiciéon I.1. Si I' es un subgrupo discreto de isometrias en H%ﬂ, en M = H%HI/F es una
4-orbidad hiperbdlica real geodésicamente completa. Si ademds I' actia libremente, entonces M es
una 4-variedad hiperbolica real geodésicamente completa.

En particular cualquier M = HIIHI /T es llamada una variedad hiperbdlica 1-dimensional cuaternidni-
ca.

§5. Ejemplos basicos de orbidades.

Ahora se enlistan algunos ejemplos clasicos de orbidades, cuya construccion serd necesaria en esta
tesis.

1. La orbidad modular real clasica. Considere la accién por isometrias del grupo modular
PSL(2,7Z) en el plano hiperbélico real H]%Q = H%:.

Un dominio fundamental para la acciéon de PSL(2,7Z) es un tridngulo con un vértice ideal y los
otros dos vértices subtienden un angulo de 7/3. Este es el tridngulo que Coxeter denoté por
A(3,3,00). Vea la figura 1. El grupo modular PSL(2,7Z) es un subgrupo del grupo de si-
metrias de una teselacién regular de H? cuyos mosaicos son copias congruentes del tridngulo
A(3,3,00). La grafica de Cayley permite encontrar una presentacién del grupo PSL(2,7) en
términos de 2 generadores y 2 relaciones:

PSL(2,7Z) = (a,bla® = (ab)® =1) = Z/2ZxZ/3L.

La orbidad cociente O := H%/PSL(2,Z) tiene como espacio base el plano R? y su locus sin-
gular ¢ consiste de 2 puntos cénicos distinguidos. Los grupos locales de los puntos singulares
son Z /27y 7./3Z, estos son grupos de orden dos y tres y son representados como rotaciones
hiperbélicas de dngulos 7 y 27/3, respectivamente. La caracteristica de Euler de la orbidad
modular es O es —%. Por lo tanto, una superficie que sea un cubriente de Selberg es de orden
un multiplo de 6.

2. La orbidad asociada al grupo de Picard-Gauss PSL(2,C(Z)).
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|
1

Figura 1.2. La superficie de Kummer es una almohada, esto es una 2-esfera con 4 puntos cénicos.

Figura 1.3. La 3-variedad de Kummer es un tripode con 3 almohadas unidas.

Considere la accién por isometrias del grupo de Picard-Gauss PSL(2,C(Z)) en el 3-espacio hi-
perbélico real H3,. La orbidad de Picard-Gauss es el espacio cociente O := H3 /PSL(2,C(Z)).
El espacio base de O es el 3-espacio R3. Su locus singular Yo es el 1-esqueleto de una pirdmide
cuadrada cuyo apice es un punto ideal. La caracteristica de Euler de la orbidad O es 0.

3. Billar carambola Para cada espacio euclideano n—dimensional R™ hay una teselacién auto-
dual y rectangular cuyas celdas son hipercubos y cuyo simbolo de Schafli es {4,3,...,3,4}.
Existe un subgrupo I' de sus simetrias generado por reflexiones en los lados de sus celdas
hipercibicas. El dominio fundamental de la accién de I' en R™ es una celda. El cociente
O := R"/T es una orbidad euclideana cuya forma es un hipercubo sélido. El espacio base
de la orbidad O es la n-bola. Mas ain, Yo consiste de la frontera de la celda, ésta es el
hipercubo {4, 3, ...,3} en la (n — 1)—esfera. Hay una estratificacién de ¥¢ y el grupo local de
cada punto singular en el interior de los lados de {4,3,...,3} es el grupo con dos elementos
7./27 cuyas representaciones consisten de una reflexién. Otros puntos en ¥p son puntos
esquinas rectangulares del mismo modo que en una mesa de billar de carambola.

La caracteristica de Euler de la orbidad O es 0. De hecho, la caracteristica de Euler de una
variedad euclideana de cualquier dimensién es 0. Debido a la propiedad multiplicativa de la
caracteristica de Euler y al hecho de que una orbidad euclideana tiene un cubriente que es
una variedad euclideana se sigue que la caracteristica de Euler de una orbidad euclideana
compacta es 0.

4. Superficie real de Kummer (una almohada). Sea T? = S! xS! = {(21,22) € C? : |2 =
|z2| = 1} el 2-toro. Sea 7 la involucién 7(z1, 22) = (Z1, 22).

Entonces 7 tienes puntos fijos (1,1),(1,—1),(—1,1),(—1,—1). El espacio base de la orbidad
cociente O := T?/7 es la 2-esfera S? y el locus singular Yo consiste de 4 puntos cénicos
distinguidos. El grupo local de cada punto singular es el grupo Z/2Z con dos elementos
cuyas representaciones consisten de una rotacién de angulo w. La caracteristica de Euler de
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Figura 1.4. Identificaciones en la orbidad de Kummer 3-dimensional.

la orbidad O es 0.

. n-orbidad real de Kummer. Sea
T =S'x - xS'={(21,...,2,) €C" : |z1| =... = |z4| = 1}

el n—toro.

Sea 7 la involucién 7(z1,- -+ , zp) = (21, - - , Zn). Entonces 7 tiene 2" puntos fijos (£1,--- ,+1).
Entonces el cociente O := T™/7 es una orbidad. El grupo de isotropia de cada punto singular
es el grupo con dos elementos Z/27Z cuyas representaciones consisten de una rotacion

(Z17"' 7Zn)H(_217"' 7_Zn):(21)"' ,Zn).

Entonces en cada punto singular la orbidad tiene una vecindad homeomorfa al cono sobre
Pﬁ(l. La caracteristica de Euler de la orbidad O es 0.

. Toros reales con multiplicacion conforme. En analogia a la teoria clasica de variedades
abelianas con multiplicacién compleja se puede definir una multiplicaciéon conforme en n-toros
reales. Sea T™(A) := T"/A el n-toro real correspondiente a la latice A C R™. Se dice que
T™(A) es un toro con multiplicacion conforme si existe un automorfismo A : T" — T" que
se levanta a un isomorfismo conforme de R™. El hecho de admitir un automorfismo conforme
impone una serie de restricciones simétricas en la latice A. Debido a un teorema clasico de
Bieberbach (ver [5, 6, 68]) el nimero de variedades compactas y orbidades planas de una
dimensién dada es finito se sigue que el grupo G de automorfismos conformes de un toro
que admite una multiplicacién conforme es finito. Entonces T"/G es una orbidad plana. La
caracteristica de Euler de la orbidad T"/G es 0.



12

I Geometrizacién de variedades.



CapriTuLo II
Geometria hiperbdlica cuaternionica.

§1. Los numeros complejos y los cuaternios.

Definicion II.1. Sea
C:={q =20+ 21i| 20,71 € R, i = -1}

el campo de niimeros complejos que los identificamos con el modelo del plano R? con una operacién
adicional llamada multiplicacién de manera que dados dos nimeros complejos p = xg + x1i,q =
Yo + y1i, se tiene

Pq = (Zoyo — z1y1) + (Toy1 + T1Y0)i.

Sea H el dominio no conmutativo de ntiimeros llamados cuaternios:
H:={q=x¢+x1i+zj+rk|z, eR i?=j=k’>=—1,ij = —ji = k}.

que los identificamos con el modelo de un espacio vectorial real 4-dimensional R* con una operacién
adicional llamada multiplicacién de manera que dados dos cuaternios p = xg+z1i+x1j+ 21k, q =
Yo + y11 + y1j + y1k, se tiene

oL e (ffoyl — X1Y1 — T2Y2 — 9333/3) + ($0y1 + Z1Yo + X2Y3 — 5U3y2)i
+(zoy1 + x1Y0 + T2y3 — 23y2)j + (Toy1 + 1Yo + T2y3 — T3Y2)k.

La eleccién de las unidades canodnicas imaginarias i,j,k no es la dnica posible; mas aun, si se
considera el conjunto de unidades imaginarias

Sm:={q€eH : q*= -1}

y dos de sus elementos I,J € Sy tales que J L I, es posible repetir canénicamente todas las
definiciones y argumentos que se sigan de I,J, K := I - J en lugar de i,j,k = i-j. Sin embargo,
para tener representaciones aritméticas basadas en los cuaternios es necesario elegir las unidades
canodnicas imaginarias i, j, k.

Si q =xo+ x1i € C entonces el conjugado q := xg— x1i € C. Si p,q, € C entonces pq = p 9q=q P-
Siq=xg+ x1i+ z2j + 23k € H entonces el conjugado q := x¢g — x11 — x9j —x3k € H. Si p,q,€ H
entonces pq = q p.

Si q € C 6 q € H entonces la norma de q es |q]? := q-q € RT. Es importante recalcar que la
multiplicacién en C es conmutativa, sin embargo en H no lo es.

Enteros complejos y cuaterniénicos.

El conjunto de nimeros enteros Z es un subanillo discreto de los ntimeros reales R. Para los anillos
de los ntimeros complejos C y de los nimeros cuaternios H se tienen las siguientes generalizaciones
de este hecho.
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Definicion I1.2. Un numero complejo es un entero de Gauss si sus componentes, esto es su parte
real y su parte imaginaria, son enteros. Los enteros de Gauss son cerrados bajo la suma y la
multiplicacién. El anillo de todos los enteros de Gauss se denota por C(Z) y es el conjunto de todos
los nimeros complejos con coeficientes enteros:

C(Z):={a+bieC : abeZ}.

Un cuaternio es un entero de Lipschitz si sus cuatro componentes son enteros. El anillo de todos
los cuaternios que son enteros de Lipschitz se denota por H(Z) y es el conjunto de cuaternios con
coeficientes enteros:

H(Z) :={a+bi+cj+dkeH : a,bc,deZ}.

Un cuaternio es un entero de Hurwitz si sus cuatro componentes son o todos enteros, o todos son
numeros racionales que en su forma reducida se expresan como el cociente entre un niimero entero
impar en el numerador y un 2 en el denominador. El anillo de todos los cuaternios que son enteros
de Hurwitz se denota por Hur:

1
Hur := {a+bi+cj—|—dk€H > a,be,deZ 6 a,b,c,d€Z+2}.

Los enteros de Lipschitz H(Z) y los enteros de Hurwitz Hur son dos subanillos del anillo de cuater-
nios; esto es, cada uno es cerrado bajo multiplicacin y suma. Como grupo aditivo Hur es abeliano y
libre, con generadores %(1 +1i+j+k),i,j k. Porlo tanto Hur forma una latice en R*. Esta latice
es conocida como JFy pues es la raiz del dlgebra de Lie semisimple F;. Los cuaternios de Lipschitz
H(Z) forman una sublatice de Hur de indice 2.

§1.1. Transformaciones de Mobius.

Una matriz A de 2 X 2 con entradas en un dominio de nimeros X = R, C, H, tiene inversa derecha
(izquierda) si existe una matriz A~! de 2 x 2 con entradas en el anillo de niimeros X tal que
AA™L =T (A7'A = T), donde T es la matriz identidad de 2 x 2. Si A tiene inversa derecha
e izquierda decimos simplemente que A tiene inversa o equivalentemente, A es invertible. Sea
GL(2,X) el grupo de matrices 2 X 2 que son invertibles con entradas en un dominio de nimeros
X=R,C H.

b
d

Fa:XU{oo} = XU {oo}

Definicion I1.3. Para cualquier A = <Ccl ) € GL(2,X), la funcién real analitica asociada

definida por
Fa(q) = (aq+b) - (cq+d)~" (TL.1)

es llamada la transformacion lineal fraccional o transformacion de Mobius asociada a A. Sea
Fa(00) =00 sic=0, Fa(oo) =ac ! sic#0 y Fa(—c1d) = co.
Sea Fx :={F4s: Ae GL(2,X)} el conjunto de transformaciones lineales fraccionales.

Las transformaciones de Mobius o fraccionales lineales son homografias, i. e. auto-difeomorfismos
que preservan la orientacién, y de hecho biholomorfismos de la linea proyectiva sobre un anillo,
por ejemplo la linea proyectiva real P(R), la linea proyectiva compleja P(C) y la linea proyectiva
cuaterniénica P(H) sobre los respectivos anillos de los ntimeros reales R, complejos C o sobre los
cuaternios H. Recuerde que la linea proyectiva real P(R) es topolégicamente una circunferencia, la
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linea proyectiva compleja P(C) es la esfera de Riemann C U oo que es homeomorfa a una 2-esfera
S? y la linea proyectiva cuaterniénica P(H) es homeomorfa a una 4-esfera S*.

Cuando el anillo X es conmutativo, esto es si X = R 6 si X = C, entonces la transformaciéon
fraccional lineal F4 : XU {oo} — XU {oo} adquiere la forma racional clasica:

aq+b
F =
aa) cq+d
Las transformaciones de Mobius actuan libremente y transitivamente en ternas de puntos distintos

en P(X).
A continuacién se definen las transformaciones que son auto-difeomorfismos de P(X) y que invierten
la orientacion.

Definicién I1.4. Para cualquier A = (CCL Z

Fa:XU{oo} = XU{o0}

) € GL(2,X), la funcién real analitica asociada

definida por

Fa(q) = (aq+b) - (cq+d)~" (I1.2)
es llamada la anti-transformacion lineal fraccional o anti-transformacion de Mdébius asociada a
A. Sea Fs(c0) =0 sic=0, Fa(oo) =ac™! sic#0y Fu(—de ) = .
Sea Fx := {Fa : A € GL(2,X)} el conjunto de anti-transformaciones lineales fraccionales o de
Mébius.

Cuando el anillo X es conmutativo, por ejemplo si X = R 6 si X = C, entonces la anti-transformacién
de Mobius o lineal fraccional Fq : XU {oco} — X U {oo} adquiere la forma clésica:

aq+b

cq+d

Las anti-transformaciones de Mobius actiian libremente y transitivamente en ternas de puntos
distintos en P(X).

Por ejemplo, la inversién que es la isometria de Cayley que manda el modelo H? del plano hi-
perbélico H(C) al modelo I? del interior del disco es

Fa(q) =

H
175G +1
Esta anti-transformacién de Mobius o lineal fraccional estd asociada a la matriz <i i € GL(2,C).
La composiciéon de dos anti-transformaciones de Mobius es una transformacién de Mobius. Por
lo tanto, transformaciones y anti-transformaciones de Mébius forman un grupo Conf(P (X)) que
contiene al grupo de Mobius como un subgrupo de indice 2. Mds aun, las reflexiones en lineas y
las inversiones en esferas son dos tipo de anti-transformaciones de Mobius que generan a todo el
grupo Conf(P(X)).
Sea Conf(H!(C)) el subgrupo de Conf(P(C)) que consiste de todas las transformaciones que
preservan el plano hiperbdlico

H'(C)={zcC: Rz>0}.
Las transformaciones en Con f(H!(C)) son de la forma:

Haq+b Hag%—b
cq+d cq+d
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donde a,b,c,d € R y el determinante ad — bc = 1 en el primer caso que corresponde a una
transformacion y ad — bc = —1 en el segundo caso que corresponde a una anti-transformacion.
Las transformaciones de Mdbius en Con f(H!(C)) forman un subgrupo de indice 2 que es isomorfo
a

PSL(2,R) = SL(2,R)/ +T.

Se dice que una terna de nimeros distintos en P(R) = RUoco = S! es positiva si los niimeros estan
orientados con el sentido de las manecillas del reloj. Por ejemplo, 0,1,00 es una terna positiva pero
0,-1,00 no lo es.

El grupo PSL(2,R) actia libre y transitivamente en el conjunto de ternas positivas de P(R) de
donde se obtiene que el grupo Conf(H'(C)) es generado por las reflexiones en las lineas y las
inversiones en circunferencias tales que ambas son ortogonales a 9H!(C). Componiendo reflexiones
se obtienen todas las traslaciones horizontales q — q + b donde b € R. Componiendo inversiones
se obtienen todas las dilataciones q — Aq donde A € R — {0}. Estas transformaciones junto a la
inversion q +— % mandan cualquier terna de puntos en 9H!(C) al 0, 1, co. Es decir, son transitivas
en tridngulos hiperbdlicos ideales.

§1.2. Isometrias de H{
Proposicién I1.1. Isom(H'(C)) = Conf(H(C)).

Demostracion. Los dos grupos son generados por inversiones en circunferencias y reflexiones a lo
largo de lineas tales que son ortogonales a la frontera ideal OH!(C). |

En particular, podemos identificar el grupo de isometrias del plano hiperbdlico que preservan orien-
tacion con el grupo proyectivo especial lineal real. Esto es,

Isom(H'(C)) = PSL(2,R).

Esta representacion analitica del grupo de isometrias del plano hiperbdlico nos permite asociar
invariantes algebraicos a las isometrias. Por ejemplo es posible identificar la geometria y dindmica
de una isometria mediante la traza de una matriz en PSL(2,R). Esto es,

Proposicién I1.2. Una isometria no trivial A € PSL(2,R) es eliptica, parabdlica o hiperbdlica si
y solo si [trA| < 2, [trA| =2 ¢ [trA| > 2, respectivamente.

Demostracion. Sea A = (a b
c d

asociada a A tiene un punto fijo z € C si y sélo si

) € PSL(2,R); esto es, ad — bec = 1. La transformacién de Mobius

az+b_
cz+d

Z3
esto es

¢+ (d—a)z—b=0.

Por lo tanto el discriminante de A es

A= (d—a)*+4bc=(d+a)>—4=1tr?A—4

La isometria asociada a A tiene un tinico punto fijo en H(C) si y sélo si A < 0. Si A > 0 se tienen
dos puntos fijos en RU {oo} y si A = 0 sélo uno.
|
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§1.3. Isometrias de H?

Se identifica R? = C x R = {(z,t) : 2z € C,t € R}.
Entonces H® = {(z,t) : t > 0} y se identifica C x {0} = C. Cualquier isometria de H? se extiende
a una transformacion conforme de la esfera de Riemann P}C en la frontera ideal:

OH? = CU {o0} = §?

e inversamente, una transformacién conforme de la esfera de Riemann P%: en la frontera ideal se
extiende a una isometria de H?. Por lo tanto,

Isom(H3) = Conf(P).
Esta biyeccién deviene del hecho de que ambos grupos son generados por reflexiones en lineas e
inversiones en circulos. Se conoce como la extension de Poincaré.
Ademaés
Isomy(H?) = Conf, (P&) = PSL(2,C).

Por lo tanto podemos identificar la geometria de una transformacién de Mobius mediante la traza
de la matriz asociada.

Proposicién I1.3. Una isometria no trivial A € PSL(2,C) es eliptica, parabdlica o hiperbdlica si
y solo sitrA € (=2,2),trA==42 6 trA e C—(-2,2).

Demostracion. Una matriz no trivial A € PSL(2,C) es conjugada a una de las siguientes matrices:

11 A0
L) 69
01 0 5
para algin A\ € C — {0}. Estas dos matrices representan las isometrias:

(z,t) = (24 1,1), (z,1) = (N2, |A|%).

En el primer caso trA = £2 y A es una isometria parabdlica con un punto fijo que es el punto
al infinito co. En el segundo caso A tiene un punto fijo en H? si y sélo si |\| = 1; esto es, trd =
A+ A1 € (-2,2). En este caso el punto fijo es (0,1). Si |A| # 1 entonces se tienen dos puntos fijos
en 0 y en el punto al infinito co y por lo tanto A es una isometria hiperbdlica. |

El plano real R x R = R? := {(qo,q1) : qo,q1 € R}, el plano complejo C x C = C? := {(qq,q1) :
do,q1 € C} y el plano cuaterniénico HxH = H? := {(qo,q1) : 9o, q1 € H} como espacios vectoriales
sobre el campo de los nimeros reales son isomorfos a R?, R* y RS, respectivamente; por lo tanto
los grupos GL(2,C) y GL(2,H) son isomorfos a subgrupos de GL(4,R) y GL(8,R). Usando esta

identificacion se define:
Definicién IL.5. Sean SL(2,C) := SL(4,R) N GL(2,C),
PSL(2,C) := PGL(2,C) = GL(2,C)/{\T} = SL(2,C)/{£Z},

SL(2,H) := SL(8,R) N GL(2, H)

PSL(2,H) := SL(2,H)/{+ T},

donde 7 denota a la matriz identidad de 2 x 2.
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El siguiente resultado se puede encontrar en [7]:

Teorema II.1. FEl conjunto Fx es un grupo con respecto a la operacion composicion o y la trans-
formacion

®: GL(2,X) — Fx

definida como ®(A) = Fy es un anti-homomorfismo suprayectivo de grupos con ker(®) = {tZ
t € R\ {0}}. Mds atn, la restriccion de ® al grupo especial lineal SL(2,X) es suprayectiva y su
kernel es {£Z}.

§1.4. Isometrias hiperbdlicas en el modelo del disco.

Sea Bx la bola abierta unitaria (de radio 1) en X. Esto es Bg es un intervalo abierto (sin sus
dos puntos extremos) de longitud 2 centrado en el origen en R, B¢ es un circulo abierto (sin la
circunferencia de la frontera) centrado en el origen y de radio 1 en C y By es la 4-bola abierta
unitaria en H. Sea Mg, el conjunto de transformaciones lineales fraccionales de Mobius que dejan
invariante a Bx. Este es el conjunto

MBX = {F eFx : F(Bx) = Bx}.

En [7] se tiene una caracterizacién interesante de estas transformaciones para el caso cuaterniénico

X=H.

Teorema I1.2. Dada A € GL(2,H), entonces la transformacion lineal fraccional Fa € Mgy si y
sélo si existen u,v € OBy, qo € By (i.e., |[u| = |v| =1 y |qo| < 1) tales que

Fa(a) = v(a—q)(1 - qa) v (IL.3)
para q € B.

En particular, el anti-homomorfismo ® definido en el teorema II.1 puede ser restringido a un anti-
homomorfismo suprayectivo de grupos ® : Sp(1,1) — Mp, cuyo kernel es {+7} donde H =

(o 5)

Sp(1,1) :={A € GL(2,H) " AHA = H}.

Demostracion. Aqui se da una demostracién diferente de la que se encuentra en [7]; esta prueba
se basa simplemente en la evaluacién de las dimensiones reales de los pardmetros involucrados en
la descripcién de F4. Cuando |q| = 1 se tiene |F4(q)| = 1 y puesto que |qo| < 1, F4 preserva By.
Los elementos de la forma (2) son parametrizados por (u,v,qo) con |u| = |v] =1,y |qo] < 1, i.e.
como una variedad Mp, es difeomorfa a S? x S x By que depende de 10 pardmetros reales. Por
otro lado, el grupo de isometrias que preservan la orientacién de By con la métrica hiperbdlica es
difeomorfo a la variedad 10-dimensional SO(4) x By = S? x SO(3) x By porque acttia simple y
transitivamente en el haz tangente de By = SO(4) x By. El kernel de ® corresponde a las ternas
(1,1,0) y (—=1,—1,0). |

Como se observd, Mp,, depende de 10 pardmetros reales. La compactificacion H := HU {oco} de H
se identifica con S* via la proyeccién estereogrifica. Los elementos de Mg, actian conformemente
en la 4-esfera con respecto a la métrica estandar y al actuar preservan la orientacién. Se concluye
que
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Mg, C Confy(Sh),

donde Conf,(S*) es el grupo de difeomorfismos conformes que preservan la orientacién de la 4-
esfera S*. Como variedad topolégica diferenciable, Conf4 (S*) es difeomorfa a SO(5) x H3 donde

H]?Q = {($0,$1,l’2,1’3,$4) S R® : xo > 0}’

por lo que Con f (S*) tiene dimensién real 15.

A continuacién se da una descripcién diferente de este grupo. Recuerde que S* puede identificarse
con la linea proyectiva cuaterniénica P%HI =~ S*. Este es el espacio de lineas cuaternidnicas derechas
en H?, i.e., subespacios de la forma

Lq:={gq\: N€eH} , q € H*\ {(0,0)}

donde H es el espacio de cuaternios y H? = H x H = {(qo,q1) : qo, qi € H}. Observe que H?
es un médulo derecho sobre H y la accién de GL(2, H) en H? conmuta con la multiplicacién por la
derecha, i.e. para cualquier A € Hy A € GL(2,H) se tiene,

AOR,\:R)\OA

donde R) es la multiplicacién a la derecha por A € H. Entonces GL(2,H) manda lineas cuater-
niénicas derechas sobre lineas cuaterniénicas derechas, por lo que se define una accién de GL(2, H)
en P]%_H que se identifica con S*.

Cualquier F'4 € F se levanta canénicamente a un automorfismo 1/7:; de P%, el 3-espacio proyectivo
complejo y la transformacion ¥ : Fiy — 1:":1 inyecta F en el grupo proyectivo complejo PSL(4,C) :=
SL(4,C)/{£Z}. Entonces (ver [1, 2]), se concluye que

Mg, C PSL(2,H) := GL(2,H)/{tZ, t # 0} ~ Conf(S").

Se hace notar que la transformacién
q—q

es conforme y transforma la bola unitaria By sobre ella misma pero invierte la orientacion de By.

Sea My, el grupo de transformaciones de Mobius extendidas definidas como la unién de todas las

transformaciones de Mobius Mg, y todas las anti-transformaciones ¢ obtenidas como ¢(q) = F'4(q)
para algin Fy € Mp,.

En [7] se define la distancia de Poincaré dp, en la 4-bola By mediante la razén cruzada cuater-

dq?

2

- . . . I . - [ 4 P .y
nidnica y estd distancia coincide con la métrica hiperbdlica estandar U*‘\W; mas aun, también se

demuestra en [7] que
Proposicién I1.4. La distancia de Poincaré dp, en Bm es invariante bajo la accion del grupo

Mp,, de las transformaciones de Mobius extendidas.
En otras palabras:

Mg, = IsomdBH (Bn).
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§1.5. Modelo hiperbdlico del hemiespacio cuaterniénico.

Sea Hﬁ{ el modelo geométrico del espacio hiperbdlico real 4-dimensional Hﬁ*R cuyo espacio base es
el hemiespacio cuaterniénico

H}; .= {q€H : R(q) >0} = {(z0, 71, 72,23) € R* : x> 0},
al que se ha dotado con el elemento de métrica riemanniana hiperbédlica dado por

o (do)? + (dz1)? + (dap)? + (da3)?
— 2

(ds)

donde s mide la longitud a lo largo de curvas parametrizadas. Los espacios hiperbdlicos H%H[ y Hﬁlg
son isométricos, aunque las estructuras algebraicas (naturales) realizadas por los dos conjuntos son
profundamente diferentes.

La bola unitaria By en H puede ser identificada con el hemisferio inferior de S* y cualquier trans-
formacién F)y € Mp,, es conforme y preserva la orientacién de By, se concluye que (ver [1, 2])

Mg, ~ Conf (Hy)

donde Con f+(H11HI) representa el grupo de difeomorfismos conformes que preservan la orientacién
del modelo del hemiespacio hiperbdlico cuaterniénico 1-dimensional.

Mediante la transformacién de Cayley ¥ : By — HJ definida como ¥(q) = (1 4+ q)(1 —q)~! se
puede mostrar explicitamente (ver [7]) que la 4-bola unitaria By de H es difeomorfa al hemiespacio
Hﬁ. Ademas se introduce una distancia de Poincaré en HEIHI de manera que la transformacion de
Cayley ¥ : By — HIIHI es una isometria; mas aun, la distancia de Poincaré en H%HI es invariante bajo
la accién del grupo VMY —! := My .

Definicién I1.6. Sea Isom (Hy;) el subgrupo de PSL(2,H) C My cuyos elementos son asociados

a las transformaciones lineales fraccionales que preservan H%HI y por lo tanto actian como isometrias
hiperbdlicas en Hﬁ{. Por analogia con las notaciones previas sobre transformaciones de Mobius,
también se puede escribir

Isom(Hy) = My = YMp¥ .

Este es el subgrupo de transformaciones lineales fraccionales que preservan la orientacion y trans-
forman H11H1 en si mismo. Més aun, el grupo completo de isometrias de H[1H1 es

Isom(Hjy) = My := YMp¥ ™.

Los grupos MHH{H y MH[%H actian como transformaciones conformes en la frontera al infinito de H%HI

que se identifica con la 3-esfera S? y con la compactificacién por un punto del 3-espacio euclideano
R3 U {oo}. Esto es
OH}; =S* = {q€H: R(q) = 0} U {co}.

El grupo MH]%H actua como transformaciones que preservan la orientacién. En otras palabras:
~ 3
Mg = Conf. (5°),

My = Conf(S?).

El siguiente teorema muestra tres conjuntos equivalentes que determinan las condiciones que carac-
terizan a la representacion matricial cuaterniénica del grupo de isometrias hiperbdlicas del modelo
del hemiespacio Hi; encontradas por Bisi y Gentili (ver [7] nuevamente):
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Teorema I1.3. (Condiciones BG.) El grupo Isom,(H}) se puede caracterizar como el grupo
inducido por las matrices en PSL(2,H) que satisfacen una de las siguientes condiciones equivalen-
tes:

{A:<a b)a,b,c,dEH: AtKA:K}dondeK:(O 1>,
c d 1 0

(BG) {A: <CCL Z) a,b,c,d € H : R(ac) =0, R(bd) =0, bc—i—da:l},

{A: <CCL Z) a,b,c,d € H : R(ed) =0, R(ab) =0, ad + bec = 1}.
Proposiciéon 11.5. Sean a,b,c,d € H tales que
a = ag+ a1i+ asj + ask,

b = by + bii + boj + b3k,
c=co+cii+ caj + csk,

d=dy+ dii+ doj + dsk.

FEntonces:

. (a 2) € Isom (Hyy) si y sdlo si:

C

apco + aicy + agea + azes =0,

bodo + bidy + bada + b3d3z = 0,
boco + bict + baca + bses + apdo + ardy + asds + azds = 1,
boc1 — bico + bzca — bacs + ardy — aopdi + azds — azds = 0,
boca — bacy 4 bicz — bscr + agdy — apds + asdy — ards = 0,

bocz — bzco + bact — bico + azdy — aodz + arda + azdy = 0.
= FEn la representacion del 3-espacio hiperbolico dada por

H} = {(20,0,2,73) € R* : x>0},

la matriz <i b> € Isom(H3) si y sdlo si:

d

apco + aicy + agea + azes = 0,
bodo + bidy + bada + b3d3z = 0,
aico — apc1 + azcy — ascz = 0,
bido — body + bzda — bad3z = 0,
boco + bict + baca + bses + apdo + ardi + asds + azds = 1,

apdo + a1dy — azdy — azd3z — bocy — bicy + baco + bzez = 0,
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bocs — bico — agds + aids + aod; = 0,
—bocy — bye + asdy + agdy = 0,
boca + bicz — apde — ardsz = 0,
boc1 — bicy + asds — azds = 0,
bsca — bacz + ardy — apdy = 0,

asdg + bacy — bscy = 0.

= Fn la representacion del plano hiperbdlico dada por

HZ = {(x0,0,22,0) € R* : z¢ >0},

la matriz <Z b) € Isom(H2) si y sdlo si:

d
apco + aicy + asey + ages = 0,
bodo + b1dy + bada + bzds = 0,
aicy — apcy + agco — ascg = 0,
bidy — body + bgdy — badz = 0,
boco + bic1 + baca + bzes + agdy + ardy + asds + azdz = 1,

aopdo + a1dy — asds — azds — bgcy — bicy + baco + bgeg = 0,
bsco — bica — apd3 + azdy = 0,

—bocy — bgeq + agdg + azdy = 0,
boco + bicg — apdy — ards = 0,
boc1 — bico + asd3z — azdy = 0,
bsco — bacz + a1dg — apdy = 0,

asdg + bacy — bzcy = 0.

Observacion II.1. Como la tinica ambiguedad es un signo y por abuso del lenguaje, en lo que
sigue se identificard una matriz de entradas cuaternidnicas que satisface las condiciones (BG) con

la transformacién de Mobius inducida.

Entre los elementos de /\/lHHl41 y de MHﬂlqI , las traslaciones, rotaciones e inversién seran de fundamental
importancia en lo que sigue y mas adelante se estudiaran especificamente en una secciéon dedicada

a ello.
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§1.6. El subgrupo afin.

Definicién I1.7. El subgrupo afin A(H) de PSL(2,H) es el subgrupo maximal de MH]Il-]I que deja

fijo el punto al infinito co en H]%{. Explicitamente,

A(H) := { (%a )\bla> € PSL(2,H) : |a| = 1,A > 0, R(ba) = 0.}

Esto es, los elementos de A(H) son transformaciones de Mobius de la forma q — ((Aa)q +
by (A ta)~ L.

El grupo A(H) es un grupo de Lie de dimensién 7. Cada matriz que pertenece a A(H) acttia como
una transformacién conforme en el hiperplano al infinito

OHy = {q€H : R(q) = 0}.

Se tiene que A(H) es el grupo de transformaciones conformes que preservan orientacién actuando
en el espacio de cuaternios imaginarios puros identificado con el hiperplano al infinito el cuél a su
vez se identifica con R3. Por lo tanto A(H) = Conf.(R3).

8§1.7. Descomposiciéon de Iwasawa.

En analogfa con los casos real y complejo, se establece un teorema de factorizacién que es una
generalizacién de la descomposicién de Iwasawa de los elementos de PSL(2,H) que satisfacen las
condiciones (BG).

Proposicion 11.6. Un elemento M € /\/lH%I que es representado por la matriz M = <Z Z) de

PSL(2,H) tal que satisface las condiciones (BG), puede ser escrito en una forma inica como sigue

()66

donde A > 0, R(w) =0, |a|? +|8]* =1 y R(aB) = 0.

Demostracion. Se daran explicitamente las expresiones para «, , Ay w en términos de los cua-
ternios a, b, ¢, y d. De calculos directos, se obtiene que Add = oy Ac = 3; entonces, de las ecuaciones
a=X(d+wc) b=N(c+ wd)

1 _
)\:W and w:a5+bd
C

Entonces, de las condiciones (BG) de la proposicién I1.3, se sigue que R(w) =0y R(af) =0. W

El lema 4.3 en [7] implica que PSL(2,H) estd generado por las transformaciones < (1] 11) ),

0 0 1
(g p_l)y<1 O)conb,pEHyp#O.
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§1.8. Subgrupo de isotropia de las isometrias de H}; que fijan un punto.

El grupo afin es el subgrupo maximal de las isometrias que preservan la orientacién de Hﬁ{ que fijan
el punto ideal al infinito co. Ahora estudiaremos los subgrupos de isometrias que fijan un punto en
el interior de Hllﬂl'

Notese que el conjunto de matrices en /\/lH]%41 que satisfacen las condiciones (BG) tiene dimension
real 10.

o o . o . (o B
Sea K := { (5 a) € MHHI-H} el subgrupo de matrices simétricas en MHHI{. Para la matriz (5 a>

las condiciones |a|?+|8]?> = 1y R(af) = 0 son equivalentes a las condiciones (BG) en la proposicién
I1.3 y pueden también ser escritas como sigue:

GG oG -0
8 « 1 0/ \8 « 10
Proposicion 11.7. 1. FEl grupo K es un grupo de Lie compacto.
2. De hecho es un grupo compacto mazximal de MH]%H'
3. Mds aun, KC es isomorfo al grupo ortogonal especial SO(4).

4. El grupo K representa precisamente al subgrupo de isotropia en 1 € H%HI de la accion de
PSL(2,H) por isometrias que preservan la orientacion de Hﬁ.

d
Entonces a+b=c+ddéa—d=c—by

Demostracion. Sea <z > una matriz que satisface las condiciones (BG) y fijan el cuaternio 1.

la —d|? = (c—b)(@—d) = ca — cd — ba + bd

lc = b]?> = (a — d)(¢ — b) = ac — ab — dé + db.
Entonces las condiciones (BG) implican:
la —d|? +|c — b* = (ca + ac) + (bd + db) — ((cd + dé) + (ba + ab)) = 0.

Finalmente, |a — d|? = |c — b> = 0 implica que a = d y ¢ = b. Nuevamente debido a las condiciones

(BG) se tiene que R(ab) =0y |al? + [b> = 1. n
Sea D := { g g € MH%I } el subgrupo de K cuyos elementos son matrices diagonales en M%IH.

Entonces las condiciones (BG) implican que |a| = 1.

La accién al infinito estd dada por q — aqa, la cual es la accién usual de SO(3) sobre el espacio
R3 que se identifica con el conjunto de cuaternios imaginarios puros.

Por lo tanto:

Corolario IL.1. El grupo D es isomorfo a SO(3).

§1.9. Traslaciones e inversién cuaternidnicas.

En esta seccién se investigan la clase de transformaciones lineales que juegan un rol crucial en la
definicién de los grupos modulares.
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Traslaciones.

Una traslacion es una aplicacién 7, : Hﬁ{ — H11H1 definida como q — q + w.

Esta transformacién racional es una isometria hiperbdlica: pertenece a /\/lH]%41 , si la matriz asociada
1 w . - C .
0 1 ) GL(2,H) satisface las condiciones (BG) de la proposicién I1.3, i.e.
si el vector de traslacién w satisface R(w) = 0.

En general, cualquier traslaciéon actia sin puntos fijos y

(i) =0i)-Gi)-6Gr)

n—veces

) Gr)=Gr)ls)-6 i)

En lo siguiente, se consideran traslaciones donde w es la parte imaginaria de un entero de Lipschitz
o de Hurwitz. Se hace hincapié en el hecho de que la parte imaginaria de un entero de Lipschitz es
un entero de Lipschitz pero la parte imaginaria de un entero de Hurwitz no es necesariamente un
entero de Hurwitz.

que es de la forma (

pues

Definicion I1.8. Un cuaternio es un entero imaginario de Lipschitz si es la parte imaginaria de un
cuaternio entero de Lipschitz, esto es un cuaternio cuya parte real es 0 y los otros tres componentes
son todos enteros. El conjunto de todos los cuaternios imaginarios de Lipschitz se denota por SH(Z)
y es

SH(Z) :=={bi+cj+dkecH : bc,deZ}.

Definicién I1.9. Sea Tgp(z) el grupo de traslaciones cuyo vector traslacién es un entero imaginario
de Lipschitz, i.e. tales que q — q + w, donde w = nai + n3j + ngk y los coeficientes n; son enteros;
equivalentemente q — q + w pertenece a Tgp(z) si y sélo si w € SH(Z). Esto es,

Tsu(z) = { < (1) OlJ ) € PSL(2,H) : weH(Z),R(w)= 0}

El grupo Tgp(z) actia libremente en Hﬁ como una representacion del grupo libre abeliano con 3
generadores Z ® Z @ Z. Un dominio fundamental es el siguiente conjunto

{q=z0+zii+zj+ask e Hy : |z, <1/2,n=1,---,3}.

Este conjunto serd llamado la chimenea (Ver la figura 1 en la seccién 5). Tiene dos puntas al
infinito: una punta de volumen finito que es asintética al punto en el infinito co. La otra punta
tiene volumen infinito.

Inversion cuaternidnica.
Ahora se considera la transformacién lineal fraccional de H%HI definida como
q

T(q)=q '= W

. : 01
cuya matriz asociada es 10 )
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En Hﬁ el inico punto fijo de T  es el 1, el otro punto fijo de T en H es —1 que no pertenece a H]ﬁ.

La transformacion T' corresponde a una involucién, esto es, al componer T consigo misma se ob-
tiene la identidad: T?(q) = (q~!)~! = q. La matriz asociada a T también refleja este hecho:

0 1 01\ (10

(To)(To)=(ol)

En la frontera ideal de Hﬁ los puntos 0 y oo son periédicos (de periodo 2) para T. Méas ain T
es una involucién isométrica de H[1H1 porque satisface las condiciones (BG) de la proposicién I1.3.
Explicitamente T es una inversién en S* que produce la transformacién antipodal sobre copias de
S? obtenida como interseccién de S? con un plano perpendicular al eje real. Mas ain, T es una
isometria que manda cualquier punto de una geodésica hiperbdlica parametrizada por longitud de
arco 7y(s), que pasa por 1 en el tiempo 0 (i.e. tal que v(0) = 1), a su opuesto y(—s). En otras
palabras, T' es una simetria hiperbdlica alrededor de 1. Finalmente, T' deja invariante un hemisferio
que es un hiperplano hiperbélico 3-dimensional

M= {ac HY : lal=1}.
Més atin, cada punto de II? diferente de 1 evaluado en T es periédico de periodo 2.
Definicion I1.10. Sea
Ci={q=xo+mitmjtaskcHy : |q/ =1, |z, <1/2,n=1,---,3}.

El conjunto C? es un cubo hiperbélico regular en II. Los ocho puntos de la forma %(1 +it+j+k) son
los vértices de C3, estan en II y son periédicos de periodo 2 bajo la accién de T. Estos puntos (y el
punto fijo 1) son los tinicos puntos en II? con coordinadas racionales. M4s atin, estos ocho puntos
son ntimeros enteros de Hurwitz pero no son niimeros enteros de Lipschitz. El cubo hiperbélico C?
puede ser identificado como un cubo esférico en II C S? si se considera la métrica euclideana. Este
cubo jugara un rol importante en la descripcién geométrica del dominio fundamental de los grupos
de matrices cuaternionicas que se introducirdn mas adelante.

La composiciéon de traslaciones y la inversién.

Se observa que si 7,(q) := q + w, entonces L, := 7, o T corresponde a la matriz asociada

(1 0)=( D)@ o)

similarmente R, := T o 7, corresponde a la matriz asociada

0 1\ (0 1\ /1 w

1 w/ \1 0/\0 1/°
Entonces R, estd representado por intercambiar los elementos en la diagonal de la matriz que
representa L,. Aqui se enlistan las matrices asociadas a las composiciones de L, donde w =

+i+j, £k b w = +it+j, w = £jEtk, w = i+ k, 6 w = +i+j+ k. Todas las combinaciones
posibles en la eleccion de los signos son permitidas en la siguiente tabla.
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w=Fidw=4j6w==k,

w=Zditjow==+itk
6w==xjxk,

w=+itjLk,

0 w
= (0 5)

w2=-2

w 0
2=(; o)

-1 w
4 _
=0 %)

-1 w

2
Ly (w 1
0 -1

3
=)
-1 0

4
= 4

27

0 -1
-1 w

(5 2)
e-(2 9 <)

El orden de L, depende de w; en particular, L, con w = +i, £j, £k, tiene orden 6 pero cuando se
restringe a los planos HY y S, := {q = zo + 211 + 22j + 23k € H}; 24 = 0 si @ # w,0}, donde
w = 1,]j,k, tiene orden 3. Méas aun qg € H]Il-]l es un punto fijo para la transformacién L, = 7,T
(donde w = 0, &, £j, +k) si y sélo si qp es una raiz de q> — wq — 1 = 0. Si w = 0 entonces sélo se
tiene una raiz en Hllﬁl (y por lo tanto un sélo punto fijo para T'), que es qg = 1. Si w = +i, +j, +k,
entonces es facil verificar que si a y 3 son dos raices de q +qw — 1 = 0, se sigue que R(a+ 3) = 0

6 R(a) = —R(B). Como una raiz de g>~wq—1=0es a = § +%, donde cualquier otra posible raiz

[ de la misma ecuacion no estara en H%HI. Un argumento similar aplica también para los puntos fijos

de R,. En resumen, los tinicos puntos fijos de T, L,, y R, son 1, @ +5y @ — 3, respectivamente.

§ 2. Extension de Poincaré a la quinta dimension.

Como se ha visto antes la linea proyectiva cuaterniénica P%HI puede ser identificada con la esfera
unitaria S* en R% y S* es la frontera de la bola unitaria cerrada D® C R5. Se identifica el interior de
D’ con el modelo de la bola del 5-espacio hiperbélico Hy. Como PSL(2, H) actia conformemente
en $* = P}, mediante el teorema de la extensién de Poincaré cada elemento v € PSL(2,H) se ex-
tiende canénicamente a un difeomorfismo conforme de D® cuya restriccién a H% es una isometria 7y
del disco abierto 5-dimensional B> con la métrica de Poincaré. Reciprocamente, cualquier isometria
de HJ, se extiende canénicamente a la frontera ideal R* U {oo} como un elemento de PSL(2, H).
Entonces la transformacién v — 7 es un isomorfismo y PSL(2,H) = Isom H,.

El modelo hiperbdélico del semiespacio 5-dimensional H% puede ser representado como {(¢,q) |q €
H,t > 0}. La accién de PSL(2,H) se extiende al semiespacio cerrado ﬁ% :={(aq,t)|q € H,t > 0}.
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Proposicién I1.8. Sea v = ( CCL Z

explicitamente en el modelo hiperbdlico del semiespacio 5-dimensional H% como

> € PSL(2,H), entonces su extension de Poincaré estd dada

1
t
" leq + d|? + ||t

y(t,q) = < > ((aq + b)(qe + d) + act?) (I1.5)

Demostracion. El lema 4.3 en [7] implica que PSL(2,H) estda generado por las transformaciones
1 b 0 01 [ . L

( 0 1 ), < ‘8 ! > y < 10 > con b,p € Hy p # 0. Un célculo directo implica que cada una

de esas transformaciones actia conformemente en ﬁ% y entonces actlia por isometrias en el modelo

del hemiespacio H%. La transformacién cuando t = 0 corresponde a la accién de v sobre H. |

Entonces se puede asumir que cualquier subgrupo discreto de PSL(2,H) actia conformemente en
St =~ P%HI 6 isométricamente en H% y generalizar la proposicion I.1.

Proposicién I1.9. Sea I' C PSL(2,H) un subgrupo discreto actiando isométricamente sobre H%.
Entonces su accion es propia y discontinua. Entonces M = H]%/F es una orbidad hiperbdlica
5-dimensional geodésicamente completa. Si en adicion I' actia libremente entonces M es una 5-
variedad hiperbolica.

Ejemplos importantes de subgrupos discretos de PSL(2,H) se obtienen cuando los coeficientes
pertenecen al anillo de enteros de Lipschitz H(Z) o al anillo de enteros de Hurwitz Hur i.e.
PSL(2,H(Z)) y PSL(2,Hur(Z)).

Proposicién I1.10. Los grupos PSL(2,H(Z)), PSL(2,£), PSL(2,Hur(Z)) y PSL(2,$) son sub-
grupos discretos de PSL(2,H). En particular sus extensiones de Poincaré actian propiamente y
discontinuamente en H%. Sea

Opyzy = Hg/PSL(2,H(Z)) y Ofyp(zy = Hi/PSL(2, Hur(Z));

estos cocientes son orbidades reales 5-dimensionales de volumen hiperbdlico finito. Sin embargo las
orbidades OF = H}/PSL(2,£) y O) = H}/PSL(2,9) son orbidades reales 5-dimensionales de
volumen hiperbdlico infinito.

Si se identifica HY con los pares (t,q) donde q € H y ¢ > 0, entonces un dominio fundamental
D(H(Z)) del grupo modular cuaterniénico es el conjunto de pares (t,q) tales que:
q = xo + 211+ 22j + 23k, _1/2 <xp < 1/2 (n:0717273)7 Yy

laf® + [t > 1.

Los modelos locales de los puntos singulares en esta orbidad se obtienen como los cocientes del
4-espacio hiperbélico B* por la accién de un subgrupo discreto de isometrias hiperbélicas de la
3—esfera.

Sea Fy C Fg+ el subgrupo de isometrias hiperbdlicas del modelo de la bola hiperbdlica que fijan el
origen. El grupo Fy es isomorfo a SO(4). Hay una accién ortogonal de S? x S? sobre S* dada por
q—q Lqqe, para un par fijo (¢1,q2) € S* x S%. Esto define un homomorfismo de grupos de Lie
S x 83 = SO(4) cuyo kernel es Z/27Z y es generado por (—1,—1). Entonces SO(4) es isomorfo al
producto central S x /27 S3. Los subgrupos finitos de SO(4) son, bajo conjugacién, exactamente
los subgrupos finitos de los productos centrales de dos grupos poliedrales binarios G1 y Go

G1 X707, G2 CS® X797 S
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Los subgrupos finitos de SU(2) han sido clasificados por Felix Klein [38] y son los grupos ciclicos
de orden n (n > 1)), los grupos diedrales binarios, el grupo tetraedral binario, el grupo octaedral
binario y el grupo icosaedral binario. Sea I' un subgrupo finito de Fy. Sea r > 0 y B? la bola
hiperbdlica centrada en el origen de radio r. La bola B es invariante bajo la accién de I'. Sea
o,r) =B*/T.

Definicién I1.11. Sean p y ¢ dos enteros. Sea I'(p, q) C SU(2) el subgrupo ciclico generado por la
transformacién T}, (21, 22) = (€2™/Pzy, €2™/925). Este grupo es ciclico de orden el mfnimo comtin
multiplo de p y q. Sea O(p,q,r) la orbidad O(I'(p,q),r) = B, /T'(p,q) como en el ejemplo 4. Si
['(G1,G2) € SO(4) es un subgrupo finito isomorfo a G1 xz/97 G2 entonces sea O((G1,Gz),7r) la
orbidad B#/T'(G1, G2).
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CapriTuLo III
Grupos modulares en las primeras 5
dimensiones.

En este capitulo se estudia el grupo modular que modela la geometria del espacio de reticulas en
el plano R2. El grupo modular es isomorfo y admite una representacién geométrica como el gru-
po generado por dos tipos de isometrias, una de ellas es una involuciéon a lo largo de una recta
hiperbdlica y el otro tipo consiste en traslaciones enteras. En este capitulo se enuncia una generali-
zacién concatenada de esta representacion geométrica en las primeras 5 dimensiones mediante los
nimeros reales, los niimeros complejos y los cuaternios. Ademads para cada grupo modular en cada
dimensién se definen tres subgrupos importantes: el grupo unitario, el grupo afin y las familias de
grupos de congruencia.

§1. El grupo modular y el espacio triangulos y de reticulas en el
plano.

En esta seccién se define el grupo modular como el subgrupo generado por dos isometrias del plano
hiperbdlico H(lc.

§ 2. 7 grupos modulares kleinianos en bajas dimensiones.

Definicién II1.1. El grupo modular PSL(2,7) es el subgrupo de isometrias del plano hiperbélico
H(%: = H]%g generado por la inversion T' y el subgrupo Tgc(z) de las traslaciones tales que sus
vectores de traslacion son enteros de Gauss que son numeros complejos imaginarios puros. Este
grupo de traslaciones es isomorfo al grupo 7z de traslaciones enteras, esto es tales que sus vectores
de traslacion son numeros enteros reales. Esto es,

PSL(sz) = <T7 T%(C(Z)> - <T77-Z>

Definicion ITI.2. El grupo modular de Picard-Gauss es el subgrupo de isometrias de HI‘?{ generado
por la inversion T y el subgrupo de las traslaciones tales que sus vectores de traslacién son enteros
de Gauss. El grupo modular de Picard-Gauss se denota por PSL(2,C(Z)) y este subgrupo de
traslaciones por %(Z). Esto es,

PSL(2,C(2)) == (T, Teq)

Definicion II1.3. El grupo modular 4-dimensional de Verjovsky-Lipschitz es el subgrupo de iso-
metrias de H%HI generado por la inversién T y el subgrupo de las traslaciones tales que sus vectores
de traslacién son enteros de Lipschitz con parte real, equivalentemente vectores de traslaciéon que
son cuaternios imaginarios puros que son enteros de Lipschitz. El grupo modular de 4-dimensional
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de Verjovsky-Lipschitz se denota por PSL(2,£) y este subgrupo de traslaciones por Tsm(z)- Esto
es,

PSL(2,2) == (T, Tsuw))

Definicion II1.4. El grupo modular 5-dimensional de Verjovsky-Lipschitz es el subgrupo de iso-
metrias de H% generado por la inversién T y el subgrupo de las traslaciones tales que sus vectores
de traslacién son enteros de Lipschitz. El grupo modular 5-dimensional de Verjovsky-Lipschitz se
denota por PSL(2,H(Z)) y este subgrupo de traslaciones por Ty z). Esto es,

PSL(2,H(Z)) == (T, Ta(z))

Observacion ITI.1. Los dos grupos modulares PSL(2,Z) y PSL(2,C(Z)), son subgrupos discretos
de PSL(2,R) y PSL(2,C), respectivamente. Los dos grupos modulares PSL(2, £) y PSL(2,H(Z))
son subgrupos discretos de PSL(2,H). Es importante enfatizar que el grupo modular 4-dimensional
de Verjovsky-Lipschitz PSL(2,£) es un subgrupo propio del grupo modular 5-dimensional de
Verjovsky-Lipschitz PSL(2,H(Z)); mas ain, PSL(2, £) tiene elementos que son representados por
matrices con enteros de Lipschitz H(Z) como entradas, pero en general un elemento arbitrario en
PSL(2,H(Z)) no satisface las condiciones (BG) de la proposicién 1.5 y por lo tanto no preserva
H%HI. Aunque si preserva H mediante la extensién de Poincaré.

§ 3. Subgrupos fuchsianos importantes.

Se consideran ahora tres subgrupos distinguidos de cada uno de los grupos modulares: el subgrupo
unitario, el subgrupo afin y familias de grupos de congruencia.

§3.1. Subgrupos unitarios.

Definicién III.5. 1. Sea Z, el grupo formado por las dos unidades enteras Z,, = {£1} = Z/2Z.

2. Sea C(Z),, el grupo formado por las cuatro unidades de los enteros de Gauss, esto es, el
conjunto de los cuatro enteros de Gauss de norma 1. Esto es

C(Z), = {1, +i: i* = -1}

3. Sea H(Z),, el grupo formado por las ocho unidades de Lipschitz, es decir, el conjunto de los
ocho enteros de Lipschitz de norma 1. Esto es

H(Z), = {*1, #i, £j,+k: i’ =j° =k’ =ijk = ~1}.

El grupo no abeliano H(Z),, es usualmente llamado el grupo cuaterniénico. Sus elementos son los
ocho vértices de un politopo convexo regular llamado la 16-celdas en la 3-esfera S* C H debido
a que tiene 16 caras tetraedrales. También se corresponden los elementos de H(Z), con los ocho
baricentros de las caras de un hipercubo en la 3-esfera S? llamado la 8-celdas.

Definicion I11.6. El grupo unitario entero, grupo unitario de Gauss y grupo unitario de Lipschitz
que se denotan por U(Z),U(C(Z)) y U(H(Z)) respectivamente, son los subgrupos de PSL(2,7Z), PSL(2,C(Z))
y PSL(2, £) (recuerde que PSL(2,£) C PSL(2,H(Z))) cuyos elementos son inducidos por matrices
diagonales de la forma
u 0
(B v)
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donde u es una unidad entera (u € Z,), una unidad de Gauss (u € C(Z),) o una unidad de
Lipschitz (u € H(Z),,), respectivamente. Esto es:

uz) = { <B‘ O) € PSL(2,C(2) - u e Z,} = {T},

u

u(e(z) = { <‘5 3) € PSL(2,C(Z)) :u € C(2),},
u 0

u> € PSL(2,8):uc H(Z)u}.

Estos conjuntos de matrices diagonales forman grupos con respecto a la operacion multiplicacion
debido a que las matrices diagonales son cerradas bajo el producto:

(6 W) (5 W)= (7 )

El grupo unitario entero U(Z) es una manera muy rimbombante de llamar al grupo trivial que
consiste inicamente de la matriz identidad. El grupo unitario de Gauss U(C(Z)) es de orden 2 por
lo que es isomorfo a Z/27Z. El grupo unitario de Lipschitz U(H(Z)) es de orden 4 y es isomorfo a
Z7)27 @ 7./2Z, pues ij = k; este grupo también es conocido como el grupo de Klein.

Un elemento en U (H(Z)) representado como la transformacién Dy, asociada a la matriz <3 3) ,

donde u = i,j 6 k, actida en Hﬁ por conjugacién con la regla q — uqu~!. Mds atin, actia
geométricamente como una rotacién de angulo 7 cuyo eje es el plano hiperbdlico geodésicamente
completo

Su={z+yu|z,yecR x>0}

La accién en H gy de un elemento en U (C(Z)) dado como la transformacién Dy, donde u = j, k es una
reflexion en el plano hiperbdlico geodésicamente completo Sy. La accién en H% de la transformacién
Dy, donde u = i es una rotacién alrededor de la geodésica conformada por los nimeros reales
positivos.

§3.2. Subgrupos afines.

Definicién II1.7. El grupo afin entero A(Z) es otra manera de llamar al subgrupo de traslaciones
Tz de PSL(2,7Z) cuyos vectores de traslacién son enteros. (recuerde que el grupo unitario entero
U(Z) es trivial). Esto es

A(Z) := Tz = U(Z), Tz).

El grupo afin de Picard-Gauss es el subgrupo de PSL(2,C(Z)) generado por el grupo unitario de
Gauss U(C(Z)) y el grupo de traslaciones T¢(z) cuyos vectores de traslacién son enteros de Gauss.
Esto es

A(C(2)) == U(C(Z)), Te())-

El grupo afin 4-dimensional de Verjovsky-Lipschitz es el subgrupo de PSL(2, £) generado por el
grupo unitario de Lipschitz U(H(Z)) y el grupo de traslaciones Tgpz) cuyos vectores de traslacién
son enteros imaginarios de Lipschitz. Esto es

A(L) = U(H(Z)), Tsu(z))-
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El grupo afin 5-dimensional de Verjovsky-Lipschitz es el subgrupo de PSL(2,H(Z)) generado por
el grupo unitario de Lipschitz U(IH(Z)) y el grupo de traslaciones Ty z) cuyos vectores de traslacién
son enteros de Lipschitz. Esto es

A(H(Z)) := U(H(Z)), Taz))-

Es posible describir explicitamente los elementos de los grupos afines:

AZ) =Ty = {(é ;’) e PSL(2,Z)} . (ITL.1a)

A(C(2)) = {(‘6‘ ‘jf) € PSL(2,C(Z)): ueC(Z),, R(b) = 0} (IT1.2a)
_ {(3 b;‘) € PSL(2,C(Z)) : ucC(Z),, R(b) = 0}. (IT1.2b)

A(L) = {(‘5 11116) € PSL(2,£): ueH(Z),, Rb)= o} (I11.3a)

= {(‘6 u) € PSL(2,£): ueH(Z),, Rb)= 0}. (I11.3b)
A(H(Z)) = {(8 b) € PSL(2,H(Z)): u e H(Z)u}. (11 4a)

El grupo correspondiente al grupo afin entero A(Z) es isomorfo al grupo de traslaciones enteras Tz
debido a que Z, = +1.

Los subgrupos afines A(Z), A(C(Z)), A(L) y A(H(Z)) son los subgrupos parabdlicos maximales de
PSL(2,Z),PSL(2,C(Z)),PSL(2,£) y PSL(2,H(Z)), respectivamente.

Adema3s se tienen las siguientes relaciones de pertenencia

1. A(Z) € PSL(2,Z) N A(R),

(Z
2. A(C(Z)) c PSL(2,C(Z)) N A(C),
3. A(L) C PSL(2,£) N A(H) y

4. A(C(Z)) c PSL(2,H(Z)) N A(H).

Maés atn, los grupos afines A(Z), A(C(Z)) y A(£) dejan invariantes a las horiesferas que son los
hiperplanos S, = {q € HL, : R(q) = ¢} y a las horibolas definidas como B. = {q € H : ®(q) > ¢}
donde ¢ es un numero real positivo. El grupo afin A(C(Z)) deja invariantes las horibolas S. =
{(a,t) € H} : t = ¢} y a las horibolas definidas como B. = {(q,t) € Hj; : t > ¢} donde c es un
numero real positivo.

El grupo A(C(Z)) es generado por la isometrfa hiperbdlica de H3, asociada a la matriz <(1) ?)

El grupo A(£) es generado por isometrias hiperbdlicas de H}; asociadas a las matrices

b5 @3 v ()
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donde u =1i,j y k. Esto debido a que ij = k.
El grupo A(H(Z)) es generado por isometrias hiperbélicas de HY asociadas a las matrices

b5 G3) v ()

Observacion III1.2. La composicion de la transformacién representada por la matriz <3 u)

donde u = 1,i,j y k.

. . . . - . 0 u
donde u = i,j,k, y la inversion T es una transformacién representada por la matriz (u 0>.

Para estas transformaciones diagonales y su composicion con 7', el plano Sy y el hiperplano II son
subconjuntos invariantes en H%HI y tienen a 1 como un punto fijo.

Se tienen las siguientes propiedades:

a b
0 d

11
(“0 a d_bld )eA(H).

2. Si se consideran a los grupos unitarios de Picard-Gauss C(Z),, y de Lipschitz H(Z),,, entonces
las transformaciones

1. La inversa de una matriz < > € A(H) es la matriz

A(C(Z)) - C(2),. ( nou > -,

A(L) - H(Z),, ( B‘ ‘;b > —u

A(H(Z)) - H(Z),, ( u ub > —u

son epimorfismos cuyo kernel son el grupo de traslaciones de enteros de Gauss 7¢(z), €l grupo
de traslaciones de enteros imaginarios puros de Lipschitz Tgp(z) v el grupo de traslaciones de
enteros de Lipschitz Ty z), respectivamente.

Por lo tanto, se tiene la secuencias exactas
0 — Tezy — A(C(Z)) — U(C(Z)) = Z/2Z — 0

0 — Tsmz) — AL) — UMH(Z)) =Z/2Z S Z/2Z — 0
0 — Ta) — AH(Z)) — U(H(Z)) = Z/2Z ® Z/2Z — 0

Estas secuencias exactas se escinden. Por lo tanto, el grupo afin de Gauss A(C(Z)) es el producto
semidirecto de T¢(z) por U(C(Z)), el grupo afin 4-dimensional de Lipschitz A(£) es el producto se-
midirecto de T (z) por U(H(Z)) y el grupo afin 5-dimensional de Lipschitz A(H(Z)) es el producto
semidirecto de Ty z) por U(H(Z)).
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§ 3.3. Subgrupos de congruencia.

Sea A(2, £) el subgrupo de indice finito de A(£) generado por las 12 traslaciones
{Tu+v : u#v y u,v==Hi+j +k}.

De hecho sélo son necesarias las tres traslaciones 7iyj, Ti4k ¥ Tj+k para generar al grupo A(2, £)
pero las doce traslaciones son importantes para describir su dominio fundamental (ver la subseccién
10).
Entonces el grupo A(2, £) consiste de los elementos correspondientes a las matrices en PSL(2, £)
asociadas a las traslaciones de Lipschitz cuya forma general es
( 1 zi+yj+zk
Txy,z =

0 1 >talqueaz+y+250(mod2).

Definicién III.8. Sea I'(2, £) el subgrupo de PSL(2, £) generado por A(2, £) y la inversién T

Este grupo juega el rol del grupo de congruencia médulo dos y de hecho es un subgrupo de indice
dos de PSL(2,£). Se corresponde con un subgrupo de transformaciones de Lorentz representadas
por matrices con coeficientes enteros que seran particularmente importantes en la seccién VII.1.

§4. Grupo modular de Hurwitz y subgrupos afin y unitario.

En analogia con la definiciéon del grupo modular y de los grupos unitario y afin en el caso de los
enteros de Lipschitz, se definen los grupos equivalentes para el caso de los enteros de Hurwitz.

Definicién II1.9. Sea Hur(Z), el grupo de las unidades de Hurwitz definido como
1
Hur(Z), := {£1, +i, +j, £k, 5(ﬂ +itj+k): =7 =k*=-1,ij=k}

donde en los elementos de la forma %(:l:l + i+ j+ k) las 16 posibles combinaciones de signos son
consideradas.

Este grupo es conocido como el grupo binario tetraedral. Los 24 elementos de Hur(Z),, son cuaternios
unitarios que forman los vértices en la 3-esfera de un politopo convexo regular llamado la 24-celdas
que es una generalizacién de los sdlidos platénicos en la cuarta dimensiéon. Las caras de la 24-
celdas son 24 octaedros, en cada vértice inciden 6 octaedros y en cada arista inciden 3 octaedros.
Estratificando a la 24-celdas en una descomposiciéon de complejo celular se tienen 24 octaedros, 96
caras triangulares, 96 aristas y 24 vértices.

La 24-celdas admite una estructura hiperbdlica como un politopo regular convexo ideal.

Definicién II1.10. El grupo unitario de Hurwitz U(Hur(Z)) es el subgrupo de PSL(2,H) cuyos
elementos son las doce matrices diagonales de la forma

u 0
Du = (0 u)

La aplicacién del grupo de unidades de Hurwitz al grupo unitario de Hurwitz Hur(Z),, — U(Hur(Z))
dada por la regla u — Dy es un epimorfismo cuyo kernel es {Z, —Z}, donde Z es la matriz identidad
de 2 x 2, por lo que dicha aplicacién es de orden dos.

Cualquier matriz en U (Hur(Z)) satisface las condiciones (BG). Por lo tanto es una isometria que
preserva la orientacion de Hllﬁl'

donde u es una unidad de Hurwitz.
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La accién en H} de un elemento en U (Hur(Z)) es por conjugacién y estd dada como la transfor-
macién
Dy : Hj; — H}

q— uqu_1

) . fu 0 . . . . . -
asociada a la matriz ( > . La accién es una rotacién cuyo eje es el plano hiperbdlico geodési-
u

0

camente completo
Su={z+yu|z,yeR x>0}

Siu=1i,j 6k es una rotacién de dngulo 7, si u = %(1 +1i+j=+k) es una rotacién de dngulo %’T
El grupo unitario de Hurwitz U(Hur(Z)) es de orden 12 y de hecho, es isomorfo al grupo de
isometrias que preservan la orientacién de un tetraedro regular, este es un subgrupo de SO(3).
Todos estos subgrupos son grupos de rotaciones.

Definicion IIL.11. El grupo modular 4-dimensional de Verjovsky-Hurwitz es el grupo generado
por la inversién T', por las traslaciones Tgpy,z) y por el grupo unitario de Hurwitz U (Hur(Z)). Se
denota al grupo modular 4-dimensional de Verjovsky-Hurwitz por PSL(2, ).

El grupo modular 5-dimensional de Verjovsky-Hurwitz es el grupo generado por la inversién T, por
las traslaciones Ty, (z) y por el grupo unitario de Hurwitz U (Hur(Z)). Se denota al grupo modular
5-dimensional de Verjovsky-Hurwitz por PSL(2, Hur(Z)). Esto es

PSL(2,Hur(Z)) := (T,U(HUT(Z)),EHW(Z)>.

Claramente U(Hur(Z)) contiene a U(H(Z)) como un subgrupo pero U(Hur(Z)) no esta contenido
en el grupo modular de Lipschitz PSL(2,H(Z)).

Proposiciéon II1.1. Los grupos modulares 4-dimensional y 5-dimensional de Verjovsky-Lipschitz
PSL(2,£) y PSL(2,H(Z)) son subgrupos de indice tres de los grupos modulares 4-dimensional y
5-dimensional de Verjovsky-Hurwitz PSL(2,$) y PSL(2,Hur(Z)), respectivamente.

Demostracion. Esto se sigue debido a que el orden del grupo U(H(Z)) de transformaciones inducidas
por las matrices diagonales con entradas en las unidades de Lipschitz es de indice tres en el grupo
U(Hur(Z)) de transformaciones inducidas por las matrices diagonales con entradas en las unidades
de Hurwitz. ]

Definicién II1.12. El subgroup afin o parabdlico 4-dimensional de Verjovsky-Hurwitz A($)) es el
grupo generado por el grupo unitario de Hurwitz U (Hur(Z)) y el grupo de traslaciones Tgp(z) de
enteros imaginarios de Lipschitz. Esto es

A(H) = UHur(2)), Tsuz))-

El subgrupo afin o parabdlico 5-dimensional de Verjovsky-Hurwitz A(Hur(Z)) es el grupo generado
por el grupo unitario de Hurwitz U (Hur(Z)) y el grupo de traslaciones gz de enteros de Lipschitz.
Esto es

A(Hur(Z)) = <U(Hur(Z)),7i.H(Z)>.

Es posible describir explicitamente los elementos de los grupos afines 4-dimensional y 5-dimensional
de Hurwitz:
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A(H) = {(‘5 ‘:lb) € PSL(2,$) : u € Hur(Z),, R(b) = 0} (IIL.5a)

_ {(‘5 b;‘) € PSL(2,9) : u € Hur(Z),, R(b) = 0} : (I11.5b)

A(Hur(Z)) = {(‘5 ‘;b) € PSL(2,Hur(Z)) : u e Hur(Z),, R(b) = o} (IT1.6)
= {(B‘ b;‘) € PSL(2,Hur(Z)) : u € Hur(Z),, R(b) = 0} , (IIL.6b)

Se sigue de la definicién que PSL(2,£) C PSL(2,%). Usando las transformaciéon de Cayley
U(q) = (1 +q)(1 —q)~! es posible representar las acciones (en términos de la mutiplicacién)
de las unidades de Hurwitz sobre la 3-esfera unitaria S? como rotaciones en H%ﬂ. Ma3s atn, existe
una correspondencia entre cada unidad de Hurwitz u con una de las siguientes 24 matrices

<u+1 u—1

1
Pui=35 u—1 u+1

5 > € PSL(2,9).

Esta transformacion estd asociada a la rotacién alrededor de 1 dada explicitamente por la férmula
g (u+1)g+u—-1)((u—1gq+u+1)"1 (I11.7)

Esta manera de representar el grupo de las unidades de Hurwitz Hur(Z),, en términos de matrices
puede ser considerado como un modo de generalizar las matrices de Pauli. El subgrupo P(Hur(Z),,)
de PSL(2,$) de orden 24 que consiste de las rotaciones de la forma II1.7 es isomorfo a Hur(Z),,.
Bajo la accién del grupo de unidades de Hurwitz Hur(Z),, la érbita de 0 son las imagenes bajo la
inversa de la transformacién de Cayley ¥ de las 24 unidades de Hurwitz. Por lo tanto, el grupo
P(Hur(Z),) es un subgrupo del grupo de simetrias que preservan la orientacién de la 24-celdas.
Si se considera el grupo unitario de Hurwitz Hur(Z),,, entonces las transformaciones

A(H) — Hur(Z),,, ( ‘O‘ ‘;b > - u

A(Hur(Z)) — Hur(Z),,, < " w0 ) -

son epimorfismos cuyo kernel son el grupo de traslaciones de enteros imaginarios de Lipschitz y el
grupo de traslaciones de enteros de Lipschitz.
Por lo tanto se tienen la secuencias exactas:

0 — Tau(z) — A®) — U(Hur(Z)) — 0

0 — Tu(z) — A(Hur(Z)) — U(Hur(Z)) — 0

Estas secuencias exactas se escinden y los grupos afines de Verjovsky- Hurwitz A($)) y A(Hur(Z))
son isomorfos al producto semidirecto de los grupos de traslaciones Tgp(z) y de Tgy(z) por U (Hur(Z)),
respectivamente.

El grupo U(H(Z)) C U(Hur(Z)) es un subgrupo normal. Se tiene la secuencia exacta

0 — UH(Z)) — U(Hur(Z)) — Z/3Z — 0
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Definicién II1.13. Sean U (H(Z)) y U (Hur(Z)) los subgrupos maximales de PSL(2, £) y PSL(2, H)
que fijan 1 € H]%{. Maés atn, estos subgrupos son también los subgrupos maximales que preservan
al cubo C? y al hiperplano hiperbélico IT3.

Se tiene la siguiente proposiciéon como una consecuencia de los resultados previos:

Proposicién II1.2. El grupo U(H(Z)) es el subgrupo generado por T yU(H(Z)). El grupo U (Hur(Z))
es el subgrupo generado por T y U(Hur(Z)). Esto es,

UH(Z) = (T,UH(Z)) y  U(Hur(Z)) = (T,U(Hur(Z))).
Mds atin,

UH(Z) = 222 o UE(Z)) vy U(Hu(Z)) = Z/2Z & U(Hur(Z)).

Demostracion. Esto se sigue de que 72 = Z y T conmuta con todos los elementos de U(H(Z)) y
UHur(Z)). [ ]

Observacién II1.3. Los grupos discretos PSL(2,£) y PSL(2,9), y los grupos PSL(2,H(Z)) y
PSL(2,Hur(Z)) preservan los hemiespacios Hi; y HP, y la métrica hiperbélica correspondiente,
respectivamente; por tanto son ejemplos de grupos kleinianos hiperbdolicos 4- y 5-dimensionales en
el sentido de Henri Poincaré (ver el libro de M. Kapovich [36]).
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CapiTULO IV
Dominios fundamentales para los
grupos modulares.

En el capitulo anterior se estudian grupos representados por matrices cuyas entradas son cuaternios
que actian en espacios hiperbdlicos modelados en subconjuntos de los cuaternios. En este capitulo
se investigan sus dominios fundamentales y las orbidades generadas por los espacios cociente o
espacios de érbitas correspondientes.

§1. El dominio fundamental de la acciéon de un grupo.

Se recuerdan algunos hechos basicos sobre acciones de grupos.

Definiciéon IV.1. Dado un grupo I' actuando continuamente en un espacio métrico §2, un sub-
conjunto D de  es un dominio fundamental para I' si para cada punto en 2 el subconjunto D
contiene exactamente un punto de sus imagenes bajo la acciéon de I'. El subconjunto D contiene
exactamente un representante de cada una de las llamadas orbitas de I'.

Hay varias maneras de escoger un dominio fundamental para la accién de un grupo de transforma-
ciones de 2. Un dominio fundamental generalmente sirve como una realizaciéon geométrica para el
conjunto abstracto de representantes de las 6rbitas de la acciéon de un grupo discreto.
Tipicamente, un dominio fundamental requiere ser un subconjunto conexo con alguna restriccién
en su frontera, por ejemplo, diferenciabilidad o linealidad (que la frontera sea un poliedro cuyos
lados estén contenidos en subespacios geodésicamente completos). Una vez escogido un dominio
fundamental las imagenes bajo la accién del grupo teselan con mucha simetria (el grupo de simetrias
es isomorfo a I') el espacio (2.

§ 2. Kaleidoscopios hiperbdlicos cuaterniénicos.

En esta seccién se investigan las propiedades geométricas de algunas variedades y orbidades hi-
perbodlicas obtenidas como el espacio cociente de los espacios hiperbdlicos en bajas dimensiones
bajo la accién de ciertos subgrupos discretos de isometrias. Por ejemplo, los grupos generados por
reflexiones en las caras de un poliedro convexo de volumen finito y los subgrupos de indice 2 que
consisten de las isometrias que preservan la orientacion. Recuerde que la composiciéon de dos refle-
xiones es una rotacién. Estas orbidades del mismo modo que los kaleidoscopios, son ciertos poliedros
que satisfacen condiciones muy especiales en sus angulos tales que las caras en su frontera actian
€cOmo espejos.

Una manera de construir ejemplos de variedades y orbidades hiperbdlicas de volumen finito mo-
deladas por elementos de un subgrupo de isometrias G consiste en considerar poliedros ideales
convexos de volumen finito con un nimero finito de puntos ideales al infinito y con algunas caras
identificadas en pares por elementos de GG y otras caras que admitan una subdivisién en subcaras
identificadas en pares por elementos de G.
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Ahora vamos a construir ejemplos de orbidades hiperbdlicas que son kaleidoscopios en las primeras
cinco dimensiones.

Considere los politopos hiperbdlicos ideales
P*CHi=Hg, P'CcH}, P'CHp=Hy y P°CHj

que se obtienen de la interseccion de los hemi—espacios que contienen a 2 y que quedan determinados
por el siguiente conjunto de hiperplanos hiperbdlicos como su frontera:

It .= {qu%: ;g =1},

op? — II'; :={qe H{ :q:xo—%j, xo > 0},

(S

II! .= {q € H}: :q:xo+%j, xo > 0}.

DO feme

( HQ::{qEH% : gl =1},

2 . ::{qEH% rq==x —%j+x3k, xo >0, 3 € R},

N fe

op3 — H-::{qu% :q:xo+%j+$3k, xg >0, x3 € R},

|
e N

HQ_ ={qeH} :q:wo—i—xgj—%k, xo >0, x1,29 € R},

NE

I3 :={qeH} : q=uz0+22j+ 3k, 20 >0, 71,29 € R}.
2

3 .= {qullHI : gl =1},

Hg_- ::{qEHﬁ :q:wo—%i—i-xzj—i-xgk, xg > 0, :1:2,3536]1%},

[SIES

H‘i = {qEH%H[ : q:l‘0+%i+2§'2j+l’3k, xo >0, za,x3 € R},
2

opt — H?i. ::{qGHIIHI :q::co—}-xli—%j—kxgk, xg >0, 1,23 € R},

(S

w

I3 :={qeHy : q:xo—i-xli—i-%j—i-x:sk, rg >0, x1,23 € R},

[SJE

H?: ::{qEHIIHI :q:x0+x1i+x2j—%k, xo >0, x1,29 € R},

SE

Hi = {qEH]%_H : q=x0+$1i+$2j+%k, xo > 0, l’l,xQGR},
2
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PUT(P)

&= | €

Figura 4.1. Figura esquemadtica de la chimenea que es un dominio fundamental del grupo
parabdlico Tgp(z) (generado por las traslaciones 73, 73 and 7), el politopo P* vy el politopo P* y
su inversién T(P3). El plano horizontal representa a los cuaternios imaginarios puros que forman

la frontera ideal 8Hﬁ y sobre él estd el hemiespacio de cuaternios con parte real positiva H%ﬂ.

(11" :={qe HY : |q| =1},
', = {(q,t) e Hy : q =5 +x1i+xoj + a3k, 1,22,23,t € Rt >0},

_1
2

% = {(q,t) GH% : q:%+$1i+$2j+$3k, x1,x9,x3,t € Rt > 0},
2

14 . ::{(q,t)eH]% :q:xg—%i+x2j+x3k, xo,xg,xg,tGR,t>0},

[SIE

ap° H‘i ={(q,t) € H% i q=ux9+ %i + x9j + w3k, xg,x9,x3,t € Rt > 0},
2

H‘i. = {qGH% : q:xo—l—xli—%j—kxg,k, X0, 1, 23,t € Rt > 0},

N fe

Hi = {qEH% : q:l'o—i—fl,‘li—i-%j—i—l‘gk, xo,x1,x3,t € Rt > 0},
2

H4k = {qEHlsR : q:$0+$1i+$2j—%k, X0, 1, T2 ER,t>0},
2

| Hi = {qe H% tq=x9+ x1i+ x2j + %k, g, x1,T9 € Rt > O}
2

Estos 4 politopos estan contenidos en una cadena propiamente encajados:

P2cPPcPtC PP

IP? c aP3 c Pt c IP?

Los primeros 3 politopos tienen un tinico vértice en el punto al infinito co. Los vértices no ideales de
P? son los 2 puntos %( V34j) C TI? que estén en la semicircunferencia unitaria que es un hiperplano
hiperbélico IT' en H%{. Los vértices no ideales de P2 son los 4 puntos %(ﬂ + j £ k) los cuales son
los vértices de un cuadrado C? C TI2. Los vértices no ideales de P* son los 8 puntos %(1 +itjtk)
los cuales son los vértices del cubo C? C II? que fue definido anteriormente. Todos los vértices del
politopo P° son ideales y son el punto al infinito co y los 16 puntos %(il +i+j+k,1) los cuales
son los vértices del hipercubo C* C II.
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Los lados de los politopos convexos P2, P3, P4 y P53 estan contenidos en los hemisferios IT', IT2, IT3
y II* y en los dos, cuatro, seis y ocho hiperplanos IT} T2, TI2, II%, (n = %,%,—%,%,—%,%,—%)
que son ortogonales a la frontera ideal y asintéticos al punto al infinito oo, respectivamente. Estos
subespacios son hiperplanos hiperbdlicos de codimensién 1 en sus dimensiones correspondientes que
son geodésicamente completos.

El poligono hiperbélico P? es un tridngulo con un vértice ideal y dos reales, una arista compacta
que es un segmento C! y dos aristas no compactas que son rectas que unen el punto al infinito oo
con alguno de los dos vértices finales de la arista compacta C!.

El poliedro hiperbélico P3 tiene 4 vértices y 5 caras 2-dimensionales: una cara compacta que es el
cuadrado C? y 4 caras no compactas que son tridngulos ideales con un vértice en el punto al infinito
y cuyas bases son los cuatro aristas del cuadrado C?. M4s atin, P?3 tiene 8 aristas (4 compactas y 4
aristas asintéticas al punto al infinito 0o).

El politopo hiperbélico P* tiene 8 vértices y 7 caras 3-dimensionales: una cara compacta que es el
cubo C3 y seis caras no compactas que son piramides cuyo dpice es el punto al infinito y cuyas bases
son los seis cuadrados del cubo C3. Més atin, P* tiene veinte caras 2-dimensionales (6 cuadrados
compactos y 14 tridngulos con un vértice ideal) y veinte aristas (12 compactas y 8 aristas asintdticas
al punto al infinito co).

El politopo hiperbélico P° tiene 17 vértices ideales y nueve caras no compactas 4-dimensionales:
una cara que es el hipercubo C* cuyos 16 vértices son ideales y ocho caras que son pirdmides cuyo
apice es el punto al infinito co y cuyas bases son los seis cubos ideales del hipercubo C*. M4s atin,
PS5 tiene veinte caras 2-dimensionales (6 cuadrados compactos y 14 tridngulos con un vértice ideal)
y veinte aristas (12 compactas y 8 aristas asint6ticas al punto al infinito co).

Proposicion IV.1. La caracteristica de Fuler de los politopos P™, n = 2,3,4,5, es 0:

= X(P)=co—c1+c2=2-3+1=0.

s x(P})=co—c1+ca—c3=4—-8+5—-1=0.

s X(PY) =co—c1+cs—c3+ci=8—20+18—T7+1=0.

s (PP =co—ci4+cr—c3+ea—cs5=0—48+56—9+1=0

Los 4 politopos convexos P", n = 2,3,4, 5, satisfacen las condiciones del teorema del poliedro de
Poincaré, entonces el grupo generado por las reflexiones en los planos que pasan por las caras de P™
es un grupo discreto de las isometrias hiperbdlicas de Hg que se denota por G(n). El subgrupo de
indice dos que se denota por G(n); generado por la composicién de un nimero par de reflexiones
tiene como un dominio fundamental el politopo convexo P*UT(P)". El grupo G(n) es un subgrupo
de PSL(2,72), PSL(2,C(Z)), PSL(2,£) y PSL(2,H(Z)) para n = 2,3,4 6 5, respectivamente, que
consiste de isometrias que preservan la orientaciéon de Hg.

Mis adelante se demostrard que P? es el dominio fundamental de la accién de PSL(2,Z) en H}. El
poliedro P? puede ser teselado por 2 copias del dominio fundamental de la accién de PSL(2,C(Z))
en H%. El politopo P* puede ser teselado por 4 copias del dominio fundamental de la accién de
PSL(2,£) y por 12 copias del dominio fundamental de la accién de PSL(2,$). El politopo P°
puede ser teselado por 8 copias del dominio fundamental de la accién de PSL(2,H(Z)) y por 24
copias del dominio fundamental de la accién de PSL(2, Hur(Z)).

Los espacios cociente Hg /G(n) son orbidades no orientables que son buenas en el sentido de Thurs-
ton (justo por definicién como espacios cocientes). Més atin, la orbidad Hg /G(n) es un kaleidoscopio
de dimension n. Como los politopos P™ son de volumen finito, las orbidades no orientables obtenidas
son finitas y tienen estos mismos volimenes. Imagine que se encuentra en el interior de Hg/G(n),
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para n = 2,3,4 6 5, entonces lo que usted ve son imédgenes n-dimensionales muy similares a las
teselaciones 3-dimensionales de Roice Nelson que se exhiben en las figuras 9 y 10.

La orbidad orientable HE/G(n)4 se obtiene de la doble pirdmide P™ UT(P™) mediante identificar
en pares las caras con un vértice ideal en el punto al infinito con las caras con un vértice ideal
en el 0. Estas caras (n — 1)-dimensionales se intersectan en las caras cuadradas del segmento, el
cuadrado, el cubo 6 el hipercubo C"~! C II"~! y se identifican en pares mediante la accién de una
rotacién de dngulo 27 /3 alrededor de los 2 vértices, las 4 aristas, los 6 planos, los 8 hiperplanos
hiperbélicos que contienen a las caras de C"~!.

Esta orbidad es un kaleidoscopio n-dimensional para n = 2,3,4 6 5, respectivamente. El espacio
base de esta orbidad es R™ y el locus singular es el (n — 2)-esqueleto del hipercubo C"~! unido al
producto del (n — 3)-esqueleto por R.

§2.1. Orbidades orientables malas.

Considere las orbidades orientables O%l ,(’):;(2,(9}1(3,(’)%4 obtenidas mediante identificar en pares las
caras paralelas de P™ con un vértice al infinito por las translaciones correspondientes 74,7 y 7k,
y los puntos diametralmente opuestos del hipercubo C" mediante la inversiéon T'. Estas orbidades
tienen dimensién real n.

La orbidad O%@ es exactamente la orbidad modular cldsica. Pero si n # 2 las orbidades O?{(n,l) son
orbidades malas en el sentido de Thurston; esto es, no admiten una representacion Klein-Clifford,
esto es no existe un grupo G que actie en un espacio X tal que ellas sean isométricas con el cociente
de la accién X/G.

Sin embargo, las orbidades (’)?{(n,l) son muy interesantes pues tienen como locus singular y retracto
por deformacién a las orbidades reales (n — 1)-dimensionales de Kummer K1,

Proposicién 1V.2. Las orbidades (’)?(m,l) paran =2,3,4 ¢ 5, tienen las siguientes propiedades:

1. La orbidad O, _,) tiene una sola cuspide al infinito.

2. La orbidad O%.,_,, tiene volumen finito.
3. la transformacion F : O ,_1) x [0,1] — O%,_1) x [0,1] dada por F(([z1,22,23],1),s) =

(([z1, 22, 23], 1), (1 — 8)t) estd bien definida y es un retracto fuerte por deformacién de O, _,)

a la variedad real de Kummer K™=1)

4. ;L((n—l) - {[2’1722775370] € O?{(n—l)} =T"=1 x (07 1)'
5. La orbidad O%n,l) es simplemente coneza.

6. Los grupos de homologia de OF.(,_,, son:

= Hy(0%)) = Z, Hi(0%,) =0, Hy(0%,) =0
[ ] 2 :Z, H]_(Oi(g) :O;
2) = L3 © 1/27, H3(O}) = 0
H;(O%3) =0,

Z,
=73 @ 7/)2Z, H3(Oks) = Hi(Oks) = 0.
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Figura 4.2. La frontera del cubo hiperbélico C? con las identificaciones por la accién de la
inversiéon T' y de las traslaciones 7, 7j y 7k es una orbidad hyperbdlica 3-dimensional de Kummer.
La figura de la derecha es su locus singular: un ramo de tres copias de 2-esferas S? (“almohadas”)

pegadas a un tripode.

Demostracion. El volume de O%.,_,, es una funcién racional de m por un teorema de Coxeter
calculado explicitamente en [65]. M&s atin, como un espacio topoldgico, (’)?ﬁn,l) es homeomorfo a

T % [0,1)/t, donde
(-1 — {(21, s 2(n-1)) € cn=1) | [21] = ... = [2(n—1)| = 1}

y (2155 2(n-1)),0) = (21, .-, Z(m—1),0) tal que los correspondientes grupos de homologfa de
O" 1y vy de K=Y son isomorfos, i.c. Hy(K™ V) = H;(O% ) donde p = 0,1,2,3,4,5. En
particular, la orbidad de Kummer K, _1) puede ser triangulada como una pseudovariedad compac-
ta y no orientable. Por lo tanto, es claro que Ho(Ogs) = Z, H3(Ogs) =0y Ha(Ogs) = 0.
Por otro lado, la orbidad K™~ ! puede ser obtenida como un cociente del cubo

C":=1[-1/2,1/2] x --- x [-1/2,1/2]

-~

(n—1)—veces

mediante identificar caras opuestas por traslaciones e identificar los puntos simétricos con respecto
al origen, que es el baricentro del cubo C™. Esto es, las acciones de las traslaciones 7, y de T,
respectivamente.

Después de esta identificacion, la frontera del cubo C? tiene el mismo tipo de homotopfa de un ramo
de tres copias de S2. La esfera redonda de R? centrada en el origen y de radio 1/4 realiza el cono A
sobre el plano proyectivo real P%Q. Sea B el complemento en K3 del interior de A. Se puede retractar
radialmente B a la frontera del cubo con las identificaciones. Observe que AN B = P%&. Entonces
K3 = AU B con A contraible y B homotdpicamente equivalente a un ramo de tres 2-esferas. Se
sigue del celebrado teorema de Seifert—Van Kampen que K3 es simplemente conexo. Finalmente de
la secuencia de Mayers—Vietoris:

— H3(K3) — Hg(Aﬂ B) — HQ(A) D HQ(B) — HQ(K3) — Hl(A N B) — 0

Se tiene que:
Hy(ANB) = Hy(P%) =0,
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Hi(ANB) = H(P}) = Z/2Z,
Hy(A) & Hy(B) = Hy(B) = Z X L X Z,

por lo que se obtiene la secuencia exacta

0 —ZxZxZ— Hy(Kz) — Z/2Z — 0

Se concluye por lo tanto que Ho(Ops) = Z3 & Z/27. Finalmente, si removemos la variedad de
Kummer K3 se obtiene la estructura de la cuspide al infinito: El producto de un 3-toro por una
semirecta [0, 00).

§3. Un lema sobre cocompacidad.

La siguiente proposicion implica que las acciones de los grupos modulares que estamos considerando
son cocompactas; esto es, que los dominios fundamentales (y por consiguiente las orbidades) son
de volumen finito.

Lema. Sea v = < CCL b ) € PSL(2,H) un elemento que satisface las condiciones (BG). Si q €

d
H]ﬁ, entonces

R(q)

R(v(q) = m

(IV.1)

Demostracion. La acciéon de v en un punto q € H11HI estd determinada explicitamente por la regla

v@) = (aq+b)(cq+d)~"

- (aq+b)(®+d)(w).

Entonces, dado que para todo p € H, R(p) = # se tiene que :
(aq+b)(gc+ d) + (cq + d)(qa + b)
2|qc + df?

|q|2ac + aqd + bqc + bd + |q|*ca + cqb + dqa + db
2lqc 4 df?

R(v(q) =

R(bqc+ aqd)
lac + d|?
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Seaq=x+4yl,donde x >0,y € Ry I?=—1. Entoncesq=2 —yl y

R(b(z —yl)c+ a(x + yI)d)
lgc + d|?
R(zbe — yble + zad + yald)
lac + d|?
x + R(—yble+ yald)
lqc +df?
x — yble + yelb + yald — ydIa)
lac + d|?
x + y(—ble+ cIb + ald — dIa)
lqc + df?

R(v(q)) =

Por otro lado, ( CCL 2 ) € PSL(2,H) y ( (1) i ) € PSL(2,H) satisfacen ambas las condiciones

(BG), entonces
a b 1 I\ [(a al+b
<c d>'<0 1>_<c cI+d)€PSL(2’H)

y satisface las condiciones (BG). Estas condiciones implican que
(al +b)(=I¢+d) + (cI +d)(—Ia+b) =0,

Entonces B B B B
—al*¢+ ald — bIc + bd — cI*a + cIb — dla + db = 0.

Usando nuevamente las condiciones (BG) se tiene
ald — dIa+ cIb—ble = 0.
Finalmente, se tiene

__t _ %a
RO = [6e 3 aE = fac+

Observacion IV.1. Si se restringen las entradas en H de las matrices en PSL(2,H) al conjunto
de enteros, de los enteros de Gauss, de los enteros de Lipschitz H(Z) y de los enteros de Hurwitz
Hur(Z), entonces s6lo hay un nimero finito de posibilidades ¢ y d para los enteros y los enteros
de Gauss, de Lipschitz y de Hurwitz respectivamente, de manera que |qc + d| sea menor que un
nimero real dado, por lo tanto se tiene el siguiente corolario

Corolario IV.1. Para cualquier q € H se tiene

sup  R(y(q)) < oo
vePSL(2,X)

donde X =7,C(Z), £, 9, H(Z), Hur(Z).

Este corolario es una condicién necesaria para que las orbidades Hj:/PSL(2,Z) de dimensién 2,
H3 /PSL(2,C(Z)) de dimensién 3, HY /PSL(2, £) y Hi;/PSL(2, $) de dimensién 4 y H / PSL(2, H(Z))
y H3/PSL(2,Hur) de dimensién 5 tengan volumen finito.
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§4. Dominios fundamentales y orbidades para las traslaciones y
la inversion.

Tomando en cuenta las acciones de los generadores y el grupo afin. Se describe el dominio funda-
mental de los grupos modulares.

Traslaciones.

Un dominio fundamental de la accién en H(lC del grupo parabdlico Tz generado por la traslacién 7
es la banda hiperbdlica convexa de area infinita que es asintdtica al punto al infinito. Esta banda
se obtiene por la interseccion de los hemiplanos que contienen 2 y que son determinados por las

dos geodésicas hiperbdlicas 1} y TI! ;.
bl 3
Un dominio fundamental de la accién en H% del grupo parabdlico T¢(z) generado por las dos

traslaciones 7; y 7, es la chimenea hiperbdlica convexa de volumen infinito con un vértice al
infinito. Esta chimenea se obtiene por la intersecciéon de los hemi-espacios que contienen 2 y que
son determinados por el conjunto de los hiperplanos hiperbdlicos 2-dimensionales 12, donde n =
Un dominio fundamental de la accién en H}; del grupo parabdlico Tsm(z) generado por las traslacio-
nes T,, T, Y Ty, s la chimenea hiperbélica convexa de volumen infinito con un vértice al infinito. Esta
chimenea se obtiene por la interseccién de los hemi-espacios que contienen 2 y que son determinados
por el conjunto de los hiperplanos hiperbdlicos 3-dimensionales IT3, donde n = %, —%, %, —%, %, —%.
Un dominio fundamental de la accién en H% del grupo parabélico Ty (z) generado por las traslaciones
Ty Tis T; ¥ Ty €8 la chimenea hiperbdlica convexa de volumen infinito con un vértice en el punto al
infinito. Esta chimenea se obtiene por la interseccién de los hemi-espacios que contienen ((0,0,0,0),2)
y que son determinados por el conjunto de los hiperplanos hiperbdlicos 4-dimensionales I1#, donde
La orbidad hiperbdlica 2-dimensional O7, generada por la accién de 7z es un cilindro circular de
area infinita. Tiene una cispide (una punta de érea finita) y un tubo (una punta de drea infinita).
Topolégicamente la orbidad O, es homeomorfa a St x R.

La orbidad hiperbdlica 3-dimensional O%(z) generada por la acciéon de T¢(z) es un cilindro de
volumen infinito sobre el 2-toro. Tiene una cispide (una punta de volumen finito) y un tubo (una
punta de volumen infinito). Topolégicamente la orbidad O%(m es homeomorfa a T? x R.

La orbidad hiperbélica 4-dimensional OTSH-H(Z) generada por la accién de Tgp(z) es un cilindro de
volumen infinito sobre el 3-toro. Tiene una cispide (una punta de volumen finito) y un tubo (una
punta de volumen infinito). Topolégicamente la orbidad OTS]H](Z) es homeomorfa a T3 x R.
Finalmente la orbidad hiperbdlica 5-dimensional 077%11(2) generada por la accién de Tg(z) es un
cilindro de volumen infinito sobre el 4-toro. Tiene una cispide (una punta de volumen finito) y un
tubo (una punta de volumen infinito). Topolégicamente la orbidad Oz, €s homeomorfa a T x R.

Inversion.

Un dominio fundamental de la accién en Hy de la inversién 7" es un hemi-espacio cuya frontera es
el hiperplano hiperbdlico
n"= = {q e Hg ||q =1}.

La orbidad 2-dimensional (9% tiene un sélo punto singular y es homeomorfo a un cono de angulo
conico 7.

La orbidad 3-dimensional O% tiene un sélo punto singular y es homeomorfo al cono sobre el plano
proyectivo real P%Q.
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La orbidad 4-dimensional (’)% tiene un sélo punto singular y es homeomorfo al cono sobre el espacio
proyectivo real P%.
La orbidad 5-dimensional (’)% tiene un sélo punto singular y es homeomorfo al cono sobre el espacio
proyectivo real Pﬁ%.

§5. Un dominio dominio fundamental de PSL(2, £)

El grupo modular caterniénico de Lipschitz PSL(2, £) es generado por Tsm(z) y la inversion T
Entonces es posible elegir un dominio fundamental 733 que esté contenido en un conjunto convexo
hiperbélico acotado por el hemisferio IT? y los seis hiperplanos que son ortogonales a la frontera ideal
y pasan por el punto al infinito los cuales se han denotado por II3 donde n = %, —%, %, —%, %, —%.
Esto es, es posible elegir un dominio fundamental 733 que esté contenido en P*. Entonces el politopo
773 puede realizarse como un subconjunto del politopo construido por un cubo 3-dimensional C? en
el hemisferio IT? unido a una pirdmide ctibica cuyo apice es un vértice ideal que es el punto al infinito
oo en el modelo hiperbdlico Hiy. Los vértices de C? son los ocho puntos (1/2,+1/2,£1/2,+1/2).

§5.1. EIl grupo unitario.

El grupo unitario U(£) es un subgrupo finito del grupo afin A(£). La accién de U(£) es por medio
de rotaciones de dngulo 7 alrededor de los 3 ejes i,j y k. Se divide por los planos coordinados el
cubo C en ocho cubos congruentes y la pirdmide ctibica P* en ocho pirdmides ciibicas congruentes.
Como en un tablero de ajedrez se etiquetan los cubos con dos simbolos, esto es, se colorean los
cubos con dos colores: por ejemplo blanco y negro.

0
rotacién alrededor del eje u. Este elemento identifica cuatro cubos (dos cubos blancos y dos negros)
con otros cuatro cubos (dos blancos y dos negros) en C? preservando la coloracién.
Ahora se darad una descripcién geométrica de la accién del grupo unitario U (£) mediante su repre-
sentacién en el 3-toro

La accién de un elemento de la forma | - 3) del grupo unitario U(£), donde u = i, j, k; es una

T? = {(21,29,23) € C® : |z1| = |20| = |23] = 1}.

Se describe la accién del grupo unitario mediante la representacién especifica de sus elementos como
automorfismo de T3.
La representacion de

<5 ?)euw como  Fy(z1,72,23) = (77,73,73) ¥

(‘(]) ?)61/{(2) como Fj(z1,22,23) = (21,%2,73).

La composicion de <(1) ?) y (‘(]) ?) es <15 l(i) que es representada por el automorfismo de T3
como

Fx(z1, 22, 23) = (%1, 22, 23).

Este ejemplo es una breve introduccién a la multiplicacién compleja (como la definida en ciertas
curvas elipticas) sobre el 3-toro real T3. Las aplicaciones F}, Fy y Fx son automorfismos conformes
del 3-toro por las simetrias del cubo C3 y forma un grupo de orden 4 isomorfo a i (£) = Z/2Zx Z/27Z.
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Figura 4.3. Izquierda: La accién de U(£) en el cubo C3.
Derecha: Los dos cubos hiperbélicos C§ y C3 en el cubo C? que forman la base de un dominio
fundamental Pg de PSL(2, £).

Un dominio fundamental para el grupo de Lipschitz PSL(2, £).

El dominio fundamental 773 para la accién del grupo PSL(2, £) en Hﬁ es la unién de dos piramides
cubicas cuyas bases son dos cubos, uno blanco y uno negro. Se pueden escoger cubos adyacentes
para obtener un dominio fundamental conexo pero esto no es necesario para considerar un dominio
fundamental. Més atn, la inversién T actia identificando los cubos blancos con los cubos negros
que son los respectivos cubos diametralmente opuestos en el hemisferio II3. Entonces es posible
escoger un dominio fundamental como la unién de dos pirdamides ctibicas en P%. Ver figura 4.3. Mas
adelante se describiran otros dominios fundamentales mas adecuados para estudiar los subgrupos
de isotropia y la teselacion en H]ﬁ alrededor de ciertos puntos singulares.

Definicién IV.2. Sean C} y C3 los dos cubos hiperbélicos en la divisién en 8 cubos de C? por
hiperplanos coordenados que contienen a los vértices %(1+i+ jtk)y %(l—i— j—k), respectivamente.
Sea Pé la union de las dos pirdmides ctbicas hiperbdlicas cuyo apice es un vértice ideal que es el
punto al infinito co y cuyas bases son los dos cubos C y C3. Equivalentemente, los elementos en
773 son los puntos q = x, + x1i 4+ z2j + z3k en P* tales que los niimeros reales z,, tienen el mismo
signo para todon =1, 2, 3.

Por lo tanto, el dominio fundamental 733 es un politopo convexo ideal de dimensién 4 y volumen
hiperbdlico finito. Su cuspide es cristalogréafica, . e. la seccion de la cispide es una 3-orbidad
euclideana. Esta orbidad tiene un dominio fundamental formado por dos cubos cuyos lados son
identificados por isometrias euclideanas. Mds aun 733 es un politopo con 8 vértices y un vértice al
infinito, veinte aristas 1-dimensionales, 18 caras 2-dimensional, 7 caras 3-dimensionales y 2 caras
maximales de dimensién 4 (el interior de los politopos que son pirdmides cubicas). Entonces la
caracteristica de Euler del dominio fundamental 733 es

x(P) =8-204+18—-7+2=1.

§6. Un dominio fundamental para el grupo de Hurwitz PSL(2, $).

El anélisis de un dominio fundamental 73% para el grupo modular de Hurwitz PSL(2, $) es anilogo
al realizado para el dominio fundamental de PSL(2, £). Se recuerda que PSL(2, §)) es generado por
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Figura 4.4. Izquierda: La accién de U($)) en el cubo C3.
Derecha: las bases del dominio fundamental de PSL(2, ). Las dos pirdmides hiperbdlicas P} y
P3 en C3 que son las bases de un dominio fundamental 73}1) para PSL(2,9).

el grupo parabdlico de traslaciones Tgp(z), la inversion T'y el grupo unitario de Hurwitz U ($). De
las descripciones previas acerca de los dominios fundamentales del grupo de traslaciones y del grupo
de orden 2 generado por 7' se tiene que un dominio fundamental de PSL(2,$) es conmensurable
con P, la pirdmide sobre el cubo C3. Méas precisamente, P* es invariante bajo U($)) y por lo
tanto el dominio fundamental de PSL(2,$) es el dominio fundamental en P* de la accién de U($))
sobre P4, Més atin, como U(L) C U(H) se tiene que el dominio fundamental de PSL(2,) es un
subconjunto del dominio fundamental Pg de la accién de PSL(2, £). Finalmente, como U(£) es un
subgrupo de U (%) de indice tres entonces 73% es una tercera parte de Pﬁ.

Sea u € Hy, entonces Dy, € U(9H) es inducida por la matriz diagonal

u 0

v=(0 )
y actda por conjugacién: q — uqu - = uqu. Entonces si u es una unidad de Hurwitz que no es
una unidad de Lipschitz (i,e. u = £(£1 £1i+ j+k)) entonces la matriz Dy es de orden tres y
geométricamente es una rotacién de dngulo 27 /3 alrededor de la diagonal de C? que contiene a u
6 —u, pero solo uno tiene parte real positiva y entonces en H]%{. Como Dy = D_ se puede suponer
que R(u) = 1/2. Se tiene D2 = Dy2 = Di_y (pues R(u) = 1/2 > 0, 1 —u es una unidad de Hurwitz
y ®(u) =R(1 —u) > 0).
El grupo de las unidades de Hurwitz U/($)) actiia transitivamente en las aristas de C3. Entonces
un dominio fundamental queda determinado por la eleccién de una arista de C3. Por lo tanto un
dominio fundamental convexo es la piramide cuyo apice es el vértice ideal al infinito co con base
el poliedro hiperbdlico convexo con vértices los dos vértices de la arista, los dos baricentros de las
caras cuadradas que tienen a la arista en comun y 1.
Sin embargo, por su simetria se trabaja con un dominio fundamental no convexo.

1

Definicién IV.3. Sean P} y P3 las dos pirdmides hiperbélicas 3-dimensionales con base cuadrada
en Ci]’ cCy CS C C3, respectivamente, con &pice 1 y cuyas bases son los cuadrados en la frontera
de C? tales que sus vértices son los conjuntos

1 1 1 1
S = {1;1:5(1+i+j+k),v2:§(ﬂ+i+k),v3:§(ﬁ+j+k),v4:5(\/§+k)}
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y T(S) :={T(v1), T(v2), T(v3), T(v4)}, respectivamente.
Sea 73% la union de las dos piramides hiperbdlicas 4-dimensionales con apice el vértice al infinito y
bases las dos pirdmides hiperbélicas 3-dimensionales P} y Psj.

§7. Propiedades de los dominios fundamentales.

Ahora, siguiendo de cerca la demostracién en el caso de H}: dada por Serre en [58] (pagina 77), se
demuestra que los politopos 773 y 73% satisfacen las propiedades que satisface un conjunto que es
un dominio fundamental respecto a la acciéon de un grupo. Se pondra énfasis en que los grupos a
tratar son los grupos modulares cuaterniénicos PSL(2, £) y PSL(2,9).

Teorema IV.1. Los politopos 773 Y ’Pg son dominios fundamentales para las acciones de los grupos
PSL(2,£) y PSL(2,9), respectivamente. Mds ain, los dominios fundamentales 733 and 73% tienen
las siguientes propiedades:

1. Para cualquier q € Hy; existe v € PSL(2,£) (resp. PSL(2,9)) tal que v(q) € Pg (resp. P).

2. Dos puntos q,q’ de Pg (resp. Pg) son congruentes mdodulo PSL(2,£) (resp. PSL(2,9) si
existe v € PSL(2,£) (resp. PSL(2,9)) tal que v(q) = q'. Si dos puntos q,q’ de Pg (resp.
Pga) son congruentes médulo PSL(2, L) (resp. PSL(2,9) entonces q,q € OPg (resp. Pg).

3. Si|q| > 1 entonces v € A(L) (resp. A(9)). Mds ain, v es una traslacion por i, j ¢ k o
una composicion de una de estas traslaciones con una rotacion del grupo unitario U(L) (resp.

UB)).
Si |q| = 1 entonces v € A(L) (resp. A(9)) o v = AT donde T es la inversion usual y
Aec A(L) (resp. A(9)).

4. Sea q € Py (resp. Pg) y Gq = {g € PSL(2,£) : g(q) = q} (resp. PSL(2,9)) el subgrupo
estabilizador de q en PSL(2,£)} (resp. PSL(2,9)). Entonces Gq = {1} si q # 0P34 (resp.
OPg).

Demostracion. Sea q € Hi. Por el corolario 6.2 existe v € PSL(2, £) (resp. PSL(2,9)) tal que
R(~v(q)) es el nimero real maximo que se alcanza de esta forma. Existe (n1,n2,n3) € Z3 tal que el
elemento q' = 7" 7?17, °y(q) es de la forma q' = zo + z1i + 2j + 23k donde |z, | < 3.n=1,23.
El elemento q’ est4 en el dominio fundamental del grupo parabdlico Tsu(z)-

Si || < 1, entonces el elemento T'q' = (q’ )_1 tiene una parte real estrictamente mayor que
R(d') = R(~(q)), lo que es una contradiccién. Entonces || > 1,y ¢’ € 733. Esto muestra que dado
un elemento q € H} existe v € PSL(2, £) (resp. PSL(2,9)) tal que v(q) € P*.

Los elementos en 733 son los puntos q = x, + 711 + 2j + z3k en P* tales que los niimeros reales
Zy tienen el mismo signo para toda n = 1,2, 3. La accién de un elemento Dy, donde u =1, j, k, en
el grupo unitario de Lipschitz U(£) tiene la propiedad de dejar fijos a z, y x, y cambiar los signos
de los otros dos coeficientes.

La accién de un elemento Dy, donde u = 2(£1 +i+j=+k), en el grupo unitario de Hurwitz U($)
tiene la propiedad de rotar en angulos multiplos de 27/3 las celdas de Y alrededor de la diagonal
que pasa por u'y —u del cubo C3.

Entonces es posible utilizar un elemento en U(£) para tener un punto q” de la dérbita de q € 733.
En el caso de los enteros de Hurwitz se utiliza un elemento en U($)) para tener un punto q” de la
érbita de q € Pg. Esto demuestra (1).

En otras palabras, la érbita de cualquier punto q € HIIHI bajo la accién del grupo PSL(2, £) (resp.
PSL(2,9)) tiene un representante en Pg (resp. ’P%).
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Figura 4.5. Puntos en C3 que son congruentes médulo PSL(2,£) y PSL(2,$). Linea superior:
Puntos en C? que son congruentes por traslaciones. A la derecha se muestra el caso de la
composicién de una traslacién y la inversién 7. Linea inferior: El caso de puntos en C3
congruentes mediante la accién de los grupos unitarios U (L) y U(9).

Sea q € P¢ (resp. 73%) vy = < CCL Z > € PSL(2,£) (resp. PSL(2,$)) tales que v # Z, donde Z

es la matriz identidad en PSL(2,H) y v(q) € P4. Se supone que R(v(q)) > R(q), i.e. |eq+d| < 1.
Esto es claramente imposible si |¢| > 1, dejando para estudiar sélo los casos ¢ =0 6 |c| = 1.

I) Sic=0, se tiene que |d| = 1 y las condiciones BG implican que ad=1y bd+bd = 0. Se tienen
dos casos:

I.1) Sid=1, entonces a = 1y R(b) = 0. Entonces

(10D
7= o1
donde b = b;i + b,j + b, k.
Siq=u=z, +zitzjt+arke P2 entonces

(@) =d =z, + (x, +b)i+ (z, +b)j + (z, +b )k € Pg.

I.1.1) Si |[b] =1 entonces b = +i, +j, +k; yq=1r — g, donde r > @ Entonces q estd en
la geodésica que une un baricentro de una cara cuadrada del cubo C? en la base de
P4 con el punto al infinito co y por lo tanto q,q’ € 8733.

[.1.2) Si |b| =2 entoncesb=+itj titk +j+k;yq=r— %, donde r > % Entonces
q estd en la geodésica que une el punto medio de una arista del cubo C? en la base
4 g 4
de P* con el punto al infinito oo y por lo tanto q,q" € 9Pg.
[.1.2) Si|b| =3 entoncesb=+itjtk;yq=r— %, donde r > % Entonces q esté en la
geodésica que une un vértice del cubo C? en la base de P* con el punto al infinito
oo y por lo tanto q,q’ € OPg.

1.2) Sid# 1 entonces d =ay |a| = 1. Se tienen dos subcasos:
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1.2.1) Sib = 0 entonces
([ a O
T=\o a )
Por lo tanto q esta en el plano hiperbdlico generado por 1 y a, ademés q € 8773.
1.2.2) If b # 0, entonces R(b) = 0, |b| = 1 por lo que b = +i, £j, £k, pero b # a. Entonces

[ a b
T=\o0 a )
Por lo que q estd en el plano hiperbélico generado por 1 y a, por lo que q € 8733.

IT) Si ¢ # 0, como |q| > 1 entonces d = 0. Como [cq| < 1 entonces |c[ = |q| = 1. Por lo tanto,
qceE 8733. Las condiciones BG implican que bc =1 y a¢ + ac = 0.

I1.1) Sic=1, entonces b =1y R(a) = 0. Entonces

7=<(f(1)).

I1.2) Sic# 1, entonces c = +i,+j,tkyb=c. Mdsaina =06 |a| = 1 y R(ac) = 0. Entonces

[ a c
T=\leo)
Para demostrar (3) suponga que q € Interior(Pg)*. Sea v € PSL(2, £) (resp. PSL(2,£)) v(q) = q.
Entonces existe € > 0 tal que q+ €y y(q+¢€) € Interior(Pé). Pero se deduce de (2) que q + €y

v(q + €) estén en 8773 (resp. 873%) lo cual es una contradiccién. Entonces el grupo de isotropia de
los puntos en el interior del dominio fundamental Pg (resp. 879%) es trivial. [ |

§7.1. Teselaciones modulares.

Si se usa el grupo PSL(2,£) para propagar 733 se obtiene una teselacién de H%HI que se denota
por Y¢. La interseccion de 773 v Yg¢ con cada uno de los planos totalmente geodésicos Si2, sz , 512(,
donde

S2 .= {q =m0+ x1i+ xoj + 23k € Hy 2, = 0 si 5 # u, 0},

donde u = i,j,k, da una copia de la cerradura del dominio fundamental clasico y la teselacién
generada por el grupo modular PSL(2,Z) en el modelo del hemi-espacio de HZ = Hclc' Se hace
notar que S2 es un conjunto invariante para Ry y Ty (u = i,j, k). Mds atin, sea

S3,={q =20+ x1i+x2j +x3k € HYj x5 = 0si s # u,v,0},

donde u,v =1i,j, k.
3
ij

SJ?’ , Si?’ , da una copia de la cerradura del dominio fundamental de la accién del grupo de Picard

PSL(2,C(Z)) para los enteros Gaussianos en el modelo del hemi-espacio de H3 = Hiy.

La interseccion de 733 con cada uno de los subespacios 3-dimensionales geodésicos hiperbdlicos S
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Figura 4.6. Un dominio fundamental R‘é para la accién del grupo PSL(2, £) en H}; es la
pirdmide sobre el dodecaedro rémbico R? cuyo dpice es el punto al infinito. Un dominio
fundamental R% para PSL(2,$) es la pirdmide sobre una tercera parte del dodecaedro rémbico
R3.

§8. Un dominio fundamental de PSL(2,£) como un cono ideal
sobre un dodecaedro rémbico hiperbdlico.

Ahora se describe otro dominio fundamental del grupo modular que tiene que ver con un cono con
apice ideal sobre un dodecaedro rémbico hiperbdlico el cual es convexo usando técnicas de “cortar
y pegar”.

El dominio fundamental Pé es la unién de dos piramides ideales con vértice en el punto al infinito
o0 y cuyas bases son los dos cubos antipodales C; C II? y C3 C II3 de C3. Por definicién el cubo C}
contiene los vértices 1y v = %(1—|—i—|—j—|—k) y el cubo C3 contiene los vértices 1y v; = %(1—i—j—k).
Ahora se divide uno de los cubos, por ejemplo Cg’ en seis piramides cuadradas hiperbdlicas contenidas
en IT3 cuyo 4pice comitin es el baricentro de C3 y cuyas bases son las caras cuadradas de Cs.

Sean Pi3, PJ-3,P1§’ las tres piramides en Cg’ que contienen al vértice 1 y a los vértices %(\/5 —-j-

k), 5(v2—i—k)y 3(v2 —1i—j), respectivamente.

Sean Q?, 39’, Qi las tres piramides en C3 que no contienen al vértice 1 pero que si contienen a los
vértices %(\/ﬁ —-j—k), %(ﬁ —i—-k)y %(\/Q —1i—j), respectivamente. Las pirdmides P?, Pj3, P
son permutadas por el elemento D, en el grupo unitario de Hurwitz ($) el cuél es una rotacién
de dngulo 27/3 alrededor del plano hiperbélico 2-dimensional {s + v,¢ € H}; : s,¢ > 0}. Entonces
las pirdmides Pis, Pj3 y Pli’ son isométricas entre si. Las tres pirdmides Q?, Q? y Qi también son
permutadas por D, € U (£) por lo que también son isométricas entre si. Sin embargo P2 no es
isométrica a Q3 para toda u = i, j, k.

Sea Q% = C} U D;(P?) U Dj(Pjg) U Dx(P2) el poliedro hiperbélico convexo 3-dimensional con-
tenido en IT® cuyo conjunto de vértices son los once puntos que son los ocho vértices de C3 y
{D;(vs), Dj(v2), Dx(v2)} donde v es el baricentro de C3. Por lo tanto Q3 tiene doce caras triangu-
lares y tres caras cuadradas.

Sea R? = Q3 UnDi(Q3) U Tij(Q?) U mkDk(Q3) el poliedro hiperbélico convexo 3-dimensional con
un vertice ideal que es el punto al infinito co.

Las tres pirdmides D;(P?), D; (PJ3) y Dx(P2) estan en I y las otras tres pirdmides 7;D;(Q3), 73D; (QJ?’)
y Tka(Qi) estan contenidas en el hemiespacio hiperbdlico definido por el conjunto {q € H%HI gl >
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1}. Ellas forman un éngulo diedral de 27/3 con los dobleces de las tres caras cuadradas en Q3.

El poliedro hiperbdlico R3 tiene caras 24 triangulares, tres dobleces cuadrados y 14 vértices (los 8
vértices del cubo C:f y seis vértices para cada apice de las pirdmides de CS’) La envolvente convexa
de estos seis vértices es un octaedro no regular el cual es combinatoriamente equivalente al poliedro
dual del cubo C}. El poliedro R3 se descompone en doce pirdmides cuadradas y esta descomposicién
es combinatoriamente equivalente a la descomposicién del dodecaedro rémbico. Ver las figuras 4.6
y 4.7.

El conjunto que consiste de las partes imaginarias del conjunto de vértices de C3 es

' ijki+jj+ki+ki+j+k
ch - 5,5, .

03 272 7 27 2
El conjunto que consiste de las partes imaginarias del conjunto de vértices de R3 es
szg = VC? U Vps
donde

4 ’ 4 4 4 ' 4 ’ 4
La envolvente convexa de Vi3, Vc? y Vs son poliedros Euclideanos que son un dodecaedro rombico,
un cubo regular y un octaedro regular, respectivamente.

. {—i+j+k i—j+k i+j-k 3i+j+k i+3j+k i+j+3k}
03 ‘= .

Definicion IV.4. Sea R42 el politopo no compacto 4-dimensional en HIIHI el cual se obtiene mediante
quitar el punto al infinito de la envolvente convexa del conjunto de puntos que consta de los catorce
puntos que son los vértices de R? y el punto al infinito co.

El politopo hiperbédlico R4£ es un cono ideal sobre el poliedro no convexo R3 cuyo apice es el punto
al infinito oco.
A partir de estos resultados y observaciones previas se tiene

Proposicion IV.3. El politopo Ré es un dominio fundamental convezo para la accion de PSL(2, £)
en HI%H.

Sea R‘Z’ 3 C R3 el poliedro hiperbdlico que se forma como la interseccion de R3 con los dos hemiespa-
cios hiperbdlicos determinados por los dos hiperplanos hiperbélicos 3-dimensionales que intersectan
al plano generado por v, y el eje positivo real con un édngulo diedral de 27 /3. El poliedro R‘Z’ /3 €8
no convexo y tiene siete caras: 3 rombos, 2 tridngulos y 2 trapezoides.

Los vértices de R‘? /3 SOI los siguientes 8 puntos

1 .. [7 3. |7 3,
175(1+1+J+k)5 T6+Zla T6+ZJ’
\f+1(,+,)\/§+1,\/§+1_\ﬁ+1(,+,)
g "W Ty T\ b g TN T

Se tiene que R3 = R?/s U D, (R‘;’/g) U Dgl (Rf/g). Por lo tanto el volumen hiperbdlico de R‘;’/g es

una tercera parte del volumen de R3.

Definicion I'V.5. Sea R;‘;J el politopo no compacto 4-dimensional en HIIH[ que se obtiene al suprimir
el punto al infinito de la envolvente convexa del conjunto de puntos que contiene a los ocho puntos
que son los vértices de R? /3y al punto al infinito oc.

3

1/3 Cuyo apice es el punto al infinito.

El politopo R% es un cono ideal sobre el poliedro no convexo R
De los resultados previos se sigue que

Proposicién IV.4. El politopo Rj% es un dominio fundamental convezo para la accion de PSL(2, $)
en HIIHI.
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Figura 4.7. La teselacién uniforme del 3-espacio Euclideano por dodecaedros romboidales. La
aureola de los vértices de la teselacién son de dos tipos: un cubo y un tetraedro.

§9. Caracterizaciéon geométrica de los grupos modulares cuater-
niénicos.

Ahora, siguiendo de cerca la demostracién dada por Serre en [58] (pagina 77), se obtiene el siguien-
te teorema fundamental que caracteriza al grupo modular cuaterniénico de Verjovsky-Lipschitz
PSL(2,£) como el grupo de transformaciones cuaterniénicas de M&bius que se representan por
matrices cuyas entradas son enteros de Lipschitz y que satisfacen las condiciones BG.

Teorema. Cualquier elemento en PSL(2,H(Z)) que satisface las condiciones (BG) pertenece al
grupo modular cuaternionico de Verjovsky-Lipschitz PSL(2,£).

Demostracion. Sea A € PSL(2,H(Z)) tal que satisface las condiciones BG. Sea ¢ = A(1) y S €
PSL(2,£) tal que p := S(q) € P. Entonces (SA)(1) = p y por IV.1 se sigue que SA € A(L).
Entonces A € A(L) C PSL(2, £). [ |

Este teorema caracteriza completamente al grupo de transformaciones de Mobius con entradas en
los enteros de Lipschitz que preservan al hemi-espacio cuaterniénico que se ha identificado con el
espacio hiperbdlico H]%ﬂ.

Esta demostracion puede ser adaptada verbatim para demostrar el siguiente teorema que caracteriza
al grupo modular de Verjovsky-Hurwitz PSL(2, $)).

Teorema. Cualquier elemento en PSL(2,Hur(Z)) que satisface las condiciones (BG) pertenece al
grupo modular cuaternionico de Verjovsky-Hurwitz PSL(2,$)).

§10. Descomposicion de Coxeter de los dominios fundamentales.

El politopo P* y el dominio fundamental 733 correspondiente a la accién de PSL(2, £) sobre HI%H
son ejemplos de politopos de Cozeter i.e. los angulos entre sus caras llamados los dngulos diedrales,
son submultiplos de 7. La geometria de la teselacién hiperbdlica en H[lHI que es generada por las
reflexiones en los lados de un politopo de Coxeter se codifica por estos &ngulos. Se denotan como Y*
y Yé a las dos teselaciones correspondientes al politopo P* y al dominio fundamental 733. Debido
a que Pé estd contenido en P* y mds atin, debido a que se puede desenvolver a 773 mediante el
grupo unitario de Lipschitz ¢(£) en el politopo P4, se tiene que el politopo 733 es conmensurable
con P*. Por lo tanto la teselacién Yfé es conmensurable con la teselacién Y*. Para entender a
estas teselaciones se ha considerado otra teselaciéon en H%HI la cual es un refinamiento basado en
la descomposicién baricéntrica de Y? cuyas celdas son todas isométricas entre si a un 4-simplejo
hiperbdlico fijo el cual es un politopo de Coxeter y se denota por Afé. Este 4-simplejo modelo tiene
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un solo vértice ideal en el punto al infinito co y ayuda a describir el grupo PSL(2,£) como un
subgrupo de rotaciones de las simetrias de la teselacién generada por las reflexiones hiperbdlicas
del 4-simplejo A4£. Se denota por Y4A a esta teselacién refinada de Yé.

£

Se denota por Y?: y Y_% a las teselaciones de H]%ﬂ cuyas celdas son copias congruentes de los
dominios fundamentales Pg y ’Pg de PSL(2,£) y PSL(2,$), respectivamente. La teselacién Y4AE
es un refinamiento de la teselacion de Yf;_) la cual es a su vez un refinamiento de la teselacién Yjé
por lo tanto, ambas son refinamientos de la teselacién Y*.

Es importante describir a los grupos PSL(2,£) y PSL(2,$) como subgrupos de Coxeter de rota-
ciones de simetrias de la teselacion generada por reflexiones hiperbdlicas de A4£.

Definiciéon IV.6. Una bandera completa de un politopo 4-dimensional consiste de una secuencia
(v,e,r, f) de k—caras de P4, donde v es un vértice de la arista e, a su vez e es una arista de un
doblez que es una cara 2-dimensional r y finalmente r también es una cara 2-dimensional de un
poliedro que es una cara f del politopo P*.

Se considera una bandera completa de la pirdmide ciibica P* en el modelo hiperbélico del hemies-
pacio Hjj con el vértice ideal en el punto al infinito co y con base el cubo C3. Sean A, B, C, D los
baricentros de las k—caras de una bandera en el cubo C3; i.e. el baricentro del cubo C?, un bari-
centro de alguna de las seis caras cuadradas de C3, un punto medio de las cuatro aristas incidentes
a este cuadrado y uno de los dos vértices en esta arista, respectivamente. Por ejemplo, sean

A=1, B= %(\/§+i), C:\z+;(i+j) y D= %(1+i+j+k),

como en la figura 4.8.

Sea A4£ el 4-simplejo hiperbdlico cuyos 4 vértices son A, B, C, D y con un vértice ideal que es el punto
al infinito oo. A4£ tiene cinco caras tetraedrales: un tetraedro compacto con vértices {A, B,C, D}y
cuatro tetraedros con un vértice ideal al co. Méas atn A42 tiene 10 tridngulos (4 compactos y 6 con
el vértice ideal co) y 10 aristas (6 compactas y 4 con un vértice ideal en o).

Los angulos diedrales de las cinco caras 3-dimensionales de Aé se tienen alrededor de los 10 tridangu-
los que forman los dobleces de 733.

La proyeccién ortogonal de A‘é en la frontera ideal de H%HI es un tetraedro Euclideano 3-dimensional
que se denota por A§. Los tridngulos ideales asintéticos al oo de A% tienen los mismos angulos que
los dngulos diedrales correspondientes de las aristas de A§. Los tridngulos que no son incidentes en
oo pero son incidentes en el centro A del cubo tienen angulo diedral recto /2 porque los hiperplanos
3-dimensionales que forman las caras de A4£ que son incidentes en oo y A son ortogonales a la
frontera ideal GH%HI y a la esfera unitaria IT3.

El tetraedro Euclideano A§ es el simplejo de Coxeter que se denota por A(4,3,4), ver [14]. La
teselacion euclideana cuyas celdas son copias isométricas del tetraedro cuyo simbolo de Coxeter es
A(4,3,4) es un refinamiento obtenido mediante la subdivisién baricéntrica de la teselacién clésica
de cubos del 3-espacio euclideano cuyo simbolo de Schléfli es {4, 3,4}.

Cada cubo se divide en 48 tetraedros isométricos a A(4,3,4). El simbolo de Schléafli de un cubo
es {4, 3}. Este simbolo significa que las caras de un cubo son cuadrados con simbolo de Schléfli
es {4} y que la figura verticial de cada vértice es un tridngulo equilateralo con simbolo de Schlafli
{3}. El simbolo de Schléfli de la teselacién {4, 3,4} del 3-espacio Euclideano significa que las celdas
3-dimensionales son cubos con simbolo de Schléfli {4, 3} y que la figura verticial de cada vértice es
un octaedro con simbolo de Schléfli {3,4}.

Se pueden calcular los dngulos diedrales de A(4,3,4) mediante la teselacién {4, 3,4}. Los dngulos
diedrales en las aristas AC,CB y DB son 7/2 porque los tetraedros incidentes en estos tridngulos
son ortogonales. Los dngulos diedrales en AB y C'D son 7/4 porque hay ocho tetraedros alrededor
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-k

Figura 4.8. La descomposicién de Coxeter en 48 tetraedros de un cubo en el 3-espacio
Euclideano.

de estas aristas en {4, 3,4}. Finalmente, el angulo diedral en AD es 7/3 porque hay seis tetraedros
incidentes con el vértice D del cubo C, dos tetraedros por cada cuadrado en la esquina del cubo.
El angulo diedral de Afé en el tridngulo BC'D es el dngulo subtendido por la esfera unitaria IT? y
el hiperplano I3 (z2 = 1/2).

2

La interseccién de las celdas de la teselacién Yé con el plano hiperbdlico 2-dimensional {q =
zo + 211 € Hij} = H2 es la teselacién clésica 2-dimensional de los dominios fundamentales de la
accién del grupo modular PSL(2,7Z). La teselacién invariante de los dominios fundamentales de
PSL(2,7) es una teselacién regular cuyos mosaicos son copias congruentes de un tridngulo con un
vérticex en el punto al infinito y dos vértices con dngulos de 7/3. Entonces se puede ver que el
angulo diedral en BC'D es /3. Ver la figura 1.1.

En resumen, se enlistan los 10 angulos diedrales de Aé:

/BCD =r/3, /ZACx =7/2, ZABD =m/2,
LABco =mw/4, /BDoo=m/2, LABC =m/2,
LADoco =7/3, 4BCoo=m/2, LACD =r/2.
ZCDoo = m/4,

En orden para entender al grupo de Coxeter correspondiente a las simetrias de Y4A2 se busca el
diagrama del grupo de Coxeter el cual es una gréfica con las aristas enumeradas que codifican la
informacién de Y4A£ mediante los dngulos diedrales de A42. Para obtener la gréafica que representa el
diagrama de Coxeter se considera a la grafica completa con cinco vértices y diez aristas. Los cinco
vértices se corresponden con las cinco 3-caras fi, ..., f5, del simplejo 4-dimensional de Coxeter A‘é
y las cinco aristas se corresponden con la interseccién de dos caras de A4£. Se enumera a la arista
cuyos puntos finales son f, y fm, n # m, con el nimero natural p si el dngulo diedral entre las
caras f,, ¥ fm en A% es 2m/p.

Si se eliminan las aristas enumeradas con 2, se tiene una grafica camino con 5 vértices con los niime-
ros 3, 4, 3, 4; ver [14]. De esta manera se identifica a A% con el 4-simplejo de Coxeter A(3,4,3,4).

Definicion IV.7. Sea I'(3 4 3 4} el grupo hiperbdlico Kleiniano de Coxeter generado por reflexiones
en los lados de Af.

La union de los 6 x 8 = 48 simplejos isométricos a A4£ que son asintéticos al punto al infinito co y
cuyas bases estan en el cubo C? es el politopo P?.
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El dominio fundamental de Lipschitz 733 se obtiene como la union de 6 x2 = 12 simplejos isométricos
a Aé que son asintdticos al punto al infinito co y cuyas bases estdn en los dos cubos C3 y Cs.
Como PSL(2, £) es un subgrupo de indice 3 de PSL(2, $)) entonces el dominio modular de Hurwitz
'Pg se obtiene como la union de 4 simplejos isométricos a A42 que son asintéticos al punto al infinito
o0 y cuyas bases estdn en los dos cubos C3 y Cs.

Finalmente, aplicando 24 x 48 = 1152 elementos del grupo I';3 43 4) al simplejo Aé se propaga 773
para obtener un politopo convexo regular y rectangular, i.e. todos los angulos diedrales son dangulos
rectos. Este politopo es un mosaico de una teselacion regular hiperbdlica cuyo simbolo de Schlafli
es {3,4,3,4}. Ver la figura 5.1. En otras palabras la teselacién hiperbdlica ideal y rectangular
correspondiente a la 24-celdas cuyo simbolo de Schlafli es {3,4,3}. Este politopo hiperbdlico no
compacto tiene volumen finito igual a 472/3, (ver [52]).

Se sintetizan estos resultados previos en el siguiente teorema

Teorema. El grupo de Cozeter I'(3 434y de volumen finito contiene como subgrupos a los grupos
modulares cuaternionicos PSL(2,£) y PSL(2,9). Mds ain,

PSL(2,£) C PSL(2,9) C 3434
Se tienen los siguientes indices:
» [y3434) 0 PSL(2,9)] =4,
» 3434y PSL(2,8)] =12y
» [PSL(2,9): PSL(2,2)] = 3.

§11. Volumen de los dominios fundamentales

La descomposicion de Coxeter de la 24-celdas implica que el grupo completo de simetrias
(aquellas que preservan la orientacién y también las que la invierten) de la 24-celdas es de or-
den 24 x 48 = 1152. Con la accién de estas 1152 simetrias la 24-celdas puede ser dividida en 1152
simplejos congruentes donde cada uno de ellos es congruente al simplejo A42. Se conoce de [52]
que el volumen de la 24-celdas hiperbélica rectangular es 472/3, por lo tanto el volumen de Ag es
(472 /3) dividido por 1152, esto es (72/864). Se tiene la siguiente proposicién

Proposicién IV.5. El volumen de Py es 12(n? /864) = 72 /72.
El volumen de 77% es 4(m?/864) = 72 /216.
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CapriTuLO V
Presentacion algebraica de los grupos
modulares cuaternionicos.

En esta seccién se da una descripcién algebraica de los 6 grupos modulares PSL(2,Z), PSL(2,C(Z)),
PSL(2,£), PSL(2,9), PSL(2,H(Z)) y PSL(2,Hur(Z)) en términos de generadores y relaciones
pero siguiendo un método geométrico. Para este proposito, se usa la grafica de Cayley asociada a
los grupos discretos que se han construido a partir de la accién de sus generadores sobre la orbita
de un punto regular (un punto en el interior cuyo grupo de isotropia consiste sélo de la identidad)
de algin dominio fundamental.

Cada gréfica de Cayley es una telarana) del espacio hiperbdlico y es posible leer las relaciones de
los grupos asociados mediante los ciclos reducidos (o minimales) de la gréfica. Se han obtenido las
siguientes presentaciones de los grupos modulares cuaterniénicos.

§1. Presentacion del grupo modular de Lipschitz.

Recuerde que el grupo modular de Verjovsky-Lipschitz PSL(2, £) es generado por las tres traslacio-
nes 7j, 7j, Tk ¥ por la inversién T'. Mediante la grafica de Cayley se obtiene la siguiente presentacién
finita del grupo PSL(2, £). En este teorema [- : -] denota la relacién de conmutatividad.

Teorema. FEl grupo PSL(2,£) tiene la siguiente presentacion:
PSL(2,£) = (T, 7,735, 7 | Re)

donde Re es el conjunto de relaciones:

T2, [y : 7], [m el [k ),

(nT)S, (T)%, (TS,

(niD)*, (mmeT)?, (mymeT)?,

(imymcT)°,

(nT)? (T)* (nT)?, (nT)? (nT)? (3T)°,

[(nT)? : T), [(yT)? : T, [(nT)? : T,

(AT« 7], [(5T)% = 73], (0T = e,

(TaT)2 T (TuT) 3Ty, donde u, w € {i,j,k},u # w.
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Figura 5.1. La teselacién hiperbdlica {3,4,4}.
Esta figura es cortesia de Roice Nelson [55]

Figura 5.2. La teselacién hiperbdlica {4,4, 3}
que es la teselacién dual de {3,4,4}. Esta figura es cortesia de Roice Nelson [55] .
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i

’ 27/3

Figura 5.3. La subgréfica de Cayley de los grupos unitarios en las graficas de Cayley de los
grupos modulares cuaterniénicos PSL(2,£) y PSL(2,$). Las aristas en rojo corresponden a
elementos de orden dos y las aristas en verde corresponden a elementos de orden tres.

Demostracion. Sea Gg¢ la digréfica de Cayley asociada a la accién de PSL(2, £) en H%HI generada por
las tres traslaciones 73, 73, 7 y la inversién T'. Para cada elemento en PSL(2, £) se tiene exactamente
un vértice de la digrafica de Cayley Gg. Esto es, se tiene una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de vértices de G y la d6rbita de un punto en el interior de una celda congruente a 733 en
la teselacién Y (ver la seccién §10). Por ejemplo, el punto q = %(\/34— i+j+k) e 77% C Pg es un
punto regular de las acciones de PSL(2,£) y PSL(2,9).

Las aristas de G¢ son los segmentos orientados que unen un vértice correspondiente a un elemento
del grupo v € PSL(2,£) con el vértice gy correspondiente al elemento del grupo que se obtiene
por la accién de un generador g de PSL(2, £).

Por cada vértice de G¢ inciden una arista que inicia por cada generador en la presentacién y una
arista que termina por su inversa. Entonces en cada vértice de G¢ inciden el mismo numero de
aristas orientadas que inician y terminan en este vértice. Por lo tanto G¢ es una digrafica regular.
Ma3s atn, el nimero de aristas con un vértice en comun es el doble que el nimero de generadores
de G¢. En este caso es ocho.

El dominio fundamental Pé de la accién de PSL(2,£) en Hj; es una pirdmide cuyo &pice es el
punto al infinito y cuya base es un par de cubos Cf’ y Cg’ en el hiperplano II? que son simétricos con
respecto al baricentro del cubo C? que es el 1. Por cada cara 3-dimensional de Pé se tiene una arista
orientada de G¢. De hecho, Gg¢ es el 1-esqueleto de la teselacion dual (en el sentido de Voronoi) en
H}; de Y§¢ cuyas celdas son dominios fundamentales de PSL(2, £).

La teselacién dual de {3,4,3,4} es la teselacién regular cuyo simbolo de Schléafli es {4,3,4,3}.
Geométricamente las celdas son de {4, 3,4, 3} son horibolas cuya frontera son horiesferas teseladas
por la acomodacién clésica de cubos en R? cuyo simbolo de Schlifli es {4, 3,4}. El 4ngulo subtendido
entre cada par de horibolas adyacentes es 27 /3. Esta informacién se puede leer del iltimo nimero
en el simbolo {4, 3,4, 3}.

El generador T es una involucién por lo que satisface la relacién T2 = 1.

El subgrupo parabélico Tgzmy de PSL(2, £) tiene 3 generadores libres 73,75 y 7. Estos 3 genera-
dores satisfacen las 3 relaciones de conmutatividad:

1 1

.- =1,

[Ti : T.]] = TiTjT; J
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7 i) = mimery It =1,

[ =75 = TijTk_lTj_l =1

Este grupo es isomorfo a Z®Z®Z. La grifica de Cayley de Tgzm) es el 1-esqueleto de la teselacién
regular cldsica {4, 3,4} de R? cuyas celdas son cubos que se ha identificado con la horiesfera centrada
en el punto al infinito de radio c. Esta horiesfera es el conjunto

{a € Hy : R(q) = c}.

Cada una de esas relaciones es un ciclo en la grafica de Cayley G ¢ de orden 4. Geometricamente
estos ciclos son cuadrados alrededor de los tridngulos que forman las caras 2-dimensionales de las
celdas que son congruentes a la 24-celdas {3,4, 3}, de la teselacién {3,4,3,4}. Mas atn, mediante
la unién de estos cuadrados se forman cubos {4,3} en Gg. Cada cubo es la aureola en {3,4,3} de
un vértice ideal de {3,4,3,4} y se une a otro cubo por la involucién T'. Entonces, en Gg se tienen
copias como subgraficas del 1-esqueleto de {4, 3,4} para cada vértice ideal de {3,4,3,4}.

La grafica de Cayley Gyg es el 1-esqueleto de la teselacion dual Yé* de la teselacion Yjé de H]ﬁ cuyas
celdas se obtienen como subconjuntos de tetraedros por la subdivisién simétrica de las celdas de
{3,4,3,4}.

Las celdas asociadas a GG¢ son de dos tipos: las horibolas cuya frontera euclideana es teselada por
{4, 3,4} y los politopos compactos hiperbédlicos que devienen de la truncacién de los vértices de Pé.
Las relaciones de la presentacién de PSL(2,£) son los ciclos reducidos en la frontera de estos
politopos. Esto aporta siete nuevas relaciones que involucran la involucién T y cada uno de los
otros tres generadores libres 7j, 75 y 7i:

(T = (57 = (nT) = 1,
(TiTjT)4 = (TiTkT)4 = (TkaT)4 = (TiTkaT)G =1.

Las primeras seis relaciones corresponden a los ciclos que son dodecdgonos en G¢ y que se obtienen
mediante la bitruncacién de las caras triangulares de la teselacion regular {3,4,3,4}. Corresponden
a los grupos de isotropia de las caras cuadradas y las aristas de C3. La tiltima relacién se puede leer
mediante el poligono con 24 aristas correspondiente a los grupos de isotropia de los vértices de C3.
Finalmente se considera la accién del grupo unitario 2(£). Este grupo divide a la pirdmide P* y el
cubo 3-dimensional C? C II3 que es la base de P*, en ocho pirdmides y ocho cubos, respectivamente.
Entonces el dominio fundamental 733 de PSL(2,£) es la union de dos piramides. Se define el
dominio fundamental Pg de PSL(2, £) como las dos pirdmides cuyas bases son los dos cubos C} y
C3 diametralmente opuestos por 1.

El grupo unitario (L) tiene orden 4. Entonces se tiene cuatro puntos en P* como la érbita de
un punto en 733 por la accién de U(L). Se tiene una representacién de este grupo en la grafica de
Cayley Gg como un tetraedro cuyos vértices son los elementos (1;T)3, (137)3 y (1T)? en PSL(2, £)
los cuales corresponden a Dj, Dy y Dy en U(L), respectivamente. Se tienen dos relaciones més de
los lados triangulares de los tetraedros:

(nT)* (15T)* (nT)?, (nT)? (ncT)? (3T)°.
Se tienen ademads las siguientes seis relaciones de conmutatividad:
[Di : T),[Djs: T, [Dx : T,

[D; = 7], [Dj = 73], [Dx = 7,
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y las siguientes seis relaciones de anticonmutatividad:
DutwDutew =1

donde u y w son dos unidades diferentes en el conjunto {i, j, k}.

De esta manera se obtiene la presentacién abstracta de PSL(2, £) enunciada en el teorema. |

§ 2. Presentacion algebraica del grupo modular de Hurwitz.

Ahora se da una presentacién abstracta del grupo modular de Verjovsky-Hurwitz PSL(2,$)) gene-
rado por tres traslaciones libres 73, 7j y 7i, una inversién 7"y el grupo unitario de Hurwitz /($)). Se
recuerda que el grupo unitario de Hurwitz (%)) es un grupo de orden 12 que es isomorfo al grupo
tetraedral. Sean

1 1 1 1
w1:§(1+i+j+k), wi:§(1+i—j—k), wjzi(l—iJrj—k), wkzi(l—i—jJrk).

u

0 2 >, donde u € $,. Se obtiene la siguiente presentacion de

Se recuerda también que D, = <
PSL(2,9).

Teorema. FEl grupo PSL(2,$) tiene la siguiente presentacion:

PSL(27~6) - <T7Ti7Tj7Tk7Dw17Dwi7DUJj7DUJk |£Rf)>7

donde Rg es el conjunto de relaciones:
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7% [ni: 7l [minds [nes 7l

(nT)°, (5T)°, (nT)°,

(rm )", (), (mcT)Y,

(rimymeT)°,

(1T)* (T)* (nT)?, (5T)? (D) (15T)%,
(RT)?: T), (T« T, [(ncT)? : T,

[(RT)? = 7], [(T)? « 7], (D) = 7
DyTwDyTw, donde u # w son unidades en el conjunto {i,j, k}
Dy T, (D T), (D T, (D T,
(D )?, (D), (Dey ), (Do),

D, D; Dy, DD, Dk,

DD, DiD' DD,

DiDyy DD,y Dy Dy,

Dj D;jl Dkai Dtil .

Demostracion. Sea Gy la digrafica de Cayley asociada a la accién del grupo modular de Verjovsky-
Hurwitz PSL(2,$) en H%HI generado por las tres traslaciones libres 73,75 y 7k, la inversién T' y
cuatro elementos del grupo unitario de Hurwitz U ($)) asociados a rotaciones de orden 3.

Como PSL(2,£) es un subgrupo de PSL(2,$) y més aun todos los generadores de PSL(2, L)
son generadores de PSL(2,5)) se tienen las mismas trece relaciones de PSL(2, £) que forman el
conjunto Re en el teorema § 1.

Para las ultimas relaciones de Ry es necesario considerar la accién del grupo unitario de Hurwitz
U($H). Este grupo divide a la pirdmide P* y al cubo C? que es la base de P* en 24 pirdmides 4-
dimensionales que son no compactas y cuyas bases son 24 pirdmides 3-dimensionales compactas en
C3. Se define el dominio fundamental 73% del grupo PSL(2,$) como dos pirdmides 4-dimensionales
cuyas bases son dos pirdmides 3-dimensionales diametralmente opuestas en C3.

El grupo unitario de Hurwitz 4($)) tiene orden 12. Entonces se tienen doce puntos en P* como la
6rbita de un punto en Pg por la accién de U($)). Se tiene una representacion de este grupo U($) en
la gréafica de Cayley G como un tetraedro truncado cuyas aristas son de dos tipos: (1) las aristas de
tetraedro que se asocian a los elementos que son involuciones en U(£) C PSL(2,£) C PSL(2,9) y
(2) las aristas de las aureolas triangulares de los vértices del tetraedro que se asocian a los elementos
de orden 3 en U(H) C PSL(2,$). Ver la figura 5.3.

Se escoge un conjunto de siete generadores de U($)) como generadores de PSL(2,$)). Primero se
escogen Dj, Dy, Dy, € U(L) C U($). Estos tres elementos generan U(L) y satisfacen las relaciones:
D; = (nT)% Dj = (iT)* y Dk = (ncT)°.
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Se tienen ademads las siguientes siete relaciones de conmutatividad:
[Ds : i), [Dj : 73], [Dic : e,
y las siguientes seis relaciones de anticonmutatividad:
DytwDutw =1,
donde u y w son dos unidades diferentes en el conjunto {i, j, k}.
Ahora, se escogen cuatro generadores: Dy, D, Dy, y Dy, €U ($) donde

1 .. 1 ..
W1:§(1+1+J+k), Wi:§(1+l_.]_k),

1 1
wi=5(1—i+j-k), we=(1—i-j+k).

El cuaternio wy es el tinico vértice de C? cuyos coeficientes son todos positivos. Hay tres cuadrados de
c3 que contienen a wi; como un vértice. Los tres cuaternios wj,wj, wy son los tres vértices opuestos
de wy en estos tres caras cuadradas de C>. Més atn, los cuatro cuaternios w1, Wi, wj, wk son los
vértices de un tetraedro regular en H]h. Ver las figuras 4. y 5.3.

Se tienen las siguientes cuatro relaciones:

(Dw1)3 = (Dwi)3 = (ij)3 = (Dwk)3 =1

Ademss, se tienen cuatro relaciones de conmutatividad:
[Dy, : T, [Dwy; : T, [ij :T),[Dy, : T1.

Finalmente se tienen las ltimas cuatro relaciones, una por cada uno de las cuatro caras hexagonales
del tetraedro truncado:

Dy Di Dy DDy Dy = Dy Doy DiDy,' DiD,,, =1,
D; Dy, D; Dy, Dy Dy, = DJ-D;lekaiDtil =1
De esta manera se obtiene la presentacién abstracta de PSL(2,$)) enunciada en el teorema. |

Las presentaciones dadas no son las més eficientes. Es decir, es posible reducir el nimero de ge-
neradores y relaciones. Por ejemplo, para el grupo de Hurwitz se obtiene una presentacién mas
simple con tres generadores al considerar las isometrias de H%HI correspondientes a las tres matrices:

(0 1) (1 (w1 0
(30 )n (o1 o5 0)

Con estos generadores, usando solamente Dj := (1;T) y D,,, se tiene una presentacién del grupo
unitario de Hurwitz:

L{(f)) = <Di7Dw1 ‘ (Di)2 = (Dm)g = (Dti1)3>'

Esta es la presentacion usual del grupo tetraedral. Es posible escribir los otros elementos en el
grupo unitario de Hurwitz (%)) como combinaciones de D; and D, :

Dy = D2, D;D,,,, D; = D;D2 D;D,,,

Dy, = DiDyyy, Dy, = DiDyy, Dy = DiD,,,.
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Las traslaciones 75 y 7 se obtienen mediante la conjugacién por D, :

Tj = leTiDQ

2
w1 Tk = D5, TiDo, -

Maés ain, John R. Parker nos ha hecho notar que se puede obtener una presentacién del grupo
modular de Hurwitz con solo dos generadores: sean A = D, Ty B = 13T, entonces

o 0 w1 . i1
=(59) v e=(io)

Se tiene que A =7 =-BSy

T = —A%,
= —BA3,
7= —A*BA,
7w = —A%BA,
D, = —A%,
D,, = A’B3A?,
D, = B*A",
D,, = A*B?,
D; = B3,

Dj = A*B3 A%,



CaApriTUuLO VI
Orbidades modulares cuaternionicas.

En este capitulo se estudia la geometria de las orbidades modulares cuaterniénicas PSL(2,£) y
PSL(2,9). Se describen las puntas, los espacios base y el loci singular de las orbidades modulares
cuaterniénicas. Mas adn, se estudian los modelos locales de estas singularidades y los grupos de
isotropia local. Finalmente se calculan las caracteristicas de Fuler de las orbidades.

Definicién VI.1. Sean Of := Hy/PSL(2,£) y O} := HL/PSL(2,9) la orbidad modular cuater-
nionica de Verjovsky-Lipschitz y la orbidad modular cuaternionica de Verjovsky-Hurwitz, respecti-
vamente.

Estas orbidades (’)fé y O% son hiperbdlicas, no compactas, de dimensién real 4 y de volumen hi-
perbdlico finito. Ambas tienen solo una punta y sus loci singulares tienen una sola componente
conexa no compacta que se acumula a la cuspide al infinito.

Ma3s aun, las orbidades (’)fé y (’)f% son difeomorfas a los espacios cocientes de sus dominios fundamen-
tales 73)‘3" y Pg por la accién de los grupos modulares PSL(2,£) y PSL(2,$) sobre sus fronteras
8773 y 873;1-), respectivamente. Entonces estas orbidades tienen el mismo volumen que 773 y 7{%,
respectivamente. Por la proposicién 7.3 estos voltimenes son 72 /72y 72 /216, respectivamente.
Cada una de las orbidades (9% y (9;‘;J tiene una sola punta porque sus dominios fundamentales
Pe v Pg tienen una sola punta cada uno. Se estudia la estructura de las puntas y para ello se
comienza con describir las secciones de sus puntas y sus partes delgadas y gruesas en el sentido de
la descomposicién de Margulis , ver [49] paginas (654-665).

§1. Las puntas de las orbidades.

Sea r > 1 un ntmero real y sea £ la horiesfera centrada en el punto al infinito en H%ﬂ que consiste
en el conjunto de puntos en H cuya parte real es igual a r. Esto es

& = {aeHy: R(q) =r}.

Para cualquier 7 > 0, la horiesfera £ con la métrica inducida de Hj; es isométrica al 3-espacio
euclideano R?. Los grupos modulares afines A(£) y A($) son los subgrupos maximales de PSL(2, £)
y PSL(2,$) que dejan invariante cada una de las horiesferas £2 para cualquier r > 0. Mds atin
A(L) y A($) son isomorfos a subgrupos discretos del grupo de isometrias euclideanas que preservan
la orientacién de R? que se identifica con &3.

El hecho de que PSL(2, £) es un subgrupo de indice 3 de PSL(2,$) implica la existencia de un
epimorfismo 7 : A($)) — A(£) cuyo kernel es Z/3Z.

Sea 52 oy 557 5 las intersecciones de los dominios fundamentales de los grupos modulares cuater-
niénicos PSL(2,£) y PSL(2,9) con &3, respectivamente. Entonces 52)3 y 625 son subconjuntos
hiperbdlicos de H]%H con volumen finito que son isométricos a poliedros euclideanos 3-dimensionales.
En el caso de Lipschitz 52 ¢ consiste de un par de cubos que son simétricos con respecto al punto
r, donde r € RN 852 - En el caso de Hurwitz 537 & consiste de un par de piramides cuadradas en
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53 5 que son simétricas con respecto al punto r € R C H. Las proyecciones ortogonales a la frontera
ideal de H11H1 de 5;:)’7 ey 537 5 son las mismas que las proyecciones ortogonales de Pg y Py. Existe una
aplicacién cubriente 7g : ES’ s ES’ 5 que es tres a uno.

Sean 82, := £}/ A(L) y 82, := &2/ A($). Estos cocientes son orbidades euclideanas 3-dimensionales
de volumen finito hiperbdlico. Un par de dominios fundamentales para las acciones de los grupos
afines correspondientes en £2 son los poliedros ST?’ oy ES’ 5+ respectivamente.

Las acciones de las restricciones de PSL(2,£) y PSL(2,$) en las fronteras 053 eV 852 &> Trespec-
tivamente dan apareamientos de lados de 53 ey 85’ - Los cocientes de los apareamientos de lados
en 55’7 ey 52 5 son difeomorfos a Sf, ey Sfﬁ, respectivamente.

Hay una aplicacién cubriente de orbidades 7s : S o = S3 5 que es tres a uno.

Una descripcion conveniente de estas orbidades euclideanas es la siguiente: sea

T3 = {(21, 22, 23) € C° : |21] = |22 = |25| = 1} =S x S! x S

el 3-toro con su métrica euclideana estandar. El grupo de isometrias que preservan la orientacién
de T3 generado por las transformaciones Fr, F,, F, Fj, Fx dadas por las formulas: Fir(z1, 29, 23) =
(71,72, 73), Fuo(21, 22, 23) = (22, 23, 21), Fi(21, 22, 23) = (21,72, 23), Fj(21, 22, 23) = (71, 22, 23) v Fic =
F;F;, es isomorfo al grupo U($) generado por Ty U($)) (ver la definicién 4.6 y la proposicién 4.7).
El grupo U($)) tiene como subgrupos U(L), U($H) y U(L). Estos subgrupos son generados por
los conjuntos de transformaciones {Fr, Fy, Fj, Fx}, {Fo, Fi, Fj, Fx}, {Fu, B, Fy, Fx} y { B B Fe,
respectivamente.

Para r > 0, T3 x {r}/(F}, F}, Fx) es homeomorfa a la orbidad euclideana 3-dimensional Sg ¢ Como
un espacio topolégico 85’72 es homeomorfa a la 3-esfera S®. Por otro lado T3 x {0}/(Fr, F}, F}, Fi)
es homeomorfo a la 3-bola cerrada B3.

Sea [(21, 22, 23)] la clase de equivalencia de las dérbitas bajo las transformaciones Fr, F,,, I}, Fj, Fx.
Existe un retracto fuerte por deformacion de (’)jé y O% a las orbidades euclideanas 85’,2 y Sg’ﬁ,
respectivamente. De hecho, como un espacio topolégico (’)fé = H]%ﬂ/ PSL(2,£) es homeomorfo a
T3 x [0,00)/ ~, donde T3 = {(21,22,23) € C* : |21| = |22] = |23] = 1} y ~ es la relacién de
equivalencia dada por las 6rbitas de la accién de algunos grupos de difeomorfismos de T generados
por el conjunto y subconjuntos de elementos Fr, Fy, Fj, Fi,. Mds ain T? x {r}/I" es homeomorfo a
S3 parar > 0y T? x {0}/T" es homeomorfo a B3.

Los espacios base de las orbidades 3-dimensionales euclideanas 83,2 y 85’7 5 son homeomorfas a la
3-esfera S? porque se obtienen mediante identificar dos bolas 3-dimensionales por sus fronteras las
cuales son esferas 2-dimensionales (Lema de Alexander).

Los loci singulares de las orbidades 3-dimensionales euclideanas 82 ey Sf,s‘o son los 1-esqueletos de
sus dominios fundamentales divididos por las acciones de los grupos correspondientes. Entonces,
sus loci singulares son las dos graficas que son el 1-esqueleto de un cubo y la grafica en la figura
6.1, respectivamente. Todas las aristas del locus singular de Sf’ ¢ son etiquetadas con el nimero 2.
Las etiquetas de las aristas del locus singular de S;?’,ﬁ se muestran en la figura 6.1.

El locus singular de la seccién de la ciuspide de Lipschitz.

Todos los grupos de isotropia de los vértices en el dominio fundamental de 85” ¢ son isomorfos al
grupo unitario de Lipschitz U(£). Todos los grupos de isotropia de los puntos en las aristas del
dominio fundamental de 82 ¢ son isomorfos al grupo Z/27Z de orden 2. Los grupos de isotropfa de
las 6 caras 2-dimensionales y de las 2 caras 3-dimensionales son triviales. La orbidad Sfy ¢ tiene 8
vértices, 12 aristas, 6 caras cuadradas y 2 caras cibicas 3-dimensionales.
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Figura 6.1. El locus singular de la seccién de la ctispide de Hurwitz Sfyﬁ.

La caracteristica de Euler! de la orbidad Sf’g es 8(1) —12(3) +6 —2=0.

El locus singular de la seccién de la ctispide de Hurwitz.

Para S3 - hay vértices en el dominio fundamental 5;:37 de &3 5 COL grupos de isotropia diferentes:
U(L) de orden 4 y U($) de orden 12. También las aristas tienen tres tlpos de grupos de isotropia:

el grupo trivial, Z/2Z y 7Z./37. El centro r y los vértices r + iﬂ;—k yr4 k de los cubos 53

tienen grupos de isotropia isomorfos al grupo unitario de Hurwitz U($)). Los puntos r + - % y

r+ ‘+k r+ ‘ Kyt " k v+ 22K tienen grupos de isotropia isomorfos al grupo unltarlo de
Llpschltz Z/I(S). Ver la ﬁgura 6.1.

Los puntos en las aristas de 5;2 5 que tienen a 7 como un vértice y los puntos r + yr+
como el segundo vértice tienen grupos de isotropia isomorfos a Z/ SZ Los puntos en las arlstas de
535 que tienen a r como un vértice y a los puntos r + N k, r 4+ 55 , T+ J+k, r+ %Jrk como

1+J+k —l—J —k

el segundo vértice tienen grupo de isotropia trivial. Todos los puntos en las otras aristas de 573 5
tienen grupos de isotropia isomorfos a Z/27. Los grupos de isotropia de las 5 caras 2-dimensionales
y de las 2 caras cubicas 3-dimensionales son triviales. La orbidad Sf o tienen 4 vértices, 7 aristas,
4 caras triangulares y una cara cuadrada 2-dimensionales y 2 caras 3-dimensionales.

La caracteristica de Euler de la orbidad ngj es2(5) +2(5) —1-2(3) —4(3)+5-2=0.

Observaciéon VI.1. Como es de esperar, las caracteristicas de Euler de las dos orbidades Sf ey
Sf 5 se anulan puesto que ambas orbidades son compactas y euclideanas.

8§1.1. La estructura de las puntas.

La familia infinita de orbidades euclideanas S3 e consiste de orbidades que son homotéticas para
todo r > 1. El volumen euclideano Vi (r) decrece exponencialmente hacia 0 cuando r — oo. Lo
mismo es cierto para la familia Sf’g, r > 1y el volumen correspondiente Vg¢(r), debido a que
VQ(T) = ?)Vg](T)

Las partes delgadas son cilindros abiertos sobre las secciones SE’, Srﬁ, respectivamente. Més

precisamente, S5, y S3 5 separan Ot v Of, respectivamente, en dos componentes conexas con
fronteras Sfy oy 85’7 & respectivamente. Uno de los componentes es compacto y el otro es no compacto

'Para la definicién de la caracterfstica de Euler de una orbidad vea [27] y el primer capftulo de esta tesis.
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pero con volumen hiperbdlico finito. Usando la notacién de Margulis, la parte compacta es la
region gruesa y la parte no compacta es la region delgada de las orbidades correspondientes. Las
regiones delgadas son orbidades no compactas que son difeomorfas a cilindros semiabiertos Z;} o=
Si e x[0,1)y Z;}’ 5 = Sf’ﬁ x [0,1), respectivamente. Hay una aplicacién cubriente de orbidades
Tz : Zf}s — Z;}ﬁ la cual es tres a uno.

§1.2. Las regiones gruesas y los espacios base de O} y (’)}1).

Cada uno de los espacios base de las orbidades modulares 4-dimensionales (9% y Ofg tiene una sola
punta. Las secciones de las puntas son las orbidades euclideanas 3-dimensionales Si ey Si 5 CUyOS
espacios base son homeomorfos a la 3-esfera S®. Entonces las regiones delgadas de (’)é y (9;5j son
homeomorfas a la 4-bola D* menos un punto, por ejemplo en su centro. Més atin cada una de las
regiones gruesas de (’)ﬁ y Oj% es homeomorfa a la 4-bola D*.

Cada uno de los espacios base de las 4-orbidades modulares (9)% y (9)‘5j es homeomorfo a la 4-esfera
S* menos un punto. Entonces los espacios base de Ofé y OféJ son homeomorfos a R?.

§ 2. El locus singular de (’)é y (’)ffj.

Las caras 3-dimensionales de 733 y 7?% son identificadas en pares mediante la accién de los genera-
dores de los grupos modulares de Lipschitz y de Hurwitz, respectivamente. Sean E% y E% los loci
singulares de (’)é y Of, respectivamente. Estos son los esqueletos 2-dimensionales de sus dominios
fundamentales 733 y Pg. Entonces cada locus singular tiene un solo componente conexo y no es
compacto.

El locus singular de Lipschitz Z% es la union de un cubo 2-dimensional Cx, que se obtiene mediante
identificar las fronteras de los cubos C§ y C3 en C3 C TI® por la accién del grupo U (£) y el cono no
compacto sobre el 1-esqueleto de los lados 2-dimensionales de 733 que son asintoticos al punto al
infinito co.

El locus singular de Hurwitz Z% es la union de la piramide 2-dimensional Py, que se obtiene mediante
identificar las fronteras de la union de las dos pirdmides P} y P3 en C3,C3 C C? C II® por la accién
del grupo U ($) y el cono no compacto sobre el 1-esqueleto de los lados 2-dimensionales de 73% que
son asintdticos al punto al infinito oo.

§3. Modelos locales de las singularidades de las orbidades modu-
lares.

En esta seccion se estudian los modelos locales de las singularidades aisladas de las orbidades
modulares (’)fé y O%.

Los modelos locales de las singularidades aisladas de (9)4: y (9% se obtienen como los cocientes de
una 4-bola hiperbélica B* por la accién de un subgrupo discreto de isometrias hiperbélicas que
fijan su centro y su frontera que es una 3-esfera.

Sea Fy C Fg el subgrupo de isometrias hiperbdlicas de la 4-bola hiperbdlica que fijan el centro de
B. Entonces Fy es el grupo de isometrias que preservan la orientacién de la 3-esfera S? y es isomorfo
al grupo SO(4).

Sea B* C H el modelo del disco de Hj.

La frontera ideal de B* es la 3-esfera unitaria

S3:{q:a+ﬁj€Hﬁ a,ﬂEC,]a\2+|ﬁ|2:1}.
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Sea

SU(2) := {(g jf) Coa,BeC )+ |8 = 1}

el grupo unitario especial. La 3-esfera es un grupo de Lie isomorfo a SU(2). Un elemento q =
a+ Bj € S? corresponde al elemento (g :f) en SU(2).

Sea
f(u,v) : B4 — B4;

f(u,v) (q) = uqu

donde [u| = [v] = 1. Se observa que f, ) € SO(4) y (u,v) € $* x §* = SU(2) x SU(2). Sea

¢ : SU(2) x SU(2) — SO(4);

(U, U) = f(u,v)'

Dado que SU(2) x SU(2) es simplemente conexo pero el grupo fundamental de SO(4) es Z/27Z
entonces el kernel de ¢ es el grupo con dos elementos que consiste de (1,1) y (=1, —1).

Hay una accién ortogonal de S? x S? en S dada por q — q 'qqa, para un par de cuaternios fijo
(q1,q2) € S? x S3. Esta accién define un homomorfismo de los grupos de Lie S3 x S3 — SO(4) cuyo
kernel es Z /27 generado por (—1,—1). Entonces SO(4) es isomorfo al producto central S x, /27 S3.
Los subgrupos finitos de SO(4) son, bajo conjugacién, exactamente los subgrupos finitos de los
productos centrales de dos grupos poliedrales binarios G y Go

Gl Xz/zz GQ C SS XZ/2Z Sg.

Los subgrupos finitos de SU(2) fueron clasificados por Felix Klein en [38] y estos son: los grupos
ciclicos de orden n (n > 1)), los grupos diedrales binarios (2,2, n) de orden 4n, el grupo tetraedral
binario (2,3,3) de orden 24, el grupo octaedral binario (2,3,4) de orden 48 y el grupo icosaedral
binario (2,3,5) de orden 120. Estos son los grupos poliedrales binarios.

Sea I' un subgrupo finito de Fy. Sea 7 > 0 y B# la 4-bola hiperbélica centrada en el origen de radio
7. La 4-bola B es invariante bajo la accién de I'. Sea O*(T',r) = B4, /T. Para todo r > 0 la orbidad
O4(T,r) := B%, /T es equivalente, bajo reescalamiento de la métrica de la orbidad, a la orbidad fija
B*./T para e suficientemente pequefio. Sea O*(T") := B4 /T.

Definicién VI.2. Sean p y ¢ dos numeros enteros. Sea I'(p,q) C SU(2) el subgrupo abeliano
generado por la transformacién

Tpq(2z1,22) = (ezm/pzl, ezm/QZQ).

El grupo I'(p, q) es isomorfo a Z/pZ @ Z/qZ.

Sea O(p,q) la orbidad O*(T'(p,q),€) = B%/T(p,q). Si I'(G1,G2) C SO(4) es un subgrupo finito
isomorfo a i1 X7,27,G2, donde G'1 y G2 son los grupos poliedrales binarios entonces sea O(G1, Gz) =
B/T'(G1,G2). Si Gy = Z/pZ, donde k = 1,2, entonces se escribe p en lugar G}, en la notacién
O(G1,G2). Si Gy, = Z/pZ ® Z/qZ, donde k = 1,2, entonces se escribe (p,q) en lugar de Gy, en la
notacién O(Gy, Ga).
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§3.1. Loci singular de las orbidades modulares de Lipschitz y de Hurwitz.

Se describen los grupos locales y los modelos locales de los puntos singulares en el locus de la
orbidad de Verjovsky-Lipschitz (’)jé y de la orbidad de Verjovsky-Hurwitz (’)ffj, respectivamente.
Adems3s se dan presentaciones finitas de grupos, dominios fundamentales, las graficas de Cayley y
un estudio profundo de sus 3-orbidades esféricas que forman las aureolas de los grupos asociados a
los puntos singulares en el loci singular de (9% y de O%, respectivamente.

Se describen estratificaciones en las orbidades del conjunto de puntos singulares de (’)42 y de (’)% de
acuerdo a sus grupos de isotropia. Las listas de tipos de puntos singulares y sus correspondientes
grupos de isotropia se pueden dividir en dos tipos de estratos: los compactos y los no compactos.
Ademads estos dos tipos de estratos se pueden dividir de acuerdo a su dimension.

Se da una lista de puntos en 11 estratos en el locus singular de Lipschitz E% de la orbidad (’)jé y
15 estratos en el locus singular de Hurwitz E% de la orbidad Oj% cuyos elementos tienen grupos de
isotropia isomorfos y se denotan estos grupos mediante I'y y A, donde k=1,...,11;m =1, ..., 15.
El grupo de isotropia de un punto en un estrato no compacto en los loci singular E?z o Z% es
el grupo de isotropia de la accién del grupo afin de Lipschitz A(£) y el grupo afin de Hurwitz
A($), respectivamente. Los puntos singulares de la orbidad (’)fé que son estratos compactos estan
en la frontera de los cubos C§ y C3. Los puntos singulares de la orbidad (’)j%J que estan en estratos
compactos estdn en la frontera de las pirdmides cuadradas P; y Pj. Los estratos se caracterizan
por la dimensién de los estratos correspondientes en la estratificacion y por la propiedad del estrato
de contener al punto 1 o no.

El punto q = %(\/g +i+j+k) e 73% C Pé es un punto regular, es decir, su grupo de isotropia es
trivial para las 6rbitas de PSL(2, £) y PSL(2,$). Se han considerado previamente a Pé y 77% como
uniones de los conos no compactos sobre los cubos C3 y C3 y las pirdmides P} y P3 cuyos apices son
el punto al infinito, respectivamente. Sin embargo, para obtener los grupos de isotropia es mejor
considerar nuevas regiones fundamentales Pg y 75% para las acciones de PSL(2,£) y PSL(2,9),
respectivamente como sigue:

1. Sea 753 el bicono no compacto sobre el cubo Cf’ cuyos apices son los puntos ideales 0 y el
punto al infinito co.

2. Sea 755% el bicono no compacto sobre la piramide P; cuyos &pices son los puntos ideales 0 y el
punto al infinito co.

Estos son biconos convexos sobre el cubo C} y la pirdamide P;, cada uno con dos puntas. Estos
politopos son dominios fundamentales para la accién de los grupos PSL(2, £) y PSL(2, $)), respec-
tivamente.

Observaciéon VI1.2. Las acciones de los grupos PSL(2,£) y PSL(2,$) sobre su nuevos dominios
fundamentales 753 y 75% es equivalente a la accién de G(3) sobre P* descrita en la seccién 5.1. Los
grupos PSL(2,£) y PSL(2,$) actian sobre 753 y 75}4) mediante rotaciones alrededor de las caras
cuadradas 2-dimensionales del cubo C3 y de la pirdmide P;, respectivamente.

Para los estratos en E% o Z% que contienen a 1 es facil calcular el grupo de isotropia como un
subgrupo de U(£) 6 de U($). Para los estratos %% 6 X3 que no contienen a 1 se considera la 6rbita
de 1 bajo la accién de los elementos en sus grupos de isotropia. Para cada punto p en cualquiera de
esos estratos 1 es un punto regular para la accion de su grupo de isotropia sobre la 3-esfera S;‘fo (p),
donde 7y es la distancia desde p hasta 1. Entonces la érbita de 1 estd en correspondencia biunivoca
con las regiones fundamentales del grupo de isotropia correspondiente actiando en la 3-esfera S3.
Las regiones fundamentales en S? de los grupos de isotropia para cada uno de los estratos esta en
los loci singulares ¥¢ y X se obtienen mediante dos 4-simplejos. Cada 4-simplejo tiene cinco
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caras 3-dimensionales. Entonces los grupos de isotropia admiten presentaciones con menos de 5
generadores.

8§ 3.2. La estratificacién del locus singular de Lipschitz.

Se da una lista de 11 estratos en el locus singular de Lipschitz Z%. Para cada estrato se enlistan
su grupo de isotropia I'y, £ = 1,..,11, se determina un dominio fundamental de la accién de su
grupo de isotropia sobre la 3-esfera S? y se da una descripcién geométrica de la 3-orbidad esférica
(o aureola esférica).

En la siguiente lista se considera la proyeccién canénica p : C3 — C%. Es importante observar la
figura 8 en cada caso.

Estratos no compactos.

I'y Ocho 1-celdas. El l-esqueleto del cono no compacto sobre los cubos C? y C3 C P es un
conjunto de ocho lineas abiertas en E% que se representan en Pé como

a) la semirecta {q : q=7r,7 € R,r > 1},
. . . . V3
b) las tres lineas q = r1 £1/2,71 £j/2,71 £k/2, donde 71 > 5°,

c) las tres lineas q = ro = (i/2 +j/2),r2 = (i/2 + k/2),72 £ (j/2 + k/2), donde ry > @, y
finalmente

d) la linea g = r3 & (i/2 + j/2 + k/2), donde 73 > 1.

Estas ocho semilineas se proyectan ortogonalmente, bajo la proyeccién natural 773 - C3
mediante geodésicas asintéticas al punto al infinito, al baricentro del cubo C® C 773, los
baricentros de las caras cuadradas de C3, los puntos medios de sus aristas y dos de sus vértices,
respectivamente. Estas ocho semilineas en Pé se proyectan a 8 semilineas en Oé. Sus grupos
de isotropia local son isomorfos al grupo U(£) de orden 4. Se define I'y = U(L) = Z/2Zx 7 /27
como el grupo de isotropia local de cuaternios en estas 8 semilineas. El modelo local de los
puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(2,2).

I's Doce 2-celdas. El 2-esqueleto del cono no compacto sobre los cubos C§ y C3 es un conjunto
de doce triangulos con un vértice en el punto al infinito los cuales son los conjuntos formados
por los cuaternios en 73’3 que se proyectan ortogonalmente sobre los cuaternios que son las
aristas de C y C3. Sus grupos de isotropfa son isomorfos al grupo ciclico de orden 2 isomorfo
a Z/2Z y se define I'ys = Z/27Z. El modelo local para los puntos singulares en este estrato es
isométrico a la orbidad O(2).

Estratos compactos.
= O-dimensionales.

I's; Una 0-celda. El vértice comin v; = 1 de C3 y C3 que es el baricentro del cubo C3.
Su grupo de isotropia es el grupo abeliano T's = Z/27Z x U(L) = U(L) = (Z/2Z)* de
orden 8 generado por la involucién T' y los elementos en el grupo unitario de Lipschitz
U(L). Si se toma una pequenia bola hiperbdlica B, (1) cuyo centro es q = 1 y cuyo
radio es r se obtiene que su frontera S3(1) intersecta la teselacién Y& de PSL(2, £)
en una teselacion esférica por dieciseis tetraedros esféricos regulares y rectangulares de
Coxeter. Estos tetraedros son las caras de un politopo convexo regular 4-dimensional
que se conoce como la 16-celdas, es el politopo dual del hipercubo conocido como las
8-celdas. Estos politopos son dos de los seis politopos platénicos de dimensién 4; esto
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es, politopos convexos regulares. La grafica de Cayley de I's es el l-esqueleto de un
octaedro truncado en S3(1). El modelo local para los puntos singulares en este estrato
es isométrico a la orbidad O(2, (2, 2)).

Tres 0-celdas. Los vértices vy, vs,v4 de Cx, que son las imagenes bajo p de los 6 ba-
ricentros de las caras cuadradas del cubo C3. El grupo de isotropia de estos vértices es
isomorfo al grupo I'y = (Z/2Z x Z/37) X /27 = 767 x Z/27Z de orden 12. Es el grupo
generado por 7T yv T Dy, donde u,v = +i, +j,+k y u # v. El grupo I'y deja invariante
dos planos hiperbdlicos ortogonales que se intersectan en el baricentro de las caras cua-
dradas del cubo; uno es el plano que contiene la cara y I'y actia en el como el grupo
de orden 4 isomorfo a Z/27Z x 7Z/2Z (el grupo generado por (14T)? y T Dy restringido a
este plano), y el otro es su complemento ortogonal, y I'y actia en el como una rotacién
de orden 3 (el grupo generado por (7,1')? restringido a este plan). Los 12 puntos medios
de las aristas se identifican en grupos de cuatro puntos mediante traslaciones con tres
vértices singulares de Cx. C Oé. El modelo local para los puntos singulares en este estrato
es isométrico a la orbidad O(2,6).

Tres 0-celdas. Los tres vértices vs, vg, v7 de Cx que son las imagenes bajo p de los 12
puntos medios de las aristas de C3. El grupo de isotropia de estos vértices es isomorfo al
grupo I's = Z/AZ x (Z/37 x 7.)27) = Z/AZ x Z]/6Z de orden 24. Es el grupo generado
por TDy, TusvT, (wT)? v (1oT)? donde u,v = +i, +j, +k y u # v. El grupo I'; deja
invariantes a dos planos hiperbdlicos ortogonales que se intersectan en el punto medio
de la arista del cubo; uno es el plano hiperbdlico cuya frontera ideal es la linea generada
por u+v y I's actia en él como una rotacién de orden 4 (el grupo generado por 7471’
restringido a este plano). El otro plano fijo es su complemento ortogonal y I's actiia en él
como una rotacién de orden 6 (el grupo generado por DyyT y (1uT)? restringido a este
plano). Los 12 puntos medios de las aristas del cubo se identifican en grupos de cuatro
puntos mediante traslaciones con tres vértices singulares de Cx C Oé. El modelo local
para estos puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(4, 6).

Una 0-celda. El vértice vg de Cx que es la imagen bajo p de los 8 vértices de C3. El
grupo de isotropia de este vértice es isomorfo al grupo I's = (Z/2Z x Z/27) % (2,3, 3) de
orden 96 donde (2, 3, 3) es el grupo tetraedral binario de orden 24. Es el grupo generado
por Titj+k D, (TiviT)?, (TiskD)?, (154xT)?, (7uT)? donde u = =i, £j, +k. El modelo local
para el punto singular en este estrato es isométrico a la orbidad O((2,2), (2,3, 3)).

s 1-dimensional.

I'7

Iy

Tres 1-celdas. Los puntos de las tres aristas de Cy que son incidentes con el baricentro
de C? tienen grupos de isotropia isomorfos a I'; = Z /27 x Z/27. Si el punto est4 contenido
en la arista de Cj que contiene 1y v/3+u/2, entonces I'; es el grupo generado por (7,73
donde u = +i, +j, £k. El grupo I';y deja invariantes al 2-plano hiperbdlico generado por
1 y u al hiperplano hiperbélico IT3. Més ain I'; actiia como una rotacién de orden 2 en
I1. Los puntos de estas 6 aristas en C; y C3 se identifican en pares y forman 3 aristas
singulares en (’);13 incidentes con 1. El modelo local para los puntos singulares en este
estrato es isométrico a la orbidad O(2,2).

Tres 1-celdas. Los puntos de las seis aristas de Cy, que tienen un vértice en el baricentro
de las caras cuadradas del cubo C3 y el otro vértice es el punto medio de una arista del
cubo C3. Su grupo de isotropia I's = Z/27 x Z/37 es el grupo generado por (7,1)? y
D, T where u,v = i+ j+k,u+# v. El grupo I's deja invariante dos planos hiperbdlicos
ortogonales que se intersectan sélo en el vértice del cubo. I's actiia en un plano como una
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rotacion de orden 6 y como una rotaciéon de orden 4 en el otro plano. Los puntos de las 6
aristas de C? se identifican y forman 3 aristas singulares en Cs; C (’)é que son incidentes
con 1 € Cx;. El modelo local para los puntos singulares en este estrato es isométrico a la
orbidad O(2,3).

I'yg Seis 1-celdas. Los puntos de las tres aristas de Cy que son incidentes con un vértice
de C3. Su grupo de isotropia I'g = Z/27 x Z/67Z es el grupo generado por (7,1 donde
u = +i+ j+ k. El grupo I'g deja invariantes dos planos hiperbélicos ortogonales que se
intersectan en el vértice del cubo. I'g actida en un plano como una rotacién de orden 6 y
como una rotacién de orden 2 en el otro. Los puntos de las 12 aristas de C? se identifican
y forman seis aristas singulares en (9%. El modelo local para los puntos singulares en este
estrato es isométrico a la orbidad O(2,6).

= 2-dimensional.

I'yp Tres 2-celdas. Los puntos del interior de una cara cuadrada de Cx, que son incidentes
con el baricentro de C3. Su grupo de isotropfa I'ig = Z/2Z es el grupo generado por
D,T, donde u =1, j, k. El grupo I'yy actiia en un plano como una rotacién de orden 2
alrededor de un plano hiperbélico 2-dimensional en II3. Los puntos en los 6 cuadrados
se identifican en pares con 3 2-celdas singulares en (’)42. El modelo local para los puntos
singulares en estos estratos es isométrico a la orbidad O(2).

I'y; Tres 2-celdas. Los puntos del interior de una cara cuadrada de Cy, que no son incidentes
con el baricentro de C3. Su grupo de isotropfa I'y; = Z/3Z es el grupo generado por
(1,T)?, donde v = =i, +j, +k. El grupo I'1;; deja invariante a dos planos hiperbdlicos
ortogonales que se intersectan en el punto en la cara cuadrada del cubo; uno es el plano
que contiene a la cara y I'1; actda en él como una rotacién de orden 3 y el otro plano es su
complemento ortogonal y I'1; actia él como la identidad. Los puntos en los 6 cuadrados
se identifican en pares con 3 2-celdas singulares en (’)42. El modelo local para los puntos
singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(3).

83.3. La estratificacion del locus singular de Hurwitz.

Ahora se describe una estratificacién de los puntos singulares de la orbidad modular de Hurwitz
(’)ffj de acuerdo a sus grupos de isotropia.

Se da una lista de 15 estratos en el locus singular de Hurwitz E%. Para cada estrato se enlista el
grupo de isotropfa Ay, k = 1, ..,15, se determina un dominio fundamental para su accién sobre S?
y se estudia en detalle la 3-orbidad esférica correspondiente (o aureola esférica).

En la siguiente lista se considera la proyeccién canonica p : Py — Py, donde d = 1, 2.

De la misma forma que en el caso del locus singular de Lipschitz la lista de tipos de puntos singulares
y sus correspondientes grupos de isotropia se puede dividir por la dimensién y la compacidad del
estrato correspondiente en la estratificacion. Los estratos no compactos tienen los mismos grupos
de isotropia que sus 3-orbidades euclideanas respectivas que son la interseccion de (’)% con una
horoesfera. La lista es la siguiente:

Estratos no compactos.

A1, Ay Cinco 1-celdas. El 1l-esqueleto del cono no compacto sobre las pirdmides Pf’ y 77:23 es el
conjunto de cinco semirectas que se representan en 73;1) como

a) la semirecta {q € Hy : q=r,7 € R,r > 1},
b) la linea q = r; = k/2, donde r > @,
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c) las dos lineas q = ro £ (i/2 4 j/2),r2 = (j/2 + k/2), donde 75 > g y finalmente
d) la linea q = r3 + (i/2 +j/2 + k/2), donde r3 > 1.

Estas cinco semirectas se proyectan ortogonalmente, bajo la proyeccién natural 77% — C3 por
geodésicas asintéticas al punto al infinito, a los vértices de P3: el baricentro del cubo C3,
los baricentros de cualquiera de las caras cuadradas de C3, la mitad de dos de sus aristas
y dos de sus vértices, respectivamente. Estas 5 semirectas en 73;1) se proyectan a 4 lineas
abiertas en (’)%. Sus grupos de isotropia son isomorfos para a) y d) al grupo abeliano de orden
8 isomorfo a U($) y para b) y c) al grupo diedral de orden 4 isomorfo a U(L). Se obtiene
A =UL)=Z)2LXL)2L y Ny :=U($H) = L/2Z X L]27 x 27 como los grupos de isotropia
de los cuaternios en estas 5 semirectas. Los modelos locales para los puntos singulares en estos
estratos son isométricos a las orbidades O(2,2) y O(2,(2,2)), respectivamente.

Ocho 2-celdas. El 2-esqueleto del cono no compacto sobre la pirdmide P} C 73% es un
conjunto de ocho tridngulos con un vértice en el punto al infinito que son proyectados orto-
gonalmente sobre los cuaternios que forman las aristas de P} y P3. Los grupos de isotropia
de los puntos en los cinco tridngulos cuya base son las aristas de la base cuadrada de P y la
arista que une 1 con el baricentro de una cara cuadrada de C? son isomorfos al grupo ciclico
7./27.. Para puntos en la arista diagonal de P} que une 1 con un vértice de C? sus grupos de
isotropia son isomorfos a Z/3Z. Para puntos en las dos aristas que unen 1 con los puntos me-
dios de las aristas de C? sus grupos de isotropia son isomorfos al grupo trivial, entonces estos
puntos no son singulares. Se definen para estos seis estratos Ag = Z/2Z y Ay = 7Z/37. Los
modelos locales para los puntos singulares en estos estratos son isométricos a las orbidades
O(2) y O(3), respectivamente.

Estratos compactos.

0-dimensional.

As Una O-celda. El vértice comin v; = 1 de P} y P3 que es el baricentro del cubo C3.
Su grupo de isotropia es el grupo abeliano A5 = u () de orden 24 generado por la
involucién T y los elementos en el grupo unitario de Hurwitz. El modelo local para los
puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(2, (2,3, 3)).

A¢ Una 0-celda. El vértice v de Px que es la imagen bajo p de los baricentros de 2 caras
cuadradas opuestas del cubo C3. El grupo de isotropia de este vértice es isomorfo al
grupo Ag = (Z/27Z x Z)3Z) x /27 = Z/6Z x Z/2Z de orden 12. Es el grupo generado
por 7T y TD, donde u,v = +i,+j,+k y u # v. El modelo local para los puntos
singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(2, 6).

A7 Una 0-celda. El vértice vs de Py que es la imagen bajo p de los 12 puntos medios
de las aristas de C3. El grupo de isotropia de este vértice es isomorfo al grupo Ay =
LJAZ x (Z])3Z x ZLJ27) = ZJAZ x Z/6Z de orden 24. Es el grupo generado por T Dy,
TuivT, (7vT)? and (7,7)? donde u,v = +i,+j, +k y u # v. El modelo local para los
puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(4, 6).

Ag Una 0-celda. El vértice vy de Ps. que es la imagen bajo p de los 8 vértices de C3. El
grupo de isotropia de este vértice es isomorfo al grupo Ag = (Z/27 x Z/67Z) x (2,3, 3)
de orden 288 donde (2,3,3) es el grupo tetraedral binario de orden 24. Es el grupo
generado por Dy, Titj+xTs (TieiT)?, (1izxT)?, (1j4xT)?%, (1uT)? donde u = =i, £j, +k.
El modelo local para los puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad

0((2,6),(2,3,3)).
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= 1-dimensional.

Ag Una 1-celda. Los puntos de las aristas de Px. que son incidentes con el baricentro de
C3 y el baricentro de las caras cuadradas de C3. Sus grupos de isotropia son isomorfos a
Ny = 7Z/27 x 7/2Z que es el grupo generado por D;T"y DjT'. El modelo local para los
puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad O(2,2).

A19 Dos 1-celdas. Los puntos de las 2 aristas de Px que son incidentes con el baricentro
de C? y los puntos medios de las aristas de C3. Sus grupos isotropia son isomorfos a
Ao = Z /27 que es el grupo generado por D;T. El modelo local para los puntos singulares
en este estrato es isométrico a la orbidad O(2).

A1; Una 1-celda. Los puntos de la arista de Px; que es incidente con el baricentro de C3 y
el vértice de C3. Sus grupos de isotropia son isomorfos a Aj; = Z/3Z. El modelo local
para los puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidadO(3).

A12 Dos 1-celdas. Los puntos de las 2 aristas de Py, que son incidentes con el baricentro
de una cara cuadrada de C? y el punto medio de sus aristas. Sus grupos de isotropia
son isomorfos a Ajg = Z/2Z x 7Z/3Z. El modelo local para los puntos singulares en este
estrato es isométrico a la orbidadO(2, 3).

A13 Una 1-celda. Los puntos de la arista de Ps; que son incidentes con un vértice de C3 y el
punto medio de sus aristas. Sus grupos de isotropia son isomorfos a A3 = Z /27 x 7./ 67Z.
El modelo local para los puntos singulares en este estrato es isométrico a la orbidad
0(2,6).

s 2-dimensional.

A14 Una 2-celda. Los grupos de isotropia de los puntos del interior de una cara cuadrada
de Py, son isomorfos a Aj4 = Z/3Z. El modelo local para los puntos singulares en este
estrato es isométrico a la orbidad O(3).

A15 Dos 2-celdas. Los grupos de isotropia de los puntos en el interior de los dos tridngulos
de Ps; que contienen a 1 y el baricentro de una cara cuadrada de C?® son isomorfos a
Ay5 = Z/27. El modelo local para los puntos singulares en este estrato es isométrico a
la orbidad O(2).

§4. Las caracteristicas de Euler de las orbidades modulares de
Lipschitz y Hurwitz.

Usando los resultados previos sobre el orden de los grupos locales de cada estrato en el loci singular
de las orbidades de Lipschitz y Hurwitz para obtener el siguiente teorema:

Teorema. La caracteristicas de Euler de las orbidades modulares de Verjovsky-Lipschitz y Verjovsky-
Hurwitz son:

1

1
orbrm4dy _ orbr 4y _
x"7(0g) = vy xX7(0s) = o0

96

respectivamente.

Demostracion. La caracteristica de Fuler de las orbidades de Lipschitz y Hurwitz se pueden calcular
mediante la suma alternada del ntimero de estratos para cada dimensién en 2)23 y en E% dividida
por el orden del grupo de isotropia de un punto en cada estrato.
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La orbidad modular de Lipschitz Ofé tiene una estratificacién como CW complejo con un vértice
cuyo grupo de isotropia es de orden 8, otro vértice cuyo grupo de isotropia es de orden 96, tres
vértices cuyo grupo de isotropia es de orden 12 y tres vértices cuyo grupo de isotropia es de orden
24. Ademas Ofé tiene tres aristas cuyo grupo de isotropia es de orden 4, seis aristas cuyo grupo
de isotropia es de orden 6, tres aristas cuyo grupo de isotropia es de orden 12 y ocho aristas cuyo
grupo de isotropia es de orden 4. Oé tiene tres 2-celdas cuyo grupo de isotropia es de orden 2, tres
2-celdas cuyo grupo de isotropia es de orden 3 y doce 2-celdas cuyo grupo de isotropia es de orden
2. Finalmente Ojé tiene seis 3-celdas y una 4-celda cuyos grupos de isotropia son triviales.

La orbidad modular de Hurwitz (’)fg tiene una estratificacion como CW complejo con un vértice
cuyo grupo de isotropia es de orden 12, un vértice cuyo grupo de isotropia es de orden 288 y dos
vértices cuyo grupo de isotropia es de orden 24. (9}1J tiene una arista cuyo grupo de isotropia es de
orden 2, una arista cuyo grupo de isotropia es de orden 3, tres aristas cuyo grupo de isotropia es
de orden 4, dos aristas cuyo grupo de isotropia es de orden 6 y tres aristas cuyo grupo de isotropia
es de orden 12. (’)% tiene dos 2-celdas cuyo grupo de isotropia es trivial, seis 2-celdas cuyo grupo de
isotropia es de orden 2 y tres 2-celdas cuyo grupo de isotropia es de orden 3. Finalmente (9% tiene
cinco 3-celdas y una 4-celda cuyo grupo de isotropia es trivial. |

Observacién VI.3. Dado que existe una aplicacién cubriente en las orbidades p, . : (’)é — (’)jf3 de
orden 3 se obtiene, como es de esperar, que:

X (Oh) = 3(O}).

El volumen de una orbidad es el mismo que el volumen de su dominio fundamental. Entonces se
ha calculado Vol(O%) = 3Vol(Og) en la seccién 7.1. Esto estd relacionado al teorema de Gauss-
Bonnet-Euler para orbidades.



CariTuLo VII
Transformaciones de Lorentz.

En este capitulo se estudian las relaciones entre los modelos hiperbdlicos del hemiespacio y del
hiperboloide de Lorentz—Minkowski. En particular, se estudian las transformaciones de Cayley que
proporcionan isometrias de los modelos hiperbdlicos. En particular se estudia la representacién de
PSL(2,H) como transformaciones de Lorentz.

Una matriz de Lorentz-Minkowski M es una matriz 5 x 5 que satisface M*JM = J donde M?! es
la matriz transpuesta de M y J es la matriz

-1 0 0 0 O
0 1 0 00
J = 0 01 00
0 0010
0 00 01

Se observa que el determinante de cualquier matriz de Lorentz-Minkowski M es +1.
Ahora se describen los dos modelos hiperbdlicos 4-dimensionales como subconjuntos en R®: el
modelo del hiperboloide

Lor := {(z0, 21, %2,23,74) € R° : 29 >0, 2] + 23 + 23 + 2] = —1+a} (VIL.1)
y el modelo del hemiespacio
HT .= {(1,3:1,332,363,364) ER® 1 14> 0}.

Cada uno de estos modelos tiene su métrica completa correspondiente de curvatura constante -1
y se puede pasar de un modelo a otro mediante proyecciones explicitas llamadas transformaciones
de Cayley (ver [40]).

Explicitamente, si (zo,x1, x2, z3,24) € Lor entonces

1
<1, o2 1 > cH'. (VIL2)
To+ T4 To+ Ty To+ T4 XTo+ T4

De hecho, xg + x4 es positivo pues, #3 — 23 = (z4 — x0) (x4 + 20) = —(1+ 23 + 25 +2%) <0y
entonces zo+x4 > 06 x4 —x9 > 0, pero el segundo caso es equivalente a x4 > xg y puesto que xg es
positivo, entonces zg + x4 es positivo. En orden de demostrar que la funcién @y, g+ : Lor — HT

T X9 I3 1
"xo 424 X0+ T4 O+ T4 TOF T4

q)Lor,H+ (.'L'(], €1,22,T3, $4) = (1

es una funcién uno a uno, se demuestra que es invertible.
Por lo tanto, dado (1,y) = (1,y1,v2,y3,v4) € H', si |y|? = v? + y3 + y3 + y3, entonces se calcula
que la inversa de ®1,q, g+ estd dada por la férmula:

1 2 1— 2
o1 T v ys 1yl )ELor (VIL3)

17y17y27y37y4 = < Y Ty Ty T
vorr+(( ) 2ys Ya Ys Ya 2
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porque
L[yl oy g 1—y?
(I)Lor,H+ (H7777H = (17y17y27y3ay4)'
2ys Ya Ya Ya 2
Para una matriz M la condicién M'JM = J es equivalente a las condiciones (BG), por lo tanto

Proposicion VII.1. Las matrices de Lorentz-Minkowski estd en correspondencia uno a uno con las
matrices de PSL(2,H) que satisface las condiciones (BG); i.e. el grupo de isometrias que preservan
la orientacion de H%HI.

También se recuerda que el grupo de isometrias de Lor es el grupo de transformaciones de Lorentz-
Minkowski y el subgrupo de PSL(2, H) de matrices que satisfacen las condiciones (BG) es isomorfo
al grupo de isometrias de H™.

1 zi+yj+zk

Para la matriz asociada a la traslacién general 7., . = ( 0 1

> se tiene la siguiente

representaciéon de Lorentz

1+5@+y2+2%) =y 2z @@ +y?+27)
T 1 0 0 x
T(x,y,z) = y 0 1 0 y
z 0 0 1 z

—3(@+ P +2%) -y -z 1- (@ y?+ )

Se hace notar que T(x,y,2)T (2, ¢, 2") =F(x + 2",y + v, 2+ 2).

La transformacién de Lorentz correspondiente a 1T = ( (1) (1) > es la matriz:
1 0 0 0 0
0O -1 0 0 0
0O 0 -1 0 0 =—J
0 O 0O -1 0
0 0 0 0o -1
N\ ) .,
Para R = 0 1 se tiene la representacion de Lorentz
r
1 2 1— 2
0 0 0 1
0 1 00 0
D(r):= 0 010 0
0 0 01 0
1— 2 1 2
000 B2

(VIL4)

Observacion VII.1. El conjunto de matrices de la forma B puede ser visto como el subgrupo de
SO4(4,1) de matrices que fijan el punto (1,0,0,0,0); este subgrupo es isomorfo a SO(4).
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§1. Descomposicion de Iwasawa para el grupo de Lorentz SO, (4,1).

Sea SO4(4,1) el grupo de Lorentz-Minkowski. Este es el grupo de isometrias que preservan la
orientacién de la rama del hiperboloide Lor en VII.1. Usando la descomposicién dada de Iwasawa
del capitulo 3 se tiene la siguiente:

Proposicién VII.2 (Descomposicién de Iwasawa Lorentziana). Dada M € SO, (4,1) existe
una coleccion unica de nimeros reales r,x,y,z € R,r > 0 y una inica matriz B € SO(4) tales que

~

M = D(r)%(z,y, z)B. (VIL5)

§2. El grupo de congruencia I'(2, £) en el grupo de Lorentz.

El grupo de congruencia I'(2, £) corresponde, via las transformaciones de Cayley (VIL.2) y (VIL.3), al
subgrupo &(2, £) C SO4(4,1) de transformaciones de Lorentz generadas por traslaciones T(z, vy, 2)
con z,y,z € Z tal que x + y + z = 0 (mod 2) y la matriz —J.

Sea SO4(4,1,Z) C SO+ (4,1) el subgrupo de matrices de Lorentz con coeficientes enteros. Puesto
que en el caso del grupo de congruencia I'(2, £) la matriz de traslaciéon T(z,y, z) tiene coeficientes
enteros, se tiene:

Proposicién VIIL.3. El grupo de congruencia &(2,£) es generado por matrices con coeficientes
enteros, i.e, &(2,£) C SO4+(4,1,Z).

Observacién VII.2. Sea Lor(Z) := Lor N Z® el conjunto de puntos con coeficientes enteros que
estdn en el hiperboloide de Lorentz-Minkowski, entonces la érbita de (1,0,0,0,0) bajo la accién de
(2, £) estd contenida en Lor(Z) por lo tanto este conjunto es infinito numerable.

Teorema. El dominio fundamental de T'(2,£) en H%HI es un politopo convexo mo compacto de
dimension 4 y de volumen finito con 8 vértices reales que son los vértices (3)(1£i+j+k) de un
cubo reqular y con 7 vértices ideales v1, va, V3, V4, Vs, V6 Y Voo donde {v1, v, V3, V4, V5, V6} Son los seis
vértices i, +j, £k, de un octaedro reqular e ideal y v €s el punto al infinito co.

El grupo PSL(2, £) deja invariante a la teselacién regular hiperbdlica correspondiente a la 24-celda
rectangular ideal con sfimbolo de Schlifli {3,4,3,4}. Se recuerda que la 24-celda (o icositetrachoro')
es un politopo convexo regular 4-dimensional, cuya frontera se compone de 24 caras octaedrales
con seis caras incidentes en cada vértice y tres caras incidentes en cada arista. La 24-celdas tiene
96 caras triangulares, 96 aristas y 24 vértices.

Es posible dar un modelo hiperbdlico (ideal) de la 24-celda al considerar la envolvente convexa de las
iméagenes de las 24 unidades de Hurwitz via la transformacién de Cayley ¥(q) = (1+q)(1—q)~!. Las
coordenadas en R* de todas las unidades de Hurwitz se pueden obtener al considerar las 8 cuddruplas
(+1,0,0,0), (0,+1,0,0), (0,0,£1,0) (0,0,0,41) més las 16 cuddruplas (+1/2,+1/2,4+1/2,4+1/2).
El grupo de congruencia I'(2, £) deja invariante la teselacién regular generada por la 24-celda. Por
lo tanto (ver [52]) se tiene el siguiente

Teorema. El grupo &(2,£) contiene un subgrupo de indice finito cuyo dominio fundamental es la
24-celda. Entonces como se ve en [52], el grupo &(2, £) contiene 22 subgrupos que actian libremente
en Lor y cuyos cocientes son 4-variedades hiperbdlicas orientables y de volumen finito.

!También llamado octaplejo (como nombre corto de octaedro complejo), octacubo, o polioctaedro.
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§3. El grupo modular de Hurwitz PSL(2,$) en el modelo de Lo-
rentz.

El édlgebra de los cuaternios es isomorfa al dlgebra real de matrices 4 x 4 generada por Iy, S;, Sj, Sk,
donde 14 es la matriz identidad 4 x 4 y

0 -1 0 0 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 0 0 1
=10 0 0 -1 |0 =1 0 o o0
0 0 1 0 0 -1 0 0
y
00 0 -1
00 —1 0
S<=191 0 o
10 0 O

Esto se sigue del hecho de que
5P =87 =85 =-1

S5iS; = Sk, S5k = Si,  SkSi = 5j.
En particular el grupo de las unidades de Hurwitz U(Hur) consiste de 24 matrices especiales
ortogonales:
1
+14, £85;, £S5, 5k, §(il4 +5; + 55+ Sk)

Todas las combinaciones posibles de los 16 signos estdn permitidas. Se observa que este grupo es
isomorfo al grupo tetraedral binario.

Definicién VII.2. Sea U($,Lor) C SO4(4,1) el grupo finito de orden 24 dado, usando VII.1,
por las matrices de Lorentz:

~ ~ ~ —_ 1 o~~~
£y, £5i, £85, £S5k, (£l £ 5 £ 5 £ 5.

Observemos que la inversién 7' corresponde a —IyelU (9, Lor) i.e. la matriz —J.

Proposicién VIIL.4. En el modelo de Lorentz el grupo PSL(2,$) corresponde al subgrupo de
SO+ (4,1), que se denota por T's, y es generado por U($,Lor) y las traslaciones T(n,m,p) donde
n,m,pez.

Como PSL(2,£) C PSL(2,9) se tiene un subgrupo correspondiente I'¢ C I'g del grupo de Lorentz.
El dominio fundamental de I'y estd contenido en el dominio fundamental de I'g y entonces, como
se ha visto anteriormente, el grupo PSL(2, £) deja invariante la teselacién hiperbdlica cuyas celdas
son la 24-celdas rectangular.



CapriTuLo VIII
Cubrientes de Selberg y ejemplos de
4-variedades hiperbdlicas .

En este capitulo se estudian cubrientes de Selberg; esto es, variedades que son espacios cubrientes
y que por lo tanto se corresponden con subgrupos libres de torsién y de indice finito. El grupo
PSL(2,£) es un subgrupo de las simetrias de la teselacién hiperbdlica {3,4,3,4}. Esto es un
corolario de los resultados en el capitulo IV. Entonces el dominio fundamental 773 de la accién
del grupo PSL(2,£) es conmensurable con un politopo hiperbdlico regular y convexo rectangular
{3,4,3} que es una celda del panal {3,4,3,4} (ver [49]). En otras palabras, existe una subdivisién
finita de los politopos ’Pé y {3,4, 3} por politopos congruentes. Los 24 vértices de {3, 4,3} son:

1
0,00, %, %, 2k, i j £ k, o (i +j + k). (VIIL1)

Ademas de los puntos 0 y oo los otros vértices son los vértices de los poliedros concéntricos en la
frontera ideal de Hﬁ: las unidades forman seis vértices cuya envolvente convexa es un octaedro
inscrito en la esfera unitaria. El resto de puntos son los 16 vértices de dos cubos que son simétricos
respecto a la isometria T

Se ha considerado al grupo parabdlico A(2,£) que consiste de las doce traslaciones q — q + «,
donde o = +i 4 j, +i + k, +j + k (todas las combinaciones de signos son permitidas).

El dominio fundamental P45 ¢) de A(2, £) es una chimenea, un cono ideal cuyo épice es el punto
ideal oo y cuya base es un poliedro con 12 caras, una por cada punto (vector de traslacién) en los
generadores. Los vectores de traslacion forman la envolvente convexa de un cuboctaedro cuyos 12
vértices estan en los puntos medios de las aristas del cubo con vértices i & j & k. Para obtener
el dominio fundamental P42 ¢) se considera el dominio de Dirichlet de A(2, £), que es el poliedro
cuyas caras son las mediatrices (bisectores perpendiculares) de los 12 vectores de traslacién y el
origen 0. Este es un dodecaedro rémbico Rfl cuyas caras consisten de 12 rombos isométricos. Rg es
un poliedro convexo equilatero con dos tipos de vértices. El dodecaedro rémbico Rz tiene 6 vértices
+1i, £j, £k adyacentes a cuatro rombos y 8 vértices %(ii + j £+ k) adyacentes a tres rombos.

La accién del grupo parabdlico A(2, £) da una teselacién uniforme de la frontera ideal de H11H1 que
se identifica con R3. Esta teselacion tiene un grupo de simetria transitivo en celdas, caras y aristas.
Las celdas son dodecaedros réombicos congruentes. Las aureolas de los vértices son de dos tipos:
tetraedros y cubos.

Siguiendo un enfoque similar al utilizado por Selberg (ver [57]) y tomando en cuenta los calculos
hechos para la teselacién de Hjj, se consideran cubrientes singulares (finitos) de las orbidades
Ot = HY/PSL(2,£) y Of = HL/PSL(2,9).

El teorema de Selberg dice que existen cubrientes suaves de las orbidades (’)jé y Of,f).

Proposicion VIII.1. Los érdenes minimos de cubrientes de Selberg de las orbidades (’)fé Y (’)}1j son
96 y 288.

Demostracion. Esto se sigue como un corolario del calculo de la caracteristica de Euler. |
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En 1999, J. Ratcliffe y T. Tschantz encontraron 1171 4-variedades hiperbdlicas no compactas con
caracteristica de Euler 1 mediante el apareamiento de lados en un dominio fundamental {3,4, 3}
de la teselacion {3,4, 3,4}, ver [52]. En 2004, D. Ivansi¢ demostré que la 4-variedad no orientable
con el numero 1011 en la lista de Ratcliffe y Tschantz, esta es la 4-variedad Mjp11 con el mayor
de los érdenes de los grupos de simetria, es el complemento de cinco 2-toros euclideanos en una 4-
variedad cerrada cuyo grupo fundamental es isomorfo a Z/27Z. Més ain, el doble cubriente orientable
M1011 de la 4-variedad Mjp11 es un complemento de cinco 2-toros en la 4-esfera [32]. En 2008
Ivansi¢ demostrd que esta 4-esfera tiene la misma topologia que la 4-esfera diferenciable estandar
y por lo tanto no es una 4-esfera exdtica, ver [34]. En el capitulo X de esta tesis se proporcionan
diagramas de este enlace que muestran su clase de isotopia.

§1. Un ejemplo por J. Ratcliffe y T. Tschantz de una 4-variedad
hiperbdlica.

En esta seccién se estudia la hermosa construccién de una 4-variedad hiperbdlica geodésicamente
completa, no orientable y de volumen finito con seis cispides cuyas secciones transversales son
homeomorfas a S! x K2, donde K? es la botella de Klein. Se considera la 4-bola unitaria abierta B4
de H con la métrica de Poincaré (ver [49]). Sea Cay el politopo convexo regular llamado la 24-celdas
cuyos vértices son las unidades de Hurwitz. Hay 24 caras que son octaedros hiperbdlicos regulares,
rectangulares e ideales. Dada una cara F' hay una cara opuesta —F que es la cara diametralmente
opuesta a F' (la imagen de F' bajo multiplicacién por -1). Se identifica F' con —F mediante una
composicién que consiste de una reflexion con respecto al hiperplano que contiene a F' seguido de
multiplicacién por -1. Esta composicién es una isometria hiperbdlica que invierte la orientacién y
manda a Ca4 sobre una celda congruente adyacente de la teselacién determinada por la 24-celda.
Este apareamiento de cada cara con su opuesta tiene el efecto de crear una 4-variedad hiperbdlica no
singular, no orientable y con 6 cuspides. El cubriente doble orientable es una 4-variedad hiperbdlica.
En 2005, Ratcliffe, Tschantz e Ivansi¢ demostraron que existe una docena de ejemplos de 4-
variedades hiperbdlicas no orientables de esta lista de 1170 4-variedades cuyos cubrientes dobles
orientables son complementos de cinco o seis superficies euclideanas (toros y botellas de Klein) en
la 4-esfera, ver [33].

Ratcliffe demostré que tres de estos doce complementos pueden ser usados para construir 4-
variedades aesféricas que son 4-esferas de homologia mediante rellenados de Dehn (ver [50]).

B. Martelli y A. Kolpakov [45] encontraron una 4-variedad hiperbdlica de volumen finito con una
Unica cuspide. Este es el primer ejemplo de una 4-variedad con estas propiedades y fue obtenida
mediante pegar 4 copias de la 24-celdas hiperbdlica rectangular. Por otra parte, Slavich [?] en-
contré dos nuevos ejemplos de 4-variedades hiperbdlicas no orientables y no compactas de volumen
finito con una unica cispide y de volumen minimo. Este par de 4-variedades se obtuvieron median-
te pegar 2 copias de la 24-celdas hiperbdlica rectangular. Finalmente, Slavich en [?] encontré una
4-variedad hiperbdlica con frontera totalmente geodésica. La frontera sélo tiene un componente co-
nexo que es una 3-variedad hiperbdlica de volumen finito la cudl es el complemento de un enlace en
la 3-esfera. Esta 4-variedad también se obtiene mediante pegar 2 copias de la 24-celdas hiperbdlica
rectangular.

En el siguiente capitulo se mostrara un procedimiento para encontrar la topologia de 3-variedades
hiperbdlicas que después se generalizard para 4-variedades.

§1.1. Cubrientes de Selberg en dimension 5

Por un teorema de Selberg (ver [57]) existen orbidades buenas que son cubrientes finitos de las
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orbidades modulares cuaterniénicas de dimesnién 4 y 5
L p1: Oy = Oy = Hy/PSL(2,H(Z)),

2. p2: O]%IUT(Z) — O]%[ur(Z)

:= H3,/PSL(2,Hur(Z)),
3. p3: Of — Of :=HL/PSL(2,£)
4. p1: Of — Of :=H}/PSL(2,$)

donde @I‘;’H(Z) y @%m(z) son b-variedades hiperbodlicas y (5% y (5% son 4-variedades hiperbdlicas. Las
4 son no compactas pero de volumen hiperbdlico finito.
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CaApriTULO IX

Topologia de variedades hiperbdlicas.

La topologia estudia la forma de los espacios, la forma global o local, la forma intrinseca y extrinseca
bajo deformaciones continuas. Dos espacios son homeomorfos (misma forma global intrinseca) si
existe una biyeccién continua entre ellos, con inversa continua. Dos espacios son isotdpicos (misma
forma global extrinseca) si se puede deformar uno continuamente en el otro mediante una funcién
definida en su espacio ambiente. Por ejemplo el nudo trébol es homeomorfo al nudo ocho pero no
son isotopicos.

§1. Nudos y enlaces.

Un enlace en una n—variedad cerrada y conexa N es la clase bajo deformaciones continuas (iso-
topfas) de un encaje suave k : A""2 — N™ de una coleccién finita A"~2 de (n — 2)-subvariedades
inmersas en N". Si el enlace consta de un sélo componente se le conoce como nudo.

Un enlace es ddcil, del inglés “tame”, si puede ser engrosado; es decir, existe una vecindad tubular
regular de A"~2 o, equivalentemente, podemos extenderlo a un encaje regular de A" 2 x D? en N,
donde D? es el disco 2-dimensional. Todos los enlaces que se mencionan en esta tesis son ddciles.
Para estudiar el tipo de isotopia de un nudo o enlace se consideran diagramas regulares del encaje.
También se considera el complemento del enlace N — A""2 o el exterior N™ — A"=2; esto es,
remover de N una vecindad tubular regular cerrada o abierta de A"~2, respectivamente. Ambas
variedades tienen el mismo grupo fundamental. Una diferencia entre el complemento y el exterior de
un enlace es que el complemento N™ — A"~2 es una variedad no compacta y el exterior N» — An—2
es una variedad compacta con frontera S' x A"~2. Dicho de otro modo, el enlace A2 en el
complemento N™ — A"~2 representa una punta en la variedad N” y el enlace A"~ 2 en el exterior
Nm™ — An—2 representa un componente de la frontera de N™.

§1.1. Hiperbolicidad de complementos

Dada una n—variedad cerrada N™ se dice que M™ es un complemento en N™ de codimension 2
si existe un encaje de una (n — 2)—subvariedad cerrada A"~? que tiene una vecindad tubular en
N™ tal que M™ = N™ — A"~2. Un enlace hiperbdlico es un complemento que admite una métrica
riemanniana completa de curvatura constante negativa, esto es, una estructura hiperbdlica. Un
nudo hiperbdlico es un enlace hiperbdlico que consta de un sélo componente.

Por definicion, los nudos hiperbdlicos poseen un aspecto dual: geometria y topologia. La geometria
hiperbélica local y global y las topologias del espacio ambiente N™ y del espacio encajado A"~ 2,
salvo homeomorfismos; y del encaje que anuda, salvo isotopia k.

Presentacion de Wirtinger.

En dimensién 3, Wirtinger encontré una construcciéon para obtener una presentacion del grupo
fundamental 71(S® — A) del complemento de un enlace a partir de un diagrama regular. Se tiene un
generador por cada arco en el diagrama y una relacién de cuatro letras por cada cruce del diagrama.
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En esta tesis no se utiliza esta construccién pero se recalca que a partir de un diagrama regular de
un enlace se obtiene una presentacion del grupo fundamental de su complemento.

M4és atin, si se tiene el encaje de una gréafica en S?; esto es, una grafica anudada, se tiene una
generalizacion del método de Wirtinger para encontrar una presentaciéon del grupo fundamental de
su complemento.

§1.2. Historia de los nudos y enlaces hiperbdlicos.

Riley y Waldhausen mostraron en 1966 que es posible dar una estructura hiperbdlica geodésica-
mente completa y de volumen finito a las 3-variedades no compactas que se obtienen como los
complementos de ciertos nudos y enlaces de circunferencias encajadas en la 3-esfera S?. Para ello
Riley dibujé los diagramas de proyecciones regulares de algunos nudos y enlaces. Calculd presen-
taciones de los grupos fundamentales del complemento en S* mediante el método de Wirtinger.
Después encontré representaciones discretas y libres de torsion en el grupo de isometrias hiperbdli-
cas del 3-espacio hiperbdlico. Debido a un resultado de Waldhausen! con esta representacién es
posible garantizar que la 3-variedad hiperbdlica es homeomorfa al complemento del nudo o del
enlace en S?. Diez afios més tarde, Bill Thurston escribié unas notas acerca de la geometria y la
topologia de 3-variedades en donde se muestra como visualizar la estructura hiperbdlica del com-
plemento en S del nudo figura-ocho, del enlace de Whitehead (de dos componentes) y del enlace de
anillos Borromeanos (de tres componentes) a partir de dar una estructura hiperbdélica de complejo
celular lineal por pedazos que se obtiene mediante la identificacién por isometrias de los lados de
poliedros ideales (es decir, con los vértices en el infinito) en el 3-espacio hiperbdlico H?; ver [62] y
[63].

Este procedimiento también ha sido analizado por J. Ratcliffe en su libro [49] acerca de la fundacién
de las variedades hiperbdlicas y por Francis [21] que elaboré una impresionante serie de dibujos
acerca del complemento del nudo hiperbdlico figura-ocho y de la fibracién por circunferencias que
atraviesan transversalmente una superficie homeomorfa a un toro menos un disco.

En este capitulo se analiza un método geométrico-topolégico propuesto por D. Ivansi¢ en [34] para
determinar si una 3-variedad hiperbdlica no compacta pero de volumen finito es el complemento
de un nudo o enlace de circunferencias anudadas en la 3-esfera y ademas, si éste es el caso, dibujar
el diagrama de la clase de isotopia del enlace. Para describir el método vamos a usar como ejemplo
el complemento de un enlace que es una subvariedad de un cubriente de Selberg de los grupos
modulares cuaterniénicos. El nudo figura-ocho tiene la propiedad de que es el inico nudo que tiene
un diagrama alternante con cuatro cruces. En particular, es isotépico a la imagen que se produce
cuando se le refleja en un espejo.

Los anillos borromeos tienen la propiedad de que si se elimina uno de los tres componentes del
enlace entonces los otros dos compontes son isotopicos a circunferencias ajenas.

El complemento en S? del nudo hiperbélico figura-ocho, del enlace de Whitehead y de los anillos
borromeos son tres 3-variedades hiperbdlicas con una, dos y tres puntas, respectivamente. Estas
puntas corresponden a los componentes del nudo y de los enlaces que se han removido de la 3-
variedad compacta ambiente, en este caso S>.

El objetivo fundamental de este capitulo es visualizar la geometria y topologia de estas 3-variedades
hiperbdlicas de volumen finito que son complementos. Se muestran cuatro maneras de presentarlas:
el complemento del nudo o enlace en S? que es una construccién puramente topoldgica, descompo-
siciones en asas pegadas por difeomorfismos, una estructura geométrica de complejo celular basada
en identificar mediante isometrias los lados de poliedros y finalmente la estructura hiperbdlica del

18i el grupo fundamental de una variedad hiperbélica es anti-isomorfo al grupo fundamental del complemento de
un enlace en la 3-esfera entonces la variedad hiperbdlica es homeomorfa al complemento. Un anti-isomorfismo entre
dos grupos G y H es un isomorfismo de G al opuesto de H (o equivalentemente del opuesto de G a H).
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Figura 9.1. El mayor empaquetamiento de horiesferas que se obtiene de las regiones
fundamentales asociadas a las representaciones del complemento del nudo en forma de ocho.

espacio cociente de la acciéon de un subgrupo discreto y libre de torsién del grupo de isometrias hi-
perbdlicas. Se ha comenzado por la definicién de variedad hiperbdlica y ahora se explica brevemente
el método que interrelaciona estas cuatro presentaciones.

Debido al teorema de rigidez de Mostow se tiene que si un nudo o enlace admite una estructura
hiperbdlica, entonces esta estructura es tinica. Por lo tanto los invariantes geométricos de la estruc-
tura hiperbdlica se vuelven invariantes topoldgicos del nudo o enlace. Por ejemplo, el espectro de
las longitudes de las geodésicas, el radio de inyectividad de las bolas hiperbdlicas y el mayor empa-
quetamiento de horiesferas que se pueden obtener centradas en las puntas cuspidales. En la figura
9.1 se muestra un empaquetamiento de horiesferas que se obtiene de las regiones fundamentales
asociadas a las representacién del complemento del nudo en forma de ocho como dos tetraedros
regulares ideales de los que se hablard méas adelante.
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§2. Meétodo para dibujar enlaces hiperbdlicos.

Una n-orbidad hiperbolica M™ es aquella que admite una métrica riemanniana de curvatura cons-
tante negativa. Luego, su cubriente universal es el espacio hiperbdlico H" y su grupo fundamental
admite una representaciéon como un subgrupo kleiniano I' discreto de isometrias hiperbdlicas. Si la
orbidad no tiene puntos singulares entonces es una variedad y en este caso su grupo fundamental
admite una representacién como un subgrupo libre de torsién.

Al considerar la regién fundamental de la accién de I' en el espacio hiperbélico H? se obtiene una
estructura como CW complejo geométrico de M? presentada como un poliedro hiperbélico P? con
los lados 2-dimensionales identificados en parejas mediante isometrias hiperbélicas. Si M3 es una
3-orbidad no compacta pero de volumen finito entonces el poliedro P2 es un poliedro ideal; esto es
con sus vértices en la esfera al infinito de H?.

En cada vértice ideal de P2 se considera una horibola suficientemente pequeria de manera que sélo
intersecte los lados de P? incidentes con este vértice ideal en el que se ha centrado la horibola. Se
recorta la interseccién con P3. El apareamiento hiperbélico de caras de P3 induce un apareamiento
euclideano de las aristas de los poligonos que se forman en la interseccién de las horiesferas con P3
llamados aureolas de los vértices ideales. De este modo, se obtiene la parte gruesa de M3 que es
una 3-orbidad compacta que denotamos por M?3.

La frontera de M3 son 2-orbidades cerradas euclideanas orientables. Si M? es una 3-variedad
hiperbélica orientable entonces la frontera de M3 son superficies cerradas y por lo tanto son 2-
toros; uno por cada ciclo de vértices ideales bajo la relacién de equivalencia determinada por el
apareamiento de lados. Por lo tanto, se pueden rellenar esos 2-toros al pegar 2-toros sélidos para
obtener una 3-variedad cerrada N3 y la 3-variedad hiperbédlica M3 es entonces el complemento de
un enlace de circunferencias en N3 y se puede escribir M3 = N3 — K1,

Mediante recortar vecindades tubulares truncadas en la aristas truncadas y en los lados biselados
de P3 se obtiene una descomposicién en asas (3-bolas con una regla de pegado) de M?3. Cada
componente de la frontera de M3 es un 2-toro. Al rellenar las puntas de M? también es posible
descomponer en asas a N?; esto es, al pegar un toro sélido (expresado como la unién de una 2-asa
y una 3-asa) pegado por la identidad en cada componente a la frontera. Un meridiano del 2-toro es
la circunferencia donde anadir una 2-asa y un paralelo es una curva paralela e isotopica al corazén
del toro sélido. Por lo tanto es isotépico al nudo que es un componente del enlace K en N3 cuyo
complemento es M3.

Dos descomposiciones en asas representan la misma 3-variedad si es posible pasar de una a la otra
por medio de una secuencia finita de movimientos de asas. Luego, si N? es difeomorfa a la 3-esfera S?
entonces es posible eliminar asas en la descomposicién de N3, ademas de isotopias y deslizamientos
de asas, hasta obtener la descomposicién estdndar de S* como la unién de dos 3-bolas pegadas
por su frontera S? que forman una 0-asa y una 3-asa. Si se ha ido tomando en cuenta la posicién
isotépica de los paralelos de los 2-toros componentes de la frontera de M? en los diagramas de
descomposicién por asas en este proceso al final ha de quedar dibujado el diagrama clasico con las
curvas cerradas simples isotépicas a los nudos componentes del enlace K cuyo complemento en S?
es M3.
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§ 3. Estructuras hiperbdlicas en complementos de nudos y enlaces.

En esta seccién se estudia la topologia de variedades hiperbdlicas y la geometrizacién de comple-
mentos de nudos y enlaces. En particular, se describen poliedros hiperbdlicos fundamentales de
las acciones de las representaciones de los grupos fundamentales de una 3-variedad que es una
subvariedad geodésicamente completa de un cubriente de Selberg del grupo modular cuaterniénico
de Verjovsky- Lipschitz, del nudo figura-ocho, del enlace de Whitehead de dos componentes y del
enlace de los anillos borromeos de tres componentes. Ademas se estudia la estructura de complejo
celular lineal por pedazos como el resultado del apareamiento por isometrias de los lados de los
poliedros fundamentales.

§3.1. Los sdlidos platénicos hiperbdélicos ideales.

En el 3-espacio euclideano R? considere la 2-esfera S? y su interior, la 3-bola B3, de radio 1 y
centrada en el origen,

B® = {(z1,22,73) € R® 1 2 + 23 + 23 < 1},
S? = 0B® = {(z1,22,73) € R3: m% +x§ +z§ =1}

Los sélidos platénicos se representan en la notacién de Schlaffli por el simbolo {p, ¢} formado por
dos numeros enteros ordenados p,q > 2 tales que }3 + % > % Esta desigualdad se puede obtener
de muchas maneras (condiciones geométricas respecto a los dngulos diedrales de los poliedros,
condiciones topoldgicas respecto de la regularidad de las incidencias de las aristas en los vértices,
condiciones algebraicas respecto a los érdenes de los grupos de simetrias, etc... ). El simbolo {p, ¢}
de la notacion de Schlaffli significa que las caras del poliedro son p—agonos regulares y que en cada
uno de sus vértices inciden ¢ caras p—gonales (o equivalentemente ¢ aristas).

Se tienen 5 sélidos platénicos {3, 3}, {3,4},{3,5},{4, 3}, {5, 3} que son el tetraedro, el octaedro, el
icosaedro, el cubo y el dodecaedro, respectivamente. Estos poliedros son convexos y regulares.
Considere un octaedro @3 inscrito en la 2-esfera S2. Por ejemplo, considere explicitamente el oc-
taedro O3 formado por la envolvente convexa (esto es, el menor de los convexos), que contiene a
los 6 vértices en la interseccién de S? con los 3 ejes coordenados.

Si se dota a B? con la métrica riemanniana del modelo proyectivo del 3-espacio hiperbélico se
obtiene un sélido platénico hiperbdlico ideal, esto es inscrito en la esfera al infinito (con sus vértices
en ella) y sus lados son geodésicamente completos dado que las geodésicas y planos hiperbdlicos
en este modelo proyectivo del espacio hiperbdlico estan representados en la intersecciéon de lineas y
planos euclideanos con la bola B3. Dado que partimos de un poliedro euclideano regular, se obtiene
un poliedro hiperbdlico ideal regular, esto es porque los grupos de simetrias del poliedro eculideano
y del poliedro hiperbdlico son isomorfos y actian transitivamente en sus vértices, sus aristas y
sus caras. Por lo tanto, el angulo diedral en cada punto de cada una de las aristas de los sélidos
platénicos euclideanos y de los equivalentes hiperbdlicos es el mismo en cada caso.

Ahora cambiamos de métrica. En el modelo conforme de la 3-bola del espacio hiperbdlico, los
vértices ideales de los poliedros son los mismos que en el modelo proyectivo, pero los lados cambian.
Por ejemplo, los lados del octaedro hiperbélico O3 determinan ocho 2-esferas de radio 1 centradas
en los puntos en R? cuyas coordenadas tienen un cero y en las otras dos coordenadas un + 1. Los
ocho centros de estas esferas son los vertices de un cubo inscrito en la 2-esfera ideal S?. Las ocho
2-esferas son ortogonales a 9B?, por lo tanto determinan hiperplanos hiperbélicos completamente
geodésicos en B3. Cualesquiera dos de estas 2-esferas euclideanas se intersectan ortogonalmente o
son tangentes y el punto de tangencia estd en 0B3, o son disjuntas. Ver figura 9.2.
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Figura 9.2. Un octaedro hiperbélico ideal @3 en los modelos proyectivo y conforme de la 3-bola
B? del 3-espacio hiperbdlico.

A partir de los modelos proyectivo o conforme y mediante las isometrias de Cayley, se obtiene el
modelo hiperbdlico del semiespacio superior

H? = {(x1,22,23) € R®: 23 > 0} U {0}
dx%-i—d:c%—i—da:%

&
modelos de las 3-bolas es la 2-esfera S> = B3, se transforma por las isometrias de Cayley en la
compactificacién del plano por un punto R? U co. Ver figura 9.3. Supéngase que el vértice ideal
(—1,0,0) de O en B? se transforma en el punto al infinito co en H?. Los lados de 02 son ocho
triangulos ideales que inciden en grupos de cuatro en cada vértice ideal. En particular, los 4 lados
incidentes en oo forman una chimenea de base cuadrada ortogonal a la frontera ideal del espacio
hiperbélico que se denota por d-,H?. Las aristas incidentes en oo son las 4 geodésicas hiperbélicas
verticales que unen a oo con sus vértices adyacentes los cuales se han transformado en los 4 puntos
ideales (£2,0,0) y (0,£2,0) que forman un cuadrado en d,,H?. El vértice ideal (1,0,0) de O3
opuesto a oo se transforma en el origen (0,0,0) que es el baricentro de este cuadrado y a él inciden
los 4 tridngulos formados por las geodésicas de los lados del cuadrado y las que unen sus vértices
a su baricentro. El 4ngulo diedral de cada arista de O es el mismo y es un dngulo recto 7/2 que
se puede obtener facilmente mediante las aristas asintéticas a oo y el cuadrado en la base.
Resumiendo, O2 es un octaedro hiperbélico que es convexo, regular, rectangular, ideal y no com-
pacto aunque de volumen finito.
El octaedro O3 forma un kaleidoscopio o panal hiperbélico; es decir, si se refleja O3 en cada uno
de sus lados se obtiene un poliedro de mayor tamano, formado por varias copias de @3. Como el
dngulo diedral de O3 es /2, se pueden pegar 4 copias de O3 alrededor de una arista sin traslaparse
y llenando por completo el espacio. Por lo tanto, si se continua reflejando ad infinitum en sus lados
triangulares, el espacio hiperbélico H? es enmosaicado; esto es, llenado completamente sin traslapar,
mediante una infinidad de octaedros convexos, ideales, regulares y rectangulares isométricos a O3.
Ver figura 9.4 y 9.5. Este mosaico es un kaleidoscopio o panal regular hiperbélico 3-dimensional con
infinitas células que se representan en la notacién de Schlaffli por {3,4,4}. Los vértices ideales de
los octaedros asintéticos a oo se distribuyen en el plano d,,H? como los vértices y baricentros del
enmosaicado clésico por cuadrados (4 por cada vértice) de R? que se representan en la notacién de
Schlaffli por {4,4}.
La construccién de estos panales regulares hiperbdlicos es andloga para los demas sélidos platdnicos
euclideanos: el tetraedro, el cubo, el dodecaedro y el icosaedro que se denotan por {3, 3}, {4,3}, {5, 3}, {3, 5},
respectivamente. Los panales regulares hiperbélicos asociados se denotan por {3, 3,6}, {4, 3,5}, {5, 3,5}, {3, 5, 3},
respectivamente.

con la métrica als%l3 = . La frontera ideal del espacio hiperbélico d,H? que en los
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Figura 9.3. El octaedro @3 en el modelo hiperbélico del semiespacio superior H? con uno de sus
vértices ideales en el punto al infinito oc.

Figura 9.4. El poliedro Q3 es el mosaico del panal regular {3,4,4}.

Figura 9.5. El poliedro Q3 es el mosaico del panal regular {3,4,4}.
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Figura 9.6. El panal regular dual {4,4,3} del panal regular {3,4,4}.
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Figura 9.8. Proyeccién estereogréfica (bajo isotopia) de los octaedros ©O2 y O con sus lados
identificados.

83.2. Un poliedro hiperbdlico con sus caras apareadas.

Sean 0% y O¥ dos octaedros hiperbdlicos de {3,4,4}. A continuacién se obtendrd una variedad
hiperbdlica como un complejo celular a partir de estos dos octaedros y la identificacion de sus lados
por parejas mediante isometrias hiperbdlicas. El grupo fundamental de esta 3-variedad hiperbdlica
es isomorfo a un subgrupo de isometrias y de simetrias del panal hiperbdlico regular {3,4,4} que
preserva el pegado de los lados.

Como regla de identificacién de las k—caras, se etiquetan los lados, aristas y vértices de O3 y 0%
de acuerdo a la figura 9.7.

En la figura 9.8 se ha proyectado estereograficamente la frontera 003 = 82 = 90% de los octaedros
en dos planos R? U co. Imagine que la figura 9.8 se encuentra en un plano R? que es la frontera
de dos semiespacios de R? y que el semiespacio en donde usted se encuentra es el exterior de 03 y
0% de manera que mira de frente a estos poliedros de forma topolégicamente esférica que se han
inflado mucho, infinitamente mucho en R? U oo.

Con el fin de trabajar solamente con un poliedro hiperbélico convexo, se identifica un par de lados
de los dos octaedros rectangulares @2 y O%. En la figura 9.9 se toman adyacentes en el panal
{3,4,4} los dos octaedros O3 y O, identificando los lados que se habian etiquetado con el niimero
8 para formar un poliedro convexo que llamaremos P3.

Sea M? el complejo celular hiperbélico que proviene de identificar en parejas y mediante isometrias
los lados de P? como en la figura 9.9.

Para cada lado triangular S? = 1,... .8 (6 S = 1’,...,8) de P3; existe una tnica isometria hi-
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Figura 9.10. Proyeccién de la frontera 9P3 22 S? en un plano R? U co.

perbélica s (6 57!, respectivamente) que invierte la orientacién de H? y que manda O% en O3 y

el lado S? en S? (0 manda O3 en O% y el lado S? en S?, respectivamente). La isometria s deja
invariante el panal {3, 4,4}, ademds preserva el poliedro P? y la identificacién de sus lados.

En la figura 9.10 se ha proyectado radial y estereograficamente la frontera OP3 = S? en un plano
R? U 0co. Ademés de haberse realizado algunas isotopias. Imagine otra vez que el semiespacio en
donde se encuentra usted es el exterior de P3.

§ 3.3. Ciclos del pegado.

El apareamiento de los lados de los octaedros 0% y O% determina una relacién de equivalencia
en el conjunto de todas las k—caras de P3. Las clases de equivalencia se llaman k—-ciclos del
apareamiento.

Los 16 lados de O3 y O forman los 14 lados triangulares ideales en P> que se identifican por
parejas formando 7 ciclos de lados los cuales se han enumerado en las figuras. La isometria que
identifica a una pareja de lados invierte la orientacién del poliedro P2, por lo que el complejo celular
M?3 que proviene de este apareamiento es orientable. Las 24 aristas de O3 y O se identifican en
grupos de 4 formando 6 ciclos de aristas que se han marcado por las letras A, ..., F.
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Dado que P2 es un poliedro hiperbélico rectangular y no tiene vértices reales, el apareamiento de
lados de P3 es propio; esto es, alrededor de cada punto del poliedro P? existe una vecindad en el
complejo celular M? isométrica a una 3-bola en H3.

Para los puntos en el interior del poliedro esto es obvio, para los puntos en el interior de las caras
triangulares se tienen dos imagenes por cada punto bajo la accién del pegado de caras, esto es el
apareamiento de caras. Por lo tanto se tiene media bola hiperbdlica en cada una de las dos caras del
poliedro que se identifican en una pareja. Para los puntos en el interior de las aristas del poliedro
se tienen 4 iméagenes por cada punto bajo la accién del pegado de caras, por lo tanto se tiene un
gajo de orden 7 de una bola hiperbélica en cada una de las caras del poliedro que se identifican en
esta arista.

Debido a que en este caso los poliedros hiperbdlicos no tienen vértices que no sean ideales ya se
tiene que para cada punto existe una vecindad isométrica a una 3-bola hiperbdlica. En el caso de
trabajar con un poliedro hiperbdlico con algunos vértices no ideales, esto se identificaran en ciclos
de orden mayor a 2 al igual que las aristas y dependiendo de que poliedro se forma en la aureola
de los vértices y aristas que se pegan en un solo ciclo se puede obtener una estructura hiperbdlica
de curvatura constante. Si existen puntos en el poliedro que no tienen la misma curvatura que los
demas puntos entonces el poliedro hiperbdlico con este apareamiento de caras produce una orbidad
hiperbdlica.

Las vecindades en M3 de algunos vértices y sus ciclos: en el interior de P3, en sus lados y en sus
aristas. Se muestran como gajos que tras identificarse por el apareamiento de lados de P3, forman
3-bolas hiperbdlicas.

Por lo tanto, M3 admite una estructura como 3-variedad hiperbdlica, orientable y no compacta
pero de volumen finito.

§4. Descomposiciéon geométrica de variedades hiperbdlicas.

El apareamiento de los lados del poliedro fundamental P™ de una n-variedad hiperbélica M™ induce
una identificacién de sus vértices ideales y genera en ellos una relacion de equivalencia. Los ciclos
o las clases de equivalencia se les llama puntas cuspidales de la n-variedad hiperbdlica M™.

Una propiedad muy interesante de las variedades hiperbdlicas es el hecho de que pueden no ser
compactas y aun asi tener volumen finito. En este caso las puntas abiertas de las n-variedades
deben ser un conjunto finito de cuspides hiperbdlicas de volumen finito homeomorfas al producto
[0,00) X ¥eye de un semirayo [0,00) y una (n — 1)-variedad Euclideana cerrada ¢, llamada la
seccion de la cuspide cuya geometria es modelada en horiesferas que son subespacios de curvatura
constante 0. Para el caso 3-dimensional, las tinicas superficies cerradas que admiten una estructura
geométrica Euclideana son el toro y la botella de Klein. Para el caso mas general de 3-orbidades con
singularidades las secciones de las cuspides son algunas de las 2-orbidades euclideanas asociadas a
los 17 grupos cristalograficos que existen y actian en el plano R2.

Al conjunto de puntas de una n—variedad hiperbdlica de volumen finito se le conoce como la parte
delgada.

Por cada punta en M™ se elige una seccién que delimita la cispide con el componente en la
frontera de una n-variedad compacta M"™ C M™. La n-variedad M"™ se conoce como la parte
gruesa de M™. En el caso de n-variedades hiperbdlicas M"™ que son homeomorfas a complementos
2-codimensionales de un conjunto finito de (n — 2)-variedades euclideanas L"~2 en n-variedades
cerradas N, esto es M"™ = N™ — L"~2; se identifica a la parte gruesa M" con el exterior del enlace
hiperbdlico.

La union por la frontera de la parte delgada y la parte gruesa compone a M".
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§4.1. La parte delgada.

Se puede ver en la figura 9.10 que en el ejemplo formado por 2 octaedros M3 tiene 12 vértices
ideales que se identifican en 3 puntas abiertas de 4 vértices ideales cada una y se han marcado en
las figuras como un circulo, una estrella y un cuadrado.

Los componentes de la frontera de M? se obtienen del apareamiento de las fronteras de vecindades
en P3 de sus vértices ideales. Sea [v] la punta abierta de un vértice ideal v de P? y sea ¥, una
horiesfera centrada en v, suficientemente pequena como para que sélo intersecte los lados de P3
incidentes con v.

La aureola del vértice ideal v es el poligono euclideano que se obtiene en la interseccién de P? con
Y, y se denota por L(v). La clase de semejanza del poligono L(v) no depende de la eleccién de
la horiesfera ¥,. Para cada punta [v] de M3, considere que las horiesferas {3, : u € [v]} son lo
suficientemente pequeias como para que las aureolas de los vértices ideales de P3, sean poligonos
disjuntos.

El apareamiento por isometrias hiperbélicas de los lados de P? determina (por restriccion) un
apareamiento por isometrias euclideanas de los lados en las aureolas L(v) de todos sus vértices
ideales v € [v].

La aureola, o la seccion de la ciispide, de la punta [v] de M?3 es el espacio que se denota por L[v]
obtenido al identificar por isometrias euclideanas, los lados de las aureolas {L(u) : u € [v]}. La
aureola L[v] es una superficie cerrada y dado que M? es una 3-variedad orientable (por la manera
en la que se aparean los lados de P3), entonces L[v] es un 2-toro euclideano. M4s atin, la aureola
L[v] es geodésicamente completa dado que es compacta y se identifica propiamente por isometrias
euclideanas, por lo tanto M3 también es una variedad plana geodésicamente completa.

En la figura 9.11 se muestra explicitamente la estructura celular de las aureolas L[v] de los ciclos
de vértices ideales de P3, estos son tres 2-toros que denotaremos por T’ 12, T 121 y TIQI I

§4.2. La parte gruesa.

Ahora vamos a truncar el poliedro P3 para obtener una 3-variedad compacta con frontera. Para
cada uno de los vértices ideales de las tres ctspides {I,II,III1} de M3, se recortan de P> su
interseccion con las horibolas abiertas y disjuntas cuyas fronteras son las aureolas de los vértices
ideales de P3. De esta manera se obtiene un poliedro compacto hiperbélico P? y un apareamiento
de sus lados inducido por el apareamiento de los lados de P3, que determinan un complejo celular
M3 difeomorfo a la parte gruesa de M3. Mds atin, M3 es un retracto por deformacién de M3.

En nuestro ejemplo, M3 es una 3-variedad hiperbdlica, compacta, orientable y con tres 2-toros
en su frontera, uno por cada cuispide de M3. Por lo tanto, M3 es difeomorfo al complemento de
tres toros sélidos abiertos en una 3-variedad cerrada N3; en otras palabras, M? es difeomorfo al
exterior de un enlace de tres circunferencias en N3, una en el corazén S' x {0} de cada toro sélido
abierto S! x B2. M4s atn, como M?3 es difeomorfa al interior de M3 entonces M3 es difeomorfa
al complemento de un enlace A' de tres circunferencias en una 3-variedad cerrada N2, de manera
que M3 = N3 — AL

§5. Descomposiciéon en asas.

En esta seccién se va a describir el hecho de que una 3-variedad hiperbélica M3 es el complemento
de un enlace en una 3-variedad cerrada N®. Ademds se mostrara que la 3-variedad N3 y el enlace
Al se pueden obtener a partir de M?3. Para ello hay que rellenar mediante toros sélidos cada uno
de los tres 2-toros que son componentes de la frontera de la 3-variedad compacta M3,
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D. Ivansi¢ ha propuesto un método en [34] y [35] para obtener un diagrama de la clase de isotopia
de los nudos o enlaces hiperbdlicos en la 3-esfera. Comienza con una presentacion del exterior del
enlace A! que es la 3-variedad cerrada M3 equivalente a la estructura de complejo celular con
la que se ha estado trabajando, como un poliedro hiperbdlico ideal truncado por horibolas y una
identificacion de sus caras mediante isometrias hiperbdlicas. Se trata de descomposicion en asas:
un método que presenta a una 3-variedad suave y compacta como una coleccién finita de 3-bolas
cerradas con interiores disjuntos, pegadas entre si por su frontera de manera semejante al clasico
juego de armar rompecabezas. Para esta seccién se pueden consultar las referencias [26] y [34].

8§5.1. Asas.

Las piezas en esta descomposicién son 3-bolas. Cada una de estas 3-bolas se factoriza como h? =
D3 = DJ x D37J; donde j € {0,1,2,3}, y se puede pegar (o despegar) por 9D’ x D377 a una
3-variedad compacta X3, mediante un encaje ¢ : 9D7 x D37 — 9X. Una 3-bola cerrada h? con
estas caracteristicas de factorizacion y regla de pegado se le denomina j—asa 3-dimensional.

Las asas llevan un indice j que indica como se factoriza la 3-bola de manera que se puede escribir
hj’-’ = D? = DJ x D37J. Este indice es importante dado que la asa h;’ se puede pegar o despegar a
la 3-variedad X2, a lo largo de la imagen, bajo el encaje ¢, del espacio 0D7 x D377 = §i—1 x D3-J
que se conoce como la region de pegado de h?. A la esfera S7=1 x {0} se le conoce como la esfera
de pegado de h?.

Al pegar una asa h;’ a una variedad compacta suave X° mediante ¢, existe una tnica manera de
suavizar las esquinas, por lo tanto se obtiene una variedad suave bien definida que se denota por
X3 Ug h?. El tipo de difeomorfismo de X3 Usg h;’ solo depende de la clase de isotopia de ¢; es decir,
es suficiente especificar el encaje ¢ bajo isotopias dado que una isotopia de dos encajes ¢ y ¢’
determina un difeomorfismo entre las variedades X3 Ug h? y X3 Ugr h?.

La j—asa h? = DI x D377 es la j—célula DI x {0} engrosada para ser 3-dimensional, por esta
razén a esta j—célula se le conoce como el corazén del asa. El corazoén de una asa h? se engrosa
3-dimensionalmente al considerar el producto de cada uno de sus puntos con una (3 — j)—célula.
En particular, a la (3 — j)—célula {0} x D"/ y ala (n—j — 1)-esfera {0} x S"77~! se les denomina
cocorazon y cinturon del asa h?, respectivamente.

Mi4s atin, existe un retracto por deformacién de X2 Uy h? sobre X3 Ug|si-1x{0} Si=1 % {0}. Por lo
tanto, en homotopia pegar una j—asa hg? es lo mismo que pegar la j—célula que forma su corazén
a una 3-variedad compacta X?3.

Una descomposicién en asas de una 3-variedad se puede modificar mediante isotopias en las trans-
formaciones de pegado, hasta que las asas se peguen de modo que sus indices se formen en orden
ascendente. Las asas del mismo indice pueden pegarse en cualquier orden o, incluso, simultanea-
mente.

De este modo se obtiene una secuencia de 3-variedades compactas al ir pegando las asas de manera
que después de pegar todas las asas, se obtiene M3.

§ 6. Descomposicién en asas de una 3-variedad presentada como
un complejo celular.

En esta seccion vamos a describir explicitamente el método de D. Ivansié¢ que describe una descom-
posicién en asas a partir de la presentacién de la parte gruesa M3 de una 3-variedad hiperbélica
cocompacta M3 como un complejo celular, esto es definida como un poliedro hiperbélico P? en H?
cuyos lados se identifican en parejas por isometrias.
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3-asas.

En primer lugar se engrosan los vértices reales, en nuestros ejemplos P2 sélo tiene vértices ideales
y cuando se obtuvieron vértices reales se obtuvo una nueva estructura celular sélo con vértices
ideales. Debido a ello pasaremos a estudiar las aristas.

2-asas.

Al truncar las vecindades de vértices ideales de P? se truncan también las puntas de las aristas. Se
engrosa cada una de las aristas que podemos denotar por e; ; en el poliedro truncado P3 que proviene
de una arista de P3 mediante vecindades tubulares E; j, ortogonales a la arista e;;, disjuntas
y suficientemente pequefias para no intersectar otras partes del poliedro P32, de manera que el
apareamiento de lados induce por restriccién un apareamiento de los lados de Ej ;.

En nuestro ejemplo las 24 aristas de P3 se dividen en 6 grupos de 4 aristas €15, €4, 0 €j,1 =
1,2,3,4; que se identifican en una sola arista e; en M3, donde j = 1,..,6. Se recortan las 24
vecindades E; ; de P3 para obtener un poliedro truncado P} en el espacio hiperbdlico, con los
lados y las aristas que provienen de P3 apareados y truncadas, respectivamente. Si las 4 vecindades
Eqj,...E4j de un ciclo de aristas se pegan entre ellas por sus lados, como gajos alrededor de la
arista e;, se forma un prisma difeomorfo a un cilindro sélido E; = F1 ;U, ... U Ey ; = D? x D' cuyo
eje es la arista e; en M3 y que se pega por su banda 9D? x D' = S! x D' a las cuatro regiones
correspondientes de P3. Este cilindro y su manera de pegarse forma una 2-asa h3 cuyo cocorazén
es la arista e; y cuyo cinturén son los dos puntos en los extremos de e;. El corazén de h3 es un
2-disco en la mediatriz de la arista y su region y esfera de pegado son la banda y una circunferencia
en ella, respectivamente. De esta manera se obtiene una presentacién de M3 descompuesto como 6
cilindros (2-asas) que se pegan por sus bandas a un poliedro 75% .

1-asas.

Ahora se engrosan cada uno de los lados s;, [ = 1,..,8,1',..,8'; de P} que proviene de un lado de P3
mediante vecindades tubulares 5, ortogonales a s;, disjuntas y suficientemente pequenas. e.g. los
16 lados de P? se identifican en 8 hexdgonos en M3,

Se recortan las 16 vecindades S; de P} para obtener un poliedro bitruncado 755’ en el espacio
hiperbélico, con los lados y las aristas que provienen de P3 truncados. Cada una de las 2 vecindades
S; v Sy de un ciclo de lados es un prisma. Al aparear el lado s; con el lado sy, los dos prismas S;
y Sy se pegan entre si formando un prisma del doble de tamano, difeomorfo a un cilindro sélido
S = S;USy = D' x D? en M? dividido por mitad por el lado s; y que se pega por sus dos discos
OD' x D? = S% x D? a las dos regiones correspondientes de 758. Este cilindro y su manera de
pegarse forma una l-asa h$ cuyo cocorazén es el lado s; y cuyo cinturén es una circunferencia a su
alrededor. El corazén de h? es un segmento de linea en la mediatriz del tridgngulo en el lado s; y su
region y esfera de pegado son los dos discos del cilindro A y sus centros, respectivamente.

Por lo tanto, en dimension 3 las 1-asas y las 2-asas son cilindros, la diferencia es que las 1-asas se
pegan en dos 2-discos SO x D? y las 2-asas se pegan en una banda o anillo ST x D!,

0-asas.

Lo que nos queda después de retirar todas las caras engrosadas de P?3 es el poliedro 758 que forma
la tinica 0-asa de M3 puesto que es homeomorfo a una 3-bola que se puede escribir como D° x D3
pegada por 0D x D3 = {); es decir, pegar una 0-asa es equivalente a tomar la unién disjunta con
una 3-bola, las 0-asas son las Unicas j—asas que tienen esta propiedad.
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§6.1. Composicion en asas de la variedad.

Para ensamblar a M3 es necesario pegar los cilindros que forman las 1-asas h$ = S; en sus dos
2-discos a la superficie de la frontera de la 0-asa. De esta manera se obtiene una 3-variedad homeo-
morfa a una 3-bola con 8 l-asas, misma que se proyecta en un cuerpo con asas encajado en M3
bajo la identificaciéon P? — M?3.

Finalmente, al pegar las 2-asas, i.e. los 6 cilindros mediante bandas en la superficie de la frontera
de este cuerpo con asas, se obtiene la 3-variedad M?3.

De esta manera se tiene el rompecabezas completo. Se descompone a la 3-variedad M? como una
coleccién finita de 3-bolas que se pegan por sus fronteras: una 0-asa a la que se le pegan 14 cilindros
homeomorfos a 3-bolas, de los cuales 8 cilindros son 1-asas que se pegan por sus dos 2-discos y 6
cilindros son 2-asas que se pegan por sus bandas.

En el proceso de conversion de la presentacién de una variedad como un poliedro cuyas caras se
han identificado a su descomposicién por asas se tiene que por cada k—cara de P?3 se obtiene
una (3 — k)—asa como un subconjunto de M3 difeomorfo a D3~% x D¥ pegada a M3 mediante
OD3F x Dk,

La 3-variedad M3 se descompone en asas como si fuese un rompecabezas cuyas piezas se pegan por
su frontera con cierta regla. La descripciéon como complejo celular de M3 representa la regla del
pegado del rompecabezas.

Usualmente un rompecabezas es de forma rectangular, esto es, homeomorfo a un 2-disco. Ahora
estamos empezando a jugar con rompecabezas cuya forma es la de una 3-variedad hiperbdlica con
frontera. El poliedro P2 y su apareamiento de lados es una presentacién del rompecabezas en donde
se han despegado algunas piezas para obtener una regién convexa en H? cuya frontera esta formada
por la frontera de piezas que se identifican.

El poliedro P3, el conjunto del poliedro P} con los 6 cilindros alrededor de las aristas y el conjunto
del poliedro 758 con los 14 cilindros son tres rompecabezas que arman la misma 3-variedad M3. Este
dltimo rompecabezas es una descomposicién en asas de M?3 puesto que es una coleccién finita de
piezas difeomorfas a 3-bolas expresadas como D3~ % x D y con interiores disjuntos que se pueden
pegar o despegar entre si a lo largo de D3~* x D* mediante un encaje ¢ : 0D37% x D¥ — 90X, para
obtener una secuencia de 3-variedades compactas mediante ir anadiendo las asas de tal manera que
después de pegar todas las asas se obtiene M3.

Esta misma descomposicion en asas sirve para el complemento en la 3-esfera del enlace de Whi-
tehead y de los anillos borromeos porque su regién fundamental esta basada en el mismo octaedro
hiperbdlico ideal rectangular. Para el complemento del enlace del nudo ocho se tiene otro poliedro
en el lugar de P? y es una bipirdmide triangular conformada por dos tetraedros hiperbélicos ideales
de dngulo diedral 7/3. Se trunca por horibolas y la interseccién de horiesferas con las puntas de los
tetraedros son triangulos equilateros.

Al biscelar cada tetraedro truncado se obtienen 6 gajos de dngulo 7/3 y ellos conforman una 2-asa.
Finalmente al rebanar los lados se obtienen 4 rebanadas que conforman dos 1-asas.

Por lo tanto, las descomposicién en asas del complemento del nudo figura-ocho contiene 2 0-asas
que provienen de una region fundamental de 2 tetraedros. De sus caras hay 4 1-asas y de sus aristas
hay 2 2-asas. La caracteristica de Euler es 2-4+2=0.

§6.2. Diagrama de una descomposiciéon en asas.

Es posible realizar un dibujo en el plano de un diagrama que contenga la informacion de la des-
composicién en asas de M3 y de N3, incluso que contenga la informacién de la isotopia del enlace
Al c N3,

El diagrama de una descomposicién en asas es un dibujo en la frontera de la 0-asa 9P; = S? =
R? U oo que es la pieza base del rompecabezas para construir M3 y N3. En ella, se dibujan las
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esferas y las regiones donde se pegan las demds asas de la descomposicién que provienen de los
lados y las aristas de P3. Estas regiones son parejas de discos que son las tapas de los cilindros de
las 2-asas y unos segmentos de linea entre estos 2-discos que al identificarse con la 1-asa, se unen
sus extremos y forman curvas cerradas que son los cinturones de las 1-asas, respectivamente. Con
esta informacién es posible caracterizar completamente la descomposicién en asas de M3 y de N3.
En primer lugar, una proyeccién central p : 753 — P3 desde un punto en el interior de la 0-asa 753
y hasta la frontera OP3 = S%2 = R? U cc.

Después se proyecta estereograficamente el poliedro P? en R2Uoo a partir de un punto en el interior
de un lado, de manera que la proyeccién de las aristas; esto es, la grifica del 1-esqueleto de P3,
forma un subconjunto compacto de R2. El plano R? donde se dibuja el diagrama divide a R? en
dos semiespacios, uno de ellos es el interior de P§ y el otro es su exterior en donde se van a pegar
las demas asas.

Las l-asas D! x D? provienen de engrosar los lados que forman una pareja de la identificacién en
P3 y se pegan en dos circulos S° x D? en 758 en los lados que se identifican. Sea L un lado de P3,
en el interior de L se dibuja un pequeno circulo que serd una de las dos regiones donde se pega
la 1-asa inducida por este lado. La otra region es un circulo que se dibuja en el interior del lado
L’. Los circulos de los lados L y L’ se identifican en el diagrama invirtiendo su orientacién de tal
manera que topolégicamente se tiene el mismo resultado que pegar una l-asa D' x D? cuyos pies
sean estos dos circulos D! x D? = S° x D2, Se dibujan y se identifican circulos en el interior de
cada lado de P3. Uno de los circulos quedard a un extremo del dibujo de la proyeccién de las aristas
en R2.

Las 2-asas D? x D' que induce engrosar las aristas se pegan alrededor de una banda S' x D!. En
el diagrama basta especificar las circunferencias S! x {0} para poder pegar las 2-asas a Pj. En
cada arista proyectada en R?, se dibuja un arco transversal que une los circulos en el interior de
los dos lados adyacentes. La union de los arcos que estan en el mismo ciclo de aristas forma la
circunferencia donde se pega una 2-asa.

El diagrama de una descomposicién por asas se corresponde con el 1-esqueleto del diagrama del
poliedro dual P2 de P3. Un vértice de P? es el pie de una 1-asa que es el circulo en el interior de
un lado de P3. Una arista de P2 une dos lados adyacentes de P3. A cada tridngulo en la aureola
de un vértice ideal de P3 le corresponde una seccién de la frontera de P que forma un lado de P3.
Por lo tanto, por cada lado, cada arista y cada vértice ideal de P?3 se tiene un vértice, una arista y
un lado de P32, respectivamente.

En cada uno de los toros que son componentes frontera de la 3-variedad se le pegan toros sélidos
para obtener la 3-variedad cerrada N3. Un toro sélido se forma con dos asas: una 2-asa y una 3-asa.
La circunferencia de pegado de la 2-asa es un meridiano del toro en la frontera del toro sélido y
una curva que es un paralelo de este toro también es paralela al alma del toro sélido; por lo tanto
es paralela al nudo que se obtiene en la 3-variedad N3.

A cada tridngulo en la aureola de un vértice ideal le corresponde una seccion de la frontera de Py
en la que se dibujan los meridianos y paralelos de los componentes en la frontera de M3 que nos
indicaran donde anadir una 2-asa y dénde esta la curva isotdpica al nudo que es un componente
del enlace hiperbdlico.

Al trabajar con asas como bolas topoldgicas en lugar de poliedros rigidos se tienen permitidos
algunos movimientos de las asas que nos permiten simplificar considerablemente la presentacion de
una variedad. En particular, si N3 es difeomorfa a la 3-esfera S?, entonces existe una presentacién
estandar muy sencilla de N® descompuesta en dos asas (una l-asa y una 3-asa). Esta presentacién
corresponde con la clasica descripcion de las esferas como dos hemisferios pegados en un ecuador.
Si en cada componente frontera de M3 se pega un toro sélido S' x D? por su frontera S' x S! se
obtiene una 3-variedad cerrada y orientable N3. En el caso en el que se tenga una 3-esfera (por
ejemplo, si se verifica que N3 es una 3-variedad simplemente conexa); entonces podemos encontrar
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un homeomorfismo de M? con el complemento S — A! de un enlace A', donde A' es la coleccién
de los tres circulos S! x {0} en el corazén de los toros sélidos afiadidos.

Es posible obtener una descomposicién en asas de N2 a partir de una descomposicién de M? dado
que, en términos de la teorfa de asas, pegar un toro sélido D? x S! por el 2-toro en su frontera
S! x S! a un componente de la frontera de M? es lo mismo que afiadirle una 2-asa y una 3-asa.
La circunferencia de anadidura de la 2-asa puede ser cualquier curva cerrada simple no trivial en
el 2-toro, por ejemplo una curva meridiano. Un paralelo es una curva isotopica al corazén del toro
sélido y por lo tanto es isotépico al nudo que es un componente del enlace en N3.

Para cualquier 2-toro Tf,z’ = 1,2,3; que es un componente en la frontera P3, se escogen dos curvas
m; v l; que representen los generadores de (Tf) = Z2. El meridiano m,; del toro sélido anadido
es el circulo donde se pega la 2-asa. El paralelo I; es isotépico al corazén del toro sélido TZ-Q, por
lo tanto es isotépico al componente i del enlace hiperbdlico A. En las figuras 9.11 a 9.19 se han
dibujado los meridianos m; con lineas delgadas y los paralelos I; con lineas gruesas. Las curvas
l1,l2 y I3 no son circulos de pegado de 2-asas como los meridianos m;, sélo curvas dibujadas en
la superficie del cuerpo con asas cuya posicién nos interesa guardar. En particular, los circulos de
pegado de las 2-asas m; pueden moverse por isotopias libremente sobre estas curvas I; e incluso,
pueden cruzarlas. Un cruce por un circulo de anadidura es un cruce bajo si la 2-asa correspondiente
cancela una 1l-asa que manda uno de los paralelos.

En el ejemplo, la descomposicién por asas de M? no tiene 3-asas pues P3 no tiene vértices reales y
por lo tanto no tiene 3-asas. Sin embargo, cuando consideramos la descomposicién de asas de N3,
esto es, al pegarle 3 toros sélidos a los componentes de M3, se afiaden 3 3-asas y 3 2-asas para la
descomposicién de asas de N3.

La descomposicién por asas de M3 tiene 1 0-asa, 7 l-asas, 6 2-asas y ninguna 3-asa pues P es
conexo, tiene 14 caras triangulares ideales, tiene 24 aristas rectangulares de los dos octaedros O3 y
O que conforman a P3 y no tiene vértices reales. De lo anterior se concluye que la descomposicién
por asas de N3 tiene 1 0-asa, 7 l-asas, 9 2-asas y 3 3-asas.

8§6.3. Movimientos de asas.

A continuacién se efectuaran movimientos de asas para simplificar la descomposicién de N3. Bési-
camente son los tipos de movimientos de asas cuya accién no modifica la topologia de la variedad
descompuesta en asas: Estos son isotopias de curvas, deslizamiento de una asa en otra y cancelacién
o aparicién de dos asas. Ver [26].

Es evidente que hacer isotopias de las esferas de pegado no cambian la topologia de la variedad
formada por el total de las asas pues no cambian la descomposicién. Los otros dos movimientos si
cambian la descomposicién en asas pero no cambian la topologia resultante. Se pueden desplazar
las 1-asas a través de otras 1-asas. Se pasa un pie de una l-asa a través de los pies de otra l-asa.
Siempre y cuando se lleve la informacién de una 1-asa (otras circunferencias de pegado de 2-asas o
el paralelo de los nudos componentes de los enlaces buscados) en este procedimiento no se cambia
la topologia resultante.

La eliminaciéon de asas se efectia entre dos asas de indice consecutivo cuando estas dos asas se
pegan de tal forma que entre ellas forman una 3-bola que se pega por un disco en su frontera a
la frontera de una 3-variedad. Entonces el pegado de estas dos asas no cambia la topologia de la
variedad.

El proceso de la eliminacién de asas puede realizarse a la inversa; esto es, se pueden anadir dos asas
mas a una descomposicién de asas de manera que no se cambia la topologia resultante.
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Figura 9.11. Diagrama 0. Diagrama de descomposicién de asas de N3.

Diagrama 0.

Los circulos de anadidura m; (magenta) y ms (amarillo) unen solamente los pies de las 1-asas 4’4
y 7’7, respectivamente. Esto es, sin pasar por otras 1-asas ¢ 2-asas. Se recuerda que los paralelos
no son circulos de anadidura por lo que no intervienen en la descomposicién en asas. Por lo tan-
to, las correspondientes 2-asas de m; y meo cancelan las l-asas 4 y 7. El diagrama 1 muestra la
descomposicién en asas que se obtiene después de la cancelacién.
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Figura 9.12. Diagrama 1.

Diagrama 1.

El circulo de anadidura mg (cian) une unicamente los pies de la 1-asa 2'2. Para cancelar estas asas
en el diagrama 2 se hace una simplificacién. Se gira la parte central del diagrama 180° en el sentido
de las manecillas del reloj de manera que quedan frente a frente los pies de la 1-asa 2. Ademads se
realizan isotopias en los circulos de anadidura de algunas 2-asas, por ejemplo D y F.
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Figura 9.13. Diagrama 2.

Diagrama 2.

Después de la rotacién central del diagrama los circulos de anadidura ms (cian) y A unen tnicamente
los pies de las 1-asas 2'2 y 33, respectivamente, por lo que se cancelan 2 pares de asas.
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Figura 9.14. Diagrama 3.

Diagrama 3.

Los circulos de anadidura F'y C unen tinicamente los pies de las 1-asas 1’1 y 6'6. Para cancelar estas
asas en el diagrama 4 se hace una simplificacién. Se gira nuevamente la parte central del diagrama
120° en el sentido de las manecillas del reloj de manera que quedan frente a frente los pies de las
l-asas 1 y 6. Ademads se realizan isotopias en los paralelos amarillo y magenta deshaciendo dos
bucles mediante una movida de Reidemeister de tipo 1.



112 IX Topologia de variedades hiperbdlicas.

Figura 9.15. Diagrama 4.

Diagrama 4.

Después de la rotacion central del diagrama, los circulos de anadidura F' y C unen tnicamente los
pies de las 1-asas 1’1 y 6’6 por lo que se cancelan 2 pares de asas.
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Figura 9.16. Diagrama 5.

Diagrama 5.

Los 3 circulos de anadidura B, D y F unen los pies de la ultima 1-asa 5'5. Cualquiera de ellos cancela
la 1-asa 5, los otros 2 cancelan dos 3-asas. Se remueven entonces estos 3 circulos de anadidura de
2-asas y la tnica 1-asa de la descomposicién dejando en el diagrama tinicamente los tres paralelos
de los tres toros sélidos que nos indican el tipo de isotopia de los tres componentes del enlace
hiperbdlico. Ademds se realizan isotopias en los tres paralelos deshaciendo cuatro bucles mediante
una movida de Reidemeister de tipo 1.
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e

Figura 9.17. Diagrama 6.

Diagrama 6.

En este diagrama ya no hay circulos de anadidura de 2-asas ni pies de 1-asas. Por lo tanto, tenemos
el diagrama de la descomposicion estandar de la 3-esfera que consiste en una 0-asa y una 3-asa. Sélo
resta realizar isotopias a los tres paralelos a los componentes del enlace hiperbdlico para simplificar
su presentacién. El componente magenta se mueve a la parte superior del diagrama.
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&

Figura 9.18. Diagrama 7.

Diagrama 7.

Finalmente se realizan algunas isotopias para el diagrama de este enlace hiperbdlico a una forma
mas simple.
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Figura 9.19. Diagrama 8.

Diagrama 8.

Los componentes del enlace hiperbdlico se han simplificado en el diagrama con lo que es posible
identificar este enlace.
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Figura 9.20. El enlace de Whitehead de 2 componentes y el enlace de los anillos de Borromeo de
3 componentes.

El complemento del nudo ocho, de los enlaces de Whitehead y borromeanos.

En sus notas [62] Bill Thurston describe como dar una estructura hiperbélica al complemento del
nudo en forma de ocho y a los enlaces de Whitehead y de Borromeo.

El complemento del nudo en forma de ocho y el complemento del enlace de Borromeo se pueden
descomponer en dos poliedros hiperbdlicos ideales y regulares en los que se identifican sus caras
por isometrias; estos poliedros son dos tetraedros y dos octaedros, respectivamente. Estos poliedros
son celdas de los panales hiperbdlicos regulares {3,3,6} y {3,4,4}. El complemento del enlace de
Whitehead se puede obtener con un solo octaedro.
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§ 7. 3-variedades hiperbdlicas con frontera.

En este capitulo se estudia la forma topoldgica de las 3-variedades hiperbdlicas orientables con
frontera geodésicamente completa.

La frontera de una 3-variedad hiperbdlica cocompacta es una coleccién finita de superficies hi-
perbodlicas geodésicamente completas. Mas atn, si la 3-variedad es orientable se sigue del teorema
de uniformizacién de Riemann-Koebe que cada uno de los componentes de la frontera son superfi-
cies hiperbdlicas orientables que estan clasificadas por su género; esto es, son esferas con g asas de
la forma Ef], donde g > 1.

Generalizando el hecho de que una 3-variedad hiperbdlica orientable no compacta de volumen finito
es homeomorfa al complemento de un enlace de nudos en alguna 3-variedad cerrada en este capitulo
se estudia el hecho de que una 3-variedad hiperbélica orientable compacta con frontera puede ser
homeomorfa al exterior de una grafica anudada en alguna 3-variedad cerrada. Mas atn, una 3-
variedad hiperbdlica orientable no compacta con frontera puede ser homeomorfa al exterior de una
grafica anudada en algiin complemento de un enlace de nudos en alguna 3-variedad cerrada.

Para dar estructuras hiperbdlicas al complemento de nudos se utiliza el hecho de que una vecin-
dad regular de un nudo en una 3-variedad es homeomorfa a un 2-toro. Una superficie hiperbdlica
orientable Eg es homeomorfa a una vecindad regular de una gréafica finita G encajada en alguna
3-variedad N3.

De manera general, si la grafica anudada G es un arbol, entonces la superficie > es una 2-esfera .
Si la gréfica G es un ciclo (o una unién finita de ¢ ciclos) entonces la superficie ¥ es un 2-toro (o
una coleccién de ¢ 2-toros) y el complemento del encaje de G es homeomorfo al complemento de
un nudo (o enlace de ¢ componentes) en una 3-variedad cerrada.

Si la gréfica G entonces la superficie es una unién de 2-toros y la 3-variedad M3 — L' es el comple-
mento de un enlace

§7.1. 3-variedades compactas con frontera.

En esta seccidn se estudia como se puede conocer la forma de una 3-variedad hiperbdlica compactas
con frontera. Se utiliza como ejemplo una 3-variedad compacta con frontera que aparece en las notas
de Thurston, ver [62] y [63].

El tripode de Thurston.
§7.2. Poliedros hiperideales.

Un tetraedro muy pequeno en el espacio hiperbdlico parece ser un tetraedro euclideano. Por ejemplo,
considere un tetraedro regular inscrito en el modelo de la bola del espacio hiperbdlico. Entonces el
centro de la bola es el circuncentro del tetraedro, y por ser un tetraedro regular este punto tambin
es su ortocentro, gravicentro e incentro. Considere las 4 rectas que unen este centro con los vrtices
del tetraedro. Para cada punto en esas rectas existe un tetraedro hiperbdlico regular compacto que
tiene este punto por vértice y sus demas vértices stan en las otras 3 rectas.

Si el punto se toma muy cerca del centro de la bola el tetraedro obtenido es casi plano. Esto es,
la geometria de este tetraedro hiperbédlico y la geometria de un tetraedro euclideano regular no
difieren mucho (por ejemplo, sus angulos diedrales se parecen).

Si se consideran tetraedros de mayor tamano los dngulos diedrales comienzan a hacerse mas pe-
quenos. En el caso del tetraedro regular ideal los dngulos diedrales son de 7/3.

Y si se consideran ahora tetraedros incluso més grandes entonces ya no forman poliedros hiperbdli-
cos de volumen finito. En este caso se obtienen poliedros hiperideales. Y estos son subconjuntos
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Figura 9.21. Tetraedros hiperbdlicos compacto (izquierda), ideal (centro) e hiperideal (derecha).

Figura 9.22. Proyeccién estereogréfica de la frontera de la bipirdmide triangular con los lados
apareados.

convexos que podemos representar en el modelo de la bola proyectiva de Klein del espacio hi-
perbdlico como poliedros convexos cuyos vértices estan afuera del modelo y de su frontera ideal
tales que la interseccién de cada una de las k—caras del poliedro con la bola es no vacia y la dife-
rencia del poliedro con la bola es un conjunto de puntas formadas por un conjunto finito de vértices
hiperideales y contenidas en las caras del poliedro que inciden en ellos. Estos son poliedros cuyas
caras 2-dimensionales o estdn contenidas en la bola o la intersectan (en méas de un punto).

El tetraedro hiperbdlico regular hiperideal tiene dos tipos de dangulos diedrales: rectos de 7/2 y los
de 7/6. Las

§7.3. Método para obtener la forma de la frontera en 3-variedades hiperbdlicas
compactas.

Método para obtener la forma de la frontera.
§7.4. 3-variedades hiperbdlicas compactas con frontera.

En [21], Fuji demuestra que si se tiene una 3-variedad compacta con frontera que se obtienen de
identificar las caras de dos tetraedros hiperideales truncados entonces la frontera tiene que ser una
superficie hiperbodlica orientable de género dos. Luego clasifica los pegados bajo isometrias y homeo-
morfismo mediante la comparacién del menor arco geodésico que inicia y termina ortogonalmente
en la superficie frontera. De esta forma obtiene ocho tipos de pegado.

Existe una infinidad de 3-variedades hiperbdlicas compactas y orientables que tienen por frontera
una superficie de género 2. Sin embargo, como senala Fuji en su articulo,

Proposicion IX.1. Sélo dos de estas ocho 3-variedades compactas con frontera son exteriores de
graficas en la 3-esfera.
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Figure 14. Proyeccion de circunferencias de pegado de las 2-asas uniendo los pies de las 1-asas.

Figura 9.23. Proyeccion de circunferencias de pegado de las 2-asas uniendo los pies de las 1-asas.

Figura 9.24. Proyeccién de circunferencias de pegado de las 2-asas uniendo los pies de las 1-asas.
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Figura 9.25. Proyeccion de circunferencias de pegado de las 2-asas uniendo los pies de las 1-asas.

Figura 9.26. Proyeccion de circunferencias de pegado de las 2-asas uniendo los pies de las 1-asas.

Figura 9.27. Diagrama 0.
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Figura 9.28. Diagrama 1.

Figura 9.29. Diagrama 2.

Figura 9.30. Diagrama 3.
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Figura 9.31. Diagrama 4.

Figura 9.32. Diagrama 5.

Figura 9.33. Diagrama 6.
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Figura 9.34. Diagrama 7.

Figura 9.35. Diagrama 8.

Figura 9.36. Diagrama 9.
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Figura 9.37. Diagrama 10.

Figura 9.38. Otra grafica theta anudada cuyo exterior en S? es una 3-variedad hiperbélica
compacta que se obtiene de identificar las caras de dos tetraedros hiperideales.

En la figura 77 se muestra la clase de isotopia de la otra gréafica theta anudada cuyo exterior en
S3 es una 3-variedad hiperbélica compacta que se obtiene de identificar las caras de dos tetraedros
hiperideales.

§ 8. 3-variedades con frontera no compactas.

Ahora se considera un ejemplo de una 3-variedad con frontera no compacta. Este ejemplo es de
Fuji. Ver [|. Esta 3-variedad tiene una punta y un componente frontera que es es una superficie de
género 2.

§8.1. Hiperpoliedro fundamental.

Considere el modelo de la bola del 3-espacio hiperbdlico. En un ecuador se inscribe un octagono
regular. Considere la bipiramide hiperideal regular con base en este octdgono de manera que los
angulos diedrales de todos los lados triangulares sean rectos.

Al truncar los vértices hiperideales mediante planos hiperbdlicos se obtienen dos prismas unidos
por sus bases octagonales. Este poliedro hiperideal no compacto lo llamaremos P?3 en esta seccién.
Los lados de P? son 2 octdgonos regulares rectangulares y 16 cuadrildteros Se tienen 3 octdgonos
regulares rectangulares distinguidos en P2: uno ideal y dos compactos.
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Figure 14. El poliedro fundamental de una 3-variedad hiperbdlica no compacta con frontera.

Figure 14. Las dos aureolas de las puntas de una 3-variedad hiperbélica no compacta con
frontera. Una es un 2-toro y la otra es una superficie hiperbélica orientable de género dos.

Figure 14. Una grafica ocho anudada cuyo exterior en el complemento de un circulo en S? es una
3-variedad hiperbdlica no compacta con frontera.



CapriTuLO X
Una 4-variedad hiperbdlica
cuaterniénica aritmética que es el
complemento de un enlace de 5 toros
anudados en la 4-esfera.

8§ 1. Variedades hiperbdlicas como complementos en dimension 4.

8§1.1. Condiciones de una n-variedad hiperbdlica para ser un complemento.

Toda 3-variedad hiperbélica geodésicamente completa y no compacta pero de volumen finito M3
es homeomorfa al complemento N2 — A de un enlace de circunferencias A! encajado en alguna 3-
variedad cerrada N3; ver [1997T], [1978W]. Generalizando este hecho a variedades de dimensiones
més altas, D. Ivansi¢ encontré en [19991] las condiciones necesarias y suficientes para que una
n—variedad hiperbdlica M™ no compacta pero de volumen finito sea homeomorfa al complemento
de un encaje de subvariedades A" 2 de codimensién 2 en alguna n—variedad cerrada N™; es decir,
M”? = N" — An—2.

Ivansi¢ establecié dos condiciones naturales que provienen de la geometria hiperbdlica y de la
topologia de un complemento. En primer lugar, desde el punto de vista geométrico, observéd que
puesto que M™ es una n—variedad hiperbdlica geodésicamente completa de volumen finito, la
seccién de cualquier cuspide debe ser una (n — 1)-variedad euclideana cerrada. Esto es debido a que
la seccién de cualquier cispide se modela geométricamente en horiesferas que son métricamente
equivalentes al (n — 1)—espacio euclideano. Por otra parte, la seccién de una cuspide es la frontera
de una vecindad tubular de un componente del enlace A”~2 en N, por lo tanto debe ser un S'-haz.
M4és atin, cualquier componente de A" 2 debe ser una (n — 2)-variedad euclideana dado que las
variedades euclideanas son S!-haces tinicamente sobre variedades euclideanas [19991]; es decir, en
dimensiones altas los componentes de nudos y enlaces hiperbdlicos son necesariamente euclideanos;
i. e. las (n — 2)-subvariedades que forman los componentes de un enlace (o nudo si sélo es una)
cuyo complemento en alguna n-variedad cerrada admite una estructura hiperbdlica, admiten una
estructura euclideana tnica salvo transformaciones afines.

En dimensiones bajas, las superficies hiperbdlicas no compactas de drea finita son topolégicamente
el complemento de algunos puntos en superficies cerradas. En el caso 3-dimensional, las tnicas
superficies euclideanas cerradas son el toro S! x S y la botella de Klein S' o« S', ambas son
S'-haces. Por lo tanto, cualquier 3-variedad hiperbélica no compacta pero de volumen finito es
difeomorfa al complemento de un nudo o enlace de circunferencias en alguna 3-variedad cerrada.
En dimensiones altas no es una regla ser un complemento, no todas las n-variedades hiperbdlicas son
homeomorfas a complementos de subvariedades en n-variedades cerradas para n > 3. Esto se debe
a que existen (n — 1)-variedades euclideanas que no son S'-haces y a un resultado de Nimershiem

quien demostré en [1998N] que cualquier (n — 1)-variedad euclideana cerrada M ](Enfl) se realiza
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como el componente frontera de una ctspide de alguna n-variedad hiperbdlica; esto es, M gl*l) es
la seccién de una cispide para alguna n-variedad hiperbdlica. Por lo tanto, no cualquier n-variedad
hiperbélica de volumen finito es un complemento de (n — 2)-subvariedades.

§1.2. Complementos hiperbdlicos en 4-variedades cerradas.

Otro resultado encontrado por Ivansi¢ en la dimensién 4 que contrasta con la dimensién 3 es la
propiedad de que para cualquier 4-variedad cerrada N?, existen a lo més una cantidad finita de
4-variedades hiperbélicas no isométricas que son complementos en N*. Esto es un corolario como
consecuencia de 3 proposiciones:

1. Si M* = N* — A% y denotamos por x a la caracteristica de Euler, entonces puesto que los
componentes de A2 son euclideanos se tiene que y(A?) = 0 y por lo tanto y(M*) = x(N*).

2. Teorema de Gauss-Bonnet: Vol(M*) = 472/3x(M*). Es decir, todos los complementos hi-
perbélicos M* = N* — A2 en una misma 4-variedad cerrada ambiente N* tienen el mismo
volumen hiperbdlico.

3. Teorema de Wang: Existe a lo mas una cantidad finita de 4-variedades hiperbdlicas con
volumen menor que cualquier nimero dado.

En particular, existe a lo mas una cantidad finita de nudos y enlaces de superficies anudadas en
la 4-esfera S* cuyos complementos admiten una estructura hiperbélica completa de volumen finito.
La caracteristica de Euler de cualquiera de estas posibles 4-variedades no compactas es 2.

§2. El complemento hiperbdlico de un enlace de 5 toros en la
4-esfera.

En [52], Ratcliffe y Tschantz encontraron 1171 4-variedades hiperbélicas no compactas, geodésica-
mente completas, de volumen minimo (o equivalentemente, por el teorema de Gauss Bonnet) cuya
caracteristica de Euler es 1. Solamente 22 son orientables.

Dada una 4-variedad no orientable M?, su doble cubriente orientable es la 4-variedad orientable
M* tal que admite una involucién (el grupo generado por esta involucién es de orden 2) sin puntos
fijos que invierte su orientacién y M* es el cociente de M* bajo la accién de esta involucién.

El doble cubriente orientable de las otras 1149 4-variedades fueron buenos candidatos para encontrar
los primeros ejemplos de complementos hiperbélicos en S* debido a que su caracteristica de Euler
es 2, la misma que S*.

Si M* es el complemento de un enlace A2 en alguna 4-variedad cerrada ambiente N?; i.e. M4 =
N* — A%, podemos caracterizar a N* rellenando por discos los componentes en la frontera de la
compactificacién M* de M*. Las condiciones necesarias y suficientes para garantizar el homeomor-
fismo de la 4-esfera S* con N* es que N* sea una 4-esfera homolégica simplemente conexa; i. e. sus
grupos de homologia y su grupo fundamental sean isomorfos a los respectivos grupos de la 4-esfera.
Una 4-variedad conexa, orientable y cerrada es una 4-esfera homoldgica si y sélo si su caracteristica
de Euler es 2 y su primer grupo de homologia es trivial, ver [26]. Si se aplica este criterio, se ob-
tiene que de las 1149 4-variedades no orientables, inicamente 49 cubrientes dobles orientables son
candidatos a complementos de enlaces de 2-toros y botellas de Klein de 5 y 6 componentes.

En [32] D. Ivansi¢ encontré el primer ejemplo de un enlace hiperbdlico en la cuarta dimensién que
le fue comunicado por J. Ratcliffe. D. Ivansi¢ trabajé con la 4-variedad con el grupo de simetrias
de mayor orden igual a 320, la que J. Ratcliffe y Tschantz habian enumerado 1011 en [52] y de
la cual se expresaron diciendo: “Si uno iguala belleza con simetria, entonces esta 4-variedad es
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la més hermosa (de su lista de 1171 4-variedades hiperbdlicas)”, demostré que es homeomorfa al
complemento de cinco 2-toros en una 4-variedad cuyo grupo fundamental es Zs.

Ademaés, D. Ivan8ié mostré que para cualquier indice n, existen 4-variedades hiperbdlicas que son
cubrientes ciclicos y que son homeomorfos al complemento de un enlace de 4n 4+ 1 2-toros en una
4-variedad cerrada, simplemente conexa y con caracteristica de Euler igual a 2n. En particular,
su doble cubriente orientable es homeomorfo al complemento de cinco 2-toros en la 4-esfera. Este
complemento hiperbdlico en la 4-esfera es el tema central de esta parte de esta tesis. Se denotara a
esta variedad por M?, la imagen del encaje de 5 superficies toroidales en la 4-esfera S* se deno-
tard por A? y se escribirda M* = §* — A2, Este enlace hiperbdélico, tanto la 4-variedad no compacta
M* como la imagen del encaje A? de los cinco 2-toros en S*, se llamara dirt.

En esta parte de la tesis se dibuja un diagrama de la clase de isotopia del enlace dirt de cinco
2-toros anudados entre s cuyo complemento en la 4-esfera S* admite una estructura hiperbélica
aritmética geodésicamente completa. Este diagrama es el primero hasta ahora conocido de un enlace
hiperbdlico en dimensién 4. El procedimiento utilizado es una versién 4-dimensional del método de
D. Ivansi¢ descrito en [34] para determinar si una 3-variedad hiperbdlica M 3 no compacta pero
de volumen finito, es el complemento de un enlace en la 3-esfera y si éste es el caso, dibujar el
diagrama del enlace (Ver [62], [63], [21]).

En este capitulo se define la 4-variedad hiperbélica M* presentada de cuatro maneras distintas
aunque equivalentes: como un espacio de érbitas de la accién propia, libre y discontinua de un sub-
grupo discreto de isometrias hiperbdlicas en el 4-espacio hiperbdlico, como un complejo celular que
proviene del apareamiento de lados de dos poliedros hiperbdlicos ideales, regulares y rectangulares,
como descomposiciones en asas y como el complemento de un enlace de superficies euclideanas en
la 4-esfera.

En la siguiente seccién se describe el poliedro hiperbdlico y se analizan los ciclos que provienen del
apareamiento de sus lados.

§3. Un kaleidoscopio hiperbdlico ideal, regular y rectangular en
dimension 4.

Los poliedros regulares son fascinantes porque se basan en su elaboracion en los principios mas
simples, siguiendo un sencillo patrén con mucho orden y cuidado para elaborar complejas estructu-
ras simétricas. Los primeros ejemplos construidos por el hombre datan 19,000 anos de antiguedad
y estan tallados en piedra o construidos en piel.

La descripcion algebraica de la geometria como un sistema de coordenadas cartesianas dio la po-
sibilidad de imaginar nuevos espacios y nuevas maneras de medir, es decir, nuevas geometrias. En
esos nuevos mundos se descubrieron especimenes provistos de una belleza que un hombre limitado
a la intuicion 3-dimensional no habia conocido antes.

La cuarta dimension fue ampliamente estudiada en el siglo IXX por importantes matematicos entre
ellos Schlafli quien encontré los 6 politopos regulares convexos equivalentes a los sélidos platénicos
3-dimensionales. En el siglo XX Coxeter encontré y terminé de clasificar a los politopos regulares
hiperbdlicos, euclideanos y esféricos en cualquier dimensién.

Una definicién poco conocida de los poliedros regulares es la de poseer la propiedad de tener 3
esferas concéntricas: inscrita, medio-inscrita y circunscrita.

El grupo de simetrias que preservan la orientacién de un poliedro regular P es un subgrupo I'p
del grupo de Lie de rotaciones de la 2-esfera S? C R? que se denota por SO(3). Como grupo
de Lie, SO(3) es topolégicamente una 3-variedad esférica homeomorfa al espacio proyectivo real
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3-dimensional RP? cuyo grupo fundamental es Z2. Por lo tanto, las matrices en SO(3) que son los
elementos de I'p, se corresponden biunivocamente con los elementos de un subconjunto discreto de
puntos en RP? y con los elementos de un subconjunto discreto del doble de puntos en S3.

En particular, el grupo de simetrias que preservan la orientacién del tetraedro regular consta de 12
rotaciones en SO(3) que corresponden a los 24 puntos en S? C R* cuyas cuatro coordenadas tienen
dos ceros y dos + 1.

En la 4-bola de radio 1, centrada en el origen B* = {(21, w2, w3, 74) € R* : 22 + 23 + 23 + 22 < 1},
considere las 24 3-esferas Sy« de radio 1 centradas en estos 24 puntos. Para nombrarlas se especifica
el centro de la esfera unitaria en la etiqueta * *x x*x que se compone de los simbolos +, — 6 0. Por
ejemplo, S;_qo es la 3-esfera unitaria centrada en (1,-1,0,0). Ver [32].

Estas 3-esferas son ortogonales a la frontera ideal del modelo conforme de la 4-bola del espacio
hiperbélico que se denota por B*; por lo tanto, determinan hiperplanos completamente geodésicos.
Cualesquiera dos de estas 3-esferas se intersectan ortogonalmente o son tangenciales con el punto
de tangencia en OB* o son disjuntas.

Sea Q* el politopo hiperbélico convexo, regular, rectangular e ideal (no compacto pero de volumen
finito) de 24 lados geodésicos que se obtiene como la interseccién de los semiespacios que contienen
el origen y cuya frontera son los hiperplanos definidos por la interseccién de las 3-esferas Sy, con
el modelo hiperbélico B.

El lado de Q* que estd en la 3-esfera Sy..«x también se ha denotado por Si«. De hecho, al proyectar
a Q* radialmente en la 3-esfera OB, el baricentro del lado S es el punto (x, *, *, ) en R*.

Dos lados de Q% se intersectan si y sélo si sus etiquetas tienen una entrada distinta de cero en la
misma posicion y las posiciones distintas de cero de las entradas restantes son diferentes. Dos lados
son asintdticos en el infinito; es decir, en OB* si y sélo si sus etiquetas tienen la misma entrada
distinta de cero en una posicién y la otra entrada distinta de cero opuesta, o si las posiciones donde
tienen entradas distintas de cero son complementarias.

El politopo Q* no tiene vértices reales pero tiene 24 vértices ideales que son:

+v = V4000 = (ilv 07 07 0)7

i’U = V0+00 —( ,il 0 0
:|:’U3 = Vo0+0 = (0 0 +1 0)
:t1)4 = Vo00+ — (0, 0, 0, :]:1)

Vipry = (£1/2,41/2,41/2,4+1/2).

Un vértice ideal estd en un lado S, si su distancia euclideana al punto (x, *, *, %) es uno. Por lo
tanto, en el caso de vértices cuya etiqueta tiene una entrada distinta de cero, un vértice estd en un
lado si y solo si el lado tiene una entrada distinta de cero en la misma posicién que el vértice. En el
caso de vértices del tipo vLri4, un vértice estd en un lado si y sélo si las entradas distitas de cero
de la etiqueta del lado coinciden en la misma posicion con las entradas de la etiqueta del vértice.
Por ejemplo, los lados Sg—19 y S4+—oo se intersectan pero los lados So—1¢ ¥ So+0+ son disjuntos. Los
seis vértices ideales del lado Sp4o— son: voto0, Vooo— ¥ V+4++—. Los lados Sp—40 y So——¢ inciden en
el vértice ideal —wvs y los lados Sp_10 y S_go— inciden en el vértice ideal v__, . El dngulo diedral
es el mismo en cada punto de cada triangulo y de cada arista.

Por su construccién, el politopo convexo Q* es un politopo regular dado que el grupo de simetrias
del tetraedro actia transitivamente en los lados de @* y por lo tanto, en sus 24 vértices ideales, sus
96 aristas y sus 96 caras triangulares. Se compone de 24 lados octaedrales, 96 caras triangulares,
96 aristas y 24 vértices. Inciden 6 octaedros en cada vértice, 3 octaedros alrededor de cada arista
y una pareja en cada tridngulo. Ademds, en cada vértice, inciden 12 tridngulos y 8 aristas.
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Los poligonos regulares y los n—simplejos tienen la singular propiedad de ser los tUnicos politopos
autoduales, esto es, al intercambiar sus vértices por sus lados; y en general, sus caras de dimensiones
k y n — k, se obtiene el mismo politopo regular bajo isometrfa. La tnica excepcién es Q* que
topoldgicamente también es un politopo autodual. Debido a esta propiedad no se tiene un sélido
platénico andlogo en 3 dimensiones. Por su construccién, el poliedro 3-dimensional més parecido
a Q% es el dodecaedro romboidal cuyos lados son 12 rombos y sus vértices son los 14 vértices de
un octaedro y de un cubo concéntricos. Sus aristas unen los vértices del cubo a los del octaedro de
tal manera que se puede descomponer en un cubo y 6 pirdmides de base cuadrada, una por cada
vértice del octaedro. Al ensamblar nuevamente las piramides por su base al cubo, las aristas del
cubo y de la base de la pirarhide forman una linea que divide a cada rombo por mitad pero no un
doblez ni una arista del poliedro.

Las aristas de Q* unen los 16 vértices de un hipercubo a los 8 vértices de su politopo dual, de
tal manera que Q* se puede descomponer en un hipercubo y 8 pirdmides de base ciibica, una por
cada vértice del hiperoctaedro. Al ensamblar nuevamente las pirdmides por su base al hipercubo,
los cuadrados del hipercubo y de la base de las pirarhides forman unos 2-discos que dividen a cada
octaedro de Q* por mitad pero no un doblez ni una 2-cara de Q*.

Otra manera de construir Q* es mediante la rectificacién del hiperoctaedro. La rectificacion de un
politopo significa recortar sus vértices hasta que el hiperplano de corte de un vértice intersecte los
puntos medios de las caras de codimensién 2 que inciden en este vértice. Los baricentros de los 24
cuadrados de un hipercubo forman los vértices de un politopo dual a Q%
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Figura 10.1 Isotopia rectilinea de la proyeccién estereografica de la 24-celdas O* con sus vértices
etiquetados.

Considere que el vértice ideal —v; = (—1,0,0,0) de Q* en B* se ha transformado en el punto al infi-

nito que se denota por oo, en el modelo hiperbélico del semiespacio superior H* = { (21, 72, 23, 24) €
dm%erz%J;d:rngda:i

R* : 24 > 0} con la métrica ds%I4 = . La transformacién es la isometria estandar

x

que es una funcién de Mobius r : R* U oo —>4]R4 U oo que manda el modelo de la 4-bola B* en el
modelo del semiespacio H*.

Las aristas incidentes en oo son las 8 geodésicas hiperbdlicas verticales que unen a oo con sus
vértices adyacentes en Q* los cuales se han transformado mediante 7 en 8 puntos que forman los
vértices de un cubo en d,,H* y dada la simetria de Q* no de un paralelepipedo cualquiera. Més
atn, los vértices ideales que no provienen de los ejes coordinados en B* forman los 16 vértices de

dos cubos concéntricos en el origen que es un hipercubo inscrito en Q*.

Estos son:
TUpp+ = (2/3,2/3,2/3), ropp - = (2/3,2/3,-2/3),
FUrs = (2/3,-2/3,2/3), 100y = (~2/3,2/3,2/3),
Tyt = (2,2,2), ropq - = (2/3,-2/3,-2/3),
roy_y— = (—2/3,2/3,-2/3),rv_yy_ = (2,2,-2),
oy = (-2/3,-2/3,2/3),rv_4_4 = (2/3,-2/3,2/3),
o = (=, =, =), rv_—yq = (—2,2,2),
vy = (—-2/3,-2/3,-2/3),rv_4__ = (2,-2,-2),
T4 = (=2,2,-2),rv___4 = (-2,-2,2).

El vértice ideal rvy = r(1,0,0,0) de Q, opuesto a r(—vy) = r(—1,0,0,0) = co es el origen (0,0,0,0).
Las parejas de vértices en los ejes coordinados x9,x3 yx4 se transforman en los 6 v ertices de un
octaedro r(£v2) = (£2,0,0), r(£wvs) = (0,£2,0) y r(£vs) = (0,0,£2). En la figura ?? se muestra
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la proyeccién vertical de Q del semiespacio superior H* al 3-espacio que es la frontera ideal OH?.
En cada uno de los 8 vértices, de las 12 aristas y de las 6 caras cuadradas del cubo se ha proyectado
una arista, un tridngulo y un lado octaedral de Q*. Por lo tanto, en la fig ?? aparecen 23 vértices,
88 aristas, 84 triangulos y 24 lados octaedrales.

El politopo Q* forma un kaleidoscopio; es decir, si se refleja @* en cada uno de sus lados se obtiene
un politopo de mayor tamano, formado por varias copias de Q*.

Cada uno de las celdas del panal infinito {3,4,3,4} es un 4-politopo isométrico a Q* cuyos lados
son 24 octaedros ideales que inciden en grupos de cuatro alrededor de cada tridangulo. En particular,
los lados incidentes en co forman una chimenea ctibica ortogonal al 3-espacio R3, que se identifica
con la frontera ideal del espacio hiperbélico y se denota por 0, H*. Por lo tanto, el 4ngulo diedral
en la teselacién 4-dimensional hiperbdlica en cada triangulo es recto.

Como el dngulo diedral de Q* es /2, se pueden ensamblar 4 copias de Q* alrededor de una arista
de tal manera que si se sigue reflejando ad infinitum en sus lados triangulares, el espacio hiperbdlico
H* puede ser enmosaicado; esto es, llenado completamente sin traslapar, mediante una infinidad
de politopos convexos, ideales, regulares y rectangulares isométricos a Q*. Este mosaico es un
politopo regular hiperbdlico 4-dimensional con infinitas caras que se denota por {3,4,3,4}. Sus
vértices ideales se distribuyen en 0, H?* como los vértices del enmosaicado cldsico por cubos de R3
que se denota por {3,4,4}.

§4. La identificacion de las caras del politopo.

Sean Q* y O* dos politopos hiperbélicos adyacentes de la teselacién {3,4,3,4}. A continuacién se
obtendra un complejo celular hiperbdlico a partir de estos dos politopos y la identificacién de sus
lados por parejas. Como regla de pegado, se etiquetan los lados y las aristas de Q* y Q* de acuerdo
a la figura ?? en la que se ha proyectado estereograficamente la frontera 9Q* = 9Q* = S3 de los
octaedros en un espacio plano R? U co.

Con el fin de trabajar solamente con un politopo hiperbdlico convexo, se identifica un par de lados
de los dos politopos Q* y Q*. Por ejemplo, en la figura ?? los dos politopos @* y Q% se toman
adyacentes en el modelo del semiespacio de H?, identificando los lados etiquetados con la letra H
para formar un politopo convexo P*. Para cadalado S = A,...,L 6 8’ = A', ..., L’ de P; existe una
tinica isometria que invierte la orientacién de H* y que fija 0 manda Q* en Q* y el lado S’ en S
6 manda Q en Q' y el lado S” en S, respectivamente, de manera que se preserva el poliedro P y la
identificacién de sus lados. Sea M* el complejo celular diferenciable (hiperbélico) que proviene de
identificar en parejas y mediante isometrias los lados octaedrales de los dos politopos regulares y
adyacentes Q y Q' como en la figura ?7.

8§4.1. Ciclos.

El apareamiento de los lados determina una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las
caras de P. Las clases de equivalencia se llaman ciclos del apareamiento.

Al pegar dos 24-celdas en los politopos Q y Q' se tienen en P 46 octaedros ideales que se iden-
tifican por parejas formando 23 ciclos de lados que se han marcado por las letras de la A a la L.
Los octeadros se identifican por parejas invirtiendo su orientacién por lo que el complejo M*? es
orientable.

Las 24 aristas de Q y Q' se identifican en grupos de 4 formando 6 ciclos de aristas que se han marcado
por las letras A, ..., F'. Dado que P es rectangular y no tiene vértices reales, el apareamiento de lados
de P es propio; esto es, alrededor de cada punto del poliedro P existe una vecindad en el complejo
celular M3 isométrica a una 3-bola hiperbélica. Por lo tanto, M3 es una 3-variedad hiperbdlica,
orientable y no compacta pero de volumen finito.
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Figura 10.2. Las aureolas de Q* y su apreamiento para formar un 3-toro.
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Figura 10.3. Diagrama O.

§ 5. Estudio de las cuspides.

La figura que se forma al intersectar una horiesfera suficientemente pequena centrada en un vértice
de Q; es decir su figura verticial, es un cubo. De la misma manera, la aureola que es la interseccién
de una horiesfera centrada en un vértice ideal v con los lados de Q* que son los hiperplanos que
contienen a v, es un cubo. Intersecta seis lados que se intersectan entre si en angulos rectos o
se intersectan sélo en v por lo que la interseccién con la horiesfera son pares de planos paralelos
que se intersectan en angulos rectos; por la simetria de Q*, la aureola de v es un cubo y no un
paralelepipedo rectangular cualquiera. Por ser Q% un politopo regular, en cada uno de sus vértices
se obtiene la misma figura, un cubo euclideano.

§6. Descomposicién en asas y calculo de Kirby.

Una propiedad muy especial de la dimensién 4 es el hecho de que existen estructuras diferencia-
bles exéticas, por ejemplo existe un continuo de espacios homeomorfos pero no difeomorfos a R*.
Los primeros ejemplos fueron encontrados por Robion Kirby y Michael Freedman utilizando los
resultados de Simon Donaldson y completados por Clifford Taubes, ver [26].

La proposicién de que no existen estructuras suaves exéticas en la 4-esfera S*; es decir, 4-variedades
homeomorfas pero no difeomorfas a S*, se conoce como la conjetura suave de Poincaré. En [32],
Ivan§ié mostré una 4-variedad hiperbélica homeomorfa a un complemento en una 4-variedad que
es a su vez homeomorfa a la 4-esfera. La demostracion de este hecho se basé en la topologia de
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Figura 10.4. Diagrama 0.

sus cuspides (S'—haces o, equivalentemente, vecindades tubulares regulares, de subvariedades eu-
clideanas de codimensién 2 déciles) y sus grupos fundamental y de homologia. 4 afios después,
Ivansi¢ construyé una descomposicién en asas a partir del complejo celular hiperbdlico y simpli-
fic6 mediante cdlculo de Kirby, hasta obtener la descomposicién en asas estdandar diferenciable de
S*, ver [34].

En este capitulo se mostrara el calculo hecho por Ivan§i¢, mismo que nos permitira exhibir el dia-
grama del enlace de los cinco 2-toros anudados en S*.

8§ 7. Descomposicién en Asas de dimension 4.
Definicion X.1. Una descomposicion en asas de una 4—variedad M es una cadena
p=M_1C MyC M CMyCMsCMy= M;
donde cada M; es un n—variedad con frontera, obtenida a partir de M,,,_1 al anadir algunas i—asas.

§7.1. Asas.

Una 0-asa es una 4-bola y la funcién de pegado es la unién disjunta. Una 1-asa se pega en dos
3-bolas disjuntas. Una 2-asa se pega por un toro sélido encajado en una 3-variedad lo que nos
permite relacionar las descomposiciones en asas de 4-variedades con la teoria de nudos clésica.

§ 8. C(Calculo de Kirby.

El calculo de Kirby es un método de la topologia geométrica para modificar enlaces en la 3-esfera.

§9. Descomposicién por asas.

La descomposicién en asas se obtiene al especificar las esferas anadidas de las 1-, 2- y 3-asas en
0Q* y proyectandolas radialmente en S? ~ R3 U {oo}.
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Figura 10.5. Diagrama O.

Un par de asas con indice diferente de 1 pueden ser canceladas sin modificar el tipo de homeomor-
fismo de la variedad. Similarmente, pueden crearse pares de asas.

Dadas dos descomposiciones en asas de una 4-variedad suave, se puede obtener una de la otra por
una secuencia finita de isotopias de la funcion de pegado y la creacién y cancelacién de pares de
asas.

§10. Diagrama del enlace de 5 toros en la 4-esfera.

Comenzaremos con el diagrama de la descomposiciéon en asas que proviene de la presentacion de
M como un apareamiento de lados por isometrias de un poliedro ideal P* en el espacio hiperbélico
4-dimensional H*. Este diagrama y este método fueron descrito por D. Ivansié¢ en [2008]] para
mostrar que la 4-esfera topolégica es difeomorfa a la 4-esfera estdndar diferenciable S*. El método
para obtener una descomposicion por asas de la 4-variedad consiste en engrozar cada ciclo de
k—caras en P* para obtener una (4 — k)—asa de la variedad M*.

En la siguiente seccién mostraremos la forma de cada asa, después mostraremos el diagrama de
Kirby proyectado en R? de esta descomposicién en asas de M?. Finalmente usaremos movimientos
de asas para simplificar la descomposicién de M? hasta obtener la descomposicién de la 4-esfera
estandar diferenciable.

§11. Geometrizaciéon del complemento del enlace en la 4-esfera.
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Figura 10.6. Diagrama 0.

Figura 10.7. Diagrama 0.
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Figura 10.8. Diagrama 0.

Diagrama 0.

En el principio la descomposicién en asas de S* consiste de veinticuatro 1-asas, cincuenta y cuatro
2-asas, treinta y cuatro 3-asas y cinco 4-asas. Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas
AA'.
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Figura 10.9. Diagrama 0.

Diagrama 1.

Las 2-asas cancelan a las 1-asas AA’.
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Figura 10.10. Diagrama 1.

Diagrama 2.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.11. Diagrama 1.

Figura 10.12. Diagrama 2.
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Figura 10.13. Diagrama 2.

Diagrama 3.

Los circulos de anadidura m pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.14. Diagrama 3.

Diagrama 4.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.15. Diagrama 3.

Figura 10.16. Diagrama 4.
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Figura 10.17. Diagrama 4.

Diagrama 5.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.18. Diagrama 5.

Diagrama 6.

Los circulos de anadidura m pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.19. Diagrama 5.

Figura 10.20. Diagrama 6.



X Una 4-variedad hiperbdlica cuaternionica aritmética que es el complemento de un enlace de 5
148 toros anudados en la 4-esfera.

Figura 10.21. Diagrama 7.

Diagrama 7.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.22. Diagrama 8.

Diagrama 8.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.23. Diagrama 9.

Diagrama 9.

Los circulos de anadidura m; pasan por las 1-asas AA’.
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Figura 10.24. Diagrama 10.

Figura 10.25. Diagrama 11.
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Figura 10.26. Diagrama 12.
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