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Resumen

En esta tesis se analiz6 la formacién de pares de Cooper y estados ligados(dimeros) de dos
moléculas dipolares pertenecientes a un gas de 2*Na*’K enfriado a temperatura absoluta 7 = 0
K. Los pares se encuentran confinados en un arreglo conformado por redes dpticas planares
con geometrias cuadrada y triangular. El problema se abordé desde la aproximacion de amarre
fuerte del estado solido y el modelo de Hubbard; la energia del estado ligado fue determinada
de manera variacional, mientras que el problema de Cooper se formulé de manera similar al
trabajo original de L. Cooper[1]. Este formalismo introdujo dos pardmetros adimensionales A
como el cociente entre la separacion de los planos y la constante de red y ¥ el cual caracteriza
la intensidad de la interaccion dipolar en las moléculas. Se mostro que la geometria cuadra-
da favorece la formacion del estado dispersivo a una interaccion dipolar débil y ~ 0.23 hasta
intensidades del orden de )y ~ 0.6, donde la formacion del estado ligado (dimero) tiene lugar.
Los pares dispersados con momento de centro de masa no nulo adquirieron el mayor valor en el
gap para redes con un desbalance en la energia de Fermi, mostrandose asi la formacién de fases
FFLO en el sistema dipolar en 2D. Los valores de gap obtenidos estin en total acuerdo con los
reportados en un tratamiento de los muchos cuerpos[2] a temperatura 7 = 0 K. La formacion
del dimero en la red triangular tuvo lugar a una intensidad de y ~ 0.6, mientras que el estado de
Cooper se manifest6 a una intensidad de y ~ 0.2, se mostré que para ambas geometrias el gap
la energia necesaria para romper los pares de Cooper A depende fuertemente de la topologia de
las superficies de Fermi.

Se exhibi6 que la geometria triangular presenta mayores valores en el gap y una mayor preva-
lecencia del estado de Cooper que en la red cuadrada, esto supondria una ventaja experimental
sobre la red cuadrada y un posible incremento en la temperatura critica 7, de la fase superfluida
en una red Optica con dicha geometria.

Los cdlculos numéricos fueron realizados en python 2.7.0.



Capitulo 1

Introduccion

En 1911 el fisico holandés H. Kamerling Onnes descubrio la superconductividad tan solo
3 afos después de haber licuado helio[3], lo cual le sirvié como técnica de enfriamiento en
mercurio s6lido. Karmeling Onnes report6 que la resistencia eléctrica del mercurio desaparecia
bruscamente al enfriarse a 4.2 K, siendo un comportamiento anémalo en esos afios, puesto que
se crefa que la resistencia disminuia gradualmente hasta alcanzar el cero absoluto. Posterior-
mente, en 1937 Kapitza y F. Allen descubrieron que a 2.2 K (una temperatura alcanzada por
Karmeling) el helio exhibia una nueva fase caracterizada por la ausencia de viscosidad, a esta
nueva fase se le dio el nombre de superfluido[4]. El hecho que el isétopo mas abundante del
helio, “He, es un bosén con espin cero dio lugar a relacionar la superfluidez con la condensa-
cion de Bose-Einstein; sin embargo, en 1940 Landau(desde una perspectiva fenomenolégica)
y Bogoliubov(desde una perspectiva microscopica) hiceron la observacion que un condensado
de Bose-Einstein de particulas no interactiiantes no presenta una fase superfluida; es la inter-
accion entre particulas que hace posible un superfluido[4]. El éxito obtenido en la descripcion
de la superfluidez reanimé a la comunidad cientifica por encontrar una teoria microscépica que
describiera la superconductividad, tomando como punto de partida que la interaccion entre los
electrones es la responsable del fendmeno, no obstante, se presentan dos aparentes inconve-
nientes:

1. Los portadores de carga al ser fermiones exhiben el principio de exclusién de Pauli,
inhabilitdndolos de la macro-ocupacion del estado base, como en el condensado de Bose-
Einstein.

2. Al tener los electrones la misma carga eléctrica, la repulsion coulombiana imposibilitaria
el apareamiento electronico.

A fin de esclarecer estos dos puntos, surgieron multiples contribuciones por parte de la comu-
nidad cientifica, entre las que destacan el trabajo de H. Frohlich quien propuso que la region
cercana a un electrén de conduccién se ve alterada por la presencia de este ultimo(ver figura
1.1), resultando en una concentracién de carga positiva en la vecindad circundante al electrén,
naturalmente otro electrén se verd atraido a esta concentracion de carga.



Figura 1.1: Los iones en el metal son desplazados de su posicién de equilibrio(lineas discontinuas)
debido a la presencia del electrén 1. El electron 2 experimenta una interaccion entre el electron y la red,
que por lo general no es de tipo eléctrico.

Este proceso no sélo resultaria en un apantallamiento de la interaccién coulombiana, sino
que para ciertos materiales dominaria sobre la repulsion eléctrica, resultando en una interaccion
atractiva entre los electrones, la cual puede considerarse como el mecdnismo que estabiliza el
estado superconductor.

En 1957 las ideas de Frohlich fueron empleadas por los fisicos J. Bardeen, L.N. Cooper, y J.R.
Schrieffer[5] al ser los primeros en proponer una teoria microscopica de la superconductividad
basada en la formacién de pares “ligados”de electrones' como los responsables del transporte
de carga eléctrica. Asociado a este par existe una energia A llamada gap, cuyo valor numérico
fue verificado experimentalmente en la absorbcién de radiacion infrarroja por un material su-
perconductor.

El objetivo de colocar este recuento histdrico en la introduccién es hacer notar al lector como
el desarrollo de una técnica de enfriamiento(licuefaccion del helio 1908) reveld 2 nuevas fases
cuanticas de la materia, las cuales dieron a la comunidad cientifica casi 50 afios de investigacion
para descifrar la fisica detrds de estos dos fendmenos. Actualmente las técnicas de enfriamien-
to se han modernizado de manera increible logrando alcanzar temperaturas del orden de nK.
Ademads, se han desarrollado métodos de manipulaciéon atémica que permiten realizar un es-
tudio mas profundo de los sistemas cudnticos. En particular en el afio 2015 se report6 [6] la
creacién de un gas dipolar fermiénico 2>Na*’K, en el cual es posible, via un campo eléctrico
variar la interaccion dipolar entre las moléculas que componen al gas. Este escenario se percibe
prometedor ya que la interaccién dipolar(1/r%) al ser de largo alcance, en comparacién con la
interaccion de Van der Waals(1/ r6)2, ofreceria nuevos temas de investigacion. En esta tesis se
estudi6 los estados estacionarios de dos moléculas del gas fermiénico 2*Na*’K confinadas en
dos capas planares con una estructura geometrica, en particular la existencia de un estado de
Cooper de estas dos moléculas y de un estado ligado(dimero); ademas, de la dependencia de
estos dos estados con la intensidad dipolar y con la energia individual de las moléculas. El es-
tudio de la formacién de pares de Cooper en sistemas bidimensionales estd significativamente
motivada en el contexto de la superconductividad de alta temperatura descubierta en 1986[3],
donde se ha mostrado[3] que los electrones superconductores conducen en capas bidimensio-
nales.

La organizacion de esta tesis comprende de 3 capitulos, el primero de ellos es introductorio, el
segundo integra el modelo con el cual se abordé y el dltimo de ellos presenta las conclusiones.

Llamados también par de Cooper(ver seccion 3).
2Tipica en arreglos moleculares



Explicitamente el capitulo 1 contiene 4 secciones, tal como puede verse en el siguiente mapa
conceptual:

( . .y, ,
Colision de 2 particulas
Seccion 1: Dispersion Descomposicion en ondas parciales

| Dispersion multicanal

Red de Bravais
Red reciproca
Seccion 2: Estructura Solida Potenciales periodicos

Amarre fuerte
\ Modelo de Hubbard

Capitulo 1
Gas de Fermi

Seccion 3: Problema de Cooper
Pares de Cooper

Enfriamiento Laser

Enfriamiento evaporativo
Red opti

Seccion 4: Materia ultrafria < e op IC?

Resonancia de Feshbach

STIRAP

| Gas dipolar de 2*Na*'K

\

En la primera seccién se hace un repaso de los conceptos de la dispersion cudntica de dos
particulas con hincapié en las bajas energias, estos conceptos dan un mejor contexto a la seccién
4 donde se aborda las técnicas de enfriamiento y manipulacion atémica. La seccidn 2 incorpora
definiciones y fundamentos concernientes al estado sélido; ademaés, de los modelos de amarre
fuerte y de Hubbard los cuales seran las herramientas principales al abordar el problema. En la
seccion 3 se introduce el formalismo de los pares de Cooper[1], en particular el procedimiento
para obtener la energia A del par.

En el capitulo 2 se iniciard por discutir las motivaciones e interrogantes que dieron origen a
la investigacion; posteriormente, se introduce el modelo que describe el contexto en el cual
toda la discusion siguiente tiene lugar. Tras el modelo se plantea el formalismo y se derivan
las ecuaciones que describan los estados estacionarios de las dos moléculas en el gas. En las



secciones 3 y 4 se abordaran los dos problemas centrales.

(Seccién 1: Modelo
Seccion 2: Formalismo

Capitulo 2

Red cuadrad
Seccion 3: Estados ligados { ed cuadrada

Red triangular

Red cuadrada

Red triangular

Seccién 4: Problema de Cooper {

\

Por ultimo en el capitulo 3 se darédn las conclusiones y comentarios finales del trabajo realizado.
capitulo 3 {Conclusiones

Es importante enfatizar que si bien el capitulo 1 constituye una introduccién al problema que
se abordard en esta tesis, incluye ademas de los fundamentos, la determinacién de las energias
de una particula en un cristal en 2D dentro de la aproximacion de amarre fuerte.

1.1. Dispersion

En esta seccidn se presentardn conceptos que conciernen a la dispersion cudntica de dos
particulas, estos conceptos seran ttiles al abordar la seccion 4 de materia de ultrafria y mani-
pulacién atémica.

1.1.1. Colision de dos particulas

La colisioén de un par de particulas esta determinada por la ecuacién de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo:

ﬁz f’2
2—n;+2—n§2+V(lr1—rz|) (ri,ry) =e¥(r;,r). (1.1

Donde se ha indexado las coordendas de las particulas con 1 y 2, ademas, se ha supuesto que
la interacidn entre las dos particulas es central. Es conveniente hacer una transformacion a
coordenadas de centro de masa y coordenada relativa del par, definidas de la siguiente manera:

miry +marp

R= (1.2a)
my +myp
r=ry—r. (1.2b)
La ecuacion (1.1) se transforma a[7]:
P P +V(r) | PR, r) = e¥(R,1) (1.3)
- - r frt . .
2M - 2u ’ ’




Con M = my +my la masa total, y = % la masa reducida, P el momento de centro de masa

y p el momento relativo definidos como:

P:pl +p2 (143)
p= mapq —mlpz_ (1.4b)
my +my

Es posible proponer una separacién de variables en la funcién ¥(R,r) de la forma ¥(R,r) =
®(R)y(r), al sustituir esta propuesta en (1.3) resulta el siguiente par de ecuaciones:

A

(%) ®(R) = &P (R). (1.5a)
(24+vin) =evn. (1)

Donde por conservacion de energia debe cumplirse que € = €r + &.. La primera ecuacion
de (1.5) determina que el movimiento del centro de masa esta descrito por una funcién de
particula libre, para analizar la segunda, es necesario conocer el potencial de interaccion V (r);
sin embargo, puede notarse que el problema es equivalente al de una particula de masa i en
presencia del potencial V (r)3:

h2
{—ﬂvz +U (r)] y(r) =ew(r). (1.6)
En la region asint6tica (r — oo) la solucion de (1.6) tiene la forma:
) etkr
vi(r,0) ~ e’kz+f(6)7 (1.7)

Donde se ha supuesto que la colision tuvo lugar en el eje z y es eldstica con momento k. Esta
funcién de onda describe una onda plana(no dispersada) mas una onda esférica con amplitud*
f(0)(ver figura 3.1).

A
Onda Plana *, ) Onda Plana
Entrante ? Saliente
— - . 4
e

\J
Onda Esférica
Saliente

Figura 1.2: Bosquejo de la funcién de onda .

La amplitud de dispersion se relaciona con la seccidn eficaz de dispersiéon ¢ como:

_ 2
o= [ 17(6)Pa0 (1.8)

3Por simplicidad se remover4 los subindices de la ecuacién (1.5).
“Llamada amplitud de dispersién



Donde en términos generales la seccion eficaz de dispersion se define como el coeficiente de
proporcionalidad entre el flujo de particulas dispersadas y las incidentes que recibe un detector
colocado a una distancia r del centro dispersor y que subtiene un dngulo sélido dQ2.

1.1.2. Descomposicion en ondas parciales

Al proponer la solucién de (1.6) como una separacion de variables entre la parte angular y
la radial y(r) = Ry (r)Y;,,(0, ¢) se obtiene la siguiente ecuacién para la parte radial[7]:

1 d [ ,d\ I(+1)
{ﬁd_r ( a) -T2 - U() | Rut) =0, (1.9)
Donde:
kzzz;j—f. (1.10a)
2
U(r) = “;(r). (1.10b)

En la regién asintética el potencial de interaccién entre las particulas puede despreciarse?

quedando la ecuacién (1.9) como:

[1 d (rzd)—l(ltl)ﬂcz} Ru(r) = 0. (1.11)

r2dr \" dr r

Que es una ecuacion de tipo Esférica de Bessel, cuya solucion general es:
Ria(r) = Auji(kr) + By (kr). (1.12)

Siendo j; y y; las funciones esféricas de Bessel de primera y segunda especie y cuyo compor-
tamiento asintotico(kr >> 1) es de la siguiente forma[8]:

: 1 Im

]kl(kr) _E sen (kl’— ?) . (1133)
(kr) ~ — - cos (kr— T (1.13b)

Yki — kr ) . .

Sustituyendo estas ecuaciones en (1.12) se obtiene:

1 l 1 l C l
Ry ~A;—sen kr——7r — B;—cos kr——7r = “Lsin kr——n—l—& . (1.14)
kr 2 kr 2

En la ultima igualdad se ha introducido el corrimiento de fase §;, cuya relacién con los coefi-
cientes A; y B es:
A; =Cysen(9;). (1.15a)
Bl :—CICOS(61). (115b)

SEn esta aproximacion se esta suponiendo que el potencial de interaccién no es coulombiano(largo alcance).



Expresando la solucién de (1.6) como una superposicion de todos los valores de /:

vi(n0) =Y Tsin (kr—l—jr+51>Pl(cos(9)) (1.16)
fr kr 2

Desarrollando el sin (kr — 17” + 61) en exponenciales imaginarias, la ecuacion anterior toma la
forma:

—ilmw
L & C e el
ikr l
— =t P —
vi(r,0) =e l;gh( 5 ) ) (cos(6))

ilm .
G et e
e zkrz E ( > >PI(COS(9))-

=0

(1.17)

Suponemos que la amplitud de dispersiéon puede expresarse en un desarrollo de polinomios de
Legendre:

f(8) =Y DiPi(cos()). (1.18)
1=0
Para obtener la descomposicién en ondas parciales de f(0) y i, necesitamos encontrar las
incognitas D; y C;, para ello se sustituye la ecuacion (1.18) y la siguiente la expansion asintdtica
de la onda plana[8] en la expresion asintética (1.7):

ke i 2L+ 1IN i e LD s
e e rgz)we 2 Py(cos(0)) —e rgz)we 2 Py(cos(0)). (1.19)

De donde se obtiene:

e @40 s Dy P o) R B T
l//k(r,G)—e”l;)W e +7 Pi(cos(0)) —e ”lgawezpl(cos(e)).
(1.20)

Comparando los términos de esta ultima ecuacion con las de (1.17), obtenemos las siguientes
expresiones para los coeficientes C; y D;:

C = (21+1)i'e™. (1.21a)
20+ 1)t
D)= %sen(sl). (1.21b)

Sustituyendo en la expansion (1.18) de la amplitud de dispersion se obtiene:

[}

£(6) = %l_zo(zm 1)¢® sen(8))Py(cos(0)). (1.22)

Considerando (1.8) se obtiene la siguiente expresion para la seccion eficaz de dispersion:
47 & )
c= ﬁlgz)(ﬂ—kl)sen (). (1.23)
Por dltimo introduciremos el concepto de longitud de dispersion a, el cual como veremos ca-

racteriza completamente la dispersion a bajas energias (k ~ 0) también llamada aproximacién

8



de onda s. En este regimen, la contribucién dominante en las cantidades fisicas que se han ex-
presado como un desarrollo de ondas parciales, se debe al término / = 0[9]. Esta consideracion
determina que el corrimiento de fase mas importante es &, el cual, en un estudio mas profundo
de la ecuacion de Schroédinger estd dado por[9] :

tan(J —k/ rjol( kr U(r)dr = —ka. (1.24)

Donde a viene dada por la integral del potencial. Se puede verificar que a tiene dimensiones
de longitud, he ahi la razén por la cual se le 1lama longitud de dispersion. Debido a que &) ~ 0
podemos aproximar tan(dy) ~ sen(dy) ~ & resultado en la siguiente relacién:

& = —ka (1.25)

Sustituyendo esta tltima expresion en la ecuacion para la amplitud de dispersion (1.22) obte-
nemos:

f~ %ei&) sen(&y) ~ %elﬁo. (1.26)

Puesto que &y ~ 0, como una buena aproximacién hacemos ¢'% ~ 1 resultando en la siguiente
descripcion de la amplitud de dispersion a bajas energias:

f~—a (1.27)

Una constante que viene dada por la integral en (1.24). Con esta definiciéon podemos expresar
la seccion eficaz de dispersion como:

o = 4nad’, (1.28)

similar a una esfera sélida en la dispersion clésica; sin embargo, en la ecuacion (1.28) a no
representa el radio de una esfera, sino contiene informacién de la interaccién y el acoplamiento
de la solucién asintética tan(dy) = —Ao/Bo.

1.1.3. Dispersion en multicanal

Para concluir con nuestra discusion de la dispersion cudntica, es importante reconocer que
en una colisén de dos particulas es posible obtener més de un resultado, es decir la colisién
puede resultar en diferentes estados cudnticos, que por supuesto son compatibles con la conser-
vacion de energia, momento, etc. Por ejemplo, en la fisica de particulas se estudia la colision
de un pién 7~ y un protén p, se sabe que esté proceso dispersivo puede dar lugar a 3 posibles
resultado tal como se muestra[10]:

T +p Elastico
T +p— < Ky+ Ao Inelastico (1.29)
=+ 7'+ 7%+ p Ineldstico

A cada estado final de la colision lo llamamos canal de dispersién y a un proceso con mas
de un canal de dispersioén lo denominamos como dipersion multicanal, el proceso (1.29) es un
ejemplo de colision con 3 canales. La manifestacion de los canales dispersivos estd originada
en la existencia de estructura interna en las particulas que colisionan; asi para ciertos valores
en la energia inicial, la dispersién da lugar a un proceso ineldastico, en el cual la formacion de
estados ligados o como en el ejemplo (1.29) la aniquilacidén-creacidén de nuevas particulas es
posible.



1.2. Estructura Solida

El objetivo de esta seccion es presentar en forma breve los conceptos y definiciones per-
tenecientes al estado solido, que se utilizardn al abordar el problema de los pares de Cooper
en una red Optica, cabe aclarar que aunque estos conceptos surguieron en el estudio de las es-
tructuras cristalinas de los s6lidos, pueden ser utilizados en el andlisis de estructuras cristalinas
artificiales, es decir aquellas que son creadas por el patrén de interferencia de luz laser.

1.2.1. Red de Bravais

Uno de los conceptos mas importantes en la descripcion de los solidos cristalinos es el de
la red de Bravais®, ya que ésta especifica el arreglo periédico con el que estan organizados las
unidades del cristal. Las unidades pueden estar constituidas desde un solo 4tomo, un grupo de
atomos, iones, etc.

Se define entonces a la red de Bravais en 3D como el conjunto de puntos que estian organizados
y orientados de tal manera que la estructura cristalina se observa idéntica desde cualquier punto.
Cada punto en la red puede caracterizarse mediante un vector de posicion R de la forma:

R =nja; +nyay + n3as. (1.30)

Donde aj, a; y a3 son 3 vectores linealmente independientes cuya magnitud |a;| = @; llamada
constante de red es la distancia entre sitios adyacentes, a estos vectores se les conoce como
vectores primitivos; ny, np y n3 son nimeros enteros. Notese que la definicién hace referencia
a una red 3D, el andlogo a una red en 2D solo necesita de dos vectores primitivos. En la figura
1.3 se muestran las redes de Bravais en 2D compatibles con las simetrias de rotacion, traslacion
e inversion y que por lo tanto defien las posibles estructuras cristalinas en 2D.

5También llamada red real.
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Figura 1.3: Ejemplos de redes de Bravais en 2D.

En este trabajo se consider$ una red cuadrada y una triangular o triangular. En el caso de la
cuadrada los vectores primitivos que definen la red son:

a]; = a(l,O).
(1.31)
a) = a(O, 1).
Para una red hexgonal los vectores primitivos estan dados de la siguiente forma:
a) — a(l,O).
(1.32)

azzg(—L\@).

Se llama celda primitiva a una region del espacio que contenga una sola unidad en su interior
y que al ser trasladada por todos los vectores R de la red de Bravais llena todo el espacio sin
traslaparse. Existen varias formas para definir o identificar una celda primitiva para una red
Bravais dada, una de ellas es la celda de Wigner-Seitz la cual se construye como la regién del
espacio mas cercana a una unidad que a cualquier otra en el sélido. En la figura 1.4 se observa
la celda de Wigner-Seitz en una red triangular.

Figura 1.4: Ejemplo de Celda de Wigner-Seitz en una red triangular.
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La condicién de equivalencia entre los puntos de la red obliga a que ésta tenga una exten-
sion infinita, sin embargo uno puede relajar esta condicidn si considera sélidos suficientemente
grandes para los cuales la gran mayoria de puntos se encuentran lejanos de la frontera; Se cons-
truye entonces una red finita de Q = (2N} 4 1)(2N, + 1)(2N3 + 1) sitios considerando que los
enteros ny, ny y n3 en (1.30) toman los valores —N; < n; < N; con i € {1,2,3}. Los resulta-
dos que se mostrardn en el siguiente capitulo toman en cuenta esta consideracion; es decir, se
despreciaran los efectos de frontera.

1.2.2. Red reciproca

La periodicidad que caracteriza la estructura de un sélido cristalino transciende también en
algunas de sus propiedades fisicas, es entonces conveniente introducir los conceptos de vector
y espacio reciproco que seran utiles en la descrpcion fisica de los sélidos.

Consideremos el conjunto de vectores R que definen una red real y una funcion de onda plana
¢k (r) = €T es claro que no necesariamente cualquier vector de onda k tendr la periodicidad
de la red,” pero para ciertas elecciones de k se cumple la condicién:

KT — K(r+R) o kR _ | (1.33)
Dada una red de Bravais llamamos vector reciproco a un vector de onda plana k que cumpla
con la condicién (1.33) para todo R de la red de Bravais correspondiente, al conjunto de todos
los vectores reciprocos se le conoce como red reciproca.
Al igual que en la red de Bravais podemos suponer que cada vector reciproco se escribe de la
forma:

k = m by +myby +msbj (1.34)

Donde m, my, m3 son enteros y by, by y bz son los generadores de la red reciproca. Para que
la ecuacion (1.33) se cumpla debe tenerse:

k-R=2mm mec Z. (1.35)
La cual se satisface si se exige lo siguiente:
b,--aj:27r5,-j. (1.36)

Un conjunto de 3 vectores linealmente independientes que cumplan con la condicién (1.36)
generan la red reciproca de la correspondiente red de Bravais.

De la misma forma que en la red real se defini6 la celda de Wigner-Seitz se define en el espacio
reciproco y debido a su importancia se le conoce también por el nombre de primera zona de
Brillouin.

A continuacién construiremos la primera zona de Brillouin para la red cuadrada y la red triangu-
lar. Puede verificarse que para el caso de la red cuadrada los vectores reciprocos que satisfacen
la condicidn (1.36) son:

2
by = 22(1,0).

2‘; (1.37)
by = ==(0,1).

a

"Nos referimos a que @k (r) = ¢k (r +R) para todo R en la red de Bravais.
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Los cuales generan una red reciproca cuadrada, con una distancia a primeros vecinos de |b;| =
|by| = 27” De acuerdo a la definicion que se dio de primera zona de Brillouin, procedemos a
construirla trazando rectas que unan el sitio en cuestion y sus primeros vecinos, bisectamos
dichas rectas y el drea que encierran las 4 bisectrices es la primera zona de Briolluin, en la
figura 1.5 puede observarse esta construccion.

1 2
[ ? L ® e &
b2
bl
& ® - ) ] @
& & 2] o &
3 4
L] () © & & @
@ § ® ® [ ®
L] e & ) o] &

Figura 1.5: Construccién de la primera zona de Brillouin. (1) Red cuadrada. (2) Se bisecta las lineas
que unen a los primeros vecinos que conecta el vector b, y —b,. (3) Se bisectan las lineas que unen a
los primeros vecinos que conecta los vectores b; y —by. (4) El drea encerrada por las 4 bisectrices es la
primera zona de Brillouin.

Los vectores reciprocos para la red triangular (1.32) son:

27 1
b =—(1,—&).
b, = —(0, ).

Estos vectores generan una red reciproca triangular con la caracteristica de estar rotada por un
angulo 8 = 60° con respecto a la red real que se muestra en la figura 1.3. De la misma forma
que en la red cuadrada, trazamos rectas del sitio en cuestion a sus primeros vecinos, que en
este caso son 6, bisectamos dichas rectas e idenficamos al drea que encierran como la primera
zona de Brillouin. En la figura 1.6 se muestra la geometria de las celdas de la red reciproca y la
construccién de la primera zona de Brillouin de una red triangular.
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Figura 1.6: Construccién de la primera zona de Brillouin. (1) Red triangular. (2) Se bisecta las lineas
que unen a los primeros vecinos que conecta el vector by —b; y b; —b,. (3) Se bisectan las lineas que
unen a los primeros vecinos que conecta los vectores b, y —b,. (4) Se bisecta las lineas que unen a los
primeros vecinos que conecta el vector by y —by. (5) El drea encerrada por las 6 bisectrices es la primera
zona de Brillouin.

1.2.3. Potenciales periodicos

En la aproximacion de electron independiente y red adiabatica[11] se desprecia la interac-
cion entre los electrones y el movimiento por lo general oscilartorio de la red. Debido a esta
ultima aproximacion, al estar fijas las unidades, permanecen en el arreglo periédico dado por
la red real, esto permite considerar que el potencial U (r) que contiene la interaccion entre un
electron y la red tenga la periodicidad de la red de Bravais en cuestion:

U(r+R) =U(r). (1.39)

Usando la aproximacion de electron independiente, el problema se reduce a resolver la ecuacion
de Schrodinger de un electrén con la propiedad (1.39) en el potencial U(r):

X h*
Hy = (—%VZJrU(r)) v =¢ey. (1.40)

Aquellos electrones que satisfacen esta dltima ecuacién son conocidos como electrones de
Bloch, la funcién de onda® i (r) que los describe puede escribirse[11] como el producto de

8También conocida como funcién de Bloch
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una onda plana ¢’ con k vector reciproco, la cual reproduce el comportamiento de electrones
libres(ver seccion 1.3) y una funcion u,(r) periddica en la red de Bravais u,k(r + R) = ()

la cual toma en cuenta los efectos del potencial U(r) en la funcién de onda plana:

Wk (1) = ™ i (1), (1.41)
Para concluir esta discusion hacemos 4 observaciones sobre la funcion de Bloch (1.41):

1. La funcién y,k(r) tiene la periodicidad de la red en cuestion:

Ynk (l‘ + R) = eik.(H—R) Unk (l’ + R) :eik.runk(r)

(1.42)
= Yk (r).

Ya que al ser k un vector de la red reciproca cumple con la condicion (1.33) y u,k tiene
por construccion la periodicidad de la red.

2. El vector de onda k introducido en la funcién de Bloch no representa (como en el caso
de particula libre) el momento de la particula en cuestion, esta afirmacion puede compro-
barse notando que (1.41) no es una eigenfuncion del operador de momento p = —ihV:

—ihV e = —iliV (e Tt (1)) = KW — ihe™ Vit (1.43)

Que por lo general no es una constante multiplicada por y,k, debido a este hecho al
vector k en la funcion de Bloch se le conoce como momento del cristal.

3. Es posible restringir el momento del cristal k a la primera zona de Brillouin, ya que
cualquier vector G fuera de la primera zona puede escribirse como G =k +k’ con k en
la primera zona y K’ un vector reciproco, la funcién de onda y,,g se define como:

(k+k')-r

. 1
Vg =¢' Uy gk =€ Unk. (1.44)

Donde se ha definido u,, v = e‘iG‘rumk.

4. El subindice n en la funcién de Bloch se debe que para Kk fijo, al sustituirse (1.41) en
(1.40) uno obtiene la siguiente ecuacion de eigenvalores para u:

[h—2 (lV—i—k)z—i—U(r)

Uk = Elk. (1 .45)
2m \ i

Con la condicién de periodicidad u(r + R) = u(r), la ecuacién (1.45) es un problema
Hermitiano de eigenvalores, del cual se obtiene un espectro discreto enumerado con el
subindice n, también conocido como indice de banda. La introduccién del indice de banda
es la caracteristica mas importante del problema de potenciales periodicos.

1.2.4. Amarre fuerte

Por simplicidad consideremos que las unidades del s6lido estan formadas por un solo &tomo
y que ¢, son las eigenfunciones del problema atémico H, ¢, = €,¢,. La presencia del resto
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de atomos en el solido introduce modificaciones en el Hamiltoniano H,, esta modificacion la
denotaremos por® AU (r), se define entonces el Hamiltoniano del cristal H como:

H=H,+AU(r). (1.46)

Como todo problema cudntico el objetivo es encontrar las eigenfunciones (que en este caso son
de tipo Bloch) y eigenvalores del problema:

Ay, = (Hy + AU (1)) Wk = €,(K) Wk (1.47)

Una solucién exacta de (1.47) para una correccion distinta AU (r) de una constante no ha si-
do posible encontrarla, sin embargo, es posible encontrar una expresion aproximada para la
energia &,(Kk) para aquellos electrones fuertemente ligados a los atdmos, ya que es de esperarse
que la funcioén de onda que los describa esté localizada alrededor de los dtomos. Se propone
entonces aproximar la funcion de Bloch y,x como una combinacién lineal de orbitales atémi-
cos(LCAO) ¢, centrados en la posicion R; de los d&tomos. La combinacién lineal que satisface
la periodicidad Bloch (1.42) es la representacion de Wannier[11]:

Yk (r fZe’qR on(r—R)). (1.48)

Antes de sustituir (1.48) en (1.47), multipliquemos (1.47) por la funcién de onda ¢, (r) e inte-
gremos en todo el espacio, haciendo uso del hecho que:

[ 0@ v = [, a0 r =&, [ 9 @ymir)dr (149)

Se obtiene:
(&0~ &) [ 9 (Ow(edr = [ 6;()8U () yra(r)a” (1.50

Resta introducir la expansion (1.48) y evaluar las integrales. La integral izquierda de (1.50) es:

[ o @vtr dr—fze“/% )0n(r — Ri)d*

(1.51)
=— |1+ Y} lkR/q) r)¢(r—R;)d’
vQ R7é0 o
La integral del lado derecho de (1.50) es:
* 3 1 ik-R; * 3
[ 01U (eI’ = = TR [ 0] (r)AU ()60 (e — R’
R.
(1.52)
—5 | [ AVEI0E+ T [ (AU (16,0~ R
R;#0
Finalmente se encuentra la siguiente expresion para la energia €, (k):
Yo ek Riyi
£n(k) = £, + v F IR0 (1.53)

T L0 @R [ 07 (0)0,(r— R)dr

9La correccion es periédica en la red AU (r +R) = AU (r)
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Donde se ha hecho las siguientes definiciones:

vi= [ 0 0)AUm)0(r~ R (1.54a)
v = [ AU®) 6,0 (1.54b)

Consideramos ahora que debido al amarre fuerte al que estin sometidos los electrones la
movilidad que tienen entre los sitios es relativamente pequefia, lo cual se traduce en un traslape
despreciable de los orbitales. Tomando en cuenta este dltimo enunciado la ecuacién (1.53) se
reduce a:

en(K) =&+ vat 1 Y e R (1.55)

(R)

La notacion (R) indica que la suma corre a primeros vecinos del sitio donde se ha fijado el
origen R = 0. La aproximacién de amarre fuerte es estrictamente aplicable para la banda s, un
tratamiento para bandas superiores p,d,f necesitaria introducir la degeneracién y transiciones
entre diferentes bandas, este tipo de consideraciones no se discutirdn aqui, por lo que nos limi-
taremos a banda s. Esta dltima estimacion nos permite remover el subindice de banda en (1.55)
y considerar solamente el tltimo término'?, el cual contiene la informacién de la geometria de
la red.
Para una red cuadrada (ver figura 1.5) los primeros vecinos tienen las siguientes posiciones

(R) = a(1,0), a(0,1) a(—1,0) a(0,—1). (1.56)

Siendo a la constante de red, introduciendo (1.56) en (1.55) obtenemos la siguiente relacién de
dispersion:

& = ,},(eikxa _i_eikya _|_e—ikxa +e—ikya)

= 2¥(cos(kya) + cos(kya)). (157

En una red triangular (ver figura 1.6) son 6 primeros vecinos, cuyas posiciones son:

(R) =~ 3(1,V3), 5(1,-V3), a(1,0)

4 g (1.58)
5(1,\/5), 5(—1,\/5), a(—1,0).

De los cuales se obtiene la relacion de dispersion:

&= Y( e—ikxa/2—ikyaﬁ/2 + eikxa/2—ikya\/§/2 4 o tha

+ eikxa/2+ikyaﬁ/2 4 efikxa/2+ikya\ﬁ/2 + efikxa)

=2y [cos(kxa) +2cos (%) cos <\/§2kya>] :

10E] cual llamaremos relacién de dispersion y lo denotaremos como &.

(1.59)
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1.2.5. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard considera al s6lido como un arreglo de unidades situadas en una
posicién fija'! i con electrones que al tener energfa cinética disponible o por efecto tinel pueden
saltar de un sitio i a otro j costindole una energia #;; en el proceso. En este ultimo enunciado y
de aqui en adelante se tomard en cuenta solo aquellos saltos pertenecientes a la misma banda s.
En la figura 1.7 se muestra una representacion esquematica de los saltos de los electrones en la
red.

T r 1
Figura 1.7: Ejemplificacion de saltos en la red.

Del formalismo de la mecanica cudntica[7] se sabe que la relacién de completez en la base
de posicién |r) es [d3r|r)(r| = 1, en la red se considera una cuantizacién del espacio dada por
la posicidn de los sitios i resultando en una relacion de completez:

Ll =1. (1.60)

La suma (1.60) corre sobre todos los sitios de la red en cuestion. Recordando también que un
operador A en una base discreta [m) puede escribirse como A =Y, ,,,(m|A|n)|m)(n|, podemos

escribir el Hamiltoniano Hy que describe los saltos de los electrones en los sitios de la red en la
base!? {]i)}:

Ho = Y GilAoli) i) (il = = Y1l Gl (1.61)
ij ij
Donde (i|Hylj) = —t;; €l signo menos corresponde al costo energético que le toma al electrén

en realizar el salto de un sitio a otro.

En la aproximacion de Amarre fuerte[12], los electrones estdn fuertemente ligados resultando
en una probabilidad de tunelaje despreciable para sitios distantes, permitiendo considerar como
dominante los saltos a los sitios vecinos al electrén. Esta aproximacion posibilita reducir la
suma de (1.61) a primeros vecinos(denotado con < i,j >) cuyas posiciones dependen de la

HPpara una red de Bravais, i es un punto de la red, definido por los vectores R de Bravais.

2Eormalmente este Hamiltoniano se escribe en segunda cuantizacién como Hy = — 77l jcﬁé;
9, 1
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geometria de la red; por ultimo, si se considera que los saltos son isotrépicos el costo en la
energia #;; es igual ¢;; =t para cada primer vecino que el electrén tenga. Tomando en cuenta
este enunciado podemos reescribir la ecuacién (1.61) como:

Ho=—1 Y [i){l- (1.62)

<i,j>

Es conveniente mostrar que la ecuacion (1.62) es consistente con la aproximacién de amarre
fuerte vista en la seccién anterior. Para ello expandemos la funcién ¢ (r) en términos de la base
{1)}:
[9) = ¢(m)|m). (1.63)
m

Y exigimos que |¢) sea solucién de la ecuacién de Schrodinger Hy|¢) = €|¢) con Hy en (1.62).
Al hacer esto se obtiene la siguiente ecuacion:

~t ) ¢()li) =} ¢ (m)m). (1.64)
(i) m
Haciendo el producto con el bra (n|:
—1) " ¢(J) = €¢(n). (1.65)
(Bn

La notacion (j), fija el sitio n y corre sobre los primeros vecinos de este ultimo. Lo siguiente
es hacer la propuesta de Bloch (1.41) en los coeficientes ¢ (j):

0(j) = ™ (j). (1.66)

Sustituyendo esta tltima ecuacién en (1.65) y eliminando la dependencia de uy al multiplicar
por u;(r;) y sumar sobre todos los sitios de la red Y ; uy (r;)uk (r;) = 1. Se obtiene la siguiente
ecuacion para la energia €:

e =—ty ™. (1.67)
)
De donde para la red cuadrada uno obtiene:
&k = —2t [cos(ka) + cos(kya)] (1.68)

Notesé la similitud con la ecuacion (1.57), de hecho puede mostrarse[13] la relacion que existe
entre el coeficiente ¢ y y. En la figura 1.8 se muestran los contornos de la relacion de dispersion
(1.68) en la primera zona de Brillouin, es importante notar que existen contornos cerrados y
contornos abiertos. De acuerdo a (1.68) la energia que un electrén puede tener en el esquema
reducido[11], es decir con el vector k en la primera zona de Brillouin estd en el intervalo
Ek/t c [—4,4].
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Figura 1.8: Se muestra la grifica de contorno de la relacién de dispersion (1.68) en la primera zona de
Brillouin (ky,ky) € [-7/a,n/a] X [—7/a, ®/a] para una red cuadrada.

Para la geometria triangular se llega a la siguiente relacion de dispersion:

&g = —2t [cos(kxa) +2cos <k%a> cos <\/§2kya>] (1.69)

En la figura 1.9 se muestra los contornos de la ecuacién (1.69), podemos observar que solo
existen contornos cerrados y que la energia en el esquema reducido estd en el intervalo g/t €
[—6,3].

2t

-3t

Figura 1.9: Se muestra la grifica de contorno de la relacion de dispersién (1.69) en la primera zona de
Brillouin (ver figura 1.6) para una red triangular.
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Dada las relaciones de dispersion es posible obtener la masa efectiva de una particula, la
cual se define como la masa que aparenta tener la particula en un cristal segiin el modelo
semiclésico de transporte[11]. Formalmente la masa efectiva es una matriz M, cuyas compo-
nentes pueden calcularse de la siguiente manera:

11 d%
M K2 8k,~8kj k:0‘

(1.70)

En ambas geometrias estudiadas la matriz de masa efectiva es diagonal, su forma explicita es:
n? n?
2aa2 " 3ta?
Donde los subindices c y h corresponden a la red cuadrada y triangular respectivamente, la ma-
triz I es la matriz identidad de 2x2. La simplicidad de la matriz M permite reducir su definicién

a una simple constante que denotaremos como m, sy y cuyo valor es igual al promedio de las
entradas en la diagonal de la matriz M. Se obtiene entonces lo siguiente:

M, = L (1.71)

2
;—2 Red cuadrada
ta

Meff = (1.72)
"2

3,2z Red triangular

El concepto de masa efectiva se volverd abordar en el siguiente capitulo.

La generalizacion del Hamiltoniano (1.62) para dos electrones en dos capas diferentes es di-
recta, si denotamos con |xj) como la posicién de una particula y con |y;) a la restante, (1.62) se
generaliza a:

A

Ho = —1 " (Jx) (xj| + [ya) (i) - (1.73)
(iL.J)

Ademds si estos dos electrones interactian mediante un potencial V(x,y), el sistema queda

descrito por el Hamiltoniano H:

A==t (Ja) gl ) 05 + X Vgl vp) (il (1.74)
<ij> ij

Esta tltima ecuacién describe el modelo de Hubbard para dos particulas. !>

Es importante enfatizar dos puntos importantes del modelo de Hubbard, uno de ellos es la intro-
duccidn de primeros vecinos no afecta directamente al término en la interaccidn, esto se debe a
que hasta ahora no se ha dicho nada de la forma funcional de V(x,y), ya que este puede ser de
largo alcance, introduciendo errores no despreciables si se considera primeros vecinos; o por el
caso contrario es un potencial de contacto y un tratamiento a primeros vecinos es innecesario.
El otro punto es la geometria de la red, distintas redes dan distintas posiciones de los primeros
vecinos, obteniendose contribuciones diferentes para cada geometria.

Hasta ahora se ha considerado a los electrones como aquellos que realizan los saltos entre los
sitios de la red, no obstante, se ha mostrado[13] que el modelo de Hubbard describe significa-
tivamente bien los estados estacionarios de particulas en una red dptica, en este escenario son
moléculas o dtomos los que realizan los saltos entre los pozos de potencial que genera la red
Optica, que ahora juegan el papel de los sitios de un sélido real.

13En el formalismo de la segunda cuantizacién el Hamiltoniano de Hubbard es H = — 77l j(d;dﬂ—&— 5;13;) +

J
- Ve-a b hGe
Zw LI
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1.3. Problema de Cooper

En esta seccion se presentard parte del formalismo del problema de Cooper[1]. Esta teoria
fue desarrollada por Leon N. Cooper en 1957 en el contexto de la superconductividad del
estado sélido. En términos generales consiste en como un par de fermiones que interactdan
atractivamente en presencia de un sistema de fermiones ideales en el estado base (mar de Fermi)
producen un estado con energia negativa respecto a 2 veces la energia de Fermi. El objetivo de
esta seccidn es obtener una expresion para el valor de la energia A, asociada al par de fermiones;
para ello se iniciard por considerar un sistema de fermiones ideales a temperatura 7 = 0 K, esto
con el propoésito de introducir algunos conceptos que se abordaran posteriormente.

1.3.1. Gas de Fermi

Consideremos un sistema de N fermiones con masa m, no interactiantes en 3D confinados
en un cubo de longitud L y volumen V = L3 a temperatura T = 0 K. Este sistema est4 descrito
por el siguiente Hamiltoniano:

LN NP
A=Y hi=Y ~=+Veu(r). (1.75)
i=1 i:12m
Con V,,; como:
0 sireV
Veu (1) = 1.76
(1) {m vy (1.76)

La construccion del estado base se consigue encontrando los niveles de energia del Hamilto-
niano de un fermién (i), para después llenar esto niveles de una manera consistente con el
principio de exclusién de Pauli. Las soluciones de / con condiciones periédicas en la frontera
son de tipo particula libre con los vectores de onda k y los niveles de energia & dados de la
siguiente forma:

W2 k>

& = —. (1.77a)
2m
2n

k= f(nx,ny,nz) n; € 7. (1.77b)

Siendo k? la norma cuadrada del vector k. Es conveniente introducir la nocién de espacio k,
el cual esta definido por 3 ejes cartesianos ky, k, y k; que de acuerdo a (1.77b) cada vector
de onda permitido tiene como proyeccion en los ejes un mdltiplo entero de 27t /L y ocupa un
volumen Ak, AkyAk, = (27/ L)3. Esta representacién permite conocer la cantidad de estados de
un fermion en una region € en el espacio k, simplemente haciendo el reciproco entre la region
Q y el volumen asociada a un estado de un fermion:

Q VQ
= ) 1.78
(2x/L)? 8m3 (1.78)
Equivalentemente, la cantidad de estados por unidad de volumen en el espacio k es:
|%
k)= —. 1.79

22



De acuerdo con el principio de exclusiéon de Pauli como maximo dos fermiones con sus pro-
yecciones de espin opuestos pueden ocupar el estado caracterizado por el vector de onda k'#;
por lo que uno comienza a construir el estado base de los N fermiones colocando dos de ellos
en el estado con k = 0 y prosiguiendo el llenado de aquellos niveles de una particula con menor
energia que aun no estan ocupados. La region en el espacio k que forman los estados fermio-
nicos ocupados es indistinguible(como una buena aproximacién cuando N es suficientemente
grande) a una esfera sélida de radio kr llamado radio de Fermi y volumen %n’k%(ver figura
1.10). De acuerdo a la ecuaccién (1.78) el nimero de electrones N debe relacionarse con la
cantidad de estados ocupados de la siguiente manera:

dmky Vo kp
N=2—Fcs=25V (1.80)

El factor 2 en la dltima ecuacion toma encuenta la multiplicidad del espin, de manera similar
a la ecuacion (1.79), se define la densidad de electrones n como el cociente entre la ecuacién
(1.80) y el volumen V real:

k3

n—= -

372
A la superficie esférica de radio kr se le conoce como esfera de Fermi y recibe especial atencion
ya que separa los estados ocupados de los desocupados. Los fermiones en esta superficie tienen
la caracteristica de tener la maxima energia posible de un fermién para el sistema en el estado
base, también llamada energia de Fermi &f:

(1.81)

g

& = . 1.82
= (1.82)

" Esfera de Fermi

Figura 1.10: Representacion esquemadtica de la esfera de Fermi en el espacio k.

4Por simplicidad se ha supuesto que los fermiones tienen espin s = 1/2, para fermiones con un valor de espin
diferente la degeneracién es 2s + 1.
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1.3.2. Pares de Cooper

Supongamos ahora un sistema de fermiones ideales a temperatura absoluta 7 =0 K y un par
de fermiones adicionales que interactian atractivamente a través de un potencial V(r) donde r
es la coordenada relativa, debido a el principio de exclusion de Pauli estos dos fermiones no
podran ocupar los estados dentro de la esfera de Fermi, es decir, si estos fueran ideales tendrian
individualmente una energia mayor a la energia de Fermi; sin embargo, como se mostrara
la interaccion atractiva tendra el efecto de reducir la energia del par por un valor A > 0 con
respecto a la energia de Fermi dando asi lugar a lo que se conoce como par de Cooper en honor
a Leonard Cooper.

2¢;

Figura 1.11: Energia del par de Cooper A medida con respecto a 2¢&p.

Para verificar este ultimo enunciado, partimos de la ecuacion de Schrédinger en coordena-
das relativas del par (1.6):

2
(~Ev24v () ) W) = —lalv) (1.83)

Donde se recuerda que se busca obtener el valor de A con respecto a 2€g(ver figura 1.11), se
ha supuesto que las particulas que forman el par tienen la misma masa m, por lo tanto su masa
reducida es 4 = m/2. En el espacio de momentos la ecuacién anterior se transforma en[7]:

72
m

(10 9(a)+ 3 ¥V (a— ) ¥(a) = ~[Al9(a) (1.84

Donde se ha hecho uso de las siguientes definiciones de la transformada de Fourier y su inversa:

fla) = / d*r e T f(r). (1.85a)
f(r) = éZe’“'rf (q)- (1.85b)
q

En estas definiciones se esta considerando que los estados en q representan un conjunto dis-
creto. Introduciendo la completez de estos estados y tomando el limite termodindmico: } q —

—(2‘7/:)3 [dq?, 1a ecuacion (1.84) se transforma en:

~ _ 1 d3q/ ¥ N,
V) =~ | G a—d)wia), (1.86

Esta ecuacion contiene dos incégnitas la funcion del par ¥(q) y la energia A, para eliminar la
dependencia en la funcién de onda proseguimos como en el trabajo original de L. Cooper[1]
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considerando la aproximacién de onda s, podemos considerar solamente el término V (0) = Vj,
el cual podemos sacar de la integral obteniendo:

_ B V() d3ql oy
V(q)=— 7o 2 / 27y v(q). (1.87)

Ahora integramos sobre todo el espacio d>¢ de momentos:

/ &’q ¥(q) =~ / d3qh2_q2‘71 . ( / (‘;q); W(q/)) (1.88)

Dividiendo por el factor comin [ d3q {(q) se obtiene:

1 / dq 1
= . (1.89)
Vo Jr(2m)pPre |

Donde la presencia del mar de Fermi se ha introducido en la regiéon de integracion 1" de la
siguiente manera. Si ql, q2 representan a los momentos del par de fermiones en cuestion,
entonces debe satisfacerse que q1, q2 > kp, introduciendo el momento de centro de masa Q y
momento relativo q definidos de la siguiente manera:

Q:q1+q2. (1903)

q= %. (1.90b)

Tomando la relacion inversa de estas variables con los momentos individuales se tiene:

Q

q, = E+q. (1.91a)
qQ :%—q. (1.91b)

Debe entonces satisfacerse las desigualdades q; > kr y q, > K, las cuales determinan la
region de integracion I" como:

F:|%:I:q|>kF. (1.92)
Se ha demostrado[5] que el valor de la energia A alcanza su maximo cuando el momento de

centro de masa es nulo Q = 0 y es lo que se considerard en adelante. Al expresar la ecuacién
(1.89) en términos de la energia se introduce la densidad de estados g(¢€), que medida respecto

, . h2 2 hz 2 h2 2 .
a la energia de Fermi (% =251 =2¢ = =L =2(e—¢gp) ) resulta:

1 1 [&rte  g(e)de
Vo Ve 2e—ep)—|A

(1.93)

Donde la energia de corte & representa un limite en la energia que pueden tomar los fermiones
del par a consecuencia de la aproximacion en la transformada de Fourier del potencial V (q —
q') = V. De acuerdo a Cooper[5] esta aproximacion es vélida dentro del dominio |€ — &¢| <
hwp donde wp es la frecuencia de Debye. Se considera la energia de corte como & = hwp,
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entonces la integracion (1.93) se efectia en una pequefia banda por encima de la energia de
Fermi. Debido a que imp << & se puede aproximar g(€) =~ g(&r), obteniendose la siguiente
ecuacion para A:

1 € er+hwp de
1 ser) / . (1.94)
WV Jo  20E—er)— A
Cuya solucion es: i
A = —2hwpe 2V /8ol (1.95)

De esta ecuacion puede verificarse la importancia de la presencia del mar de Fermi, ya que en
su ausencia se tendria & = 0y como g(&) ~ /2 llevaria a un gap nulo. Posterior al trabajo de
Cooper, se elaboro la teoria de BCS[1] (Bardeen-Cooper-Schrieffer) la cual ademds de obtener
un valor para el gap A a temperaturas finitas, determina variacionalmente la funcién de onda
que describe el par en su estado base; sin embargo, este procedimiento hace uso de las técnicas
de segunda cuantizacion, las cuales salen de los propdsitos de este trabajo. Es por ello que nos
hemos reducido a bosquejar el dlgebra para obtener una expresion para el gap Aa 7 =0 K.
Como se verd mas adelante este procedimiento sirvio de guia al abordar el problema de Cooper
en una red optica.

1.4. Materia ultrafria

Tras el descubrimiento de la superconductividad se ha generado gran interés en el estudio
de diversas fases cudnticas que la materia presenta a temperaturas cercanas al cero absoluto,
ejemplo de ellas son los condensados de Bose-Einstein y el estado BCS superconductor de
diversos materiales. Esta inclinacién por la materia ultrafria ha llevado a diversos cientificos
a modernizar los procedimientos de enfriamiento atémico, ademds de desarrollar técnicas que
permitan al experimental controlar la dindmica de los d&tomos o moléculas que se estudian.
Actualmente los experimentos en materia ultrafria hacen uso de luz laser como sistema de
enfriamiento, asi como de resonancias de Feshbach, foto-asociacion y de redes Opticas como
técnicas de control y manipulacion. En esta seccion se analizara los principios basicos de estas
nuevas técnicas que hicieron posible la creacién y manipulacién de la mezcla de 2Na*'K que
se estudio.

1.4.1. Enfriamiento laser

El principio de equiparticion de energia establece que la energia térmica por particula por
grado de libertad a temperatura 7 es:

E = 1kBT. (1.96)
2
En un gas de N atomos no interactuantes solo existe contribucion cinética en la energia, es en-
tonces posible igualar la energia cinética con %NkBT correspondiente a los 3 grados de libertad,
se obtiene entonces:
m < v* >=3kgT. (1.97)

Donde < ... > denota el promedio sobre el ensemble y kp es la constante de Boltzmann. De esta
ultima relacion podemos observar que una reduccion en la energia cinética del gas disminuiria
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su temperatura.

Fueron los fisicos Hinsch y Schawlow[14] quienes por primera vez en 1975 sugirieron que
el momento cinético que lleva una onda electromagnética puede ser empleado para modificar
la distribucion de velocidades de un gas de dtomos neutros. El mecanismo de “frenamien-
to”’propuesto puede entenderse mediante la absorcidon y emision de un fotén por un dtomo, para
ello consideremos un dtomo que por simplicidad se mueve con velocidad v, en la direccion +x
y que interactia con un haz laser con frecuencia v; que se propaga en direccion opuesta tal
como se muestra en la figura 2.5.

Atomo

Laser
EaisiVAVAVA

Figura 1.12: EI dtomo se mueve con velocidad v, y interactda con el ldser con frecuencia v; que se
propaga en direccidén opuesta.

La frecuencia del laser es sintonizada cercana a una frecuencia de transicion del atomo vy
por una cantidad 6 /vy << 1:
VL= Vy+ 6. (1.98)

En el sistema de referencia del d4tomo la fuente del ldser se mueve hacia €1, experimentando
un cambio en la frecuencia debido al efecto Doppler, la frecuencia percibida por el dtomo v;
es[15]:

V£=VL<1+V—;>=(VQ+5)(1+%>%V0+5+%V0. (1.99)

Donde se ha supuesto que v, /c << 1 siendo c la velocidad de la luz, eligiendo 6 = —**vq se
consigue que vV, = V; resultando en la absorcién del fotén. Después de la absorcién el dtomo
es llevado a uno de sus estados excitados que decaera por emision espontdnea de un foton
con la misma frecuencia @y, pero en una direccion arbitraria. La figura 2.6 muestra el ciclo de
absorcidn-emision.

Figura 1.13: Ciclo de absorcién-emision. (1) Luz ldser es dirigida al dtomo. (2) El dtomo absorbe el
fotdn llevandolo a un estado excitado.(3) El 4tomo decae a su estado base después de un tiempo 7.
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Cada vez que este ciclo se repite hay un cambio Ap, en el momento del 4tomo, por conser-
vacion de éste antes de la absorcion debe tener un valor:

Apx:—i. (1.100)
AL

Donde % es la constante de Planck y A;, la longitud de onda del laser, el signo menos indica que
el cambio en el momento es en la direccidon opuesta al movimiento del &tomo. Caso contrario al
retroceso por emision, que al ser en una direccion arbitraria promedia a cero. Como resultado
se obtiene un “frenamiento”del &tomo por absorcion.

El modelo explicado describe el enfriamiento l4ser considerando que la dindmica entre el foton
y el dtomo es clésica, sin embargo a temperaturas bajas' los fenémenos cudnticos describen la
dinamica del sistema. El tratamiento cudntico considera una aproximacion semi-cldsica de un
atomo con solo dos niveles, el estado base y el estado excitado. De igual forma que la version

clasica se determina una fuerza de frenamiento con un valor[15][16]:

_ Apfolon _ hkl’ I/Isal
At 2 141/l +[2(® — ) /T]?

F(w) (1.101)
Esta fuerza depende de la vida media © (I' = 1/7) del estado excitado, la razén entre la in-
tensidad del laser y la de saturacion I /I, asi también como de la frecuencia de resonancia
del atomo y la frecuencia w del laser desde el sistema de referencia del &tomo. Examinado el
comportamiento de esta fuerza a intensidades del ldser grande I — oo se obtiene un limite en
la fuerza de frenamiento F,,, = hkI'/2 que representa una desaceleraciéon méaxima dada por
Amax = k" /2 contrario a la version clésica (1.100) (a =~ TL;LL) que no impone ninguna restric-
cion.

1.4.2. Melazas 6pticas

En un gas mas realista los 4&tomos se mueven en cualquier direccién y para enfriarlos es
necesario frenarlos en tres direcciones ortogonales mediante 3 pares de laseres tal como se
muestra en la figura 1.14.

N~ . ~

> ~
I

Figura 1.14: Arreglo de Melaza Optica.

En una primera impresién podria decirse que el arreglo simétrico no tiene efecto sobre el
atomo, sin embargo, las fuerzas sélamente se balancean para un dtomo estacionario. Para un
atomo en movimiento es el efecto Doppler que lleva a un desbalance en las fuerzas de los haces

SCaracteristico del arreglo atémico
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que se propagan en un mismo eje. En el sistema de referencia del d&tomo, este interactia con el
haz que se propaga en direccion opuesta F (@, — @y + kv) y con el que se propaga en la misma
direccién F (@ — @y — kv) resultando en una fuerza total F,;:

hkl I/ B I/ L
2 | 1+1)Lg+[2(0p —kv—ax) /T2 141/l + [2(0p + kv — @) /T]?
(1.102)
Asumiendo velocidades pequeiias kv << I' podemos desarrollar F,,,; en serie de Taylor alrede-
dor de 6 = @y, — @y obteniendo:

Fmel =

OF oF oF
35 —F(5) —|—kv% = —2%@. (1.103)

Esta dltima ecuaién puede escribirse de forma compacta como:

Fmel%F(S)_kv

Fpol = —0lv (1.104)

Que evoca a la fuerza de una particula que se mueve en un medio viscoso(de ahi el nombre
de melazas 6pticas). Para que esta fuerza actie en sentido contrario al movimiento del atomo

I —26/T o .
A=/ gea positiva, esto se cumple si & = @y — <0, es
Isat [l+(25/f‘)2]2 p p L 0‘)0

decir la frecuencia del laser debe sintonizarse por debajo de la frecuencia de resonancia, en
concordancia con la aproximacion clésica.

es necesario que o = 47k?

1.4.3. Enfriamiento evaporativo

La técnica de enfriamiento laser permite alcanzar temperaturas del orden de uK; sin em-
bargo, para el experimento del gas dipolar fermidnico[6] fue necesario alcanzar temperaturas
del orden de nK. Para enfriar un gas a dicho orden de magnitud es necesario el uso del enfria-
miento evaporativo. Este método consiste en dejar escapar del confinamiento a las particulas
mas energéticas del gas, de tal manera que las particulas que queden tengan en promedio me-
nor energia, lo que significa menor temperatura. Explicitamente se tiene que a temperatura 7
la distribucidn de energia de los d&tomos es una distribucion de Boltzmann:

f(E,T) = e ElksT (1.105)

Si suponemos que el gas tiene una temperatura 77, que corresponde a una distribucion f(E, Ty),
al reducirse la intensidad del potencial de confinamiento U se tiene que aquellas particulas cu-
ya energia E sea mayor E > U escapen, el nuevo gas con menor nimero de particulas alcanza
el equilibrio termodindmico llegando a una nueva distribucion de energia f(E,T>) cuya tem-
peratura es menor, es decir 7; < T;. En la practica suele repetirse este proceso hasta alcanzar
temperaturas del orden de nanokelvins. En la figura 1.15 se muestra el proceso de enfriamiento
evaporativo.
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Figura 1.15: a) Se muestra particulas confinadas en un potencial con profundidad U;. b) La profundidad
del potencial se reduce Uy < U; por lo que las particulas energéticas E > Uy escapan del confinamiento.

1.4.4. Redes opticas

Una red dptica es un potencial periédico de confinamiento que se genera como resultado
de el patron de interferencia de un par o més de rayos laseres. La onda estacionaria que se
genera por el traslape de los l4seres es capaz de confinar 4tomos neutros como consecuencia
de la interaccion entre el campo eléctrico del laser E (7,1) y el dipolo eléctrico d inducido en el
atomo:

Vaip = —d - E(7) < a(op)|E(7)[*. (1.106)

Donde o () es la polarizabilidad de un dtomo que por lo general depende de la frecuencia
del laser @y, la cual usualmente es lejana a la frecuencia @y de transicion electrénica del 4&tomo
que se esta confinando, esto con el fin de despreciar efectos de emisiones espontineas.

El cambio en la energia Ag(¥) que induce (1.106) en los niveles atomicos estd dado de la

siguiente forma[17]:
o 1 =0y ()
Ag(7) = —Eoc(a)L)(E(r,t) )p o< Ay (1.107)
Donde I(7) es la intensidad del ldser y A, = @y, — @y, este cambio en la energia es interpretado
como un potencial efectivo V,,; = A&(¥), que de acuerdo con (1.107) sigue el patrén espacial
de la intensidad del laser. La fuerza conservativa a la que estdn sometidos los dtomos viene

dada por la relacion:
F(7) = =VVyu (7). (1.108)

De donde se destacan dos casos conocidas en la literatura[ 18] por ”"Desentonamiento rojo”(Ag <
0) para el cual la interaccién (1.108) es atractiva, confinando los 4tomos en la red 6ptica y "Des-
entonamiento azul”(A, > 0) para el cual la interaccidn efectiva entre el dipolo y la red 6ptica
es repulsiva.

En esta tesis se estudio la interaccion de dos moléculas polares en una red Optica con geometria
cuadrada y triangular. La red cuadrada es generada por 4 rayos ldser, que en pares se propagan
en direccion contraria y ortogonalmente al otro par. Si consideramos que la red estd en el plano
xy y que los laseres tienen un nimero de onda k; y frecuencia @y, entonces el traslape puede
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expresarse de la siguiente manera:

E (x,t) =Eycos(kpx — wt) + Eycos(kpx + @t) = 2Eq cos(kzx) cos(wt).

~—

E\(y,t) =Egcos(kry — ot) + Egcos(kry + ot) = 2Eycos(kry) cos(@t). (1.109)
Tomando el promedio temporal de (1.109) se obtiene :
(E,(x,1)?) =2E3 cos? (kpx).
(Ex(y,1)?) :2E§ cos?(kzy). (1110)
Dando asi lugar a un potencial ptico V,,,; cuya forma funcional es la siguiente:
Vot (x,) = Vo(cos? (kpx) +cos® (kry)). (1.111)

Donde k;, =27/, y Vo o< ot(@,)E3. La red triangular es generada por 3 ldseres en el plano
Xy que se propagan con un dngulo de 120° entre cada haz, el potencial que generan tiene la
siguiente forma:

Vo (%,9) = Vo(3 + 4 cos(3kx/2) cos(V/3ky/2) 4+ 2 cos(V/3ky)). (1.112)

Una de las caracteristicas importantes de los potenciales Opticos que podemos observar de
(1.111) y (1.112) pero que es consecuencia directa de (1.107), es que la profundidad del po-
tencial Vj puede ser ajustada por el experimental simplemente aumentando o disminuyendo la
intensidad del laser, permitiendo asi una variedad amplia de experimentos.

1.4.5. Resonancias de Feshbach

La resonancia de Feshbach!® es 1a herramienta principal en el control de la interaccién entre
los atomos en los gases ultrafrios, la funcién principal de este procedimiento consiste en modi-
ficar la intensidad efectiva con la que dos d&tomos interactian por medio de un campo magnético
externo, consiguiendo enlazar dos atdmos cuando colisionan a baja energias (k ~ 0). Para dar
una idea general de la fisica detrds de una resonancia de Fesbach consideremos dos canales en
el proceso de colision, cuyas curvas de energia de interaccion tienen la forma mostrada en la
figura 1.16; por convencion, el canal abierto corresponde a los estados dispersivos de los dos
atomos y el canal cerrado es aquel que soporta un estado ligado(molécula).

16En memoria al fisico Herman Feshbach.
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\ Canal cerrado

— Canal abierto

Separacidén atdédmica r

Figura 1.16: Curvas de energia de interaccioén en la coordenada relativa del par de dtomos, la linea

horizontal representa £ = 0.

Una resonancia de Feshbach ocurre cuando el estado molecular en el canal cerrado esta
energéticamente cercano al fondo de los estados dispersivos del canal abierto (E = 0). La brecha
de energia entre ambos estados puede ser variada por efecto Zeeman al aplicarse un campo
magnético al gas. El acomplamiento del estado dispersivo y molécular ocurre a cierta intensidad
de campo magnetico By para el cual se ha mostrado[19] que la longitud de dispersion diverge
y cambia de signo, tal como se puede apreciar en la figura 1.17.

a/apg

B/B,
Figura 1.17: Cerca de la resonancia la longitud de dispersién a depende del campo magnético B como:

a = apg (1 — B%ﬂ), A es la amplitud de resonancia y ae la longitud de dispersion del canal abierto.

La divergencia en la longitud de dispersion ha sido asociada[10] con la formacién de un
estado molécular entre los dtomos que colisionan. A las moléculas formadas mediante reso-
nancias de Feshbach se le conocen como moléculas de Feshbach.

1.4.6. Stimulated Raman Adiabatic Passage

En la seccion anterior se discutio como la resonancia de Feshbach lleva a la formacion
de un estado molecular, este procedimiento tiene la desventaja que los d&tomos que forman la
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molécula de Feshbach estan débilmente ligados(~ 0.15eV), esto debido a que la molécula no
es producida en su estado base vibracional, ocasionando que las vibraciones entre los atémos
disocien a la molécula en un tiempo muy corto como para que el gas alcance equilibrio ter-
modindmico. Es necesario entonces llevar a la molécula a su estado base vibracional; es aqui
donde el proceso conocido por sus siglas en ingles como STIRAP(STImulated Raman Adiaba-
tic Passage) se propone como mecanismo de transferencia de moléculas de Feshbach al estado
base vibracional.

Para comprender la idea basica que hay detrds de STIRAP consideremos por simplicidad un
sistema de 3 estados cudnticos!”. Denotemos con |a) el estado inicial(Molécula de Feshbach),
| f) un estado excitado y |b) el estado base vibracional, debido a que los estados |a) y |b) tienen
la misma paridad!8, las reglas de seleccién[21] prohiben la transicién de dichos estados me-
diante la absorcion o emision de un fotdn, sin embargo, la transicién es permitida por procesos
que involucren 2 fotones. Para llevar a cabo el proceso, el gas molécular es expuesto a dos
campos eléctricos con la siguiente forma:

E(t) = Ejejcos(mt) + Ere; cos(mnt). (1.113)

Donde E;, e; son la amplitud y el vector de polarizacion del campo eléctrico, la frecuencia @,
y @ de los fotones se relaciona con la energia del los estados |a) y |b) como:

h(o)+ @) = (Ep — Eq). (1.114)

El proceso se describe de la siguiente manera: el foton con frecuencia w; es absorbido causando
la transicion del estado |a) al estado |f), mediante emision estimulada el segundo fotén con
frecuencia @, lleva la transicion del estado | f) al estado base |b). La figura 1.18 describe este
proceso.

b

Figura 1.18: Se describe el proceso STIRAP.

El uso de STIRAP tiene la ventaja de no calentar significativamente el gas molécular y de
no destruir las moléculas ya formadas durante el proceso. La mezcla de 2’Na*'K estudiada

17Una buena aproximacién para dtomos alcalinos como sodio y potasio[20].
18 Ambos estados estan caracterizados por L = 0.
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fue llevada mediante STIRAP de un estado molécular con energia de ligadura de 1.6 eV al
estado base vibracional con energia de ligadura 0.65 eV, este incremento significativo permitié
incrementar el tiempo de vida de la molécula a T = 2.5s, que en el &mbito de la materia ultrafria
es suficiente para realizar diferentes tipos de experimentos.

1.5. Gas dipolar ultrafrio de >’Na*’K

El experimento que dio a la formacioén del gas dipolar fermiénico de 2*Na*’K comenzé
con un gas de dtomos de **Na y K, confinados en una trampa dipolar a una temperatura
T ~ 500 nK, la resonacia de Feshbach fue viable mediante la aplicacién de un campo magnético
con intensidad de 85.7G y frecuencia en la banda de las radio-frecuencias. Las moléculas de
Feshbach fueron creadas en el estado cudntico a2t |v =19, = 1,F =9/2, mp = —7/2), en
esta notacion J (F) refiere al momento angular total de la molécula excluyendo (incluyendo) el
spin nuclear, mr describe la proyeccion de F a lo largo del eje de cuantizacién y v denota el
estado vibracional. Se uso STIRAP con frecuencias 1 y €, tal como se muestra en la figura
1.19, logrando llevar 7x103 moléculas al estado base vibracional XX, |v = 0,J = 0).

(a) 15000F T T T T T ]
E) O—(:)
BN 3°5 + 4%P
. 5000 -
£ a,
8 o
>
=
2
w a’x* | F5+4%8
0 =2
F o—QO
Na K
-5000 ) o i
1 1 1 1 1 1 1

3 4 5 6 7 8 9
Internuclear distance (A)

Figura 1.19: Formacion del estado base vibracional de 2*Na*’K. Figura tomada de [22]

Posterior a la formacion del gas, fue posible variar la intensidad dipolar de las moléculas
mediante la aplicacion de campo eléctrico, el mdximo momento dipolar reportado[6] fue de 8D.
Este limite impuesto por el experimento serd considerado en los calctlos nimericos al abordar
el problema.
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Capitulo 2

Planteamiento y objetivos

En 1957 Cooper [1] encontré que electrones interactuando atractivamente en la presencia
de un mar de Fermi pueden formar un estado ligado; incluso si su energia es mayor a cero.
Estudios recientes [23] muestran la posibilidad de la formacién del par en sistemas quasi-
bidimensionales; como por ejemplo: dos planos paralelos de moléculas confinadas en una red
6ptica. Por otra parte la creacién del gas dipolar fermiénico de 2*Na*’K abre la oportunidad
de investigar si la interaccion dipolar entre las moléculas es capaz de sustentar un estado de
Cooper cuando el gas es confinado en una red Optica. Para averiguar esta interrogante es ne-
cesario discutir tres diferencias entre el contexto en el cual se investigé la formacion del par
molécular y el contexto de Cooper[1]. La primera de ellas puede verificarse en la seccién 1.3,
donde se bosquejo el dlgebra que permitié conocer el valor del gap A sin hacer mencién alguna
de la presencia de una estructura cristalina, donde por lo general se lleva a cabo la conduccion
de electrones; de hecho, puede verse de (1.84) que dicha estructura fue sustituida por una caja
de volumen V con condiciones periddicas a la frontera. La segunda se refiere al enfésis en la
formacidn del par para electrones con mometo relativo k nulo y la dltima, se relaciona con la
naturaleza de la interaccidn atractiva, en la teoria de BCS esta interaccion esta originada por el
intercambio de fonones entre electrones. En nuestro contexto se hizo énfasis en la existencia
de una estructura geométrica en la red, no se limit6 la exploracion de formacion de pares de
Cooper con momento relativo nulo, sino que se consideré al momento relativo k como una
variable en la primera zona de Brillouin y en lo que concierne a la naturaleza de la interaccion,
las moléculas al estar confinadas en una red dptica, no existen vibraciones de la red que lleven
al intercambio de fonones, es puramente la interaccion dipolar de la cual se espera la formacion
del par.

Tras responder la interrogante sobre la existencia de soluciones de tipo par de Cooper en
moléculas dipolares, se generan nuevas cuestiones (las cuales se le dardn respuesta) acerca
del comportamiento del gap A como por ejemplo:

1. (Como se compara la forma funcional de la energia del par A con la obtenida en la teoria
de BCS?

2. (Cual es la dependencia de A con la magnitud de interaccion entre las moléculas?
3. (Cudl es la dependencia de A con el momento relativo k?

4. (Es el par con momento relativo igual a cero el favorecido para sistemas compuestos por
dos especies con energia de Fermi diferente?
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El interés en estudiar la formacion de pares de Cooper recide en el hecho fisco que la posibilidad
de su existencia indica inestabilidad, la cual es asociada a la inestabilidad que se genera en la
formacién del estado superfluido, la descripcién teérica del superfluido del gas de 2*Na*'K
fue elaborada recientemente[2] pronosticando una temperatura critica entre 6 y 20 nk. Los
resultados que se obtengan complementarian a la investigacion previamente mencionada.

Al tratarse de moléculas es conveniente investigar la formacion de estados ligados, los cuales
dan lugar a lo que se conoce como dimero; la importancia de averiguar la formacion del dimero
permitiria conocer las condiciones para las cuales el par de Cooper o el dimero es el estado
cudntico preferencial para dos moléculas, también ofreceria una puerta en la investigacion de
la dispersion eldstica de los dimeros[24], tema que es de interés en el ambito experimental de
la materia ultrafria. El tratamiento de los estados ligados fue puramente destinado a conocer la
energia de ligadura o una cota de ésta mediante método variacional estandar[7].

2.1. Modelo

Consideremos moléculas dipolares de >*Na*K colocadas en un arreglo paralelo de dos re-
des opticas(A y B) en 2D cuya constante de red a es la misma para ambos planos, la separacion
entre los planos tiene un valor A y los dipolos estan alineados perpendicularmente a la red, tal
y como se puede observar en la figura 2.1.

Figura 2.1: Representacién esquemética del gas dipolar de Fermi en la red dptica. Las flechas indican
la direccién del momento dipolar p.

De acuerdo a la electrodinamica cldsica[25] la interacion entre dos dipolos p, y pg estd

dada como':

D —3(h- fi-
V(ry,rp) = PA'PB |rA(—rI;T3)( Ps). 2.1)

Donde fi es un vector unitario en la direccién rq — rp, siendo ry y rp las posiciones de los
dipolos:

ra = xpAX+yaAY + 242

R N R 2.2)
Irp = XpX+yBY + 2BZ.

'En unidades cgs
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Definiendo p? = (x4 —x)> + (y4 — yp)? y notando de la figura 2.1 que la distancia interplanar
en la direccidn Z es igual a A = (z4 — zp) se obtiene la siguiente reduccion de (2.1):
_ Pa-Pp—3(0-ps)(f-pp)

V(I'A,I'B) - (p2+2’2)3/2 . (23)

Simplifiquemos ahora el numerador de (2.3), para ello consideramos la alineacién de los dipo-
los py = dZ, pgp = dZ siendo d la intensidad dipolar y escribamos de forma explicita el vector

normal fi: . N .
(xa —xB)X+ (yA —yB)¥ + (24 — 2B)2

= TEEWBLE (2.4)
Se obtiene lo siguiente:
3d*)?
D —3(h- h-pp)=d>— — . 2.5
Pa-Pp—3(-py)(0-pp) Py (2.5)
Sustituyendo esta ultima expresion en (2.3) y simplificando se llega a:
2 2
I 2
V(I'A,I‘B) =d —(p2+)~2)5/2' (26)

En principio, una molécula en el plano A experimenta la interaccion dipolar entre las molécu-
las del mismo plano A y del plano B; sin embargo, se ha mostrado[26] que la interaccion
intraplanar puede despreciarse cuando la distancia interplanar A es menor que la constante de
red a. Por ejemplo, tal como se considerard para A =0.75a la interaccion dipolar interplanar
es aproximadamente 5 veces mas intensa que la interaccion intraplanar[2]. Esta diferencia en
magnitudes permite concentrarnos solamente en la interaccién entre moléculas pertenecientes
a distintos planos; més atn, en dos de las moléculas descritas. La reduccion al problema de dos
cuerpos aparenta ser una estimacion cruda; no obstante, veremos que esta aproximacion repro-
duce los mismos resultados que el tratamiento de los muchos cuerpos a temperatura 7 = 0 K[2].

1=0.6a
et A=0.75a
05| A=0.9a
S o
s

p/a

Figura 2.2: Potencial Dipolar (2.6) para distintos valores en la separacién intraplanar A. El minimo se
ubica en p = 0 y tiene un valor de V (0) = —2d?A3.
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En la figura 2.2 se muestra el perfil del potencial (2.6), este potencial es atractivo para dis-
tancias p < A+/2 y repulsivo para p > A+/2. El caricter repulsivo del potencial no contradice
las condiciones del problema de Cooper, puesto que el "tamafio”’de un par de Cooper