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Capitulo 1

Introduccion

En el drea de dindamica molecular se ha desarrollado un aparato teérico para modelar las diferentes
interacciones que hay entre las particulas que constituyen estructuras elementales de la bioquimica. En
particular, se ha puesto especial atencién en el estudio de las proteinas debido a la diversas funciones que
estas realizan en los seres vivos. Algunos trabajos relacionados se pueden encontrar en [I],[2],[3]. Estos
modelos toman en cuenta interacciones debidas a cambios conformacionales como pueden ser torsiones
y cambios en los dangulos diedrales, también interacciones debidas a los enlaces quimicos y las debidas
a las fuerzas de Van der Waals (Lennard—Jones) [4]. Sin embargo, aunque han tenido mucho éxito con
su implementacion desde los anos 70, requieren un conjunto amplio de parametros libres que se ajustan
con evidencia experimental, y que tienen que ser modificados dependiendo del fenémeno y la escala que
se quiere describir. Adicionalmente, al incorporar diferentes tipos de interacciones, utilizan una cantidad
exhaustiva de recursos computacionales para su descripcion evolutiva.

En los afios 90, M. Tirion y D. ben-Avraham propusieron un modelo simplificado fenoménologico
para las interacciones entre atomos que constituyen las proteinas [5],[6],[7], en el cual se considera que
existe una interaccién lineal de tipo eldstico entre particulas. Esta nueva descripcion es referida en la
literatura como modelos de redes elasticas. A diferencia de los modelos de dindmica molecular, en esta
nueva descripcién solo fija un tnico parametro denominado radio de corte, que modula el alcance de la
interaccion. De esta manera, si un par de particulas distan menos que este radio critico, entonces estan
conectadas con un potencial de Hooke, y no lo estdn en caso contrario. A pesar de la simplificacion del
modelo, se logré describir numéricamente la funcién de densidad de los modos de vibracién para las bajas
frecuencias. Esta idea la presentan més tarde, S. Nicolay y Y.-H. Sanejouand [8], donde muestran que
la dindmica asociada a modos con longitud de onda larga, esta dominada por un conjunto robusto de
modos normales. En un trabajo posterior, Juanico, Sanejouand, Piazza, y De los Rios [9] incluyen efectos
no lineales al considerar en la energia potencial términos con energia elastica de cuarto orden. El objetivo
de esto, es explicar la localizacién de la energia en las regiones més rigidas de la proteina, que ademas se
consideran las de mayor actividad quimica.

La idea propuesta por Juanico et al [I0], es encontrar numéricamente érbitas periédicas de gran am-
plitud [IT], [I2]. Ellos argumentan que estas érbitas corresponden a oscilaciones espacialmente localizadas
y de una frecuencia alta en comparacién con las frecuencias de modos normales. Los autores sugieren
que la localizacién se debe a los términos no lineales. El andlisis de [10] sugiere también varios problemas
matematicos interesantes relacionados a la existencia de érbitas periddicas, y obtienen algunos resultados



de localizacién, sin embargo, el efecto de la inhomogeneidad espacial, la no linealidad y el mecanismo de
localizacion no quedan suficientemente claros.

El enfoque de esta tesis, es tratar de conectar los efectos de localizacion en las redes elasticas que
describen un modelo simplificado de proteina con fenémenos de localizacién en cadenas lineales inhomo-
geneas. La inhomogeneidad corresponde a regiones de una red que puede ser tridimensional con mayor
densidad de 4tomos en cierta regién, y por lo tanto, mayor niimero de interacciones entre atomos cercanos
dentro de la misma region. La hipdtesis es que las redes elasticas que describen estos arreglos de particulas
tienen modos normales localizados espacialmente y algunos persisten en el sistema no lineal. La tesis se
dedica principalmente a la aproximacion de modos normales débilmente no lineales, que estando cerca
de modos lineales espacialmente localizados son también localizados. Ademas se trata de explicar los
fenémenos de localizacion lineal y débilmente no lineal considerando redes elasticas mas generales. Esto
permite describir un mecanismo para la persistencia de localizacién lineal y no lineal en diferentes redes
elasticas, que incluyen modelos tridimensionales. Uno de los resultados de particular importancia es que
la localizacién espacial de modos de vibracién es un fenémeno robusto.

Este trabajo esta compuesto de cuatro partes principales ordenadas como capitulos. En el capitulo
se presenta el modelo de interaccién entre masas puntuales (dtomos) [9] de tipo red eldstica que incor-
pora términos cuadréticos y términos no lineales (cudrticos). El modelo tiene la caracteristica de que las
interacciones entre particulas ocurren dentro de un radio de interaccién definido de manera prescrita. Uti-
lizando una hipétesis de “pequenas vibraciones” o de “pequenas deformaciones” (que se hace mas precisa
en el texto), se propone una simplificacién del modelo original a un modelo tipo Fermi-Pasta-Ulam (FPU)
cuartico, en el cual, el nimero de interacciones de cada masa puntual es variable. Este tipo de cadenas
FPU-inhomogenea no parece haber sido estudiada en la literatura. El modelo original y la aproximacion
tipo FPU son sistemas Hamiltonianos, con variables de posicion que describen el desplazamiento relativo
de cada masa respecto a su posicién de equilibrio. La informacién sobre que particulas estdn conectadas
entre si se codifica en una matriz denominada matriz de conectividad, que determina las frecuencias
lineales del sistema y la forma en que se distribuyen sobre el espacio los modos normales. El cambio a las
variables de modos normales se hace conservando la estructura Hamiltoniana del sistema.

En el capitulo Bl se hace un estudio de valores y de vectores propios de la matriz de conectividad,
para diferentes ejemplos de redes eldsticas en una, dos y tres dimensiones espaciales. En este estudio
solo se considera la parte lineal. Las redes tridimensionales que se estudian en mas detalle son las que
corresponden a las estructuras de los catalizadores proteinicos Ribosima y Subtilisina, obtenidas de datos
cristalogréficos [13], [14].

Se comienza con el anélisis de configuraciones unidimensionales donde la distribucién de las particulas
es homogénea, excepto en un conjunto de regiones, sobre las cuales, de manera artificial se aglomeran mas
particulas. Al hacer numéricamente el andlisis espectral a la matriz de conectividad de estas cadenas, se
encuentra que los modos altos de vibracién se localizan espacialmente sobre las regiones de aglomeracién.
Este comportamiento también lo presentan estructuras tridimensionales tales como la Ribosima y Subti-
lisina. En algunos casos unidimensionales se observa la aparicién de una banda de separacién (gap) entre
las frecuencias de los modos localizados y los modos extendidos espacialmente, tambien se observa que el
traslape (intercambio de energia) entre modos localizados en diferentes regiones de la cadena puede ser
muy pequeno. Este fendmeno es muy importante en este estudio, ya que esta relacionado con la existencia
de una variedad invariante constituida por los modos altos de oscilacién.



En el capitulo @ se utiliza la teorfa de formas normales de Birkhoff para eliminar un conjunto de
términos no resonantes de la parte cuartica del Hamiltoniano, mediante cambios de variable simplécticos
cercanos a la identidad. El objetivo en esta parte es encontrar la forma normal parcial, la cual es una
aproximacién del sistema Hamiltoniano original. Las condiciones de no resonancia son fundamentales
de considerar y se basan en observaciones numéricas para diferentes ejemplos de cadenas del capitulo
Bl Primero se estudia el caso donde los modos localizados con frecuencias altas separadas del resto por
un gap, para estos casos, la condicién de no resonancia usa solo informacién sobre las frecuencias de los
modos normales. Este argumento se generaliza a cadenas que no presentan gap en el espectro, de tal
manera, que utilizando la informacién de la superposicién (traslape espacial) de los modos normales, es
posible hacer una separacién del espectro en conjuntos de modos con baja interaccién entre si. Este proce-
dimiento se aplica también a los casos en tres dimensiones espaciales como son la Ribosima y la Subtilisina.

La construccién de la forma normal incluye un segundo paso, con el cual, utilizando informacién sobre
las frecuencias, se eliminan mas términos cuérticos del Hamiltoniano, restringido al subespacio invariante
de los modos altos de vibracién. El resultado es que el sistema que describe las ecuaciones en el subes-
pacio invariante de modos localizados presenta una nueva cantidad conservada, que denotamos como
potencia, y que es el resultado de la simetria del Hamiltoniano ante cambios de fase global. Fijando el
valor de esta cantidad se deduce la existencia de érbitas periddicas en el subespacio invariante a través de
un argumento topoldgico. Estas érbitas periddicas son de tipo “breather”, i.e. equilibrios relativos de la
simetrias globales, y corresponden a puntos criticos de la energia en la hiperesfera de potencia constante.
Ademas, se garantiza la existencia un nimero minimo de érbitas periddicas. Las érbitas periddicas tipo
breather de energia maxima y minima se calculan numéricamente utilizando el método del gradiente (as-
censo/descenso mas pronunciado) restringido a la hiperesfera de potencia constante. También, se presenta
un analisis preliminar de estabilidad lineal para estas 6rbitas periddicas en el subespacio invariante.

Es notorio que la existencia de érbitas periddicas en la vecindad del origen para sistemas de osci-
ladores acoplados (con energfa definida cerca del origen) se sigue del teorema de Weinstein-Moser [15],
[16], que utiliza métodos del cdlculo de variaciones y topoldgicos. Algunos resultados relacionados mas
generales se encuentran en [I7]. Sin embargo, estos teoremas de existencia no permiten en general ubicar
las érbitas en el espacio fase. En comparacién, los métodos perturbativos para la existencia de érbitas
periodicas pueden ser constructivos. Esto se resume en el teorema de Poincaré que ofrece un criterio para
la continuacion de érbitas periddicas en términos del espectro de Floquet alrededor de la 6rbita periddica,
(véase [I8] para el caso general y el caso Hamiltoniano, y para los casos con simetrias adicionales véase
[19], [20]). Una aplicacién de esta teoria a sistemas de osciladores es el teorema clésico de Lyapunov [I8§].
La tesis que aqui se presenta usa el argumento de formas normales para buscar las 6rbitas periédicas en
subespacios invariantes con frecuencias muy cercanas, una idea parecida esta en [2I], [22]. Un aspecto
relevante del presente trabajo es el uso de la simetria adicional, dentro del subespacio invariante. La
propiedad de localizacion espacial se basa en informacién numérica del analisis espectral de la matriz de
conectividad como se indica en el capitulo Bl Sin embargo, es plausible que la localizaciéon de los modos
normales pueda ser abordada de manera rigurosa en el futuro para algunas configuraciones.

La simetria ante cambios de fase global permite aplicar un argumento variacional topolégico para la
existencia de equilibrios relativos sin usar métodos de célculo de variaciones. Esta simetria esta presente
también en cadenas tipo Schrédinger no lineales, y tiene aplicaciones en varios problemas relacionados
a Orbitas periddicas [23], [24], [25], [26]. El uso de la simetria evita el argumento de continuacién del
teorema de Lyapunov que falla en el caso de resonancia. La ubicacién de la érbita no es precisa (i.e. se
tiene que calcular numéricamente) pero la localizacién espacial esta garantizada por el andlisis lineal. El



calculo numérico de la érbita periédica que se obtiene con este método permitiria un estudio numérico del
espectro de Floquet alrededor de la 6rbita periédica de la forma normal. Este cdlculo numérico, junto con
estimaciones del tamaifio del error de la forma normal, ver e.g. [27], podrian ser usados para mostrar la
existencia de estas 6rbitas de forma rigurosa en cadenas especiales. Otra posible extensién seria usar las
orbitas periélicas calculadas aqui como primeras aproximaciones para métodos de continuacién numeérica,
como los que se implementan en AUTO, véase e.g. [28]. La posibilidad de continuar las 6rbitas periédicas
localizadas que se encuentran cerca del origen permitiria también conectar este trabajo con los resultados
de Piazza y Sanejouand [I0] sobre érbitas de gran amplitud.

Respecto al uso de las formas normales de Birkhoff, se hace notar que es posible estimar el radio
de convergencia de la forma normal [27], [29], [30]. En el caso de cadenas tipo FPU, las estimaciones
estan basadas en un estudio més detallado del tamano de los coeficientes de interacciéon entre los modos
normales. Estos coeficientes se han calculado explicitamente para el caso del modelo FPU clésico (cadena
unidimensional con vecinos préximos) en [3I]. En [32] se estudia también la eliminacién de los térmi-
nos cubicos, y la integrabilidad de la parte cuartica resonante. Esta propiedad es relevante al problema
cldsico de recurrencia en la cadena FPU [33], [34], en donde varios autores han tratado de justificar y
generalizar la explicacién heuristica de este fenémeno por la integrabilidad de la ecuacién KdV [35], [36].
Esta coneccién de los fendmenos de recurrencia en cadenas FPU con la teoria KAM se discute en [37].
Otros estudios de recurrencia se han enfocado en los modos normales no lineales de frecuencia baja [38].
El estudio de estos problemas en cadenas inhomogeneas no se ha hecho.

En el capitulo [l se hace un estudio nimerico mediante tres métodos de integracién, Runge Kutta
4, Stormer-Verlet y un método simpléctico denominado PEFRL (Position Extended Forest-Ruth Like)
[39]. Dando los mejores resultados (en cuanto a conservacién de la energia) el simpléctico. Se integran
un conjunto de diferentes configuraciones, tanto unidimensionales como en dos y tres dimensiones, se
utilizan para cada red de particulas, cuatro condiciones iniciales en el espacio de los modos y se com-
para graficamente como es el resultado después de integrar un tiempo que corresponde a un multiplo
del periédo maximo para cada configuracién. También se presentan las gréficas para la evolucién de la
energia sobre el espacio de los modos. Existen varios resultados, el primero es que las drbitas periodicas
encontradas con el método del descenso/ascenso para la forma normal, en general, no persisten en el
sistema completo. Sin embargo, un porcentaje relevante de la energia permanece en la regién espectral
de las condiciones iniciales. Lo anterior se observa para diferentes configuraciones, aunque algunas lo-
gran retener la energia en la parte alta del espectro. Otra de las observaciones esta relacionada con la
permanencia de la energia en las regiones bajas del espectro, cuando la condicién inicial esta en esa regién.



Capitulo 2

Modelo de Red Elastica no Lineal

El modelo con el que comienza este trabajo esta basado en el propuesto por B. Juanico et al [9],
que tiene la propiedad de tomar en cuenta interacciones de mayor alcance entre particulas, lo cual se
traduce en mayor nimero de conexiones a la red elastica, esto ocurre por que se incorpora la interaccién
con un nuimero arbitrario de particulas, que sélo depende del radio de corte, lo que permite al modelo
posibilidades dindmicas que nos son tomadas en cuenta por modelos de interaccién con primeros vecinos.
El sistema consiste de N particulas en un espacio R”, donde D representa el ntmero de dimensiones.
Las coordenadas para las posiciones de equilibrio de las particulas que conforman la cadena son deno-
tadas por R;, donde el subindice ¢ indica la i-ésima particula. La interaccién entre la particula ¢ y la
J, {i,j =1,..., N} esta determinada por la condicién |R; — R;| < R.. Donde |- | representa la norma
Euclideana en R”, con R, € R un radio critico de interaccién o de corte entre particulas.

Las particulas que componen la cadena, oscilan alrededor de las posiciones de equilibrio R;. La
posicién de cada particula ¢ en la evolucién temporal del sistema, es descrita con las variables r;. Como
una simplificacién de la descripcién geométrica del sistema, se definen las variables q; como las variables
de posicién relativa.

qi =T *Rzﬂ (21)

Esto introduce una descripcion de la dindmica de la red en términos de las posiciones relativas de una
particula con sus vecinas. En la Figura[2.T]se muestra un esquema de la relacién entre las diversas variables
involucradas en la descripcién de la red de particulas. Se introduce también la notacién para la diferencia
entre las posiciones de equilibrio de la particula ¢ con la j. En particular se hacen las definiciones de las
relaciones siguientes.

Ri; = R; — R, (2.2)
r;; =r; —7r;. (23)
Para la dindmica de las particulas se define la matriz de interaccion c;; la cual contiene la informacién

sobre interacciones entre particulas dado un radio critico R, en la Figura 1] se muestra un esquema de
la interaccion entre pares de particulas.

1 siRi <R,
c,,:{ uo= (2.4)

0 si Rij > R..



Figura 2.1: Esquema que ilustra la relacién entre las variables que describen la cadena, las variables R; y R; son
las posiciones de equilibrio de las particulas ¢ y j respecto al sistema de referencia, para las particulas 7 y j. Las
variables r; y r; son las posiciones de las particulas i y j respectivamente. Las variables q; y q; son la diferencia
entre posiciones de equilibrio y las posiciones como se indica en la ecuacién (21]).

Figura 2.2: Esquema de interaccién de la particula ¢ al centro con sus particulas vecinas dentro de una esfera de
radio R..



La manera de expresar la energia potencial U almacenada en la red, es en términos de la norma de
la diferencia de la posicién de pares de particulas |r; — r;| comparada contra las posiciones de equilibrio
|IR; — R;| como se indica a continuacién.

k k
U=« [52(\1“1' —rj| = [Ri —R;|)* + f(|ri —rj| - [Ri = Ry[)*|. (2.5)
ig—1

Cada par de particulas contribuye con una componente cuadratica y una cuartica. Las constantes ko y
k4 modulan la componente cuadratica y la cuartica respectivamente. Se puede notar que estas constantes
no dependen de los indices i, j, es decir las interacciones estan reguladas con las mismas constantes para
todo par de particulas %, j. Utilizando la relacién para las variables relativas q; (21)) y las definiciones
22) y 23], la ecuacién anterior se puede expresar como

v — ;| = [R; — Rj| = |a; + Ry — q; — Rj| — [Ry;],
= lai — q; + Ri — Rj[ — [Ry),
= |a; — q; + Rij[ — [Ryj]. (2.6)
Sustituyendo (Z8]) en la ecuacién (23] para el potencial
k2 2 Fa 4
U= e 5 (a —a + Rl = [Ry)? + 5 (1 — @ + R = R ). (2.7)
i,j=1

Por lo tanto la energia potencial queda ahora expresada como una funcién de las variables relativas.
También se hace referencia a las diferencias entre las posiciones de equilibrio, sin embargo, mas adelan-
te se dardn argumentos para hacer eliminar esta referencia y solo tomar en cuenta deformaciones relativas.

Para hacer una simplificaciéon del modelo utilizamos lo siguiente:

Proposicién 1. Sea D =1 y supéngase que |R;| > |R;| = |r;| > |r;| V¢. Entonces
(lai — a; + Rij| = [Rij])* = |ai — a5/,
(lai — a; + Rijl = [Ry;)* = la: — q;[". (2.8)
Demostracion 1. Partiendo de la hipétesis anterior se tiene:
@i — a; + Rij| — [Ryj| = |ai — a; + (Ri — Ry)| — Ry,

para lo anterior se utilizé R;; = R; — R; y |R;;| > 0, por lo tanto, |R;;| = R;;. Para la siguiente parte
se utiliza r; —r; > 0, entonces

ri—rj|-Riyj=r;—r;—Rjj=r, —1; -R; + R; = q; — qj,
por lo tanto se tiene

(lai — q; + Rij| — [Ry1)* = |as — a5,
(lai — a; + Rij| — [Ry|)* = [a; — aq;*.
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Proposiciéon 2. Sea D > 2, entonces
(lai — aj + Ryl — [Ry;])* = |a; — q;* + O(h?). (2.9)
donde 6;; es el angulo entre los vectores R;; y rj; =1; —r; y
h = max{6;;,|r; —r;| |Vi,j=1...N}. (2.10)
Demostracion 2. Usando q; — q; + R;; = r;;, se tiene:

(@i —q; +Ry;) - R
cos 0;;

(ql qJ 1]) ] 4 |1:{‘le|27
cos 0

(lai — a; + Rij| — Ryj])* = |a; — q; + R[> — 2 2t Ry (2.11)

=(q; —q; + Ryj) - (@i —q; + Ryy) —2

=4qi°9i—9i-9; +9i-Rij —q;-qi+q;-9; —q; - Ri; + Rij -qi — Ry - q

(@ —g; +Rij)-R
cos 0;;

+Ri; - Rij — 2 L+ Ry

= |ail® + |a;* = 2qi - q; + 2q; - Rij — 2q; - Rij + [R5
—2((11' — Qj + R”) . Rij sec 92']' + |R”‘2 (212)
Usando la identidad
2 (—1)2" By, 021
0= —,
sec 0 nz:;) @n)!

donde Ej, son los llamados nimeros de Euler, Ey, = {1,—1,5, 61,1385, -50521, ...} para |0;;| < 7, es
posible utilizar la aproximacién sec 6;; = 1+ O(h?). Con lo cual la ecuacién ([2.12) queda aproximada por

la ecuacién (214).

(la; — aj + Rij| — |Ry;|)* = |a; — q;[* + 2q; - Rij — 2q; - Rij + [Ry;[?

(2.13)

—2q; - Ry; +2q; - Ry; — 2|Ry5)% + Ry > + O(h?), (2.14)

tomando la ecuacién (2.12) se iguala al resultado expresado en la ecuacién ([2.I4) lo cual concluye la
demostracién de (2.9).
O

Una observacién adicional interesante de la aproximacién es su interpretacién desde el punto de vista
geométrico, y esta relacionada con el hecho de que en el nuevo sistema de coordenadas q; i =1... N, la
energia potencial U de la ecuacién ([2.7]), ya no aparecen las referencias a las posiciones de equilibrio R,
lo cual elimina la dependencia respecto al marco de referencia, es decir, se tiene un sistema de coordenadas
donde la energia potencial U depende exclusivamente de las diferencia relativas entre las particulas que
componen la red, y no del marco de referencia. Esto introduce una invarianza de la red ante movimientos
de cuerpo rigido, es decir, traslaciones y rotaciones. En la siguiente proposicién estimamos los términos
cuarticos del potencial.
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Proposiciéon 3. Sea D > 2, entonces
(la: — q; + Rij| — Ry |)* = |ai — q;|* + O(h?). (2.15)

Demostracion 3. Para el caso de los términos cudrticos de la ecuacién ([Z7) para el potencial y de la
proposicién anterior, se tiene:

(la; — a; + Ryj| — Ri;)* = (Jai — q; + Rij| — [Ri)*(lai — a; + Rij| — [Ri5)%,
= (lai — q;|* + O(P*))(la: — ;1> + O(h?)), = |ai — q;|* + 2|a; — q;1> O(h?) + O(h?),
por lo tanto
(lai — aj + Rij| = [Ri;)* = |as — q;|* + O(R?).
O

Finalmente con los resultados de las proposiciénes2y[Blse tiene una expresion para la energia potencial
en términos de las variables relativas, como se indica a continuacién.

N
k k
U=« {22|qi —q;*+ flqi - qj|4] + O(h?). (2.16)

ij=1

La energia cinética T, se calcula para cada particula y se suma sobre todas las particulas de la red
N
T:_Zlﬁ\l)i\za (2.17)
i—

donde p; representa el momento lineal de la particula i, y m la masa. El modelo utiliza la misma masa
para cada particula. De este modo, se pueden expresar tanto el Lagrangiano £, como el Hamiltoniano H
en la ecuacién (ZIF]).

N N k k
. 2 4
L= ; §m|(1i|2 - i]z'z:l Cij [2|q@‘ —q;]* + Z|Qi - CIj|4] )
1 al k k
2 4
HZ%Z"’”Q"" Z Cij [2|Qi—%‘|2+4|ql‘—%‘|4} . (2.18)
i=1 ij=1

En este trabajo en particular se utiliza la descripcién Hamiltoniana. El sistema (2I8)]) tiene semejanza
con el modelo 8 FPU (cudrtico) [33] para el caso con dimensiéon D = 1. La ecuacién considera términos
de cuarto orden en el potencial, pero con la diferencia de que al variar el pardmetro de interacciéon R, se
pueden incorporar més interacciones por particula.

El andlisis anterior esta hecho para una energia potencial donde todos los términos son cuadraticos o

cuarticos, sin embargo, se puede hacer un anélisis semejante para un modelo que incluye términos ciibicos,
como sigue:
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Proposiciéon 4. Sea D = 1. Entonces
(lai — aj + Rij| — [Ryj])* = sign(|a; — q; + Rij| — |Ryj|)ai — a5

Demostracion 4. Se sigue inmediatamente de la demostracién de la proposicion [I1

O
Proposicion 5. Sea D > 2. Entonces
(lai — q; + Rij| — [Ryj])? = sign(|ai — q; + Rij| — [Riz|)(|ai — q;° + O(h?)).
Demostracion 5. Haciendo la descomposicién
(lai — a; + Ryl = [Ry;])* = (las — a; + Rij| — [Ryj])* (|l — a; + Rij| — [Ry))
= (la: — q;I* + O(h*))(Ja: — q; + Rij| — [Ry1),
por otra parte
(la: — a; + Rij| — [Rij]) = sign(la; — q; + Ryj| — |Rij|)\/(|ch —q; + Rij| = [Ry[)?
= sign(|a; — q; + Ry;| — [Rij])(|ai — a;] + O(h?)).
O

2.1. Analisis de conectividad y modos normales del modelo FPU
cuartico

En esta seccién se hace un andlisis del modelo Hamiltoniano representado en la ecuacién (ZI8). Para
ello se determina el espacio de vectores propios del problema lineal y se hace una transformacién a estas
coordenadas donde se incluyen los términos no lineales. Después se continua el andlisis en variables es-
pectrales que permiten ver el tipo de interacciones entre los diferentes modos de vibracién. Este proceso
es descrito con detalle a continuacion.

La primera etapa es separar las componentes de la energia eldstica de la red [2I8]), de acuerdo al
orden, como se muestra en las ecuaciones siguientes y se introducen las definiciones [l y

Yk
2
UQ = Z C”?|qz — quQ, (219)
7,5=1
Yk
4
U4 = Z szlqz — Qj|4. (220)
i,j=1
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2.1.1. Representacion en variables desacopladas para el problema lineal

Definicién 1. p es el vector formado por las componentes del momento p; 4, donde los subindices
representan la componente d de la particula ¢, con i € {1,...,N} y d € {1,..., D}. De tal manera que el
vector p = (P1,1,---,PN,1,P1,25---+PN,25- - - s DN, D), con D el nimero de dimensiones.

Definiciéon 2. g es el vector formado por las componentes de la posicién ¢; 4, donde los subindices
representan la componente d de la particula ¢, con i € {1,...,N} y d € {1,..., D}. De tal manera que el
vector ¢ = (q1,1,---+qN1,91,25---,4N,25- - -GN, D), con D el nimero de dimensiones.

Recordando las definiciones de producto interno para un espacio Euclideano: Sean los vectores x,y €
RNP y la matriz A € RVP x RVP entonces el producto interno estd definido de la manera usual.

ND
(@ Y) = > TnYns (2.21)

ni,ne=1

claramente, la energfa cinética (217 tiene la forma de un producto interno,

1 1
T=--> |pil>=5—(p,p). 2.22
2 2 i 2m<p D) (2.22)

Definicién 3. La matriz C' denominada matriz de conectividad, se define en relacién con la matriz c, la
cual llamamos matriz de contacto y fue definida en la ecuacién (24), la matriz n € RY x RY esta definida
como (2:24]), los elementos n; de esta matriz diagonal se determinan con la ecuacién (223)) y representan
el nimero de particulas con las que esta conectada la particula ¢ con¢=1...N.

N

n; = Cij 2.23
D < (
j=1

n, 0 0 0 ¢, Cin
n = 0 & - : , C= Co 0 s : , (224)
: ’ Ny 1y 0 0 Cn_in
0 0 Ny Cni o Cyn—1 0
C=—c+n. (2.25)

Definicién 4. Cp es una matriz con D bloques sobre la diagonal. Cada bloque es la matriz C, de esta
forma Cp € RNP x RNVP,

n, —cp, —Cn c 0 0

c=| "= " - S PP e (2.26)
: ’ —Cn_in-1 —Cn_in : . C 0
—Cpy —Cryno1 Ny 0 0o C
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Proposicién 6. La energfa potencial U; de la ecuacién ([2I9) se puede expresar como una forma bilineal
cuadrética, en términos del vector g (definicién ) y de la matriz de conectividad multidimensional dada

en la ecuacién (Z26]),

N
k
Uz =) e l(a — a))° = k2(a.Cpa). (2.27)

ij=1

Demostracion 6. Para hacer més sencillos los célculos se desarrollan los vectores g; usando su definicién
como se indica a continuacion.

Yk Yk
2 2
> cij (i —a)|* = > cij o (@i a0) = (@51, 45,0)

4,j=1 ,j=1
N
2 2 2 2
Z ? (@1 —qj1)" + (@2 —4q52)° + ...+ (6,0 — 4j,p)°): (2.28)
simplificando:
b N D b DL
2 2 2
5 2 i ( (9,0 — j,a) ) =3 Z Z cij (Gi,a — j,a) (2.29)
1,j=1 d=1 d=11,j=1

D N D N
k‘g k2
=5 ; 132;1 ij (Ga+ @ a—24i,a05,a) = 5 (12—:1 ”221 Cij (¢i,a%j9j.d + 4i,a%j 95,4 — 24i,aq5.d)

N D N
Z Cij (9,d0i5q5,d — i,dqj,d) = k2 Z Z (—@i,d4j,a¢ij + Gi,a%i;Cij95,4)-

14,5=1 d=11i,j=1

!%
MU

[
Il

La matriz ¢;; es la misma para todas las dimensiones d, por esta razén no se etiqueta con el subindice
d. Adicionalmente, se revisa que se cumple ¢; 40;;Cijqj,a = ¢i,aNiqj,d, donde n; es el valor que toma la
diagonal de ¢;; (Z20]). Por lo tanto:

D N D N
kQZ Z —4i,dCij45,d + i, dnu(bd *k Z Z qi, dCzJQJd
d=11i,j=1 d=14,j=1
N L D N
2
Uy = i;l Cz’j?‘(ch‘ — ;) = ke zd:ijﬂ 4,aCij45,4) = k2(q,Cpq). (2:30)

O

Observacién 1. Con los resultados de las proposiciones [I] Bl y [l se puede expresar la parte cuadrética
del Hamiltoniano Hs como

1
2 2 _
2 2m Z ‘pz| + Z Czy 2 qj‘ - %<p7p> + k2<q70Dq>~ (231)

1,7=1
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Observacién 2. 7, puede simplificarse llevando la ecuacién ([Z.27) a su forma ortogonal. La matriz C
es simétrica, entonces puede expresarse en términos de una matriz diagonal.

C=M'AM= A=MCM " (2.32)

Donde la matriz M satisface M7 = M !, es una matriz ortogonal. Las columnas de la matriz M son los
vectores propios de C. La simetria de la matriz C' es consecuencia de que la interaccién de la particula i
con la j es la misma que la interaccién de la particula j con la .

La matriz A es la matriz diagonal formada por los valores propios A;, ¢ = 1...N de la matriz C.
Ademds, como las interacciones entre particulas estdn determinadas por cantidades no negativas, la
matriz C' es no negativa, por lo tanto sus valores propios \; son no negativos y satisfacen, Ay < Ao... Ay
[40]. La matriz Cp es D veces la matriz C' arreglada en bloques sobre la diagonal, por lo tanto se puede
repetir D veces el mismo procedimiento, uno por cada dimension, teniendo asi las relaciones:

Cp=M "N, M, = A, =M,CpM,". (2.33)

Definicién 5. La matriz M, define la transformacién a un conjunto de coordenadas representadas por
Q y P que se obtienen con las relaciones de (Z34) y (2.35) respectivamente.

Q=M,q, (2.34)
P=(M"""p, (2.35)
con el cambio de base anterior se tiene P = (Py,,..., Py, ), andlogamente para Q = (Q1,,. .., Qnp)-

Proposicién 7. El cambio de variables determinado por las ecuaciones [234)) y ([238]) es Simpléctico,
es decir, se satisface la relacién.

(DT IDS =1, (2.36)
donde J es la matriz simpléctica
0 I
J= [—H 0} , (2.37)

y [Df] es la transformacién (Z38) [41],

onfg-[% Wb J-18

Demostracion 7. Un primer aspecto que hay que notar es que como Cp es ortogonal entonces se
satisface:

Mg =M = MD = (Mg)_lv

D

la transformacién esta dada por ([239).
_|M, O r [MT 0
T A B A (2.39)

D

por lo tanto la condicién de simplecticidad [Df]" J[Df] = I se expresa como:
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5 )l 0 8l
15 L2 %)

Lo My |-M, o

[ o MIM,] [0 1]
“|-MTM, o | |-1 o *

Con lo cual se concluye que el cambio a coordenadas Q y P definido por [234) y (Z35]) es simpléctico.

O

Proposiciéon 8. La parte cuadratica del Hamiltoniano Ho se puede expresar en coordenadas Q y P

dadas en (234) y [233) en la forma
1
Hy = 5 (P, P) + k2(Q, A, Q), (2.40)

Demostracién 8. Partiendo de la ecuacién (231)) se tiene:

1 1
Ho = %@,p) +k2(q,Cpq) = %<M§P7M§P> + ko (MTQ,CoMTQ),
_ L
~ 2m

utilizando ([2:33]) se obtiene:

<P7MDM§P> + k2<Q7MDCDM§Q>a

o= 5 (P.P) 4 15(Q.A,Q). (2.41)
O

Con el resultado de la proposicién [ se obtiene un sistema Hamiltoniando de variables desacopladas,
es decir, el espacio original del problema ha sido transformado a un espacio generado por las funciones
propias que son un conjunto ortogonal. Se sabe que en estos espacios existen soluciones, que al ser acotada
la energia F. forman érbitas cerradas y que no existe intercambio de energia entre modos. La pregunta
natural es jqué ocurre si la parte cuartica del Hamiltoniano se transforma a las variables Q y Py
se incorpora al sistema?, En este caso, se espera que exista intercambio de energia entre los modos de
vibracion, entonces, cabe preguntar; jexisten érbitas cerradas para el sistema completo?. Para responder
lo anterior, se requieren un andlisis mas detallado como se hace en las subsecciones siguientes y con mayor
formalismo en el capitulo [l

2.1.2. Representacion del la parte cuartica del Hamiltoniano en variables Q
y P

Utilizando los resultados de la subseccién B.1.1] para expresar la parte no lineal del modelo Uy de la
ecuacién (220) en términos de las variables Q y P se tiene:
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N k N D 2
Uy, = Z cl]qul Z CU 1 |q1 qj = Z4 Z (Z qi,d — qj,d)z) 5
j=1 d=1

3,j=1 1,j=1

D D
2
Cij § Qz,dl - Qj,dl § Qz dy — 45, d2 5
1 di=1 a=1
D
2 2
Cij E <Qi7d1 - Qj,dl) (qi7d2 - qj,dz) )
4,j=1 di1,d2=1

haciendo el cambio de variables definido en las ecuaciones ([234) y ([Z3%]), de manera que la expresién
- [Pl,lv e ;PN,D} y Q = [Ql,lv e 7QN,D]7 se tiene

)Jk\,?
Mz

(2.42)

Il
e~ | T
:MZ

([2:42)) este en funcién de las variables P

N N
k: 2 2
= Z Cij Z (ZleQl d — Z lQl,dl) (ZMile,dQ —ZMJ‘le,dg) ; (2.43)
1,j=1 di,d2=1 I=1 =1 =1
desarrollando los productos
o D N N N N
4
Up=— Z Cij Z ( Z MillQllydl - Z Mﬂlthl) ( Z Mileb,dl - Z Mjl2Q12,d1>
=1 dy,do=1 I1=1 =1 lp=1 la=1
(2.44)

N N N N
( Z MilsQl37d2 - Z Mjl:sle,(b) ( Z Mil4Ql4,d2 - Z Mjl4Ql4,d2),

ls=1 ls=1 l4=1 l4=1

y factorizando los elementos de la forma ); 4 y ordenando los subindices para considerar todas las posibles

combinaciones resultantes de los productos cruzados de las sumas

Z Cij Z ( Z M, — jll)Qll,d1> ( > (M, - szg)ng,dl)

i,j=1 di,d2=1 ;=1 lo=
N

( XN: (M, — My, Ql3,d2) ( Z My, — jl4)Ql4,d2)

I3=1 l4=1

Mj1, ) (Mg, — Mji,) (M, — Mj,) (Ma, — My, )

k‘ D
= Z Z Z C’Lj zll

d17d2 1ig,19,13,04=1%,7=1
Q1 dy Qs dy Qg dr Ry ds - (2.45)
Definicién 6. El factor I'y,;,1,1, con ly,12,103,l4 = 1,,, N, queda definido como
N
Tiytgts = 3, Cij (M, — M) (Ma, — Myi, ) (M, — Mjy ) (Mg, — Mjy,). (2.46)
i,j=1

de (240) se tiene
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D N
ky
Uy = Z Z Z Flll2lsl4Qll,d1 Ql2-,d1 Q131d2Q14,d2' (247)

di,da=11y,19,13,14=1

finalmente, haciendo la adicién de la energfa cinética y la potencial dada en ([2-41]) se tiene el Hamiltoniano
cuartico completo en variables Q y P

H = ﬁw,m + k2 (Q, A, Q) + Un(Q),

D N D N D N
1 k
= o Z Z PIQ,d + k2 Z Z AlQl%d + f Z Z L5051, Quy vy Quzdy Qs o Qads (248)

d=11=2 d=11=2 di,da=11q,15,15,14=1

En las zonas de aglomeracién de particulas el valor de c;; es diferente de cero, si las particulas ¢ y j
estan dentro de la regién de interaccion, lo cual, tiene por consecuencia que haya mas contribuciones en
los elementos de las sumas que determinan I',;,;,;, asociados con esa regiéon de aglomeracién.

El factor I';,1,1,1, tiene la interpretacién de factor de “traslape” entre las diferentes funciones propias,
es decir, esta relacionado con la transferencia de energia entre diferentes modos de vibracion. En el capitulo
[ se presenta un andlisis para el balance entre I'j,;,;5, v las condiciones de resonancia del Hamiltoniano
de ejemplos especificos.

2.2. Representacion espectral del modelo FPU cuartico

El objetivo principal de esta seccién es tener una representacién del Hamiltoniano (Z48]) en términos
de los modos de normales de vibracion, los que seran referidos como variables espectrales. Previamente, es
necesario simplificar algunos aspectos del modelo, por ejemplo, eliminar las traslaciones de cuerpo rigido
que no ejercen influencia en la dindmica interna de la red. También, se normaliza la base de funciones
propias con la finalidad de hacer lo més sencilla posible la representacion a variables espectrales.

2.2.1. Conservacién del momento total

Se puede notar que las traslaciones de cuerpo rigido de la red no ejercen influencia en la dindmica
interna de las particulas, esto se puede interpretar como una reduccion en la dimensién de los vectores P
vy Q. Sélo resta identificar cual de los componentes de estos vectores son los que permanecen constantes
para todo indice i = 1...N. Para ello se parte de la relacién C = MAM !, donde M es una matriz
ortogonal (esto es, MM7T = T), A una matriz diagonal y los elementos de la diagonal son los valores
propios y siguen el orden \; < ... < Ay. Se tiene que A\; = 0 debido a que es el valor propio que
corresponde a traslaciones, y el vector propio correspondiente, es un vector con el valor 1/v/N en cada
entrada. Con estas afirmaciones se plantea la siguiente proposicién.

Proposiciéon 9. En el espacio de variables canénicas P y @, es posible reducir un grado de libertad,
ya que las traslaciones no participan en la dindmica interna de la red, con lo cual se puede expresar la
ecuacion (2:48]), como se indica en la siguiente expresién

D N D N D N
1 k
H=q S Pk Y > NQia+ f S Tuin@u.4,Quud QuydsQuuas (249)

d=11=2 d=11=2 di,da=11y,15,13,14=2

19



Demostracion 9. Mediante las ecuaciones de movimiento para H de la ecuacién ([2:48), respecto a P; 4
¥ Q1,4 se tiene

oH

’ = 2.50
Ql,d aPLd’ ( )
. OH
Plg=——— 2.51
1,d an)dv ( 5 )
por lo tanto
: oM 1 & 1
Ql,d = 8P1,d = m ;Pl,d = (Pl 1+...+ P1,D) = Epla (2'52)
P1d=—6i—2kzz)\1Q1d+ Z Z L001510 Qi a0 Qi dy Qs do Ry d (2.53)
k) 6@1’ 4 aQ 1626304 1,41 2,d1 3,02 4,029

d1 do= 111,12 l3,l4=2

donde se observa que aparece una primer constante de movimiento P; asociada al momento traslacional
de toda la cadena. Por otro lado, es necesario utilizar el hecho de que Ay = 0, por lo que los términos que
acompanan este factor en la ecuacién ([2Z53) desaparecen de la ecuacién de movimiento.

Solo resta analizar que pasa con el factor I';,;,1,1,, cuando alguno de los subindices I; = 1. Sin pérdida
de generalidad se puede utilizar I; = 1 y recordando la definicién ([2.46]), con lo que se tiene:

N
INTARAES Z cij (Min — Mj1) (Mg, — Mjy,) (M, — Mji,) (M, — My, ), (2.54)
ij=1
pero M;1 y Mj; Vi,j =1...N son el primer vector columna de la matriz M, cuyas entradas son todas

iguales a My = 1/vVN Vk € 1... N, por lo tanto (M;; — M;1) = 0 y consecuentemente I';,;,,;, = 0. El
resultado es andlogo para o, 3 v I4 cuando toman el valor de la unidad y con ello se satisface la relacién

Z Z F11121314Q11,d1ng,delg,dQQM,@} =0, (2.55)

dy,do= lll lg,l3,lg=2

4 8@1 d
y por lo tanto (recordando que A; = 0)

. oH
Pl,d = _8Q = 2ks Z)‘IQI d + 4 8Q { Z Z Fl112lsl4Qll,d1le,del3,d2Ql4,d2} =0.
1.d di,d2=11y,15,13,14=2

Con el resultado de la ecuacién ([Z52]), Py es constante (corresponde con el momento lineal de cuerpo
rigido de toda la red), en particular se fija P; = 0 (elegimos este marco de referencia), de este modo sélo
participan en el Hamiltoniano H de la ecuacién (Z48) los indices l1,1s,13,14 > 1, y se puede expresar
como

1 D N D N k D N
4
™ S P Ak Y > Qi+ ”y DY ThninQu i Quod, Quy s Qs (2.56)

d=1 =2 d=1 =2 dy,do=1 11,l9,l3,14=2

~

O
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La parte del Hamiltoniano correspondiente a Ho puede ser transformada mediante un mapeo simplécti-
co a un conjunto de variables donde aparece explicitamente la frecuencia lineal de oscilaciéon para cada
particula.

Proposicién 10. Hs Se puede expresar en términos de un conjunto de variables Q' y P’ a través de
una transformacién simpléctica en la forma

D N
HQZ%ZZ ld"‘kZZZ)‘lle
d=1 =2 d=11=2
D N 1 D N
- ZZ 5 at ZZ Qv Q% (2.57)
d=11=2 d=11=2

donde la relacién entre las variables @ 4, P q y Qz B d esta dada por

(PED - (X/Om \?ﬁ) (%ZZ) (2.58)

F (2.59)

Demostracién 10. Se requiere evaluar la matriz de transformacién de (Z58) en la identidad [Df]TJ[Df] =
J, donde J es la matriz simpléctica (2.36)), por lo tanto

(72 (T L)
:<\/Oa ﬁm) (35 €> (—OH g)

por lo que satisface la condicién de simplecticidad y Ho se puede expresar en términos de las variables
/ /
1y B

y w; es la frecuencia lineal

ZZ +ZZ ~wiQR, (2.60)

d=11=2 d=11=2

se puede notar que w; >0,V [ =2...N, propiedad heredada de los valores propios \;.

Observacion 3. Estabilidad del origen médulo traslaciones:

Haciendo la definicién z = (Q',P’)T se satisface Ha(z) > 0, Vz # 0. Entonces ||z|| esta acotada, Vt
(teorema de estabilidad de Dirichlet [42]), es decir, bajo la evolucién de H dada en ([256) se satisface que
Co|lz]|* < H(z) < Chllz]|*.
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2.2.2. Representacion en variables espectrales

Finalmente el sistema (Z49) se expresa en las llamadas variables espectrales. Estas diagonalizan la
parte lineal del sistema y se utilizan en el capitulo ] para el cdlculo de la forma Normal de Birkhoff.
Tomando como partida el hecho de que la estructura Hamiltoniana se preserva bajo el cambio de

variables ([2.58). Las ecuaciones de movimiento en estas nuevas variables

0 - 0
ic = Pi/,ah ]Dz'/,d = 7832 = 7(‘01'2@;@’ con ¢ € [27 N]7 de [17 D]a (261)
i,d

(#)-(2 (&)

calculando los valores propios p;+ del la matriz que aparece en (262

N oF;,

expresado como sistema

p?:l: + wi2 =0,
pix = Fiw;, (2.63)

también se determina de manera explicita la matriz A(;y (el subindice i indica que hay una matriz A para
cada particula i), como aquella cuyas columnas son los vectores propios generados por los valores propios
pi+, ésta matriz y su inversa se muestran a continuacion.

1 1
V2w; V2w;
Ay = , (2.64)
NN
L (VE e
A by = _ . (2.65)
% 7\/21(.07;

La matriz A(:)l define la transformacién ([2.606) que lleva las variables P’ y @' a los modos normales
de vibracién a,a* € C.

W i /
V2w, Qz‘,d

= , i€[2,N], de[1,D]. (2.66)
[ /

.
@id 2 V2w, Pz',d

i
a
v

En resumen, lo que se tiene es un nuevo conjunto de variables, en las cuales se puede monitorear de
manera directa la forma en que se distribuye la energia en cada modo de vibracién y con las ecuaciones
de movimiento derivadas de esta representacion. También es posible dar seguimiento a la evolucion de la
energia en el espectro a lo largo del tiempo, como se muestra en el capitulo

Una primera ventaja del uso de los modos normales a; es que la parte cuadratica del Hamiltoniano
Ho toma una forma muy reducida en comparacién con expresiones previas. Sin embargo, lo mas relevante
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es que en el anélisis hecho en el capitulo @] resulta ser muy conveniente esta representacion, para buscar
términos resonantes en el Hamiltoniano. Del sistema (Z.60) se tienen las ecuaciones

Qi,d = Qz ,d + mp d» (267)
* Wi i /
=\ 5 Qia— =L 2.68
al,d 9 Ql,d m i,d ( )
y las relaciones inversas
1 *
Qia = —==(aia+ajq), (2.69)

vV 2UJ7;

Pl =1 /‘? (af g — aia). (2.70)

Multiplicando a; 4 por a; ; de acuerdo a las ecuaciones ([2.67) y (2.68), se observa de forma directa que
se cumple la relacién de

* 1 1
Qi,d0; g = ( Qz d+ \/sz/ d) ( Qz d— \/TP; d) = 2Q 2% i, d’ (2'71)

multiplicando ambos lados de la ecuacién (IZZ[I) por w; se tiene:

2

Wiai4a) g = Wi QP + -P?, (2.72)
sumando sobre todas las particulasi = 2... N, se tiene justamente la ecuacién para Ho en una dimensién
(D = 1), sumando sobre todas las dimensiones d = 1...D y recordando la relacién w; = %, para

[ > 2, entonces se recupera la parte cuadrédtica Ho del Hamiltoniano (Z41J), en términos de las variables
espectrales ([273). Las frecuencias w; son las mismas para todas las dimensiones, es decir, no dependen
del indice d. De esta manera:

Ho = Z Z 5‘”3@% + Z Z §Pi2,:1 = Z Zwiai,daf,d~ (2.73)
d—1i=2 d=1 i=2 d=1 i=2

Con el resultado anterior y con el cambio de variables de P} ; y Q; ; a las variables espectrales (2.71])
y @72), podemos expresar el Hamiltoniano H en en términos de aiay ajqconi€ [2,N], delL, D]

D N r
Z Z Z l1lal3l
H: wlalda:ld‘F 2 128
4m?= | oy, wi, Wi, Wi,

d=1 1= d17d2 1ig,1q,05,014=2
(azl,dl + ay, a1y, + agy q,) (@1, + @y a,) (@140, + 0, a,)s (2.74)

En donde se cambio el indice 7 por el [ para conservar la notacién de la ecuacién (248)). Un aspecto
fundamental es la preservacién de la estructura Hamiltoniana que subyace en el hecho de que el Hamil-
toniano en (Z71)) se obtuvo mediante la composicién de transformaciones simplécticas, por lo tanto se
satisfacen las ecuaciones de movimiento:

. : OH
ai.d 0 1 a4
. - OH
ay 4 -1 0 —liges

l,d
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0 equivalentemente

0
arq = —ia:j ) (2.75)
ld
OH
o . 2.76
al, aal,d ( )
Se define flllzlgl4 como:
- INNNS
INNNARES ilalols (2.77)

Am?2. foor, Wi, Wi, w1,

El factor f51121354, conl; = 2...N y i = 1...4 requiere un analisis mas detallado debido a que
|wk,| << 1, 811+ 2. Este anélisis se encuentra en la seccién Bl

Continuando con la expresién para el Hamiltoniano (2774]), se introducen los cambios de variable (2Z.G3])
y (ZX0) en la parte correspondiente con Uy, se desarrollan los productos de binomios y se simplifica hasta
obtener sumas de monomios de cuarto orden en las variables a y a*. Obteniendo asi la expresién para el
Hamiltoniano

D N

D N
* k4 =

H= wiar,dy g + - E E INNNA

d=1 =2

dy,da=11q,15,13,14=2
Ay dy Oy dy Ol o Oy F Ol dy Vs Qs d2 Oy dy + Vi sdy Wy Oy da Oy dy + Al sy W dy Oy dy Oy
+ a‘ll,dlaleﬂd2al4,d2a2’;,d1 + all,dlals,d2a72,d1a2k4,d2 + all,dlal4,d2a72,d1a73,d2 + all,dlafg,dlafg,d2a74,d2
+ Aty dy Ay, dy Oy, dn O gy + Qo dy Qg do ALy gy Oy dy T Ao,y W dn Oy dy Uy dy + Vs Oy dy Uy dy Uy, ds
+ als,d2al4,d2azk1,d1a72,d2 + als,d2azk1,d1azk2,d1a2k4,d2 + al4,d2azk1,d1a?2,d1a2k3,d2 + a’zkl,d1azkg,d1azk3,d2a2k4,d2]’
(2.78)
que es una ecuacién mas extensa comparada con la presentada en (Z.66) pero simple en el sentido, de

que en la parte no lineal sélo aparecen monomios de cuarto orden. Cabe notar que son 16 combinaciones
de indices los que dan lugar a igual nimero de diferentes combinaciones de monomios.

La ecuacién ([Z78) se simplifica utilizando un argumento de simetria ante permutacién de indices. Por
ejemplo, los dos casos siguientes y el caso general se plantea en la proposicién [Tl

F11121314 [alladlal2,d1 alg,dzal4d,2} - Fl1l2l4l3 [all,dl Qly,dy als,d2al4,d2]a (279)
. * * T * *
Uitatsi[ag, a, @1a,00 00, 4, 004,d0) = Tistatitsan, a, 1.0, 01, 4,07, 4,5 (2.80)

Proposicién 11. Los coeficientes I';, 1,11, , Son invariantes ante permutaciones de indices, lo cual se refleja
en una reduccién en la diversidad de monomios que constituyen Uy, como se plantea a continuacién.

(1)

lilolsly — IV
r® =7 +T +T +T =47
lilalsly — +lil2lsls lilalyls I1l4l3l2 lalalsly — l1lal3lss
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- (3) . . . . . - .
r = T1iot510 + Digtgtnte + Tigtitots + Tigtiioty + Tistotiiy + Tistotizs = 6001050510

l1lalsly

L= 5 By - -
Lislsly = Lialatsly T Listitsty + Tigiotity + Pigtgtgn, = 400501,
5 =
l1lal3ly — Fl112l3l4'

Demostracion 11. Recordando la definicién para I'j .1, en la ecuacién (2717) y por lo tanto, la
definicién de T, 1,151, de la ecuacién (2.46).

flll2l3l4 = M)
4‘ /wllw12w13w14
N
Pl1l213l4 = Z Cij (lel - M]ll) (leg - Mjlg) (MZl3 - Mjlg) (M’Ll4 - Mjl4)'
2,j=1

Se observa que intercambiando por ejemplo los subindices I y I3 se tiene

N
INNAAAES Z cij (M, — My, ) (Mg, — My, ) (My, — Mjy,) (M, — My,),

2,j=1

N
= Z cij (Mir, — My, ) (M, — My, ) (Mg, — Mji, ) (Mir, — Mji,) = Tiytgigty

3,j=1
por lo tanto

INNAAA _ INWNAR

= = I l1l2la3ly - (2 E )
4\/0.)[](4.)[2001 Wl3 4\/WIJWZ2WI3(JJ[

Tiiota, =

(]
Esto se extiende para el intercambio de cualquier par de indices, consecuencia de la construccion simétrica
de la Fl1l2l3l4-

Por lo tanto, con este cambio de notacién la ecuacién ([Z78) se convierte en

D N k D N

* 4 =(1) =(2) *

H= wiag,aay q + Flllzl 1M ,dy Qla,dy Alg,dy By, do + Flllgl 14 Wy, dy Vg dy Alz,do By dy

4 3 3
d=11=2 dy,da=11y,15,13,14=2

- (3) * * - (4) * * * - (5) * * * *
+ Dy a1, W sdy Ol dy Qg dy Oy dy T+ L0 10000, G sd Oy dy O do Oy do L0 10100, Oy dy Ol s dy Qg o Vg s | (2.82)
la cual es una forma de compactar la notacién. La parte de orden cudrtico de la ecuacién [2.78]) muestra

el acoplamiento entre los diferentes modos espectrales. Finalmente, con el resultado de la proposicién
(1), se expresa el Hamiltoniano #H de la ecuacién ([2.82]), como se muestra

D N k N
* 4 Z [ I
H= wia,ay,q + - E , INNAAN {“ll,dlazz,dlalg,dz Ay, dy + 4015 4y Ol dy Ol d> Oy d
d=11=2 di,dz 1y 13,03,14=2
* * * * * * * * *
+ 6ay,,a, 15,4, ary dy iy dy T day, a, Uy, dy Vg, do Vs ydz T Oty ydy Vs dy Vs dz W ds | - (283)
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Observacién 4. En el sistema ([2.83)) aparecen combinaciones de variables espectrales con subindices d; y
ds, esto indica que puede haber transferencia de energia vibracional entre diferentes modos de oscilaciones
en diferentes direcciones. Son estos términos no lineales los responsables de la riqueza dindmica del
sistema.

Las variables espectrales son de gran utilidad, ya que al calcular las ecuaciones de movimiento apoyados
en la estructura Hamiltoniana, se determina inmediatamente qué modos de vibracién estan relacionados
entre si. La forma de la ecuacién ([Z.83)) tiene toda la informacién de la dindmica del sistema, sin embargo
se puede hacer una simplificacién utilizando argumentos de Teoria de formas normales, como se ve en el
capitulo [ donde se muestra el mecanismo de eliminacién de monomios no resonantes utilizando trans-
formaciones simplécticas derivadas del flujo Hamiltoniano dentro de una vecindad alrededor del origen.
En el capitulo siguiente se hace un analisis de matrices de conectividad para diferentes configuraciones
de redes.
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Capitulo 3

Analisis espectral de la matriz de
conectividad para diferentes
configuraciones

Como ya se ha dicho, cada configuracion de particulas tiene asociada una matriz de conectividad
dada por (Z4), el andlisis espectral de esta matriz es requerido ya que revela aspectos dindmicos en
la parte cuadratica del Hamiltoniano H. Para la implementacién numérica se utilizaron las paqueterias
GSL-BLAS, [43] [44] que son un conjunto de librerfas que forman un robusto sistema de &lgebra lineal
numérica, el resto de las librerfas son las integradas en C++ estdndar (gee) [45] incluyendo las librerias
mesa para la visualizacién a través de OpenGL [46], [47].

Los ejemplos que discutimos son tanto unidimensionales como en mas dimensiones, se determina su
relacién de dispersion y las funciones propias correspondientes. Un primer resultado de este estudio sugiere
que a nivel lineal, los modos altos de vibracién se pueden localizar en zonas de mayor aglomeracién de
particulas, como se mostrara a detalle en algunos de los casos seleccionados que se muestran més adelante.
Sin embargo, antes de continuar se hace una comparaciéon entre un caso analitico y uno numérico en el
caso lineal reducido, para estimar el orden de error.

3.1. Calculo de frecuencias y Modos Normales de Vibracion
armonicos

El caso lineal reducido corresponde a un modelo de red unidimensional compuesto por N particulas
unidas entre si por resortes sujetos a la ley de Hooke. Este es un problema clasico de mecanica analitica
[48] que sirve para comparar resultados numéricos posteriores en el que podamos incluir términos no
lineales. Basta con recordar la parte lineal del modelo 218 ya que por ahora solo se haran célculos sobre
esta parte. De esta manera:

1 & Yook
2 2 2
Ho = o ‘51 lpi|© + E Cij 5 la; — q;l*,
-

i,7=1
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tomando las ecuaciones de movimiento para He, i =1... N

. OHa _ P

=T 1)
) OH

Pi = — (‘3q'2 = —ko[(¢i — qi—1) + (¢ — @i41)], (3.2)

la ecuacién (B.2) se obtiene al considerar que la interaccién de la particula i—ésima solo ocurre con sus
vecinos inmediatos ¢ — 1 y i+ 1, es decir, son los tnicos dos casos donde la matriz ¢;; (2.4) es diferente
de cero con 4,5 = 1...N. Por otra parte, calculando ¢; en términos de p; a partir de la ecuacién BI]) y
sustituyendo en ([B.2), se tiene

¢ T
2 -1 2 -1 0 :|]|®
ks
_ ke 3.3
~lo -1 2 =1 : (3.3)
qN 0 0 - -1 1) \av

donde la parte derecha de la ecuacién (B3] contiene la matriz de conectividad Cp, con D = 1, multipli-
k2
cada por 2.
Se propone la solucién como la superposicién de dos ondas de igual amplitud pero que viajan en
sentido opuesto ' '
qi(1) = My 4 e7], (3.4)

se imponen las condiciones de frontera, (tipo Neumann), es decir, se debe satisfacer ¢; = 0 parai =11y
i = N. Por otra parte, [ representa el nimero de onda y Mj;; representa la entrada ¢ del vector propio
l. Se sustituye la ecuacién [B4]) en B3) y se imponen las condiciones de frontera, de donde la ecuacién
para vectores y valores propios es.

My, 1 -1 0 --- 0 My,
M A T || M
: 2 : ;
(,UIQ : = % 0 -1 2 -1 : . . (35)
Mn 0 0 - -1 1) \Mn

Sin embargo, la condicién de frontera libre solo permite soluciones del tipo
M;; = cos(mil /N), (3.6)

donde (30 representa la i-ésima entrada del vector propio I. Al sustituir el vector propio en ([B3) se

tienen la relacion siguiente,

wi = %[2 — 2cos(2wl/N)]. (3.7)

Comparando con la ecuacién [2359]) que relaciona los valores propios \; y las frecuencias wy, se tiene:

A = 4[1 — cos(2nl/N)], (3.8)
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utilizando la identidad 4sin®(7l/N) = 1 — cos(7l/2N), se tiene la relacién de dispersién:

2 \/§k2

Wy =

sin?(wl/2N). (3.9)

En la Figura 3l a) se compara la grafica de la ecuacién ([B9) con datos obtenidos obtenidos numérica-
mente, en la misma figura, en la parte b) se muestra la gréfica de la diferencia entre datos analiticos y
numéricos.

4e-05 T T T T

T T T T T T
a,) P ) terrorbd’  +
el 3.5e-05 Lt P, E
25 - A B a__,n e £
- lwft — w] o .
o 3e-05 - F e, g
L P / | ++++ +++
Y
2.5e-05 + T B
+ T
wi - ; .
+ T
15 - 2e-05 [ & + i
h *
b *
E & + i
1.5¢-05 & "
1r B I +
g +
1e-05 K 4
05 - b +++ i
S5e-06 -+ "
Py |
0 | | | 1 | 1 | | o L~ 1 1 1 L I I I I

Il 1
0 10 20 30 40 l 50 60 70 80 90 100 o 10 20 30 401 50 60 70 80 80 100

Figura 3.1: Espectro nimerico y analitico del sistema (3.3]). a) Los puntos + representan los cdlculos numéricos,
la linea continua representa los analiticos, b) Grafica de la diferencia de resultados analiticos wi’ y numéricos w;*.

En este ejemplo también se puede evaluar el limite del factor T, .1, dado en ([2.77) cuando alguna
de las frecuencias w;; — 0, conl=1... N, j =1...4. Partiendo de la expresion I';, 1,1,

INNNAN

4 bl
VWi Wi, Wis Wiy,

INNRARE

que es el producto de factores con la forma

iy = (3.10)
VWi

sustituyendo las posiciones i y j de los vectores propios, donde M;; = cos(27il/N) en [B.0G]) (andlogamente
para M;;), sustituyendo w; con la relacion de dispersién ([B9) y tomando el limite cuando w; — 0 (el
hecho de que w; — 0 se interpreta como la existencia de un modo de vibracién muy largo). También
se hace uso del resultado para los valores propios como se indica en la ecuacién ([Z359), es decir, estdn
ordenados de menor a mayor, el caso w; corresponde a traslaciones, el caso ws corresponde a la onda mas
larga soportada por la red. Cuando la cadena es muy extensa N — oo, caben en ella modos cada vez mas
largos siendo ws la cota para la frecuencia més baja, por lo tanto el limite que se debe analizar es

fm ’NYZ-QJ- ~ lim Miy — Mjz lim cos(4mi/N) — cos(4mj/N)

w2—0 w2—0 \/ W2 N—o0 /\/gkf2 sm(27r/N) ’
aproximando las funciones por los primeros elementos de su expansion en Taylor
Ly . 1—1(4mi/N)* =1+ $(4mj/N)?
lim 777 = lim
wo—0 N — oo 9 \/g%(27r/N)+O(N2)

+O(NY),
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. 4n(§%2—i%) 1
= lim NoZ 0.
N—
> 2,/V8E
m
por lo tanto, para este caso, el limite esta definido y con el el factor I';,;,;,1,. Para otras configuraciones de
redes, la forma de las funciones propias y la relacién de dispersion no necesariamente tiene una expresion
analitica, sin embargo, este factor se puede determinar numéricamente.

3.2. Estudio numérico de los modos normales

A continuacién se muestra un conjunto de configuraciones de redes en las cuales se construye la ma-
triz de conectividad y se determina de manera numérica la relacion de dispersion y las funciones propias.
Los distintos ejemplos se muestran para dimensiones, D1 una dimensién, D2 dos dimensiones y D3 tres
dimensiones.

Ejemplo: 1 — D1 Cadena lineal homogénea

Se construye una cadena unidimensional N = 100 de particulas (ver Figura[32la), donde cada particu-
la tiene interaccién unicamente con sus vecinos inmediatos. En la misma Figura en la parte b) se muestra
la relacion de dispersién que coincide con la obtenida analiticamente en la seccion anterior. La matriz
de interaccién esta representada en la Figura (B3] a). Se fijaron los pardmetros m = 1y ko = 1, en esta
Figura el color indica el nimero de vecinos (siendo el mismo para todas las particulas, excepto para las
de la frontera). En la parte b) se muestra la gréfica de todo el conjunto de las funciones propias sobre el
intervalo [0, N]. Cada gréfica sobre el eje horizontal es una funcién propia diferente.

a) b) wi
2

5 - -

\ | of“f

C000gg,
Soegy, F,
""’Oe...° K
Coee
Ced

&
05 - & -

0 10 20 30 40 50 &0 70 B8O 90 100

Figura 3.2: a) Se muestra una cadena compuesta por N = 100 particulas distribuidas uniformemente, en una
dimensién D = 1. b) Se muestran las frecuencias contra el nimero de onda correspondientes a la misma cadena,
calculadas numéricamente (relacién de dispersién).

Este ejemplo de cadena homogénea de interacciéon con primeros vecinos ya se ha resuelto analiticamen-
te en la seccién .11 sin embargo, el objetivo es comparar los resultados tanto analiticos como numéricos
para tener una estimacion de la precisiéon del cdlculo numérico. La observacién tanto de los resultados
exactos como los aproximados son consistentes hasta O(10~?) tomando el méximo de la diferencia como
lo muestra la Figura Bl donde se observa en la parte a) los cédlculos analiticos en la linea continua y
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Figura 3.3: a) Representacién gréfica de la matriz de conectividad para el ejemplo de una cadena homogénea. b)
Funciones propias para el mismo ejemplo.

los numéricos como puntos, en la parte b) se muestra el valor absoluto de la diferencia de los cdlculos
analiticos y tedricos. Se puede observar en esta grafica que los errores numéricos mas grandes se encuen-
tran para las frecuencias centrales y el error decae hacia los extremos.

En configuraciones de redes mdas complejas, resulta menos evidente encontrar de manera explicita
soluciones analiticas, sin embargo, con el conjunto de herramientas numéricas se puede tener una apro-
ximacién a la solucién y entender cualitativamente algunos aspectos de cada configuracion, teniendo en
cuenta que este andalisis se deriva de la matriz de conectividad y que corresponde al caso lineal del pro-
blema.

Para la visualizacién de los vectores propios en D = 1 utilizamos la matriz M;;, que representa la
entrada i—ésima del [—ésimo vector propio.

Ejemplo: 2 —D1 Cadena de particulas en una dimensién: una aglomeracién fuera del centro

Esta configuracion se propone para conocer el caso de un cambio abrupto en la densidad de particulas
a lo largo de la cadena. Se observé que exhibe un comportamiento de localizacién de energia para los mo-
dos altos de vibracién. En la grafica[34l a) se observa la configuracién de la cadena, la cual es homogénea
todas partes, excepto en una regién AL, donde hay un cambio subito en la densidad de particulas. En
esta region estdn cercanas 5 particulas entre si, recordando que cercano quiere decir que las entradas de
la matriz ¢ de la ecuacién (Z4) son ¢;; = 1, formando un cimulo o aglomerado de ellas. La razén para
que esta zona de aglomeracion no este en el centro es inicamente para descartar o reducir si los hubiera,
efectos debidos a la simetria de la cadena.

En la grafica[34l b) se observa una banda de separacién entre los valores propios asociados a las altas
frecuencias y los asociados a las demas. Esto puede ser interpretado como que existen esencialmente dos
regiones de vibracién separadas por una banda. En la figura[377] a) se muestra una representacién grafica

de la matriz de conectividad y en la parte b) se muestran las graficas de las funciones propias.

La gréfica de la Figura 2l muestra dos funciones propias asociadas cada una a las dos diferentes valores
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Figura 3.4: a) Cadena con una zona de aglomeracién de particulas. b) Niumero de onda contra frecuencia (relacién
de dispersién).

F S

Figura 3.5: a) Matriz de conectividad para el ejemplo de una cadena con una aglomeracién. b) Funciones propias
ordenadas de las asociadas a mayor frecuencia hacia las de menor frecuencia.

propios, la parte a) corresponde a una funcién propia de baja frecuencia y la parte b) corresponde a
un valor propio de alta frecuencia. Esta tltima grafica revela que una parte de la energia de vibracién
asociada a las altas frecuencias se localiza espacialmente en la regién de mayor densidad, es decir, para
el caso lineal hay una localizacién de tipo espacial de la energia en la zona del espectro correspondiente
a las altas frecuencias. En las graficas[34l a) y b) se observa el conjunto de funciones propias ordenadas
mediante el nimero de onda, donde aparece una localizacién de los modos de vibracién para un conjunto
de funciones propias asociadas a los modos de alta frecuencia.

Ejemplo: 3 — D1 113 particulas: dos regiones de aglomeracién no simétricas
En este caso las dos regiones de aglomeracién no estan igualmente distribuidas sobre la cadena y
cada regién cuenta con un nimero diferente de particulas que formal el aglomerado como se muestra

en la Figura a), esto resulta util para minimizar los efectos debidos a simetrias. Las marcas sobre
la misma imagen indican la posicién de cada region de aglomeracion a lo largo de la cadena. El cambio
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captiona) Se muestra la funcién propia asociada a una de las bajas frecuencias. b) Se muestra la funcién propia
asociada a la més alta frecuencia.

en la densidad de la cadena en las regiones de aglomeracién es abrupto, esto le confiere a la cadena una
estructura conformacional singular que se refleja en la matriz de conectividad y en las funciones propias
como se indica en la Figura b).

] 20 40 60 B0 100 1200

Figura 3.6: a) Se muestra una cadena compuesta por N = 113 particulas con dos regiones de aglomeracién y
en una dimensién D = 1, b) Se muestran las frecuencias contra el numero de onda correspondientes a la misma
cadena, calculadas numéricamente.

La primer zona de aglomeracién cuenta con 5 particulas vecinas mientras la segunda cuenta con 10
particulas. En este caso se observa una divisién del espectro de vibracién en principalmente tres regiones,
una de baja, una media y una de alta frecuencia de acuerdo a la Figura[B:6]b). En la Figura ?? se muestra
en el caso a) la primer funcién propia sin considerar las funciones propias asociadas a traslaciones y en
el caso b) se muestra la funcién propia asociada a la mas alta frecuencia.

En la Figura B8 a) se muestran la matriz de conectividad y en B8 b) se muestran las funciones
propias. En estas tdltimas gréaficas se observa que las altas frecuencias se localizan espacialmente, pero
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Figura 3.7: Cadena con dos regiones de aglomeracién. a) Modo de vibracién correspondiente a una baja frecuencia.
b) Modo de vibracién correspondiente a la mas alta frecuencia.

ademds, en dos regiones, una de frecuencias media que corresponde a la regién espacial del conglomerado
de 5 particulas y las de alta frecuencia que se localizan en el conglomerado de 10 particulas.

También se aprecia que para esta configuraciéon de particulas no existen modos de vibracién que se
localicen en ambas regiones de aglomeraciéon simultaneamente.

Ejemplo: 4 — D1. Cadena de particulas: tres regiones de aglomeracidn

Para este caso se utilizan tres regiones de aglomeracion distribuidas de manera no simétrica sobre la
cadena. Cada regién de aglomeracion cuenta con 5 particulas vecinas, todas ellas interactuando entre si
como se muestra en la Figura 3.9

En la Figura 310 se muestran dos funciones propias, el caso a) corresponde una funcién propia aso-
ciada a la méas baja frecuencia, donde se puede observar que hay una deformacion de la funcién propia
respecto a la misma cadena en las zonas de aglomeracién. Este modo de vibracion o funcién propia. Puede
pasar por los sitios donde se concentran las particulas y apenas sufrir una perturbacién pequena, es decir,
los tres picos sobre la grafica principal son pequenos respecto a la gréfica completa. El caso b) corres-
ponde a la funcién propia asociada a la funcién de maés alta frecuencia, donde se observa la localizacién
de energia para este modo de vibracién en una zona correspondiente a una aglomeracién. Las funciones
propias de alta frecuencia muestran localizaciones espacial, cada una en las diferentes aglomeraciones,
esto se aprecia con mayor facilidad en la grafica BIIl lo més relevante de este comportamiento es al
igual que en los casos anteriores, que la mayor parte de la energia se acumula en las regiones donde las
particulas de la cadena tienen mayor interaccién y lo hace en la regién del espectro de las altas frecuencias.

En la gréfica BTl se presenta en la parte a) la matriz de interaccién representada como imagen donde
a cada pixel de color se le asocia con el valor de la matriz en la misma posicién, se observan tres bloques
sobre la diagonal que corresponden cada uno a las aglomeraciones de particulas. Por supuesto la existen-
cia de estos bloques es la que determina la forma singular de los valores y las funciones propias. b) de la
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Figura 3.8: a) Matriz de conectividad para el ejemplo de una cadena con dos aglomeraciones, b) Funciones
propias.
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Figura 3.9: a) Cadena de particulas con tres regiones de aglomeracién. b) Valores propios correspondientes a
dicha cadena.

misma grafica se observan regiones de localizacién de la energia en los modos de vibracién relacionados
con las frecuencias més altas y son justamente las que en la gréafica b) se alejan de la tendencia de la
grafica en la parte superior.

También ocurre que ningin modo de vibracién se localiza en mas de una regién de aglomeracién
simultanemanete, para el caso analizado en este ejemplo. Existen otros casos con mayor simetria en la
distribucién de las zonas de aglomeracién donde este comportamiento es diferente, como se verd mas
adelante.

Todos los ejemplos vistos hasta este momento tienen la caracteristica de cambios abruptos en la den-
sidad de las particulas que conforman la cadena, son las llamadas regiones de aglomeracion. Sin embargo
puede ocurrir que el cambio de zonas de menor densidad a mayor densidad sea gradual, esta forma de
cambiar la densidad tiene por supuesto muchas variantes, cada una de ellas con propiedades particulares.
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Figura 3.10: Cadena con tres regiones de aglomeracién. a) Modo de vibracién correspondiente a una baja fre-
cuencia. b) Modo de vibracién correspondiente a la mds alta frecuencia.
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Figura 3.11: a) Matriz de conectividad para el caso de tres regiones de aglomeracién. b) Superficie formada con
las funciones propias para el mismo caso.

La observacién para este ejemplo es la permanencia de localizacién de los modos altos de vibracién en
las regiones de mayor aglomeracién, y esto ocurre incluso cuando no hay una amplia banda de separacién
en la relaciéon de dispersion.

Ejemplo: 5 — D1. Cadena con una distribucién aleatoria de particulas

En este ejemplo se presenta una cadena donde la distancia entre particulas se genero de manera
aleatoria en un rango entre 0.1 y 3.0 unidades de distancia. La longitud total de la cadena es de 10
unidades. Esta distancia se busco que fuera mucho mayor que una simple perturbacién, de tal manera
que se generen aglomeraciones de diferentes tamanos a lo largo de la cadena, dado un radio critico R.,

que se determina como el minimo que garantiza que todas las particulas tienen al menos un vecino.

En la Figura[B12/a) se muestra la cadena con distribucién aleatoria de particulas a lo largo de una di-
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Figura 3.12: a) Cadena con distribucién aleatoria. b) Matriz de conectividad para la misma cadena.
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Figura 3.13: a) Relacién de dispersién para el caso de una cadena unidimensional con distribucién aleatorio. b)
Superficie formada con las funciones propias para el mismo caso.

mensién y en b) se muestra la imagen de la matriz de interaccién para la misma cadena, se puede observar
que aparecen algunas regiones de aglomeracién ubicadas de manera asimétrica. En la misma figura parte
b) se muestra una representacion grafica de la matriz de conectividad, se pueden ver los bloques sobre
la diagonal asociados con diferentes zonas de aglomeracion. También se muestra que algunas particulas
sélo tienen interaccién con sus vecinas inmediatas mientras en otras regiones algunas particulas llegan
a interactuar hasta con 18 vecinos. Este ejemplo presenta una configuraciéon mas diversa, posibilitando
ciumulos de diferentes tamanos interactuando unos con otros como si se tratara de particulas con masas
considerablemente mayores a las de cada particula individual, pero con la propiedad de retener al interior
de las aglomeraciones las vibraciones de alta frecuencia.

La motivacién para esta configuracion es tener un conjunto de aglomeraciones de diferentes tamanos,
distribuidas a lo largo de toda la cadena, determinar numéricamente la relacién de dispersion y comparar
con ejemplos anteriores. El resultado de la comparacién se obtiene de la Figura 313 a) donde se obser-
va que la banda de separacion que exhiben los ejemplos anteriores, ha desaparecido. Para este caso no
existen frecuencias prohibidas. La parte b) de la misma figura muestra que la localizacién de los modos
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de vibracién ocurre tanto para bajas como para altas frecuencias. Localizandose las altas en las zonas
de mayor densidad y las bajas frecuencias sélo pueden hacerlo en las regiones de menor densidad de
particulas.

Ejemplo: 6 —D1 Cadena de particulas en una dimensién con densidad variable, alcanzando
su maximo en el centro

Figura 3.14: a) Cadena con cambio en la densidad de particulas, en los extremos la densidad es minima y en
el centro es méxima. b) Localizacién en la misma cadena del modo de vibracién mas alto. c¢)Localizacién en la
cadena del décimo modo més alto de vibracién.

Este es un ejemplo para una cadena donde la distancia entre particulas cambia, estando mas se-
paradas las particulas en la orilla y mas cerca en el centro. La variacién en la densidad a lo largo de
la cadena es suave, a diferencia de los ejemplos anteriores. Se presenta una visualizacion de la matriz
de conectividad (230) en formato de imagen en la Figura También se muestra la regién de la
cadena que concentra las frecuencias mas altas. En este ejemplo se observa que el comportamiento es-
pectral es diferente al de los ejemplos con regiones de aglomeracion, sin embargo también se observa
un comportamiento de localizacién de los modos altos de vibracién en las zonas de mayor aglomeracién
exhibiendo en ese sentido un comportamiento de localizacién espacial semejante a los ejemplos anteriores.

En la Figura BI4] se puede observar: a) el arreglo de particulas formando la cadena de este ejemplo.
b) corresponde a la localizacién dentro de la cadena del modo de localizacién mas alto. Esto resulta
interesante ya que también exhibe localizacién pero en una regién un poco maés extensa de la cadena
comparada con las cadenas con aglomeraciones que tienen una localizacion altamente definida como son
los ejemplos anteriores. ¢) se muestra la localizacién del décimo modo de vibracién a lo largo de la cadena.
Se puede observar que esta un poco mas extendido fuera del centro pero también dentro de la region de
mayor densidad.
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Figura 3.15: a) Imagen de la matriz de interaccién. b) Imagen formada por las funciones propias de la matriz de
interaccién. ¢) Valores propios de la matriz de interaccién.

En la Figura se muestra en a) una visualizacién de la matriz de interaccién, donde la escala de
color indica el nimero de vecinos que tiene cada particula. Las particulas que forman la cadena se encuen-
tran representadas en la diagonal de la matriz de interaccién como se indica en ([Z.26]) y las particulas que
estan dentro de una esfera de radio R, aparecen de un color diferente al negro y se representan con los
pixeles de color fuera de la diagonal. En el inciso b) de la misma figura se representan las funciones pro-
pias, en la parte inferior de la imagen estan las que corresponden a frecuencias altas y en la parte superior
las que corresponden a frecuencias bajas, esta imagen deja ver la forma en que se distribuyen los modos
de vibracién a lo largo de la cadena, se puede notar que los modos altos de vibracién se concentran en la
regién de mayor densidad de la cadena y al buscar modos de menor frecuencia estos pierden localizacién
en el centro para ubicarse en zonas de densidad menor. Finalmente los modos bajos de vibracién también
quedan restringidos a las secciones de la cadena de menor densidad no podiendo penetrar en regiones
mas densas. Por dltimo en la figura c) se muestra el espectro de la misma matriz, se puede observar que
no exhibe las bandas de separacion espectral que si aparecia en los ejemplos anteriores. Sin embargo, si
hay cambio rapidos en la tendencia de la grafica, esencialmente hay tres comportamientos, el primero
correspondiente a las bajas frecuencias, un cambio que conecta con las frecuencias medias y finalmente
un cambio rapido que conecta con una tendencia en las frecuencias altas.

En resumen este ejemplo aunque tiene una distribucién conformacional diferente también exhibe loca-
lizacién de modos. Diferentes modos de vibracién se localizan en diferentes zonas de densidad, donde las
ondas largas aparecen en regiones de menor densidad y las ondas cortas en las de mayor. La posibilidad
de hacer variaciones en la conformacién de la cadena es muy amplia.

Ejemplo: 7 — D2 Grafeno. Red bidimensional de particulas

Un ejemplo en dos dimensiones es el grafeno [49],[50], que 4demas de ser un material real, tiene una
amplia gama de aplicaciones. Su configuracién atémica se ha estudiado desde hace ya algunas décadas y a
lo largo de este tiempo se han caracterizado un conjunto amplio de sus propiedades (mecdnicas, quimicas,
eléctricas y termodindmicas) [51],[52]. Este material esta formado por bloques hexagonales, parecido a
un panal de abeja (honeycomb). Los puentes de carbono en la mayoria de las configuraciones basadas en
el carbono tienen una longitud de 1.5 A(Angstrom), mientras que en el grafeno tienen una longitud de
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1.42 A[53], por esta razén se le denomina como una estructura de dtomos de carbono de alta densidad
y pertenece a la familia de las estructuras llamadas allotropes [54], junto con el diamante, grafito y los
fulerenos. En la Figura se muestra una imagen de un arreglo estructural de unidades basicas de
grafeno. Para este estudio se utiliz6 la estructura de grafeno obtenida de [55].

Figura 3.16: Grafeno, estructura formada por hexdgonos de carbono, la longitud de los enlaces atémicos es de
1.42 A.

Utilizando la informacion sobre la longitud de los puentes de carbono, se elige el pardmetro de corte
R. = 1.42 A, dando como resultado que cada dtomo de carbono solo tiene interaccién con sus tres vecinos
mas cercanos como se muestra en la figura 317 a), en la misma figura parte b) se muestra la relacién de
dispersion.
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Figura 3.17: a) Matriz de conectividad para el grafeno utilizando 320 dtomos, con R, = 1.42 A. b) Relacién de
dispersién para la misma estructura. Se puede observar que la primer mitad de los modos coincide de manera
cualitativa con los modos lineales de una red homogénea.

Observacién 5. En casos de configuraciones multidimensionales con simetrias bajo traslaciones multi-
dimensionales D > 1 existe la posibilidad de expresar la frecuencia w como funcién de mas variables. El
ejemplo mas sencillo es el de las mallas rectangulares con D > 1 dimensiones. Esta representacion de w
tiene mas informacioén, por ejemplo sobre la degeneracién de los valores propios de Cp.

La forma de visualizar la localizaciéon de modos para estructuras con dos o mas dimensiones, es pro-
yectaras sobre la propia red, de ésta forma, el tamano de las particulas es proporcional a la energia del
modo de vibraciéon del que se desea conocer la distribucion de energia sobre la red. En la Figura
se muestran tres diferentes modos de vibracién, en la parte a) se muestra la localizacién del modo aso-
ciado a la frecuencia mas baja permitida por la estructura. Se puede observar que este modo se localiza
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Figura 3.18: a) Localizacién del modo de vibracién de menor frecuencia. b) Localizacién del modo de vibracién
con la décima frecuencia mds baja. ¢) Localizacién del modo de vibracién con la frecuencia més alta.

preferentemente en las fronteras de la estructura, la parte b) se muestra la localizacién para el modo
asociado con la décima frecuencia mas baja, y por dltimo en la parte ¢) se muestra la localizacién del
modo mas alto permitido por la estructura. Se puede observar que este modo de vibracién se localiza
preferentemente en el centro de la estructura. Este mecanismo para visualizar ya habia sido mostrado en
el ejemplo unidimensional [f], sin embargo resulta particularmente 1til para dos o tres dimensiones. Para
la estructura de grafeno, se puede observar que las ondas largas se distribuyen sobre la periferia de la
estructura, mientras que las ondas cortas se acumulan en las regiones centrales. En este momento solo se
presenta el analisis lineal de esta estructura, sin embargo en el capitulo Bl se muestra la evolucién de la
energia para los distintos modos de este ejemplo, tomando en cuenta los términos no lineales.

Ejemplo: 8 — D3 Ribozima con clasificacién del Protein Data Bank PDB300

Figura 3.19: Ribozima (PDB300), es una enzima de los nticleos de dcido ribonucleico.
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Figura 3.20: a) Matriz de conectividad para la ribozima (PDB300), se puede observar que con un radio critico de
interacién R. = 4.5 A, algunas particulas alcanzan hasta 40 vecinos. b) Relacién de dispersién, se puede observar
que alrededor de los 120 primeras frecuencias siguen la forma de una relaciéon de dispersién lineal.

La estructura ribozima (Nombre PDB300 Ribozime en el catalogo PDB-DataBank [56]) que se utilizo
para este ejemplo es la presentada por William G. Scott, et al (1996) [57], la estructura conformacional
la obtuvieron mediante Difraccion de rayos X. Las ribozimas son ntcleos de dcido ribonucleico con capa-
cidad catalitica como son las enzimas, es decir, ayudan a procesar reacciones quimicas. Son moléculas de
acido ribonucleico que tienen la capacidad de actuar como catalizadores, estdn compuestas de un nticleo
que se une a un sustrato. La ribozima PDB300 esta constituida por 843 dtomos de los que se conoce
su posicién como se indica en el archivo PDB. El mismo archivo contiene mas informacién, como es la
temperatura a la que se determiné la posicién de los 4tomos y el tipo de solvente utilizado para realizar las
medidas de difraccién. Sin embargo, en este trabajo, para calcular los modos normales, sélo se utilizaron
las posiciones de las particulas (dtomos de carbono). Evidentemente esta macromolécula es un objeto en
tres dimensiones, del cual se muestra la visualizacién en la Figura [3.19

Diferentes autores utilizan diferentes radios criticos, dependiendo del tipo y tamano de estructuras
dentro de la proteina que se desean estudiar, pero todos los radios estdn entre 2.5 hasta 10 A [8], [58].
En este trabajo el criterio para elegir el radio critico es el radio minimo donde cada particula tiene al
menos otra particula vecina, esto se traduce en acotar el nimero de condiciéon de la matriz de interaccién
([Z28). M4s atin, con esta condicién se cumple siempre que x(C,) < 10*, donde x determina en ntimero
de condicién de la matriz C, [59)].

La matriz de interaccién para la molécula Ribozima (PDB300) se muestra en la Figura a), la
relacién de dispersién se muestra en la parte b) de la misma figura. Para este ejemplo se utilizé un ra-
dio de interaccién R, = 4.5A obtenido mediante el criterio explicado anteriormente. Los modos en esta
enzima se localizan cada uno en diferentes regiones de la misma, Asi los modos de vibracién asociados
a las bajas frecuencias se localizan en la regiones menos densas conocidas como exdnes [60], mientras
que los modos de alta frecuencia se localizan en el centro més denso de la enzima, como se indica en la
Figura B.2Il En la parte a) de esta figura se muestra el modo de vibracién asociado a la frecuencia mas
baja se puede ver que no tiene una localizacién muy definida, sin embargo suele ser méas abundante en
los brazos que emergen del nicleo de esta enzima. En b) se muestra el modo de vibracién asociado a una
frecuencia media, este modo tiene una localizacion en una regién diferente, que corresponde a una con
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Figura 3.21: Ribozima: a) Localizacién del modo de vibracifon de menor frecuencia w;. b) Localizacién del modo
de vibracién con la frecuencia 400 wago. ¢) Localizacién del modo de vibracién con la frecuencia 800 wsoo. d) Modo
de vibracion con la frecuencia mas alta wsrs.

mayor densidad que el caso anterior. ¢) Este es un modo asociado a una alta frecuencia, se puede ver
como se distribuye por uno de los brazos de la enzima. d) Este modo corresponde a la frecuencia mas
alta, el tamano de la esfera indica que es un modo muy localizado comparado con el resto, su posicién
corresponde a la regién donde se une el nicleo de la enzima con uno de los brazos.

La Ribozima PDB300 es una configuracién de dtomos suficientemente grande como para representar
la complejidad de grandes moléculas que participan en procesos bioquimicos y simultaneamente es los
suficientemente pequena para poder hacer cdlculos numéricos con ella en tiempos razonables, ademads
de ser en si misma un catalizador muy importante para secuenciar secciones de la molécula de RNA,
en algunos textos se refieren a ella como Hammerhead. Por otra parte, el analisis de modos normales
de vibracién y su distribucion espacial corresponde al caso lineal, en el capitulo de integracion se hace
un estudio numérico mas detallado para el caso no lineal incorporando el efecto de los términos no lineales.

Ejemplo: 9 — D3 Subtilisina con clasificacién del Protein Data Bank PDB1AV7
El siguiente ejemplo corresponde a la configuracion atomica llamada subtilisina catalogada como

PDB1AV7 (Subtilisin) en la base de datos PDB-Databank [56], que fue presentada por V. S. Stoll, B. T.
Eger et al (1997) [13] obtenida del organismo Bacillus Licheniformis. La configuracién conformacional
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se obtuvo por la técnica de Difraccién de rayos X con una resolucién de 2.60 A. La subtilisina es una
peptidasa, es decir una enzima que rompe los enlaces peptidico de las proteinas, recordando que los enlaces
peptidicos esta dados por la unién de un aminodcido del grupo amino (-NHs) y un aminodcido del grupo
carbozilo (-COOH). En la Figura 3222 parte a) se muestra una visualizacién de esta molécula a partir del
la informacién del archivo (PDB). Esta enzima esta compuesta en el archivo por 1936 dtomos. Esta pep-
tidasa ya ha sido ampliamante estudiada a nivel de modos normales [14], [61], sin embargo la descripcién
que se hace es estadistica y estd expresada en términos de complejidad, entropia y temperatura. En el
trabajo que aqui se presenta, sélo se calcula el espectro (relacién de dispersién) como si se tratara de una
red con interacciones puramente mecénicas, para ello se utilizé un radio critico de interaccién R, = 4.5A.

Figura 3.22: Visualizacién de la subtilisina (PDB1AV7). En color rosado aparecen las particulas con mas vecinas.
En color azul, aparecen las particulas con menos vecinas. El radio critico se fijo en R. = 4.5A.
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Figura 3.23: a) Matriz de interaccién para la enzima subtilisina (PDB1AVT), en el recuadro se muestra una
ampliacién de la zona central. El radio de corte es R, = 4.5A. b) Relacién de dispersién.
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Figura 3.24: Subtilizina: a) Localizacién del modo de vibracién de menor frecuencia wi, b) Localizacién del modo
de vibracién con la 400 frecuencia wgso. ¢) Localizacién del modo de vibracién con la 1900 frecuencia wigoo. d)
Modo de vibracién con la frecuencia méas alta wigsg.

En la Figura B23] en la parte a) se presenta la matriz de conectividad para PDB1AV7. En la parte
b) se muestra la gréfica del nimero de onda [ contra w;. La observacién es que la relacién de dispersién
tiene la misma forma que la relacién de dispersion del ejemplo Bl

La Figura 324l muestra la localizacién de cuatro diferentes modos de vibracién. La parte a) correspon-
de al modo asociado a la frecuencia mas baja, se puede observar que este modo no tiene una localizacién
espacial particular, sino que esta distribuido sobre toda la enzima. En la parte b) aparece un modo corres-
pondiente a una de las frecuencias medias, wgsg, este modo tampoco muestra una localizaciion espacial
muy definida. ¢) Esta parte de la figura corresponde al modo asociado a la frecuencia wiggg, se puede
ver que este modo si presenta localizacién espacial. d) Aqui se muestra la localizacién espacial del modo
asociado a la frecuencia mas alta wig3s, este modo presenta una alta localizacién. Un aspecto interesante
es averiguar el tipo de estabilidad y conocer si la subtilisina tiene alguna propiedad quimica en particular
en esta regién.

Con este ejemplo finaliza la seccién para determinar matrices de conectividad, las funciones propias

y el espectro de diferentes configuraciones. Se pueden tomar muchos méas ejemplos de redes, ya sea de
la naturaleza como son los hechos por cristalogréfica o pueden ser artificiales. En la siguiente seccién se

45



presenta una herramienta matematica que permite distinguir entre dos tipos de componentes en la parte
no lineal, la compuesta por monomios resonantes y la de monomios no resonantes.
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Capitulo 4

Formas Normales de Birkhoft:
subespacios invariantes y localizacion

En este capitulo se aplica la teoria de formas normales de Birkhoff [I8], [62] para eliminar monomios
no resonantes de la parte cuértica de la ecuacién ([2.83)). La idea principal de este método, es mediante
transformaciones candnicas cercanas de la identidad [63], encontrar una vecindad del origen donde el sis-
tema se puede aproximar con un sistema simplificado (forma normal) médulo términos de orden superior.

El resultado principal es la construcciéon de una forma normal con subespacios invariantes que contiene
soluciones espacialmente localizadas como se muestra en las secciones y B3l Para la forma normal se
encuentra una simetria ante cambios de fase global. Esta simetria tiene asociada una constante adicional
de movimiento, al fijar dicha cantidad y utilizando argumentos topolégicos es posible garantizar la exis-
tencia de Orbitas periddicas, como se muestra en la seccién [£.4l En la seccién 4.1l se hace una bisqueda
de érbitas periddicas utilizando el método del gradiente (ascenso/descenso), y por tltimo en la seccién
se determina la estabilidad lineal de las érbitas periédicas. La siguiente seccién es una introduccién a
la teoria de formas normales.

Subrayamos que: (i) las transformaciones simplécticas que se muestran en las secciones vy 43 son
formales, como se indica en [L12] B3y [64]. (ii) El argumento de la localizacién espacial se basa en la
suposicion de que ciertos modos normales del problema lineal son localizados. Esta localizacién es por el
momento heuristica y se basa en las observaciones de los experimentos numéricos del capitulo Bl

4.1. Introducciéon a las formas normales de Birkhoff

Muchos aspectos relevantes de los sistemas Hamiltonianos estan expresados en términos de los Parénte-
sis de Poisson, para ello se hacen las siguientes definiciones: Sean f, g : RV — R funciones diferenciables
respecto a variables QQ; y P; coni = 1... N, entonces los Paréntesis de Poisson [65] [f, g] se definen como
se indica a continuacién:

[f,9] = [V/1"IVy, (4.1)
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donde J es la matriz simpléctica o de Poisson y esta definida como

0 I
I ( ) . (4.2)
=10 2N x2N

El subindice 2N x 2N indica el tamano de la matriz. Para simplificar las expresiones que vienen a
continuacién se utiliza la notacién f, y f, para representar las derivadas parciales de f, respecto a Py
@, de manera andloga se utiliza ésta notacién para g, por lo tanto ([&I]) se puede desarrollar como

ol = ot (5 5) (%)
- Xoar oy of oy
_ngP_ngQ_;((maﬂ_aﬂan) (43)

Utilizando la regla de la cadena y recordando las ecuaciones (267) y ([268) que relacionan Q} y P/
las cuales por simplicidad se denotaran como @Q; y P;, con a; y a; de la subseccién [Z22] se determinan

las relaciones
of :c'?f Oa; 8f dal \/(,TZ \/oTia \/QTZ( ) (4.4)
0Q;  Oa; 0Q; 3a 0Q; 8az 2 da¥ 8al al
of _ of Oa; = Of daj i i 87: i (8f 3 8f> (4.5)
OP;  0Oa; OP; = 0Oaf OP; V2w 8(11 \/ﬂ daf  2w; \Oa;  Oa}

de manera idéntica se calculan las derivadas parciales para g. Simplificando la notacién, en esta seccién,
las coordenadas son representadas con un sélo subindice.

Sustituyendo las ecuaciones (4 y (@) en la ecuacién (@3] se obtiene

N/ i (0f 8f\ i [dg dg i /af  Of\ [w (99 Og
/9] :Z (ﬁ(@ai * 8(12‘) V2w; (8% B 8a2‘> V2w (8ai a 3a;‘) \/Z(@ai * 8&2‘))

i=1

N
X rof a9 9 dg
N 1; (8(1;‘ da;  Oa; Oa} )’ (4.6)

que representan el Parentesis de Poisson respecto a los modos normales a y a*.

Si de manera particular se aplica el tltimo resultado (6] para el caso Hz definido en Z73) y un
monomio M extraido de la parte cudrtica de la ecuacién (Z83) [21], es decir, evaluar el paréntesis de
Poisson. Sea M un monomio de la parte cuartica de del Hamiltoniano H de ([2383) con ky + ...k, = 4,
que tiene la forma

M = akigke gk (4.7)

por lo tanto, el paréntesis de Poisson de Hy y M queda expresado, de acuerdo con (L), en la forma

[Ha, M [ Zwlazal,/\/l] = 12% a;a;, M] (4.8)

b o .0
lzwz Z ( azaz %M - %aiai 8ajM> . (49)
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Entonces

[Ho, M) =1)_ wi(kiM — kM),
= [ wilki —k;)]at ab? .. akn (4.10)

La ecuacién ([{I0) es vdlida para M un monomio arbitrario, es decir, los indices k1, ks . .. k;, enteros
no negativos arbitrarios.

4.1.1. Transformaciones simplécticas

A manera de introduccién para esta subseccién, se analiza primero las dos propiedades bésicas de las
transformaciones simplécticas [66], [67):

1. Las transformaciones simplécticas preservan la estructura Hamiltoniana, es decir, no cambia la
forma de las ecuaciones de Hamilton.

2. Los flujos de campos vectoriales Hamiltonianos generan transformaciones simplécticas.

Partiendo de la propiedad 2, se define una transformacién ¢; : R2Y — R2N dada por el flujo de
un sistema Hamiltoniano de N grados de libertad, las ecuaciones de movimiento para este sistema se
representan

2 = JVH(2). (4.11)

Como ¢, es el flujo de la solucién, a lo largo del tiempo, se debe satisfacer lo siguiente:
d
%qﬁt(zo) = JVH(¢pi(20)), con condicién inicial ¢g = 2o (4.12)

y ¢¢(z) satisface la condicién de simplecticidad [18], por lo tanto
[D(20)]" I[Depe(20)] = J. (4.13)

Sea f1 un simplectomorfismo, es decir, un difeomorfismo sobre la variedad simpléctica definida por el
flujo del Hamiltoniano que preserva la forma simpléctica, i.e. satisface D fiJDf{ = J.
Sea

z = fi1(w) (4.14)
donde w es un nuevo conjunto de variables, con lo que se expresa el Hamiltoniano en términos de w
H(z) = H(fi(w)) = (Ho f1) (w). (4.15)

Lo que se desea es construir fi, para ello se define un parametro s, que juega un papel de pseudotiempo,
con lo que se satisface la ecuacion de movimiento en las variables w

%w(s) =JVS(w(s)), (4.16)
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Figura 4.1: Esquema de transformacién simpléctica mediante el flujo de la solucién ¢ (zo).

con la propiedad que w(0) = w y w(l) = f1(w). Asi, f; tiene el papel de mapeo de tiempo 1 para el flujo
Hamiltoniano de S. La primera parte del método consiste en encontrar S y a partir de ahi obtener el
flujo f1. Con la siguiente relacién, se puede integrar respecto al pardmetro s en el intervalo [0, 1], con lo
que tiene:

H(z) = H(fs(w)) = (Ho fs)(w), (4.17)
para ello se analizan las relaciones siguientes
H(f1(w)) = (Ho fi)(w), H(fs(w)) = (Ho f)(w),
de donde

d d
3 o 1w = L) = Lrw(s).
Utilizando la notacién w(s) = fs(w), se tiene

7 dw(s)

o = [VHw(s)]" IVS(u(s)),

d
(o f)(w) = [VH(w(s))
que es precisamente la definicién de corchete de Poisson ([E1]), por lo tanto
d
75 Hw(s)) = [H, S| (w(s)). (4.18)

Para las derivadas de orden superior también se puede hacer un analisis semejante, de donde se obtiene
para el caso general
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%’H(w(s)) - %[. LH,S),S. . Slws) = V... [}1,8],S... S| TIVSw(s), n=1,2... (4.19)

n veces n veces

Al mismo tiempo, haciendo una expansién en Taylor del Hamiltoniano H(w(e)) alrededor del punto
€ = 0, se tiene

d

n 1, d?
e~
=0 de

6:OH(w(e)) + 2€ 72

H(w(e)) + lGSd—B

H(w(e) = H(w(e)) _ € 73

H(w(e)) +... (4.20)

e=0

Sustituyendo las relaciones entre las derivadas y los corchetes de Poisson ([LI8)-{I9) en la ecuacién

([E20), se tiene

Hw(e) = Hw(@)]|_ -+ et S]] (w©) + 504818 (o
+ %9[[[%,5},5],8} e+ (4.21)
Suponiendo que la serie de ([@21]) es convergente para e € [0, 1] se tiene
H(w(e))|._, = H(w(1)) = H(fi(w)) = H(2), (4.22)
M=) = H(w) + [M, S](w) + 3[4, 8], 8)(w) + {[[M, 81,8, S](w) + .. (4.23)

La expresiéon (£23) muestra explicitamente el Hamiltoniano H(z) ahora en la variable w relacionadas
mediante f;(w) = z, bajo la suposicién que f; es el mapeo de tiempo-1 de (£I6) y que por lo tanto, f;
es un simplectomorfismo. Sin embargo, la ecuacién ([£23]) es una expresién formal, en particular su vali-
dez depende de la convergencia de las series infinitas, este aspecto se discute al final de la presente seccién.

Para continuar, se hace la suposicién de que el Hamiltoniano ([@23]) esta compuesto por

2 3

€ €
H(z) = Ha(z) +e€Hs(z) + 55 Halz) + 57 Hs(2) + O(e%) . (4.24)
—— —— 2l ——~ 3h—— ——"
cuadraticos ctibicos cudrticos quintos  superiores

Ademas se propone S = ey, entonces de ([£23)) se tiene

62 62
H(z) = Ha(w) + eHa(w) + SrHa(w) + O(€) + [Ha + €Mz + 57Ha + O(€”), ex](w)

2
+[[Ho + €Hs + %7—&1 + O(€%), ex], ex]w + O(€%). (4.25)

Como el paréntesis de Poisson es un operador lineal, se distribuye sobre los argumentos, se factoriza
el parametro € y se agrupan los términos por potencias, entonces

62
H(z) = e{ Ha(w) + [Ha, x](w)} + 55 {Ha(w) + [Hs, x)(w) + [Ha, x)(w)], X] (w) } + O(e”).  (4.26)

Por ejemplo para eliminar la parte cibica del lado izquierdo de ([@26]) es suficiente escoger x tal que
se satisface

[Ha, X](w) + Hz(w) = 0,. (4.27)
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la cual es llamada funcién Homoldgica.

Es inmediato comprobar que y tiene que ser cubica. Respecto a la convergencia, usando & = ey
y que H es analitica, se puede justificar para |e| suficientemente pequenio [2I] que la convergencia de
la serie ([4.23) es equivalente a la convergencia de (£20)). Es decir, la convergencia de (£20) para |e|
suficientemente pequeno, sugiere la existencia de soluciones analiticas en tiempo de EDO [27], [29]y [40],
se puede mostrar para y analitica real.

4.1.2. Forma normal de Birkhoff y resonancias

El Hamiltoniano de la ecuacién (2:83) se puede expresar como (2], utilizando la notacién a =
(a1,,0a2,,...,an,) v definiendo las variables z = (a,a*) como las variables originales. Con esta notacién
se tiene

H(z) = Ha(z) + Ha(z). (4.28)

Definiendo w = (a,a*) como las nuevas variables y a S como la suma de los monomios de cuarto
grado de ([{23), es decir

S=> Su (4.29)

MeT

donde J es el conjunto de monomios que podemos y queremos eliminar. Utilizando nuevamente (£23))
se tiene

H(z) = H(w) + [H,S](w) + O(6)

= Ha(w) + [Ha, S](w) + Ha(w) + O(6) (4.30)
= Ha(w) + Ha(w) + O(6), (4.31)
donde .
Hy = Hq — {suma de monomios en el rango de [Hz, S]}. (4.32)
Se define también B 3
H = Ho + Hy. (4.33)

Para construir 4 deben ser eliminados algunos monomios de H,4, por lo que se plantea lo siguiente:
Como M es un monomio de Hy4, y utilizando los resultados de la seccién [£1.1] es posible garantizar la
existencia de un monomio Sy, tal que se cumple la condiciéon

[Ha, Spa] + M = 0. (4.34)

Se puede observar que al ser M monomio de H4, M = 'k, kyksk, Ok, bk, ks bk, , donde by, puede ser ay,
0 aj, como un paso intermedio, de las ecuaciones ([I0) y

4
[7‘[2, M] = Z J(kl)wkq fkl kokska bk1 bkz bks bk4 )

%

por lo tanto, S es de la forma
bkl bkz b’f3 bk4

S oo (4.35)

Sm = 1k kokska
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Tabla 4.1: Condiciones de resonancia para los monomios de H4. Los términos resonantes no pueden ser eliminados.
El estudio corresponde a la cadena unidimensional d = 1 del ejemplo 2] del capitulo [

Caso Monomios en H4 Condicién de resonancia

(1) ap, Ay, A, G, wyy, +wy, Fwi, Fwy, =0.

(2) ai, ar,aa;j, wy, +wi, +wiy —wy, =0.

(3) ai, a,ay,aj, wy, +wi, —wiy —wy, =0.

(4) ai, aj,ay,aj, wy, —wy, —wiy —wy, = 0.

(5) aj,aj,aj. aj, —wy, —wy, —wiy, —wy, = 0.
La notacién representa o(k;) = 1 si by, = ar, y o(k;) = —1si by, = aj .

Consecuencia de la linealidad del paréntesis de Poisson, para eliminar una suma y | j M de polinomios,
se puede usar S = Zj M. Asi, la tnica restriccién para Sy esta sobre el denominador. Usando la
nomenclatura

4

Z o(k;)wg, # 0 = M no resonante, (4.36)
4

Z o(k;)wg, = 0 = M resonante, (4.37)

)

para distinguir dos tipos de monomios.

Los monomios no resonantes son los que podran ser removidos del sistema Hamiltoniano H mediante

transformaciones simplécticas cercanas a la identidad. Sin embargo, el radio de convergencia para la serie
~ . s 4 . . .

#23) depende del tamafio de los coeficientes 'k, iyisk,/ D ; 0(ki)wk,, en particular dicho radio decrece

cuando los factores T, kykaks / Zf o(k;)ws, crecen, ver [27], [29] y [64].

4.2. Subespacios invariantes: caso con banda de separacién (gap)

El andlisis de las condiciones de resonancia depende de la configuracién especifica de cada red que se
desea estudiar, es decir, se debe hacer uso de las observaciones nimericas para diferentes configuraciones.

En el conjunto de ejemplos del capitulo [3] se puede hacer una distincién en dos grupos, los que tienen
espectro que cambia suavemente y los que presentan un cambio stbito. En particular el ejemplo 2] (una
cadena unidimensional d = 1 con una regién de aglomeracién) presenta esta banda de separacién espectral,
esto abre la posibilidad de etiquetar las regiones separadas por la banda. Asi, los modos correspondientes
a la parte baja del espectro son representados por Z_ y por Z, los correspondientes a la parte alta. Se
utiliza la notacién w para las frecuencias asociadas con modos en Z_ y Q a las asociadas con modos en
Z+ (como se muestra en la figura[£.2). Este hecho motiva el siguiente conjunto de suposiciones:

1. Existe una banda de separacién que divide el espectro en dos regiones como se observa en la figura
Los modos tienen indices i € Z, la parte baja del espectro la forman los modos w con indices
en Z_ y la parte alta los modos 2 que tienen indices en Z, de tal manera que Z =7_UZ, y
I NIy =2 Ladim{Z,} = N; y la dim{Z_} = Ns.
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Figura 4.2: Relacién de dispersién para una cadena unidimensional con una regién de aglomeracién. Se muestran
las dos regiones del espectro Z_ del lado izquierdo y Z; del lado derecho.

2. Se definen las frecuencias de los extremos como

c — A 3R] Qc = [ Q1 . 438
we = mix{w;} min {2} (4.38)

3. Se define el tamaifio del gap como
G=w.— Q.. (4.39)

4. Se define A = maéx |Q; — Q).
J.k€Ty
5. Se supone que G—A = G ~ O(1). Aqui O(1) significa independiente de ws € Z_ que es el pardmetro
pequeno natural y esta relacionado con el tamano de la red.

Observacién 6. La notacién O(1) requiere un pardmetro pequenio para cada configuracién de particulas.
De manera heuristica, el pardmetro pequeno es la més pequena de las frecuencias, en este caso, ws. Sin
embargo, O(1), significa que esta cantidad permanece constante, independientemente del tamanio de la
cadena, dependiendo tnicamente del radio critico de interaccién R, entre particulas.

Proposicién 12. Con el cambio simpléctico de variables a = f(a), donde a = a + {términos cibicos},
y a = (aa,...,an), @ = (a1,...,an) (donde @ son las variables originales), que es generado por S,
como se indica en ([€29), tal que S es una suma de monomios Sy con la forma (A35]) que cumplen con
Z?Zl o(ki)wg, > O(1), entonces se satisface:

1. El subespacio V. definido por a; = 0, Vj € Z_, es invariante bajo el el flujo Hamiltoniano de la parte
cuértica de la forma normal H de (£33), y
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1. La parte cudrtica de H(a), restringida a V, , es invariante bajo la accién aj djei¢, Viely, ¢ eR.

Demostracion 12. Para la parte I) de la proposiciéon ([IZ) se utilizan las ecuaciones de movimiento ay,
k € I_ obtenidas del Hamiltoniano (Z83)).

De esta forma,

N
. . .4 ™ * * *
ar = —lwgag —1— E I‘klkszk(4aklak2ak3 + 6ag, ag,ap, + 4ak1ak2ak3)
k1,ka2,k3=2

N N
™ * * % = * ok
+ E Ty kokky (6%%%4 + 4%1%2%4) + E Ty ks (4%1%3%4)

k1,k2,kqa=2 k1,k3,ka=2
N
= * * %
+ D Thkokohs (4%2 aks%l)}
ko,k3,ka=2

N

D
Ky ~
— 1Z E E Fklk?kak(4aklak2ak3 + 6ay, ag,ay, + 4a;€1a22a23)
di=1  kikoks=2

N N
= * * % = * *
+ E Drikakks (6ak1ak2ak4 + 4%%%) + E Dy kg ks (4%%%)
ki1,ka,ks=2 ki1kzka=2

N
+ Z Fkk2k3k4 (4@}22@23@24) }

k2,k3,ka=2
Compactando la notacién mediante la definicién del factor le dy
T3 4, = (Band + Sa,a), (4.40)

donde&jzosii;«éjy(Sij:lsii:j.Asf,

k D N

. . g d - * * %

ap = —1WraE — IZ E Td1d2{ E Fklekgk (4ak1ak2ak3 + 6ak1ak2ak3 + 4ak1ak2ak3)
di1,d2=1 k1,k2,k3=2

N N
- * * % ™ * %
+ E Lok (Gaklak2ak4 + 4ak1ak2ak4) + E Loy kikska (4%1%3%4)
ki,ko,kg=2 k1,k3,ks=2

N
D D TN RN } (4.41)
ko, ks, ka=2

La evolucién de los modos ay, con k € Z_, esta determinada por la ecuacién ([£41)). Observando que
la tnica manera para que un modo en Z_ con condicién inicial ax = 0, sea forzado, es que en la ecuacién
(4T)) existan monomios que son productos de tres amplitudes a; y/o a} con j € Z,, de tal manera que
logran activar al modo ai con I € Z_. Por lo tanto, expresando (@41l para [ € Z_ en forma esquemética

ap = —ilwgar + M4 + M+/77 lel_, (4'42)
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Tabla 4.2: Monomios en la ecuacién de movimiento ([#42) y su origen en el Hamiltoniano (Z83)).

Caso Monomio en a, k € Z_, d € [1,D] Monomio en

li,l2,l3 € I+ la parte cuartica del Hamiltoniano
(1) Al A1, Qg a’llahalgaa
(2) ai, ai, ay, ai, a,a; a;
(3)  ayaj,aj, a, ag,ay, a;
(4) ai, A, (L;; ay, A, ara;;,
(5) a’lla’?; az*g alla’?; az*afg,
(6)  anajaj, ai, ay ag,ay,

Tabla 4.3: Suma de las frecuencias para los monomios cudrticos en (Z83)), con grado tres en las variables ag, af,
k € I_ y de grado 1 en las variables a;; y aZ‘j, leTy.

Caso denominador
(1) Qh + le + le — @14 >Q.+G > O(l)

(2) Qll+Ql2lesftbl4 2G+A>O(1)
(3) 911—912—913—@14 ZG—A>O(1)
(4) Ql1+ﬂl2—@l3—Ql4ZG—A>O(1)
(5) |Ql1 =y, —wy, — Ql4| >G-A> O(l)
6) 1, =@, =, [ 2 G- A= 0(1)

con M, la suma de monomios, cada uno con la forma by, by, b, donde by, = ag; o azj conk; €Ty y My, _
productos de monomios que combinan indices de Z, y Z_. Lo que se desea es eliminar los monomios en
M, de tal manera que no ocurre esta activacion, para ello se recurre a las condiciones de resonancia
como se muestra a continuacion.

Para analizar si es posible o no la activaciéon del modo ay con k € Z_, se construye la tabla que
muestra en la primer columna los monomios pertenecientes a M, de la ecuacién ([£42]), y su correspon-
diente monomio en el Hamiltoniano de la ecuacién ([A31]). En la tabla 3] se muestra la correspondiente
condicion de resonancia. Se puede observar en la misma tabla que la suma de las frecuencias asociadas
a cada monomio del Hamiltoniano siempre es de orden O(1). Para distinguir las frecuencias asociadas a
modos en Z; o Z_ se utiliza Q; para | € T, y wy para [,k € Z_, como se muestra en la tabla 43l De
donde se concluye que no hay resonancias entre los modos a; con k € Z_ y modos a; con |l € Z,, y por
lo tanto estos monomios fueron eliminados previamente de H via simplectomorfismos.

Con el andlisis de las tablas y B3] se puede concluir que al fijar a;, = 0 con k € Z_, entonces la
parte de la ecuacién de movimiento ([@42]) que esta constituida inicamente por monomios a; con | € 7.

La demostracién de II) se sigue de la eliminacién de algunos términos adicionales, de la forma
ai, ai,a;a1,, 4, ar,aa;, y sus complejos conjugados, con Iy, 1, (3,1s € Z,.. Las condiciones de resonancia
involucran respectivamente

Q4+, +Qp, + 8y, >49,. > 0(1),
Qll + ng + Ql3 + Ql4 > 20, > O(l)
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Por lo tanto la parte cuadrética y cuartica de ’;':[(a)7 restringida a V, y denotada ahora por H, (a),
es

D

D
)/ * 3k a * %
Hy = Z Z wiaia; + 74 Z Z IV {allalzalgau] (4.43)

d=11€T, dy,da=111,l2,l3,l4€T

La ecuacién ([@43)) tiene una forma muy peculiar, ya que la parte cuadréitica se puede expresar como
ajaj y en la parte cudrtica aparecen monomios de la forma aj, aj,aj,af,, lo cual le imprime una simetria
bajo cambios de fase global, es decir H (ae’®) = H, (a) para todo a € Vi y ¢ € R, tal que el Hamilto-
niano tiene una constante adicional de movimiento. Las consecuencias de la simetria de H bajo cambios
de fase global se estudian en la subseccién [£.4]

O

4.3. Subespacio invariante: caso general

En esta seccién se aborda el caso de las configuraciones con frecuencias que van llenando la banda de
separacion en el espectro como es el caso de cadenas unidimensionales con dos y tres regiones de aglo-
meracién (ver ejemplos 2HAl del capitulo [3)) hasta las configuraciones que no presentan dicha banda como
son los ejemplos con densidad variable de particulas, pero que las frecuencias cambian suavemente, como
ocurre con la Ribozima y la Subtilisina (ejemplos [{l y @ respectivamente de la seccién del capitulo [3)).

El primer ejemplo de configuracién de particulas donde se observa como algunas frecuencias comienzan
a llenar la banda de separacién es el Bl del capitulo Bl Un intento para extender el método visto en la
seccion (con una banda de separacién) es dividir nuevamente el espectro, pero ahora en tres regiones
como se indica en la figura

Z_ = {modos bajos}, Z,, = {modos medios}, Z, = {modos altos}.
Haciendo la definicién

r . _ , _ .
G' ' =Q.— we, con Q. krrenzri{QkL We lnel%i({wl}’ (4.44)

es posible repetir los argumentos de la seccién para monomios que combinan modos a;,, ! € I_ y ay,,
k € Z,. Sin embargo, el argumento deja de funcionar para los monomios que combinan modos medios
ai,, L € I, y altos ag,, k € Z4, ya que haciendo la definicién

G" =Q, - w,., con ), = knenzri{Ql}, We = 11161%;{{%} (4.45)

Resulta que G” < O(1) como consecuencia de la reduccién del gap, y por lo tanto, existen monomios
que no necesariamente satisfacen las condiciones de resonancia, por ejemplo

Q, =y —wi, + Q= G" < O(1), (4.46)

es decir, no hay el equivalente a la tabla [£.3] para este caso. Esta limitaciéon también se presenta en los
casos con tres y mas aglomeraciones y el caso extremo ocurre cuando deja de existir la banda de separacién.
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Observacién 7. G" ~ wy ~ (Aw)min = minima diferencia entre frecuencias w; 1, w;j con j € Z_UZ,, UL,
es decir, G” es del orden del pardmetro pequeno para cada configuracion.

La forma de extender el argumento de la seccién para estos casos es utilizando una propiedad
distinta. Esta propiedad esta relacionada con la magnitud de los factores I';,;,1,1, respecto a la condicién
de resonancia ([30]), como se explica a continuacién:

Recordando de la seccién 1] que para eliminar un monomio M de H,4 se debe encontrar un monomio
Spm [E35) de la forma

. Thikakok
Sm = i—g——""—by, by, bi, b, ,
Yoy o (kj)wk, S

en el andlisis previo para Sy de la seccién 4.2 se tomo en cuenta tinicamente la condicién de no resonancia
|ZZ¥:1 o(kj)wr;| > O(1), pero en el monomio ([@35) también aparece el factor Tk kokak, definido en
(m) y que entre otras cosas incorpora a la matriz de interaccién ([Z4]) que involucra el traslape entre
los diferentes modos normales. La idea es examinar para que indices k1 € Z_, ko, ksky € Zy el factor
fk1k2k3k4 << O(1). Como en el monomio Sy el coeficiente que acompana al producto de los modos es
un cociente de f‘kl koksks ¥ la condicién de resonancia, entonces puede ocurrir el siguiente escenario

o (k;)wn, | < O(1) , Thyrakgry << O(1),
1

4
j=

por lo tanto, lo que se debe es analizar el balance entre ambas cantidades, para ello, se define Fj, como,

r
Ep, = max mix | —pikzksbs | L ke T UT,. (4.47)
ko,k3,ka€Zy | o(i)==%1 ijlo'(kj)wkj
También se define E como
E= ix {Ej). 4.4
rebis (B} (4.48)

Una precisién sobre Ej, es que el primer maximo actia sobre todas las posibles combinaciones de
sumas en el denominador, con uno de los sumandos fijo wy,, k1 € Z_ UZ,, y tomando todas las combina-
ciones de sumandos wy;, k; € I, j = 2,3,4, incluyendo las combinaciones de signos o(k;). El segundo
maximo (exterior) actia sobre todas las combinaciones de indices ks, ks, ks € Z; manteniendo fijo el
indice k1 € Z_UZ,,.

Para encontrar una descomposicién del espectro en los conjuntos Z_, Z,, y I, se hace uso de Ej,
EZT). El criterio esta basado en dejar variar tres indices ko, k3, k4 en la regién alta del espectro (esto
le imprime un cardcter subjetivo, pero se puede reducir, variando también los modos en la parte alta) y
dejar variar k1 con la condicién de ky < {kq, k3, k4}. Los resultados para el calculo de Ej, dependen de
cada configuracién. Sin embargo, el indicador de que se ha pasado de un conjunto de modos a otro (por
ejemplo de Z_ a Z,,,) es un incremento en el orden de magnitud de Ej, (por ejemplo O(Ej,) ~ 107! y al
llegar k1 un valor critico, ocurre O(Ey, ) ~ 10°).
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A continuacién se presenta el analisis de las graficas de Ej, para tres configuraciones representativas
de las diferentes formas del espectro.

Ejemplo Bl (Capitulo [ Cadena con dos regiénes de aglomeracién con N = 113 sitios). Para este
ejemplo al igual que todos los que presentan bandas de separacion se puede dividir el espacio de los modos
de vibracién, asi los modos bajos se representan con

I_={2,...,98}, I, = {99,...,103}, T, = {104,...,113}.

El criterio para elegir de esta forma los modos esta sugerido por la propia relacién de dispersién (ver
figura[L3l a)), al evaluar el valor de E para este caso se obtiene que su magnitud cambia como se mues-
tra en la la figura 3] b). Para determinar Fj, para este caso se hace con la combinaciones de indices
ko ks, kg € T, y ky = Z_ UZ,,. Si se permite que k; tome valores en Z,, aparecen divisores tales que
el valor de Ej, pasa de tener valores O(1072) a tomar valores O(108), este fenémeno es un indicador
de que se ha alcanzado la variedad formada por los modos con indices en Z; como se explico anteriormente.

2 % 10"-3 r r r r r

a) )
3 [ 1x10~3 [~ F1 '
4 | .
i 1x10~3 [
35 [ & . ‘ |
1%107-3 |
’ |
25 | . 8 x 104
yd | |
2 o e fm T+ 6x 10™-4 | |
15 | 1 (| | I
4 x10"-4 | | | | ! L ol
1 | | I
' 2% 104 ' ) |
0.5 8 I|||
W \ |I_"I ' Il
0 | 0 | . | ] il
0 20 40 60 80 100 120 k 0 20 40 60 80 100 120 *1

Figura 4.3: EjemploBl a) Relacién de dispersién sobre la que se indica la regién a la que corresponden los modos
bajos Z_, medios Zp, y altos Z. b) Ey, con ki € {2...103} y ko, k3, ks € {104...113}.

Ejemplo [B] (Capitulo Bl seccién Bl Ribozima con N = 879 sitios). Este es uno de los dos ejemplos
para configuraciones que no tienen cambios abruptos en la densidad de particulas y también al caso
donde la relacion de dispersion cambia suavemente. Para implementar el criterio de busqueda de los
conjuntos Z_, Z,,, y Z se hicieron variar ks, k3, ks € {850...879} v k1 € {2...849}, con lo que se obtuvo
la grafica para Ej,. En la Figura 4] se muestra los resultados para Ej,. Se puede observar que este
factor permanece menor a O(1073) cuando k; € {1...787}, justo al rebasar esta cantidad comienza
un crecimiento exponencial que alcanza el O(10°) en apenas algunos incrementos sobre k1. Esto permite
definir la regién de los modos de vibracién que constituyen Z_ que en este caso es k € {1...787}. Después
viene un conjunto intermedio (medio) Z,, con el que la parte alta del espectro tiene un intercambio de
energia mayor y que esta constituido por los modos k € {788...849} y por tltimo, el conjunto Z; esta
constituido por los modos k € {850...879}, que corresponde con la parte alta del espectro. De esta forma
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se tiene como primera aproximacién

T ={2,...,787}, T, = {788,...,849}, T, = {850,...,879}.

Ejemplo [I] (CapituloB] seccién Bl Cadena unidimensional sin aglomeraciones con N = 100 sitios).
Este es el ejemplo més sencillo desde el punto de vista conformacional, sin embargo, tiene la peculiaridad
de mostrar un espectro que cambia suavemente como se describe anteriormente. Para implementar la
busqueda de los conjuntos Z y Z_ se hacen variar ko, ks, ks € {90...100} y k1 € {2...89} (el valor
k1 = 1 fue removido con la simetria ante traslaciones, proposicién[@)). La Figura[£5a) muestra el resultado
para E}, . Se puede observar que este factor permanece por debajo del O(10~!) cuando k; < 70, al superar
este valor, Ff, incrementa en un orden su magnitud para k; € {71...89}. Esto da origen a la aparicién
de un conjunto de modos Z,, (modos medios) constituido precisamente por los modos k € {71...89}. En
la parte b) de la misma figura se muestra la regién correspondiente sobre el espectro para cada grupo de
modos Z_ (bajos), Z,, (medios) y Z; (altos).

I_=1{2,...,70}, I, = {71,...,89}, Z, = {90,...,100}.

2x1070

T T T I
a> b E b) a
Wi g 2x10%0 kq

o /
/ 1x10%0

5 .
1x 1070
4 = 1x10%0

Bx10°-1

6% 10"-1

4% 10"-1

T o

k

0

Figura 4.4: Ejemplo 1: a) Relacién de dispersién, sobre la que se indica la regién a la que corresponden los modos
bajos Z_, medios Z,,, y altos Z;. b) Ey, con k1 € {2...849} y ko, ks, ka € {850...879}.
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|
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Wi ) ..-»-"""““ Ek1 ) H
25 ¥ - 1x 1070 H
: |
|
2 ' : Bx10~-1 | d
15 : 6 x 1071
7 T, I+
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Figura 4.5: Ejemplo 1: a) Relacién de dispersién, sobre la que se indica la regién a la que corresponden los modos

bajos Z_, medios Z, y altos Z;. b) Ex, con k1 € {2...89} y ko, ks, ka € {90...100}.

Otras configuraciones de particulas caen en alguno de los ejemplos anteriores. Lo relevante del analisis
previo es la magnitud del factor Ej,, ademds de ayudar a identificar los distintos espacios de modos, tam-
bién indica que los modos altos tienen un traslape débil con el resto, esto permite plantear la proposicién
I3 para la convergencia de la solucién de la forma normal, y una proposicién idéntica a [I2] es decir, una
eliminacién en dos etapas como son los caso I) y IT). De modo que se presenta la proposicion [[4] para los

casos sin bandas, para la cual requerimos de una definicién y proposiciéon previas.

Definicién 7. Sea x : D — R, D C R?¥ | definimos la norma ||x||p = sup|x(z)| (Notacién D = B(0, p),
z€D

Xl = [IxI1B0.0))-

Proposiciéon 13. El cambio simpléctico de variables es generado por la funcién x

Z 4
kikoksks€ ZZ O—(kl)wk7
_ UImUI+

Dk koksks

1
X = bk1bk2bk3bk4a Yy ;HX” ~ O(l)

conk; €Z_UZy, ko,ks, ks €y yreR.
Demostracién 13. De la definicién ([{47]) se tiene

fk] kokska
Zj a(ki)wki

por lo tanto

bklbkgbk3bk4 < Ek1|bk1bk2bk3bk4|, Vki € T_ UZn, V/{iz,kg,]u S Z+

Lk koksks

Z4g(k )w iy bk, Ukes Uiy
i i)Wk

|Ek1 bkl bk?z bk?g bk4 | 9

S

kikoksks€
I UZmUTy

>

kikaksks€
I UZnmUZy
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si Ny =dim{Z,} y No = dim{Z_ UZ,,}, entonces, la cantidad de elementos en cada una de las sumas de
la expresién anterior es NoNj < N4, ya que N1, Ny < N, por lo tanto

r .
HXHP < Z Mbhbhbksblm < NQNva

kikaksks€ Zz O—(ki)wki
I_UIpUZy

si x es analitica real (ver [68]), entonces el radio de convergencia de la serie infinita esta dado por
1

Aer~ ——, con Aex~ 1. = ||x||, =1 (4.52)
[IxI1p

O

Proposicién 14. Con el cambio simpléctico de variables a = f(a), donde a = @ + {términos ciibicos}, y
a=(ag,...,an), a=(a,...,an) (donde a son las variables originales), que es generado por S, como se
indica en (£29), tal que S es una suma de monomios Sp¢ con la forma [@35]) y los coeficientes cumple
con

o equivalentemente se cumple Z?zl o(kj)w; > 2Q.—A, Qc, A como en (£3])), (£39)), entonces se satisface

1. El subespacio V. definido por a; = 0, Vj € Z_, es invariante bajo el el flujo Hamiltoniano de la parte
cuartica de la forma normal H de [@33)), y

1. La parte cuartica de H, restringida a V, es invariante bajo la accién aj &jei‘b7 Viel,, ¢ eR

Demostracion 14. Para la parte (i) es posible expresar las ecuaciones para a;q4, | € I UZ,,, d €
[1...D], como

g = —iwagq + M4 + Ml_/m/+, l€T_UZ,,dec{l,...,D}, (4.53)

donde Mi representa la suma de los monomios de a;,4, a; ; con indices [ tinicamente en Z, y M b Jm )+

representa el resto. Un monomio en M l+ corresponde a un monomio de H4 con coeficientes ', ksk,,
l €7_UTZ,,. Entonces, suponiendo que

fkk2k3k4
i o(ki)wk,

todos los monomios de ‘H4 permiten que M l+ puedan ser removidos utilizando transformaciones simplécti-
cas con las propiedades que indica el enunciado.

SEkSEv

Para la parte (ii) son eliminados todos los monomios a;, 4, a12,d2a137d3a74’d4, Q1 ,dy Qly,doy Ay, dg Oy, dy » CON
I1,l,l5,ly € Ty, dy,da,ds,dy € {1,...,D}, (v sus complejos conjugados), de H. Los coeficientes para los
monomios all’dlal%dzals’dgazl d I1,l2,l5,l4 € T (y sus complejos conjugados) en S son

~ 4

INNNN

bl eon S ok ey = Quy + Q + p — Q2 20— A
Z?:l U(kj)wj j=1 ' ’ ’ ’
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De manera andloga los coeficientes para a;, 4, Giy,dy Gls,ds 0, ,dy 11,02,03,04 € T4 (y sus complejos conjugados)
en S son

- 4
INNNAN
el on S (k) =, Quy Q> 4Q, > 20, - AL
Zj:l U(kj)wj j=1 ' ’ ’ )

Por lo tanto H, restringido a V,, y denotado por H, es
D D
Ho(a) = « 3k r s oar 4.54
(@) =) waraai 4+ 5 > ) Lilalsly | O dy Oz ,dy Oy, dy Oy dy | » (4.54)
d=11€T; dr,da=111,l2,l3,l4€T¢

que es invariante ante cambios de fase global.

4.4. Orbitas periddicas en el subespacio V., y su estabilidad

De la simetria de las ecuaciones ({43)) y ([A5d) se tiene H (ae'?) = H (a), es decir, H es invariante
ante cambios de fase global, entonces, se plantea lo siguiente.

Proposicién 15. Como el Hamiltoniano H. es invariante ante el cambio de fase global, entonces existe
P tal que se satisface

D
[Hy,P] =0, donde P = Z Z ar,aaj g- (4.55)
d=11€eT;
La proposicién implica que P es una cantidad conservada a lo largo de la evolucién del Hamiltoniano
Ay,

Demostracion 15. Sea 14(a) = €'?a, entonces

OH - 0
Rellolo) (v, (o) 22 < 0, vo. (450
Ademas 9 5 op
%1/)(;5(@) = %ale_iqﬁ = ial = _iaa;‘ w¢(a), (457)
entonces Do (a)
a
9~ IVPWs(0)), (4.58)
donde J es la matriz simpléctica [237), por lo tanto, de [A56) y (@58 se tiene
(VA4 (66(a))]" IVP(o(a)) = [, Pl(o(a)) = 0. (4:59)
(]
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Proposicién 16. Sea H, : CM — R invariante bajo el cambio de fase global, entonces el sistema
Hamiltoniano H, tiene al menos Ny = dim(Z,) érbitas periédicas de la forma ay q(t) = e Ay 4,
keI, de{l...D} (soluciones tipo “breather”), para cada hipersuperficie definida por P = C ([16],

ver Teorema [I]).

Demostracion 16. Las érbitas periddicas de la proposicion son equilibrios relativos de la simetria

Qk,d — ei‘bak’cb y se plantea la existencia de soluciones de la forma:
ak,d(t) = eiv\tAk’d, conkeZ,, de{l...D},

entonces se satisface

D D D
§ : z : * § : z : —iAt it gx* § : § : *
P = ahdak,d == e ! Ak,del Ak,d = Ak,dAk,d'

d=1keT, d=1keTy d=1keT,
Por lo tanto
oP A oP n
= k’d —
0A; , T0ARy PP
derivado de la relacién (AL60) se cumple Ay ; = emaz’d, por lo tanto
*
aAk,d _ At
- .
daj 4

Por otra parte, recordando las ecuaciones de movimiento para ., se tiene

ak,d = ig:;; = igzgd Zij’?j = —je~ M aaf:é;;’ conkeZy, de{l...D}.
De la ecuacién ([60) se tiene
ag,a = —ire N Ay g,
al igualar (£64) con (£65) se tiene
OH
Mia =5 Az;'
utilizando las relaciones de (LG2)
oP OH

= kely, de{l...D}.
aAz’d 8Az’d7 v € +5 6{ }

por lo tanto

AVP = V.
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La hiperesfera P = C > 0 contiene diferentes hipersuperficies de energia constante, de donde se
desprende la existencia de dos extremos que corresponden a la méxima y a la minima energia, con la
restriccién de permanecer en la hiperesfera P = C' > 0.

Fraz = maxH, (A),  Epin = minH, (A). (4.69)
Ae{P=C} Ae{P=C}

En la siguiente seccién se presenta un método para alcanzar el maximo y el minimo de la energia, con
la restriccién de permanecer sobre la hiperesfera de radio P = C > 0.

Ademis, el problema ha sido reducido a encontrar los puntos criticos de H en la hiperesfera P = C
en CN' =~ R?M1 | es decir a la hiperesfera S?"1~1 y se puede reducir aun més el espacio donde ocurre la
dindmica notando que si dados dos puntos u, v € CNt que satisfacen la relacién v = v con ¢ € R donde
Hy(u) = Hy(v) entonces u y v estdn en una variedad de dimensién 2N; — 2 la cual se puede identificar
con P~1(C)/S! el espacio complejo proyectivo, donde C' € Rt y S! es un circulo. Las érbitas periddicas
en S?V1~1 ge ven ahora como puntos criticos del espacio complejo proyectivo P~ /S, ademas se sabe que
existen por lo menos N7 = dim{Z, } puntos criticos, ver [10].

Recordando que P es constante, la ecuacién (L68) indica que se estdn buscando puntos criticos de
H.,, estos puntos criticos, son 6rbitas periédicas de la forma ag g = e Ay g,k € Iy, d € {1...D}. De
esta forma, cuando se fija P = C queda definida una hiperesfera en el espacio fase que contiene diferentes
hipersuperficies de energia constante, este resultado se puede comparar al Teorema de Weinstein-Moser
[15], [I6] que se enuncia después de los siguientes preliminares:

Sea el sistema Hamiltoniano
t=JVH,, z € R*M (4.70)
y sea z = 0 un equilibrio de ({.70]).

Teorema 1. (Weinstein-Moser): Si H, € C? (existen las segundas derivadas y son continuas) cerca de
z = 0 y la matriz Hessiana H,__ en el origen y es positiva definida, entonces para e suficientemente
pequefio cualquier hipersuperficie de energfa & que satisface H(z) = £ contiene al menos N; 6rbitas
periddicas, cuyos periodos son cercanos a los del sistema linealizado.

La demostracién se puede consultar en [I5].

Para el caso que se presenta en este trabajo, no son las hipersuperficies de energia constante donde
se encuentran las érbitas periddicas, son de manera analogoa, las hipersuperficies de P = C' > 0. Sin
embargo, el Teorema [I] no indica como encontrar drbitas periddicas sin la suposicién de simetria.

4.4.1. Determinacién de orbitas periddicas a partir de puntos criticos en la
esfera P =C

Un mecanismo para determinar 6rbitas periodicas cerca en la vecindad de puntos criticos es utilizar el
método del decaimiento mas pronunciado [69] [T0], para ello hacemos el cambio de variables [@73]), con
k € Z,. La primer parte del método consiste en integrar un tiempo At las soluciones anteriores utilizando
por ejemplo el método de Euler, para después normalizar la solucién y con ello garantizar que la solucién
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numérica vuelve a quedar sobre la superficie de la hiperesfera P.

Se define
2 =+4VH,, donde z = [¢,p], V= (040> Opr.a)s (4.71)
por lo tanto
om0,
= 2t Mt YkeT,de{l...D). 472
e = Gar st Pod = g +ded } (4.72)

Haciendo el cambio de variables

1 1
Apg=— +1i , Al = — —1i , 4.73
k.d ﬁ(Qk,d Prd), Al \/i(q’“d Dk.d) (4.73)
se tiene para ax,q
; I . 1 [OHy . OHy
Apg=— +1 = — [ 1
k,d ﬁ(Qk,d pk,d) \/i 3Qk,d 3pk,d

1 [OH, 0A OH, OA; OH, 0A oM, 0A]
_ 7[ + k,d I *+ k,d 1 + k,d 1 *+ k,d 7 (4.74)
V2010Aka Oqra  OAL 4 Oqra  OAkd Opra  OAf 4 OPka
utilizando las relaciones de ([@.73]), se simplifica la ecuacién anterior
i _19Hy (1O0Hy 10Hy | 10H,
BT 20AL 2047, 20Ara 2047,
. OH 4
Apag= ———. 4.75
b= P, (4.75)
Usando la expresién ([@43]) para H_., el gradiente no Hamiltoniano, Ak,d queda definida como
G —
. A ~ *
Apg=wipAga+ - Z { Z Uy bokka Aty sds Akey.dy Aty
di,do=1 ki,k2,ka€T}
+ > fklkzkgkAkl,dlAkQ,dlAig,dz}- (4.76)
k1,ko,k3€ly
Se puede integrar con algin esquema numérico la ecuacién ([@76), para un tiempo At < 7%, , si em-

bargo, es importante recordar que se tiene la restriccién de permanecer sobre la superficie de la hiperesfera
P = C con C € RT y esta constante depende de las condiciones iniciales de acuerdo con la ecuacién
D). Para ejemplificar, se tomara el signo del gradiente como negativo (si se toma como positivo es
completamente andlogo). La energia se determina con la ecuacién [@43]) y al tiempo ¢ = 0 es representada
con Ey. Para este trabajo se utilizo el esquema numérico Runge Kutta de cuarto orden (RK4) [7I]. Es
importante remarcar que la integracién se hace durante un intervalo (suficientemente pequeno para no
alejarse mucho de la hiperesfera P = C) de tiempo At con un paso dt. Al finalizar la integracién, es
necesario normalizar la solucién a la hiperesfera para garantizar la restriccion P = C, de esta forma se
tiene el esquema siguiente:
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Al tiempo t = 0 se calcula P con la ecuacion

D
P = Z Z Ak:,dAz,gh (4.77)

d=1keT,
(o) Se integra Ay g4, un periodo At < 7. con un paso §t, usando RK4.
Ap a(t + 0t) = RK4{A, A", ot}

Se calcula la energia E; con la ecuacién ([£43]), donde 7 € N representa el nimero de veces que se calcula
la energia. Se normaliza la solucién respecto a P y se comienza un nuevo ciclo de integracién (¢ = 0) de
longitud At a un paso 0t y se actualiza Ay 4(t) en la forma

Ap,a(t) = Ak’Td(t)-

El célculo se repite desde (o), hasta que el cambio en la energia es menor que una constante dada, que
en nuestro caso es 1078,

Lo que se obtiene es una sucesién para la energia, de tal manera que Eq > Es ... E; (para el caso del
descenso), y las soluciones ay, ¢ convergen a el punto critico correspondiente a la hipersuperficie de energfa
minima, el proceso se detiene hasta que la diferencia entre F; y E;11 es menor que una cierta tolerancia § E.

Para encontrar A se utiliza
apg=e MAp4, keI, ke{l...D}, (4.78)
lo que implica
ap,a = —ixe M Ay g, (4.79)

y por otro, de la ecuacién ([@43)) se tiene

D

. . . 3k4 ™ *
(g = —wpak,a — 1= E E Dk kokka Ok ,dy Qo dy Oy d,
di,d2=1 ki,k2,ka€Ty

= *
+ ) Ly kokak @y dy Qs dy ak3,d2:| ; (4.80)
ki,ka,ks€L

igualando la expresién [@T9) con XQ) y sustituyendo ay g = e * Ay 4, se tiene

D

3ky ~
*
Mp.q = wiAg.a + - E [ E Uk bakka Aty sds Aks dy Ay
di,d2=1 ki,ko,ka€L

+ Y fklekskAkl,dlAkg,dlAzg,dz}7 (4.81)
ki1,k2,ks€L

al multiplicar la expresion anterior por A,";,d y sumando sobre todo k € Z; y sobre d € {1... D}, se obtiene

D * D - * *
Zd:l Zk€I+ kak7dAk,d + 3ky Zdl,d2:1 Zkl,kg,kg,k4€l'+ Fk1k2k3k4 [Akl,dlAkz,dlAk3,d2Ak4,d2

= D
Zd:l ZkeI+ Ak,dAl*c,d

(4.82)
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Haciendo la definicién n para el denominador de (£82)), se tiene A = 1/P. Se puede ahora determinar
el valor numérico de \ para diferentes ejemplos de configuraciones, a continuacién se presenta este calculo
para algunos de ellos.

Ejemplo 2] (de la seccién B N = 109): Este ejemplo corresponde con una cadena con una zona de
aglomeracion, se hace el cdlculo utilizando como espacio invariante los modos con indices en Z, como
se muestra en la seccidén En las gréaficas de la Figura se muestra la evoluciéon de los valores de
la energia E;, i € N. La parte a) corresponde a tomar el gradiente con signo negativo para aproximar
numéricamente las mismas ecuaciones ([@70]) y normalizar la solucién cada At al tiempo que se monito-
rea la evolucién de la energia, se encuentra que la solucién se estabiliza en un punto minimo (o méximo,
dependiendo de si se toma el gradiente como VH, ~ méx, o —VH_ + min) como se indica en la
grafica b). Los célculos se hicieron fijando los pardmetros de la siguiente manera: la constante lineal
del potencial k3 = 1.0, la masa m = 1.0, y la constante que modula la no linealidad k4 = 1.0.

Con los resultados de la seccién [£.4.0] se puede calcular A utilizando los valores { E,in, Emaz  Para el
ejemplo de la cadena con una aglomeracién, ejemplo 2] de la seccién [3

max = 4.77109,
A= {)\ & 77109 en ambos casos kg4 = 1.0.

Amin — 4.76798,
0.48. T T T J } 0.044 T T T T T
0.46 |- a) ) T Epmax = 0.0436591
0.44 -Euergla 2] 0.043 -
0.42 1

0.042 1
0.4 .
0.38 | 7 0.041 )
0.36 7
0.34 | Emnin = 0.288923 0.04 7
0.32 1 oo |
03l ieraciones | iteraciones
0.28 i | 1 I . . . 0.038 I 1 1 | L

Figura 4.6: Se muestran las graficas de la energfa utilizando el método de gradiente. a) Para el ejemplo de la
cadena con una aglomeracién (descenso). b) Ejemplo de la cadena con una aglomeracién (ascenso).

En las graficas de la Figura 4.8 se muestra como cambia A cuando cambia k4 para el minimo y el
maximo de la hipersuperficie de energia.

En las Figuras (L9, LT0l y 101 (a) se observa la distribucién de los modos |4, 4|, | € Z,, d € [1, D).
De las soluciones tipo breather correspondientes se observa que la no linealidad afecta marginalmente la
distribucién de los |4;|? (unidimensional). En el ejemplo tridimensional de (ZI1]) (a) hacemos lo mismo
para |Al,1\2, con | € Z,, en este caso, la distribucién es muy sensible a los efectos de los términos no
lineales, ya que las distribuciones para k4 = 0.0 y para k4 = 1.0 son muy diferentes. Se puede observar en la
misma figura, como algunos de los modos mas altos han sido activados en la distribucién correspondiente
con ks = 1.0.
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Figura 4.7: Se muestran las gréficas de la energia utilizando el método de gradiente. a) Ejemplo Ribozima
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(descenso). b) para la Ribozima (ascenso).

Figura 4.8:
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0 05

a) Cambio de X con k4 para el gradiente con signo negativo (descenso) b) Cambio de A con k4 para

a)
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el gradiente con signo positivo (ascenso). En ambos casos k2 = m = 1.
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0.2 _\ | | |
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keZIy t

99 104 109 0 2.57) 5T

Figura 4.9: Ejemplo 2] (cadena unidimensional con una sola regién de aglomeracién): a) Distribucién de la energfa
para los modos k € Z; obtenidos con el método del gradiente (descendente) con los pardmetros ko = 1, k4 = 1
y P = 0.0022. b) Evolucién de ay, k¥ € Z; utilizando como condicién inicial la distribucién de modos |A|?
correspondiente al caso k4 = 1.0.

|Ak,1|2

kezy t
-0.4 1 1 1 1 1 1 1 &
102 107 113 0 2.57x 57T

Figura 4.10: Ejemplo Bl (cadena unidimensional con dos regiones de aglomeracién): a) Distribucién de la energfa
para los modos k € Z; obtenidos con el método del gradiente (descendente) con los pardmetros ko = 1, ks = 1
y P = 0.28. b) Evolucién de ax, k € Zy, utilizando como condicién inicial la distribucién de modos |Ax|?
correspondiente al caso k4 = 1.0.
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real(ak’l)

keIy

850 865 879

Figura 4.11: Ejemplo [f] (Red tridimensional, Ribozima): a) Distribucién de la energia para los modos k € Z
obtenidos con el método del gradiente (descendente) con los pardmetros ks = 1, ks = 1y P = 85.50. b) Evolucién
de a, k € T} utilizando como condicién inicial la distribucién de modos | Ay 1|? correspondiente al caso ks = 1.0.

Utilizando como condiciones iniciales las determinadas por los puntos extremos de la energia, se pue-
de integrar numéricamente el conjunto de ecuaciones de movimiento ([Z42) para H. con k € Z, y los
parametros ky = k4 = m = 1. La integracién se hizo utilizando el método RK4 y se aplico para el ejemplo
de la cadena con una regién de aglomeracién. En las Figuras 9], 10 y 1Tl (b) se muestra la evolucién
del sistema durante un tiempo 7 = n%’r con n € N. Se puede notar que la parte real de los modos oscila
con la misma frecuencia Ay, para cada ejemplo (para Amax ocurre algo andlogo). Esta es la verificacién

numérica de la existencia de soluciones tipo breather en Vy para el Hamiltoniano H .

Las érbitas periédicas encontradas con el método del gradiente (ascenso/descenso) existen en extremos
locales, de las hipersuperficies de energia y se espera que sean orbitalmente estables en el espacio invariante
V4. En la siguiente seccién se presenta el anélisis de estabilidad lineal para este tipo de soluciones.

4.5. Estabilidad lineal de las soluciones oscilatorias

Se estudia la estabilidad lineal de la solucién oscilatorias o tipo breathers e 7" A, k € Z, del siste-
ma con Hamiltoniano H, de ([@30). En el caso {Ax}rez, méx o min de la subseccién LAl se espera
estabilidad lineal ya que las soluciones fueron determinadas en un extremo local de la hipersuperficie
de energia. El formalismo que se presenta a continuacién es valido para otras soluciones oscilatorias, es
decir, no solo a las correspondientes al max, min de la energia. El hecho que las soluciones periddicas son
equilibrios relativos, se utiliza para simplificar el analisis. En particular, si las soluciones son de la forma
a(t) = e *p(t) entonces, si b; = A; Vi € I, es un punto fijo de la ecuacién para b(t). La linealizaciéon
para b(t) es por lo tanto un sistema auténomo.

Sea el sistema de EDO
a = f(a), en el subespacio invariante V. (4.83)

y sea (t) una 6rbita periédica. De esta forma, para estudiar la estabilidad de trayectorias cercanas se
expresa
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ak,d(t) = ’Y(t)k,d + 'Uk,d(t), keI, de [1,D],

donde vy, 4(t) es un termino de perturbacién, usando ([383)

Ye,a(t) + r,a(t) = f(vr,a(t)) + Df (Yr,a(t))ve.a(t) + O(vF 4(t)),

y usando i q(t) = f(vk.q(t)), tomando los términos a primer orden en (L8H]) se tiene:

Ok,a(t) = Df(k,a(t))vk,a(t)-

La ecuacién ([A86]) se denomina, ecuacién variacional. Considerando ahora el caso

. OH s
ar.a= fla) = 1T+, Y Yea(t) = e Ay 4,

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

entonces, lo que se va a mostrar en las siguientes lineas es que el estudio de la linealizacién alrededor de
la érbita periddica i 4(t) se puede reducir a una ecuacién auténoma. De esta manera, para el caso de la

forma normal ([@Z3)) es conveniente primero expresar una solucién arbitraria de (£83]) como
akyd(t) = e_iktbkyd(t) = bk’d(t) = ei/\tak,d(t),
por lo tanto
br.a = ixeMay g + e™ay g,
sustituyendo a4 de la ecuacién ([@L80) se tiene
D
i)k,d _ i)\ei/\tak,d + ei)\t{ _ jwkakyd — 1% Z |: Z f‘klkzkmakhdlakg,d1a247d2

2
di,do=1 ki,k2,ks€Z

= *
+ E Tk1k2k3kaklak2ak3} },
k1,ko,ks€Z

identificando en la expresién anterior la definicién para by 4, se tiene

D

. . . 3ky ~
br,a = (A — wk,q)br,a — i E [ E Uky kokkos Ok dy Oks dy Ok ay
dy,da=1 ki,k2,ks€Ly

- *
+ E L kakskbky dy Ok dy Oy iy »
k1,k2,ks €I+

como Ay, 4 es un punto fijo, se expresa by, 4 como una perturbacion,
bi,a = Ak,d + Vi,d = bi,a = Vi d,
sustituyendo vg 4 y Uk ¢ en la ecuacién (9T
Ok,d = 1()\ — wk)vk,d —+ 1()\ — wk)Akyd
D
3k r A )(A (A: :
—i5 kikokks (Al di + Uiy dy)(Akssdy + Vkodi) (Akydo + Vigdy)
di,d2=1 ki,k2,ka€L1

+ > Thikakak(Akydr + k) (Aksdy + Vko.dn) (Al ay + Vi a,) |-
ki1,k2,ks €T+
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Al simplificar y truncar la ecuacién (£93]) a orden lineal en vy 4 se tiene

Ok,d = 1()\ — wk)Ak?d

D
3]{} I * ' *
- 174 > [ > ThikskkiArd Akya Afyay + D FklkgkakAkl,dlAkz,dlAkg,dz}

dy,da  ki,ka,ka€L k1,k2,k3€L
i\ 3k r Ap, a, AL A A Ap, g, A *
A = wp)o — i ) o bz tokea (kg dy Akady by ay T Ak dy ) Vksdy by ay T Ak dy ks dy Uiy
ki,k2,ka€Ty
= * * *
+ E Fk1k2k3k(vk1’d1 Akz,ch Ak}3,d2) + Akl’dl Ukg,dy Ak3,d2 + Akl,dl Akz,d1 ’ng,dz)} . (4'94)

k1,k2,ks€ly
El primer renglén de la ecuaciéon ([@94) satisface la ecuacién (8T, por lo tanto la expresién para vy

se simplifica como se indica

’L'lk,d = i(/\ — wk)vk,d
D

3ky ~

. * * *

-1 2 Z [ Z Fklk?kk‘l (vklfdl AkZ’dlAk4,d2 + Aklidlvk27dlAk4,d2 + Akl,dl Ak2,d2vk4,d2)
di,d2=1 ki,k2,ka€ZT

T * * *
+ ) Uhy kokesk (Vky dy Aby dy by dy T Aky dy Vkody Alg dy T Aky iy Akea dy Vig oy ) | - (4.95)
ki,ko,ks€Ty

La ecuacién ([{93) se puede expresar en términos de sus componentes reales e imaginarias, para ellos
se hacen los siguientes cambios de variable

A,d = Qr,a +1Px 4, (4.96)
Uk,d = Qk,d + 1Pk,d- (4.97)

El célculo y la simplificacién de esta separacién se muestra en el apéndice (A) , teniendo por resultado

final la expresén
(jk o O I A B qk o
<p ) = (—]I ©) (B c) vV od=1...D, (4.98)

donde O, I, A, B y C son matrices de tamano nj X ny con ny = dim{Z,} y los elementos de las matrices
estan determinados como

D
A=A =w)d —3ks D> Y This0,(3Qs,.dy Qun.dy + Peydy Pooda) (4.99)
dy,da=1s1,52€ZL
D
By, = 3k Z Z F/1318182 (3Q527d2P817d1 - Qshdl P82,d2)7 (4100)

dy,do=1s1,52€L4

D
Cho=(A=w)d —3ks > Y Thisyn(Qsydy Qunds + 3Psy.dy Pes.dy)- (4.101)

dy,do=151,52€L4

Un aspecto adicional en las ecuaciones (£99), (£100) y (@I0I) es la simetria ante permutaciones de
indices, ya que por ejemplo Ay = A, esencialmente debido a que 'y, korr = Ty kotk-
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Utilizando el resultado analitico de la ecuacién (£08) para diferentes configuraciones de particulas,
se puede estudiar el espectro de la matriz que aparece en dicha ecuacion, como se muestra a continuacién.

Anilisis para ejemplo 2] de la seccién que corresponde con una cadena unidimensional con una
aglomeracién fuera del centro. En la figura a) se muestra una representacién grafica para la matriz
(#3]) correspondiente a este ejemplo. En la parte b) de la misma figura se muestran la localizacién de
los valores propios en el plano complejo.

18 0.4 i —
b) 0.6= ’
16 0.3 !
14
12 0.2 0'4‘5
%l 01 02%
I 01 i real
6 o 1 0.5 b} 0.5 I
6 e 0.2—
4 4
5 02 0.4
0 0.3 R |
0 2 4 6 81012141618 a8

Figura 4.12: Ejemplo 2 de la seccién (Cadena con una aglomeracién), k4 = 1.0: a) Representacién gréfica de
la matriz de la ecuacién ([{98). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo para la misma matriz.

18 0.8 Pl i
16 b) . )
0.6 0‘4;
14 8
0.4
12 0.2—
10 0.2
8 o | 04 | real
1 -0.5 0 0.5 1
6 -0.2 2
4 -0.2—
-0.4 o
2 042
0 0.6 g
0 2 4 6 81012141618 P

Figura 4.13: Ejemplo 2l de la seccién 32 (Cadena unidimensional con una aglomeracién), ks = 2.5: a) Represen-
tacién gréfica de la matriz de la ecuacién ([@38]). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo.

El siguiente ejemplo corresponde con el ejemplo [3] de la seccion (una cadena unidimensional con
dos regiones de aglomeracién), en la grafica [14] a) se muestra una representacién grafica de la matriz
(#9]), en la parte b) se muestrala localizacién de los valores propios en el plano complejo.
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Figura 4.14: Ejemplo 2] de la seccién (Cadena unidimensional con dos regiones de aglomeracién), k4 = 1.0:
a) Representacién grafica para la matriz ([L98). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo.

18 0.8 b) ‘“'-ba mon
16 0.6 0_4.3
14 §
12 0.4 i
10 0.2
8 0 I H [ real
6 . 1 -0.5 0 0.5 1
a L 0 2:
-0.4
2 0.4—3
0 -0.6 e
0 2 4 6 81012141618 rz..c,o_

Figura 4.15: Ejemplo 2] de la seccién (Cadena unidimensional con dos regiones de aglomeracién), k4 = 2.5:
a) Representacién grafica de la matriz (£98§]). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo.

En la figura [£18 se muestra la matriz (£98]) correspondiente al ejemplo 8 de la seccién (red mole-
cular tridimensional Ribozima). La variedad invariante esta formada por los 20 modos de vibracién mas
altos, se utilizo k4, = 1.0. En la figura 17 se muestra el mismo ejemplo, pero utilizando ky = 2.5, al
igual que en los ejemplos anteriores se observa un aumento en la dispersién de la parte imaginaria de los
valores propios de la matriz (£98]).
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Figura 4.16: Ejemplo 2 de la seccién B2 (red tridimensional Ribozima), ks = 1.0 y Amax = 5.92206: a) Repre-
sentacién grafica de la matriz (£98). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo.

45 T T T T T T 1 10 22
40 {H s b) g2
35 = 6 6
30 Bl 4—
25 Nl 2
0

20 | N, b0t |
15 = 1 0.5 20 0.5
10 = -6 4=

5 1l 5 6

0 - -10 8-

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 s

Figura 4.17: Ejemplo 2] de la seccién (red tridimensional Ribozima), k4 = 2.5 y Amae = 6.02534: a) Repre-
sentacién grafica de la matriz (£98). b) Localizacién de los valores propios en el plano complejo.

En todos los ejemplos se encuentra numéricamente que los valores propios de la matriz de estabilidad
lineal (L98) son puramente imaginarios, incluyendo dos valores propios cero para diferentes valores de
k4, esto se extiende al ejemplo tridimensional (ribozima). Este experimento se llevo hasta k4 ~ O(10%)
con distintas configuraciones y continuo la misma tendencia, es decir aumenta la dispersién de los valores
propios. Con estas observaciones numéricas se tiene que las soluciones oscilatorias son estables dentro del
subespacio de modos Z, restringidos a la hiperesfera de radio P = C.

Las soluciones tipo breather son validas para H. . La estabilidad en el espacio fase que incluye a todos
los modos a;, | € Z_ UZ,, UZ,, no se ha estudiado hasta el momento. Es posible que estas soluciones
sean inestables en el espacio fase completo. Este andlisis es un problema abierto para un trabajo futuro.
Sin embargo, en el capitulo siguiente se presenta un estudio heuristico de la estabilidad de las condiciones
iniciales cercanas a drbitas periddicas de esta seccion, utilizando herramientas de integracién numérica.
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Capitulo 5

Integraciéon numeérica, localizacion y
estabilidad

En este capitulo se presenta la evolucién nimerica de algunas configuraciones utilizando diferentes
condiciones iniciales. La motivacién es complementar las observaciones analiticas y numéricas de los
capitulos anteriores, como es el caso de la localizacion espacial para modos en Z,. Una pregunta que se
puede plantear en este momento es, ;la localizacién espacial para interacciones lineales observada en el
capitulo Bl para diferentes ejemplos persiste en el tiempo al incorporar la parte no lineal? Preguntas simi-
lares se pueden plantear respecto a la energia y la periodicidad de las soluciones. La manera de obtener
una respuesta aproximada es mediante la integracién numérica de las ecuaciones de movimiento ([ZT]),
existen diferentes métodos cada uno con atributos diferentes, pero también con requerimientos técnicos
especificos.

Se plantea un conjunto de condiciones iniciales para cada uno de los ejemplos del capitulo[3l En todos
los ejemplos se hacen cuatro integraciones, cada una correspondiente a una condicién inicial. El caso (a)
que representa la primer condicién inicial, corresponde con haber elegido una distribucion de energia don-
de se le imprime energfa a todos los modos |A; 4|%,1 € Z_UZ,,UZ,, d € [1, D], cada modo tiene diferente
energia. El objetivo de este experimento es monitorear si existen regiones en el espacio de modos donde
eventualmente se acumula energia o si existen flujos de la misma de una regién a otra. La condicién inicial
(b), al igual que la anterior, se le asigna energfa a todos los modos |A; 4%, 1 € Z_UZ,,UZy, d € [1, D], pero
con la diferencia que ahora es la misma para todos los modos. El objetivo del experimento es comparar
las observaciones con el anterior, es decir, poder evaluar si asignar mayor o menor energia en algunos
modos puede ejercer influencia en el estado final de la integracién. El caso (c¢) corresponde con asignar
energfa inicamente a los modos bajos |4 4%, 1 € Z_, d € [1, D], el objetivo de este experimento es moni-
torear si a lo largo del ciclo de integracién la energia permanece en el subespacio formado por los modos
bajos V_ o eventualmente se traslada a otra regién. La integracién del caso (d) corresponde con asignar
energia Unicamente a los modos altos |4; 4|, | € Iy, d € [1, D], el objetivo es comparar con los resultados
analiticos del capituloMl Los resultados se van describiendo con detalle para cada una de las integraciones.

Antes de iniciar, propiamente con la integracién, se exploran tres métodos, con la finalidad de elegir el
que ofrece los mejores resultados en un tiempo “razonable”. El primer método empleado es Runge-Kutta
de cuarto orden (RK4) explicito, el segundo método es Stérmer-Verlet semiexplicito que corresponde al
método Verlet con un paso intermedio en la velocidad y el tercero es un método de integracién simpléctica
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de cuarto orden PEFRL. La implementacién se hizo en C++ debido a su disefio modular y funciones
disponibles en su version estandar, esto adicional a la portabilidad y la ventaja de optimizar la arquitec-
tura.

La ecuaciones sobre las que se implementan los métodos numéricos son

1 X N 2 N k
2 4
H _—%E Ipil* + E Cz’j?\(%—%‘)ﬁ‘*‘ E Cij74|(qi_qj)|4v
i=1

i,j=1 1,5=1

. OH

Gk,d = ea Jieal®1,621 - QeD -+ -GN, D, P1,1,P2,1 - - -Pk,D - - - PN,D), (5.1)
) OH

Pk,d = *m = ka.d(q1,17q2,l -«-qk,D---4N,D,P1,1,P2,2 -+ -Pk,D - - -pN,D)- (5-2)

Es necesario calcular f; y fo, utilizando la descomposicién de la definicion [2.28 para los vectores
i = (¢,1,%2---9,p0) Y Pi = (Pi,1,Pi2---Pi,D)

Se hace uso de

1
flk,d = Epk,(b (53)
N N
fora = —k2 Z iy (Qoa — 4j,a) + Z Cik(Qh,d — i)
ik ik
N N
—ks > erjlar — a1 (gra — gja) + ks Y cinlds — al* (g0 — Gh.a)- (5.4)
Ak itk

para determinar la fuerza a partir de las ecuaciones de Hamilton.

La razén para elegir las variables q y p es para evitar el cdlculo de los coeficientes Ik, kyksk, de (Z40)
v los coeficientes fk1k2k3k4 de (ZT1) de las variables a; 4, a;")d del espacio de Fourier. Aunque el valor
de estos coeficientes es constante en el tiempo y tienen simetrias ante permutaciones de indices, aun asi
resultan muy costos en tiempo de computo y memoria (la cantidad de fndices es N*/21, ya tomando en
cuenta las simetrias). En cambio, integrar las ecuaciones de movimiento (51, (52)) y elegir algunos pasos
cada determinado tiempo para monitorear la evolucién de la energia y el momento es mucho maés réapido.

5.1. Meétodos de integracion

A continuacion se presenta una breve descripcién de aspectos generales de cada uno de los métodos de
integracién implementados en este trabajo. Pero sobre todo, se incluyen las referencias para la consulta
de aspectos mas detallados.

5.1.1. Método de Runge Kutta

El método de Runge-Kutta [71], [72] (RK) pertenece a una familia de métodos desarrollados a prin-
cipios del siglo XX por C. Runge y W. Kutta [73], tienen la particularidad de hacer cdlculos intermedios
para las pendientes de la solucién aproximada de la ecuacién diferencial, es decir, dada una ecuacién
diferencial ordinaria
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con condicion inicial

X(to) = Xq- (57)

yAcQCRxRY = RN con Q un conjunto abierto, el método RK de orden S permite aproximar la
solucién en el punto (¢t + At,x,+1) con un orden de aproximacién S, mediante la expresién

s
Xni1 =Xp + At biki, (5.8)
donde k; se determina
s
k;, = A(t—‘rAtCi,Xn —|—At2aijkj), (59)

J

los coeficientes ¢;, bs y a;;, dependen del orden del método. De manera particular el Método de Runge
Kutta toma la forma de la ecuacién

At

donde, para el cuarto orden (RK4) resulta

h

t} Xn)»
1 1

t+ §At,xn + 5k1At),

ko = A(

ks = A(

ks = A(t+ %At,xn + %kngt),
ky = A(t + At, x,, + k3At).

El orden del error acumulado es O(At?). La ecuacién diferencial y la condicién inicial son las ecua-
ciones (B3) y (B1), vy At € R es el paso de integracion.

(RK4) es un método de integracién sencillo de implementar, y con un paso suficientemente pequefio,
(el criterio es que debe ser a lo mas 1/4 del periodo mas pequeno [74]) y mantiene una variacién de la
energia por debajo de O(107?), como se muestra en la seccién

5.1.2. Implementacién de Stormer-Verlet

Este método es muy utilizado en dindmica molecular para modelar potenciales de Lennard—Jones [75],
[76], proviene de hacer una expansion en series de Taylor en el tiempo At, como se explica a continuacion.

Sea el sistema % = —A(x) con x € R, dados los vectores x,, y v,, de posicién y velocidad al tiempo
t, entonces los vectores x,11, V41 de posicion y velocidad al tiempo t + At estdn determinados por
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Vil = Vo + a, At

1
Xnt1 = Xp + Vo AL + 5an(Azt)z,

donde
a, = —A(xy),

es la aceleracién con A(zy,) la fuerza que esta determinada por las propiedades de cada problema. En el
método Stormer-Verlet se utiliza un paso adicional en el cual se calcula un paso intermedio de velocidad

1
Vapl =Vn+ ianAt,

de esta forma, la posicién x,41 se determina por
Xn+1 = Xn + vn+%At7 (511)

y los vectores

1
Ant1 = 7A(Xn+1), Y Vi1 = Vn+% -+ ianHAt. (512)

Este método se utilizo para integrar el sistema completo en las variables de posicién y momento q y
p- Es un método que solo hace un calculo intermedio, eso lo vuelve muy rapido comparado con RK4 y
con el simpléctico PEFRL (le toma alrededor de 1/8 de tiempo en hacer la misma integracién), pero las
variaciones en energia son mas altas que con los dos anteriores, para el mismo paso. Este método es 1til
para explorar de manera rapida algunas evoluciones de problemas de muchas particulas. Stormer-Verlet
es un método simpléctico de integracién (preserva la forma del espacio fase a ese orden), con orden de
error O(A#?).

5.1.3. Meétodo Simpléctico PEFRL

Un método simpléctico tiene la ventaja de preservar la estructura simpléctica del espacio fase. Es-
te tipo de métodos estan basados en el hecho de que una discretizacion del flujo Hamiltoniano puede
funcionar como una transformacién simpléctica si es lo suficientemente refinada [77], [78]. Algunos de
los pioneros en abordar el estudio de los métodos simplécticos de integraciéon fueron Vogelaere (1956),
Ruth (1983) y Feng Kang (1985) [79]. En particular el método simpléctico utilizado en este trabajo es el
denominado PEFRL (Position Extended Forest-Ruth Like) [80], el cual se presenta a continuacién.

Sea el sistema % = —A(x) con x € RY, dados los vectores X,, y v,, y de posicién y velocidad al tiempo
t, entonces, los vectores x, 11, V,11 de posicion y velocidad al tiempo t + At se obtiene como sigue:

Utilizando los resultados de [39] se definen las constantes escalares

€ = 4+0.1786178958448091 x 10°,
A = —0.2123418310626054 x 10°,
x = —0.6626458266981849 x 1071,

80



se define ademaés
Xpt1/5 = Xp + EALV,.

Calculando la aceleraciéon con el Hamiltoniano, se interpola la velocidad un paso

At
Vn+1/4 =V, + (1 — 2)\)7A(Xn+1/5)

Inicia el segundo paso, se calcula nuevamente la posicién con el peso indicado
Xnt2/5 = Xni1/5 T XAVai1/4.
Se interpola la velocidad en un segundo paso
Vig1/2 = Vngi/a + AALA(X,49)5)-
Se hace un tercer paso, para interpolar la posicién
Xn43/5 = Xny2/5 + (1= 2(x + &) Atvy 112,
para la velocidad también se interpola utilizando el peso indicado
Vit3/a = Vpgi/2 + AMALA(X,43/5)-
La posicién se precisa por cuarta vez
Xnt4/5 = Xni3/5 T XAVai3/4,
la velocidad se calcula nuevamente
Vg1 = Vpiga + (1 — 2)\)%A(xn+4/5).
Por 1ltimo se obtiene nuevamente la evaluacién de la posicién
Xnt1 = Xptd/s + EAtV, 1.

PEFRL es un método de cuatro evaluaciones para la velocidad y cinco para la posicion. De manera
adicional este método es marginalmente mas rapido que RK4.

5.2. Precisiéon y calibracion

Para realizar las pruebas numéricas se utiliza el Ejemplo [I] (Cadena unidimensional sin regiones de
aglomeracién) y se toman en cuenta Unicamente interacciones entre primeros vecinos, que es el caso de
la cadena FPU clésica [33]. La razén para utilizar este ejemplo es que existen muchos resultados de in-
tegracién numérica para este caso [81], [82], [83]. En esta seccién se muestra una comparacién entre los
métodos numéricos RK4, Stormer-Verlet y PEFRL.
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5.2.1. Prueba de conservacion de la energia y el momento para los tres méto-
dos

Tener confianza en que el método implementado conserva la energfa y el momento (como se mostro
en el capitulo ) a un determinado orden, que esta en funcién del tamano de paso, es crucial para
poder integrar largos periodos de tiempo y tener certeza de que las desviaciones de las trayectorias de
las particulas permanecen acotadas en un umbral aceptable. Cada método tiene su propio criterio para
escoger el tamano de paso, sin embargo todos coinciden en que sea un submultiplo del periodo mas
pequeno, por lo tanto en estas pruebas se utilizard el minimo que es h = 7/8wnqz- En las figuras B11
y B3] se muestran los resultados de conservacién de energia y momento, para los métodos RK4,
Stormer-Verlet y PEFRL, respectivamente.
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Figura 5.1: a) Evolucién de la energfa de la cadena homogénea integrada con RK4 durante un tiempo 1007max,
CON Tmaz = 27 /wWmin, €l paso de integracién es h = 7/8wmae. Se puede apreciar como la energia se incrementa
en una cantidad del orden de 1073 después de 1007msx. b) Evolucién del momento lineal de la cadena durante el
mismo periodo de tiempo.
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Figura 5.2: a) Evolucién de la energia de la cadena homogénea integrada con Stormer-Verlet durante un tiempo
1007 max CON Tmax = 27 /wWmin, €l paso de integracién es h. Se observa que la energfa se ha disipado en un orden
de 1072, b) Evolucién del momento lineal durante el mismo perfodo de tiempo.
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Figura 5.3: a) Evolucién de la energia de la cadena homogénea integrada con PEFRL durante un tiempo 1007max
CON Trmaz = 27 /Wmin, €l paso de integracién es h. Con este método hay variaciones del orden de 1075 en la energfa,
pero si una tendencia al incremento/decremento. b) Evolucién del momento lineal durante el mismo perfodo de
tiempo.

El primer método implementado es RK4, en las gréficas de la figura [5.1] se muestra la evolucién de la
energia y el momento respectivamente. El tiempo de integracién es 100745, donde 7,45 €l periodo mas
largo de vibracién determinado por el inverso de la frecuencia mas baja Tz = 27 /wWmin v €l paso de
integracion esta determinado por un submultiplo del periédo mas pequeno. En las graficas de la figura 5.2l
se muestra la evolucién de la energia y el momento respectivamente utilizando el método Stormer-Verlet,
para el caso de la cadena homogénea. El tiempo de integraciéon y el paso corresponden a los mismos
utilizados con RK4 y por dltimo en las graficas de la figura se muestra la evolucién de la energia y
en la b) el momento, con los mismo paso y durante el mismo perfodo que con los métodos anteriores. En
la figura se muestra la evolucién, utilizando ahora el método simpléctico PEFRL.

De los resultados de las graficas [5.7], y se hacen las siguientes observaciones:

1. El método RK4 después de un tiempo 7 = 10074« utilizando el paso h = 7/8winqz ha incrementado
la energia total del sistema en un orden de 10~2 que en términos comparativos, indica que el sistema
ha ganado el 0.012 % respecto a la energfa inicial. Para el momento las variaciones son del orden
de 1075, No es el método que mejor conserva la energia y tampoco el mas rapido, sin embargo, es
muy utilizado en muchos problemas de dindmica. Una mejora que se puede implementar, pero que
ya no se hizo en este trabajo, es utilizar un paso variable.

2. El método Stormer-Verlet después de haber integrado el mismo tiempo 1007,4x con el paso h, ha
disipado la energa una cantidad del orden de 102 que comparativamente equivale a 0.70 % menos
energia que la inicial. En la parte del momento, este método es comparable a RK4, ya que las
variaciones son del orden de 107°. Este método es el que tiene los méas pobres resultados respecto a
la conservacién de la energia, sin embargo, como ya se menciono antes, es un método de integracién
muy rdpido comparado con los otros dos, le toma alrededor de una 1/8 parte del tiempo de los
otros métodos en integrar el mismo problema con las mismas condiciones numéricas.

3. El método PEFRL después de un tiempo de integraciéon de 10074« ha tenido variaciones en la
energia del orden de 1079, aunque a diferencia de los anteriores estas variaciones estdan acotadas
en una franja con una anchura ~ 1075, si se toma la energia final de la integracién y se compra
en términos porcentuales con la inicial resulta haber obtenido un incremento de 1.74 x 107°. La
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conservacién del momento para este método es también del orden de 10~°. Como ya se menciono
antes, PEFRL a pesar de conservar mejor la energia que RK4, resulta también que el tiempo de
integracién es marginalmente menor a RK4.

A modo de comparacién con algunos resultados de la literatura se muestra la gréfica 5.4l En la
parte a) se presenta la evolucién de energia para los primeros 5 modos, que corresponde con los el
tipo de resultados mostrados en [33]. En la parte b) se muestra la energia por modos E; coni € 1... N,
experimento presentado en la referencia [83], utilizando la cadena con distribucién homogénea, los célculos
se hicieron utilizando el método PEFRL. Los resultados numéricos para este ejemplo suelen enfocarse en
la evolucidon de la energia para los primeros modos de vibracion, dada una condicién muy especial, donde
solo se excita uno o dos de los primeros modos, pero los tiempos de evolucién son del orden 10*7,,4z,
que es donde se visualizan los superciclos [33]. En la grafica B4 el tiempo de integracién corresponde
tunicamente a 10007,4x, ya que la cadena de este ejemplo esta formada por N = 100 particulas, mientras
que en los experimentos referidos en [33], donde N = 16, 32. Se tiene evidencia de localizacién espectral
en los estudios realizados por Flach, para cadenas tipo FPU cudrticas [83] (8-FPU). Sin embargo, la
localizacion espectral no tiene implicacién obvia a la localizacién espacial.
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Figura 5.4: a) Evolucién de la energia F; = |a;|° para los primeros 5 modos de vibracién F; con i = 1,2,3,4,5
durante un tiempo de 1000Tmsx. b) Energia final para cada modo después de integrar 1000Tmax. Este cédlculo se
realizo con el método PEFRL.

Para este mismo ejemplo, la figura 5.0 muestra las condiciones iniciales y finales de los modos integra-
das un tiempo 10075« donde 7,5« corresponde al periodo mas largo. Son cuatro diferentes condiciones
iniciales (curvas unidas por el simbolo ) y sobre la misma grifica se presenta la condicién final para
cada una (curvas unidas con el sfmbolo [0). A continuacién se hace una descripcién de cada una de las
condiciones iniciales.

a) Se muestra la condicién inicial en el espacio de los modos, correspondiente a una perturbacién a
las particulas de cada extremo de la cadena (x), sobre la misma grifica se muestra el estado final
de los modos después de un tiempo de integraciéon 10074, donde 7,5« es periodo mas largo para
esta configuracién (). Se aprecia que algunos modos muy especificos han obtenido gran parte de la
energia, mientras que la el resto de los modos han reducido su nivel de energia.

b) En este caso la condicién inicial es que todos los modos tienen exactamente la misma energia, al
igual que el caso anterior, la energia se ha depositado preferentemente en algunos modos pero sin una
preferencia por alguna regién particular (alta/baja/media) del espacio de modos. Esta figura muestra
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la aparicién de picos o rapidas oscilaciones en casi todas las regiénes del espectro, excepto en la parte
baja, que tiene un comportamiento mas regular. Las oscilaciones son consecuencia de que el factor de
traslape (2.81]) esta jugando un papel importante en el intercambio de energfa entre modos, perdiendo
relevancia hacia la parte baja.

Esta condicién inicial consiste en excitar tinicamente el primer 10 % de los modos, se observa que la
energia, aunque oscila entre los modos que han sido activados originalmente, permanece en la misma
regién de modos, esto resulta muy interesante para esta configuracién por que indica la existencia de
un fenémeno de localizacién robusto para esta region del espacio.

Esta condicién inicial corresponde a la calculada con el método del gradiente (ascenso/descenso) para
H, es decir, se utiliz6 como condicién inicial una solucién tipo breather para la forma normal (ver
ecuacion ([£43)) seccién EAT]). Esta érbita periédica se puede pensar como una 6rbita del sistema H,
pero no esta garantizada su estabilidad en la teoria presentada en el capitulo @l El espacio invariante
T, esta formado por modos que se especifican en cada ejemplo. Continuando con la descripcion, se
puede observar que después de la integracién, una parte de la energia se ha trasladado hacia algunos
modos bajos y el resto ha permanecido en los altos, al igual que el caso anterior tambien hay una
persistencia de la energia pero ahora en la parte alta de los modos, lo cual nuevamente es evidencia
de que la localizacién es un fenémeno robusto en esta region de modos.
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Figura 5.5: Condiciones iniciales (%) y finales (O) para el ejemplo[I] tiempo de integracién entre [0, 1007msx]: &)
Se perturban las particulas de los extremos. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién. ¢)
Se da energfa tinicamente a los 10 modos de vibracién mas bajos. d) Se utiliza la condicién inicial obtenida con
el método del gradiente (descenso).

La figura muestra la distribucién de la amplitud de los modos |a,|?> con n = 1... N para los cuatro
casos de la figura 5.0

a)

b)

Se muestra la evolucién espectral cuando la condicidn inicial es sacar cada una de las particulas de los
extremos 0.1R,, se puede observar que la energia aunque oscila a lo largo de la integracién, permanece
en la regiéon media del espacio de los modos, sin activar de manera relevante la zona baja.

En este caso se asigna la misma energia en todos los modos de vibracién, se observa que la energia se
deposita en casi todo el espacio de los modos, pero lo hace de forma creciente hacia los modos altos,
también se observa que la amplitud de los ciclos de oscilacién de la energia en la parte alta del espacio
de modos son mas lentos que los de las regiones medias, los modos de la parte baja tienden a preservar
la cantidad de energia que les fue asignada en la condicién inicial.

La condicién inicial es activar inicamente el 10 % de los modos mas bajos, aunque la energia por modo
esta cambiando en el tiempo, permanece localizada en la regién delimitada por la condicién inicial,
No se activan modos vecinos a la region activada en la condicién inicial, la energia persiste de manera
robusta para los modos bajos.

Se utiliz6 la condicién inicial obtenida con el método del gradiente (descenso), la gréafica muestra que
la energia aunque oscila para cada modo, permanece en la regién delimitada por la condicién inicial.
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Sin embargo, a diferencia del caso anterior, donde hay pequenas variaciones en la energia de los modos,
aqui las variaciones son mucho mas rapidas.

a2 : a)

lag |2 : c) lag]? d)

Figura 5.6: Resultados de la integracién para el ejemplo [Il tiempo de integracién entre [0,1007max]. a) Las
particulas de los extremos se sacan del equilibrio. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién.
¢) Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se utiliza la condicién inicial obtenida
con el método del gradiente (descenso).

La integracién numérica para este ejemplo muestra varias cosas, la primera obtenida de las graficas
a) y b) de las figuras y 6.6 es que la energia no tiene una preferencia definida por alguna regién
del espacio, sin embargo, de las observaciones c) y d), se tiene que si de manera artificial se activan
unicamente la parte baja o alta del espectro, existe una persistencia en la localizacién de la energia sobre
los modos activados en la condicién inicial.

Esta configuracién muestra que la localizacién en todas las diferentes regiones del espectro es un
fenémeno robusto, aunque puede estar oscilando en el tiempo y cada modo puede intercambiar energia
con algunos modos vecinos, los hace débilmente o incluso no lo hace como se observa en las graficas de
evolucién de la figura

5.3. Resultados numéricos

A continuacién se presenta un conjunto de seis configuraciones de particulas, sobre las cuales se inte-
gra numéricamnte para cuatro diferentes condiciones iniciales. Las configuraciones fueron seleccionadas,
por considerar que cada una de ellas representa un tipo bésico. Todos los ejemplos ya fueron presen-
tados previamente en el capitulo [Bl La primera configuracion es la que tiene una zona globular y cuyo
espectro presenta una banda de separacion, también esta la configuracion en la cual la distancia entre
particulas cambia suavemente y que no presenta separacion en el espectro. Se incluye la configuracién con
una distribucién aleatoria, y una configuracién bidimensional (grafeno) y por ultimo dos configuraciones
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tridimensionales tomadas de la cristalograffa (Ribozima y Subtilisina).

Para cada configuracién se prueba un grupo de cuatro condiciones iniciales, la primera corresponde a
una perturbacién de la posicién y el momento (p, q) de las particulas sobre la frontera (primera y tltima),
y monitorear como se distribuye la energia en el espacio de los modos en el tiempo. La segunda condicién
inicial corresponde a asignar la misma amplitud a todos los modos de vibracién y ver si después de la in-
tegracion se deposito preferentemente en algunos modos o regiones de modos. La tercera condicién inicial
consiste en asignar energfa al 10 % de los modos mds bajos y monitorear durante y al final de la integra-
cién como fue la dindmica de transferencia de energia a modos mas altos. Por ultimo, se asigna energia
al 10 % de los modos mas altos y se monitorea como es la distribucién durante y al finalizar la integracién.

La configuracién del ejemplo[Il al ser homogénea, no presenta localizacién espacial (ver ejemplo [I] del
capitulo [3)). Pero en los ejemplos con zonas globulares, a nivel lineal, se observa localizacién lineal de los
modos altos de la energfa (ejemplo 2] del mismo capitulo). Uno de los aspectos mas relevantes para esta
seccién es observar si se preserva la localizacion espacial observada para el caso lineal del capitulo [3] al
incorporar la componente no lineal del modelo [283), los resultados de la localizacién espacial, no lineal,
para diferentes ejemplos, se muestran en las animaciones de integracién que acompanan este trabajo y se
encuentran en el apéndice de animaciones,

Ejemplo 2l Integracién numérica para una cadena de particulas unidimensional con una regién de
aglomeracién.

Este ejemplo se estudia numéricamente debido a que es el que presenta de manera clara una locali-
zacién de los modos altos de vibracion en el espacio, también presenta una banda de separacién entre
modos altos Z_ y Z,. Es el paradigma en la aplicacion de teoria de formas normales presentada en la
seccion utilizando el argumento del espacio invariante determinado por los modos altos.

La cadena lineal de este ejemplo esta compuesta por 109 particulas distribuidas a lo largo de una
dimensién con una zona de aglomeracién en la posicién 0.40 sobre la cadena, se utilizaron las constantes
ko, ks, m = 1. La integracién se hizo para cuatro diferentes condiciones iniciales como se muestra en
la Figura 5.7 y en la Figura se muestra la evolucién temporal de |a;|?, | € Z, durante un tiempo
t = 1007m4x. A continuacién se hace la descripcién de las diferentes condiciones iniciales y su correspon-
diente evolucién.
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Figura 5.7: Condiciones iniciales (%) y finales () para el ejemplo [2 tiempo de integracién 100Tmax. a) Se
perturban las particulas de los extremos. b) Se deposita la misma energia en todos los modos de vibracién. c) Se
de da energfa dnicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se utiliza la condicién inicla determinada
con el método del gradiente (descenso).

a)

Esta condicién inicial indicada con el simbolo () corresponde a la definida al sacar del equilibrio la
particula de cada extremo de la cadena, esto se traduce a las variables de los modos aj y lo que se
muestra en la grafica es |ax|? , se integra durante un tiempo igual 10074, para esta cadena y se grafica
el estado final (OJ), donde observa que la energfa se mantiene aproximadamente en la misma regién
espectral. Sin embargo, algunos modos altos también obtienen energia con una amplitud comparable
a la de las regiones medias.

La condicién inicial para el caso donde se excitan todos los modos con la misma intensidad (x), se
observa que la distribucién final de la energia (OJ) tiene preferencia por los extremos del espacio de
modos, es decir, se deposita preferentemente en los modos bajos y en los modos altos.

Se activan el primer 10 % de los modos (los que corresponden a las frecuencias bajas, en el estado final
se observa que una parte de la energia ha permanecido en esta region, pero también se activaron los
modos altos.

Se utiliza como condicién inicial el resultado obtenido con el método del gradiente (descenso), para
la forma normal restringida al espacio invariante formado por los modos altos Z,, que para este caso
k € I, = {108...120}. El estado final muestra que una parte de la energia ha logrado activar los
modos mas bajos de esta cadena.
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La evolucién de |4; 4* se muestra en la Figura 5.8

layl? a) lajl?

2
lag)? la)

Figura 5.8: Evolucién de |A;,4(t)|* para el ejemplo] con un tiempo de integracién 1007max. Condiciones iniciales
donde: a) Las particulas de los extremos se sacan del equilibrio. b) Se deposita la misma energia en todos los
modos de vibracién. c¢) Se da energia tnicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza la
condicién inicial determinada con el método del gradiente (descenso) y se muestra la evolucién para un tiempo
1007 m4x-

Ejemplo [l Integracién numérica para una cadena unidimensional de particulas con una distribucién
aleatoria

Esta configuracion se mostré previamente en el ejemplo [l de la seccién Bl Se estudia en esta seccién
por que es representativa de cadenas con diferentes zonas de aglomeraciones, cada una de las aglomeracio-
nes tiene diferente tamano. La motivacién para esta estudiar esta configuracion, es tener como referencia
un conjunto de diferentes aglomeracién y monitorear la interaccién de los modos de vibracién para este
tipo de cadenas y conocer algunos aspectos cualitativos de su evolucién. Una de las caracteristicas mas
relevantes de esta cadena es la eliminacion de cualquier posible simetria en la conformacién de la misma,
con el objetivo conocer como es la distribucién y evolucion de la energia en el espectro.
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Figura 5.9: Condiciones iniciales () y finales () para el ejemplo Bl tiempo de integracién entre [0, 1007max]. &)
Se perturban las particulas de los extremos. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién. ¢)
Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se 1tiliza la condicién inicial encontrada
con el método del gradiente (descenso).

a)

En la grifica se presenta el estado inicial y final para diferentes condiciones iniciales.

Esta configuracién inicial (x), corresponde al haber perturbado de su posicién de equilibrio las particu-
las de cada extremo de la cadena, se observa que esto activo principalmente dos regiones del espectro,
la primera cercana a la parte baja del espectro y la siguiente en la zona media. Sin embargo, después
de haber integrado esta condicién un tiempo 1007, se muestren en la condicién final (O) que la
energia se ha trasladado a otras regiones del espectro.

Esta condicién inicial corresponde al haber asignado la misma cantidad de energia a todos los modos.
La condicién final, no muestra una preferencia aparente por alguna region particular del espacio de
modos.

La condicién inicial en este caso corresponde al haber asignado energfa tinicamente al 10% de los
modos mas bajos. El estado final es que hay una cierta persistencia de la energia en la misma regién,
pero también se han activado otros modos de vibracion, en particular los modos mas altos.

En este caso, se ha utilizado la condicién inicial obtenida con el método del gradiente (descenso) para el
subespacio formado por los modos altos. En la condicién final se observa que se pierde la localizacién,
es decir, la amplitud se ha distribuido sobre todos los modos.
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Figura 5.10: Evolucién de |4, 4(t)|? para el ejemplo[l con un tiempo de integracién 1007max. Condiciones iniciales
donde: a) Las particulas de los extremos se sacan del equilibrio. b) Se deposita la misma energia en todos los
modos de vibracién. ¢) Se da energfa tnicamente a los 10 modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza la condicién
inicial obtenida con el método del gradiente (descenso).

La Figura [5.I0 muestra la evolucién de |a;|?, para diferentes condiciones iniciales, en todos los casos
el tiempo de integracion es t = 1007y 4x-

Ejemplo [6l Integraciéon numérica para una cadena unidimensional con una distribuciéon que varia
constantemente.

El siguiente caso de integracién corresponde a una cadena unidimensional donde la distancia entre las
particulas va cambiando suavemente, este caso fue presentado en el ejemplo [l de la seccién B} tiene la
caracteristica de tener cambios suaves en la distribucién de particulas alcanzando la densidad mas alta en
el centro y la mas baja en los extremos. Del andlisis espectral (capitulo ) para la matriz de conectividad
asociada a esta configuracién en el caso lineal, se sabe que los modos de vibracién mas altos se localizan en
las regiones mas densas y los mas bajos lo hacen en los extremos que son las regiones de menor densidad.
Lo que se muestra en este ejercicio es la forma en que evoluciona la energia en el espectro para diferentes
distribuciones iniciales.
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Figura 5.11: Condiciones iniciales () y finales (O) para el ejemplo [B] tiempo de integraciéon 1007msx. a) Se
perturban las particulas de los extremos. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién. ¢) Se
da energfa tnicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza la condicién inicial obtenida
para este ejemplo con el método del gradiente (descenso).

Descripcién de las graficas de la Figura G111

La condicidn inicial () corresponde al haber sacado de su posicién de equilibrio las particulas de cada
extremo de la cadena, se observa como se activaron principalmente los modos bajos, después de la
integracién esta forma se mantiene con variaciones marginales, excepto por dos modos en la parte
baja que han acumulado una cantidad de energia que duplica a la original.

Para este caso se activaron todos los modos de vibraciéon con la misma energia, después de integrar el
sistema no se observa que la energia tenga una distribucién preferencial sobre alguna regién de modos.

La condicién inicial asigna energfa al 10% de los modos mas bajos, se observa un comportamiento
similar al mostrado por el ejemplo [I] la energia aunque oscila, no sale de la regfon inicial, este caso
tiene una localizacién robusta para esta region de modos.

En este caso la condicién inicial corresponde con la obtenida con el método del gradiente (ascen-
so/descenso) para el espacio formado por los modos altos en la forma normal. Se observa que la
condicion final ha permanecido en la misma region, alcanzando algunos un poco mas bajos que los
originalmente activos.
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Figura 5.12: Evolucién de |Al,d(t)|2 para ejemplo [6] tiempo de integracién 1007msx. Condiciones iniciales donde:

2)

Las particulas de los extremos se sacan del equilibrio. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de

vibracién. c¢) Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza la distribucién
de energiad determinada con el método del descenso.

2)

Descripcién de las graficas de la Figura [6l

La evolucién de la condicién inicial se mantiene en la misma regiéon de modos, sin transferir energia de
manera considerable a otras regiones del espacio de modos y aunque oscila en amplitud se mantienen
en franjas bien definidas.

Al activar todos los modos y monitorear la evolucién se observa una pequefia regién mas con menor
actividad justo en la parte central, rodeada de dos franjas con mayor amplitud y de mayor actividad
en el intercambio de energia.

Para esta condicién inicial, se puede ver como la energia se mantiene a lo largo de la integracién en la
misma zona, sin activar modos vecinos. Esta evolucién recuerda la del ejemplo [Il que corresponde a la
cadena FPU.

Este caso también recuerda a la cadena FPU, la condicién inicial es la obtenida con el método del
gradiente, se observa que la localizacién es fenémeno robusto para este caso.

Esta configuracién a pesar de ser inhomogenea, muestra un comportamiento parecido al de la cadena

del ejemplo [l (La cadena FPU cldsica), De las observaciones, se puede decir, que los modos bajos en
esta cadena no son sensibles a las zonas de mayor aglomeracion, se comportan como si la cadena fuera
homogénea, y algo andlogo ocurre con los modos altos, se comportan como una FPU clésica, sin inter-
cambiar energia con los bajos.

Ejemplo [7l Integracién numérica para una red bidimensionmal formada por hexdgonos (Grafeno)
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La configuracién para este caso es la del ejemplo [[ de la seccién [B] que corresponde con la infor-
macién cristalografica del grafeno. La muestra esta constituida por 320 particulas (dtomos) distribuidas
uniformemente sobre un espacio rectangular con una altura de 16 dtomos y una longitud de 20 dtomos.
La razén para trabajar con esta configuracién es por que corresponde a un ejemplo de red atémica obte-
nida de observaciones cristalograficas, como se menciono anteriormente. Es una estructura bidimensional,
pero compuesta de unidades hexagonales, donde cada particula tiene contacto con tres particulas vecinas,
excepto en las frontera, donde cada particula tiene dos conexiones. Los resultados de este experimento se
muestran en las figuras y BT
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Figura 5.13: Condiciones iniciales () y finales (O) para el ejemplo [ tiempo de integracién 1007msx. a) Se
perturban las particulas de los extremos. b) Se deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién. ¢)
Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) se utiliza la distribucién de energid
determinada con el método del descenso.

Descripcién de la figura 513

a) Para producir esta condicién inicial (x), se sacaron del equilibrio dos particulas, cada una sobre la
mitad de la frontera mas corta de la red bidimensional, lo cual tiene por objeto activar algunos modos
de la region baja y media, al integrar el sistema una parte de la energia se deposita sobre los modos
de la parte alta del espectro.

b) Esta condicién inicial corresponde con asignar la misma energfa a todos los modos, después de integrar
se observa que la energia se ha depositado preferentemente en las regiones baja y alta.
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¢) La condicién inicial corresponde con activar tinicamente el 10 % de los modos mas bajos, después de
la integracion se puede observar una persistencia de la energia en la misma region, aunque también
han sido activados algunos modos cercanos, que no lo estaban en la condicién inicial.

d) Esta condicién inicial fue obtenida con el métod del gradiente (ascenso/descenso) para el subespacio
formado por los modos altos, se puede apreciar que después de haber hecho la integracion, una parte
de la energia permanece en los modos altos, aunque también se han activado marginalmente algunos
modos vecinos

lagl?

lagl?

lag|?

Figura 5.14: Evolucién de | A, 4(t)|* para ejemplo[d tiempo de integracién 1007max. Condiciones iniciales donde:
a) Las particulas de los extremos se sacan del equilibrio. b) Se deposita la misma energia en todos los modos de
vibracién. ¢) Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza la distribucién
de energid determinada con el método del gradiente (descenso).

Descripcién de las graficas de la Figura [5.14] correspondiente a el ejemplo [7

a) Esta grafica corresponde a la evolucién con la condicién inicial determinada por sacar dos particulas
de su posicién de equilibrio, lo que se observa es que los modos altos comienzan a acumular cada vez
mas energia, lo que se interpreta como una localizacion.

b) Se muestra la evolucién de la condicién inicial de haber activado todos los modos con la misma energia,
se muestra una evoluciéon donde la energia se va depositando en los modos mas bajos.

¢) Para esta condicién inicial fue activado el 10 % de los modos mas bajos de vibracién, se puede apreciar
como la energia persiste en la misma regién, aunque se activan marginalmente dos bandas en la regién
de modos medios.

d) La evolucién que se muestra en esta grafica corresponde con la condicién inicial obtenida con el método
del gradiente para esta configuracién. Se puede apreciar una persistencia de la energia en la region de
aglomeracién original.
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Este ejemplo muestra un distribucién de la energia en el espacio de los modos parecida al del ejemplo
unidimensional de la cadena donde las distancias entre particulas cambian constantemente, esto a pesar
de ser un arreglo bidimensional. Se aprecia la existencia de dos regiones donde la energia se acumula, que
son las formadas por los modos bajos y otra formada por los altos.

Ejemplo B Integracién numérica para la Ribozima (PDB-300)

La configuracién para este caso es la del ejemplo [ de la seccién B que corresponde con la infor-
macién cristalografica de la ribozima. Es una molécula que actiia como catalizador en diversos procesos
enziméticos. El archivo PDB que contiene la informacién cristalogréafica indica N = 879 dtomos, sien-
do los mas abundantes el carbono, el nitrégeno y el fésforo. Aunque para este andlisis se toman todas
los d4tomos como si fueran particulas de un mismo elemento. Se presentan cuatro diferentes condiciones
iniciales como se indica en la figura En la figura se muestra la evolucién de la energia en el
espacio de los modos de vibracién. Es uno de los dos ejemplos de tridimensionales de este trabajo, para
este caso, el numero de particulas es N = 879.
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Figura 5.15: Condiciones iniciales (x) y finales () para el ejemplo[§ tiempo de integracién 1007msx. a) Se asigna
energia a las particulas con una distribucién gaussiana. b) Se deposita la misma energia en todos los modos de
vibracién. ¢) Se da energia tinicamente al 10 % de los modos de vibracién mas bajos. d) Se utiliza la distribucién
de energia determinada con el método del descenso.

Descripcién de la figura B.13
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a) Las condiciones iniciales, corresponden a una distribucién gaussiana de energia en el espacio de los
modos, la condicién final muestra una clara localizaciéon de la energia en algunos modos centrales, la
condicion final que aqui se presenta se calculé con el método PEFRL, pero se hizo la misma integracién
con RK4 y muestra los mismos resultados.

b) En este caso se asigné la misma energia a todos los modos de vibracidn, al igual que la grafica anterior,
se puede ver como la energia se localiza en algunos modos centrales especificos, este calculo se repitié
con RK4 arrojando el mismo resultado.

c¢) Esta condicién inicial corresponde con haber activado el 10 % de los modos bajos, se puede apreciar
en la condicién final que una parte de la energia persiste en la misma regién, aunque se han activado
modos en casi todo el espacio.

d) Esta condicién inicial es la que se obtuvo con el método del gradiente, se puede apreciar una localizacién
de la energia para los modos [ € Z; obtenidos para la forma normal.

lag!? a) lag|?

lag |2 C) lagi? d)

Figura 5.16: Evolucién de |A; 4(t)|* para ejemplo 8 tiempo de integracién 1007m4x: Condiciones iniciales donde:
a) Evolucién de la energia con una condicién inicia dada por una distribucién gaussiana en los modos. b) Se
deposita la misma energfa en todos los modos de vibracién. c¢) Se da energfa tinicamente al 10 % de los modos de
vibracién mas bajos. d) Se utiliza la distribucién de energia determinada con el método del descenso.

Este ejemplo, muestra un fenémeno de localizacién en modos muy especificos y con cierta regularidad
entre ellos. Se probaron diferentes pasos y los métodos PEFRL y RK4 y ambos coinciden en los resultados.

Ejemplo [0 Integracién numérica para la Subtilisina (PDB-1AVT).
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La configuracién para este caso es la del ejemplo[@de la seccién Bl que corresponde con la informacién
cristalogréafica de la Subtilisina. La Subtilisina es una Peptidasa, es decir, rompe enlaces pépticos en
proteinas, también se distingue por su estructura globular. El archivo PDB que contiene la informacién
cristalogrédfica indica N = 1939 dtomos. Al igual que el ejemplo anterior, los mas abundantes son, el
carbono, el nitrégeno y el fésforo. Aunque para este analisis se toman todas los dtomos como si fueran
particulas de un mismo elemento.
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Figura 5.17: Condiciones iniciales () y finales (O) para el ejemplo[d tiempo de integracién 1007msx. a) Se asigna
energia en los modos con una distribucién gaussiana. b) Se deposita la misma energia en todos los modos de
vibracién, c¢) Se da energfa tinicamente a los 10 modos de vibracién mas bajos. d) Se utiliza la condicién inicial
obtenida con el método del gradiente (descenso) para la forma normal.

Descripcién de la graficas de la Figura G171

a) Esta condicién inicial corresponde a una distribucién gaussiana de la energid sobre el espacio de
modos. En la condicién final la energia se ha distribuido en todas las regiones, sin mostrar preferencia
de alguna en particular.

b) Para este caso se utilizé la condicién inicial correspondiente a la asignacién de la misma cantidad de
energia para todos los modos, se puede observar en la condicién final que la energia mantiene una
distribucién de energia sobre todas las regiones, sin una preferencia aparente.
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c¢) Se asigna energfa al 10 % de los modos mas bajos, se puede ver que una parte importante de la energia
permanece en la misma region, hay que recordar que el tiempo de integracién en todos los casos ha
sido de 1007m4x-

d) La condicién inicial para este ejemplo corresponde con la determinada con el método del gradiente.
La condicién final muestra cierta localizacion en la misma region, aunque parte de la energia se ha
trasladado a modos mas bajos.

lag!? a) lag|?

lag|? c) lay|? d)

Figura 5.18: Condiciones iniciales para el ejemplo [ tiempo de integracién 1007max. a) Evolucién de la energia
con una condicién inicial dada por una distribucién gaussiana en los modos. b) Se deposita la misma energia en
todos los modos de vibracién. ¢) Se da energia inicamente a los 80 modos de vibracién mas bajos. d) Se ttiliza
la condicién inicial obtenida con el método del gradiente (descenso) para la forma normal.

Las gréficas de la Figura .18 muestran la evolucién de |a; 4/, [ € Z,, d = 3, para diferentes condi-
ciones iniciales.
A diferencia del ejemplo tridimensional anterior, este ejemplo no muestra una preferencia de la energia

para depositarse en ciertos modos especificos, sin embargo, si puede retener energia en los extremos del
espacio de modos.
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Capitulo 6

Conclusiones

Con un modelo tomado de la bioquimica basado en una interaccién cuadratica mas una cudrtica en
la energia potencial se logré hacer una aproximacién al modelo FPU cuartico, con la diferencia de que la
interaccién no esta restringida a primeros vecinos, sino que la interaccién esta limitada por una esfera de
radio critico que posibilita interacciones entre particulas con vecinos mds lejanos y/o en otras dimensio-
nes, esto es a la aproximacion de la dindmica molecular. La parte lineal del analisis de modos normales
revela localizacion de los modos asociados a las altas frecuencias y numéricamente se observa que esta
localizacion se preserva incluso al incorporar los términos no lineales en la fuerza.

Al utilizar la teoria de formas normales se logra encontrar un subespacio V. formado por los modos de
vibracién altos, donde existe una simetria ante cambios de fase global. Utilizando resultados topélogicos
se garantiza la existencia de un cierto nimero de érbitas periddicas, y este nimero coincide con el nimero
de puntos criticos minimo, acotado por dim(V'). Encontrar estos puntos criticos en general puede requerir
un mecanismo sofisticado, sin embargo, existen dos puntos criticos que se pueden obtener de manera
directa, mediante el método del gradiente (descenso/ascenso mds pronunciado), estos puntos son los que
corresponden con la hipersuperficie de energia maxima y con la minima. Se implement6 el algoritmo del
gradiente restringido a la hiperesfera P = C'y se logré encontrar tanto el maximo como el minimo para los
diferentes ejemplos estructurales. Se analiz6 la estabilidad lineal de las soluciones oscilatorias obtenidas
con este método en el espacio invariante y en todos los ejemplos se verifica que los valores propios para
la matriz asociada a la ecuacién de estabilidad son imaginarios puros.

La persistencia y estabilidad de las soluciones de la forma normal ([£43]) aplicadas al sistema com-
pleto no se ha estudiado. Esto es equivalente a la persistencia bajo la adicién de los términos de orden
0(6) de ([@32). Aunque no se observa graficamente que las soluciones periddicas persistan, la localizacién
espacial de los modos de alta frecuencia logra permanecer al menos un tiempo correspondiente a los
tiempos de integracién mostrados en la seccién B.Il Estos resultados se obtuvieron para arreglos tanto
unidimensionales como tridimensionales como es el caso de las moléculas Ribozima y Subtilisina. Resulta
de particular importancia estudios sobre estas estructuras, ya que pone de manifiesto que los modos de
vibracién se ubican en regiones espaciales especificas, dependiendo de la longitud de onda asociada, y
esta localizacion no se destruye al incorporar los términos no lineales.

Mas que presentar un trabajo terminado, se muestran algunos resultados concretos, pero se dejan
también algunas lineas de trabajo abiertas. Estas lineas fueron apareciendo a modo de ramificaciones a lo
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largo del desarrollo de esta obra y en muchos casos se tomaron decisiones para privilegiar una linea sobre
las demas, basados en criterios de tiempo y recursos, sin que eso signifique que son menos interesantes o
virtualmente imposibles de abordar.

La primer pregunta natural posiblemente méas que del capitulo2les de todo el trabajo, pero se coloca
en dicho capitulo, es: jPor qué el modelo no incorpora términos cibicos?. Si en principio estos son tan
vélidos como los cudrticos. En la referencia [9]. Se plantea un argumento fisico que esta relacionado con
la forma del potencial cerca de los puntos de equilibrio, lo que justifica su desaparicion de un modo
heuristico, pero no se tiene una respuesta contundente. Incluso se puede plantear hacer una extencién de
este trabajo incorporando los términos ctibicos y buscar una forma normal para este caso y comparar con
los resultados presentados aqui.

Una de las primeras observaciones en este capitulo es la aparicién de bandas de separacién en el es-
pectro de la matriz de conectividad [2:26]) y de modos localizados espacialmente para configuraciones de
particulas con zonas de aglomeracion. De los resultados de este capitulo, se sabe que las zonas de aglome-
racién se reflejan como bloques sobre la diagonal de la matriz de conectividad y que esto de alguna manera
se traduce en las observaciones de bandas y de fendmenos de localizacién, sin embargo, cabe plantear la
pregunta: ; Como estan relacionados los bloques con las observaciones espectrales? Una posible estrategia
para abordar esta incégnita es partir de una configuracion de cadena unidimensional sin aglomeraciones
donde solo hay interacciones con primeros vecinos, después incorporar una inhomogeneidad a modo de
perturbacién y tratar de obtener algin resultado analitico para el espectro. Ademés esta pregunta abre
la posibilidad de incorporar elementos de la teoria de grafos [84], [85].

Para los resultados de este capitulo se utilizaron tiempos de integracién de 100 veces el periodo més
largo mnax soportado por cada configuracion, y esto se hizo asi por cuestiones relacionadas al tiempo de
computo. Sin embargo, cabe preguntar: ; Qué pasa con la distribucion de la energia para tiempos mucho
mas largos? Por ejemplo un tiempo de integracién de 10°7m4x. Esto conduce a plantear mas preguntas,
por ejemplo ;Las estructuras tridimensionales (Ribozima/Subtilisina) integradas tiempos de 10°7y4x O
mas, exhiben los superciclos de recurrencia de energia para los modos, como lo hace una cadena FPU uni-
dimensional homogenea de interaccién con primeros vecinos? También se observa numéricamnte que las
orbitas periddicas no persisten mucho tiempo en el subespacio formado por los modos altos. Sin embargo,
la localizacién de la energia en este subespacio muestra una persistencia mas robusta. la pregunta es:
;Puede permanecer indefinidamente un porcentaje considerable de la energia en el subespacio formado
por los modos altos? y jHay recurrencias de energia, no para modos individuales, sino para regiones de
modos?
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Apéndice A
Apéndice

El calculo que se muestra a continuacion viene de la seccién y muestra la simplificaciéon de tomar
la ecuacién (93] y hacer la separacién de variables en su parte real e imaginaria;

—
>
—

~—

Apd = Qr,a +1Py a,
Wi,d = Qk,d + iPk,d> (A.2)

por lo tanto

Gr,d + iPr,a = —1(A — wr)qr,a + (A — Wi)Pra

D
. 3ky = . . .
+ 17 Z |: Z Fk1k2kk4((qk17d1 + lpkl,dl)(kadl + 1Pk27d1)(Qk41d2 - 1Pk4,d2)
dqi,d2=1 kl,k27k4EI+
+ (Qk1,d1 + iPklydl)(qk?ydl + ipk2,d1)(Qk4,d2 - iPk47d2)
+ (Qk'hlh + iPk1,d1)(Qk27d1 + iPk21d1)(Qk4,d2 - iq’¢47d2))

+ Z fk1k2k3k((q}€17d1 + ipklvdl)(Qk%dl + iPk27d2)(Qk3,d2 - iPk?ndz))
ki1,k2,ks€Zy

+ (Qkhdl + iPk?hdl)(qk?%dl + ipkz,dl)(Qka,dz - iPkSndZ)
+ (Qk17d1 + iPdel)(QkQ,dl + iPkQ,d1)(qk3-,d2 - ipk:sde))j|
+ O((qr.a +ipr.a)®), VEE€T,, d=1,...D, (A.3)
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separando en parte real e imaginaria

Gr,d + iPr,d

= (A — wk)Pr.d
D

3ky ~
+5 E [ E Uy kokka (Qhydy Qs Prssds = Gy sy Qe dy Py sy
di,dy  ki,k2,ka€L4

= Qs ,dy @k, dsPhir,dy — Py gy Pho,dy Pha.do
+ Qk17d1 Aksy,dy Pk4,d2 - Qk1,d1 Qk4,d2pk2,d1 - ka,dek4,d2Pk1,d1 - Pk17d1pk27d1Pk47d2
+ Qk1,d1 Qk27d1pk47d2 - Qk17d1 Qk4,d2Pk2,d1 - Qk2,d1Qk47d2Pk17d1 - thdl Pk2,d1pk4,d2)

+ E Uy koksk (Qhydy Qs Phes,ds — Gy vy Qe do Phesdy — Qhindy Qs doPhy ,dy — Py sy Phea,dy Phes o
kl,kQ,k3€I+

+ Qkhdl Ak ,dy Pka,dz - le,d1 ka,dzpkz,dl — Qky,dy Q"v‘mdzpkhdl - Pk17d1pk27d1 Pk37d2

+ le’dekZ’dlpk&dQ - Qk17dlqk37d2Pk2,dl - QkQ,d1Qk3,d2Pk1,d1 - Pkl,dl Pk2’d1pk3,d2):|

+ i{ — (A — wk)qr,a

D
3ky ~
+5 E E Uy kokks (Qhy dy Qs dy Qhads + Qhy oy Pheo,dy Phey o
di,d2  ki,k2,ka€Z

+ Qk2,d1pk17dlpk4’d2 - Qk4,d2pk1,d1P]€2’d1
+ Qk17d1 Aks,dy Qk4,d2 + le,dlpkmdl Pk4,d2 + qk2ad1Pk1>d1Pk4yd2 - Qk4,d2Pk1,d1pk27d1
+ Qy s Qhzdy Ghs,dz + Qherds Prasdy Phads — Qhia,ds Py di Pha,dz — b Py dy Prs dy)

+ E Uk koksk (Qhy dy Qs ody Qs ds + Tk sdy Phea,dy Pheg,dy + Qhiady Phey sy Phig,dy — Qs daPhy dy Phey o
kl,kg,k3€I+

+ Qkhdl Aks,dy ka,dz + leydlkaydl Pkg,d2 + q’€27d1Pk17d1P/€37d2 - Qk37d2Pk1,d1pk27d1
+ le,dl ka’dlqm,dz + le,dl PkQ,dlpks,dz + QkQ,dl Pklidlpk31d2 - qkS’dQPkl’dIPkZ’dl ):| }7 (A4)

desarrollando las sumas que operan sobre las variables g, a; ¥ Pk, .a;, ¢t = 1,2,3,4, j = 1,2 y agrupando
términos, las ecuaciones (A3) y (A4) se expresan a continuacién
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Qk.d

+

D
3ky ~
5 E E Urey kokibea (Qhady Prasds — Qs dy Phey dy )Tk
di,d2=1 ki,k2,ka€Z

> Uky kokibes (Qrey sy Prasds — Qs do Phey dy ) Qhes
k1,k2,ka €Ty

N Uky kokikes (Qry sy Phosdy + Qs dy Phey s d1) Qs do
ki,k2,ka €Ty

E FklkaBk(Qk27dl Pks,dz - ka,dz sz,dl)qk1,d1
k1,k2,ks€Ly

E Uky koksk (Qky sy Phes,dy — Qs do Phy dy ) Qs dy
k1,k2,ks €T

E : Fk1k2k3k<Qk1,d1 Pk2;d1 + ka,d1Pk1,d1)q’€37d2}
k1,k2,ks€Z

D D
3ky ~
(A —wi)pra + == >y {— > Thikokhs (Qroudy Qbands + Pro.dy Pryds)Pkr s
d1,d2=1d;,d2 ki1,k2,ka €Ly

) Uy kokes (Qiydy Qs ds + Pheydy Phydo )P dy
ki,k2,ka €Ty

> Uy kokes (Qiysdy Qandy — Phy iy Phydy )P do
k1,ko,ka €T

> Thikoksk Qo Qs + Pro Pry)Dky
k1 ko ks €T+

E : Fklekak(Qk17d1 kadz + Pk17d1 Pk37d2)pkz7d1
kl,kg,k3€I+

E Uy beoks B (Qryody Qrady — Prydy Prody )Phs da s
k1,k2,k3€Z
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D
. 3k, ~
Prd=—(A—Wk)qka + — E [ E Uhey kokites (Qha.dy Qg dy + Phy.dy Pheado ) Qky dy
2
di,da=1 ki,k2,ka€ZL

+ ) Ukey kokiben (Qhy sy Qg do + Pry dy Pheads ) Qs dy
k1,k2,ka €Ty

+ E Uhey kokks (Qkydy Qsndy — Phey iy Phesdy ) Qs do
k1,k2,ka €Ty

+ E Fklkzksk(kaCh ka,dz + Pk?Z’dIPki’ndZ)qkl’dl
k1,k2,ks€ly

+ 0D Uy koksk (Qkysdy Qsads — Pheydy Phsdy ) Qs dy
k1,k2,ks€T

+ E Fklkszk(Qkhdl kadz - Pk1,d1 Pk2;d1)qk3;d2:|
k1,k2,ks€T

D

3k4 ~
+ 9 Z |: Z Z Uk kokka (Qk%dl Preydr — Qk4,d2 Py .a, )pkl,dl

dqi,d2=1 k1EZ+ k27k4€Z+

+ E Uhey kokkes (Qky oy Presdy — Qs do Pry dy )P dy
k1,k2,ka €Ty

+ E Fl‘v‘lkzk]m (Qk17d1P/€27d1 + Qk27d1 Pk17d1 )pk47d2
ki,k2,ka €T

+ D Ukeykaksk (Qka.dy Phis,dy — Qs do Phydy )Py s
k1 ,ka,ks€y

+ D Ukykoksk (Qky sy Phes,dy — Qs do Phy dy )P dy
ki,k2,k3€T

+ Z f‘klkﬂfsk(le,dl Pk2,d1 + Qk2,d1 Pk1,d1 )pkg,dm (AG)
kl,kg,k3€I+

recordando la simetria de los factores I'y, k, k4%, respecto a la permutacion de indices y utilizando el hecho
de que los indices de las variables qk, a4, Y Pk, .a; con k; € T, i =1,2,3,4y j = 1,2, siempre corren sobre
todos los elementos de Z, sin depender de i, entonces las ecuaciones (A y (ALf) se simplifican como
se indica a continuacién
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D
G =3ks Y { > { > Tikgrks(Qody Prsds — Qs Prs.ay)

dy,da=1 l€I+ ko,ka€L

+ Y Thkks(Qkray Prsds — QuadoPrray)

ki,ks€L

- Fklkzkl(le,dlpkz,dl+Qk2,d1Pk1,d1)}CIl,d}
ki,ko€Z

D
+ (A — wi)pr + 3ka Z [ Z { - Z Tikaeres (Quy @iy + Pry Pry)

di,do=1 1€y ko,ka€T

- Z Criiks (Qr, Qry + Pry Pry)

ki,ks€L

+ Z f‘klekl(leng*Pklplm)}]?l,d}, (A7)

ki,ko€Z

D
Proa = —(A\ = Wk)qka +3ka Y [ > { > Tikokka (@Qro.dy Qkads + Pro.dy Pra.ds)
di,d2=1 l€I+ k2,k4€I+

+ Z Cryikks (Qry dy Qresds + Proydy Prads)
ki,ks€Zy

+ § Fklekl(le7dl Qk27dl - thdl Pk?vdl)}ql7d}
ki,ko€Zy

D
+ 3ky Z {Z{ Z Tikgehs (Qrads Prasde — Qhasda Prasdy)

dy,do=1 lEI+ ko,ka€Zy

+ Z Cryikks (Qkydy Pry,dy — Qra,ds Priydy)
ki,ks€Zy

+ ) fklkzkl(le,dlka,dz+Qk2,d1Pk1,d1)}pz,d} (A.8)
k17k2€I+

Simplificando las expresiones anteriores utilizando nuevamente la simetria de los coeficientes I';,;,1,;, ante
permutaciones de indices I; y utilizando el hecho de que los indices sobre las sumas son mudos y pueden
ser cambiados por dos indices genéricos s1,4; ¥y $2,4;, J = 1,2, ambos contenidos en Z, . De tal forma que
las nuevas expresiones quedan como:

D
(jk,d = 3k4 Z Z Z Fklslsg (Qsl,dl P52,d2 - SQsz,d2P81,d1)ql,d + ()‘ - wk)pk,d
di,d2=1 l€I+ 5178261+

— 3ky Z Z fklslsz (QslydeSZadQ + 3P51A,d1 PS2,d2)pl,d7 (A9)

€T 51,5261
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D
Dk,d = (A = wk)‘]k,d + 3k, Z Z Z Tkisyso (3Q81,d1 Qsz,dp + PSuleSz,d'z)qLd
di,d2=1 lEI+ 81732€I+

+ 3k4 Z Z f‘klsls2 (3Q52,d2P51,d1 - QS1,d1 P52,ds )pl,do (A.lO)
€T, s1,52€T4

Como Q,,,d; y P, 4;, (i =1,2,3,4, j = 1,2) son constantes respecto al tiempo, entonces las ecuaciones
(A29) y (AI0), se pueden expresar de la forma:

()= (5 ) () e
(@)-(% &) 8 () o

donde O, I, A, B y C son matrices de tamafio n; x n; con n; = dim{Z,} y los elementos de las
matrices estan determinados como

o equivalentemente

D
Akt = (A — wi) 61 — 3k Z Z Dkisyso (3Qs1,d1 @sz,ds + Psy s Posoda)s (A.13)
dy,d2=1 81,32€I+
D ~
Bkl = 3k4 Z Z I‘k715152 (3Q52,d2PSI,d1 - Qsl,d1P82,d2)7 (A14>
dy,da=1s1,52€ZL
D ~
Cri = —(A — wg) gt — 3ka Z Z Loy ss(Qsy.dy Qs,ds + 3Ps, d, Py ay)- (A.15)

di,d2=151,520€T

Con lo que finaliza la simplificacion de la separacién en parte real y compleja para la ecuacién varia-
cional [.95] de la seccién
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