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Resumen

Los sistemas complejos a menudo son dificiles de describir y entender porque estan
compuestos de un gran nimero de elementos interactuantes. Un buen ejemplo pue-
de verse en sistemas sociales: diversos componentes (personas, rumores, preferencias
electorales) interacttian simultaneamente (amistades en redes sociales, transmision de
enfermedades, cambio de preferencias electorales por presion social, etc.). Por la can-
tidad tan grande de elementos e interacciones, entender de manera integral sistemas
de este tipo se vuelve un problema dificil. Una representaciéon tutil para el estudio de
dichos sistemas es la generada por grafos o redes, donde los componentes del sistema
corresponenden a nodos y sus interacciones son las ligas o aristas entre ellos. Existen
diferentes tipos de propiedades dentro de dichas redes, las cuales se dividen en dos gran-
des grupos: estructurales y dinamicas. El propoésito de este trabajo es estudiar una del
segundo tipo, que es la percolacién, en especifico el problema de la percolaciéon éptima
que es dada una red compleja encontrar el minimo nimero de nodos a remover tal que
no exista un componente gigante. Para poder llevar a cabo este estudio es necesario
el conocimiento de ciertas propiedades estructurales o topoldgicas que son las que nos
pueden ayudar a determinar la fase en la que se encuentra la red en cuestiéon. En otras
palabras, necesitamos estudiar coémo varfan las propiedades estructurales para saber en
qué momento cambia una dinamica.

El hecho de hacer una remociéon de nodos implica que la red esta sometida a ataques y
dependiendo de la topologia inicial, serd més o menos vulnerable a ellos,esta propiedad
se llama robustez, pero dicha propiedad no es absoluta por lo que si una red es robusta
bajo un cierto tipo de ataques puede ser vulnerable a otro. En este trabajo se presenta
una propuesta de ataques 6ptimos dada la reducciéon de una energia definida en la red
para lograr una convergencia a una estrategia general 6éptima. También se consideran
otras estrategias y se hace una comparacion de los resultados obtenidos por medio de
todas ellas.

En concreto, la presente tesis tiene como objetivo, utilizando una red social de persona-
jes ligados al narcotrafico en México, encontrar el nimero minimo de nodos escenciales
que al ser removidos de la red, reduzcan el componente gigante, siendo éste un cla-
ro ejemplo del problema de percolacién 6ptima. Para lograr este objetivo se hace una
introduccién por la teoria general de redes, incluyendo similitudes con la teoria de per-
colacién. Posteriormente se introduce a la recientemente propuesta centralidad llamada




Collective Influence para poder tener un entendimiento de las bases en las que se susten-
ta dicha teoria. Posteriormente se hacen comparaciones de percolacién como fenémeno
dindmico en distintas redes de ejemplo para poder después realizar la metodologia al
caso de estudio y analizar los resultados obtenidos. Para poder realizar este trabajo fue
necesaria la implementacion computacional de todos los métodos descritos debido a la
naturaleza no so6lo de esta red sino de las redes de la vida real en general.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Complejidad

La ciencia de la complejidad, como un acercamiento emergente a la investigacion,

es el estudio de los sistemas. No es en si una sola teoria, sino una colecciéon de ellas, que
se basa ene herramientas multidiciplinarias. La complejidad y las redes tienen como ob-
jetivo el estudio de la dinamica colectiva, son un area de investigacién interdiciplinaria
que busca mejorar nuestro entendimiendo de los sistemas complejos, es decir, sistemas
compuestos por un gran namero de partes interactuantes.(15)
Las ciencias de la complejidad estan en un rapido crecimiento a nivel mundial gracias
al reto de entender problemas en economia, medicina, epidemiologia, transporte, neu-
rociencia, gendmica, reconocimiento de patrones, deteccién de comunidades, crimen,
ecologia, cambio climético, redes sociales, publicidad y demas temas de interés. A pesar
de las diferencias en la naturaleza de los casos anteriormente descritos, se han econtrado
muchas cuestiones en comtn. Por ejemplo, podemos encontrar que sistemas complejos
dindmicos que van de ecosistemas a mercados finacieros y el clima, suelen tener cam-
bios repentinos de comportamiento en los cuales puede ocurrir un giro inmediato a un
régimen dindmico contrastante. Aunque predecir dichos puntos criticos, es decir, donde
ocurren dichos cambios drasticos, antes de que sean alcanzados es extremandamente
dificil. Trabajos en diferentes campos cientificos sugieren la existencia de sefales tem-
pranas genéricas que pueden indicar si se estd acercando un umbral critico para una
amplia variedad de sistemas.(14).

Consideramos la mecanica estadistica como una metodologia matemética para entender
las propiedades de los sistemas en cuestiéon asi como sus interacciones. Esto a menudo
involucra el uso de probabilidad y diversas ramas de las matematicas, que al ser uni-
versalmente utilizadas, generan ideas para la aplicacién en otras areas.

Los experimentos confinados a laboratorios y simples muestras estadisticas, son muchas
veces demasiado simplificados e idealistas como para poder estudiar varias de las pre-
guntas mas interesantes en el area de la complejidad, por lo que se debe buscar obtener
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datos reales de los sistemas, asi, la investigacién tedrica de las ciencias de la complejidad
deben tener una base de datos obtenida de sistemas reales para poder hacer posible la
identificacion de cuestiones comunes entre ellos.

1.2. Redes complejas

Las redes complejas son conjuntos de muchos elementos conectados, que en su re-
presentacién matematica son llamados nodos que interactiian de alguna forma. A los
nodos de una red también se les llama vértices y los representaremos por los simbolos
v1, V9, ..., N, donde N es el nimero total de nodos en la red. Si un nodo v; esta conec-
tado con otro nodo vj, esta conexion se representa por una pareja ordenada (v;,v;), o
simplemente v;v; y se le llama arista. De esta manera definimos:

Definicion 1. Una red es el par ordenado G = (V, E) donde V' es el conjunto de nodos

y E es el de aristas existentes en ella.

Existen dos tipos de redes, las dirigidas y las no dirigidas. Las ultimas son las que

tienen conexiones simétricas entre nodos, es decir, dada una red G, si v;v; € G, enton-
ces, vjv; € G. Mientras que en las primeras no todas las conexiones son simétricas.
También es importante definir el concepto de componente, que es el conjunto de nodos
que estan conectados entre si pero no lo estan con el resto de los nodos de la red. Los
componentes en una red pueden tener diferentes érdenes, que van desde 1 (un sélo nodo
que no estd conectado a otro) hasta el orden de toda la red (todos los nodos estén co-
nectados con todos), en cuyo caso la red consta de un sélo componente. Es importante
enfatizar que el hecho de que un componente no esté conectado al cuerpo principal de
la red no significa que no pertenezca a ella. La red no estd determinada sélo por las
conexiones, sino también por los nodos que conforman al sistema.
Las interconexiones en las redes complejas giran al rededor de un grupo de nodos esen-
ciales, mucho méas pequeno que el del total, los cuales pueden causar el esparcimiento de
informacion a través de la red (18), o por el contrario, si son inmunizados, prevendrian
la difusion de una epidemia a gran escala(20). Localizar estos nodos 6ptimos (cantidad
minima) es uno de los mayores problemas de la ciencia de las redes complejas, por
lo cudl, en este trabajo se pretende hacer un acercamiento mediante el estudio de la
percolacién en la red descrita.

1.3. Estudio de las redes complejas

Existen dos campos de estudio principales en el area de las redes complejas los cuales
ademés de ser diferentes son también complementarios, estos son: Estructura y Dind-
mica. En el primero se estudian las propiedades topologicas del sistema, las cuales son
también las estructurales y nos dicen cémo es que estan conectados los elementos de
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la red, es decir, los nodos. La dindmica estudia el cambio en la red, el cual puede ser
fenomenolégico o estructural.

La teoria de gréficas aleatorias fue introducida por Paul Erddés y Alfréd Rényi en 1960,
cuando Erddés descubrié que métodos probabilisticos solian ser de ayuda para estudiar
problemas en teoria de graficas.

Algunas de las propiedades méas importantes que determinan la estructura (o topologia)
de una red son las siguientes:

1. La distribucion de conexiones (o vecinos) P(k): Es la probabilidad de que
un nodo escogido al azar tenga (k) conexiones (o vecinos).

2. El coeficiente de agregacion C': Es la probabilidad de que dos nodos conectados
directamente a un tercer nodo, estén conectados entre si. Por ejemplo, en una red
de amistades, es la probabilidad de que dos de mis amigos sean ellos mismos
amigos uno del otro.

3. La longitud minima L;; entre dos nodos v; y v;: Es el niimero minimo de
pasos que se tienen que dar para llegar de un nodo v; a v; de la red.

4. La distribucion de 6rdenes de componentes P(s): Es la probabilidad de que
un componente esté compuesto por s nodos.

5. El orden del componente mas grande, al que denotaremos por Ss.

En una red, los nodos ademés de estar conectados también interactiian y estas in-

teracciones dan lugar a fendémenos dinamicos interesantes. Por esto es que ademaés de
estudiar las propiedades estructurales de una red también es importante hacerlo a sus
propiedades dindmicas una vez que sabemos de qué manera interactian los nodos. Por
ejemplo, las enfermedades en una sociedad no son estaticas, sino que se propagan por
toda la poblacion dando lugar a epidemias.(2)
Algunos ejemplos de propiedades dinamicas son los cambios en las distribuciones en el
tiempo, evolucién, adaptaciéon, decaimiento y en especial, dentro de estas propiedades
dindmicas se encuentra el tema central de estudio de este trabajo que es la percolacién
como transicién de fase y proceso difusivo.

Para hacer anélisis de redes se cuenta con varios tipos de representaciones alge-
braicas que nos dan la posibilidad de estudiar los tipos de propiedades mencionados
anteriormente. Por ejemplo, se puede representar a la red por medio de una matriz que
contenga la informacion de cuantos nodos componen a la red en cuestion y cuéles de
ellos estan conectados.

Definicién 2. Matriz de Adyacencia. Cualquier red puede ser representada por una

matriz de adyacencia que estd definida como:
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1 si hay un enlace del nodo j al nodo i
Aij =
0 si no lo hay
Esta matriz no es la Gnica que nos genera una representaciéon matemética de una

red, hay muchas otras que contienen la informacién necesaria de acuerdo al problema
que se quiera resolver. Para los fines de esta tesis es conveniente definir la siguiente:

Definicién 3. Matriz Non-Backtracking (NB). También llamada Matriz de Has-
himoto, es una representacion de la estructura de las aristas de una red. Es usada para
identificar caminos sin regresos, es decir, contiene la informacion de la secuencia de
aristas a sequir en una caminata sobre la red tal que si se camina i — j, la matriz
da la informacion de qué aristas j — k estdn permitidas como siguiente movimiento
excluyendo explicitamente la posibilidad j — 1.

lsib=iyj#k

Bk—>€,z’—>j = (1-1)
0 en cualquier otro caso.

Todas estas matrices cumplen la propiedad de ser cuadradas, por lo que se puede
esperar que sus eigenvalores contengan alguna propiedad de interés. Lo que en efecto
es cierto y ha dado lugar a un gran campo de investigaciéon que son las propiedades
espectrales asociadas a las redes teniendo particular interés los 2 eigenvalores de norma
mayor, para los cuales es importante notar que por definiciéon estas matrices tienen
estrictamente todas sus entradas reales y positivas o cero, lo que es conveniente para
estudiar su espectro por el teorema de Perron-Frobenius.

Definicién 4. Teorema de Perron-Frobenius. Una matriz cuadrada real con entra-
das positivas, tiene un unico mdximo eigenvalor real y su eigenvector puede ser escogido
para tener estrictamente componentes positivos. Dicho eigenvalor, llamado en ocasiones

etgenvalor Perron-Frobenius, es real y positivo.

1.3.1. Modelo de Erdés-Rényi

Una gran parte de la teoria desarrollada para redes complejas estda basada en la
extrapolacion de los resultados en las que son de tipo Erd&s-Rényi que a su vez son
implementaciones de teorias de otras ramas de la ciencia. Por esta razéon es que es
importante dar una pequena introducciéon a este tipo de redes. Erdgs y Rényi definen
una red aleatoria como aquella con N nodos etiquetados conectados por n aristas, las
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cuales son escogidas al azar de las N(IN — 1)/2 posibles. En total, hay C(n—1)/2 Tedes
con N nodos y n aristas, formando un espacio de probabilidad en el que todas ellas son
equiprobables. (21)

Una definicién equivalente es el modelo binomial, el cual empieza con N nodos y cada
par de ellos es conectado con probabilidad p. Consecuentemente el ntimero total de
aristas es una variable aleatoria con esperanza E(n) = p[N(N — 1)/2]. Si Gy es una
red con nodos vy, vs, ..., vN y n aristas, la probabilidad de obtenerla por este proceso de
construccion es P(Gg) = p(1 — p) NINV=1)/2)=n

La teoria de redes aleatorias estudia las propiedades del espacio de probabilidad asociado
a las redes que tienen N nodos cuando N — oo. La primera propiedad de las redes
aleatorias estudiada por Erdds y Rényi fue la apariciéon de una subred.

Definicion 5. Subred. Una red G1 que consiste de un conjunto de Vi de nodos y otro

E, de aristas es una subred de G ={V,E} siV, CV y E; C E.

1.3.2. Red tipo arbol

Los arboles son redes que no contienen ciclos. Representan estructura jerarquica de
forma grafica, son muy simples pero tienen una estructura muy rica.
Una red aciclica conectada es llamada drbol. A sus aristas se les suelen llamar ramas
y por su estructura jerarquica, a los nodos de los que no se desprenden otros se les
llaman nodos hoja. Para los objetivos de esta tesis es necesaria la definiciéon de una red
localmente tipo arbol, pero es conveniente definir primero otros conceptos.

Definicion 6. Si v es un nodo de una red G no dirigida, entonces el conjunto de todos
los nodos adyacentes a v en G es llamado vecindario de v en G y se denota como Ng(v)

o simplemente como N(v).

Definicién 7. Si una red G no dirigida (sin loops' o aristas repetidas) tiene la propie-
dad de que para cada nodo v de G, el vecindario N(v) de v induce una subred conectada

de G, entonces G es localmente conectada.(8)

Definicion 8. Una red G no dirigida es llamada localmente tipo drbol, si por cada nodo
vde G, la subred de G inducida por el vecindario N(v) es un drbol. (Una red que consiste

en un sélo nodo también es considerada un drbol.)(3)

1Un loop es un enlace entre un nodo y él mismo.
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1.3.3. Modelo de Watts-Strogatz

Este modelo genera redes aleatorias con distancias pequenas entre todos los nodos y
un coeficiente de agrupamiento alto, esto es, cuantas aristas tiene de todas las posibles.
A las redes que cumplen estas propiedades se les llama de Mundo Pequeno.

Definicién 9. Red de Mundo Pequeno. Es un tipo de red en la cual la mayoria de
los nodos no son wvecinos entre st pero por lo general existe un camino de pocos pasos
por el cual se conectan. Especificamente se definen como las redes donde la distancia
media L entre dos nodos escogidos aleatoriamente, crece proporcionalmente al logaritmo

del nimero de nodos N en la red, esto es:

L < logN (1.2)

El algoritmo descrito por Watts y Strogatz para la generacion de éste tipo de redes
requiere definir primero otro tipo de redes.

Definicion 10. Reticulo. Es una red que forma un enrejado regular.
Reticulo anular. Es una red que se obtiene al tomar un ciclo y conectando cada vértice

a los vecinos de su vecindario.

Watts y Strogatz propusieron un modelo que depende de un sélo parametro que
interpola entre un reticulo de orden finito y una red aleatoria. El algoritmo de construc-
cion es el siguiente:

Orden: Empezamos con un reticulo anular de N nodos en donde cada uno de ellos estéa
conectado a sus primeros K vecinos (K /2 de cada lado) para asi tener una red
dispersa pero conectada.

Aleatorizar: Aleatoriamente reconectar cada arista con probabilidad p tal que los loops y las
aristas duplicadas estan prohibidas. Este proceso introduce pN K/2 aristas que
conectan nodos que de otra manera serian parte de diferentes vecindarios. Al
variar p se puede monitorear de cerca la transicion entre completez (p = 0) y
aleatoriedad(p = 1).
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1.4. Percolacién en redes complejas

Uno de los hallazgos més interesantes de la teoria de redes aleatorias es la existencia

de una probabilidad a la cual se forma un componente gigante, esto es, existe una
probabilidad critica p. tal que por debajo de p. la red estd compuesta por clusters
aislados pero arriba de p. un componente gigante abarca la red entera. Este fenémeno es
muy similar a la transicién de percolacién, un tema bastante estudiado en matematicas
vy mecanica estadistica.
En efecto, una transicion de percolaciéon y que un componente gigante emerja es el mismo
fenomeno expresado en diferentes lenguajes. Sin embargo, la teoria de percolacién no
reproduce las predicciones de la teoria de redes aleatorias por lo que debe estudiarse
desde una perspectiva diferente.
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Figura 1.1: Reticulo en fase critica (derecha) y subcritica (izquierda) de percolacion.

1.4.1. Cantidades de interés en la teoria de percolacion

Consideremos un reticulo d-dimensional cuyas aristas estan presentes con probabili-
dad p. La teoria de percolacion estudia el que caminos que percolan emerjan a través del
reticulo (que empiezan de un lado y terminan en el opuesto). Para una p pequenia sélo
unas pocas aristas estan presentes, por lo que inicamente se forman pequenos clusters o
grupos de nodos conectados, pero a una cierta probabilidad critica p., llamada umbral
de percolacion, un cluster percolante de nodos conectados aparece (ver figura 1.1), el
cual es llamado cluster infinito dado que su orden diverge cuando el del reticulo lo hace.
Las cantidades principales de la percolacién son las siguientes:
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1. La probabilidad de percolacion P, es la probabilidad de que un cierto nodo perte-
nezca al cluster infinito:

P=PF,(ICl=00)=1- Y PBy(C|=>s), (1.3)
§<00
donde P,(|C| = s) denota la probabilidad de que el cluster en un principio tenga
orden s. Es facil ver que:

0 Si
p= P < Pe (1.4)
>0 sip>pe.

2. El orden promedio del cluster < s >, definido como:

<s>=E,(C)) =Y _sB(IC| = s), (1.5)
s=1

dado el valor esperado del orden del cluster. Como < s > es infinito cuando P > 0,
es 1til trabajar con el orden promedio de los clusters finitos quitando al infinito
del sistema (|C| = o0)

< s >T=E,(|C|,|C| < 00) = Y sB,(IC| = ). (1.6)

s< o0

3. La distribucion de drdenes de los clusters ng, definida como la probabilidad de un
nodo de tener una posicién fija en un cluster de orden s

1
ns = gPp(]C’| =s). (1.7)
Hay que notar que ns no coincide con la probabilidad de que un nodo sea parte
de un cluster de orden s. Al fijar la posiciéon del nodo en el cluster escogemos s6lo
uno de los s posibles nodos, que se puede ver por el hecho de que P,(|C| = s) es
dividida por s, garantizando que contamos cada cluster sélo una vez.

Estas cantidades son también de interés para las redes aleatorias pero hay una gran
diferencia respecto a la teoria de percolaciéon pues esta estd definida en un reticulo
d-dimensional. En una red aleatoria podemos definir una distancia no-métrica sobre
las aristas, pero como todos los nodos estdn potencialmente unidos por una arista, no
hay un reticulo de dimensiéon pequena en la cual una red pueda ser incrustada. Sin
embargo, ambas teorias convergen en el limite de dimension infinita (d — oo) de la
percolacion. Afortunadamente muchos resultados en la teoria de percolaciéon pueden ser
generalizados a dimensiones infinitas por lo que los resultados obtenidos en su contexto
pueden ser aplicados directamente a redes aleatorias también.
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1.4.2. Resultados generales

1. La fase subcritica (p < pc)
Cuando p < p., s6lo pequeiios clusters de nodos conectados estdn presentes en el
sistema. La probabilidad de que se genere un camino que una al origen con un
nodo en la superficie, 0B(r), de una caja centrada en el origen y con longitud
2r por lado decae exponencialmente si P < 0o. Podemos definir una longitud de
correlacion € como la longitud caracteristica del decaimiento exponencial

P[0 < 8B(r)] ~ 7"/, (1.8)

donde 0 «» 9B(r) significa que hay un camino del origen a un nodo cualquiera
en 0B(r). La ecuacion (1.8) indica que el radio de un cluster finito en la region
subcritica tiene un decaimiento exponencial y que la longitud de correlaciéon re-
presenta el radio promedio de un cluster finito. £ es igual a 0 para p = 0 y se va
a infinito cuando p — p..

El decaimiento exponencial del radio del cluster implica que la probabilidad de
que un cluster tenga orden s, P,(|C| = s), también decae exponencialmente para
una s grande:

P,(IC| = 5) ~ e=*P* cuando s — oo, (1.9)
con a(p) — oo cuando p — 0y a(p.) = 0.

2. La fase supercritica (p > p.)
Para P > 0 existe exactamente un cluster infinito y en esta fase las cantidades
mencionadas anteriormente son dominadas por la contribucién de dicho cluster;
por lo que es ttil el estudio de las probabilidades correspondientes en términos de
clusters finitos. La probabilidad de que haya un camino del origen a la superficie
de la caja de longitud de lado 2r que no es parte del cluster infinito decae expo-
nencialmente como

P,[0 ¢ 8B(r),|C] < 0] ~ e ¢, (1.10)

A diferencia de la fase subcritica, el decaimiento del orden de los clusters, P,(|C| =
5 < 00), sigue una exponencial alargada, e” (p)s(d7t>/d, que es la primera cantidad
importante que depende de la dimensién del reticulo, pero incluso esa dependen-
cia se desvanece cuando d — o0, y la distribucién de orden del cluster decae

exponencialmente como en la fase subcritica.
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1.4.3. Similitudes entre teoria de redes aleatorias y percolaciéon

En la teoria de redes aleatorias estudiamos una red de N nodos, con cada par de
ellos estando conectado con probabilidad p. Esto corresponde a percolacién en maximo
N dimensiones, tal que cada dos nodos conectados son vecinos y las aristas entre los
nodos de una red lo son también en el problema de percolacion. Como la teoria de
redes aleatorias estudia el regimen de N — oo, es analogo a la percolaciéon de dimensién
infinita. En redes aleatorias de IV nodos, el umbral de percolaciéon, que denota la proba-
bilidad de conexién a la cual aparece un cluster gigante debe ser p. ~ 1/N. En efecto,
esta es exactamente la probabilidad critica de una transiciéon de fase hacia la aparicién
de un componente gigante.

1. Parap <p.=1/N

= La probabilidad de apariciéon del componente gigante en una red, y un cluster
infinito en percolacién es igual a 0.

= Los clusters de redes aleatorias son arboles, mientras que en percolacién tie-
nen una estructura fractal y un perimetro proporcional a su volumen.

» El cluster méas grande en una red aleatoria es un arbol con In(N) nodos,
mientras que en percolacion general P,(|C| = s) ~ e~%/%¢ sugiriendo que el
orden del cluster mayor escala como In(N).

2. Parap=p.=1/N

= Un tnico cluster gigante o cluster infinito aparece.

» El orden del cluster gigante es N%/3, mientras que para percolacion de di-
mension infinita P,(|C| = s) ~ s73/2, asi el orden del cluster mas grande
escala como N2/3.

3. Parap>p.=1/N

» El orden del cluster gigante es (f(p.N) — f(pN))N, donde f es una funcion
que decrece exponencialmente con f(1) = 1. El orden del cluster infinito es
PN (p - pc>N :

= Fl cluster gigante tiene una estructura compleja que contiene ciclos, mientras
que el cluster infinito ya no es fractal sino compacto.(21)

10
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1.5. Percolacién 6ptima

El vector n = (nq,ng,...,ny) representa cual nodo esta presente dentro de una red
y cudl es removido. Adoptamos la convencion que n; = 1 si el nodo i esté presente, y
n; = 0 si es romovido. La fracciéon total de nodos romovidos es denotada por ¢:

| X
q:l—N;nizl—(m. (1.11)

Llamamos G(q) a la fraccion de sitios ocupados que pertenecen al componente conectado
gigante (méas grande) que en el limite N — oo representa la probabilidad de existencia
de dicho componente gigante. El problema de la percolaciéon 6ptima es encontrar la
fraccion minima g. de nodos tales que al ser removidos G(g.) = 0:

g. = min{q € [0,1] : G(q) = 0}. (1.12)

Para ¢ > q., la red consiste en una colecciéon de clusters de nodos cuyos érdenes son
subextensivos!. Alternativamente, por una fraccion fija ¢ < ¢., buscamos la configura-
cién de nodos removidos tales que nos da el minimo componente conectado gigante no
cero.

El problema de la percolacién 6ptima tiene muchas aplicaciones en las redes del
mundo real, pues la seleccién de los nodos por medio de los parametros antes descritos
son justamente los que provocan que un flujo se esparza rapidamente dentro de la red
si dicho flujo es introducido por ellos o que si son removidos, dicho flujo avance méas
lentamente.

1.5.1. Robustez y ataques

Al realizar una remocion de nodos en una red se cambian las caracteristicas generales
de la misma, por lo que es importante cuantificar cémo varian dichas caracteristicas al
llevar a cabo esta accion.

Definicion 11. La habilidad de resistir fallas y perturbaciones es un atributo critico
para muchos sistemas complejos incluyendo las redes y se le conoce como robustez, a
la que también se le puede definir como la capacidad del sistema para mantener su

estructura o sus funciones intactas cuando estd sujeto a una perturbacion.

La forma méas comin de medir la robustez de una red es evaluar sus propiedades
después de la eliminacion de uno o varios elementos (sean nodos, aristas o la combinacion
de ambos), donde dicha remocién puede ser aleatoria, simulando una falla, o puede ser

'No suficientemente grande.

11
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dirigida a un elemento imporante, simulado un ataque (22).

La remocién de nodos en forma dirigida por lo general empieza eliminando a los nodos
mas importantes, a los cuales les podemos otorgar esa cualidad por medio de diversas
medidas a las cuales llamaremos centralidades.

Definicion 12. Centralidad: Valor que se le da a un nodo como identificador de su
importancia dentro de la red.

La palabra importancia tiene muchos significados y eso nos lleva a diferentes defini-
ciones de centralidad.

Definiciéon 13. Centralidad de Grado(Degree): El nimero de conexiones incidentes

en un nodo.

Cp(v;) = deg(v;)

Esta centralidad es importante para responder muchas preguntas que surgen co-
munmente respecto a las redes como lo puede ser la popularidad de las personas o la
importancia de un puerto econémico.

Definicion 14. Cercania(Closeness): La lejania de un nodo estd definida como la
suma de su distancia geodésica a todos los otros nodos, y su cercania es el reciproco de

ella. Esto es:

CC(Ui) - fj_Llij

Con n el numero de nodos totales.

Este concepto es utilizado cuando es importante saber qué nodos podemos utilizar
de pivote para hacer conexiones con el resto tal que la distancia que recorramos sea
la minima. Por ejemplo, si diario se visitan las mismas tres estaciones del Metro, por
medio de esta centralidad podriamos encontrar cerca de cual podriamos vivir para que
el traslado sea el minimo.

Definiciéon 15. Centralidad de Intermediacion(Betweenness): El nimero de veces

que un nodo se encuentra dentro del camino mds corto entre otros dos nodos.

bjik
Colu) = 2 4
7.k

donde bjy, es el nimero de caminos mds cortos desde el nodo j hasta k, y bj; el nimero

de ellos que pasan por el nodo 1.

12
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La intermediacién o betweenness es de gran importancia para saber los nodos més
probables por los que haya un flujo. Es decir, es particularmente util para las propiedades
dindmicas.

Definicion 16. Centralidad de Eigenvalor: Es el eigenvector correspondiente al
mayor eigenvalor de la matriz de adyacencias, se organiza por la entrada de mayor

valor correspondiente al eigenvector.

Este es un método basado en la teoria espectral de grafos, del cual deriva la centra-
lidad introducida en los siguientes capitulos. Esté relacionado a la conectividad de los
nodos, pues las entradas del eigenvector estan en funcion de las aristas incidentes. Este
tipo de centralidad nos da un poco més de informacién respecto a la topologia de la
red pues le da un valor alto a los nodos que pertenecen a ciclos y también a los que se
encuentran adentro de caminos, dejando los valores menores a los mas externos. Para
la obtencién numérica de el vector asociado al mayor eigenvalor se puede hacer uso del
método de potencias.

Definicion 17. Método de potencias.

s Sean A, Mg, ..., \n los eigenvalores de una matriz A de n X n. A1 es el mayor

eigenvalor de A si |\ > |Ni|,1=2,...,n

= Se toma una aprozimacion inicial xXg a vector asociado al eigenvalor mayor, que
debe ser un vector no cero en R™ y se genera la siguiente secuencia:
X1 = AX()

X9 = AX1 = A(AXO) = A2X0

X, = AXp_1 = A(Ak71X0) = AkXO.

Como podemos escribir cualquier vector en el espacio de A como una combinacion
lineal de sus eigenvectores ya que estos son linealmente independientes y como
Av = M para un v eigenvector y una X eigenvalor, entonces A(Av) = A(Av) =
Muv = \2v y asi sucesivamente a cada iteracion del método de potencias por
lo que: A¥v = Nfvu. Si se aplica lo anterior a la combinacion lineal que forma
al vector xy en cuestion, entonces cada vez los términos que no corresponden al

mayor eigenvalor se vuelven despreciables porque cada vez son mds chicos que el

13
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asociado a €l. De esta manera, X tiende al eigenvector propio asociado al mayor

etgenvalor.

= La aprozimacion inicial xo no influye en la convergencia hacia el eigenvector

asociado al eigenvalor mayor.

» Como xi, = AFxg = Nx:

x| = |A*] [|xo]
Bl el
A1 = ol

» Por el teorema de Perron-Frobenius dicho eigenvalor es real y positivo por lo que
podemos quitar el valor absoluto y:
1
N\ = (I\)«kll)E
B

Ya teniendo estas definiciones podemos usar un ejemplo para observar como se dan
los distintos valores de centralidad.

10

Figura 1.2: Ejemplo de centralidades.

Para ver como un nodo puede tener una cierta importancia dentro de una red me-
diante un tipo de centralidad y otra diferente por otro método, podemos calcular dichos
valores para la red 1.2. Aniadiendo ademas de las centralidades anteriormente descritas,
una quinta que se definiré en el siguiente capitulo.

14
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Nodo | Degree | Closeness | Betweenness | Eigenvalor | CIO(i, 2)
1 ) 0.64 o4 1.18 4
2 3 0.47 16 1.41 4
3 3 0.45 0 1.26 2
4 1 0.33 0 0.50 0
) 1 0.41 0 0.77 0
6 1 0.41 0 0.77 0
7 3 0.56 33 1.14 6
8 1 0.37 0 0.37 0
9 1 0.41 16 0.44 4
10 1 0.3 0 0.20 0

Tabla 1.1: Comparacion de centralidades.

En el anéilisis de vulnerabilidad y robustez de las redes complejas, los resultados de
Albert, Jeong y Barabasi(22) marcaron un punto de partida; encontraron que algunos
aspectos de dichas propiedades dependen de la topologia de las redes, en particular de
la distribucién de grado nodal. Asi, las redes libres de escala son consideradas como
robustas ante errores o fallas aleatorias en el sistema, mientras que son vulnerables a
ataques dirigidos a los nodos mas conectados. En contraposicion, las redes aleatorias
son robustas ante los ataques dirigidos a nodos muy conectados.

Por otro lado, los resultados de Newman(17) muestran que las redes con configuracion
selectiva en sus distribuciones de grado son mas robustas ante la remocién de nodos
altamente conectados. Una configuracion selectiva se da cuando los nodos con mayor
nimero de conexiones estan enlazados con otros nodos altamente ligados. Este compor-
tamiento se observa en redes sociales, mientras que las redes tecnolégicas y biologicas
tienden a no tener una configuracién selectiva. Estos resultados sugieren que las redes
sociales son menos vulnerables que las biolégicas o las artificiales a ataques a sus nodos
mas importantes.
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Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

La finalidad principal de este trabajo consiste en encontrar y justificar una me-
todologia 6ptima para encontrar una subred tal que al remover esta, se genere una
percolacion 6ptima, es decir, dadas las herramientas de estudio de las propiedades di-
némicas y estructurales de las redes se propone una combinacién minima de nodos de
las mismas para que se pueda considerar que la red resultante no cuenta con un com-
ponente gigante. Para esto se describe la metodologia para realizar ataques dirigidos y
hacer comparaciones de las modificaciones topoldgicas que se van presentando a cada
iteracion y mediente dichas variables estructurales encontrar el punto critico en que se
modifica la propiedad dindmica de percolacién, es decir, cuando pasa del estado en el
que percola al que no. Una vez que se cuente con las herramientas necesarias, se aplica-
ran estas a la red del narcotrafico en México propuesta por Jesis Espinal, et. al. (11),
por lo que propondremos una estrategia 6ptima de remocién de personajes tal que la
red se pueda considerar destruida o fragmentada y también presentar cémo se modifica
la topologia en la red dependiendo de las estrategias utilizadas para poder llevar a cabo
una comparacion.

2.2. Objetivos especificos

2.2.1. Estudio de Collective Influence

Como la teoria de redes es un campo de estudio muy reciente y que ha despertado
mucho interés en los tltimos afios, la cantidad de métodos de estudio y resultados que
se publican anualmente es muy alta. Muchas de las centralidades que se utilizan ain
para otorgar importancia a los elementos en una red, son de caracter heuristico por lo
que son muy pocas las metodologias que se desarrollan con un motivo enfocado, dentro
de las que si lo tienense encuentra el caso de Collective Influence(7), una medida de
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centralidad recientemente desarrollada con el objetivo de maximizar o minimizar flujos
de cualquier tipo en una red. Por ello como primer objetivo de este trabajo se tiene la
comprension y el desarrollo de la teoria en la que se basa esta medida.

2.2.2. Implementacién computacional

Debido a la alta complejidad en las redes del mundo real, es imposible un estudio
analitico manual por lo que el uso de la computadora es esencial para llevar a cabo el
desarrollo de este trabajo. De esta manera, se debe primero hacer una representaciéon
computacional de las redes que se vayan a estudiar . Una vez que se tienen las represen-
taciones es necesario hacer implementaciones de cada una de las centralidades a utlizar
y posteriormente el de los ataques dirigidos. Después de esto sera necesario generar las
herramientas que permitan comparar las redes resultantes entre las distintas estrate-
gias, para finalmente realizar dicha comparaciéon. Para todo lo anterior se utilizara el
lenguaje Julia, que esté enfocado al computo cientifico.

2.2.3. Comparacion y discusion

El objetivo final consiste en comparar los resultados obtenidos por medio de las
implementaciones computacionales y hacer un anélisis cualitativo mediante las propie-
dades cuantitativas encontradas para poder llevar a cabo una interpretacion.
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Capitulo 3

Marco teodrico

En este capitulo se presentara la construcciéon del método de Collective Influence,
para el cual se define una funcién de energia en la red y se encuentra la contribu-
cion de cada nodo en ella, para poder hacer una disminucién de la misma al remover
Optimamente una selecciéon de los mismos.

3.1. Influencia Colectiva (Collective Influence)

En la seccion 1.5 se defini6 el problema de la percolacion 6ptima el cual se aborda
para su estudio en este capitulo. Debemos considerar de la teoria de percolaciéon éptima
que un nodo ¢ puede ser desconectado del componente gigante G, porque fue directa-
mente removido o porque lo fue por remocién de otros nodos. En el primer caso n; = 0
mientras que en el segundo n; = 1. Asi, podemos ver que n; no nos puede decir si el
nodo i pertenece a G 0 no, por lo que necesitamos una variable que nos proporcione
dicha informacién, la cual es la probabilidad del nodo 7 de pertencer al componente
gigante, v; y establecemos v; = 1sii € G, y v; = 0 si no.

La fracciéon de nodos en el componente gigante, al remover ¢ de ellos de la red, esta
dada por:

1 N
Gla) = (3.1)
=1

En principio, la percolaciéon éptima minimiza el componente gigante sobre las configu-
raciones de n. Sin embargo, una forma funcional explicita de G(n) no es factible, por
lo que se hace un acercamiento al minimizar sobre n de los eigenvalores que controlan
la estabilidad de la solucién de percolacién, la cual puede ser escrita explicitamente en
términos de n. Primero hay que encontrar la relacion entre el vector v = (v, ...,un) ¥
el vector n = (nq,...,nyN).

Consideremos dos nodos conectados 7 y j con la arista dirigida hacia j, al remover wvir-
tualmente j de la red, la pregunta a responder es si el nodo ¢ pertence a G o no. Esta
informacion es proporcionada por la variable v;_,; = 1,0 que representa la probabilidad
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de ¢ de pertencer al componente gigante conectado en la ausencia de j. Evidentemente
Viwj = 0 si n; = 0. Asi que el caso interesante es cuando n; = 1. Recordando que j
estd momentaneamente ausente de la red, la probabilidad de que ¢ pertenezca a G esté
determinada por el hecho de que al menos uno de los vecinos de i diferentes de
j pertence a G cuando ¢ es virtualmente removido de la red. Para una red
localmente tipo arbol esto puede ser expresado como:

Visj =14 1-— H (1 - Vkﬁi) s (32)
kedi\j

Donde 0i \ j es el conjunto de vecinos de i menos j. Si volvemos a anadir a j a la red,

obtenemos:
v =n; [1 - H (1- Ukai)] . (3.3)
keoi
El sistema definido en la ec. (2.2) siempre admite la soluciéon v;_,; = 0 para todo i — j.
Como consecuencia también v; = 0 para todo 7, lo que nos da G = 0. Esta solucién es
estable, dado que el mayor eigenvalor del operador lineal representado por la matriz de
2F x 2F definida sobre las aristas dirigidas k& — £, — j:

imj (3.4)

‘Viaj:O

Mk—>é i—j — A,
) J a
Vi—e

es menor que uno(16). Llamamos A(n;q) al eigenvalor mayor del operador M, el cual
depende del vector n y anadimos una dependencia paramétrica de la fracciéon de nodos
removidos ¢q. Asi, la estabilidad de un conjunto soluciéon n de G = 0 es determinada por
la condicion A(n;q) < 1.

Para una fracciéon fija g en general existen muchas posibles configuraciones de n que
satisfacen la ec. (1.11). Cuando ¢ < ¢. con cada configuracion de n obtenemos A(n;q) >
1, dado que es imposible encontrar un conjunto de nodos a remover tal que G(q) = 0,
por lo que corresponde a la inestabilidad de la solucién v;_,; = 0 dado por un un valor de
A(n; ¢) mayor que 1. Por el contrario, cuando ¢ > ¢., tenemos dos distintas posibilidades:
existe una configuracion n tal que A\(n;q) > 1 lo que corresponde a una remociéon de
nodos no 6ptima que es incapaz de destruir al componente gigante (G(q) > 0); y por otro
lado, es posible encontrar otra configuracion para la cual A\(n; ¢) < 1, lo que corresponde
a la red fragmentada con G(g) = 0. Como nos aproximamos a q. por arriba, ¢ — ¢,
el namero de configuraciones n tal que A(n;¢q) < 1 (y por lo tanto G(q) = 0) decrece y
eventualmente se desvanece en q..

La matriz M se puede obtener en términos de la matriz Non-Backtracking (NB) B para
una red aleatoria localmente tipo arbol por la ecuaciéon:

My—pi—j = 1niBr—t,i—j (3.5)
donde

B 1sil=iyj+#k,
k—Lli—j — .
A 0 en cualquier otro caso.
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3.1 Influencia Colectiva (Collective Influence)

El operador NB modificado M es representado por una matriz de 2F x 2F sobre las 2F
aristas dirigidas de la red. Por ejemplo, para la siguiente graficade V =6y E = 6:

La matriz M correspondiente es de 12 x 12 de la forma:

1—-2 2—-1 2—-3 2—-5 3—-2 3—4 3—-5 4—-3 5—-2 5—-3 5—=6 6—5
1—2 0 0 ng ng 0 0 0 0 0 0 0 0
2—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2—3 0 0 0 0 0 ns ns 0 0 0 0 0
25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ns ns 0
3—2 0 ng 0 ng 0 0 0 0 0 0 0 0
3—4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3—=5 0 0 0 0 0 0 0 0 ns 0 ns 0
4—3 0 0 0 0 n3 0 n3 0 0 0 0 0
5—2 0 ng ng 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5—3 0 0 0 0 n3 n3 0 0 0 0 0 0
5—6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6—5 0 0 0 0 0 0 0 0 ns ns 0 0

Tabla 3.1: Matriz Non-Backtracking para red de ejemplo.

En consecuencia del teorema de Perron-Frobenius, el eigenvalor mayor de la matriz
NB, B, es positivo y real mientras que el eigenvector correspondiente se puede escoger
tal que todas sus entradas sean positivas.

El eigenvalor de interés en nuestro problema es el mayor de la matriz M (no el de B ), la
cual es en efecto una apta modificacién de la matriz NB por la via de 6ptima remociéon
de n;. De esta manera, M es una matriz NB en una red modificada donde algunos
nodos son removidos de manera 6ptima (n; = 0). De acuerdo al teorema de Perron-
Frobenius, el eigenvalor mayor de la matriz B es una funcion estrictamente decreciente
de B, esto es si M < B (con la desigualdad refiriéndose a entrada por entrada de las
matrices), entonces A(M) < A(B). La matriz M puede obtenerse de B al poner uno o
algunos n; = 0. Asi, el problema de optimizacién para un ¢ dado puede ser visto como
encontrar la configuracion influyente 6ptima n* que minimice A(n;q) sobre todas las
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3. MARCO TEORICO

configuraciones posibles n que satisfagan (n) =1 — ¢. Sea A(n*;¢) este minimo:

A(n*;q) = :m’n A(n;q). (3.6)

El umbral 6ptimo g, es la solucién de la ecuacién:
A(n*;q) =1 (3.7)

Esta ecuacion es dificil de resolver pues no hay una féormula explicita para A(n;q) co-
mo funcion de n. Asi que proponemos una secuencia de aproximaciones al eigenvalor
mayor (y su eigenvector asociado) basadas en el método de potencias, el cual converge
rapidamente a la solucién exacta. Hay que subrayar que la solucién 6ptima exacta para
¢ — oo sirve so6lo bajo la suposicién de que la red en consideracion es localmente tipo
arbol porque de no ser asi, un camino cerrado sin retorno no terminaria en el mismo
nodo sino en un vecino.

Es de notar en el ejemplo que la matriz M no depende de nq, n4, ng, es decir, no depende
de las variables que no pertenecen al ciclo. Como consecuencia, su eigenvalor mayor no
depende de esos nodos, A = A(ng,n3, ns). Por lo que remover los nodos en los extremos
no reduce a A, el cual es 1 para la red considerada: A(1,1,1) = 1. Por el contrario, al
remover un nodo perteneciente al ciclo, la red se convierte en un arbol (o un bosque),
y el eigenvalor de Perron-Frobenius es cero: A(0,1,1) = A(1,0,1) = A(1,1,0) = 0. En
general el mayor eigenvalor de una red tipo arbol es cero, para redes con un ciclo, A =1
y para redes con mas de un ciclo A > 1. Por lo que podemos ver que el resultado de
minimizar el mayor eigenvalor de la matriz NB modificada es una forma de atacar a
los ciclos en la red. Cuando el eigenvalor alcanza el valor critico de uno (A = 1) la red
consiste en un soélo ciclo, que es destruido por la remocién de un sélo nodo, causando
una caida inmediata del eigenvalor de 1 a 0. Cuando el componente gigante es reducido
a una topologia de tipo arbol, se puede considerar completamente fragmentada, pues
cualquier arbol puede ser destruido al quitar un namero ya definido de aristas (las que
contenga el arbol).

3.1.1. Funcién de costo de energia de influencia

Dado que ¢ siempre se mantiene fijo, se va a omitir de forma que A(n;q) = A(n).
Para una configuracion dada n, el eigenvalor A(n) determina la tasa de crecimiento de
un vector no nulo arbitrario wq después de ¢ iteraciones de la matriz M, puesto que
w( tiene proyeccion no cero en el eigenvector correspondiente a A(n). Denotando con
wy(n) al vector en la (-ésima iteracion,

wy(n) = Mwy, (3.8)

podemos escribir de acuerdo al método de potencias:

A(n) = lim ['W(n)q v : (3.9)

£—00 | Wo |
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3.1 Influencia Colectiva (Collective Influence)

donde ) )
| we(n) [*= (we(n) | we(n)) = (wo | (MM | wo). (3.10)
Para una ¢ finita definimos:
| we(n) q Ve
A(n) = |ERA T 3.11
) = | (3.11)
por lo que tenemos:
A(n) = Zh’m Ae(n). (3.12)
—00

Ahora, para derivar la expresion analitica de \y(n).
Realizamos la primera aproximacion de £ = 1:

| wi(n)) = M | w). (3.13)

Para hacer esto, es conveniente incrustar la matriz M, cuya dimensiéon es 2F x 2F, a
un espacio de dimensiéon mayor N x N x N x N. En este espacio M esta dado por:

Mijke = niAij Ared i (1 — 0ir), (3.14)

donde cada indice va de 1 a N: 4,j,k,¢ = 1,..., N y A;; es la matriz de adyacencia.
Practicamente, tenemos representada M en los nodos de la red, en lugar de las aristas
dirigidas. Las deltas de Kroenecker garantizan la naturaleza sin retornos de las camina-
tas NB.

Como vector 2F-dimensional inicial en el espacio de las aristas, escogemos el vector con
todas sus componentes igual a uno, | wg) =| 1); la solucion 6ptima es independiente de
esta seleccion. Los componentes del vector andlogo N x N, | wy) en el espacio agrandado
de nodos esta dado por | wo)ij = Ajj.

El vector derecho | wi(n)) es:

| wi(n))i; =Y Mijre | wo)re = nj A (kj — 1), (3.15)
kot

mientras que el izquierdo (w1 (n) | esta dado por:

ij(wi(m) = " welwo | Mygij = niAij(ki — 1). (3.16)
ke
Como el factor k; — 1 aparece constantemente, es conveniente definirlo como:
zi =k —1 (3.17)

La norma | wq(n) |? es:

| wi(n) 2= ij(wi(n) | wi(n))i; = Aijzizjnin;. (3.18)

i i
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3. MARCO TEORICO

Como la norma de | wo) es simplemente: | wo [?= >, k; = 2E, podemos escribir la
expresion final para \j(n) de la ecuacion (2.11) como:

1/2
1
)\1(1’1): ﬁg AijZiZj’l’Linj . (319)
ij

El orden de la primera optimizacién £ = 1 corresponde a un problema de dos cuerpos. En
general, el término de 6rden ¢, aproximadamente describe un problema de 2¢-cuerpos.
Sea para ¢ = 2, | wa(n)):

| wa(n))i; = ZMz‘W | wi(n))re = njAyj ZAjénézé(l — dir), (3.20)
¥, ¢

y también (wa(n) |:

ij<w2(n) ‘: Zkg<w1(n) | Mk@ij = nZAU ZAiknka(l - 5kj)- (3.21)
kt k

La norma | wa(n) |? estd dada por:
| wa(n) 7= Aij Ajp Ape(1 = 8i) (1 = 8j¢) zizeninnigny. (3.22)
ijke

Hay dos tipos de interacciones que se pueden describir en la ecuacién anterior, una de
3-cuerpos y una de 4-cuerpos. La tltima sucede cuando n; # ny, formando una linea de
nodos descrita por:

AijAjkAkgzizmmjnkng. (3.23)

La primera es la representaciéon de un ciclo, lo que sucede cuando n; = ng:
AijAjkAki(zi)2nmjnk. (324)
Entonces la aproximacion del eigenvalor mayor de ¢ = 2, \y(n), esta dada por:

1/4

1
Ao(n) = B Z AijAjkAkg(l — i) (1 — (5jg)zi2gnmjnkng (3.25)
ijkt

En el siguiente orden £ = 3, | w3(n) |? aparece un término de interaccién de 6-cuerpos:
AijAjkAMAgmAmpzizpninjnknmmnp, (3.26)

pero también se pueden describir 4 interacciones de 5-cuerpos, 4 de 4-cuerpos y 1 de
3-cuerpos.
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3.1 Influencia Colectiva (Collective Influence)

3.1.2. Interpretaciéon en términos de caminatas NB y generalizaciéon
de interacciones

Los nodos que tienen cada tipo de interaccién dados por | wi(n) |, | wa(n) |2, y
| w3(n) |? son los mismos nodos visitados por una caminata NB de longitud 1, 3 y
5 respectivamente (con la posibilidad de pasar por una arista en multiples ocasiones).
En general, la expansion del término | wy(n) |? contendra todas las posibilidades que
pueden ser construidas usando los nodos que pasen por una caminata NB de longitud
20 — 1.
Las redes NB en la expansion son construidas con el siguiente método:

a) Para un ¢ dado construimos todas las caminatas NB de 2¢ — 1 pasos empezando
en el nodo i (con grado (k;) y terminando en el nodo j (con grado kj).

b) Los nodos iniciales y finales de la caminata no tienen que ser necesariamente
diferentes.

c¢) Los ciclos estan permitidos en la caminata NB. Asi, el camino mas corto entre i
y j puede ser mas pequenio que los 2¢ — 1 pasos de la caminata.

d) Hay que recordar que la condiciéon para una caminata NB aleatoria solo es que no
puede regresar por la misma arista por la que acaba de pasar, sin embargo, puede
visitar los mismos nodos varias veces.

e) También las caminatas NB pueden pasar por la misma arista en repetidas ocasio-
nes.

f) El namero de nodos de la caminata NB es el orden de la interaccion.

g) La red dominante siempre es un camino directo (linea) de longitud 2¢ — 1 y 2¢
nodos, donde el camino mas corto entre el nodo inicial y el final es 2¢ — 1; las de-
mas opciones, que son las que contienen ciclos, son despreciables para considerar
redes aleatorias que son localmente tipo arbol.

Un claro ejemplo de este tipo de redes es el juego de Piedra-Papel-Tijeras-Lagarto-Spock
en la que podemos encontrar caminos entre cualquiera dos nodos y todos ellos serén sin
retornos.
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HOW 10 PLAY

ROCK, PAPER, SCISSORS, LIZARD , SPOCK

Figura 3.1: Juego de Pidra-Papel-Tijeras-Lagarto-Spock

En el caso de la figura 3.1, tenemos interacciones dirigidas entre cualesqueiera dos
nodos que son las estrategias del juego. Por la forma en la que definimos todas estas
interacciones nos es posible encontrar caminos sin retornos de distintas longitudes entre
2 estrategias.

Sea una grafica de Erdés-Renyi, donde cada arista esta presente con probabilidad (k)/N'.
El nimero total de ciclos de longitud £ en la red estd dado por:

l l
N() = <<§>> QigN(N ) (N g1y~ S (3.27)

donde el factor 1/2¢ viene del hecho que: (a) Cualquiera de los ¢ nodos en el ciclo puede
ser tomado como punto de inicio, (b) el ciclo puede ser recorrido en dos direcciones. Por
lo tanto, la probabilidad p(¢) de que un nodo pertenezca a un ciclo de longitud ¢ es:

N _ (k)
= = . 2
p(0) N 20N (3.28)
Como consecuencia, para una red muy grande, el término principal de | wy(n) |? para

una ¢ dada (el que contiene 2¢ nodos) ya es en si una buena aproximacion, que en el
limite N — oo se vuelve exacta. Sin embargo, para redes pequenas todos los términos
deben ser considerados.

Como en el limite N — oo, los ciclos no contribuyen a la evaluaciéon de la norma
| we(n) |, la ecuacion para ella se simplifica considerablemente porque podemos tomar
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3.1 Influencia Colectiva (Collective Influence)

en cuenta so6lo los términos con interacciones de 2¢ cuerpos; los restantes con ciclos,
decaen con velocidad 1/N.

La expresion analitica para | wi(n)
(2.22) puede ser generalizada a toda | wy(n)

| we(n) |2: Z Ai1i2Ai2i3“'Ai2e712'2e(1_5i1i3)(1_6i2i4)"'(1_51'25721'215)22'1Zi%nilniz-"ni%'

1112...12¢

|2 v | wa(n) |* dada por las ecuaciones (2.18) y

2 de la forma:

(3.29)
Cuando los ciclos son omitidos, es posible aproximar el ambiente local al rededor de un
nodo por un arbol, junto con la suposicién original de localidad tipo arbol. Una manera
simple de implementar una aproximacién de tipo arbol es considerar sélo las caminatas
NB de longitud 2¢ — 1 que comienzan de un nodo i dado y terminan en los nodos j,
de tal manera que estas caminatas NB coincidan con los caminos méas cortos entre ¢ y
dichos nodos j. Méas atn, estas caminatas NB contienen los productos n;, n,...n;,, con
todo n;, diferente de los otros. De esta manera, podemos escribir la expresion para el
término principal de | wy(n) |2

N
| wen) P=> "z Y IR (3.30)

i=1  jcdBall(s,20—1) \kEPyr_1(4,5)

Ccomo:

Siendo Ball(7, £) el conjunto de nodos dentro de una bola de radio ¢ alrededor del nodo
i, donde el radio se define tomando el camino mas corto como distancia, 0Ball(z, j) es la
frontera de la bola 'y P(i,7) es el conjunto de nodos pertenecientes al camino mas corto
de longitud ¢ que conecta i con j. Esta es la funcién de costo de energia de influencia.

La funcién de costo de energia (2.30) contiene solo interacciones pares de 2¢-cuerpos.
Es posible interpolar con interacciones impares al considerar un analogo de la expan-
sion del método de potencias del eigenvalor en términos de los elementos de la matriz
(we(n) | M | we(n)). El eigenvalor A(n) puede ser descrito por otra expansion en series
del método de potencias como:

(3.31)

L—o0 <W0 ‘ W0>

A(n) = lim [<W€(n) | M | We(n)>] 1/(26+1)

La expresion explicita de (wy(n) | M | wy(n)) se puede computar de manera parecida

a | we(n) |2. Por ejemplo, para (wi(n) | M | wi(n)):
(wim) | M [ wi(n)) = A Ajr(l = 6i)zizgningny. (3.32)
ijk

La expresion asintotica para N — oo (que desprecia los ciclos) es similar a la ecuacion
(2.30), para ¢ > 1:

N

(we(n) | M | wem)) => "z > I ET (3.33)

i=1  jedBall(i,2¢) \k€Pyy(i,j)
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mientras que para £ = 0:

N
(wo | M| wo) =Y ki(ki — 1)n,. (3.34)

i=1

El equivalente a la aproximacion de A(n) en la ec. (2.11) es

(3.35)

N () = [<w<n<> | M | wi(n))

Wo | W0>

]1/(2£+1)

3.1.3. Minimizacién con Optimizacién Extrema (EO)

Este método sirve para la minimizaion del eigenvalor A(n) y tiene la ventaja sobre
otros métodos de minimizacién el hecho de que utiliza por completo la funcién de ener-
gia, incluidos los ciclos.

Consideremos la menor aproximacion no trivial del eigenvalor A(n) ~ Igégzgl y su co-

rrespondiente funcion de energia €(n)

&(n) =| wi(n ZA” )(kj — V)nn;. (3.36)

Sea,
(ki — 1) ZAU Dnj, (3.37)

por lo que podemos reescribir la funcién de energia como:

=> bini. (3.38)

Cada nodo en estado n; = 0 (ausente) tiene contribucion cero a la energia, mientras
que los nodos n; = 1 tienen una contribucién igual a b;. Por lo tanto, para minimizar
la energia €(n) tenemos que encontrar el conjunto de nodos con la menor b; bajo la
restriccion ) |, n; = N(1 — ¢). Es importante notar que b; depende de los estados n; de
Sus vecinos j.
El algoritmo de EO busca explorar el espacio de estados para encontrar las configura-
ciones con las menores b;. Para una ¢ fija las variables n; son en principio asignadas
aleatoriamente en dos conjuntos: Sy que contiene ¢/N nodos a remover n; = 0, y S1 con
(1 — ¢)N nodos con n; = 1:

Slz{i:nizl},

con las restricciones | Sp |= ¢N,y | So | + | S1 |= N. La separacion inicial de los nodos
en estos dos grupos es arbitraria. Después de esto hay que intercambiar la variable n;
en Sy con el valor mayor de b;, con n; en Sy con el menor. En otras palabras, hacemos
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n; = 0y nj = 1. Esto no cambia el tamatio de S7 y Sp por lo que la restriccion global
>;ni = N(1 — ¢) atn se satisface. La funcién de energia de (2.38) correspondiente
a esta nueva configuracion Cy es evaluada y si E(C1) < €(Cp) la configuracion C es
guardada junto con el valor de su energia. El algoritmo se repite con los nuevos valores
v hasta que no hay una mejora en la minimizacién de la energia.

Este es el algoritmo basico de EO el cual se puede mejorar por medio de un parametro 7
(7-EO), en el cual las variables a intercambiar no son deterministicamente seleccionadas
al escoger los valores méximos y minimos de b; sino por seleccién aleatoria.
Ordenamos los b; en dos conjuntos Sy de manera decreciente y S7 en creciente:

by = by = -+ 2 brigsy )
3.40
ba(r) 2 bagz) = -+ = ba(se))s (3.40)

donde IT y A son dos permutaciones de las etiquetas i de las variables en S1 y S
respectivamente. La peor variable en S (la que tiene mayor valor) es nyI(1) quUe queremos
intercambiar con la peor en Sp, na(1) (la que tiene menor valor). La diferencia en este
método es ordenar las variables de acuerdo a su valor b;. Para las variables en S la
peor variable es nyp) con clasificacion 1, y la peor es nyyg,|) con clasificacion | S7 |,
de manera analoga sucede para Sy. Entonces se considera la siguiente distribuciéon de
probabilidad sobre las clasificaciones de r:

P(r) ocr’, (3.41)

conr € [1,] S11]] or € [1,]| So|] para las clasificaciones de las variables en S; o Sp
respectivamente. A cada iteracion se saca un par 1 y ro de P(r) y luego intercambiamos
las variables nry.,) ¥ na(y,)- Después 7-EO procede igual que el EO original. Para
T — 00, recuperamos el EO determinista, intercambiando sélo las peores variables. La
idea de usar la distribucion libre de escala P(r) es asegurar que ninguna variable es
excluida de cambiar de conjunto, mientras que se le da mayor prioridad a las que tienen
peor b;. Al hacerlo aleatorio se hacen posibles reconfiguraciones globales del sistema y
asi pasar sobre las barreras de energia y encontrar un mejor minimo. Esté probado por
Marone y Makse que el valor 6ptimo es 7 = 1.7 (7).

3.1.3.1. 7-EO con interacciones multicuerpos

El caso general de la funcién de energia que queremos minimizar es:
€(n) =[ wy(n) [* (3.42)

que involucra a lo mucho interacciones de 2¢-cuerpos, por lo que siempre tenemos el
caso de interacciones de un nimero par de cuerpos. Para tratar sistemas con maximo
(2¢ +1)-cuerpos, se considera la funcion de energia:

¢ = (we(n) | | we(n)). (3.43)
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Y para poder aplicar el algoritmo de EO debemos cambiar la definicion de b;, por
la que encontramos en la ecuacion (2.33). Por ejemplo, en el caso de un sistema con
interacciones de 4-cuerpos descritos por | wa(n) |%:

bi = ZAijAjkAkZ(l - (Szk)(l - 5jg)ZiZgnjnkn[, (344)
ke

después de esto se puede aplicar el algoritmo exactamente igual que para el sistema de
interacciones de 2 cuerpos.

3.1.4. Algoritmo de CI

Se ha demostrado que encontrar el conjunto 6ptimo de influencers (los nodos con
valor de CI mas alto) puede ser resuelto al minimizar la funciéon de costo de energia:

N
Ei(n) = Zzi Z H ni | 24, (3.45)

i=1  jeoBall(i,l) \keP;(i,j)

con Ey(n) = | wy1y/2 |* para £ impar y Ey(n) = (wy | M | Wy/2) para £ par. Asf,
definimos la fuerza de influencia colectiva al nivel ¢ del nodo 7 como:

CL(i)=z Y, I n) 2. (3.46)

j€OBall(i,t) \kEP;(i,5)

y reescribimos la ecuacion (2.45) como:

N
Ey(n) =Y CIy(i). (3.47)
=1

Podemos ver que CIy(i) = b;jn;, por lo que una manera eficiente y rapida de minimizar
la funcion de costo de energia Ey(n) es remover los nodos con mayor influencia colectiva
C1I;. Cuando todos los nodos estan presentes, C'I;(i) se define como:

CL(i)=z Y. 2 (3.48)

j€ABall(if)

Al computar esta cantidad para cada nodo, podemos obtener al mayor valor de Collective
Influence y removerlo. Remover nodo por nodo por medio de este principio adaptativo
puede destruir la red de una manera 6ptima y réapida. También podemos aumentar la
rapidez con la que trabaja el algoritmo al eliminar una fraccién finita de nodos en cada
paso. El algoritmo también incrementa su rendimiento al usar valores mayores del radio
de la bola ¢, teniendo su pico de rendimiento en ¢ = 3,4 (7).

Cuando ¢ se vuelve mayor que el didmetro de la red, CI; = 0 para toda ¢, por lo que
debemos considerar ¢ menor a él. La adaptabilidad del algoritmo de CI usualmente es
llamado ejecucion o decimation en la teoria del Spin Glass, es una forma colectiva de
seleccionar nodos influyentes, pues la remocién de cada nodo depende fuertemente de
la historia del proceso.
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3.2 Ejemplificaciéon del algoritmo

3.2. Ejemplificacién del algoritmo

Se ejemplificara el algoritmo mediante la siguiente red, que se presenta en el articulo

de la referencia (9).Esta red tiene un diametro igual a 6.
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Figura 3.2: Red de Barabasi mostrando al nodo 5 (en naranja) y 9(4,2) (en rojo).

Tomemos por ejemplo el nodo 5 con z5 = 3, cuya frontera de la bola de radio 2 es
9(5,2) = (1,3,9,11,13,14,19,20) y asu vez z; = 4, z3 = 3, 29 = 5, z11 = 4, 213 = 3,
214 = 2, 219 = 0, 299 = 0. Asi Zz’ea(5,2) z; = 21, por lo tanto CI(5) = 63. Al aplicar el
algoritmo de CI a distintos radios de la bola para todos los nodos de la red obtenemos

los siguientes valores para dicha centralidad:
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3. MARCO TEORICO

Nodo | CI 8(i,2) | CL19(i,3) | CI 8(i,4) | CI (i, 5)
1 36 64 52 16
2 36 68 52 14
3 60 36 18 6
4 54 51 12 0
5 63 57 3 0
6 57 48 6 0
7 4 64 32 8
8 A4 64 32 8
9 60 60 50 10
10 32 44 8 0
11 24 52 88 16
12 9 16 19 2
13 60 63 6 0
14 48 24 8 1
15 28 50 16 0
16 10 16 12 6
17 0 0 0 0
18 0 0 0 0
19 0 0 0 0
20 0 0 0 0
21 21 20 4 0
22 0 0 0 0
23 8 11 16 8
34 0 0 0 0
25 11 12 12 10
26 11 12 12 10
27 0 0 0 0
28 0 0 0 0
29 3 6 13 22
30 3 6 13 22

Tabla 3.2: Valores de CI para cada nodo a distintos radios en red de ejemplo.

De aqui podemos ver que los 5 nodos con CI mayor para d(i,2) son 3, 5, 6, 9 y 13.
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3.2 Ejemplificaciéon del algoritmo
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Figura 3.3: Red de Barabasi mostrando los 5 nodos con mayor CI para 9(i,2) en color

naranja.

En el trabajo serda importante la localizacién de los nodos con mayor valor de cada
centralidad para poder realizar los ataques. Al desconectar una fracciéon de nodos en
lugar de hacerlo uno por uno se reduce la complejidad computacional de N2log N a

Nlog N casi sin afectar los resultados. (7)
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3. MARCO TEORICO

A continuacién se muestra una comparacion de los valores de CI y Degree en la red.
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Figura 3.4: Redes de comparaciéon Degreee contra CI a distintos radios.

En 3.4 el tamano de los nodos es proporcional al valor de Degree mientras que el
color va de claro a oscuro en dependencia al CI. En esta figura es facil observar que
no hay una relacién directa entre los valores de ambas centralidades pues hay nodos
con alto Degree y bajo CI y visceversa. En este ejemplo los nodos con s6lo un vecino
también tienen CI bajo pero puede existir el caso en el que su valor sea alto. Cada figura
representa un radio distinto de la bola. Por medio de la tabla y las imagenes anteriores
podemos observar que no hay una relacion directa entre los valores de CI a distintos
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3.3 Ataques a redes de ejemplo

radios ni entre ellos ni con el Degree del mismo nodo.

3.3. Ataques a redes de ejemplo

A continuacion se presentan algunas redes construidas por diversos algoritmos para
después realizarles ataques dirigidos. Se hace referencia al mayor eigenvalor de la matriz
Non-Backtracking por la reciente definicién de costo de energia en una red compleja que
es el pardmetro hacia la percolacién 6ptima. En todos los ejemplos se utiliza el algoritmo
de CI a distancia ¢ = 2 al ser redes pequenas y también se utilizaran las medidas
heuristicas de grado (Degree), intermediacion (Betweenness) y cercania (Closeness).
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3. MARCO TEORICO

3.3.1. Red del articulo de Barabasi

Se utilizara primero la red del ejemplo anterior, la cual tiene Apq, = 2.363. El ataque
se realiz6 desconectando los 5 nodos con valor mas alto de cada centralidad.
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Figura 3.5: Desconexion de la red de Barabasi por ataques con diferentes centralidades

A simple vista podemos observar que la red resultante del ataque por CI es arborea
mientras que en las otras existen ciclos, esto es més evidente al comparar los maximos
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3.3 Ataques a redes de ejemplo

eigenvalores de los que desprendemos que con tan sélo 5 nodos desconectados se resuelve
el problema de percolaciéon 6ptima por medio del algoritmo de CI.

3.3.2. Red tipo Erdsés-Rényi

Se cre6 una red del tipo Erdgs-Rényi con 100 nodos y probabilidad de conexién 0.2
vV Amaz = 20.983. El ataque se realizé desconectando los 30 nodos con valor mas alto de
cada centralidad.

Figura 3.6: Red tipo Erdds-Renyi.
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Figura 3.7: Desconexion de la red aleatoria de Erdgs-Rényi por ataques con diferentes

centralidades.

En la imagen 3.7 podemos notar de las figuras anteriores es que aunque terminaron
desconectados el mismo ntimero de nodos en todos los ataques (30), Ayqr €S menor
para CI y Betweenness, lo que nos sugiere una estructura menos conectada. Lo anterior
resulta cierto pues la red final por medio de esos ataques tiene 420 aristas mientras que
en las otras dos son 411 las restantes de un total de 1060 iniciales. Este tipo de redes

38



3.3 Ataques a redes de ejemplo

son tan robustas que los ataques en general ocasionan poco daifo.

3.3.3. Red tipo Watts-Strogatz

Para crear este modelo se utilizaron 100 nodos con (k) = 5 y una probabilidad de 1,
para el cual el valor de A4 €s 3.350 y para el cual el ataque de nuevo es la desconexion
de los 30 nodos con el valor mayor de cada centralidad.
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Figura 3.8: Red tipo Watts-Strogatz.
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(c) Closeness Amaz = 1.898 (d) Degree Apmar = 1.540

Figura 3.9: Desconexion de la red aleatoria de Watts-Strogatz por ataques con diferentes
centralidades.

En este ejemplo que es un poco més aproximado a una red real por ser de mundo
pequeno, podemos observar que las estructuras finales por CI, Betweenness y Degree son
muy parecidas pero CI tiene una ligera ventaja respecto al A4 por lo que es menos
ciclica y mas cercana a la percolaciéon 6ptima. El resultado mas importante que nos
arroja este modelo es que como se menciona en el capitulo anterior, la topologia de
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3.3 Ataques a redes de ejemplo

la red inicial es muy importante para que determinado algoritmo de ataque respecto
a una centralidad sea exitoso, pues cada tipo de red es mas vulnerable o robusta ante
un cierto ataque dependiendo de sus propiedades. Es facil ver que el nimero de nodos
desconectados en las redes con A4, menor es mayor.

3.3.4. Red tipo Arbol

Se cred una red tipo arbol con 100 nodos. Es evidente que A4 = 0. Se realizaron
ataques de la misma manera que en las redes anteriores.
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Figura 3.10: Red tipo Arbol.
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Figura 3.11: Desconexién de una red tipo arbol por ataques con diferentes centralidades

En este tipo de redes siempre tendremos un A, = 0 que es igual al de la red inicial
por lo que no es un buen pardmetro para la desconexiéon. Por otro lado es importante
notar que los algoritmos de CI, Betweenness y Closeness tienen un tiempo de fallo
menor que el de Degree pues todos ellos necesitan vecinos a distancia minima de 2
mientras que Degree trabaja a distancia 1. De los ejemplos anteriores podemos inferir
una superioridad de la centralidad CI ante las demés para resolver nuestro problema
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3.3 Ataques a redes de ejemplo

aunque hay que considerar que la topologia de la red inicial es muy importante para
llevarlo a cabo, pues la condicién que se le pide a las redes para que sea valido es que
sean localmente tipo arbol.
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Capitulo 4

Caso de estudio

En éste capitulo se estudiard una red propuesta del narco mexicano por medio de
minerfa de textos.

4.1. Contextualizacion del problema de los Carteles en Mé-
xico

La actualidad de la seguridad en México es una extrema crisis que con el vertiginoso
crecimiento que tiene ha debilitado al Estado de una manera irremediable. La ONU
estima que exiten cerca de los 55 millones de consumidores de droga en Estados Unidos!,
que por lo que sabemos son los demandantes mayoritarios del bien (econémicamente
hablando) que son las drogas. Existen calculos que ubican las ganancias del mercado de
menudeo entre los 55 y los 80 mil millones de délares anuales, mientras que los carteles
estarfan percibiendo una cifra cercana a los 15-20 millones(4) sin considerar el aumento
de los mismos en el control del menudeo. Un mercado de esta magnitud es una fuente
de ingresos en el que por lo mismo muchos quieren participar y més atn considerando la
naturaleza inelastica de la demanda. En el 2016 el presupuesto destinado a la seguridad
en México fue aproximadamente de 225 mil millones de pesos, equivalentes a 12.5 mil
millones de dolares por lo que podemos observar una gran asimetria en la disposicién
financiera de ambas partes.

En una visién pesimista, dadas las diferencias de recursos con los que se cuentan el
inico objetivo posible que se puede tener en la guerra que se libra contra el narco
actualmente es el de acotar al crimen organizado pues el eliminarlo es una tarea que se
aprecia imposible dadas las circunstancias de la demanda de droga y a su vez la demanda
de dinero por parte de las organizaciones criminales. Dadas las fortalezas estructurales
de México, la guerra comenzada por Felipe Calderén es ganable, pero se necesita un

12 millones de consumidores de heroina, nueve de cocaina, 24 de mariguana, 5 de metanfetaminas

y 3 de éxtasis.
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4. CASO DE ESTUDIO

cambio de estrategia. La apuesta por la fuerza por parte del ejército y el aparato de
seguridad publica conlleva el riesgo de que la situacién actual empeore pues el crimen
organizado no esté dispuesto a dejar la posiciéon econémica tan privilegiada en la que
se encuentra.

Es por eso que las recientemente concebidas ciencias del crimen y la seguridad, que
son técnicas de los sistemas complejos, por medio de métodos computacionales, de
inteligencia y ciencia de datos, juegan un papel fundamental en la estructuraciéon de
las estrategias 6ptimas a seguir para poder hacer superables esta y otras guerras que
pongan en juego el bienestar de la humanidad en general. Con esta motivacion es que
se lleva a cabo el estudio de este caso.

Gracias a la ley de transparencia, en el 2014 se hizo publico un documento de la
Procuraduria General de la Repiiblica en la que se muestra que se tienen identificadas al
menos 43 células delictivas que pertenecen a 9 organizaciones que operan en todo nuestro
pais (19), que ya en si es una red de alto interés pues con méas de 60 mil muertes y 26,121
desapariciones en el sexenio de Felipe Calderdn (5) vivimos una época en la que somos el
tercer pais con mayor niimero de muertes de civiles por conflictos armados, tan s6lo por
debajo de Siria e Irak (1). Se propone una red basada en mineria de textos del libro Los
Seriores del Narco de Anabel Hernandez Garcia, cuya obtenciéon se describe adelante,
mediante la cual se propone una aproximaciéon de la red de personajes involucrados lo
que permite un estudio de objetos fisicos mas alla de las entidades organizacionales.

4.2. Construccion de la red

Para construir la red se realizo la siguiente metodologia de mineria de textos al libro
Los Senores del Narco de Anabel Hernandez Garcia.

a) Conversion a texto. Se convirtio el archivo de extencion PDF por medio de la
herramienta python-pdfminer, la cual permite mediante el comando pdf2txt tomar
el texto de un PDF y obtenerlo como texto simple.

b) Deteccidon de nombres propios. Haciendo uso de la herramienta Natural Lan-
guage Toolkit (NLTK) de Python, se identificaron los nombres propios que co-
rrespondieran a personas. Dado que NLTK esté escrita para el idioma inglés, fue
necesario realizar un curado manual a la lista de nombres obtenida.

¢) Conjuncion de personajes. Por el hecho de que no se hace mencion a los
personajes de una sola manera sino una combinacién de nombres de pila, apellidos
y diversos alias, fue necesario crear un diccionario para dar un identificador tinico
a cada personaje.

d) Conexiones. Para crear las conexiones entre personajes se hizo un script que
generara la tupla de ellos si se encontraban a menos de 200 bytes de distancia en
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4.2 Construcciéon de la red

el texto, el nimero de ocurrencias de dicha tupla genera un peso a la conexién
que puede ser de utilidad para trabajos futuros.

e) Red. Las redes se generaron, analizaron y dibujaron por medio del lenguaje de
programacion Julia y los siguientes paquetes: LightGraphs, SimpleGraphs, Graph-
Plot, Colors y Gadfly. Julia.

Figura 4.1: Red del Narco

La figura 4.1 muestra el resultado de la red obtenida, la cual tiene 1022 nodos, 6405
aristas y el componente mayor esta compuesto por 981 nodos y Amaer = 39.756.
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4.3. Ataques a la red

En esta seccidén se muestran y comparan los resultados al realizar ataques a la red
por distintos tipos de centralidades. Para llevar a cabo dichos ataques se escribié un
script que realizara el algoritmo siguiente:

1. Calcular el componente mayor, el niimero de nodos removidos, el ntimero de aristas
totales, el grado promedio, el mayor eigenvalor de la NBM, el niimero de nodos
desconectados y guardar los valores en un arreglo para cada uno.

2. Calcular la centralidad de cada nodo.
3. Ordenar la lista de nodos por centralidad de mayor a menor.

4. De esa lista tomar el 1% maés alto y desconectar los nodos correspondientes de la
red.

5. Iterar los pasos anteriores hasta que no haya variacién en el mayor eigenvalor de
la NBM.

4.3.1. Comparaciéon para diferentes radios de CI

Dado que no existe una formulacién analitica que nos permita saber cuél es el radio
optimo a usar en una red especifica para que el algoritmo de CI tenga su maximo
rendimiento en el ataque a redes, se debe hacer un anélisis numérico. A continuacion se
muestran los resultados obtenidos para los radios que denotaremos por d =2, § =3y
0 = 4. Los ataques se realizaron quitando a cada iteracion el 1% de los nodos conectados
con valores de CI mas altos para cada radio.
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Ataques a la red del narco por CI
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Figura 4.2: Dinamica del grado promedio al desconectar una fraccion de nodos por dis-

tintos radios de CI de la red del narco.

Llama la atencion de la figura 4.2 que es una funcién creciente para 0 = 4. Esto
sucede porque se desconectan nodos de grado mas bajo que el promedio por lo que este

tiende a subir.
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Ataques a la red del narco por CI
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Figura 4.3: Dinamica del niimero de aristas totales de la red al desconectar una fraccion

de nodos por distintos radios de CI de la red del narco.

Es muy notorio el hecho de que en la figura 4.3 para 6 = 4 se obtienen resultados
muy inferiores a los que arroja el algoritmo para los radios § =2y § = 3.
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Ataques a la red del narco por CI
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Figura 4.4: Dinamica del orden del componente mayor al desconectar una fracciéon de

nodos por distintos radios de CI de la red del narco.

Podemos observar en todas las figuras anteriores que para ¢ = 4 se obtienen resulta-
dos muy inferiores a los que arroja el algoritmo para los radios § = 2 y § = 3. La linea
negra representa el orden critico del componente mayor.

Vemos un resultado muy interesante en la figura 4.4, pues la grafica es un claro
ejemplo de una transiciéon de fase y observamos que justo en dicha transicion el orden del
componente mayor intersecta con el del componente gigante en P, que es 981(2/3) ~ 99
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Ataques a la red del narco por CI
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Figura 4.5: Dinamica de A4, del componente mayor al desconectar una fraccion de

nodos por distintos radios de CI en la red del narco.

En la gréfica 4.5 podemos observar un stubito incremento en el mayor eigenvalor
lo que resultaria contra-intuitivo pero esto es debido a un cambio de cluster como
componente mas grande que evidentemente estd més conectado que el anterior. Para
6 = 4 se observa un cambio minimo y lineal debido a que los nodos de mayor valor de
CI a este radio deben de ser muy externos y que no son parte de ciclos.

4.3.2. Comparaciéon por centralidades

A continuaciéon se presenta coémo se modifican los parametros por medio de los
ataques por distintas centralidades.
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Ataques a la red del narco por diferentes centralidades
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Figura 4.6: Dinamica del grado promedio al desconectar una fracciéon de nodos por dis-

tintas centralidades en la red del narco.

Es evidente que el mejor algoritmo para la reduccién de este pardmetro es el de
Degree pues desconecta exactamente a los nodos de mayor grado.
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Figura 4.7: Dinamica

la red del narco por diferentes centralidades
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del nimero de aristas al desconectar una fraccion de nodos por

distintas centralidades en la red del narco.

De nuevo la centrali

dad maés eficiente para lograr una disminucién en el parametro

correspondiente es Degree, pues desconectando los nodos de grado més alto se elimi-
nan el mayor ntimero de aristas posibles. Este pardmetro podria parecer equivalente al

anterior pero como se v

io en el estudio de los diferentes radios de CI, no lo es.

54



4.3 Ataques a la red

Ataques a la red del narco por diferentes centralidades
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Figura 4.8: Dinamica del orden del componente mayor al desconecta una fraccion de

nodos por distintas centralidades en la red del narco.

En la figura 4.8 se observa la reduccién del componente mayor es méas dramética
por medio de Betweenness. De la misma manera que en el estudio de los radios de CI,
se observa una transiciéon de fase justo en el orden critico del componente mayor.
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Ataques a la red del narco por diferentes centralidades
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Figura 4.9: Dinamica de A4, del componente mayor al desconectar una fraccion de

nodos por distintas centralidades en la red del narco.

Podemos observar que aunque los ataques por medio de Betweeness son muy eficien-
tes para la reduccion del orden del componente mayor, no lo es tanto para la reduccion de
Amaz, aunque Degree y CI si lo son. Siendo el altimo el méas equilibrado en la reducciéon

del componente y el eigenvalor.
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4.4. Componentes Resultantes

Los componentes gigantes resultantes de la descomposiciéon de la red en cuestiéon son
mostrados en éste apartado.
De esta manera podremos ver a simple vista la diferencia topologica que obtenemos
por medio de las eliminaciones de los nodos con mayor valor central, dependiendo de la
medida utilizada.

. .:
° ;_:.' . ""'-
v g0 o’
. 3o
X
x|
(a) CI (b) Betweenness (c) Closeness (d) Degree

Figura 4.10: Primeros componentes mayores en el orden subcritico de la red del narco al

atacarlos por la respectiva centralidad.

CI | Betweenness | Closeness | Degree
Iteraciones 20 19 22 25
Orden del componente | 96 71 7 76
Nodos removidos 169 161 183 204
Aristas totales 1545 1830 1607 1092
Amaz 6.421 12.958 8.937 3.406

Tabla 4.1: Valores de pardametros en el primer componente de orden subcritico de la red

del narco.
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Figura 4.11: Componentes mayores en el valor minimo del mayor eigenvalor de la matriz

NB de la red del narco.

CI | Betweenness | Closeness | Degree
Iteraciones 34 39 41 37
Orden del componente 17 9 12 15
Nodos removidos 261 285 301 279
Aristas totales 1090 836 718 678
Amaz 1.688 6.047 1.788 1.484

Tabla 4.2: Valores de parametros en el valor minimo del mayor eigenvalor de la matriz

NB de la red del narco.
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Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

5.1. Comparaciéon de Centralidades

Para comenzar una comparacion es importante recordar que el objetivo de este

trabajo es encontrar una forma de desconectar el menor ntiimero de nodos posibles de
una red tales que obtengamos un componente gigante con el minimo A,q.. Como se vio
en el capitulo uno, la transicién de fase de percolacién se da en una probabilidad critica
en la cual aparece el componente gigante de orden N2/3.
En la tabla 4.1 se observa que la centralidad que da un primer orden subcritico con el
menor eigenvalor es Degree, pero también es posible ver que se tiene un ntmero mayor
de nodos removidos que en las otras, de hecho hay un comportamiento mas eficiente
por medio de CI como se observa en la siguiente tabla:

CI | Degree
Iteraciones 23 25
Orden del componente | 47 76
Nodos removidos 190 204
Aristas totales 1430 1092
Amaz 3.269 | 3.406

Tabla 5.1: Valores de parametros por ataque de CI en comparacion con Degree.

Lo que observamos en la tabla 5.1 es que con un menor nimero de nodos removidos por
CI se obtiene un componente mayor menos conectado que en el caso de Degree.

A su vez, en la tabla 4.2 y las redes 4.11 tenemos casi las mismas redes resutantes
para CI, Closeness y Degree pero con mucho menor nimero de nodos removidos por la
primera. Por lo tanto, en este contexto podemos decir que el método més eficiente para
realizar ataques a una red es mediante la centralidad de Collective Influence, la cual
nos permite obtener la red con un A4, mas chico al remover una cantidad menor de
nodos que las demés centralidades.
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5.2. Sobre la red final de los narcos

Podria parecer que para obtener una destrucciéon de esta red se necesita remover
un gran nimero de personajes, pero dada la cantidad de conexiones que tiene la red
inicial si tomamos los 190 nodos removidos de la tabla 5.1, equivale al 18.5 % para que
entre en una fase subcritica los cuales no son nimeros tan grandes como para no ser
considerados como una estrategia 6éptima dados los esfuerzos y condiciones actuales.
Los primeros personajes a remover son los que tienen una mayor contribucién en la
energia inicial de la red por lo que son los nombres de mayor interés. A continuacion se
presenta la lista de los primeros 50 de ellos removidos por medio de Collective Influence.
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Lugar Personaje
1 Joaquin Chapo Guzman
2 Juan Francisco Guzmén Loera
3 Genaro Garcia Luna
4 Amado Carrillo
5 Rodolfo Carrillo
6 Ismael Zambada
7 Vicente Carrillo
8 Héctor Giiero Palma
9 Gloria Félix Gallardo
10 Rafael Félix Gallardo
11 Arturo Beltran Leyva
12 Ignacio Nacho Coronel
13 Benjamin Arellano Félix
14 | Miguel Arellano Félix (Jefe de Jefes)
15 Jorge Enrique Tello Peén
16 Arellano Félix
17 Javier Arellano Félix
18 Ramoén Arellano Félix
19 Arturo Beltran Leyva
20 Vicente Fox
21 Rafael Caro Quintero
22 Juan José El Azul Esparragoza
23 Ochoa
24 Valencia
25 Jorge Carrillo Olea
26 Jestis Zambada Garcia
27 Maria Pomposa Esparragoza
28 Ernesto don Neto Fonseca
29 Ernesto Zedillo
30 Carlos Salinas de Gortari

Tabla 5.2: Personajes eliminados.

De la tabla 5.2 podemos observar que muchos de los personajes que aparecen ya se
encuentran muertos o capturados, por lo que hay que recordar que esta es una red
basada en la literatura y que al ser una red dindmica es muy probable que diste de una
real en este momento. También debemos tener en cuenta que estos son los personajes
que tienen una mayor contribucién a la definicién de energia en la red y que la remocién
de estos nos lleva a un estado menos energético, también a consecuencia de la btsqueda
de un estado no percolante, la eliminaciéon de ellos implica una mayor dificultad en un
flujo dado que se encuentre en la red, como puede ser, de informacién, dinero, drogas,
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etc.

5.3. Perspectivas

5.3.1. Aplicaciones de esta metodologia en otras redes

La percolaciéon éptima puede ser utilizada para el estudio de diversas fenomenologias
y también como estrategias para ataques u optimizacion de recursos. Esto puede ser visto
en una planeacién de redes tecnologicas como telecomunicaciones, carreteras, tuberias
o irrigacién de campos, pues se pueden minimizar los enlaces para obtener el mayor
alcance. En epidemias se pueden localizar los puntos més importantes a inmunizar para
que una enfermedad se propague lo menos posible. En marketing podemos localizar los
nodos 6ptimos en una red social para viralizar una campana con un alcance mayor y
més eficiente.

5.3.2. Limitaciones

Como dice la teoria, Collective Influence es eficiente en redes que son localmente
tipo arbol aunque sea escalable para algunas que no lo son. Teniendo esto en cuenta se
debe manejar con cuidado el estudio por este medio pues podemos obtener resultados
poco 6ptimos. También existe el gran problema de no tener una solucién analitica para
determinar el radio de la bola 6ptimo. Una limitante mayor es la poca capacidad que
se tiene algunas veces para acceder a informacién que nos permita la construccién de
una red cercana a la realidad, es posible que se obtengan resultados interesantes pero
siempre hay que tener en cuenta que nuestra interpretacion es tan sélo una abstaccion
de la realidad.

5.3.3. Trabajo a futuro

Siendo tan joven el estudio de las redes complejas, diariamente se publican resultados
que podrian ser de interés para una ampliacion de este estudio. El algoritmo de Collective
Influence fue publicado el ano pasado (2015) siendo precedido por el método de deteccion
de comunidades mediante el espectro de la matriz Non-Backtracking, por lo que el
siguiente paso es hacer un estudio de la dindmica de las comunidades obtenidas por
dicho método mientras se desconecta la red haciendo uso de la misma matriz.
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Apéndice A

Apéndice

El método de optimizacion extrema fue desarrollada para los modelos de Ising y de
spin glass, por lo que se presenta una introduccién a la teoria de estos.

A.1. Modelo de Ising

Una transicion de fase esta caracterizada por algin parametro de orden ¢(u) que
depende de algtin parametro de control externo p que puede ser variado continuamente.
En transiciones criticas, ¢ varia continuamente en p. (donde toma el valor de cero) pero
las derivadas de ¢ son discontinuas en la criticalidad. Para las llamadas transiciones de
primer orden, hay un salto discontinuo en ¢ en el punto critico.

Aunque el modelo de Ising es de un sistema fisico, se ha usado en diversos contextos
como los receptores de membranas por Duke y Bray, mercados financieros por Bornhodlt
y Wagner, ecologia por Katori y sistemas sociales por Stauffer. Fue descrito en principio
como un modelo simple de comportamiento critico, pero pronto se noté que proporciona
un poderoso contexto para entender diferentes transiciones de fase usando una pequena
cantidad de caracteristicas fundamentales. El experimento consiste en un reticulo de
L x L sitios. Cada uno de ellos ocupado por un spin con dos estados posibles: -1
(abajo) y +1 (arriba). La magnetizacion total M(T") para una temperatura 7' dada
es simplemente la suma M(T) = (1/N) Zf\i 1 Si donde N = L?. Los spines tienen la
tendencia natural de alinearse con sus atomos vecinos en la misma direccién. Si un
dtomo abajo estd rodeado por vecinos arriba, tenderd a adoptar un estado arriba. El
estado final seria una reja con sblo unidades arriba o abajo. Esto define la fase ordenada,
donde la magnetizaciéon toma el valor M =10 M = —1.

El Hamiltoniano es:

1
H= —2<Z%Js,~sj (A1)
2y

donde J > 0 es una constante de acoplamiento (la fuerza de interacciones locales) y
>_(,;) indica la suma sobre los vecinos més cercanos.

),

El modelo esta basado en la observacion de que si calentamos una pieza de acero (un
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ferromagnético) a una alta temperatura, entonces ninguna atracciéon magnética es obser-
vada. Esto es debido al hecho de que perturbaciones térmicas interrumpen interacciones
atomicas al voltear un s6lo dtomo sin considerar el estado de los vecinos. Si la tempe-
ratura aplicada es suficientemente alta, entonces los 4tomos adquiriran configuraciones
aleatorias, y la magnetizacion global sera cero. Esto define la llamada fase de desorden.
El problema entonces involucra un conflicto entre dos tendencias: la primera hacia el
orden, asociada a un acoplamiento entre los a&tomos mas cercanos, y la segunda hacia
el desorden, dado el ruido externo.

Podemos ver que los pares de unidades con el mismo valor contribuiran a reducir la
energia mientras que pares con valores opuestos la incrementaran. Asi, los cambios re-
sultantes de interacciones spin-spin ocurriran en la direcciéon de la reduccién de energia
del sistema al alinear spines en la misma direccion.

El estado base, es decir, el de minima energia es el que contiene todos los spines arriba
o todos abajo (en ambos casos, se tiene 5;5; = 1 para todos los pares). Sin embargo, al
comenzar a considerar fluctuaciones térmicas, el sistema podra explorar diferentes con-
figuraciones. En este contexto, la probabilidad P({S;}) de observar un conjunto {S;}
de spines (en un estado) es:

P({s) = yeon (-2 (A2)
siendo Z la normalizacion Z = } gy exp(—E({Si}/rT) (también conocida como la
funcion de particion). Aqui, exp(—FE({S;}/kT) es el factor de Boltzmann. Es facil ob-
servar que incrementar 7T  tiene un fuerte efecto: el decaimiento de la exponencial se
vuelve més lento y para 1" grandes, el factor se aproxima a 1 para todas las energias.
El aplanado implica que todos los estados son igualmente probables de ser observados.

A.1.1. Spin Glass

Usualmente los materiales solidos se encuentran en diferentes fases, por ejemplo,
ferromagnética, antiferromagnética o paramagnética. En los s6lidos paramagnéticos la
magnetizaciéon es nula, mientras que en los ferromagnéticos aparece magnetizacion es-
pontanea. Los antiferromagnéticos se caracterizan porque tienen una magnetizacion
escalonada no nula.

Normalmente todos los solidos a una temperatura suficientemente alta se encuentran en
la fase paramagnética (las fluctuaciones térmicas destruyen los posibles estados orde-
nados de los momentos magnéticos de cada atomo y la magnetizacién resultante, suma
de todos los momentos magnéticos, es nula) mientras que si la temperatura es suficien-
temente baja se ordenan pasando a una fase ferromagnética (si la interaccion entre los
momentos magnéticos de los dtomos atractiva) o antiferromagnética (si la interacciéon
es repulsiva).

Sin embargo existen materiales en los que dicha interacciéon unas veces es positiva pero
otras es negativa por lo que se esperara que a temperatura suficiente baja no estaran ni
en una fase ferromagnética ni en una antiferromagnética. Estos materiales son los llama-
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dos spin glasses. A baja temperatura se encuentran en una fase desordenada, mientras
que los ferromagnéticos lo estan en una muy ordenada.

Definicion 18. Frustracion: Sean 3 situaciones A, B y C. Una situacion A y B
favorable dard lugar a una interaccion Jap = 1 mientras que si son incompatibles Jap =
—1, andlogamente para Jpco y Jac. Se dird que el conjunto de estas tres situaciones es
frustrada, es decir, no podemos satisfacer simultdineamente a A, By C, si JapJpcJac =

-1

Definicion 19. Desorden: Se tienen variables aleatorias S que estdn distribuidas con
el peso de Boltzmann y J que lo estin mediante una distribucion p[J]. En el desorden
denominado "quenched" (templado o congelado) los elementos del sistema descritos por
las variables S tienen tiempos de reaccion mucho menores que los elementos del sistema
descritos por las J, que podemos denominar variables de control. Los spin glasses son un
ejemplo de este tipo de desorden. Los spines (momentos magnéticos de los dtomos mag-
néticos) cambian mucho mds rdpido que lo que cambian las posiciones de las impurezas

que dan lugar a las J.

En la ecuacion (1.13) J representa la funcion de acoplamiento, la cual induce frus-
traciéon y desorden al sistema. Normalmente se debe escribir el Hamiltoniano del sistema
que representa la energia, para posteriormente escribir la funcién de particién. En el
caso de los spin glasses se usa el modelo de Edwards-Anderson (EA), en el que en lu-
gar de tener J oscilante, la tendremos aleatoria, que por lo general serd gaussiana, con
media nula y varianza uno.

A.2. Codigos

A.2.1. Collective Influence

Codigo para la obtencion de Collective Influence en Julia Language. Para la version
comentada ir a mi Github.

function CI(g,n: :Int64)
n < diameter(g) || error(“n debe ser menor que el diametro de la red")

n>1 || error("n debe ser mayor que 1")
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CI = zeros(nv(g))
for v in 1:nv(g)
vec = neighbors(g,vertices(g) [v])
vec2 = vec
vec = vcat(vertices(g) [v],vec)
todos = vec
distn = Array(Int64,0)
for 1 in 1:(n-1)
todos = union(vec,vec2)
for m in vec2
vec2 = union(vec2,neighbors(g,m))
end
distn = setdiff(vec2,todos)
end
d = zeros(distn)
for m in 1:length(distn)
d[m] = (degree(g,distn[m]))-1
end
suma = sum(d)
CI[v] = suma * (degree(g,vertices(g)[v])-1)
end
CI = hcat(collect(vertices(g)),CI)

end

A.2.2. Collective Influence para nodos de strings

Este codigo utiliza el paquete SimpleGraphs

function CI(g,n: :Int64)

#n < diameter(g) || error("n debe ser menor que el diametro de la red")
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CI = zeros(NV(g))
for v in 1:NV(g)
vec = neighbors(g,vlist(g) [v])
vec2 = vec
vec = vcat(vec,vlist(g) [v])
todos = vec
distn = Array(Int64,0)
for 1 in 1:(n-1)
todos = union(vec,vec2)
for m in vec2
vec2 = union(vec2,neighbors(g,m))
end
distn = union(setdiff(todos,vec2),setdiff(vec2,todos))
end
d = zeros(length(distn))
for m in 1:length(distn)
d[m] = (deg(g,distn[m]))-1
end
suma = sum(d)
CI[v] = suma * (deg(g,vlist(g)[v])-1)
end
CI = hcat(vlist(g),CI)

end

A.2.3. Eliminacién por CI

using LightGraphs

red = readdUm("reddelnarco.dat")
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g = Graph()
ultimovertice = Int64(maximum(red))
add_vertices! (g,ultimovertice)
for n in 1:Int64( (length(red)/2))
add_edge! (g,Int64(red[n,1]),Int64(red[n,2]))

end

function quitararistas(qg)
n_v = nv(g)
CI = zeros(n_v)
suma = 0
for vin l:nv
vec = neighbors(g,v)
vec = vcat(vec,v)
vec2 = Array(Int64,0)
for n in vec
vec2 = union(vec2,neighbors(g,n))
end
dist2 = union(setdiff(vec,vec2),setdiff(vec2,vec))
d = zeros(dist2)
for n in 1:length(dist2)
d[n] = (degree(g,dist2[n]))-1
end
suma = sum(d)
CI[v] = suma * (degree(g,v)-1)
end
CIordenado = sortrows(hcat(collect(vertices(g)),CI), by=x->(x[2]), rev = true)
nodoscero = Array(Int64,0)

for n in 1:n v
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if degree(g,n) = 0
push! (nodoscero,n)
end
end
for n in 1: (Int64(floor( (nv(g)-length(nodoscero))*0.01)))
a = Int64(CIordenado[n,1])
formin l:inv
if has_edge(g,a,m) = true
rem_edge! (g,a,m)
end
end
end
end
function tamanocomponentemayor(g)
a = connected_components(g)
b = Array(Array,0)
¢ = Array(Int64,0)
for n in 1:length(a)
push! (b,collect(aln]))
push! (c,length(b[n]))
end
elmasgrande = maximum(c)

end

function gradopromedio(qg)
nodos = collect(vertices(g))
grados = Array(Int64,0)
nodoscero = Array(Int64,0)
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for n in nodos
push! (grados,degree(g,n) )
if degree(g,n) =0
push! (nodoscero,n)
end
end
suma = sum(grados)
total = length(nodos)
ceros = length(nodoscero)
nocero = total-ceros
promedio = suma/nocero

end

function nodoscero(qg)
nodos = collect(vertices(q))
nodoscero = Array(Int64,0)
for n in nodos
if degree(g,n) = 0
push! (nodoscero,n)
end
end
length(nodoscero)

end

function mayoreigen(g)
a = sort(adjacency_spectrum(g) , rev=true)
b =a[l]

end
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function mayornbm(g)

end

a = connected_components(g)
b = Array(Array,0)
¢ = Array(Int64,0)
for n in 1:length(a)
push! (b,collect(a[n]))
push! (c,length(b[n]))
end
d = zeros(c)
for n in 1:length(c)
d[n] =n
end
e = sortrows(hcat(d,c) ,by=x->(x[2]),rev=true)
componentemayor = ale[1,1]]
h = induced_subgraph(g,componentemayor(:])
N = collect(non_backtracking matrix(h))
A = N[1]
B = sort(norm(eigvals(A) ), rev=true)
C =B[1]

function iterarquitar(g)

iteracion = Array(Int64,0)
componentemayor = Array(Int64,0)
numerodearistas = Array(Int64,0)
gradoprom = Array(Float64,0)
mayoreigenv = Array(Float64,0)
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ceros = Array(Int64,0)
mayoreigenvnbm = Array(Float64,0)
aristas = collect(edges(q))
aristas = length(aristas)
b=20
i=1
push! (iteracion,i)
push! (componentemayor, tamanocomponentemayor(qg) )
push! (numerodearistas,aristas)
push! (gradoprom,gradopromedio(g) )
push! (mayoreigenv,mayoreigen(g))
push! (ceros,nodoscero(qg) )
push! (mayoreigenvnbmmayornbm(g) )
while aristas !=b
b = aristas
i+=1
quitararistas(g)
aristas = collect(edges(qg))
aristas = length(aristas)
push! (iteracion,i)
push! (componentemayor, tamanocomponentemayor(g) )
push! (numerodearistas,aristas)
push! (gradoprom,gradopromedio(g) )
push! (mayoreigenv,mayoreigen(g) )
push! (ceros,nodoscero(g) )
push! (mayoreigenvnbmmayornbm(g) )
end
itvscomp = hcat(iteracion,componentemayor,numerodearistas,#=

=f#igradoprom,mayoreigenv, ceros,mayoreigenvnbm)
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writedlm("CI.dat",itvscomp)

end

@time iterarquitar(g)

A.2.4. Eliminaciéon por otras centralidades

using LightGraphs
red = readdlm("reddelnarco.dat")
g = Graph()
ultimovertice = Int64(maximum(red))
add_vertices! (g,ultimovertice)
for n in 1:Int64( (length(red)/2))
add_edge! (g,Int64(red[n,1]),Int64(red[n,2]))

end

function quitararistas(g)

intermedio = #oetweenness_centrality(g)#degree_ centrality(g)#closeness_centrality(g)
nodo = collect(1:length(intermedio))
intermedios = hcat(nodo,intermedio)
intermedioordenado = sortrows(intermedios, by=x->(x[2]), rev = true)
nodos = collect(vertices(qg))
nodoscero = Array(Int64,0)
for n in nodos

if degree(g,n) = 0

push! (nodoscero,n)

end
end
for n in 1: (Int64(floor( (length(nodos) -length(nodoscero) )*0.01)))
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a = Int64(intermedioordenado[n, 1])
for m in nodos
if has_edge(g,a,m) = true
rem_edge! (g,a,m)
end
end
end
end
function tamanocomponentemayor(g)
a = connected_components(g)
b = Array(Array,0)
¢ = Array(Int64,0)
for n in 1:length(a)
push! (b,collect(aln]))
push! (c,length(b[n]))
end
elmasgrande = maximum(c)

end

function gradopromedio(g)
nodos = collect(vertices(g))
grados = Array(Int64,0)
nodoscero = Array(Int64,0)
for n in nodos
push! (grados,degree(g,n) )
if degree(g,n) =0
push! (nodoscero,n)
end

end
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suma = sum(grados)

total = length(nodos)
ceros = length(nodoscero)
nocero = total-ceros
promedio = suma/nocero

end

function mayoreigen(g)
a = sort(adjacency_spectrum(g) , rev=true)
b = a[l]

end

function nodoscero(g)
nodos = collect(vertices(qg))
nodoscero = Array(Int64,0)
for n in nodos
if degree(g,n) =0
push! (nodoscero,n)
end
end
length(nodoscero)

end

function mayornbm(g)
a = connected_components(g)
b = Array(Array,0)
¢ = Array(Int64,0)
for n in 1:length(a)
push! (b,collect(a[n]))
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push! (c,length(b[n]))
end
d = zeros(c)
for n in 1:length(c)
d[n] =n
end
e = sortrows(hcat(d,c) ,by=x->(x[2]),rev=true)
componentemayor = ale[1,1]]
h = induced_subgraph(g,componentemayor|:])
N = collect(non_backtracking matrix(h))

A = N[1]
B = sort(norm(eigvals(A) ), rev=true)
C = B[1]

end

function iterarquitar(g)
iteracion = Array(Int64,0)
componentemayor = Array(Int64,0)
numerodearistas = Array(Int64,0)
gradoprom = Array(Float64,0)
mayoreigenv = Array(Float64,0)
ceros = Array(Int64,0)
mayoreigenvnbm = Array(Float64,0)
aristas = collect(edges(q))
aristas = length(aristas)
b=20
i=1

push! (iteracion,i)
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push! (componentemayor, tamanocomponentemayor(g) )
push! (numerodearistas,aristas)
push! (gradoprom,gradopromedio(g) )
push! (mayoreigenv,mayoreigen(g))
push! (ceros,nodoscero(qg) )
push! (mayoreigenvnbm,mayornbm(g) )
while aristas !=b
b = aristas
i+=1
quitararistas(g)
aristas = collect(edges(g))
aristas = length(aristas)
push! (iteracion,i)
push! (componentemayor, tamanocomponentemayor(g) )
push! (numerodearistas,aristas)
push! (gradoprom,gradopromedio(g) )
push! (mayoreigenv,mayoreigen(qg))
push! (ceros,nodoscero(q) )
push! (mayoreigenvnbm,mayornbm(g) )
end
itvscomp = hcat(iteracion,componentemayor,numerodearistas,#=
=f#igradoprom,mayoreigenv, ceros,mayoreigenvnbm)
writedlm("Centralidad.dat",itvscomp)

end

@time iterarquitar(g)
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