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1.5. Levantamiento de homotoṕıas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.6. Retractos y retractos fuertes por deformación . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2. Producto libre de grupos. 27

2.1. Existencia y unicidad del producto libre de grupos. . . . . . . . . . . . . . 27

2.2. Grupos libres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3. El Teorema de Seifert-van Kampen 43

3.1. El Teorema de Seifert-van Kampen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4. Calculando grupos fundamentales. 59

4.1. Grupo fundamental de S1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2. Grupo fundamental de S1 × S1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3. Grupo fundamental de Sn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.4. Grupo fundamental de Pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

v



4.5. Grupo fundamental de Rn+1 \ {~0}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.6. Grupo fundamental de R3 menos una recta. . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.7. Grupo fundamental de la figura ocho. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Prefacio

Un problema fundamental en Topoloǵıa es determinar cuándo dos espacios topológicos son

homeomorfos. Para demostrarlo es suficiente exhibir una biyección continua con inversa

continua, o bien, demostrar que no existe tal función entre dichos espacios. Muchas veces

esto resulta bastante complejo, por lo que se trata de encontrar alguna propiedad topológica

-un invariante topológico- que cumpla un espacio y el otro no; de manera que, para po-

der determinar si los espacios son topológicamente distintos baste verificar este hecho. El

presente trabajo versa sobre uno de estos invariantes topológicos, el Grupo Fundamental, y

sobre el Teorema de Seifert-van Kampen que nos dará información acerca de esta estructura

algebraica.

El primer caṕıtulo es de carácter introductorio y contiene definiciones y resultados básicos

que se utilizan a lo largo de la tesis. Se estudian los conceptos de trayectorias homotópicas,

espacios cubrientes, levantamientos de trayectorias y homotoṕıas, retractos y retractos fuer-

tes por deformación; esto con el fin de presentar el grupo fundamental y crear la herramienta

necesaria para calcular dicho grupo.

Dentro del segundo caṕıtulo se generaliza la idea de suma directa de grupos abelianos

al producto libre de grupos. También se define el concepto del producto libre de grupos,

producto externo libre y grupos libres. Además, se demuestra la existencia y unicidad bajo

isomorfismos de los mismos y se presenta una caracterización que sirve para demostrar el

Teorema de Seifert-van Kampen, el cual relaciona al producto externo libre con el grupo

fundamental.

El tercer caṕıtulo está destinado únicamente a la demostración del Teorema de Seifert-van

Kampen.

Finalmente, en el cuarto caṕıtulo se ven aplicaciones usando toda la herramienta desarrollada

en los apartados anteriores. Se calcula el grupo fundamental de algunos espacios topológicos

y se verifica la importancia de dotar a los espacios de estructuras algebraicas.
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1 El grupo fundamental

Empezaremos dando algunas definiciones y propiedades del grupo fundamental de un

espacio topológico para después demostrar el Teorema de Seifert-van Kampen. Dicho

teorema nos ayudará a calcular el grupo fundamental de espacios complejos a través

del grupo fundamental de espacios más sencillos.

1.1 Homotoṕıas

A lo largo de este trabajo usaremos la letra I para denotar el intervalo [0, 1].

Definición 1.1.1. Sean X y Y espacios topológicos, f y f ′ funciones continuas de

X en Y . Diremos que f es homotópica a f ′, si existe una función continua

F : X × I −→ Y tal que

F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = f ′(x) para toda x ∈ X.

La función F es llamada homotoṕıa entre f y f ′. Si f es homotópica a f ′

escribiremos f ' f ′. En el caso de que f ' f ′ y f ′ sea una función constante

diremos que f es nulhomotópica.

Definición 1.1.2. Sean J un intervalo en R y X un espacio topológico , diremos que

una función f : J −→ X es una trayectoria en X si f es continua. En caso

de que J sea un intervalo de la forma [a, b] y f(a) = x0 y f(b) = x1, entonces

1



2 1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

llamaremos a f una trayectoria de x0 a x1 con x0 el punto inicial de f y x1

el punto final de f .

Para la construcción del grupo fundamental, consideraremos el caso especial en que f

es un trayectoria en X con dominio I, por lo que apartir de este momento sólo

consideraremos trayectorias con dominio I.

Definición 1.1.3. Sean f y f ′ dos trayectorias en X, diremos que son trayectorias

homotópicas si tienen el mismo punto inicial x0 y el mismo punto final x1, y si

además existe una homotoṕıa F : I × I −→ X entre f y f ′ que cumpla

F (s, 0) = f(s) y F (s, 1) = f ′(s) para toda s ∈ I, y

F (0, t) = x0 y F (1, t) = x1 para toda t ∈ I.

En este caso llamaremos a F una homotoṕıa de trayectorias entre f y f ′. Si

f y f ′ son trayectorias homotópicas escribiremos f 't f ′.

Figura 1.1: Homotoṕıa de trayectorias.

Empezaremos demostrando un lema que será de gran utilidad para verificar la conti-

nuidad de ciertas funciones.

Lema 1.1.4 (Lema del Pegado). Sean X = A ∪ B, con A y B cerrados (abiertos)

en X. Si f : A −→ Y y g : B −→ Y son funciones continuas tales que para toda

x ∈ A ∩B, f(x) = g(x), entonces la función h : X −→ Y dada por

h(x) =


f(x) si x ∈ A,

g(x) si x ∈ B,

es continua.
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Demostración. Supongamos que A y B son cerrados en X. Sea U ⊆ Y cerrado,

entonces

(h)−1(U) = (h)−1(U) ∩ (A ∪B) = (h|A)−1(U) ∪ (h|B)−1(U) = (f)−1(U) ∪ (g)−1(U).

Por la continuidad de f y g tenemos que (f)−1(U) y (g)−1(U) son cerrados en A

y B respectivamente, y como A y B son cerrados en X, entonces (f)−1(U) y

(g)−1(U) son cerrados en X, es decir, (h)−1(U) es cerrado en X. Por lo tanto, h

es continua. La demostración es análoga suponiendo A y B abiertos. �

Lema 1.1.5. Las relaciones ' y 't son de equivalencia.

Demostración. Demostraremos primero que la relación ' es reflexiva.

Dada una función continua f : X −→ Y definimos la función F : X × I −→ Y por

F (x, t) = f(x), de donde

F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = f(x) para toda x ∈ X.

Para concluir que F es una homotoṕıa entre f y f , falta ver que F es continua.

Consideremos la función continua p : X × I −→ X dada por p(x, t) = x, entonces

F = f ◦ p, con lo cual F es la composición de funciones continuas y por lo tanto

continua.

En el caso de la relación 't consideramos una trayectoria f entre y0 y y1. Definimos

la función F̃ : I × I −→ Y dada por F̃ (s, t) = f(s). De lo anterior es claro que F̃

es una homotoṕıa entre f y f , además,

F̃ (0, t) = y0 y F̃ (1, t) = y1 para toda t ∈ I.

Por lo tanto, F̃ es una homotoṕıa de trayectorias entre f y f .

Vamos a demostrar que la relación ' es simétrica.

Sean f y f ′ funciones continuas de X en Y tales que f ' f ′, mostraremos que

f ′ ' f . Sea F una homotoṕıa entre f y f ′, y definamos la función G : X×I −→ Y

como G(x, t) = F (x, 1− t). Observemos que

G(x, 0) = f ′(x) y G(x, 1) = f(x) para toda x ∈ X.

La continuidad de G se debe a que es una composición de funciones continuas,

G = F ◦ h, donde la función h : X × I −→ Y está definida por h(x, t) = (x, 1− t).
Por lo tanto, f ′ ' f .
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Figura 1.2: Simetŕıa.

En el caso de que f y f ′ sean trayectorias entre y0 y y1, entonces existe una

homotoṕıa de trayectorias F̃ entre f y f ′ . Definimos G̃ : I × I −→ Y como

G̃(s, t) = F̃ (s, 1− t). De lo anterior se sigue que G̃ es continua y cumple que

G̃(0, t) = F̃ (0, 1− t) = y0 y G̃(1, t) = F̃ (1, 1− t) = y1 para toda t ∈ I.

Por lo tanto, f ′ 't f .

Por último, veamos que la relación ' es transitiva. Sean f , f ′ y f ′′ funciones

continuas de X en Y tales que f ' f ′ y f ′ ' f ′′, es decir, existe una homotoṕıa

F entre f y f ′, y una homotoṕıa G entre f ′ y f ′′. Definimos la función

H : X × I −→ Y como

H(x, t) =


F (x, 2t) si t ∈ [0, 1

2
],

G(x, 2t− 1) si t ∈ [1
2
, 1].

Observemos que H(x, 1
2
) = F (x, 1) = G(x, 0) = f ′(x) para toda x ∈ X, es decir,

está bien definida. Por lo tanto, por el lema del pegado, podemos concluir que H es

continua, además,

H(x, 0) = F (x, 0) = f(x) y H(x, 1) = G(x, 1) = f ′′(x) para toda x ∈ X.

Con lo cual obtenemos que la relación es transitiva.
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Figura 1.3: Transitividad.

En el caso de que f , f ′ y f ′′ sean trayectorias de y0 a y1, por ser trayectorias

homotópicas existen F̃ una homotoṕıa de trayectorias entre f y f ′, y G̃ una

homotoṕıa de trayectorias entre f ′ y f ′′. Definimos la función H̃ : I × I −→ Y

como

H̃(s, t) =


F̃ (s, 2t) si t ∈ [0, 1

2
],

G̃(s, 2t− 1) si t ∈ [1
2
, 1].

Esta función resulta ser una homotoṕıa entre f y f ′′ con la siguiente propiedad:

H̃(0, t) = F̃ (0, 2t) = y0 si t ∈ [0, 1
2
] y H̃(0, t) = G̃(0, 2t− 1) = y0 si t ∈ [1

2
, 1],

H̃(1, t) = F̃ (1, 2t) = y1 si t ∈ [0, 1
2
] y H̃(1, t) = G̃(1, 2t− 1) = y1 si t ∈ [1

2
, 1].

Por lo tanto, f 't f ′′. �

La clase de equivalencia de la trayectoria f será denotada por [f ], y es llamada la

clase de homotoṕıa de f .

Ahora definiremos una operación entre trayectorias que dará lugar al Grupo Funda-

mental.

Definición 1.1.6. Sean f y g dos trayectorias en X tales que f(1) = g(0). Definimos

el producto de trayectorias como la función f ∗ g : I −→ X dada por
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(f ∗ g)(s) =


f(2s) si s ∈ [0, 1

2
],

g(2s− 1) si s ∈ [1
2
, 1].

Por el lema del pegado f ∗ g es continua y por lo tanto es una trayectoria en X.

Lema 1.1.7. Sean f, f ′ : I −→ X trayectorias homotópicas de x0 a x1 y

g, g′ : I −→ X trayectorias homotópicas de x1 a x2, entonces f ∗ g 't f ′ ∗ g′.

Demostración. Consideremos una homotoṕıa de trayectorias F entre f y f ′, y una

homotoṕıa de trayectorias G entre g y g′. Definimos la función H : I × I −→ X

como

H(s, t) =


F (2s, t) si s ∈ [0, 1

2
],

G(2s− 1, t) si s ∈ [1
2
, 1].

Esta nueva función queda bien definida y es continua por el lema del pegado, además,

H(s, 0) = F (2s, 0) = f(2s) si s ∈ [0, 1
2
],

H(s, 0) = G(2s− 1, 0) = g(2s− 1) si s ∈ [1
2
, 1];

y

H(s, 1) = F (2s, 1) = f ′(2s) si s ∈ [0, 1
2
],

H(s, 1) = G(2s− 1, 1) = g′(2s− 1) si s ∈ [1
2
, 1].

Es decir, H(s, 0) = f ∗ g(s) y H(s, 1) = f ′ ∗ g′(s) para toda s ∈ I. Por otro lado,

H(0, t) = F (0, t) = x0 para toda t ∈ [0, 1] y

H(1, t) = G(1, t) = x2 para toda t ∈ [0, 1].

Esto implica que H es una homotoṕıa de trayectorias entre f ∗ g y f ′ ∗ g′.
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Figura 1.4: Lema 1.1.6

�

Definición 1.1.8. Sea x0 ∈ X y f : I −→ X una trayectoria. Diremos que f es un lazo

basado en x0 si f(0) = f(1) = x0. El conjunto de todas las clases de trayectorias

homotópicas basadas en x0 lo denotaremos por π1(X,x0).

Antes de dotar a π1(X, x0) con una estructura algebraica demostraremos los siguientes

lemas.

Lema 1.1.9. Sean f, f ′ : X −→ Y y k : Y −→ Z funciones continuas. Si F es una

homotoṕıa entre f y f ′, entonces k ◦F es una homotoṕıa entre (k ◦ f) y (k ◦ f ′).

Si además f y f ′ son trayectorias de y0 a y1, entonces (k ◦ f) y (k ◦ f ′) son

trayectorias homotópicas de k(y0) a k(y1).

Demostración. Sea F una homotoṕıa entre f y f ′, entonces la función

(k ◦F ) : X× I −→ Z es continua por ser composición de funciones continuas, además,

(k ◦ F )(x, 0) = (k ◦ f)(x) y (k ◦ F )(x, 1) = (k ◦ f ′)(x) para toda x ∈ X.

Por lo tanto, k ◦ f ' k ◦ f ′. En el caso de que f y f ′ sean trayectorias en X y F

sea una homotoṕıa de trayectorias, tendŕıamos que

(k ◦ F )(0, t) = k(y0) y (k ◦ F )(1, t) = k(y1) para toda t ∈ I.
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Es decir, k ◦ f 't k ◦ f ′. �

Lema 1.1.10. Sean f, g : I −→ X trayectorias en X tales que f(1) = g(0) y

k : X −→ Y una función continua. Entonces, k ◦ (f ∗ g) = (k ◦ f) ∗ (k ◦ g).

Demostración. Por definición tenemos que

f ∗ g(s) =


f(2s) si s ∈ [0, 1

2
],

g(2s− 1) si s ∈ [1
2
, 1].

Por lo tanto, usando nuevamente la definición del producto de trayectorias

k ◦ (f ∗ g)(s) =


(k ◦ f)(2s) si s ∈ [0, 1

2
],

(k ◦ g)(2s− 1) si s ∈ [1
2
, 1],

= (k ◦ f) ∗ (k ◦ g)(s).

�

A continuación mencionaremos un tipo de conjuntos que ayudarán a la construcción de

homotoṕıas.

Definición 1.1.11. Sea A ⊆ Rn, diremos que A es convexo si para cualesquiera dos

elementos x y z de A, el conjunto {tx + (1− t)z | t ∈ I} se encuentra contenido

en A.

Lema 1.1.12. Sean f : X −→ A ⊆ Rn y g : X −→ A ⊆ Rn funciones continuas con

A un subconjunto convexo. Entonces, f ' g. Si f y g son trayectorias de x0 a

x1, entonces f 't g.

Demostración. Consideremos la función H : X × I −→ A dada por

H(x, t) = tg(x) + (1− t)f(x) para todo (x, t) ∈ X × I.

Observemos que H(X × I) ⊆ A en vista de que A es convexo, por otro lado,

H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x) para toda x ∈ X; y presuponiendo la continuidad

de H tendŕıamos que f ' g.
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Si f y g fueran trayectorias de x0 a x1, se tendŕıa que

H(0, t) = tg(0) + (1− t)f(0) = tx0 + (1− t)x0 = x0 para toda t ∈ I y

H(1, t) = tg(1) + (1− t)f(1) = tx1 + (1− t)x1 = x1 para toda t ∈ I.

Y nuevamente, presuponiendo la continuidad de H obtendŕıamos que f 't g. Lo

único que falta en ambos casos es verificar la continuidad de H, para esto veremos

que H es una composición de funciones continuas.

Consideremos las siguientes funciones continuas:

⊕ : Rn × Rn −→ Rn dada por ⊕(~y, ~z) = ~y + ~z,

� : R× Rn −→ Rn dada por �(λ, ~y) = λ~y,

p1 : X × I −→ X dada por p1(x, t) = x,

p2 : X × I −→ I dada por p2(x, t) = t,

k : R −→ R dada por k(t) = 1− t.

Y definamos ∆1,∆2 : X × I −→ R× Rn y ∆3 : X × I −→ Rn × Rn como

∆1(x, t) = (p2(x, t), g ◦ p1(x, t)) = (t, g(x)),

∆2(x, t) = (k ◦ p2(x, t), f ◦ p1(x, t)) = (1− t, f(x)),

∆3(x, t) = (� ◦∆1(x, t),� ◦∆2(x, t)) = (tg(x), (1− t)f(x)).

Estas funciones son continuas por ser el producto diagonal de funciones continuas. Por

último, como ⊕ y ∆3 son continuas y H = ⊕ ◦ ∆3, concluimos que H es

continua. �

1.2 La construcción del grupo fundamental

Después de todo el trabajo hecho, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema,

el cual es un resultado base para toda la teoŕıa que desarrollaremos.
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Teorema 1.2.1. π1(X, x0) es un grupo respecto a la operación [f ] · [g] := [f ∗ g].

Demostración. Dado que π1(X, x0) es el conjunto de todas las clases de homotoṕıa de

lazos basados en x0, la operación ∗ está bien definida para cualesquiera dos lazos

basados en x0, y por el lema 1.1.7 también lo está · .

1. Asociatividad. Sean f , g y h lazos basados en x0, veamos que

(f ∗ g) ∗ h 't f ∗ (g ∗ h). Para esto definimos la función ϕ : I −→ I como

ϕ(s) =



s
2

si s ∈ [0, 1
2
],

s− 1
4

si s ∈ [1
2
, 3

4
],

2s− 1 si s ∈ [3
4
, 1].

Por el lema del pegado ϕ es continua y además ((f ∗ g) ∗ h) ◦ ϕ = f ∗ (g ∗ h).

Por otra parte, como I es convexo, por el lema 1.1.12, tenemos que ϕ 't IdI
y usando el lema 1.1.9 obtenemos que

(f ∗ g) ∗ h = [(f ∗ g) ∗ h] ◦ IdI 't [(f ∗ g) ∗ h] ◦ ϕ = f ∗ (g ∗ h).

Es decir, ([f ] · [g]) · [h] = [f ] · ([g] · [h]).

Figura 1.5: Asociatividad, función ϕ.

2. Elemento neutro. Sean f y e lazos basados en x0 tal que e(s) = x0 para toda

s ∈ I. Afirmamos que e ∗ f 't f y f ∗ e 't f . Para demostrar esto definimos

ϕ : I −→ I y ψ : I −→ I como
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ϕ(s) =


2s si s ∈ [0, 1

2
],

1 si s ∈ [1
2
, 1].,

ψ(s) =


0 si s ∈ [0, 1

2
],

2s− 1 si s ∈ [1
2
, 1].

Por el lema del pegado ϕ y ψ son continuas, además, f ◦ ϕ = f ∗ e y

f ◦ ψ = e ∗ f . Por otra parte, como I es convexo, por el lema 1.1.12, ϕ 't IdI
y ψ 't IdI , y usando el lema 1.1.9 tenemos que f 't f ∗ e y f 't e ∗ f . Es

decir, [f ] = [f ] · [e] y [f ] = [e] · [f ]. Por lo tanto, [e] es el elemento neutro.

Figura 1.6: Elemento neutro, función ϕ y ψ.

3. Elemento Inverso. Sea f un lazo basado en x0, definimos f̄ : I −→ X como

f̄(s) = f(1−s). Observemos que f̄ también es un lazo basado en x0. Afirmamos

que f ∗ f̄ 't e y f̄ ∗f 't e. En efecto, consideremos las funciones i, e0 : I −→ I

donde i es la identidad en I y e0 es la constante 0. Entonces, como I es

convexo, por el lema 1.1.12, tenemos que e0 't i ∗ ī. Finalmente por los lemas

1.1.9 y 1.1.10 obtenemos lo siguiente:

e = f ◦ e0 't f ◦ (i ∗ ī) = (f ◦ i) ∗ (f ◦ ī) = f ∗ f̄ .

Análogamente e 't f̄ ∗ f . Por lo tanto, [e] = [f ] · [f̄ ] y [e] = [f̄ ] · [f ].
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Figura 1.7: Elemento inverso, función e0 e i ∗ ī.

�

El grupo π1(X, x0) es llamado el grupo fundamental de X en x0.

El teorema anterior se puede extender para trayectorias en general y como su demos-

tración es esencialmente la misma sólo lo enunciaremos.

Teorema 1.2.2. Sean f y g trayectorias en X. Si el producto de trayectorias f ∗ g
esta bien definido entonces denotaremos por [f ] · [g] = [f ∗ g]. La operación · cumple

las siguientes propiedades:

1. Asociatividad. Si [f ] · ([g] · [h]) está bien definido también lo está ([f ] · [g]) · [h],

además, [f ] · ([g] · [h]) = ([f ] · [g]) · [h].

2. Identidades derecha e izquierda. Dado x ∈ X definimos a la trayectoria constante

ex : I −→ X como ex(t) = x para toda t ∈ I. Entonces, si f es una trayectoria

en X de x0 a x1 tenemos que

[f ] · [ex1 ] = [f ] y [ex0 ] · [f ] = [f ].

3. Inverso. Dado una trayectoria f en X de x0 a x1, definimos la trayectoria

f̄ : I −→ X por f̄(t) = f(1− t) . Entonces,

[f ] · [f̄ ] = [ex0 ] y [f̄ ] · [f ] = [ex1 ].

Para el siguiente teorema necesitamos definir que entenderemos por que una función

mande af́ınmente un intervalo a otro.

Definición 1.2.3. Diremos que una función f : [a, b] ⊆ R −→ [c, d] manda af́ınmente

el intervalo [a, b] al intervalo [c, d] (sin invertir la orientación) si f está dada por

f(x) =
(d− c)
(b− a)

(x− a) + c para toda x ∈ [a, b].
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Teorema 1.2.4. Sea f una trayectoria en X y ℘ = {a0, . . . , an} una partición del

intervalo [0, 1]. Si consideramos para toda i = 1, . . . , n la función fi : I −→ X,

como aquella que manda af́ınmente el intervalo I al intervalo [ai−1, ai] seguida de

f , entonces [f ] = [f1] · . . . · [fn].

Demostración. Consideremos la función f1 ∗ (f2 ∗ (. . . (fn−1 ∗ fn) . . .)), que es aquella que

sobre el intervalo [2i−1−1
2i−1 , 2i−1

2i
] hace el mismo recorrido que f en el intervalo [ai−1, ai].

También definimos la función continua k : I −→ I como aquella que manda af́ınmente

el intervalo [2i−1−1
2i−1 , 2i−1

2i
] al intervalo [ai−1, ai] para toda i = 1, . . . , n . Ahora, dado

que I es convexo, por el lema 1.1.12, k 't IdI y usando el lema 1.1.9 obtenemos

que f ◦ k 't f .

Para finalizar, observemos lo siguiente:

f ◦ k = f1 ∗ (f2 ∗ (. . . (fn−1 ∗ fn) . . .)),

de donde

[f ] = [f1](·([f2] · . . . ([fn−1] · [fn]) · · · )) = [f1] · . . . · [fn].

�

Hasta ahora, dado un espacio topológico X, a cada elemento en él le hemos asignado

un grupo, pero no nos hemos preguntado si este grupo resulta ser el mismo para cada

elemento. Para responder a esta pregunta empezaremos dando la siguiente definición.

Definición 1.2.5. Sea α una trayectoria en X de x0 a x1. Definimos la función

α̂ : π1(X, x0) −→ π1(X, x1) como α̂([f ]) = [ᾱ] · [f ] · [α].

Esta función queda bien definida ya que la operación · está bien definida.

Figura 1.8: Función inducida por α.
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Teorema 1.2.6. La función α̂ es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Veamos que α̂ es un homomorfismo. Sean [f ] y [g] elementos de

π1(X, x0), entonces

α̂([f ] · [g]) = [ᾱ] · [f ] · [g] · [α]

= [ᾱ] · [f ] · [ex0 ] · [g] · [α]

= ([ᾱ] · [f ] · [α])(·[ᾱ] · [g] · [α])

= α̂([f ]) · α̂([g])

Sólo falta ver que efectivamente α̂ es un isomorfismo, para esto construyamos su

inversa. Si denotamos por β = ᾱ entonces afirmamos que β̂ = α̂−1.

Sea [h] ∈ π1(X, x1), entonces

α̂ ◦ β̂([h]) = α̂([β̄] · [h] · [β])

= α̂([ ¯̄α] · [h] · [ᾱ])

= α̂([α] · [h] · [ᾱ])

= [ᾱ] · [α] · [h] · [ᾱ] · [α]

= [ex1 ] · [h] · [ex1 ]
= [h].

Por lo tanto α̂ ◦ β̂ = Idπ1(X,x1), análogamente obtenemos que β̂ ◦ α̂ = Idπ1(X,x0). �

Este último teorema responde a la pregunta que nos hab́ıamos hecho.

Corolario 1.2.7. Si X es conexo por trayectorias, entonces π1(X, x0) ∼= π1(X, x1) para

cualesquiera dos elementos x0 y x1 en X.

Estos resultados nos llevan a la siguiente definición.

Definición 1.2.8. Diremos que X es simplemente conexo si es conexo por trayectorias

y π1(X, x0) es el grupo trivial para algún x0 en X.

Lema 1.2.9. Sea X un espacio simplemente conexo, entonces cualesquiera dos trayec-

torias con los mismos puntos inicial y final son homotópicas.

Demostración. Sean α y β dos trayectorias de x0 a x1, entonces

α 't α ∗ ex1 't α ∗ (β̄ ∗ β) 't (α ∗ β̄) ∗ β 't ex0 ∗ β 't β.

�
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La siguiente pregunta que debemos hacernos es si el grupo fundamental es un invariante

topológico. Consideremos una función continua h : X −→ Y tal que h(x0) = y0,

denotaremos este hecho por h : (X, x0) −→ (Y, y0). Si f es un lazo basado en x0

entonces h ◦ f es un lazo basado en y0, por lo tanto, tenemos una correspondencia

natural entre π1(X, x0) y π1(Y, y0) dada por [f ] 7−→ [h ◦ f ].

Definición 1.2.10. Sea h : (X, x0) −→ (Y, y0) una función continua, definimos la función

h∗ : π1(X, x0) −→ π1(Y, y0) por h∗([f ]) = [h ◦ f ].

Esta nueva función queda bien definida debido al lema 1.1.9 y es un homomorfismo, lo

cual se debe a la siguiente igualdad:

h ◦ (f ∗ g) = (h ◦ f) ∗ (h ◦ g).

Este homomorfismo es llamado el homomorfismo inducido por h relativo al punto

base x0.

Veamos algunas propiedades del homomorfismmo inducido.

Lema 1.2.11. Sean k : (X, x0) −→ (Y, y0) y h : (X, x0) −→ (Y, y0) funciones continuas

para las cuales existe una homotoṕıa F entre h y k con F (x0, t) = y0 para toda

t ∈ I. Entonces k∗ = h∗.

Demostración. Sea f un lazo basado en x0, entonces dado que F (x0, t) = y0 para toda

t ∈ I, la composición F ◦ (f × IdI) es una homotoṕıa de trayectorias entre h ◦ f y

k ◦ f , es decir, h∗([f ]) = k∗([f ]) y por lo tanto k∗ = h∗.

Figura 1.9: Homotoṕıa entre h ◦ f y k ◦ f .

�

Las siguientes dos propiedades son llamadas propiedades funtoriales.
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Teorema 1.2.12. Sean h : (X, x0) −→ (Y, y0) y k : (Y, y0) −→ (Z, z0) funciones

continuas, entonces se cumplen las siguientes dos propiedades:

1. (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗.

2. Si IdX es la función identidad en X, entonces (IdX)∗ = Idπ1(X,x0) donde

Idπ1(X,x0) es la función identidad en π1(X, x0).

Demostración. Sea [f ] ∈ π1(X, x0), entonces

(k ◦ h)∗([f ]) = [(k ◦ h) ◦ f ] y (k∗ ◦ h∗)([f ]) = k∗([h ◦ f ]) = [k ◦ (h ◦ f)].

Con lo cual, (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗. Por otro lado,

(IdX)∗([f ]) = [IdX ◦ f ] = [f ] = Idπ1(X,x0)([f ]).

Por lo tanto, (IdX)∗ = Idπ1(X,x0). �

Corolario 1.2.13. Sea h : (X, x0) −→ (Y, y0) un homeomorfismo, entonces h∗ es un

isomorfismo entre π1(X, x0) y π1(Y, y0).

Demostración. Consideremos la función inversa de h, la cual denotaremos por

k : (Y, y0) −→ (X, x0). Entonces debido al teorema 1.2.12 tenemos la siguiente igualdad

k∗ ◦ h∗ = (k ◦ h)∗ = (IdX)∗ = Idπ1(X,x0).

Análogamente h∗ ◦ k∗ = Idπ1(Y,y0) y por lo tanto π1(X, x0) ∼= π1(Y, y0). �

Del corolario anterior podemos decir que el Grupo Fundamental es un invariante to-

pológico y será una herramienta bastante útil para distinguir cuando dos espacios son

topológicamente distintos.

1.3 Espacios cubrientes

Para seguir con nuestro estudio del grupo fundamental introduciremos el concepto de

espacio cubriente, el cual nos permitirá calcular grupos fundamentales.

Pasemos a definir algunos conceptos básicos.
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Definición 1.3.1. Sea P : E −→ B una función continua y suprayectiva. Diremos que

un conjunto abierto U en B está cubierto parejamente por P si la imagen

inversa P−1(U) puede ser escrita como la unión ajena de una familia de abiertos

{Vα}α∈λ en E tal que para toda α ∈ λ la función restricción P |Vα : Vα −→ U es

un homeomorfismo. La colección {Vα}α∈λ es llamada una partición de P−1(U) en

rebanadas.

Observemos que en la definición anterior al tomar la función restricción P |Vα la hemos

considerado como aquella que va de Vα a su correspondiente imagen. En esta sección al

restiringir cualquier otra función también consideraremos a la función restricción como

aquella que va de su nuevo dominio a su respectiva imagen.

En la figura 1.9 se puede ver una representación de un abierto cubierto parejamente.

Figura 1.10: Abierto cubierto parejamente por P .

Lema 1.3.2. Sea P : E −→ B una función continua y suprayectiva y U un abierto

en B cubierto parejamente por P . Entonces, todo abierto W ⊆ U también está

cubierto parejamente por P .

Demostración. Por hipótesis sabemos que existe una partición de P−1(U) en rebanadas,

denotémosla por {Vα}α∈λ. Como W ⊆ U , entonces P−1(W ) ⊆ P−1(U), de donde

P−1(W ) = P−1(W ) ∩ P−1(U) = P−1(W ) ∩

(⋃
α∈λ

Vα

)
=
⋃
α∈λ

(P−1(W ) ∪ Vα) =
⋃
α∈λ

V ′α

con V ′α = P−1(W ) ∩ Vα para toda α ∈ λ. Por la continuidad de P tenemos que

P−1(W ) es abierto, por lo que todos los conjuntos V ′α son abiertos. Por último, para
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poder decir que la familia {V ′α}α∈λ es una partición en rebanadas de P−1(W ) sólo

hace falta checar que las funciones restricción P |V ′α : V ′α −→ W son homeomorfismos.

Observemos que V ′α ⊆ Vα para toda α ∈ λ y por lo tanto

P |V ′α = (P |Vα)|V ′α .

Para finalizar, como las restricciones P |Vα son homeomorfismos también lo son las

restricciones P |V ′α , es decir, la familia {V ′α}α∈λ es efectivamente una partición de

P−1(W ) en rebanadas. �

Definición 1.3.3. Sea P : E −→ B una función continua y suprayectiva. Si para cada

elemento b en B existe una vecindad abierta de b cubierta parejamente por P ,

entonces diremos que P es una aplicación cubriente y llamaremos a E un espacio

cubriente de B.

Lema 1.3.4. Sea P : E −→ B una aplicación cubriente, entonces para todo elemento b

en B el subespacio P−1({b}) posee la topoloǵıa discreta.

Demostración. Sea b un elemento en B, como P es una función cubriente existe

una vecindad abierta U de b cubierta uniformemente por P , por lo que podemos

considerar {Vα}α∈λ una partición de P−1(U) en rebanadas. En vista de que cada

restricción P |Vα es un homeomorfismo de Vα en U sabemos que existe un único

bα ∈ Vα tal que P (bα) = b, con lo cual P−1({b}) ∩ Vα = {bα} es un abierto en

P−1({b}) =
⋃
α∈λ
{bα}. Por lo tanto, P−1({b}) posee la topoloǵıa discreta. �

Lema 1.3.5. Sea P : E −→ B una aplicación cubriente, entonces P es una función

abierta.

Demostración. Consideremos un abierto A en E, mostraremos que todo elemento de

P (A) es un punto interior. Sea x ∈ P (A), entonces existe una vecindad abierta U de

x que está cubierta parejamente por P . Sean {Vα}α∈λ una partición de P−1(U) en

rebanadas y z un elemento de P−1({x}). Por el lema 1.3.4 sabemos que existe una

única vecincidad Vβ que contiene a z, y dado que P |Vβ es un homeomorfismo sobre

U tenemos que el conjunto P (Vβ ∩A) es un abierto en U y por ende un abierto en

B. Por último, P (A ∩ Vβ) es una vecindad abierta de x y P (A ∩ Vβ) ⊆ P (A), por

lo tanto, x es un punto interior de P (A). �

Para imaginar cómo son estas funciones cubrientes demos un ejemplo.
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Teorema 1.3.6. La función f : R −→ S1 dada por f(x) = (cos(2πx), sen(2πx)), es una

aplicación cubriente.

Demostración. Mostraremos que todo elemento en S1 tiene una vecindad que es cubierta

uniformemente por f . Para esto consideremos el conjunto U = {(x, y) ∈ S1 | x > 0},
que es la media circunferencia en el semiplano derecho, abierta y de radio 1 . De la

definición de f tenemos que

f−1(U) = {x ∈ R | cos(2πx) > 0} =
⋃
n∈Z

(n− 1

4
, n+

1

4
)

Llamemos Vn al intervalo abierto (n− 1
4
, n+ 1

4
), entonces el conjunto f−1(U) es la

unión disjunta de intervalos abiertos en R. Por otra parte, afirmamos que la restricción

de f a cualquier intervalo cerrado Vn sobre U es un homeomorfismo. Por la definición

de f tenemos que f(Vn) = U y que f |Vn : Vn −→ U es una biyección debido a que

el mapeo sen(2πx) es estrictamente monótono en ese intervalo. Por último, el hecho

de que la restricción f |Vn sobre U sea un homeomorfismo se sigue de que Vn es

un conjunto compacto y U es un subespacio de Hausdorff. Por lo tanto, la función

f |Vn : Vn −→ U es un homeomorfismo debido a que f |Vn = (f |Vn)|Vn .

Repitiendo el mismo análisis con las otras tres semicircunferencias abiertas se tiene que

todas quedan cubiertas uniformemente por f , y como las 4 semicircunferencias abiertas

forman una cubierta abierta de S1 concluimos que f es una aplicación cubriente.

Figura 1.11: f(x) = (cos(2πx), sen(2πx)).
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�

En la figura 1.10 se puede ver cómo f envuelve a la recta en el ćıculo unitario.

Teorema 1.3.7. Sean P : E −→ B y P ′ : E ′ −→ B′ aplicaciones cubrientes, entonces

P × P ′ : E × E ′ −→ B ×B′ es una aplicación cubriente.

Demostración. Sea (b, b′) ∈ B × B′, veamos que la pareja (b, b′) posee una vecindad

abierta, cubierta parejamente por P × P ′. Dado que P y P ′ son aplicaciones

cubrientes sabemos que existen U y U ′ vecindades de b y b′ que están cubiertas

parejamente por P y P ′, por lo cual, existen {Vα}α∈λ y {Vβ}β∈η particiones en

rebanadas de P−1(U) y P ′−1(U ′). De lo anterior podemos decir que la imagen inversa

(P ×P ′)−1(U ×U ′) es la unión de todos los conjuntos Vα×Vβ, los cuales son ajenos y

abiertos en E ×E ′, además, cada una de las restricciones P × P ′|Vα×Vβ : Vα × Vβ −→
U × U ′ son homeomorfismos. Por lo tanto, P × P ′ es una aplicación cubriente.

Corolario 1.3.8. Sea f : R −→ S1 la función definida por f(x) = (cos(2πx), sen(2πx)),

entonces f × f : R× R −→ S1 × S1 es una aplicación cubriente.

El espacio T = S1 × S1 es llamado el Toro 2-dimensional.

�

1.4 Levantamiento de trayectorias

En esta sección y en la siguiente construiremos la herramienta necesaria para poder

calcular el grupo fundamental del ćırculo S1.

Definición 1.4.1. Sean P : E −→ B y f : X −→ B funciones no necesariamente

continuas. Diremos que una función f̃ : X −→ E es un levantamiento de f

respecto a P si P ◦ f̃ = f , es decir, si se tiene el siguiente diagrama conmutativo

E

P
��

X

f̃
>>

f
// B

Definición 1.4.2. Sean [a, b] un intervalo y ℘ = {s0, s1, . . . , sn} ⊆ [a, b]. El conjunto ℘

será llamado una partición de [a, b] si si−1 < si para toda i = 1, . . . , n, y s0 = a

y sn = b.
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El siguiente teorema sólo lo enunciaremos dado que es un resultado bastante conocido.

Teorema 1.4.3 (Teorema del Número de Lebesgue). Sea X un espacio métrico compacto y

{U1, . . . , Un} una cubierta abierta de X, entonces existe δ > 0 tal que si A es un

subconjunto de X con diámetro menor que δ ocurre que A ⊆ Uj para algún ı́ndice

j.

Teorema 1.4.4. Sea P : (E, e0) −→ (B, b0) una aplicación cubriente, entonces cualquier

trayectoria f : I −→ B que empiece en b0 tiene un único levantamiento continuo

respecto a P , f̃ : I −→ E, que empieza en e0.

Demostración. Como P es una aplicación cubriente podemos generar una cubierta abierta

de B con abiertos cubiertos parejamente por P , sea {Uα}α∈λ dicha familia. Por

otro lado, la continuidad de f nos genera una cubierta abierta {f−1(Uα)}α∈λ de I y

como I es un espacio métrico compacto, aplicando el teorema del número de Lebesgue,

sabemos que existe una partición ℘ = {s0, . . . , sn} de I tal que cada subintervalo

[si−1, si] se queda contenido en algún f−1(Uαi), con lo cual f([si−1, si]) ⊆ Uαi .

Una vez teniendo la partición ℘ podemos construir a f̃ . Definimos f̃(0) = e0. Lo

que sigue es extender a f̃ sobre todo I. De lo anterior tenemos que f([s0, s1]) ⊆ Uα1

y que Uα1 esta cubierto parejamente por P , entonces consideramos la partición en

rebanadas {V 1
β }β∈η1 de P−1(Uα1). Cada uno de los conjuntos V 1

β es homeomorfo a

Uα1 bajo P , además, f̃(0) = e0 pertenece a uno sólo de estos conjuntos, digamos a

V 1
0 , por lo que definimos a f̃(s) para toda s ∈ [s0, s1] como

f̃(s) = (P |V 1
0

)−1(f(s)) = (P |V 1
0

)−1 ◦ f(s).

Dado que P |V 1
0

: V 1
0 −→ Uα1 es un homeomorfismo su inversa es continua, por lo

tanto, f̃ es continua sobre el intervalo [s0, s1].

Hasta este momento sólo hemos definido parcialmente la función f̃ sobre el intervalo

[s0, s1]. Lo que sigue es mostrar cómo extender a f̃ sobre los intervalos [s0, si] para

toda i = 2, . . . , n.

En general sabemos que f([sj−1, sj]) ⊆ Uαj , donde Uαj está cubierto parejamente por

P , y consideramos una partición en rebanadas {V j
β }β∈ηj de P−1(Uαj). Supongamos

que hemos extendido la función sobre el intervalo [s0, si], entonces de lo anterior f̃(si)

pertenece solamente a uno de los conjuntos V i+1
β , digamos V i+1

0 , por lo que definimos

a f̃(s) para toda s ∈ [si, si+1] como

f̃(s) = (P |V i+1
0

)−1 ◦ f(s),
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y dado que (P |V i+1
0

) es un homeomorfismo sobre Uαi+1
tenemos que f̃ es continua en

el intervalo [si, si+1]. De esta manera hemos extendido a f̃ sobre el intervalo I. Para

checar la continuidad de f̃ sólo debemos observar que f̃ |[si,si+1] es continua para toda

i = 0, . . . , n−1, por lo tanto, el lema del pegado nos asegura la continuidad de f̃ en I.

Otra cosa que es inmediata de la construcción de f̃ es que P ◦ f̃ = f , concluyendo aśı

que f̃ es un levantamiento continuo de f . Lo único que falta es corroborar la unicidad

de este levantamiento; para esto consideremos f̂ otro levantamiento continuo de f que

empiece en e0, entonces f̂(0) = e0 = f̃(0). Supongamos ya hemos demostrado que

f̂(s) = f̃(s) para toda s ∈ [s0, si] y extendamos la igualdad al intervalo [s0, si+1].

Sabemos que

1. f([si, si+1]) ⊆ Uαi+1
.

2. f̃(si) = f̂(si) ∈ V i+1
0 .

3. f̃(s) = (P |V i+1
0

)−1 ◦ f(s) para toda s ∈ [si, si+1].

Como f̂ es un levantamiento de f tenemos que f̂([si, si+1]) ⊆ P−1(Uαi+1
), pero

P−1(Uαi+1
) es la unión ajena de abiertos y f̂([si, si+1]) es un conjunto conexo debido

a la continuidad de f̂ , esto nos dice que existe un único conjunto V i+1
β que contiene

a f̂([si, si+1]), y dado que f̃(si) = f̂(si) concluimos que f̂([si, si+1]) ⊆ V i+1
0 . Para

finalizar volveremos a usar el hecho de que f̂ es un levantamiento de f y P |V i+1
0

un

homeomorfismo sobre Uαi+1
. Para toda s ∈ [si, si+1] se tiene que f̂(s) ∈ P−1({f(s)})

y como f̂ lleva el intervalo [si, si+1] a V i+1
0 ocurre que f̂(s) = f̃(s), esto último

debido a que existe un único y = f̃(s) ∈ V i+1
0 tal que y ∈ P−1({f(s)}). Por lo tanto,

f̂(s) = f̃(s).

Figura 1.12: Levantamiento de f .
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�

1.5 Levantamiento de homotoṕıas

Teorema 1.5.1. Sea P : (E, e0) −→ (B, b0) una aplicación cubriente, entonces toda

homotoṕıa F : I × I −→ B con F (0, 0) = b0 tiene un único levantamiento continuo

respecto a P , F̃ : I × I −→ E, tal que F̃ (0, 0) = e0. Más aún, si F es una

homotoṕıa de trayectorias, entonces F̃ también lo es.

Demostración. Como P es una aplicación cubriente podemos generar una cubierta abierta

de B con abiertos cubiertos parejamente por P , sea {Uα}α∈λ dicha familia. Dado

que F es una función continua, la familia {F−1(Uα)}α∈λ es una cubierta abierta de

I × I, y aplicando el teorema del número de Lebesgue podemos encontrar particiones

℘1 = {s0, . . . , sm} y ℘2 = {t0, . . . , tn} de I tal que los rectángulos Ii × Jj =

[si−1, si]×[tj−1, tj] están contenidos en algún F−1(Uα(i,j)
), de donde F (Ii×Jj) ⊆ Uα(i,j)

para todo (i, j).

Construiremos a F̃ de la siguiente manera: definimos F̃ (0, 0) = e0, luego dado que

los conjuntos I × {0} y {0} × I son homeomorfos a I, entonces por el teorema 1.4.4

podemos extender de manera continua a F̃ sobre Ã = I × {0} ∪ {0} × I tal que

P ◦ F̃ = F |Ã.

A continuación daremos una construcción general para extender a F̃ a todos los

rectángulos generados por la partición ℘. Sea (i0, j0) con 0 ≤ i0 ≤ m y 0 ≤ j0 ≤ n,

y supongamos que ya hemos definido a F̃ en el conjunto A y que es un levantamiento

de F |A, donde A es la unión de Ã y los rectángulos anteriores a Ii0 × Jj0 , es decir,

aquellos rectángulos Ii × Jj para los cuales j < j0 y aquellos que j = j0 e i < i0.

Consideremos una partición en rebanadas {Vβ}β∈η de P−1(U(i0,j0)) y observemos que

el conjunto C = A ∩ (Ii0 × Jj0) es conexo, ya que es la unión del borde izquierdo e

inferior del rectángulo Ii0 × Jj0 , por lo que F̃ (C) es conexo y debe estar contenido

en alguno de los conjuntos Vβ, digamos V0. Sabemos que F (Ii0 × Jj0) ⊆ U(i0,j0) y

que P |V0 : V0 −→ U(i0,j0) es un homeomorfismo, entonces definimos F̃ (x) para todo

x ∈ Ii0 × Jj0 como

F̃ (x) = (P |V0)−1 ◦ F (x).

Por último, la continuidad de F̃ sobre A ∪ (Ii0 × Jj0) se debe al hecho de que
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P |V0 es un homeomorfismo y que tanto F̃ |Ã como F̃ |Ii×Jj son continuas para todos

los rectángulos anteriores a Ii0 × Jj0 . Continuando este procedimiento finalizamos

extendiendo a F̃ continuamente sobre I × I al mismo tiempo que garantizamos es

un levantamiento de F .

La unicidad del levantamiento se sigue del mismo razonamiento hecho en el teorema

1.4.4.

En el caso de que F fuera una homotoṕıa de trayectorias tendŕıamos que

F ({0}× I) = b0, y dado que F̃ es un levantamiento entonces F̃ ({0}× I) ⊆ P−1(b0).

Por otro lado, la continuidad de F̃ nos asegura que el conjunto F̃ ({0}×I) es conexo;

y el hecho de que el conjunto P−1({b0}) posee la topoloǵıa discreta nos dice que

el conjunto F̃ ({0} × I) consta de un sólo punto y por lo tanto F̃ ({0} × I) = e0.

Análogamente F̃ ({1} × I) es un conjunto que consta de un sólo punto, con lo cual

hemos establecido que F̃ es una homotoṕıa de trayectorias.

Figura 1.13: Levantamiento de F .

�

Corolario 1.5.2. Sean P : (E, e0) −→ (B, b0) una aplicación cubriente, f y g dos

trayectorias en B de b0 a b1, y f̃ y g̃ sus levantamientos respecto a P con

punto inicial e0. Si f y g son trayectorias homotópicas entonces f̃ y g̃ también

lo son.

Demostración. Consideremos F : I×I −→ B una homotoṕıa de trayectorias entre f y g.

Entonces F (0, 0) = b0. Por el lema anterior sabemos que F se levanta a una homotoṕıa

de trayectorias F̃ tal que F̃ (0, 0) = e0, por lo que F̃ ({0} × I) = {e0} y F̃ ({1} × I)
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es un conjunto de un sólo punto, digamos {e1}. Entonces la restricción F̃ |I×{0} es una

trayectoria en E que empieza en e0 y que además es un levantamiento de F |I×{0}.
Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias se tiene que F̃ (s, 0) = f̃(s) para

toda s ∈ I. Análogamente tenemos que F̃ (s, 1) = g̃(s) para toda s ∈ I, por lo

tanto, F̃ es una homotoṕıa de trayectorias entre f̃ y g̃. �

Definición 1.5.3. Sea P : (E, e0) −→ (B, b0) una aplicación cubriente. Dado un elemento

[f ] ∈ π1(B, b0) y f̃ un levantamiento de f respecto a P con punto inicial e0,

entonces definimos la función φe0 : π1(B, b0) −→ P−1({b0}) como

φe0([f ]) = f̃(1).

La función φe0 es llamada la función levantamiento proveniente de la función

cubriente P .

Ésta función queda bien definida debido al corolario 1.5.2 y depende claramente del

elemento e0 que hayamos escogido.

Teorema 1.5.4. Sea P : (E, e0) −→ (B, b0) una función cubriente. Si E es conexo

por trayectorias entonces la función levantamiento φe0 : π1(B, b0) −→ P−1({b0}) es

suprayectiva. Si E es simplemente conexo entonces la función φ es biyectiva.

Demostración. Supongamos que E es conexo por trayectorias. Entonces para todo

e1 ∈ P−1(b0) existe una trayectoria f̃ en E de e0 a e1. Aśı, f = P ◦ f̃ es un lazo

basado en b0 y f̃ un levantamiento de f respecto a P . Por lo tanto, φe0([f ]) = e1,

con lo cual concluimos φe0 es suprayectiva.

Si además E es simplemente conexo, dados dos elementos [f ], [g] ∈ π1(B, b0) tales

que φe0([f ]) = φe0([g]), mostraremos que [f ] = [g]. Sean f̃ y g̃ sus levantamientos

respecto a P con punto inicial e0, entonces f̃(1) = g̃(1). Dado que E es simplemente

conexo, por el lema 1.2.9, sabemos existe una homotoṕıa de trayectorias entre f̃ y

g̃. Componiendo esta homotoṕıa por la izquierda con P obtenemos una homotoṕıa

de trayectorias entre f y g, es decir, [f ] = [g]. �

1.6 Retractos y retractos fuertes por deformación

En la presente sección estudiaremos si es posible trasladar el problema de encontrar el

grupo fundamental de un espacio a encontrar el grupo fundamental de algún subespacio.



26 1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

En la práctica los teoremas subsecuentes simplificarán el cálculo de algunos grupos

fundamentales.

Definición 1.6.1. Sean X un espacio topológico y A un subespacio de X. Definimos

una retracción de X en A como una función continua

r : X −→ A

tal que r|A = IdA. En este caso diremos que el conjunto A es un retracto de X.

Recordemos que una función continua g : (X, x0) −→ (Y, y0) induce un homomorfismo

g∗ : π1(X, x0) −→ π1(Y, y0) dado por g∗([f ]) = [g ◦ f ].

Lema 1.6.2. Sea r : (X, x0) −→ (A, x0) una retracción, entonces el homomorfismo

inducido por la inclusión j∗ : π1(A, x0) −→ π1(X, x0) es inyectivo y r∗ es suprayectivo.

Demostración. Consideremos la retracción r : (X, x0) −→ (A, x0), entonces r ◦ j = IdA

y por lo tanto r∗ ◦ j∗ = Idπ1(A,x0). Lo anterior nos dice que el homomorfismo j∗ es

inyectivo y r∗ es suprayectivo. �

Definición 1.6.3. Sea A un subespacio de X, diremos que A es un retracto fuerte

por deformación de X si existe una función continua H : X × I −→ X tal que

H(a, t) = a para todo (a, t) ∈ A× I, H(x, 0) = x y H(x, 1) ∈ A para toda x ∈ X.

En tal caso, llamaremos a la función H una retracción fuerte por deformación

de X en A.

Consideremos H : X × I −→ X una retracción fuerte por deformación de X en A,

entonces la función r : X −→ A definida por r(x) = H(x, 1) es una retracción de X

en A y H resulta ser una homotoṕıa entre IdX y j ◦ r, donde j : A −→ X es la

función inclusión.

Teorema 1.6.4. Sean A un retracto fuerte por deformación de X en A y

j : (A, x0) −→ (X, x0) la función inclusión, entonces j∗ : π1(A, x0) −→ π1(X, x0)

es un isomorfismo.

Demostración. Sean H una retracción fuerte por deformación de X en A y r : X −→ A

la función definida por r(x) = H(x, 1), entonces la función r◦j es la función identidad

en A y por lo tanto r∗ ◦ j∗ = (r ◦ j)∗ = Idπ1(A,x0). Por otra parte, sabemos que H es

una homotoṕıa entre j◦r e IdX tal que H(x0, t) = x0 para toda t ∈ I, entonces por

el lema 1.2.11 y el teorema 1.2.12 se tiene que j∗ ◦ r∗ = (j ◦ r)∗ = (IdX)∗ = Idπ1(X,x0).

Por lo tanto, los homomorfismo j∗ y r∗ son isomorfismos. �



2 Producto libre de grupos.

Los cursos de licenciatura no suelen cubrir el tema del producto libre de grupos, por

lo que en este caṕıtulo se introducirá. Para familiarizarnos con esta nueva estructura

algebraica estudiaremos algunas de sus propiedades y abocaremos toda nuestra atención

en una de ellas, la extensión de homomorfismos. Dicha propiedad servirá de puente para

entrelazar el grupo fundamental con el producto libre de grupos.

2.1 Existencia y unicidad del producto libre de grupos.

Empezaremos por considerar grupos no necesariamente abelianos.

Definición 2.1.1. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G. Diremos

que la famlia {Gα}α∈J genera a G si para todo x ∈ G existen ı́ndices α1, . . . , αn

en J y elementos xi ∈ Gαi para toda i = 1, . . . , n, tales que:

x = x1 · . . . · xn.

Es decir, podemos escribir a cualquier elemento de G como un producto finito de

elementos de los grupos Gα.

Definición 2.1.2. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G que

lo generen. Definimos una palabra de G respecto a la familia {Gα}α∈J como un

27
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elemento del conjunto:

{∅} ∪
⋃
n∈N

(⋃
α∈J

Gα

)n

.

En caso de que una palabra w sea una n-tupla diremos que w tiene longitud n, y

si w = ∅ diremos que w tiene longitud 0.

Sea x ∈ G, si ocurriera que x = x1 · . . . · xn, entonces diremos que la palabra

w = (x1, . . . , xn) representa al elemento x. En caso de que w = ∅, por convención

diremos que representa al elemento identidad en G.

Supongamos tenemos una palabra de longitud n, digamos (x1, . . . , xn), que representa

a un elemento x de G distinto del elemento identidad, es decir que x = x1 · . . . · xn.

Dado que G no es necesariamente abeliano, no podemos reordenar los factores de la

expresión anterior de tal manera que juntemos a todos los factores que pertenezcan a

alguno de los grupos Gα, pero si ocurriera que para algún ı́ndice i los elementos xi

y xi+1 pertenecieran al mismo grupo Gα podemos agruparlos y obtener la palabra

(x1, . . . , xi ·xi+1, . . . , xn), de longitud n−1, que representa a x. Más aún, si para algún

ı́ndice i se tiene que xi = 1, entonces podemos generar una nueva palabra quitando a

xi de la expresión y obtener la palabra (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), de longitud n−1,

que representa a x. Por lo tanto, dada una palabra w = (x1, . . . , xn) de longitud

n podemos repetir estos últimos dos procedimientos para obtener una nueva palabra

(y1, . . . , ym), con m ≤ n, que represente a x, de tal forma que yi 6= 1G y que ningún

grupo Gα contenga a yi y yi+1 simultáneamente para todo ı́ndice i. Una palabra

que cumpla estas propiedades será llamada una palabra reducida.

Definición 2.1.3. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G que lo

generen. Sea x un elemento de G distinto de la identidad, diremos que una palabra

w = (x1, . . . , xn) que represente a x es reducida, si para toda i = 1, . . . , n se tiene

que xi 6= 1G y los elementos xi y xi+1 no pertenecen al mismo grupo Gα. En

el caso de que x = 1G, diremos que la palabra w = ∅ es una palabra reducida que

representa el elemento identidad.

Sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , ym) dos palabras reducidas que representen a los elementos

x y y respectivamente, entonces la palabra (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) representa al

elemento x · y. No necesariamente la palabra (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) es reducida,

solamente seŕıa reducida si xn y a y1 no pertenecieran al mismo grupo Gα.

Si pensamos por un momento en grupos que sean conmutativos nos viene a la mente, de
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manera natural, el concepto de suma directa, lo que da cabida a preguntarse si es posible

generalizar el concepto cuando no necesariamente se trabajan con grupos abelianios.

Definición 2.1.4. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G que lo

generen, tal que Gα∩Gβ = {1G} si α 6= β. Diremos que G es el producto libre de

la familia {Gα}α∈J si para todo elemento x de G existe una única palabra reducida

respecto a la familia {Gα}α∈J que lo represente. En tal caso lo denotaremos por:

G =
∗∏

α∈J

Gα,

y si la familia de subgrupos fuera finita también lo denotaremos por:

G = G1 ∗ . . . ∗Gn.

Observemos que si G es el producto libre de la familia {Gα}α∈J y (x1, . . . , xn) es una

palabra con xi 6= 1G para toda i = 1, . . . , n, entonces para verificar que (x1, . . . , xn)

es una palabra reducida es suficiente ver que αi 6= αi+1 para toda i = 1, . . . , n.

Veamos una primera caracterización del producto libre de grupos.

Lema 2.1.5. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G que lo

generen. Si Gα ∩ Gβ = {1G} para toda α 6= β y la representación del elemento

identidad es única a través de una palabra reducida, entonces G es el producto libre

de la familia {Gα}α∈J .

Demostración. Sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , ym) dos palabras reducidas que representen

a un elemento x ∈ G distinto del elemento identidad, y αi y βi los ı́ndices tales que

xi ∈ Gαi y yi ∈ Gβi . Entonces, tenemos la siguiente igualdad:

x1 · . . . · xn = x = y1 · . . . · ym,

por lo que la palabra (y−1
m , . . . , y−1

1 , x1, . . . , xn) representa al elemento identidad. Por

hipótesis sabemos que la palabra vaćıa es la única palabra reducida que representa al

elemento identidad en G, entonces la palabra (y−1
m , . . . , y−1

1 , x1, . . . , xn) no puede ser

reducida, por lo cual, podemos reducirla de longitud.

Dado que (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , ym) son palabras reducidas y la palabra

(y−1
m , . . . , y−1

1 , x1, . . . , xn) no lo es, entonces debe ocurrir forzosamente que α1 = β1,

por lo tanto, obtenemos la palabra

(y−1
m , . . . , y−1

1 x1, . . . , xn)
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de longitud mayor o igual a uno y que representa al elemento identidad. De lo anterior

obtenemos dos casos:

1. Si la longitud de la palabra fuese uno entonces no queda otra opción más que

y−1
1 x1 = 1G, con lo cual, x1 = y1 y la expresión de la palabra reducida seŕıa

única.

2. Si la longitud de la palabra fuese mayor que uno, vuelve ocurrir que y−1
1 x1 = 1G

y por lo tanto x1 = y1, además, significa que la palabra

(y−1
m , . . . , y−1

2 , x2, . . . , xn)

representa al elemento identidad y es de longitud mayor o igual a uno.

En cualquier caso hemos reducido la longitud de la palabra inicial. Se concluye que

después de un número finito de pasos obtenemos que m = n y xi = yi para toda

i = 1, . . . ,m. Por lo tanto, la expresión de un elemento en G por medio de una palabra

reducida es única y G resulta ser el producto libre de la familia {Gα}α∈J . �

Siguiendo con este proceso de generalizar el concepto, veremos que el producto libre de

grupos, al igual que la suma directa de grupos abelianos, satisface cierta condición de

extensión de homomorfismos.

Teorema 2.1.6. Sean G un grupo y {Gα}α∈J una familia de subgrupos de G. Si G

es el producto libre de la familia {Gα}α∈J , entonces G satisface la siguiente condición

de extensión:

• Dados un grupo H y una familia de homomorfismos {hα : Gα −→ H}α∈J existe

un único homomorfismo h : G −→ H tal que h|Gα = hα para todo ı́ndice α.

Es decir, si para todo α consideramos la función inclusión iα tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

G
h // H

Gα

iα

OO

hα

>>

Demostración. Sea x ∈ G distinto del elemento identidad, denotaremos por

wx = (z1, . . . , znx) a la única palabra reducida que representa a x, donde zi ∈ Gαi

para toda i = 1, . . . , nx. Definimos la función h : G −→ H como:
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h(x) =

{
hα1(z1)hα2(z2) . . . hαnx (znx) si x 6= 1G

1H si x = 1G.

Debido a la unicidad de la representación de los elementos de G por medio de las

palabras reducidas la función h queda bien definida, y por construcción es claro

que h|Gα = hα para todo ı́ndice α. Lo único que resta es mostrar que h es un

homomorfismo. Para esto construiremos una función φ que va del conjunto de todas

las palabras de G respecto a la familia {Gα}α∈J al grupo H. Si denotamos por W

el conjunto de todas las palabras de G, entonces definimos la función φ : W −→ H

como:

φ(w) =

{
hα1(x1) . . . hαn(xn) si w = (x1, . . . , xn)

1H si w = ∅

donde αi es el ı́ndice tal que xi ∈ Gαi para toda i = 1, . . . , n. Si xi 6= 1G, entonces

sabemos que el ı́ndice αi es único. En el caso de que xi = 1G, dado que las funciones

hα son homomorfismos ocurre que mandan el elemento identidad de G al elemento

identidad de H, por lo tanto, la función φ está bien definida.

Veamos algunas propiedades de esta función.

Sea w = (x1, . . . , xn) una palabra distinta del vaćıo y w′ una palabra obtenida de w

aplicando alguna de las operaciones para reducir su longitud, entonces afirmamos que

φ(w) = φ(w′).

1. Supongamos que w′ se obtuvo quitando a xi = 1G de la expresión de w,

entonces es claro que φ(w) = φ(w′) ya que hαi(xi) = 1H .

2. Supongamos que αi = αi+1 = α, entonces w′ = (x1, . . . , xi ·xi+1, . . . , xn). Como

hα es un homomorfismo tenemos la igualdad hα(xi ·xi+1) = hα(xi)hα(xi+1). Por

lo tanto, φ(w) = φ(w′).

3. Se sigue que si w es cualquier palabra de G que represente a x, entonces

φ(w) = φ(wx) = h(x).

Verifiquemos que h es un homomorfismo.

Sean wx = (z1, . . . , znx) y wy = (w1, . . . , wmy) las palabras reducidas que re-

presentan a x y y respectivamente. Si denotamos por (wx, wy) a la palabra
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(z1, . . . , znx , w1, . . . , wmy) que representa a x · y, entonces de la definición de φ

y de la propiedad 3 obtenemos la siguiente igualdad:

h(x · y) = φ(wx·y) = φ(wx, wy) = φ(wx)φ(wy) = h(x)h(y).

Por lo tanto, h es el homomorfismo buscado.

Por último, veamos que dicho homomorfismo es único con esta propiedad. Sea

h′ : G −→ H un homomorfismo que cumpla con la propiedad de extensión, enton-

ces dado x ∈ G tenemos que:

h′(x) = h′(z1 · . . . · znx) = h′(z1) . . . h′(znx) = hα1(z1) . . . hαnx (znx) = h(x).

Por lo tanto, h = h′.

�

Sea {Gα}α∈J una familia arbitraria de grupos y consideremos el problema de encontrar

un grupo G que contenga a subgrupos G′α isomorfos a los grupos Gα, de manera que

G sea el producto libre de la familia {G′α}α∈J . Esto conduce a la noción de producto

externo libre.

Definición 2.1.7. Sea {Gα}α∈J una familia de grupos. Supongamos que G es un grupo

y que {iα : Gα −→ G}α∈J es una familia de monomorfismos tal que G es el producto

libre de la familia {iα(Gα)}α∈J . Entonces, diremos que G es el producto externo

libre de la familia {Gα}α∈J relativo a la familia de homomorfismos {iα}α∈J ; en tal

caso, abusando de la notación, lo denotaremos por:
∗∏

α∈J

Gα.

El siguiente teorema mostrará la existencia del producto externo libre.

Teorema 2.1.8 (Existencia del producto externo libre). Sea {Gα}α∈J una familia de grupos,

entonces existe un grupo G y una familia de monomorfismos {iα : Gα −→ G}α∈J tal

que G es el producto externo libre de la familia {Gα}α∈J relativo a la familia de

homomorfismos {iα}α∈J .

Demostración. Para hacer la prueba más sencilla consideraremos que los grupos Gα son

ajenos. Definiremos una palabra de longitud r > 0 respecto a la familia {Gα}α∈J
como un elemento del conjunto (⋃

α∈J

Gα

)r

,
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y definimos la palabra de longitud 0 como el conjunto vaćıo. Una palabra

w = (x1, . . . , xn), distinta del vaćıo, es llamada reducida si para todo ı́ndice αi,

tal que xi ∈ Gαi , se tiene que αi 6= αi+1 y xi 6= 1Gαi para toda i = 1, . . . , n. Igual

que antes, definimos el conjunto vaćıo como la única palabra reducida de longitud cero.

Denotaremos por W el conjunto de todas las palabras reducidas respecto a la familia

{Gα}α∈J y P (W ) al conjunto de todas las biyecciones de W en śı mismo. P (W )

dotado de la operación composición es un grupo. Obtendremos el grupo G como un

subgrupo de P (W ). Para esto construiremos, para todo ı́ndice α y para todo x ∈ Gα,

una función πx : W −→ W que satisfaga las siguientes dos condiciones:

1. Si x = 1Gα , entonces πx = IdW .

2. Si x y y son elementos de Gα y z = x · y, entonces πz = πx ◦ πy.

Para facilitar la notación dejaremos que w = (x1, . . . , xn) denote en general a cualquier

elemento de W que no sea la palabra vaćıa, además, α y α1 denotarán los ı́ndices

tales que x ∈ Gα y x1 ∈ Gα1 . Procedamos a constuir dichas funciones.

1. Si x = 1Gα , definimos a πx como la función identidad en W .

2. Si x 6= 1Gα , definimos a πx como:

a) πx(∅) = (x).

b) πx(w) = (x, x1, . . . , xn) si α1 6= α.

c) πx(w) = (xx1, . . . , xn) si α1 = α y x1 6= x−1.

d) πx(w) = (x2, . . . , xn) si α1 = α, x1 = x−1 y n ≥ 2.

e) πx(w) = ∅ si α1 = α, x1 = x−1 y n = 1.

Obserevemos que πx(W ) ⊆ W y que la longitud de πx(w) es menor, mayor o igual

que la longitud de w.

Sean x y y elementos de Gα y z = x · y, veamos que la igualdad πz = πx ◦ πy se

cumple. Dividámoslo en casos.

1. Si x = 1Gα o y = 1Gα , entonces πx = IdW o πy = IdW , supondremos sin

pérdida de generalidad que y = 1Gα , por lo que z = x · 1Gα = x. Entonces

tenemos la siguiente igualdad:

πz = πx = πx ◦ IdW = πx ◦ πy.
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2. Si x 6= 1Gα y y 6= 1Gα , entonces

a) Si v = ∅, como y 6= 1Gα , entonces πy(∅) = (y). Ahora tenemos dos

casos:

• Si z = 1Gα eso quiere decir que y = x−1 y por la definición de las

funciones tenemos que

πx(πy(∅)) = πx(y) = ∅ = πz(∅).

• Si z 6= 1Gα , entonces y 6= x−1, por lo tanto

πx(πy(∅)) = πx(y) = (x · y) = (z) = πz(∅).

b) Si α1 6= α, entonces πy(w) = (y, x1, . . . , xn). Ahora tenemos dos casos:

• Si z = 1Gα , entonces y = x−1, por lo tanto

πx(πy(w)) = πx(y, x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) = πz(w).

• Si z 6= 1Gα , entonces y 6= x−1, por lo tanto

πx(πy(w)) = πx(y, x1, . . . , xn) = (x · y, x1, . . . , xn) = πz(w).

c) Si α1 = α y x1 6= y−1, entonces πy = (y · x1, . . . , xn).

• Si y · x1 = x−1 y la longitud de πy(w) es mayor o igual que dos,

tenemos que

πx(πy(w)) = πx(y · x1, . . . , xn) = (x2, . . . , xn) = πz(w).

• Si y · x1 = x−1 y la longitud de πy(w) es uno, tenemos que

πx(πy(w)) = πx(y · x1) = ∅ = πz(w).

• Si x · y · x1 6= 1Gα , entonces

πx(πy(w)) = (x · y · x1, x2, . . . , xn) = (z · x1 . . . , xn) = πz(w).

d) Si α = α1 y x1 = y−1 tenemos dos casos:

• Si la longitud de w es mayor que dos y α2 es el ı́ndice tal que x2 ∈ Gα2 ,

entonces πy(w) = (x2, . . . , xn), por lo que

πx(πy(w)) = πx(x2, . . . , xn) = (x, x2, . . . , xn)

= (x · 1Gα , x2, . . . , xn)

= (x · y · x1, x2, . . . , xn)

= (z · x1, . . . , xn)

= (πz(w)).
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• Si la longitud de w es uno, entonces

πx(πy(x1)) = πx(∅) = (x) = (x · 1Gα) = (x · y · x1) = (z · x1) = πz(x1).

Por lo tanto, para todo ı́ndice α y para cualesquiera dos elementos x y y de Gα,

con z = x · y, se tiene que πz = πx ◦ πy.

Lo que sigue es mostrar que todas las funciones πx son elementos de P (W ) y que las

funciones {iα : Gα −→ P (W )}α∈J definidas por iα(x) = πx son monomorfismos.

Sean x ∈ Gα y y = x−1, entonces

πy ◦ πx = πy·x = π1Gα
= IdW y πx ◦ πy = πx·y = π1Gα

= IdW ,

por lo tanto, πx ∈ P (W ). Veamos que iα es un monomorfismo. Sean x y y elementos

de Gα, entonces:

iα(x · y) = πx·y = πx ◦ πy = iα(x) ◦ iα(y),

por lo tanto, iα es un homomorfismo. Para ver que es inyectiva consideremos un

elemento x ∈ Gα distinto de la identidad y mostremos que iα(x) = πx 6= IdW . En

efecto, si x 6= 1Gα por definición πx(∅) = (x), por lo tanto, iα(x) = πx 6= IdW .

Por último, consideremos el subgrupo G ⊆ P (W ) generado por los subgrupos G′α =

iα(Gα). Mostraremos que G es el producto libre de la familia {G′α}α∈J .

Por definición la familia {G′α}α∈J genera al subgrupo G. Veamos que G′γ ∩ G′β =

{IdW} si γ 6= β. Sean γ 6= β, x y y elementos de Gγ y Gβ respectivamente; si

alguno de ellos es distinto de sus respectivos elementos identidad, entonces πx o πy

es distinta de la función identidad. Afirmamos que πx 6= πy, para ver esto evalúamos

ambas funciones en la palabra vaćıa y obtenemos que πx(∅) 6= πy(∅), por lo tanto,

πx 6= πy. Esto último nos asegurará que el único elemento en común entre los subgrupos

G′α es el elemento identidad. Sean γ 6= β y πz ∈ G′γ ∩G′β, entonces existen elementos

x y y en Gγ y Gβ tal que iγ(x) = πx = πz = πy = iβ(y), de lo anterior sabemos

que necesariamente x y y son los elementos identidad de los grupos Gγ y Gβ, es

decir, πz = Idw. Para finalizar la prueba falta ver, debido al lema 2.1.5, que la palabra

vaćıa es la única palabra reducida que representa al elemento identidad en G.

Sea w′ = (πx1 , . . . , πxn) una palabra reducida de G respecto a la familia {G′α}α∈J y

αi el ı́ndice tal que xi ∈ Gαi para toda i = 1, . . . , n. Dado que w′ es una palabra

reducida sabemos que αi 6= αi+1 y iαi(xi) = πxi 6= IdW para toda i = 1, . . . , n. Por
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lo tanto,

πx1(πx2(. . . (πxn(∅)) . . .))) = (x1, . . . , xn) 6= ∅.

Es decir, la palabra (πx1 , . . . , πxn) no representa la función identidad. Con lo cual

concluimos que G es el producto libre de la familia {G′α}α∈J .

�

Lema 2.1.9. Sean G un grupo, {Gα}α∈J un familia de grupos y {iα : Gα −→ G}α∈J
una familia de monomorfismos. Si G es el producto externo libre de la familia {Gα}α∈J
respecto a la familia {iα}α∈J , entonces G satisface la siguiente condición de extensión:

• Dados un grupo H y una familia de homomorfismos {hα : Gα −→ H}α∈J existe

un único homomorfismo h : G −→ H tal que h ◦ iα = hα para todo ı́ndice α.

Es decir que para todo ı́ndice α tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G
h // H

Gα

iα

OO

hα

>>

Demostración. Denotaremos por G′α al subgrupo iα(Gα) para todo ı́ndice α, entonces

por el teorema 2.1.6 sabemos que para la familia de homomorfismos

{hα ◦ i−1
α : G′α −→ H}α∈J existe un único homomorfismo h : G −→ H tal que

h|G′α = hα ◦ i−1
α , de donde

h ◦ iα = h|G′α ◦ iα = hα ◦ i−1
α ◦ iα = hα.

Por lo tanto, G cumple la propiedad de extensión. Para probar la unicidad de h

consideremos un homomorfismo h′ tal que h′ ◦ iα = hα para todo ı́ndice α, entonces

h′|G′α = hα ◦ i−1
α = h|G′α para todo α y por el teorema 2.1.6 concluimos que h′ = h. �

Nos encontramos en camino de caracterizar al producto externo libre, y a la vez el

producto libre de grupos, por medio de la condición de extensión de homomorfismos del

lema anterior; para esto necesitamos probar la unicidad bajo isomorfismos del producto

externo libre. El siguiente teorema garantiza dicha unicidad.

Teorema 2.1.10 (Unicidad del producto externo libre). Sean {Gα}α∈J una familia de grupos,

G y G′ grupos, {iα : Gα −→ G}α∈J y {i′α : Gα −→ G′}α∈J familias de homomor-

fismos. Si G y G′ satisfacen la condición de extensión del lema 2.1.9 respecto a la
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familia de homomorfismos {iα}α∈J e {i′α}α∈J respectivamente, entonces existe un

único isomorfismo φ : G −→ G′ tal que φ ◦ iα = i′α para todo ı́ndice α. Es decir

que para todo ı́ndice α se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G
φ // G′

Gα

iα

OO

i′α

==

Demostración. Como G y G′ satisfacen la propiedad de extensión del lema 2.1.9 sabemos

que existen homomorfismos φ : G −→ G′ y ψ : G′ −→ G que hacen conmutar, para

todo ı́ndice α, los siguientes triángulos, y por ende el diagrama completo:

G
φ // G′

ψ // G

Gα

iα

``

i′α

OO

iα

>>

Esto implica que ψ◦φ◦iα = iα. Por otro lado, tenemos que IdG◦iα = iα para toda α, y

dado que la condición de extensión también garantiza la unicidad de los homomorfismos,

tenemos que ψ ◦ φ = IdG. De manera análoga obtenemos que φ ◦ ψ = IdG′ , lo cual

indica que φ es un isomorfismo. Por último, la unicidad de φ se debe también a la

unicidad que ofrece la condición de extensión. �

Teorema 2.1.11 (Caracterización del producto externo libre). Sean G un grupo, {Gα}α∈J
una familia de grupos e {iα : Gα −→ G}α∈J una familia de homomorfismos. Entonces,

G satisface la propiedad de extensión del lema 2.1.9 respecto a la familia de homo-

morfismos {iα}α∈J si y sólo si G es el producto externo libre de la familia {Gα}α∈J
relativo a la familia {iα}α∈J .

Demostración. Una parte del teorema queda garantizado por el lema 2.1.9. Supongamos

entonces que el grupo G satisface la condición de extensión del lema 2.1.9. Empecemos

por mostrar que la familia de homomorfismos {iα}α∈J es de hecho una familia de

monomorfismos. Sean β un ı́ndice, H = Gβ y {hα : Gα −→ H}α∈J la familia de

homomorfismos definida por hβ = IdGβ y hα = 0 para toda α 6= β. Entonces, por

la condición de extensión existe un homomorfismo h : G −→ H tal que h ◦ iα = hα

para toda α, en particular h ◦ iβ = IdGβ , lo cual nos dice que el homomorfismo iβ

es inyectivo. Por lo tanto, la familia {iα}α∈J es una familia de monomorfismos.

Por otro lado, del teorema 2.1.8 sabemos que existe un grupo G′ y una familia de

monomorfismos {i′α : Gα −→ G′}α∈J tal que G′ es el producto libre de la familia
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{i′α(Gα)}α∈J , con lo cual, tanto G como G′ satisfacen la condición de extensión

del lema 2.1.9 respecto a las familias {iα}α∈J e {i′α}α∈J . Usando el teorema 2.1.10

sabemos que existe un único isomorfismo φ : G −→ G′ tal que φ ◦ iα = i′α para todo

ı́ndice α. Las demás condiciones para verificar que G es el producto libre de la familia

{iα(Gα)}α∈J se desprenden del hecho de que G ∼= G′ y que φ ◦ iα = i′α para todo

ı́ndice α. Concluimos que G es un producto externo libre de la familia {Gα}α∈J
relativo a la familia de homomorfismo {iα}α∈J . �

Corolario 2.1.12. Sea G un grupo tal que G = G1∗G2 donde G1 es el producto libre de

la familia de subgrupos {Hα}α∈J y G2 es el producto libre de la familia de subgrupos

{Hβ}β∈K. Si los conjuntos J y K son ajenos, entonces G es el producto libre de

la familia de subgrupos {Hγ}γ∈J∪K.

Demostración. Sea H un grupo y {hγ : Hγ −→ H}γ∈J∪K una familia de homomorfismos.

Por hipótesis sabemos existen homomorfismos h1 : G1 −→ H y h2 : G2 −→ H tal que

h1|Hα = hα para toda α ∈ J y h2|Hβ = hβ para toda β ∈ K. Como G = G1 ∗G2,

para la familia {h1, h2} existe un homomorfismo h : G −→ H tal que h|G1 = h1

y h|G2 = h2. Por lo tanto, h|Hα = (h|G1)|Hα = h1|Hα = hα para toda α ∈ J y

h|Hβ = (h|G2)|Hβ = h2|Hβ = hβ para toda β ∈ K. Con lo cual, por el teorema 2.1.11,

tenemos que G es el producto libre de la familia {Hγ}γ∈J∪K . �

A continuación veremos una aplicación de la caracterización del producto externo libre,

pero antes recordemos que significa que un subgrupo de un grupo fuese normal.

Definición 2.1.13. Sean G un grupo y N un subgrupo de G. Diremos que N es un

subgrupo normal de G si para todo elemento g de G se tiene la siguiente igualdad:

N = gNg−1 = {gxg−1 | x ∈ N}

Teorema 2.1.14. Sean G = G1 ∗ G2 y Ni un subgrupo normal del grupo Gi para

i = 1, 2. Si N es el menor subgrupo normal de G que contiene al conjunto N1∪N2,

entonces (G1 ∗G2)/N ∼= (G1/N1) ∗ (G2/N2).

Demostración. Mostraremos que el grupo (G1 ∗ G2)/N satisface la propiedad de ex-

tensión del lema 2.1.9 respecto a una familia de homomorfismos que construiremos a
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continuación. Consideremos las siguientes composiciones de homomorfismos:

G1
� � //

f

55
G1 ∗G2

π // (G1 ∗G2)/N

G2
� � //

g

55
G1 ∗G2

π // (G1 ∗G2)/N

con π la función proyección. Por otro lado, las funciones proyecciones ρi : Gi −→ Gi/Ni,

con i = 1, 2, cumplen que Ker(ρ1) ⊆ ker(f) y Ker(ρ2) ⊆ ker(g), por lo cual,

podemos construir homomorfismos únicos:

i1 : G1/N1 −→ (G1 ∗G2)/N e i2 : G2/N2 −→ (G1 ∗G2)/N

que hagan conmutar los siguientes diagramas:

G1
� � //

ρ1
��

G1 ∗G2
π // (G1 ∗G2)/N

G1/N1

i1

44
G1
� � //

ρ2
��

G1 ∗G2
π // (G1 ∗G2)/N

G2/N2

i2

44

Afirmamos que (G1∗G2)/N satisface la condición de extensión del lema 2.1.9 respecto

a la familia {i1, i2}. Sean H un grupo y h1 : G1/N1 −→ H y h2 : G2/N2 −→ H

homomorfismos. Por hipótesis G = G1 ∗G2, entonces para los homomorfismos h1 ◦ ρ1

y h2 ◦ ρ2 sabemos que existe un homomorfismo h′ que hace conmutar el siguiente

diagrama:

G
h′ // H

Gi/Ni

hi

<<

Gi

ji

OO

ρi

<<

con ji la función inclusión e i = 1, 2. Observemos que h′(Ni) = {1H}, por lo

que el conjunto N1 ∪ N2 ⊆ Ker(h′), y como Ker(h′) es un subconjunto normal

de G entonces N ⊆ Ker(h′). Esto último nos dice que podemos construir un único

homomorfismo h : (G1 ∗G2)/N −→ H que haga conmutar el siguiente diagrama:

G h′ //

π
��

H

(G1 ∗G2)/N

h

99
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Por último, veremos que h es el único homomorfismo que da lugar a las siguientes

igualdades:

h ◦ i1 = h1 y h ◦ i2 = h2.

Sea xN1 ∈ G1/N1, entonces de los diagramas anteriores obtenemos la siguiente igual-

dad: h ◦ i1(xN1) = h(π(x)) = h′(x) = h1(ρ1(x)) = h1(xN1), con lo cual h ◦ i1 = h1.

Análogamente tenemos que h ◦ i2 = h2. Para ver la unicidad de h consideremos

otro homomorfismo h′′ : (G1 ∗ G2)/N −→ H tal que h′′ ◦ i1 = h1 y h′′ ◦ i2 = h2.

Observemos que la familia {i1(G/N1), i2(G/N2)} genera a (G1 ∗G2)/N , y dado que

h y h′′ cumplen las igualdades anteriores tenemos que al evaluarlas en los generadores

de (G1 ∗G2)/N son iguales, garantizando aśı que h = h′′. Por lo tanto, (G1 ∗G2)/N

es el producto externo libre de la familia {G1/N1, G2/N2} relativo a la familia de

homomorfismos {i1, i2}, de manera que (G1 ∗G2)/N ∼= (G1/N1) ∗ (G2/N2).

�

Corolario 2.1.15. Sean G = G1 ∗G2 y N el menor subgrupo normal de G que contiene

a G1, entonces (G1 ∗G2)/N ∼= G2.

Demostración. Si consideramos N1 = G1 y N2 = {1G}, entonces:

(G1 ∗G2)/N ∼= (G1/G1) ∗ (G2/{1G}) = {1G1/G1} ∗ (G2/{1G}) ∼= G2

�

2.2 Grupos libres.

Para finalizar el caṕıtulo, generalizaremos el concepto de los grupos abelianos libres.

Los grupos libres aparecerán con frecuencia al calcular los grupos fundamentales.

Definición 2.2.1. Sean G un grupo y {aγ}γ∈J una familia de elementos de G. Diremos

que la familia {aγ}γ∈J genera a G si todo elemento de G puede se escrito como

un producto finito de potencias de elementos en {aγ}γ∈J . Si la familia {aγ}γ∈J es

finita, entonces diremos que G es finitamente generado.

Definición 2.2.2. Sean G un grupo y {aγ}γ∈J una familia de elementos de G. Si cada

elemento aγ genera un subgrupo infinito Gγ y G es el producto libre de la familia

{Gγ}γ∈J , entonces diremos que G es un grupo libre y la familia {aγ}γ∈J será

llamada un sistema libre de generadores de G.
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Consideremos G un grupo libre con {aγ}γ∈J un sistema libre de generadores, entonces

todo elemento x de G, distinto del elemento identidad, puede ser escrito de manera

única como:

x = (aγ1)
n1 · . . . · (aγk)nk ,

donde γi 6= γi+1 y ni ∈ Z− {0} para toda i.

Los grupos libres se caracterizan por la siguiente propiedad de extensión de homomor-

fismos.

Teorema 2.2.3. Sean G un grupo y {aγ}γ∈J una familia de elementos de G. Entonces,

G es un grupo libre con {aγ}γ∈J un sistema libre de generadores si y solo si G satisface

la siguiente condición de extensión:

• Dados un grupo H y cualquier familia de elementos {yγ}γ∈J de H existe un

único homomorfismo h : G −→ H tal que h(aγ) = yγ para todo ı́ndice γ.

Demostración. Primero supongamos que G es un grupo libre con {aγ}γ∈J un sistema

libre de generadores. Sean H un grupo y {yγ}γ∈J una familia de elementos de H,

entonces en vista de que los subgrupos 〈aγ〉 = Gγ son infinitos para todo ı́ndice

γ, podemos construir la familia de homomorfismos {hγ : Gγ −→ H}γ∈J dados por

hγ(a
n
γ) = ynγ para todo n ∈ Z. Es claro que hγ(aγ) = yγ para todo ı́ndice γ, y

como G es el producto libre de la familia {Gγ}γ∈J sabemos que existe un único

homomorfismo h : G −→ H tal que h|Gγ = hγ para todo ı́ndice γ, con lo cual,

h(aγ) = yγ.

Por último, supongamos que el grupo G satisface la condición de extensión respecto a

la familia {aγ}γ∈J . Hay que verificar que bajo estas hipótesis los subgrupos 〈aγ〉 = Gγ

son infinitos y que G es el producto libre de la familia {Gγ}γ∈J .

Sean β un ı́ndice, H = Z y {yγ}γ∈J la familia de elementos en Z tal que yβ = 1

y yγ = 0 si β 6= γ. Por hipótesis existe un homomorfismo h : G −→ Z tal que

h(aβ) = 1 y h(aγ) = 0 para todo ı́ndice γ 6= β, con lo cual h(Gβ) = Z y h|Gβ
es inyectivo, por lo tanto, Gβ

∼= Z. Para finalizar, tenemos que debido a la condición

de extensión que satisface G respecto a la familia {aγ}γ∈J también G satisface la

condición de extensión del teorema 2.1.11, asegurándonos que G es el producto libre

de la familia {Gγ}γ∈J .

�
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Corolario 2.2.4. Sea G = G1 ∗G2 donde G1 y G2 son grupos libres con {aβ}β∈J y

{aγ}γ∈K sus respectivos sistemas libres de generadores. Si los conjuntos de ı́ndices J

y K son ajenos, entonces G es un grupo libre con {aη}η∈J∪K un sistema libre de

generadores.

Demostración. Por el corolario 2.1.12 sabemos que G es el producto libre de la familia

{Gη}η∈J∪K con Gη = 〈aη〉, además, cada uno de estos subgrupos es un subgrupo

infinito. Por lo tanto, G es un grupo libre con {aη}η∈J∪K un sistema libre de

generadores. �



3 El Teorema de Seifert-van Kampen

El Teorema de Seifert-van Kampen que se tratará en el presente caṕıtulo fue demostrado

por el matemático Egbert Rudolf van Kampen en el año 1932. De hecho, el teorema es

mejor conocido como el Teorema de van Kampen el cual posee una versión más general

que dice:

Sea ϑ = {Uα}α∈J una cubierta de un espacio X tal que los

conjuntos Uα son conexos por trayectorias y la intersección finita

de elementos en ϑ vuelven a estar en ϑ. Consideremos a ϑ como

la categoŕıa cuyos morfismos son las inclusiones de subconjuntos y

observemos que el funtor Π, restringido a los espacios y funciones

en ϑ dan un diagrama

Π |ϑ: ϑ −→ G P

de grupoides. Entonces el grupoide Π(X) es el colimite de este

diagrama, es decir

Π(X) ∼= colimU∈ϑΠ(U)

La demostración de este teorema, como hemos de intuir, utiliza herramienta algebraica

más sofisticada, por lo que demostraremos una versión más sencilla y geométrica del

resultado.

43
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En la misma época, el matemático Herbert Karl Johannes Seifert demostró un enunciado

parecido, el cual, pod́ıa extenderse a otro tipo de espacios. De ah́ı el nombre “Seifert-van

Kampen ”para dicho teorema.

Este caṕıtulo comenzará con la demostración de un resultado, el cual es base para la

demostración del Teorema de Seifert-van Kampen.

3.1 El Teorema de Seifert-van Kampen

El siguiente teorema se puede considerar como una versión débil del Teorema de Seifert-

van Kampen.

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio topológico tal que X = U∪V con U y V abiertos en

X. Si el conjunto U∩V es conexo por trayectorias y x0 ∈ U∩V , entonces las imágenes

de los homomorfismos inducidos por las inclusiones, i∗ : π1(U, x0) −→ π1(X, x0) y

j∗ : π1(V, x0) −→ π1(X, x0), generan a π1(X, x0).

Demostración. Sea f un lazo en X basado en x0, entonces el conjunto {f−1(U), f−1(V )}
forma una cubierta abierta de I. Aplicando el teorema del número de Lebesgue sabe-

mos que existe una partición ℘′ = {b0, . . . , bn} de I tal que f([bi−1, bi]) se queda

contenido en U o en V para toda i = 1, . . . , n. Usaremos esta partición para constuir

una nueva, digamos ℘ = {a0, . . . , ar}, de tal manera que cumpla las siguientes dos

condiciones:

1. f(ai) ∈ U ∩ V para toda i.

2. f([ai−1, ai]) ⊆ U o f([ai−1, ai]) ⊆ V para toda i.

Si ocurriera que f(bi) ∈ U ∩V para toda i, eso querŕıa decir que ℘′ era la partición

deseada. Si no, significa que existe i 6= 0, 1 tal que f(bi) /∈ U ∩ V .

Tenemos dos casos: si f(bi) ∈ U los conjuntos f([bi−1, bi]) y f([bi, bi+1]) se quedan

contenidos en U , o bien si f(bi) ∈ V los conjuntos f([bi−1, bi]) y f([bi, bi+1]) se

quedan contenidos en V . De cualquier forma, podemos quitar a bi de la partición ℘′

y obtener una nueva partición ℘′′ = {b0, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn} = {c0, . . . , cm} tal que

f([ci, ci+1]) ⊆ U o f([ci, ci+1]) ⊆ V para toda i = 0, . . . ,m. Con esta nueva partición

podemos volver a preguntarnos si f(ci) ∈ U ∩ V para toda i, en caso negativo
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volvemos a repetir el mismo procedimiento. Se sigue que después de un número finito

de pasos encontraremos la partición ℘ = {a0, . . . , ar}.

Una vez teniendo la partición ℘ podemos definir las funciones fi : I −→ X para toda

i = 1, . . . , r, como aquellas que mandan af́ınmente el intervalo I al intervalo [ai−1, ai]

seguidas de f . Observemos que cada una de dichas trayectorias está contenida en U

o en V , y por el teorema 1.2.4 obtenemos que [f ] = [f1] · . . . · [fr].

Dado que el conjunto U∩V es conexo por trayectorias, entonces para cada i = 1, . . . , r

existe una trayectoria αi en U ∩ V de x0 a f(ai). Como f(a0) = f(ar) = x0

podemos escoger que las trayectorias α0 y αn sean la trayectoria constante en x0.

Figura 3.1: Trayectoria f = f1 ∗ (f2 ∗ (. . . ∗ (fr−1 ∗ fr) . . .)).

Por último, definimos para toda i = 1, . . . , r las funciones gi : I −→ X como:

gi = αi−1 ∗ (fi ∗ ᾱi).

Dichas funciones son lazos basados en x0 y por construcción se quedan contenidas en

U o en V . De lo anterior se obtiene la siguiente igualdad:

[f ] = [f1] · . . . · [fr] = [ef(a0)] · [f1] · [ef(a1)] · [f2] · . . . · [fr−1] · [ef(ar−1)] · [fr] · [ef(ar)]

= [α0] · [f1] · [ef(a1)] · [f2] · . . . · [fr−1] · [ef(ar−1)] · [fr] · [αr]
= [α0] · [f1] · [ᾱ1 ∗ α1] · [f2] · . . . · [fr−1] · [ᾱr−1 ∗ αr−1] · [fr] · [αr]
= [α0 ∗ (f1 ∗ ᾱ1)] · [α1 ∗ (f2 ∗ ᾱ2)] · . . . · [αr−1 ∗ (fr ∗ ᾱr)]
= [g1] ∗ . . . ∗ [gn]
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Si denotamos por [gi]U o [gi]V a las clases de equivalencia de los grupos π1(U, x0) y

π1(V, x0) respectivamente, entonces [gi] = i∗([gi]U) o bien [gi] = j∗([gi]V ). Es decir,

el grupo π1(X, x0) esta generado por la imagen de los homomorfismos i∗ y j∗. �

Corolario 3.1.2. Sea X = U ∪ V , donde U y V son abiertos en X con U , V

y U ∩ V conjuntos conexos por trayectorias. Sea x0 ∈ U ∩ V , si U y V son

simplemente conexos, entonces X es simplemento conexo.

Demostración. Dado que los conjuntos U ∩ V , V y U son conexos por trayectorias y

U ∩ V 6= ∅, entonces X es conexo por trayectorias.

Del teorema anterior sabemos que el grupo π1(X, x0) esta generado por los grupos

i∗(π1(U, x0)) y j∗(π1(V, x0)), y como U y V son simplemente conexos, entonces

i∗(π1(U, x0)) = j∗(π1(V, x0)) = {[ex0 ]}.

Por lo tanto, π1(X, x0) es el grupo trivial y X es simplemente conexo.

�

Teorema 3.1.3 (Teorema de Seifert-van Kampen). Sean X = U ∪ V , donde U y V son

abiertos en X con U , V y U ∩ V conjuntos conexos por trayectorias, x0 ∈ U ∩ V
y H un grupo. Consideremos el siguiente diagrama:

π1(U, x0)
φ1

''

j1
��

π1(U ∩ V, x0)

i1
77

i2 ''

π1(X, x0)
Φ

// H

π1(V, x0)

φ2

77

j2

OO

donde los homomorfismos i1, i2, j1 y j2 son los homomorfismos inducidos por las

respectivas inclusiones y φ1 y φ2 homomorfismos que satisfacen la igualdad φ1 ◦ i1 =

φ2 ◦ i2. Entonces, existe un único homomorfismo Φ : π1(X, x0) −→ H tal que

Φ ◦ j1 = φ1 y Φ ◦ j2 = φ2.

Demostración. Para hacer la prueba más sencilla introduciremos la siguiente notación.

Dada una trayectoria f en X denotaremos por [f ] a la clase de trayectorias

homotópicas en X. Si f estuviera contenida en U denotaremos por [f ]U a la clase
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de trayectorias homotópicas en U . De manera similar, si f estuviera contenida en

V o en U ∩ V usaremos la notación [f ]V y [f ]U∩V respectivamente.

Construiremos a la función Φ en varias etapas.

1. Primero definiremos una función ρ que irá de los lazos basados en x0 contenidos en

U o en V al grupo H, además, dicha función cumplirá las siguientes dos condiciones:

a) Si [f ]U = [g]U o bien [f ]V = [g]V , entonces ρ(f) = ρ(g).

b) Si f y g son lazos basados en x0 tal que ambos yacen en U o en V , entonces

ρ(f ∗ g) = ρ(f) · ρ(g).

Definimos a la función ρ por

ρ(f) = φ1([f ]U) si f yace en U y

ρ(f) = φ2([f ]V ) si f yace en V .

Veamos que ρ está bien definida. Sea f un lazo basado en x0 que yace en U ∩ V ,

entonces
φ1([f ]U) = φ1(i1([f ]U∩V ))

= φ2(i2([f ]U∩V ))

= φ2([f ]V ).

Por lo tanto, ρ está bien definida. La condición a) se sigue de la definición de ρ. Para

probar la condición b) consideremos a f y g lazos basados en x0, ambos totalmente

contenidos en U o en V (sin pérdida de generalidad supondremos se encuentran en

U), entonces

ρ(f ∗ g) = φ1([f ∗ g]U) = φ1([f ]U · [g]U) = φ1([f ]U) · φ1([g]U) = ρ(f) · ρ(g).

2. Extenderemos a ρ a una función σ que irá de todas las trayectorias totalmente

contenidas en U o en V al grupo H, además, cumplirá las siguientes dos condiciones:

a) Si [f ]U = [g]U o bien [f ]V = [g]V , entonces σ(f) = σ(g).

b) Si f y g son trayectorias tales que ambas yacen en U o en V y f ∗ g está

definida, entonces σ(f ∗ g) = σ(f) · σ(g).

Para definir a σ consideraremos para todo elemento x ∈ X una trayectoria αx de

x0 a x de la siguiente manera:
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• Si x = x0, entonces αx0 denotará la trayectoria constante en x0.

• Si x ∈ U ∩V y es distinto de x0, entonces consideraremos a αx una trayectoria

en U ∩ V .

• Si x ∈ U o x ∈ V , y x no pertenece a U ∩ V , entonces consideraremos a αx

una trayectoria en U o en V .

Por último, definiremos una función auxiliar L que irá de todas las trayectorias con-

tenidas en U o en V a los lazos basados en x0. Sea f una trayectoria en U o en

V con punto inicial x y punto final y, entonces definimos a L por

L(f) = αx ∗ (f ∗ ᾱy).

Por lo tanto, podemos definir a σ como

σ(f) = ρ(L(f)).

Figura 3.2: Trayectoria L(f).

Veamos que efectivamente σ es una extensión de ρ. Sea f un lazo basado en x0 que

yace en U o en V (sin pérdida de generalidad supondremos yace en U), entonces

L(f) = ex0 ∗ (f ∗ ex0) 't f.

Observemos que existe una homotoṕıa de trayectorias entre L(f) y f que ocurre

dentro de U , es decir, [f ]U = [L(f)]U . Por lo tanto, σ(f) = ρ(L(f)) = ρ(f).
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Probemos que σ cumple las condiciones a) y b). Sean f y g dos trayectorias

tales que [f ]U = [g]U o bien que [f ]V = [g]V , por lo que

L(f) = αx ∗ (f ∗ ᾱy) 't αx ∗ (g ∗ ᾱy) = L(g).

Además, existe una homotoṕıa de trayectorias entre L(f) y L(g) que ocurre dentro

de U o V , con lo cual, [L(f)]U = [L(g)]U o [L(f)]V = [L(g)]V . Por lo tanto,

σ(f) = ρ(L(f)) = ρ(L(g)) = σ(g).

Para ver que satisface b) consideremos dos trayectorias f y g, ambas trayectorias

contenidas en U o en V , tal que f ∗g esté definida. Entonces, si llamamos x = f(0),

z = f(1) y y = g(1) obtenemos que

L(f ∗ g) = α ∗ ((f ∗ g) ∗ ᾱy)
't αx ∗ (f ∗ (g ∗ ᾱy))
't (αx ∗ (f ∗ ᾱz)) ∗ (αz ∗ (g ∗ ᾱy))
= L(f) ∗ L(g).

Además, existe una homotoṕıa de trayectorias entre L(f ∗g) y L(f)∗L(g) que ocurre

dentro de U o V , con lo cual, [L(f∗g)]U = [L(f)∗L(g)]U o [L(f∗g)]V = [L(f)∗L(g)]V .

Por lo tanto,

σ(f ∗ g) = ρ(L(f ∗ g)) = ρ(L(f) ∗ L(g)) = ρ(L(f)) · ρ(L(g)) = σ(f) · σ(g).

3. Para finalizar extenderemos a σ a una función τ que asigna a cualquier trayectoria

en X un elemento de H, además, cumplirá las siguientes dos condiciones:

a) Si [f ] = [g], entonces τ(f) = τ(g).

b) Si f y g son dos trayectorias en X tal que f ∗ g está definida, entonces

τ(f ∗ g) = τ(f) · τ(g).

Sea f una trayectoria en X y ℘ = {s0, . . . , sn} una partición de I tal que el

conjunto f([si−1, si]) se queda totalmente contenido en U o en V para todo ı́ndice i.

Denotamos por fi a las trayectorias que mandan af́ınmente el intervalo I a [si−1, si]

seguidas de f . Por otro lado, por el teorema 1.2.4, sabemos que [f ] = [f1] · . . . · [fn],

y dado que τ debe extender a σ y satisfacer las condiciones a) y b) no queda más

que definir a τ como

τ(f) = σ(f1) · . . . · σ(fn).
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Veamos que τ está bien definida, es decir, que no importa la partición que tomemos

del intervalo I, el valor τ(f) es el mismo. Sea ℘′ = {t0, . . . , tm} una partición de I

y consideremos la siguiente partición de I:

{t0, . . . , tj−1, p, tj, . . . , tm}.

Si calculamos el valor τ(f) con esta nueva partición obtenemos que

τ(f) = σ(f1) · . . . · σ(fj−1) · σ(f ′j) · σ(f ′′j ) · σ(fj) · . . . · σ(fm),

donde f ′j y f ′′j son las trayectorias que mandan af́ınmente el intervalo I a [tj−1, p]

e I a [p, tj] seguidas de f . Observemos que

fj 't f ′j ∗ f ′′j ,

además, existe una homotoṕıa de trayectorias entre fj y f ′j ∗ f ′′j que ocurre en U o

en V ; entonces por la propiedad a) y b) de σ tenemos que σ(fj) = σ(f ′j) · σ(f ′′j ),

con lo cual, el valor τ(f) se mantiene invariante. Repitiendo este procedimiento una

cantidad finita de veces obtenemos que el valor τ(f) es el mismo tras agregar una

cantidad finita de puntos a la partición original. Ahora consideremos dos particiones P
y Q de I y un refinamiento mutuo R. De lo anterior, el valor de τ(f) es el mismo

para las tres particiones ya que R se genera agregando una cantidad finita de puntos

a cualquiera de las dos particiones. Por lo tanto, τ está bien definida.

Probemos que τ es una extensión de σ y cumple las condiciones a) y b). Para esto

consideremos una trayectoria f en U o en V y la partición trivial de I, entonces

de la definición de τ se sigue que

τ(f) = σ(f).

Por lo tanto, τ es una extensión de σ.

Para probar que τ cumple la condición a) consideraremos primero un caso en particu-

lar. Supongamos que tenemos dos trayectorias homotópicas f y g, con punto inicial

x y punto final y, tal que existe una homotoṕıa de trayectorias F entre ellas con la

siguiente propiedad:

• existe una partición ℘ = {s0, . . . , sn} de I tal que F (Ri) ⊆ U o F (Ri) ⊆ V

para toda i = 1, . . . , n, donde Ri = [si−1, si]× I.
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Entonces, afirmamos que τ(f) = τ(g).

Para todo ı́ndice i consideramos las trayectorias fi y gi, los cuales mandan af́ınmente

el intervalo I a [si−1, si] seguidos de f o g respectivamente . Por otra parte, al

restringir la homotoṕıa F al rectángulo Ri podemos generar una homotoṕıa entre

fi y gi que ocurre dentro de U o V ; esta homotoṕıa no necesariamente es una

homotoṕıa de trayectorias ya que los puntos final e inicial de fi y gi pueden moverse

durante la homotoṕıa. Consideremos las trayectorias βi definidas por βi(t) = F (si, t)

para toda t ∈ I; estas trayectorias tienen como punto inicial a f(si) y como punto

final g(si), además, β0 = ex y βn = ey.

Figura 3.3: Restricción de F sobre Ri.

Lo que sigue es mostrar que para todo ı́ndice i existe una homotoṕıa de trayectorias

que ocurra dentro de U o V tal que

fi 't βi−1 ∗ (gi ∗ β̄i). (3.1)

Presuponiendo que (3.1) es cierta, podremos descomponer a f de la siguiente manera:

f 't f1 ∗ . . . ∗ fn 't (β0 ∗ (g1 ∗ β̄1)) ∗ . . . ∗ (βn−1 ∗ (gn ∗ β̄n));

y considerando que σ(ex) = σ(ey) = 1H y σ(β̄i) = σ(βi)
−1, obtendŕıamos que

τ(f) = σ(f1) · . . . · σ(fn)

(3.1) = σ(β0 ∗ (g1 ∗ β̄1)) · . . . · σ(βn−1 ∗ (gn ∗ β̄n))

= σ(β0) · σ(g1) · σ(β1)−1 · . . . · σ(βn−1) · σ(gn) · σ(βn)−1

= σ(g1) · . . . · σ(gn)

= τ(g).
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En la figura 3.4 hay una representación de las trayectorias f1 ∗ . . . ∗ fn y (β0 ∗ (g1 ∗
β̄1)) ∗ . . . ∗ (βn−1 ∗ (gn ∗ β̄n)).

Figura 3.4: Descomposición de f .

El problema de empezar probando (3.1) es que resulta complejo detallar la homotoṕıa.

Por lo que le daremos la vuelta a este inconveniente con la construcción de una homo-

toṕıa de trayectorias entre fi ∗βi y βi−1 ∗ gi que ocurra en U o en V . Y aśı, al usar

las propiedades de σ, obtendŕıamos que para todo ı́ndice i se cumple la siguiente

igualdad:

σ(fi) · σ(βi) = σ(βi−1) · σ(gi),

con lo cual,

σ(fi) = σ(βi−1) · σ(gi) · σ(βi)
−1.

Por lo tanto, si para toda i sustituyeramos la expresión anterior en la definición de

τ(f) se llegaŕıa a la igualdad deseada. Empezemos a construir dichas homotoṕıas de

trayectorias. Sean γi y γ′i las trayectorias definidas por

γi(t) =

{
(si−1, 2t) si t ∈ [0, 1

2
],

(2(si − si−1)(t− 1
2
) + si−1, 1) si t ∈ [1

2
, 1],

y

γ′i(t) =

{
(2(si − si−1)t+ si−1, 0) si t ∈ [0, 1

2
],

(si, 2t− 1) si t ∈ [1
2
, 1].

Entonces, F ◦γi = βi−1 ∗ gi y F ◦γ′i = fi ∗βi. Por otro lado, dado que Ri es convexo

existe una homotoṕıa de trayectorias Gi entre γi y γ′i que se queda contenida en

Ri, la cual compuesta por la izquierda con F resulta ser una homotoṕıa que ocurre

en U o en V entre βi−1 ∗ gi y fi ∗ βi. Por lo tanto, τ(f) = τ(g).
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Figura 3.5: Homotoṕıa entre βi−1 ∗ g y fi ∗ βi.

Lo que sigue es quitar la restricción de que F mande los rectángulos Ri en U o en

V .

Consideremos f y g dos trayectorias en X y F una homotoṕıa de trayectorias

entre ellas. Por el teorema del número de Lebesgue sabemos que existen particiones

{s0, . . . , sn} y {t0, . . . , tm} de I tal que F ([si−1, si]× [tj−1, tj]) se queda contenido

en U o en V para todo ı́ndice (i, j). Si definimos las trayectorias hj como

hj(t) = F (t, tj) para toda j = 0, . . . ,m, entonces h0 = f y hm = g. Para finalizar,

observemos que para toda j las trayectorias fj−1 y fj satisfacen la condición •,
con lo cual, τ(hj−1) = τ(hj) y por lo tanto τ(f) = τ(g).

Veamos que τ satisface la condición b).

Sean f y g trayectorias en X y consideremos la partición {s0, . . . , sn} de I, de

manera que sk = 1
2

con 0 < k < n, y f ∗ g([si−1, si]) se quede contenido en U o

en V para toda i. Definimos a las trayectorias (f ∗ g)i como aquellas que mandan

af́ınmente el intervalo I a [si−1, si] seguidas de f ∗ g para toda i = 1, . . . , n, a

las trayectorias fi como aquellas que mandan af́ınmente el intervalo I a [2si−1, 2si]

seguidas por f para toda i = 1, . . . , k, y a las trayectorias gi−k como aquellas

que mandan af́ınmente el intervalo I a [2si−1 − 1, 2si − 1] seguidas de g para toda

i = k+1, . . . n. Por la definición del producto de trayectorias tenemos que (f ∗g)i = fi

para toda i = 1, . . . , k y (f ∗ g)i = gi−k para toda i = k + 1, . . . , n. Por lo tanto,

si usamos las particiones {s0, . . . , sn}, {2s0, . . . , 2sk} y {2sk − 1, . . . , 2sn − 1} de I,

obtenemos que

τ(f ∗ g) = σ((f ∗ g)1) · . . . · σ((f ∗ g)n)

= (σ(f1) · . . . · σ(fk)) · (σ(g1) · . . . · σ(gn−k))

= τ(f) · τ(g).
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Con la construcción de τ al fin estamos en condiciones de definir a la función Φ.

Definimos a dicha función como

Φ([f ]) = τ(f).

La función Φ queda bien definida ya que τ satisface la condición a) y es un

homomorfismo por la condición b). Además, el hecho de que cumpla las igualdadades

Φ ◦ ji = φ1 y Φ ◦ j2 = φ2 se debe a que τ es una extensión de ρ. Verifiquemos esta

última aseveración. Sea [f ]U ∈ π1(U, x0), entonces

Φ(j1([f ]U)) = Φ([f ])

= τ(f)

= ρ(f)

= φ1([f ]U).

Con lo cual, Φ ◦ j1 = φ1. Análogamente Φ ◦ j2 = φ2.

Para finalizar la prueba del teorema sólo hace falta demostrar la unicidad del homomor-

fismo Φ. Consideremos un homomorfismo Φ′ : π1(X, x0) −→ H tal que Φ′ ◦ j1 = φ1

y Φ′ ◦ φ2. Por el lema 3.1.1 sabemos que j1(π1(U, x0)) y j2(π1(V, x0)) generan

a π1(X, x0). Por lo que es suficiente demostrar que tanto Φ como Φ′ toman los

mismos valores sobre los generadores de π1(X, x0). Sean j1([g1]U) ∈ j1(π1(U, x0)) y

j2([g2]V ) ∈ j2(π1(V, x0)), entonces

Φ′(j1([g1]U)) = φ1([g1]U) = Φ(j1([g1]U)) y

Φ′(j2([g2]V )) = φ2([g2]V ) = Φ(j2([g2]V )).

Por lo tanto, Φ = Φ′. �

Para demostrar el siguiente teorema es necesario hacer notar que frecuentemente cuando

se considera un grupo G, el cual es un producto externo libre de la familia {Gα}α∈J
relativo a los homomorfismos {iα : Gα −→ G}α∈J , se identifican a los elementos de

cada grupo Gα con sus respectivas imágenes. A continuación haremos uso de dicha

notación para facilitar las pruebas, y nos referiremos al producto externo libre como el

producto libre.

Teorema 3.1.4 (Teorema de Seifert-van Kampen, versión clásica). Sean X = U ∪ V , donde

U y V son abiertos en X con U , V y U ∩V conjuntos conexos por trayectorias.

Consideremos x0 ∈ U ∩ V y

j : π1(U, x0) ∗ π1(V, x0) −→ π1(X, x0),
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el homomorfismo del producto libre que extiende a los homomorfismos

j1 : π1(U, x0) −→ π1(X, x0) y j2 : π1(V, x0) −→ π1(X, x0), que son aquellos inducidos

por las inclusiones. Entonces, j es un epimorfismo y su núcleo resulta ser el menor

subgrupo normal del producto libre que contiene a todos los elementos representados por

las palabras

(i1(g)−1, i2(g)) tal que g ∈ π1(U ∩ V, x0),

con i1 : π1(U ∩ V, x0) −→ π1(U, x0) e i2 : π1(U ∩ V, x0) −→ π1(V, x0) los homomor-

fismos inducidos por las inclusiones.

Demostración. Dado que π1(X, x0) está generado por las imágenes j1(π1(U.x0)) y

j2(π1(V, x0)) resulta claro que j es un epimorfismo.

Lo que sigue es mostrar quien es el núcleo de j; para esto consideremos N el menor

subgrupo normal del producto libre que contiene a todos los elementos de la forma

i1(g)−1i2(g) con g ∈ π1(U ∩ V ). Dado que el subgrupo Ker(j) es normal, para

probar la contención N ⊆ Ker(j), es suficiente verificar que i1(g)−1i2(g) ∈ Ker(j)
para toda g ∈ π1(U ∩V ). Sea g ∈ π1(U ∩V ) e i : U ∩V −→ X la función inclusión,

entonces

j(i1(g)) = j1(i1(g)) = i∗(g) = j2(i2(g)) = j(i2(g)),

con lo cual i1(g)−1i2(g) ∈ Ker(j) para todo g ∈ π1(U ∩ V, x0) y por lo tanto

N ⊆ Ker(j). De lo anterior se sigue que j induce un epimorfismo

k : (π1(U, x0) ∗ π1(V, x0))/N −→ π1(X, x0),

dado por k(fN) = j(f) para toda fN ∈ (π1(U, x0) ∗ π1(V, x0))/N . Para probar la

igualdad entre Ker(j) y N veremos que la función k es inyectiva mostrando que

posee un inverso izquierdo. Sea H = (π1(U, x0) ∗ π1(V, x0))/N y φ1 : π1(U, x0) −→ H

el homomorfismo que resulta de componer la inclusión de π1(U, x0) en el producto libre

π1(U, x0)∗π1(V, x0) seguida por la proyección al cociente H. Análogamente definimos

el homomorfismo φ2 : π1(V, x0) −→ H y consideramos el siguiente diagrama:

π1(U, x0)
φ1

''

j1
��

π1(U ∩ V, x0)
i∗ //

i2 ''

i1
77

i2 ''

π1(X, x0) Hkoo

π1(V, x0)

φ2

77

j2

OO
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Veamos que φ1 ◦ i1 = φ2 ◦ i2. Sea g ∈ π1(U ∩ V, x0), entonces

φ1(i1(g)) = i1(g)N y φ2(i2(g)) = i2(g)N ;

y dado que i1(g)−1i2(g) ∈ N , obtenemos la igualdad deseada. De esta última igualdad

se desprende, usando el teorema 3.1.3, que existe un único homomorfismo

Φ : π1(X, x0) −→ H

tal que Φ ◦ j1 = φ1 y Φ ◦ j2 = φ2.

π1(U, x0)
φ1

''

j1
��

π1(U ∩ V, x0)
i∗ //

i2 ''

i1
77

i2 ''

π1(X, x0)
Φ // H
k

oo

π1(V, x0)

φ2

77

j2

OO

Afirmamos que Φ es un inverso izquierdo de k; para esto es suficiente probar que

Φ ◦ k actúa como la idéntidad sobre cualquier generador de H. Sea g ∈ π1(U, x0),

entonces

Φ(k(gN)) = Φ(j(g)) = Φ(j1(g)) = φ1(g) = gN.

De manera similar, Φ(k(gN)) = gN si g ∈ π1(V, x0). Concluimos que Φ◦k = IdH y por

lo tanto Ker(j) = N . Esto último nos dice que π1(X, x0) ∼= (π1(U, x0)∗π1(V, x0))/N . �

El siguiente corolario muestra que bajo ciertas condiciones el grupo fundamental de un

espacio resultá ser un producto libre de grupos.

Corolario 3.1.5. Considerando las hipótesis del teorema 3.1.4, si el conjunto U ∩ V es

simplemente conexo, entonces π1(X, x0) ∼= π1(U, x0) ∗ π1(V, x0).

Demostración. Dado que el conjunto U ∩ V es simplemente conexo, obtenemos que el

subgrupo N del teorema anterior es el subgrupo trivial, por lo tanto,

π1(U, x0) ∗ π1(V, x0) ∼= (π1(U, x0) ∗ π1(V, x0))/N ∼= π1(X, x0).

�

Corolario 3.1.6. Considerando las hipótesis del teorema 3.1.4, si el conjunto V es

simplemente conexo, entonces existe un isomorfismo

h : π1(U, x0)/N −→ π1(X, x0);
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donde N es el menor subgrupo normal de π1(U, x0) que contiene a la imagen del

homomorfismo inducido por la inclusión

i1 : π1(U ∩ V, x0) −→ π1(U, x0).

Demostración. Dado que V es simplemente conexo, se tiene la siguiente igualdad:

π1(U, x0) ∗ π1(V, x0) = π1(U, x0),

y aplicando el teorema 3.1.4 obtenemos que

π1(U, x0)/N = (π1(U, x0) ∗ π1(V, x0))/N ∼= π1(X, x0).

�
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4 Calculando grupos fundamentales.

Para finalizar el trabajo, presentaremos algunos espacios y calcularemos sus respec-

tivos grupos fundamentales ayudándonos de la herramienta expuesta en los caṕıtulos

anteriores.

4.1 Grupo fundamental de S1.

Por fin estamos en condiciones de calcular uno de los primeros grupos fundamentales

no triviales.

Teorema 4.1.1. El grupo fundamental de S1 es isomorfo a Z.

Demostración. Sea P : R −→ S1 la aplicación cubriente del teorema 1.3.6 y

b0 = P (e0) con e0 = 0. Entonces, por la definición de P tenemos que P−1({b0}) = Z,

y como R es simplemente conexo, aplicando el teorema 1.5.4, la función levantamiento

φe0 : π1(S1, b0) −→ Z es biyectiva.

Por lo tanto, lo único que falta demostrar es que la función φe0 es un homomorfismo.

Para esto consideremos [f ] y [g] elementos de π1(S1, b0) y f̃ y g̃ sus respectivos

levantamientos en R respecto a P con punto inicial e0 = 0. Sean n = f̃(1) y

m = g̃(1), de donde, φe0([f ]) = n y φe0([g]) = m. Definimos la función ĝ : I −→ R

como ĝ(s) = n+ g̃(s), la cual es un levantamiento de g con punto inicial n (esto se

debe a que P (n+ x) = P (x) para toda x ∈ R), por lo tanto, el producto f̃ ∗ ĝ esta

59
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bien definido y es un levantamiento de f ∗ g que empieza en 0. Por último, dado que

ĝ(1) = m+ n se obtiene la siguiente igualdad:

φe0([f ] · [g]) = f̃ ∗ ĝ(1) = ĝ(1) = m+ n = φe0([f ]) + φe0([g]).

Por lo tanto, π1(S1, b0) ∼= Z.

�

4.2 Grupo fundamental de S1 × S1.

Teorema 4.2.1. Sean X y Y espacios topológicos y (x0, y0) ∈ X × Y . Entonces,

π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X, x0)× π1(Y, y0).

Demostración. Sean p : X × Y −→ X y q : X × Y −→ Y las funciones proyecciones

y p∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) −→ π1(X, x0) y q∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) −→ π1(Y, y0) los

homomorfismos inducidos. Definimos el homomorfismo

Φ : π1(X × Y, (x0, y0)) −→ π1(X, x0)× π1(Y, y0)

como Φ = (p∗, q∗). Afirmamos Φ es un isomorfismo. Sean

([g], [h]) ∈ π1(X, x0)× π1(Y, y0) y f : I −→ X × Y la función definida por

f(t) = (g(t), h(t)), entonces f es un lazo basado en (x0, y0) y Φ([f ]) = ([g], [h]).

Por lo tanto, Φ es suprayectiva.

Para ver la inyectividad de Φ mostraremos que su núcleo es el grupo trivial. Sea

f : I −→ X × Y un lazo basado en (x0, y0) tal que Φ([f ]) = ([ex0 ], [ey0 ]), donde

([ex0 ], [ey0 ]) es el elemento identidad en π1(X, x0)× π1(Y, y0). De la igualdad anterior

se sigue que [p◦f ] = [ex0 ] y [q◦f ] = [ey0 ]. Por lo tanto, si consideremos una homotoṕıa

de trayectorias G entre p◦f y ex0 , y una homotoṕıa de trayectorias H entre q◦f y

ey0 ; entonces la función F : I × I −→ X × Y definida por F (s, t) = (G(s, t), H(s, t))

es una homotoṕıa de trayectorias entre f = (p ◦ f, q ◦ f) y e(x0,y0) = (ex0 , ey0). Con

lo cual, [f ] = [e(x0,y0)].

�

El siguiente corolario es resultado directo de los teoremas 4.2.1 y 4.1.1.

Corolario 4.2.2. El grupo fundamental de S1 × S1 es isomorfo Z× Z.
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Figura 4.1: Toro 2-dimensional, S1 × S1.

4.3 Grupo fundamental de Sn

Teorema 4.3.1. Si n ≥ 2, entonces la n-esfera Sn es simplemente conexa.

Demostración. Consideremos los puntos (0, . . . , 0, 1) y (0, . . . , 0,−1) en Rn+1, que son

el polo norte y el polo sur de la esfera Sn, y veamos que tanto la esfera sin el polo

norte Sn \ {p} y la esfera sin el polo sur Sn \ {q} son homeomorfas a Rn.

Para esto definimos la función f : Sn \ {p} −→ Rn como:

f(x1, . . . , xn+1) =
1

1− xn+1

(x1, . . . , xn).

Esta función es llamada la proyección estereográfica y es contninua ya que es conti-

nua en cada una de sus entradas. Por otro lado, podemos definir la función

g : Rn −→ Sn \ {p} dada por:

g(y) = g(y1, . . . , yn) = (t(y)y1, . . . , t(y)yn, 1− t(y)),

donde t(y) = 2
1+‖y‖2 . Esta función vuelve a ser continua ya que es continua en cada

una de sus entradas y es la inversa de f . Por lo tanto, f es un homeomorfismo.
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Figura 4.2: Proyección estereográfica para n = 2.

Por último, consideremos la función h : Rn+1 −→ Rn+1 definida por:

h(x1, . . . , xn, xn+1) = (x1, . . . , xn,−xn+1).

Observemos que h es su propia inversa y es continua, es decir, es un homeomorfismo.

Por lo que si la restringimos al conjunto Sn \ {p} obtenemos un homeomorfismo entre

Sn \ {p} y Sn \ {q}. Por lo tanto, Rn ∼= Sn \ {p} ∼= Sn \ {q}.

Ahora estamos en condiciones de probar que la esfera Sn es simplemente conexa.

Definimos los conjuntos abiertos U = Sn \ {p} y V = Sn \ {q} en Sn. Como U y

V son homeomorfos a Rn sabemos que son conexos por trayectorias, más aún, son

simplemente conexos; además, (1, 0, . . . , 0) ∈ U ∩V y Sn = U ∪V , por lo que Sn es

conexo por trayectorias. Concluimos, dado que S1 es conexo por trayectorias, que Sm

es conexo por trayectorias para toda m ≥ 1.

Lo único que nos hace falta para estar en las condiciones del corolario 3.1.2 es ver que el

conjunto U∩V es conexo por trayectorias. Restringiendo a la proyección estereográfica

obtenemos que U ∩ V = Sn \ {p, q} ∼= Rn \ {0}. Por lo tanto, si demostráramos que

Rn \ {0} es conexo por trayectorias finalizaŕıamos la prueba.

Sean z0 y z1 elementos de Rn\{0}, si ambos puntos se encontraran en la esfera Sn−1,

como n− 1 ≥ 1, tendŕıamos que existe una trayectoria que los une. Supongamos que

alguno de los puntos no pertenece a Sn−1, entonces ocurriŕıan alguno de los siguientes

casos:

1. Sin pérdida de generalidad supongamos que z0 pertenece a la esfera Sn−1 y z1

no, entonces siempre podemos construir un segmento de recta que una a z1 con

algún punto en la esfera, digamos z2. Por otro lado, sabemos que la esfera Sn−1
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es conexa por trayectorias, entonces existe una trayectoria de z2 a z1. Por lo

tanto, usando las dos trayectorias anteriores podemos construir una trayectoria

en Rn \ {0} de z0 a z1.

2. Supongamos que ambos puntos no pertenecen a la esfera, entonces sabemos que

podemos construir dos segementos de recta que unan a z0 y z1 con puntos

en la esfera. Como la esfera Sn−1 es conexa por trayectorias sabemos que existe

un trayecto en la esfera que conecta a estos últimos dos puntos. Por lo tanto,

usando los segmentos y la trayectoria anterior podemos contruir una trayectoria

en Rn \ {0} de z0 a z1.

Concluimos, usando el corolario 3.1.2, que la esfera Sn es simplemente conexa.

�

4.4 Grupo fundamental de Pn

Definición 4.4.1. El n-espacio proyectivo denotado por Pn, con n ≥ 2, es el espacio

cociente obtenido de la esfera Sn identificando cada x ∈ Sn con su punto ant́ıpoda

−x.

Teorema 4.4.2. La función cociente P : Sn −→ Pn es una aplicación cubriente.

Demostración. Antes de demostrar que P es una aplicación cubriente veremos que es

una función abierta.

Consideremos un abierto V en Sn y la función antipodal a : Sn −→ Sn definida

por a(x) = −x. Esta función es claramente un homeomorfismo por lo que a(V ) es un

conjunto abierto. Por otro lado, de la definición de P obtenemos la siguiente igualdad

P−1(P (V )) = V ∪ a(V ),

de donde se observa que el conjunto P−1(P (V )) es un abierto en Sn; y como Pn

posee la topoloǵıa cociente, entonces P (V ) es un abierto de Pn.

Demostremos que P es una aplicación cubriente.

Sea x ∈ Sn y U una bola de Sn centrada en x de radio menor que 1.

Entonces para todo z ∈ U la distancia entre z y a(z) es igual que 2, por lo que
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a(z) /∈ U . Esto significa que la función P |U : U −→ P (U) es biyectiva, y dado que

U es un conjunto abierto también resulta ser una función abierta y por lo tanto un

homeomorfismo. Análogamente podemos decir que la función P |a(U) : a(U) −→ P (U)

es un homeomorfismo. Por último, observemos que el conjunto P−1(P (U)) es la unión

ajena de los conjuntos abiertos U y a(U), es decir que P (U) es un abierto cubierto

uniformente por P . Con esto concluimos que la función P es una aplicación cubriente.

�

(a) Puntos ant́ıpodas.

(b) Representación del 2-espacio proyectivo.

Figura 4.3: Plano proyectivo P2

Teorema 4.4.3. Si n ≥ 2, entonces el grupo fundamental de Pn es isomorfo a Z2.

Demostración. Dado que la esfera Sn es simplemente conexa y la función P : (Sn, x0) −→
(Pn, y0) es una aplicación cubriente, entonces Pn es conexo por trayectorias. Esto nos

indica que el grupo fundamental de Pn no depende del punto que hayamos elegido.

Por otro lado, los teoremas 4.4.2 y 4.3.1 aseguran que la función levantamiento

φx0 : π1(Pn, y0) −→ P−1({y0}) es biyectiva. De la definición de P sabemos que la

cardinalidad de P−1({y0}) es igual a dos, por lo cual, el grupo π1(P2, y0) es de

orden 2 y por lo tanto isomorfo a Z2. �
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4.5 Grupo fundamental de Rn+1 \ {~0}.

Corolario 4.5.1. El homomorfismo inducido por la función inclusión

j : (Sn, ~e1) −→ (Rn+1 \ {~0}, ~e1), para n ≥ 1, es un isomorfismo.

Demostración. Veremos que Sn es un retracto fuerte por deformación de Rn+1 \{~0}. Sea

H : (Rn+1 \ {~0})× I −→ Rn+1 \ {~0} la función dada por H(x, t) = (1− t)x+ tx/||x||.
Claramente dicha función es una retracción fuerte por deformación de Rn+1 \ {~0} en

Sn . Por lo tanto, usando el teorema 1.6.4, el homomorfismo j∗ es un isomorfismo. �

4.6 Grupo fundamental de R3 menos una recta.

Para calcular el grupo fundamental de R3 menos una recta supondremos sin pérdida

de generalidad que la recta que quitamos es el eje z, el cual llamaremos l.

Corolario 4.6.1. El homomorfismo inducido por la función inclusión, j : (S1×{0}, ~e1) −→
(R3 \ l, ~e1), es un isomorfismo, con lo cual, π1(R3 \ l, ~e1) ∼= Z.

Demostración. Veremos que S1×{0} es un retracto fuerte por deformación de R3\l. Para

esto consideremos las funciones H1 : (R3 \ l)×I −→ R3 \ l y H2 : (R3 \ l)×I −→ R3 \ l
definidas por

H1(x, y, z, t) = (1− t)(x, y, z) + t

(
x√
x2+y2

, y√
x2+y2

, z

)
,

H2(x, y, z, t) = (1− t)(x, y, z) + t (x, y, 0) .

Para finalizar, definimos la función H : (R3 \ l)× I −→ R3 \ l como

H(~x, t) =

{
H1(~x, 2t) si t ∈ [0, 1

2
],

H2 (H1(~x, 1), 2t− 1) si t ∈ [1
2
, 1],

la cual es continua por el lema del pegado, además, H((R3 \ l) × I) = S1 × {0}. Si

(x, y) ∈ S1, entonces H(x, y, 0, t) = (x, y, 0) para toda t ∈ I. Por lo tanto, la función

H es una retracción fuerte por deformación de R3 \ l en S1 × {0} y por el teorema

1.6.4 sabemos que el homomorfismo j∗ es un isomorfismo.
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Figura 4.4: Retracción fuerte por deformación H.

�

4.7 Grupo fundamental de la figura ocho.

Teorema 4.7.1. El grupo fundamental de la figura ocho no es abeliano.

Demostración. Sea X la unión de los ćırculos A =
{

(x, y) ∈ R2 | (x− 1
4
)2 + y2 = 1

16

}
y B =

{
(x, y) ∈ R2 | (x+ 1

4
)2 + y2 = 1

16

}
en R2, cuya intersección consiste del pun-

to ~0. Lo siguiente será encontrar un espacio cubriente de X. Sea E el subes-

pacio de R2 que consta de los ejes coordenados A0 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} y

B0 = {(x, y) ∈ R2 | x = 0}, y las cirfunferencias

An =

{
(x, y) ∈ R2 | (x− 1

4
)2 + (y − n)2 =

1

16

}
y

Bn =

{
(x, y) ∈ R2 | (x− n)2 + (y − 1

4
)2 =

1

16

}
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para toda n ∈ Z− {0}.

Figura 4.5: Subespacio E.

Si denotamos por T~x la traslación por el vector ~x y Rθ la rotación por un ángulo

θ, entonces la función P : (E,~0) −→ (X,~0) dada por

P (~x) =


T( 1

4
,0)(− cos(2πx)/4,− sen(2πx)/4) si ~x ∈ A0,

T(− 1
4
,0)(cos(2πy)/4, sen(2πy)/4) si ~x ∈ B0,

T(0,−n)(~x) si ~x ∈ An,
T(0,−n) ◦Rπ

2
(~x) si ~x ∈ Bn,

es una función cubriente.
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Figura 4.6: Función cubriente P .

Consideremos las trayectorias f̃ : I −→ E y g̃ : I −→ E dadas por f̃(t) = (t, 0) y

g̃(t) = (0, t), entonces dichas trayectorias son levantamientos continuos respecto a P

de los lazos f = P ◦ f̃ y g = P ◦ g̃ respectivamente. Ahora para ver que el grupo

π1(X,~0) no es abeliano demostraremos que [f ∗ g] 6= [g ∗ f ]. Para esto consideremos

la trayectoria h̃ : I −→ E dada por

h̃(t) =

{
(2t, 0) si t ∈ [0, 1

2
],

1
4
(sen(4πt− 2π),− cos(4πt− 2π)) + (1, 1

4
) si t ∈ [1

2
, 1],

y la trayectoria h̃′ : I −→ E dada por

h̃′(t) =

{
(0, 2t) si t ∈ [0, 1

2
],

1
4
(− cos(4πt− 2π),− sen(4πt− 2π)) + (1

4
, 1) si t ∈ [1

2
, 1];
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estas trayectorias son levantamientos continuos respecto a P de los lazos f ∗g y g ∗f
respectivamente, y por construcción h̃(1) 6= h̃′(1). Por lo tanto, por el corolario 1.5.2

sabemos que f ∗ g y g ∗ f no son trayectorias homotópicas. De lo anterior concluimos

que π1(X,~0) no es un grupo abeliano.

Figura 4.7: Levantamientos de f ∗ g y g ∗ f .

�

A continuación describiremos con más precisión quien es el grupo fundamental de la

figura ocho, el cuál será un caso particular de un grupo fundamental más general.

4.8 Grupo fundamental de la cuña de ćırculos.

Definición 4.8.1. Sea X un espacio de Hausdorff tal que X =
n⋃
i=1

Si, con S1, . . . , Sn

subespacios homeomorfos a S1. Si existiera un elemento p de X tal que

Si ∩ Sj = {p} para todo i 6= j, entonces diremos que X es la cuña de los

ćırculos S1, . . . , Sn.

Teorema 4.8.2. Sean X la cuña de los ćırculos S1, . . . , Sn y {p} =
n⋂
i=1

Si, entonces

el grupo fundamental π1(X, p) es un grupo libre, más aún, si fi representa a un lazo

basado en p de Si cuya clase de equivalencia es un generador de π1(Si, p), entonces

la familia {[f1], . . . , [fn]} es un sistema libre de generadores de π1(X, p).

Demostración. El resultado es inmediato para n = 1, procedamos por inducción.

Sean n > 1 y X la cuña de los ćırculos S1, . . . , Sn con p el punto común de

los ćırculos. Para toda i = 1, . . . , n escojamos un punto pi ∈ Si tal que pi 6= p

y Wi = Si \ {pi}, entonces definimos los conjuntos U = S1 ∪ W2 ∪ . . . ∪ Wn y

V = W1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn.
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Figura 4.8: Abiertos U y V

Observemos que los conjuntos U ∩ V = W1 ∪ . . . ∪Wn, U y V son conexos por

trayectorias por ser la unión de espacios conexos por trayectorias que tienen un punto

en común, además, cada uno de los espacios Wi es homeomorfo a un intervalo abierto

teniendo como retracto fuerte por deformación a {p}. Sea Fi : Wi × I −→ Wi

la retracción fuerte por deformación de Wi en {p}, entonces definimos la función

F : U ∩ V × I −→ U ∩ V como:

F (w, t) = Fi(w, t) si w ∈ Wi.

Como Fi es una retracción fuerte por deformación de Wi en {p} para toda

i = 1, . . . , n, entonces F esta bien definida. Lo siguiente es ver que F es una

función continua para poder concluir que es una retracción fuerte por deformación de

U ∩ V en {p}. Como X es un espacio de Hausdorff y Si es compacto, entonces Si

es cerrado en X y por lo tanto Wi es cerrado en U ∩ V . De lo anterior concluimos

que Wi × I es cerrado en U ∩ V × I para toda i = 1, . . . , n, y usando el lema del

pegado garantizamos la continuidad de F . Por último, por el teorema 1.6.4, tenemos

que U ∩ V es simplemente conexo, lo cual nos pone en las condiciones del corolario

3.1.5. Por lo tanto, π1(X, p) ∼= π1(U, p) ∗ π1(V, p).

De manera análoga a como vimos que {p} era un retracto fuerte por deformación

de U ∩ V podemos ver que S1 es un retracto fuerte por deformación de U y que

S2∪. . .∪Sn es un retracto fuerte por deformación de V , de donde π1(U, p) es un grupo

ćıclico infinito con [f1] un generador del grupo. Para finalizar, usamos la hipótesis de

inducción obteniendo que π1(V, p) es un grupo libre con {[f2], . . . , [fn]} un sistema

libre de generadores y por lo tanto, por el corolario 2.2.4, concluimos que π1(X, p) es

un grupo libre con {[f1], . . . , [fn]} un sistema libre de generadores.

�
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4.9 Grupo fundamental de R2 menos dos puntos.

Para calcular el grupo fundamental de R2 menos dos puntos supondremos sin pérdida

de generalidad que los dos puntos que quitamos son p = (−1, 0) y q = (1, 0), además,

denotaremos por X a la unión de los dos circunferencias unitarias centradas en (−1, 0)

y (1, 0).

Corolario 4.9.1. El homomorfismo inducido por la función inclusión,

j : (X,~0) −→ (R2 \{p, q},~0), es un isomorfismo, con lo cual π1(R2 \{p, q},~0) ∼= Z∗Z.

Demostración. Veremos que X es un retracto fuerte por deformación de R2 \ {p, q}.
Para esto consideremos los 4 cuadrantes de R2, denotados por C1, C2, C3 y C4, y

las siguientes funciones: sea H1 : (R2 \ {p, q})× I −→ R2 \ {p, q} la función dada por

H1(~x, t) =

{
~x si ~x ∈ B̄2(0, 0) \ {p, q},
(1− t)~x+ t~x

||~x|| si ~x ∈ R2 \B2(0, 0);

sean A = B̄1(p) ∪ B̄1(q) y H2 : (B̄2(0, 0) \ {p, q})× I −→ B̄2(0, 0) \ {p, q} la función

dada por

H2(~x, t) =



~x si ~x ∈ A \ {p, q},
(1− t)(x, y) + t(x,

√
1− (x− 1)2) si ~x ∈ C1 ∩ (B̄2(0, 0) \ Int(A)),

(1− t)(x, y) + t(x,
√

1− (x+ 1)2) si ~x ∈ C2 ∩ (B̄2(0, 0) \ Int(A)),

(1− t)(x, y) + t(x,−
√

1− (x+ 1)2) si ~x ∈ C3 ∩ (B̄2(0, 0) \ Int(A)),

(1− t)(x, y) + t(x,−
√

1− (x− 1)2) si ~x ∈ C4 ∩ (B̄2(0, 0) \ Int(A));

y sea H3 : (A \ {p, q})× I −→ A \ {p, q} la función dada por

H3(~x, t) =


(1− t)~x+ t

(
~x+(1,0)
||~x+(1,0)|| + (−1, 0)

)
si ~x ∈ B̄1(p) \ {p},

(1− t)~x+ t
(

~x+(−1,0)
||~x+(−1,0)|| + (1, 0)

)
si ~x ∈ B̄1(q) \ {q}.

Estas últimas tres funciones son continuas debido al lema del pegado y nos servirán

para definir la retracción fuerte por deformación que buscamos. Por último, definimos

la función H : (R2 \ {p, q})× I −→ (R2 \ {p, q}) como

H(~x, t) =


H1(~x, 3t) si t ∈ [0, 1

3
],

H2(H1(~x, 1), 3t− 1) si t ∈ [1
3
, 2

3
],

H3(H2(H1(~x, 1), 1), 3t− 2) si t ∈ [2
3
, 1],
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la cual es continua por el lema del pegado. Además, H((R2 \ {p, q}) × I) = X y si

(x, y) ∈ X entonces H(x, y, t) = (x, y) para toda t ∈ I. Por lo tanto, la función H

es una retracción fuerte por deformación de R2 \ {p, q} en X y por el teorema 1.6.4

sabemos que el homomorfismo j∗ es un isomorfismo.

Figura 4.9: Retracción por deformación H.

�
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