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Prefacio

Un problema fundamental en Topologia es determinar cudndo dos espacios topoldgicos son
homeomorfos. Para demostrarlo es suficiente exhibir una biyecciéon continua con inversa
continua, o bien, demostrar que no existe tal funcién entre dichos espacios. Muchas veces
esto resulta bastante complejo, por lo que se trata de encontrar alguna propiedad topoldgica
-un invariante topolégico- que cumpla un espacio y el otro no; de manera que, para po-
der determinar si los espacios son topoldgicamente distintos baste verificar este hecho. El
presente trabajo versa sobre uno de estos invariantes topoldgicos, el Grupo Fundamental, y
sobre el Teorema de Seifert-van Kampen que nos dara informacién acerca de esta estructura

algebraica.

El primer capitulo es de cardcter introductorio y contiene definiciones y resultados basicos
que se utilizan a lo largo de la tesis. Se estudian los conceptos de trayectorias homotépicas,
espacios cubrientes, levantamientos de trayectorias y homotopias, retractos y retractos fuer-
tes por deformacién; esto con el fin de presentar el grupo fundamental y crear la herramienta

necesaria para calcular dicho grupo.

Dentro del segundo capitulo se generaliza la idea de suma directa de grupos abelianos
al producto libre de grupos. También se define el concepto del producto libre de grupos,
producto externo libre y grupos libres. Ademads, se demuestra la existencia y unicidad bajo
isomorfismos de los mismos y se presenta una caracterizacién que sirve para demostrar el
Teorema de Seifert-van Kampen, el cual relaciona al producto externo libre con el grupo

fundamental.

El tercer capitulo estd destinado tnicamente a la demostracién del Teorema de Seifert-van

Kampen.

Finalmente, en el cuarto capitulo se ven aplicaciones usando toda la herramienta desarrollada
en los apartados anteriores. Se calcula el grupo fundamental de algunos espacios topoldgicos

y se verifica la importancia de dotar a los espacios de estructuras algebraicas.
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1 El grupo fundamental

Empezaremos dando algunas definiciones y propiedades del grupo fundamental de un
espacio topologico para después demostrar el Teorema de Seifert-van Kampen. Dicho
teorema nos ayudara a calcular el grupo fundamental de espacios complejos a través

del grupo fundamental de espacios mas sencillos.

1.1 Homotopias

A lo largo de este trabajo usaremos la letra I para denotar el intervalo [0, 1].

Definicién 1.1.1. Sean X y Y espacios topoldgicos, f vy [’ funciones continuas de
X en Y. Diremos que [ es homotdpica a f', si exviste una funcion continua
F:XxI—Y talque

F(x,0)= f(z) y F(z,1)= f'(x) paratoda x € X.

La funcion F es llamada homotopia entre f y f'. Si f es homotopica a [’
escribiremos f ~ f'. En el caso de que [ ~ f' y [ sea una funcidn constante

diremos que f es nulhomotopica.

Definicién 1.1.2. Sean J un intervalo en R y X wun espacio topoldgico , diremos que
una funcion f :J — X es una trayectoria en X si [ es continua. En caso

de que J sea un intervalo de la forma [a,b] y f(a) =z0 y f(b) = x1, entonces

1



2 1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

llamaremos a f una trayectoria de xo a x1 con xzy el punto inicial de f y x

el punto final de f.

Para la construccion del grupo fundamental, consideraremos el caso especial en que f
es un trayectoria en X con dominio [, por lo que apartir de este momento sélo

consideraremos trayectorias con dominio [I.

Definicién 1.1.3. Sean f y f' dos trayectorias en X, diremos que son trayectorias
homotopicas si tienen el mismo punto inicial xo y el mismo punto final x1, 1y si

ademds existe una homotopia F : 1 x 1 — X entre f y f' que cumpla
F(s,0) = f(s) y F(s,1)= f'(s) paratodasel, y
F(0,t) = xg y F(1,t)=x para toda t € 1.

En este caso llamaremos a F  una homotopia de trayectorias entre f y f'. Si

f y f' son trayectorias homotdpicas escribiremos f ~; f'.

4 N

A1 :

x1

i X

N Y

Figura 1.1: Homotopia de trayectorias.

Empezaremos demostrando un lema que sera de gran utilidad para verificar la conti-

nuidad de ciertas funciones.

Lema 1.1.4 (Lema del Pegado). Sean X = AUB, con A y B cerrados (abiertos)
en X. S f:A—Y y g: B —Y son funciones continuas tales que para toda
x € ANB, f(x)=g(x), entonces la funcion h: X —Y dada por
flz) sixe A,
h(z) =
g(x) six € B,

es continua.



1.1. HOMOTOPIAS 3

Demostracién. Supongamos que A y B son cerrados en X. Sea U C Y cerrado,

entonces
(h)™HU) = (W)Y (U) N (AU B) = (h|la)"H(U) U (klp) " (U) = (£)"1({U) U (9)~1(V).

Por la continuidad de f y g tenemos que (f)"'(U) y (g)~'(U) son cerrados en A
y B respectivamente, y como A y B son cerrados en X, entonces (f)7'(U) vy
(9)"Y(U) son cerrados en X, es decir, (h)"'(U) es cerrado en X. Por lo tanto, h

es continua. La demostracién es analoga suponiendo A y B abiertos. [

Lema 1.1.5. Las relaciones ~ y ~; son de equivalencia.

Demostracién. Demostraremos primero que la relacién =~ es reflexiva.

Dada una funcién continua f: X — Y definimos la funcion F: X x I — Y por
F(z,t) = f(x), de donde

F(z,0) = f(z) y F(z,1)= f(x) paratodaz e X.

Para concluir que F' es una homotopia entre f y f, falta ver que F' es continua.
Consideremos la funcién continua p: X x I — X dada por p(x,t) = =, entonces
F = fop, conlocual F esla composicién de funciones continuas y por lo tanto

continua.

En el caso de la relacién ~; consideramos una trayectoria f entre yg y y;. Definimos

la funcién F : I x I — Y dada por F(s,t) = f(s). De lo anterior es claro que F

es una homotopia entre f y f, ademas,

F0,t)=yy vy F(1,t)=1 paratodatel.

Por lo tanto, F es una homotopia de trayectorias entre f y f.
Vamos a demostrar que la relacién ~ es simétrica.

Sean f y [’ funciones continuas de X en Y tales que f =~ f’, mostraremos que
f'~ f. Sea F una homotopia entre f y f’, y definamos la funciéon G : X xI — Y
como G(z,t) = F(z,1—1t). Observemos que

G(z,0)=f'(z) y G(z,1)= f(x) paratodaz € X.
La continuidad de G se debe a que es una composicién de funciones continuas,

G =Foh, donde lafuncion h: X x I — Y esta definida por h(x,t) = (z,1 —t).
Por lo tanto, f'~ f.



4 1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

XxI

XxI
G

Figura 1.2: Simetria.

En el caso de que f y [’ sean trayectorias entre y, y ¥, entonces existe una
homotopia de trayectorias F entre f v f'. Definimos G:IxI—Y como

G(s,t) = F(s,1 —t). De lo anterior se sigue que G es continua y cumple que
GO,t)=F0,1—t)=yy y G,t)=F(1,1—t)=y paratodate .

Por lo tanto, [’ ~; f.

Por 1ltimo, veamos que la relacién ~ es transitiva. Sean f, [’ y f” funciones
continuas de X en Y talesque f~ f" y f' '~ f” es decir, existe una homotopia
F entre f y f', y una homotopia G entre f' y f”. Definimos la funcién
H:XXxI—Y como

F(z,2t) sitelo,3],

H(z,t) =
G(z,2t —1) site[s,1].

Observemos que H(:B,%) = F(z,1) = G(z,0) = f'(z) paratoda z € X, es decir,
estd bien definida. Por lo tanto, por el lema del pegado, podemos concluir que H es

continua, ademads,
H(z,0) = F(z,0) = f(z) y H(z,1)=G(z,1) = f"(x) paratoda x € X.

Con lo cual obtenemos que la relacion es transitiva.



1.1. HOMOTOPIAS 5

G
X x1I
H
Y
Xx1I
F
Xx1I

Figura 1.3: Transitividad.

En el caso de que f, f' y f” sean trayectorias de 1y, a y;, por ser trayectorias
homotdépicas existen F una homotopia de trayectorias entre f y f/, vy G una
homotopia de trayectorias entre [’ y f”. Definimos la funcién H:IxI—Y

CcOo1mo

F(s,2t) sit € 0,1,
H(s,t) =

G(s,2t—1) site[i 1]

Esta funcion resulta ser una homotopia entre f y f” con la siguiente propiedad:

H(0,t) = F(0,2t) =y site[0,3] y H(0,t)=G(0,2t—1) =y site[3,1],
H(1,t)=F1,2t) =y, site[0,}] y H1,t)=G(1,2t—1) =y sitel[i1].
Por lo tanto, f ~; f”. [

La clase de equivalencia de la trayectoria f serd denotada por [f], y es llamada la

clase de homotopia de f.

Ahora definiremos una operacion entre trayectorias que dard lugar al Grupo Funda-

mental.

Definicién 1.1.6. Sean [ y g dos trayectorias en X tales que f(1) = g(0). Definimos

el producto de trayectorias como la funcion fxg:1 — X dada por
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f(2s) st s €0,3],
(f *9)(s) =
g(2s—1) sisel3,1].

Por el lema del pegado f * ¢ es continua y por lo tanto es una trayectoria en X.

Lema 1.1.7. Sean f,f" : I — X trayectorias homotdpicas de xy a 1 Yy

9,9 : I — X trayectorias homotopicas de x1 a o, entonces fxg= f'xg.

Demostracion. Consideremos una homotopia de trayectorias F entre f y f’, y una
homotopia de trayectorias G entre g y ¢'. Definimos la funcion H : [ x [ — X

COo1mo

F(2s,t) si s € 0,3,
H(s,t) =
G(2s—1,t) sise (s, 1].

Esta nueva funcion queda bien definida y es continua por el lema del pegado, ademas,

H(s,0) = F(2s,0) = f(2s) si s e |0,3],
H(s,0) =G(2s—1,0) =g(2s — 1) sise[5,1];

H(s,1) = F(2s,1) = f'(2s) si s e|0,3],
H(s,1)=G(2s—1,1)=¢'(2s —1) sise[5 1]
Es decir, H(s,0) = fxg(s) y H(s,1)= f'x¢'(s) paratodas € I. Por otro lado,

H(0,t) = F(0,t) =29 paratodate[0,1] vy
H(1,t) = G(1,t) = x5 para toda t € [0, 1].

Esto implica que H es una homotopia de trayectorias entre fxg y f'*¢'.
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Ix]T

T2

Ix]T

Figura 1.4: Lema 1.1.6

Definicién 1.1.8. Sea o € X y f: 1 — X wuna trayectoria. Diremos que f es un lazo
basado en xzo si f(0) = f(1) = x¢. El conjunto de todas las clases de trayectorias

homotdpicas basadas en xy lo denotaremos por w1 (X, xg).

Antes de dotar a (X, z9) con una estructura algebraica demostraremos los siguientes

lemas.

Lema 1.1.9. Sean f,f': X —Y vy k:Y — Z funciones continuas. Si F es una
homotopia entre f y f', entonces koF es una homotopia entre (ko f) y (ko f').
Si ademds f y [ son trayectorias de yo a yi, entonces (ko f) y (kof') son
trayectorias homotopicas de k(yo) a k(yi1).

Demostracién. Sea ' una homotopia entre f 'y f’, entonces la funcién

(koF): X xI — Z es continua por ser composicién de funciones continuas, ademds,
(ko F)(x,0) = (ko f)(z) y (koF)(x,1)= (ko f')(z) paratodaxe X.

Por lo tanto, ko f ~ ko f’. Enel caso de que f y [’ sean trayectoriasen X y F

sea una homotopia de trayectorias, tendriamos que

(ko F)(0,t) =k(yo) v (koF)(1,t) =k(y;) paratodatel.
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Es decir, ko f ~; ko f'. [

Lema 1.1.10. Sean f,g : I — X trayectorias en X tales que f(1) = g(0) vy
k:X —Y wna funcion continua. Entonces, ko (fxg)= (ko f)x(kog).

Demostracién. Por definicién tenemos que

f(2s) sisel0,3],

frg(s)=
g(2s—1) sise[3,1].

Por lo tanto, usando nuevamente la definicién del producto de trayectorias

(ko f)(2s) sisel0,3],
ko(fxg)(s) =
(kog)(2s—1) sise [%,1],

= (ko f)x(kog)(s).

A continuaciéon mencionaremos un tipo de conjuntos que ayudaran a la construccién de

homotopias.

Definicién 1.1.11. Sea A C R", diremos que A es convexo si para cualesquiera dos
elementos © y z de A, el conjunto {tx+ (1 —t)z|t eI} se encuentra contenido
en A.

Lema 1.1.12. Sean f: X — ACR" y g: X — A CR" funciones continuas con
A un subconjunto convexo. Entonces, f~gqg. Si f y g son trayectorias de xy a

xr1, entonces f 4 g.

Demostracién. Consideremos la funcién H : X x [ — A dada por
H(z,t) =tg(xz)+ (1 —t)f(x) paratodo (z,t) € X x I.

Observemos que H(X x I) C A en vista de que A es convexo, por otro lado,
H(z,0) = f(z) y H(x,1) =g(x) paratoda x € X; y presuponiendo la continuidad
de H tendriamos que f ~g.
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Si f y g fueran trayectorias de zy a =z, se tendria que

H(0,t) =tg(0) + (1 =) f(0) = txg+ (1 —t)xg =x¢ paratodatel 'y
H(1,t) =tg(1) t

_|_
—
|
=
=
—_
~—
Il
=
+
—
|
=
s
—
Il
S
=

para toda t € I.

Y nuevamente, presuponiendo la continuidad de H obtendriamos que f ~; g. Lo
unico que falta en ambos casos es verificar la continuidad de H, para esto veremos

que H es una composicion de funciones continuas.

Consideremos las siguientes funciones continuas:

@:R*"xR* — R" dada por &(¥,2) =y + 2,
®:RxR*"— R* dadapor O\ ¥) = Ay,
pr: X xI—X dada por pi(x,t) =z,
pr: X X1 —1 dada por po(x,t) =1t,

E:R—R dada por k(t)=1-—t.
Y definamos Ay, A : X X I — R XR" vy Az: X xI — R” xR" como
Ar(z, 1) = (pa(2, 1), g 0 pu(, 1)) = (8, 9(x)),
Ag(z,t) = (kopa(x,t), fopi(x, 1)) = (1 — 1, f(x)),

As(z,t) = (@0 Ay(z,1), ® 0 Ag(x,1)) = (tg(x), (1 — 1) f(2)).

Estas funciones son continuas por ser el producto diagonal de funciones continuas. Por
ultimo, como @ y Az son continuas y H = @ o Az, concluimos que H es

continua. -

1.2 La construccion del grupo fundamental

Después de todo el trabajo hecho, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema,

el cual es un resultado base para toda la teoria que desarrollaremos.
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Teorema 1.2.1. w1 (X, zg) es un grupo respecto a la operacion [f]-[g] :== [f * g].

Demostracién. Dado que (X, o) es el conjunto de todas las clases de homotopia de
lazos basados en 1z, la operacién # estd bien definida para cualesquiera dos lazos

basados en 1z, y por el lema 1.1.7 también lo estd -

1. Asociatividad. Sean f, g y h lazos basados en 1z, veamos que

(f*g)*xhoy fx(g=*h). Para esto definimos la funcién ¢ : I — I como

si s €0, 1],

N |»

— 1 : 1 3
QO(S) = S—3 S1Ss € [5,1],

- 3
| 2s—1 sise[} 1]

Por el lema del pegado ¢ es continua y ademds ((f*g)*h)op = f*(gx*h).
Por otra parte, como [ es convexo, por el lema 1.1.12, tenemos que ¢ =~ Id;

y usando el lema 1.1.9 obtenemos que
(fxg)xh=[(f*xg)*hloldr~ [(f*xg)*xhlop=fx(gxh).

Es decir, ([f]-[g]) - [h] =

3
4

1
2

Figura 1.5: Asociatividad, funcion ¢.

2. Elemento neutro. Sean f y e lazos basados en x, tal que e(s) =z, para toda
s € I. Afirmamos que ex f~, f y fxe~ f. Para demostrar esto definimos

p: I — 1y ¢v:1I— 1 como
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(25 sise0,1],
S =
#s) 1 sisels,1],
\
(
0 si s €[0,1],
U(s) =
| 251 si s € [3,1].

Por el lema del pegado ¢ y 1 son continuas, ademas, foyp = fx*xe y
fow =ex f. Por otra parte, como [ es convexo, por el lema 1.1.12, ¢ ~; Id;
y ¥~ Id;, y usando el lema 1.1.9 tenemos que f~; fxe y f~exf. Es
decir, [f]=1[f]-[e] v [f]=1le]-[f]- Porlo tanto, [e] es el elemento neutro.

Figura 1.6: Elemento neutro, funcién ¢ y .

3. Elemento Inverso. Sea f un lazo basado en g, definimos f:I — X como
f(s) = f(1—s). Observemos que f también es un lazo basado en y. Afirmamos
que fxf~ye vy fxf~ e Enefecto, consideremos las funciones i,eq: I — I
donde ¢ eslaidentidad en I y ey es la constante 0. Entonces, como [ es
convexo, por el lema 1.1.12, tenemos que ey ~ i * 7. Finalmente por los lemas

1.1.9 y 1.1.10 obtenemos lo siguiente:

e=foegzy fol(ixi)=(foi)*x(foi)=fxf.

Andlogamente e = f* f. Por lo tanto, [e] = [f]-[f] v le] =[f][f].
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Figura 1.7: Elemento inverso, funcién ey e i * 1.

El grupo (X, zo) es llamado el grupo fundamental de X en z.

El teorema anterior se puede extender para trayectorias en general y como su demos-

tracion es esencialmente la misma solo lo enunciaremos.

Teorema 1.2.2. Sean f y g trayectorias en X. Si el producto de trayectorias f * g
esta bien definido entonces denotaremos por [f]-[g] = [f *g]. La operacion - cumple

las siguientes propiedades:

1. Asociatividad. St [f]- ([g] - [h]) estd bien definido también lo esta ([f]-[g]) - [h],

ademds, [f]-([g] - [h]) = ([f] - [g]) - [A].

2. Identidades derecha e izquierda. Dado x € X definimos a la trayectoria constante

er: I — X como e,(t) =x paratoda t € I. Entonces, si f esuna trayectoria

en X de xg a x1 tenemos que

[f]-lea] = 1f] w lexo] - [f] = [f]-

3. Inverso. Dado una trayectoria f en X de xo ax1, definimos la trayectoria

f:I— X por f(t)= f(1—1t). Entonces,

11 =lex] w (1 1f] = [ex,]-

Para el siguiente teorema necesitamos definir que entenderemos por que una funcién

mande afinmente un intervalo a otro.

Definicién 1.2.3. Diremos que una funcion f : [a,b] C R — [¢,d] manda afinmente

el intervalo |a,b] al intervalo [c,d] (sin invertir la orientacion) si f estd dada por

(d—o)

(x —a)+c para toda x € [a,b].
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Teorema 1.2.4. Sea [ wuna trayectoria en X y ¢ = {ag,...,an} una particion del
intervalo [0,1]. Si consideramos para toda i = 1,...,n la funcion f; : 1 — X,

como aquella que manda afinmente el intervalo I al intervalo [a;—1,a;] seguida de

f, entonces [f]=[f1]-...-[fnl)-

Demostracién. Consideremos la funcion fi * (fo* (... (fn_1* fn)...)), que es aquella que

. 1—1_ T_
sobre el intervalo [22,-_1 Ly 221- L

También definimos la funcién continua k : I —> I como aquella que manda afinmente

. i—1_ i_
el intervalo [2214 L 221.1

| hace el mismo recorrido que f en el intervalo [a;_1, a;].

| alintervalo [a;_i,a;] paratoda i=1,...,n. Ahora, dado

que [ es convexo, por el lema 1.1.12, k ~; Id; y usando el lema 1.1.9 obtenemos
que fok o~ f.

Para finalizar, observemos lo siguiente:

fok=fix(fox(..(facrxfo) ),
de donde
1= [AICAS] - (e - D) ) = [AL - [l

Hasta ahora, dado un espacio topoldgico X, a cada elemento en €l le hemos asignado
un grupo, pero no nos hemos preguntado si este grupo resulta ser el mismo para cada

elemento. Para responder a esta pregunta empezaremos dando la siguiente definicién.
Definicién 1.2.5. Sea « una trayectoria en X de x9 a 1. Definimos la funcion

Ga:m (X, xg) — m(X,z1) como &([f]) = [al-[f] - [«a].

Esta funcién queda bien definida ya que la operacion - estd bien definida.

4 N 4

L]

joN

\_ t \_

Figura 1.8: Funcién inducida por «.
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Teorema 1.2.6. La funcion & es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Veamos que & es un homomorfismo. Sean [f] vy [g] elementos de

(X, x), entonces

a([f]-lg) = la

Sélo falta ver que efectivamente & es un isomorfismo, para esto construyamos su

~

inversa. Si denotamos por [ = & entonces afirmamos que [ = &

Sea [h] € w1 (X, x1), entonces

vo f([n)) = a([p] - [n] - [8))
a(la] - [n] - [a])
a(la] - [n] - [a])
[a] - [a] - [A] - [a] - o]
[ez,] - [2] - [ea]
= [h].

Por lo tanto & o B = Idy, (x2,), andlogamente obtenemos que B ot = Ildr (xzp). ™

Este ultimo teorema responde a la pregunta que nos habiamos hecho.

Corolario 1.2.7. Si X es conexo por trayectorias, entonces (X, xo) = m(X,z1) para

cualesquiera dos elementos xo y x1 en X.

Estos resultados nos llevan a la siguiente definicién.

Definicion 1.2.8. Diremos que X es stimplemente conexo si es conexo por trayectorias
y m(X,x0) es el grupo trivial para algin xy en X.

Lema 1.2.9. Sea X wun espacio simplemente conexo, entonces cualesquiera dos trayec-

torias con los mismos puntos inicial y final son homotdpicas.

Demostracién. Sean « y [ dos trayectorias de xg a 1, entonces

ayakey ~ax(BxB) oy (axf)* By ey * By B
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La siguiente pregunta que debemos hacernos es si el grupo fundamental es un invariante
topolégico. Consideremos una funcién continua h : X — Y tal que h(xzy) = o,
denotaremos este hecho por h : (X,z9) — (Y,y0). Si f es un lazo basado en x
entonces ho f es un lazo basado en yg, por lo tanto, tenemos una correspondencia

natural entre 71 (X, z9) y m(Y,y) dada por [f]+—— [ho f].

Definicién 1.2.10. Sea h : (X, z9) — (Y,v0) una funcion continua, definimos la funcion

he s m(X,20) — m(Y,90)  por h([f]) = [ho f].

Esta nueva funcién queda bien definida debido al lema 1.1.9 y es un homomorfismo, lo

cual se debe a la siguiente igualdad:
ho(fxg)=(hof)*(hog).

Este homomorfismo es llamado el homomorfismo inducido por h relativo al punto

base zg.

Veamos algunas propiedades del homomorfismmo inducido.

Lema 1.2.11. Sean k: (X,z9) — (Y,v0) v h: (X,z0) — (Y,40) funciones continuas
para las cuales eziste una homotopia F entre h y k con F(xo,t) =1yo para toda

tel. Entonces k., = h,.

Demostracién. Sea f un lazo basado en x(, entonces dado que F(z,t) = yo para toda
t € I, la composicién F o (f x Id;) es una homotopia de trayectorias entre ho f y
ko f, esdecir, h.([f]) =k.([f]) y porlo tanto k., = h,.

Ix1

Figura 1.9: Homotopia entre ho f y ko f .

Las siguientes dos propiedades son llamadas propiedades funtoriales.
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Teorema 1.2.12. Sean h : (X,z9) — (Y,yo) v k : (Y,yo) — (Z,20) funciones

continuas, entonces se cumplen las siguientes dos propiedades:

1. (koh), = k.o h,.

2. Si Idx es la funcion identidad en X, entonces (Idx). = Idy (xqy) donde

Id: (x20) €5 la funcion identidad en m (X, xo).

Demostracion. Sea [f] € m (X, xg), entonces

(koh).([f) =[(koh)ofl vy (koh)(f]) = kulho f]) = [ko(hof)].

Con lo cual, (koh), =k, oh,. Por otro lado,
(Idx)«([f]) = Udx o f1 = [f] = Ldz, (x20)([f])-

Por lo tanto, (Idx)s = Idzr (x0)- ]

Corolario 1.2.13. Sea h : (X,z9) — (Y,y0) wun homeomorfismo, entonces h. es un

isomorfismo entre w1 (X,x0) y m (Y, o).

Demostracién. Consideremos la funciéon inversa de h, la cual denotaremos por

k:(Y,yo) — (X, zo). Entonces debido al teorema 1.2.12 tenemos la siguiente igualdad
kioh,=(koh), = (Idx), = Id (xz)-

Andlogamente h, ok, = Idy vy, y por lo tanto (X, zg) = 11 (Y, o). ]

Del corolario anterior podemos decir que el Grupo Fundamental es un invariante to-
poldgico y sera una herramienta bastante 1util para distinguir cuando dos espacios son

topoldgicamente distintos.

1.3 Espacios cubrientes

Para seguir con nuestro estudio del grupo fundamental introduciremos el concepto de

espacio cubriente, el cual nos permitird calcular grupos fundamentales.

Pasemos a definir algunos conceptos basicos.
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Definicién 1.3.1. Sea P : E — B una funcion continua y suprayectiva. Diremos que
un conjunto abierto U en B estdi cubierto parejamente por P si la imagen
inversa P~ (U) puede ser escrita como la unidn ajena de una familia de abiertos
{Vataer en E tal que para toda o € X la funcion restriccion Ply, : Vo, — U es
un homeomorfismo. La coleccion {Vy}aex es llamada una particion de P~'(U) en

rebanadas.

Observemos que en la definicién anterior al tomar la funcién restriccién Ply, la hemos
considerado como aquella que va de V,, a su correspondiente imagen. En esta seccion al
restiringir cualquier otra funcién también consideraremos a la funcién restriccion como

aquella que va de su nuevo dominio a su respectiva imagen.

En la figura 1.9 se puede ver una representacion de un abierto cubierto parejamente.

Figura 1.10: Abierto cubierto parejamente por P.

Lema 1.3.2. Sea P : E — B wuna funcion continua y suprayectiva y U un abierto
en B cubierto parejamente por P. FEntonces, todo abierto W C U también estd

cubierto parejamente por P.

Demostracion. Por hipétesis sabemos que existe una particion de P~'(U) en rebanadas,
denotémosla por {V,}aex. Como W C U, entonces P~'(W) C P~Y(U), de donde

P W) =P 'W)nP Y U)=P {(W)N (Uva> =Jrrwyun,) = v

aEN aE aE

con V! =P Y (W)NYV, paratoda a € \. Por la continuidad de P tenemos que

P~Y(W) es abierto, por lo que todos los conjuntos V! son abiertos. Por tltimo, para
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poder decir que la familia {V/},cx es una particién en rebanadas de P~ (W) sélo
hace falta checar que las funciones restriccion Ply; : V, — W son homeomorfismos.

Observemos que V! CV, paratoda « € A y por lo tanto
Plv; = (Plv.)lv;-

Para finalizar, como las restricciones Ply, son homeomorfismos también lo son las
restricciones  Ply,, es decir, la familia {V]}.ex es efectivamente una particién de
P~Y(WW) en rebanadas. m

Definicién 1.3.3. Sea P : E — B una funcion continua y suprayectiva. Si para cada
elemento b en B existe una vecindad abierta de b cubierta parejamente por P,
entonces diremos que P es una aplicacion cubriente y llamaremos a E un espacio

cubriente de B.

Lema 1.3.4. Sea P : E — B wuna aplicacion cubriente, entonces para todo elemento b

en B el subespacio P~1({b}) posee la topologia discreta.

Demostracién. Sea b un elemento en B, como P es una funciéon cubriente existe
una vecindad abierta U de b cubierta uniformemente por P, por lo que podemos
considerar {V,}nex una particion de P~!(U) en rebanadas. En vista de que cada
restriccién  Ply, es un homeomorfismo de V,, en U sabemos que existe un unico
boe €V, tal que P(b,) = b, con lo cual P71({b}) NV, = {b,} es un abierto en
P71({b}) = U {ba}. Porlo tanto, P~1({b}) posee la topologia discreta. m

aEX
Lema 1.3.5. Sea P : E — B wuna aplicacion cubriente, entonces P es una funcion

abierta.

Demostracién. Consideremos un abierto A en FE, mostraremos que todo elemento de
P(A) es un punto interior. Sea x € P(A), entonces existe una vecindad abierta U de
T que estd cubierta parejamente por P. Sean {V,}.ex una particion de P~1(U) en
rebanadas y z un elemento de P~'({z}). Por el lema 1.3.4 sabemos que existe una
tinica vecincidad V3 que contiene a z, y dado que P|y, es un homeomorfismo sobre
U tenemos que el conjunto P(V3N A) es un abierto en U y por ende un abierto en
B. Por dltimo, P(ANVp) es una vecindad abiertade =z y P(ANVz) C P(A), por

lo tanto, = es un punto interior de P(A). ]

Para imaginar como son estas funciones cubrientes demos un ejemplo.
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Teorema 1.3.6. La funcién f:R — S' dada por f(z)= (cos(2mz),sen(27x)), es una

aplicacion cubriente.

Demostracién. Mostraremos que todo elemento en S! tiene una vecindad que es cubierta
uniformemente por f. Para esto consideremos el conjunto U = {(z,y) € S' | z > 0},
que es la media circunferencia en el semiplano derecho, abierta y de radio 1 . De la
definicién de f tenemos que
fHU) ={x € R | cos(2mx) > 0} = U(n ——,n+-)
nez

Llamemos V;, al intervalo abierto (n—1,n+ 1), entonces el conjunto f~'(U) esla
unién disjunta de intervalos abiertos en R. Por otra parte, afirmamos que la restriccién
de f a cualquier intervalo cerrado V,, sobre U es un homeomorfismo. Por la definicién
de f tenemos que f(V,)=U y que f v V, — U es una biyeccién debido a que
el mapeo sen(27wz) es estrictamente mondtono en ese intervalo. Por tltimo, el hecho
de que la restriccion f|y~ sobre U sea un homeomorfismo se sigue de que V, es
un conjunto compacto y U es un subespacio de Hausdorff. Por lo tanto, la funcién

flv, : Vi = U es un homeomorfismo debido a que fly, = (fly)|v,.

Repitiendo el mismo andlisis con las otras tres semicircunferencias abiertas se tiene que
todas quedan cubiertas uniformemente por f, y como las 4 semicircunferencias abiertas

forman una cubierta abierta de S' concluimos que f es una aplicacién cubriente.

Figura 1.11: f(z) = (cos(2mx), sen(27z)).
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En la figura 1.10 se puede ver como [ envuelve a la recta en el ciculo unitario.

Teorema 1.3.7. Sean P: E — B y P : E' — B’ aplicaciones cubrientes, entonces

PxP :ExE — Bx B esuna aplicacion cubriente.

Demostracién. Sea (b,b') € B x B’, veamos que la pareja (b,V’) posee una vecindad
abierta, cubierta parejamente por P x P’. Dado que P y P’ son aplicaciones
cubrientes sabemos que existen U y U’ vecindades de b y b que estan cubiertas
parejamente por Py P’, por lo cual, existen {Vo}aen ¥ {Vi}pen, particiones en
rebanadas de P~Y(U) y P'~}(U’). De lo anterior podemos decir que la imagen inversa
(Px P)"YUxU") eslaunién de todos los conjuntos V,, x V3, los cuales son ajenos y
abiertos en E x E', ademds, cada una de las restricciones P x P'|y, xv, : Vo x V3 —

U x U’ son homeomorfismos. Por lo tanto, P x P’ es una aplicacién cubriente.

Corolario 1.3.8. Sea [ :R — S' la funcidn definida por f(x) = (cos(2mx),sen(27x)),

entonces fx f:R xR —S' xSt es una aplicacion cubriente.

El espacio T =S! x S' es llamado el Toro 2-dimensional.

1.4 Levantamiento de trayectorias

En esta seccién y en la siguiente construiremos la herramienta necesaria para poder

calcular el grupo fundamental del circulo S!.

Definicién 1.4.1. Sean P : E — By f : X — B funciones no necesariamente
continuas. Diremos que una funcion f : X — FE es un levantamiento de f

respecto a P si Po f = f, es decir, si se tiene el siguiente diagrama conmutativo

K
7

Definicién 1.4.2. Sean [a,b] un intervalo y © = {so,51,...,5,} C [a,b]. El conjunto ¢
serd llamado una particion de [a,b] si s; 1 <s; paratoda i=1,...,n, y So=a

Yy S, =0b.
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El siguiente teorema soélo lo enunciaremos dado que es un resultado bastante conocido.

Teorema 1.4.3 (Teorema del Niimero de Lebesgue). Sea X un espacio métrico compacto y
{Ur,...,U,} wuna cubierta abierta de X, entonces existe § >0 tal que si A es un
subconjunto de X con didmetro menor que 6 ocurre que A C U; para algin indice
j.

Teorema 1.4.4. Sea P : (E,eq) — (B,by) wuna aplicacion cubriente, entonces cualquier
trayectoria f : I — B que empiece en by tiene un unico levantamiento continuo

respecto a P, f I — E, que empieza en eg.

Demostracién. Como P es una aplicacién cubriente podemos generar una cubierta abierta
de B con abiertos cubiertos parejamente por P, sea {Uj}acx dicha familia. Por
otro lado, la continuidad de f nos genera una cubierta abierta {f~'(Uy)}acx de I y
como [ esun espacio métrico compacto, aplicando el teorema del niimero de Lebesgue,
sabemos que existe una particion o = {so,...,s,} de [ tal que cada subintervalo

[si_1,si] se queda contenido en algin f~'(U,,), con lo cual f([s;_1,s;]) C U,..

Una vez teniendo la particién ¢ podemos construir a f. Definimos f (0) = ep. Lo
que sigue es extender a f sobre todo I. De lo anterior tenemos que f([sg, 51]) C U,
y que U,, esta cubierto parejamente por P, entonces consideramos la particiéon en
rebanadas {Vﬁl}ﬁﬁ1 de P7'(U,,). Cada uno de los conjuntos Vﬁl es homeomorfo a
U,, bajo P, ademds, f(0)= ey pertenece a uno sélo de estos conjuntos, digamos a

Vi, por lo que definimos a f(s) para toda s € [sg, 1] como

F(s) = (Plyg) ' (f(8)) = (Plyg) ™" o f(s)-

Dado que P|VO1 : Vit — U,, es un homeomorfismo su inversa es continua, por lo

tanto, f es continua sobre el intervalo [sg, $1].

Hasta este momento sélo hemos definido parcialmente la funcién f sobre el intervalo
(S0, s1]. Lo que sigue es mostrar cémo extender a f sobre los intervalos [sg, s;] para

toda 1 =2,...,n.

En general sabemos que f([s;_1,s;]) € U,,, donde U,, esta cubierto parejamente por
P, y consideramos una particién en rebanadas {Vg }sen, de P7'(U,,). Supongamos
que hemos extendido la funcién sobre el intervalo [sg, s;|, entonces de lo anterior f(s;)
pertenece solamente a uno de los conjuntos Vg“, digamos Vg“, por lo que definimos

a f(s) paratoda s € [$iy Sit1] como

F(5) = (Plyze) ™ o £(s),



22 1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

tenemos que [ es continua en

y dado que (P Vom) es un homeomorfismo sobre Uy, ,

el intervalo [s;, s;41]. De esta manera hemos extendido a f sobre el intervalo I. Para

checar la continuidad de f s6lo debemos observar que f es continua para toda

[5i,8i41]
1=20,...,n—1, por lo tanto, el lema del pegado nos asegura la continuidad de f en I.
Otra cosa que es inmediata de la construccion de f esque Po f = f, concluyendo asi
que f esun levantamiento continuo de f. Lo dnico que falta es corroborar la unicidad
de este levantamiento; para esto consideremos f otro levantamiento continuo de f que
empiece en ¢g, entonces f(0) = ey = f(0). Supongamos ya hemos demostrado que
f(s) = f(s) para toda s € [sg,s;] y extendamos la igualdad al intervalo [sq, si41].

Sabemos que
L f([si;8i11]) C Uiy -
2. f(si) = f(s:) € VT
3. f(s) = (P|V0i+1)’1 o f(s) paratoda s € [s;, S;v1]-

Como f es un levantamiento de f tenemos que f([s;, si41]) C P YU,,,,), pero
P~YU,

a:,11) €s la unién ajena de abiertos y f([si,si+1]) es un conjunto conexo debido

a la continuidad de f , esto nos dice que existe un tnico conjunto VﬁiJrl que contiene
a f([si;si01)), v dado que f(s;) = f(s;) concluimos que f([s;, s;11]) € Vit Para
finalizar volveremos a usar el hecho de que f es un levantamiento de f y P’VOZ'+1 un
homeomorfismo sobre U,,,,. Para toda s € [s;,s;11] se tiene que f(s) e PY{f(s)})
y como f lleva el intervalo [s;,si41] a Vit ocurre que f(s) = f(s), esto wltimo
debido a que existe un tinico y = f(s) € Vit! tal que y € P~1({f(s)}). Por lo tanto,
f(s) = J(s).

Figura 1.12: Levantamiento de f.
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1.5 Levantamiento de homotopias

Teorema 1.5.1. Sea P : (E,eq) — (B,by) wuna aplicacion cubriente, entonces toda
homotopia F :1x 1 — B con F(0,0) =by tiene un unico levantamiento continuo
respecto a P, F:IxI—s E, tal que f(0,0) = eg. Mas aun, si F es una

homotopia de trayectorias, entonces F  también lo es.

Demostracién. Como P es una aplicacién cubriente podemos generar una cubierta abierta
de B con abiertos cubiertos parejamente por P, sea {U,}aer dicha familia. Dado
que F es una funcién continua, la familia {F~'(U,)}aex es una cubierta abierta de
I x I, y aplicando el teorema del nimero de Lebesgue podemos encontrar particiones
o1 = {s0,---»Sm} v 92 = {to,...,tn} de I tal que los rectdngulos I; x J; =

[si1, 8i] X [tj—1,t;] estdn contenidos en algin F~(U,,, ), dedonde F(I;x.J;) C U,

®(i,5) (4,5)

para todo (i, ).

Construiremos a F de la siguiente manera: definimos F (0,0) = eg, luego dado que
los conjuntos I x {0} y {0} x I son homeomorfos a I, entonces por el teorema 1.4.4
podemos extender de manera continua a F sobre A = I x {0} U{0} x I tal que
PoF =F|;.

A continuaciéon daremos una construccién general para extender a F  a todos los
rectangulos generados por la particién . Sea (ig,jo) con 0<ig<m y 0<jo < n,
y supongamos que ya hemos definido a F enel conjunto A y que es un levantamiento

de F|4, donde A esla union de A y los rectdngulos anteriores a I;, x Jj,, es decir,

09
aquellos rectangulos I; x J; para los cuales j < jo y aquellos que j = jo e i < ip.
Consideremos una particién en rebanadas {Vs}ge, de P~'(Ugy, ) vy Observemos que
el conjunto C' = AN (I, x J;,) es conexo, ya que es la unién del borde izquierdo e
inferior del rectangulo I;, x Jj,, por lo que F (C') es conexo y debe estar contenido
en alguno de los conjuntos Vjp, digamos V. Sabemos que F(I;; x Jj,) € Uy o) ¥V
que Ply, : Vo — Ugiyjo) s un homeomorfismo, entonces definimos F(z) para todo
x € I, x Jj, como

F(z) = (Ply,) "o F(x).

Por tltimo, la continuidad de F sobre A U (L;, x Jj,) se debe al hecho de que
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Ply, es un homeomorfismo y que tanto F|; como F|;,;, son continuas para todos
los rectangulos anteriores a  I;; x Jj,. Continuando este procedimiento finalizamos
extendiendo a F continuamente sobre [ x I al mismo tiempo que garantizamos es

un levantamiento de F'.

La unicidad del levantamiento se sigue del mismo razonamiento hecho en el teorema
1.4.4.

En el caso de que F' fuera una homotopia de trayectorias tendriamos que

F({0} x I) = by, y dado que F es un levantamiento entonces F({0} x I) € P~(by).
Por otro lado, la continuidad de F nos asegura que el conjunto F ({0} x I) es conexo;
y el hecho de que el conjunto P~'({by}) posee la topologia discreta nos dice que
el conjunto F({0} x I) consta de un sélo punto y por lo tanto F({0} x I) = ey.
Anélogamente F ({1} x I) es un conjunto que consta de un sélo punto, con lo cual

hemos establecido que F es una homotopia de trayectorias.

Iio X Jj

™

\&4
IxI
U

Figura 1.13: Levantamiento de F'.

i0,Jo)

Corolario 1.5.2. Sean P : (E,eq) — (B,by) wuna aplicacion cubriente, f y g dos
trayectorias en B de by a by, y f y § sus levantamientos respecto a P con
punto inicial ey. Si f y g son trayectorias homotdpicas entonces f y § también

lo son.

Demostracién. Consideremos F': I xI — B una homotopia de trayectorias entre f y g.

Entonces F(0,0) = by. Por el lema anterior sabemos que F' se levanta a una homotopia
de trayectorias F tal que F(0,0) = ey, porlo que F({0} xI)={ey} y F({1} x I)
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es un conjunto de un sélo punto, digamos {e;}. Entonces la restriccién F| Ix{0} €S una
trayectoria en E que empieza en ey y que ademads es un levantamiento de F|;.o}.
Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias se tiene que F (5,0) = f (s) para
toda s € I. Analogamente tenemos que ﬁ(s, 1) = g(s) para toda s € I, por lo

tanto, F es una homotopia de trayectorias entre f vy g. [

Definicién 1.5.3. Sea P : (E,eq) — (B,by) una aplicacion cubriente. Dado un elemento
[f] € m(B,by) vy f un levantamiento de [ respecto a P con punto inicial e,

entonces definimos la funcién ¢e, : 71 (B, by) — P~1({by}) como

deo ([f) = J(1)-

La funcion ¢, es llamada la funcién levantamiento proveniente de la funcion

cubriente P.

Esta funcién queda bien definida debido al corolario 1.5.2 y depende claramente del

elemento ey que hayamos escogido.

Teorema 1.5.4. Sea P : (E,ey) — (B,by) wuna funcion cubriente. Si E es conexo
por trayectorias entonces la funcion levantamiento ¢q, : m(B,by) — P71 ({bo}) es

suprayectiva. i F es simplemente conexo entonces la funcion ¢ es biyectiva.

Demostracién. Supongamos que FE es conexo por trayectorias. Entonces para todo
ey € P~1(by) existe una trayectoria f en E de ey a e;. Asi, f=Pof esun lazo
basado en by y f un levantamiento de f respecto a P. Por lo tanto, ¢, ([f]) = e,

con lo cual concluimos ¢,, es suprayectiva.

Si ademéds E es simplemente conexo, dados dos elementos [f],[g] € m1(B,by) tales
que e ([f]) = be([g]), mostraremos que [f] = [g]. Sean f y § sus levantamientos
respecto a P con punto inicial ey, entonces f (1) = g(1). Dado que E essimplemente
conexo, por el lema 1.2.9, sabemos existe una homotopia de trayectorias entre f y
g. Componiendo esta homotopia por la izquierda con P obtenemos una homotopia

de trayectorias entre f y g, esdecir, [f]=[g]. [

1.6 Retractos y retractos fuertes por deformacion

En la presente seccién estudiaremos si es posible trasladar el problema de encontrar el

grupo fundamental de un espacio a encontrar el grupo fundamental de algiin subespacio.
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En la practica los teoremas subsecuentes simplificaran el cédlculo de algunos grupos

fundamentales.

Definicién 1.6.1. Sean X wun espacio topologico y A un subespacio de X. Definimos

una retraccion de X en A como una funcion continua
r: X —A
tal que r|a = Ids. En este caso diremos que el conjunto A es un retracto de X.

Recordemos que una funcién continua g : (X, z9) — (Y, o) induce un homomorfismo
g 1 (X, @0) —> m1(Y,y0) dado por g.([f]) = [go f].
Lema 1.6.2. Sea r : (X,x9) — (A,z09) wuna retraccion, entonces el homomorfismo

inducido por la inclusion j, : m (A, o) — m (X, x0) esinyectivoy r. es suprayectivo.

Demostracién. Consideremos la retraccion r: (X, zg) — (A, o), entonces roj = Idy
y por lo tanto 7, 0 j. = Idr (a4,)- Lo anterior nos dice que el homomorfismo j, es

inyectivo y 7, es suprayectivo. ]

Definicién 1.6.3. Sea A un subespacio de X, diremos que A es un retracto fuerte
por deformacion de X si existe una funcion continua H : X x I — X tal que
H(a,t) =a para todo (a,t) € AxI, H(z,0)=x y H(z,1) € A para toda = € X.
En tal caso, llamaremos a la funcion H wuna retraccion fuerte por deformacion
de X en A.

Consideremos H : X x I — X una retraccién fuerte por deformacién de X en A,
entonces la funciéon r: X — A definida por r(x) = H(x,1) es una retraccién de X
en A y H resulta ser una homotopia entre Idx y jor, donde j: A— X esla

funcién inclusién.

Teorema 1.6.4. Sean A un retracto fuerte por deformacion de X en A y
J o (Axg) — (X,20) la funcion inclusion, entonces j. : m(A,xq) — m (X, zo)

es un isomorfismo.

Demostracién. Sean H una retraccién fuerte por deformacionde X en Ay r: X — A
la funcién definida por r(x) = H(z, 1), entonces la funcién roj esla funcién identidad
en A yporlotanto r,0j, = (roj), = Idx (am,). Por otra parte, sabemos que H es
una homotopia entre jor e Idx tal que H(xo,t) = xo paratoda t € I, entonces por
el lema 1.2.11 y el teorema 1.2.12 se tiene que j.or, = (jor), = (Idx). = Idz, (xz)-

Por lo tanto, los homomorfismo j, y 7, son isomorfismos. ]



2 Producto libre de grupos.

Los cursos de licenciatura no suelen cubrir el tema del producto libre de grupos, por
lo que en este capitulo se introducira. Para familiarizarnos con esta nueva estructura
algebraica estudiaremos algunas de sus propiedades y abocaremos toda nuestra atencién
en una de ellas, la extension de homomorfismos. Dicha propiedad servira de puente para

entrelazar el grupo fundamental con el producto libre de grupos.

2.1 Existencia y unicidad del producto libre de grupos.

Empezaremos por considerar grupos no necesariamente abelianos.

Definicién 2.1.1. Sean G un grupo y {Guolacs una familia de subgrupos de G. Diremos

que la famlia {G,}acs genera a G si para todo x € G existen indices ayq, ..., 0y
en J vy elementos x; € Gy, para toda i=1,...,n, tales que:
T=T1"..."Tp.

Es decir, podemos escribir a cualquier elemento de G como un producto finito de

elementos de los grupos G,.

Definicién 2.1.2. Sean G un grupo y {Galacs wuna familia de subgrupos de G que

lo generen. Definimos una palabra de G respecto a la familia {Ga}acs como un

27
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elemento del conjunto:

{etu <UGQ> .

En caso de que una palabra w sea una n-tupla diremos que w tiene longitud n, y

st w= diremos que w tiene longitud 0.

Sea x € G, si ocurriera que x = Xy - ...-Xn, entonces diremos que la palabra
w = (z1,...,T,) representa al elemento x. En caso de que w = &, por convencion

diremos que representa al elemento identidad en G.

Supongamos tenemos una palabra de longitud n, digamos (z1,...,,), que representa
a un elemento =z de G distinto del elemento identidad, es decir que =z =z ... x,.
Dado que G no es necesariamente abeliano, no podemos reordenar los factores de la
expresién anterior de tal manera que juntemos a todos los factores que pertenezcan a
alguno de los grupos G,, pero si ocurriera que para algin indice ¢ los elementos x;
y x;+1 pertenecieran al mismo grupo G, podemos agruparlos y obtener la palabra
(X1, ..., Ti"Tip1, ..., Ty), delongitud n—1, que representa a x. Mds atn, si para algin
indice ¢ se tiene que x; = 1, entonces podemos generar una nueva palabra quitando a
x; de la expresién y obtener la palabra (x1,..., 2,1, %i11,...,2,), delongitud n—1,
que representa a z. Por lo tanto, dada una palabra w = (zi,...,x,) de longitud
n podemos repetir estos tltimos dos procedimientos para obtener una nueva palabra
(Y1,---,Ym), con m < n, querepresente a x, de tal forma que y; # 1 y que ningin
grupo (G, contenga a y; y ¥;+1 simultdneamente para todo indice ¢. Una palabra

que cumpla estas propiedades sera llamada una palabra reducida.

Definicién 2.1.3. Sean G un grupo y {Ga}acs una familia de subgrupos de G que lo
generen. Sea x un elemento de G distinto de la identidad, diremos que una palabra
w = (r1,...,T,) que represente a x es reducida, si para toda i =1,...,n se tiene
que x; # lg y los elementos x; y x;41 mno pertenecen al mismo grupo G,. En
el caso de que x = 1g, diremos que la palabra w = & es una palabra reducida que

representa el elemento identidad.

Sean (z1,...,%,) v (y1,...,Ym) dos palabras reducidas que representen a los elementos
x y y respectivamente, entonces la palabra (xy,...,Zn,41,...,Ym) representa al
elemento x - y. No necesariamente la palabra (xi,...,2,,%1,...,Ym) es reducida,

solamente seria reducida si x, y a y; no pertenecieran al mismo grupo G,.

Si pensamos por un momento en grupos que sean conmutativos nos viene a la mente, de
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manera natural, el concepto de suma directa, lo que da cabida a preguntarse si es posible

generalizar el concepto cuando no necesariamente se trabajan con grupos abelianios.

Definicién 2.1.4. Sean G un grupo y {Ga}acs una familia de subgrupos de G que lo
generen, tal que Go,NGg ={lg} si a# (. Diremos que G es el producto libre de
la familia {Gu}acs Si para todo elemento x de G existe una unica palabra reducida

respecto a la familia {G,}acs que lo represente. En tal caso lo denotaremos por:

G:ﬁGa,

acJ

y st la familia de subgrupos fuera finita también lo denotaremos por:

G=G*...xG,.

Observemos que si G es el producto libre de la familia {Ga}aes v (21,...,2,) esuna
palabra con x; # 15 paratoda i =1,...,n, entonces para verificar que (x1,...,,)
es una palabra reducida es suficiente ver que «a; # a1 para toda i=1,... n.

Veamos una primera caracterizacion del producto libre de grupos.

Lema 2.1.5. Sean G un grupo y {Ga}acs una familia de subgrupos de G que lo
generen. Si Go N Gg = {lg} para toda o # By la representacion del elemento
identidad es unica a través de una palabra reducida, entonces G es el producto libre
de la familia {Ga}ac-

Demostracién. Sean (x1,...,2,) v (y1,...,ym) dos palabras reducidas que representen
a un elemento x € G distinto del elemento identidad, y «; y [; los indices tales que

z; € Go, v v; € Gp,. Entonces, tenemos la siguiente igualdad:
X1 o Ty =T =Y. Ym,

por lo que la palabra (y,',...,y; Vg, ... ,T,) representa al elemento identidad. Por
hipétesis sabemos que la palabra vacia es la tinica palabra reducida que representa al
elemento identidad en G, entonces la palabra (y.',...,y; ' z1,...,2,) no puede ser

reducida, por lo cual, podemos reducirla de longitud.

Dado que (z1,...,2,) v (Y1,-..,Ym) son palabras reducidas y la palabra
(vt ...,y ' 21,...,2,) no lo es, entonces debe ocurrir forzosamente que o = Sy,

por lo tanto, obtenemos la palabra

(y;zla s 7y1_1$17 CIE axn)
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de longitud mayor o igual a uno y que representa al elemento identidad. De lo anterior

obtenemos dos casos:

1. Si la longitud de la palabra fuese uno entonces no queda otra opcién mas que
y; ‘w1 = 1g, conlo cual, z; = y; v la expresién de la palabra reducida serfa

Unica.

2. Si la longitud de la palabra fuese mayor que uno, vuelve ocurrir que y; 'z, = 1g

y por lo tanto x; = y;, ademads, significa que la palabra

(y;z17"'7y2_17x27"'7xn)

representa al elemento identidad y es de longitud mayor o igual a uno.

En cualquier caso hemos reducido la longitud de la palabra inicial. Se concluye que
después de un numero finito de pasos obtenemos que m =n y x; = y; para toda
t=1,...,m. Por lo tanto, la expresion de un elemento en G por medio de una palabra

reducida es tinica y G resulta ser el producto libre de la familia {G }aey- [

Siguiendo con este proceso de generalizar el concepto, veremos que el producto libre de
grupos, al igual que la suma directa de grupos abelianos, satisface cierta condicion de

extension de homomorfismos.

Teorema 2.1.6. Sean G un grupo y {Ga}acy una familia de subgrupos de G. Si G
es el producto libre de la familia {G4}acs, entonces G satisface la siguiente condicion

de extension:

e Dados un grupo H 1y una familia de homomorfismos {hy : Go —> H}aey existe

un unico homomorfismo h: G — H tal que h|g, = ha para todo indice «.

Es decir, si para todo « consideramos la funcion inclusion 1, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

G hen
G

Demostracién. Sea x € (G distinto del elemento identidad, denotaremos por
wy = (21,...,%n,) & la Gnica palabra reducida que representa a x, donde z; € G,

para toda i=1,...,n,. Definimos la funcién h: G — H como:
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W) = { hay (21)hay(22) - . Ry, (2,) si oz # 1g

1y si x=1g.

Debido a la unicidad de la representacion de los elementos de G por medio de las
palabras reducidas la funcion h queda bien definida, y por construcciéon es claro
que hlg, = h, para todo indice «. Lo tnico que resta es mostrar que h es un
homomorfismo. Para esto construiremos una funcion ¢ que va del conjunto de todas
las palabras de G respecto a la familia {G,}acs al grupo H. Si denotamos por W

el conjunto de todas las palabras de G, entonces definimos la funcion ¢ : W — H

como:
hoy (1) . ha, () stw = (z1,...,2,)
o(w) = .
1y sitw=J
donde «; es el indice tal que z; € G,, paratoda ¢=1,...,n. Si x; # lg, entonces

sabemos que el indice «; es tinico. En el caso de que x; = 15, dado que las funciones
he son homomorfismos ocurre que mandan el elemento identidad de G al elemento

identidad de H, por lo tanto, la funcién ¢ esta bien definida.
Veamos algunas propiedades de esta funcion.

Sea w = (x1,...,r,) una palabra distinta del vacio y w’ una palabra obtenida de w

aplicando alguna de las operaciones para reducir su longitud, entonces afirmamos que

P(w) = p(w').

1. Supongamos que w’ se obtuvo quitando a z; = 1g de la expresién de w,

entonces es claro que ¢(w) = ¢p(w') ya que hg,(z;) = 1g.

2. Supongamos que «; = a;41 = «, entonces w' = (T1,...,T; Tit1,...,%,). Como
h, es un homomorfismo tenemos la igualdad hq(z; - z;01) = ho(x;)ho(zi41). Por

lo tanto, ¢(w) = ¢(w’).

3. Se sigue que si w es cualquier palabra de G que represente a x, entonces

¢(w) = ¢(ws) = h(z).

Verifiquemos que h es un homomorfismo.

Sean w, = (21,...,%n,) y wy, = (wi,...,wy,) las palabras reducidas que re-

presentan a = y y respectivamente. Si denotamos por (w,,w,) a la palabra
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(%1, Zng, W1, ..., Wy, ) que Tepresenta a x -y, entonces de la definicion de ¢

y de la propiedad 3 obtenemos la siguiente igualdad:

Por lo tanto, h es el homomorfismo buscado.

Por dltimo, veamos que dicho homomorfismo es tunico con esta propiedad. Sea
h : G — H un homomorfismo que cumpla con la propiedad de extensién, enton-

ces dado = € G tenemos que:
R(z)=h(z1-... 2p,) =H(21) ... W (2n,) = hay(21) - . - Ry, (20,) = ().

Por lo tanto, h = h'.

Sea {G,}aes una familia arbitraria de grupos y consideremos el problema de encontrar
un grupo G que contenga a subgrupos G/, isomorfos a los grupos G, de manera que
G sea el producto libre de la familia {G/ },cs. Esto conduce a la nocién de producto

externo libre.

Definicién 2.1.7. Sea {G,}acs una familia de grupos. Supongamos que G es un grupo
y que {io: Go —> Glaes es una familia de monomorfismos tal que G es el producto
libre de la familia {in(Ga)}tacs. Entonces, diremos que G es el producto externo
libre de la familia {Gu}acs relativo a la familia de homomorfismos {iq}tacs; en tal
caso, abusando de la notacion, lo denotaremos por:

e

acd
El siguiente teorema mostrara la existencia del producto externo libre.

Teorema 2.1.8 (Existencia del producto externo libre). Sea {G,}acs una familia de grupos,
entonces existe un grupo Gy una familia de monomorfismos {iy : Go — Glacy tal
que G es el producto externo libre de la familia {Gu}acs relativo a la familia de

homomorfismos {iq}acs-

Demostracién. Para hacer la prueba mas sencilla consideraremos que los grupos G, son

ajenos. Definiremos una palabra de longitud 7 > 0 respecto a la familia {G,}acs

(Ue)

como un elemento del conjunto
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y definimos la palabra de longitud 0 como el conjunto vacio. Una palabra
w = (x1,...,x,), distinta del vacio, es llamada reducida si para todo indice «,
tal que z; € G,,, setiene que «; # ;11 v x; # lg,, paratoda i=1,...,n. Igual
que antes, definimos el conjunto vacio como la tinica palabra reducida de longitud cero.
Denotaremos por W el conjunto de todas las palabras reducidas respecto a la familia
{Gu}acs y P(W) al conjunto de todas las biyecciones de W en si mismo. P(W)
dotado de la operacién composicion es un grupo. Obtendremos el grupo G como un
subgrupo de P(W). Para esto construiremos, para todo indice « y paratodo = € G,,

una funcion 7w, : W — W que satisfaga las siguientes dos condiciones:

1. Si x =1¢,, entonces m, = Idy.

2. 81 z y y sonelementosde G, y z=x-y, entonces m, = T, 0.

Para facilitar la notacién dejaremos que w = (z1,...,x,) denote en general a cualquier
elemento de W que no sea la palabra vacia, ademés, a y «a; denotaran los indices

tales que v € G, y 71 € G,,. Procedamos a constuir dichas funciones.

1. Si z=1¢g,, definimos a m, como la funcién identidad en W.

2. Si x# 1g,, definimos a 7, como:

a) m(2) = ().

b) mp(w) = (z,x1,...,2,) si aq # .

¢) Tp(w) = (zx1,...,2,) sl ag=a y x #ax L

d) m(w) = (z2,...,2,) siar=a, ;=21 y n>2
e) mp(w) =2 siap=a, ;=21 y n=1

Obserevemos que (W) C W y que la longitud de m,(w) es menor, mayor o igual

que la longitud de w.

Sean z y y elementosde G, y z=x-y, veamos que la igualdad 7, = m, om, se

cumple. Dividamoslo en casos.

1. Si 2 =1¢, o y = 1g,, entonces m, = Idyw o m, = Idy, supondremos sin
pérdida de generalidad que y = 1g,, por lo que 2z = z-1g, = x. Entonces

tenemos la siguiente igualdad:

T, =Ty = Ty 0 Idy = Ty 0my.
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2. 51 v#1g, v y# lg,, entonces

a) Si v =0, como y # lg,, entonces m,(@) = (y). Ahora tenemos dos
Casos:

1

e Si z = 1lg, eso quiere decir que y = = y por la definicién de las

funciones tenemos que

o (1y(D)) = T (y) = & = 7(D).

1

e Si z#1¢g,, entonces y # x~, por lo tanto

me(my(9)) = ma(y) = (¢ y) = (2) = 7.(9).

b) Si oy # «, entonces my(w)= (y,z1,...,%,). Ahora tenemos dos casos:

1

e Si z=1¢g,, entonces y=2x"", por lo tanto

T (my(w)) = 1 (y, 21, ..., 20) = (21, ..., T,) = T (w).

1

e Si z#1¢g,, entonces y # x~, por lo tanto

T (my(w)) = (y, x4, .., 20) = (- Yy, 21, ..., ) = T (W).
¢) Si a;=a y 1 #y ', entonces m, = (y-x1,...,T,).
e Si y-x; =2 ylalongitud de m,(w) es mayor o igual que dos,

tenemos que

Tp(my(w)) = (y - 21, ..., ) = (T2, ..., 2y) = T (W).

e Si y-ay=2""! ylalongitud de m,(w) es uno, tenemos que

To(my(w)) = 7oy - 1) = @ = m.(w).
e Si x-y-x1 # 1lg,, entonces

To(my(w)) = (x -y - 21, 20,...,2,) = (2-21...,2,) = T (W).
d) Si a=a; y 1=y ! tenemos dos casos:

e Silalongitud de w es mayor que dosy as es el indice tal que z5 € G,

entonces m,(w) = (x2,...,x,), por lo que

T (my(w)) = mp(z2, ... 2n) = (2,22,...,2,)
(x-1g,, T2, ..., Ty)
(x-y-x1,29,...,2y)
(

(

z-xl,...,wn)
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e Si la longitud de w es uno, entonces
o (my(21)) = 7:(9) = () = (2 - la,) = (2 -y - 21) = (2~ 21) = m(21).

Por lo tanto, para todo indice a y para cualesquiera dos elementos x y y de G,

con z=ux-y, setieneque T, =T, 0m,.

Lo que sigue es mostrar que todas las funciones m, son elementos de P(W) y que las
funciones {i, : Go —> P(W)}aes definidas por i,(z) = 7, son monomorfismos.
Sean v € G, y y=1z"!, entonces

Ty O My = Mye = Mg, = ldw y Ty O Ty = Mgy = M1, = ldw,

por lo tanto, 7, € P(W). Veamos que i, esun monomorfismo. Sean z y y elementos

de G,, entonces:
Go(T - Y) = Ty = Ty 0Ty =10 () 0 1a(y),

por lo tanto, i, es un homomorfismo. Para ver que es inyectiva consideremos un
elemento x € G, distinto de la identidad y mostremos que i,(z) = 7w, # Idw. En

efecto, si x # 1g, por definiciéon 7,(@) = (), por lo tanto, i,(x) = 7, # Idy.

Por ltimo, consideremos el subgrupo G C P(W) generado por los subgrupos G’ =

ia(Go). Mostraremos que G es el producto libre de la familia {G }qe.

Por definicién la familia {G},}aes genera al subgrupo G. Veamos que G NGy =
{Idw} si v# . Sean v# 3, z y y elementos de G, y Gz respectivamente; si
alguno de ellos es distinto de sus respectivos elementos identidad, entonces w, o m,
es distinta de la funcién identidad. Afirmamos que m, # m,, para ver esto evaliamos
ambas funciones en la palabra vacia y obtenemos que m,(2) # m,(@), por lo tanto,
T, # Ty. Esto dltimo nos asegurara que el inico elemento en comun entre los subgrupos
G, es el elemento identidad. Sean v # 3 y m, € G/ NG, entonces existen elementos
zyyen G,y Gg tal que i,(z) =m, =, =m, =ig(y), de lo anterior sabemos
que necesariamente z y y son los elementos identidad de los grupos G, y Gp, es
decir, m, = Id,. Para finalizar la prueba falta ver, debido al lema 2.1.5, que la palabra

vacia es la tnica palabra reducida que representa al elemento identidad en G.

Sea w' = (my,,...,m,) una palabra reducida de G respecto a la familia {G }acs y
«; el indice tal que x; € G,, paratoda i=1,...,n. Dado que w’ es una palabra

reducida sabemos que «a; # ;41 Y i, (2;) = 7y, # Idy paratoda i=1,...,n. Por
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lo tanto,
Ty (Tay (oo (T2, (D)) ..2) = (21, ..., ) # .

Es decir, la palabra (m,,...,m,;,) no representa la funcién identidad. Con lo cual

concluimos que G es el producto libre de la familia {G] },e.

Lema 2.1.9. Sean G un grupo, {Ga}acs un familia de grupos y {ia : Go —> G}lacys
una familia de monomorfismos. Si G es el producto externo libre de la familia {Ga}acs

respecto a la familia {is}acs, entonces G satisface la siguiente condicion de extension:

e Dados un grupo H 1y una familia de homomorfismos {he : Go — H}aey existe

un unico homomorfismo h: G — H tal que hoi, = h, para todo indice .

Es decir que para todo indice o« tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Gl
i"T 4
Ga

Demostracién. Denotaremos por G, al subgrupo i,(G,) para todo indice «, entonces
por el teorema 2.1.6 sabemos que para la familia de homomorfismos
{hooij' 1 G, — H}aes existe un tnico homomorfismo h : G — H tal que
hlg: = haoiy?, de donde

o )
hOia:h|G510ia:haoz';10ia:ha.

Por lo tanto, G cumple la propiedad de extensiéon. Para probar la unicidad de h
consideremos un homomorfismo A’ tal que h'oi, = h, para todo indice «, entonces

W|q = haoiy' = h|g. paratodo « y por el teorema 2.1.6 concluimos que /' =h. =

Nos encontramos en camino de caracterizar al producto externo libre, y a la vez el
producto libre de grupos, por medio de la condicién de extensién de homomorfismos del
lema anterior; para esto necesitamos probar la unicidad bajo isomorfismos del producto

externo libre. El siguiente teorema garantiza dicha unicidad.
Teorema 2.1.10 (Unicidad del producto externo libre). Sean {G,}acs una familia de grupos,
G y G grupos, {ia:Go —> Glacy y {i,: Go —> G'}acs familias de homomor-

fismos. Si Gy G' satisfacen la condicion de extension del lema 2.1.9 respecto a la
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familia de homomorfismos {ia}acs € {i,}acs respectivamente, entonces existe un

unico isomorfismo ¢ : G — G’ tal que ¢ oi, =i, para todo indice «. Es decir

que para todo indice « se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

%
.

Demostracién. Como Gy G’ satisfacen la propiedad de extension del lema 2.1.9 sabemos
que existen homomorfismos ¢ : G — G’ y ¢ : G — G que hacen conmutar, para

todo indice «, los siguientes triangulos, y por ende el diagrama completo:

Esto implica que vog¢oi, = i,. Por otro lado, tenemos que Idgoi, = 7, paratoda «, y
dado que la condicién de extension también garantiza la unicidad de los homomorfismos,
tenemos que 1 o ¢ = Idg. De manera andloga obtenemos que ¢ o = Idgs, lo cual
indica que ¢ es un isomorfismo. Por tltimo, la unicidad de ¢ se debe también a la

unicidad que ofrece la condicién de extension. |

Teorema 2.1.11 (Caracterizacién del producto externo libre). Sean G un grupo, {Gu}acs
una familia de grupos e {io : Go —> G}acs una familia de homomorfismos. Entonces,
G satisface la propiedad de extension del lema 2.1.9 respecto a la familia de homo-
morfismos {ia}acs sty sdlo si G es el producto externo libre de la familia {Ga}acs

relativo a la familia {ia}acy.

Demostracién. Una parte del teorema queda garantizado por el lema 2.1.9. Supongamos
entonces que el grupo G satisface la condicion de extensién del lema 2.1.9. Empecemos
por mostrar que la familia de homomorfismos {i,}a.cs es de hecho una familia de
monomorfismos. Sean [ un indice, H = Gg y {ha: Go — H}aes la familia de
homomorfismos definida por hg = Idg, y h, =0 paratoda « # 3. Entonces, por
la condicién de extension existe un homomorfismo h: G — H tal que hoi, = h,
para toda «, en particular hoig = Idg,, lo cual nos dice que el homomorfismo ig

es inyectivo. Por lo tanto, la familia {i,}.cs es una familia de monomorfismos.

Por otro lado, del teorema 2.1.8 sabemos que existe un grupo G’ y una familia de

monomorfismos {i/, : G, — G'}acs tal que G es el producto libre de la familia
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{i,(Ga)}acs, con lo cual, tanto G como G’ satisfacen la condicién de extensién

del lema 2.1.9 respecto a las familias {iq}acs € {i,}acs. Usando el teorema 2.1.10

-/

sabemos que existe un dnico isomorfismo ¢ : G — G’ tal que ¢ oi, =i/, para todo

indice «. Las demas condiciones para verificar que G es el producto libre de la familia

/

', para todo

{ia(Ga)}acs se desprenden del hecho de que G = G’ y que ¢oi, =1
indice «. Concluimos que G es un producto externo libre de la familia {G,}acs

relativo a la familia de homomorfismo {i,}acy. [

Corolario 2.1.12. Sea G un grupo tal que G = G1xGy donde G es el producto libre de
la familia de subgrupos {Hy}tacs y Go es el producto libre de la familia de subgrupos
{Hpg}per. Silos conjuntos J y K son ajenos, entonces G es el producto libre de

la familia de subgrupos {H,} esuk-

Demostracién. Sea H ungrupoy {h,: H, — H},cjux unafamilia de homomorfismos.
Por hipétesis sabemos existen homomorfismos hy : Gy — H vy hy : Gy — H tal que
hila, = ha paratoda a € J y hylg, = hg paratoda € K. Como G =Gy * Gy,
para la familia {hy,he} existe un homomorfismo h:G — H tal que hlg, = b
y hlg, = ha. Por lo tanto, hly, = (hlg,)|g, = hilg, = ha paratoda o« € J y
hlu, = (hley)|ms = holu, = hs para toda € K. Con lo cual, por el teorema 2.1.11,

tenemos que G es el producto libre de la familia {H,},ecjuk- n

A continuacion veremos una aplicacién de la caracterizacion del producto externo libre,

pero antes recordemos que significa que un subgrupo de un grupo fuese normal.

Definicién 2.1.13. Sean G un grupo y N wun subgrupo de G. Diremos que N es un

subgrupo normal de G si para todo elemento g de G se tiene la siguiente iqualdad:
N =gNg~' ={gxg™" |z € N}

Teorema 2.1.14. Sean G = G1*x Gy y N; un subgrupo normal del grupo G; para
1=1,2. St N es el menor subgrupo normal de G que contiene al conjunto Ny U No,
entonces (G % G2)/N = (G1/Ny) * (G2/N3).

Demostracién. Mostraremos que el grupo (G * G9)/N satisface la propiedad de ex-

tension del lema 2.1.9 respecto a una familia de homomorfismos que construiremos a
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continuacion. Consideremos las siguientes composiciones de homomorfismos:
G1C_> Gl * GQ 7 (Gl * GQ)/N

f
GQQ G1 * GQL“ (Gl * GQ)/N

g

con 7 la funcién proyeccion. Por otro lado, las funciones proyecciones p; : G; — G;/Nj,
con ¢ = 1,2, cumplen que Ker(p;) C ker(f) y Ker(ps) C ker(g), por lo cual,

podemos construir homomorfismos tnicos:
iliGl/N1—>(G1*GQ)/N e iQIGQ/N2—><G1*G2)/N

que hagan conmutar los siguientes diagramas:

G1C—>G1*G2—W>(G1*Gg)/N Gl(—>G1*G2—W>(G1*G2)/N

Afirmamos que (G1xG2)/N satisface la condicién de extension del lema 2.1.9 respecto
a la familia {iy,i2}. Sean H wun grupoy hy: Gy /Ny — H y hy:Gy/Ny — H
homomorfismos. Por hipétesis G = G; *x G5, entonces para los homomorfismos hq o p;

y hg o py sabemos que existe un homomorfismo A’ que hace conmutar el siguiente

diagrama:
G W - H
A
G;

con j; la funcién inclusiéon e i = 1,2. Observemos que h'(N;) = {1}, por lo
que el conjunto Ny U Ny C Ker(h'), y como Ker(h') es un subconjunto normal
de G entonces N C Ker(h'). Esto ultimo nos dice que podemos construir un dnico

homomorfismo h : (Gy *x Gy)/N — H que haga conmutar el siguiente diagrama:

G—" g

T

(Gl * GQ)/N
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Por ultimo, veremos que h es el inico homomorfismo que da lugar a las siguientes
igualdades:
h0i1 = hl y hOiQ :hz.

Sea xN; € G1/N;, entonces de los diagramas anteriores obtenemos la siguiente igual-
dad: hoiy(zNy) = h(n(z)) = W' (x) = hi(p1(x)) = hi(xNy), con lo cual hoi; = hy.
Analogamente tenemos que h ois = hy. Para ver la unicidad de h consideremos
otro homomorfismo A" : (G1 *x G5)/N — H tal que h”oiy =hy y h" oiy = hs.
Observemos que la familia {i;(G/Ny),i3(G/N2)} genera a (Gy % G2)/N, y dado que
h y Rh” cumplen las igualdades anteriores tenemos que al evaluarlas en los generadores
de (G1#G2)/N son iguales, garantizando asi que h = h”. Por lo tanto, (G;*Gy)/N
es el producto externo libre de la familia {G;/Ny, Go/No} relativo a la familia de
homomorfismos {i1,i2}, de manera que (G;* Gq)/N = (G1/Ny) * (G/N3).

Corolario 2.1.15. Sean G = G1xGy y N el menor subgrupo normal de G que contiene

a Gy, entonces (Gi*Gy)/N = Gj.

Demostracién. Si consideramos Ny = G; y Ny = {15}, entonces:

(G1* Go) [N = (G1/Gh) * (G2/{16}) = {1ay/a } * (Go/{la}) = Ga

2.2 Grupos libres.

Para finalizar el capitulo, generalizaremos el concepto de los grupos abelianos libres.

Los grupos libres apareceran con frecuencia al calcular los grupos fundamentales.

Definicién 2.2.1. Sean G un grupo y {a,} ey una familia de elementos de G. Diremos
que la familia {a,},c; gemera a G sitodo elemento de G puede se escrito como
un producto finito de potencias de elementos en {ay}yes. Si la familia {a,} s es

finita, entonces diremos que G es finitamente generado.

Definicién 2.2.2. Sean G un grupo y {a,}yes una familia de elementos de G. Si cada
elemento a, genera un subgrupo infinito G, y G es el producto libre de la familia
{G,} ey, entonces diremos que G es un grupo libre y la familia {a,},c; serd

llamada un sistema libre de generadores de G.
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Consideremos G un grupo libre con {a, },e; un sistema libre de generadores, entonces
todo elemento z de G, distinto del elemento identidad, puede ser escrito de manera

unica como:
T = (a’h)m Tt (a’Yk>nk>

donde 7; # 741 vy n; € Z— {0} para toda i.

Los grupos libres se caracterizan por la siguiente propiedad de extension de homomor-

fismos.

Teorema 2.2.3. Sean G un grupo y {a,} ey una familia de elementos de G. Entonces,
G es un grupo libre con {a,} e un sistema libre de generadores siy solo si G satisface

la siguiente condicion de extension:

e Dados un grupo H y cualquier familia de elementos {y,},e; de H existe un

inico homomorfismo h:G — H tal que h(a,) =y, para todo indice ~.

Demostracién. Primero supongamos que G es un grupo libre con {a,},c; un sistema
libre de generadores. Sean H un grupoy {y,},e; una familia de elementos de H,
entonces en vista de que los subgrupos (a,) = G, son infinitos para todo indice
7, podemos construir la familia de homomorfismos {h, : G, — H},c; dados por
h,(a}) = y5 para todo n € Z. Es claro que h,(a,) = y, para todo indice v, y
como G es el producto libre de la familia {G,},c; sabemos que existe un tdnico

homomorfismo h:G — H tal que h|g, = h, para todo indice <, con lo cual,
h(ay) =y
Por ultimo, supongamos que el grupo G satisface la condicion de extension respecto a

la familia {a,}.,es. Hay que verificar que bajo estas hipdtesis los subgrupos (a,) = G

son infinitos y que G es el producto libre de la familia {G,},c;.

Sean [ unindice, H =7 y {y,},es la familia de elementos en Z tal que yz =1
y ¥y =0 si B # 7. Por hipétesis existe un homomorfismo h:G — Z tal que
h(ag) =1 y h(a,) = 0 para todo indice v # 3, con lo cual h(Gg) =7Z y hla,
es inyectivo, por lo tanto, Gz = Z. Para finalizar, tenemos que debido a la condicién
de extensién que satisface G respecto a la familia {a,},c; también G satisface la
condicion de extension del teorema 2.1.11, asegurandonos que G es el producto libre
de la familia {G,},es.
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Corolario 2.2.4. Sea G = Gy %Gy donde Gy y Go son grupos libres con {ag}ses Y
{ay}yex  sus respectivos sistemas libres de generadores. Si los conjuntos de indices J
y K son ajenos, entonces G es un grupo libre con {a,},ejux un sistema libre de

generadores.

Demostracién. Por el corolario 2.1.12 sabemos que G es el producto libre de la familia
{G,}pesux con G, = (a,), ademas, cada uno de estos subgrupos es un subgrupo
infinito. Por lo tanto, G es un grupo libre con {a,},ejux un sistema libre de

generadores. n



3 El Teorema de Seifert-van Kampen

El Teorema de Seifert-van Kampen que se tratard en el presente capitulo fue demostrado
por el mateméatico Egbert Rudolf van Kampen en el ano 1932. De hecho, el teorema es
mejor conocido como el Teorema de van Kampen el cual posee una versiéon mas general

que dice:

Sea ¥ = {Ua}acs una cubierta de un espacio X tal que los
conjuntos U, son conexos por trayectorias y la interseccion finita
de elementos en ¢ vuelven a estar en 1. Consideremos a ¥ como
la categoria cuyos morfismos son las inclusiones de subconjuntos y
observemos que el funtor II, restringido a los espacios y funciones

en 19 dan un diagrama
g — 9P

de grupoides. Entonces el grupoide II(X) es el colimite de este

diagrama, es decir

H(X) = COtheﬂH(U)

La demostracion de este teorema, como hemos de intuir, utiliza herramienta algebraica
mas sofisticada, por lo que demostraremos una version mas sencilla y geométrica del

resultado.

43
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En la misma época, el matematico Herbert Karl Johannes Seifert demostré un enunciado
parecido, el cual, podia extenderse a otro tipo de espacios. De ahi el nombre “Seifert-van

Kampen ”para dicho teorema.

Este capitulo comenzard con la demostraciéon de un resultado, el cual es base para la

demostracion del Teorema de Seifert-van Kampen.

3.1 EIl Teorema de Seifert-van Kampen

El siguiente teorema se puede considerar como una version débil del Teorema de Seifert-

van Kampen.

Teorema 3.1.1. Sea X wun espacio topologico tal que X =UUV con U y V abiertos en
X. Siel conjunto UNV  es conexo por trayectorias y xo € UNV, entonces las imdgenes
de los homomorfismos inducidos por las inclusiones, i, : (U, x9) — m (X, 20) vy

Js s m(Vixg) — m (X, o), generan a m (X, x).

Demostracion. Sea f unlazoen X basadoen zg, entonces el conjunto {f~*(U), f~(V)}

forma una cubierta abierta de I. Aplicando el teorema del nimero de Lebesgue sabe-

mos que existe una particiéon ¢ = {by,...,b,} de I tal que f([b_1,b;]) se queda
contenidoen U oen V paratoda ¢ =1,...,n. Usaremos esta particiéon para constuir
una nueva, digamos @ = {aop,...,a,}, de tal manera que cumpla las siguientes dos
condiciones:

1. f(a;) eUNV para toda i.

2. f(lai—1,a;]) CU o f(lai-1,a;]) €V para toda i.

Si ocurriera que f(b;) € UNV para toda i, eso querria decir que ¢’ era la particién
deseada. Si no, significa que existe i # 0,1 tal que f(b;) ¢ UNV.

Tenemos dos casos: si f(b;) € U los conjuntos f([bi—1,b:]) v f([bi,bis1]) se quedan
contenidos en U, o bien si f(b;) € V' los conjuntos f([bi—1,b:]) v f([bs,bis1]) se
quedan contenidos en V. De cualquier forma, podemos quitar a b; de la particién g’
y obtener una nueva particién " = {bg,...,b;_1,bi41,...,b,} = {co,...,cm} tal que
f(ciyciv1]) CU o f([ei,cip1]) €V paratoda ¢ =0,...,m. Con esta nueva particién

podemos volver a preguntarnos si f(¢;) € U NV para toda ¢, en caso negativo
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volvemos a repetir el mismo procedimiento. Se sigue que después de un ntimero finito

de pasos encontraremos la particiéon o = {aq, ..., a,.}.

Una vez teniendo la particion ¢ podemos definir las funciones f; : [ — X para toda
i=1,...,r, como aquellas que mandan afinmente el intervalo I al intervalo [a;_1, a;]
seguidas de f. Observemos que cada una de dichas trayectorias esta contenida en U

oen V., ypor el teorema 1.2.4 obtenemos que [f] = [f1] ... [f:].

Dado que el conjunto UNV  es conexo por trayectorias, entonces paracada ¢ =1,...,r
existe una trayectoria «; en UNV de zy a f(a;). Como f(ag) = f(a,) = xg

podemos escoger que las trayectorias g y «, sean la trayectoria constante en xg.

~

f1

/

|4

Figura 3.1: Trayectoria f = fi* (fox (... x (fro1* fr)...)).

Por 1ltimo, definimos para toda ¢ =1,...,r las funciones g¢; : I — X como:
9i = iy x (fi x ).

Dichas funciones son lazos basados en xy y por construccién se quedan contenidas en

U oen V. De lo anterior se obtiene la siguiente igualdad:

fl1=1A] 1] = lesao) - 1A [epan] - el - el - lepaen] - [fe] - [€fan)]
[ao] - [f1] - [epean)] - [f2] - - [fr 1] - e ] - [fi] - o]
[ao] - [f1] - [ea x an] - [f: ] [ feal @ x ] - [ ] - o]
[ * (f1* an)] - [an * (fa x 042)] oo = (fr x )]
[

N

=,
*
%

F
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Si denotamos por [g;]uy o [¢:]v a las clases de equivalencia de los grupos (U, zo) y
m1(V,zg) respectivamente, entonces [g;] = i.([g:]) o bien [g;] = j«([g:]v). Es decir,

el grupo m (X, xy) esta generado por la imagen de los homomorfismos i, y j.. =

Corolario 3.1.2. Sea X = U UV, donde U y V son abiertos en X con U, V
y UNV conguntos conexos por trayectorias. Sea xo € UNV, st U y V son

simplemente conexos, entonces X es simplemento conexo.

Demostracién. Dado que los conjuntos U NV, V y U son conexos por trayectorias y

UNV # @, entonces X es conexo por trayectorias.

Del teorema anterior sabemos que el grupo (X, zg) esta generado por los grupos

i (m(U,z0)) v Ju(m(V,zp)), ycomo U y V son simplemente conexos, entonces
ix(m (U, o)) = Ju(m(V,20)) = {[€x]}-

Por lo tanto, 71(X,xo) es el grupo trivial y X es simplemente conexo.

Teorema 3.1.3 (Teorema de Seifert-van Kampen). Sean X =U UV, donde U y V son
abiertos en X con U, V y UNV conjuntos conexos por trayectorias, xo € UNV

y H un grupo. Consideremos el siguiente diagrama:

1 <U7 $0)

i1 i 1
Wl(Uﬂ‘/,:IJO)/:ﬁ()l,xo).@\H

m1(V, z0)

donde los homomorfismos i1, i3, j1 Yy Jjo Son los homomorfismos inducidos por las
respectivas inclusiones y @1 y ¢ homomorfismos que satisfacen la igualdad ¢, oy =
¢9 0 iy. Entonces, existe un unico homomorfismo & : m(X,x9) — H tal que
Poji=¢1 y Pojo=¢s.

Demostracién. Para hacer la prueba mas sencilla introduciremos la siguiente notacion.
Dada una trayectoria f en X denotaremos por [f] a la clase de trayectorias

homotdpicas en X. Si f estuviera contenida en U denotaremos por [f]y a la clase
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de trayectorias homotopicas en U. De manera similar, si f estuviera contenida en

V oen UNYV usaremos la notacién [fly v [fluny respectivamente.
Construiremos a la funcion ¢ en varias etapas.

1. Primero definiremos una funciéon p que ira de los lazos basados en z( contenidos en

U oen V al grupo H, ademas, dicha funcién cumplira las siguientes dos condiciones:

2) Si [flv = [glu o bien [flv = [glv, entonces p(f) = plg).

b) Si f y ¢ son lazos basados en zy tal que ambos yacen en U oen V, entonces

p(f *g) = p(f) - plg)

Definimos a la funcién p por

p(f) = o1([flu) si f yaceen U 'y
p(f) = dao([flv) si f yaceen V.

Veamos que p esta bien definida. Sea f un lazo basado en xy que yaceen U NV,

entonces

o1([flo) = oilin([flonv))
= ¢a(i2([flonv))
= ¢a[f]v)-

Por lo tanto, p estd bien definida. La condicién a) se sigue de la definicién de p. Para
probar la condicién b) consideremos a f y g lazos basados en xy, ambos totalmente
contenidos en U oen V (sin pérdida de generalidad supondremos se encuentran en

U), entonces
p(f*g) = ou([f * glv) = &1 ([flu - lglv) = 61 ([f]v) - 1(lglu) = p(f) - p(9)-

2. Extenderemos a p a una funcién o que ira de todas las trayectorias totalmente

contenidasen U oen V al grupo H, ademas, cumplira las siguientes dos condiciones:

a) Si [flv = [glu o bien [f]y = [g]y, entonces o(f) = o(g).

b) Si f y g son trayectorias tales que ambas yacen en U oenV y fx*g estd

definida, entonces o(f *g) =o(f)-o(g).

Para definir a o consideraremos para todo elemento x € X una trayectoria «, de

ro a x de la siguiente manera:



48 3. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

e Si x = x, entonces «,, denotara la trayectoria constante en xy.

e Si x € UNV yesdistinto de xp, entonces consideraremos a «, una trayectoria
en UNV.

e Si zelU o xeV, y x nopertenece a U NV, entonces consideraremos a a,

una trayectoriaen U oen V.

Por tltimo, definiremos una funcién auxiliar £ que ira de todas las trayectorias con-
tenidas en U oen V a los lazos basados en xy. Sea f una trayectoria en U o en

V' con punto inicial x y punto final gy, entonces definimos a L por
L(f) =z (f*aq,).

Por lo tanto, podemos definir a ¢ como

Figura 3.2: Trayectoria L(f).

Veamos que efectivamente o es una extensién de p. Sea f un lazo basadoen zy que

yace en U oen V (sin pérdida de generalidad supondremos yace en U), entonces

‘C(f)zexo*(f*exo) 2t.f'

Observemos que existe una homotopia de trayectorias entre L(f) y f que ocurre

dentro de U, es decir, [f]ly = [L(f)]y. Por lo tanto, o(f) = p(L(f)) = p(f)-
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Probemos que ¢ cumple las condiciones a) y b). Sean f y ¢ dos trayectorias

tales que [/l = [alu o bien que [fly = [gly. por lo que
L(f) = az*(f*ay) >~ apx (g% a,) =L(g).

Ademés, existe una homotopia de trayectorias entre L(f) y L(g) que ocurre dentro
de U o V, conlocual, [L(f)]lv=[L(g)lv o [L(f)]v =[L(g)]y. Por lo tanto,

o(f) = p(L(f)) = p(L(g)) = o(g)-

Para ver que satisface b) consideremos dos trayectorias f y ¢, ambas trayectorias
contenidasen U oen V| tal que fxg esté definida. Entonces, si llamamos x = f(0),

z=f(1) y y=g(1l) obtenemos que

L(fxg) = ax((f*g)*a)
~p agx (fx(g*ay))
~ (g * (f* @) x (ap (g% @)
= L(f)*L(g)-

Ademés, existe una homotopia de trayectorias entre L(fx*g) v L(f)*L(g) que ocurre
dentrode U o V, conlo cual, [L(f*g)|ly = [L(f)*L(9)]lu o [L(f*g)]v = [L(f)*L(g)]v-

Por lo tanto,
a(fxg)=p(L(f*g)) = p(L(f)*L(g)) = p(L(f)) - p(L(g)) = o(f) - o(g).

3. Para finalizar extenderemos a ¢ a una funcién 7 que asigna a cualquier trayectoria

en X un elemento de H, ademas, cumplird las siguientes dos condiciones:

a) Si [f] =[g], entonces 7(f)=7(g).

b) Si f y g son dos trayectorias en X tal que f x g estd definida, entonces
T(fxg)=7(f) 7(9).

Sea f wuna trayectoria en X y o = {so,...,S,} una particién de [ tal que el
conjunto f([s;_1,$;]) se queda totalmente contenidoen U oen V para todo indice i.
Denotamos por f; a las trayectorias que mandan afinmente el intervalo I a [s;_1, s
seguidas de f. Por otro lado, por el teorema 1.2.4, sabemos que [f] = [fi] ... [fa],
y dado que 7 debe extender a o y satisfacer las condiciones @)y b) no queda més

que definir a 7 como

T(f) = o). o(fn).
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Veamos que 7 esta bien definida, es decir, que no importa la particién que tomemos
del intervalo I, el valor 7(f) esel mismo. Sea ¢’ = {to,...,t,} una particién de [

y consideremos la siguiente particion de I:

{t(), PN 7tj—17pa tj, PN ,tm}

Si calculamos el valor 7(f) con esta nueva particién obtenemos que

T(f)=o(f) .. o(fi1) - o(fj) - o(ff) - o(fy) - - o(fm),

donde f; y fi son las trayectorias que mandan affnmente el intervalo I a [t; 1,p]

e I a [pt;] seguidas de f. Observemos que
fj - f]/ * fjl'la

ademds, existe una homotopfa de trayectorias entre f; y fi* f/ que ocurreen U o
en V; entonces por la propiedad a) y b) de o tenemos que o(f;) =a(f;)-a(f}),
con lo cual, el valor 7(f) se mantiene invariante. Repitiendo este procedimiento una
cantidad finita de veces obtenemos que el valor 7(f) es el mismo tras agregar una
cantidad finita de puntos a la particién original. Ahora consideremos dos particiones P
y Q de [ y un refinamiento mutuo R. De lo anterior, el valor de 7(f) es el mismo
para las tres particiones ya que R se genera agregando una cantidad finita de puntos

a cualquiera de las dos particiones. Por lo tanto, 7 esta bien definida.

Probemos que 7 es una extensién de o y cumple las condiciones a) y b). Para esto
consideremos una trayectoria f en U oen V y la particién trivial de I, entonces

de la definicion de 7 se sigue que

Por lo tanto, 7 es una extension de o.

Para probar que 7 cumple la condicién a) consideraremos primero un caso en particu-
lar. Supongamos que tenemos dos trayectorias homotoépicas f y g, con punto inicial
x y punto final y, tal que existe una homotopia de trayectorias F entre ellas con la

siguiente propiedad:

e existe una particiéon o = {sg,...,$,} de I talque F(R;) CU o F(R)CV

para toda i=1,...,n, donde R; = [s;_1,s;] X I.
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Entonces, afirmamos que 7(f) = 7(g).

Para todo indice i consideramos las trayectorias f; v g¢;, los cuales mandan afinmente
el intervalo I a [s;_1,s;] seguidos de f o ¢ respectivamente . Por otra parte, al
restringir la homotopia F al rectangulo R; podemos generar una homotopia entre
fi v gi que ocurre dentro de U o V; esta homotopia no necesariamente es una
homotopia de trayectorias ya que los puntos final e inicial de f; y ¢; pueden moverse
durante la homotopia. Consideremos las trayectorias (; definidas por f5;(t) = F(s;, 1)
para toda ¢ € I; estas trayectorias tienen como punto inicial a f(s;) y como punto

final ¢(s;), ademds, fyp=-e, v B, =e,.

R, /U \

—~

IxT F T ]

Si—-1 Si \

Figura 3.3: Restriccion de F' sobre R;.

v

Lo que sigue es mostrar que para todo indice ¢ existe una homotopia de trayectorias

que ocurra dentro de U o V tal que
fi 4 Bica % (gi % i) (3.1)
Presuponiendo que (3.1) es cierta, podremos descomponer a f de la siguiente manera:

=t fl**fn =t (60*(91*61))**(5n71*(gn*6n))7
y considerando que o(e,) =o(e,) =1y y o(B;) = o(B;)~!, obtendrfamos que

T(f) = o(fi) ... o(fa)
@1y = o(Box* (91 * 51)) 0 (Bt * (gn * Bn))
o(Bo) - o(g1) - 0(61)* o0 (Baet) - 0(gn) o (Br)7
(g1) - - o(gn)

(

g)
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En la figura 3.4 hay una representacién de las trayectorias f1*...% f, v (8o * (g1 *

Bl)) ¥k (ﬁn—l * (gn * Bn))

et Bi—1 * (gi * B:)

Figura 3.4: Descomposicién de f.

El problema de empezar probando (3.1) es que resulta complejo detallar la homotopia.
Por lo que le daremos la vuelta a este inconveniente con la construccion de una homo-
topia de trayectorias entre f;*x(3; y [;_1%¢g; queocurraen U oen V. Y asi, al usar
las propiedades de o, obtendriamos que para todo indice ¢ se cumple la siguiente

igualdad:
o(fi) - o(Bi) = o(Bi-1) - o(gi),
con lo cual,

o(fi) =0(Bi-1) - o(9) - U(Bz‘)_l-

Por lo tanto, si para toda ¢ sustituyeramos la expresién anterior en la definicién de
7(f) se llegarfa a la igualdad deseada. Empezemos a construir dichas homotopias de

trayectorias. Sean ; y <. las trayectorias definidas por

() = { (si_1,2t) si te0,],

Sl @i —si)(tE =Y +si, 1) siote L],

/(t) _ (2(81 — Si_l)t + Si—1, O) site [0, %},
’ (si,2t — 1) si tels,1].

Entonces, Fovy;, = pfi_1%g; v Fo~] = fixf;. Porotrolado, dado que R; es convexo
existe una homotopia de trayectorias G; entre v; y 7. que se queda contenida en
R;, la cual compuesta por la izquierda con F resulta ser una homotopia que ocurre

en U oen V entre f;_1x¢g; y fix* 0. Porlotanto, 7(f)=7(g).



3.1. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN 53

Ix1 Gz

Si

Figura 3.5: Homotopia entre (;,_1%xg y fi* (.

Lo que sigue es quitar la restriccion de que F mande los rectangulos R; en U o en
V.

Consideremos f y ¢ dos trayectorias en X y F una homotopia de trayectorias
entre ellas. Por el teorema del nimero de Lebesgue sabemos que existen particiones
{so,---vsn} v {to,...,tm} de I tal que F([s;_1,s;] X [tj_1,t;]) se queda contenido
en U oen V para todo indice (4,7). Si definimos las trayectorias h; como
h;(t) = F(t,t;) paratoda j=0,...,m, entonces hy=f y hy,, =g. Para finalizar,
observemos que para toda j las trayectorias f;—; y f; satisfacen la condicién e,

con lo cual, 7(hj_1)=7(h;) y por lo tanto 7(f)=7(g).
Veamos que 7 satisface la condicién b).

Sean f y g trayectorias en X y consideremos la particién {sg,...,s,} de I, de
manera que Si = % con 0<k<mn, y fx*xg([sii1,8]) se quede contenido en U o
en V paratoda i. Definimos a las trayectorias (f *g); como aquellas que mandan
afinmente el intervalo I a [s;_1,s;] seguidas de f * g para toda i =1,...,n, a
las trayectorias f; como aquellas que mandan afinmente el intervalo I a [2s;_1,2s]
seguidas por [ para toda i = 1,...,k, vy a las trayectorias ¢;_r como aquellas
que mandan afinmente el intervalo I a [2s;_; — 1,2s; — 1] seguidas de g para toda
i=k+1,...n. Porla definicién del producto de trayectorias tenemos que (fx*g); = f;
paratoda i=1,....k vy (f*g); =g paratoda i=Fk+1,...,n. Por lo tanto,
si usamos las particiones {sg,..., s}, {2s0,...,2sx} v {2sx —1,...,2s, — 1} de I,

obtenemos que

7(f *g)

I
2

(f =
(@(f1) - a(fe)) - (o(g1) - - - 0(gn-k))
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Con la construccién de 7 al fin estamos en condiciones de definir a la funciéon .

Definimos a dicha funcion como

La funciéon @ queda bien definida ya que 7 satisface la condicién a) y es un
homomorfismo por la condicién b). Ademas, el hecho de que cumpla las igualdadades
Qoj;=¢1 vy Pojy= ¢y sedebe aque 7 esuna extension de p. Verifiquemos esta

ultima aseveracién. Sea [f]y € m (U, x), entonces

(1 ([flo)) = @(f])

= ¢1([flv).
Con lo cual, ® o j; = ¢1. Andlogamente P o jy = ¢s.

Para finalizar la prueba del teorema solo hace falta demostrar la unicidad del homomor-
fismo ®. Consideremos un homomorfismo &' : 7 (X, z9) — H tal que 9’ oj; = ¢
y @ o¢e. Por el lema 3.1.1 sabemos que ji(m(U,z0)) v Ja(m1(V,20)) generan
a m(X,x0). Por lo que es suficiente demostrar que tanto ® como @’ toman los
mismos valores sobre los generadores de m1(X,xg). Sean j1([g1]y) € ji(mi (U, x0)) v

Ja(lg2)v) € Ja(m1(V, z0)), entonces

Y((lglv)) = ollglv) = 20Gillgdv)) v
®'(ja(lg2lv)) = ¢allgalv) = P(h2(lga]v))-

Por lo tanto, ® = &', [

Para demostrar el siguiente teorema es necesario hacer notar que frecuentemente cuando
se considera un grupo G, el cual es un producto externo libre de la familia {G,}acs
relativo a los homomorfismos {i, : Go — G}a.cs, se identifican a los elementos de
cada grupo (G, con sus respectivas imagenes. A continuacién haremos uso de dicha
notacién para facilitar las pruebas, y nos referiremos al producto externo libre como el

producto libre.

Teorema 3.1.4 (Teorema de Seifert-van Kampen, versién clasica). Sean X = U UV, donde
U y V sonabiertosen X con U, V y UNV conjuntos conexos por trayectorias.

Consideremos o € UNV y

j : 7T1(U, ZEU) *Wl(‘/, ZL‘Q) — 7T1(X, 1’0),
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el  homomorfismo del producto libre que extiende a los homomorfismos
J1:m(U,xg) — m(X,20) y Jo: m(Vixg) — m1 (X, 20), que son aquellos inducidos
por las inclusiones. Entonces, j es un epimorfismo y su nicleo resulta ser el menor
subgrupo normal del producto libre que contiene a todos los elementos representados por

las palabras

(ir(9) " ia(g))  tal que g € m (U NV, ),

con iy :m(UNV,zg) — m(U,xg) e do:m(UNV,xg) — m(V,z0) los homomor-

fismos inducidos por las inclusiones.

Demostracién. Dado que (X, z9) estd generado por las imagenes ji(m(U.xg)) vy

Jo(m1(V,x0)) resulta claro que j es un epimorfismo.

Lo que sigue es mostrar quien es el nicleo de j; para esto consideremos N el menor
subgrupo normal del producto libre que contiene a todos los elementos de la forma
i1(g9) Yia(g) con g € m(UNV). Dado que el subgrupo Ker(j) es normal, para
probar la contencién N C Ker(j), es suficiente verificar que i,(g) tia(g) € Ker(j)
paratoda g € m(UNV). Sea g e m(UNV) e i:UNV — X la funcién inclusion,

entonces
J(i1(9)) = j1(i1(g)) = i.(g) = j2(i2(g)) = j(i2(9)),

con lo cual i1(g) Yia(g) € Ker(j) para todo g € m(U NV,xy) vy por lo tanto

N C Ker(j). De lo anterior se sigue que j induce un epimorfismo
k: (m (U, xg) x 1 (V,20)) /N — m (X, 0),

dado por k(fN) = j(f) para toda fN € (m (U, o) *m(V,20))/N. Para probar la
igualdad entre Ker(j) y N veremos que la funcién k es inyectiva mostrando que
posee un inverso izquierdo. Sea H = (m1(U, o) *x m1(V,20))/N v ¢1: m (U, x9) — H
el homomorfismo que resulta de componer la inclusién de 71 (U, zg) en el producto libre
m1 (U, zo) xm(V,z9) seguida por la proyeccién al cociente H. Andlogamente definimos

el homomorfismo ¢y : m(V,29) — H y consideramos el siguiente diagrama:

1 <U7 xO)

(U NV, o) —== 11 (X, 20) H
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Veamos que ¢ 0y = g 0iy. Sea g € m(U NV, zp), entonces
$1(i1(9)) = i1(g)N vy ¢2(i2(g)) = i2(g)N;

y dado que i1(g)'i2(g) € N, obtenemos la igualdad deseada. De esta tiltima igualdad

se desprende, usando el teorema 3.1.3, que existe un inico homomorfismo
¢ m(X,x0) — H

tal que ®Poji=¢1 y Pojo = .

T <V> :CO)
Afirmamos que @ es un inverso izquierdo de k; para esto es suficiente probar que
® o k actia como la idéntidad sobre cualquier generador de H. Sea g € m(U, xy),

entonces

O(k(gN)) = ©(i(9)) = ®(51(9)) = dr(g) = gN.
De manera similar, ®(k(g/N)) = gV si g € m(V, x9). Concluimos que ®ok = Idy y por
lo tanto Ker(j) = N. Esto dltimo nos dice que 71 (X, zg) = (m1 (U, o) *m1(V,20))/N. =

El siguiente corolario muestra que bajo ciertas condiciones el grupo fundamental de un

espacio resulta ser un producto libre de grupos.

Corolario 3.1.5. Considerando las hipdtesis del teorema 3.1.4, si el conjunto UNV es

simplemente conexo, entonces (X, xg) = m (U, xo) * w1 (V, x0).

Demostracién. Dado que el conjunto U NV  es simplemente conexo, obtenemos que el

subgrupo N del teorema anterior es el subgrupo trivial, por lo tanto,
7T1(U, 270) * 7T1(V, 1’0) = (7T1(U, 1’0) * 7T1(‘/, ZL‘Q))/N = 7T1(X, [Eo).
[

Corolario 3.1.6. Considerando las hipotesis del teorema 3.1.4, si el conjunto V  es

simplemente conexo, entonces existe un isomorfismo

h: 7T1(U, ZEQ)/N — 7T1(X,1'0);
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donde N es el menor subgrupo normal de (U, xg) que contiene a la imagen del

homomorfismo inducido por la inclusion
iy m(UNV,xg) — m (U, xo).

Demostracién. Dado que V' es simplemente conexo, se tiene la siguiente igualdad:
T (U, x0) * m(V, 20) = m1 (U, x9),

y aplicando el teorema 3.1.4 obtenemos que

m (U, 20) /N = (m (U, x0) * m1(V,20)) /N = m1(X, z0).
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4 Calculando grupos fundamentales.

Para finalizar el trabajo, presentaremos algunos espacios y calcularemos sus respec-
tivos grupos fundamentales ayudandonos de la herramienta expuesta en los capitulos

anteriores.

4.1 Grupo fundamental de S'.

Por fin estamos en condiciones de calcular uno de los primeros grupos fundamentales

no triviales.

Teorema 4.1.1. El grupo fundamental de S' es isomorfo a 7.

Demostracién. Sea P : R — S' la aplicacién cubriente del teorema 1.3.6 ¥y
bo = P(ep) con ey = 0. Entonces, por la definicién de P tenemos que P~'({by}) = Z,
y como R es simplemente conexo, aplicando el teorema 1.5.4, la funcién levantamiento

Geo : T1(St,bg) — Z es biyectiva.

Por lo tanto, lo tnico que falta demostrar es que la funcién ¢., es un homomorfismo.
Para esto consideremos [f] y [g] elementos de m(S',by) vy f y § sus respectivos
levantamientos en R respecto a P con punto inicial ey = 0. Sean n = f(1) y
m = g(1), de donde, ¢ ([f]) =n y ¢ ([g]) =m. Definimos la funciéon §:I — R
como §(s) =n—+ g(s), la cual es un levantamiento de ¢ con punto inicial n (esto se

debe a que P(n+z) = P(z) paratoda z € R), por lo tanto, el producto f ¢ esta

59
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bien definido y es un levantamiento de f*g que empieza en 0. Por ultimo, dado que

g(1) = m+n se obtiene la siguiente igualdad:

~—
I

K,_”
*

o ([f] - [9] 9(1) = §(1) = m+n = ey ([f]) + ¢, ([9])-

Por lo tanto, m(S',by) = Z.

4.2 Grupo fundamental de S! x S'.

Teorema 4.2.1. Sean X y Y espacios topologicos y (xg,y0) € X X Y. FEntonces,
(X XY, (w0, 90)) = m(X, 20) x m1 (Y, 90).-

Demostracién. Sean p: X xY — X vy ¢q: X XY — Y las funciones proyecciones
y pet (X X Y, (20, 90)) — m(X,20) ¥ gt m(X XY (20,90)) — m(Y,y0) los

homomorfismos inducidos. Definimos el homomorfismo
D 7T1(X X Y’, (l’g,yo)) — 7T1(X, Io) X 7T1(Y’, y0>

como ® = (p,,q.). Afirmamos & es un isomorfismo. Sean
([g],[n]) € m(X,20) x m(Y,y0) v f: 1 — X xY lafuncién definida por

f(t) = (g(t),h(t)), entonces f es un lazo basado en (xo,y0) y P®([f]) = (9], [h])-

Por lo tanto, ® es suprayectiva.

Para ver la inyectividad de & mostraremos que su nticleo es el grupo trivial. Sea
f:1 — X xY un lazo basado en (zg,y0) tal que D([f]) = ([ex,), [€y]), donde
([ewo], [ey]) es el elemento identidad en (X, xg) X m (Y, o). De la igualdad anterior
se sigue que [po f] = [es,] ¥ [gof] = [ey,]. Por lo tanto, si consideremos una homotopia
de trayectorias G entre pof y e,,, y una homotopia de trayectorias H entre gof y
ey,; entonces la funcién F : I x I — X xY definida por F(s,t) = (G(s,t), H(s,t))
es una homotopia de trayectorias entre f = (po f,qo f) v €woye) = (€xp,€y,). Con

lo cual, [f]= [e(m(),yo)]‘

El siguiente corolario es resultado directo de los teoremas 4.2.1 y 4.1.1.

Corolario 4.2.2. El grupo fundamental de S' x S' es isomorfo 7 x Z.
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Figura 4.1: Toro 2-dimensional, S! x S!.

4.3 Grupo fundamental de S”

Teorema 4.3.1. Si n > 2, entonces la n-esfera S™ es simplemente conexa.

Demostracion. Consideremos los puntos (0,...,0,1) y (0,...,0,—1) en R™™'  que son
el polo norte y el polo sur de la esfera S", y veamos que tanto la esfera sin el polo

norte S"\ {p} y la esfera sin el polo sur S™\ {¢} son homeomorfas a R™.

Para esto definimos la funciéon f:S"\ {p} — R™ como:

1

]—_—lﬁ—i-l(xl’ s 7x7l)’

f(l’l, Ce 75En+1) =

Esta funcién es llamada la proyeccion estereografica y es contninua ya que es conti-
nua en cada una de sus entradas. Por otro lado, podemos definir la funcién
g:R" — §"\ {p} dada por:

9W) =91, yn) = FW)y1s - H(Y)Yns 1 = Hy)),

donde t(y) = m . Esta funcién vuelve a ser continua ya que es continua en cada

una de sus entradas y es la inversa de f. Por lo tanto, f es un homeomorfismo.
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Figura 4.2: Proyeccién estereografica para n = 2.

Por tltimo, consideremos la funcién h : R"*! —s R"™! definida por:
h(z1,. . Tpy Tpg1) = (T4, oo Ty —Tpgq)-

Observemos que h es su propia inversa y es continua, es decir, es un homeomorfismo.

Por lo que si la restringimos al conjunto S™\ {p} obtenemos un homeomorfismo entre
S"\{p} v S"\ {q}. Por lo tanto, R" = S§"\ {p} =S\ {q¢}.

Ahora estamos en condiciones de probar que la esfera S™ es simplemente conexa.
Definimos los conjuntos abiertos U =S§"\ {p} y V =S"\{q} en S*. Como U vy
V' son homeomorfos a R™ sabemos que son conexos por trayectorias, mas ain, son
simplemente conexos; ademés, (1,0,...,0) e UNV y S"=UUV, porlo que S" es
conexo por trayectorias. Concluimos, dado que S!' es conexo por trayectorias, que S™

es conexo por trayectorias para toda m > 1.

Lo tnico que nos hace falta para estar en las condiciones del corolario 3.1.2 es ver que el
conjunto UNV es conexo por trayectorias. Restringiendo a la proyeccion estereografica
obtenemos que U NV = 8"\ {p,q} = R"\ {0}. Por lo tanto, si demostraramos que

R™\ {0} es conexo por trayectorias finalizariamos la prueba.

Sean zp y z; elementos de R™\{0}, si ambos puntos se encontraran en la esfera S*~!,
como n —12>1, tendriamos que existe una trayectoria que los une. Supongamos que
alguno de los puntos no pertenece a S"!, entonces ocurririan alguno de los siguientes

Cas0os:

1. Sin pérdida de generalidad supongamos que z, pertenece a la esfera S*"~! y z
no, entonces siempre podemos construir un segmento de recta que una a z; con

algtin punto en la esfera, digamos z,. Por otro lado, sabemos que la esfera S*!
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es conexa por trayectorias, entonces existe una trayectoria de 2z, a 2z;. Por lo
tanto, usando las dos trayectorias anteriores podemos construir una trayectoria
en R"\ {0} de z a z.

2. Supongamos que ambos puntos no pertenecen a la esfera, entonces sabemos que
podemos construir dos segementos de recta que unan a zg y 2; con puntos
en la esfera. Como la esfera S"~! es conexa por trayectorias sabemos que existe
un trayecto en la esfera que conecta a estos ultimos dos puntos. Por lo tanto,

usando los segmentos y la trayectoria anterior podemos contruir una trayectoria
en R"\ {0} de z a 2.

Concluimos, usando el corolario 3.1.2, que la esfera S™ es simplemente conexa.

4.4 Grupo fundamental de P"

Definicién 4.4.1. Fl n-espacio proyectivo denotado por P", con n > 2, es el espacio
cociente obtenido de la esfera S"™ identificando cada x € S™ con su punto antipoda

—X.

Teorema 4.4.2. La funcion cociente P :S"™ — P" es una aplicacion cubriente.

Demostracién. Antes de demostrar que P es una aplicacién cubriente veremos que es

una funcion abierta.

Consideremos un abierto V' en S"™ y la funcién antipodal a : S* — S" definida
por a(z) = —x. Esta funcién es claramente un homeomorfismo por lo que a(V) es un

conjunto abierto. Por otro lado, de la definicion de P obtenemos la siguiente igualdad
PHP(V))=VuUuaV),

de donde se observa que el conjunto P~'(P(V)) es un abierto en S"; y como P

posee la topologia cociente, entonces P(V') es un abierto de P™.

Demostremos que P es una aplicaciéon cubriente.

Sea. x € S y U una bola de S"™ centrada en x de radio menor que 1.

Entonces para todo z € U la distancia entre z y a(z) esigual que 2, por lo que
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a(z) ¢ U. Esto significa que la funcién Ply : U — P(U) es biyectiva, y dado que
U es un conjunto abierto también resulta ser una funcién abierta y por lo tanto un
homeomorfismo. Analogamente podemos decir que la funcién Py @ a(U) — P(U)
es un homeomorfismo. Por iltimo, observemos que el conjunto P~'(P(U)) es la unién
ajena de los conjuntos abiertos U y a(U), es decir que P(U) es un abierto cubierto

uniformente por P. Con esto concluimos que la funcién P es una aplicacion cubriente.

(b) Representacién del 2-espacio proyectivo.

Figura 4.3: Plano proyectivo P?

Teorema 4.4.3. Si n > 2, entonces el grupo fundamental de P" es isomorfo a Zs.

Demostracion. Dado que la esfera S es simplemente conexa y la funcién P : (S", z¢) —
(P™,y9) es una aplicacién cubriente, entonces P" es conexo por trayectorias. Esto nos

indica que el grupo fundamental de P" no depende del punto que hayamos elegido.

Por otro lado, los teoremas 4.4.2 y 4.3.1 aseguran que la funcién levantamiento
bz + T (P y9) — P71({yo}) es biyectiva. De la definicién de P sabemos que la
cardinalidad de P~!'({yo}) es igual a dos, por lo cual, el grupo m(P? yo) es de

orden 2 y por lo tanto isomorfo a Zs,. [ |
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4.5 Grupo fundamental de R"*'\ {0}.

Corolario 4.5.1. El homomorfismo inducido por la funcion inclusion

j:(S" ) — R\ {0},&), para n>1, esun isomorfismo.

Demostracién. Veremos que S™ es un retracto fuerte por deformacién de R"+1\ {0}. Sea
H: (R*\ {0}) x I — R*"\ {0} la funcién dada por H(z,t) = (1 —t)z +tz/||z||.
Claramente dicha funcién es una retraccién fuerte por deformacién de R™1\ {0} en

S™ . Por lo tanto, usando el teorema 1.6.4, el homomorfismo j, es un isomorfismo. =

4.6 Grupo fundamental de R® menos una recta.

Para calcular el grupo fundamental de R?® menos una recta supondremos sin pérdida

de generalidad que la recta que quitamos es el eje z, el cual llamaremos .

Corolario 4.6.1. El homomorfismo inducido por la funcidn inclusion, j : (S' x {0}, €1) —

(R3\ 1,€1), es un isomorfismo, con lo cual, m (R*\ 1, &)= Z.

Demostracion. Veremos que S!'x{0} es un retracto fuerte por deformacién de R?\[. Para
esto consideremos las funciones Hy : (R*\I) x I — R3\1l y Hy: (R3\I)x I — R3\1
definidas por

I2+y2
Hy(z,y,z,t) = (1—=t)(z,y,2)+t(z,y,0).

eyt = 0= 06aa) o Em 2m),

Para finalizar, definimos la funcién H : (R3\ 1) x I — R3*\ [ como

H,(Z,2t) si telo,3],

H(Z,t) :{ H, (Hy(Z,1),2t — 1) si te(3,1],

la cual es continua por el lema del pegado, ademds, H((R3*\ 1) x I) = S x {0}. Si
(z,y) € S', entonces H(w,y,0,t) = (z,5,0) paratoda t € I. Por lo tanto, la funcién
H es una retraccién fuerte por deformacién de R3\ 1 en S!' x {0} y por el teorema

1.6.4 sabemos que el homomorfismo j, es un isomorfismo.
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A /.\ <
.... /
pl ......... —
“\\ //-:-...
— <
/ \
R3\ [

St x {0}

Figura 4.4: Retraccién fuerte por deformacion H.

4.7 Grupo fundamental de la figura ocho.

Teorema 4.7.1. El grupo fundamental de la figura ocho no es abeliano.

Demostracién. Sea. X la unién de los circulos A = {(z,y) e R* | (z — 1)* + 3 = =}
y B={(z,y) eR?*|(z+1)*+y*> =15} en R? cuya interseccién consiste del pun-
to 0. Lo siguiente sera encontrar un espacio cubriente de X. Sea FE el subes-
pacio de R? que consta de los ejes coordenados Ay = {(z,y) e R?*|y=0} vy
By = {(z,y) € R? | z = 0}, y las cirfunferencias

a={w e |@-prrw-nr -]

By ={ea) € R =P+ - = 15
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para toda n € Z — {0}.

B_4 B1 B2 B3
-1 1 2 3

Figura 4.5: Subespacio FE.

Si denotamos por Tz la traslacion por el vector & y Ry

0, entonces la funcién P : (E,0) — (X, 0) dada por

T(i’o)(_ cos(2mz) /4, — sen(2mx) /4)
T 10 (cos(27y) /4, sen(27y) /4)
Tio,-n)(Z)

Tio,—n) © Rz (Z)

es una funcion cubriente.

Ay

la rotacién por un angulo

si
si
si

si

T € A,
T € By,
reA,,
e DB,,
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B_1 Bl BZ Bd
O O O O .
-1 1 2 3

Figura 4.6: Funcién cubriente P.

Consideremos las trayectorias f: I — E vy §:I — E dadas por f(t) = (t,0) y
g(t) = (0,t), entonces dichas trayectorias son levantamientos continuos respecto a P
de los lazos f = Po f y g = P o g respectivamente. Ahora para ver que el grupo
7(X,0) no es abeliano demostraremos que [f % g] # [g * f]. Para esto consideremos

la trayectoria h: I — E dada por

- { (2t,0) si ¢ e0,1],
i

h(t) =
(sen(4mt — 2m), — cos(4mt — 2m)) + (1,1) si t € [L,1],

y la trayectoria W : I — E dada por

" { (0, 2¢) si ¢ e 0,1,

h'(t) = |
(— cos(4mt — 2m), —sen(4nt — 2m)) + (5,1) si t € [3,1];

W=
N



4.8. GRUPO FUNDAMENTAL DE LA CUNA DE CiRCULOS. 69

estas trayectorias son levantamientos continuos respecto a P de los lazos fxg v g*f
respectivamente, y por construccién h(1) # k’(1). Por lo tanto, por el corolario 1.5.2
sabemos que f*xg y ¢g* f mno son trayectorias homotdpicas. De lo anterior concluimos

que (X, 6) no es un grupo abeliano.

A

) B f*xg
h/

B 1

Figura 4.7: Levantamientos de fxg y g f.

A continuacién describiremos con mas precisién quien es el grupo fundamental de la

figura ocho, el cudl serda un caso particular de un grupo fundamental més general.

4.8 Grupo fundamental de la cuna de circulos.

Definicién 4.8.1. Sea X wun espacio de Hausdorff tal que X = |J S;, con Si,...,S,
i=1
subespacios homeomorfos a S'. Si existiera un elemento p de X tal que

SinS; = {p} para todo i # j, entonces diremos que X es la cunia de los

circulos Si,...,95,.

Teorema 4.8.2. Sean X la cuna de los circulos Sy,...,S, vy {p} = () Si, entonces
i=1

el grupo fundamental 7 (X,p) es un grupo libre, mds ain, si f; representa a un lazo
basado en p de S; cuya clase de equivalencia es un generador de m(S;,p), entonces

la familia {[f1],...,[fa]} es un sistema libre de generadores de m (X, p).

Demostracién. El resultado es inmediato para n =1, procedamos por induccién.

Sean n > 1 y X la cuna de los circulos Si,...,S5, con p el punto comun de
los circulos. Para toda ¢ = 1,...,n escojamos un punto p; € S; tal que p; # p
y W; = S;\ {pi}, entonces definimos los conjuntos U = S;UWLU...UW, vy
V=WiuUS,Uu...UsS,.
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W2 S‘Z

Wiy Wy Sa Sy
U %4

Figura 4.8: Abiertos U y V

Observemos que los conjuntos UNV =Wyu...UW,, U y V son conexos por
trayectorias por ser la union de espacios conexos por trayectorias que tienen un punto
en comun, ademas, cada uno de los espacios W, es homeomorfo a un intervalo abierto
teniendo como retracto fuerte por deformacién a {p}. Sea F;, : W, x I — W,
la retraccién fuerte por deformacién de W; en {p}, entonces definimos la funcién
F:UNV xI—UNV como:

F(w,t) = Fi(w,t) si weW,.

Como F; es una retraccién fuerte por deformacién de W; en {p} para toda
1 = 1,...,n, entonces F esta bien definida. Lo siguiente es ver que F es una
funcién continua para poder concluir que es una retraccion fuerte por deformacion de
UNV en {p}. Como X es un espacio de Hausdorff y S; es compacto, entonces S;
es cerrado en X y por lo tanto W; es cerrado en U NV. De lo anterior concluimos
que W; x I escerradoen UNV x I paratoda ¢=1,...,n, y usando el lema del
pegado garantizamos la continuidad de F'. Por iltimo, por el teorema 1.6.4, tenemos
que U NV es simplemente conexo, lo cual nos pone en las condiciones del corolario
3.1.5. Por lo tanto, m1(X,p) = m(U,p) * m(V,p).

De manera andloga a como vimos que {p} era un retracto fuerte por deformacién
de UNYV podemos ver que S; es un retracto fuerte por deformacién de U y que
SoU...US, es un retracto fuerte por deformacién de V', de donde m(U,p) es un grupo
ciclico infinito con [f;] un generador del grupo. Para finalizar, usamos la hipétesis de
induccién obteniendo que 1 (V,p) es un grupo libre con {[fa],...,[fn]} un sistema
libre de generadores y por lo tanto, por el corolario 2.2.4, concluimos que m(X,p) es

un grupo libre con {[fi],...,[fn]} un sistema libre de generadores.
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4.9 Grupo fundamental de R? menos dos puntos.

Para calcular el grupo fundamental de R? menos dos puntos supondremos sin pérdida
de generalidad que los dos puntos que quitamos son p = (—1,0) y ¢ = (1,0), ademads,
denotaremos por X a la unién de los dos circunferencias unitarias centradas en (—1,0)
y (1,0).

Corolario 4.9.1. El homomorfismo inducido por la funcion inclusion,

j:(X,0) — (R2\ {p,q},0), esun isomorfismo, con lo cual m (R>\{p,q},0) = Z*Z.

Demostracion. Veremos que X es un retracto fuerte por deformaciéon de R?\ {p,q}.
Para esto consideremos los 4 cuadrantes de R?, denotados por C, Cy, C5 v C4, v

las siguientes funciones: sea H; : (R?\ {p,q}) x I — R?\ {p, ¢} la funcién dada por

f Si f - 32(070) \ {p7 Q},

(1 -7 + % si Z R\ By(0,0);

Hy(Z,t) :{

sean A= Bi(p)UBi(q) vy Hy: (B2(0,0)\ {p,q}) x I — B5(0,0)\ {p, ¢} la funcién

T si 7€ A\ {p,q},
(1 —t)(z,y) +t(x, /1 —(x—1)2) si € C N (B20,0)\ Int(A)),
Hy(Z,t) =< (1—t)(z,y) +t(x,\/1—(x+1)2) si T€Cyn(By(0,0)\ Int(A)),
(1 —t)(z,y) + t(x,—/1— (x +1)2) si € C3n(By(0,0)\ Int(A)),
| A= t)(z,y) +t(z,—/T— (x—1)%) si FeCyn(By0,0)\ Int(A));

y sea Hs:(A\{p,q¢}) x I — A\ {p, ¢} la funcién dada por

(1= 0)F + ¢ (o + (-1,0)) si @€ Bip)\ {p},
Hy(2,t) =

(1—t)x+t<%+(l,0)> si 7€ Bi(q)\ {q}.

Estas tultimas tres funciones son continuas debido al lema del pegado y nos serviran

para definir la retraccién fuerte por deformacion que buscamos. Por ultimo, definimos
la funciéon H : (R*\ {p,q}) x I — (R*\ {p,¢}) como

H, (%, 3t) si telo,
H(Z,t) =< Ho(H(Z,1),3t —1) site]
Hy(H(F (7, 1),1),36 —2) si te|

I,

J
71]

b

winy Wi

WIN W=
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la cual es continua por el lema del pegado. Ademds, H((R?\ {p,q}) x [) = X y si
(x,y) € X entonces H(z,y,t) = (z,y) paratoda t € I. Por lo tanto, la funcion H
es una retraccién fuerte por deformacién de R?\ {p,q} en X y por el teorema 1.6.4

sabemos que el homomorfismo j, es un isomorfismo.

AN\ {p,q} X

Figura 4.9: Retraccion por deformacion H.
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