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3.4. El Toro Cuántico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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Introducción

Es la intención de esta tesis exponer, en primer lugar, cómo 3 teoŕıas que perte-

necen a marcos teóricos distintos (la teoŕıa de Galois a la teoŕıa de grupos y campos,

los haces principales a la geometŕıa diferencial y la geometŕıa cuántica al análisis

funcional) se encuentran en una estructura matemática, el Haz Principal Cuántico.

En segundo lugar que este trabajo sirva como una exposición introductoria a estas

teoŕıas para otros estudiantes de los últimos semestres de la licenciatura en ma-

temáticas; resaltaremos la parte intuitiva, usando razonamientos analógicos, sobre

la parte técnica (que intentaré dejar en lo esencial). Esta tesis es un ejercicio de la

madurez matemática que desarrollé durante mis estudios en la facultad de ciencias

de la UNAM: familiaridad con la abstracción y la apreciación de su complejidad y

propia sustancia, ver la unidad de fenómenos distintos como manifestaciones de un

mismo principio, el uso del lenguaje técnico como herramienta del pensamiento ńıti-

do y, en particular, un camino a la expansión de la intuición geométrica. A su vez es

el testimonio de mis primeras exploraciones en la mayor parte de los temas expuestos

y un vistazo a horizontes teóricos de gran interés que me fueron presentados por mi

asesor, maestro y amigo Micho Durdevich.

Las discusiones técnicas de este trabajo presuponen conceptos y definiciones ele-

mentales del álgebra (números complejos, campo y grado de un campo, polinomios

y grado de un polinomio, factorización, operaciones con polinomios, isomorfismos,

grupos de matrices, generadores, anillo y módulo), de la topoloǵıa (compacidad, co-

nexidad, transformaciones continuas, homeomorfismos) y de la geometŕıa diferencial

(estructura diferencial en una variedad, difeomorfismos, diferencial y pushforward de

un mapeo, campos vectoriales). Hablaremos de transformaciones entre espacios y de

v



vi INTRODUCCIÓN

espacios cociente, que dependiendo del contexto se refieren a las correspondientes es-

tructuras. A este respecto: los conceptos de categoŕıa y funtor juegan un papel clave,

aunque no central, pues permean impĺıcitamente todo el trabajo. A nivel intuitivo

una categoŕıa es un espacio discursivo de flechas y puntos (transformaciones conti-

nuas y espacios topológicos, variedades suaves y mapeos suaves, ∗-homomorfismos y

álgebras C*) y un funtor es un mecanismo de traducción de una categoŕıa a otra.

He dividido esta tesis en 4 caṕıtulos relativamente independientes, aunque su

composición fue diseñada para leerse de forma lineal. En el primer caṕıtulo elabora-

mos la Teoŕıa de Galois hasta la demostración de su teorema fundamental. El tema

de las simetŕıas se trata al principio del segundo caṕıtulo, dedicado a los haces. En el

tercer caṕıtulo presuponemos los fundamentos formales de la geometŕıa cuántica en

el análisis funcional, cuyas herramientas y marco teórico componen la teoŕıa, pues

el tema es vasto y resulta excesivo para el enfoque de la tesis. El último caṕıtulo es

dependiente de los demás e introduce los haces principales cuánticos con la intención

de amalgamar lo expuesto en los caṕıtulos anteriores.

Para dar fluidez al texto, y por preferencia personal, he omitido el esquema de

((teorema, demostración y definición)). En su lugar los conceptos que aparecen en

negritas serán definidos o demostrados en el transcurso del párrafo. Los conceptos

en cursivas son aquellos cuyo significado es contextual e intuitivo, será señalado más

adelante en el texto o refiere a una definición estándar en la literatura del tema.



Caṕıtulo 1

Teoŕıa de Galois

Evariste Galois (1811-1832) logró resolver, antes de su trágica muerte a los 20

años, el problema de encontrar una fórmula general, en término de ciertas operacio-

nes aritméticas, que nos permitiera calcular las ráıces de polinomios de grado mayor

o igual a 5. Sus trabajos en la teoŕıa de ecuaciones resultaron indescifrables para

la academia y durante su encarcelamiento por activismo poĺıtico se dedico a pulir

sus ideas; no fue sino hasta años después de su muerte que seŕıan, gracias a amigos

que insistieron en su divulgación, cabalmente reconocidas. Para esos tiempos se teńıa

ya las correspondientes fórmulas para los grados 2, 3 y 4, en las que se usan sola-

mente las operaciones de producto, suma y toma de radicales, que geométricamente

corresponden a la constructibilidad de la solución. La imposibilidad de este tipo de

solución para los polinomios de grado 5 fue probada independientemente por Niels

Henrik Abel, y este resultado es conocido como el teorema de Abel-Ruffini.

Los profundos resultados de Galois, anteriores a estos últimos, tuvieron a este teo-

rema como consecuencia, además de demostrar lo mismo para grados mayores en un

mismo movimiento. Galois fue el primero en utilizar el concepto de grupo al referirse

a la estructura algebráica de las permutaciones de las ráıces de un polinomio. En el

lenguaje actual hablamos de un grupo (de automorfismos) que actúa sobre el campo

de descomposición del polinomio. Su trabajo constituye un antecedente histórico al

programa de Erlangen en el que se caracteriza a los grupos cómo conjuntos de si-

1



2 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE GALOIS

metŕıas y a la simetŕıa como concepto fundamental de la geometŕıa. En este sentido

la teoŕıa de Galois, en su forma moderna, constituye la descripción de una geometŕıa

de ecuaciones desarrollada en el lenguaje de teoŕıa de campos y extensiones. En este

caṕıtulo vamos a exponer dicho lenguaje, que nos permitirá expresar las relaciones

entre la extensión de un campo y las ráıces de un polinomio, sus respectivos tamaños

y las simetŕıas que los unifican.

A lo largo del caṕıtulo trabajaremos con un campo abstracto F , que en el marco

de esta tesis nos basta pensar como R o C.

1.1. Extensiones Finitas y Extensiones Algebráicas

Consideremos un campo F y el espacio de polinomios en una variable con coe-

ficientes en este campo, que se denota por F [x] := {anxn + an−1x
n−1... + a1x +

a0 | n ∈ N, ai ∈ F, an 6= 0}. Para f(x) = anx
n + an−1x

n−1... + a1x + a0 ∈ F [x] se

define n ∈ N como el grado del polinomio f(x). El problema fundamental al tra-

bajar con polinomios se reduce a la búsqueda de sus ráıces, al campo (de extensión)

donde estas viven y su relación con el campo de coeficientes F que llamamos campo

base.

Si tenemos un polinomio f(x) ∈ F [x] de grado n y una ráız a ∈ F entonces

el polinomio puede ser escrito como f(x) = (x − a)h(x) donde h(x) tiene grado

n− 1. Notamos entonces una relación entre la factorización y las ráıces: la existencia

de ráıces garantiza una factorización en F [x]. Por lo anterior, dicho polinomio f(x)

puede tener a lo más n ráıces distintas. Una noción fundamental es la de polinomio

irreducible: un polinomio p(x) ∈ F [x] es irreducible si no se puede factorizar como

producto de 2 o más polinomios de grado ≥ 1. Estos son los elementos atómicos de

F [x] o en otras palabras los polinomios primos, en el sentido de que todo polinomio

se puede factorizar en un producto de polinomios irreducibles [10]. Notamos inmedia-

tamente que los polinomios de grado 1 son siempre irreducibles y que un polinomio

irreducible de grado ≥ 2 no tiene ráıces en F .
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Consideremos la factorización del polinomio (x2 + 1) ∈ R[x]: (x− i)(x+ i). Esta

factorización está realizada en C[x] donde decimos que el polinomio es reducible,

pero limitando nuestra atención a R[x], donde no existe el coeficiente imaginario

de los polinomios x ± i, el polinomio es entonces irreducible; fue necesario ir más

allá del campo base dado. La noción de irreducibilidad depende ı́ntimamente del

campo base. Decimos que un campo E es una extensión del campo F si lo contiene

como subcampo, simbólicamente E ≥ F . En el contexto de este trabajo denotamos

a una extensión E de F como E/F .

Una primer pieza fundamental de esta teoŕıa es el teorema de Kroenecker

que nos dice que para todo polinomio f(x) ∈ F [x] existe una extensión E/F donde

este polinomio tiene una ráız. Para encontrarla factorizamos f(x) en irreducibles y

construimos una extensión donde alguno de sus factores, digamos p(x), tenga una

ráız. La construcción de dicha extensión es muy simple: realizamos el cociente de

F [x] por el ideal generado por este polinomio irreducible, que denotamos < p(x) >.

Resulta que todo polinomio irreducible genera un ideal maximal, cuyos cocientes en

anillos conmutativos con unidad resultan en un campo [10]. Definimos entonces la

extensión como el cociente E = F [x]/ < p(x) >. Nuestro campo base F posee una

imagen isomorfa en E bajo la proyección canónica π : F [x] −→ F [x]/ < p(x) >= E,

viendo a F ⊆ F [x] como el conjunto de polinomios de grado 0. Aśı tenemos que E

es una extensión de F y además

p(ξ) = p(x+ < p(x) >) = p(x)+ < p(x) >= 0 en E

por lo que el elemento ξ = π(x) = x+ < p(x) > ∈ E es una ráız de p(x), entendiendo

a x como una variable en E.

Dada una extensión E/F podemos considerar la dimensión de E como espacio

vectorial sobre F , a esta cantidad le llamamos grado de la extensión y denotamos

por [E : F ], en el caso de que la dimensión sea finita (que es el que nos concierne) se

dice que se tiene una extensión finita E/F . Para la extensión E = F [x]/ < p(x) >

que acabamos de construir, el grado de E/F se corresponde con el grado del polinomio

p(x). Para verlo supongamos que p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n es irreducible;
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podemos interpretar al cociente por < p(x) > como la identificación del polinomio

p(x) con el cero, haciendo cero a todo polinomio que lo tenga como factor (es decir

a todo < p(x) >), esto es a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n = 0, que reescribimos como

xn = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bn−1x

n−1, donde bi = −ai/an

La ecuación anterior nos permite reducir cualquier polinomio a un representante

de grado ≤ n−1, visto como elementos de E. En otras palabras: cada clase lateral en

E, de la forma, f(x)+ < p(x) >, contiene un representante de grado < n, pues para

cada polinomio f(x) podemos realizar el algoritmo de la división sobre p(x) en F [x]

que nos dice que f(x) = a(x)p(x) + b(x) con grado(b(x)) < grado(p(x))= n, siendo

b(x) el representante en cuestión. Las operaciones en E están dadas por la suma y

producto de polinomios módulo p(x), lo que permite la existencia de inversos a pesar

de su inexistencia en general en F [x]. Todo esto implica que la imagen del conjunto

{1, x, ..., xn−1} bajo la proyección π genera a todo E, de modo que si escribimos

ξ = π(x) = x+ < p(x) > se tiene que E es generado por {1, ξ, ..., ξn−1}. Este conjunto

es linealmente independiente, y en consecuencia una base: de otra forma podŕıamos

construir un polinomio en F [x] de grado menor que n =grado(p(x)), digamos h(x),

con ξ como ráız. Esto lo hacemos usando los coeficientes de una combinación lineal

que muestre la dependencia lineal. Luego, el algoritmo de la división aplicado a p(x)

y h(x) nos dice que p(x) = a(x)h(x) + b0(x), con grado(b0(x))<grado(h(x))< n,

expresión que al evaluarse en ξ nos da b0(ξ) = 0. Luego aplicando nuevamente el

algoritmo de la división a p(x) y b0(x) obtenemos b1(x) con b1(ξ) = 0 y cuyo grado es

menor al de b0(x). Este proceso nos da por inducción una cadena infinita descendente

de naturales, dada por los grados de los consecutivos polinomios bi(x), i ∈ N , y por

tanto una contradicción. Esto demuestra que {1, ξ, ..., ξn−1} es una base y que p(x)

es el polinomio de menor grado que tiene a ξ como ráız. Esta demostración nos

servirá más adelante para definir el polinomio mı́nimo asociado a un elemento de la

extensión. A su vez notamos que bajo esta construcción se tiene que

[E : F ] = n

Un resultado importante y sencillo dice que si tenemos extensiones finitas en

cadena E/L/F (es decir E ≥ L ≥ F ) entonces [E : F ] = [E : L][L : F ]. Decimos



1.1. EXTENSIONES FINITAS Y EXTENSIONES ALGEBRÁICAS 5

que L es un campo intermedio de la extensión finita E/F . La demostración es un

simple conteo al expresar los elementos de cada espacio en términos de una base. Por

inducción este resultado se extiende a cualquier cadena finita de extensiones finitas

Fn/Fn−1, ..., F2/F1 resultando en: [Fn, F1] = [Fn, Fn−1]...[F2, F1].

Si tenemos una extensión E/F y un elemento α ∈ E podemos considerar al

campo mı́nimo que contenga tanto a F como a α, que denotamos por F (α). Esta

es una extensión de F contenida en E, lo que es decir que se trata de un campo

intermedio de la extensión E/F , y toda extensión de este tipo (obtenida a partir de

la adjunción de un elemento) es llamada extensión simple. Resulta que si α ∈ E
es ráız de un polinomio irreducible sobre F , entonces F (α) es isomorfo a la extensión

que encontramos en la prueba del teorema de Kroenecker, es decir

F (α) = F [x]/ < p(x) >

esto implica en particular que cualquier ráız de p(x) es algebráicamente indistinguible

de las demás, en el sentido de que producen extensiones isomorfas. Esto tiene que

ver con el hecho más general de que un isomorfismo de campos ϕ : F −→ F ′

induce a su vez un isomorfismo ϕ∗ : F [x] −→ F ′[x] de los correspondientes anillos de

polinomios, actuando en cada polinomio coeficiente a coeficiente, que se restringe a

un isomorfismo de < p(x) > con el ideal < ϕ ∗ (p(x)) = p′(x) >, de modo que los

correspondientes espacios cociente son también isomorfos. Entonces para una ráız α

de p(x) y una ráız β de p′(x) podemos extender ϕ a un isomorfismo τ : F (α) −→
F ′(β), incluido el caso en que F ′ = F y ϕ = IdF , que nos dice ya que las distintas

ráıces de un mismo polinomio nos dan extensiones isomorfas.

La discusión anterior nos lleva al siguiente concepto: decimos que α ∈ E/F es un

elemento algebráico sobre F si existe un polinomio en F [x] que lo tenga como ráız.

Una extensión algebráica es aquella en que todos sus elementos son algebráicos.

En este respecto hay una proposición útil que nos dice que a todo α ∈ E algebráico

sobre F es posible asociarle un único polinomio irreducible mónico (es decir, con

su coeficiente de mayor grado igual a 1) denotado por mα,F (x) y que llamamos el

polinomio mı́nimo de α en F [x] [5]. Esto es intuitivamente claro, pues si α es ráız
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de un polinomio en F [x] entonces es ráız de alguno de sus factores irreducibles, el

cual queda caracterizado módulo una constante (gracias al algoritmo de la división

y el argumento del descenso infinito usado anteriormente). Colapsamos esta última

libertad al exigir que el polinomio sea mónico. Todo polinomio en F [x] que tenga a

α como ráız tendrá a mα,F (x) como factor (irreducible). Entonces tenemos que para

todo elemento α ∈ E algebráico sobre F se cumple

F (α) = F [x]/ < mα,F (x) >

Aún más, para α ∈ E con E/F finita, de grado n, el conjunto {1, α1, ..., αn}
es linealmente dependiente sobre F por tener n + 1 elementos, lo que nos dice que

existen coeficientes bi no todos cero tales que

b0 + b1α + ...+ bnα
n = 0

de modo que α ∈ E es algebráico. Hemos probado que toda extensión finita es

algebráica. A su vez tenemos que para una extensión arbitraria E/F si α ∈ E es

algebráico entonces F (a)/F es una extensión finita cuyo grado es el grado de mα,F (x).

Por otro lado el conjunto de elementos algebráicos de una extensión E/F (arbi-

traria) forman un campo: para α, β ∈ E elementos algebráicos distintos de cero, los

elementos αβ, α±β y α/β son algebráicos también pues forman parte de la extension

F (α, β) := F (α)(β) finita, que por lo visto anteriormente es algebráica. Hemos de

notar que del grado de la extensión [F (α, β), F ] está acotado por el producto de los

grados de los correspondientes elementos α, β ∈ E. En general podemos construir

para un conjunto finito {αi} de elementos de E/F la extensión F (α0, α1, ..., αn) que

resulta finita por inducción pues la adjunción de cada elemento algebráico nos da

una extensión finita acotada por el grado de su polinomio mı́nimo, se tiene incluso

el converso de esta afirmación: Si una extensión es finita entonces es generada por la

adjunción de un número finito de elementos algebráicos [5].
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1.2. Campo de Descomposición y Extensiones Se-

parables

El teorema de Kroenecker nos permite encontrar para cada polinomio f(x) ∈ F [x]

una extensión de F en la cual podemos expresarlo como producto de polinomios li-

neales: en la demostración del teorema construimos E0 = F (ξ) ≥ F de modo que

f(x) = (x− ξ)f1(x) donde ξ es una ráız de f(x), luego si f1(x) se expresa como pro-

ducto de polinomios lineales entonces hemos acabado, de otra forma factorizamos el

polinomio en polinomios irreducibles y realizamos el proceso nuevamente, constru-

yendo una extensión E1 donde algún factor irreducible no lineal tenga una ráız. Esto

nos da un algoritmo en cadena, descendente sobre el grado del polinomio inicial, que

después de un número finito de pasos nos lleva a una extensión donde el polinomio se

descompone en polinomios lineales. A esta extensión se le llama el campo de des-

composición del polinomio f(x). En este caso el grado de la extensión está acotado

por el producto de los grados de los factores irreducibles no lineales, por lo visto en

el párrafo anterior.

Podemos extender cualquier isomorfismo entre campos a un isomorfismo entre

las correspondientes extensiones de descomposición pues sabemos que la adjunción

de cada ráız nos da un isomorfismo entre las correspondientes extensiones simples,

aśı que podemos hablar de EL campo de descomposición (salvo isomorfismo) del

polinomio f(x) ∈ F [x] [5].

Un resultado importante dependiente del lema de Zorn es la existencia, para

todo campo F , de una cerradura algebráica (denotada por F )[10]. La cerradura

algebráica de F es un campo algebráicamente cerrado, es decir que contiene

todas las ráıces de los polinomios con coeficientes en el mismo campo, que contiene

a F . Su construcción equivale a la extensión sucesiva del campo base al campo de

descomposición de cada polinomio en F [x]. Es por la imposibilidad de llevar cuenta

de todas estas extensiones por las que el lema de Zorn es necesario para garantizar su

existencia para cualquier campo. Siempre que trabajamos con ráıces de polinomios

podemos suponer que estamos manipulando elementos en la cerradura algebráica en
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la cual tiene lugar nuestro discurso.

Sea f(x) ∈ F [x]; sobre su campo de descomposición podemos construir una

expresión de la forma

f(x) = α0(x− α1)n1(x− α2)n2 ...(x− αk)nk

donde α0 ∈ F y α1, α2, ..., αk son elementos distintos del campo de descomposición

que corresponden a las ráıces del polinomio (de modo que el campo de descomposición

es justamente F (α1, ..., αk)). Decimos que αi es una ráız múltiple si ni > 1 y ráız

simple si ni = 1.

Decimos que tenemos un polinomio separable si todas sus ráıces son simples.

Tenemos un método eficiente para saber si un polinomio es o no separable: f(x) tiene

una ráız múltiple α si y sólo si mα,F (x) divide a f(x) y Df(x), donde Df(x) es la

derivada de f(x) [5]. La derivada puede ser definida, en este contexto polinomial,

en términos puramente algebráicos: para f(x) =
∑n

0 anx
n su derivada es Df(x) =∑n

0 nanx
n−1. En particular, f(x) es separable si y sólo si es primo relativo con su

derivada.

Tenemos toda una clase importante de polinomios separables: todo polinomio

irreducible sobre un campo de caracteŕıstica cero (como R o C), pues la derivada de

un irreducible p(x) de grado n es un polinomio de grado n− 1, que es primo relativo

a p(x) por su irreducibilidad. Para este tipo de campos tenemos que un polinomio es

separable si y sólo si es producto de polinomios irreducibles distintos módulo factores

constantes [5]; en efecto 2 irreducibles distintos módulo factores constantes no pueden

compartir ráız ya que esto implicaŕıa que el polinomio mı́nimo de esta ráız divide

a ambos polinomios y entonces cada uno difiere por una constante del polinomio

mı́nimo por ser irreducibles, contradiciendo el ser distintos módulo constantes.

Una extensión separable es aquella donde todos los elementos son ráız de

un polinomio separable. Del párrafo anterior deducimos que todas las extensiones
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de campos de caracteŕıstica cero son separables pues cada elemento es ráız de su

polinomio mı́nimo, que por ser irreducible es también separable.

Ahora podemos investigar algo más profundo sobre el tamaño del grupo de

automorfismos de los campos de descomposición. Sea f(x) ∈ F [x] y E su cam-

po de descomposición. Hemos mencionado como podemos extender un isomorfismo

ϕ : F −→ F ′ a un isomorfismo entre los correspondientes campos de descomposi-

ción σ : E −→ E ′. Mostraremos por inducción (sobre el grado de la extensión) que

el número de tales extensiones de isomorfismos es menor o igual a [E : F ], con la

igualdad dándose sólo cuando f(x) es separable.

Esta demostración se centra en contar las extensiones al campo de descompo-

sición, primero contando las extensiones del isomorfismo ϕ a un isomorfismo τ de

extensiones simples intermedias y luego las extensiones de estos isomorfismos τ a iso-

morfismos σ de los campos de descomposición, para los cuales aplicamos una hipótesis

de inducción sobre el grado de f(x). Enlistamos las transformaciones pertinentes a

este argumento para su referencia rápida:

ϕ : F −→ F ′ induce un isomorfismo ϕ̂ : F [x] −→ F ′[x] donde ϕ̂ : f(x) 7−→
f ′(x) y para un factor irreducible ϕ̂ : p(x) 7−→ p′(x).

σ : E −→ E ′ extensión de ϕ entre los campos de descomposición.

τ : F (α) −→ F ′(β) con τ : α 7−→ β. Tomando α y β ráıces de p(x) y p′(x)

respectivamente y τ := σ|F (α) es un isomorfismo que también extiende a ϕ.

F ≤ F (α) ≤ E , F ′ ≤ F ′(β) ≤ E ′.

En el caso [E : F ] = 1, se tiene que E = F y E ′ = F ′ y por tanto sólo hay

una extensión σ = ϕ. Si [E : F ] > 1 entonces f(x) tiene por lo menos un factor

irreducible p(x) de grado > 1, con su correspondiente p′(x) factor de f ′(x). Sea α es

una ráız fija de p(x). Si σ es una extensión arbitraria de ϕ, entonces restringida a

F (α) es un isomorfismo τ con algún subcampo de E ′. Este isomorfismo está comple-

tamente determinado por su efecto en α, es decir por τ(α), que es necesariamente
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una de las ráıces de p′(x). De forma inversa para cada ráız β de p′(x) podemos ex-

tender ϕ a un isomorfismo τ que manda α en β. Tenemos entonces tantas posibles

extensiones τ como ráıces distintas de p′(x) y, como el grado de p(x) y p′(x) es igual

a [F (α) : F ], esta cantidad esta acotada por [F (α) : F ] siendo igual si y sólo si p(x)

(o equivalentemente p′(x)) es separable.

Como E también es el campo de descomposición de f(x) sobre F (α), y E ′ de f ′(x)

sobre F ′(β), junto con [E : F (α)] ≤ [E : F ], podemos aplicar la hipótesis de inducción

que nos dice que el número de extensiones de τ a σ es menor igual que [E : F (α)]

con igualdad si f(x) tiene ráıces distintas. Al tener [E : F ] = [E : F (α)][F (α) : F ],

y usando el hecho de que el número total de extensiones de ϕ a σ se corresponde

al producto del número de extensiones de ϕ a τ multiplicado por el número de τ

a ϕ, se sigue finalmente que el número de extensiones de ϕ a σ es menor igual que

[E : F ] con la igualdad si y sólo si p(x) y f(x) tienen ráıces distintas, i.e. que f(x)

es separable sobre F (pues p(x) es factor suyo).

Para el caso particular en que F = F ′ (y por consiguiente E = E ′) en lugar de

isomorfismos hablamos de automorfismos, es decir isomorfismos de un espacio en

śı mismo, que fijan el campo F . Aśı el resultado anterior nos dice que si E es el

campo de descomposición sobre F del polinomio f(x) ∈ F [x], entonces

|{automorfismos de E que fijan F}| ≤ [E : F ]

con igualdad si y sólo si f(x) es separable.

1.3. Automorfismos y Correspondencia de Galois

El conjunto de automorfimos de un campo forman un grupo bajo la composición y

en el caso de una extensión E/F nos interesa el subgrupo de automorfismos que dejan

fijo el campo base F , que denotamos por Aut(E/F ). Inversamente a cada subgrupo

de automorfismos G ≤ Aut(E) podemos asociarle el conjunto de elementos que

permanecen fijos bajo todos elementos del subgrupo, que resulta ser un subcampo

K ≤ E, conocido como el campo fijo de G. A esta mutua asignación entre grupos

y campos se le llama correspondencia de Galois.
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Al fijarse los elementos de F bajo la acción de σ ∈ Aut(E/F ) la transformación

inducida σ∗ : F [x] −→ F [x] por cada automorfismo es la identidad, de modo que si

α ∈ E es ráız de f(x) ∈ F [x] entonces σ(α) es a su vez ráız de f(x). Esto nos dice

que los elementos de Aut(E/F ) permutan las ráıces de cada polinomio f(x) ∈ F [x].

A dos elementos relacionados de esta forma les llamamos conjugados.

Claramente la correspondencia de Galois invierte las inclusiones, es decir:

Si F1 ≤ F2 ≤ E entonces Aut(E/F2) ≤ Aut(E/F1) ≤ Aut(E).

Si G1 ≤ G2 ≤ Aut(E) entonces K2 ≤ K1 ≤ E, donde Ki es el campo fijo de Gi.

Veremos el mismo resultado al que llegamos para el campo de descomposición al

final de la sección anterior, ahora para una extensión finita arbitraria. Cambiando el

énfasis de las extensiones de isomorfismos a la estructura de grupo de los automor-

fismos demostraremos que el número de automorfismos asociados a una extensión

finita arbitraria cumple

|Aut(E/F )| ≤ [E : F ]

con igualdad si y sólo si F es el campo fijo de Aut(E/F ) (pues en principio este grupo

puede fijar un campo más grande que contenga a F ), en lugar de la condición sobre

la separabilidad de un polinomio.

Suponiendo que G = Aut(E/F ) = {σi}i=ni=1 y restringiendo cada uno a E× :=

E \{0}, vemos que estos automorfismos son distintos como caracteres del subgrupo

multiplicativo E× por lo que son linealmente independientes como funciones del

grupo [1], este resultado es conocido como el lemma de Dedekind. Los caracteres

de un grupo son homomorfismos de este en el subgrupo multiplicativo en un campo,

en este caso de E× en śı mismo. Para un elemento arbitrario v ∈ E esto significa

que una combinación lineal
∑i=n

i=1 x
iσi(v) = 0 con xi ∈ E implica xi = 0 para toda

i ∈ {1, 2, .., n}. Si m = [E : F ] entonces podemos tomar una base {ωj}j=mj=1 ⊂ E, de

modo que v =
∑j=m

j=1 a
jωj, con aj ∈ F . Sustituyendo esto en la anterior expresión de

las σi llegamos a la expresión
∑

i x
iσi(
∑

j a
jωj) = 0 que, gracias a que las σi abren
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sumas por ser automorfismos, podemos ver como la suma de m ecuaciones lineales

de la forma
∑

i x
iσi(a

jωj) = aj
∑

i x
iσi(ωj) = 0 con n incógnitas xi. Aśı construimos

un sistema de m ecuaciones
∑

i x
iσi(ωj) = 0. Si, contrario a nuestra afirmación,

suponemos que n = |Aut(E/F )| > [E : F ] = m entonces existiŕıa una solución no

trivial del sistema que resulta a su vez, siguiendo la construcción en reversa, en una

combinación no trivial de
∑

i x
iσi(v) = 0, contradiciendo la independencia lineal.

Más aún, ahora procedemos a demostrar por reducción al absurdo que si F es

precisamente el campo fijo de G = Aut(E/F ) = {σi}i=ni=1 entonces |G| = [E : F ].

Supongamos pues la negación de esta proposición, que dado el resultado anterior

corresponde a n = |G| < [E : F ] = m. Existen entonces más de n elementos de E

linealmente independientes sobre F , de modo que podemos tomar n + 1 elementos

{aj}j=n+1
j=1 linealmente independientes sobre F . Supongamos sin perder generalidad

que σ1 = Id es el elemento neutro del grupo. El sistema de n ecuaciones (indexadas

por i)
∑

j xjσi(aj) tiene n+1 incógnitas {xj}, por lo que existe una solución no-trivial

{βj}. Por lo menos alguna βj debe estar fuera de F , ya que de otra manera la primera

ecuación
∑

j βjσ1(aj) =
∑

j βjaj contradiŕıa la independencia lineal de las aj. De

todas las soluciones βj de este sistema elijamos una con el menor número de elementos

distintos de cero y sea r tal mı́nimo. Renumerando los ı́ndices de dicha solución si

es necesario, podemos suponer que β1, ..., βr son distintos de cero. Dividiendo las

ecuaciones por βr podemos suponer además que βr = 1. Por lo que hemos ya dicho,

algún elemento en {β1, ..., βr−1, 1} no está en F , supongamos β1 /∈ F . Entonces el

sistema está dado ahora por ecuaciones

j=r∑
j=1

βjσi(aj) = 0 (1.1)

Como β1 no está en F , siendo este el campo fijo bajo el grupo G, existe un

elemento σ0 ∈ G tal que σ0(β1) 6= β1. Aplicando σ0 a las ecuaciones el sistema queda

invariante, con coeficientes σ0(βj), pues σ0 simplemente permuta las σi y por ende

las ecuaciones. Nos queda
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∑
j

σ0(βj)σi(aj) = 0 (1.2)

Sustrayendo (1.2) de (1.1) obtenemos:
∑j=r

j=1[βj − σ0(βj)]σi(aj). Como βr = 1 el

término j = r de cada ecuación se cancela, tenemos entonces:

j=r−1∑
j=1

[βj − σ0(βj)]σi(aj) = 0

Esto nos da una solución no trivial al sistema original, con x1 = β1− σ0(β1) 6= 0,

con menos que r variables xi no todas cero, contradiciendo nuestra elección de r. Por

tanto |G| = [E : F ].

Aśı, para un subgrupo G ≤ Aut(E) y su campo fijo K, sabemos que G = Aut(E/

K), lo que implica a su vez que dos distintos subgrupos de Aut(E) tienen distintos

campos fijos. Cuando una extensión E/F cumple |Aut(E/F )| = [E : F ], decimos que

es una extensión de Galois y denotamos al grupo de automorfismos por Gal(E/

F ), el grupo de Galois de la extensión E ≥ F , para hacer énfasis en el hecho de

que se tienen suficientes automorfismos.

Existe un teorema importante que nos caracteriza las extensiones de Galois: Una

extensión E/F es de Galois si y sólamente si es el campo de descomposición de un

polinomio separable. De hecho hemos probado al final de la sección anterior que el

campo de descomposición de un polinomio separable es una extensión de Galois, por

lo que resta probar el converso de esta afirmación. Además veremos que si una de

las ráıces α de un polinomio irreducible está en E entonces todas sus ráıces están

en E (pues a priori alguna podŕıa estar en un campo más grande contenido en la

cerradura algebráica de F ) y el polinomio se descompone.

Sea E/F de Galois, p(x) ∈ F [X] irreducible y α ∈ E una ráız. Nuevamente

escribimos G = Aut(E/F ) = {σi}i=ni=1 . Tomemos los elementos α1 := σ1(α) = α,α2 :=

σ2(α), ..., αn := σn(α) (hacemos σ1 = Id , sin perder generalidad). Luego supongamos

que entre ellos hay r ≤ n elementos distintos que volvemos a etiquetar de manera
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que sean los primeros, es decir: α1 = α, α2, ..., αr ∈ E. Por composición cada τ ∈ G
permuta los elementos de G y del campo E dejando fijo al polinomio p(x) (pues

fija F ), por lo que aplicado al conjunto de las α’s simplemente las permuta entre śı.

Entonces estos automorfismos permutan los factores del polinomio

f(x) = (x− α)(x− α2)...(x− αr)

de modo que sus coeficientes pertenecen al campo fijo de G, que es precisamente

F pues la extensión es de Galois, aśı que f(x) ∈ F [x]. Como p(x) es irreducible

y α es ráız de f(x) entonces p(x) divide a f(x), por otro lado todas las α’s son

intercambiables (conjugadas) una a otra por la acción de los automorfismos, de

modo que todas son ráıces de p(x) también, lo que implica a su vez que f(x) divide

a p(x) y que por tanto f(x) = p(x) es un polinomio separable en E (con todas sus

ráıces ah́ı). Además E es una extensión separable de F pues la construcción de este

f(x) es válida para cualquier α ∈ E.

Falta ver que E es el campo de descomposición de algún polinomio separable.

Consideremos una base {ω1, ω2, ..., ωn} de E sobre F y para cada elemento su co-

rrespondiente polinomio mı́nimo pi(x). Por lo que acabamos de probar cada pi(x) es

separable y tiene todas sus ráıces en E. Si tomamos g(x) como el polinomio obtenido

de remover ráıces repetidas del polinomio g0(x) = p1(x)p2(x)...pn(x), entonces tanto

g(x) como g0(x) tienen a E como campo de descomposición. Por tanto E es el campo

de descomposición del polinomio separable g(x).

Cabe notar en el argumento anterior que las ráıces repetidas que quitamos pa-

ra que g(x) fuese separable dependen de la existencia de elementos conjugados en

la base {ω1, ω2, ..., ωn}, pues entonces dos o más elementos comparten un mismo

polinomio mı́nimo. Esta demostración nos dice también que para una extensión de

Galois E/F las otras ráıces del polinomio mı́nimo de cualquier elemento α ∈ E

son precisamente los conjugados del elemento bajo la acción de Gal(E/F ). Ahora,

esto nos indica que las permutaciones válidas de las ráıces del polinomio separable

g(x) que genera la extensión son aquellas que permutan sólo entre ráıces del mismo

factor irreducible. Cada uno de estos factores nos da, como veremos en la siguiente

sección, un subgrupo normal del grupo de Galois. Aśı tenemos un análisis del grupo
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de automorfimos G = Aut(E/F ) de una extensión de Galois como la suma directa

de los grupos de permutaciones de las ráıces de los factores irreducibles de nuestro

polinomio separable g(x). También vemos directamente que si podemos encontrar

un polinomio irreducible con una ráız en E pero con otra ráız fuera (aunque siempre

dentro de la cerradura algebráica), entonces la extensión no puede ser de Galois.

Antes de continuar resumamos esta discusión en 3 caracterizaciones de las exten-

siones de Galois E ≥ F :

|Aut(E/F )| = [E : F ].

El campo fijo de Aut(E/F ) es precisamente F .

Si es el campo de descomposición de un polinomio separable.

1.4. Teorema Fundamental

El llamado teorema fundamental de la teoŕıa de Galois es un compendio

de las relaciones entre los subgrupos del grupo de Galois de una extensión y los

campos intermedios de la extensión, dadas por la correspondencia de Galois. Para

una extensión de Galois E/F y el grupo G := Gal(E/F ), H ≤ G y K := KH el

campo fijo de H, se cumple lo siguiente:

(1) La correspondencia de Galois establece una relación biyectiva entre los campos

intermedios K de la extensión y los subgrupos H del grupo de Galois G.

(2) Esta correspondencia invierte inclusiones.

(3) E/K es una extensión de Galois para todo campo intermedio K, con un grupo

de Galois H.

(4) de modo que [E : K] = |H| y [K : F ] = |G : H|, donde esta última cantidad es

el ı́ndice de H en G.

(5) K/F es de Galois si y sólo si H es un subgrupo normal de G. En este caso

Gal(K/F ) ∼= G/H.
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Vimos en la sección anterior que dos distintos subgrupos de G nos dan distintos

campos fijos, lo que nos dice que esta asignación es inyectiva. Como E/F es Galois,

entonces E es el campo de descomposición de un polinomio separable f(x): de modo

que si K es un campo intermedio arbitrario de la extensión, podemos ver a f(x) como

un polinomio separable en K[x], y nuevamente E es el campo de descomposición, por

lo que E/K es Galois, lo que implica que K es el campo fijo de Aut(E/K) ≤ G, de

modo que la asignación es suprayectiva, demostrando (1). A su vez queda establecido

(3), pues si K = KH es el campo fijo de H entonces H = Aut(E/K). La inversión de

las inclusiones es consecuencia directa de la definición de la correspondencia, cómo

se discutió en la sección anterior, estableciendo (2).

Nuevamente tomando K = KH sabemos que, por ser extensiones de Galois,

[E : K] = |H| y [E : F ] = |G|, lo que nos da [K : F ] = [E : F ]/[E : K] = |G|/
|H| = |G : H|, probando (4).

Nos resta probar (5). Sea K = KH . Para cada σ ∈ Gal(E/F ), σ|K , su restricción

a K, es un isomorfismo con σ(K) ≤ E, un encaje de K en E ≤ F . Conversamente,

sea τ : K −→ τ(K) un isomorfismo de K que fija F , cuya imagen es un campo

τ(K) contenido en la cerradura algebráica F , a esto llamamos un encaje de K (o

más bien un encaje de la extensión K/F ) en F . Resulta que de hecho τ(K) ≤ E

pues la imagen de cada elemento es ráız del mismo polinomio mı́nimo, es decir que

son elementos conjugados, y E contiene a todas estas ráıces por ser una extensión

separable. De modo que podemos extender τ a un automorfismo σ ∈ Gal(E/F ) .

Hemos deducido que todos los encajes de K en F se obtienen de la restricción de

elementos de G.

Por otro lado, dos automorfismos σ, σ′ ∈ G se restringen al mismo encaje de

K = KH si y sólo si σ−1σ′ es la identidad sobre K, lo que es equivalente a decir

que σ−1σ′ ∈ H, pues estos son precisamente los automorfismos que preservan K.

Entonces los encajes están en biyección con las clases laterales de H en G:

|Encajes(K/F )| = |G : H| = [K : F ]
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donde Encajes(K/F ) es el conjunto de encajes de K en la cerradura algebráica F

que fijan a F . Claramente Aut(K/F ) ⊆ Encajes(K/F ) de modo que la extensión

K/F es de Galois si y sólo si todos los encajes son en realidad automorfismos de K,

que es σ(K) = K para todo σ ∈ G. Para dado σ ∈ G el grupo que deja invariante al

campo σ(K) es precisamente la clase de conjugación σHσ−1, pues todos los elementos

de este grupo lo fijan y tiene tantos elementos como [E : σ(K)] = [E : K] = |H|. Por

la naturaleza biyectiva de la correspondencia de Galois, sabemos que dos campos

intermedios de la extensión E/F son iguales si y sólo si los subgrupos de G que los

fijan son el mismo. De modo que σ(K) = K para toda σ ∈ G, lo que implicaŕıa como

mencionamos antes que K/F es de Galois, si y sólo si σHσ−1 = H para toda σ ∈ G,

lo que es decir que H es un subgrupo normal en G.

Ya hemos identificado Encajes(K/F ) con las clases laterales de H en G, de modo

que en este caso el grupo G/H está identificado con el grupo de automorfismos de

la extensión de Galois K/F por la definición de la operación del grupo (que es

simplemente la composición de automorfismos). De modo que G/H ∼= Aut(K/F )

completando la prueba de (5).

Pensemos en lo siguiente: Los subgrupos normales del grupo de Galois Gal(E/F )

nos permiten identificar a todos los campos intermedios K que no salen de śı mismos

tras la acción de una simetŕıa, siendo a su vez simetŕıa de dicho campo intermedio

como extensión del campo base F . Si f(x) ∈ F [x] es el polinomio separable cuyo

campo de descomposición podemos identificar con la extensión de Galois E, entonces

el polinomio separable que define al campo intermedio K es un factor (no necesa-

riamente irreducible) de f(x) en F [x], siempre y cuando su grupo de automorfismos

es normal en Gal(E/F ). Esto sucede pues una extensión de Galois es precisamente

aquella extensión finita que contiene a todos los posibles conjugados de cada elemen-

to.

La no existencia de grupos normales no triviales define al concepto de grupo

simple. En términos intuitivos la simplicidad del grupo significa que no se lo puede

colapsar a un grupo más pequeño. Podemos hablar de un objeto geométrico esencial
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respecto de sus simetŕıas, ya que estas no son a su vez simetŕıas de algún sub-objeto

similar. Cuando tenemos un subgrupo normal el grupo se colapsa al cociente, en

cuyo caso podemos encontrar una extensión de Galois más pequeña. Cuando no es

posible hallar dicho subgrupo normal la extensión de Galois está dada por el campo

de descomposición de un polinomio irreducible (que siempre es separable en el caso

de campos de caracteŕıstica cero), relacionando aśı la irreducibilidad del polinomio

con la simplicidad del grupo.



Caṕıtulo 2

Haces Principales

Los haces principales son estructuras geométricas de una gran riqueza pues en-

capsulan una idea fundamental: la de simetŕıa interna. Un haz se puede pensar como

un espacio en el que cada punto contiene a su vez un espacio interno de estados, que

se observan alineados localmente (véase más adelante las trivializaciones locales) y

en que el paso de un estado a otro, en dicha localidad o punto, está dado por una

simetŕıa. Digamos que esta es una perspectiva desde abajo. Si por otro lado nuestra

perspectiva se ubica desde arriba, el haz corresponde a un espacio que se proyecta

en otro, como un objeto y su sombra. Podemos pensar en una pelota flotando fija en

el aire y la sombra producida por un haz de luz sobre esta: si rotamos la pelota, sin

desplazarla, la sombra es exactamente la misma. Con las simetŕıas internas de un

espacio (la sombra) nos referimos a las simetŕıas de un espacio superior (la pelota)

del que aquel se deriva.

Los haces principales constituyen un foco conceptual de este trabajo, siendo una

realización útil del concepto de simetŕıa. En este caṕıtulo construiremos una intui-

ción acerca de su naturaleza, daremos las definiciones pertinentes y expondremos los

elementos básicos de su estructura.

19
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2.1. Simetŕıas

La teoŕıa de grupos es el lenguaje matemático de las simetŕıas. La palabra

((simetŕıa)) significa etimológicamente ((de la misma medida)). Esta palabra evoca

la noción de armońıa estética y equilibrio. En su acepción más general se refiere a

la relación de correspondencia caracteŕıstica, de equivalencia o identidad entre los

constituyentes de una entidad o entre diferentes entidades. El hablar de simetŕıas,

en el sentido matemático legado por el programa de Erlangen, es hablar de la ac-

ción de un grupo sobre un espacio u objeto geométrico; una simetŕıa es un elemento

del grupo que actúa en dicho espacio. En la siguiente sección daremos la definición

de acción, pero por el momento atendamos a lo que está detrás: nos interesan las

transformaciones de una entidad u objeto que se pueden componer entre śı e invertir.

Estudiamos en el caṕıtulo anterior el grupo de automorfismos de una extensión

que preserva nuestro campo base: los automorfismos son simetŕıas de la extensión, en

el sentido de que preservan las relaciones algebráicas, formando un grupo que actúa

sobre dicha extensión. En este caso nuestro interés está centrado en la propiedad de

tener al campo base como invariante, de modo que el polinomio que manipulamos

también lo sea. Se podrá objetar que un campo no es un objeto geométrico sino

un objeto algebráico. Esta distinción depende de lo que entendemos por geometŕıa.

El programa de Erlangen de Felix Klein es el que da un sentido esclarecedor al

uso de la palabra geometŕıa en el ámbito moderno: su propuesta es un programa

de investigación que caracteriza la geometŕıa como el estudio de invariantes bajo la

acción de un grupo. Sin embargo hay que entender que esta idea tiene limitaciones:

existen contra-ejemplos (clásicos y cuánticos) a esta definición de geometŕıa, es decir

espacios distintos con el mismo grupo de simetŕıas. Se puede incluso sortear este

problema considerando que la diferencia entre espacios con las mismas simetŕıas

difieren a un nivel más primitivo que el geométrico, como por ejemplo en su topoloǵıa.

Con todo esta perspectiva resultará iluminadora en varias ocasiones. El grupo puede

ser definido a partir de estructuras geométricas conocidas directamente o, a la inversa,

definimos las estructuras geométricas como los invariantes de la acción de un grupo.

En otras palabras: Los invariantes pueden ser referidos de forma expĺıcita o impĺıcita.
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Por ejemplo en el plano euclidiano tenemos definida una métrica dada por el

producto interno y a partir de esta podemos considerar el grupo de transformaciones

del plano que preservan dicha métrica. Todos las estructuras que podamos definir

a partir de esta métrica son entonces invariantes de la acción del grupo; ángulos

e incidencias, por ejemplo. Por otro lado, si vamos a retratar un rostro humano

imaginario en el plano buscaremos realizar cercanamente una simetŕıa axial dada

por la reflexión sobre la recta vertical que ha de pasar por el medio de las cejas y la

punta de la barbilla. Esta reflexión junto con la identidad forman un grupo, que de

manera natural define el espacio en que hallaremos ese rostro imaginario.

Los ejemplos del ćırculo y la esfera resultan especiales: estos objetos son de gran

interés por su naturaleza intuitiva como objetos simétricos y la importancia de sus

grupos de simetŕıas. Estos últimos son conjuntos continuos, con estructura topológi-

ca no trivial, representables como grupos de matrices. Para el ćırculo tenemos el

grupo completo de rotaciones alrededor de su centro y las reflexiones por rectas que

pasan por este; topológicamente se trata de dos ćırculos disconexos y es denotado

por O(2). Equivalentemente O(3) es el grupo de simetŕıas de la ésfera, constituidos

por las rotaciones sobre los distintos ejes y las reflexiones por planos ecuatoriales;

topológicamente se trata de dos copias de la π-esfera (una bola 3-dimensional con los

puntos ant́ıpodas de su cáscara esférica identificados). Para ver como se llega a esta

realización geométrica de O(3), consideramos la componente conexa de la identidad:

SO(3). Este es el subgrupo de las rotaciones, o el subgrupo que preserva la orien-

tación del espacio. Lo modelaremos con una bola de radio π centrada en el origen.

En esta bola un punto x distinto del origen corresponde a una rotación de la esfera:

un eje dado por su dirección desde el origen y una magnitud de rotación en radianes

dada por su tamaño en el intervalo (0, π]. El origen entra en correspondencia con

la identidad de la esfera, la simetŕıa que deja todo en su lugar inicial (en la vecin-

dad del origen se encuentran las rotaciones infinitesimales; la continuidad obliga a

la identidad a estar ah́ı). La rotación dada por −x corresponde a una rotación en

el mismo eje que x pero con el ángulo de rotación orientado inversamente. Entonces

toda la linea de π x
|x| a −π x

|x| nos da el rango completo de rotación [−π, π] sobre el
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eje definido por x. Sólo nos resta una ambigüedad: los puntos extremos correspon-

den, respectivamente, a una rotación por π y −π sobre el mismo eje. Estas nos dan

la misma simetŕıa, por lo cuál realizamos la identificación de puntos antipodales.

La π-esfera es el espacio cociente resultante. Este cociente, restringido a la cáscara

esférica, produce el plano proyectivo real. Entonces la π-esfera es un plano proyecti-

vo al que le pegamos una bola abierta. La restante componente conexa de O(3) se

obtiene componiendo todo SO(3) con alguna reflexión por un plano ecuatorial y es

topológicamente una π-esfera también.

Recordemos que O(n) es en general el grupo de transformaciones ortogonales

de un espacio vectorial n-dimensional. Su representación está dada por matrices

cuyos vectores columna forma una base ortonormal del espacio (y cuyo determinante

es igual a 1 ó −1). De forma análoga a los casos de bajas dimensiones anteriores,

este grupo está dado por rotaciones generalizadas (que forman el subgrupo SO(n)), y

reflexiones por hiperplanos. Es a su vez el grupo de simetŕıa de la esfera de dimensión

n − 1. Todos los anteriores grupos nombrados son grupos de Lie, y en particular

ejemplos de los llamados grupos clásicos (de matrices) [3] entre los que se incluyen

por ejemplo Mn×n(R), Mn×n(C) y subgrupos suyos como O(n), SO(n), SL(n,C),

U(n) y SU(N). En un haz principal el grupo de Lie describe los grados internos de

libertad de un espacio base.

2.2. Acción de Grupo

La acción (derecha) de un grupo G sobre un conjunto S se define como una

función S ×G −→ S cuyas imagenes denotamos (x, g) 7−→ x ∗ g y que cumple

(x, e) 7−→ x,∀s ∈ S

(x ∗ g) ∗ h 7−→ x ∗ gh

donde e es el neutro del grupo y g, h ∈ G. Dejando cada valor de g ∈ G fijo produci-

mos un mapeo en el grupo de automorfismos de S que, siendo por ahora un conjunto

sin más estructura, se trata del grupo de permutaciones de sus elementos. De modo
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que la acción se puede definir de manera equivalente a través de un homomorfismo

G −→ Aut(S). Esto es consecuencia directa de las propiedades de la acción. Existe a

su vez la noción de acción izquierda, cuyas propiedades son completamente análogas

a la acción derecha salvo por cambios en la orientación de la notación.

Un ejemplo es la acción (derecha) G × G −→ G dada por la conjugación de

elementos del grupo, es decir: (x, g) 7→ g−1xg. A la imagen del homomorfismo indu-

cido por esta acción, G −→ Aut(G), se le conoce como el grupo de automorfismos

internos de G. Cada elemento en g ∈ G se mapea al automorfismo definido como

g∗(x) = g−1xg, es decir, el que se obtiene de fijar g en la acción de conjugación.

Simples cálculos nos muestran que en efecto esto nos da un automorfismo de G:

g∗(x) = g−1xg = e ⇔ xg = g ⇔ x = e

g∗(x1x2) = g−1x1x2g = (g−1x1g)(g−1x2g) = g∗(x1)g∗(x2)

Cuando el grupo G es conmutativo entonces el único automorfismo interno es la

identidad. Intercambiando los papeles de g y g−1 obtenemos la versión izquierda de

esta acción.

El conjunto de imágenes de la acción a un punto dado x ∈ S por todos los

elementos del grupo constituyen una clase de equivalencia que llamamos la órbita

de x, simbólicamente

Ox = {x ∗ g | g ∈ G}

A su vez definimos el estabilizador de un punto como el conjunto de elementos

en el grupo cuya acción no lo mueve

Lx = {g ∈ G | x ∗ g = x}

Se verifica de inmediato que Lx es un subgrupo de G para cualquier punto x. El

estabilizador nos señala la ambigüedad que hay entre cada punto en la órbita y el

elemento del grupo que lo produce desde el punto x dado. En efecto, supongamos

x∗g = x∗g′ = y para algunos g, g′ ∈ G, de modo que en particular y ∈ Ox, entonces

x ∗ g′ = x ∗ g ⇔ x ∗ g′g−1 = x ⇔ g′g−1 ∈ Lx ⇔ g′ ∈ Lxg
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de modo que tenemos una biyección de conjuntos

Ox ↔ G/Lx

Introducimos ahora algunos adjetivos que caracterizan a una acción: Cuando la

órbita de un punto es todo el conjunto decimos que la acción es transitiva. Si el

estabilizador de todos los puntos es trivial, Lx = {e}, ∀x ∈ S, decimos que la acción

es libre. Mientras que si G −→ Aut(S) es un mapeo inyectivo (sólo e se mapea al

automorfismo identidad) la acción es llamada fiel.

A manera de ejemplo veamos el grupo SO(3) de rotaciones de la esfera. Vista

en representación matricial mediante la elección de una base, la acción está dada

simplemente por el producto de un punto de la esfera, representado por un vector

(columna), por la matriz que representa la rotación. Considerando 2 puntos arbitra-

rios en la esfera y el ćırculo ecuatorial (i.e. aquel obtenido por el corte de un plano

que pasa por el centro de la esfera) que los une, podemos encontrar el eje y ángulo

de rotación para llevar uno en el otro. De modo que esta acción es transitiva. El es-

tabilizador de un punto es el grupo de rotaciones sobre el eje que define dicho punto.

La acción es fiel, pues toda rotación no trivial deja fijo sólo un punto y su ant́ıpoda.

En general la acción de G sobre S se denota usando la yuxtaposición, (x, g) 7→ xg,

siempre que esto no cause confusión con el producto entre elementos del grupo. La

noción de acción izquierda es completamente análoga.

2.3. Grupos de Lie

Los grupos de Lie son la clase de grupos con los que trata la teoŕıa de haces

clásicos (en contraposición a los haces cuánticos que veremos posteriormente). Son

espacios con una doble estructura: una algebráica y otra geométrica. Por un lado es

un grupo y por el otro una variedad suave, donde estas estructuras se encuentran

relacionadas por la condición de que las operaciones del grupo sean funciones suaves

en el espacio. Una función suave es aquella que tiene en su dominio derivadas de

todos órdenes; una variedad suave cumple que las funciones de transición de su atlas
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son suaves. Si llamamos G a nuestro espacio con sus dos estructuras, será un grupo

de Lie si y solamente si la siguiente función es suave:

G×G −→ G

(a, b) 7−→ ab−1

La yuxtaposición de elementos de G corresponde a la operación del grupo, que

llamamos producto (o multiplicación) del grupo. La suavidad de la función es res-

pecto de la estructura diferenciable de G y la estructura diferenciable del producto

cartesiano G×G (dada por el producto de cartas y funciones de transición del atlas

de G). Si fijamos la primera entrada de este mapeo como a = e, tenemos que la

función θ : G −→ G dada por b 7−→ b−1 es también una función suave, que llamamos

la función ant́ıpoda (o de inversión) del grupo, que al ser involutiva es en par-

ticular un difeomorfismo de G. En consecuencia la función que describe el producto

del grupo (a, b) 7−→ ab es dada también por una función suave ρ : G×G −→ G.

Del parrafo anterior podemos deducir que el producto de los elementos del grupo

por un elemento fijo a ∈ G define un difeomorfismo del grupo de Lie G visto como

variedad suave. Llamamos a este la traslación izquierda (derecha) por a y se denota

La (Ra):

La : x 7−→ ax ∀x ∈ G

(Ra : x 7−→ xa)

La invertibilidad de las traslaciones es consecuencia de que su inversa es dada

por el inverso en el grupo: La
−1 = La−1 (Ra

−1 = Ra−1). Tenemos entonces toda

una familia de difeomorfismos indexados por los elementos de G: son simetŕıas de su

aspecto de variedad, obtenidas de su estructura algebráica sin ser simetŕıas en este

aspecto. Sin embargo tenemos los automorfismos internos dados por la conjugación

axa−1 = LaRa−1(x), que vemos en términos de la composición de las funciones sua-

ves e invertibles que acabamos de ver, por lo que estos automorfismos son además

difeomorfismos, siendo entonces simetŕıas de toda la estructura del grupo de Lie.
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El ćırculo y la π-esfera son ejemplos que ya hemos mencionado. El ćırculo es la

variedad subyacente al grupo de rotaciones del plano SO(2), o también al grupo de

complejos unitarios U(1). Los cuaterniones unitarios hacen de la 3-esfera también

un grupo de Lie: Sp(1). El ćırculo S1 y la 3-esfera S3 son los únicos casos entre las

esferas Sn con esta estructura.

2.4. Álgebra de Lie

Por tratarse de un difeomorfismo, la diferencial de La nos da un isomorfismo del

espacio tangente en la identidad Te al espacio tangente en a, Ta. Podemos definir

entonces los campos vectoriales invariantes por la izquierda de la siguiente

manera: Sea X un campo vectorial y Xa el vector definido por este sobre el punto a ∈
G. Decimos que X es invariante por la izquierda si ∀a ∈ G se tiene que DLa(Xe) =

Xa, de modo que el campo invariante es en cierto sentido un campo constante,

obtenido trasladando el vector Xe a todos los puntos de G. En efecto, inversamente

podemos representar cualquier vector Xe en Te como un campo vectorial invariante,

dado por Xa = DLa(Xe) ∀a ∈ G. Todo campo invariante es suave pues la diferencial

de la traslación es un operador que vaŕıa suavemente sobre los elementos del grupo.

De esto resulta que el espacio tangente en la identidad y el conjunto de campos

vectoriales invariantes por la izquierda son espacios vectoriales isomorfos.

Propiedades estructurales del grupo de Lie se pueden observar en una vecindad

infinitesimal del elemento neutro/identidad, donde encontramos a los elementos in-

finitesimales del grupo representados geométricamente por los vectores del espacio

tangente a G en ese punto. De hecho, todo grupo topológico conexo es generado por

una vecindad de la identidad [3]. Esta situación es nueva respecto a la teoŕıa de gru-

pos finitos, donde no hay equivalente natural a los elementos infinitesimales; ahora

entra en juego la llamada teoŕıa local de grupos de Lie. El espacio tangente, Te, es

llamado el álgebra de Lie g del grupo (de Lie) G, que hemos caracterizado como el

espacio de campos invariantes por la izquierda. La no-trivialidad de la conjugación

en el grupo (consecuencia de su no-conmutatividad) se encuentra representada en el

álgebra de Lie por la operación del corchete de Lie, que podemos explicar en el caso
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de grupos de dimensión finita (como los grupos clásicos de matrices) de la siguiente

manera:

Identificando dos elementos, X e Y , del álgebra de Lie como vectores tangentes

en la identidad a curvas suaves parametrizadas A(t) = {aij(t)} y B(s) = {bij(s)} en

un grupo clásico de matrices G de n× n (donde i, j ∈ {1, 2, ..., n}) que pasan por la

identidad, e, en s = t = 0. Esto es simbólicamente

A′(0) =
d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

=

{
d

dt
aij(t)

∣∣∣∣
t=0

}
i,j∈{1,2,...,n}

= X

y

B′(0) =
d

ds
B(t)

∣∣∣∣
s=0

=

{
d

ds
bij(s)

∣∣∣∣
s=0

}
i,j∈{1,2,...,n}

= Y

junto con A(0) = e y B(0) = e.

Para cada t consideramos la curva

Ct(s) = A(t)B(s)A−1(t)

que pasa a su vez por e en s = 0 y produce una curva parametrizada de vectores

tangentes en el álgebra de Lie dada por

D(t) = C ′t(0) = A(t)B′(0)A−1(t) = A(t)Y A−1(t)

Cuyo tangente en t = 0 es a su vez un elemento del álgebra de Lie (un espacio

vectorial es cerrado bajo ĺımites en el caso de dimensión finita), que por regla de la

cadena es precisamente el corchete de Lie de X e Y :

D′(0) = A′(0)Y A−1(0) + A(0)Y (−A−2(0)A′(0)) = XY − Y X = [X, Y ]

El corchete de Lie es una operación que podemos realizar dada una pareja de

campos vectoriales para obtener un tercer campo. Todos los campos suaves sobre una

variedad suave M forman un álgebra de Lie de forma natural denotada por χ(M),

equivalente al conjunto de derivaciones del álgebra de funciones [14]. Cabe mencionar
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que el álgebra de Lie g es una subálgebra de χ(G). En términos de la composición

de derivaciones, el corchete de dos campos vectoriales X y Y es

[X, Y ] = XY − Y X

En general un álgebra de Lie es un espacio vectorial con una operación binaria

bilineal antisimétrica que cumple la identidad de Jacobi, que expresada en corchetes

de Lie para campos X,Y y Z es

[[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0

Al ser un campo vectorial suave sobre el grupo, todo elemento del álgebra de Lie

da lugar una foliación unidimensional en la región (abierta) donde este no se anula

(conformada por el conjunto de las curvas integrales del campo). Podemos introducir

un parámetro t real, que nos permita movernos de forma pareja sobre las hojas (cur-

vas integrales), pasando de una a otra por la traslación por un elemento (finito) del

grupo. El paso de un elemento infinitesimal a un elemento finito del grupo está dado

por una generalización de la función exponencial [14]. Si consideramos el espacio

unidimensional generado por un vector tangente X sobre la identidad, la función ex-

ponencial se encargará de doblarlo sobre el espacio curvo del grupo exactamente en la

hoja de la foliación que pasa por la identidad formando un subgrupo uniparamétrico

de G (cuyas clases laterales son precisamente el resto de las hojas). El álgebra de

Lie de un grupo de Lie nos permite entonces reconstruir la componente conexa de

la identidad. Sin embargo sólo determina el grupo módulo cubierta universal [22].

Revisaremos la noción de foliación en la sección sobre conexiones.

2.5. Definición de Haz

Un haz principal es una triada P (M,G) que consta de una variedad suave P ,

llamada espacio total, sobre la que actúa un grupo de Lie G, llamado el grupo

estructural y una variedad suave M obtenida como el cociente de la acción de G,

llamada espacio base. Son 3 las propiedades que caracterizan al haz principal:

1. El grupo G actúa libremente por la derecha en P .
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2. M es el espacio cociente de P por la relación equivalencia inducida por G,

M = P/G, y la proyección canónica π : P −→M es diferenciable.

3. P es localmente trivial, es decir, cada punto x ∈M tiene una vecindad abierta U

tal que π−1(U) es difeomorfa a U×G en el sentido de que hay un difeomorfismo

ψ : π−1(U) −→ U ×G tal que ψ(u) = (π(u), ϕ(u)) donde ϕ es una función de

π−1(U) en G que satisface ϕ(ua) = (ϕ(u))a.

Notamos al respecto que:

1. Que la acción de G sea libre implica que la órbita de cualquier elemento del

grupo es difeomorfa al grupo G. En el haz tenemos a P foliado en copias de G.

2. La preimagen de cada punto x de M es una órbita completa de la acción de

G, que llamamos la fibra sobre x, lo que es decir π−1(x) ∼= G.

3. La restricción sobre la función ψ nos dice simplemente que las trivializaciones

locales respetan la acción del grupo.

Para relacionar nuestra definición intŕınseca con la construcción del haz por me-

dio de una cubierta abierta necesitamos las funciones de transición (la construcción

a partir de un atlas). El inciso (3) de la definición implica que podemos tomar

una cubierta abierta {Uα} de M para las que π−1(Uα) cuenta con un difeomor-

fismo u 7→ (π(u), ϕα(u)) de π−1(Uα) en Uα × G tal que ϕα(ua) = ϕα(u)a. Vemos

que ϕβ(ua) (ϕα(ua))−1 = ϕβ(u)aa−1 (ϕα(u))−1 = ϕβ(u) (ϕα(u))−1 lo que muestra

que este valor depende sólo de π(u) y no de u. Aśı podemos definir las funciones

ψβα : Uα ∩ Uβ −→ G como ψβα(π(u)) = ϕβ(u) (ϕα(u))−1. Esta función asigna a cada

punto x ∈ Uα∩Uβ un elemento de G que establece la relación entre una trivialización

local y otra: (π(u), ϕα(u))↔ (π(u), ϕβ(u)). La familia de funciones {ψβα} (i.e. para

cada par de conjuntos en la cubierta abierta) son llamadas funciones de transición

del haz P (M,G) correspondientes a la cubierta {Uα}. Estas funciones cumplen:

ψγα(x) = ψγβ(x)ψβα(x) para x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ

Conversamente, si partimos de una variedad M con una cubierta abierta {Uα} tal

que para cada intersección no vaćıa Uα∩Uβ existen las funciones ψβα : Uα∩Uβ −→ G
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de modo que se cumpla la relación anterior entre ellas, entonces podemos construir

un haz principal P (M,G) con funciones de transición {ψβα} [14]. En lo que sigue

usaremos la palabra haz para referirnos a un haz principal.

Es posible también definir los homomorfismos de haces (y hacer de los haces

principales una categoŕıa). Un homomorfismo entre dos haces P (M,G) y P ′(M ′, G′)

es una pareja (f ′, f ′′) dada por un mapeo f ′ : P ′ −→ P y un homomorfismo f ′′ :

G′ −→ G tal que para u ∈ P ′ y a ∈ G′ se cumple f ′(ua) = f ′(u)f ′′(a). Estas

transformaciones son mapeos entre haces que mandan fibras en fibras y por lo tanto

inducen a su vez un mapeo entre las correspondientes bases f : M ′ −→ M . Por

simplicidad se denota a las tres transformaciones por la misma f y escribimos f :

P ′(M ′, G′) −→ P (M,G). Un encaje de variedades suaves es una inmersión (i.e. un

mapeo tal que la diferencial es inyectiva en cada punto) suave, inyectiva y propia (i.e.

en que la preimagen de un subconjunto compacto es compacta), lo que se traduce en

un difeomorfismo con la imagen y que esta misma es una subvariedad del codominio

[12]. Si f : P ′ −→ P es un encaje y f : G′ −→ G es un monomorfismo entonces

decimos que f es un encaje de haces y a su imagen le llamamos un subhaz de

P (M,G), descrito por f(P )(f(M), f(G)).

Un primer ejemplo de haz es el producto P = M ×G de una variedad M con un

grupo de Lie G. La acción de G sobre P es simplemente el producto sobre la segunda

entrada (para g ∈ G y (p, a) ∈ P , la acción está dada por g : (p, a) 7→ (p, ag)).

Se verifican de inmediato todas las propiedades y M resulta el espacio base. A este

haz le llamamos haz trivial. No debe sorprendernos que la trivialidad local de un

haz corresponde precisamente a que todo haz es localmente como el haz trivial, de

hecho es intuitivamente útil pensar a los haces en términos de productos cartesianos

torcidos o curvados.

El ejemplo tradicional es el haz de marcos de una variedad suave M de dimen-

sión m, construido de la siguiente manera: sobre cada punto x ∈M consideramos el

espacio de todas las posibles bases para el espacio tangente a la variedad en ese punto.

El paso de una base a otra esta dada por la acción de un operador en GL(m,R). Al
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fijar una base arbitraria tenemos una correspondencia biuńıvoca entre las distintas

bases y los elementos de GL(m,R), que naturalmente se trata de un difeomorfismo,

siendo aśı G = GL(m,R) el grupo estructural.

Una manera de obtener nuevos haces resulta de la restricción de un haz inicial:

Si tenemos una subvariedad M ′ ⊆ M podemos restringir el haz P (M,G) al haz

π−1(M ′)(M ′, G), donde las fibras se preservan y restringimos la acción del grupo al

espacio π−1(M ′)(M ′, G), a este haz le llama porción del haz P (M,G).

Además podemos introducir toda una clase interesante de haces: partiendo de

un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado (tambien de Lie) H, podemos construir

un haz G(G/H,H). La acción de grupo es el producto en G, y las distintas fibras

se corresponden con las clases laterales de H. En el caso de que H sea normal en

G tendremos que la base es a su vez un grupo de Lie. Retomamos los ćırculos y

las esferas en la fibración de Hopf S3(S2,S1), que es un caso particular de esta

construcción. Lo describiremos paso a paso mediante el álgebra de cuaterniones :

1. La esfera S3 se corresponde con el conjunto de cuaterniones unitarios. Los

cuaterniones H son vectores de R4 vistos de la forma ξ = a + bi + cj + dk,

donde a, b, c, d ∈ R y los elementos i, j, k son considerados unidades imaginarias

cuya multiplicación está dada por las relaciones i2 = j2 = k2 = ijk = −1. El

producto de cuaterniones se sigue de la multiplicación de unidades imaginarias

y el producto de números reales. La condición de unitario se refiere a su norma

como vector de R4, es decir |ξ|2 = a2 + b2 + c2 + d2 = 1. Con respecto a

esta norma el producto de cuaterniones cumple |ξη| = |ξ||η| para ξ, η ∈ H.

Esto implica que el producto por cuaterniones unitarios es una simetŕıa de S3

y en consecuencia la conjugación por un elemento q unitario también lo es:

ξ 7→ qξq−1. Por cierto, tenemos también la conjugación de cuaterniones en el

sentido de una involución ξ = a + bi + cj + dk 7→ a − bi − cj − dk = ξ∗ que

cumple relaciones análogas al caso complejo: ξξ∗ = |ξ|2 y (ξη)∗ = η∗ξ∗. Para

unitarios q ∈ H se cumple que q−1 = q∗

2. Identificamos R3 con el conjunto de cuaterniones imaginarios iR + jR + kR y
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vemos a la esfera S2 en este espacio (como el conjunto de cuaterniones imagi-

narios unitarios). De esta manera los cuaterniones unitarios S3 pueden actuar

en la esfera S2: simples cálculos nos revelan que la conjugación ξ 7→ qξq∗ por

cuaterniones unitarios manda cuaterniones imaginarios en cuaterniones ima-

ginarios, dándonos un homomorfismo de grupos S3 −→ SO(3) cuyo kernel es

{1,−1} (vale la pena mencionar que S3 es isomorfo a SU(2); el homomorfimo

SU(2) −→ SO(3) es bien conocido en mecánica cuántica).

3. Es fácil ver que se puede parametrizar a los cuaterniones unitarios q, escri-

biéndolos como q = Cos(θ) + uSin(θ) donde u es un cuaternión imaginario

unitario, es decir elemento de S2, y θ es real. Además de que bajo la conju-

gación por este elemento obtenemos la rotación de S2 por un ángulo 2θ con

centro en u.

4. Entonces definimos la proyección del haz π : S3 −→ S2, tomando un punto

arbitrario en S2, digamos i, de la forma π(q) = qiq∗. Es decir, la imagen de

nuestro cuaternión unitario q bajo la proyección es la imagen de i bajo la

isometŕıa inducida en S2 por q. Todos los elementos qw para q ∈ S3 y w ∈
{Cos(θ) + iSin(θ) | θ ∈ R} ⊂ S3 constituyen precisamente la fibra por q

de esta proyección: si π(q) = π(p) tenemos qiq∗ = pip∗ ⇔ p∗qiq∗p = i ⇔
p∗qi(p∗q)∗ = i, lo que implica que la isometŕıa inducida por p∗q tiene la forma

w = Cos(θ) + iSin(θ) de modo que p = wq y en efecto π(qw) = (qw)i(qw)∗ =

qwiw∗q∗ = qiq∗ = π(q). Aśı podemos ver la proyección π como la función

cociente definida por la acción derecha de S1 = {Cos(θ) + iSin(θ) | θ ∈ R}
sobre S3 dada por el producto cuaterniónico q 7→ qw.

2.6. Haz Asociado

Existe la noción más general de haz fibrado [3], donde la fibra puede ser distinta

del grupo estructural, y el caso particular de los haces vectoriales en donde las fibras

son espacios vectoriales. Es posible derivar estas estructuras a partir de la teoŕıa de

haces principales mediante la construcción de un haz asociado como sigue:
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Partimos de un haz principal P (M,G) y una variedad F en que G actúa por la

izquierda. La idea es que haremos de F la fibra estándar (es decir, la preimagen de

cualquier punto en la base bajo la proyección, salvo difeomorfismo) definiendo un

nuevo espacio total y una proyección sobre la misma base, construyendo este nuevo

haz con las trivializaciones locales del haz principal original. Sobre el producto P ×F
definimos la acción de g ∈ G por (p, f) 7→ (pg, g−1f). Llamemos E = P ×G F al

espacio cociente que resulta de esta acción y por el momento lo consideramos sólo

un conjunto hasta que le demos una estructura diferencial apropiada.

Ahora definimos lo que será nuestra nueva proyección a través de la proyección

principal π : P −→ M , primero extendiéndola a P × F −→ M componiendo la

proyección al primer término con π obteniendo (p, f) 7→ π(p) y luego induciendo la

correspondiente proyección sobre el cociente πE : E −→ M . Llamamos a π−1
E (x) la

fibra de E sobre x ∈ M . Para cada x ∈ M existe una vecindad U ⊆ M en donde el

haz principal se trivializa, es decir π−1(U) ' U ×G. Entonces podemos identificar a

π−1
E (U) con el cociente de U×G×F por la acción definida anteriormente, ahora vista

localmente en π−1(U)×F como (x, g, f) 7→ (x, gh, h−1f) para h ∈ G. Aśı se sigue que

el difeomorfismo π−1(U) ' U ×G induce un difeomorfismo π−1
E (U) ' U × F [14]. A

través de estas trivializaciones locales podemos inducir una estructura diferenciable

para E usando las subvariedades abiertas π−1
E (U) para una cubierta abierta apropiada

de M . Con esta estructura notamos que la proyección πE es una función diferenciable.

Para cada elemento (p, f) ∈ P × F denotamos por pf a su clase de equivalencia

en el cociente P ×G F y por su definición se cumple que

(pg)f = p(gf)

Aśı podemos ver a cada p ∈ P como un mapeo que manda a cada f ∈ F en

pf ∈ E y en consecuencia de F en Fx = π−1
E (x), donde x = π(p). Un isomorfismo

entre dos fibras Fx = π−1
E (x) y Fy = π−1

E (y) es un mapeo que se pude representar

como q ◦ p−1, donde p ∈ π−1(x) y q ∈ π−1(y) son vistos mapeos de F en Fx y Fy

respectivamente. Entonces cada automorfismo de la fibra Fx (isomorfismo de la

fibra en śı misma) se puede ver como q ◦ p−1, donde los elementos pertenecen a la
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misma fibra (p, q ∈ π−1(x)) lo que nos dice que q = pg para una única g ∈ G y el

automorfismo se expresa como p◦g ◦p−1 para un elemento fijo arbitrario p ∈ π−1(x),

de modo que el grupo de automorfismos de la fibra está dado por G como grupo

estructural.

Hemos construido entonces el haz fibrado asociado con fibra F al haz principal

P (M,G), que se denota por E(M,F,G, P ). Se tiene a E = P ×G F como espacio

total, πE la proyección sobre la base M y G el grupo estructural.

El ejemplo paradigmático es el haz tangente a una variedad M de dimensión n

(donde M es la base y las fibras son el espacio tangente a esta sobre cada punto)

como haz asociado al haz de marcos sobre M tomando por fibra a F = Rn con la

acción izquierda de G = GL(m,R) dada naturalmente, pues este es el grupo de sus

simetŕıas lineales como espacio vectorial. Ver [14].

2.7. Conexión

Dado un haz principal P (M,G) se tiene una distribución intŕınseca dada por los

espacios tangentes a las fibras {Vp}p∈P . Una distribución es una asignación (suave)

de subespacios vectoriales al espacio tangente sobre los puntos de una variedad; se

trata de un arreglo de direccionamientos de cualquier dimensión. La dimensión es

una invariante topológica aśı que esta no cambia para una distribución sobre las

componentes conexas de la variedad, por lo que podemos definir la dimensión de

una distribución sobre una componente como la dimensión de los subespacios que la

definen en esta. Una conexión en un haz principal es una distribución suave {Hp}p∈P
complementaria a esta distribución intŕınseca, en el sentido de que TpP = Vp ⊕Hp.

Además esta distribución debe portarse bien bajo la acción del grupo, es decir

Hpg = Rg∗Hp

donde Rg∗ es la diferencial de la acción derecha de g ∈ G. En otras palabras: se

requiere que la conexión sea invariante bajo la acción del grupo. Pensando en las

fibras como espacios verticales del haz (pues se encuentran sobre cada punto de la
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base) la conexión nos permite movernos de una forma determinada de una fibra a

otra de forma horizontal. Una forma de caracterizar a los espacios verticales {Vp}p∈P
es como el núcleo de la diferencial de la proyección vista como función entre los

correspondientes haces tangentes, dπ : TP −→ TM . Los espacios horizontales son

entonces isomorfos bajo esta proyección a los espacios tangentes de la base, de modo

que para cada vector tangente a un punto en la base podemos asignarle un único

vector tangente horizontal a cada punto de la fibra. A su vez cada campo vectorial (y

vector) en TP se puede descomponer en sus componentes vertical y horizontal. Para

tener la noción de movimiento horizontal en el haz, una noción geométrica primitiva,

basta explicar el procedimiento del levantamiento de curvas por la conexión:

Dada una curva γ con extremos en {x, y} y la porción del haz sobre ella podemos

levantar los vectores tangentes a una distribución 1-dimensional, que siempre es

integrable en dicha porción (por el teorema de existencia y unicidad de soluciones

para ecuaciones diferenciales). Partiendo de un punto arbitrario en la fibra π−1(x)

seguimos la curva integral hasta llegar a un punto determinado en la fibra π−1(y). Es

claro que cada una de estas curvas (una por cada elemento en la fibra) se proyecta

bajo π a la curva original γ. Aśı estas curvas unen a las fibras de forma horizontal por

las cuales podemos realizar el transporte paralelo de vectores de la fibra π−1(x) a la

fibra π−1(y), lo que antes mencionamos intuitivamente como movimiento horizontal.

Aśı pues una conexión en efecto conecta las distintas fibras en forma espećıfica a lo

largo de una curva en el espacio base.

En esta discusión está impĺıcito un concepto que mencionamos al final de la

sección sobre álgebras de Lie, hablamos entonces de foliaciones. Estas son esen-

cialmente particiones de una variedad suave en variedades disjuntas de dimensión

constante localmente: en el caso 1-dimensional hablamos del conjunto de curvas in-

tegrales de un campo suave que no se anule en ningún punto. La integrabilidad

de una distribución se refiere a la existencia de una foliación (maximal) de la varie-

dad tal que los espacios tangentes a las hojas (estas son las distintas componentes

conexas de la foliación) son precisamente los subespacios de la distribución, de la

misma forma en que las curvas integrales tienen como tangentes al campo que las
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define [16].

La integrabilidad de una distribución suave está caracterizada por el teorema

de Frobenius. Sabemos que sobre una variedad M el espacio de todas los campos

vectoriales χ(M) forma un álgebra de Lie. La condición de integrabilidad dada por

este teorema es que el subespacio de campos vectoriales restringidos a la distribución

en cuestión sea además una subálgebra de Lie. Esto es decir que el corchete de Lie de

dos campos vectoriales contenidos en la distribución sea un campo también contenido

en ella. No siempre es posible integrar la distribución de la conexión (de espacios

horizontales) a diferencia de lo que pasa con los verticales donde las fibras mismas

constituyen la foliación integral. De hecho una condición necesaria y suficiente para

que esto suceda es que el haz tenga curvatura cero [14]. En el caso antes mencionado

de una distribución 1-dimensional arbitraria resulta fácil comprobar la condición del

teorema de Frobenius: dos campos vectoriales en esta distribución se pueden describir

como múltiplos escalares de un mismo campo vectorial ξ, que determina una base

local de los direccionamientos 1-dimensionales. Si los campos en cuestión son fξ y

gξ, donde f y g son campos escalares, se tiene que su corchete es

[fξ, gξ] = (f(ξg) + g(ξf))ξ

el cual es nuevamente un múltiplo escalar de ξ, por lo que la distribución es integrable.

Para un tratamiento más detallado sobre los haces principales, conexión, curva-

tura y el teorema de Froebenius refiero al libro Principal Bundles The Classical Case

por Stephen Sontz [20] publicado recientemente en compañia de un tomo en el que

trata también el caso cuántico de los haces principales [21], mismo que expondremos

en una primera aproximación en esta tesis.



Caṕıtulo 3

Geometŕıa Cuántica

La geometŕıa cuántica es un entorno en que se extiende la noción clásica de

espacio. Cuando hablamos de un espacio, en sentido clásico, queremos decir un

conjunto de puntos dotados de cierta estructura. Por ejemplo, un espacio topológico

es un conjunto de puntos con una topoloǵıa dada por una familia de subconjuntos que

llamamos abiertos. En el caso de un espacio métrico se tiene una función (valuada

en números reales) con parejas de puntos como argumentos, llamada la métrica.

Un espacio de medida toma ciertos subconjuntos como elementos de una sigma-

álgebra para los que tenemos una función de medida valuada en los reales (o a

veces en los complejos). En el caso de una variedad suave; un atlas y funciones

de transición. Esta formalización se llevó a cabo entre los siglos XIX y XX; estos

conceptos han demostrado ser precisas y elegantes formulaciones de propiedades

geométricas de las que están dotados los modelos y las teoŕıas cient́ıficas, que son

a su vez abstracciones de los sistemas observables en la naturaleza, permitiéndonos

un análisis profundo que ha dado lugar, por un lado, a grandes avances cient́ıfico-

tecnológicos y, por otro, al estudio de espacios abstractos alejados de nuestra intuición

directa pero que están al alcance de dichos formalismos, dando lugar a una ampliación

de los horizontes de la intuición. Trabajar en cierto entorno geométrico limitado

permite identificar relaciones no evidentes a un nivel profundo, fundamentado en el

lenguaje desarrollado. La Geometŕıa Cuántica propone un paso en esta dirección:

reubica las estructuras geométricas bajo otro marco conceptual, del álgebra y el

37
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análisis funcional, y abre una brecha hacia el mundo de los espacios cuánticos, antes

desconocidos, en los cuales, a pesar de su rareza (en contraste con los espacios antes

mencionados, en general un espacio cuántico no tiene puntos), persiste la geometŕıa.

Como concepto la geometŕıa cuántica surge de la necesidad construir un formalis-

mo coherente para la f́ısica cuántica. Desde sus inicios hasta su formulación moderna

(por Schrödinger y Heisenberg) se han reconocido inconsistencias en los fundamen-

tos de la teoŕıa, que fueron siempre solventados por sus resultados experimentales,

particularmente en la epistemoloǵıa de la realidad f́ısica y la medición [18]. Eins-

tein era consciente de incompatibilidades teóricas entre las variedades suaves usadas

en relatividad y la cualidad discreta del mundo cuántico. Una idea para solucionar

estas complicaciones consiste en introducir en la geometŕıa las nociones cuánticas

de indeterminación y estocasticidad. La geometŕıa cuántica se propone como dicho

formalismo para la introducción de estas fluctuaciones cuánticas negligibles a esca-

la macroscópica, pero esenciales en longitudes cercanas a la longitud de Plank [6].

Es notable el hecho de que ejemplos de espacio cuántico surgen en situaciones de

contexto clásico, en los cuales no es posible dar un estructura geométrica coherente

al espacio, como es el caso del espacio cociente de un foliación ergódica o el de las

teselaciones de Penrose [4].

Un primer paso conceptual que da lugar a la geometŕıa cuántica está en la re-

presentación algebráica de las estructuras geométricas clásicas. Sobre un espacio

dado podemos considerar el conjunto de funciones complejo-valuadas definidas so-

bre este espacio restringiéndonos al subconjunto de estas funciones que soportan la

estructura geométrica en cuestión: en el caso de la topoloǵıa nos interesan las funcio-

nes continuas complejo-valuadas; sobre la estructura diferencial, las funciones suaves

complejo-valuadas (que forman un subconjunto de las continuas); para una medida

sobre el espacio, las funciones medibles. Gracias a la estructura algebráica de los

números complejos estos conjuntos de funciones, equipados con la norma apropiada,

adquieren una estructura de álgebra C∗ (pronunciado c-estrella) en el caso topológico,

y de álgebra de Von Neumann para las medibles. Resulta que esta álgebra determina

de forma biuńıvoca el espacio al que está asociado, siendo un invariante algebráico
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perfecto: Para todo espacio de Hausdorff localmente compacto el álgebra de funcio-

nes forma un álgebra C* conmutativa y toda álgebra C∗ conmutativa es el álgebra

de funciones de algún espacio, dándonos una equivalencia de categoŕıas. La relación

es análoga entre álgebras de Von Neumann conmutativas y espacios de medida [4].

En este caṕıtulo discutiremos principalmente aspectos topológico-diferenciales (la to-

poloǵıa es considerada tradicionalmente la estructura geométrica más primitiva) de

los espacios y su traducción en álgebras conmutativas, por lo que nuestros espacios

clásicos modelo serán las variedades topológicas y las variedades suaves (dependien-

do del contexto). Los espacios cuánticos resultan de la generalización a álgebras

no-conmutativas, en las cuales los conceptos geométricos siguen teniendo sentido

y donde los elementos del álgebra se interpretan como funciones continuas/suaves

complejo-valuadas sobre el espacio cuántico (el cual no conocemos directamente sino

a través de su álgebra). Se extiende la equivalencia a la más amplia categoŕıa de

espacios cuánticos [23] y álgebras no-conmutativas. Aśı vemos a la geometŕıa clásica

como un caso particular de la cuántica (el caso conmutativo). Es por eso que la geo-

metŕıa cuántica es llamada, de forma más precisa pero menos sugerente, geometŕıa

no-conmutativa. Al tratar directamente con el álgebra de funciones nos vemos obli-

gados a manipular elementos geométricos globales en lugar del enfoque clásico de

coordenadas, conjuntos abiertos y puntos.

3.1. Álgebras C*

Un álgebra C* es un álgebra normada completa sobre C, A, con un operador ∗
(estrella)

∗ : A −→ A

∗ : a 7−→ a∗

que cumple (a∗)∗ = a (involutividad), (a + b)∗ = a∗ + b∗ (aditividad), (ab)∗ = b∗a∗

(anti-multiplicatividad) y (λa)∗ = λa∗ (anti-linealidad sobre los complejos) donde

a, b ∈ A, además de la condición C*:

||aa∗|| = ||a||2
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En particular la condición C* implica que ||a∗|| = ||a||. El álgebra C* es entonces

una ∗-álgebra normada completa sobre los complejos que cumple la condición C*.

Notamos como el operador ∗ es análogo a la conjugación compleja y que sus propie-

dades son condiciones de compatibilidad con el resto de la estructura del álgebra. De

hecho se verifica inmediatamente que los complejos C son un álgebra C*.

Resulta que para estos espacios los morfismos relevantes son los ∗-homomor-

fismos (unitales), es decir funciones Φ : A −→ B entre álgebras C* que son lineales,

multiplicativas y hermitianas (y que, en el caso de álgebras con unidad, que preservan

dicha unidad), que para z ∈ C y f, g ∈ A significa respectivamente que

Φ(zf + g) = zΦ(f) + Φ(g)

Φ(fg) = Φ(f)Φ(g)

Φ(f ∗A) = Φ(f)∗B

(Φ(1A) = 1B)

Un ∗-homomorfismo unital de un álgebra A en los complejos es llamado caracter

de A.

Un hecho interesante es que en un álgebra C* la estructura métrica está com-

pletamente determinada por la estructura algebráica: para cada ∗-álgebra existe a

lo más una única norma que la hace un álgebra C*. Se puede demostrar que to-

do ∗-homomorfismo de álgebras C* es una contracción (y en particular es continua

respecto a las correspondientes métricas), es decir que para toda f ∈ A

||Φ(f)||B ≤ ||f ||A

Esto implica como afirmamos antes que la métrica de un álgebra C* es única

dada su estructura de ∗-álgebra y además que todo isomorfismo de álgebras C* es

isométrico [13].
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A continuación daremos unos ejemplos de álgebras C*. Trataremos las álgebras

C(X), C0(X) y B(H) que son las relevantes al teorema de Gelfand-Naimark que

expondremos más adelante.

Para un espacio topológico X compacto y de Hausdorff consideremos el conjunto

de funciones continuas complejo valuadas C(X) = {f : X −→ C}. Este espacio

se enviste de forma natural con la suma, producto y producto por escalares dadas

puntualmente por las operaciones en C

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(αf)(x) = αf(x)

con f, g ∈ C(X), x ∈ X y α ∈ C. Y junto con un operador ∗ inducido puntualmente

por la conjugación compleja

f ∗(x) = f(x)

hace de C(X) una ∗-álgebra conmutativa con la función constante 1 como unidad.

Luego, si envestimos a este espacio con la norma del supremo

||f || = sup
x∈X
{|f(x)|}

verificamos que C(X) es un álgebra C* conmutativa con unidad. Sabemos además

que esta norma está dada por el máximo en algún punto, ya que toda función sobre

un compacto de Hausdorff está acotada y alcanza dicho máximo. En efecto la norma

del supremo hace de C(X) un espacio completo [19].

De forma análoga el espacio C0(X) de las funciones continuas sobre un espacio

de Hausdorff localmente compacto que decaen hacia el infinito (i.e. para las que

∀ε > 0 ∃K ⊆ X conjunto compacto tal que |f(x)| ≤ ε ∀x ∈ X −K) es un álgebra

C* conmutativa sin unidad (la función constante 1, la única alternativa de unidad

para un espacio de funciones con operaciones puntuales, no es parte de este espacio

pues no decrece al infinito salvo en el caso de que X sea compacto, en cuyo caso

C0(X) ∼= C(X)).
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El otro ejemplo importante, y del que podremos representar a todas las álgebras

C*, es el espacio de operadores acotados B(H) de un espacio de Hilbert complejo H.

Recordamos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno,

completo bajo la correspondiente norma inducida. B(H) está dado por las transfor-

maciones lineales T : H −→ H para los que se existe una constante que limita la

expansión de los vectores, es decir que existe M ∈ R tal que para toda v ∈ H

||T (v)|| ≤M ||v||

Estos son los operadores para los que se define la norma de operadores, que

está definida como la mı́nima M que cumple dicha propiedad. El operador ∗ es la

adjunción de operadores dada por el producto interno, es decir, que T ∗ es el único

operador tal que para todo v, w ∈ H

< T (v), w >=< v, T ∗(w) >

Aśı, junto con la suma de operadores y composición de estos como producto se

verifica que B(H) es precisamente un álgebra C*.

Como caso particular tenemos el caso en que H es de dimensión finita: el álgebra

de matrices cuadradas complejas Mn(C). Con la suma y producto tradicionales de

matrices, el operador ∗ dado por la adjunción (transposición y conjugación de la

matriz) y la norma de operadores esta es también un álgebra C* no conmutativa

(para n ≥ 2).

Hemos de mencionar que la noción de C*-subálgebra para álgebras C* es di-

recta. Una ∗-subálgebra es un subespacio vectorial del álgebra, cerrado bajo el

producto y el operador ∗. Claramente una ∗-subálgebra de un álgebra C* es a su vez

C* si y solamente si es un subespacio cerrado (i.e. están contenidos todos los ĺımites

de sucesiones de Cauchy).
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3.2. Teorema de Gelfand y Naimark

El teorema de Gelfand-Naimark nos dice que toda álgebra C* conmutativa es

precisamente el álgebra de funciones continuas sobre un espacio localmente compacto

(X) que decaen hacia el infinito (C0(X)) o el álgebra de las funciones continuas

(C(X)) en un espacio (X) compacto en el caso de tener unidad. El art́ıculo que

contiene la demostración de este resultado fue publicado en 1943 y en general se

considera el lugar de nacimiento de la teoŕıa de álgebras C* [11].

Si F : X −→ Y es una transformación continua entre espacios topológicos com-

pactos, entonces podemos definir un morfismo F̂ : C(Y ) 7−→ C(X) dado por el

pullback :

F̂ (f) = f ◦ F , para f ∈ C(Y )

Claramente F̂ es un ∗-homomorfismo. Las asignaciones X 7→ C(X) y F 7→ F̂

definen un funtor contravariante de la categoŕıa de espacios de Hausdorff compactos y

las funciones continuas en la categoŕıa de álgebras C* conmutativas con unidad y los

∗-homomorfismos unitales. Definiremos ahora un funtor en sentido opuesto: Dado un

∗-homomorfismo unital F : A −→ B obtendremos de este funtor la expresión Ω(F ) :

Ω(B) −→ Ω(A). Ω(B) y Ω(A) son los correspondientes espacios de caracteres con

la topoloǵıa ∗-débil (definida en los espacios duales de estas álgebras como veremos

en la siguiente sección) y Ω(F ) está definida por Ω(F )(κ) = κ∗, con κ∗ ∈ Ω(A) el

pullback de κ ∈ Ω(B)

κ∗(a) = κ ◦ F (a) para a ∈ A

Israel Gelfand y Mark Naimark probaron que estos dos funtores son cuasi-inversos

uno del otro, siendo cada uno una equivalencia de categoŕıas [13]. Esto es equivalen-

te a la existencia, para todo espacio de Hausdorff compacto X y toda álgebra C*

conmutativa con unidad A, de los isomorfismos naturales

X −→ Ω(C(X))

A −→ C(Ω(A))

dados por x 7→ κx y a 7→ â respectivamente (en cada caso estos homomorfismos

llevan a un elemento en la correspondiente función de evaluación).
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La equivalencia de categoŕıas expresada anteriormente aplica también en el caso

(no necesariamente compacto) de los espacios de Hausdorff localmente compactos y

las álgebras conmutativas. Sin embargo, para que se dé dicha equivalencia, debemos

restringir los morfismos permitidos a las transformaciones propias (aquellas trans-

formaciones continuas para las que la imagen inversa de un compacto es compacta)

y ∗-homomorfismos propios, que son los que mandan unidades aproximativas en

unidades aproximativas [13]. Una unidad aproximativa en un álgebra A es una red

{ei}i∈I tal que para cada elemento a ∈ A eia −→ a y equivalentemente aei −→ a.

Otro de los resultados importantes en este art́ıculo tiene que ver con la represen-

tación de las álgebras C*. El enunciado dice lo siguiente: Toda álgebra C* es isomorfa

a una C*-subálgebra del álgebra B(H) de operadores acotados sobre un espacio de

Hilbert H. En particular toda álgebra C* A de dimensión finita es isomorfa a la

suma directa de una cantidad finita de espacios de matrices sobre C

A ∼= Mn1(C)⊕Mn2(C)⊕ ...⊕Mnm(C)

3.3. Conceptos Geométricos Fundamentales

En lo que sigue de esta exposición consideraremos en general a X como una

variedad suave, salvo que se diga otra cosa, a razón de que en estos espacios es donde

se desarrolla de manera más natural la intuición f́ısica del espacio y donde es posible

definir la mayoŕıa de los conceptos geométrico-diferenciales. Debemos mencionar que

es en la reconciliación de las fluctuaciones cuánticas con la estructura suave del

espacio-tiempo en relatividad general donde esta teoŕıa matemática puede resultar

de especial interés [6]. También tenemos la razón secundaria de que no perdemos

nada esencial en el contexto de esta tesis al reducir la generalidad de esta discusión.

De hecho, para nuestras intensiones, resulta indiferente si tomamos el álgebra de

funciones continuas C(X) o el álgebra de funciones suaves C∞(X) de la variedad

suave X pues nuestro interés está en generalizar las estructuras a álgebras arbitrarias

(estas álgebras pueden a su vez pensarse como funciones continuas o suaves sobre el
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espacio cuántico dependiendo de otras consideraciones).

Punto y Parte

Para un espacio compacto X es posible ver a cada punto x ∈ X como un elemento

del espacio dual de C(X), es decir una función

κx : C(X) 7−→ C

dada por

κx(f) = f(x)

Estamos viendo entonces a cada punto como una función de evaluación de los

elementos de C(X) sobre śı mismo. Se verifica fácilmente que esta función de evalua-

ción es un ∗-homomorfismo unital de álgebras, es decir que κx es un caracter. Para

x 6= y se tiene que κx 6= κy, por lo que la asociación x 7→ κx es inyectiva.

Ya hemos definido a las funciones κ : A −→ C que son ∗-homomorfismos (uni-

tales) de álgebras como caracteres del álgebra A. El resultado concreto que nos

da el teorema de Gelfand-Naimark es el siguiente: dada un álgebra conmutativa con

unidad arbitraria A, el conjunto de caracteres Ω(A) en el espacio dual, A∗ con la to-

poloǵıa ∗-débil, es un subespacio X := Ω(A) ⊆ A∗ tal que C(X) ∼= A. La topoloǵıa

∗-débil es la topoloǵıa más gruesa (es decir, con la menor cantidad de conjuntos

abiertos) en A∗ que hace a las funciones evaluación inducidas por los elementos de A

continuas: para f ∈ A, la función evaluación es Tf : A∗ −→ C, donde Tf (φ) = φ(f)

para φ ∈ A∗. De esta forma tenemos una generalización del concepto geométrico de

punto a la noción algebráica de caracter.

Con un conjunto cerrado Λ en un espacio X podemos construir el ideal JΛ = {f ∈
A | f |Λ = 0}, donde A = C(X), de aquellas funciones que se anulan en dicho conjunto

cerrado. De forma inversa podemos pensar que un ideal del álgebra es equivalente

a un conjunto cerrado, es decir, a una parte de X. Fijémonos en lo siguiente sobre

el cociente de álgebras: Si A y B son álgebras C* y tenemos un ∗-homomorfismo
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suprayectivo F : A −→ B, podemos construir un isomorfismo de álgebras F̃ : A/

J −→ B, donde J = Ker(F ), que cumple F̃ ◦ p = F donde p : A −→ A/J es la

proyección canónica. Con las operaciones por representantes y la norma dada por

||a|| = ı́nfb∈J{||a+ b||}, se tiene que A/J es a su vez un álgebra C*. En particular, si

F corresponde a la restricción a Λ de las funciones en C(X) tenemos que

C(X)/JΛ = C(Λ)

Sin embargo resulta que casi todas las álgebras no-conmutativas son simples, por

lo que no podemos distinguir partes en los espacios cuánticos. A su vez estas álgebras

C* no-conmutativas no tienen caracteres, por lo que se trata de espacios sin puntos

[6].

Si bien podŕıa considerarse escandaloso hablar de espacios sin partes o puntos,

los espacios cuánticos presentan estructuras y conceptos a su vez fundamentales en

geometŕıa.

Transformaciones y Simetŕıas

Las funciones suaves entre espacios inducen a su vez homomorfismos de las álge-

bras correspondientes. Si F : X −→ Y es una transformación entre espacios tenemos

el correspondiente homomorfismo F̂ : C(Y ) 7−→ C(X) dado por el pullback :

F̂ (f) = f ◦ F

Resulta entonces que F̂ es inyectiva si y sólo si F es suprayectiva, e inversamente

F̂ es suprayectiva si F es inyectiva. Como consecuencias un homeomorfismo (difeo-

morfismo) entre espacios induce un isomorfismo de las correspondientes álgebras.

Aśı tenemos que las simetŕıas de los espacios están dados por simetŕıas de las álge-

bras. Los automorfismos de un álgebra C* no-conmutativa son entonces simetŕıas

de un espacio cuántico. Existe también la simetŕıa de un espacio dada por la acción

de un grupo, como vimos en el caṕıtulo anterior, pero abordaremos esta posibilidad

cuando tratemos con los grupos cuánticos.
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Campo Vectorial

Los campos vectoriales también tienen equivalentes cuánticos. Un campo vectorial

suave en una variedad X nos permite derivar los elementos del álgebra A = C∞(X)

de funciones suaves sobre la variedad (tomando en cada punto la derivada direccional

inducida por el vector en ese punto). En efecto el campo vectorial induce una deri-

vación. Una derivación en un álgebra es una función ϕ : A −→ A lineal no trivial

que cumple la regla de Leibniz:

ϕ(fg) = ϕ(f)g + fϕ(g)

Se puede demostrar que el conjunto de derivaciones del álgebra de funciones

suaves sobre una variedad suave es isomorfo al conjunto de campos vectoriales

[14], tratándose en ambos casos de un álgebra de Lie. Partiendo de un álgebra

no-conmutativa arbitraria podemos entonces definir los campos vectoriales como

derivaciones del álgebra.

Producto Cartesiano y Unión Disjunta

Intuitivamente es claro que el álgebra de funciones de la unión disjunta de dos

espacios está dada por parejas de funciones de cada uno

C(X t Y ) ∼= C(X)⊕ C(Y )

pues de la misma forma en que cada espacio mantiene una topoloǵıa propia en la

unión, cada funcional está descrita completamente por su restricción a cada uno de

los componentes de esta. Aśı, la suma directa de álgebras C* es geométricamente

la unión disjunta de espacios cuánticos (es un álgebra C* con las operaciones por

componentes). La situación es distinta con el producto cartesiano, en el cual ambos

espacios se combinan en un objeto con una topoloǵıa no trivial. En este caso el

álgebra correspondiente está dada a través del producto tensorial

C(X × Y ) ∼= C(X)⊗ C(Y )
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Sin embargo en el caso no-conmutativo el producto tensorial algebráico de dos

álgebras C* puede no ser completo, la identidad anterior se refiere al producto tenso-

rial C*. Sean A y B dos álgebras C*, entonces necesitamos que la norma de A⊗algB
cumpla

||a⊗ b|| = ||a||||b||

y definimos el producto tensorial C* por la cerradura del espacio bajo dicha

norma:

A⊗B = A⊗alg B

En general es dif́ıcil describir expĺıcitamente el álgebra C(X) para un espacio

compacto de Hausdorff arbitrarioX pero esto es posible para espacios suficientemente

sencillos:

Sea X = {·} el espacio singular de un punto, entonces es evidente que C(X) = C.

Se sigue entonces que el espacio X = {P1, P2, ..., Pn} que consta de n puntos nos da

C(X) = Cn.

En el caso del ćırculo unitario tenemos que C(S1) ∼=< U >= {
∑i=n

i=1 ciU
i | n ∈

Z, ci ∈ C} donde U es un elemento unitario, es decir UU∗ = 1 o equivalentemente

U : S1 −→ C es tal que su imagen es precisamente S1 ⊂ C (esta álgebra se puede

describir como el álgebra libre sobre el generador U introduciendo la operación ∗ y la

relación UU∗ = 1). Para verlo evaluamos un caracter en el generador U del álgebra

lo que nos indica que κ(U∗) = κ(U−1) o equivalentemente κ(U) = 1
κ(U)

, de modo que

|κ(U)|2 = 1. Es aśı que cada caracter está determinado por un complejo de módulo

1, es decir que esta álgebra corresponde precisamente a S1.

Aśı podemos calcular el álgebra de funciones del toro S1× S1, que es < U > ⊗ <

V > con U y V elementos unitarios.

Compactificaciones

Dos compactificaciones fundamentales en topoloǵıa son la de Alexandrov y la de
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Stone-Cech. Una compactificación corresponde a la construcción de un espacio com-

pacto a partir de un espacio topológico. En términos más precisos, se trata de un

espacio compacto en el que podemos encajar de forma densa un espacio topológico

inicial. Como lo sugiere el teorema de Gelfand-Naimark, podemos asociar la compa-

cidad de un espacio con la existencia de un neutro/unidad en su álgebra de funciones:

A nivel de las álgebras C* la compactificación de Alexandrov corresponde a la

unitalización del álgebra (siendo el álgebra C* unital más pequeña que contiene al

álgebra inicial como un ideal). La compactificación de Alexandrov consiste en añadir

el infinito al espacio para compactarlo, como es fácil visualizar en la proyección

estereográfica (compactificación de R2 en S1). Por otro lado tenemos que la compac-

tificación de Stone-Cech, que es la compactificación más grande en el sentido de que

cualquier función continua del espacio en un compacto se factoriza de forma única

por esta (su propiedad universal), se realiza al nivel de las álgebras C* como el espacio

asociado al álgebra de multiplicadores, definida como el álgebra C* M(A) más

grande que contiene al álgebra inicial A como un ideal esencial o más precisamente

por una propiedad universal dual a la de la compactificación: para cualquier álgebra

B que contenga al álgebra A como ideal esencial existe un único ∗-homomorfismo

B −→M(A) que se restringe a la identidad en A.

3.4. El Toro Cuántico

Consideremos un álgebra C* generada por dos elementos unitarios U y V , simbóli-

camente B =< U, V >. Esto es el álgebra libre en dos generadores (que consta de

todos los productos entre ambos y sus ∗, y todas las combinaciones lineales finitas

de estos productos) módulo las relaciones UU∗ = V V ∗ = 1, junto con una condición

especial de no-conmutatividad: UV = zV U donde z ∈ C \ {0}. El caso z = 1 corres-

ponde al del álgebra conmutativa en estos dos generadores, y si κ es un caracter de

esta álgebra tenemos que:

κ(UU∗) = κ(V V ∗) = κ(1)⇒ κ(U)κ(U) = κ(V )κ(V ) = 1

⇒ |κ(U)| = 1 = |κ(V )|
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Como cada caracter de esta álgebra está determinado por sus valores en los gene-

radores, esta última ecuación nos dice que cada caracter es descrito por una pareja de

complejos unitarios. Inversamente, dada una pareja de complejos unitarios podemos

definir un caracter definiendo su valor en los generadores como dicha pareja. De este

modo los caracteres entran en correspondencia biuńıvoca con S1×S1: esta álgebra es

el álgebra de funciones complejas sobre el toro y de acuerdo a lo que vimos antes del

álgebra del toro tenemos < U, V >∼=< U > ⊗ < V >. Resulta inmediato descubrir

que la definición de estos caracteres sólo es válida para el caso conmutativo:

κ(UV ) = κ(zV U)⇒ κ(U)κ(V ) = zκ(V )κ(U) = zκ(U)κ(V )⇒ z = 1

Tenemos entonces para z 6= 1 un álgebra no conmutativa B con unidad represen-

tando a un espacio cuántico compacto (por tratarse de un álgebra con unidad) cuyo

ĺımite conmutativo es el toro, llamamos a este espacio el toro cuántico. La idea

aqúı nos puede recordar a la ruptura de simetŕıas en teoŕıa cuántica: Woronowicz

expone que la existencia de los grupos cuánticos permite deformaciones continuas no

triviales de grupos de simetŕıa, que describen observables f́ısicas, que de otra forma

sólo admiten deformaciones triviales [25]. El toro cuántico es un bonito ejemplo de

espacio cuántico pues tenemos el caso del toro clásico a un parámetro de distancia,

describiendo una cuantización del toro.

3.5. Grupo Cuántico y Álgebra de Hopf

Supongamos que G es un grupo de Lie compacto. Hemos visto como traducir

al lenguaje de álgebras C* ciertas estructuras y construcciones algebráicas. Entre

estas la más relevante para nosotros será la de grupo cuántico como generalización

de grupo de Lie. Como vimos en el caṕıtulo anterior, el grupo está determinado por

una operación binaria dada por una función suave

ρ : G×G −→ G

asociativa, con la existencia de un neutro e ∈ G y una función de inversión. Po-

demos enunciar estas propiedades en términos de funciones suaves que realizan la

conmutatividad de ciertos diagramas, en el caso de la asociatividad tenemos
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G×G×G G×G

G×G G

ρ×Id

Id×ρ ρ

ρ

El neutro se puede definir como una función

e : {·} −→ G

que hace conmutar los siguientes diagramas, donde pi es la proyección en el i-ésimo

término del producto cartesiano

{·} ×G G×G

G

e×Id

p2 ρ

G× {·} G×G

G

Id×e

p1 ρ

que corresponden al neutro por la izquierda y por la derecha respectivamente. Análo-

gamente expresamos la existencia de inversos por una función

θ : G −→ G

llamada función de inversión, que hace conmutar los siguientes diagramas (nue-

vamente, representando la propiedad izquierda y derecha, de los inversos, respecti-

vamente) donde diag es el mapeo diagonal g 7→ (g, g):

G G×G G×G

{·} G

diag θ×id

ρ

e
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G G×G G×G

{·} G

diag id×θ

ρ

e

Ahora, elaborando sobre la teoŕıa expuesta en lo que va de este caṕıtulo, duali-

zamos esta estructura al mundo algebráico reemplazando cada espacio en estos dia-

gramas (por ejemplo G) por su correspondiente álgebra de funciones (A = C(G)) y

cada transformación por el correspondiente morfismo, que recordamos está dado por

el pullback. La orientación de los diagramas quedará invertida por la contravarianza

de este funtor. Entonces tenemos para A = C(G) morfismos de álgebras

φ := ρ̂ : A −→ A⊗ A , ε := ê : A −→ C y ζ := θ̂ : A −→ A

que hacen conmutar los siguientes diagramas

A A⊗ A

A⊗ A A⊗ A⊗ A

φ

φ φ⊗IdA

IdA⊗φ

A A⊗ A

C⊗ A

φ

p̂2
ε⊗IdA

A A⊗ A

A⊗ A

C A

ε

φ

ζ⊗IdA

d̂iag

ι

Hemos utilizado que el pullback del producto cartesiano de mapeos se traduce al

producto tensorial del pullback de los mismos, de donde obtuvimos los homomorfis-

mos

̂ρ× IdG = ρ̂⊗ ÎdG, ̂IdG × ρ = ÎdG ⊗ ρ̂, ê× Id = ê⊗ ÎdG y ̂θ × IdG = θ̂ ⊗ ÎdG
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en los que hicimos el cambio de notación por φ, ε y ζ. Además usamos que natural-

mente ÎdG = IdA (esta es una de las propiedades de un funtor).

El primer diagrama corresponde con la asociatividad de la multiplicación ρ (des-

cribe la propiedad de co-asociatividad), mientras el segundo y tercero corresponden

a las propiedades izquierdas del neutro y de la función de inversión (las derechas se

tienen análogamente).

Mediante un salto (no trivial como veremos al final de esta sección) generali-

zamos directamente esta estructura pensando en A como un álgebra C* arbitraria,

no necesariamente conmutativa, dotada de funciones φ, ε y ζ (jugando los papeles

de ρ̂, ê y θ̂), que hacen conmutar estos diagramas; llamamos a estos morfismos la

co-multiplicación, el co-neutro y la ant́ıpoda. Un espacio cuántico dado por un

álgebra C* junto con una co-multiplicación co-asociativa con co-neutro y ant́ıpoda es

la noción de grupo cuántico que usaremos en el siguiente caṕıtulo para las simetŕıas

del haz principal cuántico. Hay que notar, consecuencia directa de la actual presen-

tación, que el grupo de Lie resulta un caso particular de grupo cuántico (cuando A

es conmutativa).

Hay que comentar unos detalles importantes de los grupos cuánticos aśı definidos.

Al dualizar la estructura como hemos hecho resulta que:

El co-neutro ε es un caracter por lo que cada grupo cuántico tiene por lo menos

un punto.

El pullback del mapeo diagonal falla en ser un homomorfismo continuo en

general. En ciertos casos podemos representar a este mapeo como el producto

del álgebra: x⊗ y 7→ xy.

La ant́ıpoda es un anti-homomorfismo, queriendo decir que ζ2 es un homomor-

fismo (de hecho, por corresponder a la función de inversión, en el caso clásico

ζ2 = θ̂2 es la identidad). La ant́ıpoda para el grupo cuántico cumple

ζ(ab) = ζ(b)ζ(a)
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ζ(a∗) = (ζ−1(a))∗ ⇔ ζ(ζ(a∗)∗) = a (3.1)

por lo que es un homomorfismo continuo sólo en el caso en que el álgebra es

conmutativa.

La ecuación (3.1) es llamada condición de Woronowicz; se refiere al hecho de

que el grupo cuántico es un álgebra de Hopf involutiva o ∗-álgebra de Hopf.

Un álgebra de Hopf es al mismo tiempo álgebra y co-álgebra asociativa, provista de

un mapeo ant́ıpoda [17]. En el caso conmutativo la ant́ıpoda es involutiva pues la

definimos a partir de la función de inversión del grupo, pero en general la ant́ıpoda

puede ser un anti-homomorfismo no involutivo. La estructura representa la geometŕıa

del espacio (cuántico), mientras la co-estructura su aspecto algebráico como grupo

de simetŕıas.

Podemos ver una asimetŕıa conceptual del caso conmutativo y el caso no-conmu-

tativo: En el segundo nuestros morfismos dejan la categoŕıa correspondiente (ζ no es

homomorfismo). Además, la existencia de un punto clásico en cada grupo cuántico

(dado por el co-neutro) deshomogeiniza la teoŕıa. El trabajo reciente de Durdevich

resuelve esta situación mediante la categoŕıa trenzada como un modelo general de

simetŕıa que incluye en un mismo marco conceptual a grupos clásicos y cuánticos [9].

3.6. SU(2) Cuántico

Para cerrar el caṕıtulo presentaremos un ejemplo de grupo cuántico desarrollado

por Woronowicz [24]. Este es un caso particular de su teoŕıa sobre grupo cuánticos

compactos cuya construcción consiste en un álgebra C* generada por las entradas de

una matriz cuadrada [25].

El grupo SU(2) clásico consiste en los operadores unitarios con determinante

igual a 1, que podemos representar como un conjunto de matrices de la forma

U =

(
a −b
b a

)
| a, b ∈ C y |a|2 + |b|2 = 1
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donde la última ecuación se deriva de la restricción sobre el determinante de U .

Con esto en mente consideremos la matriz

U = {uij}i,j∈{1,2} =

(
α −µγ∗

γ α∗

)

cuya forma es análoga a las matrices de SU(2) salvo un parámetro µ ∈ [−1, 1] \
{0} de no-conmutatividad o deformación. La entradas de esta matriz son elementos

abstractos, con los que construiremos el grupo cuántico, a los que aplicamos una

operación ∗ en lugar de la conjugación compleja. Suponer que esta matriz es unitaria

en el sentido usual quiere decir que bajo el producto de matrices cumple UU∗ =

1 y U∗U = 1, de donde obtenemos (respectivamente por columna) las siguientes

relaciones

αα∗ + µ2γ∗γ = 1

αγ∗ = µγ∗α

γα∗ = µα∗γ

γγ∗ + α∗α = 1

• α∗α + γ∗γ = 1

• γ∗α∗ = µα∗γ∗

• αγ = µγα

• µ2γγ∗ + αα∗ = 1

que podemos reducir, sin redundancias, al siguiente conjunto (�)

� αα∗ + µ2γ∗γ = 1

� α∗α + γ∗γ = 1

� αγ∗ = µγ∗α

� αγ = µγα

� γγ∗ = γ∗γ

La forma de la matriz U no es arbitraria, se deriva de consideraciones concer-

nientes al determinante de la matriz: en lugar de solicitar la unimodularidad de U

(es decir det(U) = 1) se requiere de U una condición de unimodularidad torcida [24]

que se define para operadores en M2(B), el espacio de matrices con entradas en un
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álgebra no-conmutativa B. Esta condición nos da tanto la forma de la matriz como

el conjunto de relaciones �.

Ahora necesitamos de unas construcciones algebráicas que nos serán de utilidad en

el resto de este trabajo: el álgebra de grupo y el álgebra libre. Estos objetos, junto con

el grupo libre y espacio vectorial libre, resultan de una operación a nivel conceptual:

el uso de reglas de sintaxis algebráicas sobre un conjunto de elementos para construir

un objeto con los mı́nimos requerimientos para ser compatible con la estructura en

cuestión (grupo, espacio vectorial, álgebra). Partiendo de un grupo G = {gα}α∈Λ

(indexado por un conjunto de ı́ndices Λ) cuyos elementos llamamos generadores y

un campo de K, denotamos por K(G) al espacio vectorial libre generado por los

elementos de G sobre el campo dado K. A este espacio le damos estructura de álgebra

extendiendo linealmente el producto del grupo. Llamamos a K(G) el álgebra de

grupo de G sobre K. Partiendo de menos estructura, con un conjunto D, podemos

realizar la construcción anterior usando el grupo libre generado por este conjunto,

G =< D > (recordamos que el grupo libre es el grupo de palabras utilizando a D

como abecedario). Llamamos a esta estructura el álgebra libre sobre K generada

por D, la denotamos K[D]. El espacio de polinomios F [x] que vimos en el primer

caṕıtulo se puede pensar como el álgebra libre generada por el conjunto {x} sobre

un campo F ; de hecho podemos pensar al álgebra libre como un equivalente no

conmutativo de los espacios de polinomios (en n variables).

Nuestro interés está en el álgebra C* generada por los elementos α y γ (de las

entradas de la matriz U) junto con las relaciones �, que denotamos A. Esta se cons-

truye como la ∗-álgebra libre sobre C generada por las entradas de U , esto es el

álgebra libre C[α, γ, α∗, γ∗] junto al operador ∗ (definido como el homomorfismo

anti-multiplicativo que manda α 7→ α∗, γ 7→ γ∗ y viceversa) y las relaciones �. In-

troducir relaciones en un álgebra (y en otras estructuras algebráicas) corresponde

usualmente a tomar el cociente por el ideal N generado por dichas relaciones. Sin

embargo en este caso haremos algo muy parecido a nivel de las representaciones del

álgebra. Sobre la ∗-álgebra C[α, γ, α∗, γ∗] definimos una métrica dada por

||a|| = supπ||π(a)||



3.6. SU(2) CUÁNTICO 57

donde el supremo se toma sobre las representaciones π para las cuales π(α) y π(γ)

cumplen las relaciones �. Esta métrica nos da una C*-seminorma en C[α, γ, α∗, γ∗].

Con esto obtenemos un ideal (bilateral)

N = {a ∈ C[α, γ, α∗, γ∗] | ||a|| = 0}

y llegamos a una ∗-álgebra normada

A = C[α, γ, α∗, γ∗]/N

de la que, completando, obtenemos nuestra álgebra A.

Woronowicz piensa A como el álgebra funciones polinomiales sobre un pseudo-

espacio (espacio cuántico), y A como el álgebra de funciones continuas sobre dicho

espacio. Para nosotros A es nuestro SU(2) cuántico, que Woronowicz identifica con

los elementos de una familia uniparamétrica SµU(2), donde µ ∈ [−1, 1] \ {0} es el

parámetro de no-conmutatividad.

La co-estructura de A puede ser descrita por el producto (de matrices) de U

consigo misma, salvo que el producto de las entradas es sustituido por el producto

tensorial. Es decir, definimos la co-multiplicación sobre las entradas de U (generado-

res de A) como

φ(uij) =
∑
k

uik ⊗ ukj

junto a un co-neutro dado por

ε(uij) = δij

y un operador ant́ıpoda (que es como la conjugación y transposición de matrices)

κ(uij) = u∗ij

Ahora demostraremos que A es un grupo cuántico como lo definimos en la sección

anterior. Calcularemos expĺıcitamente para las propiedades izquierdas, nuevamente

a razón de que para las derechas todo es análogo:
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El diagrama de co-asociatividad corresponde a la ecuación

(φ⊗ Id)(φ) = (Id⊗ φ)(φ)

Para un generador evaluamos cada lado de la ecuación

(φ⊗Id)(φ)(uij) = (φ⊗Id)
∑
k

uik⊗ukj =
∑
k

(
∑
l

uil⊗ulk)⊗ukj =
∑
k,l

uil⊗ulk⊗ukj

(Id⊗φ)(φ)(uij) = (Id⊗φ)
∑
k

uik⊗ukj =
∑
k

uik⊗(
∑
l

ukl⊗ulj) =
∑
k,l

uik⊗ukl⊗ulj

notando que los últimos términos son iguales pues difieren sólo en la posición relativa

de los ı́ndices k y l. Luego tratamos con el co-neutro, cuya propiedad izquierda se

traduce en

(ε⊗ Id)(φ) = p̂2

Recordemos que p2 corresponde a la proyección {·}×G −→ G, que es claramente

un difeomorfismo. A nivel de las álgebras p̂2 es el isomorfismo natural A −→ C⊗A
dado por a 7→ 1⊗ a. Dadas estas consideraciones calculamos

(ε⊗ Id)(φ)(uij) = (ε⊗ Id)(
∑
k

uik ⊗ ukj) =
∑
k

δik ⊗ ukj = 1⊗ uij = p̂2(uij)

Por último veremos la propiedad izquierda de la ant́ıpoda siguiendo el mismo

esquema. Esta propiedad se expresa por la ecuación

d̂iag(ζ ⊗ Id)(φ) = ι(ε)

Recordando la relación del mapeo diagonal con el producto del álgebra, evaluamos

en un generador para confirmar nuestra afirmación

d̂iag(ζ ⊗ Id)(φ)(uij) = d̂iag(ζ ⊗ Id)(
∑
k

uik ⊗ ukj) = d̂iag(
∑
k

u∗ki ⊗ ukj)

=
∑
k

u∗kiukj = δij = ι(ε)(uij)

obteniendo la penúltima igualdad de las relaciones � al calcular directamente los su-

mandos usando las entradas de U (tomando las 4 posibilidades para i, j ∈ {1, 2}).



Caṕıtulo 4

Haces Principales Cuánticos

En este último caṕıtulo hemos de conectar las teoŕıas antes expuestas en una

generalización cuántica de los haces principales. El haz principal cuántico está con-

formado por un espacio cuántico sobre el que actúa un grupo cuántico como grupo

estructural, siendo entonces el grupo de simetŕıas internas de un espacio cuántico

base. Procederemos paso a paso guiados intuitivamente por la traducción algebráica

del caso clásico: pensando inicialmente a los morfismos de álgebras como imágenes

funtoriales de transformaciones entre espacios clásicos, las consideramos de inme-

diato como morfismos generales entre álgebras no necesariamente conmutativas y

por ende correspondientes a transformaciones entre espacios cuánticos. Hallamos la

conexión entre la teoŕıa de Galois y los haces principales cuánticos representando

al haz principal por una extensión de Hopf-Galois de álgebras C*. Exploramos la

definición general de una extensión de Hopf-Galois en la que álgebras y álgebras de

Hopf juegan un papel análogo a los campos y sus grupos de automorfismos, como

vimos al estudiar las extensiones de campo, descubriendo a las extensiones de Galois

como un caso particular.

59
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4.1. Acción de Grupo Cuántico

Podemos definir al haz principal en primer lugar, a través de la acción del grupo

cuántico. La acción de grupo clásica está dada por una función

φ : P ×G −→ P

que cumple una condición de asociatividad, que nos dice que la composición de la

acción de dos elementos está dada por su producto, que podemos describir como la

conmutatividad del siguiente diagrama

P ×G×G P ×G

P ×G P

φ×IdG

IdP×ρ φ

φ

donde ρ es el producto del grupo. Representando a G por su ∗-álgebra de Hopf

A = C∞(G), a P por su álgebra C*, B = C∞(P ) y a las transformaciones por sus

respectivos pullbacks dualizamos el diagrama anterior para obtener

B B ⊗ A

B ⊗ A B ⊗ A⊗ A

φ̂

φ̂ ÎdP⊗ρ̂

φ̂⊗ÎdG

donde llamamos a φ̂ la co-acción (derecha) de A sobre B, siempre que sea tal que

haga conmutar este diagrama. Notando que ÎdG = IdA y ÎdP = IdB. Tomamos las

álgebras C∞ simplemente por tomar en cuenta la estructura diferencial del haz y

el grupo de Lie. En el caso del haz principal se requiere que la acción sea libre. En

términos clásicos la libertad nos permite establecer un difeomorfismo del grupo con la

fibra (i.e. la órbita de la acción): Fijando un elemento de P, la acción φ : P×G −→ P

induce un difeomorfismo con la imagen, es decir un encaje, de los que se tienen tantos

como fibras en el haz (i.e. puntos en la base). La condición de libertad se traduce de

la siguiente forma [7], para toda a ∈ A existen elementos qk, bk ∈ B tales que∑
k

qkφ̂(bk) = 1⊗ a
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lo que en palabras significa que podemos recuperar al grupo, representado por el

álgebra A, como una subálgebra en B ⊗ A a partir de la co-acción y el álgebra B.

Aśı como representamos al espacio total P por el álgebra C* de funciones com-

plejas B, podemos representar al espacio base por la subálgebra C de B dada por las

funciones constantes sobre las fibras. Entonces el espacio base puede ser caracterizado

como la subálgebra C ≤ B fija bajo la co-acción [7], es decir:

C = {b ∈ B | φ̂(b) = b⊗ 1}

mientras que la proyección (función suprayectiva) del espacio total en la base está aho-

ra dada por un ∗-homomorfismo inyectivo de álgebras

C ↪→ B

Aśı hemos definido el haz principal cuántico de forma completamente análoga

a los haces estudiados en el caṕıtulo 3. Ahora la triada caracteŕıstica B(C,A) es un

álgebra C*, B, en la que co-actúa (por la derecha) un álgebra de Hopf, A, y con base

en un espacio representado por un álgebra C*, C.

4.2. Otro Acercamiento al Haz

Otro acercamiento a la definición del haz principal resulta reveladora. Consi-

deramos ahora la acción libre de forma impĺıcita, requiriendo la existencia de un

difeomorfismo

Ψ : P ×G −→ P ×M P

Ψ : (p, g) 7−→ (p, p ∗ g)

P ×M P es el producto fibrado de P consigo mismo dado por la proyección π :

P −→M del haz. El producto fibrado es una construcción categórica, es decir aquella

descrita por una propiedad universal, que depende de dos transformaciones con el

mismo codominio. Por ahora sólo nos interesa este caso particular, que podemos

describir como sigue: Son las parejas (x, y) ∈ P × P tales que tienen la misma

proyección, es decir π(x) = π(y), lo que equivale a decir que difieren sólo por la
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acción de un elemento del grupo estructural, digamos g ∈ G, de modo que x = y ∗ g.

Este espacio es entonces un producto cartesiano P × P con estructura extra, su

topoloǵıa es la topoloǵıa débil inducida por {π ◦ pi}i=1,2, donde las pi son las

proyecciones canónicas, esto es la topoloǵıa más gruesa que hace continua a esta

pareja de funciones.

Notamos de inmediato lo siguiente:

Ψ es suave en efecto, pues es la composición de funciones suaves (la acción de

grupo está dada por un mapeo suave).

La suprayectividad Ψ nos dice que cada fibra de P es en efecto una órbita de la

acción de G. Corresponderá, al dualizar al caso general de las álgebras, a una

condición de regularidad que codifica la trivialidad local del haz [8].

La inyectividad de Ψ es equivalente a la libertad de la acción y en consecuencia

a la identidad entre el grupo y la fibra.

El difeomorfismo Ψ de estas caracteŕısticas describe a un haz principal, pues

codifica la acción de G como grupo estructural.

Llevando estas condiciones al nivel de las álgebras podemos describir el haz por

un espacio cuántico representado por un álgebra C* arbitraria, B, una ∗-subálgebra

C ≤ B, y un grupo cuántico representado por una ∗-álgebra de Hopf, A, junto con

un isomorfismo

B ⊗C B −→ B ⊗ A

donde ⊗C se refiere al producto tensorial C* factorizado de manera dual al producto

fibrado que vimos antes: ahora factorizamos por el ideal generado por el conjunto

{ac⊗ b− a⊗ cb | a, b ∈ B c ∈ C}. Esta construcción es un ejemplo de una extensión

de Hopf-Galois de álgebras C*.



4.3. EXTENSIÓN DE HOPF-GALOIS 63

4.3. Extensión de Hopf-Galois

Una extensión de Hopf-Galois parte de un álgebra A, sobre un campo K, que

es un H-comódulo derecho para un álgebra de Hopf H. La estructura de comódulo se

puede pensar como una co-acción de H sobre A, de la misma manera que podemos ver

a un módulo como la acción de un anillo sobre un espacio vectorial (recordando que

el álgebra es un caso particular de ambas estructuras), pues el comódulo está dado

por un mapeo ρ : A −→ A ⊗K H. Si consideramos B ⊂ A como la subálgebra fija

bajo esta co-acción, es decir la subálgebra co-invariante de los elementos tales que

ρ(b) = b⊗ 1, decimos que A es una H-extensión derecha de B.

En general denotamos la co-acción sobre un elemento del álgebra por

ρ(a) =
∑
a

a0 ⊗ a1

usando la notación de Sweedler en la cual la suma sobre a ∈ A se refiere a sumar

una cantidad de términos dependiente de a y donde a0 ∈ A y a1 ∈ H representan

los componentes izquierdo y derecho de cada término.

Decimos que dicha extensión es H-Galois (Hopf-Galois) derecha si el mapeo de

Galois

β : A⊗B A −→ A⊗K H

dado por

r ⊗ s 7→ (r ⊗ 1)ρ(s)

es biyectivo.

La forma de este mapeo es precisamente la que obtenemos al dualizar la cons-

trucción del haz que vimos en la sección anterior. Esto es evidente tomando K = C,

A como el álgebra C* del haz, B el álgebra C* asociada a la base y H el grupo

cuántico (esto es un simple cambio de notación respecto de la sección anterior). El

primer factor del mapeo de Galois corresponde a la entrada fija del caso clásico,

(p, g) 7→ (p, p ∗ g), mientras que el segundo a la acción del grupo estructural del haz,
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que está dada ahora por la co-acción del álgebra de Hopf. Se verifica entonces que

el Haz Principal Cuántico es, como lo definimos en este trabajo, una extensión de

Hopf-Galois. La diferencia radica en que en el haz principal cuántico tenemos además

la estructura C* en las álgebras que, podemos decir, es la que codifica la geometŕıa

de los espacios cuánticos.

Para establecer la conexión entre la extensión de Galois (de campos) y la extensión

de Hopf-Galois mostraremos como esta se reduce a aquella y viceversa, para ello

debemos enunciar algunos detalles y resultados sobre álgebras y módulos que nos

permitirán esta labor [17]:

(1) Se puede demostrar que en el caso del álgebra de grupo para un campo y

grupo arbitrarios K y G, se tiene que un álgebra A sobre K es K(G)-módulo

si y sólo si G es un subgrupo de automorfismos de A; la acción que define al

módulo se deriva de manera directa de la acción de G como dicho subgrupo de

automorfismos.

(2) Sea el álgebra A un H-comódulo derecho y supongamos que H de dimensión

finita, entonces H∗ (el espacio dual de H) es un álgebra de Hopf y A es a su vez

un H∗-módulo izquierdo. Además se tiene que los elementos co-invariantes bajo

la co-acción de H son exactamente los elementos invariantes bajo la acción de

H∗. Naturalmente tenemos proposiciones duales intercambiando derechas por

izquierdas y/o los roles de H y H∗.

Para demostrarlo tomamos la co-acción derecha ρ : A −→ A ⊗K H dada por

ρ(a) =
∑

a a0 ⊗ a1 y definimos una acción izquierda de H∗ para f ∈ H∗

arbitrario como

f · a =
∑
a

f(a1)a0

Por otro lado una acción izquierda de H, (h, a) 7→ h·a, determina una co-acción

derecha de H∗ v́ıa

a 7→
∑
i

(hi · a)⊗ fi
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donde {hi}i=ni=1 es una base de H y {fi}i=ni=1 la base dual. Se verifica que con

esta acción y esta co-acción obtenemos en efecto un módulo y un comódulo

respectivamente.

Entonces se ha demostrado que para H de dimensión finita: H actúa sobre A si

y sólo si H∗ co-actúa sobre A (usamos el hecho de que se tiene un isomorfismo

natural entre (H∗)∗ y H). Considerando lo anterior supongamos que a ∈ A es

co-invariante bajo una co-acción derecha de H, esto es ρ(a) =
∑

a a0 ⊗ a1 =

a⊗ 1. Entonces bajo la acción izquierda inducida de f ∈ H∗ obtenemos

f · a =
∑
a

f(a1)a0 = f(1)a = 1a = a

dualmente supongamos que a ∈ A es un elemento invariante bajo una acción

izquierda de H, esto es h·a = a ∀h ∈ H, de modo que bajo la co-acción derecha

de H∗ sobre este mismo elemento obtenemos

a 7→
∑
i

(hi · a)⊗ fi = a⊗
∑
i

fi = a⊗ 1

Esto de muestra que los elementos invariantes de la acción izquierda de H

(respectivamente H∗) y los co-invariantes de la co-acción derecha de H∗ (resp.

H) son iguales.

(3) El espacio dual de K(G) es KG, el álgebra de funciones G −→ K. La estructura

de álgebra de Hopf de este espacio es la dual formal de la de K(G):

Para f, g ∈ KG el producto 5 : KG ⊗KG −→ KG está dado por

(f 5 g)(x) := f(x)g(x)

y el co-producto 4 : KG −→ KG ⊗KG es

4(f)(x⊗ y) = f(xy)

mientras que su ant́ıpoda ζ : KG −→ KG esta dada por la ant́ıpoda θ : g 7→ g−1

del grupo

ζ(f)(x) = f(θ(x))
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4.4. Extensiones Geométricas

Cerraremos el ćırculo de esta tesis recuperando a continuación las extensiones de

Galois (finitas) que presentamos en el primer caṕıtulo como extensiones de Hopf-

Galois.

A grandes rasgos la situación es la siguiente. Consideremos el mapeo de Galois

ahora aplicado a una extensión de campo E/F con G = Aut(E/F ). Todo campo

puede ser visto como álgebra sobre algún subcampo K ≤ E, de modo que E toma

el lugar de A; el espacio co-invariante C por el campo base F ; el grupo G toma

indirectamente el papel del álgebra de Hopf A mediante el álgebra de grupo sobre

K, K(G). En efecto podemos darle a K(G) una estructura de álgebra de Hopf de

manera natural, definiendo la co-multiplicación por φ(g) = g ⊗ g, el co-neutro por

ε(g) = 1 y la ant́ıpoda θ(g) = g−1, para luego extender linealmente estas funciones al

resto de los elementos de K(G) (usaremos de hecho el álgebra de Hopf dual a esta).

Aśı tendremos al campo base, su extensión y el grupo asociado a la extensión en los

lugares respectivos del espacio base, el haz y el grupo estructural.

Empecemos por suponer que la extensión E/F es de Galois para luego demostrar

que es H-Galois. Basta demostrar que con esta extensión podemos construir un

mapeo de Galois biyectivo. Primero vemos a E como un álgebra sobre el campo

base F de modo que el grupo de Galois G, que actúa sobre E por la izquierda como

subgrupo de automorfismos, lo preserva. Entonces E es un F (G)-módulo izquierdo,

por (1), y como G es una base finita para F (G) sabemos que FG es un álgebra de

Hopf, de acuerdo a (3), que co-actúa sobre E por la derecha debido a (2). Siendo F

el campo fijo bajo la acción de G, resulta el álgebra (sobre śı mismo) invariante bajo

la acción de F (G). Por (2), F es a su vez el espacio co-invariante de la co-acción de

FG.

Sea n = [E : F ] = |G|, recordando que podemos caracterizar a E/F como una

extensión de Galois como aquella que cumple [E : F ] = |G|. Entonces podemos

escribir G = {x1, x2..., xn} (como base de F (G)), {p1, p2, ..., pn} la base dual en FG
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y tomar {b1, b2, ..., bn} una base de E sobre F . Como ya mencionamos la acción de

G en E determina una acción de F (G) en E, que a su vez nos da una co-acción

ρ : E −→ E ⊗F FG del espacio dual dada por

ρ(a) =
n∑
i=1

(xi · a)⊗ pi

de modo que el mapeo de Galois β : E⊗F E −→ E⊗F FG sobre un elemento simple

del álgebra nos da

β(a⊗ b) = (a⊗ 1)ρ(b) = (a⊗ 1)
n∑
i=1

(xi · b)⊗ pi =
n∑
i=1

a(xi · b)⊗ pi

Notemos que dim(FG) = |G| = dim(E), de modo que β es un mapeo entre espa-

cios de la misma dimensión y por ello nos bastará con demostrar que β es inyectivo.

Un elemento arbitrario de E ⊗F E se escribe como w =
∑j=m

j=1 γj ⊗ δj para m ∈ N.

Usando la base {bi} descomponemos las δj y escribimos w =
∑

j γj ⊗ (
∑

i fijbi) =∑
i(
∑

j γjfij) ⊗ bi, sustituyendo ai =
∑

j γjfij, podemos escribir a w de la forma

w =
∑j=n

j=1 aj⊗ bj. Supongamos que w está en el núcleo del mapeo de Galois, es decir

β(w) =
∑
i,j

aj(xi · bj)⊗ pi = 0

con ambos ı́ndices corriendo hasta n. Pensando el factor izquierdo de cada término

como un coeficiente en el campo, esta expresión corresponde a una combinación lineal

de {pi}i=ni=1 , que siendo linealmente independiente implica que para cada i∑
j

aj(xi · bj) = 0

ecuación que podemos reescribir en forma matricial

B−→a =
−→
0

donde [B]ij = xi · bj, −→a = (a1, ..., an) y
−→
0 = (0, ..., 0). Como la acción de G es fiel

el lemma de Dedekind sobre la independencia de automorfismos (que vimos en la

sección 3 de caṕıtulo 1), en este caso de las xi, implica que las columnas de B son
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linealmente independientes y aśı que B es invertible. Entonces tenemos que −→a =
−→
0

lo que significa que aj = 0 para todo j y a su vez que w = 0, probando la inyectividad

de β.

Ahora tratamos el converso suponiendo que la definición de la extensión de Hopf-

Galois aplica para una extensión E/F , esto es, el álgebra E es un FG-comódulo con

una co-acción que escribimos como ρ(a) =
∑

h∈G ah⊗ph (indexando los términos por

los elementos del grupo) donde {ph}h∈G es nuevamente la base dual a F (G), tal que

F ≤ E es el espacio co-invariante y el mapeo de Galois β : E ⊗F E −→ E ⊗F FG es

biyectivo. La acción dual de G a esta co-acción es de la forma g ·a =
∑

h∈G < g, ph >

ah = ag. Aśı a ∈ E es un elemento fijo de la acción de G si y sólo si g · a = a si y

sólo si ag = a para toda g ∈ G o equivalentemente ρ(a) = a⊗
∑

h∈G ph = a⊗ 1. Esto

de muestra que el espacio invariante bajo la acción de G es el espacio co-invariante

de la co-acción de FG, es decir F . Por otro lado la biyectividad del mapeo de Galois

y la finitud en la dimensión de los espacio nos dicen que [E : F ]2 = [E : F ]dim(FG),

y como dim(FG) = dim(F (G)) = |G| concluimos que |G| = [E : F ], por lo que E/F

es de Galois.



Conlusiones

Hemos visto conceptos y resultados básicos de las tres teoŕıas expuestas y usa-

do dicho aparato para presentar las extensiones de Hopf-Galois como un modelo

no-conmutativo del haz principal. Al delinear los principios de la teoŕıa de Galois

elaboramos un lenguaje alrededor del cual se desarrolla un formalismo adecuado pa-

ra ciertos problemas, es decir, la teoŕıa de grupos como herramienta para la teoŕıa

de ecuaciones. Podemos pensar en los grupos de automorfismos como simetŕıas de

ecuaciones y en este sentido la teoŕıa de Galois describe una geometŕıa de ecuacio-

nes. Los haces principales nacen propiamente de la acción de un grupo, es decir,

del estudio mismo de las simetŕıas y permiten introducir la noción de simetŕıa in-

terna important́ısima para la geometŕıa diferencial y para la f́ısica moderna. Hemos

introducido la teoŕıa cuántica a través de la traducción de conceptos geométrico-

topológico-diferenciales a lenguaje algebráico y extrapolando la categoŕıa de espa-

cios (de Hausdorff localmente compactos) a los espacios cuánticos gracias al teorema

de Gelfand-Naimark. Ello nos permitió introducir una definición intuitiva de grupo

cuántico que nos llevo de forma natural al haz principal cuántico y a un modelo

de este como extensión de Hopf-Galois. Finalmente recuperamos a las extensiones

de Galois (de campos) como caso particular de extensión de Hopf-Galois, cerrando

circularmente la tesis.

En más detalle, resulta que cuando el grupo estructural de un haz principal

cuántico es un grupo cuántico compacto de matrices, entonces el haz es descrito por

una extensión de Hopf-Galois [8]. A grandes rasgos los grupos cuánticos compac-

tos de matrices se definen como matrices con entradas en un álgebra C* unital A,

cuyas entradas generan una subálgebra densa A, con un co-producto emparentado

69
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al producto de matrices [25].

La teoŕıa de Galois tiene hoy en d́ıa formas más abstractas que encontramos

en la teoŕıa de conexiones de Galois y la teoŕıa de Hopf-Galois. Las extensiones de

Hopf-Galois fueron introducidas por Chanse y Sweedler [2] en el caso conmutativo

y por Kreimer y Takeuchi [15] el caso de álgebras de Hopf de dimensión finita,

introduciendo generalizaciones directas de los axiomas que definen a una extensión

de Galois, reemplazando la acción de grupo por la co-acción de un álgebra de Hopf

H, del que recuperamos el caso de la extensión de Galois ordinaria tomando el dual

del álgebra de grupo.

Después de este trabajo he descubierto lo profundo que son aún estas teoŕıas para

mı́. Me queda adentrarme en las incréıbles aplicaciones de la teoŕıa de haces en la

f́ısica, en particular a las teoŕıas de campos gauge en las que las teoŕıas f́ısicas se

describen como haces con base en el espacio-tiempo con espećıficos grupos estruc-

turales que llevan a modelos geométricos de las part́ıculas elementales (el modelo

estándar) o de más fundamentales fluctuaciones energéticas (teoŕıas de cuerdas). Es

de hecho de la f́ısica y el mundo observable de donde muchas de las definiciones de la

teoŕıa de haces se han inspirado. La simetŕıa parece ser como un código fundamental

de las fuerzas f́ısicas y formas materiales, como de la geometŕıa misma. Los haces

principales cuánticos señalan un posible camino hacia la unificación de la mecánica

cuántica con la relatividad general [6], pero su interés como objeto matemático es

intŕınseco.

La geometŕıa cuántica es un entorno muy interesante que pone al ĺımite las no-

ciones de geometŕıa. Resulta incréıble pensar en su sencillez conceptual contrapuesta

a todo el trabajo y la evolución de las ideas que están detrás y hacen posible la

presentación que hago en esta tesis de los mismos: desde los trabajos de Riemann

en geometŕıa diferencial y el programa de Erlangen de Feliz Klein que dan lugar a

la geometŕıa de principios del siglo XX como importante factor en el nacimiento de

la relatividad y la mecánica cuántica, la axiomatización impulsada por Hilbert y la

formalización de Bourbaki, hasta los trabajos de Alain Connes, Woronowicz y las
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investigaciones más recientes en geometŕıa cuántica como las de mi asesor Micho

Durdevich que ha sido de gran ayuda e inspiración en la elaboración de esta tesis y

de mi interés en futuras investigaciones. Invito al lector a referirse al recien publi-

cado Principal Bundles The Quantum Case escrito por mi sinodal de tesis Stephen

Sontz [21], en el que recaba y elabora elementos de la geometŕıa cuántica de los haces

principales de manera autocontenida junto con algunos de los desarrollos recientes

y horizontes. Es incréıble pensar en toda esta comunidad espacio-temporal, que re-

sulta imposible citar en su totalidad, que invita a que nuevas generaciones podamos

expandir nuestra visión del mundo.
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