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Introduccion

Para introducir a la caminata aleatoria como un proceso estocastico con espacio de estados Z suele elegirse
a un numero p con 0 < p < 1 y este se define como el valor comin de todas las probabilidades de transicion
en un paso. Estas transiciones se definen considerando que el proceso tiene un salto de longitud uno hacia
la derecha o la izquierda con probabilidades p y 1 — p respectivamente. Este proceso se construye con una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cuyos valores son 1 y —1 con
probabilidades p y 1—p. Se concluye que el proceso con estas caracteristicas es una cadena de Markov homogénea.

Considere el mismo mecanismo de saltos con la posibilidad de que las probabilidades de transicién ya no
son constantes y todas con un valor comun. Se puede contemplar a estas probabilidades como una realizaciéon
de una sucesion de variables aleatorias que toman valores en el intervalo [0, 1]; Digamos que {W,},_, es una
sucesion de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad 2. Asi que tomando w € ) para cada
x € Z, dado que la caminata aleatoria esté situada en el estado z, las probabilidades de transicion a los estados
x—1y x4+ 1 corresponden a los valores W,(w) y 1 — W,(w). A la sucesion {W,(w)}ez se le conoce como el
ambiente de la caminata determinado por w. Este modelo se conoce como caminatas aleatorias en ambientes
aleatorios (RWRE por sus siglas en inglés).

Una vez que se ha definido el nuevo modelo, se tienen las siguientes preguntas naturales: Son conocidas
ciertas propiedades del primer modelo, como el comportamiento al infinito y la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros, ;Es posible establecer los mismos resultados para este nuevo modelo? En caso de que lo sea, jbajo qué
condiciones es esto posible?, ;Se requiere definir a la sucesion de variables {W, },cz de alguna manera en parti-
cular para poder explicar el comportamiento del proceso? El proposito de este trabajo es exponer las respuestas
a estas preguntas, bajo el supuesto de que la sucesion {W,},ez consiste de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, con valores en el intervalo |0, 1], que satisfacen una condicién simple llamada
elipticidad uniforme. Ambos resultados, el de comportamiento al infinito y asintotico, fueron expuestos en
primera instancia por Solomon en 1975, en su articulo de titulo Random Walks in Random Environments [Sol75].

El camino més comin para abordar este problema es utilizar resultados de teoria ergédica. Un resultado
fundamental dentro de este campo es el Teorema Ergddico de Birkhoff, que constituye la base de muchas de
las demostraciones de los resultados presentados en este trabajo. Resulta de vital importancia para establecer
resultados en donde se definen sucesiones de funciones que definen promedios; basicamente en este tipo de
sucesiones estamos interesados cuando hablamos de ley fuerte de los grandes nimeros.

En el Capitulo 1, el centro de estudio son las transformaciones entre dos espacios de medida. Se introducen
conceptos que caracterizan a una transformaciéon respecto a las medidas involucradas, tales como ergodicidad,
recurrencia, mezcla fuerte y débil. Se enuncia y demuestra el Teorema Ergéddico de Birkhoff como herramienta
importante para caracterizar la ergodicidad de una transformacion. Dentro de este capitulo, se estable-
cen criterios para caracterizar a las distintas transformaciones a través de funciones en espacios de Banach
L, aprovechando algunas propiedades de estos espacios, estudiadas en Teoria de la Medida y Anélisis Funcional.

Los Capitulos 2 y 3 abordan ejemplos relevantes en el desarrollo de la teoria ergédica. En el Capitulo 2 se
considera [m] a un conjunto finito de m elementos, con m € N y se construye el producto cartesiano infinito
[m]®%. Enseguida se construyen dos medidas de probabilidad en este espacio, asi como una transformacion
preservadora de medida que satisface la condicién de ergodicidad bajo dichas medidas. Se exponen propiedades
que tiene dicha transformacién bajo ambas medidas. Se observa que dado la naturaleza de una de esas medidas
(esta medida se define a partir de una matriz estocastica que posee un vector de probabilidad invariante), se
pueden establecer resultados similares a los que se obtienen de una cadena de Markov homogénea, irreducible
y aperiodica con espacio de estados finito, como el Teorema Ergddico para cadenas de Markov y los Teoremas
de Convergencia.

El Capitulo 3 contiene un ejemplo que abarca espacios mas generales como los grupos topologicos compactos,



en los que se considera la medida de Haar para estudiar diversas transformaciones en esos espacios, en su
mayoria, homomorfismos continuos y suprayectivos. Al igual que en el Capitulo 2, el objetivo en este capitulo
es analizar condiciones necesarias y suficientes para garantizar que se satisfagan las definiciones del Capitulo 1.
Muchos de estos resultados son motivados por propiedades observadas en las rotaciones del disco unitario en el
plano complejo, con respecto a sus transformaciones. Esa es la razén por la cual se presentan algunos de esos
resultados que se tienen para el disco unitario.

Con énfasis en las preguntas descritas para el nuevo modelo, en el Capitulo 4 se revisan los conceptos
fundamentales para clasificar a los estados de una caminata aleatoria simétrica simple con espacios de estados
Z, Z? y 73 como la descrita en el modelo clasico. También se presenta una parte técnica en donde se utilizan
algunos teoremas e ideas de los capitulos 1 y 2 para demostrar la Ley fuerte de los grandes nimeros para
sucesiones de variables aleatorias integrables, independientes y con idéntica distribucién, ademéas de obtener
como consecuencia inmediata la Ley Fuerte de los Grandes Numeros para caminatas aleatorias simétricas.
Cabe mencionar que, siempre que se tiene una sucesién de variables aleatorias que satisface las hipotesis de
la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, es posible definir un espacio de probabilidad y una transformacién
que resulta ser ergédica con respecto a esta medida de probabilidad. Y como se ha mencionado antes, es-
to hace posible, en conjunto con el Teorema Ergodico de Birkhoff, probar la Ley Fuerte de los Grandes Numeros.

El nuevo modelo es introducido en el Capitulo 5. Debe tenerse en mente lo siguiente: El comportamiento
de la caminata aleatoria en este modelo en principio depende de w € Q y del valor en que comience, digamos
x € Z, si llamamos P? a la ley de probabilidad bajo la cual opera la caminata bajo estas condiciones, el
objetivo es tratar de establecer los resultados deseados desde el punto de vista en que no sea necesario realizar
un anélisis exhaustivo del comportamiento de la caminata para cada w € €). El siguiente paso es unificar
toda la informacién que se tiene. Para ello se construyen un espacio medible y una medida de probabilidad
que conjunten las leyes P? con una medida producto Q, bajo la cual {W,},cz es una sucesion de variables
independientes e idénticamente distribuidas, denotaremos por P§ a dicha medida de probabilidad. El desarrollo
de este capitulo basicamente puede dividirse en dos apartados. En el primero, se establecen resultados sobre
cadenas de nacimiento y muerte, fijando el ambiente de la caminata, se prueban resultados generales aplicables
a sucesiones de variables aleatorias independientes, para que, de la uniéon de estos dos procesos resulte el
teorema en que se establece el comportamiento al infinito de una caminata aleatoria en ambientes aleatorios.
En el camino, se observa lo siguiente: Cuando el ambiente esta fijo, los resultados conocidos para caminatas
aleatorias son validos, de hecho, varios de ellos se establecen en torno a ciertos valores determinados por las
probabilidades de transicion, sin embargo, en el momento de unificar toda la informacion, estos pierden la
relevancia que tenian. Una nueva fuente de informacion sobre la caminata (unificada), estd contenida en las
funciones potenciales, asociadas a los estados de la caminata aleatoria en el nuevo modelo.

En el segundo apartado, se tiene un contratiempo: Resulta que, bajo la nueva medida P§, el proceso
construido no es en general una cadena de Markov. Entonces la eficacia de esta medida se ve notoriamente
afectada en el momento de querer establecer la Ley Fuerte de los Grandes Numeros para el proceso en el
nuevo modelo. Recordando lo que se mencioné sobre el Capitulo 4, la prueba recae en cierto momento en el
hecho de que la caminata aleatoria del primer modelo satisface la propiedad de Markov. ;Cémo solucionar
este inconveniente? Construyendo una medida de probabilidad v bajo la cual las variables aleatorias {W,}.ez
sean independientes e idénticamente distribuidas, que nos proporcione informacion de las probabilidades de
transicion y que sea equivalente a la medida Q. Se recupera la informaciéon de todo el proceso con la medida P,,,
se construye un proceso que si satisface la propiedad de Markov, con el cual se construye una transformacion
preservadora de medida, que ademés tendra la propiedad de ergodicidad. En esa instancia se estara bajo
condiciones analogas a las del Capitulo 4, obteniéndose el resultado deseado.

Finalmente, en el Capitulo 6 se comparan ambos modelos. En el Capitulo 4 se deduce que la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros para caminatas aleatorias simétricas en Z depende totalmente del valor esperado de alguna de
las variables aleatorias independientes que determinan los saltos. En este capitulo se exhibe graficamente (con
ayuda del paquete estadistico R) el comportamiento de una caminata aleatoria en ambientes aleatorios, asi como
de los potenciales introducidos en el Capitulo 5. Se hace explicito el hecho de que los potenciales proporcionan
informacién sobre el comportamiento en general de la caminata aleatoria. El potencial ayuda a predecir la
cantidad de tiempo que la caminata visitard ciertos estados. La informacion relevante estd determinada por
los potenciales mas que por el valor esperado de una de las variables involucradas en el modelo con ambientes
aleatorios.
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Capitulo 1

Transformaciones preservadoras de
medida.

En este capitulo se expone un concepto fundamental para la Teoria Ergédica, que es el de transformacién
preservadora de medida. La mayoria de los resultados se establecen para un espacio de probabilidad. Se
establece la propiedad de ergodicidad de una transformacion preservadora de medida, caracterizaciones bésicas
de dicha propiedad, asi como algunas de sus consecuencias, entre ellas el Teorema Ergodico de Birkhoff.

Se introducen dos conceptos importantes dentro de la clasificacion de transformaciones preservadoras
de medida, comunmente conocidas como mezcla fuerte y débil, ambas relacionadas con la propiedad de
ergodicidad. Se muestran algunas criterios para determinar cuando una transformacién satisface alguna de
estas dos propiedades.

A lo largo de este trabajo, [+ denotara la unién disjunta de una familia de conjuntos. Considere la siguiente
notacioén:

Sea (X, %, ) un espacio de medida. Escribamos
N(u)={A€S: ulA] =0}
como la coleccién de todos los conjuntos en ¥ con medida p—cero.

También (X, X, 7z) denota la completacion de (X, X, n), donde ¥ = {AUB: Ae X, BeN(u)},lamedida
7+ X :— R esta definida como f[A U B] = p[A]. Ademas se tiene que ¥ C X y fils = p.

Denote por P(X) al conjunto potencia de X. Decimos que S C P(X) es una semidlgebra de subconjuntos
de X si satisface

L. 0eS8

11. Para todo A, B € S se tiene que ANB €S

n
1. Para todo A € S existen Ay, ..., A, € S conjuntos disjuntos tales que X\ A = H—J A;.

i=1

Considere {(X;,¥;, 11;)}?_, espacios de medida. Una funcién f : X; — X sera llamada (X1, ¥2)—medible
si para todo B € ¥ se tiene que f~1(B) € Y.

Dado cualquier B C P(X3), escribimos f~1(B) = {f~1(B) : B € B}.

Se suponen conocidos todos los resultados basicos de Teoria de la Medida, entre ellos, el Lema de Clases
Monotonas, propiedades de las funciones medibles (aproximaciéon por funciones simples), definiciéon y propie-
dades de la integral de Lebesgue en estos espacios, asi como los espacios normados de funciones integrables.
También se utilizard el Teorema de Radon-Nikodym y algunas consecuencias del Teorema de Fubini. Todos
estos resultados pueden consultarse en [Gral3].



1.1. Transformaciones preservadoras de medida: Definiciones basicas.

En esta seccion se introducen los conceptos béasicos relacionados con transformaciones preservadoras de

medida, asi como las posibles transformaciones que pueden definirse a partir de ciertas transformaciones dadas
previamente.

DEFINICION 1 (TRANSFORMACION PRESERVADORA DE MEDIDA). Sean {(X;,Y%;, ;) }2_, espacios de medida y
T: X1 — X3 una funcion (X1, Xo)—medible.

a. Se dice que T es una transformacion u, — pus — preservadora de medida si para todo A € 3o ocurre

[T (A)] = p2[A].

Considere (X,%, u) un espacio de medida y T : X — X wuna transformacion u — pu—preservadora de medida.
Se dird simplemente que T es una transformacion u—preservadora de medida.

Se dice que T es una transformacion p; — pe — invertible preservadora de medida si T’ es una funcion
invertible y tanto T como T~ son transformaciones j1 — 1o y jo — i —preservadoras de medida respectiva-
mente.

OBSERVACION 1. Sean {(X;, ¥, ui)}5_, espacios de medida, T : X; — X5 y S : Xo — X;3 funciones. Se
satisfacen

1

Si T y S son transformaciones p; — po y p2 — pz—preservadoras de medida respectivamente, entonces S o T’
es una transformacion puq, — ps—preservadora de medida. En particular, si T : (X, X, u) — (X, 3, 1) es una
transformacion p—preservadora de medida, entonces, para cada n € N la funcién T" : X — X, definida
recursivamente como 7" = ToT" ! y TY = Idx, es también una transformacién p—preservadora de medida.

Denote por {(X;, %;, ;) }7_; a las completaciones de los espacios {(X;, ¥, 1) }2_;. Si T es una transformacion
(1 — po—preservadora de medida, entonces 1" es también una transformacion fi; — i, —preservadora de medida.

Demostracion de la Observacion 1.

1.

Se verifica inmediatamente que S o T es una funcion (31, ¥.3)—medible. Por las hipétesis, para todo A € X3
se tiene que

pa[(S o T)TH(A)] = m [T~ (STH(A))] = pa[STH(A)] = ps[A].

El caso particular ahora es claro.

. Se utilizard la Definicién 1. Para ello, considere C' € ¥, arbitrario. Expresemos C = A U B, donde

A € ¥y, B € N(u2). Observe que se tiene que T-1(A) € ¥; y también, como T es una transforma-
cion g — po—preservadora de medida, p[T~"(B)] = pe[B] = 0, es decir T~'(B) € N(u1). Asi que
T-YC)=T"YA)UT~Y(B), donde T~*(A) € 1 y T~Y(B) € N(u1). Esto significa que T-1(C) € 3;.

Por otro lado, por las definiciones de 1, 2 y el hecho de que T sea una transformacioén pq — ps—preservadora
de medida, se deduce que

m[T~ O] =m[T (A UT™H(B)] = [T (A)] = p2[A] = Im,[AU B] = m,[C].

Por la eleccién arbitraria de C' € Y se concluye que T es una transformacién fi; — fi,—preservadora de
medida.

X

Tenemos el siguiente resultado que permite verificar la propiedad de preservacién de medida para espacios

de medida cuya o—algebra esté generada por una semialgebra de subconjuntos del espacio.

TEOREMA 1. Sean {(X;, X, pi)}2, espacios de medida finita, T : X; — Xa una funcion. Suponga que S C
P(X2) es una semidlgebra de subconjuntos de Xo tal que o(S) = Xy. Entonces T es una una transformacion
1 — po—preservadora de medida si y solo si T satisface

(I) Para todo B € S: T~Y(B) € F.



(I1) Para cada B € S: 1 [T~Y(B)] = pa[B].
Demostracion. Emplearemos la Definicion 1.
= | Esta implicacion se tiene inmediatamente de la Definicion 1.

<= ] Suponga que se satisfacen las condiciones (I) y (IT). Para establecer la conclusion del enunciado, se utiliza
la técnica conocida comunmente como el principio de "los buenos conjuntos". Se define

C={BeYy: T YB)eX, m[T"YB)] = uB]}.

Se demostrara que C es una clase monétona que satisface C = X5, En primer lugar, observe que es claro
que S C C C Xs. Recuerde que, como S es una semialgebra, el algebra generada por S, A(S), tiene la
forma

A(S):{L-ﬂA,-: A, eS8, ied{l,... r}, reN}.

i=1

Afirmacién. Se tienen

1. A(S) CC.

1. C es una clase mondtona.

Demostracion de la Afirmacion.

.

1. Fije A € A(S) con A = ti-JAi, A; € S,i1 € {1,...,r}, r € N. Por la condicién (I), para cada
i=1

i € {1,...,r} tenemos T~1(A;) € ¥ y por la condicién (II) ocurre que u1[T~1(A;)] = palA;].

También T-1(A4) = L—lj T HA;). Asique TH(A) €0y y
i=1

T )] = | 77 (40| = 7 (4] = 3 el = gl

De modo que A € C. Asi se concluye que A(S) C C.

oo

1. Mostremos que para cada sucesion creciente de conjuntos (A, )nen en C ocurre que U A, € C.
n=1
Fije cualquier sucesion creciente de conjuntos (A, )nen en C. Entonces para cada n € N se satisface

T=1(A2) € T~ (Anpr) » T-1(An) € B4 y [T (A,)] = pafAy,]. Observe que T—l(U An) -
n=1

o0

U T*I(An) € Y1 y por el Teorema de Continuidad para p; y pe se tiene que
n=1
w7 (U )] = [ U] = o=t = e

Por ello, U A, €C.

n=1

Anéalogamente, podemos probar que para toda sucesion decreciente de conjuntos (A4, )nen en C se

oo
tiene que n A, €C.
n=1
Por lo tanto C es una clase monotona.

Dada la Afirmacion, desde que A(S) es un algebra y S es un m—sistema, por el Lema de Clases Mondétonas
se tiene que Xy = o(S) = o(A(S)) = M(A(S)) = M(S), donde M(A(S)) y M(S) son las clases
monotonas generadas por A(S) y S respectivamente. Asi, 3o = M(A(S)) = M(C) = C, donde M(C) es
la clase monétona generada por C y la ultima igualdad se obtiene de que C es una clase monétona. Por
tanto, C = Yy y por la Definicién 1 se obtiene que T' es una transformaciéon p; — ps—preservadora de
medida.



X

DEFINICION 2 (TRANSFORMACION PRODUCTO DIRECTO). Sean {(X;,¥;, 1u;)}2_, espacios de medida o—finitos,
T; : X; — X, una transformacion p;—preservadora de medida, i = 1,2. Denotemos por (X1 x Xo, 51@%g, 111 Qpu2)
al espacio de medida producto, donde 1 ® 9 = 0(31 X Xa), con X1 X Ny = {A1 X Ay A; €55, i =1,2},
11 ® po es la dnica medida definida en (X1 X X9, ® X9) tal que para todo Ay € X1 y Ag € Xg ocurre que

p1 ® pa[Ar X Ag] = pu[Ar]po[As].

Se define la transformacién producto directo 771 @75 : X1 x Xo — X1 X Xo para todo (x1,22) € X1 X Xo
como

(Th @ To) (21, 22) = (T1(21), T2(22)).

OBSERVACION 2. Considere toda la notacién de la Definicién 2. Se tiene que ¥; X Y5 es una semiélgebra de
subconjuntos de X7 x X5 tal que o(X1 x X)) = £1®%5 y que 71 ®T5 es una transformacion pq ® us —preservadora
de medida.

Demostracion de la Observacion 2. Se verifica de inmediato que Y; X X5 es una semidlgebra de sub-
conjuntos de X; x X5 tal que o(X; X Yo) = X; ® 3. Por el Teorema 1, serd suficiente demostrar
que para todo Ay € ¥; y Ay € Y se tiene que (77 ® To) (A1 x A3) € ¥ ® ¥y y también que
1 @ p2[(Ty @ To) "M (Ay X Ag)] = pu1 @ paAr X A

Fije A; € ¥y, Ay € 5. Note que para cada i € {1,2} tenemos que T, '(A4;) € X y piAi] = [T, 1 (A)].
Ademas ocurre que

(Tl ®T2>_1(A1 X Ag) = {(.’1?1,1)2) € X1 x Xo: (T]_(.Tl),TQ(.Z'Q)) € A x AQ}
={(z1,22) € X1 x Xo: Ti(x;) € Ay, i =1,2}
= {(1'1,{1,'2) € X1 x Xo: (.’thifz) S Tfl(Al) X T{l(AQ)} = Tfl(Al) X T{l(AQ)

Por lo cual, (Ty ® Tp) (A1 x As) € ¥1 ® Xy y por la definicién de py ® pg ocurre que

p1 @ pa(Ty @ To) (A1 X Ag)] = pa @ pa[Ty (A1) x Ty M (Ag)] = [Ty (A1) p2[Ty ' (A2)] = pa[Ar]pa[As]
= p1 ® pofAr X Ag).

Por la eleccion de Ay € 3, Ay € X5 se tiene la conclusion.

1.2. Recurrencia

Comenzaremos con el siguiente resultado.

TEOREMA 2 (TEOREMA DE RECURRENCIA DE POINCARE). Sea (X,X,p) un espacio de medida finita y T :
X — X una transformacion u—preservadora de medida. Entonces, para todo B € ¥ se tiene que el conjunto
By={beB: |[{neN: T"(b) € B}| = oo} es X—medible. Ademds p[B] = pu[By).

Demostracion. Fije B € ¥ y considere By como en el enunciado.

Mostremos primero que By € 3. Para cada k € N denote por T~%(B) = (T*)~!(B). Note que T~*(B) € %,
ya que T% es una funcién ¥ —medible.

Para cada n € N defina el conjunto

C,=DBn ﬁ T~ (X\B)

i=n

que es un conjunto —medible. Observe que

Cn =

s

T~(X\B) = Bn [ (X\T7/(B)) = B\ U T(B).

i=n i=n



o0
Se afirma que By = B\ U C,,. Para establecer esto ultimo, observe que

n=1

B\|Jc.=B\{J (B\ U T—i(B)) =Bn(YUT7(B).

n=1i=n

De modo que b € B\ U Cpsiysolosibe BN ﬂ U T~(B), lo cual sucede si y solo si b € B y para una
n=1 n=1i=n

infinidad de i € N ocurre que b € T~*(B), es decir, T*(b) € B, en otras palabras, [{n € N: T"(b) € B}| = oo,
que significa b € By. Asi que By = B\ U C,,. De aqui que By € X.
n=1

Resta verificar que u[B] = u[By]. Para ello, observe que B = T~°(B) C U T~"(B). Luego, para cada n € N
i=0

tenemos que
q Co = B\g T(B) C ([_j 775 )\ (@ 7(5))

y también
oo

T (U T—i(B)) = U T-"(T~(B)) = U T-H(B) = U T-(B).

Como T es una transformacion yu—preservadora de medida, por la Observacién 1 y las expresiones previas,

se tiene que N ~ .
u [L_J 78| = |7 (L_J 7(8)) | = [L_J (8.

Entonces, para cada n € N se obtiene que
0 < ulCp] < M{U T‘i(B)} - M[U T‘i(B)} = M[U T—i(B)] - M[U T‘i(B)] = 0.
1=0 i=n i1=n i=n

Por tanto p [ U Cn} = 0. De aqui que
n=1

o0

1[Bo] = M{B\ [j Cn} = p[B] - u[

n=1

104 = u[B].

n=

X

COROLARIO 1. Sean (X,X, u) un espacio de medida finita y T una transformacion u—preservadora de medida.
Entonces para todo B € ¥ con pu[B] > 0 existe By € X tal que p[B] = p[By]. Ademds para cada b € By
existe una sucesidn estrictamente creciente {a(n)}nen de nimeros naturales tal que para todo n € N ocurre que
T (b) € By.

Demostracion. Fije B € ¥ con u[B] > 0. Al igual que en el Teorema 2, consideremos

By=Bn ﬁ G T74B).

n=1i=n
La prueba del Teorema 2 implica que By € ¥ y que u[B] = u[By].

Para concluir la prueba del resultado, fije b € By. A continuacién construimos la sucesion {a(n)}nen
inductivamente.

Como b e BN ﬂ U T~%(B), paran = 1 existe a(1) € N con a(1) > 1y T*M(b) € B.
n=11i=n

Supéngase construida la coleccion {a(1),...,a(k)} € N con a(l) < ... < a(k) y T*(b) € B, para

1€{l,...,k}. Comobe BN ﬂ U T~Y(B), para a(k) +1 existe un nimero natural a(k+1) tal que a(k+1) >

n=11i=n
a(k)+1y T**+1(b) € B. Entonces existen {a(1),...,a(k+1)} CNcon a(l) < ... < a(k+1) y T*?(b) € B,
para i € {1,...,k + 1}. Por el principio de induccién matemaética se tiene la conclusion.

X



1.3. Operadores asociados a una transformacién preservadora de me-
dida.

Definamos la notacién que utilizaremos en esta seccién. Sean p > 1 y (X,X, u) un espacio de medida.
Escribimos K para referirnos a R o C.

LE (X, %, 1) denotaré al K— espacio vectorial de las funciones f : X — K que son (%, B(K))—medibles.

Lf (X,X, ) denotard el espacio de Banach cuyos elementos son funciones f : X — K que son

(3, B(K))—medibles y / |f|Pdp < oo. Denote a la norma en este espacio por || - ||,, definida para cada
X

fe C]Ipf (X,%, 1) como
= Pdu)’ .
1f1lp (/lel u)

También £X (X, 3, 1) denotara al espacio de Banach que contiene a las funciones f : X — K que son
(2, B(K))—medibles tal que inf{M > 0 : u[|f|~*(]M, occ[)] = 0} esta bien definido. Denote a la norma en este
espacio por || - ||so, definida para cada f € £X (X, X, ) como

[ flloc = mf{M >0 pf|fI7H (M, 00[)] = 0}.

SiU:LE(X,5, 1) = LE (X, %, 1) es un operador lineal acotado, escribiremos

1Ullp = sup{IU(H)llp: f €L (X, 5, p0), [Ifllp <1} (1.1)

a la norma del operador lineal U. Cuando K = R diremos que U es un operador lineal positivo si para toda
fe ng (X, %, 1) con f >0 ct.p. (u) ocurre que U(f) > 0 c.t.p. (u).

DEFINICION 3 (OPERADOR ASOCIADO A UNA TRANSFORMACION PRESERVADORA DE MEDIDA). Sean

{(X:, %, 1) Y2_, espacios de medida, T : X1 — Xa una transformacion jy — ps—preservadora de medida.
Definimos Ur : LE(Xa, 3o, 2) — L&(X1, 31, 1) para cada f € LE(Xa, g, 12) como

Ur(f)=foT.

A Ur se le llama operador asociado a T.

PROPOSICION 1. Sean {(X;,X;, 1u;)}2_, espacios de medida finita, T : X; — Xo una transformacion p; —
ua—preservadora de medida. Entonces Ur es un operador lineal. Mds ain, cuando K = R se tiene que Ur es
un operador positivo, esto es, para cada f € L&(Xo, Y, 1) con f >0 c.t.p. (u2) ocurre que Up(f) > 0 c.t.p.

(p1)-
Demostracion. Note primero que para cada f € L& (X2, Yo, ua) se tiene que Ur(f) = foT € L&E(X1, X1, p1)-
Verifiquemos ahora que Uz es un operador lineal. Para cada f,g € L (X2, Y, 2), ¢ € Ky z € X; tenemos
que
((cf +9)oT)(x) = (cf + 9)(T(z)) = c(f o T)(x) + (g o T)(x).

Por ello
Ur(cf+g)=(cf+g)oT =c(foT)+ (goT) = cUr(f)+Ur(g).

que significa que Ur es un operador lineal.

Queda por verificar que, en el caso en que K = R, Ur es un operador lineal positivo. Para ello, fije f €
LE(X9, %9, 1) con f > 0 c.t.p. (u2). Como T es una transformacién u; — us—preservadora de medida y
F71([0,[) € 1 ocurre que

p2[Xa] = uaf71([0,00D)] = m [T (£ ([0, 00])] = pua [(f o T) ([0, 00])].
De esta forma se concluye que Ur(f) > 0 c.t.p (u1). X

Tenemos el siguiente lema que relaciona la integral de una funcién con la integral del operador aplicado a
esa funcién.



LEMA 1. Sean {(X;, X, p:)}?, espacios de medida finita, T : X; — Xa una transformacion pu; —
uz—preservadora de medida. Entonces para cada f € L& (X2, Y2, p2) con f >0 c.t.p (u2) se tiene que

/ Ur(f)du = Jdus.
X1 X2

Demostracion. La demostracién de este resultado se desarrolla mediante aproximacién de funciones medibles
por funciones ¥o—simples. Considere los siguientes casos:

Caso 1. f = xp, donde B € 3.
Note que para cada = € Xy

Fome =) ={ o 5 TSI —xrm@

Como T es una transformaciéon p; — pus—preservadora de medida, se tiene que

/ Ur(f)dp: = / xr-1(ydpa = [T~ (B)] = p2[B] :/ xBdpz = [ fdus.
X X, X2 Xa

Caso 2. f es una funcién Yy—simple.
En este caso, la conclusion se tiene del Caso 1 y la linealidad de la integral para funciones no negativas.

Caso 3. f es una funcion (25, B(K))—medible no negativa.
Por el teorema de aproximaciéon por funciones simples, para f existe (f,)nen una sucesion creciente de
funciones Y5 —simples no negativas definidas en X5 tal que lim f, = f c.t.p.(u2).
n—oo

Se verifica de inmediato que (Ur(fy))nen €s una sucesion creciente de funciones ¥ —simples no negativas
tales que nll)n;o Ur(fn) = Ur(f) ct.p.(p1)-

Entonces por el Caso 2 y el Teorema de Convergencia Mono6tona:

Ur(f)du = h'm/ Ur(fn)dps = lim / frndus = fdus.
n—o0 Xl n—oo X2

X1 X2

X
COROLARIO 2. Sean {(X;,X;,u:)}2, espacios de medida finita, T : X; — X2 una transformacion p, —

po—preservadora de medida. Entonces para cada f € L&(Xo,%9,p12) se tiene que Ur(f) € L5(X1,%1, 1)
si y solo si f € LX(Xo, o, ). En este caso:

X1
Demostracion. Distinguimos entre los casos K=R y K = C.

Caso 1. K=R.
Por el Lema 1 se tiene que

du, = diis.
/X1|UT<f>| ” /X2|f| »

Es decir, Ur(f) € LX(X 1,51, 1) siy sélosi f € LF(Xa, Y9, u2). En tal caso, si f+, f la parte positiva y
negativa de f respectivamente, como f = f* — f~, ocurre que Ur(f) = Ur(fT) — Ur(f~) y por el Lema
1
/ Ur(f*)dm =/ Sdps, / Ur(f"dp = | fdpso,
X, Xo X1

X2
de donde se sigue que

Ur(f)dpr = [ Ur(fH)dp — [ Ur(f~)dm =/ frdus — | f-dpa= [ fdpo
X, X, X1 X X2 X2

Caso 2. K=C.
Basta observar que si f = R(f) + i3(f), entonces Ur(f) = Ur(Re(f)) + iUr(Im(f)) = Re(Ur(f)) +
iIm(Ur(f)) y aplicar el Caso 1 a Re(f) y Im(f).



X
Una consecuencia importante del Corolario 2 esta en el siguiente resultado.
TEOREMA 3. Sean {(Xi,Ei,ui)}le espacios de medida finita, T : X7 — Xo wuna transformacion py —
ua—preservadora de medida y p > 1. Entonces
UT(E]S(X27 227 MZ)) g £H§(X17 21) IU/I)
Ademds, si para cada i € {1,2}, || - ||1(,i) denota la norma p en L5(X;, %, 11;), entonces para cada f €
Ly (X2, %, p12)
1Oz (HIEY = 1115 (1.3)
Demostracion. Sea f € EES(XQ,EQ,M) arbitraria. Observe que
Ur([f[P) = [fIP o T = [f o TI” = [Ur ()"
Del Corolario 2 se obtiene que |Ur(f)[? € L5 (X1,%1, 1) y
OeP = [ 0rpdm = [ UrQaPdn = [ I = 1515
X, X1 X2
de donde se sigue el resultado. X

En la siguiente observacion se muestran algunas propiedades del operador asociado a una transformacion
preservadora de medida.

OBSERVACION 3. Sean {(Xi72i,ui)}%:1 espacios de medida finita, 7" : X; — X5 una transformacién p; —
na—preservadora de medida y p > 1. Sea Ur el operador asociado a T'. Se tienen las siguientes propiedades de
UT:

(I) Para cada c € K, f,g € L&(X2,Xo, i), si ¢ : Xo — K denota la funcién constante ¢, entonces Ur(c) = ¢
y Ur(fg) = Ur(f)Ur(g).

(IT) Si (X3,X3,u3) es un espacio de medida y S : X3 — X3 es una transformacion ps — pg—preservadora de
medida, entonces Ugor = Ur o Ug. En particular, si (X,X, 1) es un espacio de mediday T: X — X es
una transformacion p—preservadora de medida, para cada n € N se tiene que Up» = (Ur)", donde esta
tltima funcién se define recursivamente para cada f € L& (X, 3, u) como (Ur)™(f) = (Ur)"~Y(Uz(f)),
con UY(f) = .

(III) Si(X,X,u) es un espacio de medida finitoy T : X — X es una transformacion u—preservadora de medida.
Puede restringirse el dominio y el contradominio de Ur a Ef (X, X, 1), que resulta ser un operador lineal
acotado.

Demostracion de la Observacion 3. Considere la notacién para las funciones constantes.
(1) Fijece Ky f,g € LE(Xo, %9, u2). Observe que para todo z € X; ocurre que
Ur(¢)(z) = (coT)(z) = (T(2)) = ¢ = c(x).
y también
Ur(f9)(x) = ((fg) o T)(x) = f(T'(x))g(T(x)) = Ur(f)(x)Ur(g)(x).
De este modo se tiene (I).

(IT) Ya se tiene, por la Observaciéon 1, que S o T es una transformacion pu; — puz—preservadora de medida.
También, para cada f € L&(Xa, X9, i2) ocurre que

Usor(f) = fo(SoT)=(foS)oT =Ur(foS)=Ur(Us(f)) = (UroUs)(f).



(ITI) Sea (X,3, i) un espacio de medida y T una transformacion p—preservadora de medida. Note que, para
cada f € E% (X,X, u) que satisface ||f]l, < 1, se tiene que, por la expresion (1.3) del Teorema 3, que
NOr(Hll, = |Ifllp <1, entonces el conjunto

{IUr(Hllp = fe Ly (X,20), Ifll, <1}

estd acotado superiormente y luego,
1Uzll, = sup{||Ux(f)llp = f €Ly (X, 5,m), Iflp <1} <1,

obteniéndose que Ur es un operador lineal acotado en L) (X, 3, ).

1.4. Ergodicidad

El objetivo de esta seccién es presentar el Teorema Ergodico de Birkhoff, asi como la definicién y principales
caracterizaciones de las transformaciones ergodicas.

El siguiente resultado es fundamental para establecer el Teorema Ergddico en su version mas general, donde
el espacio de medida considerado es o—finito.

TEOREMA 4 (TEOREMA ERGODICO MAXIMAL). Sea (X, X, 1) un espacio de medida o—finito, T : X — X una
transformacion u—preservadora de medida, U : L5 (X, %, u) — L3 (X, X, u) un operador lineal acotado positivo
con |U|| < 1. Fije N €Ny f € LY (X, 3, ). Defina la sucesion de funciones (f, : X — R),>0 como sigue: Sea

n—1
fo =0. Para cada n > 1 definimos f,, = Z U'(f) y también considere Fy = max{f, : 0 <n < N}. Entonces
i=0

/ fdpu > 0. (1.4)
{zeX: Fn(z)>0}

Demostracion. En primer lugar, se tiene que Fiy = max{f, : 0 <n < N} > f, = 0. También para cada natural
n, con 0 < n < N, se tiene que f,, < Fy, es decir, Fy — f, > 0, donde Fy — f, € L (X, 3, ). Esto implica,
desde que U es un operador lineal positivo, que

n—1 n
UEw) 2 U =0 (X0 ) = S 0)
i=0 j=1
Por ello, para cada 0 <n < N
UFEN)+f2U(f) +F =) V() =D UH) = farr. (1.5)
j=1 =0
Afirmacion. Para cada z € X con Fy(x) > 0 se satisface que
Fy(z) =méx{fn(z): 1<i< N} (1.6)
Demostracion de la Afirmacion. Fije x € X con Fy(x) > 0. Se verifica de inmediato que
Fn(z) > max{fn,(z): 1<i< N}
Por otro lado, note que la condicion Fy(z) > 0 implica que Fn(z) # fo(x).Considere jo € {1,...N} tal
que fj,(x) = méx{f,(x) : 1 <1i < N}. Se tiene que f; () > 0. (Porque, en caso contrario, si fj,(z) < 0,
entonces para cada k € {1,... N} ocurre que fi(z) < fj,(z) < 0, asi que para cada k € {0,... N} tenemos
fr(z) < fjo(z) <0, lo que implica que Fy(z) < 0, que es contradictorio).
Por lo que para todo k € {0,... N} tenemos fi(x) < fj, (), es decir,
max{f,(z): 1<i< N} = f;(z) > méx{fp(zx): 0<i< N} =Fy(z).

Asi se obtiene la expresion (1.6).
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Por la Afirmacién y la ecuacion (1.5) se concluye que para todo x € X con Fy(z) se tiene que
U(Fn)(x)+ f(z) > Fn(z) =méx{fn(z): 1<i< N}

Definamos el conjunto ¥—medible A s ny = {x € X : Fx(x) > 0}. Como Fy > 0, tenemos que X\ A ny =
xr € X : Fn(x) = 0}. Porlaecuacién (1.5), esto implica que (U(Fnx)-+f)xa > Fnxa ; equivalentemente
(M) (,N)

XAy = (FN = [)XAx - (1.7)
También se tiene que Fnxx\a,y, = 0. Y como Fx > 0y U(Fxn) > 0, ya que U es un operador lineal
positivo, tenemos que

| Pyl = / Fy = / Fy,  UEN)h = / U(Fy) > / Fy. (18)
X AN X A,

Por las propiedades de la norma del operador, asi como el hecho de que |[U]] < 1 se tiene que
[UEN) I < WUNIEN = [[Ewnll1, es decir, [[Fx|lr — |U(Fn)[[x > 0.

De las ecuaciones (1.7) y (1.8) se concluye que

/ fdu > / (Fx — U(Fx))du = / Fydy— / U(E)dy
AN A, AN A,
z/ FNdu—/ U(Fx)dp = |Fxl — [U(F)lls > 0
X X

que es el resultado deseado.
Y

COROLARIO 3. Sea (X, X, 1) un espacio de medida o—finito, T : X — X una transformacion pu—preservadora
de medida, g € L (X, X, ). Para cada o € R defina el conjunto

Bg.a) = {:r €X: sup{:lnzl(goTi)(x)} > a}.

neN i—0

Entonces para cada A € ¥ con T~1(A) = A y u[A] < oo se tiene que
/ gdp > ap(Bga) NA). (1.9)
Bg.ayn4

Demostracion. Recuerde que, del inciso (IIT) de la Observacion 3, se tiene que Ur es un operador lineal acotado
en LT (X, %, pu) con ||Url|; < 1.

Sean A € ¥ con p[A] < oo. Note que, para cada k € N ocurre que g o T* € L§ (X, X, 1), por lo que, para
cada a € R tenemos que B, ) € X. Considere los siguientes casos para A:

Caso 1. A= X con u[X] < occ.
Defina f = g — a. Es claro que, el hecho de que u[X] < oo implica que f € L} (X, 3, ). Definimos los
siguientes conjuntos y funciones en X: fy = 0. Para cada n > 1 considere

n—1 n—1
fn = ZUT =Y [goT —aoT'|=> (goT") - na.
=0 1=0

También, para cada N € N definimos
Fy(z) =max{f,: 0<n <N}

y el conjunto ¥—medible A¢s yy = {z € X : Fy(z) > 0}. Con dichas definiciones, se reescribe

Blyay = {xGX: Sup{ ; (g0 T (x }>a} - {xeX: sup{i(fn(x)—kna)} >a}

neN neN

~{rex e saf>of

Tenemos la siguiente
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Afirmacion. B, o) = U Ags,ny-

N=1
oo

Demostracion de la Afirmacion. Probaremos tnicamente que B, o) C U A(s,ny, la otra contencion se
N=1

1
tiene de forma similar. Fije x € B, ) arbitrario. Entonces supneN{fn(:ﬂ) + a} > a. Por ello existe
n
1
N € N tal que NfN(x) + a > a. Se sigue que Fy(z) > fn(z) > 0, es decir, z € Ay n). Asi que

Bg,a) € U A(y,n)- Esto prueba la Afirmacion.
N=1

Por la Afirmacién, para cada N € Ny o € R se tiene que Ay n) C B(g,q). Ademds, como pu[X] < oo,
ocurre que pi[B(y )] < 0. Por el Teorema Ergédico Maximal

OS/A(f,N)fdMS/B fduz/B

y se concluye que
/B gdp = ap[Bg,q)]-

(g,2)

(9 —a)du = /B gdp — aplBg o)l

(g,0) (g,2) (g,0)

Caso 2. A€ X con T (A)=Ay pl4] < .
En tal caso, la condiciéon T—1(A) = A implica que T(A) C T(T-'(A)) C A. Entonces, al considerar el
espacio de medida finita (A,¥4,14), donde ¥4 = {ANB: B € X}, ua = pls,, asi como la funcion
T4 : A — A definida para cada z € A como T4(z) = T(x), se observa que T4 es una transformacion
pa—preservadora de medida, y de hecho g|la € LF(A, X4, 14). Por el Caso 1 se concluye que para cada
aeR

/ gdp = / g|Ad:uA < a:U’A[B(g,a)] = aﬂ[B(g,a) N A]
B(g,a)NA

B(g,a)

Esto demuestra el resultado.
X

TEOREMA 5 (TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF). Sean (X, X, u) un espacio de medida o—finito, T : X — X

X, X, u
una transformacion p—preservadora de medida, f € LY (X, 3, ). Entonces existe una tinica funcion f* €
LY (X, %, 1) tal que f*oT = f* c.t.p. (u) y
1 n—1
nh_)rrgo - Z(f oT) = f c.t.p. (p). (1.10)

=0

Ademds, si pu[X] < oo, entonces

) 1n71 . B .
/){fdu—nlgrgo/)(n;(foT)du—/)(f du. (1.11)

Demostracion. Note que, dada f € LT (X,%,u), esta se puede escribir como f = Re(f) + iIm(f), puede
aplicarse el resultado para Re(f),Im(f) € LT (X, %, u). Por ello, es suficiente establecer el resultado para K = R.

Considere los siguientes casos para pu[X|:

Caso 1. p[X] < oo.
Defina las funciones f*, f. : X — R como sigue

1n—1 . 1n—1 .
* = lfm sup — T . = liminf — ).
f lffolipng(fo ), Jo=lmin n;(fo )

Note que f* y fi son funciones (3, B(R))—medibles.
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Observe que para todon € Ny z € X ocurre

; _ S " @) n IS
:0 pt n+1+n+lgi:0(fOT)(T<x))
Entonces
n n—1
) = timsup o (70 7o) =timsup (L 4 22N (o))

=0 =0

_ ﬁmgp(j(f)l) + lim (nj 1) 1fﬂsogp(jl Z;(f o T%‘)(T(a:») — [(T(@) = (f o T) (@),

Es decir,

fr=feT (1.12)

De la misma forma se obtiene que f, o T = f,.

|
—

n

(fo TZ)} es convergente c.t.p. (). Para ello se

1

Demostraremos que la sucesiéon de funciones {
n

n>0

I§
o

i
tiene la siguiente

Afirmacion 1. f* = f, c.t.p. (n).
Demostracion de la Afirmacion 1. Para cada w € R defina los conjuntos ¥— medibles

Ef(f)={re X: w< f(2)}=(f)""(w, ),

y también

E;(f)={zeX: fulx) <w}=(f)7 ([-o0,w]).
Debido a la ecuacién (1.12), se tiene que
T=HEZ() =T7H(f) (w, 00])) = (f* o T) " (Jw, o0]) = () (Jw, o0]) = EX (f),

y de igual forma se tiene que T~ (E (f)) = E (f)-

w

Defina el conjunto X —medible

R= |J E.NnEfH= |J {zeX: fip)<a<p<f (@)}
a,BEQ, a<p a,BEQ, a<p

De la definicién de f, y f*, trivialmente se tiene que f, < f*. Por tanto, para probar la Afirmacion, es
suficiente demostrar que p[R] = 0. De hecho, probaremos que para todo «, 8 € Q con a < 3 se satisface

que
ulEL ()N Ef(f)] = 0.

Para ello, fije o, 8 € Q con a < 5. Con la notacién del Corolario 3, considere el conjunto

Bis = {x €X: sup{ig(foTi)(x)} > 6}.

neN i—0

Notemos que para cada = € X ocurre que

) < sup{1 S on><x>},

n
neN i—0

de donde se obtiene que E (f) N Eg(f) C Byy,p), es decir, EZ (f) N Eg(f) N Bp = E5(f)N E;{(f)
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Asique E (f)N Eg(f) es un conjunto X—medible que satisface T~ (E; (f) N E;{(f)) =E_(f)n E;{(f)

y
plE, (f)NES ()] < p[X] < oc.

Entonces, por el Corolario 3

| fin= [ Fdu > BulE; (NN ES(F)N By = AulE ()N ES ()] (1.13)
ES (HNEL(f) Es (f) (F)NB(s,8)

Por otro lado, tenemos que (—f)* = —f. y (—f)« = —f*. por lo que
Ey(f)={reX:filz)<al={zeX:—a<(-f)(z) = —fu()} = BEX,(~f),

y de igual manera se tiene que E;(f) = E”4(—f). Como ocurre para cada x € X que

1 — i
(=) (2) < SUP{n Z oT") }
se obtiene que
Ey()NES(f) = EL(=f)NEZ4(~f) C B(~f,—a)-

lo que implica que E (f)N E;r(f) =ET (-f)N E”5(=f) N B(~f,-a)- Mediante un argumento similar al
anterior, tenemos que, aplicando la ecuacion (1.13) a —f, —a y —f, por el Corolario 3

/ (—f)dp = / (=P > —aplE* o (~F) N E=y(—f) N B j )
Ea (HNEL(f) EY (=NEZ4(=/NBf o)

= —aplBL, (<) N E=y(= )] = ~aulEx () 0 B ()]
Luego
/ (~Pdn = ~anlE; ()N EF (). (114
Eo (HNEZ(f)

De las desigualdades (1.13) y (1.14) se tiene que

BB (f) N B () < [mem fau < aplB; (1) N S ()]

Como « < 8, de la dltima expresion se tiene que p[E (f) N E;f(f)] = 0. Por la eleccion de a, 5 € Q se
tiene la Afirmacion 1.

Afirmacion 2. f* € L} (X, %, u).

Demostracion de la Afirmacion 2. Para cada n € N defina la funciéon g, : X — R como

n—1 n—1
1 . 1 )
go=" 1T = S |UR()
i=0 =0

La funcion g, es (X, B(R))—medible no negativa. Por el Corolario 2, para cada n € N ocurre que g,, €

‘C]IlR (X, 3, p1) y ) L
1n7 . Ailnf B
Jomin= 33 [ 00lan =13 [ 1s1d0= [ i

Por otro lado, de la Afirmacion 1 se tiene que

n—1 n—1 n—1
1 : 1
e L N iy < 1
|fol = hénlnfn Eﬁo(foT) = nhm - Eﬁo(foT) hm g |UL(f |7hm1nfgn c.t.p. (w).

Entonces, por el lema de Fatou para (g,)n>0 se sigue que

/|f*|du§/ liminfgndugliminf/ gndu:/ | fldp < oo.
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Afirmacion 3. / f*dM:/ fdp.
X X

Demostracion de la Afirmacion 8. Considere los siguientes casos:

Casoi. f € Lo (X, 5, p).
Si f = 0 c.t.p. (), entonces f, = f* = 0 c.t.p. (u) y la afirmacién es cierta. Por tanto, puede
suponerse que f # 0 c.t.p. (u).

n—1

1 .
Para cada n € N defina la funcion h, : X — R como h,, = — Z(foTl). Como |f] < || flloo c-t.p- (1),
n
i=0
se tiene que h,, € L% (X, %, u). También, del Corolario 2 se tiene que

n—1 n—1 n—1
[ an= [ > o T = i;/XU%(f)du - ;/deu - [ ran
Por otro lado, como T es una transformacién p—preservadora de medida, se tiene, para cada entero
1 >0y M >0 que
pllF1710,00D) = wT~*(1£17110,00D)] = pllf o T*[71(]0, 00]),
y entonces
I lloc = if{M >0 u[|f[71(0,00[)] = 0} = inf{M > 0: ul|f o T*[71(J0,00])] = 0} = ||f 0 T"sc.

Por la desigualdad del tridngulo:

n—1

1 )
<=3 lf 0 Tl = 1l

oo =0

n—1

ltall = |1 Xt 0T

=0

También, de la Afirmacion 1 se sigue que

= { = { <
0= g i) = il < U7l et G0

Luego f. € LS (X, 2, 11) ¥ | filloc = < [ flloo-
oo

Concluimos que {f. — Ay }nen s una sucesion de funciones (X, B(R))—medibles que satisfacen que

lim A,
n—00

lim |f*—h,| =0 c.t.p. (1)
n—oo

yque |[f*—h,| < [[f* = hnlloo <2||f|loo c.t.p. (). Como p[X] < oo, por el Teorema de Convergencia

Acotada ocurre que
0= / lim |f* — hypldp = lim / |f* = hn|dp.
X n—oo n—oo X

’/Xf*du_/xfdu‘:’/Xf*d“_/xh”d“’S/X|f*—hn|du

donde el lado derecho de esta desigualdad converge a 0 cuando n — oo. De lo que se sigue la
afirmacion en este caso.

Asi que

Casoii. f € LY (X,X,p).
Con la notaciéon del Caso i se afirma que

lim hnd,u:/ frdu.

Para probar esto ultimo, fije ¢ > 0 arbitrario. Recuerde que, como p[X] < oo, se tiene que
LR (X,%, 1) es un subespacio denso de LF (X, %, i), por lo que, para f € L (X, S, u) y e >0
existe fo € L% (X, %, p) tal que

/X |f = foldu < % (1.15)
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Siguiendo la demostracion en el Caso 1, se obtiene que

n—1
s * 1 %
0:2320 fo_;é_o(fOOT)d/"

Entonces, para € > 0 existe N € N tal que para cada natural n con n > N ocurre

dp < %. (1.16)

lim
n—o0

fo == (fooT"

n—1
=0

Observe que todas las propiedades probadas para f* se tienen también para fj, entre ellas fo. =
f§ c.t.p. (). Mas atn

n—1 n—1 n—1
(7= 00 = Jim 2 = )T = Jim [ 57T~ Jim 15~ (foo T
1 Z:i ) 1 n—1 Z_é =
= th—>H;o - Z(f oT") — nll)n;oﬁ Z(fo oTH=f"=f§ c.t.p. (p).
i=0 =0

n—1

duﬁ/x lim 12|<f—fo>oTi|du

n—00 1, 4

n—1

lim ~ S ((f ~ fo)oT)

Por el Lema 1, la desigualdad triangular y el lema de Fatou tenemos que
J 1= sorlau= |
b'e X n—oo N P
Skggﬁ/‘ }: (f = fo) MTWufhmHﬁfE:/mWff fo)ldp

1=0
_higgéffZ/\f fold = [ 11 = ol

Al igual que en la demostracion del Caso 1 se obtiene que

/X I ol = /X (F = fo)*ldu < /X 1 — foldp. (1.17)

Por el Lema 1 y las expresiones (1.15), (1.16) y (1.17), para cada natural n con n > N ocurre que

n—1

* _ * 1”*1 7 * 1 ° 7
‘/Xf du—/xhndu‘—’/xf du—An;(foT>du‘< - n ST
n—1 n—1
17 di 85 e T+ S o
=0
n—1
< [ 1= flau+ [ |f5- 2 (o) du+/] S — fo) o T
=0
n—1 n—1
< [ = gldus [ (55 - 2 X oo T du+ Z/\f fo) o T'ldy
1=0
* 1” . i 1
< [ 1= lau+ [ fo—n;(fooT)dqun;/Xf—fodu

<ttote=e
3 3 3

Por la eleccion de € > 0 se concluye que
/ ffdp = lim / hpdu = / fdu.
Caso 2. p[X] = oo.

Se adopta la notaciéon del Caso 1. Se tiene la siguiente
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Afirmacion 4. Para cada «, f € Q con a < 8 se satisface que
plEL (f) N E; ()] < cc.

Demostracion de la Afirmacion 4. Fije a, 8 € Q con a < 5. Se tienen los siguientes casos:

Caso (i). g > 0.
Se afirma que para todo C € ¥ con u[C] < ooy C C E,(f)N E;r(f) se satisface que

1
e < /X Fldp.

Para probar esto ultimo, fije C' € X con las caracteristicas enunciadas. Considere la funcién ¢ : X — R
definida como ¢ = f — Bxc. Observe que, como u[C] < oo, se tiene que ¢ € LY (X, 3, i). Definimos
las funciones en X y conjuntos siguientes: ¢g = 0. Para cada n > 1 considere

n—1 n—1 n—1 n—1
Pn = ZU%(('D) - Z[f oT" — fxcoT'] = Z[fOTi —Xr-i(c)] 2 Z(fOTi) —np.
=0 =0 i=0 i=0

También, para cada N € N definimos
n—1 )
Py(z) =méx{p,: 0<n< N} = méx{Z[fOT’ —Xr-i(y] + 0<n < N}.
i=0

Por el Teorema Ergédico Maximal, para cada N € N se tiene que

(f = Bxo)dp = / odp > 0.

/{wEX: SN (z)>0} {zeX: &N (z)>0}

A continuacién mostraremos que

CCD= [j{xeX: Dy (z) > 0}.
N=1

Sea x € C arbitrario. Entonces = € Ef (f), es decir

f< @) < sup{1 S(foTi)(x)},

neN (1 i—0
m—1
asi que existe m € N tal que — Z (foT")(z) > B, es decir,
m
i=0

—

m

D () > o (x) > 2 (foT"(z) —mp > 0.
0

=

Entonces x € D. Por lo tanto C C D.

De la observacién anterior se tiene que

/(f_ﬁXC)d,UZ/ (f — Bxc)du > 0.
D {z€X: &1(x)>0}
Asi que
0 — dy = du — CNnD]= dp — .
S/D(f Bxc)dp /Dfu BulC N D] /Dfu BulC]
Entonces

BulC] < /D fdu < /X fdp < /X fld,

obteniéndose lo deseado.
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Finalmente, como (X, ¥, i) es un espacio de medida o—finito, se tiene la existencia de una sucesion
creciente de conjuntos ¥ —medibles, con medida finita, digamos (X}, ),en, tales que X = U X, . Para

n=1

cada n € N defina el conjunto X—medible C,, = X, N E, (f) N EZ{(f) Se tiene que (Cp)nen €s una
sucesion creciente de conjuntos medibles que satisfacen u[C,] < ooy C, € E; (f)NEJ (f) y también

U C,=E_ (f)n E;( f). Por el Teorema de Continuidad para p y lo anterior, se concluye que

WEZ () O EF (D] = Yim ulCo] < 5 [ 1fldn < .

Caso (ii). 5 < 0.
En este caso se tiene que @ < 8 < 0. De donde, —a > 0. Aplicando el Caso (i) para —f y —a,
recordando que E (f) = EY (—f) vy E+(f) E—B( f), se obtiene que

HE (£)NEZ(£)] = plET,(—f) N EZ4(=f)] < oo

De este modo se tiene la Afirmacién 4.

Para demostrar que f* = f, c.t.p. (u), se procede de forma analoga al Caso 1, donde lo inico que se requiere
es la Afirmacion 4. Entonces se tiene que para todo «, 8 € Q con « < 8 ocurre que u[[E;, (f) ﬂE;(f)] =0.

Por ello f* = f, c.t.p. (i). El hecho de que f* € LF (X, %, i) se obtiene de la misma forma que en el Caso
1.

X

Ahora describiremos a las transformaciones ergddicas, para establecer relaciones entre este concepto y el
Teorema Ergodico de Birkhoff.

DEFINICION 4 (TRANSFORMACION ERGODICA). Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad y T : X — X una
transformacion p—preservadora de medida. A T se le llama una transformacién p — ergédica si para todo
B € X tal que T~1(B) = B ocurre que u[B] € {0,1}.

A continuacién se enuncia un primer resultado de caracterizaciéon de las transformaciones ergodicas.
TEOREMA 6 (CARACTERIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES ERGODICAS (I)). Sean (X,X,pn) un espacio

de probabilidad y T : X — X wuna transformacion p—preservadora de medida. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(I) T es una transformacion p—ergédica.

(IT1) Para todo B € S con p[T~*(B)AB] =0 se tiene que u[B] € {0,1}.
(III) Para cada A € ¥ tenemos que ,u{U T”(A)} =1
e

(IV) Para cualesquiera A, B € 3. con p[A], u[B] > 0 eziste n € N tal que p[T~"(A) N B] > 0.
Demostracion.

(I) = (II) | Suponga que T es una transformacion p—ergodica.
Fije B € ¥ arbitrario con u[T~!(B)AB] = 0. Definamos el conjunto Y —medible

-NUr®
n=01i=n

Observe que

Tl(Boo):T1<ﬂ UTI’(B)) ﬂ UT (+1)( ﬂ ﬂ T~ 0H( Beo.

n=01i=n n=01i=n n=01i=n+1
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Afirmacion. Para cada n € N ocurre

(a) T-"(B)AB C Gl[T—@“)(B)AT—i(B)].

(b) BA(G T7'(B ) U [BAT'(B

i=n

oo o0

() BoABC | JBAT(B)].

n=1i=n

(d) p[T-"(B)AB] = 0.

(e) M[BA(G T‘i(B)ﬂ =0.

i=n

(f) u[BsAAB] = 0. De hecho, u[B] = p[Boo].

Demostracion de la Afirmacion.

(a) Sea n € N. Fije z € T~"(B)AB. Considere los siguientes casos:

Caso 1. x € T""(B)\B.
Note que {r € {1,...,n}: € T7"(B)} # 0. Considere k = min{r € {1,...,n}: z € T7"(B)}.
Como x ¢ B se tiene que = ¢ T~*~1)(B), lo cual significa que z € T~ (B)AT~*~1)(B), es
n—1

decir, z € | J [T~ (B)AT™(B)].
=0

Caso 2. x € B\T "(B).
Al igual que en el Caso 1, considere | = min{r € {1,...,n}: = ¢ T~"(B)}. Tenemos que = ¢
T-YB) y x € T-U=Y(B). Luego, x € T-Y(B)AT~(=Y(B) Como z € B, entonces 0 <1 <n—1

n—1

yxéU ~(+D)(BYAT(B)).

n—1
En ambos casos se tiene que = € U [T~C+D(BYAT™(B)].
i=0

(b) FijeneNyx e BA(U T’(B)). Se tienen los siguientes casos:

1=n

Caso 1. = € B\(G Ti(B)).

i=n

En este caso, x € B y para cada natural i > n ocurre que x ¢ T~*(B), es decir, z € BAT~%(B).
o0

Por ello x € U [BAT™(B)].

i=n

Caso 2. :c€<UT >\B

=N

En tal caso, existe un natural m > n tal que z € T~™(B)\B, esto es, z € T~™(B)AB y luego

z e | JIBAT/(B)).

i=n
En los dos casos obtenemos que x € U [BATY(B)].
(¢) Sea x € By AB arbitrario. Considere los siguientes casos:
Caso 1. x € By, \B.

En particular ocurre que z € U T_i(B). Por lo que existe un natural m > 1 tal que = €
i=1

T-™(B)\B, esto es, x € T~™(B)AB. Por lo tanto = € U B)AB] C U U [BAT™'(B)].

i=m n=1i=n
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Caso 2. x € B\By

[ olNe o}

Como z ¢ By, entonces z € U ﬂ[X\T*i(B)], asi que existe un natural m > 1 tal que
n=01i=n
z € B\T™™(B), es decir, z € | J[T7/(B)AB] C | | J[BAT(B)]
i=m n=1li=n
En ambos casos se tiene que = € U U [BAT™(B)].
n=1i=n

(d) Como T es una transformacion p—preservadora de medida, por la Observacion 1, el inciso (a) y el
hecho de que p[T~*(B)AB] = 0, para cada n € N ocurre que

o< ufrmas] < u| YD m)arie)] <u U 0 ms)

1=0 i=0
< S T (BYAB) = S T (B)AB) = 0.
1=0 1=0

Por ello 0 = p[T~"(B)AB].

(e) Aligual que en (d), del inciso (b), para cada n € N se deduce que
u[BA(U T"(B)ﬂ SH[U[BAT } ZHBAT
(f) Note que, por el inciso (c) y (e) se tiene que
0 < p[Bo AB] <“[U UBAT( ] Z;{BA(UTZ'(B))}:O.
n=11i=n n=1 i=n
Entonces p[BooAB] = 0. De aqui que
i[Boc) < 1lBoc U B] < B O\ Bu] + p[BaoSB) = ulB 1 Bu] < i B)
De igual forma se obtiene que p[B] < u[Bs]. Entonces u[Boo] = p[B]-

Asi se tiene la Afirmacion 1.

Como T es una transformacion u—ergodica y Bs, € ¥ satisface que T71(By) = B, por la Definiciéon 4
y el inciso (f) de la Afirmacion se concluye que u[B] = u[Bs] € {0,1}.

(II) = (1II) | Suponga que para todo B € ¥ con u[T~*(B)AB] = 0, entonces u[B] € {0,1}.

Fije A € ¥ con p[A] > 0. Defina el conjunto ¥ —medible A* = U T7"(A). Observe que
T-1(A*) = Tl(U T"(A)) =T ") = JT7(4) C A
n=1 n=1 n=2

Entonces T~ 1(A*)AA* = A*\T~1(A*), y como T es una transformacién p—preservadora de medida se
obtiene que
UITH(AR)AAT] = g A\T (A7) = u[A"] — plT~H(47)] = 0

Por hipotesis, esto significa que u[A*] € {0, 1}. Observe que, si se supone pu[A*] = 0, entonces esto significa
que 0 = p[T~1(A)] = u[A], que seria una contradiccién. Por tanto, debe tenerse u[A*] = 1.
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(IIT) => (IV) | Suponga que se satisface (III). Fije cualesquiera A, B € ¥ con u[A], u[B] > 0. La condicién

(ITT) implica que ,u[U T”(A)] = 1. Asi que
n=1

(@

0< p[B] = u[ T="(A) HB}

n=1

De aqui se deduce que existe N € N tal que pu[T~~(A4)N B] > 0.

(II) = (IV) | Procedamos por contrapositiva. Suponga que T no es una transformacion p—ergodica.
Entonces existe B € ¥ tal que T-}(B) = B y que satisface 0 < u[B] < 1. También ocurre que
0 < pu[X\B]=1-—pu[B] <1

Por el principio de induccién matematica se obtiene que para todo n € N ocurre que T-"(B) = B.
Considere los conjuntos ¥—medibles B y X\ B que satisfacen p[B], u[X\B] > 0. La condicién (IV) implica
que existe N € N tal que

0 < ulT=N(B) N (X\B)] = u[B N (X\B)] =0,

que es una contradiccion. Por lo tanto (IV) = (I).

X

OBSERVACION 4. Sean (X,3, ) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una transformacion p—preservadora
de medida. Se verifica de inmediato que las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Para cada A € ¥ con u[A] > 0 ocurre que “[U T”(A)] =1.

n=1
(2) Para todo A € ¥ con u[A] > 0 existe N € N tal que u[ U T_"(A)] =1

También son equivalentes:

1. Para cualesquiera A, B € ¥ con u[A], u[B] > 0 existe un natural N tal que u[T~N(A) N B] > 0.

11. Para todo A,B € ¥ con u[A],u[B] > 0 y para todo N € N eiste un natural n con n > N tal que
u[T~"(A)n B] > 0.

Estas condiciones pueden ser sustituidas en el Teorema 6 ((2) por (III) y 11. por (IV)).
TEOREMA 7 (CARACTERIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES ERGODICAS (II)). Sean (X, X, u) un espacio de
probabilidad, T : X — X wuna transformacion p—preservadora de medida y p > 1. Son equivalentes:
(I) T es una transformacion p—ergédica.
(I1) Para cada f € L& (X, %, 1) con foT = f ocurre que f es una funcion constante c.t.p. (i).
(I11) Para cada f € L§ (X, %, 1) con foT = f c.t.p. (1) tenemos que f es una funcion constante c.t.p. (p).
(IV) Para cada | € Lgf (X, X, 1) con foT = f ocurre que f es una funcidn constante c.t.p. (u).
(V) Para cada | € £§ (X,3,p) con foT = f c.t.p. (1) se tiene que f es una funcion constante c.t.p. (u).

Demostracion. En primer lugar, observe que, cuando K = C, el estudio de f € L£§ (X,X, u) se limita a es-
tudiar las funciones Re(f),Im(f) € L (X, %, ). Entonces supondremos, sin pérdida de generalidad, que K = R.
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(I) = (III) ] Suponga que T es una transformaciéon p—ergodica. Sea f € L& (X,%,pu) tal que foT =
f c.t.p. (1). Considere el conjunto ¥—medible de medida p—cero

N={eeX: (foT)) £ f()}.

Con esta notacién se tiene que (f o T)xx\n = fxx\N-

Para cada n € Ny k € Z defina el conjunto

s = ([ 52)

Tenemos la siguiente

Afirmacion. Para todo k € Z, n € N se tiene que
1. T-Y(E(n,k))AE(n,k) C N.
2. u[T=Y(E(n,k)ANE(n, k)] = 0.
Ademés

3. Existe una sucesion de ntimeros enteros {k(n)},en tal que ,u[ E(n,k(n))] = 1y para todo

13

x € ﬂ E(n, k(n)) ocurre que
n=1

lim k()

n—oo 2N

= f(=).

Demostracion de la Afirmacion. Fije k € Z y n € N.

1. Procedamos por contradiccién. Suponga que T (E(n,k))AE(n,k) ¢ N. Sea z € X\N tal que
x € T7YE(n,k))ANE(n, k). Considere los casos siguientes:
Caso I. z € T"Y(E(n,k))\E(n, k).
Observe que, dado que z € T~ (E(n,k)) y € X\ ocurre que
k E+1

on (o) = f(@) < “ =

de donde se sigue que = € E(n, k), lo cual es contradictorio.

Caso I1. z € E(n,k)\TY(E(n,k)).
Mediante un razonamiento similar al del Caso I, se tiene la conclusién en este caso.

En ambos casos se obtiene una contradiccién. Por lo tanto T-1(E(n, k))AE(n,k) C N.
2. Es ahora inmediato de 1 y del hecho de que u[N] = 0.

3. Fije n € N. Observe que, por el inciso 2, para todo k € Z ocurre que [T~ (E(n,k))AE(n, k)] = 0.
Como T es una transformacion p—ergodica, por el inciso (II) del Teorema 6 se tiene que

ulE(n, k)] € {0,1}.

Observe que, también se tiene que

=[]

k€Z
Entonces
X =14 0=soc) = U ([gn 55| ) = U B
kez keZ
Luego, 1 = u[X] = > ,c,u[E(n, k). Dado lo anterior, existe un tnico k(n) € Z tal que

W[E(n. k(n))] = 1.
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Defina Z = (.-, E(n,k(n)), que es un conjunto X —medible.

Probaremos ahora que pu[Z] = 1. Para ello, defina para todo n € N el conjunto Z, = ﬂ E(i, k(2)).

i=1
e’}

Observe que (Z,,)nen €s una sucesion decreciente de conjuntos ¥ —medibles y que Z = n Zn. Se
n=1
verifica inductivamente que para todo n € N ocurre que p[Z,] = 1. Por el Teorema de Continuidad
para p se tiene que
1= lim M[Zn] = M[Z]

n—oo
o0
Resta demostrar que para todo x € ﬂ E(n,k(n)) se tiene que
n=1
- k(n)
A3, T = 1),
k k 1
Fije x € Z. Entonces para todo n € N tenemos 2(:) < flz) < %, es decir,
k(n)| k(n) k(n)+1 kin) 1
donde el lado derecho de la ultima desigualdad converge a 0 cuando n tiende a infinito. Entonces
tim X ya)
Jn S = /@)

Esto prueba la Afirmacion.

k(n
Por el inciso 3 de la Afirmacién se sigue que, para cada z,y € Z ocurre que f(y) = lim % = f(x),
n—oo
esto significa que f es una funcién constante en Z. Como pu[Z] = 1, entonces f es una funcién constante

c.t.p. (u).

(IV) = (I) ] Suponga que para toda f € LE (X,%, 1) que satisfaga foT = f c.t.p. (1) se tiene que f es

una funcién constante c.t.p. (u). Probemos que T es una transformacion p—ergodica por medio de la
Definicién 4.

Fije B € ¥ con T~'(B) = B. Observe que xp € £§ (X, %, p) satisface xp o T = xp-1(3) = xB- De la
hipotesis se tiene que xp es una funcion constante c.t.p. (¢). De modo que x5 € {xx,Xx0} c.t-p. (1).
Entonces p[B] € {0,1}.
Las implicaciones (III) = (II) , (V) = (IV) , (IV) = (III) y (III) = (V) son inmediatas.

X

En el Teorema 7, en el caso en que K = R, en el siguiente resultado se establece una condicién necesaria

para la ergodicidad de la transformacion, que es visiblemente més fuerte que el inciso (III) del Teorema 7.

PROPOSICION 2. Sean (X,X, 1) un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion p—preservadora

de medida. Suponga que T es una transformacion u—ergédica. Entonces para cada f € L& (X, 2, 1) con foT >

f c.t.p. (u) se tiene que f es una funcion constante c.t.p. (u).

Demostracion. Sea f € L§ (X,X,u) con foT > fct.p. (u). Sea N ={x € X: (foT)(z) < f(x)}, que es
un conjunto Y—medible con p[N] = 0. Como T es una transformaciéon p—preservadora de medida, para cada

n € N se obtiene que

= u[X\N] = p[T7"(X\N)] = pl{z € X : (foT"")(z) = (fo T)(T" () = f(T"(x)) = (f o T")(2)}],

lo que significa que (f o T™) > f c.t.p. (u). De hecho, de aqui se sigue que

n—1

% S (foTH=f  ctp. (u)

=0
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Para cada o € R defina el conjunto E, = f~*([a, 00]). E, es un conjunto X—medible que satisface
ENN={zecX: (foD)(z) > f(z)>alC{zeX: (foT)(z) >a} =T"YE,).
De esto ultimo se tiene que

(T (Ea) AEL) N (X\N) = [(T7(Ea)\Ea) N (X\N)] U [(BE\T ™ (Ea)) N (X\N)]
(T (Ba) 0 (X\N)\Ea] U [(Ea 0 (X\N)\T~1(E,)]
(T (Ba) N (X\N)\Eq € T~ (Ea)\Ea

N 1N

Como T es una transformacion p—preservadora de medida y 1 = p[X\N] = 1 entonces

N[T_l(Ea)AEa] = ﬂ[(T_l(Ea)AEa) N (X\N)] < N[T_l(Ea)\Ea]
= p[T7H(Ea)] = plT™H(Ea) N Ea] = plBa] — u[T 7 (Ea) N Ea N (X\N)]
= p[Ea] = p[Ea N (X\N)] = p[Eo] — plEqs] = 0.

Entonces, para cada o € R ocurre que u[T~'(E,)AE,] = 0. Por la ergodicidad de T, del inciso (II) del
Teorema 6, para cada a € R ocurre que u[E,] € {0,1}.

Afirmacion. Existe o € R tal que u[E,~] = 1.

Demostracion de la Afirmacion. Procedamos por contradiccion. Suponga que para todo a € R ocurre que
pulEq] = 0. Como X = U Ey = U Y ([k, 00[), entonces
keZ keZ

L= p[X] =) plE] =0,

que es contradictorio. Asi se tiene la Afirmacion.

Similarmente puede concluirse que existe 8* € R tal que p[Eg-] = 0, es decir, p[f~(] — oo, 8*[)] = 1.
Asi que p[{z € X : o < f(z) < B*}] = plEa N f7H] — 00,8*[)] = 1. Entonces existe M > 0 tal que
|f| < M ct.p. (u), por lo que f € LY (X, 3, u). Por el Teorema Ergodico de Birkhoff existe f* € £ (X, X, u)
tal que f*oT = f* c.t.p. (1)

’ 1 = ) *
Jim Zo(foT )=f c.t.p. (1),

y también / frdp = / fdu. Por la u—ergodicidad de T y el Teorema 6 (V), la condicién f* o T =

X X
f* ct.p. (1) implica que f* es una funcién constante c.t.p. (i), digamos que ¢ € R satisface que f* = c c.t.p. (u).

Entonces
c:/ f*duz/ fdu
X X

Observe que se satisface que

n—1

f< lim L S(feT) == ot ()

Entonces tenemos que ¢ — f > 0 c.t.p. (u) y / (¢ — f)dp = 0, esto implica que f = ¢ c.t.p. (u).
X
X

COROLARIO 4 (TEOREMA ERGODICO DE VON NEUMMAN PARA ESPACIOS L,). Sean (X,%,u) un espacio

de probabilidad, T : X — X wuna transformacion u—preservadora de medida y p > 1. Entonces para cada
fe L‘% (X,3, p) existe una funcion f* € ACHE (X, %, u) tal que f*oT = f* c.t.p. (u) y

7. 1”_1 7 *
lim HnZ(foT)f

n—00 :
=0

=0. (1.18)

p

Demostracion. Consideremos los siguientes casos:
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Caso 1. g € LX (X, %, p).

En este caso, existe M > 0 tal que |g| < M c.t.p. (u). Se tiene que g € L5 (X, %, u) y por el Teorema
Ergodico de Birkhoff existe una funcién ¢g* € £X (X, X, i) tal que g* o T = g* c.t.p. (1) y

7 1 oy 7 *
n11—>120 - Z;(g oT) =g c.t.p. (p).
i—
Observe que
1 n—1 1 n—1 1 n—1
3 (]
= — = — < — .t.p. .
lg*| = gg;n§;@07V gg;n§%moTl Jg;n§jﬂl M ctp. ()
7 K3 =

Esto altimo significa que |g*|P < MP c.t.p. (1), y luego, g* € ng (X, X, u). También ocurre que

n—1
|1 i «| _
nh_)n;<> - 2 (goT")—g*| =0 c.t.p. ().
1 n—1 p
Por lo tanto, la sucesion de funciones |— Z(g oT)—g*| en Ly (X,X, ) satisface
n
i=0
1 n—1 p 1 n—1 p
LYoo < (SN leeTl i) seMP ctp )
=0 =0
y también que
1 n—1 ) p
gg)gzgon)—g =0  ctp. (n)

Entonces, por el Teorema de Convergencia Acotada,

0= [ 1
X n—oo

Asi se obtiene la conclusion en este caso.

n—1

%E:@oTﬁfg*

1=0

E:goTz*g

=0

1 ,
dp = lim |- T — g*
p= tim | S gor) 4

n—00
=0

dﬂ:lm1

p n—1

p

Caso 2. f € L (X, 3, p).

Para cada n € N defina la funcién f, en X como

1 n—1 ) 1 n—1 )
=D Up(f)=-> (FoT).
1=0 =0

Note que, por el Teorema 3, como f € [,]Ipf (X, X, 1) se obtiene que f,, € L:E (X, X, u). Se tiene la siguiente

Afirmacion. (fn)nen es una sucesion de Cauchy en LJ (X, X, ).

Demostracion de la Afirmacion. Fije e > 0. Por la densidad de L, (X, X, 1) en ng (X, %, 1), se tiene que
existe g € Lo (X, 3, 1) tal que

€
- < ~.
I = gllp <

Para cada n € N defina la funcion g, en X como

n—l

Z Uble) = 2 S (90T
1,:0
Por el Caso 1, para g existe gx € Lgf (X, X, p) tal que g*xoT = gx* c.tp. () y lim [lg, —gll, = 0.
n—oo

En particular, (g,)nen €s una sucesion de Cauchy en E]Ipf (X, 3, ). Entonces, existe N € N tal que para
cualesquiera natural n y k con k,n > N ocurre que

€
Hgn+k - gn”p < g
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Observe que f —g € E]}f (X, %, u), asi que por el Teorema 3, para cada k € N se tiene que

k—1 — k—1
1 1 1 1

ooy < [F0 0o < X1 9o Tl = S 1ol =17 ol
=0 1=0 1=0

Entonces, para todo k,n € N con k,n > N se tiene que

I fotk = Fullp < N fnvk = Gnrrllp + l9n+k — gnllp + lgn — fullp < N1f = gllp + lgntx — gnllp + lg = fllp
€ € €
<-4+-+-=¢c
3T3tg=¢

Como € > 0 es arbitrario, se obtiene la Afirmacién.

Dado que EE (X, X, 1) es un espacio de Banach, por la Afirmacion se deduce que existe f* € ﬁjﬂf (X,%, )
tal que

Z OTZ *
p

=0

= lm [ fn = f*l, = 0.

n—oo

Resta demostrar que f*oT = f* c.t.p. (u). Para ello, basta observar que, para todon € Ny x € X ocurre

que
_ S For@) = 2@ | L SN oy = L@ L 1N
Fusa(o) = g DU o T = 2+ g B 0T = (7 + g U o TOT@)
- n(+)1 ()
y también, por el Teorema 3 se obtiene
1 n—1 )
[l < YMfoT = fllps ¥ (1.19)
i=0
[fnoT = f"oTlp=(fn=f) o Tlp = lfa =l (1.20)

Por la desigualdad triangular, las ecuaciones (1.19) y (1.20), para cada n € N se tiene que
0<|f=froTlp< ||f* —follp +llfn = fnoTlp+fnoT = f o Tl

<1 = Fullp + I e = £l = 20— £l +

p

* « 2
<2 fn = Follp + 1o = Frtallp + ﬁllfn+1 = fllp < 21 fa = Fllp + I1fe = Farallp + Il Fllp-

Snt1 n S
n n

fn+1 + — fog1 —

P

El lado derecho de esta desigualdad converge a 0 cuando n tiende a infinito. De aqui se obtiene que
0=|f*—=f*oT|,yconello, f*= f*oT c.t.p. (u), obteniéndose el resultado.

X

COROLARIO 5 (CARACTERIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES ERGODICAS (III)). Sean (X, X, 1) un espacio
de probabilidad, T : X — X wuna transformacion p—preservadora de medida. Son equivalentes:

(I) T es una transformacion p—ergédica.

(IT) Para cualesquiera A, B € ¥ ocurre que

n—1
Jim — 7 u[T7(A) N B = plAlu[B]
1=0

Demostracion.
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(I) = (II) ] Suponga que T' es una transformacion p—ergodica y sean A, B € 3 cualesquiera. Note que x4 €
LX(X,3, 1) y por el Teorema Ergodico de Birkhoff, existe una funcién (x4)* € L5 (X, %, ) tal que

(xa)* oT = (xa)* c.t.p. (),
M[A]Z/XXAdu=/X(XA)*du y

n—1 n—1

, 1 i .1 X
Jim ;(XA oT") = lim — ; Xr-i(a) = (X4) c.t.p. (1)

Como T es una transformacion p—ergodica, por el inciso (V) del Teorema 7, la condicion (x4)* o T =
(xa)* c.t.p. (1) implica que (x4)* es una funcién constante c.t.p. (i), digamos (x4)* = ¢ c.t.p. (1), con
¢ € K. Entonces u[A] = c. Por ello,

n—1

lim — oy = plA . ().
nggon;xT () =nlA] ctp. (u)

1 n—1
La sucesién de funciones { Z XTz‘(A)XB} en L§ (X, %, u) satisface
n
i=0 n

eN
n—1 n—1
lim = - — lim = - — ulA 4.p. ().
nggon;m (A)XB nggon;m s = HAxs  ctp. (p)

Ademés para cada n > 0 ocurre que

1 n—1 1 n—1
- ZXT*I'(A)XB s - Z IXT-iayxsl <1 ct.p. (n).
i=0 i=0

Por el Teorema de Convergencia Acotada, concluimos que

n—1 n—1

1 1
ApB) = [ plAlxpdp= [ 1im = Cyxpdp = lim [ = —yxsd
plAlu[B] /Xu[ IXBdpn /Xngrolon;m (ayxpdu nggo/xn;m (ayxpdu

n—1

1 .
= lim — T~'(A) N B).
nggon;:()u[ (A)N B]

(I) = (I) | Suponga que la condicion (II) es valida. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 6, para probar
que T es una transformacion p—ergodica, es suficiente verificar que para cada A, B € ¥ con u[A], u[B] > 0
existe n € N tal que u[T~"(A)N B] > 0. Para probar esto tltimo, procedemos por contradiccion. Suponga
que existen A, B € ¥ con p[A], u[B] > 0 tales que para todo natural n ocurre que u[T~™(A)N B] = 0. Por

hipotesis se tiene que
1 n—1

S W (A) N B] =0,
=0

0 < p[Ajp[B] = lim —
n—oo0 1, 4

que es una contradiccion. Por lo tanto, T' es una transformacién p—ergodica.

OBSERVACION 5. Sea (X, X, 1) un espacio de medida finita.

I. Sea A C P(X) un algebra de subconjuntos tal que ¥ = o(A). Entonces para cada A C X tenemos que
A € ¥ siy solo si para todo € > 0 existe Ay € A tal que u[AAAy] < e. La demostraciéon de este hecho
puede hallarse en [Kni09].

1. Dados A,B,C,D C X se tiene que (AN C)A(BND) C [AAB] U [CAD]. De hecho, si (X,X,u) tiene
medida finita y A, B € X, entonces se satisface que |p[A] — u[B]| < pu[AAB].

El siguiente resultado establece que para verificar la ergodicidad en una transformaciéon preservadora de
medida en un espacio de medida cuya oc—é&lgebra est4 generada por una semiélgebra, basta con verificar que se
satisface la condicion (II) del Corolario 5 para los elementos de dicha semialgebra.
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PROPOSICION 3. Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad y T : X — X una transformacion pu—preservadora
de medida. Suponga que S C P(X) es una semidlgebra tal que 3 = o(S). Son equivalentes:

(I) T es una transformacion p—ergddica.

(IT) Para cualesquiera A, B € ¥ ocurre que

n—1

Jim 57 T (4) (1 B) = p[AlulB). (121

Demostracion. Observe que la implicacion (I) = (II) ya se tiene del Corolario 5. Resta probar que (II) =
(I). Para ello, suponga que la condicién (IT) se satisface. De acuerdo con el Corolario 5, para probar que T es
una transformacion p—ergodica, es suficiente verificar que para cualesquiera A, B € X se tiene la ecuacion (1.21).

Para ello, fije A, B € ¥ y € > 0. Denote por A(S) el algebra generada por S. De acuerdo con el inciso 1 de

la Observacion 5, existen Ag, By € A(S) tales que p[AgAA] < % y p[BoAB] < % Suponga que Ay = tl—J Ap,

S
By = H—J By, donde (Ai)r_; € S y también (B;);_; C S, con r,s € N. De las hipotesis, para cada (k,1) €

1=1
{1,...,7} x {1,...,s} ocurre que
nll_)H;o E Z ,u Ak n Bl] [Ak],u[Bl]
Entonces
1 n—1 1 n—1 T s
lim = Z u[T~(Ag) N Byl = lim — Z M[T‘l( + Ak> N (Lﬂ Blﬂ
G [ k=1 =1
1 n—1 T n—1 r s
:nhjgonZM{UU (Ak)mBz]—nlggonZZ u[T~H(Ag) N By
i=0 lk=11=1 i=0 k=1 I=1
S
:Zznh_{gcﬁzu (Ap)N B = ZZMAk [Bi] = ZM[AIJZM[BM
k=11=1 k=11=1 = 1=1
= p[Ao]u[Bo).
Asi que para € > 0 existe N € N tal que para todo natural n < N ocurre
1 €
- T~"(Ao) N Bo] — u[Aolu[B - 1.22
n;u[ (4o) N Bo] — plAo]u[Bo]| < 5 (1.22)

Por otro lado, del inciso 11 de la Observacion 5 se obtiene para cada k € N que
[T~%(A) N BIA[T™%(Ag) N Bo] C [T H(A)AT*(Ap)|A[BABy) = T™*(AAAg) U [BABy).

Como T es una transformacion u—preservadora de medida, asi como la propiedad con que fueron elegidos
Ap y By se tiene que

[T *(A) N B) - ulT*(Ao) N Bol| < pllT~*(4) N BIAIT*(Ao) N By]] < u[T (AL Ag) U [BAB]]

< UTH(ADAY)] + u[BABo] = p[ADAG] + p[BAB) < £+ 5 = 7.

es decir,
[T H(A) N B] = Wl (40) N Bo| < 5. (1.23)

También se tiene que

[[AV[B] — [ Aolu[Bol| < u[B)|nlA] = ulAo)|+ [ Aol n[B) — ulBo]| < plALAG+p[BAB] < S+5 = 7. (1:24)

€
4.
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De las desigualdades (1.22), (1.23) y (1.24) se tiene que, para todo natural n con n < N

LN i aynm) - ﬂ[A]u[B]‘ <SS uriayn - Y (a0 0 By
=0 =0 =0

n—1

237 T (A0) 0 Bo] — plAolulBol| + Il AJu[B] — ulAolulBo]
1=0

1% e ¢ e

< E Z + Z + 5 = €.

1=0

Por la eleccion de € > 0, asi como de A, B € ¥ y el Corolario 5 se concluye que T' es una transformacion

p—ergodica.
X

OBSERVACION 6 (Al Teorema Ergodico de Birkhoff). Sean (X3, ) un espacio de probabilidad, T : X — X
una transformacién p—preservadora de medida y f € £ (X, X, uu). Por el Teorema Ergédico de Birkhoff existe
una funcion f* € L5 (X, X, ) tal que f* o T = f* c.t.p. (),

/Xf*du=/xfdu y
n—1

nh_{rgo % Z(foTi) = f* c.t.p. (u).
i=0

Se haré explicita la forma de la funcién f* considerando los siguientes casos para 7"

Caso 1. T es una transformacién py—ergodica.
En este caso, por el inciso (V) del Teorema 7, la condiciéon f * oT = f* c.t.p. (u) implica que f* es una
funcion constante c.t.p. (u), digamos f* = ¢ c.t.p. (i), donde ¢ € K. Notemos que

/ ffdp=c=f* c.t.p. (p).
X

Caso 2. T no es una transformacion p—ergoddica. Considere la siguiente o—algebra de subconjuntos de X

Sr={AeX:T'(A) = A}

Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una tnica funcion f : X — R (X, B(K))—medible definida
c.t.p. (u) tal que para todo E € ¥ satisface

/E fdp = /E Fdp.

A la funcién f se le conoce como esperanza condicional respecto a X, y se escribird E,[f|3X7] en vez de

f- Con la notaciéon previa se tiene la siguiente

Afirmacion. f* =E,[f|X7] c.t.p. (p).

Demostracion de la Afirmacion. Considere el conjunto ¥—medible con medida p—cero dado por

N = {xeX  ff () #nlingo:lnzl(foTi)(m)}.

=0

Considere la funcién ]? : X — K definida como f = [ * xx\w- Observe que f es una funcion
(2, B(K))—medible. También se tiene que f = f* c.t.p. () y f = foT c.t.p. (). De esto tltimo se
sigue que f es una funcién (37, B(K))—medible. Utilizaremos la definicion de esperanza condicional con
respecto a L para demostrar que f = E,[f|X7] c.t.p. (1). Observe que, resta verificar que para todo

E € X7 se tiene que
[ fau= [ Fan
E E
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Para probar esto ultimo, fije E € Yp. Entonces T~!(E) = E. Del principio de induccién matemética se
sigue que, para todo k € N ocurre que T~*(E) = E. Observe que fxg € L5 (X, %, 1). Entonces, por el
Teorema Ergodico de Birkhoff existe (fxz)* € LK (X, 3, 1) tal que (fxg)* oT = (fxr)* c.t.p. (1),

/X(fxE)*du=/XfxEdu v,

n—1

Jim 23 (fxpoT) = (fxs)' et ()
=0

Se verifica de inmediato que para todo k € N se tiene

(fxpoT*) = (foT*)xr-rm = (f o TF)xs.

Entonces
1 n—1 1 n—1
Fxe = Jim 2o T = Jim D3 (fxsoT) = (fxe) ctp (1)
y luego,

/E fdp = /X fxmdp = /X (fxE) du = /X foxpdu = /E Frp [E Fau.

Por la elecciéon de E € Yp y la definicion de esperanza condicional respecto a X7 se concluye que

fF=T=EJf1%r]  ctp. (u).

1.5. Transformaciones mezclantes.

En esta seccién se introducen algunos conceptos de transformaciones mezclantes (comunmente conocido en
la literatura como mizing), se establecen algunos criterios ttiles para determinar bajo que condiciones se tienen
estos conceptos a través de conjuntos, funciones medibles y el operador asociado a la transformacién en cuestion.
También, éstos se relacionan estos conceptos con el de ergodicidad.

DEFINICION 5 (TRANSFORMACIONES MEZCLANTES). Sean (X,3, ) un espacio de probabilidad, T : X — X
una transformacion pu—preservadora de medida.

1. T es una transformacion p — fuertemente mezclante si para todo A, B € X se tiene que

lim p[T~"(A) N B] = u[Alu[B]. (1.25)

n—oQ

11. Se dice que T es una transformacion p — débilmente mezclante si para cualesquiera A, B € X ocurre
que

n—1
dim " [u[T ™ (A) N B] — plAJulB]| = 0. (1.26)
=0

Una forma de interpretar una transformacién mezclante consiste en pensar en que A y B en un proceso
asintotico (o bien asintético en promedio) bajo la transformacion T son independientes en el sentido probabi-
listico.

OBSERVACION 7. Sean (X,¥, ) un espacio de probabilidad, T : X — X una transformaciéon p—preservadora
de medida. Se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) Si T es una transformacion p—fuertemente mezclante, entonces 7' es una transformacion p—ergodica.
(1r) Si T es una transformacion p—débilmente mezclante, entonces T es una transformaciéon p—ergodica.

Demostracion de la Observacion 7. En ambos casos, para probar que T es una transformacion p—ergodica,
basta con verificar que se tiene la condicion (II) del Corolario 5.
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(1) Esta afirmacion se tiene del hecho de que, si A, B € ¥ satisfacen la ecuacion (1.25), entonces
n—1
L4 —i _
Jim Z;MT (A)N B] = u[A]u[B],
7=

que es la condicién requerida.

(11) Es claro desde que, para cada A, B € ¥ y n € N ocurre que

LS W ) Bl - Al < 23 ey 0 ) - piaus)|

X

Tenemos la siguiente proposicién para caracterizar a las transformaciones mezclantes en espacios de
probabilidad cuya o—algebra esta generada por una semialgebra de subconjuntos.

PROPOSICION 4. Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad y T : X — X wuna transformacion u—preservadora
de medida. Suponga que S C P(X) es una semidlgebra tal que ¥ = o(S). Entonces

1. T es una transformacion pu—fuertemente mezclante si y sélo si para todo A, B € S se satisface

lim u[T~"(A) N B] = u[Alu[B).

n— oo

2. T es una transformacion pu—débilmente mezclante si para cualesquiera A, B € S ocurre que
n—1
lim ; [T~ (A) N B] — u[AJu[B]| = 0.

Demostracion. La prueba es similar a la demostracion de la Proposicién 3. X
Para efectos del siguiente resultado, que es un lema técnico, diremos que J C Z1 es un conjunto con densidad

cero si
lim |7n{0,...,n—1}| o

n—o00 n

LEMA 2. Sea (an)n>0 una sucesion acotade de nimeros reales. Las condiciones siguientes son equivalentes:

n—1
1
(1) nh_ggog;ku =0.

(I1) Existe J C Z* un conjunto con densidad cero tal que

lim a,=0.
n—oo0, n¢J

n—1

1 2
(I11) nlgréogzgm =0.
1=

Demostracidn. Para cada J C Z" y cada natural n > 0, denotemos por |J|(n) = [JN{0,...,n— 1}|.
1 n—1

I)=(1I)| S lim — i =0.

= (] Suponga ae Jin 3o

1
Para cada k € N definamos el conjunto J, = {n eN: la,| > k} Tenemos la siguiente

Afirmacion 1. La sucesion de conjuntos {Jx }ren satisface las siguientes propiedades:
1. Para cada k € N se tiene que J; C Jg41.-

2. Para todo k € N ocurre que J es un conjunto con densidad cero.
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3. Existe una sucesion ({j)ren estrictamente creciente de nimeros naturales tal que para cuales-
quiera k,n € N que satisfagan n > ¢ se tiene que

| Jk+1](n) 1
n < E+1

Demostracion de la Afirmacion 1.

Fije k € N. Sea n € Ji arbitrario. Se tiene que

es decir, n € Ji41. De esto se sigue que Ji C Ji41.

J,
Sea k € N. Demostraremos que lim M = 0. Observe que para todon € Nei € J,N{0,...,n—1}
n— oo n

1
se tiene que |a;| > R luego

1= 1 1 1 11]Jkl(n)

— > = > = Z = IERIVY

nZ|a1|_n_ Z |al|_n, k' nk n

=0 1€J,N{0,...,n—1} 1€J,N{0,...,n—1}

donde, por hipétesis, el lado izquierdo de la desigualdad anterior converge a cero cuando n tiende a

infinito. Por ello lim M =0.
n—oo n

La sucesiéon requerida la construimos inductivamente como sigue: Sea ¢y = 0. Para construir ¢; utilizaremos

J:
el hecho de que lim M = 0. Notemos que, para

ocurre que
Jo|(n 1
[al(n) _

T existe /1 € N tal que para cada natural n > ¢

1
Construyamos ¢ como sigue: Observe que 1im = 0. Para
n—oo 2+1

J 1
natural n > N, ocurre que M < T Sea l5 = max{Ny + 1,01 + 1} € N. Observe que 5 > {1 y
n

|J3|(n) 1
So¥1

existe Ny € N tal que para cada

para todo natural n > /5 se tiene que
Para k € N supéngase construidos los ntimeros naturales {{g, {1, ... ¢} estrictamente crecientes tales que,

para todo i € {1,...,k} y n € N con n > ¢; satisfacen que

J:
Jeal(m) _ 1
n 1+ 1

. . , Jk 2((N
A continuacién se construye £;11. Note que lim w
n—oo

[ Jr2|(n)

= 0. Entonces existe N1 € N tal que para

1
5" Sea l+1 = max{Ngy+1 + 1,4, + 1} € N. Observe

| Jk+2](n) 1
< E+2

cada natural n > Nj1 ocurre que

que {41 >l y para todo natural n > ¢4, se tiene que

Por el principio de inducciéon matematica se tiene la conclusion.

Asi se tiene la Afirmacion 1.

Para cada a,b € Z denote por [a,b[={z € Z: a <z < b}. Con la notacion de la Afirmacion 1, para cada
entero k > 0 definimos los conjuntos Ry = [lk, k+1[NJk+1. Observe que, por la construccion de (¢x)r>0,
se tiene que [{k, Lr+1[N[lk+1, lrr2[= 0, asi que Ry N Ry1 = (. Considere el conjunto

J = G Ry,
k=0
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Afirmacion. Las siguientes afirmaciones son verdaderas

I. Para todo k,n € N con n € [{, £x11] se tiene que
JN10,n[C (Jk N [0,4k]) U (Jeg1 N[0, n[).

II. lim [/1(n

n—oo N

= 0, es decir, J es un conjunto de densidad cero.

Demostracion de la Afirmacion 2.

I. Fije k,n € Ncon n € [l,lxr1[y r € JN[0,n]. Como r € J, entonces existe un tnico natural m > 0

tal que r € Ry, = [liny lint1[NTim+1. Considere los siguientes casos:

Caso 1. r € [0, £y].
En este caso se afirma que m + 1 < k. Para probar esto ultimo, procedamos por contradiccion:
Suponga que m + 1 > k. Si, por ejemplo, se tiene que k = m, entonces 0 < r < <7 < 11,
que es una contradiccién. Cuando k < m, tenemos que 0 < 7 < 0 < £, < 1 < Ly, que
también es una contradiccién. Por lo que m + 1 < k. De aqui que r € J, 41 C Ji, es decir,
r € Jp N0, .

Caso 2. 1 € [lg,n][.
De manera analoga al Caso 1, en este caso se concluye que m < k. Luego, r € Jy41 C Jr41. Asi
que 7 € Jry1 N[0, n[.

En ambos casos se obtiene que r € (Jj, N[0, €x[) U (Jig1 N[0, n).

11. Observe primero que Z+ U0 = L—ij [0, 0r11], asi que para todo n € N existe r € N con r > 0 tal

r>0
que ¢, < n < £.41. Fije € > 0. Entonces existe k € N tal que para todo natural r > k ocurre que
1
-+ <e.
r r+1

Sea N = {;. Entonces, por la Afirmacion 1 y por el inciso I de esta afirmacion se tiene que, para todo
natural n > ¢, = N existe r e Ntal que r > k, ¢, <n < {41

1) _ 00l [ 0[06] e 00l  [Jr0[0,n] | [ 0[0n]

n n n n n n
) | el 1,1
- n n —r r+1

< €.

Por la elecciéon de € > 0 se tiene la conclusion.

Asi se tiene la Afirmacion 2.

Resta demostrar que lim gjan = 0.. Para ello, fije ¢ > 0. Entonces existe & € N tal que para todo
n—oo, n

natural r > k se tiene que 1 < e. Sea N = /(. Observe que para todo natural n conn > N yn ¢ J
r

ocurre que existe r € Ncon r > k, £, <n < /lp11yn ¢ Jnt1, que significa que

1
lan| < —— <.
r+1

Como € > 0 fue arbitrario, se concluye que  lim eJan = 0. De esto ultimo y la Afirmacién 2 se obtiene
n—oo, n
(I1).

(II) = (I) | Suponga que existe J C ZT conjunto de densidad cero tal que ~ lim  a, = 0. Demostremos

n—o0, n¢J
que
1 n—1
lim — la;| = 0.
n—o0 1, 4
=0

Para esto, fije € > 0. Como (ay,),>0 €s una sucesién acotada, existe M > 0 tal que para todo n € N
€

tenemos |a,,| < M. Para e > 0 existe N7 € N tal que para todo natural n > Ny y n ¢ J ocurre que |a,| < 3
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. . |Jl(n . .
También, como lim [/1(n) = 0, existen Ny € N tal que para todo natural n > N, se tiene que

n— oo n
) _ e

n 3M°

N
Sea N’ = max{Nj, Na}. Se tiene que existe N3 € N tal que para todo < % Sea N = max{N’, N3}.

Para todo n € N con n > N ocurre que

1= 1 1 1
E;Wd:* > la| + > jail + > |ai

3

i€{0,....n—1}nJ i€{0,..n—1}\J, i<N i€{0,....n—1}\J, i>N

1 1 1 €

<= M+~ M4 = <

DD D DRSS - DR
1€{0,...,n—1}NJ 1€{0,...,n—1}\J, i<N 1€{0,...,n—1}\J, i>N

< M@ +M% + lE(n— |J|(n))

n3
N € €

[J](n) le €
<MERY o S S S f o
R T L
n—1
Como € > 0 es arbitrario, entonces lim — Z la;] = 0.
n—oo N =
1 n—1
(I) = (III) | Suponga que lim — Z la;| = 0. Por la implicacion (I) = (II), se tiene que existe J C Z*
n—oo M
i=0
conjunto con densidad cero tal que  lim  a, = 0. Esto implica que ~ lim  (a,)* = 0, donde (a2 ),>0
n—o0, n¢J n—oo, n -
es también una sucesién de nimeros reales acotada. Por la implicacion (II) = (I) para la sucesion
n—1

(a2)n>0 ocurre que lim — Z la;|* = 0.
= n—oo N pard

(IIT) = (I) | La demostracion es similar a la del inciso (IT) = (I).
X

TEOREMA 8 (CARACTERIZACION DE LAS TRANSFOMACIONES DEBILMENTE MEZCLANTES (I)). Sean (X, X, 1)
un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion p—preservadora de medida. Las condiciones si-
guientes son equivalentes:

(I) T es una transformacion p—débilmente mezclante.

(I1) Para cualesquiera A, B € X eziste J(A, B) C Z un conjunto con densidad cero tal que

1f T—"(A) N B] = u[Alu[B].
. TILIQJ(A’B)M[ (A) N B] = p[A]u[B]

(III) Para todo A, B € ¥ ocurre que
1 n—1 5
, < — _ _
Jim 3 Sl () 0 8] - Bl =0
1=

Demostracion. Fije A, B € X.. Entonces la sucesion (a,)nen definida como
an = p[T7"(A) N B] — p[A]u[B]
es acotada, ya que para cada n € N se tiene que
lanl = [u[T(A) 1 B] — ulAJulB]| < ulT~*(A) 1 B] + plAlulB] < 2, (1.27)

es decir, se satisfacen las hipétesis del Lema 2 y con la aplicacién de dicho lema a dicha sucesion se obtiene
el resultado. X

DEFINICION 6. Sea (X,X, 1) un espacio de probabilidad. Diremos que una familia de subconjuntos ¥—medibles
{Bn}nen es una base numerable para (X, %, 1) si para cada B € ¥ ye > 0 existe N € N tal que [ BABN] < e.
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Sea (X, ¥, i) un espacio de probabilidad. Se tiene la siguiente notacion:

Considere la funcién (-,-) : L5 (X, 2, u) x L5 (X,2, ) — C definida para cada (f,g) € L5 (X,%,u) x

LX (X, %, 1) como
9) = / fgdu,
X

donde g denota conjugacién compleja. Entonces (-,-) es un producto interno en £X (X,%, 1) y de hecho,
(LX (X, %, 1), (-,+)) es un espacio de Hilbert.

Recuerde que, para todo f € L5 (X, ¥, 1) se tiene que

112 =, F) / | Pdp.

En la siguiente resultado se establecen condiciones necesarias y suficientes para que un espacio de probabi-
lidad (X, ¥, i) tenga una base numerable.

LEMA 3. Sea (X,X, 1) un espacio de probabilidad.

1. Entonces (X,X, 1) tiene una base numerable si y sélo si (L5 (X, %, 1), | - |l2) es un espacio de Banach
separable.

1. Si T es una transformacion p—débimente mezclante y {B;}ien es una base numerable para (X,%, u),

entonces )
— w ~H(By) N Be] — p[Bi]p[By)|
,}5{; n Z Z ok+e =0. (1.28)
=0 k=1
Demostracion.

1. Consultar [Hew94].

1. Denote por P(N) la potencia de N. En (N, P(N)) defina v : P(N) — R para cada A € P(N) como
v[A] = i
2i
jeA

Se verifica inmediatamente que (N, P(N),v) es un espacio de probabilidad. Consideremos el espacio de
probabilidad producto (N2, P(N)®2 p®2).
Para cada n € N defina la funcién ¢,, : N> — R definida para cada (k,¢) € N* como

ZW “(By) N By] — pu[Bilu[B]|.

Observe que ¢,, es una funcién (P(N)®2, B(R))—medible. Ademas, para todo (k, /) € N? se tiene que
2

n k7£ S - S 27

eulk0) < 2

y ademas ¢,, puede reescribirse como

= > Z \W[T~*(Bx) N Be) = p[Brlp[Bil | X (.0)-
(k.oenz ' izo
De modo que para cada n € N, por el Teorema de Convergencia Mono6tona se tiene que

IRZGES LS (B 1 B — Bl B[, )

chENZ =0

= > Z!u i(By) N B — p[BylulBd v [{k}[{}]

kleNZ =0

Y S B B - BB

(k.0yenz " i=0
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También, como T es una transformacién p—débilmente mezclante, para cada (k,£) € N? se satisface que

n—1

lim o (k, ) = lim 12 (T~ (By) 1 Ba] - ulBlulBe| = 0.

n— 00 n—oo N

Por el Teorema de Convergencia Acotada ocurre que

|:u Bk ﬂ B@] [Bk]:u[BZH , 2 , ®2
im n Z Z ok+e = Hm - pndv= = - i @ndy=" = 0.
=0 k=1

En el siguiente resultado se caracterizan a las transformaciones débilmente mezclantes en espacios de
probabilidad que poseen una base numerable.

TEOREMA 9. Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad y T : X — X wuna transformacion p—preservadora de
medida. Suponga que (X,X, 1) tiene una base numerable. Son equivalentes:

(I) T es una transformacion p—débilmente mezclante.

(I1) Eziste J C ZT un conjunto con densidad cero tal que, para cada A, B € ¥ ocurre

lim  u[T7"(A) N B] = plA]p[B].

n—oo, n¢J

Demostracion.

(II) = (I) | Ya se tiene del Teorema 8.

(I) = (II) ] Suponga que T es una transformacion p—débilmente mezclante y sea {B; };en una base numerable.
Para cada n € N defina

i |u[T~"(By,) N By] — p[Bylu[Bi| .

Qn = ok+L

k,e=1

En el inciso 11 del Lema 3 se verifico que (a,)nen es acotada y que

1 i(By)N B B.lulB
nh;ngoﬁzlaA *nlggoﬁz Z ‘M %) 21:3@ [ k]ﬂ[ Z” —0.
1=0 =0 k=1

Entonces, por el Lema 2 se tiene que existe J C Z* un conjunto con densidad cero tal que

~"(By) N Be] — p[By]u[Bd]|
2k+¢

im a,= lim ZW

—00, J —00, J
n—o00, n¢ noon¢kz1

oo

= ﬁ lim  |p[T7"(By) N By] — p[Bi]u[B]| =0,

him1 n—o0, n¢J

en particular, para cada (k,£) € N? se tiene que

lim |ulT~"(By) N Bi] — ulBilulBi]| = 0.

n—o0, n¢J
Demostraremos que para todo A, B € ¥ se tiene que

lim  p[T7"(A) N B] = plAlp[B].

n—oo, n¢J

Para ello, fije A,B € ¥ y € > 0. Como {B;};cn es una base numerable para (X, X, i), entonces existen

N, M € N tales que u[AAByN] < % y p[BABy] < %
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Como  lim  |u[T~™(Bn) N By — p[Bn]p[Ba]| = 0, existe ng € N tal que para cada natural n ¢ J

n—oo0, n¢J
con n > ng se tiene que

[T~ (Bx) 1 Bar] = ulBululBu| < 5. (1.20)

De la misma forma en que se obtuvieron las desigualdades (1.23) y (1.24) en la Proposicion 3, para cada
n € N\J con n > ng se obtienen

[BIT"(A) 0 B) = [T "(B) 0 Bul| < plAABN] + plBABu] < 5,y (1.30)

|W[AIB] — p[BuulBu| < WALBN] + uBABy) < < (1.31)

Por las ecuaciones (1.29), (1.30) y (1.31), para todo n € N\J con n > ng se tiene
[T"(A) N BL.u[Alu(B]| < |u(T~"(4) " B] - u[T~"(By) 0 Byl
+ [u[T7(Bn) N Bu] = p[BNu[Bu]| + |u[Alu[B] — p[Bp[Bu]|

<ttite=c
3 3 3 7

Por la eleccion de € > 0 se concluye que  lim  u[T~"(A) N B] = u[A]p[B].

n—o0, n¢J

De esta forma se tiene el resultado.
X

Ahora, caracterizaremos a las transformaciones mezcladoras y ergodicas a través de funciones en L5 (X, 3, 11).

TEOREMA 10 (CARACTERIZACION DE TRANSFORMACIONES MEZCLADORAS MEDIANTE FUNCIONES). Sean
(X,3, ) un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion p—preservadora de medida. Las con-
diciones siguientes son equivalentes por bloques:

1. (ERGODICIDAD)
(I) T es una transformacion p—ergddica.

(I1) Para cada f € L5 (X, %, 1) ocurre que

n—1

Jin SR, ) = (0 ),

=0
(I11) Para cualesquiera f,g € L5 (X, %, 1) tenemos

n—1

Jim =S (W), 9) = (7. 1L0),

=0
2. (DEBILMENTE MEZCLANTE)

(I) T es una transformacion p—débilmente mezclante.
(I11) Para cada f,g € L5 (X,X, 1) se tiene que

1 LS9 - (1109 =0
=0

(II1) Para toda f € LK (X, %, 1) ocurre que

n—1

i % Y UR) ) = (D] =0.
1=0

(IV) Para cualquier f € L5 (X,%, 1) se satisface

n—1

Jim SR, )~ (00,0 =0
1=0
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3. (FUERTEMENTE MEZCLANTE)

(I) T es una transformacion p—fuertemente mezclante
(I1) Dadas f,g € LX (X, %, 1) se tiene que

lim (U7 (f), ) = (£, 1)(1,9)-

n—roo

(II1) Para todo f € LX (X, %, 1) ocurre que
lim (UF(f), f) = (f; (L, f).

n— oo

Demostracion. Probaremos tnicamente el inciso 3 del Teorema, ya que los incisos restantes se obtienen de
manera anéloga.

(I) = (III) | Suponga que T es una transformacién y—fuertemente mezclante. Fije f € £5 (X, 3, p). Considere
los siguientes casos para f:

Caso 1. f = x4, donde A € X.
Recuerde que para todo n € N se tiene que x4 = X7_n(4)- Asi que

Jm (U7 (xa),xa) = Mm (xp—n(a),Xa) = (xa,Xa) = [[xall2 = p[AJplA] = (x4, 1)(1, xa)-

Caso 2. f es una funcién Y —simple.
El resultado se tiene por la linealidad de la integral, las propiedades del producto interno y el caso
anterior.

Caso 3. f € LX (X, %, ). Denote por
SK(X,%, ) ={h € LE(X,S, 1) : h es una funcién ¥ — simple }.

Fije ¢ > 0. Como S¥ (X,%, 1) es un subespacio denso de L5 (X,¥, ), entonces existe h €
SK (X, %, i) tal que

[f=hllz<r= ml’n{e, 8(||f||2+6)} (1.32)

También ocurre que ||h|2 < ||fllz + 7

Por el Caso 2, se tiene que lim (Uf}(h),h) = (h,1)(1, h). Entonces existe N € N tal que para todo
n—oo

natural n > N se satisface que

|(UZ(h), h) — (h,1)(1,h)| < (1.33)

l\D\”\

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (L5 (X, %, ), | -|l2) y el Teorema 3, asi como las desigual-
dades (1.32) y (1.33), para cada natural n > N se tiene

KUR), ) = (£ DL )| < KUR), ) = (UR(R), £)] + [{UR(R), £) — (UR(R), B)|
+ [(UR(R), h) — < 1)1, h)| + [ (R, 1)(1, B) — (£,1)(1, )|
+ (£ 1 Ry — (£, 1)(1, )

) )
(UR(f = D), M+KURMf M|+ [UF (h), h) = ¢hs 141, 1)
[ [ = £ 1+ (D] R = 5

< NUR(S = W)l fllo + NUF Bl f = lla + [(UF(R), h) = (b 1) (1, 1)
+[11fl2All2llf = A2z

+ Al 20221 = Al

= 1f = BllollFll2 + 10llallf = Bllo + {UF(R), ) = (h, 1)(1, 1)

+ [1Bll2ll £ = Blla + 1711211 = A2

<2(|flla + 2r|lhllz + [(UF (), k) = (. 1)(1, h)]

€ €
<2l 2 (Tl 1)+
ST 91 25 v g 01 3
e | fll2 ellfllz+e€ € € € €
<7 + - *<*+*+f:e.
“A4fllat+e  4fll2+e 4 4 2

Por la eleccién de € > 0 se tiene la conclusion.



38

(1) =

(II) | Suponga vélida la condicién (II). Demostraremos que se satisface (III). Fije f € L5 (X, S, ).

Definamos

W) = {o e LFXE )¢ T (UF().0) = (1. 1)000) .

Afirmacion. El conjunto W(f) satisface las siguientes propiedades:

(a) W(f) es un subespacio vectorial de £5 (X, 3, p).

(b) W(f) es un subconjunto cerrado de (L5 (X, 3, 1), | - ||2)-
(c) Ur(W(f)) S w(f).
(d) W(f) contiene a f y a las funciones constantes.

Demostracion de la Afirmacion.

(a)

Observe que para todo ¢ € K, g1, 92 € W(f) ocurre que

m (UR(F), cgn + g2 = M [S(UR(F), 01) + (UR(), 92)] = 2(F, 1){L,g0) + (£, 1)1, 92)
= (£, 1){Lcq1 + 92).

Lo cual implica que cg; + go € W(f). Por ello, W(f) es un subespacio vectorial de £ (X, %, ).

Para probar esta afirmacion, es suficiente verificar que, si W(f) denota la cerradura topologica de W(f)
en (L5 (X, %, p),] - |l2), entonces W(f) C W(f). Para ello, fije g € W(f). Entonces, existe una sucesion
(gm)meN c W(f) tal que

lim ||gm — g]l2 = 0.
m—00

Demostraremos a continuacion que lim (Ur(f),g) = (f,1)(1,g). Para ello, sea ¢ > 0 arbitrario.
n—oo
Entonces existe M € N tal que
€
lgnr = gllz < Tz (1.34)
A1 fll2 + 1)

Como gpr € W(f), entonces lim (UZ(f), gn) = (f, 1)(1, gar), asi que para € > 0 existe N € N tal que
n—oo
para cada natural n > N ocurre que

[(UR()ga) = (£ 1) (L gan)| < 5 (1.35)

Por las desigualdades (1.34) y (1.35), asi como el Teorema 3 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
(L5 (X, %, 1), || - ||2), para todo n € N con n > N se tiene que

|<U%(f),g> - <f71><1vg>| < ‘<U77'l'(f)ﬂg> - <U%(f)7gM>‘
+ ’<U¥(f>7gM> - <fﬂ 1><1?9M>‘ + ’<f71><1’gM> - <f71><1’g>‘

= ‘<U1Q(f) g —9gm ‘ + ’ U”}L > - <f7 1><179M>‘ + ’<f71>H<1ng _g>|
<NUZ(N)ll2llgar = gll2 + ¢ UT gar) = (£ 1L gan)| + | fll2llgar — gllz
2(fllzllgar — gll2 +{ Ur(f »QM> — ([ 1><L9M>| < 2Hf||2m +§
< €.

Por la eleccion de € > 0 se tiene la conclusion.

Note que, por el Corolario 2, para cada g € W(f) se tiene que
Jm (UF(1). Ur(g)) = lim_ | [URONUr(@ldp = Ym | Ur(UF~ (£)g)dn
= lim U’H(f)gdu = lim (Uz7'(f),9) = (£, 1){Lg) = (£. 1) (/X gdu)

— (1 (/ Ur(g du):<f,1><17UT<g>>,

lo que implica que Ur(g) € W(f).
Por tanto, Uz (W(f)) € W(f).
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(d) Es claro.

Asi se tiene la Afirmacion.

Considere V(f) al minimo subespacio cerrado de £X (X, ¥, ) tal que Ur(V(f)) C V(f) y que contiene a f
y a las funciones constantes. Entonces, por la Afirmacion se tiene que V(f) C W(f).

Denote por V(f)* al complemento ortogonal de V(f) en £5 (X, 3, i). Se tiene que L5 (X, %, u) = V(f) ®
V(f)*. Se afirma que V(f)* = W(f). Para probar esto tltimo, fije g € V(f)*. Como 1 € V(f), se satisface
que (1,g) = 0. Como f € V(f) y Ur(V(f)) C V(f) para todo n € N ocurre que (U}(f),g) = 0. Entonces

lm (U7(f),9) = 0= (f,1)(1, 9)-

n—oo

Lo que significa que g € W(f). Por tanto V(f) = W(f). De aqui se concluye que L5 (X,%, u) = V(f) @
V(f)*+ =W(f). Esto tltimo prueba el resultado.

X

El siguiente corolario del Teorema 10 es exclusivo de los espacios de probabilidad con una base numerable.

COROLARIO 6. Sean (X,X,u) un espacio de probabilidad y T : X — X una transformacion p—preservadora
de medida. Suponga que (X,X, ) tiene una base numerable. Entonces, T es una transformacion p— débilmente
mezclante si y sélo si existe J C Z1 conjunto de densidad cero tal que para cualesquiera f,g € L5 (X, X, i) se
satisface

lim  (Uz(f),g9) = (f,1)(1,9).

n—oo,n¢J
Demostracion. Suponga que (X, X, i) tiene una base numerable.

= ] Suponga que T' es una transformacién p—débilmente mezclante. Por el Teorema 9, existe J C Z* un
conjunto con densidad cero tal que, para cada A, B € 3 ocurre

lm  pu[T7"(A) N B] = p[A]u[B].

n—o0, n¢J

De acuerdo con el bloque 2 del Teorema 10, para obtener el resultado, es suficiente verificar que para todo
fe LK (X, ) se tiene que
lim Uz (f), f) = (f, 1)(L, f).
n—oo,n¢J
La demostracion de este hecho es similar a la del Teorema 10, inicamente agregando la condicién de que
n ¢ J en el proceso de limite.

— ] Suponga que existe J C Z* conjunto de densidad cero tal que para cualesquiera f,g € L5 (X, 3, ) se
satisface

Wg’or{}MJ(U?(f),g) = {£;1)(1L,9).

Entonces, para cada A, B € ¥ se tiene que xa, x5 € L5 (X, 3, 1), luego

im p[T™"(A)NB]= lm (Ur(xa),9) = (xa,1)(L.x5) = p[Alu[B].

n—oco,n¢J n—oo,né¢J

Por el Teorema 9, se concluye que T es una transformacién y—débilmente mezclante.
X

En el siguiente resultado se caracteriza la ergodicidad de una transformaciéon T" a través de la transformacion
producto directo T'® T de la Definicién 2 en el correspondiente espacio de probabilidad producto.

TEOREMA 11. Sean (X,X%, 1) un espacio de probabilidad, T : X — X una transformacion u—preservadora de
medida. Considere (X x X, XX, u® u) el espacio de medida producto y denote por T @ T a la transformacion
producto directo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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(I) T es una transformacion p—débilmente mezclante
(II) T®T es una transformacion p @ p—ergddica.
(ITI) T® T es una transformacion p @ u—débilmente mezclante.
Demostracion.

(IIT) = (II) | Esta implicacién se debe a la Observacion 7.

(I) = (IIT) | Suponga que T es una transformacion p—débilmente mezclante. Recuerde que

YxYX={AxB:A BeX}

es una semialgebra de subconjuntos de X x X tal que o(X x ¥) = ¥ ® X. Asi que por el inciso (II) de la
Proposicion 4, para probar que T'® T' es una transformacion g ® p—mezclante, bastard con verificar que
para cualesquiera A, B,C, D € ¥ se satisface que

n—1

lim % Z @ p[(T®T) (A x B)N(C x D)] — p® u[A x Blu® u[C x D]| =0. (1.36)
=0

Fije A, B,C, D € ¥. Note que la sucesion de nameros reales (a,)nen, donde para cada n € N

an = |n@p(T@T)"(Ax B)N(C x D) — p@ p[A x Blu® u[C x D]|

esta acotada, asi que, por el Lema 2, para probar que se tiene la ecuacion (1.36), es suficiente con demostrar
que existe J C Z* con densidad cero tal que

Iim a, =0.
n—o0, né¢J

A continuacién probaremos esto ultimo. Observe que, como T es una transformaciéon p—débilmente mez-
clante, por el Teorema 8 existen J(A,C), J(B,D) C Z* conjuntos con densidad cero tales que

p[T"(A) N Cl = plAlp[Cl, y

lim
n—oo, n¢J(A,C)

1 T-"(B) N D] = u[Blu[D].
. nglJ(B,D)M[ (B) N D] = u[B]u[D]

Observe que, con la notacion del Lema 2, J = J(A,C) U J(B, D) C Z* satisface que

o 1) o AON@) | IBD)(m) _

n—oo N n—00 n n—r00 n

es decir J es un conjunto con densidad cero. Ademés, al igual que se hizo en la Observacién 2, para cada
n € N tenemos que
(T@T) " (Ax B)=T"YA) xT7}(B), y también

(TRT) Y AxB)N(CxD)=[T"YA) xT Y (B)|N(CxD)=[T"Y(A)NC]x[T"YB)n D).
Entonces ocurre que

1fm Y Qu(TOT)  (AxB)N(CxD)= lim peu[T '(A)NC]x[T~YB)nD]

n—oo, n n—o0, n¢J

lim  p[TH(A) N Clu[T~Y(B) N D]

n—o0, n¢J
= p[Alp[Clu[Blu[D]
=u® plAx B] p® ulC x D].

Por lo tanto, T'® T es una transformaciéon p ® p—débilmente mezclante.
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(I1) = (I) ] Suponga que 7' ® T es una transformaciéon p ® p—ergédica. Para demostrar que 7' es una trans-
formacion p—débilmente mezclante, por el inciso (III) del Teorema 8, basta con verificar que para todo
A, B € ¥ ocurre que

Jin LS 4) 0 8] - B = o

Fije A,B € ¥. Como T'® T es una transformacion p ® u—ergodica, por el Corolario 5 se tiene que

n—1

pAB] = p@ plAx X p@p[B x X] = lim —% p@puT~'(Ax X)N (B x X)]
1=0

n—1

.1 >
—JE‘;‘OE;“@“[(T (A)N B) x X]

También

n—1
WAPUIBY = @ plA x Al p© (B x B] = lim ~ 3" p@ T (A x A)0 (B x B)]
=0

=l = ST u@ plT A N B) X (T (A) 0 B)

Por lo tanto

Jim -3 |l (A) 1 B~ A B = Jim LS 7 ()0 B
i=0 i

Como A, B € ¥ fueron arbitrarios, por el Teorema 8 se concluye que T es una transformacién p—débilmente
mezclante.

X

PROPOSICION 5. Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad, T : X — X una transformacién p—preservadora de
medida. Entonces T es una transformacion p—fuertemente mezclante si y soélo si T @ T es una transformacion
1 ® p—fuertemente mezclante.

Demostracion.

== ] Suponga que T' es una transformacion p—fuertemente mezclante. Con la notacion del Teorema 11, desde
que ¥ X ¥ es una semidlgebra de subconjuntos de X x X tal que o(X x ) = ¥ ® X, de acuerdo con la
4, para probar que T'® T es una transformacién u ® pu—fuertemente mezclante es suficiente verificar que
para todo A, B,C, D € X ocurre que

nlgrolou@u[(T@T)*l(A X B)N(C'x D) =p@pulAx B] p® p[C x D).

Fije A, B,C,D € X. Como T es una transformaciéon p—fuertemente mezclante, entonces

lim pu[T7"(A) N CT = p[AJp[C], y

n— oo

lim p[T7"(B) N D] = p[B]u[D].

n—oo
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Por la definicion de la medida producto se tiene que

Jim (@ p)[(T®T)"(Ax B)N(C x D)= lim (pe®p)[(T~(4)NC) x (I""(B)ND)]
= lim p[T7"(A)NClu[T™"(B)N D]
= nlgr;o u[T~"(A)NC] nh_{r;o u[T~™(B)N D]

= plAlp[Clu[Blu[D) = (n @ p)[A x B] (n @ p)[C x D].

Por la Proposicion 4 se concluye que T'® T es una transformacion p ® u—fuertemente mezclante.

— ] Suponga que T'® T es una transformaciéon p ® pu—fuertemente mezclante. Entonces para todo A, B €
se tiene que

WAI[B] = (1@ p) A x X] (1 m)[B x X] = lim (n@ p)(T® T)"'(Ax X) (B x X)]
= ltm (4@ )[(T(4) N B) x X] = lim_u[T~"(4) N B]

Por la Definicién 5 se tiene que T es una transformacién pu—fuertemente mezclante.
X

En este ultimo apartado del capitulo se caracterizan a las transformaciones mezclantes a través del operador
asociado a dicha transformacion en £X (X, ¥, u).

DEFINICION 7. Sean (X, %, ) un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion u—preservadora de
medida. A X\ € C es un valor propio de T si \ es un valor propio del operador Ur definido en L5 (X, %, 1),
esto es, eviste una funcion f € L5 (X, 3, 1) con f # 0 c.t.p. (u) tal que Ur(f) = Af c.t.p. (). En tal caso, a
f se le llama eigenfuncién asociada al valor propio \.

OBSERVACION 8. Sean (X, X, i) un espacio de probabilidad, 7' : X — X una transformacion p—preservadora
de medida. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. A =1 es un valor propio de T.
2. Si A € C es un valor propio de T, entonces |\| = 1.
Demostracion de la Observacion 8.

1. Considere cualquier ¢ € C con ¢ # 0, y ¢: X — C la funcién constante asociada a c¢. Entonces

Ur(c)=coT =1-¢,

es decir, ¢ es una eigenfuncién asociada al valor propio 1 para T.

2. Sea A € C un valor propio de T y considere f € L5 (X, 3, 1) una eigenfuncion asociada al valor propio A. Se
tiene que Ur(f) = Af y por el Teorema 3 se tiene que

Ifll2 = 1Tz (H)ll2 = [Afll2 = A1l

Como f # 0 c.t.p. (1), entonces || f|l2 # 0, de aqui que |A| = 1.
X

DEFINICION 8. Sean (X, X, ) un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion u—preservadora de
medida. Se dice que T es una transformacion con espectro continuo si A = 1 es el inico valor propio de T y
las unicas eigenfunciones son funciones constantes no nulas.

OBSERVACION 9. Sean (X, ¥, ) un espacio de probabilidad, T : X — X una transformaciéon p—preservadora
de medida. Son equivalentes:

(I) T es una transformacion con espectro continuo.
(IT) T es una transformacion p—ergodica y A = 1 es el tinico valor propio de 7.

Demostracion de la Observacion 9.
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(I) = (II) ] Suponga que T es una transformacién con espectro continuo. Entonces A = 1 es el tnico valor
propio de T y las unicas eigenfunciones de T son las funciones constantes no nulas. Demostraremos
que T es una tranformacién p—ergodica. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 7, es suficiente con
verificar que para toda f € L5 (X, 3, ) con foT = f se tiene que f es una funcién constante c.t.p. (11).
Precisamente, esto ultimo es equivalente a la condicion de que las tinicas eigenfunciones asociadas al valor
propio A = 1 son las funciones constantes c.t.p. (u).

(II) = (I) | Se tiene de forma analoga a la implicacion anterior.
X

El siguiente resultado, de Analisis Funcional, se enuncia sin demostracion. Escribiremos K el circulo unitario
en C con la topologia usual y B(K) denota la c—algebra de Borel en K.

Dado H un espacio de Hibert de funciones complejo con producto interno (-,-) , U : H — H un operador
lineal, diremos que U es un operador lineal unitario si U es una biyeccién y ademés para todo f,g € H ocurre

que (U(f),U(g)) = (f,9)-

TEOREMA 12 (TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES UNITARIOS). Sea H un espacio de Hibert complejo,
U :H — H un operador lineal unitario. Entonces para toda f € H existe una tunica medida finita [y definida
en (K,B(K)) tal que para todo n € Z se tiene que

U (). f) = /K g (2).

Considere (X, X, i) un espacio de probabilidad, T : X — X wuna transformacion pu— invertible preservadora
de medida y Ut el operador asociado a T en L5 (X, X, 1). Entonces Uz es un operador lineal unitario. También,
si T es una transformacion con espectro continuo, para cada f € L5 (X, 3, 1) que satisfaga (f,1) = 0 ocurre
que [y no tiene dtomos, esto es, para todo z € K se tiene pg[{z}] = 0.

OBSERVACION 10. Sea (X, ¥, ) un espacio de probabilidad y f € LS (X, %, ), con f = Re(f) + iIm(f). Se

tiene que
/deMZ/XRe(f)d,u—i—i/XIm(f)du.

/XJWMZ/XRe(f)d,u—i/XIm(f)dMZ/X[Re(f)du—ilm(f)}duz/delu_

Con el Teorema Espectral para operadores unitarios, se establece el siguiente resultado, donde se establece
una condicién necesaria y suficiente para garantizar que una transformacion invertible preservadora de medida
es débilmente mezclante, todo esto mediante el concepto de espectro continuo.

Observe que

TEOREMA 13. Sean (X, X, u) un espacio de probabilidad y T una transformacion u—invertible preservadora de
medida. Entonces T es una transformacion p—débilmente mezclante si y sélo si T tiene espectro continuo.

Demostracion.

== ] Procedamos por contradiccion. Suponga que 1" es una transformacién p—debilmente mezclante que no
tiene espectro continuo. Por la Definicién 8, esto implica que existen A € Cy f € L5 (X, %, i) tales que
f#0ctp. (), Ur(f) = Af ct.p. (1) y que XA # 1 o bien f no es una funcion constante c.t.p. (u).

Suponga por ejemplo que A\ # 1. Por el Corolario 2 se tiene que

A /X fdp = /X Ay = /X Ur(f)dp = /X fdu,

lo cual significa que (f,1) = / fdu = 0. Por la Observaciéon 8 se tiene que |A| = 1. Como T es una

X
transformacion p—débilmente mezclante, por el bloque 2 del Teorema 10 se tiene que

0= tim 137 |WH(). £~ (0] = tim LS R )
1=0 =0

1 n—1 ) 1 n—1 )
= Jim =X [N =t S D] = ) = (1l
=0 1=0
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Entonces f = 0 c.t.p. (i), que es una contradiccion. Por lo tanto, se tiene que A = 1. Entonces f =
Ur(f) = foT ct.p. (u). Por la Observacion 7, como T es una transformacion p—débilmente mezclante,
entonces T es una transformacion p—ergodica. Asi que, por el inciso (V) del Teorema 7, la condicién
f=foT ct.p. (u) implica que f es una funcién constante c.t.p. (1), que contradice las hipotesis. Esto
demuestra la implicacion.

<:] Suponga que T es una transformaciéon con espectro continuo. Por el bloque 2 del Teorema 10, para
probar que T es una transformacion p—débilmente mezclante, es suficiente con verificar que para cada
f €LY (X,X, u) se tiene que

n—1
Jim = STWHD D = )N =
=0

Considere f € L5 (X, %, 1) y considere los casos siguientes:

Caso 1. Existe ¢ € C tal que f = ¢ c.t.p. (p).
En este caso se tiene que

1n1 nl
nlgr;og;!UT )= (£, 5] :nhjf;ogZ’cc 1)(1,¢)[° =nlgr;o;;!\0|2 le[?] = 0.

Caso 2. (f,1)=0
Considere p ¢ la medida finita en (K, B(K')) del Teorema 1.12. Se tiene la siguiente

Afirmacion. Se satisfacen
(a) ps no tiene &tomos.
(b) Si iy ® iy denota la medida producto en el espacio producto (K2, B(K)®?) entonces

n—1

Jim Z;(m?) =0 ctp(us®pus)(z,y).
(c) Se tiene que
1 n—1 2
lim — id =0.
i 3 st

i=0
Demostracion de la Afirmacion.

(a) Se sigue del Teorema 12.

(b) Dfina el conjunto
A=AK?*={(2,2): 2 € K}

Note que A € B(K)®2. Del inciso (a) y el Teorema de Fubini se obtiene que

wren@ = [deeny= [ [ )
— [ sty e K+ (o) € Aduse) = [ ngl{adldusa) =0,
K K

Observe que para todo (z,y) ¢ A tenemos que zj = x% =2y~ #1, asi que para todon € N
Y

se tiene que

n—1
1 11— (xy)”
— Z(acgj)Z = fiy), también
n n 1— (zg)

-1
1 | T14fay” 2 1
15 | < 2L 2
n “ n

=0
El lado derecho de la ultima desigualdad converge a cero cuando n tiende a infinito. Por lo tanto,
para todo (z,y) ¢ A ocurre que

1—zyl  n|l—zy|

n—1
i, o 2 (@) =0,

Como (pf ® py)(A) =0, se tiene la conclusion.
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(c) Para cada n € N defina la funcion ¢, : k x K — K dada para (z,y) € K x K como

n—1

n(,y) = % > (@)

=0

Observe que ¢,, es una funcién (B(K)®?, B(K))—medible tal que

1 n—1
< " Z zg|* = 1.
=0

También, por el Teorema de Fubini y la Observacién 10 tenemos que

22(/ atdpg (@ ></Kﬂfidﬂf(x))
Z(/ a'dpg(x )(/yduf ) ig/}(”{ Ay @ pup)(x,y)

=0
=/ on(@,y)d(ps @ pg)(@,y).
KxK

gZ

i=0

—_

|§0n($’y)| -

7 Yy (x

Como py® iy es una medida finita, por el inciso anterior y e Teorema de Convergencia Dominada

se tiene que
, 2
/ atdpg(x)
K

= lim on(z,y)d(py @ pyg)(z,y)

n—oo KxK

Aﬁ It gn (2, y)d(is @ 1)(2,) = 0.

XKTL_>OO

n—1

1
Jim o>

=0

Asi se tiene la Afirmacion.

Observe que, por el Teorema 12, para cada i € Z tenemos que
WH)1) = [ aduso)
K

De esto tltimo y el inciso (c¢) de la Afirmacion se obtiene que

n—1
gywmﬁwmuﬁﬁywmm%mlszW ~0.

Caso 3. f € L5 (X, %, p).
En este caso, considere la funcion g : X — K definida como g = f — (f,1). Observe que g €
£H§ (X,X%, 1) y que, por el Corolario 2, para cada n € N ocurre que

(Ui(9), 9)| = [(UR(f) = (£, 1), f = (L0 = [(US(), £) = UR( (L F) = (1, L) + (1, (L, f)]
= [(U(h), £) = (£, 1)(L, )|

Finalmente, se aplica el Caso 2 a la funcién g y se tiene la conclusion.

Entonces, por el Teorema 10 se tiene que 7' es una transformacién p—débilmente mezclante.
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Capitulo 2

El corrimiento de Markov.

En este capitulo se estudia el corrimiento bilateral de Markov. Esto permite obtener los resultados usuales
para cadenas de Markov, desde la perspectiva de la teoria ergbdica.

Iniciaremos esta seccion introduciendo la notacién que seré utilizada.

Sea m > 1. Denotemos por [m] = {0,...,m — 1}. Consideremos [m]% al espacio de las funciones de Z a [m].
A los elementos de [m]? los denotaremos por = = (,),cz-

Para cada t € Z, definimos a la t—ésima proyeccién como la funcién 7; : [m]% — [m] para cada (z,),cz € [m]%
como
(T )rez) = 4.

Asi mismo, P([m]) es la potencia de [m].

Para cada k € N, iy,...,i € Z, Ay,...,Ar € P([m]) definimos el cilindro con base A,...,A; como el
conjunto
k
C'(Z.l,...,’t']€;141,...7 :ﬂ Al _{mT)TEZG[ ]Z; (xila-“axik)eAlX"'XAk}
I1=1
También, dados k € N, j € Z, qo, ..., qr € [m] se define el (5;qo,. .., qx)-cilindro en [m]% como
k k
C(j’q07~-'aqk ﬂ J+l {Ql} ﬂC(J+lan) = {(xT)TEZE [m]Z : (q0a"'aqk) = (xjaax_]-‘rk)}
1=0 1=0

Considere los conjuntos

‘S:{C(]aq077qk) kGN, ]EZ, 11077%6[7”] }U{Q}a

t
ASZ {L-!-JC’LC’LES}
=1

P(Im])% = {Clir, ... ixi Ar,y e s Ay) ¢ i1y ensin €L, Ar,..., Ay, € P([m]), k € N}

Sean a, b € Z. Se definen los conjuntos:

[a,b) ={z€Z: a<z<Db}
[a,b[={z€Z: a<z<b}
la,b] ={z €Z: a<z <b}
la,b[={x €Z: a <z <b}

Utilizaremos la notacion a A b = méx{a, b}, a V b = min{a, b}.

Dados I > 1, j1,...,J; € Z fijos, tales que para cualesquiera k # m se tiene que jx > j,, consideramos la
funcion ¢ : {j1,..., 51} = {1,...,1} definida como ¢(j;) = 1.
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OBSERVACION 11. Se tienen las siguientes propiedades generales:

1. Sean a, b, ¢, d € Z con a < b, ¢ < d. Entonces

b}
6
7.
8
9

mmmpﬂ{

U] sib<cod<a
[aVe,bAd] en otro caso

[a,b]  sifa,b]N[c,d] =0
[a,b)\[c,d] =< [a,c] sia<c<b<d
Jd,b] sic<a<d<b

[e,d] sila,blNe,d] =10
[e,d\[a,b] =3 [e,a[ sic<a<d<b
1b,d] sia<e<b<d

. Para cualesquiera A, B € S se tiene que AN B € Ags.
Para todo A € S tenemos que [m]“\A € As.
(Propiedades de la unién de elementos de Ag)

I. SiA,Be S con ANB =), entonces AUB € Ags.
II. Si A,B € S, entonces AUB € As.
III. Si A,B € As, entonces AU B € As.

. Para A, B € Ag se tiene que AN B € As.

. Para todo A € As tenemos que [m]Z\A4 € As.
[m)% € As.

. As es un algebra de subconjuntos de [m].

- P(Im))? = As.

Se observa que ([m],P([m])) es un espacio medible, asi que puede considerarse el espacio producto
([m)%, P([m])®%) donde P([m])®Z es la o—&lgebra de subconjuntos de [m]% generada por P([m])%. Asi que
la condicién 9 permite concluir que P([m])®% = o(P([m])%) = o(As).

Demostracion de la Observacion 11.

1. La demostraciéon de este hecho puede verificarse mediante calculos directos.

2. Sean A,B € S con A= C(jl,qé,...,q,il), B = C(jg,q87...,q,%2), donde j1, 72 € Z, k1, ky € N. Denote por

A = [j1,j1 + k1], B = [ja, j2 + k2]. Considere los siguientes casos:
(@) 1,71 + k1] N [j2, o + k2] = 0.

Note que en esta situacién, de acuerdo con 1, se tiene que j; + k1 < jo , 0 bien js 4+ ko < j;. Denote
por AN B =|(j1 + k1) A (j2 + ka), j1 V jal-

Se afirma que

_ : . ¢(j1AJ2) d(iing2) N #(j1Vi2) #(j1Vi2)
ANB=D= H_J C(]l/\j2,q0 ""’qk(p(jl/\jz)’q_(QZ)iEAF‘lB’qO ’“'7qk¢(j1vj2))

qe[m]m

Probaremos la primera contencién a continuacion. Sea (z,),.cz € AN B, por la definicién de Ay B
se tiene que:
o #(ing2) lE{O kro ns }
Li+(j1ng2) = 4 ) v RMGiAg2) S
$(j1Vi2)
TiiGivi) = a4 7Y, LE{0 L RGyvi b
De modo que considerando @ = (2;)ic](j, +k1)A(ja+k2),i1via| € A N B, se obtiene que

: - o(j1Ag2) d(iing2) oy @(1Vi2) #(j1Vi2)
(xr)'rEZEC(jl/\]%qo 7'..’qk¢(11A12)7‘T—( z)ieAmB7q0 PRI k¢(j1vj2))'

Asi que (z,)rez € D. Esto prueba la primera contencion. La otra contencion se obtiene de manera
similar. Entonces AN B = D.
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(B) [irsdr + ka] N [z, j2 + ko] # 0.
Observe que AN B = [j1 V j2, (j1 + k1) A (j2 + k2)]. Definamos

C =1[j1 Njasjr Vial, D =](1+ k1) A (G2 + k2), (Gr + k1) V (G + ba)]
También, por el inciso 1 se tiene que
AUB = [j1 A2, (j1 + k1) V (jo + k2)]

= [J1 A J2, g1 Vg2 W [51 V j2, (J1 + k1) A (G2 + k2)] & (1 + K1) A (J2 + k2), (J1 + k1) V (2 + k2)]
=C v (AnB) ¥ D.

En el supuesto de que para cada l € AN B se satisfaga que:

#(41Vi2) d(J1NJ2) 21
& —J$(j1Via) = 4 Jé (41 ri2) ( ’ )

definimos el conjunto

_ ; : d(j17j2) $(J1Vi2) #((J1+k1)V (j2+k2)) B
E= C(]l A J2, (ql J¢<11AJ2))z€C’ (ql ]¢(]1v]2))2€AﬂB’ ( - ]¢((gl+k1)v(12+k2)))Z€D)

Se afirma que:

I=Jg@rviz) — H=Je(1rda)

: 1A R ,201Vie)  _  o(j1/Aj2)
AAB— E siparacada € ANB, ¢ q;
@  en otro caso

lo cual se obtendra analizando un subcaso (los casos restantes se obtienen exhaustivamente de la
misma forma). Utilizando la definiciéon de A y B, tras renombrar indices, se obtiene que

k1
ANB= ﬂﬂ ({4} ﬂﬂﬂh_H {¢})
1=0
- N Wfl({(h_jl}) aI A B (U7 Na R S I a N (B I s C U §
lcA\B lI€eANB leB\A

o Subcaso (Z) 71 < j2 < o + ko <5 + k1.
En este caso, existe u > 0 tal que jo = j; + u. Asi que, por el inciso 1 de esta observacion, se
sigue:

AN B = [j1V ja, (1 + k1) A (G2 + k2)] = [z, Jo2 + ko] = [j1 + u, j1 +u + kal,
AUB = [j1,j1 + k1] = 4,
A\B = [jiAja, 1Via[ W] (1 +k1)AGatk), (1 +k)V (Gatka)] = [i, 1 +u—1] @ [j1+kotut1, ji ki),
B\A =9,
AN B = [ja,jo + ko] = [j1 + u, j1 + ko + 1.

De donde, (ajustando nuevamente los indices), se tiene que:

AnB= [\ m (a0 () ™ Ha-p 0 {ai-z))

lcA\B lI€eANB
= N ='{ad;hn N b,y Nt N
l€[j1,71+tu—1] l€[j1+u,j1+k2+u]

N m (lal-y, )

le[ji+ka+ut1,j1+k1]

= ) ~'dahHn () ='dadn{ad.})n

1€[0,u—1] lelu,ka+u]

N =~ '{ad

l€lka+u+1,k:]

En el supuesto de que para cada l € [u,u + ko] se satisfaga que:
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1_ 2
q =4

(lo cuél equivale a la ecuacion (2.1) y se requiere como condicion para que la tltima interseccion

no sea vacia), se define el conjunto

C 1 2 2 1 1
E = C(]la q()a R qufla qu7 R qu+k27 qk2+u+1a e 7q14;1)'
de donde, se tiene finalmente que

E siparacada € [u, ko +u], ¢ =q7,

ANB = { () en otro caso

Se obtiene que AN B € S.
Entonces, en ambos casos se concluye AN B € Ag.

3. Sea Ae Scon A=C(4,q0,.-.,q:) Entonces, se verifica de inmediato que

By = [m"\C(j + l,a) = \ﬂwﬁl {ah)= W CG+Li), 1€{0,... k} (2.2)
wem\{a}

Y de la expresion (2.2)

Definamos los siguientes conjuntos

Ado=Bo= [ C(iio),
io€[m]\{qo}
y para cada l € {1,...,k}
= B\A1.
k
De la definicion de dichos conjuntos se verifica facilmente que [m]*\A = H—J A;. De la identidad (2.2) se
1=0
sigue que
[m]Z\AO = C(]a q0)7
y recursivamente, para cada [ € {1,...,k} se deduce que:
Bf = [m]"\B; = C(j +1,q),
-1
A (Bl n Ao) U (Bl NnB )
r=1
-1
- 4 ciinnct+ti)ulU( W cli+nanct+ii)
(i0,i)€[m]\{qo} x[m]\{a:} r=1 “iyem\{a}
= L_H C(jai(J?"‘vil)a
(io,...,il)EDl

0

donde U 0,y Dy = [[m]x--x[m]x([m]—{a})] = [{ao}x ([m]—{a1}) - - x([m]—{@-1}) x ([m] —{a})]-

k
Asi que [m]*\A = L—ijAl = L—Ij L—}j C(4,%0,.-.,1), que es un elemento de As. Por lo tanto
1=0 1=0 (ig,...,i1) €D,
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4. Sean A, B € S cualesquiera.

I. Es claro de la definicion de Ags.

II. Note que A\B = AN (Im|?\B), B\A = BN ([m]?\A), que de acuerdo con los incisos 1, 2 y 3
de esta observacion, son elementos de As. De modo que, por el inciso I se obtiene que AU B =

(A\B)W (AN B)W(B\A) € As.

III. Se procede inductivamente sobre el nimero de uniendos de A, B y se utiliza el inciso II.

5. Sean A, B € Ag cualesquiera con A = U A;, B = UB], donde A;, B € S. Empleando la definicién de

=1
interseccion de conjuntos, se obtiene que:

ANB = L—ij A;N By,
(4,7)€{1,...,r}x{1,...,t}

donde, para cada (4,75) € {1,...,r} x {1,...,t}, se tiene que, por el inciso 1, A; N B; € Ag. Por el inciso
4 se concluye que AN B € As.

6. Fije Aec As con A= U A;, donde A; € S. Empleando la afirmacién del inciso 3, [m]%\ A4; € As. Luego,

por el inciso 5 y el pr1nc1p10 de induccién matematica, se sigue que

\A ﬂ E As.

7. Basta observar que [m]? = L—Ij C(0,qo).

qo€[m]
8. Es inmediato de todos los incisos anteriores.
9. Por la definicion de Ag, es claro que As C P([m ]) Para probar la contencién restante, considere D €
P([m])%, con D = Cl(iy,...,ix; As,..., A ﬂw ,donde k € N, 41,...,i € Z, A1,..., Ay €

P([m]). Por el hecho de que Ag es un algebra de subconJuntos de [m]?

k k
D:C(ila"'vik;Ala"'aAk) = ﬂ’rrzt ﬂ U {dk} m U C(ilvdl)a
=1

I=1d,€A; I=1d,€A;

, asi como el hecho de que:

obtenemos que D € Ag. Por lo tanto, P([m])% C As.

2.1. Construccion de medidas de probabilidad en ([m]%, P([m])*%).

Emplearemos el siguiente resultado para construir medidas de probabilidad en el espacio medible

([m]%, P([m])®%).

TEOREMA 14 (TEOREMA DE CONSISTENCIA DE DANIELL- KOLMOGOROV PARA ([m]%, P([m])®%)). Seam > 1.
Suponga que para cada k € N, ig, ... i, € [m] existe py(io,...,ix) € [0,1] tal que se satisfacen las siguientes
condiciones (condiciones de consistencia de Kolmogorov):

D> polio) =1
ioE[m]
1) Para cada k €N, g, ..., i € [m] se tiene que:

pi(ios - vik) = Y g (s ik, ikga)-

ik+1€[m]
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Entonces existe una tinica medida de probabilidad 1 : P(/m])®? — R tal que, para todo j € Z, k € N,
qo,- -, qk € [m] se satisface:
1(C(j, qo,- - - qr)) = ti(qos - - -+ qk)- (2.3)

Demostracion. Consultar [Par05]. X

2.2. Transformaciones Preservadoras de Medida en ([m|%, P([m])¥%).

Se describira de una forma mas general a una transformacién en ([m]%, P([m])®*) a continuacién.

Considere un conjunto de medidas en [0, 1], digamos, (i, - - - , ix ), que satisfacen las hipotesis de consistencia
del Teorema 14 y p : P([m])®” — R la tnica medida de probabilidad en ([m]%, P([m])®%) que satisface la
condicién (2.3). Observe que una funcién de [m]% en [m]% est4 completamente determinada por la definicién de
la misma con respecto a las proyecciones de [m]% en [m]. Se define T : [m]* — [m]? como la tnica funcién que,
para cadan € Z y (x,),ez € [m]%:

('/Tn © T) ((‘r’l”)TGZ) = Tn+1 ((xT)TEZ) = Tn+1-

PROPOSICION 6. Con la notacion anterior, se tiene que T' es una transformacion invertible p—preservadora de

medida. A esta transformacion se le conoce como el corrimiento bilateral en [m]%.

Demostracion. Como As es un élgebra (en particular una semiélgebra) de subconjuntos de [m]®Z, se emplear4
el Teorema 1, para probar que T es una transformaciéon py—preservadora de medida.

k
Para ello, sea C(j, qo; - - -, qx) = ﬂ W;Jrll({ql}) € S fijo. Notemos que, por la definicién de Ty de p, se tiene
que 1=0
k k k )
T-Y(C(qo; -1 ar)) = T_l(m Fj—:l({ql})> =T (mhdad) = ((7g0 0 T) " {ad)
1=0 1=0 1=0

k
=t (ah) =Cl+ 1,40, ax)-
=0
w(TCG 0,5 ar)) = w(CG + 1,90, -, k) = pirlqos - qk) = 1(C (s o, - - i)
Es decir, para cada C € §, T~(C) € S y también p(T1(C)) = pu(C).

De aqui que, para todo A € As con A = L—}j A; y A; € S, ocurre
i=1
T-HA) =T '(4) € As
i=1

Y también . .
p(T7HA) =D n(T7H(A4) = Y n(4) = w(A).
i=1 i=1
Luego, por el Teorema 1, se tiene que T es una transformaciéon py—preservadora de medida.

Resta probar que 7' es una funcién invertible con funcién inversa T que es u—preservadora de medida. Para
ello, se define a la tnica funcién T : [m]% — [m]% tal que para todo n € Z y (z,)rez € [m]% cumple que
(7Tn © T) ((xT’)TEZ) = Tn—-1 ((mr)'reZ) = Tn-1-

Se tiene que T es la funcion inversa de T, puesto que, para cadan € Z y (z,),qcz € [m]*

(7Tn o(To T)) ((l“r)rez) = ((Wn oT)o T) ((l“r)rez) = (7Tn+1 o T) ((xr)TEZ) = Wn((fﬂr)rez) =
= (T o Idpz) (@1 )rez)-
De la misma manera,
(7rn o(To T)) ((l‘r)rez) = (7rn o Id[m}z) ((xT)TGZ).

Asi que (ToT) = (T oT) = Idj,p. La prueba de que T es una transformacion p—preservadora de medida,
se obtiene siguiendo un razonamiento analogo al utilizado para T
X
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2.2.1. Corrimiento bilateral asociado a vectores de probabilidad.

En esta parte, se asocia una medida de probabilidad en ([m]* P([m])®%) a un vector de probabilidad en
R™. Ademss, se describe al corrimiento bilateral en [m]% con respecto a dicha medida.

DEFINICION 9. Sean m > 1, P = (Pij); jejm] una matriz con coeficientes en R, v = (v;)ic[m)-
1) Decimos que P es una matriz estocdstica si
(A) Para cada i,j € [m] se tiene que 0 < P;; < 1.
(B) Para todo i € [m] Z P =1.
jelm]
11) Se dice que v es un vector de probabilidad asociado a P si
(A) Dadoie€[m],0<v; <1y Z v; = 1.
i€[m]
(B) vP =w, esto es, Z vjPjj =v;, i€ [m].
j€lm]
OBSERVACION 12. Fije m > 1. Se tienen las siguientes afirmaciones:
1. Sea (X, X, ) un espacio de probabilidad y B € X tal que u(B) > 0. Se define la funcion p(-|B) : ¥ — R

para cada A € ¥ por
p(AN B)

n(B)

Esta funcion es una medida de probabilidad en (X, ¥), llamada la medida condicional respecto a B.

p(-[B)(A) = u(AlB) =

2. Si v = (v;)ic)m) s un vector de probabilidad y para cada k € N, ig, ..., € [m] se define
/Jk:(i07 e ,ik) = Uiy - - - Vg,

Este conjunto de medidas de R satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Asi que, por el
Teorema, 14, existe una tnica medida de probabilidad y : P([m])®% — R tal que, para todo j € Z, k € N,
4o, - - - gk € [m] se satisface:

M(C(jvqm N 'an)) = ,uk(QO7 e 7Qk) = Vqq - - - Ugqy, -

De hecho, para cada i € [m] se tiene que v; = (i) = p(C(0,1)).

A esta medida de probabilidad, se le llama la medida de probabilidad asociada a v. Por la Proposicion 6,

el corrimiento bilateral en [m]? es una transformacién invertible y—preservadora de medida, la cual es

llamada el v—corrimiento bilateral en [m)%.

3. Sea v = (v;)ie[m) un vector de probabilidad, ; la medida asociada a v y T' el v—corrimiento bilateral en
[m]%. Entonces para cada A, B € S existen Ni, No € N tal que

ANTN(B)yes, T N*A)NBeSs.
Mas atin, existe N € N tal que para todo natural n > N ocurre que
u(T=(A) 1 B) = u(A)u(B) = u(ANT~"(B)).

Demostracion de la Observacion 12.

1. Se sigue del hecho de que p es una medida.

2. Basta observar que, dado que v es un vector de probabilidad y la definicién de la coleccién de nameros en
[0, 1], ocurre

(a) 1= Z v = Z HO(iO)-

i€[m] i0€[m]
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(b) Para cada k € N, 4g,...,9; € [m] se tiene que

pk(io,...,ik):vio...vik = E Uio"'vikvik+1 == E pk(io,...,ik,ik+1).

i1 €[m] ik+1€[m]

que son las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Ahora, la conclusiéon se obtiene de inmediato al
aplicar el Teorema 14.

3. Sean A, B € S expresados de la forma A = C(jl,qé,...,q,ﬁl), B = C(jg,qg,...,q,%z). Sin pérdida de
generalidad suponga que j; < js. Considere los casos siguientes:

Caso 1. jo < j1 + k1.
Se tiene que ji + k1 = j2 + Ny, donde Ny > 0. Considere N1 = Ny + 1. Entonces ocurre j; + k1 +1 =
j2 + N1, ademés inductivamente, siguiendo el calculo efectuado en la Proposicion 6 se obtiene que

T—N1<B>=T—Nl(ﬂ ml({qm) o ) (42 = ﬂ%ml @)

=0 =0
:C(j2+N17qg7"'an2) C(J1+kl+1 qu ",qkz)es'

Para cada l € [0, ki + ko + 1] se define

. qll si l e [0, ]{?1]
T\ gy s L€+, btk 1]

Se verifica de inmediato que
A N T7N1 (B) = C(jla Q(l)a ey Qél) N C(Jl + kl + ]-7 Q(z)a ey QI%) = C(jla qo; - - - 7qk1+k2+1) € ‘S.a

y también

pANT™M(B)) = u(CUL @, Qhrs 665 - - Gk,))
= Vgq - - - qucl qu:1+l e vq1c1+k2+1
=V ...V Vg2 ... V2 = p(A)u(B).

90 ° e, 90 ° LD

De hecho, dado n € N con n > Ny, existe u € N tal que n = N; + u y con la notacién anterior se
tiene que js +mn = j1 + k1 + (1 + w). Se sigue un procedimiento similar al anterior para concluir que

T7"(B)=C(j1 + ki +(1+u).q,...,q1,) (2.4)
Suponiendo u > 1, directamente se verifica que
ANT™(B)=C(h, q(l), e 7q,il) NC(j1+k +(1+ u),qg7 ... ,qﬁ) (2.5)

- H-J C(jl,q%,..,7q]}:1’q17”.7qu,q(2)7.”’qi2). (26)
(q1,---,qu) E[M]¥

Por induccion sobre u, empleando que v es un vector de probabilidad y el Teorema de Fubini (para
sumas) se obtiene que

/j,(AﬁT_n(B)): Z ;U’(C(jlaq(%v"'7qk17q17'~‘7qu7q(%a"'7ql%2))
(q1,---,qu) €[m]®
= Z ”Uq vql Uql . Uquvqg qu2

(q1,--qu) E[m]™

= Vgl o Ugt Vg2 - Vg2 E E Vgy -+ - Vg,

@ €lm]  qu€lm]
= Vg1 .- Vgl Vgz ... Vg2 = u(A)u(B).

i, iy

De forma anéloga a como se encontré N, se encuentra Ny € N tal que T~ (A) N B € S y para
cada n € N con n > Ny se satisface que p(A)u(B) = p(ANT~"(B)).

Finalmente se N = méx{Ny, No}, que satisface la condicion deseada.
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Caso 2. Jo > J1+ k1.
La prueba es similar al Caso 1.

X

PROPOSICION 7. Sea m > 1 y v = (vi)ie[m) un vector de probabilidad. Entonces el v—-corrimiento bilateral T

en [m]% es una transformacion u—fuertemente mezclante.

Demostracion. Se utilizard la Proposicion 4, que caracteriza a las transformaciones p—fuertemente mezclantes.
Dado que As es una semiélgebra de subconjuntos de [m]% tal que P([m])®% = o(As), bastara con probar que
para cualesquiera A, B € Ag se tiene que

lim p(T~"(A) N B) = p(A)u(B).

n—oo

t

Para ello, fije A, B € As, donde A = U A;, B= UB], con A;, B; € S. Por la Observacion 12 (inciso 1), s

tiene que para todo (4,7) € {1,...,7r} x {1 .t} ex1ste un natural N(; ;) tal que para cadan € N con n > N, j
ocurre que

p(T7"(Ai) N Bj) = p(Ai)p(B;).
Sea N = max{Nj : (i,7) € {1,...,7} x{1,...,t}}. Entonces para cada n € N con n > N se tiene que
p(T7"(Ai) N Bj) = p(Ai)u(B;), (i,4) € {1,y x {1,....t} (2.7)

r

Se obtiene facilmente que T-"(A) = L—I_-J T7"(4A;), de donde

T™"(A)NB= © (T7"(A:) N By),
(i) E{L ey x{1,...,t}

y por el Teorema de Fubini (para sumas) y la expresion (2.7), para cada n € N con n > N se obtiene que

uw(T~"(4) N B) = 3 w(T"(A;) N B;) = 3 H(A)u(B;)

(3,7)€{1,...,r}x{1,...,t} (3,7)€{1,...,r}x{1,...,t}
T t T t
=SS wAu(By) = (Z u(AZ-)) (Z mBj)) — u(A)u(B).
i=1j—1 i=1 =1

Por la eleccion de A, B € Ag se obtiene que T es una transformacion y—fuertemente mezclante.
X

Sean m > 1, v = (v;);e[m) un vector de probabilidad. Como corolario de la Proposiciéon 7 y la Observacion
7 tenemos que el v—corrimiento bilateral T en [m]% es una transformaciéon p—ergodica.

2.2.2. Corrimiento bilateral asociado a una matriz extocastica con un vector de
probabilidad invariante.

A lo largo de esta seccion, se relaciona a una medida de probabilidad en ([m]%, P([m])®%) con una matriz

estocastica, para la cual se supone la existencia de un vector de probabilidad invariante asociado. También se

describe al corrimiento bilateral con respecto a la medida en cuestion, que, a diferencia de la parte previa, no

siempre resulta ser ergddico. Las propiedades de ergodicidad, mezcla fuerte y débil quedaran completamente
determinadas por las caracteristicas de la matriz estocéastica.

En primer lugar, se define a la medida asociada a una matriz estocastica.

TEOREMA 15. Sean m > 1 y P = (P;j); jeim] wna matriz estocdstica con vector de probabilidad asociado
v = (;)ie[m]. Entonces existe una tnica medida de probabilidad en ([m]*, P(Im])®%), p : P([m])®** — R que
satisface las siguientes condiciones:

(I) Para cadar €Z, i € [m] , u(C(r,1)) = v;.
(II) Para todor € Z, i,j € [m], p(C(r,i) NC(r+1,5)) = v;P;j.
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(III) Para cualesquiera n € N, dg,...,i, € [m] con Py i,,..., Pi, . >0, vy, v, _, >0 se tiene que
WO, 1) [C(0, 0, - 1)) = 1(C 1) C 0 — 1)) (2.5)

A p se le llama la medida de Markov asociada a (v,P). Al corrimiento bilateral T en [m]? se le llama el
(v,P)-corrimiento bilateral en [m]”.

Demostracion. Para cada k > 1, do,...,i € [m] defina pg(io, ..., %k) = vig Pig.iy - - - Pin_1.ins ¥ Ho(i0) = V4.
Es claro de la definicion que py(io, - . ., i) € [0,1]. También se tiene que

(@) > polio)= Y v, =1
io€lm] io€[m]

(b) Para cada k € N, ig,...,i € [m] se tiene que, desde que P es una matriz estocastica

E Mk+1(i0,...,’ik,ik+1) = E Uiopio,il "'Pik—l’ikpikaikJrl :vioPio,il "'Pikfl’ik E Pikvik+1

ihy1€[m] ip1€[m] th41€[m]

.. P

= v;, P; ik 1yin = Mk (G0s -2y k)-

0,01 *
De modo que, este subconjunto de [0, 1] satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov, luego, por
el Teorema 15, existe una tinica medida de probabilidad en ([m]%, P([m])®%), p : P([m])®* — R tal que para
todo k € N, 4g,...,ix € [m]

,LL(C(j, io, e ,Zk)) = ,Ll,k(io, e ,ik) = /UiOPiO/Ll . Hk—laik' (29)

(I) Esta condicion se obtiene directamente de la expresion (2.9) para k = 0.
(II) Sean r € Z, i,j € [m] cualesquiera. Se verifica de inmediato que C(r,i) N C(r + 1,5) = C(r,i,7)), asi

que, por la definicién de i se obtiene que

w(C(r, ) N Cr+1,7)) = u(C(r,4, 7)) = viPij.

(IIT) Sean n € N, ig,...,i, € [m] con Py i\,..., P,

i1, > 0, Ui, v, > 0. Al igual que antes, se obtiene
directamente que

C’(n,zn) n C(O,io, e ,Z.nfl) = 0(077:0, e ,Z.nfl,in),

y también
C(nyin)NC(n—1ip—1)=Cn—1,ip_1,ipn).

Asi que, de la ecuacién (2.9), se sigue que

. . . /L(C(?’L,Z}JﬂC(O,’i07...,in,1)) M(C(O7i0,...,in,17in))
C(n,i,)|C(0,ig,...,0n_1)) = - : = - -
M( ( )| ( 0 1)) .[L(C(()?’Loa"'vln—l)) /U’(O(Oa?’()w'wln—l))
i Pigiy By, P i, Pi
i Pigiy o Piy iy T i
_ w(C(n—1,in_1,in)) _ w(C(n,in) NC(n—1,in-1))
:U“(C(ni lain—l)) ’LL(C(T?,* 17in—1))

= /L(C(TL, Zn)|0(n - Lin—l))'

DEFINICION 10. Sea m > 1 y Q = (Qij)i je[m) una matriz de tamaiio m x m con coeficientes en R.

(A) Se dice que () es una matriz no negativa si para todo i,j € [m] se tiene que Q;; > 0.

Para cada n € N denotaremos por Q™ = (Qi(';l))ije[m]’ la n—ésima potencia de Q, donde Q° = I.
(B) A Q@ sele conoce como matriz irreducible si para todo i, j € [m] existe N = N(i,7) € N tal que Qz(év) > 0.

() Q es una matriz regular si existe N € N tal que para cada i,j € [m] se satisface QEJN) > 0.
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(D) El kernel de Q es el subespacio de R™ definido como

ker(Q) = {x e R™ : Qz = 0}.
(E) A € R es un valor propio de Q si existe x € R™\{0} tal que x € ker(Q — AI), donde I denota la matriz

identidad de tamano m x m.

(F) Diremos que X € R es un valor propio simple de Q si dimg(ker(Q — AI)) = 1 (dimension de espacio
vectorial).

En el siguiente resultado, se describiran algunas caracteristicas de las matrices no negativas con coeficientes
en R.

TEOREMA 16 (PERRON-FROBENIUS). Sea Q = (Qij)i jeim) una matriz no negativa. Entonces:
(I) Egziste A € RT U {0} tal que para todo p € R wvalor propio de Q, se satisface que |p| < A.
(II) min{ Z Qij P 1 E [m]} S A S méx{ Z Qij T E [m]}
J€[m] j€lm]
(III) Para X ewisten u = (u;)iemm) € R™, v = (vi)ie[m) € R™ no negativos tales que Qu = \v, uQ = \u.

(IV) Si Q es una matriz irreducible, entonces A es un valor propio simple de Q, u;,v; > 0,1 € [m] y es el
inico valor propio de Q que satisface (III). En este caso, A es llamado el valor propio dominante de Q.

Demostracion. Consultar [Gan60]. X

A continuacién se presenta un resultado sobre matrices estocésticas irreducibles y vectores de probabilidad
invariantes asociados a las mismas.

COROLARIO 7. Sean m > 1 y P = (Pi;); jejm) una matriz estocdstica e irreducible. Entonces

(A) El valor dominante de P es 1.

(B) Eziste v € R™ un vector de probabilidad invariante asociado a P.

Demostracion. Por el Teorema 16, existe A € R™ U {0} valor propio dominante de P.

(A) De acuerdo con la condicion (IT) de ese resultado, como P es una matriz estocastica se tiene que

1m1’n{z Qij : ie[m]}g/\gmax{z Qij ie[m]}l.

je[m] je[m]

Es decir, A = 1.

(B) Por los incisos (III) y (IV) del teorema anterior, dado que A = 1 y P es una matriz irreducible, existe
u

S
i€[m]

u = (u);epm) € R™ estrictamente positivo tal que u@ = u, es decir, es un vector de probabilidad

invariante asociado a P.
X

El lema siguiente describe el comportamiento asintético una matriz estocéstica que tiene asociado un vector
de probabilidad invariante, el cual se supondra estrictamente positivo. Para la prueba de este lema, se requiere
establecer que, si P = (Pj;); je[m] €S una matriz estocastica, entonces se tiene que, para cada r,t € N, i, j € [m]

PO = N PIOPY, (2.10)

ij
ke[m]

que en notacién matricial significa que P™T = P" P!, donde esta tltima expresién denota el producto usual
de matrices. A estas ecuaciones cominmente se les llama ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
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LEMA 4. Sea P = (Pyj); je[m] una matriz estocdstica. Suponga que v = (v;)icm] s un vector de probabilidad
invariante asociado a P. Entonces existe una matriz estocdstica Q = (Qij)i jeim) tal que PQ = QP = Q = Q?
y ademds satisface que, para todo l,j € [m)

n—1 n—1
_ i L (i) ~ o L (i)
Qi = nh—>120 -~ Z; Py7,  que se abrevia Q= nh_)ngo - Z; P (2.11)
1= 1=

Demostracién. Denote por T al (v, P)—corrimiento de Markov en ([m]?, P([m])®?) con medida asociada .
Para cada j € Z defina x; = xc(0,5)- que es una funcién en LF([m]%, P([m])®%, 11). Entonces, por el Teorema

Ergodico de Birkhoff, existe x} € LT ([m]*, P([m])®%, u) tal que

n—1

X; = lim —Z( xjoT") ct.p. ().

n—oo n
=0

Inductivamente, de forma analoga a los célculos realizados en la Observacion 12, se obtiene que para todo
numero natural ¢ > 0

xjoT" = XC(0,5) © T = XT=4(C(0,5)) = XC(i,5)

Entonces
n—1

Xj = Jim ;Xc(i,j) c.t.p. ().

Sea | € Z arbitrario fijo. La sucesion de funciones { Z XlXC(i,j)} en L ([m)%, P([m])®Z, n) satisface
n -

n>1
que
1 1 n—1
XiX; = -~ Z XixeGy) = Z XC(i,7)NC(0,0)5
=0 =0

y que para todo n € N

c.t.p. (1)

1 n—1
’n Z XiXce,g)| <1
i=0
Entonces por el teorema de convergencia acotada en LY ([m]%, P([m])®Z, 1), y la definicién de u ocurre que

n—1

1 ..
/[] xixjdp = lim *Z/ Xc(ijncondp = lim *ZM(C(%])QC(OJ))' (2.12)

n—o00 N, n—o00 N ]
1=

Por otro lado, note que para cada natural ¢ > 2, por un razonamiento como en la Observaciéon 12 (inciso 3),
se tiene que

c0,1)NC(i,5) = ] c0,)NC1,a4,...,a;i-1)NC(,j) = ) C(0,1,a1,...,ai-1,7)

(ar,esai—1)€[m]i—1 (a1,..,a;—1)€[m]i=1

A vpartir del principio de inducciéon matematica, el Teorema 15 (inciso (III)), las ecuaciones de Chapman
Kolmogorov (2.10) y el Teorema de Fubini (para sumas) se sigue que

1(C(0,0) N C(,5)) = > 1(C(0,La1,...,ai-1,5))

(a1,esai—1)€[m]i—1

Z Z ViPray - Pai_sa; P15 = UlPl(,? (2.13)

a1 €[m] a;_1€[m]

Yy que
M(C(O’ l) n C(Z’])) = M(C(O’ lv])) = lel,j (2'14)

Asi que, de las expresiones (2.12), (2.13), (2.14) se concluye que

/ XiX; ,u—nhngoﬁz (i,7) N C(0,1)) = v, II_,HOIOZZPJ

[m]% =0
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Para cada [, j € Z definamos

n—1
_ 1 VA | 0)
Q”_JUAQZMXMM_inn;;EJ' (2.15)

y consideremos Q = (Qij)i jec[m], que estd bien definida por ser la integral finita de una funcion.

Afirmacién. La matriz @ satisface las siguientes propiedades:

1. @ es una matriz estocastica.

2. PQ=QP = Q.
3. Para todo natural i > 0 se verifica que QP? = Q.
1 Q*=Q.

Demostracion de la Afirmacion. Notemos primero que, si l,j € [m], para cadan € N

1 1=
0 = =
<Y B nZ
1=0 =0
n—1
De aqui que 0 < @Qy; _TLIEEOEZP
1=0

1. Desde que, para todo niimero natural i > 0, P? es una matriz estocistica, se tiene que para cada [ € [m)]
ocurre

> Q=) ,}:H;ogZP - 1Sy —Jz&aZl‘l
Jj€[m] Jj€[m] 1=0 je[m]
Por lo tanto, () es una matriz estocéastica.

2. Sean [,j € [m] arbitrarios fijos. Denote por (PQ);; a la entrada [j de la matriz PQ. Entonces, por las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (2.10) y la definiciéon del producto de matrices se obtiene que

Z PpQrj = Z Py, nh_{gogZP(z _nh_fgoﬁz Z PlkP = ILHQOEZP(ZH'

ke[m] =0 k€[m]
Notemos que
n—1
1) _ e L (i)
Jim Z BT = i D3R (2.6
ya que
n—1 n—1 1 9
erl) (n) (0)
,};ngogZP nlggogZP B Rgls
donde el lado derecho converge a 0 cuando n — co.
Entonces, por la ecuacion (2.16), para todo [, j € [m] se satisface que
1 n—1 ( ) 1 n—1 @)
it+1 i
(PQUy = Jim 5 3PS = Jim D By = Q
i=0 i=0

Por tanto, PQ = @Q. Similarmente se obtiene que QP = Q.

3. Procedamos por induccién sobre 1.

Es claro que el resultado es valido para i = 0. También es valido para ¢ = 1, por el inciso 2 en esta
afirmacion.
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Supoéngase vélido el resultado para i > 1 fijo, es decir,

QP ' =Q (Hipotesis Inductiva).
Ahora, por la hipétesis inductiva y el inciso 2, se obtiene que QP! = QP'P = QP = @, con lo cual se
establece el resultado para ¢ + 1. Por el principio de induccién matemética se tiene la conclusion.

4. Por el inciso 3 de esta afirmacion y la convergencia se obtiene que

n—1 —
1 .
2 _ _ o — @) = - (1) — st
Q QQQ<nhIn - EOP ) nhm - i QP" nhm - EOQ Q.

Asi se tiene la Afirmacion.

La prueba del Lema 4 ahora se sigue directamente de la Afirmacion.
X

En el siguiente resultado, se establecen condiciones necesarias y suficientes para garantizar la ergodici-
dad del corrimiento bilateral de Markov asociado a una matriz estocéstica con vector de probabilidad invariante.

TEOREMA 17. Sean m > 1 y P = (Pyj); je[m] una matriz estocdstica con vector de probabilidad invariante
asociado v = (V;);cm) (estrictamente positivo). Denote por

n—1

_ - ()
Q= ,};n;nZP

Considere T el (v, P)—corrimiento de Markov en ([m]%, P([m])®*) con medida asociada p. Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes

(I
(I1
(I11
(v

Demostracion. Note primero que la existencia de la matriz () se establece en el Lema 4.

) T es una transformacion p—ergédica.
) Todos los renglones de @Q son iguales.
) P es una matriz irreducible.

)

1 es un wvalor propio simple de (.

(I) = (II) | Suponga que T es una transformacién p—ergodica. Demostraremos que para cada [, j € [m] se
tiene que Qi; = Q1. Paraello fije [, j € [m]. Observe que en la demostracion del Lema 4, por las ecuaciones
(2.12) y (2.15) se obtuvo que

n—1

vQ; = lim 1 Zu(C(i,j) NC(0,1)).

n—oo n,
=0

Por la caracterizacion de las transformaciones yu—ergodicas debida al Teorema, asi como el hecho de que
para todo i € N ocurre que T7*(C(0,5)) = C(i,J) se tiene que

n—1

, 1 —i . . . o
uQy = lim Zu (5,5)NC(0,1)) = lim — ;u(T (C(0,7)NC(0,1)) = u(C(0,))(C(0,1)) = vjur.
Por lo que @;; = v;. Entonces todos los renglones de () son iguales a (v, ..., Vm—1).
(I1) = (III) ] Suponga que todos los renglones de @ son iguales a r = (rg,...,rm_1), €s decir, para todo

l,j € [m] tenemos que @Q;; = r;. Como v es un vector de probabilidad invariante para P, se verifica de
inmediato por induccién que para todo i € N se satisface que vP" = v, de donde

n—1

n—1 n—1
1 , 1 ; 1
= - D) = lfm = @0 = - =
v = fim L35 P0) < tim 13 Pt = i D v
7=

=0 =0
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Se efectia un producto de matrices para verificar que

(v))jeim) = v =vQ = (Z UlQlj) = (Z W“j) = (Tj > Ul) = (rj)jem-

le[m] le[m) le[m]

Asi que r es estrictamente positivo.

Demostraremos que P es irreducible. Procedamos por contradiccién: Suponga que P no es una matriz
(n) _

¥ 0. De esto altimo

irreducible. Entonces existen [, j € [m] tales que para todo n € N se cumple que P,
se tiene que

n—1
1 i
= Q= lim 3 R =0
=0

Esto contradice al hecho de que r es estrictamente positivo. Por lo tanto P es una matriz irreducible.

(I11) = (1II) ] Suponga que P es una matriz irreducible. Probemos que todos los renglones de @ son iguales
mediante la siguiente afirmacién.

Afirmacién 1. Para cada j € [m] denote por r; = méx{Q; : | € [m]}. Entonces para cada l € [m] se tiene

que
1. Qi > 0.
2. Qlj =Tj.

Demostracion de la Afirmacion 1. Fije j € [m].

1. Para cada ¢ € [m] denote por A; = {l € [m] : Q;; > 0}. Como @ es una matriz estocéstica, se tiene

que Z Qi; = 1y luego, A; # 0. Fije i € [m]. Como P es irreducible, existe N € N tal que Pi(jN) > 0.
i€[m]

Recuerde que, del enunciado 3 de la Afirmacién hecha en el Lema 4, se tiene que Q = QPY, asi que

Qij = (QPN)z’j = Z Qikplgj.v) > QilPl(jN) > 0.
ke[m]
Esto demuestra el inciso 1.

2. Procedamos por contradiccién. Suponga que existe [ € [m] tal que @Q;; # r;. Note que por la definiciéon
de r; se tiene que @;; < ;. Por el Lema 4 se tiene que Q es una matriz estocastica, Q% = Q y luego,
para todo i € [m]

Qij = (Q%)ij = Z QikQrj = Z QikQrj + QuQiy < Z Qirrj + Qur;
ke[m)]

ke[m], k£l ke[m], k£l

= Tj( Z Qik) =r;j.
ke[m]

Pero, por la definicién de rj, existe [y € [m] tal que Q,; = r;, esto es una contradicciéon con lo
anterior. Por lo tanto, para todo [ € [m] debe tenerse que Q;; = r;.

Esto demuestra la Afirmacion 1.

En consecuencia de la Afirmacién 1, se obtiene que todos los renglones de @ son iguales.

(II) = (I) | Suponga que todos los renglones de @ son iguales.
En la prueba de la implicacion (II) = (III) se mostrdé que bajo este supuesto, todos los renglones de
@ deben ser iguales a v = (v;);c[m]- De acuerdo con la Proposicién 3, desde que As es una semiélgebra
de subconjuntos de [m]Z tal que P([m])®% = o(As), para probar la ergodicidad de T, basta mostrar que
para todo A, B € As se tiene que

n—1

lim 1 Z u(T~"(A) N B) = p(A)u(B).

La clave para obtener lo deseado sera la siguiente afirmacion.
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(II) =

Afirmacion 2. Para todo A, B € S se tiene que

1 n—1

lim —
n—oo N
i=0

Demostracion de la Afirmacion 2. Sean A,B € S expresados de la forma A = C(j1,q}, ..

> u(T7"(A)n B)

— u(A)u(B).

'7%’%1)7 B

N

2 2
an2+i7(j1+k1)71a qdos -+ ka)

C(j2,43, - - - 4z,)- Se utiliza el mismo razonamiento empleado para obtener la expresion (2.4) en virtud de
obtener que, para cada i € N con i > j; + k1 — j2 (equivalentemente u = jo + i — (j1 + k1) > 1)
T7'(B) =T YC(j2. 45, ---»q1,)) = Cli2 + 4,43, - - .
Al igual que en la expresion (2.5), se verifica que
A N Tﬁl(B) = O(.j17q(1)7 ... aQIil) n C(JQ + iaQ(2)a ... 7QI3)
- L-ﬂ O(th(%a"'anilaql)"'
(QLsee @i i (g +hy)—1) E[m]I2FHi— 1 k1)1
- E-J O(jlaq(l)v"'aQIilaqlw"7qu—17q37"'7ql?;2)'

(a1, qu-1)€[m]v =1

Por induccioén sobre u, la definiciéon de pu, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (2.10) y el Teorema de

Fubini (para sumas) se obtiene que

M(AQT_Z(B)): Z M(C(j17qéﬂ"'7qklaq17'"aquthgw"?(biz))
(q15--,qu—1)€[m]u—1
= Z v 1PQ(1) ai P‘bil 14k, qulclv‘h Pog - Pqufz’quflpq“*hqg T Pqizfl’qil
(a1, qu—1)€[m]v—1
=V Payat - Lol al, < Z Z Pop aPae - PIIu—quu—lPQul’q(%)qu’ql
q1€[m] qu—1€[m]
(u)
= Vgt P gt - Pqil 17qk1Pq,€ ,qOPqS,q2 : Pin 143,
(]2+Z (J1+k1))
=V Lyat - Pop Ll ai, .43 P Pag, e,
En resumen, para cada ¢ € N con ¢ > j; + k1 — j2, se tiene que
—i (J2+i—(j1+k1))
,u(A nT l(B)) = 1Pqé - Pq}ﬂ Lk, Pq}clyq% qu Pz, a2 (2.17)
Al igual que en la ecuacién (2.16), se concluye que
S pliny) $ itz Githa)
— —_ 1 - P i+1 P 1+J2 Jitky 2.18
’Uqg qu17q§ 7L1—>H;o n 4 qkl’qO n—>oo n ; qkl’qO ’ ( )
i= i=
y de las expresiones (2.17) y (2.18) se sigue que
1
lim lnz: ANT(B)) = vy Py P, | lim — ZP(”H Gtk ) p 2 2
w0 1 2 /~L 95:01 " T Gy 1T \ e n a3 93,43 - Tiy—1:9%y
i=
= Vs gt gt - Pqil 1ak, Va 2Pa2.q2 - PQ§2 Ry u(A)p(B).

De esta forma se obtiene la Afirmacién 2.

Finalmente, se procede de igual forma que en la prueba de la Proposicion 7, utilizando la Afirmacién 2

para concluir que T' es una transformacion p—ergodica.

se prueba que 1 es un valor propio simple de Q:

(Iv) } Suponga que todos los renglones de @) son iguales. Como antes, se puede concluir que todos los
renglones de @) son iguales al vector v, esto es, para todo [, j € [m] se tiene que (Q;; = v;. A continuacién

2 2
oy —1:9ky
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Ya que Q es una matriz estocastica, se tiene que 1 es un valor propio de ) asociado al vector propio
(1,...,1) € R™. Note que para probar la condiciéon requerida, es suficiente mostrar que para todo w € R™
tal que Qw = w existe ¢ € R tal que w = ¢(1,...,1).

Sea w = (w;)ie[m) € R™ arbitrario tal que Quw = w. Entonces, efectuando el producto usual de matrices
se obtiene que para toda i € [m)]

E wJQU— g w;vj; = ¢

j€[m]
donde la ultima suma no depende de i € [m]. Por ello w = ¢(1,...,1). Por la eleccién arbitraria de w se
concluye que ker(Q — I) es un subespacio vectorial de R™ generado por (1,...,1) € R™, es decir, 1 es un

valor propio simple de Q.

(Iv) = (11) } Suponga que 1 es un valor propio simple de Q. Recuerde del Lema 4, que se tiene que Q2 = Q,
asi que, si se consideran los vectores columna de @ como @ = (wpl... |wm_1), donde para j € [m],
wj = (Qojs--,Qm-1;)" ((Qoj,--.,Qm-1,;)" denota el vector transpuesto en R™) y se efecttia el producto
de matrices, se tiene que

(wol. .- [wm-1) = Q = QQ = Qwyl ... [wy—1) = (Quo . .. |QWp—1).

Entonces, para cada j € [m] se satisface que Quw; = wj, es decir, w; es un vector propio de @) asociado al
valor propio 1. Asi que por hipétesis, existe ¢; € R tal que w; = (¢j,...,¢j)" = (Qoj,-- - Qm-1,;)". Por
lo tanto, para todo [, j € [m] se tiene que Q;; = ¢;, es decir, todos los renglones de @ son iguales.

X

Se tiene un corolario, que comtinmente se conoce como el Teorema Ergddico para cadenas de Markov con
espacio de estados finito.

COROLARIO 8 (TEOREMA ERGODICO PARA CADENAS DE MARKOV CON ESPACIO DE ESTADOS FINITO). Sea
P = (Pyj)i jeim) una matriz estocdstica irreducible. Entonces para cada l,j € [m] se tiene que

lim ~ > P =
Rt Z
Demostracion. La expresion requerida se obtiene anilogamente a la expresion (2.18). X

En el siguiente resultado se muestran condiciones bajo las cuales el corrimiento de Markov asociado a
una matriz estocéstica con vector de probabilidad invariante es una transformaciéon fuertemente o débilmente
mezclante. Previo al teorema, se enuncia un lema referido a la factorizacion de Jordan una matriz con
coeficientes en R.

LEMA 5 (FORMA CANONICA DE JORDAN). Sea P = (Pij); jcim) una matriz de tamano m x m.

Suponga que los valores propios de P son Ai,..., A\, donde k < m y el polinomio caracteristico de P,
k k

gp(t) = det(P —tI) = H(t —\)"™, con la propiedad de que Zri =m. Para cada j € {1,...,k} considere el
i=1 i=1
bloque de Jordan asociado al valor propio \; dado por una matriz de tamano k;, donde i € I, con |I;| = s;

Aj 0 0 0 0
1 Aj 0 0 0
i 0 1 Ai O 0
k! J
J>\j = ..
0 O 1A 0
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Entonces el nimero de bloques de Jordan asociados al valor propio \; corresponde a dim(ker(P — \;I)) y si
se define la matriz de tamano r; = Z k; dada por

il
k!
JA; 0 0 0 -0
2
0 Jy 0 0 0
3
0 0 JY 0 0
Iy, = ; . ’ )
' ' IS
0 0 0 Jy 0
J kS]
0 0 x J/\j
existe una matriz invertible U de tamano m x m tal que
I, 0 0 0 -0
0 Jy, 0 0 -0
0 0 Jx, 0 -0
P=U"! ] , , U.
0 0--- 0 Jx_, 0
0 0 e,
Demostracion. Consultar [SHF03] X

TEOREMA 18. Sean m > 1 y P = (Pyj); je[m] una matriz estocdstica con vector de probabilidad invariante
asociado v = (v;)ie[m) (estrictamente positivo). Considere T el (v, P)—-corrimiento bilateral de Markov en
([m]*, P(Im])®%) con medida de probabilidad asociada pi. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(I
(11
(IT1

) T es una transformacion p-débilmente mezclante.

) T es una transformacion pu—fuertemente mezclante.
) P es una matriz reqular

(IV) Para todo i,j € [m] se tiene que nh;m P =y,

oo J-

Demostracion. Recuerde la definicién de regularidad de una matriz, dada en la Definicién 10.

(I):>(III)] Suponga que T es una transformacién p—débilmente mezclante. Entonces por el Teorema 8, se
tiene que para todo i, j € [m] existe J;; C Z* un conjunto de densidad cero tal que

I p(T7(C(0,4)) N C(0.4)) = p(C(0, ) p(C 0, ) = viv;.

n—oo,n¢J;;

Asi como se obtuvo la ecuacién (2.17), se obtiene que, en este caso para cada n € N ocurre
p(T77(C(0,5)) N C(0,1)) = u(C(n,j) N C(0,7))

(i1,eeyin—1)E[m|n—1

= Z N(C(Ovaivila"'vinflvj))
(i1,eeyin—1)E[m|n—1
= Z 'UiPi,il N ‘Pin—l,inpingj = UZP(n)

4,7
(i150eesin—1)E[m]™ 1

Ya se habia observado en la demostracién del Teorema 11, que J = U(m)e[m}x[m] Jij es un conjunto con
densidad cero. Al igual que en la demostracion del Teorema 11, se concluye que para cada i, j € [m]
vivy = p(C(0,))p(C(0,§)) = lim p(T7(C(0,7)NC(0,i) = lim Py,
n—oo,n¢J n—oo,né¢J
Asi que, para todo 4, j € [m]
v; = lim Pi(jn) > 0,

n—oo,né¢J
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(IV)=

(I)=
(I)=
(I)=

y por lo tanto
min{v; : j€[m]} = lim min{Pi(j") 11,7 € [m]} > 0.

n—oo,n¢J

Entonces existe N € N (N ¢ J) tal que para cualesquiera i, j € [m] se tiene que Pi(jN) > ml’n{Pi(j") 11,7 €
[m]} > 0. Luego, P es una matriz regular.

(II)] Demostremos que T es una transformacion u— fuertemente mezcladora. Desde que As es una
semiélgebra de subconjuntos de [m]Z tal que o(As) = P([m])®%, de acuerdo con la Proposicién 4, basta
con probar que para cualesquiera A, B € Ag se tiene que

lim p(T~"(A) N B) = p(A)u(B).

n—oo

Probaremos que esta propiedad se cumple para los elementos de S, y luego, el argumento general se obtiene
de forma anéloga a la demostracion de la Proposicion 7. Fije A,B € S donde A = C(j1,45,---,4q},);
B = C(ja2, 43, - 7q,ﬁz). Se repite exactamente la prueba de la Afirmacién 2 del Teorema 16 para obtener
que, para todo n € N con n > (j1 + k1) — jo se tiene que

/J(AﬂTin(B)) =V, 1P 1 P N P(]2+n (J1+k1))P P,

2 .
9591 iy —129k, qklﬂlo 3,47 iy —1:9ky

También, por hipétesis y la definiciéon de

. — +n—(]1+k1))
lm u(ANT"(B)) = lim v, P, P pl P P
nﬁoo#( M ( )) n—00 % .91 q’1<1 1,q,{1 qkl’qo 95-43 qiz—l"qiz
(J2+n—(41+k1))
=V Pyat - Fap ., (,}E{; qul,qo Pz Lo, a2,
= Vg1 Pyt gt - "Pq,il,l,qklv 2Pgz.a2 - Pqu,l,qiz = u(A)u(B).

Entonces, por la Proposicion 4, se tiene que 1" es una transformacion p—fuertemente mezclante.
(I)] Por la Observacion, se tiene que siempre se satisface esta condicion.
(IV)] La demostracién es analoga a la de la implicacion (IV)==(II)].

(IV)] Se esbozara la prueba de este hecho a continuacién. Consideremos la descomposicién de Jordan
de la matriz P, a la que se refiere el Lema 5. Por simplicidad de la notacién, supondremos que la matriz
de Jordan es una matriz diagonal y que todos los valores propios de P son distintos entre si (el caso
general es tratado de la misma manera, s6lo que se requiere mayor notaciéon). Expresemos a la matriz
diagonal D como

1 0 0 0 0
0 M 0 0 0
0 O A2 0 0

0 0--- 0 Apm—o 0
0 0 R W

donde P = U‘lDU U es una matriz invertible de tamano m x m con coeficientes en R. Denote por
W = (wij)i, jem)- Se verifica de inmediato por induccién que para todo n € N se tiene que P = WD"U.

Por el Corolario 7, A\yg = 1 es un valor propio dominante, asi que, sin pérdida de generalidad suponga que
1> M| > ... > |[An_1|- También, la forma en que se suele construir U es como una matriz de cambio
de base, cuyas columnas estan formadas de los vectores propios de P que forman una base ordenada
ortonormal de R™ asociados a los valores propios 1, Ay, ..., A\,_1. Como P es una matriz irreducible,
por el Corolario 7 (inciso (II)), esto significa que la primera columna de U (al ser vector propio de P
asociado al valor propio 1) es de la forma (qo, ..., q0) € R™, donde ¢¢ € R.

Entonces, para cada n € N se tiene que
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1 0 0 0 0
0 X 0 0 0
0 0 A 0 .10
P =W o U.
0 0 0 A, 0
0 0 AL
Y luego,
1 0 o o0 ---0 w
0 0 0 0 -0 ooto
0 0 0 0 -0 o140
lim P =W o U=
n—00 T T T, ’
0 O . 0 0 0 wOTTL72qO
0 0 ) Wom—190
Esto ultimo significa que para todo i,j € [m] se cumple
Tim P = wo;q0.
Se verifica que el vector (wgoqo,- - -, Wom—19o) €s invariante para P, de las identidades WU =Ty P =
WDU. Por la unicidad del vector invariante se concluye que v = (v;)icm] = (w000, - - -, Wom—1qo) y de

aqui se obtiene el resultado deseado.

X



Capitulo 3

Rotaciones en grupos topologicos.

En este capitulo se analizaran algunas transformaciones definidas sobre grupos topoldgicos compactos,
enfatizando sobre algunos casos particulares en el disco unitario en C. Estas transformaciones consisten en
funciones continuas y suprayectivas, rotaciones por un elemento fijo y transformaciones afines (la composicion
de dos funciones del tipo rotacion y una funcién continua y suprayectiva).

3.1. Construcciéon de medidas de probabilidad en un grupo topolégico
compacto.

A 1o largo de este capitulo, G denotard a un espacio topologico (G,7g,-) con estructura de grupo, y
denotaremos por B(G) a la o—éalgebra de Borel de G, esto es B(G) = o(7¢).

1

Decimos que G es un grupo topoldgico si las funciones en G: (x,y) — zy, x — ' son funciones continuas.

Una medida regular en (G, B(G)) es una medida m : B(G) — R que satisface la propiedad de que para todo
E € B(G) y € > 0 existe C' C G un conjunto compacto tal que m(E\C) < e.

Para E € B(G) y = € G se definen los conjuntos

zE ={xe: e€ EY},

Ex={ex: e€ E}
que resultan ser elementos de B(G), ya que y — xy y y — yz son funciones continuas.
Una medida m : B(G) = R en (G, B(G)) es
(a) Invariante bajo rotaciones izquierdas si para todo E € B(G) y x € G se tiene m(zE) = m(E).
(b) Invariante bajo rotaciones derechas si para todo E € B(G) y « € G se tiene m(Ex) = m(E).
(¢) Invariante bajo rotaciones si es invariante bajo rotaciones izquierdas y derechas.
El siguiente resultado permite construir medidas de probabilidad suponiendo que el grupo topoldgico es

compacto.

TEOREMA 19 (CONSTRUCCION DE MEDIDAS DE HAAR EN GRUPOS COMPACTOS). Sea G un grupo topoldgico
compacto. Entonces existe una inica medida de probabilidad m : B(G) — R regular e invariante bajo rotaciones
izquierdas en (G,B(G)). A m se le llama la medida de Haar en (G, B(G)).

Demostracion. Consultar [Hew94]. X

OBSERVACION 13. Sea G un grupo topologico compacto con medida de Haar m en (G, B(G)). Se tienen las
siguientes afirmaciones:
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1. Paratodo z € Gy f € LX(G,B(G), m)

/f Ydm(y /fa:ydm

2. Si U C @G es un conjunto abierto no vacio, entonces m(U) > 0.

3. Denotemos por K = {z € C : |z| = 1} al disco unitario en C, donde | - | denota el moédulo complejo.
Se tiene que, con el producto usual en C y la topologia inducida por el médulo complejo en C es un
grupo topoldgico compacto. Se tiene que la medida de Haar en K coincide con la medida de Lebesgue
normalizada. Asi mismo, dado n > 1, se denota por K™ el grupo topolégico producto directo (con la
operacion usual en el producto directo de grupos y la topologia producto inducidos por K), el cual es
llamado el n—toro en C™. Se tiene que la medida de Haar en K™ coincide con la medida producto en

(K,B(K),m).

4. Sea G un grupo topoloégico compacto y metrizable con métrica r : G x G — G tal que 7¢ coindice con la
topologia generada por r. Entonces, la funcién p : G x G — G dada por

p(z,y) = /G < /G T(gwh,gyh)dm(g)>dm(h)~

es una funcion bien definida, es una métrica en G y para todo z,y, z € G se tiene que p(zz,yz) = p(x,y) =
p(zx, zy), es decir, la métrica es invariante bajo rotaciones.

Demostracion de la Observacion 3.

1. La prueba se obtiene a través de aproximacién por funciones simples. Fije z € G. Considere los siguientes
casos para f € LT (G, B(G),m).

Caso (a). f = xE, donde E € B(G). En este caso, se tiene que, para cada y € G

B [ 1 si zyeE [ 1 si yeax'E

Por ello

/Gf(fvy)dm(y):/GXE(xy)dm(y):/erlE(y)dm(y) m(z~'E) = /f )dm(y

Caso(3). f es una funcion B(G)—simple. La conclusion se obtiene por el Caso («) y linealidad de la
integral.

Caso(7). K=Ry f>0.
En tal caso, se utiliza el Teorema de Aproximaciéon por funciones B(G)—simples para hallar una
sucesion creciente (f,)nen de funciones B(G)-simples no negativas tal que lim f, = f en G. Se
n—oo

verifica de inmediato que, para today € Gy n € Nse cumple 0 < f,(2y) < for1(zy)y nhﬂngo fulzy) =

f(zy). Por el Caso (B) y el Teorema de Convergencia Monotona se concluye que

| tawdmin) = tin [ fuenant) = tim [ f@dm) = [
G n—oo G n—oo
Caso(d). K=R.

En este caso, basta aplicar el Caso () y expresar a f = fT — f~, donde f*, f~ > 0.
Caso(e). K=C.

Resulta del Caso (§) y expresar a f = Re(f) + Im(f).

2. Sea U C G un conjunto abierto no vacio.
Para cada g € G considere la funcién T; : G — G definida para cada z € G como
Ty(x) = gz. Es claro que T, es una funcién continua y que para todo y € G se satisface que
yU={yu: ueU}={zeG: ylaeclU}= Ty_}l(U) que es un conjunto abierto en G.
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Se verifica de inmediato que {yU},cc es una cubierta abierta de G. Por compacidad de G, existen
k

{y1,.-.yx} C G tal que G = U y;U. Entonces

i=1

k
< Zm(yiU) = km(U),

de donde m(U) > 0.

. Esto se sigue del Teorema 19 (unicidad de la medida de Haar) y el hecho de que la medida de Lebesgue
normalizada en (K, B(K)) se construye regular e invariante bajo rotaciones.

. Observe que, para cada h € G, (z,y) € G X G, g — r(gzh, gyh) es una funcién continua y no negativa de
G en R. Como G es compacto, dicha funcion es acotada y luego, integrable. De la misma manera se tiene

que h — / r(gzh, gyh)dm(g) es una funcion integrable no negativa.
el

Afirmacion. Se tienen las siguientes propiedades de p: Para todo z,y, z € G ocurre que:
1. p(x, )—051ysolos1x—y

plz,y) >

pla,y) = p(y7 z).

p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2).

p(zz,y

P‘:‘k?’!\-"

2z,yz) = p(a,y) = p(zz, 2y)

Demostracion de la Afirmacion. Fije x,y,z € G.

1. Es claro que si = y entonces p(z,y) = 0. Reciprocamente, si p(x,y) = 0, entonces
[ ([ gt gumant) )ano = o,
a\Ja

| rtazh.guyim(g) =0, cp.m)(h)

lo que significa que

asi que
r(gzh,gyh) =0 ct.p.(m@m)(g,h)

Por ello, gzh = gyh  c.t.p.(m @ m)(g, h). Luego = = y.
2. Es claro de la definicién.
3. Como r es una métrica, se tiene que

o) = [ ([ rtgstgumamta) Jam(n) = [ ( [ rtguh.ganyimio) Jam(n) = oty ),

4. Por la desigualdad triangular para r y la monotonia de la integral, se tiene

pte2) = [ ([ rtashgenyan(s) Jam(n) < [ ( [ 1rshguh) + raungetilam(a) ) amn

<[ ( | et qumdonts) ame) + | ( / r(gyh,gzmdm(g))dm(h)=p<x,y>+p(y,z>.

5. Por el inciso 1 de esta observacion

plazs) = [ ( / r(gmzh,gyzmdm(g))dm(h): /| ( / r(gxh,gymdm(g))dm(h)=p<x,y>.

Similarmente se tiene que p(zx, zy) = p(z,y).
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De esta afirmacion se concluye que p es una métrica invariante bajo rotaciones.

Continuaremos con algunas definiciones y notaciones.

Decimos que G es un grupo topoldgico localmente compacto si para todo z € G y U C G conjunto abierto,
existe V' C G un conjunto abierto tal que V es un conjunto compacto (donde V denota la cerradura topologlca
deV)yzeVCVCU.

Consideremos G = {¢ : G - K : ¢ eshomomorfismo continuo}. A los elementos de G se les lla-
ma caracteres de G. Note que, dados ¢,9¥ € G, se define la funciéon ¢y : G — K para cada z € G
como pp(x) = @(x)p(z), es un homomorfismo continuo, es decir ¢y € G. De esta forma, se define la

operaciéon en G de tal forma que G es un grupo abeliano. También, G es un subespacio topologico de
C(G,C)={f:G— C: f esunafunciéon continua} con la topologia compacto abierta, se tiene que G es un
grupo topolégico abeliano localmente compacto.

Denotemos por 1 : G — K a la funcién de valor constante 1. Se tiene que 1 € G.

OBSERVACION 14. Sea G un grupo topolégico.
1. Sean G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado de G tal que H # G. Entonces existe
v € G tal que v # 1 y que para todo h € H, y(h) = 1.
En adelante, supondremos que G un grupo compacto y denotaremos por m la medida de Haar en B(G).

2. G C LS (G,B(G),m) y para cada p > 1 se satisface G C C;C, (G,B(G),m). Mas ann, G es un conjunto
ortonormal en LS (G, B(G), m).

3. @ es una base ortonormal de £S (G, B(G), m). De hecho, para cada f € LS (G, B(G), m) existen tnicos
{aw}ye@ C Ctal que {y € G: ay # 0} es numerable y f = Z a~7y, esto significa que, para todo € > 0

f=_ayy

~YER
También, como G es un conjunto ortonormal en LS (G, B(G), m), por la identidad de Parseval para normas
en espacios de Banach, se tiene que

S farP = 3 fan I = H S 0y
76@

76@

< €.
2

existe un conjunto finito R, C G tal que, para todo conjunto finito R O R, se tiene que

yeG 76@

\ — [1f]l2 < oo.
2

A esta representacion de f se le conoce como la serie de Fourier de f.

4. Sean G localmente compacto y T': G — G un endomorfismo. Se define la funcion T:G—G para cada
v € G como T( ) = v o T. Entonces T es un endomorfismo en G que es llamado el endomorfismo dual
asociado a T

También, T es una funcién inyectiva (suprayectiva) siy solo si T es una funcién suprayectiva (inyectiva).

R
5. Considere el grupo topoldgico 7 = {r+7Z : x € R}, donde, para cada = € R, se define x + Z =

R
{z +n: n € Z}. Entonces la funcién ¢ : 7 K dada para todo z € R como ¢(z + Z) = exp(2wiz)
R’n
es un isomorfismo de grupos topologicos. De la misma forma, para n € N, se tiene que, ¢, : 7 definida
para cada z = (21,...,2,) € R” como ¢, ((z1,...,2n) + Z") = (exp(2mizy),...,exp(2mizy)), es un
R™ "
isomorfismo, donde 7 © isomorfo a (Z>

Demostracion de la Observacion 4. En algunos incisos, se hara referencia a [Hew94], ya que se requiere de Teoria
de Representaciones de Grupos para probar dichos enunciados.

1. Consultar [Hew94].



2. En primer lugar, observe que para v € G , como G es compacto, se tiene que y(G) = {'y(g) :9g€GICK
también lo es, luego v es acotada, asi que existe M > 0 tal que |y| < M, por lo que v € LS (G, B(G), m).
Maés ain, dado p > 1, como (G, B(G), m) tiene medida finita, se concluye que 7 € Lg (G,B(G),m)

Afirmacién. Para todo v € G se satisface
@) 173 = (v,7) =1.
(b) Si~ # 1 entonces (vy,1) = / ~vdm = 0.
G

Demostracion de la Afirmacion. Fije v € G.

(a) Note que, como v(G) C K, entonces para todo g € G, |y(g)| = 1. De modo que
= () = [ rdm = [ ofdm =1
G G

(b) Si~ # 1, entonces existe a € G tal que y(a) # 1. De la Observaciéon 13 (inciso 1), se sigue que

/G y()dm(z) = /G y(az)dm = /G Y(@)y(@)dm(z) = 7(a) /G y()dm(z),
de donde

(+(a) - 1) /G (w)dm(z) = 0.

Como ~y(a) # 1, debe tenerse que / ~v(x)dm(zx) = 0.
G

De esta afirmacion, para cualesquiera v, d € G con v # § se tiene que v # 1, asi que, por el inciso (b) de
la Afirmacion se tiene que

(v,0) = /Gvgdm =(0,1)=0

Por lo tanto, G es un conjunto ortonormal en £S (G, B(G),m).

3. Consultar [Hew94] para la parte que establece que G es una base ortonormal de £S (G, B(G),m). La
segunda parte resulta inmediata de la identidad de Parseval en LS (G, B(G), m).

4. Basta observar que para todo 7y € @, la composicion de los homomorfismos v y 7' resulta ser un homo-
morfismo, y utilizar la estructura de grupo que tiene G. La segunda afirmacién es consecuencia de utilizar
las equivalencias de inyectividad y suprayectividad de una funcién a través de los conceptos de funcién
cancelable por la izquierda y la derecha.

5. Es inmediato.

X

El siguiente lema caracteriza a los subgrupos de (R, +), y seré utilizado para caracterizar a los subgrupos
cerrados de K.

LEMA 6. Considere el grupo abeliano (R, +).
(I) Sea L un subgrupo de R. Entonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) Eziste o € R tal que L=0aZ = {at: t € Z}.
(b) L es denso en R (con la topologia usual de R).

(IT) Dado 0 e R\Z, Z+ 0Z = {m + 6n: m,n € Z} es un subgrupo denso de R.
(ITI) Para 6 € R\Q, {exp(2mind) : n € Z} es un subgrupo denso de K.

Demostracion. Denote por RT =]0, oo y también R~ =] — o0, 0].
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(I) Sea L un subgrupo de R, que denotaremos por L < R. Si L = {0}, claramente L = 0Z. Suponga que
L # {0}. Luego existe xg € L con xy # 0. Como L < R, entonces —zg € L. De modo que L NRT # (,
acotado inferiormente por 0. Sea a = inf(L N R*) > 0. Considere los siguientes casos

Caso 1. a > 0.
En este caso, se afirma que « € L. Para probar esto ultimo procedemos por contradiccion: Suponga
que o ¢ L. Por la definicion de « se tiene que, para todo € > 0 existen z.,x” € L NRT tal que
a <zl <! <a+te, es decir, existe . = 2/ —2. € LNRT tal que 0 < z. = 2/ —zc < a+e—a =e.
En particular, para o > 0 existe , € LNRY tal que 0 < x, < «, lo cual es una contradiccién a la
definicién de «. Por lo tanto o € L.

Como L <Ry a € L, se concluye que aZ C L. Demostraremos que L "R™ C aZ NR*. Para ello,
sea | € LNRT. Luego, a < I. Como « € L, puede suponerse que o < . Sea

1
R+1:min{n€N: <0‘}.
n l

Observe que (R+ 1)a > 1 > Ra, luego 0 < | — R < a. Como | — R € LN RT, esta dltima
desigualdad significa que 0 = [ — Ra (en caso contrario, se tendria una contradiccién con la
definicion de ). Por ello, | = Ra € aZ. Asi que LN R*T C aZ. De la misma manera se concluye
que L NR™ C aZ. Por tanto, L = aZ.

Caso 2. a=0.
Note que, como 0 = inf(L NR™), se tiene que 0 es un punto de acumulacion de L NR*. Probemos
que L = R. Para esto, sean zg € R y € > 0 arbitrarios fijos. Como 0 es punto de acumulacién de
LNRT, se tiene que existe l[p € LNRT tal que —2¢ < Iy < 2e.

Afirmacién. Existe N € Z tal que g — € < Nly < xg + €.

Demostracion de la Afirmacion. Procedamos por contradiccion. Considere r» € Z tal que rly <
xo — € < xg+ € < (r+ 1)lp. Entonces

2e=axp+e—(xg—€) < (r+1)lg—rlg =1y < 2e
que es contradictorio, obteniéndose la Afirmacion.

De la Afirmacion, existe N € Z tal que Nly € L por lo que Ny € LN (xg—¢€,xo+€). Por la eleccion
de zg € R y € > 0 se concluye que L es denso en R.

(IT) Fije 6 € R\Z. Es claro que Z + 0Z < R. Probemos por contradiccién que Z + 6Z es un subgrupo denso
en R. Suponga que la afirmacion es falsa. Por el inciso anterior, existe § € R tal que Z + 0Z = (Z.
Observe que 1 =1+ 6(0) € SZ. Luego, existe m € Z tal que 1 = mp3, por lo tanto 8 =m € {—1,1}.

Por ejemplo, cuando f =m =1, Z + 0Z = Z. Pero 6 = 0 + 0 € Z, que contradice la hipétesis. El caso
B8 =m = —1 conduce a una contradiccién similar. Por lo tanto, Z 4 6Z es un subgrupo denso de R.

(IIT) Sea 6 € R\Q. Por el inciso (II) se tiene Z + 6Z = R. Para demostrar que {exp(2minf) : n € Z} es denso
en K, sea exp(2mit) € K, con t € R arbitrario fijo. Note que t € R = Z + 6Z, asi que existe una sucesion
(nm + 0k )men en Z + 07 tal que lim (n,, + 0k,,) = t. Observe que, en (K, |-|), w — exp(27iw) es una

m—00

funciéon continua, de modo que la convergencia anterior implica que

lim exp(2mibk,,) = lm exp(2mi(n, + 0ky)) = exp(2wit)

m—r 00 m—r oo

en K. Luego, existe una sucesion en {exp(2mind) : n € Z} que converge a exp(2mit). Por ello, exp(27it) €
{exp(2min®) : n € Z}. Entonces {exp(2mwind): n € Z} = K.

X

A continuacién se enuncia un resultado que describe a todos los posibles elementos de K, asi como los
homomorfismos continuos de K™ en K, para n € N.

TEOREMA 20. Sea n un natural fijo.

(I) Sea H un subgrupo cerrado de K. Entonces H = K, o bien, H es un grupo ciclico finito que consta de
todas las raices q—ésimas de la unidad, para algin q € N.
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(IT) Los tinicos automorfismos de K son la identidad y la funcion z v 271,
(III) Los unicos homomorfismos de K en K son de la forma 6,, : K — K, con 0,,(z) = 2™, donde m € Z.

(IV) Los tinicos homomorfismos de K™ en K son de la forma 0y, . m,): K — K, con

— M m
Omromy (210 2) = 2 2

y (my,...,my,) €2".
Demostracion.
(I) Sea H un subgrupo cerrado de K y considere los casos siguientes.

Caso 1. H es infinito.
Se tiene que la funciéon f : R — K dada por f(t) = exp(2mit) es una homomorfismo continuo y
suprayectivo. Asf que f~*(H) es un subgrupo de R, donde f~!(H) = {t € R : exp(27it) € H}. Por
el inciso (I) del Lema 6, se tiene alguno de los siguientes casos:

Subcaso 1. Existe ¢ € R tal que f~1(H) = cZ.
Se tiene que H = f(f 1 (H)) = f(cZ) = {exp(2wict) : t € Z}. Como H es infinito, debe ocurrir
que ¢ ¢ Q, asi que por el Lema 6 (incisos (II) y (III)) se tiene que Z + ¢Z es denso en R y
{exp(2mict) : t € Z} es denso en K. Es claro que f(Z + c¢Z) = f(cZ), luego, por continuidad y
suprayectividad de f se obtiene que

K = f(R) = f(Z+cZ) C F(Z+cZ) = J(f () = H = H.

Por ello, K = H.

Subcaso 2. f~1(H) =R.
Al igual que en el Subcaso 1, se concluye que K = H.

Caso 2. H es finito.
Suponga que H es un subgrupo de ¢ elementos, es decir |H| = ¢. Entonces, se tiene que para todo
h € H, h? = 1. Por ello, cada elemento de H es una raiz g—ésima de la unidad. En este caso, H
consiste de todas las raices g—ésimas de la unidad, que conforman un grupo ciclico finito generado

<2ﬂ'i>
por exp| — |.
q

(IT) Fije # : K — K un automorfismo. Para cada ¢,d € K denote por [c,d| el conjunto de elementos de K que
conforman el arco (en sentido levogiro) del circulo determinado por ¢y d, el cual sera llamado el intervalo

con extremos ¢ y d. Se tiene que [c,d] es un conjunto conexo en K y que todos los conjuntos conexos en
K es de esta forma (la prueba de esta afirmacion es similar a la demostracion de la caracterizacion de
los conjuntos conexos de R).

Observe que 6(1) = 1, 0(—1)8(1) = 6(1) = 1, luego 6(—1) es un elemento de orden 2. Se verifica
inmediatamente que —1 es el unico elemento de orden 2 en K, de donde 6(—1) = —1.

También i, —i son los unicos elementos de orden 4, y se tiene que 6(i),0(—:) son elementos de orden 4
que satisfacen §(—i) = —6(i). Por ello, 6(i),0(—i) € {i,—i}. Se consideran los siguientes casos:

Caso (i). 0(i) = 1.
Por continuidad de 6 se tiene que 6([1,i]) es conexo en K. Entonces 6([1,i]) es un intervalo. De
hecho, como 6(1) = 1, (i) = i y 0 es una biyeccion, el intervalo en cuestion es [1,4], o bien [i,1].

Como —1 ¢ [i,1] y —1 es el tnico elemento de K que cumple que (—1) = —1 € [i, 1], debe tenerse
que 6([1,2]) = [1,4].

|

Por otro lado, se verifica que el tnico elemento de orden 8 es exp(Zt), también 6(exp(Z))
tiene orden 8, asi que f(exp(%') = exp(Z%)). Razonando como antes, se obtiene que

0([1,exp()]) = [1,exp(F)).
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(I11)

Inductivamente se verifica que para todo k € N

o(ew(5)) =ew (50 ):

T

ya que para todo r € Qy z € K se tiene que 0(z") = (6(2))".
Por lo tanto, 6 fija a todas las raices de la unidad. Es claro que el conjunto de las raices de la unidad

es denso en K (la demostracion de este hecho se tiene como la del inciso (III) del Lema 6). Por lo
tanto 0 = Idg.

Caso (ii). 0(i) = —i.
Se procede como en el Caso (i) para probar que para todo k € N

(o)) oo 5)

y concluir que para todo z € K se cumple que (z) = 2~ 1.

Sea 0 : K — K un homomorfismo. Observe que, si § = Idg, entonces, con la notaciéon introducida ocurre
0 = 61. En caso de que 6 = 1, se tendra que 6 = 6y. Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que

0 ¢ {Idg,1}.

Como K es compacto y conexo, 8(K) es un subgrupo compacto (luego, cerrado) y conexo en K. Por lo
tanto, |6(K)| = 1 o bien #(K) es infinito. Como 6 # 1 (0 no es una funcién constante), no ocurre que
|0(K)| =1 asi que 6(K) es infinito. Mas atn, por el inciso (I) debe tenerse que 6(K) = K, es decir, 6 es
suprayeccion.

Se afirma que ker(f) es un subgrupo cerrado de K con ker(f) # K. Probemos esto tltimo como
sigue: Claramente ker(f) es un subgrupo de K. Ademads, como 6 # 1, entonces existe a € K tal que
f(a) # 1, de modo que ker(f) # K. Resta probar que ker(6) es cerrado en K, y es suficiente verificar que

ker(f) C ker(f). Esto se muestra a continuacion. Sea x € ker(f) arbitrario fijo. Esto implica que existe
una sucesion (x,)nen en ker(f) tal que lim z, = x. Para cada n € N se tiene que 6(z,) = 0 y por
n—oo

continuidad de 6 se obtiene que 0 = lim 6(z,) = 0(x). Por ello, = € ker(#). Asi que ker(¢) C ker(9) y
n—oo

ker(6) es un subgrupo cerrado de K.

Como ker(f) # K, entonces, por el inciso (I) se tiene que ker(#) es un grupo ciclico finito generado por

2 )
exp(m) para algin ¢ € N. Explicitamente, ker(f) = {exp(%) :1€{0,...,¢g—1}} =R,.
q

Considere el isomorfismo inducido por 6 (usando el primer teorema de isomorfismos), definido por 9 :

RE — K donde para cada z € K
q

ygz{zRq:zeK}.

De la misma manera, el homomorfismo suprayectivo 8, cumple que ker(6,) = R, induce un isomorfismo

K
04 : B — K que satisface que para cada z € K
q

04(2Rq) = 1.

~ ~-1
Asi se obtiene que o6, : K — K es un automorfismo en K., donde para todo z € K se tiene que

(6o évq_l)(z) = ~(2%Rq) = (9(2))% Por el inciso (II) se tiene que 6 o é;_l es la funcién identidad en K o
el mapeo z — z7 L.

En el primer caso, se tiene que para todo z € K

z=(fo é:;l)(z) = (9(2))%, es decir, 0(z) = 27 = 0,4(%).
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En el segundo caso, se tendria que para todo z € K
~ ~1
=000, )(z) = (0(2))%, es decir, 0(z) = 277 = 0_4(2).
De esta manera se tiene la conclusion.

(IV) Sea 6 : K™ — K un homomorfismo. Para cada i € {1,...,n} considere la funcién v¢; : K — K™ definida
para todo z € K como ;(z) = (26;;)7—; = (1,...,1,2,1,...,1), donde d;; denota la delta de Kronecker.
Es claro que 1; es una funcién continua. También es un homomorfismo, ya que con la operacién usual en
el producto directo K™ se tiene que, para todo z,w € K ocurre

Yi(zw)=(1,...,1, 2w, 1,...; 1) =(1,...,1,2z,1,....,)(,...,Lw,1,..., 1) = ;(2);(w).

Entonces, para cualquier i € {1,...,n} fo; : K — K es un homomorfismo en K. Por el inciso (III) se
tiene que existe m; € Z tal que 6 o ¢); = 6,,,, es decir, para todo z € K

Om, 2™ =0o0;(2) =6((1,...,1,2,1,...,1)). (3.1)
También, por la estructura de grupo en K" se tiene que para todo (z1,...,2,) € K™

(21,0 20) = [ [('05)5=1 = [ [ wi(z) (3:2)

=1 =1

De las expresiones (3.1) y (3.2) se concluye que existe (mq,...,m,) € Z" tal que para (z1,...,2,) € K"

n n

0((21,...,2)) = 9(1‘[%(4—)) = [[0wi(z0) = [[ 27 = Omreccomm) (21, - - 20).
i=1

i=1 =1
X
OBSERVACION 15 (al Teorema 20). Observe que, en la demostracion del Teorema 20 se puede concluir que para

todo homomorfismo 6 : K — K de K (6 : K™ — K de K™) existe un unico m € Z ((mq,...,my) € Z") tal que
0 =0 (0 =00m,,..mm))

COROLARIO 9. Sean € Ny T : K" — K" un homomorfismo. Entonces eziste una tnica matriz Q = (qi;)} ;-
con coeficientes en 7 tal que para cada (21, ...,2,) € K™ ocurre

— q11 ' qni
1—‘((,2]_7 e 7Zn)) = (zl e Z,?Ll" et zln . Z,’(,Iln").
R™
En notacion aditiva, consideremos el isomorfismo ¢ : 7n K™ definido en la Observacion 14. Entonces

para todo (x1,...,2,) € R™ se tiene que
(0 toTop)((z1,...,x0) +2Z") = Q(21,...,2,)" +7Z".

A la matriz Q se le denotard por [T).

Demostracion. Sean n € Ny T : K™ — K™ un homomorfismo. Para cada ¢ € {1,...,n} considere la funcién
m; « K™ — K la i—ésima proyeccion de K™ en K. Entonces m; o T : K™ — K es un homomorfismo. Entonces,
por el Teorema 20 (inciso (IV)), se tiene que para i € {1,...,n} existe un unico (g1, .., qin) € Z™ tal que
(mioT)(21,. .., 2n) = 27" o 2din,
Por ello,
T(z1y.vy2n) = (20" ozl oo 2t zdnm)),

Considere la matriz Q) = (qij)?’j:l. Mediante un céalculo directo se concluye que se tiene la parte de la
notacién aditiva.
X

OBSERVACION 16. Considere K con m la medida de Haar en (K,B(K)). Note que K = {yv : K - K:
~ es un homomorfismo continuo}. Por el inciso (III) del Teorema 20, los Gnicos caracteres de K son las funciones
de la forma z + 2™, donde m € Z. Por ello, dada f € LS (K, B(G), m) se tiene que la serie de Fourier asociada
a f estd determinada para cada z € K como

flz)= Z A 2™

donde (am)mez C C satisface que Z lam|* < oco.
meZ



76

3.1.1. Transformaciones Preservadoras de Medida en (G, B(G),m).

Sea G un grupo topoldgico compacto. En este contexto, m denota la medida de Haar en G. Se presentan
algunos ejemplos generales transformaciones preservadoras de medida en (G, B(G), m) y sus caracteristicas en
cuanto a ergodicidad, mezcla fuerte y débil. En algunas caracterizaciones se requiere que el grupo satisfaga
algunas condiciones como conmutatividad, conexidad o la propiedad de ser metrizable.

Para cada a € G defina a la funcion T, : G — G como sigue: Para todo = € G, T,(x) = az. Se tiene que
T, es un homomorfismo continuo. Es claro que T, es una funcién suprayectiva. A esta funcién se le llama la
rotacion por "a".

Una transformacion afin en G es una funcién ¢ : G — G de la forma p =T, 0 f,dondea € Gy f: G —- G
es un endomorfismo continuo y suprayectivo. Note que toda transformaciéon afin es un endomorfismo continuo
y suprayectivo.

El siguiente resultado nos permite concluir que las rotaciones y transformaciones en G son transformaciones
m—preservadoras de medida.

PROPOSICION 8. Sea G un grupo compacto y T : G — G un endomorfismo continuo y suprayectivo. Entonces
T es una transformacion m—preservadora de medida.

Demostracion. Sea T : G — G un endomorfismo continuo y suprayectivo. Por la continuidad de G se tiene que
T es una funcion (B(G), B(G))—medible.
Defina a la funcion p : B(G) — R como sigue: Para todo E € B(G) se tiene que u(E) = m(T~(E)).

Afirmacién. Se tienen las siguientes propiedades de p:

(a) Para cualesquiera * € Gy E € B(G) existe a € G tal que T~ (2E) = aT~(E).

(b) u es una medida regular.

(¢) p es una medida invariante bajo rotaciones.
Demostracion de la Afirmacion. Es inmediato que p es una medida en (G,B(G)). Ademas de que p(X) =
m(T~HG)) =m(G) = 1.

(a) Fije x € Gy E € B(G). Por suprayectividad de T, existe a € G tal que T'(a) = . Probemos la igualdad de
los conjuntos T~ (zE) y a *T 1(E).

Sea w € T~!(zF) arbitrario. Entonces T'(w) € xE, luego, T(a 'w) = (T'(a))'T(w) = 27w € E, es decir
a~tw € T~Y(E). Por tanto, w = a(a™'w) € aT~!(E). Asi se obtiene que T~ (zF) C aT~!(E). Recipro-
camente, sea w € a1~ (F). Tenemos que existe z € T~'(E) tal que az = w, donde T(z) € E. Entonces
T(w) =T(az) = T(a)T(z) = 2T(z2) € zE, asi que w € T~ (zE). De manera que a7~ 1(E) C T~(zE). En
conclusion, T~ (2 F) = aT~1(E).

(b) Emplearemos la definicion de medida regular en (G,B(G)). Fije ¢ > 0y E € B(G) arbitrarios. Por
continuidad de T, T~Y(E) € B(G) y por regularidad de m, existe C C G compacto tal que C C T-1(E) y
m(T Y (E)\C) <.

Por continuidad de T, T(C) es un conjunto compacto tal que T(C) C T(T~'(E)) = E. También C' C
T~ (T(E)) y entonces

WE\T(C)) = m(T~HENTH(T(E))) < m(TH(E)\C) < e

Asi se concluye que p es una medida regular.

(c) Fije z € Gy E € B(G) cualesquiera. Por el inciso (a), existe a € G tal que T~ (zE) = aT~(E). Como m
es una medida invariante bajo rotaciones se obtiene que

w(zE) =m(T™ (zE)) = m(aT " (E)) = m(T"Y(E)) = p(E).

De la misma forma se obtiene que p(Exz) = u(E). Por ello, i es una medida invariante bajo rotaciones.
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Por la unicidad de la medida de Haar en (G, B(G)) y la Afirmacién, se concluye que m = u. Esto significa
que, para todo E € B(G) se tiene que

m(E) = u(E) = m(T~'(E)).
Por lo tanto, T es una transformacién m—preservadora de medida. X

Se establecerd un criterio de ergodicidad de una rotacién por "a.e® K, que simplemente consiste en
determinar si a es 0 no una raiz de la unidad.

TEOREMA 21. Sea a € K y m la medida de Haar en (K, B(K)). Entonces T, es transformacion m—érgodica si
y solo si "a"no es una raiz de la unidad.

Demostracion. Fije a € K.

:>] Procedamos por contrapositiva: Suponga que a es una raiz de la unidad. Entonces existe ¢ € N tal que
a? = 1. Considere la funcién §, : K — K dada por 6,(z) = z7. Se tiene que 6, es una funcion (B(K), B(K))
medible que satisface, para cada z € K

(0g0Ty)(2) = 04(az) = (az)? = a%2? = 29 = ,(=).

Sin embargo, es claro que ¢, no es una funcién constante en K. Por el Teorema 7, se concluye que T;, no
es una transformacion m—ergddica.

<:] Suponga que a no es una raiz de la unidad. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 7, para probar la
m—ergodicidad de T,, es suficiente con demostrar que para toda f € LS (K,B(G),m) con foT, = f se
tiene que f es una funcién constante c.t.p.(m).

Fije f € LS (K,B(G),m) con foT, = f y escribamos su representaciéon en serie de Fourier (Observacién
16) dada para todo z € K como
Z by z™.

mEZ

Entonces, para cada z € K, ocurre

Z bmz™ = f(2) = flaz) = Z a™by 2™, (3.3)

mEZ meZ

Por la unicidad en los coeficientes de la serie de Fourier, se sigue que, para todo m € Z, b, (a™ — 1) = 0.
Por hipétesis, para todo natural n # 0 se tiene que a,, # 1, es decir, b, = 0. Luego, f = ag c.t.p.(m). Por
la eleccion de f € LS (K, B(G), m) se concluye que T, es una transformacién m—ergodica.

X
Se generaliza el resultado anterior para grupos compactos.

TEOREMA 22. Sea G un grupo compacto, a € G, T, la rotacion por a en G y m la medida de Haar en (G, B(G)).
Entonces T,, es una transformacion m—ergddica si y solo si {a" }nez es un conjunto denso en G. En particular,
si T es m—ergddica, entonces G es un grupo abeliano.

Demostracion. Sea a € G.

:>] Suponga que T, es una transformacién m—ergodica. Denote por H = {a” : n € Z}, que es un subgrupo
cerrado de G. Se tiene que H = G. Procedamos por contradiccion: Suponga que H # G. Por el inciso 1
de la Observacion 14 se tiene que, bajo estas condiciones, existe v € G tal que v # 1 y para todo h € H,
~(h) = 1. En particular, a € H y v(a) = 1. Note que ~ es una funcion (B(G), B(K))—medible que cumple
que para cada z € K
(70 Tu)(2) = 7(az) = v(a)1(2) = 7(2)- (3.4)

Por lo tanto v no es una funcién no constante en G\ H, donde G\ H es un conjunto abierto no vacio (ya que
H # G) y que cumple que m(G\H) > 0 (por la Observacién 13, inciso 2) . De modo que 7 es una funcién
no constante c.t.p(m). Por el Teorema 7, se concluye que T, no es una transformacion m—ergodica, lo que
contradice las hipotesis. Por lo tanto, H = G y {a" },cz es un conjunto denso en G.
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<:] Suponga que D = {a"},¢cz es un conjunto denso en G. De acuerdo con el Teorema 7, para probar la
m—ergodicidad de T,, basta con verificar que, para todo f € LS (G, B(G),m) con foT = f, se tiene que
f es una funcién constante c.t.p.(m). Sea f € LS (G,B(G),m) con foT = f y representacién en serie de
Fourier dada para cada z € K por
F(2) = bivil2),
i

donde (b;); C C satisface Z |bi? < oo.

Entonces, para cada z € C, ocurre

Z bivi(z) = f(2) = flaz) = Z bivi(a)yi(z).

Por la unicidad de los coeficientes en las series de Fourier se tiene que para todo i, b;(v;(a) — 1) = 0. Fije
i. Se tienen los casos siguientes

Caso (i). b; =0.
En tal caso, el término i en la expresiéon de f no es considerado.

Caso (i). b; #0.
Si b; # 0, entonces 7;(a) = 1. Entonces para todo n € Z, v;(a™) = 1, es decir para todo d € D,
~i(d) = 1. Como D es denso en G, debe tenerse que ~; = 1.

De ambos casos, se tiene que f = Z b;, luego f es una funcion constante c.t.p.(m). Por la eleccion de
i
f € LS (G,B(G),m) y el Teorema 7, se concluye que T, es una transformacién m—ergodica.

En particular, cuando T, es una transformacion m—ergddica, D es un conjunto denso en G, de donde D x D
es denso en G x GG, y como las funciones de G x G en G definidas como (z,y) — xy, (z,y) — yzx coinciden en
D x D, coindicen en G x G, por lo tanto, G es un grupo abeliano.

X

OBSERVACION 17. En (K, B(K),m), para p € Z consideremos ¢, : K — K dada por 0,(z) = zP. Es claro
que ¢, es un endomorfismo suprayectivo en K y por la Proposicién 8 se tiene que 6, es una transformacion
m—preservadora de medida. Se tiene que para |p| > 1, 6, es una transformaciéon m—ergodica.

Demostracion de la Observacion 6. Para establecer el resultado, considere f € LS (K, B(G), m) cualquiera con

fob, = f vy representacion en serie de Fourier dada, para todo z € K, por Z amz™ con Z lam|? < oo.

meZ meZ
Entonces para todo z € K, ocurre

Z amz™ = f(z) = (fob,)(z) = f(zF) = Z A 2"™P.

Se comparan los términos de la serie de la izquierda y la derecha (en ese orden), y por la unicidad en los
coeficientes de las series de Fourier y el hecho de que |p| > 1 se obtiene por ejemplo que a,z” = a12?, luego,
. 2 2 .
a, = ai. También ay22P" = ap2?”, que significa que ay2 = a,. Entonces se concluye que a1 = ap, = ap2 = ... apm,
lo cudl es vélido para todo m € N. Similarmente, para cada n € Z, n # 0 se tiene que a,, = Gpp = App2 = ...
Los demds términos que no sean de la forma a,,x, donde n € Z, k € N, en la comparacion se tiene que son
idénticamente cero (ya que no aparecen en la serie del lado derecho).

La condicion E |am|2 < oo implica que lim a, = lim a, = 0. Por lo tanto, para todo m € Z se
7 m—00 m——0oQ
me

tiene que a,, = 0. Entonces f = ag. Por ello, f es una funcién constante c.t.p.(m). Por la eleccién arbitraria de
f € LS (K,B(G),m) y el Teorema 7, se concluye que 6, es una transformacién m—ergodica.
Y

El siguiente resultado generaliza la Observacion 17 para grupos abelianos compactos, en el sentido de que
los caracteres de K cumplen la condicién de ergodicidad que establece el siguiente resultado.

TEOREMA 23. Sea G un grupo abeliano compacto con m la medida de Haar en (G,B(G)), T : G — G un
endomorfismo continuo y suprayectivo. Si T es una transformacion m—ergddica, entonces para cualquier v € G,
si existe k € N tal que v o T* =~ entonces v = 1.
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Demostracion. Sea T un endomorfismo continuo y suprayectivo en G. (Recuerde que, por la Proposicion 8, T'
es una transformacion m—preservadora de medida)

Procedamos por contradiccion: Suponga que T' es una transformacién m—ergoddica y que existen v € G y
k € N tales que yoT* = v y que v # 1. Sin pérdida de generalidad, suponga que n = min{r € N: yoT" = ~}.

Entonces, para toda i € {0,...,k — 1} se tiene que v o T® # . En particular, esta condicién significa que
{0 T"}*=} son todos distintos entre si, y como G es un conjunto ortogonal de LS (K, B(G),m), {yo T'}*}

k—1
también lo es. Considere la funcién f = Z(yoTi). Es claro que f es una funcion (B(G), B(K))—medible y que

i=0

k ! _
foT =) (yoT) =) (yoT)+~v=1
i=1 i=1

Por ergodicidad de T y el Teorema 7, se obtiene que f es una funcién constante c.t.p.(m), digamos la
constante c. Asi que, por la identidad de Parseval en LS (K, B(G),m), y el hecho de que T es una transformacién
m—preservadora de medida, se tiene que

k—1
c=|flle= | (yoT)
=0

k—1 k—1
=> o Tle=>_ll2=*k
2 i=0 i=0

Lo cual no ocurre a menos que para cada i € {0,...,k — 1} se tenga que v o T% = 1, lo cual contradice el
hecho de que {yoT" # 7};“:_01 son todos distintos entre si. De esta manera se obtiene la conclusién.
X

Considerando la notacién introducida, se puede reescribir el Teorema 20 de la siguiente manera: para todo
v € K™ existe un tnico (my,...,my) € Z" tal que v = O, ... .m,)- Se verifica de inmediato que 1) : K™ — Z"
definida por ¥(v) = ¥(O(m,....m,)) = (M1,...,my) es un isomorfismo (de grupos topoldgicos).

Recuerde que, por el Corolario 9, dados n € Ny T : K™ — K™ un endomorfismo de K", existe una tunica
matriz [T] = Q = (Qi;)} ;—; para cada (21,...,2,) € K", tal que

T((21y.-y2n)) = (2o zDin L 20t ),

Consideremos el endomorfismo dual 7' : K — K™ definido para cada v € K™ como f(q/) =~voT.

Se tiene que para (my,...,my) € Z"y (21,...,2n) € K™ ocurre
— Q1.0 dn1 ... 4 — (N1 .. ydmyma o (L4e1 [ Ann )T
(o(mla-u:mn) ° T)(Zh R Z'fl) - 9(m13~~7m71,)(21 Zp s 2] Znnn) - (Zl Zn n) (Zl Znnn) "
_ Jquimittqnimn Ginmit-+qnnmn
— Z] PN Z’n
= 0(1111ml+""H]nlmn7~--7(11nm1+"'+anmn)(Zl’ ) Zn)
Entonces, para todo (my,...,m,) € Z™ en notacién matricial tenemos que

~

WoT o ) (mi,...,my) = (V(T (W (ma,...,mn)))) = (T Omr....mn))

= w(e(qlﬂm+~~~+qn1mn,4..,q1nm1+~~+qnnmn)) = [T]t(mlv cee 7mn)t

donde [T']; denota la matriz transpuesta de [T].
Se verifica de inmediato que para todo k € N se tiene que [T*] = ([T})lc

El siguiente corolario caracteriza la ergodicidad de T en K™ por medio de los valores propios de [T);.

COROLARIO 10. Sea n € N y m la medida de Haar en (K,B(K)). Denote por m®" a la medida producto en
(K™, B(K)®™). SeaT : K™ — K™ un endomorfismo continuo y suprayectivo. Entonces T es una transformacion
m®"—ergddica si y solo si los valores propios de [T]; no son raices de la unidad.

Demostracion. Sea T : K™ — K™ un endomorfismo continuo y suprayectivo.
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=]

3.2.

Por contrapositiva: Suponga que existe k € N tal que A es una raiz k—ésima de la unidad y que ademas
es un valor propio de [T];. Entonces existe z € R" con z # 0 tal que ([T]; — AI)(z) = 0. Entonces
(7] =T) (@) = 0.

Dado que todos los coeficientes de ambas matrices estan en Z puede hallarse en Q" tras hacer una
normalizacion, la solucién al sistema de ecuaciones que induce la expresion ([T]; — AI)(z) = 0 puede
hallarse en Z™. Sin pérdida de generalidad, suponga que = € Z™.

Con la notacion definida previamente se obtiene que
z=[T]f(z) = [TMu(@) = (Yo TH o™ ) ().
Entonces - - -
Yo = Hz) = (Thoy ™) (x) =THY H(x)) = TH(0,) = 0, 0 T"

Como z # 0, entonces 6, # 1. Entonces existe 6, € K™ con 0, #1y 6, =0,0 TF. Por el Teorema 23 se
concluye que T no es una transformacion m®"—ergodica.

(Contrapositiva) Suponga que T no es una transformacion m®"—ergodica. Entonces por el Teorema 23,

existen 7y € Kn y k € N tal que v = voT* y con v # 1. También, por el Teorema 20 (inciso (IV)), existe
m = (mi,...,my) € Z" tal que ¥ = O(m, ... .m, = O0m- Como v # 1, entonces m # 0. Por ello

[T]E(m) = [T¥](m) = (&(TF (% (ma, . ;m)))) = (T O, ann)))
(G(ml,_“’mn) o Tk) = ¢(9(m1,...,mn)) = (my,...,my) = m.

Luego [T]¥ tiene a 1 como valor propio. En consecuencia, [T]; debe tener una raiz k—ésima de la unidad
como valor propio.

X

Ergodicidad en grupos abelianos compactos, conexos y metriza-
bles.

En esta seccién se considerardn grupos abelianos, compactos, conexos y metrizables, utilizando algunas
propiedades de estas estructuras para desarrollar resultados de ergodicidad, mezcla fuerte y débil en transfor-
maciones afines.

TEOREMA 24. Sea G un grupo abeliano métrico, compacto y conexo. Sea f : G — G un endomorfismo continuo
y suprayectivo. Sea a € G yT =Ty o f la transformacion afin asociada a f y a. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(I) T es una transformacion p—ergédica.

(IT1) Denote la funcién B : G — G a la funcién definida para cada x € G como B(x) = x~1 f(x). Entonces B

es un endomorfismo continuo. Ademds se satisfacen:

(A) Sipara todok e Ny~ € G ocurre que v o f¥ = ~, entonces yo f = 1.
(B) Sea [a, B(G)] el minimo subgrupo cerrado de G que contiene a B(G) y a. Entonces [a, B(G)] = G.

(III) Eziste o € G tal que G = {T™(xo) : n > 0}.

(IV) ml{fz e G: {T"(x): n>0}=G}]=1.

Demostracion. Considere la funcién B definida en el enunciado. Observe que B es el producto de dos endomor-
fismos continuos y G es un grupo abeliano, lo que implica que B es un endomorfismo continuo. De hecho, para
cada = € G se tiene que

(Bo f)(@) = B(f(x)) = (f(2)) " f(f(@)) = fa™)[(f(2)) = [(@™ " f(x)) = f(B(x)) = (f o B)().
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(I) = (IV) ] Suponga que T es una transformaciéon m—ergddica. Observe que, como G es compacto y métrico,
entonces es segundo numerable. Sea {V;};en una base (topologica) para G.

Observe que para cada © € G ocurre que {T"(x): x € G} = G si y sblo si para todo ¢ € N ocurre que

V;n{T"(x) : n > 0} # (), que ocurre si y sélo si x € ﬂ U Tk (V).
i=1k=0

Afirmacion. Para todo ¢ € N se tiene que
m{U T’f(m)] =1
k=0
Demostracion de la Afirmacion. Fije ¢ € N. Observe que
oo oo
T1<U T’“(%)) c 1w
k=0 k=0

Por ello - - - -
7! (HT’“(%))AH@T’“(%) ~ (7 (HOTk<w>))\(HO ) ).

Como T es una transformacion m—preservadora de medida, entonces

m [T‘l (QOT—k(X/;)> A k@o T—’f(m)] =0.

o0
Por el inciso (II) del Teorema 6, esto ultimo implica que m{U Tk(Vi)} € {0,1}. Como m es la medida
. k=0
de Haar en G y T es una funcién continua entonces U T_k(Vi) es un conjunto abierto no vacio, por el
k=0

inciso 2 de la Observacion 13 se concluye que m[U T_k(V;)} =1
k=0

Esto prueba la Afirmacion.

Por la Afirmacion se tiene que

m{z e G: {T"(z): n>0} =G} = m[ﬂ U T_k(Vi)} =1.

s
Il
-
E
I
<

(IV) = (1II) | Es claro.

(IIT) = (II) | Suponga que existe 29 € G tal que {T"(zq) : n >0} =G.

(A) Suponga que v € G satisface para todo k € N que v o f* = 5. Probemos que v o f = . Definamos
~v1 = 7 o B. Observe que v; € G. Observe que para cada k € Ny z € G ocurre que

(1o T*)(x) =m(a- fla)-- f*"Ha) f*(z)) = yila- fa)--- f* ) (f* (=),
donde

nla- fa)--- fFa) = y((a- fla)- fFHa) " fla- fla) - F*H(a)))
=@t flah) - e f@) - f2(a) - fM(a) = (a7 (a)).

De aqui que

nla- fla)-- f*(a)) = v(a™" f(a)). (3.5)
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Entonces
Nn(f¥ (@) = (vo Bo ff)(x) = (vo f*) o B(z) = (yo B)(x)
=7(7),

es decir,

Nn(ff (@) = n(x). (3.6)
Asi que, por las ecuaciones (3.5) y (3.6) se tiene que

(o TH) () =y(a- fa) - a)n(fF (@) =v(a ' fFa)n(x) =v@ ) (yo fF)@)n(x)
=7(a " )y(a)n(2).

IS

Por tanto v, o T* = ~,. Entonces
{m(zo), 7 (T(20)), ..., 1 (T* Hx0))} = {(71 0T™)(wo) : m >0}

De esta ultima identidad se sigue que 7y; tiene un nimero finito de valores en el conjunto denso
{T"™(x0) : n > 0}. Por conexidad de G y continuidad de ~; es conexo y finito. Luego, vy, es una
funcion constante, de hecho v; = 1, puesto que (1) = 1. De esta forma se obtiene que para todo
x € G ocurre que

1=71(2) = (yo B)(x) = 7(z 7" f(2)) = (v(2)) " (v o f)(),

de donde se sigue que yo f = .
(B) Probemos que [a, B(G)] = G. Procedamos por contradicciéon. Suponga que [a, B(G)] # G. Como
[a, B(G)] es un subgrupo cerrado de G, por la Observacion 14, debe tenerse que existe v € G tal que

~v# 1y que 7|[a B@) = 1. En particular se tiene que y(a) =1y que yo B =1, y al igual que antes,
esto implica que o f = «. También, para todo x € G ocurre que

(yo T)(x) = v(af(x)) = v(a)(yo f)(z) = y(x).

De aqui que v({T™(zo) : n >0}) = {y(z0)}. Por la continuidad de ~ tenemos que

NG) =v({T™(w0) : n > 0}) Sy({T"(z0) : n 2 0}) = {y(w0)} = {7(z0)}-

Asi que ¥(G) = {y(xo)}- De esto se tiene, al igual que en el inciso (a), que v = 1, que es contradictorio.
Por lo tanto [a, B(G)] = G.

X

TEOREMA 25. Sea G un grupo topoldgico compacto con m la medida de Haar en (G,B(G)). Para todo a € G
se tiene que T, no es una transformacion m—débilmente mezclante.

Demostracion. Fije a € G. Observe que T, es una transformacién invertible m—preservadora de medida, ya
que T,-1 es una transformaciéon m—preservadora de medida tal que T, o T,-1 = Idg = T,-1 o T,. Denote por
Ur, el operador asociado a T, en LS (G, B(G), m).

Por otro lado, para cualquier v € G y = € G se tiene que

Ur,(v)(x) = (v 0 To)(2) = v(az) = v(a)y(2),

donde no necesariamente ocurre que y(a) = 1. De aqui se obtiene que 1 no es el unico valor propio de Uy, , asi
que por la Observacion 9 se tiene que T, no tiene espectro continuo. Finalmente, por el Teorema 13 se concluye
que T, no es una transformacién m—débilmente mezclante. X

TEOREMA 26. Sea G un grupo compacto y abeliano, m la medida de Haar en (G,B(G)), T : G — G un
endomorfismo continuo. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(I) T es una transformacion m—fuertemente mezclante.

(IT) T es una transformacion m—débilmente mezclante.
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(ITII) T es una transformacion m— ergddica.

Demostracion. En general se tienen las implicaciones (I) = (II) y (II) = (III). Resta probar (III) = (I).

Suponga que T es una transformacién m—ergodica. Probaremos que T es una transformacion m—fuertemente
mezclante. De acuerdo con el bloque 3 del Teorema 10, basta con verificar que para todo f,g € LY (G, B(G), m)

se satisface
lim (U7 (f),9) = (f, 1)(1,9)-

n—oQ

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. v,6 € G.
Cuando v =1 =4, el resultado es claro. Suponga entonces que vy # 1, 6 # 1.

Afirmacién. Existe N € N tal que para cada natural n > N ocurre que
(Ur(7),6) = 0.

Demostracion de la Afirmacion. Considere los casos siguientes:

Para todo n € N se tiene que UZ(7y) # 6.
Como G es un conjunto ortonormal en £5 (X, 3, 11) se tiene para todo n € N que (UR(y),d) = 0.

Existe N € N tal que yo TV = 6.
Como T es una transformacién p—ergédica y § # 1, por el Teorema 7 se tiene que para todo n € N
se tiene que 8 o T™ # 8, y como G es base ortonormal de LS (G, B(G),m) se tiene que

<U$+N(7)ﬂ 5> =(60T", 5> =0.

En este caso, para todo natural n > N se tiene que (UZ(7),d) = 0.

Esto demuestra la Afirmacion.

De la Afirmacién se concluye que lim (UF(7),6) =0=(v,1)(1,9).

Caso 2. Fije § € G. En este caso, asi como en la demostracion del Teorema 10, se puede concluir que

W) = {f € £5 (G, B(G).m): lim (UE(f).6) = (£, 1){1,5) = o}

n—o0

es un subespacio cerrado de £S (G, B(G),m) tal que G C W(8). Considere W(8)* = {g € LS (G, B(G),m) :

Para todo f € W(d) : (f,g) = 0}. Se afirma que W(§)+ = {0}. Para demostrar esto tltimo, sea § € W(§)~*

con representaciéon en series de Fourier g = Zak'yk, donde (vx)kez C G. Como g € G y G es una base
kEZ

ortonormal de LS (G, B(G), m), entonces para cada k € Z ocurre que (g,v) = 0, de donde, para cada

k € Z ocurre que

0= (g, %) = D> (@m¥m> W) = ar (e, k) = ak
meZ

Asi que g = 0. Como g € W(6)~, entonces W(8)L = {0}. Como G C W(6)~, entonces puede concluirse al
igual que en el Teorema 10, que W(J) = LS (G, B(G), m) y asi se tiene la conclusion en este caso.

Caso 3. Fije f € LS (G, B(G),m).
Como en el caso 2, se concluye que

W(f) = {g € £5 (G, B(G).m) : lim (UR(f).g) = (F.1)(1.g) = o}

n—oo

es un subespacio cerrado de LS (G, B(G), m) que conincide con LS (G, B(G), m).
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X

TEOREMA 27. Sea G un grupo abeliano, compacto, conexo y métrico y sea m la medida de Haar en (G, B(G)).
Sean a € G, f: G — G un endomorfismo continuo y suprayectivo. Considerar T = T, o f la transformacion
afin asociada. Las afirmaciones siguientes con equivalentes:

(I) T es una transformacion m—fuertemente mezclante.

(IT) T es una transformacion m—débilmente mezclante.
(ITII) f es una transformacion m—ergddica.
Demostracion.

(I) = (II) | Es claro.

(II) = (1II) | (Contrapositiva) Suponga que f no es una transformacion m—ergédica. Por el inciso (IV) del
Teorema 7 existe g € LS (G,B(G),m) tal que go f = g y que g no es una funcién constante c.t.p.(m).
Considere la representacion en series de Fourier para g

g= sz’%‘

kEZ

, donde (v;)iez C G. Entonces para todo x € G ocurre que

0="> bilvi — (io f)l(x) =0.

1€EL

Como g no es una funcion constante c.t.p.(m) existe ¢ € Z tal que b; # 0, esto tltimo implica que v; = ;0 f
y v # 1. Escribamos v = ;. Se verifica de inmediato que para todo n € Ny x € G ocurre que

UE()(z) =y(a) ... (f" Ha)y(z).

De aqui que
(UF(), M| = Iv(@) - A H ) [(v)] = Il = 1.
Por lo tanto

lim (U7 (7),7) = 1# 0= (7, 1)(1,7).

n—o0

Por el bloque 3 del Teorema 10 se concluye que T no es una transformaciéon m—fuertemente mezclante.

(IIT) = (I) | Suponga que f es una transformacion m—ergodica. Por el Teorema 24 se satisfacen

(a) Siparatodo ke Ny~ve G ocurre que v o f¥ = ~, entonces o f = 1.
(b) Sea [a, B(G)] el minimo subgrupo cerrado de G que contiene a B(G) y a. Entonces [a, B(G)] = G.

Considere B : G — G el homomorfismo dual definido para cada v € G como

B(y)=voB.

Observe que para todo v € G y z € G ocurre que
(vo B)(z) =~z f(x)) = (v(z)) " (v o f) ().

Afirmacién. B es un homomorfismo inyectivo.

Demostracion de la Afirmacion. Fije v € G con E(fy) = 1 = v o B. Para cada x € G ocurre que
1=1(x) = (yo B)(z) = (v(x)) "t (y o f)(x), es decir (yo f)(z) = y(z). Como f es una transformacion
m—ergodica, por el Teorema 7 se tiene que < es una funcién constante c.t.p.(m) , y como (1) = 1,
entonces v = 1.

Por tanto ker(ﬁ) = {1}, es decir, B es un homomorfismo inyectivo.
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Por el inciso 4 de la Observaciéon 14, la Afirmacién implica que B es un homomorfismo suprayectivo, asi
que B(G) = G. Entonces, para a € G existe b € G tal que a = B(b) = b= f(b).

Considere la funcién v = Ty, que es una transformacién invertible m—preservadora de medida. Observe
)

que como f es una transformacion m—ergodica, por el Teorema 26 se tiene que f es una transformacion

m—fuertemente mezclante.

Observe que para todo x € G se tiene que
(o T)(z) =(af(x)) =baf(z) = f(b)f(x) = f(bx) = (f o ¥)(x),

de donde, para cada n € N ocurre que
Yol™ = frol.

Desde que 1 es una transformacion invertible m—preservadora de medida, para todo C, D € B(G) yn € N
ocurre que

m[T~"(C)N D] =m[T~"(p~((C))) N D] = m[y~' (f " (¥(C))) N~ ($(D))] = m[f " (¥(C)) N(D)].
Como f es una transformacion m—fuertemente mezclante, para cada C, D € B(G) se tiene que

lim m[T~"(C) N D] = lim m[f~"(4(C)) Np(D)] = m[y(C)|m[p(D)] = m[Clm[D].

n—oo n—o0

Por lo tanto, T es una transformacién m—fuertemente mezclante.
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Capitulo 4

Caminatas Aleatorias y Teoremas Limite.

En este capitulo se presentaran resultados clasicos para caminatas aleatorias simples en Z (en algunos casos
7%, d > 1) referentes a la recurrencia y comportamiento asintético de dicho proceso.

Consideremos (2, F,P) un espacio de probabilidad, d € N. Tenemos las siguientes definiciones y notaciones:

Una funciéon X : (Q, F,P) — (R? B(R)®?) serd llamada una variable aleatoria en R? si X es una funcién
(F, B(R)®4)—medible. Diremos que X es una variable aleatoria en Z% si lo es en R? y para cada w € Q se tiene
que X (w) € Z%.

En este caso, para cada A € B(R)®? denotaremos por P[X € A] = P[X~1(A)].

Si X € £ (Q, F,P), denotaremos por
Ep[X] = / XdP.
Q

a la esperanza de X respecto a P.

Seann € Ny Xi,...,X, : Q — R? variables aleatorias en R%. Diremos que:
(a) Xi,..., X, son variables aleatorias independientes respecto a P si para todo Ay, ..., A, € B(R)? ocurre que
n n
P[] = TTeee )
i=1 1=1
(b) Xi,...,X, son variables aleatorias idénticamente distribuidas respecto a P si para todo i,j € {1,...,n}y

A € B(R)®9 se tiene que P[X; ' (A)] = P[X;l(A)].

Dado T un conjunto no vacio (generalmente tendremos el caso T = N o T = [0, +0o0[), una coleccion de
variables aleatorias en R? definidas en €2, {X;};er sera llamado un proceso estocdstico en R

Diremos que el proceso estocéstico definido en €, {X;}sct con valores en R? consta de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (en R?) si para todo conjunto finito Ty C T se tiene que {X:}er,

son variables independientes e idénticamente distribuidas (en R?) respecto a P.

Denotemos a N U 0 por Np.

DEFINICION 11. Sea (0, F,P) un espacio de probabilidad. Denotemos por E al espacio medible N, 72 (d € N)
0 bien un subconjunto finito de estos. Sea {X;};en, un proceso estocdstico con valores en E definido en Q.

(A) Se dice que {S;}ien es una cadena de Markov si para cualesquiera n € N, sq,81,...,8n,Snt1 € E con
P[So = 0, ..., S, = su] > 0 se cumple que
P[Sn+1 = 5n+1|Sn = Spy.-.y SO = 50] = P[Sn+1 = 5n+1|Sn = SH].

En este caso, E es llamado el espacio de estados de la cadena. Para cada n € Ny, x,y € E escribiremos
Py y(n) =P[Shi1 = y|Sn = ]

llamadas las probabilidades de transicion de la cadena (en un paso) del estado = al estado y en el tiempo
n.
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(B) Una cadena de Markov {S;}icn, serd llamada homogénea (respecto al tiempo) si para todo n,m € N

y s,s’ € E ocurre que
P[Spim = 8|Sm = §'] =P[S, = s]So = §'].

Para una cadena homogénea, se tiene que para todo n,m € Ny y z,y € E la identidad P, ,(n) = Py ,(m)

es vdlida, cantidad que simplemente se escribird como P, . Escribimos también ]P’( Z = P[S,, = y|So = 7]
como la probabilidad de transicion del estado x al estado y en n pasos.

(¢) Sea {S;}ien, una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.

1. Dos estados x,y € E estdn comunicados si existen N, M € Ny tal que IP’( ) > 0, IP’(M) > 0.
1. La cadena {S;}icn, es irreducible si todos los estados estin comunicados.
1. Un estado = € E es recurrente si P[Gn € N: S, = z|Sp =z] = 1.
1v. Un estado = € E es transitorio P[In e N: S, = z|Sy = z] < 1.
V. La cadena {S;}icn, es recurrente si todos los estados son recurrentes.
V1. La cadena {S;}cn, es transitoria si todos los estados son transitorios.

OBSERVACION 18. Sea {S;}ien, una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E definida en €. Se
verifican las siguientes ecuaciones (de Chapman-Kolmogorov). Para cada n,m € Ny z,y € E ocurre que

P{vm) =N " PP (4.1)

xz zy
zeE

También, para cada z € E

(a) z es un estado recurrente si y solo si Z P = 0.

)

n=1
o0

(b) z es un estado transitorio si y solo si Z ng"% < o0.
n=1

También, utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se tiene que la propiedad de recurrencia y
transitoriedad es una propiedad de clase, esto es, para todo x,y € E estados comunicados, x es un estado
recurrente (transitorio) si y solo si y es un estado recurrente (transitorio).

Denotemos por 0 a (0,...,0) € Z? y para cada i € {1,...,n} denotemos por e; al vector canénico en Z.

DEFINICION 12. Una caminata aleatoria en Z¢ es un proceso estocistico {Sy}nen, en Z¢ definido en (Q, F,P)
tal que para todo n € N

Sn=)_X; (4.2)

donde {X;}ien es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en 7.¢
definidas en (2, F,P).

Asi mismo, una caminata aleatoria simple en Z es una caminata aleatoria en Z¢ definida en (0, F,P) que
satisface para todo i € N y j € {1,...,d}

1
]P)[XZ = €j] = ]P)[XZ = —ej} = 27d
OBSERVACION 19. Es bien sabido que una caminata aleatoria en Z¢ es una cadena de Markov homogénea con
espacio de estados Z¢. Consideremos una caminata aleatoria simple en Z¢. Para cada a,b € Z% consideremos las
probabilidades de transicién del estado a al estado b en un paso, definidas previamente. Para cada a € Z?, por
independencia de las variables {X;};en, las tnicas probabilidades de transiciéon a un paso no nulas estdn dadas

para cada j € {1,...,n} por
1
Poate; = P[Sni1 = aFa+e]S, =a] =P[X, 1 = £e;] = % vy e{l,...,n}.

1

Similarmente se tiene que Pyte; o = 24

Entonces, directamente de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se verifica que la caminata aleatoria
simple en Z? es irreducible.
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4.1. Clasificacién de Caminatas Aleatorias en Z, 7> y 73.

Debido a la Observacion 19, la caminata es irreducible. Por lo tanto, basta con estudiar la recurrencia
o transitoriedad de un unico estado para concluir la recurrencia o transitoriedad de la caminata. Previo al
resultado, se establece una observacién con respecto a la funcion Gamma I'.

OBSERVACION 20. Denotemos por I':]0, +oo[— R a la funciéon dada por

I(a) = /Ooo 12 exp(—t)dt > 0.

Por un corolario del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue y empleando el hecho de que para
cada a > 0 ocurre que tlim t* exp(—t) = 0, tenemos que I' es una funciéon derivable en |0, +o0].
— 00

Definamos ahora la funcion ¥ :]0, +oo[— R para cada a > 0 como

Ma) d

U(a) = o) =, ().

n

1
Recuerde que v = lim { E 7 ln(n)] es la constante de Euler, y que puede obtenerse que ll'm1 IM(z) = —.
n r—

—00
k=1

Se tiene también que para « > 0 ocurre que I'(ae + 1) = al'(«), y de aqui se obtiene la identidad

Ma+1)= %F(a +1) =al'(a) + ().

Luego,
IMa+1) TMa+l) o) 1 1
v 1) = = = — =T —.
(a+1) P(a+1) ol'(a) I(«) + ! () + !
I'(1)
donde ¥(1) = =—
onde V(1) ()
Puede deducirse ahora que para todo n € N:
Un+1)=—v+ z”: =
k=1
Mas atin, considerando x € N, se tiene también que
1 1 = 1
U _ e U () = U(z).
(@ +n) x—|—n—1+a7+n—2+ +¥(z) ’;x+k+ (@)
De aqui que
r+n 1 x+n n+1
S g [
k:n+2
1 1 n+1 1
() =Wt ) = ) - | v+;k}

n—1
1 1
= v
Z<m+k k+1> o+ ¥(a).
Cuando n tiende a infinito, el lado izquierdo de la ultima ecuacién converge a cero. Se obtiene que
n—1 0o
1 1 1 1
\IJ = — — 1/ _—— = — — —_—_—
(@) ==y ninéoz(x+k k+1> 7 Z(x+k k+1>
k=0 k=0
Derivando término a término esta serie convergente, tenemos que

ZZ: m+k

Es decir, ¥ es derivable y tiene derivada positiva en N.
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PROPOSICION 9. Considere {S, }nen una caminata aleatoria simple en Z¢ definida en (Q, F,P). Denote por 0

a(0,...,

0) € 7.

(I) Cuando d € {1,2}, 0 es un estado recurrente (y por tanto, la caminata es recurrente).

(IT) Cuando d =3, 0 es un estado transitorio (y por tanto, la caminata es transitoria).

Demostracion. (I) Considere los casos siguientes

Caso d = 1. Tenemos la siguiente

2 1\" 1\"
Afirmacién 1. Para todon > 1, IP’(2") ( n> (2> <1 — 2> .
n

Demostracion de la Afirmacion 1. Sean € N. Observe primero que, suponiendo Sy = 0, se requiere
efectuar (exactamente) una cantidad par de pasos en la caminata para volver al estado 0. Entonces

2n+1
Pyt = 0.

Para cada n > 1 definamos Rs, y Lo, €l numero de pasos efectuados hacia la derecha y hacia la
izquierda (en la recta Z) respectivamente, desde que Sy = 0 hasta que Sa,, = 0.

Entonces se tiene que 2n = R, + La, y por construccion, Sa, = Ra, — Lo, = 0. (Si la caminata
comienza en cero, es requerido efectuar el mismo nimero de pasos hacia la derecha y la izquierda
para volver al estado 0).

Por ello, 2R5,, = 2n + So, y también
1 2n
Row=nt 1S =1 [2n+ZX} ;1+X)

1
donde 5(1 + X1),..., =(14+ Xy,) son variables aleatorias no negativas, independientes y con idén-

2
1
tica distribucién Bernoulli con parametro 3 De modo que Rj, tiene distribucién Binomial con

1
parametros <2n, 2) .

Por construccion de Rs, y Lo, se tiene que,
n 1 an\ /1\" 1\"
]P)E)?O) = P[SQTL = O‘SO = O] = ]P)|:R2n =n-+ 282n:| = IF)[R2n = n] = <n) <2) (1 — 2) (43)

Esto demuestra la Afirmacion 1.

Ahora, por la ecuacion (4.3) y la formula de Stirling se tiene que

o :%;N (2 (2n)((2:))2;2i \ﬂ
)T e am(n) (2 '

lo cual significa que

Luego, existe N € N tal que para cada natural n > N ocurre que

(2n)
0,0

~

, equivalentemente ]P’éQSL) >

>

DO | =

1
NN

Bl

Y como Z \f = 00, por el criterio de comparacién para series se obtiene que Z }P’( n) = 00. Por

n=1
la Observacmn 18 se concluye que 0 es un estado recurrente.



91

Caso d = 2. Bajo el supuesto de que Sy = 0, analizaremos el desplazamiento de la cadena en Z? en las
4 direcciones posibles. Para volver al estado 0, si la cadena se desplaza [ pasos a la derecha y m
pasos hacia arriba, debe despazarse [ pasos a la izquierda y m pasos hacia abajo para regresar a 0.
Esto significa que se requiere una cantidad par de pasos para regresar al estado 0. Asi que, al igual

(2n+1)
que en el caso d = 1, para cada n € N ocurre que P =0.

Dado n > 1, se calcula a continuaciéon IP’E%L ).

2n
1
Notemos que Sa,, = ZX“ donde X; € {£e1,tes} y P[X; = te;] = 7 con je{1,2}.
i=1
Por tanto, el valor de Sy, estd completamente determinado por (Xj, ..., Xa,). Por independencia
de {X;}ien, para cada (21,...,T2,) € {e1, —€1, €2, —e2}2™ ocurre

2n
1
P[(X17~-~7X2n>:<x17~--;$2n HP —$Z —(4)

que corresponde a la probabilidad con que puede elegirse alguna de las posibles trayectorias de la
caminata. Pero en el supuesto de que Ss,, = 0 se requiere que la caminata inicie y regrese a 0 en
(exactamente) 2n pasos que esto significa que deben tenerse la misma cantidad de movimientos
hacia arriba y abajo, hacia la derecha y la izquierda respectivamente, digamos, [ y m tales que
2l + 2m = 2n, es decir, [ + m = n (o bien, m = [ — n). el numero total de trayectorias de 2n pasos
que pueden elegirse, que tengan [ movimientos hacia la izquierda (y la derecha), y n—I movimientos
hacia arriba (y hacia abajo) est4 dado por la cantidad combinatoria:

(2n)!
M(n—=0On-0"

De aqui que la probabilidad de elegir una trayectoria de 2n pasos con ! pasos a la izquierda (y a la
derecha) y n — [ movimientos hacia arriba (y abajo) es

(2n)! 1\
l!l!(n—l)!(n—l)!(4> '

Para calcular Pé?g ) descomponemos al evento como la unién de todos los eventos de todas las
posibles trayectorias anteriores (con longitudes fijas), de donde

=S e () C) B () - () ()
%(é) e

Se utiliza la férmula de Stirling para obtener que

P = D2
0,0 2 n nmw

es decir

2n
P
lim 5 = 1.
n—oo “
nmw

Luego, existe N € N tal que para cada natural n > N ocurre que

02’0 > —, equivalentemente P(Zn) > —.
2 nmw

nm

Como E — = 00, por el criterio de comparacion de series y la Observacién 18 se concluye que
’/l

o0
2n
E ]P’(() 0) = 00, es decir, 0 es un estado recurrente.

n=1
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(IT) Suponga que d = 3. Bajo la consideracion de que Sy = 0, siguiendo el argumento de los casos d = 1,2,

para volver al estado 0 la caminata debe desplazarse una cantidad par de veces, asi que para cadan € N
ocurre que ]P’((fg“) =0.

Dado n € N, con el fin de calcular IP’((fg ), se observa que ahora es necesario ejecutar la misma cantidad de

movimientos hacia la derecha y la izquierda, digamos k; la misma cantidad de pasos hacia arriba y abajo,
digamos [; y hacia adelante y atras, digamos m, que deben satisfacer 2n = 2k + 2] + 2m, lo que equivale
an = k-+1+m. Ademas, la probabilidad de elegir la trayectoria de la caminata con estas caracteristicas

esta dada por
(2n)! 1\*"
EWEN I mIm! \ 6 '

2n)!
donde W representa la cantidad de trayectorias que pueden elegirse con estas caracteristicas y
VRN ImIm!

1 n
(6) la probabilidad de elegir una de estas trayectorias.

Entonces, como en el caso d = 2:

2n 2n 2
(2n) (2n)! 1 (1 (2n)! n!
Foo™ = Z Belmm\6) — \6/) nln Z Elim!

k+l+m=n k+l4+m=n

()G 2 (i) ()

Tenemos la siguiente
nl?
Afirmacion 2. Para cada k,l,m,n € N con k + [ + m = n se tiene que [3} < kEl'ml!.

Demostracion de la Afirmacion 2. Se emplearan multiplicadores de Lagrange para obtener la de-
sigualdad. Considere la funcién ¢(k,l,m) = T'(k)T'(1)T'(m) definida en el conjunto compacto de R3,
C={(kl,m)eR3: k+1+m=n}.

Optimizar la funcién ¢ equivale a optimizar la funcion F(k,l1,m,\) = In(p(k,l,m)) — A(k +1+m —n),
que de acuerdo con el Teorema de los Mutiplicadores de Lagrange, alcanza un maximo o minimo en C,
que hallaremos a continuacién. Considere la notaciéon de la Observacion 20 y las ecuaciones

oF or

Sk m, ) = S [n(0(8) + (D) + In(C(m)) = Ak + 1+ m = )] = ¥(k) = X =0.
%—?(k, I,m,\) = 88—1; [In(T'(k)) +In(T(1)) + In(T'(m)) = A(k + 1 +m —n)] = ¥(I) = A=0.
g—i(k,l, m,\) = S—TZ [In(T'(k)) + In(T'(1)) + In(T'(m)) = A(k + 1 +m —n)] = ¥(m) — A =0.
oF OF
ﬁ(k’ I,m,\) = N I(T'(k)) + (T (1)) + In(T'(m)) = Ak +l+m—n)] =k +1+m—n=0.

de donde A = U(k) = ¥(I) = ¥(m) y k+ 1+ m = n. La representacion de ¥ en dicha Observacion, para
valores de k,l, m € Ny se sigue que k =1 = m = —. Por otro lado, la matriz Hessiana correspondiente a

esta funcion tiene determinante [¥/(k)]? cuyo valor es positivo segiin la Observacién 20 , que de acuerdo
con los criterios para maximos o minimos en funciones de varias variables, indica que 30303 ) esun

minimo para ¢, de donde se obtiene la Afirmacion 2.

Para continuar con la demostracién de la Proposicién, consideremos los siguientes casos para n.
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Subcaso 1. n = 3r para r € N.
De la Afirmacion 2 se sigue que, para todo (k,[,m) € N3 con k+1+m = n = 3r, (r)? <
n! 1
111m) | =
Elllm!. Observe que (k,1,m) — PRI (3
de densidad de un vector aleatorio discreto en N? con distribucién multinomial de parametros

111
333

n
) X{(k,1,m)EN3: k_,_l_,_m:n}(h [, m) corresponde a la funcién

Por ello,
n! \"
2. i (3) =1 (4.4)
k+l4+m=n
Combinando la ecuacion (4.4) con la ultima expresion obtenida para IP( , ademés de la Afirmacién 2

y la féormula de Stirling obtenemos que

2n 2n 2n n
pen) _por) _ (L\7 (20 nt ol (1IN (LN LN 20 nl _nt (1
Fo. 0,0 <2) <n) Z ENm! ENim! \ 3 —\2 3 n ) (r)3 Z Elm!\ 3
k+l+m=n k+l+m=n
B 2

1 V2 an 2v3 1

n n
O @) () )y e s
2 3 n)(rh3  3» nm < >T>3 3 /@rr)rt (V2r)3 3
Por el criterio de comparacion de series se concluye que

oo . 2\/* 00
;)IP’S%K E > 7=

r=0 TL

De la misma manera se concluye que

io: P 6r+2) < o0 Z ]P) 6r+4)
r=0

Por lo que Z P 0 < 00. Por la Observacién 18 tenemos que 0 es un estado transitorio en este caso.

n=1

X

4.2. Comportamiento Asintético de las caminatas aleatorias simples.

En esta seccion se demostrara la Ley Fuerte de los Grandes Numeros para una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas definidas en (€, F,P) integrables. Con esto, se tendra el mismo
resultado para caminatas aleatorias simples.

Consideremos la siguiente notacion: Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad, X : € — R una variable
aleatoria en R. Observe que la funcion g =P o X1 : B(R) — R definida para cada A € B(R) como

u[A] = BIX'(4)] = P[X € 4]

es una medida de probabilidad en (R, B(R)). Consideremos R al conjunto de todas las funciones z : N — R,
donde para cada n € N se escribira xz(n) = x,, y por abuso de notacion, escribimos (z,)nen en vez de x.

Para cada g € N consideramos 7 : RN — R a la g—ésima proyeccién de RN en R, es decir, la funcién que
para cada (2,)nen € RY esta definida como

Tq((Zn)nen) = 7.

Para cada k € N, i1,...,i; € N, Ay,..., Ax C R definimos el cilindro con base Ay, ..., Ay como el conjunto

k
C(il,...,ik;Al,..., ﬂ Al —{l‘n)neNGR (:L‘il,...,{L‘ik)EAlx-”XAk}
=1
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Considere
B(R)N:{C(il,...,ik;Al,...,Ak): i1,...,0k €N, Al,...,AkQR, kGN}

Al igual que en el Capitulo 2, se puede probar que B(R)Y es una semidlgebra de sunconjuntos de RY tal
que B(R)®N = o(B(R)N) que es la o—&lgebra producto en el espacio medible producto (R, B(R))®N. Considere
u®N 1a medida producto en (R, B(R)®N) como la tinica medida en (R, B(R)®N) que satisface para todo k € N,
i1,...,0 € NJ Ay, ..., A CR,

k k
p [ﬂ W;I(Az)} = [ w4l
=1 i=1
De hecho, u®N resulta ser una medida de probabilidad en (R, B(R)®Y).

Consideremos T : RY — RN como la tnica funcién (B(R)®N, B(R)®Y)—medible tal que para todo ¢ € N
satisface
mgoT = mTgq1.

Inductivamente se verifica que para todo n,r € N se tiene
Tqo 1" = Tqqn.

A T se le llama el corrimiento unilateral en (RN, B(R)®Y).

PROPOSICION 10. Con la notacion introducida se tiene que el corrimiento bilateral T en (R, B(R)®Y) es una
transformacion pu®~— fuertemente mezclante.

Demostracion. La demostracion es exactamente la utilizada para la Proposiciéon 7 en el Capitulo 2. X

La Proposicién 10 y la Observacion hecha en el Capitulo 1 indican que, de hecho, el corrimiento bilateral T’
en (R, B(R)®Y) es una transformacion p®N—ergodica.

OBSERVACION 21. Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad, {X, : @ — R},cn una sucesion de variables
aleatorias independientes con idéntica distribucién comun a la distribucién de X. Defina la funcién ® : Q — RN
para cada w € ) como

®(w) = (Xn(w))nen,

que es una funcién (F, B(R)®)— medible, la cual satisface para todo n € N que 7, o ® = X,,. Al igual que
antes, se verifica que Po®~! es una medida de probabilidad en (RY, B(R)®N). Observe que, por independencia e
idéntica distribucién de (X, )nen bajo P, se tiene que para todo A € B(R)Y con A = C(iy,...,ix; A1,..., A) =

k
ﬂﬂ{ll(Al), donde k € N, 71,...,1; €N, Aq,..., A C R se satisface
=1

k k k k
(Pod 1)[A] = IP’[<I>1 <ﬂ %1(141))] = P{ﬂ(ml o <I>)1(Al)] = P{ﬂ Xill(Al)} = [ PIx;, ' (A)]
=1 =1
k
PIX 1 (A)] = [ ulAl] = p=N[A]
1 =1

|
E?r

l

Por la unicidad de la medida producto en (RY, B(R)®N) se concluye que u®N =Po &1,

Se mostrard un resultado técnico que serd de mucha utilidad en lo que resta de este trabajo.
LEMA 7 (TEOREMA DE LA MEDIDA IMAGEN). Sean (Q, F,P) un espacio de medida, (', F') un espacio medible
y ¢ :Q— Q una funcion (F,F')—medible.
(I) La funcion P’ =Po =t : F — R definida para cada A € F' como
P'[A] = Py~ (4)]

es una medida en (V, F').
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ara toda funcion f: Q' — R, , —medible se tiene que f € S F sty solo si (foy) €
II) P da f f:9 =R, (F,BR dibl fecys 7P l f
LX(Q, F,P). En ese caso

fa¥ = [ fi@oy )= [ (fopip,
Q/ Q/ Q

Demostracion.
1) Esinmediato que P es una medida en (2, F).
11) Se demostrara este inciso por medio de aproximacién por funciones simples.
Caso 1. f = xa, donde A € F'.
Note que fop=xa0p = Xe-1(A) ¥ entonces

[ sar =Pl =) = [ (fogiar

’

Caso 2. f es una funcién F’'—simple.
Este caso se sigue del Caso 1 y la linealidad de la integral.

Caso 3. f es una funciéon (F’, B(R))—medible no negativa.
Considere (f, : € — R),>1 una sucesion creciente de funciones F'—simples no negativas que
convergen a f c.t.p.(P').

Se verifica que inmediato que (f, 0@ : @ — R),,>1 es una sucesion creciente de funciones F—simples
no negativas que convergen a f c.t.p.(P). Por el Teorema de Convergencia Moné6tona en ambos
espacios, asi como el Caso 2, ocurre

fdP = lim | f,dP' =

lim
Q n—o00 Jq n—oo Jq

(fn o p)dP = /Q(f © p)dP.
Caso 4. El caso general se obtiene como consecuencia inmediata del Caso 3.

X

COROLARIO 11. Sean (Q, F,P) un espacio de probabilidad, X € LT (Q, F,P) y m; : RY — R la 1—proyeccion de
RY en R. Entonces m € LE(RY, BR)®N u®N) y ademds

/]R ) T dp®N = /R Idgdp = /Q XdP = Ep[X]. (4.5)

Demostracion. Consideremos los espacios de probabilidad (Q,F,P), (R,B(R),u), (RN, B(R)®N, u®N) y las
funciones medibles (respectivamente) 7 : RY — R, Idg : R — R la funcién identidad y X € £} (Q, F,P).

Por el Lema 7, como Idg o X € L} (Q, F,P), entonces Idg € LY (R, B(R), 1) y
/ Idgdp = / Idgd(Po X)) = / (Idg o X)dP = Ep[X].
R R 0

Nuevamente, por el Lema 7, u®N o 77" es una medida en (R, B(R)) que cumple para todo A € B(R)
(1= o m H[A] = p®N [ H(A)] = plA].

Como Idg € L (R, B(R), 11), entonces Idg o m; € LT(RY, B(R)®N, &N y

/ Wld/L@N:/Ideu.
RN R

Asi se tiene el resultado. X

TEOREMA 28 (LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS). Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, (X, :
Q — R)nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas respecto a P con
distribucion comin a la variable aleatoria X € LY (Q, F,P). Entonces

R
dim EZ;Xi = Ep[X] (P) — c.s. (4.6)
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Demostracion. Considere m; € LY(RN, B(R)®N, u®N) y T el corrimiento unilateral en (RY, B(R)®N), que de
acuerdo con la Proposiciéon 9 es una transformacion p®N—ergodica. Previamente se mencion6é que para todo
1 € N se tiene que m o T = ;4.

Por el Teorema Ergodico de Birkhoff y la Observacion 6 al Teorema 28 se tiene que
1 n
P o N _ Ny _
nhm - Z.E_l X; /RN mdp Ep[X] (u®) — cs.

Del hecho de que u®Y =P o ®~! se sigue que

n—1 n—1 n—1
1 ; 1 . 1
_ ,,®N| 12 i _ . i _ : )
0=u Lhm - E_O moT #EP[X]} —]P’Lhm - E_O moT OQ#EP[X]} —]P’Lhm - E_O X; #EP[X]}

Entonces se concluye la expresion (4.6).
X

COROLARIO 12 (LEY FUERTE DE L.OS GRANDES NUMEROS PARA CAMINATAS ALEATORIAS SIMPLES EN 7).
Sean (Q, F,P) un espacio de probabilidad, (S, )nen una caminata aleatoria simple en Z con variables aleatorias
asociadas (X;);en. Entonces

lim Sn =Ep[X:1]=0 (P) — c.s.

n—oo N

Demostracion. Inmediato de la definicion de (Sp,)nen, y del Teorema 28. X



Capitulo 5

Teoremas Limite para Caminatas
Aleatorias en Ambientes Aleatorios.

En este capitulo se introducen las caminatas aleatorias en ambientes aleatorios (RWRE por sus siglas en
inglés), se define una medida de probabilidad inducida por este proceso. Se presentan conceptos necesarios para
establecer un resultado que describa, bajo ciertas condiciones, el comportamiento al infinito de este proceso.
Ademas, se precisan las definiciones y los detalles necesarios que conllevan a la demostracion de la Ley Fuerte
de los Grandes Numeros.

5.1. Cadenas de Nacimiento y Muerte

En esta seccion, se establecen algunas propiedades generales para las cadenas de nacimiento y muerte, refe-
rentes al tiempo en que la cadena incide por primera vez en alguno de los estados posibles. Esto tltimo tiene
como finalidad generalizar estos resultados a las caminatas aleatorias en ambientes aleatorios. Uno de los resul-
tados principales de esta seccién serd fundamental en la prueba del resultado que establece el comportamiento
al infinito de este proceso.

DEFINICION 13. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, E un conjunto a lo mds numerable, donde E = N,
E =7 o bien E ={0,...,d}, con d € Ny. Suponga que para todo x € Z ezisten p,, q., . € [0,1] tales que
1 = py+qs+74, que se asocian a una cadena de Markov (homogénea) {Sy, }nen, en (2, F,P) con probabilidades
de transicion determinadas para cada x,y € Z como sigue:

D st y=z+1
) st y=z—1
Pry = Ta st y=ux
0 en otro caso

En el caso que E=0,...,d con d € Ny, se define pg =0 y qo =0.

Bajo estas condiciones, a {Sy }nen, se le llama cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados
E y probabilidades de transicion {(py, ¢z, 7z) }zek-

NOTACION 22. Sea (£, F,P) un espacio de probabilidad, {S, }nen, una cadena de nacimiento y muerte con
espacio de estados E = Z y probabilidades de transicion {(ps, ¢z, 7z = 0)}sez donde, para todo z € Z, se
supondra que 0 < p, < 1. Para todo = € Z definimos:

Pac:qia

P
x—1
H P, si x>0
k=0

-1
HPk si <0
k=x
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y también el potencial de la cadena como

| sgn(z)log(ty) si x#0
V(”“")_{o siox=0"

PROPOSICION 11. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad, {S,}nen, una cadena de nacimiento y muerte con
espacio de estados E = Z y probabilidades de transicion {(ps,qz,rs = 0)}zez. Para cada x© € Z considere la
variable aleatoria

T,=tf{n>0 :85, =z}, (5.1)

y la medida de probabilidad condicional P, : F — R dada por P[] = P[|So = z]. Entonces para cada
a,b € Z con a < b se satisfacen las siguientes propiedades:

(I) Dados a <z <b, y € [a,b] se tiene que

]P[Ta < Tb|51 = y,So = .T} = P[Ta < Tb|50 = y]

(II) Para todo a < x < b se tiene que

(V(
P, [T, < T)] = r=ztl
Z exp(V (r

r=a+1

b
Z exp(V(r))
- (5.2)
)

(ITII) Para k,l € Z

(A) Sil >k entonces
! —1

> exp(V(r)
ean (5.3)

> exp(V(r)

r=Il+1

]Pl[Tk<OO]: 1+

(B) Sil <k entonces
k ~1
> exp(V(r)
r=Il+1
!

> exp(V(r)

r=—00

Pl[Tk<OO]: 1+

Demostracion. Se hace énfasis en la notacién introducida. Fije a,b € Z con a < b.
(I) Sean a < x < b, y € [a,b]. Considere los siguientes casos:

Caso 1. y =a.
Sea n € Ny arbitrario fijo. Suponiendo que Sy = x, se obtiene que Sy # a. Entonces

0 si n#1

P[nTa’n<Tb’Soz’Sla]{P[l:Ta,1<Tb,5’0:m,51:a] si n=1

y por la propiedad de Markov y el hecho de que a < b:
]P)[l = Ta, 1< TbaSO = I,Sl = a] = ]P)[So = lZE,Sl = a] = ]P)[Sl = CL|SO = SC]]P[SO = I]

Por lo tanto

Pn=T,n<T1y,So=x,5 =a

P[Ta<Tb|50:Ia51:a]:Z [ P[S —;So—a} =
n&€Np 0= "L =

7@[50:1',51204]

= =1
P[SO =, Sl = a]
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Repitiendo el argumento anterior, utilizando el hecho de que a < b, se obtiene que

Pln =T,, Ty, So = P[0 =1T,,0 < T}, Sy =
P[Ta<Tb|50:a]:Z [ n<Ty,S =a P < Ty, So = aj

n€No P[So = al P[So = d]
_ P[So = a] -1
P[SO = a] '

Asi que P[T, < Tp|So = x,51 = a] =1 =P[T, < Tp|So = al.

Caso 2. y=b.
Se procede de forma andloga al caso anterior para concluir que, para n € Ny, se tiene

0 si n#0

P[n:Ta,n<Tbas():x751:b]:{P[O:Ta’0<Tb7SO:x’Slzb] si n=0"

y como a < x < b se obtiene que
P[OZTa,O < Tb750 :LU,Sl :b} :P[So :a,S() :1'751 :b] =0
asi que

Pln = Ty,n < Ty, So = x, 51 = b]

H’D[Ta < Tb|SO = SL’,Sl = b] = Z

neNo ]P[SO =T, Sl :b]
_ P[O:Ta,o < Ty, Sy =z, 51 Zb} —0
N P[SOZQC,Sl:b] -

De igual manera tenemos que

P[TLZTa,n<Tb,SOZb] P[OZTQ,O<T}),S():Z)]
P[T, < Ty|So=b] = > PS5, =0 = PS5, = 1 =0.

neNy
Asi que P[T, < Tp|So = z,S1 =b] =0 =P[T, < Tp|So = b].

Caso 3. a <y <hb.
Fije n > 1. Observe que bajo esta condicion ocurre

{n:Ta,n<Tb,S():x,Slzy}:{? ot

So=12,81 =y, #a,b,5, =a#blicq1,..n-1) s

y también:

{n—lzTa,n<Tb7SO:y}:{® S1 n=1

Para cada n > 2 defina el conjunto

Dy ={(51,---,8,) €EZ" sy =y, 8; #a,b,s, =a#b, ic{l,...,n—1}}.

{So=y,8i #a,b,S_1=a#blicfo,..n—2y si n>2"°

Por la propiedad de Markov en la tercera igualdad y la homogeneidad de la cadena en la cuarta
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igualdad, se tiene que

P[Ta < Tb‘S() = S&Sl = y] =

P[?’L :Taﬂ’L < Tb,So :.%'751 :y] Z P[(51,7Sn) c Dn,S() :.T]
P[So = Z‘,Sl = y] P[So = Z‘,Sl = y]

3
AN
[ V]

n>2

- Z P[Snzsn,...,52282731:y750:.’L‘]
]P)[So ZZ‘,Sl = y]

n>2 (y,52,....5n)€Dn

P[Sn = sn|Sn,1 = Sn,ﬂ s IP[SQ = Sngl = y}P[Sl =1, S() = 37]

(]

]P)[Sl = y7S0 = I}

n>2 (y,s2,...,8,)ED,

= Z P[Snfl = 8n|5n72 = snfl] o P[Sl = S2|SO = y]

_ Z Z P[Sn—1 = Sn, Sn—2 = Sp—1,51 = 52,50 = Y]
P[So = y]

:ZP[(So,...,Sn_l) EDn] ZP[n—l:Ta,n—1<Tb,Sozy]

n>2 IP)[SO - LC] n>2 ]P[S() = y]
= [Ta < Tb|SO = y]
(IT) Defina la funcién g : [a,b] — R como sigue
g(z) =P, [T, <Tp), V€ [a,b].

En el inciso (I) se obtuvo que g(a) = P[T, < Tp|So = a] =1 y que g(b) = P[T, < Tp|So = b] = 0.

Afirmaciéon 1. La funcion g tiene las siguientes propiedades:

(1) Para cada z € [a, b] se satisface la ecuacion en recurrencia
9(2) = ¢z9(z = 1) + p-g(z + 1)
(2) La solucion de la ecuacion del inciso (i) esta dada por la expresion (5.2).

Demostracion de la Afirmacion 1. Fije z € [a, b].

(1) En la quinta igualdad, por el inciso (I), ocurre que

P[T, < Ty, So = 2 PIT, < Ty, So = 2,8, =«
9(z) =P, [T, < Ty] = [ by D0 ]:Z [ b, So L ]

P[Sy = 2] = P[Sy = 7]
PT, < Tp|So = 2,51 = z]P[Sy = 2,51 = z]
B J;Z P[Sy = 7]
= ZIP’[TG < Tp|So = 2,51 = z]|P[S1 = z|Sp = 7]
z€Z
= Z]P’[Ta < Tp|So = z|P[S1 = z|So = 2] = Zg(z)PZz =q.9(z — 1) +pg(z +1).
z€Z z€Z

(2) Considere los siguientes casos:

Caso 1. 0 <a<b.
Observe que para todo y € [a,b— 1] se tiene que ¢, = 1 — p, y por la parte (1) tenemos que

pylg(y+1) = h(y)] — ayl9(y) — 9y — D] =pylgy + 1) — g(v) + 9(v) — g9(y — V)] — [9(y) — g(y — 1)]
=pylgly +1) —g(y —1)] = [9(y) — g(y — 1)]
=pyg(y+1)+ (1 —pygly —1) —g(y) =0,

es decir,

gly+1) —g(y) = ]‘j—z[g@n —gly—1)]. (5.5)

Iterativamente se obtiene que

gy +1) —gly) = LI g4 4 1) — g(a)] = ?—“[g(a +1) - 1l. (5.6)
Py Pa+1 a+1
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Se suma desde a hasta b — 1 en la ecuacion (5.6) para obtener

b—1
“1=g(b) —gla) = [g(y+1) - g(y)] = ( gla tjl ) (Z ty+1)
asi que
gla+1)—-1 1

T bt :
>t
y=a

Combinando las ecuaciones (5.6) y (5.7) se tiene que

tyt1
gly+1) = g(y) = ———,

Z ty+1
y=a

y asl sumar en la ultima ecuacién se suma desde z hasta b — 1 ocurre que
b—1
t
b—1 Z y+l
z=y
9 b—1 :
y=z
E tyi
y=a

Mediante un cambio de variable adecuado en la dltima expresion, se tiene la ecuacion (5.2) en
este caso.

Caso 2. a <b<0.
Este caso es similar al Caso 1, tras intercambiar los roles de p y g. Para tener mayor claridad,
consideremos primero el siguiente caso particular. Suponga que a = —5 y que b = —1. Para cada
y €] — 5, —1] se satisface la expresion (5.5), de donde se tiene

Luego

9( 1) =[g(=1) = g(=2) + [9(=2) = g(=3)] + [9(=3) — 9(=H)] + [9(=4) — 9(-5)]

g(—

p 3P—2  P-4P-3P-2

( + Jist-0 - a2
q 2 q 34-2 q—4 9-3 4—2

Con la convencién de que a los productos vacios son iguales al valor 1 se obtiene que

—1=[g(~1) - ZH” .

rlj2qJ

Y, por ejemplo,

P-1 p—1 1

q-1 q-1 Py exp(V(-1))

9(=2) =

S I S 112 > [y > oo

=1 r=—>5+4+1j=r

.
|
—
|
-
|
—
|
-
|
-

que coincide con la expresion (5.2).
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En el caso general, dados a < b < 0, k,m € N que satisfacen k < m, a = —m y b = —k. Fije
r €]k, m[. Note que a < —r < b y que se satisface la ecuacion (5.5), es decir

g(=r) = g(—r — 1) = ZL[g(—r + 1) — g(—r)].

q—r
Recursivamente se obtiene que
Doy Pak—
g(=r) = g(=r — 1) = === [g(~k) — g(—k — 1)]. (5.8)
q—r " q—k—1

Sumando desde k hasta m — 1 en la ecuacion (5.8) obtenemos

=gk - Z (=)= lo(-0) —gt-k-] (X T] 22).
r=k r=k j=k+1

De la misma manera, para y €] — m, —k[ tenemos

o) =1 =9) ~g(-m) = 3 lg(~1) ~g(~r~ D] = lo(~k) g (Z 12 )

r=—y r=—yj= k+1 —J
Con el cambio de variable s = —r y j = —I se concluye que
m—1 r ‘ v —k—1 »
—j }
o 2 1y

o) =1+ lo(-R) — gk - )30 [T 22 ) —1m o e e
sy

r=k j=k+1 —J s=—m+1 I=s
—k —k—1 b
> Iy Z le > ep(V(s))
_ s=y+1 l=s _ s= y+1l s _ s=y+1
&k —k-1 b '
> Iy Z le > ep(V(s))
s=—m+1 l=s s=—m+1l=s s=a+1

Caso 3. a < 0<b.
En primer lugar analizamos un caso particular con el propésito de ilustrar el procedimiento.

Suponga que a = —3, b = 3. Con base en la ecuacién (5.5) se tienen las relaciones siguientes:
9(=1) — g(=2) = = [g(0) — g(~1)
Pty g9y = P=1P=2 —a(—
9(=2) —g(=3) = = l9(=1) —g(=2)] = 1 0 [9(0) —g(=1)],
9(1) = 9(0) = L[(0) — g(-1)],
Po
_don —a(—
9(2) —9(1) = . [9(0) —g(=1)],
qo 41 g2
9(2) —g(1) = ]70}71;2[9(0) —g(-1)].
Entonces

(e doiny o,y oty Pty Do) g0y = [0 -g(-D] (3 exn(V(e)):

bPopPip2 PoP1 Po gd-1 g-1 gG-2 s= 341

En general, utilizando las ecuaciones (5.6) y (5.8) ocurre que para cada —r € [a +1,—1] y
x € [0,b]
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(e +1) = gla) = T [g(0) — (1)) = exp(V(x +1)[g(0) ~ g(~D)],
Pz - Po
y
9(=r) = g(or = 1) = = = g(0) — g(=1)) = esp(V (=) [9(0) — g(~ 1)

Asi que para y € [a+ 1,b — 1] se obtiene

9) —gla)= > [g(x) =gz - D] = Y exp(V(x))[g(0) — g(~1)],
r=a+1 r=a+1

r=a+1 r=a+1
Por ello
Y b
Yo ep(V(z) Y en(V(z)
g(y) —1_ w:ZJrl _ ac:z/-‘rl
o exp(V(z) Y exp(V(x))
r=a+1 r=a+1

que demuestra la Afirmacion 1.

De la afirmacién anterior se obtiene inmediatamente el inciso (II).
(ITI) Fije I,k € Z.

(A) Suponga que ! > k. Para cada m € Z con m > [ definamos R,, = {So =, Ty < Tr,} = {w € Q:
So(w) =1, Tk(w) < Typ(w)}. Algunas propiedades de esta sucesion de conjuntos se enuncian en la
siguiente

Afirmacion 2.
(1) Para todow € Qy m € Z, con m > 1y Sy(w) =1, ocurre que m — | < T, (w).
(2) Dados my,ms € Z que satisfagan I < m; < ma, se tiene que R, C R,
(3) {Tk < 0,5 =1} = | R

<m
Demostracion de la Afirmacion 2.

(1) Note que, si So(w) = I, y I < m entonces el minimo ntmero de pasos que debe efectuar la
caminata para acceder al estado m seran m — I, es decir, m — [ < T,, (w).

(2) Sean my,mg € Z que cumplan | < m; < mgy. Suponga que w € R,,,. Observe que, en caso
de que T, (w) = o0, el resultado es claro. Suponga entonces que T, (w) < co. En particular
se tiene que STmz(w)(w) = mg. Como | < my < mg, por construccion de {S,}n>0. debe
tenerse que existe s(w) € {1,...,Tp,(w)} tal que S,)(w) = mi. Entonces Ty, (w) < oo.
Sin pérdida de generalidad puede suponerse que T, (w) = s(w). De esta manera se tiene que
T,y (W) = s(w) < T, (w), es decir, w € Ry, .-

(3) Denote por A = {T}, < 00,5y =1}y B= U R,,. Se prueba la igualdad entre estos conjuntos
I<m

a continuacion. Fije w € A arbitrario. Entonces T (w) < oo y Sy = [l. Luego, la propiedad

arquimediana garantiza la existencia de m € N tal que Ty (w) < m —1 < T,,,(w), donde la dltima

desigualdad se tiene por el inciso (1) de esta afirmacion. Asi que w € B, que prueba que A C B.

Reciprocamente, sea w € B. Existe m € N tal que | < m y Ti(w) < Tp(w) con Sp(w) =1y
Tin(w) < co. De aqui que Ty (w) < oo y asi w € A. Entonces B C A. Por lo tanto A = B.

Esto demuestra la Afirmacion 2.
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Por la Afirmacién 2 y el Teorema de Continuidad de la probabilidad se tiene que

m

S esp(V(r))
Pl ['11]€ < OO} = Pl |: U {Tk < T’m}:| = n}l,—I)noo ]P)l [Tk < Tm] = lim 7':&-"—1

m—0o0

mt > exp(V(r))
r=k+1
m -1 l -1
> exp(V(r) > exp(V(r))
= lm | ] = jm [14EEEL
m—oo m—oo
exp(V(r)) exp(V(r))
r=Il+1 r=Il+1
l —1
> exp(V(r)
_ 1+ T:OkoJrl
> exp(V(r)
r=Il+1
Esta ultima expresion se puede reescribir como
l -1 0o
> exp(V(r) > exp(V(r))
Pl [Tk < OO] =11+ Lzok:_l = r:olo—i_l
> exp(V(r)) > exp(V(r))
r=Il+1 r=k+1

en el caso que Z exp(V(r)) < oo.
r=Il+1
(B) Suponga que k > . Ahora, para cada m € N con —m < [ defina R, = T, < T_,,, So =I. Estos
conjuntos satisfacen las propiedades:
(1) Para cadaw € 2y m € N con Sp(w) =1 se tiene que m + 1 =T_,,(w).
(2) Para todos myi,my € N con m; < mjy ocurre que R;, C R, .
(3) {Th <00, 80 =1} = | R,
m>—1
cuya demostracion es similar a la de la Afirmacién 2. Al igual que en el inciso (a), por el Teorema
de Continuidad de la probabilidad se tiene que

Pl[Tk < OO] = Pl|: U {T}C < T_m}:l = h'_r>n P, [Tk < T_m] = lim (1 — Pl[T_m < Tk])

k ! k —1
Z exp(V(r)) Z exp(V(r)) Z exp(V (1))
=1— lim = = lim T:_:—H = lim T:7Z7R+1
> exp(V(r) > exp(V(r) > exp(V(r)
r=—m-+1 r=—m-+1 r=—m+1
k -1 k -1
Z exp(V (r)) Z exp(V(r))
|14 B PR
ST exp(V(r) > exp(V(r)
r=—m-+1 r=—00

Esta ultima expresiéon se puede reescribir como

k -1 l
S exp(V(r) > exp(V(r))
PT} <o) = |14+ 55— | =52
S exp(V(r) D exp(V(r))

rT=—00 T=—00
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!
en el caso que Z exp(V(r)) < oo.

T=—00

X

5.2. Algunos resultados para sucesiones de variables aleatorias inde-
pendientes

En esta seccién se abordaran algunos resultados que seran de utilidad en la préxima seccion respecto a una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas definidas en un espacio de probabi-
lidad. En primer lugar se establece la definicién de eventos permutables y la ley 0-1 de Hewitt-Savage para este
tipo de eventos, que es pieza fundamental para describir el comportamiento de la sucesién asintéticamente.

A lo largo de esta secciéon consideraremos (€2, F,P) un espacio de probabilidad, X : @ — R una funcién
(F,B(R))—medible. Recordemos que i = P o X~ ! es una medida de probabilidad en (R,B(R)) y que u®N
denota la medida producto en (RN, B(R)®Y).

Para cada n € N definamos I,, = {1,...,n}, I, = N\{1,...,n}. Sean € Ny S, el grupo de permutaciones
de n elementos. Dados o € S,, y © = (Zn)men definamos el elemento o(z) € RY, que satisface para cada r € N

Tory st ore{l,...,n}
m(o(z)) = { :Cr( ) si r¢{l,...,n} Lo (r)xIn(r)+rxr (r)
También, para A € B(R)®N, definimos
o(A) ={o(z): x € A}.
Diremos que
(a) A€ B(R)®N es permutable si para todon € Ny o € S, se tiene que A = o(A).

(b) Una funcién Y : RN — R, B(R)®N, B(R)—medible es permutable si para todo z € RY, n € Ny o € S,
satisface que Y (z) = Y (o (2)).

Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias independientes con la misma distribucion que X, definidas
en (Q,F,P). Sea ® : Q — RN definida para cada w € Q como ®(w) = (X, (w))nen-

En el capitulo 3 se establece que Po ®~! es una medida de probabilidad en (RY, B(R)®N) que coincide con
u®N la cual denotaremos por v. Para cada n € N definamos las o—algebras

Fn=0({X (a,00]): i € L,,a€R}), F,=0({X; (a,00]): i€I,,acR})

]:O:ﬁfna (I):ﬁfr/n
n=1

n=1

.7-'0020<U}'n>, f;O:a(Uf;>.
n=1 n=1
todas ellas contenidas en F.

Con la notacién anterior se tienen los siguientes resultados.

PROPOSICION 12. Para todo € >0 y E € F, existe . € U Fn tal que PIEAE,] < e.

n=1

Demostracion. Considere C = {E S }"OO‘ Ve>03dFE, € U Fn @ PIEAE] < e}. Se empleara el Lema de
n=1
Clases Monoétonas para probar que C = F. Para ello, requerimos de la siguiente

Afirmacién. Se satisfacen:
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(1) CC Fo

(2) C es una clase monodtona.

(3) U Fn € C y ademas es un algebra de subconjuntos de €.

n=1

Demostracion de la Afirmacion.

(1)

(2)

Es inmediato de la definicion.

o0
Se tiene en primer lugar que 2 € C, ya que es claro que € € U Fn y ademés para todo € > 0 existe

n=1

Qe U Fn tal que P[QAQ] =0 < e.

n=1

Probemos ahora que C es cerrado bajo uniones crecientes. Para ello, fije (E,)nen una sucesion creciente en
C y € > 0 arbitrarios. Por el Teorema de Continuidad de la probabilidad se tiene que

(oo}
Jim P[E,] = H"[L_Jl En} :

asi que para € > 0 existe V € N tal que

o0 o0 €
'IP’[U En} - ]P’[EN]’ = IP’[U En} —PlEN] < 5. (5.9)
n=1 n=1
Por otro lado, para Ey € C existe E, € U Fn tal que
n=1
PENAE.] < g (5.10)

Por la Observacion 5 del Capitulo 1 se tiene que

G E,AE, C <G EHAEN) U (ExAE,)

n=1 n=1

Como En C U E,, de las expresiones (5.9) y (5.10) se concluye que para ¢ > 0 existe E, € U Fn tal que
n=1

n=1

(@

P[D EnAEe] = P{G E,L\EN] +PENAE,] = ]P’{

n=1

En] _PlEN] + PENAEL] < % + % =,

n=1 n=1

oo
y por lo tanto, U FE, € Fe.

n=1

De la misma forma se prueba que C es cerrado bajo intersecciones decrecientes. Por lo tanto, C es una clase
monoétona.

oo
El hecho de que U Fn, sea un algebra de subconjuntos de €2 se sigue de que, puede verificarse de inmediato

n=1

oo
que para n € N se tiene que F,, C F,,11. Por otro lado, es claro que U Fn CC.

n=1

Esto demuestra la Afirmacion.
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o0
Entonces, por la Afirmacién y el lema de clases monotonas se concluye que Fop, = 0’<U fn> Co(C)CC,
n=1

lo que prueba la proposicién.
Y

TEOREMA 29. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias e independientes e idénticamente distribuidas.
Entonces:

(I) Para todon € N, A e F,, A’ € F) se tiene que P[AN A'] = P[A]P[A4"].
(II) (LEY 0-1 DE KOLMOGOROV) Para todo E € F| ocurre que P[E] € {0,1}.
Demostracion. Considere (X, )nen con las caracteristicas solicitadas.

(I) Fije n € N. Se probara el resultado mediante la siguiente secuencia de pasos.

Paso 1. Fije k € I/, y b € R. Mediante el Teorema de Continuidad de la probabilidad y la independencia
entre las variables aleatorias {X7,..., X, } y X se verifica de inmediato que

C={AeF.: PIAN X' ([b,oo])] = P[A] - P[X; " ([b, oo[)]}
es una clase monétona tal que {X; *([a,00[) : i € I,,a € R} C C C F,. Entonces por el Lema

de Clases Monétonas se concluye que F,, = o({X; '([a,o0[) : i € I,,a € R}) C o(C) C C. Por lo
tanto C = F,.

Paso 2. De forma similar al Paso 1, puede comprobarse que
C'={A € F,| VA€ F,: PIAn A'] = P[A]P[A']}

es una clase monétona tal que {X; '([a,00[) : i € I/;;a € R} C ¢’ C F!,. Por el Lema de Clases
Monétonas se tiene que F,, = o ({X; '([a,00]) : i € I};,a € R}) C o(C’) C C’, es decir, C' = F,.

El paso 2 prueba el enunciado (I).

(II) Fije E € F} = ﬂ F!. Suponga que P[E] > 0. Recuerde que P[|E] es una medida de probabilidad
n=1

(condicional) en (€, Fo,). Entonces, por el inciso (I), para cadan € Ny F € F,

Mﬂmpﬂgﬂpﬂgﬂpm.

oo
De hecho, esta tultima identidad se satisface para todo F € U Fn. Empleando el lema de Clases
n=1
Monoétonas se concluye que P[-|E] y P coinciden en F... Finalmente, observe que E € F,, ya que para
o0
todo n € N se tiene que {X; *([a,00[): i € I/,a € R} C ﬂ Fn C Foo, €s decir F, C Feo.
i=n—+1

<

E
Entonces P[E] = P[E|E] = PIE] = 1, que prueba el resultado.

[E]

<

X

LEMA 8. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
Considere v la medida de probabilidad en (RY, B(R)®N) asociada a esta sucesion.

Entonces para todo E € B(R)*N, n € N y o € S,, se tiene que
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Demostracion. Fije n € Ny o € S,,. Definamos la funciéon v’ : B(R)®N — R dada para cada E € B(R)®N por
VI(E) = v(o(E))

Claramente v/ es una medida en (RY, B(R)®Y). Observe que o(RY) = RY. Luego v/ es una medida de
probabilidad.

Se afirma que v/ = v. Para probar esta afirmacion, de acuerdo con la definicion de la o—é&lgebra producto, es
m

suficiente probar que el resultado se satisface para los conjuntos de la forma ﬂ w;il(Bi), donde ayq,...,a, €N,
i=1

Bi,...,B,, € B(R), m € Ny para cada t € N la funcién 7; : RY — R es la t—ésima proyeccién de RY en R. El

resto de la prueba se obtiene con el Lema de Clases Monotonas.

FijemeN, ay,...,a,, € Ny By,...,B,, € B(R). Note que

= {(@o(r)xs,, (M4rxs ()reN © To(ai)x, (@) +aixs () € Biy i =1,...,n}
= m ! (B;)
' o)Xy (ai)taixy () V70

Asi que por la definicion de v (medida producto, independencia e idéntica distribucién de las variables
indicadas), se tiene que

v/ <m ﬂ-Oéil(Bi)> = V(ﬂ ﬂ-f:(loéi)XIn(ai)-‘roéin;l(Oéi)(Bi)) - H“(BZ)

De esta manera se tiene la conclusion.

DEFINICION 14. Se define la funcion d : B(R)®N x B(R)®N — R para cada A, B € B(R)®N como
d(A, B) = v(AAB).

Se verifica de inmediato que d es una pseudométrica en B(R)®N. Como es usual, para (A,)nen € B(R)®N y
A € B(R)®N diremos que (A,)nen converge a A respecto a d si lim d(A,, A) =0, en cuyo caso serd denotado
n—oo

por A, 4 A,

Para (Ap)nen, (Bn)nen € B(R)EN, A, B € B(R)®N con A, LNy y B, % B se tiene que A, N B, 4 ANB.
Esto iltimo se obtiene del hecho de que, para cada n € N se satisface que

(A, N By)A(AAB) C (A, AA) U (B AB).

OBSERVACION 23. La sucesion de variables aleatorias especificada, tiene asociada una funciéon de distribucién
comun F en todas las variables. Es necesario considerar a un espacio de probabilidad y una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con la distribucién indicada F' en tal espacio. De acuerdo
con el Teorema de Consistencia de Kolmogorov, bastara considerar el espacio (Q2, F,P) = (RN, B(R)®N, u®N),
donde p es la medida de probabilidad en (R, B(R)) asociada a F. En este contexto, la sucesion de variables
aleatorias estd dada por (m;)¢en las proyecciones de RY en R. Con la notacién introducida, es facil notar que
F=BR)®N = F.

En adelante, se considera (Q, F,P) = (RN, B(R)®N, u®N) y también (X,,)nen = (7n)nen-

TEOREMA 30 (LEY 0-1 DE HEWITT-SAVAGE). Para todo E € B(R)®Y permutable se tiene que P[E] € {0, 1}.
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Demostracion. Sea E € B(R)®N permutable. De acuerdo con la Observacion 23, E € B(R)®N = F_, asi
que por la Proposicién 12 se tiene que para cada k € N existe a(k) € N y existe B, € Fyu tal que

1

d(Ey, E) =P[EAE;] < —
Como se menciona en la prueba de dicha proposicion, {F,},en es una sucesion creciente de o—algebras,
asi que puede suponerse sin pérdida de generalidad que (ax)ren s una sucesion estrictamente creciente que

diverge a infinito.

Fije k € N. Defina o), € Sy, como el producto de ciclos siguientes

a(k)
or =[] G atk)+i) =1, alk)+1)--(ak), 2a(k)
i=1
y defina también Fj, = o (FE}). Se afirma que F € F/, . Para probar esta afirmacion, se emplea la definicion
a(k)
de F,, y se supone que Ej, = ﬂ X;l(Aj), donde A; € B(R), j =1,...,a(k). En este caso, puede verificarse
j=1

directamente que
a(k)

ﬂ oty (A7) € Fige

El argumento general se tiene empleando el Lema de Clases Mono6tonas.

Ahora, por el Lema 8, como oy, es una biyeccion y E es permutable se tiene que

d(Fk, E) = P[EAFk] = P[Uk(E)AUk(Ek)] = P[O’k(EAEk>] = P[EAEk] = d(Ek, E) < (5.11)

ﬁ.
De la ecuacién (5.11) se obtiene inmediatamente que E,, 4LE vy Fy, LE y por la Definicién 14 se tiene que
d
E,NF, = E.
Por otro lado, del inciso (I) del Teorema 29 se tiene que para cada k € N

Se afirma que para todo € > 0 se tiene que
|(P[E])? — PE]| < .

1
Fije € > 0. Entonces, derivado del hecho de E,, N F}, 4, FE, existe N € N tal que oN < i y también
€

P[(EN n FN)AE] <

(\}

De las ecuaciones (5.11) y (5.12) se tiene que

(B[E])* — P[E]| < P[E]|P[EN] — P[E]| + P[EN]|P[FN] — P[E]| + [P[EN N Fy] — PE]|
< ]P)[ENAE] + P[FNAE] + P[(EN n FN)AE] = d(EN, E) + d(FN,E) + d(EN N Fy, E)

€ €
—+2-=¢€.
<2+4 €

Por la eleccién arbitraria de € > 0 se concluye que P[E] = (P[E])?. Entonces P[E] € {0, 1}.
X

Para la sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (X,,)nen definimos al

proceso
n
S, = Z X;.
=1

A partir de ahora supondremos que P[X; > 0] > 0 y también P[X; < 0] > 0. Con ello, se establece el siguiente



110

LEMA 9. Con las hipdtesis enunciadas se tiene que

(D) P[ll’msupS = +oo] =1 o bien, IP’{ h;m Sp = —oo] =1

n— oo

(IT) IP’[ lim S, = +oo} =1 o0 bien, }P’[h’minf S, = oo] =1.
n—oo

n— oo

Demostracion. En primer lugar, mediante la propiedad arquimediana, puede verificarse de inmediato que existe
¢ > 0 tal que P[X; > ] > 0.

(I) Notemos que para cada m € Ny 7 € S, se tiene que para cada w = (w,)ren € 2

lim sup Sy, (7(w)) = lim sup Z Xr(iyxs,, (i) +ixy (i) (w) = limsup Z Xi(w) = limsup S, (w),
=1
lo cual demuestra que, para cada k € Z el conjunto F—medible

{w € Q: ke <limsup S, (w) < (k+ 1)6}

n—oo

es permutable, y por la ley 0-1 de Hewitt-Savage se tiene que

n— oo

P{kc <limsup S, < (k+ 1)0} € {0,1}.

Observe que

{w €0: —oo < limsup S, (w) < +oo} = H—J {w €Q: ke <limsupS,(w) < (k+ l)c}

Esto significa que para todo k € Z (excepto a lo més en un tnico valor k € Z) se tiene que

P[k‘c <limsup S, < (k+ 1)0] =0.

n—oo

Se afirma que para todo k € Z se tiene que ]P’{kc < limsup S, < (k + 1)0} = 0. Procedamos por

n—oo

contradiccion. Suponga que existe k € Z tal que P [kc <limsup S, < (k+ l)c} = 1. Entonces

n—00

P{kc > lim sup Sn} + P[limsup Sp > (k+ 1)0} =0

n—oo n—oo

n—oo n—oo
independientes e idénticamente distribuidas, se tiene que

Luego P[lim sup S, < (k+ 1)0} = P[kc > lim sup Sn} = 0. Como (X;);en es una sucesion de variables

n—oQ n—oQ n—oo

0< ]P’[kcg limsup S, < (k+1)¢, S1 > c] < P[c—i—h’msupsn -5 < (k‘—i—l)c] < P[limsupsn -5 < kzc}

=P {h’m sup S, < kc} =0,

n—oo

n—roo

lo que es una contradicciéon. Asi que para todo k € Z se tiene que P [k:c <limsup S, < (k+ l)c} =0.

Con ello hemos probado que P [—oo < limsup S, < +oo} =0,

n—oo

por lo que

P[limsup Sn = Jroo} JrIP’[h'msupS = oo] =1

n—oo n—oo
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Se sigue también que {h’m sup S, = —i—oo} es permutable y entonces por el Teorema 30, concluimos que
n—oo

]P’{h’msupS = +00:| € {0,1}.

n— oo

Suponga por ejemplo que P{ll’m sup S, = —oo} = 0. En tal caso se tiene que P|limsup S,, = +oo| =1
n—oo n—oo
y IP’[ lim S, = oo} # 1. El otro caso se prueba anélogamente.
n—oo

(IT) La demostracion es similar al inciso (I).

X

Para la siguiente definicion, recuerde que la sucesion {F, }nen de o—éalgebras de subconjuntos de 2 definida
para cada n € N como

Fu=o({X (la,00]) : i € Lo, a€RY)
es creciente y esta contenida en F.

DEFINICION 15 (TIEMPO DE PARO RESPECTO A {Fy,}nen). Una variable aleatoria 7 : Q@ — R con valores en
Z* es llamada un tiempo de paro respecto a F,,cn st para cada n € N se tiene

{r=n}={weQ: 7(w) =n}eF,.
Definamos las siguientes variables aleatorias:

o =inf{n>1: S, >0}
T =inf{n>1: S, >0}
7, =inf{n>1: S, <0}

77 =mf{n>1: 5, <0} (5.13)
Tenemos el siguiente

LEMA 10. Considere los tiempos aleatorios de la expresion 5.13. Estos satisfacen las siguientes propiedades:

(I) SiPlry < oo] <1 entonces P|limsup S, = oo} =1.

L n—oo

(I1) Si P[ry < oo] =1 entonces P|limsup S, = +oo} =1.

L n—oo

(IIT) SiPlry < oo] < 1 entonces P|liminf S,, = +oo] =1.

n— 00

(IV) SiPlry < o] =1 entonces P|liminf S, = —oo] =1.

n—oo

Demostracion. Unicamente se prueban los incisos (I) y (II), ya que los restantes incisos pueden obtenerse de
forma analoga.

(I) Suponga que P[r;" < oo] < 1. Entonces 1 — P[r;” = oo] = P[ry" < oo] < 1, es decir, P[r;" = oo] > 0.

Se afirma que P[sup{S, : n > 1} < 4+00] > 0. Procedamos por contradiccién. Suponga que
Plsup{S, : n>1} = +o0] = 1.
Entonces sup S,, = oo (P)-c.s Dado w € Q tal que sup S, (w) = 00 y 7 (w) = oo, se tiene que para todo

neN neN
n € N S, (w) < 0y también para todo R > 0 existe N € N tal que 0 > Sy > R, que es contradictorio.
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Por lo tanto Pjsup S,, : n > 1 < 4o00] > 0.

Ya que limsup S,, < sup S, en 2, se concluye que P [h’m sup S, < oo} > 0. De aqui que P {h’m sup S, =

n—oo neN n—00 n—roo

oo| # 1. Por el inciso (I) del Lema 9 debe tenerse que IP’{ lim S, = —oo} = 1. En particular, existe
n—oo

lim S, (P)-c.s y se concluye que P {h’m sup S, = —oo} =1.

n—oo n—oo

Suponga que ]P)[TS_ < oo] = 1. Entonces ]P’[Eln >1:5,> O] = 1. Se afirma que P{lim sup S, > O] =1.

n—oo

Procedamos por contradiccion. Suponga que P[lim sup S, > 0} # 1. Observe que {h’m sup S, > 0} es

n—oo n—oo
permutable, asi que por el Teorema 30 ocurre que

P[limsup Sn > 0} =0,

n—oo

es decir P{lim sup S, < O} = 1. Entonces existe Ko € N tal que IF’[ sup S, < O} = 1. Por la inde-

n—o0 n>Kop
pendencia e idéntica distribuciéon de (X,).en la sucesion es estacionaria y se verifica inmediatamente
que

0 < P[Sk, > 0] = ]P’{Z Xt ko, Sk >0, sup S, < o] = IP’{SWFKU >0, sup Sy, < 0],

i=1 n>Kpo n>Ky

que es una contradiccion. Luego, P[lim sup S, > O} = 1. Entonces, del Lema 9 inciso (I), debe ocurrir
n—oo

que P{lfm sup S, = oo] =1.

n— o0
X
PROPOSICION 13. Se tienen las identidades
1
Elrt] = —— ,
P[To = oc]
1
Er]l=———.
= =

(1D)

Demostracion. Se prueba el inciso (I), ya que la demostracion del inciso (II) es analoga.

(1)

Sea Sy =0y para cadan € Ny 1 <k <n definamos el conjunto

En(k) =4Sk <0,5, < S1,...,5 < Sk—1, 5% < Sk+1,...,5k < Sp}
:{X1+"'+XkS07X2+"'+ngoa"'anS050<Xk+17"'70<Xk+1+"'+XTL}7

y también
E,(0)={5;>0,...,5, >0}

Se enuncian algunas propiedades de estos conjuntos.

Afirmaciéon 1. Para todon € Ny 1 < k < n se satisfacen

(a) Q= L—rllj E, (k). En particular, 1 = zn:}P’[En(k)]
k= k=

(b) P[Sk SOO,S]C < S, 8, < Sp_1] = ]?D[T+ > k.

(c) P[Sk < Sk+1y---,5k < Sp] = P[TO_ >n —kl.

(d) PIE, (k)] =Pt > k|P[rg >n — k]

(e) Plry < o] D P[rt >m]=1.

m=0
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Demostracion de la Afirmacion 1. Fije n € N.

(a) Observe que
E,(0)={S;>0,...,5, >0},

En(l):{Sl SO,Sl SS():O,Sl <SQ,...,51 <Sn},

En(z) - {SQ S 0752 S 51752 < S37' "352 < Sn}v

y en general ocurre que

En(n) = {Sn <0,5,<51,...,5 < Sn—l}-

De aqui se observa que para todo k,l € {0,...,n} con k # I, por ejemplo con k < [, los elementos
de E, (k) satisfacen S < Sj, mientras que para los elementos de F,(l) se tiene que S; < Si. Esto
significa que E, (k) N E,(l) = (. Ademaés, por inspeccion se verifica que

= |J {8 <SIu{Sk<Si}=H Enk).
k,le{o0,...,n} k=0

(b) Con la definicién de 71 en la expresion (5.13) se tiene que, por independencia e idéntica distribucion
de (X’I‘)TEN:

PSSk < 0,8, < S1,...,8k < Sk—1] =P[Sk 0,5, < S1,...,8k < Sp—1]

[
=PX; 4+ -+ X, <0, Xo+ -+ X, <0,..., X <0
ZP[X1+"'+Xk§07X1—|—"'+Xk,1SO,...,X1§O]
=P[S, <0,8,.1 <0,...,8 <0] =P[rt > k]

(c) Es analogo al inciso (b).

(d) Por los incisos (b) y (c), asi como por independencia e idéntica distribucion de (X,.),.en ocurre

PIE, (k)] = P[X1 4+ Xp <0, Xo 4+ Xp 0,000y X5 0,0 < Xos1senrs0< Xt + -+ X0]
P[Xl—i-----i-XkSO,X2+~~~+X;€SO,...,X},CS0]P[O<Xk+1,...,0<Xk+1+"'+Xn]
P

[7t > KP[ry > n — k.

(e) Note que por los incisos (a) y (d) se obtiene que
1= Plr* > kP[r; >n— k] (5.14)
k=0

Distinguimos entre dos casos posibles para E[rT].

Caso 1. E[71] = cc.
Note que (P[7,” > n])nen es una sucesion decreciente y acotada inferiormente por P[r,” = oo].
Entonces, por la ecuacion (5.14), para cada n € N se tiene que

Plry = o] Zn:]P’[T+ > k] < zn:]P’[TJr > EP[ry >n—k]=1.
k=0 k=0

De esta ultima expresion se tiene que
Plrg = colE[r"] = Plrg = oc] lim S Pt > K <1 (5.15)
k=0

Y como E[r"] = oo, debe ocurrir que P[r;” = o] = 0. Por ello, E[r7] = ————.
Plry = o]

1= | +
Caso 2. E[r*] = HILH;O;P[T > k] < 0.

En este caso se tiene la siguiente
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Afirmacién. Se satisface que:
L Py = 0] > 0.
11. Para todo € > 0 existe V € N tal que para todo n € N con n > N se tiene que

1< (1+€P[r, =c0E[rt] +e.

Demostracion de la Afirmacion. Emplearemos el hecho de que lim ZP[T+ > k] < o0
n—oo
k=0
1. Procedamos por contradiccién. Suponga que la afirmacién es falsa. Por el Teorema de Con-
tinuidad de la probabilidad se tiene que 0 = P[r; = oo] = lim P[r, > n]. Entonces para
n—oo

€= > 0 existe N € N tal que

B[] 12

Py > n] <e, Z Plrt > k] <e
k=N+1

De esta ultima expresion, en conjunto con la ecuacion (5.15), se tiene que

2N

1= "Pr" > kP[r; >2N — k|

k=0

N 2N
= Plrt > kPlry > 2N -k + > Plr" > kP[ry > 2N — k]

k=0 k=N+1
N 2N oo
< eZIP’T > k] + Z Pir > k] < eE[rT] + Z Prt >kl <eE[rT]+1) <1
=0 k=N+1 k=N+1

que es una contradiccion. Por lo tanto P[7,” = oo] > 0.

1. Fije € > 0 arbitrario. Al igual que antes, se tiene que P[r; = oo] = lim P[r;” > n]. Por el
n—oo

inciso anterior, se tiene que P[r; = oo] > 0, asi que para € > 0 existe N € N tal que para
todo natural n > N ocurre que

(o)
Plry > n] < (14 €)P[ry = o0, Z Plrt > k] <e
k=n-+1
Asi que para cada n € N con n > N ocurre
2n
1= ZIF’[T+ > E|P[ry > 2n — k]
k=0
n 2n
= Plrt > kPlry >2n—kl+ Y Plr" > kPlry > 2n — k]
k=0 k=n-+1
n 2n
<(1+eP ZPT > k] + ZP[7+>k]
k=0 k=n+1
o0
< (1+€)P[r, = 0]E[rT] + Z Plrt > k] < (1 + €)Plry = oo]E[rT] +e.
k=n-+1

Esto demuestra la Afirmacion.
En el segundo inciso de la Afirmacién, haciendo ¢ — 0 se concluye que

1 <P[r, = oo]E[rT]. (5.16)

Combinando las expresiones (5.15) y (5.16) se sigue que 1 = P[r,” = o] E[7].

Asi se tiene la conclusién en todos los casos.

De esta forma se obtiene la Afirmacion 1.

(IT) Es similar.
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X

LEMA 11 (WALD). Considere T un tiempo de paro respecto a {Fn}nen. Suponga que E[|X1]] < oo y que
E[|7]] < o0o. Se define (P)-c.s la funcion F,B(R)—medible S : Q@ — R para cada w € Q

Sr(w) =87, (w).
Entonces
E[S;] = E[X1]E[7]. (5.17)

Demostracion. Inmediata. X

PROPOSICION 14. Suponga que E[X1] = 0. Entonces

P|limsup S, = oo, liminf$§, = —occ| =1.
n—00 n—oo

Demostracion. Tenemos la siguiente
Afirmacion. Se satisfacen las identidades E[71] = co y E[77]| = oo.

Demostracion de la Afirmacion. Probaremos inicamente la primera identidad, la segunda se obtiene de la mis-
ma forma. Procedamos por contradiccion. Suponga que E[77] < co. Considere Xf y X la parte positiva y la
parte negativa de X; respectivamente. Observe que para cada r € N ocurre que:
{7‘+ :T‘} = {SO S O,...,ST_l S O,Sr > O}
Por lo que 77 es un tiempo de paro respecto a {F, }nen. Entonces, por el Lema 11 se sigue que
E[S,+] = E[X1]E[7T].

Por otro lado
E[X{] = /Q(OX{Xlgo} + Xix(x,>0y)dP > /951X{T+:1} > 0.

También, por el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

E[S:+] = Z/ SaX{r+=nydP > / SiX{r+=1} = E[X{] > 0.
n=1 Q Q
Combinando las ecuaciones anteriores se obtiene que

0 < E[X]] < E[S,+] = E[X1]E[+] = 0.

Entonces E[X; ] = 0. De igual forma puede obtenerse que E[X; ] = 0. Por lo tanto E|X;| = 0. Luego X; = 0
(P)-c.s, lo cuél contradice las hipétesis de que P[X; > 0], P[X; < 0] > 0. Por lo tanto, E[71] = .

De la Afirmacioén, y de la Proposiciéon 13 se tiene que

71 =E[rt]=00= 7'_:71 .
Pl = 0 1= =BT = g

Por lo tanto, P[r; = o] = 0 = P[r;" = oc], es decir P[r;” < 0o] = 1 = P[ryf < o0]. De acuerdo con los incisos

(IT) y (IV) en el Lema 10 se concluye que

n—oo n—oo

P|limsup S, +oo} =1 ]P’{h’minfSnoo .

Esto demuestra la Proposicion. X
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5.3. Recurrencia para RWRE

Se introduce la notacion general para una caminata aleatoria en ambientes aleatorios (RWRE).

Fije w = (w)rez v © € Z. El Teorema de Consistencia de Kolmogorov garantiza la existencia de una
medida de probabilidad P? en (RY, B(R)®N) y una cadena de Markov (S%),en,, tal que para cada i,j € Z las
probabilidades de transicién estdn determinadas por

w; si j=1i+1
Pﬁ[SnJrl:j'Sn:i]: 1—w si j=i-1
0 en otro caso
y también P?[Sy = z] = 1. De hecho, las variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

que se utilizan para construir a la caminata aleatoria (S%),cn, no dependen de w. Entonces, por simplicidad
en la notacion, se escribird (S, )nen, en vez de (S¢),en, para cada w € [0, 1]®Z. Realmente por la construccién
de las variables aleatorias en cuestién y el hecho de que toman valores en Z con probabilidad no nula, en vez de
(RN B(R)®N) bastara considerar tinicamente (ZY, B(Z)®Y), donde B(Z) es la o—algebra de Borel en Z. Observe
que, bajo estas condiciones, {5, }nen, s una cadena de nacimiento y muerte bajo P, asi que los resultados de
la primera seccién de este capitulo son validos para este proceso. A w se le llama el ambiente de la caminata
aleatoria con probabilidades de transicién determinadas por la medida de probabilidad P¥.

Denotaremos por P, a P.
Para cada x € Z consideremos W, : [0,1]%Z — [0,1] definida como la z—ésima proyeccion de [0,1]%% en
[0,1]. Considere Q : B([0,1])®? — R una medida producto en ([0,1]%% B([0,1])®%) tal que {W,},cz sea una

sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Para cada ¢ : [0,1]%% — [0,1] funcién (B([0,1])®%, B([0, 1]))—medible e integrable, denotamos por

Bl = [ o))

OBSERVACION 24. Fije B € B([0,1])®Z y x € Z. Entonces la funcién definida en [0,1]%Z, determinada por
w +— P2[B] es una funciéon (B([0,1])®Z, ([ , ])) —medible. Esto tultimo se obtiene directamente del Lema de
Clases Monotonas.

Denote por (Q,F) = ([0,1]®%,B([0,1])®%), G = B(Z)*N y FxG={Ax B: A€ F, B € G}. Se verifica
facilmente que F * G es una semidlgebra de subconjuntos de Q x ZN tal que o(F * G) es igual a F ® G, la
o—algebra producto.

Fije x € Z. Es claro que la funcion (que esta bien definida gracias a la Observacion 24) Iﬁ’g : FxG — R dada
para cada A € Fy B € G por

Fylax 5] = [ PrlBldoe).

A

satisface las propiedades de una medida de probabilidad.

Para cada C € F® G y w € Q definamos C(w) = {b € ZV: (w,b) € C} €G.

Con esta notacion, se tiene que, por el Teorema 0.2 de [Wal00], ]f’% puede extenderse a una tnica medida de
probabilidad P§ : F ® G :— R en (2 x 7N, F ® G) tal que P§|7+«¢ = P§ y para todo C' € F ® G se tiene que

B51C] = | PrlC(w)dae).
Para cada ¢ € LT(Q x ZN, F @ G, P§) se escribe

Eq[] = /szxZN pdPy.
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Por simplicidad escribamos Pq = IP’8 y también Ep, = Epg, donde Ep, denota a la integral con respecto a la
medida Pg.

En lo restante, se supondra que para cada € Z ocurre que 0 < W, < 1 (Q)-c.s. Definimos las variables
aleatorias P, : Q — [0, 1] como

Por independencia e idéntica distribucion de {W,}.cz en (92, F,Q), se tiene la independencia e idéntica
distribucion de {P,},cz. Es posible extender el dominio de P, a 2 x Z" con la misma regla de correspondencia,
la cual resulta ser una funcion (F @ G, B([0, 1])) —medible.

OBSERVACION 25. Considere ¢ : © — [0, 1] una funcion (F, B([0, 1]))—medible. Definamos ¢ : © x ZN — [0, 1]
dada para (w,t) € Q x ZN por

P(w,t) = p(w).
Note que <;~5 es una funcion (F ® G, B([0,1]))—medible, ya que para todo C' € B([0, 1]) se tiene que:

o HC)=¢(O)xZN e F®G.

Abusando de la notacién, se escribird ¢ en lugar de %

Se afirma que ¢ € LX(Q, F,Q) si y solo si ¢ € LX(Q x ZN, F ® G, Py). En tal caso ocurre

Bale) = [ ()daw) = [ ol t1dPa(w,t) = Er,[ol. (5.18)
Q QxZN
En particular, estas afirmaciones son aplicables a la sucesion {Py},cz.

Demostracion de la Observacion. La medibilidad de ¢ en el dominio extendido, se tiene por la igualdad de
conjuntos previa. Resta verificar la igualdad entre ambas integrales en la ecuaciéon (5.18). Para ello, se utiliza
aproximacién por funciones F ® G—simples. Considere los siguientes casos:

Caso 1. ¢ = x4, donde A € F. Observe que de las definiciones de Pq se tiene que

| ottty = [ aan(. Bl t) = Bl Az = [

A

P [ZNda(w) = Q[4] = / H(w)da(w).

Caso 2. ¢ es una funcién F ® G—simple. Se tiene del Caso 1 y la linealidad de la integral.

Caso 3. ¢ es una funcion (F ® G, B([0,1]))—medible no negativa. Se tiene inmediatamente del Caso 2 y el
Teorema de Convergencia Mondtona.

Caso General. Es claro del Caso 3 para ¢t y ¢~, la parte positiva y negativa de ¢, respectivamente.

X

Al igual que antes, es posible extender el dominio de {S, }nen, a 2 x ZY, cuyas probabilidades de transicién
estan definidas para cada w € (). La informacién de la caminata aleatoria para w € 2 fijo, puede ayudar a
estudiar al proceso ahora variando w € 2. Esto motiva la siguiente:

DEFINICION 16 (CAMINATA ALEATORIA EN AMBIENTES ALEATORIOS (RWRE)). Sea x € Z. Al proceso
estocdstico construido { S, }nen, en el espacio (Q x ZN, F ® G,IP§) se le conoce como una caminata aleatoria
en ambientes aleatorios (RWRE).

OBSERVACION 26. Fije z € Z. En general, el proceso estocastico construido en (2 x ZN, F® G, IP§) no resulta ser

una cadena de Markov. Sin embargo, por construccion, para cada w € €, {S,, }nen, si es una caminata aleatoria
con dominio (ZY, G, P%).

Tenemos una definicién adicional. Tiene que ver con una propiedad que serd de bastante utilidad para los
subsecuentes resultados.

DEFINICION 17. Sean 6 > 0. En (2, F) diremos que Q tiene la propiedad de 6 — elipticidad uniforme si para
todo y € Z ocurre

Qmin{w,, 1 —Ww,} >d] = 1. (5.19)
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Por simplicidad en la notacién y algunos céalculos, en la mayor parte de los resultados subsecuentes, se
utilizard tnicamente z = 0. Para el resto del capitulo, se supone que existe § > 0 tal que Q satisface la condicion
de d—elipticidad uniforme.

Fije « € Z. La idea del siguiente Teorema es mostrar que para analizar alguna propiedad de {S,},en, bajo
IP§, bastara que dicha propiedad se satisfaga (Pf,)-c.s para todo w € € excepto quizé para un conjunto de medida
Q—cero.

TEOREMA 31. Sean x € Z y B € F. Supongamos que P%[B] =1 (Q)—c.s. Entonces P7[Q x B] = 1.
Demostracion. Inmediata de las definiciones de Pf. X

Como consecuencia del Teorema 31, para cada ¢ : ZY — Z funcién (G, B(Z))—medible con ¢ = ¢({Sn }nen,)
y C € B(Z), si estos satisfacen PZ[p({Sy }nen,) € C] =1 (Q)-c.s, entonces Pg[o({Sn}nen,) € C] = 1.

TEOREMA 32 (RECURRENCIA O TRANSITORIEDAD DE RWRE). Bajo toda la notacion se tiene que log(Py) €
LE(QxZN, F®G,Py). Ademds

(I) SiEp,[log(Po)] < 0, entonces lim S, = 400 (Pg)—c.s.

n—0o0

(IT) Si Ep,[log(Po)] > 0, entonces lim S, = —oo (Pg)—c.s.

n—oo

(III) Si Ep,[log(Po)] =0, entonces limsup S, = 400 y liminf S,, = —co (Pg)—c.s.
n— oo

n— oo

Demostracion. En primer lugar, la integrabilidad de log[FPy] se debe a la condicion de d—elipticidad uniforme:

1-w, 1-9
—— <Py = < — — C.S.
1-6=°""w, = 3 @ -cs
es decir, log[Py] es una funcién acotada (Q)-c.s. Por la Observacion 25, esta propiedad también se satisface
(Pp)-casi seguramente.

Se probaré que las propiedades se satisfacen (PY)-casi seguramente, para (Q)-casi seguramente todo w € .

Para cada k € Z definamos las variables aleatorias Vi, : Q x ZN — R como

k—1
log(P;) si k>1
Vk = 0" si k=0
—1
—log(P;) si k<-—1
i=k

Note que, por independencia e idéntica distribucion de {P, }.cz bajo Q, se tiene que {log(P;)}.cz también lo
es. De hecho, el argumento de integrabilidad de log[P] bajo Q permite asegurar que {log(P,)}.cz C LX(Q, F, Q).
Por la ecuacion (5.18), para todo k € Z\{0} se satisface:

') v
B, [ %] = B[ ] = Eallos(pa)] = Er, log(p0)]
Entonces, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, se tiene que
.y .V,
n11_>1r010 . Ep, [log(Po)], nggloo = Ep, [log(Po)] Q) —c.s. (5.20)
Por la Observacion 25, esta propiedad también se cumple (Pg)-casi seguramente.

(I) Suponga que a = Ep,[log(Py)] < 0. Por la ecuacién (5.20) se tiene que existe un natural N tal que para
todo n > N ocurre que

3?0471<Vn<%n<0 Q) —c.s,

y también
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«o 3o
0<—§n<V,n<—?n Q) —cs.

Como exp(j) <1lyexp (—;) > 1, entonces

gfexp(v”) <3 eo(3)] <> @-cs

=
y
nfm exp(V,) = gexp(v_n) > i eo(-2)] = @-es

Fije w € Q que satisfaga ambas condiciones.

Por el inciso (III) en la Proposicion 11 y lo anterior, se tiene que para cada natural k

k -1
> exp(V(n)(w))

0

Y ep(V(n)w)

n=—oo

POIT, <oo] = |1+

Considere 75 definida en las ecuaciones (5.13). Note que, como P%[Sy = 0], para cada natural k > 0 se
tiene que {Ty < co} C {75 < oo}.
Asi que 1 = PO [T}, < oo] < P[rf < o] < 1. Luego 1 = PY[r;" < oo]. Entonces, por el Lema 10, esto

implica que P?, [h’m sup S, = —i—oo} =1.

n—oo

De la misma forma, se puede probar que para todo entero m < 0 se tiene que P% [T}, < oo] < 1y con

ello PY [r,” < o] < 1. Por el Lema 10 se obtiene que P?, [h’m inf S, = +OO:| =1.
n—oo

Entonces P? {h’m sup S, = +oo, liminf S, = +oo] =1 (Q)-c.s. Por el Teorema 31 se concluye que
n—00 n—00

Pq{lim Sp = +oo] =1

n— oo

Es similar a la prueba del inciso (I).

Suponga que Ep,[log(Pg)] = 0. Por la Observacién 25 se tiene que Eq[log(Pg)] = 0. En este ca-
50, {log(P;)}sez es una sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas en (€, F,Q) con
Eq[log(Pg)] = 0. Por la Proposicién 14 se tiene que

Q [h’msupvn =00, liminfV, = —oco| =1.
n—oo n—oo

Entonces

Z exp(V,) = oo = Z exp(—V,) (Q) —c.s.
n=1 n=1

Por la idéntica distribucion de {Wj}recz bajo Q, se tiene que {P,},>0 ¥ {P—n}n>0 son idénticamente
distribuidas bajo Q. Luego
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Q [limsup V_, =00, liminfVv_, = —oo} =0Qq {h’msupvn =00, liminfV, = —oco| =1.
n—00 n—o0 n—00 n—00

Asi que

-1

Z exp(Vy,) = Zexp(v_n) =00 Q) —cs.
n=1

n=—oo
Fije w € Q que satisfaga las condiciones previas. Razonando como en el inciso (I), se obtiene que

1 =PY [ < oo] y por el Lema 10 se tiene que P?, [h’m sup S, = +oo} =1

n—oQ

Asi mismo, por el inciso (III) de la Proposicion 11 se tiene que para todo entero k < 0

0 -1
Y exp(V(n)(w))
PO [T} < oo] = | 14+ 2222 =1

> exp(V(n)(w))

n=1
Utilizando la ecuacion (5.13) también se tiene que {7}, < oo} C {7, < oo} y conello que 1 =PV [r; < ).
Por el Lema 10 se obtiene que P?, [h’m inf S,, = —oo] =1.

n—oo
Entonces PO |lfm sup S,, = +oo, liminf S,, = —oo] =1 (Q)-c.s. Por el Teorema 31 se concluye que
n— 00 n—00

Pq {h’msup Sp = 400, liminf S,, = —oo} =1.
n—oo

n—oo

5.4. Ley Fuerte de los Grandes Niimeros para RWRE
En esta seccién se enuncia y se prueba la Ley Fuerte de los grandes ntimeros para RWRE.
En primer lugar, se introduce la notacién necesaria para esta seccion.
Considere 6 : Q — Q la unica funcion (F, F)—medible tal que para todo r € Z se tiene que
W.00 =W,

A 0 se le conoce como el corrimiento bilateral en (2, F). De forma similar a la Proposicion 6 del Capitulo
2, se tiene que, por la independencia e idéntica distribucion de {W,},ez bajo Q, 6 es una transformacion
Q—preservadora de medida.

Observe que para todo z € Z se tiene que P, 0 =P, 1, P, 00 1 =P,_;.

Recordando al proceso {S, }nen, construido en (£ x ZN, F®G) y con espacio de estados Z, para cada n € Ny
se define a la funcién S, : Q x ZN — Q como sigue:

Sp(w,t) = 65® (W) V(w,t) € Q x ZN.
Se verifica de inmediato que S,, es una funcién (F ® G, F)—medible.
Asi mismo, para cada w € Q) se define ?f: 1 ZN — Q como

SI(t) = Sp(w,t) = 0O (w)  vtez

que es una funciéon (G, F)—medible.
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Para cada n € N consideraremos las siguientes o—algebras de subconjuntos de Q x ZN contenidas en F x G:

Fn=0(S0,--.,5n) ::U({gi—l(A): AeF, i=0,...,n}),

gTL = U(?n),
y para cada w €  las siguientes son o—algebras de subconjuntos de Z" contenidas en G:

w w

Fulw) =0(8%,...,5) = o({SY (A): A€F, i=0,....n}),

W

Gn(w) =a(S5,),
Hp(w) =0(Sy,...,52),

TIn(w) = (S57).

Observe que {F, }nen, es una filtracion en (Q x ZN, F ® G,Py) y para cada w € Q se tiene que {F,, (w) }nen,
es una filtracion en (ZN, G, PY). También, por construccion, {S% }en, €s un {H,(w)}nen, —proceso de Markov.

Para toda funciéon f € L&(Q, F) acotada, definamos la funciéon T'f : Q — R como
Tf =Wo(fo0)+(1—Wo)(fobo™") (5.21)

donde #~! denota a la funcion inversa de 6 en €. Resulta que Tf es una funcién (F,B(R))—medible y
acotada, mas atn, Tf € L&(Q, F,Q).

Para w € Q se escribira Eq ,, para denotar a la integral respecto a la medida de probabilidad P en (ZV,G).

Previo a los resultados de esta seccion, se presentan dos definiciones que seran de vital importancia méas
adelante.

DEFINICION 18 (PROCESO DE MARKOV). Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y {Fy,}nen una filtracion
respecto a F. Sea {X,}nen una sucesion de funciones (F, B(R))—medibles tales que para todo n € N se tiene
que X,, es una funcion (F,, B(R))—medible. Entonces (X, )nen es un {F,}tnen — proceso de Markov si para
toda funcion f € LE (Q, F,P) acotada y n € N ocurre que

Ep[f (Xnt1)[Fn] = Ep[f (Xnt1)lo(Xn)],

donde o(X,,) denota a la o—dlgebra generada por la funcion X,,.

DEFINICION 19 (MARTINGALAS). Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y {F,}nen una filtracion respecto
a F. Sean {X, }nen una sucesion de funciones F,B(R)—medibles. Diremos que {X,}nen es una {F,}nen —
martingala si para todo n € N se satisfacen:

L. X, es una funcion (F,, B(R))—medible.
n. X, € LY (Q, F,P).

. Ep[X,11]Fn] = Xn (P)—c.s.

LEMA 12. Fije w € Q yn € N. Entonces

(A) Para toda funcion f € LE(Q, F) acotada ocurre

Eou[f(Sni1)|Tn(w)] = Tf(S,) (P3) — c.s. (5.22)
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(B) Para cualesquiera fo, f1,.. ., fn, far1 € LG(Q, F) acotadas se tiene que
Eo.w[fo(So) - fa(Sn) fat1(Snz1)] = Eowlfo(S) - fu(S)T fas1(S,)] (5.23)

(¢c) Para toda funcion f € L§(Q,F) acotada tenemos
Eoulf (Sps)IFa(@)] = TF(S,) = Eowlf (Sni1)Gn(w)] (PY) — c.s. (5.24)
Demostracion. Sean n € Ny w = (wy)zez € Q arbitrarios. Defina la funcion « : Q x Z —  como
alw,r) =0"(w) V(w,r) € QX Z,
que es una funcion (F @ B(Z), F)—medible.
Para w € Q2 considere o : Z — 2 dada como
a’(r) = a(w,r) =0"(w) Vr € Z,

que es una funcion (B(Z), F)—medible.

(A) Sea f € L§(Q,F) acotada. Considere la funcién ¢ : Z — R dada como

U(r) = Eoulf(Si)lSy =7]  Vre
Observe que para cada r € Z se tiene que

W(r) = Bou[(f 0 a®)(Siy1)ISy = 1] =Y (f 0 o) (t)PL[Si 1 = t]S}) = 7]

teEZ
=wr(foa”)(r+1)+ (1 —w)(foa”)(r—1) = (Wo(67)f(0" (w)) + (1 —Wo(6")f (0"~ (w))
=Tf(0"(w))-

Por la definicion de esperanza condicional ocurre que

Eowlf (Snin)|Ta(w)] = 0(85) = TF(6° () = Tf(5,) (Pg) — c.s.

B) Sean fo, fi,---, fn, fos1 € LE(Q,F) acotadas. Observe que para cada i € {0,...,n} se tiene que
i 0
Fi(57) = (fi 0 a®)(5%), que son funciones (H,, (w), B(R))—medibles.

Como (S¥)nen, €s un {H,(w)}nen, —proceso de Markov, por las propiedades de esperanza condicional y
el inciso (a), se tiene que

Eo.w[fo(S) + Fa(Sn) fat1(Sni1)] = Eow[Bowlfo(S0) -+ fu(Si) fat1 (Spsr) ()]
= Bo.u[fo(Sy) -+ Fa(Si)Eowlfat1(Ss)Ha ()]
= Eoulfo(S5) - fn(Sn)Eowfrt1 (Sr1)| T ()]
= Bow[fo(So) -+ Fa(S)T far1(S)].

(¢) Probaremos tnicamente la primera identidad, ya que la segunda se obtiene de forma similar. Fije f €
LE(Q, F) acotada. Para probar la identidad requerida, se utiliza la definiciéon de esperanza condicional.

En primer lugar, observe que T'f(S,,) es una funcion (F, (w), B(R))—medible, pues
Tf(Sn) =Wo(f 00 0a”)(S7) + (1= Wo)(f 007" 0 a®)(S}).
Resta probar que para todo B € F,(w) se tiene que
EowXBTf(5,)] = Eowlxaf(Spi)]-
Para ello, sea B € F,(w) arbitrario fijo. Por la definicién de F,,(w), puede suponerse sin pérdida de
generalidad que B = ﬁ Ffil(Bi), donde B; € F, ¢ =0,...,n, ya que el resultado general se obtiene a

i=0
partir del Lema de Clases Mondétonas aplicado a la clase monétona
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{B€F: EoulxsTf(S;)] =Eoulxsf(Sni)l}

que contiene a Fp(w).

Note que para cada i = 0,...,n se tiene que xp, € L&(Q, F) y que x5, ogf = Xgo=1 g " Del inciso (b) se

(B:)
obtiene que

Tf(5,)] = Bowlxs,(S) - x5, (S)TF(5,,)]

—W w w

= Eo.u[x5,(Sy) X8, (S;) f (S i1)] = BowlxBf(Shi1)]

EO;W[XBTf(g(;:)] = Eo,w[ngfl(Bo) e ngfl(B”)

n

De la definicién de esperanza condicional se concluye que

Eou[f(Sni1)|Fa(w)] = TF(S,) (P3) —cs.

TEOREMA 33. Los siguientes enunciados son verdaderos:
(I) Para cada w € Q: {S; }nen, €5 un {Fn(w)}nen, —proceso de Markov.
(I1) {Sn}nen, €s un {F,}nen, —proceso de Markov.
Demostracion.
(I) Con la definicion de {F, },en, —proceso de Markov y el inciso (c) del Lema 12 se obtiene la conclusion.

(IT) Probaremos la siguiente

Afirmacién. Sea n € Ng.

1. Para cualesquiera fo, f1,..., fn, far1 € L5(Q, F) acotadas:

Ep[fo(S0) -+ fn(Sn) fat1(Sni1)] = Epy[fo(So) - -+ fu(Sn)T fri1(Sn)] (5.25)

1. Para toda funcién f € L (Q, F) acotada:

Epo[f (Sn+1)|Fn] = Tf(Sn) = Ere[f(Sn+1)Gn] (Pg) — c.s. (5.26)
Demostracion de la Afirmacion. Fije n € Ny.

1. Sean fo, f1,. .-, fn, fur1 € L&(Q, F) acotadas. Por la ecuacién (5.23) del Lema 12 se tiene que

E]P’q [fo(go) to fn(gn)fnJrl(gnJrl)] = /

Q

([ 550 30 s (53 (0)aB(0 ) )
- /Q Bowlfo(S2) - fa(52) fasr (532 1)]dA(w)
_ /Q Bowlfo(S5) + fulS)T frs1(5)]dA(w)

-/ ( oS 0) - Fu (ST i (S (t))dﬂba(t))do(w)
Q 7N
= E]Pq [fO(SO) U fn(gn)Tfn-ﬁ—l(gn)}

11. Se procede de forma similar a la prueba del inciso (c) del Lema 12. Asi se obtiene la Afirmacion.

Por el inciso (IT) de la Afirmacion y la definicion de un {F, }nen, —proceso de Markov se tiene el resultado.

X
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Denotemos por 2 = QNO,f = F®No a] espacio producto (2, F)®Ne, Para cada n € Ny denote por W,, : Q — Q
a la n—ésima proyeccion de 2 en 2. Como en el Capitulo 2, si

SQ:{ﬂwil(Ai): A, eF,i=0,...,n, nENO}
=0

entonces S? es una semiélgebra de subconjuntos de € tal que o(S?) = F.

Consideremos 6 : Q — Q la tinica funcién (F, F)—medible tal que para todo r € Ny

=

robt = W7--5-1
Definamos ® : Q x ZN — Q) para cada (w,t) € Q x ZN con

O(w,t) = (Sm(w; t))men
que es una funcién (F ® G, F)—medible.

Note que para cada r € Ny se tiene que W, o ® = S,.

Sea v : F — R una medida de probabilidad absolutamente continua respecto a Q (lo cual se denotara por
Q< v).Sea P, : F®G — R definida para cada A € F ® G por

B4 = [ Bo[A%)dn(w)
Q
donde para w € (2 se tiene que A¥ = {t € ZV : (w,t) € A}.

Diremos que v es una medida T—invariante en (2, F) si para toda funcién f € L& (2, F) acotada se satisface

que
/QdeV:/Qde.

LEMA 13. Sea v una medida de probabilidad en (0, F) con Q < v y T—invariante. Entonces se tienen las
siguientes afirmaciones:

(I) Para cada w € Q la funcion T, : F — R definida como
T.o(B) = Txp(w) = Wo(w)x5(0(w)) + (1 — Wo)(w)x5(0 ™" (w)) VBeF
es una medida de probabilidad en (Q, F).

ara caaa w € existe una medida de probabilidad en QO.F),P 17—> tal que para todo S 7COTL
(II) P d Q exi dida de probabilidad en (0, F), P, : F — R tal que para todo B € S%

n
B= ﬂW;l(Bi) yB,eF,i=0,...,n se tiene que
i=0

BB =B, [DO wf(&)} - xBo(w)( /| - ( /B dTw(W">> "'dT“(Wl)>

y 0 es una transformacion P, —preservadora de medida.

(I11) La funcién P, : F — R definida para cada A € F como
P,[A] = / P, [A]dv(w)
Q
es una medida de probabilidad en (Q, F) tal que P, =P, o ®~ 1.

(IV) v < Q.

Demostracion.
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(1)

Fije w € Q. Observe primero que
T.(0) = Txp(w) = 0.

T.(Q) = Txa(w) =1.

Por otro lado, para cualquier sucesion de conjuntos disjuntos (B, )men C F, definimos B = H—J B,y
m=1
obtenemos que

n(@z%):ﬂﬂn=MWMMﬂMH%wa®MﬂWV@>

w) Z xB,, (0(w)) + (1 — Wo(w Z xB,, (07" (w)

=Y [Wo(@)xB,, (0(w)) + (1 = Wo(w))xp,, (07 (@)] = Y Tu(Bn)-

m=1 m=1

Por lo tanto T, es una medida de probabilidad en (2, F).

Fije w € Q. Definamos P, : 82 - R como sigue: Para B € 82 con B = nW

1=0,...,n,

w

P, {ﬂ W;I(Bi)] = Eow[x5,(50) - x5, (S))].
1=0

Se verifica de inmediato que P, es una funcién finitamente aditiva, asi que por el Teorema 0.2 de [Wal00],
esta funcién se puede extender a una medida en (2, F) tal que

P[] = P, ()] = xa(w) = 1.

Afirmaciéon 1. Para todo n € Ny, By, ..., B, € F y w € Q se tiene que:

(a)
Eo.w[x8,(51) - X8, (Sns1)] = Bowlxs, (S7) -+ X8, (S3)Tx5,.(S,)]
=T(xB,T (x5, (- (TxB,) ) (W)
(b)
EowlXBo(So) - X8, (S3)] = X80 (@)T (x5, T (x5, (- - (TxB,) -+ +))) (w).

Demostracion de la Afirmacion 1. Este resultado se obtiene de forma exhaustiva por medio del Lema
12. Es claro que el inciso (b) es consecuencia inmediata de (a). Asi que sélo resta probar (a).

(a) Se estudian unicamente los casos n =0, 1, 2.

Caso n = 0. Por el inciso (b) del Lema 12 se tiene que
Eo.w (X5, (51)] = Eo,w[Tx5,(S)] = Tx5, ()
Caso n = 1. Por el inciso (b) del Lema 12 se tiene
Eo.0 (x5, (51)x5: (53)] = Eowlxn0(S1) x5, (51)] = Eo.w[(x5,Tx5,)(57)]
= Eo.u[T(x8,Tx5,)(50)] = T(x5,Tx5,) (W)

Caso n = 2. Por la ecuacion (5.25) se obtiene

Eo.w[XB, (51 )X5, (S3)x5,(55)] = Eow[x5,(S1 ) x5, (S3)Tx5,(S5)]
= Eow[xB,(S7) (x5, Tx5,)(S5)]
= Eow[x5,(S1)T (x5, Tx5,)(S})] =
[

= Eow[T(x8,T (x5, TX5,))(S0)] = T(x5,T (x5, TxB,)) ().

De forma similar se obtiene el resultado en los casos restantes.
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Se sigue la Afirmacion 1.

Note que el inciso (b) de la Afirmacién 1 coincide con el resultado buscado para la expresién de P, en
S

(ITI) Observe primero que, por la definicién, tenemos que para todo B € F la funcién w ~ P,[B] es
(F, B(R))—medible. Asi que PP, esta bien definida. Se verifica inmediatamente, mediante el Teorema de
Convergencia Monotona (en (€2, F,v)), que P, es una medida de probabilidad en (€2, F).

Probemos ahora que P, = P, o ®~!. Note que, de acuerdo a la definicion de F, serd suficiente probar
que P,|[ggs =P, 0 iy s@ Ya que el resultado general puede obtenerse con el Lema de Clases Mon6tonas.

Sea B € 8% con B = ﬂWi_l(Bi), donde B; € F,i=0,...,n. Entonces
i=0

- [y ] = 2]
/Po[ﬂ ] W)P,{ﬁsf(&)]puoqﬂ[m.

Por lo que P, =P, 0 &1,

DL
ssl
oy
[
QU
=
Il
S~
&=
=]
€
=<
os|
<)
n
o
os|
3
n
S €
=
=
£

Finalmente, verificamos que 6 es una transformacion P, —preservadora de medida. Para ello, recurrimos
al Teorema 1, y al hecho de que S es una semialgebra de subconjuntos de € tal que o(S*?) = F. De
; : a . ——1 —
acuerdo con dicho resultado, es suficiente comprobar que para todo B € S% se tiene que § [B] € F y
— —1 —
que P,[6 [B]] =P,[B].

n

Sea B € S% conB:nWi_l(Bi), donde B; € F,i=0,...,n. Note que 6 1 ﬂwzH ) € F, por
i=0

la definicién de F. Luego, como v es una medida T—invariante, por la Afirmacion 1, se tiene que

n

F0(B [(}mfl o] = [ NTAG] ) = [ xa)Boulin (7 xa, (5 vt

=/ﬂmﬁmﬂm@mﬂ~mwww=/Mﬂ&ﬁm@meMWMw

Q

= [ Bl )+ x, (Sl /Pﬂﬂs By dvfe) = [ﬁs )]

=P,0® '[B] =P,[B].

Por la eleccion arbitraria de B € s° y el Teorema 1, se concluye que 6 es una transformacion
P, —preservadora de medida.

d
(IV) Por hipétesis se tiene que Q < v. Sea f = d—g la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a Q.

Observe que f es una funcion (F, B(R))—medible no negativa.

Se afirma que Q[f~1({0})] = 0. Para probar esto, defina C = f~1({0}) = {w € Q: f(w) = 0}. Como v
es una medida T'—invariante, entonces

Oz/chdQ:V[C]:/Xch:/TXCdV:/fTXCdQ.
Q Q Q Q

Como fTxc > 0 (Q)-c.s, esto implica que fTxc = 0 (Q)-c.s. Entonces fxc-Txc = 0 (Q)-c.s, y desde
que f # 0 en C¢, esto significa que xg-T'xc = 0 (Q)-c.s, donde C° denota el complemento de C.
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Por otro lado, T'xc < 1, asi que
xc > xcTxe =Txe = Wo(xc o0) + (1 —Wo)(xc o0 >Wo(xc o0) Q) —cs.

Afirmamos que xc > xc¢ © 6 (Q)-c.s. Para demostrar esta desigualdad, procedemos por contradiccion.
Suponga que existe w € Q tal que xco(w) > Wo(xc 0 0)(w) y que 0 < xo(w) < (xc o 0)(w). Esto significa
que xc(w) = 0y (xc o 0)(w) = 1. Luego, 0 = xc(w) > Wo(xc o 0)(w) = Wo(w)(w) por las hipotesis
generales, que es una contradiccion. Por lo tanto, xo > x¢ o 6 (Q)-c.s.

Como 0 es una transformacion Q—preservadora de medida ocurre que
[ ve = (xe 00da =o.
Q

Por lo anterior, se obtiene que x¢ = xc 06 (Q)-c.s.Al repetir este proceso inductivamente, se obtiene que
para todon € Z
xXc = xc 00" = Xxg-n(c) (Q —cs.
Defina C = m 07" (C) € F. Note que xc = x& (Q)-c.s y que 0-1(C) = ﬂ g~ (D) = C.
neE”Z nez

Como 6 es una transformacion Q—ergodica, entonces #~1(C) = C, lo que significa que Q[C] € {0,1}.

Se afirma que Q[C] = 0. Procedamos por contradiccién. Suponga que Q[C] = 1. Entonces
QC?l = Q[C°] = 0. Como Q@ <« v y Q[C] = 0, se tiene que v[C¢] = 0 = v[C]. Luego,

1 =v[Q] = v[C] + v[C*] =0, que es una contradiccion. Por ello, Q[C] = 0 = Q[C].

1
Concluimos que 7 es una funcién bien definida (Q)-c.s y (F, B(R))—medible. Por las propiedades de la

a1 (dv\!
derivada de Radon-Nikodym, se concluye que v < Q y que, de hecho d—Q = ? = <d;> .
v

NOTACION 27. Para cada n € Ng escribimos F), = o(Wo,...,W,) € F, G, = o(W,) € F. Denote por E; a la
integral en (Q, F,P,).

Previo a enunciar el resultado que establece que € es una transformacion P, —ergddica en €, se enunciara el
siguiente teorema, cuya prueba se puede encontrar en el Teorema 3.3.7 de [Kni09].

DEFINICION 20. Sea (Q,F,P) wun espacio de probabilidad y {X,;}icr una sucesion de funciones
(F,B(R))—medibles, donde I es un conjunto de indices. Diremos que {X;}ic1 es una coleccidn de funciones
uniformemente integrables si {X;},c; C L} (Q, F,P) y

lim sup{/ |Xid]P’} =0.
emeier LX) e}

TEOREMA 34 (TEOREMA DE CONVERGENCIA DE DOOB PARA MARTINGALAS). Sean (2, F,IP) un espacio
de probabilidad, {F,}nen una fitracion en F y { X, }nen una {F, }nen—martingala. Se tiene que {X,}nen es
uniformemente integrable si y sélo si existe X € L5 (Q, F,P) tal que la sucesion {X,}nen converge a X en
LE(Q,F,P).

Demostracion. Se puede consultar en [Kni09]. X

NOTACION 28. De forma similar, para cada n € Ny escribimos F/, = o(Wo,...,W,) C F, G, = o(W,) C F.

Denote por E5 a la integral en (2, F,P,).
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Tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 15. 6 es una transformacion P, —ergddica.
Demostracion. Para demostrar la proposicion, de acuerdo con la Definicién, debe verificarse que para todo
A€ F con @71(14) = A se satisface P, [A] € {0,1}.
Observe que S? es una semidlgebra de subconjuntos de €2 tal que o(S?) = F y que
{AcF:0 "(A) = A=TP,[4] € {0,1}}

es una clase monétona que contiene a S, por lo que es suficiente verificar la definiciéon de ergodicidad para S*.

Sea A € 8% con A = ﬂ W, (A;), donde A; € F,i=0,....,my 5_1(14) = A. La prueba se obtiene de forma

i=0
exhaustiva para cada valor de n € Ny, por lo que, para simplificar los calculos, se supondra que m = 1. Defina
la funcién ¢ : Q — R dada para cada w € §2 por

P(w) = Py[A] = Eouxa0(S0)xa, (57)] = (xa0TxA,) (W),

que es una funcion (F, B(R))—medible.

Considere a la sucesién de funciones (F, B(R))—medibles dada por {¢(W,,) }nen, -

Afirmacion. {¢(W,)}nen, satisface las siguientes propiedades:
(a) Para cada n € Ny ocurre que ¢(W,,) = Ep, [xalF)] = Ep, [xalG,]-
(b) {¢(Wn)}nen, es una {F,, }nen, —martingala.
(c) nl;rrgo é(W,) = xa (P,)-c.s.
(d) Existe B € F tal que
. P,o Wal =.
1. xp = o¢. B
1. T'xg(Wo) = Eg, [x5(W1)|Fg] = x5(Wo) (P)-c.s.
v. Txg = x5 (v)-cs.
v. 6~Y(B) = B.
Demostracion de la Afirmacion.

(a) Probaremos solo la primera igualdad, dado que la segunda se obtiene de forma analoga. La prueba consiste
en verificar directamente la definicién de esperanza condicional. Fije n € Nj.

Es claro que ¢(W,) es una funcién F,, —medible. Resta verificar que para todo C € F), se tiene que

Es, [xcé(Wn)] = Es, [xcxal-

m
Sea C € F). Sin pérdida de generalidad, suponga que C' = ﬂ W, '(A;), donde A; € F,i=0,...,n.

i=0
Por el Lema 7 del Capitulo 3, adaptando la prueba de la ecuaciéon (5.25) a v y el inciso (III) del Lema 13
se tiene que

s, [xco@a)] = [ xeo@)dP, = [ xco@)dP,od™) = [ (xco )0, o D)iP,
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Por otro lado, como 971(/1) = A, tenemos que 8 (A) = A. Asi que

=0
y ademas
1 1 7_1
(b_l(A) = m(wz+n o (I) m z+n
=0 =0

Por el Lema 7,

Bz, [xco(Wn)] = Ep, [(xc © P)Xg-1 (4 X5 1, (ay)) = Ero (X0 0 )xa-1(a)] = Er, [(xc 0 ©)(xa © P)]
= Eg, [xaxc]-

Por la definicion de esperanza condicional se obtiene el inciso (a).

(b) Emplearemos la definicion de {F], },en, —martingalas. En primer lugar, es claro que para todo n € Ny
#(W,,) es una funcion F/,—medible que satisface ¢(W,) < 1 (P,)-c.s, asi que ¢(W,) € LX(Q, F,P,).

Por la propiedad de torre para la esperanza condicional, para cada n € Ny, F,, C F,,, implica que

Es, [¢(Wn41)| 7] = 5, [Es, [xalF ]| 7o) = Bg, [xal 7] = (W) (Py) —cs,

por lo que {¢(W,,) Inen, es una {F, }nen, —martingala.

(c) Observe que para cada n € Ny y ¢ > 0, por la desigualdad de Chebyshev y el inciso (b) tenemos la
desigualdad

_ _ _ __ 1
J/ 6P, < B, l|6#)] > d < J/|¢ dP, <
{l¢(W,)|>c}

Q

Por ello

o 1
lim sup [/ |¢(Wn)|dIP’V} lim - =0,
=9 neNg L (¢ >c} e

lo que implica que {W, }nen, €s una {F, }nen, —martingala uniformemente integrable. Asi que, como conse-
cuencia del Teorema de Convergencia de Martingalas, se tiene que

lim ¢(Wn) = XA (ﬁu) —C.S.

n—oo
(d) 1. Note que, por el inciso (b) de la Afirmacion 1 del Lema 13, se sigue que para todo A € F
= —1 = —1 ——1 =W
(B, oW, )] =B iy ()] = Pul@ ™ (0 ()] = [ Bolxa(Gildv() = [ xalw)ivte) = i)
11. Probaremos que existe B € F tal que xp = ¢ (v)-c.s. Procedamos por contradiccién. Suponga que la
afirmacion es falsa. Entonces existen 0 < a < b < 1 tales que v[¢~!([a,b])] > 0
—1

SeaY,={CeF: 0
ocurre que

(C) = C}. Observe que X (goqy) -1 ((ap)) € L1 (2, F,P,) ¥y que para cada n € No

X(66o)4((at) 0 = X(goood™) 3 (fab) = X(66H)~1 (fab])
Por la Observacion 6 al Teorema Ergodico de Birkhoff

n—1

1 _
Jm Y =X g1 (o) = Bp, Wigoio) 1o Zo)  (B) —cs.
=0
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Debido al Teorema de Convergencia Dominada y el inciso anterior tenemos que

lim. Z% a,b]) = B fo(Wo) € [a,b]] = vl ([a,b])] > 0.

Por el inciso (¢) y el hecho de que la convergencia (P, )-casi seguramente implica que para todo D € B(R)
se satisface que hm P,[¢(W,) € D] =P,[xa € D], ocurre que

Jim By (o) € [o,6] = Byl € [a,b]] =
vaque 0 <a<b<l
Asi, concluimos
0= lim BL[6() € [o.6] = lim Z% .81 = B, 6(00) € [a )] = o]0~ (. 8] >0,

que es contradictorio. De este modo se obtiene el resultado.

111. Probaremos la primera igualdad mediante la definicién de esperanza condicional.

Es claro que Txp(Wo) es una funcién Fj—medible. Resta probar que para todo C' € F{ ocurre que
Es, [xcTxB(Wo)] = Eg, [xcxs (W]

Para ello, sea C € F{ arbitrario fijo. Al igual que en (a), sin pérdida de generalidad puede suponerse
que C' =W, ' (Cy), donde Cy € F. Por el Lema 7 y la expresion (5.23) se tiene que

Es, [xcTx5(Wo)] = Eg, [xc, (Wo)T'x5(Wo)] = Ep, [xc, (Wo © )T x5(Wo o ®)]
= Ep, [xc, (S0)Tx5(S0)] = Ep, [xc, (So)x5(51)] = Ep, [xc, (Wo 0 @) x (W1 0 @)]
=Eg [xc,(Wo)xs(Wi)] = Eg [xcxs(Wi)].

Por la definicion de esperanza condicional se concluye que

Txs(Wo) = Eg, [¢(W1)|Fg]  (B) —cs.

Como {W, }nen, es una {F, },en, —martingala, entonces

Txp(Wo) = Ep [6(W1)|F5] = x5(Wo) (P,) —cs.
1v. Por los incisos I. y IIL. se tiene que Txp = xp (V)-c.s.
V. Probemos que §~1(B) = B.

Sea w € 0~1(B) arbitrario. Entonces 6(w) € B. Se afirma que w € B. Procedamos por contradiccion.
Suponga que w ¢ B. Luego por el inciso previo

0=x5="Txsw) =W(w)xsBw))+ (1 —Wo)(w)xs(O " (w)).

Como 0 < Wo(w),1 —Wo(w) < 1, entonces 1 = xp(8(w)) = x5(0~1(w)) = 0, que es contradictorio. Por
lo tanto, w € By §~1(B) C B. La otra contencién se tiene de forma similar.

Esto concluye la demostracion de la Afirmacion.

Como @ es una transformacién Q—ergodica y B € F con §~1(B) = B, debe ocurrir que Q[B] € {0,1}. Por
hipétesis y el inciso (IV) del Lema 13 se tiene que ¥ < Q y Q < v. Luego v[B] € {0, 1}. Finalmente, notese que
por I. y IV. del inciso (d) de la Afirmacién, ocurre que

P, [A] = B, [xa] = B, [Es, [xal o)l = E5, [6(W0)] = Eg, [x5(W)] = B,[Wy " (B)] = v[B] € {0, 1}.

Por la eleccién de A € F se concluye que 6 es una transformacién P, —ergodica. X
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5.4.1. Construccion de una medida de probabilidad T- invariante en (Q2, F) abso-
lutamente continua respecto a Q.

En la subseccion anterior, se analizaron condiciones bajo las cuales, dada una medida v de probabilidad T-
invariante en (£2, F) tal que Q < v, se puede construir una medida de probabilidad P, en (€2, F) tal que 6 sea
una transformacion P, —ergédica.

En esta subseccién veremos bajo que condiciones se puede garantizar la existencia de al menos una medida
v de probabilidad T- invariante en (2, F) tal que Q < v.

Antes de enunciar el resultado principal, observemos que para todo k € Z se tiene que P > 0 y por ello se
tiene que

<m0 20> TTren] (14 )iﬁ;}

§=0 k=0

TEOREMA 35. Suponga que se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(1) Eq [(H%)iﬁpm} <0

=0 k=0

w el )T 2

j=0k=—j

Entonces existe una tnica medida de probabilidad v : F — R en (Q,F) con Q < v y que para todo

f € LE(Q, F) acotada se tiene que
/ Tfdv = / fdv.
Q Q

Ezplicitamente, la derivada de Radon-Nikodym para cada caso estd determinada por

oo j—1

dv 1
L @n - ~ j—1 (14 Po) Z H Pry1

Eq [(1 + Po) Z H Pkﬂ} L

=0 k=0

H'%: 1oo 1 ( )inl

J=0k=—j k

Demostracion. Unicamente se aborda el caso (I), el otro caso se tiene de forma analoga.

oo j—1

Suponga que Eq {(1 + Po) Z H Pk-+1:| < 00.
§=0 k=0

Existencia. Considere la funcién g : 2 — R definida por

oo g—1

9= 100] - (1+Po) > J[Prsr,
EQ|:1+POZHPI€+1] =0 k=0

=0 k=0

que es una funcion (F, B(R))—medible no negativa tal que Eqg[g] < oco. Se verifica de inmediato que la
funcién v : F — R dada por

y[C’]:/ng VC eF
C

dv
es una medida de probabilidad absolutamente continua respecto a Q, tal que ol =g.
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Probaremos ahora que v es una medida T—invariante. Sea f € L& (€2, F) acotada. Por ser § una transfor-
macion Q—preservadora de medida y el hecho de que {Py }rcz es una sucesion de variables independientes
e idénticamente distribuidas (y por lo tanto estacionaria) bajo Q se tiene que

/Qdey:/QngdQ: Q[<1+1w°>

Jj=

:/Q(foe)<§:ﬁ Pkoe)dq+/ (wooi)eole 1(?5]‘[1 (Prino 0! ) Q

=0 k=0 §=0 k=0
J

oo j—1

HPHJ Wo(f 0 0)+ (1 —Wo)(fo0~")dq
=0 k=0

1

e (S e )

7=0

S [2(SHe)n [

1
=0 k=0 §=0 k=0 =0 k=0
J

- [ rs [ £(S o) [ (3 T oe)n

7=0 k=0 i=0 k=

Pk+2> dq

7=0 k=0
oo j—1

/f 1+ Py) <ZHPk+1)dQ—/fng /fdu

=0 k=0

Por lo que v es una medida de probabilidad en (€2, F) que satisface las condiciones deseadas.

Unicidad. Suponga que v/ es una medida de probabilidad en (2, F) con Q < v/ que cumple para cada f €

LE(Q, F) acotada se cumple que
/ Tfdv = / fdv'.
Q Q
/

d
Sea ¢ = d—g la derivada de Radon-Nikodym de v’ respecto a Q.

Afirmacion. Se satisfacen las siguientes propiedades:
(A) log(Pg) € L} (R, F,Q) y Egllog(Po)] < 0.

(B) (Q/WO) 007+ (¢'(1 —Wg)) o8 =g (Q)-c.s (y por lo tanto, (v)-c.s).

Z H Pry1 < Zexp (Eq[log(Po)]) < oo (Q)-c.

7=0 k=0
j—1

(D) Jim. [IPe=0(@-cs

Demostracion de la Afirmacion.

(A) Observe que la condicion de elipticidad uniforme para @ implica que

—— <Py = < @) —cs,

de donde 5 .
10g(1—5> < log(Py) < log<5> (@) —cs.
Luego log(Py) € LT (Q, F, Q).

Por otro lado, por la independencia e idéntica distribucion de {P,},ez bajo Q se obtiene que

oo j—1 0o j—1 0
O<qu:].+P() ZHPk+1:| Eq1+P() ZH Pk+1 EQ1+P(] ZEQ PO
7=0 k=0 7=0 k=0 7=0
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lo cual ocurre si y solo si 0 < Eg[Po] < 1. Por la desigualdad de Jensen para funciones concavas y lo
anterior, tenemos que

Eq[log(Po)] < log(Eq[Po]) < 0,

que es el resultado requerido.

(B) Defina los conjuntos F—medibles:

NT={weQ: ((gWo) 007" +(¢'(1 —Wo)) 00 — ¢') (w) > 0}

y

N~ ={weQ: ((gW) 007" +(¢'(1 —Wa)) 00 — ¢g')(w) < O}.
Para probar el resultado es suficiente con verificar que Q[N U N~] = 0. Probaremos que Q[N ] = 0;
de manera analoga se tendra que Q[N ~] = 0. Para cada n € N definamos

Nf={we0: =< ((g'W) 007 + (g1~ W) 00— ) ()}

Note que N* C U N;F. Como v es T—invariante, la sucesion {W, },cz es estacionaria bajo Q y 6 es

neN
una transformacién Q—preservadora de medida, para cada n € N se tiene que

Qv |

n

1
=/ —Xpy+dQ < /[(glwo) 00"+ (g'(1—Wo)) 00— g'Ixn+dQ
n n Q

= QI(WO(XN,jOG))OQ_ldQ+/

dm—%xmiw*»wm—/ﬁ%mm
Q Q

d%umOW@+AJW—%meW%m—AdmﬂQ

wO(XNf{ o&)di/’—k/(l—wo)(XN; o@fl)dv'—/XN:rdV’
Q Q

I
S~ S — S —5—35

T)(N;rdl/ — / XNidl/ = 0.
Q

Entonces Q[N;f] = 0 y por ello Q(N*] = 0. Més aun, como Q < v/, entonces v'/[NT] = 0. Esto
demuestra (B).

(C) Como 0 es una transformacion Q—ergodica, por el Teorema Ergodico de Birkhoff, tenemos que

1 j—1 = =
lim -1 P = lim =) log(P = lim =) log(P; o 0F) = Eq[log(P —cs,
Jim - og(H k+1) Jim > log(Pyi1) Jim > log(Py 0 0%) = Egllog(Po)] (@) —c:s
k=0 k=0 k=0
asi que
j—1
10g<H Pk+1)
lim —*=9% _~ —1 Q) —c.s.
P8 TRqllog(eo)] @
Por el inciso (A) se obtiene
oo j—1 oo J—1 [eS)
Z H Pip1 = Zexp {log(H Pk+1>} < Zexp(jEQ [log(Py)]) < oo Q) —cs
j=0 k=0 j=0 k=0 Jj=0

lo que demuestra (C).

(D) Inmediato de (C).

Asi se tiene la Afirmacion.
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Por el inciso (B) de la Afirmacién 1 tenemos que (g'(1 — Wo)) o 6% + g'Wy = ¢’ o 6 (v)-c.s. Definamos
h = g'Vy € L5(Q, F,Q). La tltima ecuacién se reescribe en términos de h como:

hP0092—<‘Z)>09+h:O Q) —c.s.

Sea h = hPgof —h € LF(, F, Q). Inductivamente se verifica que para todo n € N se tiene ho 0" = h (Q)-c.s.
En particular:

hoO—h=hPyoh?—hol—hPyolf+h= ("7>09—h—h09—h}’009+h
0

= [(1—1)11] 0 —hPyol = [(1_%)4 ofl —hPyof =0 Q) —cs.
Wo Wo

Como 6 es una transformacién Q—ergodica, por el Teorema 7, debe tenerse que existe ' € R tal que
hPgo 6 —h =h = C (Q)-c.s. Consideremos los siguientes casos para C"

Caso 1. C'=0.
En tal caso se tiene que h o =1 = hP; (Q)-c.s. Por el principio de induccién matematica se concluye que
n—1
h=(hoo") [] Prss Q) — c.s.
k=0

Asi que por el inciso (C) de la Afirmacion se concluye que Wog' = h = 0, (Q)-c.s. Luego ¢’ = 0 (Q)-c.s.

Caso 2. C' #0.
Sea C' = —C. En este caso se tiene que h = (Pgh) o § + C’ (Q)-c.s. Sea hg una constante y defina
recursivamente para cada n € N la funcién

hn+1 = (Pohn) ol -+ C/.

Por el principio de induccién matematica, se concluye que para todo n € N ocurre

n n—175—1
by, = (H Pk)hOJrC’ZHPkH, Q) — c.s.
k=1 §=0 k=0
Por los incisos (C) y (D) de la Afirmacion
oo j—1
lim h, = e | R Q) —c.s .
§=0 k=0

Se verifica de inmediato que lim h,, satisface la misma condicién que h, de donde se deduce que lim h,, =
n—oo n—oo

h y de aqui obtenemos que

C o j—1 oo j—1
! —
9= 1w E H Pr1 = C(1+Po) E H Pi1 Q) —cs,
=0 k=0 7=0 k=0

oo j—1 —1
y como v’ es una medida de probabilidad en (92, F) tenemos que C = (IEQ {(1 + Po) Z H Pk+1:|) .
§=0 k=0

Como v’ es una medida de probabilidad en (2, F) , de lo anterior se deduce que el Caso 1 debe descartarse,
y el Caso 2 corresponde al Teorema.
X
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5.4.2. Ley fuerte de los Grandes Niimeros para RWRE

Continuaremos con la notacién establecida. Sea

1 —Eq[Po]

= TTEp (5.27)

c
OBSERVACION 29. Se satisfacen

)\2
I. Para cualesquiera A € Ry z € R con |z| < 1 se cumple que exp(Az) < exp<2) + zsenh(A).

2
t t
11. Dados t > 0, « € R a # 0, la funcion g :} — 00, 2} — R definida por g(\) = ( — )\a) tiene un maximo
e e
t
en A = 0 y entonces para todo A E} — 00, 2} se tiene la desigualdad
!

Aa? t2

—At o
+ 2 T 2a?

Demostracion. Esta observaciéon puede probarse utilizando técnicas de calculo como maximizar funciones y
expansiones en series de Taylor para las funciones involucradas. X

A continuacion probamos el Teorema prncipal de este capitulo.

TEOREMA 36 (LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS PARA RWRE). Se tiene Pq—casi sequramente

c si Eq[Po] < 1.
Sh . 1
lim —=4¢ —c S0 Eq [} <L
n—oo N PO
0 en otro caso.

Demostracion. Definamos a la funcién d : Z x Q — R por
d(z,w) =EL[S1 — So V(z,w) € ZxQ
que es una funcion (B(Z) ® F, B(R))—medible.
Se tiene para todo (z,w) € Z X Q con w = (w,)rez ocurre que

d(z,w) =E[S1] —EZ[So] = (z + DPL[S1 = 2+ 1S = x] + (x — 1)PY[S1 = & — 1|5y = z] — 2P%[S) = «]
=@+ Dw,+ (-1 —-ws) —2=w; — (1 —wy)
=1 Pha()[S1 = 1[So = 0] 4+ (=1)Pa () [S1 = —1|So = 0] — 0 - P,y [So = 0] = d(0, 67 (w)).

Para cada n € N defina las funciones D,,, M,, : Q x ZN — R por

n—1 n—1 n—1

Dn(wﬂ t) = Z d(Si(t)vw) = Z d(07 65" (w))

=0 =0 =0

I

(]
A

=
[
&

N

M, (w,t) = Sp(w,t) — Dp(w,t).
que son funciones (F ® G, B(R))—medibles.

También, para cada w € Q denotamos D%, M¥ : ZN — R como M¥(t) = M,(w,t) y D¥(t) = D,(w,t)
donde t € ZN.

Tenemos la siguiente

Afirmacién. Para cada w € Q se tiene que

(a) {MY}nen, es una {F,(w)}nen, —martingala.
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w

(b) lim My _ 0 (P2)-c.s.

n—oo N

Més atin, de esta Afirmacién se sigue que lim —= = 0 (PPg)-c.s.
n—oco n

Demostracion de la Afirmacion. En primer lugar, observe que para todon e N, r € Zy w = (wy)gez €
Eo.w[Snt1]Sn = 7] = (r+1)P2[S,01 = r+1|S,, = 7]+(r—1)P[S, 1 = r—1|S,, = 7] = wp+(1—w,)+r = d(0,6" (w)).
Por ello
Eo[Sn11(Gn (@)] = Bow[Sni1]Sn] = d(0,6%" () + S, = d(0,S,,) + S5 (P2) — c.s. (5.28)
Fije w € Q.

(a) Se utilizara la definicion de {F,, (w) }nen—martingala.

Observe que para cada n € N, M¥ = S¥ — D¥ es una funcién F,,(w)—medible, D¥ es una funcion acotada
y por construccion de {S¥},,en, tenemos que

Eo[[M7 ] < Eow[lSy 1) + Eow[| D3]] < o0

Por el inciso (I) del Teorema 33 tenemos que {5 }nen, es una {F,(w)}nen, —cadena de Markov en
(ZN,G,P°), y por construccion {S;, }nen, también lo es. Como consecuencia de la ecuacion (5.28) se tiene
que
Bow[ My 1 [Fo(w)] = Bow[ Sy 11 Fn(w)] — Eow[Dy 1| Fa(w)] = Eow[Sy41]Gn(w)] — Dy — d(0,§:)
=S, — DY =M (P°) —c.s.

Esto demuestra que {MY },en, es una {F,(w)}nen—martingala.

b) Por las hipo6tesis generales se tiene
( P g
|Mgy g — MZ| < [Sng1 — Sul + D%y, — D% = 1+41d(0,5,)] < 1+Wo(S,,) +(1-We(S,,)) =2 (P))—cs.
(5.29)

Note que para cada A € R, n € N, debido a que {M¥},en, es una {F,(w)}nen, —martingala, la ecuacion
(5.29), el inciso (II) en la Observacion 29 y propiedades de la esperanza condicional, tenemos que

Eo,u[exp(AM,))] = Eg {exp(AMr‘;’_l)Eoyw {exp (Z\M) ‘]-'n(w)”

2
2 MY — MY
@) > + senh(2)\)Eq {""—1
2 ’ 2
senh(2\)

2

<Eow {exp()\M;"l) <exp(

o))

= exp(2)\2)Eovw[eXp()\M;’)] + Eoo[M7 — My (] = exp(QAZ)Eo,w[exp(/\M,‘f)]

< ... < exp(2n)\?),

donde el procedimiento se repite iterativamente.

Entonces, para cada k € Ny n € N, por la desigualdad de Chebyshev, se sigue que
P [M:j > Z] < exp(—n)Eg , [exp(EME)] exp(—n + 2nk?) = exp(—(2k* — 1)n).
Entonces, para cualquier k£ € N

> P [M;j > Z} <> exp(—(2k* — 1)n) < oo
n=0 n=0

Por el Lema de Borel-Cantelli se concluye que para todo k € N
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Y de igual forma tenemos que para todo k € N

“[0 Ul

3&:
%
=3

Asi que para todo k € N

o[ 0 o= 1))

Y concluimos que

R R R B N

k=1 N=1n=N N=1n=N

La ultima parte resulta de aplicar el Teorema 31 al limite del inciso (b). Esto demuestra la Afirmacion.
Consideremos los casos del enunciado del Teorema.

(A) Suponga que Eg[Py] < 1. Entonces, al igual que en el Teorema 35 se tiene que

oo j—1 oo j—1 %)
o 14 Eq[po] 1
0<Eqg|(1+P P = Eq|1+P Eq|P = Eq[1+4Po] (Eq[Po] 7—7<oo.
u[( + o)]}:o kLIO k+1} q[14Po] JE:O klzlo a[Pr+1] = Eq[1+Po JE:o a[Po]) " EolPy]  ©

Por el Teorema 35 (I), existe una unica medida de probabilidad v en (2, F) con Q < v y T—invariante. De
hecho

oo j—1

— = CZ H Pri1 (@) —cs.

7=0 k=0

También, por el Lema 13 inciso (IV) se tiene que v < Q.
Considere la funcion £ : Q — R definida como ¢(w) = d(0,w) = Wo(w) — (1 — Wo(w)). Note que ¢ es una

funcion (F, B(R)) medible y acotada. Por lo que £ oW, € CI{%( ,F,P,). En la Proposicién 15 se demostré
que v =P, 0 Wg . Por el Lema 7 ocurre que

oo j—1 oo j—1
[(eowo)dm:/edu—/ 14 Po)(Wo — (1 —Wo) cZHPkHdQ/(l—i-+1>cZHPk+1dQ
Q k=0

7=0 k=0 7=0
oo j—1 o]
- /1_1:0 ST Prsada = (1 — Eqlpo)) S (Eg[Po))’
7=0 k=0 7=0

Por la Proposicién 15, § es una transformacién P, —ergédica. Asi que podemos aplicar el Teorema Ergodico
de Birkhoff y obtener

n—1
, 1 = i =\ = —
nlgrgo - E (LoWg)ol = /ﬁ((owo)dﬂpu =c (P,) —cs.

=0

Como P, =P, o ®~!, tenemos que

n—

n—1 1 n—1
1.1 1 R 1 _
O:IP’l,ngrolonE ((owo)OH ;éc]—P [nh_lgong (LoWg)ob o(I);éc]:IP’,,[nlgrgonE_oﬁ(Si)#c}

i=0 =0
1

es decir b
lim — =¢ (P,) —c.s. (5.30)



138

Como Q € vy v < Q, de la Afirmacion se tiene que lim —= = 0 (PP, )-c.s. Entonces
n—oo nN

M,
lim —* =0 (P,) —cs. (5.31)

n—oo N

Como consecuencia de las expresiones (5.30) y (5.31) tenemos que

Sn
lim — =¢ (P,) —cas.
n—oo n

Finalmente, por la condicién de continuidad absoluta entre Q y v se concluye que

, n _
nlgnéog =c (Pg) — c.s.

1
Para el caso Eg {P] < 1, la demostracion se obtiene como en (A).
0

1
Suponga que no ocurre (A) ni (B). Entonces Eq[Pg] > 1y Eq {P] > 1. Sea
0

I'={(z,2")€Z*: v — 2 es par }.

Para w,w’ € Q diremos que w <X w’ si y so6lo si para todo r € Z se tiene que W, (w) < W,.(w').

Fijew,w' € Qcon® = (w,w') yZ = (x,2') € I' con w < w’. Consideremos las caminatas aleatorias {S,, }rnen,
¥y {S! bnen, en (ZN,G,P2) y (ZN, G, PZ,) respectivamente. Sea n € Ny. Defina la funcion S, : ZN — 72 para
cada t € ZN

Sn(t) = (Sn(t), S,(1))

que es una funcion (G, B(Z)®?)—medible.

Por el Teorema de Consistencia de Kolmogorov puede construirse una medida de probabilidad Pg en (ZN,G)
tal que para todon € Ny A, B € B(Z) ocurre que

PZ[S, (A x B)] = PL[S,  (A)|PL [, (B)).

Afirmacién. Suponga que z < z’. Entonces {gn}neNo es un proceso de Markov en (Z, Q,Pg) con espacio
de estados (I', B(I'")) y PZ[S, < S;,] = 1.

Demostracion de la Afirmacion. Suponga que z — 2’ = 2l con | € Ny. Abordaremos el caso [ > 1. El caso
I = 0 se trata similarmente.

El hecho de que {§n}neN0 sea una cadena de Markov en (ZN ,Q,Pg) se obtiene inmediatamente de la
independencia de {Sy, }nen, ¥ {5}, }nen, bajo PZ.

Por otro lado, observe que PZ[S, < S}] = PZ[x < 2'] = 1. Probemos por ejemplo que PZ[S; < Sj] =1y se
tendran de forma exhaustiva los deméas casos. Sea t € ZY arbitrario fijo. Considere los siguientes casos:

Casol. S1(t)=xz+1y Si(t)=2"+1.
Es claro que S1(t) < Si(¢).
Caso 2. S1(t)=x—1y Sj(t) =2"—1.
Se tiene de inmediato que Sy (t) < S7(t).
Caso 3. S1(t)=x+1y S1(t)=2a" —1.
Note que 2<2l=x—a’ yporello Si(t)=z+1=a+2—-1<z+4+2' —z—-1=2"—1=951().
Caso 4. Si(t)=xz—1y Si(t)=2'+1.
Observe que S1(t) =z — 1<z <z’ <z'+1=5{(¢).

En todos los casos S1(t) < Sj(t). Por lo tanto PZ[S; < S7] = 1. De hecho, se verifica inmediatamente que
S; — S} es par. De la misma forma se verifica esto para cada n € N. Entonces el espacio de estados de este
proceso es (I', B(I')).
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Ahora, para cada a > 0y w = (w,.)rez € Q definamos
w* = <wr + a) €N
I+a reZ

Se tiene que w < W* y puede considere la caminata aleatoria {S%},en, en (ZY,G, IP%).

Ademas si definimos P§ : 2 — R para cada w € Q) por

PG (w) = L) ;O‘I(Jff:))a)

)

se tiene que es una funcion (F, B(R))—medible. Notemos que

Py (w) = \nllozw‘;o—(kw(l -1 : a =7 1 '
Po(w@) T T-Wp(w) Polw) "

asi que para « > 0 suficientemente grande se satisface que

1
Eq[Pg] S Eq| —/—| < 1.
lP5] < Bo |

Por el inciso (A) y la Afirmacion, para « > 0 suficientemente grande ocurre

@ 1 —Eq[Pg
limsup 2 < limsup 0 — L~ EalPd]

- PL.) — c.s. 5.32
n—oo N n—oo N 1 +EQ[P8] ( @ ) ¢ ( )

Se verifica de inmediato que a — Eq[P§] es una funcién continua tal que

1 1
EqPg] < Eq| ——— | < Eq|—| = Eq[Po].
lFf] < Ba| o | < B 55| = Eale

Tenemos que 1 € [0,Eq[Pg]], asi que por la continuidad de la funcion « — Eg[P§], existe a* > 0 con
Eq[P§ | = 1. Fije una sucesién creciente y positiva de nimeros reales (a,)men tal que lim a,,, = o*. Entonces
m—r o0

de la expresion (5.32) se obtiene

Sh 1 — Eg[Pom™ 1 — E,[pe”
limsup — < lim al g } — ol 0*]
mr? S e T BglPgT] 1+ Bl )

=0 (P°) —cs. .

Similarmente se tiene que lim inf S >0 (PY)-c.s. Por ello lim Sn _ 0 (PY)-c.s. La conclusion para (C) se
n—oo n n—oo n

obtiene de esto ultimo y el Teorema 31. 3 X

OBSERVACION 30. Con la notacion utilizada, por la desigualdad de Jensen para funciones convexas se tiene

-1
1 1 . 1
que Eq [Po] > ool es decir, (EQ [%]) < Eq[Po].

1
En el Teorema 36 es suficiente considerar los casos Eq[Po] < 1 y Eq {P} < 1, ya que
0

-1
1 1
Eg[Po] <1 = (EQ{D <l < 1<]Eq[]
Po Po
y también

1 1 1
- _ > — .
EQ |:P0:| <l =1> EQ |:PO:| = EQ[PO] — 1< ]EQ[PO]
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Capitulo 6

Simulacion de RWRE

Este capitulo tiene como objetivo ilustrar el comportamiento de una caminata aleatoria en un ambiente
aleatorio (RWRE) a través de gréficas tanto de la caminata aleatoria como de la funcion potencial. Estas graficas
son generadas a partir de un programa computacional implementado en la paqueteria R. Uno de los propésitos
principales consiste en proporcionar una version grafica que permite confirmar que el comportamiento asinto-
tico de una caminata aleatoria de esta naturaleza puede ser predecido y explicado mediante la funcién potencial.

El primer programa implementado se utiliza para generar una caminata aleatoria con probabilidad de tran-
sicién p, donde 0 < p < 1. Se simula una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de pardmetro p, generando
una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo |0, 1[.

Funcion unoymenosuno(p)

unoymenosuno<—function(p){
u=runif(1l)

r—0

if (u<p){r=1}
else {r=-1}
},

El siguiente cédigo es utilizado para generar la caminata aleatoria requerida y recibe dos pardmetros. El
primero, denotado por dw, es un vector de longitud 3, con dw = (¢1,¢2,q), donde 0 < ¢ < 1 y se construye la
distribucién de Wy bajo Q como sigue:

QWo =c1]=¢, QWo=co]=1—gq.

El segundo parametro es un ntmero natural k, que indica la cantidad de pasos que son registrados
para generar la trayectoria de la caminata. Una vez que se introduce esta informacién, el programa simula
las variables aleatorias W_g,...,W_1 y Wi, W independientes y con idéntica distribucién respecto a Wy bajo
Q. Los valores que se generan de esta simulacién representan las probabiidades de transicién en un paso
entre los estados {—k,...,k}, con los cuales se genera a la caminata aleatoria, con ayuda de la funcion
unoymenosuno(), que recibe como parametro la probabilidad de transicién cada que se efectia un salto en
la caminata. Simultaneamente calcula los valores de los potenciales V_g, ...,V introducidos en el Teorema, 32.
El programa produce las gréficas tanto de la trayectoria de la caminata como de los potenciales.




142

Funcién caminataamb(dw,k)

caminataamb<—function (dw,k){
w=runif(2+xk+1,0,1)

for(i in 1:2xk+1){ #Generar v.a.i.4.d con la distribucion de W {0} (ambiente)
if(wli]<dw[3]){ #Probabilidades de transicidon de la caminata aleatoria
wli]=dw][1]

else w[i]=dw][2]

}

v=1-w

p=w/v

v=rep (0,2xk+1) #Generar valores de las funciones potenciales

v[k+1]=0

v[k]=—1xlog(p[k])

for(i in 2:k+1){
v[k+i]=v[k+i—1]+log(p[k+i —1])

v1=0
for(i in 1:k){
vi=vl-log(p[i]

)

v[l]=v1

for(i in 1:k){
§[i+1]:V[i]+log(p[i])

v=v
y=rep (0,k+1) #Generar caminata aleatoria en k pasos
y[1]=0

for(i in 1:k){
y[i+1]=y][i]+unoymenosuno(w|k+1+y[i]])

Y=y

xl=array(—k:k)

x2=array (0:k)

plot (x1,v,type="1",xlab="Estados" ,ylab="Potencial" ,main="Potenciales")

)

plot (x2,y,type="1",xlab="Pasos_de_la_Caminata" ,ylab="Estados" ,main="Caminata_aleatoria")
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Se presentan dos casos que difieren en la velocidad de convergencia asintética, es decir, se consideran estos

S
casos de acuerdo al valor de lim —=.
n—oo n

S
Caso 1. lim =% =0.
n—oo N

De acuerdo con el Teorema 36, esta condicion se tiene cuando Eq[Py] > 1y Eq,[P5'] > 1. Se verifica
directamete que el vector dw = (0,4999,0,8999,0,4) satisface las condiciones requeridas. Se ejecuta el
programa con k = 50000, es decir, los posibles estados que podria visitar la caminata aleatoria en 50000
pasos estan dentro del conjunto {—50000,...,50000}. En la figura 6.1 se tiene la gréfica la trayectoria
obtenida, mientras que en la figura 6.2 se presenta la grafica de los potenciales involucrados.
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Figura 6.1: Trayectoria de RWRE en 50000 pasos cuando lim — = 0.
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Figura 6.2: Potenciales inducidos por la distribucién dw en el caso lim — = 0.
n—oo N

Se observa en esta simulacién que los estados visitados por la caminata en 50000 pasos estan en el
conjunto {—2,...,10}. En la gréafica de los potenciales, W_o,...,W;p muestran un comportamiento
decreciente, el cual persiste en un radio de estados cercanos al estado cero. Esto intuitivamente significa
que la caminata aleatoria visita frecuentemente estos estados, presenta un estancamiento dentro de ellos
y el naumero de pasos necesarios para salir de este conjunto de estados debe ser significativamente grande,
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tal como lo muestra la grafica de potenciales. Incluso, con ayuda de la figura 6.2, es posible predecir el
comportamiento de la caminata en caso de que visite estados posteriores al 20000, puesto que presenta en
un conjunto de estados cercanos al 20000, el mismo comportamiento que en un entorno del estado cero.

S, 1—Eqg[Py
C 2. llm —=—"—=>0vy Ep [S 0.
A0 T T T+ Eqpy Y 7l$1] <

En este caso se efecttia una simulacién de la caminata con 900000 pasos, se considera la distribucién de
Wo bajo Q con el vector dw = (0,225, 0,655, 0,3). Se verifica facilmente que esta distribucion de Wy satisface
las siguientes condiciones:

1 — Eq[Po]

——— >0,
1+ Eq[Po]

y también

EPQ[Sﬂ = PQ[S1 = 1|W0 = 01]((1) + (*1)[%[51 = *1|W0 = CQ](l — q) = C1(q) — 62(1 - q) < 0.
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Figura 6.3: Trayectoria de RWRE en 900000 pasos cuando lim — = ————— > 0y Ep,[S1]<0.
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Observe que ¢ > 0 implica que debe ocurrir que Eq[Po] < 1. Recuerde que en el Teorema 36 se establecio
que esta condicion implica que Eq[log(Pg)] < 0, lo cual significa, por el Teorema 32, que lim S, = oo
n— oo

(Pq)—c.s. De acuerdo con la figura 6.4, la grafica de los potenciales, los potenciales negativos no indican
persistencia ni comportamiento notablemente irregular, lo cual se debe a que, en caso de visitar dichos
estados negativos, no permanece demasiado tiempo en ellos. En contraste con el potencial de los
estados positivos, este refleja estancamiento y un comportamiento en general decreciente después del
estado cero, que se acentia en un entorno de estados centrado en 500000, esto es, cuando la cadena
empieza a visitar estados no negativos y suficientemente grandes, permanece mas tiempo dentro de
ellos, aunque, una simulacién con un nimero mayor de pasos deberia reflejar un comportamiento similar
en otros estados no negativos y mayores que 900000, puesto que la sucesion {.Sy, } >0 diverge a +oo (Pg)-c.s.

Un hecho importante es el siguiente: El comportamiento de la caminata aleatoria esta fuertemente ligado
con el potencial correspondiente a los estados involucrados, mas que con el valor de Eq[S;]. Note que en las
caminatas aleatorias simétricas, donde las probabilidades de transicién en un paso coinciden entre si con
un valor comin, de acuerdo con el Corolario 12 (a la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros para caminatas
aleatorias simétricas) el comportamiento asintético estd completamente determinado por Ep[S].
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