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Introducción

Para introducir a la caminata aleatoria como un proceso estocástico con espacio de estados Z suele elegirse
a un número p con 0 < p < 1 y este se de�ne como el valor común de todas las probabilidades de transición
en un paso. Estas transiciones se de�nen considerando que el proceso tiene un salto de longitud uno hacia
la derecha o la izquierda con probabilidades p y 1 − p respectivamente. Este proceso se construye con una
sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cuyos valores son 1 y −1 con
probabilidades p y 1−p. Se concluye que el proceso con estas características es una cadena de Markov homogénea.

Considere el mismo mecanismo de saltos con la posibilidad de que las probabilidades de transición ya no
son constantes y todas con un valor común. Se puede contemplar a estas probabilidades como una realización
de una sucesión de variables aleatorias que toman valores en el intervalo [0, 1]; Digamos que {Wx}x∈Z es una
sucesión de variables aleatorias de�nidas en un espacio de probabilidad Ω. Así que tomando ω ∈ Ω para cada
x ∈ Z, dado que la caminata aleatoria está situada en el estado x, las probabilidades de transición a los estados
x − 1 y x + 1 corresponden a los valores Wx(ω) y 1 − Wx(ω). A la sucesión {Wx(ω)}x∈Z se le conoce como el
ambiente de la caminata determinado por ω. Este modelo se conoce como caminatas aleatorias en ambientes
aleatorios (RWRE por sus siglas en inglés).

Una vez que se ha de�nido el nuevo modelo, se tienen las siguientes preguntas naturales: Son conocidas
ciertas propiedades del primer modelo, como el comportamiento al in�nito y la Ley Fuerte de los Grandes
Números, ¾Es posible establecer los mismos resultados para este nuevo modelo? En caso de que lo sea, ¾bajo qué
condiciones es esto posible?, ¾Se requiere de�nir a la sucesión de variables {Wx}x∈Z de alguna manera en parti-
cular para poder explicar el comportamiento del proceso? El propósito de este trabajo es exponer las respuestas
a estas preguntas, bajo el supuesto de que la sucesión {Wx}x∈Z consiste de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, con valores en el intervalo ]0, 1[, que satisfacen una condición simple llamada
elipticidad uniforme. Ambos resultados, el de comportamiento al in�nito y asintótico, fueron expuestos en
primera instancia por Solomon en 1975, en su artículo de título Random Walks in Random Environments [Sol75].

El camino más común para abordar este problema es utilizar resultados de teoría ergódica. Un resultado
fundamental dentro de este campo es el Teorema Ergódico de Birkho�, que constituye la base de muchas de
las demostraciones de los resultados presentados en este trabajo. Resulta de vital importancia para establecer
resultados en donde se de�nen sucesiones de funciones que de�nen promedios; básicamente en este tipo de
sucesiones estamos interesados cuando hablamos de ley fuerte de los grandes números.

En el Capítulo 1, el centro de estudio son las transformaciones entre dos espacios de medida. Se introducen
conceptos que caracterizan a una transformación respecto a las medidas involucradas, tales como ergodicidad,
recurrencia, mezcla fuerte y débil. Se enuncia y demuestra el Teorema Ergódico de Birkho� como herramienta
importante para caracterizar la ergodicidad de una transformación. Dentro de este capítulo, se estable-
cen criterios para caracterizar a las distintas transformaciones a través de funciones en espacios de Banach
Lp, aprovechando algunas propiedades de estos espacios, estudiadas en Teoría de la Medida y Análisis Funcional.

Los Capítulos 2 y 3 abordan ejemplos relevantes en el desarrollo de la teoría ergódica. En el Capítulo 2 se
considera [m] a un conjunto �nito de m elementos, con m ∈ N y se construye el producto cartesiano in�nito
[m]⊗Z. Enseguida se construyen dos medidas de probabilidad en este espacio, así como una transformación
preservadora de medida que satisface la condición de ergodicidad bajo dichas medidas. Se exponen propiedades
que tiene dicha transformación bajo ambas medidas. Se observa que dado la naturaleza de una de esas medidas
(esta medida se de�ne a partir de una matriz estocástica que posee un vector de probabilidad invariante), se
pueden establecer resultados similares a los que se obtienen de una cadena de Markov homogénea, irreducible
y aperiodica con espacio de estados �nito, como el Teorema Ergódico para cadenas de Markov y los Teoremas
de Convergencia.

El Capítulo 3 contiene un ejemplo que abarca espacios más generales como los grupos topológicos compactos,



en los que se considera la medida de Haar para estudiar diversas transformaciones en esos espacios, en su
mayoría, homomor�smos contínuos y suprayectivos. Al igual que en el Capítulo 2, el objetivo en este capítulo
es analizar condiciones necesarias y su�cientes para garantizar que se satisfagan las de�niciones del Capítulo 1.
Muchos de estos resultados son motivados por propiedades observadas en las rotaciones del disco unitario en el
plano complejo, con respecto a sus transformaciones. Esa es la razón por la cual se presentan algunos de esos
resultados que se tienen para el disco unitario.

Con énfasis en las preguntas descritas para el nuevo modelo, en el Capítulo 4 se revisan los conceptos
fundamentales para clasi�car a los estados de una caminata aleatoria simétrica simple con espacios de estados
Z, Z2 y Z3 como la descrita en el modelo clásico. También se presenta una parte técnica en donde se utilizan
algunos teoremas e ideas de los capítulos 1 y 2 para demostrar la Ley fuerte de los grandes números para
sucesiones de variables aleatorias integrables, independientes y con idéntica distribución, además de obtener
como consecuencia inmediata la Ley Fuerte de los Grandes Números para caminatas aleatorias simétricas.
Cabe mencionar que, siempre que se tiene una sucesión de variables aleatorias que satisface las hipótesis de
la Ley Fuerte de los Grandes Números, es posible de�nir un espacio de probabilidad y una transformación
que resulta ser ergódica con respecto a esta medida de probabilidad. Y como se ha mencionado antes, es-
to hace posible, en conjunto con el Teorema Ergódico de Birkho�, probar la Ley Fuerte de los Grandes Números.

El nuevo modelo es introducido en el Capítulo 5. Debe tenerse en mente lo siguiente: El comportamiento
de la caminata aleatoria en este modelo en principio depende de ω ∈ Ω y del valor en que comience, digamos
x ∈ Z, si llamamos Pxω a la ley de probabilidad bajo la cual opera la caminata bajo estas condiciones, el
objetivo es tratar de establecer los resultados deseados desde el punto de vista en que no sea necesario realizar
un análisis exhaustivo del comportamiento de la caminata para cada ω ∈ Ω. El siguiente paso es uni�car
toda la información que se tiene. Para ello se construyen un espacio medible y una medida de probabilidad
que conjunten las leyes Pxω con una medida producto Q, bajo la cual {Wx}x∈Z es una sucesión de variables
independientes e idénticamente distribuidas, denotaremos por PxQ a dicha medida de probabilidad. El desarrollo
de este capítulo básicamente puede dividirse en dos apartados. En el primero, se establecen resultados sobre
cadenas de nacimiento y muerte, �jando el ambiente de la caminata, se prueban resultados generales aplicables
a sucesiones de variables aleatorias independientes, para que, de la unión de estos dos procesos resulte el
teorema en que se establece el comportamiento al in�nito de una caminata aleatoria en ambientes aleatorios.
En el camino, se observa lo siguiente: Cuando el ambiente está �jo, los resultados conocidos para caminatas
aleatorias son válidos, de hecho, varios de ellos se establecen en torno a ciertos valores determinados por las
probabilidades de transición, sin embargo, en el momento de uni�car toda la información, estos pierden la
relevancia que tenían. Una nueva fuente de información sobre la caminata (uni�cada), está contenida en las
funciones potenciales, asociadas a los estados de la caminata aleatoria en el nuevo modelo.

En el segundo apartado, se tiene un contratiempo: Resulta que, bajo la nueva medida PxQ , el proceso
construido no es en general una cadena de Markov. Entonces la e�cacia de esta medida se ve notoriamente
afectada en el momento de querer establecer la Ley Fuerte de los Grandes Números para el proceso en el
nuevo modelo. Recordando lo que se mencionó sobre el Capítulo 4, la prueba recae en cierto momento en el
hecho de que la caminata aleatoria del primer modelo satisface la propiedad de Markov. ¾Cómo solucionar
este inconveniente? Construyendo una medida de probabilidad ν bajo la cual las variables aleatorias {Wx}x∈Z
sean independientes e idénticamente distribuidas, que nos proporcione información de las probabilidades de
transición y que sea equivalente a la medida Q. Se recupera la información de todo el proceso con la medida Pν ,
se construye un proceso que sí satisface la propiedad de Markov, con el cuál se construye una transformación
preservadora de medida, que además tendrá la propiedad de ergodicidad. En esa instancia se estará bajo
condiciones análogas a las del Capítulo 4, obteniéndose el resultado deseado.

Finalmente, en el Capítulo 6 se comparan ambos modelos. En el Capítulo 4 se deduce que la Ley Fuerte de los
Grandes Números para caminatas aleatorias simétricas en Z depende totalmente del valor esperado de alguna de
las variables aleatorias independientes que determinan los saltos. En este capítulo se exhibe grá�camente (con
ayuda del paquete estadístico R) el comportamiento de una caminata aleatoria en ambientes aleatorios, así como
de los potenciales introducidos en el Capítulo 5. Se hace explícito el hecho de que los potenciales proporcionan
información sobre el comportamiento en general de la caminata aleatoria. El potencial ayuda a predecir la
cantidad de tiempo que la caminata visitará ciertos estados. La información relevante está determinada por
los potenciales más que por el valor esperado de una de las variables involucradas en el modelo con ambientes
aleatorios.
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Capítulo 1

Transformaciones preservadoras de
medida.

En este capítulo se expone un concepto fundamental para la Teoría Ergódica, que es el de transformación
preservadora de medida. La mayoría de los resultados se establecen para un espacio de probabilidad. Se
establece la propiedad de ergodicidad de una transformación preservadora de medida, caracterizaciones básicas
de dicha propiedad, así como algunas de sus consecuencias, entre ellas el Teorema Ergódico de Birkho�.

Se introducen dos conceptos importantes dentro de la clasi�cación de transformaciones preservadoras
de medida, comunmente conocidas como mezcla fuerte y débil, ambas relacionadas con la propiedad de
ergodicidad. Se muestran algunas criterios para determinar cuando una transformación satisface alguna de
estas dos propiedades.

A lo largo de este trabajo,
⊎

denotará la unión disjunta de una familia de conjuntos. Considere la siguiente
notación:

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Escribamos

N (µ) = {A ∈ Σ : µ[A] = 0}

como la colección de todos los conjuntos en Σ con medida µ−cero.

También (X,Σ, µ) denota la completación de (X,Σ, µ), donde Σ = {A∪B : A ∈ Σ, B ∈ N (µ)}, la medida
µ : Σ :→ R está de�nida como µ[A ∪B] = µ[A]. Además se tiene que Σ ⊆ Σ y µ|Σ = µ.

Denote por P(X) al conjunto potencia de X. Decimos que S ⊆ P(X) es una semiálgebra de subconjuntos
de X si satisface

i. ∅ ∈ S

ii. Para todo A,B ∈ S se tiene que A ∩B ∈ S

iii. Para todo A ∈ S existen A1, . . . , An ∈ S conjuntos disjuntos tales que X\A =

n⊎
i=1

Ai.

Considere {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida. Una función f : X1 → X2 será llamada (Σ1,Σ2)−medible
si para todo B ∈ Σ2 se tiene que f−1(B) ∈ Σ1.

Dado cualquier B ⊆ P(X2), escribimos f−1(B) = {f−1(B) : B ∈ B}.

Se suponen conocidos todos los resultados básicos de Teoría de la Medida, entre ellos, el Lema de Clases
Monótonas, propiedades de las funciones medibles (aproximación por funciones simples), de�nición y propie-
dades de la integral de Lebesgue en estos espacios, así como los espacios normados de funciones integrables.
También se utilizará el Teorema de Radon-Nikodym y algunas consecuencias del Teorema de Fubini. Todos
estos resultados pueden consultarse en [Gra13].
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1.1. Transformaciones preservadoras de medida: De�niciones básicas.

En esta sección se introducen los conceptos básicos relacionados con transformaciones preservadoras de
medida, así como las posibles transformaciones que pueden de�nirse a partir de ciertas transformaciones dadas
previamente.

Definición 1 (Transformación preservadora de medida). Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida y
T : X1 → X2 una función (Σ1,Σ2)−medible.

a. Se dice que T es una transformación µ1 − µ2 − preservadora de medida si para todo A ∈ Σ2 ocurre

µ1[T−1(A)] = µ2[A].

Considere (X,Σ, µ) un espacio de medida y T : X → X una transformación µ− µ−preservadora de medida.
Se dirá simplemente que T es una transformación µ−preservadora de medida.

b. Se dice que T es una transformación µ1 − µ2 − invertible preservadora de medida si T es una función
invertible y tanto T como T−1 son transformaciones µ1−µ2 y µ2−µ1−preservadoras de medida respectiva-
mente.

Observación 1. Sean {(Xi,Σi, µi)}3i=1 espacios de medida, T : X1 → X2 y S : X2 → X3 funciones. Se
satisfacen

1 Si T y S son transformaciones µ1 − µ2 y µ2 − µ3−preservadoras de medida respectivamente, entonces S ◦ T
es una transformación µ1 − µ3−preservadora de medida. En particular, si T : (X,Σ, µ) → (X,Σ, µ) es una
transformación µ−preservadora de medida, entonces, para cada n ∈ N la función Tn : X → X, de�nida
recursivamente como Tn = T ◦Tn−1 y T 0 = IdX , es también una transformación µ−preservadora de medida.

2 Denote por {(Xi,Σi, µi)}2i=1 a las completaciones de los espacios {(Xi,Σi, µi)}2i=1. Si T es una transformación
µ1−µ2−preservadora de medida, entonces T es también una transformación µ1−µ2−preservadora de medida.

Demostración de la Observación 1.

1. Se veri�ca inmediatamente que S ◦ T es una función (Σ1,Σ3)−medible. Por las hipótesis, para todo A ∈ Σ3

se tiene que
µ1[(S ◦ T )−1(A)] = µ1[T−1(S−1(A))] = µ2[S−1(A)] = µ3[A].

El caso particular ahora es claro.

2. Se utilizará la De�nición 1. Para ello, considere C ∈ Σ2 arbitrario. Expresemos C = A ∪ B, donde
A ∈ Σ2, B ∈ N (µ2). Observe que se tiene que T−1(A) ∈ Σ1 y también, como T es una transforma-
ción µ1 − µ2−preservadora de medida, µ1[T−1(B)] = µ2[B] = 0, es decir T−1(B) ∈ N (µ1). Así que
T−1(C) = T−1(A) ∪ T−1(B), donde T−1(A) ∈ Σ1 y T−1(B) ∈ N (µ1). Esto signi�ca que T−1(C) ∈ Σ1.

Por otro lado, por las de�niciones de µ1, µ2 y el hecho de que T sea una transformación µ1−µ2−preservadora
de medida, se deduce que

µ1[T−1(C)] = µ1[T−1(A) ∪ T−1(B)] = µ1[T−1(A)] = µ2[A] = µ2[A ∪B] = µ2[C].

Por la elección arbitraria de C ∈ Σ2 se concluye que T es una transformación µ1 − µ2−preservadora de
medida.

�

Tenemos el siguiente resultado que permite veri�car la propiedad de preservación de medida para espacios
de medida cuya σ−álgebra esté generada por una semiálgebra de subconjuntos del espacio.

Teorema 1. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una función. Suponga que S ⊆
P(X2) es una semiálgebra de subconjuntos de X2 tal que σ(S) = Σ2. Entonces T es una una transformación
µ1 − µ2−preservadora de medida si y sólo si T satisface

(I) Para todo B ∈ S: T−1(B) ∈ F .
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(II) Para cada B ∈ S: µ1[T−1(B)] = µ2[B].

Demostración. Emplearemos la De�nición 1.

=⇒ ] Esta implicación se tiene inmediatamente de la De�nición 1.

⇐= ] Suponga que se satisfacen las condiciones (I) y (II). Para establecer la conclusión del enunciado, se utiliza
la técnica conocida comunmente como el principio de "los buenos conjuntos". Se de�ne

C = {B ∈ Σ2 : T−1(B) ∈ Σ1, µ1[T−1(B)] = µ2[B]}.

Se demostrará que C es una clase monótona que satisface C = Σ2. En primer lugar, observe que es claro
que S ⊆ C ⊆ Σ2. Recuerde que, como S es una semiálgebra, el álgebra generada por S, A(S), tiene la
forma

A(S) =

{ r⊎
i=1

Ai : Ai ∈ S, i ∈ {1, . . . , r}, r ∈ N
}
.

A�rmación. Se tienen

i. A(S) ⊆ C.
ii. C es una clase monótona.

Demostración de la A�rmación.

i. Fije A ∈ A(S) con A =

r⊎
i=1

Ai, Ai ∈ S, i ∈ {1, . . . , r}, r ∈ N. Por la condición (I), para cada

i ∈ {1, . . . , r} tenemos T−1(Ai) ∈ Σ1 y por la condición (II) ocurre que µ1[T−1(Ai)] = µ2[Ai].

También T−1(A) =
r⊎
i=1

T−1(Ai). Así que T−1(A) ∈ σ1 y

µ1[T−1(A)] = µ1

[ r⊎
i=1

T−1(Ai)

]
=

r∑
i=1

µ1[T−1(Ai)] =

r∑
i=1

µ2[Ai] = µ2[A].

De modo que A ∈ C. Así se concluye que A(S) ⊆ C.

ii. Mostremos que para cada sucesión creciente de conjuntos (An)n∈N en C ocurre que
∞⋃
n=1

An ∈ C.

Fije cualquier sucesión creciente de conjuntos (An)n∈N en C. Entonces para cada n ∈ N se satisface

T−1(An) ⊆ T−1(An+1) , T−1(An) ∈ Σ1 y µ1[T−1(An)] = µ2[An]. Observe que T−1

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

T−1(An) ∈ Σ1 y por el Teorema de Continuidad para µ1 y µ2 se tiene que

µ1

[
T−1

( ∞⋃
n=1

An

)]
= µ1

[ ∞⋃
n=1

T−1(An)

]
= ĺım
n→∞

µ1[T−1(An)] = ĺım
n→∞

µ2[An] = µ2

[ ∞⋃
n=1

An

]
.

Por ello,
∞⋃
n=1

An ∈ C.

Análogamente, podemos probar que para toda sucesión decreciente de conjuntos (An)n∈N en C se

tiene que
∞⋂
n=1

An ∈ C.

Por lo tanto C es una clase monótona.

Dada la A�rmación, desde que A(S) es un álgebra y S es un π−sistema, por el Lema de Clases Monótonas
se tiene que Σ2 = σ(S) = σ(A(S)) = M(A(S)) = M(S), donde M(A(S)) y M(S) son las clases
monótonas generadas por A(S) y S respectivamente. Así, Σ2 =M(A(S)) =M(C) = C, dondeM(C) es
la clase monótona generada por C y la última igualdad se obtiene de que C es una clase monótona. Por
tanto, C = Σ2 y por la De�nición 1 se obtiene que T es una transformación µ1 − µ2−preservadora de
medida.
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�

Definición 2 (Transformación producto directo). Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida σ−�nitos,
Ti : Xi → Xi una transformación µi−preservadora de medida, i = 1, 2. Denotemos por (X1×X2,Σ1⊗Σ2, µ1⊗µ2)
al espacio de medida producto, donde Σ1 ⊗ Σ2 = σ(Σ1 × Σ2), con Σ1 × Σ2 = {A1 × A2 : Ai ∈ Σi, i = 1, 2},
µ1 ⊗ µ2 es la única medida de�nida en (X1 ×X2,Σ1 ⊗ Σ2) tal que para todo A1 ∈ Σ1 y A2 ∈ Σ2 ocurre que

µ1 ⊗ µ2[A1 ×A2] = µ1[A1]µ2[A2].

Se de�ne la transformación producto directo T1⊗T2 : X1×X2 → X1×X2 para todo (x1, x2) ∈ X1×X2

como

(T1 ⊗ T2)(x1, x2) = (T1(x1), T2(x2)).

Observación 2. Considere toda la notación de la De�nición 2. Se tiene que Σ1 × Σ2 es una semiálgebra de
subconjuntos de X1×X2 tal que σ(Σ1×Σ2) = Σ1⊗Σ2 y que T1⊗T2 es una transformación µ1⊗µ2−preservadora
de medida.

Demostración de la Observación 2. Se veri�ca de inmediato que Σ1 × Σ2 es una semiálgebra de sub-
conjuntos de X1 × X2 tal que σ(Σ1 × Σ2) = Σ1 ⊗ Σ2. Por el Teorema 1, será su�ciente demostrar
que para todo A1 ∈ Σ1 y A2 ∈ Σ2 se tiene que (T1 ⊗ T2)−1(A1 × A2) ∈ Σ1 ⊗ Σ2 y también que
µ1 ⊗ µ2[(T1 ⊗ T2)−1(A1 ×A2)] = µ1 ⊗ µ2[A1 ×A2].

Fije A1 ∈ Σ1, A2 ∈ Σ2. Note que para cada i ∈ {1, 2} tenemos que T−1
i (Ai) ∈ Σi y µi[Ai] = µi[T

−1
i (Ai)].

Además ocurre que

(T1 ⊗ T2)−1(A1 ×A2) = {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 : (T1(x1), T2(x2)) ∈ A1 ×A2}
= {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 : Ti(xi) ∈ Ai, i = 1, 2}
= {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 : (x1, x2) ∈ T−1

1 (A1)× T−1
2 (A2)} = T−1

1 (A1)× T−1
2 (A2).

Por lo cual, (T1 ⊗ T2)−1(A1 ×A2) ∈ Σ1 ⊗ Σ2 y por la de�nición de µ1 ⊗ µ2 ocurre que

µ1 ⊗ µ2[(T1 ⊗ T2)−1(A1 ×A2)] = µ1 ⊗ µ2[T−1
1 (A1)× T−1

2 (A2)] = µ1[T−1
1 (A1)]µ2[T−1

2 (A2)] = µ1[A1]µ2[A2]

= µ1 ⊗ µ2[A1 ×A2].

Por la elección de A1 ∈ Σ1, A2 ∈ Σ2 se tiene la conclusión.
�

1.2. Recurrencia

Comenzaremos con el siguiente resultado.

Teorema 2 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida �nita y T :
X → X una transformación µ−preservadora de medida. Entonces, para todo B ∈ Σ se tiene que el conjunto
B0 = {b ∈ B : |{n ∈ N : Tn(b) ∈ B}| =∞} es Σ−medible. Además µ[B] = µ[B0].

Demostración. Fije B ∈ Σ y considere B0 como en el enunciado.

Mostremos primero que B0 ∈ Σ. Para cada k ∈ N denote por T−k(B) = (T k)−1(B). Note que T−k(B) ∈ Σ,
ya que T k es una función Σ−medible.

Para cada n ∈ N de�na el conjunto

Cn = B ∩
∞⋂
i=n

T−i(X\B)

que es un conjunto Σ−medible. Observe que

Cn =
∞⋂
i=n

T−i(X\B) = B ∩
∞⋂
i=n

(X\T−i(B)) = B\
∞⋃
i=n

T−i(B).
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Se a�rma que B0 = B\
∞⋃
n=1

Cn. Para establecer esto último, observe que

B\
∞⋃
n=1

Cn = B\
∞⋃
n=1

(
B\

∞⋃
i=n

T−i(B)

)
= B ∩

∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

T−i(B).

De modo que b ∈ B\
∞⋃
n=1

Cn si y sólo si b ∈ B ∩
∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

T−i(B), lo cual sucede si y sólo si b ∈ B y para una

in�nidad de i ∈ N ocurre que b ∈ T−i(B), es decir, T i(b) ∈ B, en otras palabras, |{n ∈ N : Tn(b) ∈ B}| =∞,

que signi�ca b ∈ B0. Así que B0 = B\
∞⋃
n=1

Cn. De aquí que B0 ∈ Σ.

Resta veri�car que µ[B] = µ[B0]. Para ello, observe que B = T−0(B) ⊂
∞⋃
i=0

T−i(B). Luego, para cada n ∈ N

tenemos que

Cn = B\
∞⋃
i=n

T−i(B) ⊆
( ∞⋃
i=0

T−i(B)

)
\
( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)
y también

T−n
( ∞⋃
i=0

T−i(B)

)
=
∞⋃
i=0

T−n(T−i(B)) =
∞⋃
i=0

T−(i+n)(B) =
∞⋃
i=n

T−i(B).

Como T es una transformación µ−preservadora de medida, por la Observación 1 y las expresiones previas,
se tiene que

µ

[ ∞⋃
i=0

T−i(B)

]
= µ

[
T−n

( ∞⋃
i=0

T−i(B)

)]
= µ

[ ∞⋃
i=n

T−i(B)

]
.

Entonces, para cada n ∈ N se obtiene que

0 ≤ µ[Cn] ≤ µ
[ ∞⋃
i=0

T−i(B)

]
− µ

[ ∞⋃
i=n

T−i(B)

]
= µ

[ ∞⋃
i=n

T−i(B)

]
− µ

[ ∞⋃
i=n

T−i(B)

]
= 0.

Por tanto µ

[ ∞⋃
n=1

Cn

]
= 0. De aquí que

µ[B0] = µ

[
B\

∞⋃
n=1

Cn

]
= µ[B]− µ

[ ∞⋃
n=1

Cn

]
= µ[B].

�

Corolario 1. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida �nita y T una transformación µ−preservadora de medida.
Entonces para todo B ∈ Σ con µ[B] > 0 existe B0 ∈ Σ tal que µ[B] = µ[B0]. Además para cada b ∈ B0

existe una sucesión estrictamente creciente {α(n)}n∈N de números naturales tal que para todo n ∈ N ocurre que
Tα(n)(b) ∈ B0.

Demostración. Fije B ∈ Σ con µ[B] > 0. Al igual que en el Teorema 2, consideremos

B0 = B ∩
∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

T−i(B).

La prueba del Teorema 2 implica que B0 ∈ Σ y que µ[B] = µ[B0].

Para concluir la prueba del resultado, �je b ∈ B0. A continuación construimos la sucesión {α(n)}n∈N
inductivamente.

Como b ∈ B ∩
∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

T−i(B), para n = 1 existe α(1) ∈ N con α(1) > 1 y Tα(1)(b) ∈ B.

Supóngase construida la colección {α(1), . . . , α(k)} ⊆ N con α(1) < . . . < α(k) y Tα(i)(b) ∈ B, para

i ∈ {1, . . . , k}. Como b ∈ B∩
∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

T−i(B), para α(k)+1 existe un número natural α(k+1) tal que α(k+1) ≥

α(k) + 1 y Tα(k+1)(b) ∈ B. Entonces existen {α(1), . . . , α(k+ 1)} ⊆ N con α(1) < . . . < α(k+ 1) y Tα(i)(b) ∈ B,
para i ∈ {1, . . . , k + 1}. Por el principio de inducción matemática se tiene la conclusión.

�



6

1.3. Operadores asociados a una transformación preservadora de me-

dida.

De�namos la notación que utilizaremos en esta sección. Sean p ≥ 1 y (X,Σ, µ) un espacio de medida.
Escribimos K para referirnos a R o C.

LK
0 (X,Σ, µ) denotará al K− espacio vectorial de las funciones f : X → K que son (Σ,B(K))−medibles.

LK
p (X,Σ, µ) denotará el espacio de Banach cuyos elementos son funciones f : X → K que son

(Σ,B(K))−medibles y
∫
X

|f |pdµ < ∞. Denote a la norma en este espacio por ‖ · ‖p, de�nida para cada

f ∈ LK
p (X,Σ, µ) como

‖f‖p =

(∫
X

|f |pdµ
) 1
p

.

También LK
∞ (X,Σ, µ) denotará al espacio de Banach que contiene a las funciones f : X → K que son

(Σ,B(K))−medibles tal que ı́nf{M > 0 : µ[|f |−1(]M,∞[)] = 0} está bien de�nido. Denote a la norma en este
espacio por ‖ · ‖∞, de�nida para cada f ∈ LK

∞ (X,Σ, µ) como

‖f‖∞ = ı́nf{M > 0 : µ[|f |−1(]M,∞[)] = 0}.

Si U : LK
p (X,Σ, µ)→ LK

p (X,Σ, µ) es un operador lineal acotado, escribiremos

‖U‖p = sup
{
‖U(f)‖p : f ∈ LK

p (X,Σ, µ) , ‖f‖p ≤ 1
}
. (1.1)

a la norma del operador lineal U . Cuando K = R diremos que U es un operador lineal positivo si para toda
f ∈ LK

p (X,Σ, µ) con f ≥ 0 c.t.p. (µ) ocurre que U(f) ≥ 0 c.t.p. (µ).

Definición 3 (Operador asociado a una transformación preservadora de medida). Sean
{(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida, T : X1 → X2 una transformación µ1 − µ2−preservadora de medida.
De�nimos UT : LK

0 (X2,Σ2, µ2)→ LK
0 (X1,Σ1, µ1) para cada f ∈ LK

0 (X2,Σ2, µ2) como

UT (f) = f ◦ T.

A UT se le llama operador asociado a T.

Proposición 1. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una transformación µ1 −
µ2−preservadora de medida. Entonces UT es un operador lineal. Más aún, cuando K = R se tiene que UT es
un operador positivo, esto es, para cada f ∈ LK

0 (X2,Σ2, µ2) con f ≥ 0 c.t.p. (µ2) ocurre que UT (f) ≥ 0 c.t.p.
(µ1).

Demostración. Note primero que para cada f ∈ LK
0 (X2,Σ2, µ2) se tiene que UT (f) = f ◦ T ∈ LK

0 (X1,Σ1, µ1).

Veri�quemos ahora que UT es un operador lineal. Para cada f, g ∈ LK
0 (X2,Σ2, µ2), c ∈ K y x ∈ X1 tenemos

que
((cf + g) ◦ T )(x) = (cf + g)(T (x)) = c(f ◦ T )(x) + (g ◦ T )(x).

Por ello
UT (cf + g) = (cf + g) ◦ T = c(f ◦ T ) + (g ◦ T ) = cUT (f) + UT (g).

que signi�ca que UT es un operador lineal.

Queda por veri�car que, en el caso en que K = R, UT es un operador lineal positivo. Para ello, �je f ∈
LK

0 (X2,Σ2, µ2) con f ≥ 0 c.t.p. (µ2). Como T es una transformación µ1 − µ2−preservadora de medida y
f−1([0,∞[) ∈ Σ1 ocurre que

µ2[X2] = µ2[f−1([0,∞[)] = µ1[T−1(f−1([0,∞[))] = µ1[(f ◦ T )−1([0,∞[)].

De esta forma se concluye que UT (f) ≥ 0 c.t.p (µ1). �

Tenemos el siguiente lema que relaciona la integral de una función con la integral del operador aplicado a
esa función.
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Lema 1. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una transformación µ1 −
µ2−preservadora de medida. Entonces para cada f ∈ LK

0 (X2,Σ2, µ2) con f ≥ 0 c.t.p (µ2) se tiene que∫
X1

UT (f)dµ1 =

∫
X2

fdµ2.

Demostración. La demostración de este resultado se desarrolla mediante aproximación de funciones medibles
por funciones Σ2−simples. Considere los siguientes casos:

Caso 1. f = χB , donde B ∈ Σ2.
Note que para cada x ∈ X1

(f ◦ T )(x) = χB(T (x)) =

{
1 si x ∈ T−1(B)
0 si x /∈ T−1(B)

= χT−1(B)(x)

Como T es una transformación µ1 − µ2−preservadora de medida, se tiene que∫
X1

UT (f)dµ1 =

∫
X1

χT−1(B)dµ1 = µ1[T−1(B)] = µ2[B] =

∫
X2

χBdµ2 =

∫
X2

fdµ2.

Caso 2. f es una función Σ2−simple.
En este caso, la conclusión se tiene del Caso 1 y la linealidad de la integral para funciones no negativas.

Caso 3. f es una función (Σ2,B(K))−medible no negativa.
Por el teorema de aproximación por funciones simples, para f existe (fn)n∈N una sucesión creciente de
funciones Σ2−simples no negativas de�nidas en X2 tal que ĺım

n→∞
fn = f c.t.p.(µ2).

Se veri�ca de inmediato que (UT (fn))n∈N es una sucesión creciente de funciones Σ1−simples no negativas
tales que ĺım

n→∞
UT (fn) = UT (f) c.t.p.(µ1).

Entonces por el Caso 2 y el Teorema de Convergencia Monótona:∫
X1

UT (f)dµ1 = ĺım
n→∞

∫
X1

UT (fn)dµ1 = ĺım
n→∞

∫
X2

fndµ2 =

∫
X2

fdµ2.

�

Corolario 2. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una transformación µ1 −
µ2−preservadora de medida. Entonces para cada f ∈ LK

0 (X2,Σ2, µ2) se tiene que UT (f) ∈ LK
1 (X1,Σ1, µ1)

si y sólo si f ∈ LK
1 (X2,Σ2, µ2). En este caso:∫

X1

UT (f)dµ1 =

∫
X2

fdµ2. (1.2)

Demostración. Distinguimos entre los casos K = R y K = C.

Caso 1. K = R.
Por el Lema 1 se tiene que ∫

X1

|UT (f)|dµ1 =

∫
X2

|f |dµ2.

Es decir, UT (f) ∈ LK
1 (X1,Σ1, µ1) si y sólo si f ∈ LK

1 (X2,Σ2, µ2). En tal caso, si f+, f− la parte positiva y
negativa de f respectivamente, como f = f+ − f−, ocurre que UT (f) = UT (f+)−UT (f−) y por el Lema
1 ∫

X1

UT (f+)dµ1 =

∫
X2

f+dµ2,

∫
X1

UT (f−1)dµ1 =

∫
X2

f−dµ2,

de donde se sigue que∫
X1

UT (f)dµ1 =

∫
X1

UT (f+)dµ1 −
∫
X1

UT (f−)dµ1 =

∫
X2

f+dµ2 −
∫
X2

f−dµ2 =

∫
X2

fdµ2

Caso 2. K = C.
Basta observar que si f = <(f) + i=(f), entonces UT (f) = UT (Re(f)) + iUT (Im(f)) = Re(UT (f)) +
iIm(UT (f)) y aplicar el Caso 1 a Re(f) y Im(f).
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Una consecuencia importante del Corolario 2 está en el siguiente resultado.

Teorema 3. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una transformación µ1 −
µ2−preservadora de medida y p ≥ 1. Entonces

UT
(
LK
p (X2,Σ2, µ2)

)
⊆ LK

p (X1,Σ1, µ1).

Además, si para cada i ∈ {1, 2}, ‖ · ‖(i)p denota la norma p en LK
p (Xi,Σi, µi), entonces para cada f ∈

LK
p (X2,Σ2, µ2)

‖UT (f)‖(1)
p = ‖f‖(2)

p . (1.3)

Demostración. Sea f ∈ LK
p (X2,Σ2, µ2) arbitraria. Observe que

UT (|f |p) = |f |p ◦ T = |f ◦ T |p = |UT (f)|p.

Del Corolario 2 se obtiene que |UT (f)|p ∈ LK
p (X1,Σ1, µ1) y

‖UT (f)‖(1)
p =

∫
X1

|UT (f)|pdµ1 =

∫
X1

UT (|f |p)dµ1 =

∫
X2

|f |pdµ2 = ‖f‖(2)
p

de donde se sigue el resultado. �

En la siguiente observación se muestran algunas propiedades del operador asociado a una transformación
preservadora de medida.

Observación 3. Sean {(Xi,Σi, µi)}2i=1 espacios de medida �nita, T : X1 → X2 una transformación µ1 −
µ2−preservadora de medida y p ≥ 1. Sea UT el operador asociado a T . Se tienen las siguientes propiedades de
UT :

(I) Para cada c ∈ K, f, g ∈ LK
0 (X2,Σ2, µ2), si c : X2 → K denota la función constante c, entonces UT (c) = c

y UT (fg) = UT (f)UT (g).

(II) Si (X3,Σ3, µ3) es un espacio de medida y S : X2 → X3 es una transformación µ2 − µ3−preservadora de
medida, entonces US◦T = UT ◦ US . En particular, si (X,Σ, µ) es un espacio de medida y T : X → X es
una transformación µ−preservadora de medida, para cada n ∈ N se tiene que UTn = (UT )n, donde esta
última función se de�ne recursivamente para cada f ∈ LK

0 (X,Σ, µ) como (UT )n(f) = (UT )n−1(UT (f)),
con U0

T (f) = f .

(III) Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida �nito y T : X → X es una transformación µ−preservadora de medida.
Puede restringirse el dominio y el contradominio de UT a LK

p (X,Σ, µ), que resulta ser un operador lineal
acotado.

Demostración de la Observación 3. Considere la notación para las funciones constantes.

(I) Fije c ∈ K y f, g ∈ LK
0 (X2,Σ2, µ2). Observe que para todo x ∈ X1 ocurre que

UT (c)(x) = (c ◦ T )(x) = c(T (x)) = c = c(x).

y también
UT (fg)(x) = ((fg) ◦ T )(x) = f(T (x))g(T (x)) = UT (f)(x)UT (g)(x).

De este modo se tiene (I).

(II) Ya se tiene, por la Observación 1, que S ◦ T es una transformación µ1 − µ3−preservadora de medida.
También, para cada f ∈ LK

0 (X2,Σ2, µ2) ocurre que

US◦T (f) = f ◦ (S ◦ T ) = (f ◦ S) ◦ T = UT (f ◦ S) = UT (US(f)) = (UT ◦ US)(f).
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(III) Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y T una transformación µ−preservadora de medida. Note que, para
cada f ∈ LK

p (X,Σ, µ) que satisface ‖f‖p ≤ 1, se tiene que, por la expresión (1.3) del Teorema 3, que
‖UT (f)‖p = ‖f‖p ≤ 1, entonces el conjunto

{‖UT (f)‖p : f ∈ LK
p (X,Σ, µ) , ‖f‖p ≤ 1}

está acotado superiormente y luego,

‖UT ‖p = sup{‖UT (f)‖p : f ∈ LK
p (X,Σ, µ) , ‖f‖p ≤ 1} ≤ 1,

obteniéndose que UT es un operador lineal acotado en LK
p (X,Σ, µ).

�

1.4. Ergodicidad

El objetivo de esta sección es presentar el Teorema Ergódico de Birkho�, así como la de�nición y principales
caracterizaciones de las transformaciones ergódicas.

El siguiente resultado es fundamental para establecer el Teorema Ergódico en su versión más general, donde
el espacio de medida considerado es σ−�nito.

Teorema 4 (Teorema Ergódico Maximal). Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ−�nito, T : X → X una
transformación µ−preservadora de medida, U : LK

1 (X,Σ, µ)→ LK
1 (X,Σ, µ) un operador lineal acotado positivo

con ‖U‖ ≤ 1. Fije N ∈ N y f ∈ LK
1 (X,Σ, µ). De�na la sucesión de funciones (fn : X → R)n≥0 como sigue: Sea

f0 = 0. Para cada n ≥ 1 de�nimos fn =
n−1∑
i=0

U i(f) y también considere FN = máx{fn : 0 ≤ n ≤ N}. Entonces

∫
{x∈X: FN (x)>0}

fdµ ≥ 0. (1.4)

Demostración. En primer lugar, se tiene que FN = máx{fn : 0 ≤ n ≤ N} ≥ f0 = 0. También para cada natural
n, con 0 ≤ n ≤ N , se tiene que fn ≤ FN , es decir, FN − fn ≥ 0, donde FN − fn ∈ LK

1 (X,Σ, µ). Esto implica,
desde que U es un operador lineal positivo, que

U(FN ) ≥ U(fn) = U

(n−1∑
i=0

U i(f)

)
=

n∑
j=1

U j(f).

Por ello, para cada 0 ≤ n ≤ N

U(FN ) + f ≥ U(fn) + f =
n∑
j=1

U j(f) =
n∑
i=0

U i(f) = fn+1. (1.5)

A�rmación. Para cada x ∈ X con FN (x) > 0 se satisface que

FN (x) = máx{fn(x) : 1 ≤ i ≤ N}. (1.6)

Demostración de la A�rmación. Fije x ∈ X con FN (x) > 0. Se veri�ca de inmediato que

FN (x) ≥ máx{fn(x) : 1 ≤ i ≤ N}.

Por otro lado, note que la condición FN (x) > 0 implica que FN (x) 6= f0(x).Considere j0 ∈ {1, . . . N} tal
que fj0(x) = máx{fn(x) : 1 ≤ i ≤ N}. Se tiene que fj0(x) > 0. (Porque, en caso contrario, si fj0(x) ≤ 0,
entonces para cada k ∈ {1, . . . N} ocurre que fk(x) ≤ fj0(x) ≤ 0, así que para cada k ∈ {0, . . . N} tenemos
fk(x) ≤ fj0(x) ≤ 0, lo que implica que FN (x) ≤ 0, que es contradictorio).

Por lo que para todo k ∈ {0, . . . N} tenemos fk(x) ≤ fj0(x), es decir,

máx{fn(x) : 1 ≤ i ≤ N} = fj0(x) ≥ máx{fn(x) : 0 ≤ i ≤ N} = FN (x).

Así se obtiene la expresión (1.6).
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Por la A�rmación y la ecuación (1.5) se concluye que para todo x ∈ X con FN (x) se tiene que

U(FN )(x) + f(x) ≥ FN (x) = máx{fn(x) : 1 ≤ i ≤ N}.

De�namos el conjunto Σ−medible A(f,N) = {x ∈ X : FN (x) > 0}. Como FN ≥ 0, tenemos que X\A(f,N) =
{x ∈ X : FN (x) = 0}. Por la ecuación (1.5), esto implica que (U(FN )+f)χA(f,N)

≥ FNχA(f,N)
; equivalentemente

fχA(f,N)
≥ (FN − f)χA(f,N)

. (1.7)

También se tiene que FNχX\A(f,N)
= 0. Y como FN > 0 y U(FN ) > 0, ya que U es un operador lineal

positivo, tenemos que

‖FN‖1 =

∫
X

FN =

∫
A(f,N)

FN , ‖U(FN )‖1 =

∫
X

U(FN ) ≥
∫
A(f,N)

FN . (1.8)

Por las propiedades de la norma del operador, así como el hecho de que ‖U‖ ≤ 1 se tiene que
‖U(FN )‖1 ≤ ‖U‖‖FN‖1 = ‖FN‖1, es decir, ‖FN‖1 − ‖U(FN )‖1 ≥ 0.

De las ecuaciones (1.7) y (1.8) se concluye que∫
A(f,N)

fdµ ≥
∫
A(f,N)

(FN − U(FN ))dµ =

∫
A(f,N)

FNdµ−
∫
A(f,N)

U(FN )dµ

≥
∫
X

FNdµ−
∫
X

U(FN )dµ = ‖FN‖1 − ‖U(FN )‖1 ≥ 0

que es el resultado deseado.
�

Corolario 3. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ−�nito, T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida, g ∈ LR

1 (X,Σ, µ). Para cada α ∈ R de�na el conjunto

B(g,α) =

{
x ∈ X : sup

n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i)(x)

}
> α

}
.

Entonces para cada A ∈ Σ con T−1(A) = A y µ[A] <∞ se tiene que∫
B(g,α)∩A

gdµ ≥ αµ
(
B(g,α) ∩A

)
. (1.9)

Demostración. Recuerde que, del inciso (III) de la Observación 3, se tiene que UT es un operador lineal acotado
en LR

1 (X,Σ, µ) con ‖UT ‖1 ≤ 1.

Sean A ∈ Σ con µ[A] < ∞. Note que, para cada k ∈ N ocurre que g ◦ T k ∈ LR
0 (X,Σ, µ), por lo que, para

cada α ∈ R tenemos que B(g,α) ∈ Σ. Considere los siguientes casos para A:

Caso 1. A = X con µ[X] <∞.
De�na f = g − α. Es claro que, el hecho de que µ[X] < ∞ implica que f ∈ LR

1 (X,Σ, µ). De�nimos los
siguientes conjuntos y funciones en X: f0 = 0. Para cada n ≥ 1 considere

fn =
n−1∑
i=0

U iT (f) =
n−1∑
i=0

[g ◦ T i − α ◦ T i] =
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− nα.

También, para cada N ∈ N de�nimos

FN (x) = máx{fn : 0 ≤ n ≤ N}

y el conjunto Σ−medible A(f,N) = {x ∈ X : FN (x) > 0}. Con dichas de�niciones, se reescribe

B(g,α) =

{
x ∈ X : sup

n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i)(x)

}
> α

}
=

{
x ∈ X : sup

n∈N

{
1

n
(fn(x) + nα)

}
> α

}
=

{
x ∈ X : sup

n∈N

{
1

n
fn(x) + α

}
> α

}
.

Tenemos la siguiente
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A�rmación. B(g,α) =
∞⋃
N=1

A(f,N).

Demostración de la A�rmación. Probaremos únicamente que B(g,α) ⊆
∞⋃
N=1

A(f,N), la otra contención se

tiene de forma similar. Fije x ∈ B(g,α) arbitrario. Entonces supn∈N

{
1

n
fn(x) + α

}
> α. Por ello existe

N ∈ N tal que
1

N
fN (x) + α > α. Se sigue que FN (x) ≥ fN (x) > 0, es decir, x ∈ A(f,N). Así que

B(g,α) ⊆
∞⋃
N=1

A(f,N). Esto prueba la A�rmación.

Por la A�rmación, para cada N ∈ N y α ∈ R se tiene que A(f,N) ⊆ B(g,α). Además, como µ[X] < ∞,
ocurre que µ[B(g,α)] <∞. Por el Teorema Ergódico Maximal

0 ≤
∫
A(f,N)

fdµ ≤
∫
B(g,α)

fdµ =

∫
B(g,α)

(g − α)dµ =

∫
B(g,α)

gdµ− αµ[B(g,α)],

y se concluye que ∫
B(g,α)

gdµ ≥ αµ[B(g,α)].

Caso 2. A ∈ Σ con T−1(A) = A y µ[A] <∞.
En tal caso, la condición T−1(A) = A implica que T (A) ⊆ T (T−1(A)) ⊆ A. Entonces, al considerar el
espacio de medida �nita (A,ΣA, µA), donde ΣA = {A ∩ B : B ∈ Σ}, µA = µ|ΣA , así como la función
TA : A → A de�nida para cada x ∈ A como TA(x) = T (x), se observa que TA es una transformación
µA−preservadora de medida, y de hecho g|A ∈ LR

1 (A,ΣA, µA). Por el Caso 1 se concluye que para cada
α ∈ R ∫

B(g,α)∩A
gdµ =

∫
B(g,α)

g|AdµA ≤ αµA[B(g,α)] = αµ[B(g,α) ∩A].

Esto demuestra el resultado.
�

Teorema 5 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida σ−�nito, T : X → X
una transformación µ−preservadora de medida, f ∈ LK

1 (X,Σ, µ). Entonces existe una única función f∗ ∈
LK

1 (X,Σ, µ) tal que f∗ ◦ T = f∗ c.t.p. (µ) y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i) = f∗ c.t.p. (µ). (1.10)

Además, si µ[X] <∞, entonces∫
X

fdµ = ĺım
n→∞

∫
X

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)dµ =

∫
X

f∗dµ. (1.11)

Demostración. Note que, dada f ∈ LC
1 (X,Σ, µ), esta se puede escribir como f = Re(f) + iIm(f), puede

aplicarse el resultado para Re(f), Im(f) ∈ LR
1 (X,Σ, µ). Por ello, es su�ciente establecer el resultado para K = R.

Considere los siguientes casos para µ[X]:

Caso 1. µ[X] <∞.
De�na las funciones f∗, f∗ : X → R como sigue

f∗ = ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i), f∗ = ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i).

Note que f∗ y f∗ son funciones (Σ,B(R))−medibles.
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Observe que para todo n ∈ N y x ∈ X ocurre

1

n+ 1

n∑
i=0

(f ◦ T i)(x) =
f(x)

n+ 1
+

1

n+ 1

n∑
i=1

(f ◦ T i)(x) =
f(x)

n+ 1
+

n

n+ 1

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(T (x)).

Entonces

f∗(x) = ĺım sup
n→∞

1

n+ 1

n∑
i=0

(f ◦ T i)(x) = ĺım sup
n→∞

(
f(x)

n+ 1
+

n

n+ 1

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(T (x))

)

= ĺım sup
n→∞

(
f(x)

n+ 1

)
+ ĺım
n→∞

(
n

n+ 1

)
ĺım sup
n→∞

(
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(T (x))

)
= f∗(T (x)) = (f∗ ◦ T )(x).

Es decir,
f∗ = f∗ ◦ T (1.12)

De la misma forma se obtiene que f∗ ◦ T = f∗.

Demostraremos que la sucesión de funciones

{
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)
}
n≥0

es convergente c.t.p. (µ). Para ello se

tiene la siguiente

A�rmación 1. f∗ = f∗ c.t.p. (µ).

Demostración de la A�rmación 1. Para cada ω ∈ R de�na los conjuntos Σ− medibles

E+
ω (f) = {x ∈ X : ω < f∗(x)} = (f∗)−1(]ω,∞]),

y también
E−ω (f) = {x ∈ X : f∗(x) < ω} = (f∗)

−1([−∞, ω[).

Debido a la ecuación (1.12), se tiene que

T−1
(
E+
ω (f)

)
= T−1

(
(f∗)−1(]ω,∞])

)
= (f∗ ◦ T )−1(]ω,∞]) = (f∗)−1(]ω,∞]) = E+

ω (f),

y de igual forma se tiene que T−1
(
E−ω (f)

)
= E−ω (f).

De�na el conjunto Σ−medible

R =
⋃

α,β∈Q, α<β
E−α (f) ∩ E+

β (f) =
⋃

α,β∈Q, α<β
{x ∈ X : f∗(x) < α < β < f∗(x)}.

De la de�nición de f∗ y f∗, trivialmente se tiene que f∗ ≤ f∗. Por tanto, para probar la A�rmación, es
su�ciente demostrar que µ[R] = 0. De hecho, probaremos que para todo α, β ∈ Q con α < β se satisface
que

µ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] = 0.

Para ello, �je α, β ∈ Q con α < β. Con la notación del Corolario 3, considere el conjunto

B(f,β) =

{
x ∈ X : sup

n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x)

}
> β

}
.

Notemos que para cada x ∈ X ocurre que

f∗(x) ≤ sup
n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x)

}
,

de donde se obtiene que E−α (f) ∩ E+
β (f) ⊂ B(f,β), es decir, E−α (f) ∩ E+

β (f) ∩B(f,β) = E−α (f) ∩ E+
β (f).
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Así que E−α (f)∩E+
β (f) es un conjunto Σ−medible que satisface T−1

(
E−α (f)∩E+

β (f)
)

= E−α (f)∩E+
β (f)

y
µ[E−α (f) ∩ E+

β (f)] ≤ µ[X] <∞.

Entonces, por el Corolario 3∫
E−α (f)∩E+

β (f)

fdµ =

∫
E−α (f)∩E+

β (f)∩B(f,β)

fdµ ≥ βµ[E−α (f)∩E+
β (f)∩B(f,β)] = βµ[E−α (f)∩E+

β (f)] (1.13)

Por otro lado, tenemos que (−f)∗ = −f∗ y (−f)∗ = −f∗. por lo que

E−α (f) = {x ∈ X : f∗(x) < α} = {x ∈ X : −α < (−f)∗(x) = −f∗(x)} = E+
−α(−f),

y de igual manera se tiene que E+
β (f) = E−−β(−f). Como ocurre para cada x ∈ X que

(−f)∗(x) ≤ sup
n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(−f ◦ T i)(x)

}
,

se obtiene que
E−α (f) ∩ E+

β (f) = E+
−α(−f) ∩ E−−β(−f) ⊆ B(−f,−α).

lo que implica que E−α (f)∩E+
β (f) = E+

−α(−f)∩E−−β(−f)∩B(−f,−α). Mediante un argumento similar al
anterior, tenemos que, aplicando la ecuación (1.13) a −f , −α y −β, por el Corolario 3

∫
E−α (f)∩E+

β (f)

(−f)dµ =

∫
E+
−α(−f)∩E−−β(−f)∩B(−f,−α)

(−f)dµ ≥ −αµ[E+
−α(−f) ∩ E−−β(−f) ∩B(−f,−α)]

= −αµ[E+
−α(−f) ∩ E−−β(−f)] = −αµ[E−α (f) ∩ E+

β (f)].

Luego ∫
E−α (f)∩E+

β (f)

(−f)dµ ≥ −αµ[E−α (f) ∩ E+
β (f)]. (1.14)

De las desigualdades (1.13) y (1.14) se tiene que

βµ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] ≤

∫
E−α (f)∩E+

β (f)

fdµ ≤ αµ[E−α (f) ∩ E+
β (f)].

Como α < β, de la última expresión se tiene que µ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] = 0. Por la elección de α, β ∈ Q se

tiene la A�rmación 1.

A�rmación 2. f∗ ∈ LR
1 (X,Σ, µ).

Demostración de la A�rmación 2. Para cada n ∈ N de�na la función gn : X → R como

gn =
1

n

n−1∑
i=0

|f ◦ T i| = 1

n

n−1∑
i=0

|U iT (f)|.

La función gn es (Σ,B(R))−medible no negativa. Por el Corolario 2, para cada n ∈ N ocurre que gn ∈
LR

1 (X,Σ, µ) y ∫
X

gndµ =
1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|U iT (f)|dµ =
1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|f |dµ =

∫
X

|f |dµ.

Por otro lado, de la A�rmación 1 se tiene que

|f∗| =
∣∣∣∣ ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)
∣∣∣∣ ≤ ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|U iT (f)| = ĺım inf
n→∞

gn c.t.p. (µ).

Entonces, por el lema de Fatou para (gn)n≥0 se sigue que∫
X

|f∗|dµ ≤
∫
X

ĺım inf
n→∞

gndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
X

gndµ =

∫
X

|f |dµ <∞.
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A�rmación 3.
∫
X

f∗dµ =

∫
X

fdµ.

Demostración de la A�rmación 3. Considere los siguientes casos:

Caso i. f ∈ L∞ (X,Σ, µ).
Si f = 0 c.t.p. (µ), entonces f∗ = f∗ = 0 c.t.p. (µ) y la a�rmación es cierta. Por tanto, puede
suponerse que f 6= 0 c.t.p. (µ).

Para cada n ∈ N de�na la función hn : X → R como hn =
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦T i). Como |f | ≤ ‖f‖∞ c.t.p. (µ),

se tiene que hn ∈ LR
∞ (X,Σ, µ). También, del Corolario 2 se tiene que∫

X

hndµ =

∫
X

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)dµ =
1

n

n−1∑
i=0

∫
X

U iT (f)dµ =
1

n

n−1∑
i=0

∫
X

fdµ =

∫
X

fdµ.

Por otro lado, como T es una transformación µ−preservadora de medida, se tiene, para cada entero
i ≥ 0 y M > 0 que

µ[|f |−1(]0,∞[)] = µ[T−i
(
|f |−1(]0,∞[)

)
] = µ[|f ◦ T i|−1(]0,∞[)],

y entonces

‖f‖∞ = ı́nf{M > 0 : µ[|f |−1(]0,∞[)] = 0} = ı́nf{M > 0 : µ[|f ◦ T i|−1(]0,∞[)] = 0} = ‖f ◦ T i‖∞.

Por la desigualdad del triángulo:

‖hn‖∞ =

∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)
∥∥∥∥
∞
≤ 1

n

n−1∑
i=0

‖f ◦ T i‖∞ = ‖f‖∞.

También, de la A�rmación 1 se sigue que

|f∗| =
∣∣∣∣ ĺım
n→∞

hn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

|hn| ≤ ‖f‖∞ c.t.p. (µ).

Luego f∗ ∈ LR
∞ (X,Σ, µ) y ‖f∗‖∞ =

∥∥∥∥ ĺım
n→∞

hn

∥∥∥∥
∞
≤ ‖f‖∞.

Concluimos que {f∗ − hn}n∈N es una sucesión de funciones (Σ,B(R))−medibles que satisfacen que

ĺım
n→∞

|f∗ − hn| = 0 c.t.p. (µ)

y que |f∗−hn| ≤ ‖f∗−hn‖∞ ≤ 2‖f‖∞ c.t.p. (µ). Como µ[X] <∞, por el Teorema de Convergencia
Acotada ocurre que

0 =

∫
X

ĺım
n→∞

|f∗ − hn|dµ = ĺım
n→∞

∫
X

|f∗ − hn|dµ.

Así que ∣∣∣∣ ∫
X

f∗dµ−
∫
X

fdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
X

f∗dµ−
∫
X

hndµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f∗ − hn|dµ

donde el lado derecho de esta desigualdad converge a 0 cuando n → ∞. De lo que se sigue la
a�rmación en este caso.

Caso ii. f ∈ LR
1 (X,Σ, µ).

Con la notación del Caso i se a�rma que

ĺım
n→∞

∫
X

hndµ =

∫
X

f∗dµ.

Para probar esto último, �je ε > 0 arbitrario. Recuerde que, como µ[X] < ∞, se tiene que
LR
∞ (X,Σ, µ) es un subespacio denso de LR

1 (X,Σ, µ), por lo que, para f ∈ LR
1 (X,Σ, µ) y ε > 0

existe f0 ∈ LR
∞ (X,Σ, µ) tal que ∫

X

|f − f0|dµ <
ε

3
. (1.15)
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Siguiendo la demostración en el Caso 1, se obtiene que

0 = ĺım
n→∞

∫
X

∣∣∣∣f∗0 − 1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
∣∣∣∣dµ.

Entonces, para ε > 0 existe N ∈ N tal que para cada natural n con n ≥ N ocurre

ĺım
n→∞

∫
X

∣∣∣∣f∗0 − 1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
∣∣∣∣dµ < ε

3
. (1.16)

Observe que todas las propiedades probadas para f∗ se tienen también para f∗0 , entre ellas f0∗ =
f∗0 c.t.p. (µ). Más aún

(f − f0)∗ = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

((f − f0) ◦ T i) = ĺım
n→∞

[
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)− ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)− ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i) = f∗ − f∗0 c.t.p. (µ).

Por el Lema 1, la desigualdad triangular y el lema de Fatou tenemos que∫
X

|(f − f0)∗|dµ =

∫
X

∣∣∣∣ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

((f − f0) ◦ T i)
∣∣∣∣dµ ≤ ∫

X

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|(f − f0) ◦ T i|dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫
X

1

n

n−1∑
i=0

|(f − f0) ◦ T i|dµ = ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|U iT (f − f0)|dµ

= ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|f − f0|dµ =

∫
X

|f − f0|dµ.

Al igual que en la demostración del Caso 1 se obtiene que∫
X

|f∗ − f∗0 |dµ =

∫
X

|(f − f0)∗|dµ ≤
∫
X

|f − f0|dµ. (1.17)

Por el Lema 1 y las expresiones (1.15), (1.16) y (1.17), para cada natural n con n ≥ N ocurre que∣∣∣∣ ∫
X

f∗dµ−
∫
X

hndµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
X

f∗dµ−
∫
X

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)dµ
∣∣∣∣ ≤ ∫

X

∣∣∣∣f∗ − 1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)
∣∣∣∣dµ

=

∫
X

∣∣∣∣f∗ − f∗0 + f∗0 −
1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i) +
1

n

n−1∑
i=0

((f − f0) ◦ T i)
∣∣∣∣dµ

≤
∫
X

|f∗ − f∗0 |dµ+

∫
X

∣∣∣∣f∗0 − 1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
∣∣∣∣dµ+

∫
X

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

((f − f0) ◦ T i)
∣∣∣∣dµ

≤
∫
X

|f∗ − f∗0 |dµ+

∫
X

∣∣∣∣f∗0 − 1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
∣∣∣∣dµ+

1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|(f − f0) ◦ T i|dµ

≤
∫
X

|f − f0|dµ+

∫
X

∣∣∣∣f∗0 − 1

n

n−1∑
i=0

(f0 ◦ T i)
∣∣∣∣dµ+

1

n

n−1∑
i=0

∫
X

|f − f0|dµ

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por la elección de ε > 0 se concluye que∫
X

f∗dµ = ĺım
n→∞

∫
X

hndµ =

∫
X

fdµ.

Caso 2. µ[X] =∞.
Se adopta la notación del Caso 1. Se tiene la siguiente
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A�rmación 4. Para cada α, β ∈ Q con α < β se satisface que

µ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] <∞.

Demostración de la A�rmación 4. Fije α, β ∈ Q con α < β. Se tienen los siguientes casos:

Caso (i). β > 0.

Se a�rma que para todo C ∈ Σ con µ[C] <∞ y C ⊆ E−α (f) ∩ E+
β (f) se satisface que

µ[C] ≤ 1

β

∫
X

|f |dµ.

Para probar esto último, �je C ∈ Σ con las características enunciadas. Considere la función ϕ : X → R
de�nida como ϕ = f − βχC . Observe que, como µ[C] <∞, se tiene que ϕ ∈ LR

1 (X,Σ, µ). De�nimos
las funciones en X y conjuntos siguientes: ϕ0 = 0. Para cada n ≥ 1 considere

ϕn =
n−1∑
i=0

U iT (ϕ) =
n−1∑
i=0

[f ◦ T i − βχC ◦ T i] =
n−1∑
i=0

[f ◦ T i − χT−i(C)] ≥
n−1∑
i=0

(f ◦ T i)− nβ.

También, para cada N ∈ N de�nimos

ΦN (x) = máx{ϕn : 0 ≤ n ≤ N} = máx

{n−1∑
i=0

[f ◦ T i − χT−i(C)] : 0 ≤ n ≤ N
}
.

Por el Teorema Ergódico Maximal, para cada N ∈ N se tiene que∫
{x∈X: ΦN (x)>0}

(f − βχC)dµ =

∫
{x∈X: ΦN (x)>0}

ϕdµ ≥ 0.

A continuación mostraremos que

C ⊆ D =

∞⋃
N=1

{x ∈ X : ΦN (x) > 0}.

Sea x ∈ C arbitrario. Entonces x ∈ E+
β (f), es decir

β < f∗(x) ≤ sup
n∈N

{
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x)

}
,

así que existe m ∈ N tal que
1

m

m−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x) > β, es decir,

Φm(x) ≥ ϕm(x) ≥
m−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x)−mβ > 0.

Entonces x ∈ D. Por lo tanto C ⊆ D.

De la observación anterior se tiene que∫
D

(f − βχC)dµ ≥
∫
{x∈X: Φ1(x)>0}

(f − βχC)dµ ≥ 0.

Así que

0 ≤
∫
D

(f − βχC)dµ =

∫
D

fdµ− βµ[C ∩D] =

∫
D

fdµ− βµ[C].

Entonces

βµ[C] ≤
∫
D

fdµ ≤
∫
X

fdµ ≤
∫
X

|f |dµ,

obteniéndose lo deseado.
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Finalmente, como (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ−�nito, se tiene la existencia de una sucesión

creciente de conjuntos Σ−medibles, con medida �nita, digamos (Xn)n∈N, tales que X =
∞⋃
n=1

Xn. Para

cada n ∈ N de�na el conjunto Σ−medible Cn = Xn ∩ E−α (f) ∩ E+
β (f). Se tiene que (Cn)n∈N es una

sucesión creciente de conjuntos medibles que satisfacen µ[Cn] <∞ y Cn ⊆ E−α (f)∩E+
β (f) y también

∞⋃
n=1

Cn = E−α (f) ∩ E+
β (f). Por el Teorema de Continuidad para µ y lo anterior, se concluye que

µ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] = ĺım

n→∞
µ[Cn] ≤ 1

β

∫
X

|f |dµ <∞.

Caso (ii). β < 0.
En este caso se tiene que α < β < 0. De donde, −α > 0. Aplicando el Caso (i) para −f y −α,
recordando que E−α (f) = E+

−α(−f) y E+
β (f) = E−−β(−f), se obtiene que

µ[E−α (f) ∩ E+
β (f)] = µ[E+

−α(−f) ∩ E−−β(−f)] <∞.

De este modo se tiene la A�rmación 4.

Para demostrar que f∗ = f∗ c.t.p. (µ), se procede de forma análoga al Caso 1, donde lo único que se requiere
es la A�rmación 4. Entonces se tiene que para todo α, β ∈ Q con α < β ocurre que µ[[E−α (f)∩E+

β (f)] = 0.
Por ello f∗ = f∗ c.t.p. (µ). El hecho de que f∗ ∈ LR

1 (X,Σ, µ) se obtiene de la misma forma que en el Caso
1.

�

Ahora describiremos a las transformaciones ergódicas, para establecer relaciones entre este concepto y el
Teorema Ergódico de Birkho�.

Definición 4 (Transformación Ergódica). Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una
transformación µ−preservadora de medida. A T se le llama una transformación µ − ergódica si para todo
B ∈ Σ tal que T−1(B) = B ocurre que µ[B] ∈ {0, 1}.

A continuación se enuncia un primer resultado de caracterización de las transformaciones ergódicas.

Teorema 6 (Caracterización de las transformaciones ergódicas (I)). Sean (X,Σ, µ) un espacio
de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora de medida. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Para todo B ∈ Σ con µ[T−1(B)4B] = 0 se tiene que µ[B] ∈ {0, 1}.

(III) Para cada A ∈ Σ tenemos que µ

[ ∞⋃
n=1

T−n(A)

]
= 1.

(IV) Para cualesquiera A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0 existe n ∈ N tal que µ[T−n(A) ∩B] > 0.

Demostración.

(I) =⇒ (II)
]
Suponga que T es una transformación µ−ergódica.

Fije B ∈ Σ arbitrario con µ[T−1(B)4B] = 0. De�namos el conjunto Σ−medible

B∞ =
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−i(B).

Observe que

T−1(B∞) = T−1

( ∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−i(B)

)
=
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−(i+1)(B) =
∞⋂
n=0

∞⋂
i=n+1

T−(i+1)(B) = B∞.
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A�rmación. Para cada n ∈ N ocurre

(a) T−n(B)4B ⊆
n−1⋃
i=0

[T−(i+1)(B)4T−i(B)].

(b) B4
( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)
⊆
∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

(c) B∞4B ⊆
∞⋃
n=1

∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

(d) µ[T−n(B)4B] = 0.

(e) µ

[
B4

( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)]
= 0.

(f) µ[B∞4B] = 0. De hecho, µ[B] = µ[B∞].

Demostración de la A�rmación.

(a) Sea n ∈ N. Fije x ∈ T−n(B)4B. Considere los siguientes casos:
Caso 1. x ∈ T−n(B)\B.

Note que {r ∈ {1, . . . , n} : x ∈ T−r(B)} 6= ∅. Considere k = mı́n{r ∈ {1, . . . , n} : x ∈ T−r(B)}.
Como x /∈ B se tiene que x /∈ T−(k−1)(B), lo cual signi�ca que x ∈ T−(k)(B)4T−(k−1)(B), es

decir, x ∈
n−1⋃
i=0

[T−(i+1)(B)4T−i(B)].

Caso 2. x ∈ B\T−n(B).
Al igual que en el Caso 1, considere l = mı́n{r ∈ {1, . . . , n} : x /∈ T−r(B)}. Tenemos que x /∈
T−l(B) y x ∈ T−(l−1)(B). Luego, x ∈ T−l(B)4T−(l−1)(B) Como x ∈ B, entonces 0 ≤ l ≤ n− 1

y x ∈
n−1⋃
i=0

[T−(i+1)(B)4T−i(B)].

En ambos casos se tiene que x ∈
n−1⋃
i=0

[T−(i+1)(B)4T−i(B)].

(b) Fije n ∈ N y x ∈ B4
( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)
. Se tienen los siguientes casos:

Caso 1. x ∈ B\
( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)
.

En este caso, x ∈ B y para cada natural i ≥ n ocurre que x /∈ T−i(B), es decir, x ∈ B4T−i(B).

Por ello x ∈
∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

Caso 2. x ∈
( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)
\B.

En tal caso, existe un natural m ≥ n tal que x ∈ T−m(B)\B, esto es, x ∈ T−m(B)4B y luego

x ∈
∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

En los dos casos obtenemos que x ∈
∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

(c) Sea x ∈ B∞4B arbitrario. Considere los siguientes casos:

Caso 1. x ∈ B∞\B.

En particular ocurre que x ∈
∞⋃
i=1

T−i(B). Por lo que existe un natural m ≥ 1 tal que x ∈

T−m(B)\B, esto es, x ∈ T−m(B)4B. Por lo tanto x ∈
∞⋃
i=m

[T−i(B)4B] ⊆
∞⋃
n=1

∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].
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Caso 2. x ∈ B\B∞.

Como x /∈ B∞, entonces x ∈
∞⋃
n=0

∞⋂
i=n

[X\T−i(B)], así que existe un natural m ≥ 1 tal que

x ∈ B\T−m(B), es decir, x ∈
∞⋃
i=m

[T−i(B)4B] ⊆
∞⋃
n=1

∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

En ambos casos se tiene que x ∈
∞⋃
n=1

∞⋃
i=n

[B4T−i(B)].

(d) Como T es una transformación µ−preservadora de medida, por la Observación 1, el inciso (a) y el
hecho de que µ[T−1(B)4B] = 0, para cada n ∈ N ocurre que

0 ≤ µ[T−n(B)4B] ≤ µ
[n−1⋃
i=0

[T−(i+1)(B)4T−i(B)]

]
≤ µ

[n−1⋃
i=0

T−i[T−1(B)4B]

]

≤
n−1∑
i=0

µ[T−i[T−1(B)4B]] =
n−1∑
i=0

µ[T−1(B)4B] = 0.

Por ello 0 = µ[T−n(B)4B].

(e) Al igual que en (d), del inciso (b), para cada n ∈ N se deduce que

µ

[
B4

( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)]
≤ µ

[ ∞⋃
i=n

[B4T−i(B)]

]
≤
∞∑
i=n

µ[B4T−i(B)] = 0.

(f) Note que, por el inciso (c) y (e) se tiene que

0 ≤ µ[B∞4B] ≤ µ
[ ∞⋃
n=1

∞⋃
i=n

[B4T−i(B)]

]
≤
∞∑
n=1

µ

[
B4

( ∞⋃
i=n

T−i(B)

)]
= 0.

Entonces µ[B∞4B] = 0. De aquí que

µ[B∞] ≤ µ[B∞ ∪B] ≤ µ[B ∩B∞] + µ[B∞4B] = µ[B ∩B∞] ≤ µ[B]

De igual forma se obtiene que µ[B] ≤ µ[B∞]. Entonces µ[B∞] = µ[B].

Así se tiene la A�rmación 1.

Como T es una transformación µ−ergódica y B∞ ∈ Σ satisface que T−1(B∞) = B∞, por la De�nición 4
y el inciso (f) de la A�rmación se concluye que µ[B] = µ[B∞] ∈ {0, 1}.

(II) =⇒ (III)
]
Suponga que para todo B ∈ Σ con µ[T−1(B)4B] = 0, entonces µ[B] ∈ {0, 1}.

Fije A ∈ Σ con µ[A] > 0. De�na el conjunto Σ−medible A∗ =
∞⋃
n=1

T−n(A). Observe que

T−1(A∗) = T−1

( ∞⋃
n=1

T−n(A)

)
=

∞⋃
n=1

T−(n+1)(A) =

∞⋃
n=2

T−n(A) ⊆ A∗.

Entonces T−1(A∗)4A∗ = A∗\T−1(A∗), y como T es una transformación µ−preservadora de medida se
obtiene que

µ[T−1(A∗)4A∗] = µ[A∗\T−1(A∗)] = µ[A∗]− µ[T−1(A∗)] = 0.

Por hipótesis, esto signi�ca que µ[A∗] ∈ {0, 1}. Observe que, si se supone µ[A∗] = 0, entonces esto signi�ca
que 0 = µ[T−1(A)] = µ[A], que sería una contradicción. Por tanto, debe tenerse µ[A∗] = 1.
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(III) =⇒ (IV)
]
Suponga que se satisface (III). Fije cualesquiera A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0. La condición

(III) implica que µ

[ ∞⋃
n=1

T−n(A)

]
= 1. Así que

0 < µ[B] = µ

[ ∞⋃
n=1

T−n(A) ∩B
]
.

De aquí se deduce que existe N ∈ N tal que µ[T−N (A) ∩B] > 0.

(III) =⇒ (IV)
]
Procedamos por contrapositiva. Suponga que T no es una transformación µ−ergódica.

Entonces existe B ∈ Σ tal que T−1(B) = B y que satisface 0 < µ[B] < 1. También ocurre que
0 < µ[X\B] = 1− µ[B] < 1.

Por el principio de inducción matemática se obtiene que para todo n ∈ N ocurre que T−n(B) = B.
Considere los conjuntos Σ−medibles B y X\B que satisfacen µ[B], µ[X\B] > 0. La condición (IV) implica
que existe N ∈ N tal que

0 < µ[T−N (B) ∩ (X\B)] = µ[B ∩ (X\B)] = 0,

que es una contradicción. Por lo tanto (IV) =⇒ (I).

�

Observación 4. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Se veri�ca de inmediato que las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Para cada A ∈ Σ con µ[A] > 0 ocurre que µ

[ ∞⋃
n=1

T−n(A)

]
= 1.

(2) Para todo A ∈ Σ con µ[A] > 0 existe N ∈ N tal que µ

[ ∞⋃
n=N

T−n(A)

]
= 1.

También son equivalentes:

i. Para cualesquiera A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0 existe un natural N tal que µ[T−N (A) ∩B] > 0.

ii. Para todo A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0 y para todo N ∈ N eiste un natural n con n ≥ N tal que
µ[T−n(A) ∩B] > 0.

Estas condiciones pueden ser sustituidas en el Teorema 6 ((2) por (III) y ii. por (IV)).

Teorema 7 (Caracterización de las transformaciones ergódicas (II)). Sean (X,Σ, µ) un espacio de
probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de medida y p ≥ 1. Son equivalentes:

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Para cada f ∈ LK
0 (X,Σ, µ) con f ◦ T = f ocurre que f es una función constante c.t.p. (µ).

(III) Para cada f ∈ LK
0 (X,Σ, µ) con f ◦ T = f c.t.p. (µ) tenemos que f es una función constante c.t.p. (µ).

(IV) Para cada f ∈ LK
p (X,Σ, µ) con f ◦ T = f ocurre que f es una función constante c.t.p. (µ).

(V) Para cada f ∈ LK
p (X,Σ, µ) con f ◦ T = f c.t.p. (µ) se tiene que f es una función constante c.t.p. (µ).

Demostración. En primer lugar, observe que, cuando K = C, el estudio de f ∈ LC
0 (X,Σ, µ) se limita a es-

tudiar las funciones Re(f), Im(f) ∈ LR
0 (X,Σ, µ). Entonces supondremos, sin pérdida de generalidad, que K = R.
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(I) =⇒ (III) ] Suponga que T es una transformación µ−ergódica. Sea f ∈ LR
0 (X,Σ, µ) tal que f ◦ T =

f c.t.p. (µ). Considere el conjunto Σ−medible de medida µ−cero

N = {x ∈ X : (f ◦ T )(x) 6= f(x)}.

Con esta notación se tiene que (f ◦ T )χX\N = fχX\N .

Para cada n ∈ N y k ∈ Z de�na el conjunto

E(n, k) = f−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

[)
Tenemos la siguiente

A�rmación. Para todo k ∈ Z, n ∈ N se tiene que

1. T−1(E(n, k))4E(n, k) ⊆ N .
2. µ[T−1(E(n, k))4E(n, k)] = 0.

Además

3. Existe una sucesión de números enteros {k(n)}n∈N tal que µ

[ ∞⋂
n=1

E(n, k(n))

]
= 1 y para todo

x ∈
∞⋂
n=1

E(n, k(n)) ocurre que

ĺım
n→∞

k(n)

2n
= f(x).

Demostración de la A�rmación. Fije k ∈ Z y n ∈ N.

1. Procedamos por contradicción. Suponga que T−1(E(n, k))4E(n, k) * N . Sea x ∈ X\N tal que
x ∈ T−1(E(n, k))4E(n, k). Considere los casos siguientes:

Caso I. x ∈ T−1(E(n, k))\E(n, k).
Observe que, dado que x ∈ T−1(E(n, k)) y x ∈ X\N ocurre que

k

2n
≤ (f ◦ T )(x) = f(x) <

k + 1

2n
,

de donde se sigue que x ∈ E(n, k), lo cual es contradictorio.

Caso II. x ∈ E(n, k)\T−1(E(n, k)).
Mediante un razonamiento similar al del Caso I, se tiene la conclusión en este caso.

En ambos casos se obtiene una contradicción. Por lo tanto T−1(E(n, k))4E(n, k) ⊆ N .

2. Es ahora inmediato de 1 y del hecho de que µ[N ] = 0.

3. Fije n ∈ N. Observe que, por el inciso 2, para todo k ∈ Z ocurre que µ[T−1(E(n, k))4E(n, k)] = 0.
Como T es una transformación µ−ergódica, por el inciso (II) del Teorema 6 se tiene que
µ[E(n, k)] ∈ {0, 1}.

Observe que, también se tiene que

]−∞,∞[=
⋃
k∈Z

[
k

2n
,
k + 1

2n

[
.

Entonces

X = f−1(]−∞,∞[) =
⋃
k∈Z

f−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

[ )
=
⋃
k∈Z

E(n, k).

Luego, 1 = µ[X] =
∑
k∈Z µ[E(n, k)]. Dado lo anterior, existe un único k(n) ∈ Z tal que

µ[E(n, k(n))] = 1.
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De�na Z =
⋂∞
n=1E(n, k(n)), que es un conjunto Σ−medible.

Probaremos ahora que µ[Z] = 1. Para ello, de�na para todo n ∈ N el conjunto Zn =
n⋂
i=1

E(i, k(i)).

Observe que (Zn)n∈N es una sucesión decreciente de conjuntos Σ−medibles y que Z =
∞⋂
n=1

Zn. Se

veri�ca inductivamente que para todo n ∈ N ocurre que µ[Zn] = 1. Por el Teorema de Continuidad
para µ se tiene que

1 = ĺım
n→∞

µ[Zn] = µ[Z].

Resta demostrar que para todo x ∈
∞⋂
n=1

E(n, k(n)) se tiene que

ĺım
n→∞

k(n)

2n
= f(x).

Fije x ∈ Z. Entonces para todo n ∈ N tenemos
k(n)

2n
≤ f(x) <

k(n) + 1

2n
, es decir,∣∣∣∣f(x)− k(n)

2n

∣∣∣∣ = f(x)− k(n)

2n
<
k(n) + 1

2n
− k(n)

2n
=

1

2n

donde el lado derecho de la última desigualdad converge a 0 cuando n tiende a in�nito. Entonces

ĺım
n→∞

k(n)

2n
= f(x).

Esto prueba la A�rmación.

Por el inciso 3 de la A�rmación se sigue que, para cada x, y ∈ Z ocurre que f(y) = ĺım
n→∞

k(n)

2n
= f(x),

esto signi�ca que f es una función constante en Z. Como µ[Z] = 1, entonces f es una función constante
c.t.p. (µ).

(IV) =⇒ (I) ] Suponga que para toda f ∈ LR
p (X,Σ, µ) que satisfaga f ◦ T = f c.t.p. (µ) se tiene que f es

una función constante c.t.p. (µ). Probemos que T es una transformación µ−ergódica por medio de la
De�nición 4.

Fije B ∈ Σ con T−1(B) = B. Observe que χB ∈ LR
p (X,Σ, µ) satisface χB ◦ T = χT−1(B) = χB . De la

hipótesis se tiene que χB es una función constante c.t.p. (µ). De modo que χB ∈ {χX , χ∅} c.t.p. (µ).
Entonces µ[B] ∈ {0, 1}.

Las implicaciones (III) =⇒ (II) , (V) =⇒ (IV) , (IV) =⇒ (III) y (III) =⇒ (V) son inmediatas.

�

En el Teorema 7, en el caso en que K = R, en el siguiente resultado se establece una condición necesaria
para la ergodicidad de la transformación, que es visiblemente más fuerte que el inciso (III) del Teorema 7.

Proposición 2. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Suponga que T es una transformación µ−ergódica. Entonces para cada f ∈ LR

0 (X,Σ, µ) con f ◦T ≥
f c.t.p. (µ) se tiene que f es una función constante c.t.p. (µ).

Demostración. Sea f ∈ LR
0 (X,Σ, µ) con f ◦ T ≥ f c.t.p. (µ). Sea N = {x ∈ X : (f ◦ T )(x) < f(x)}, que es

un conjunto Σ−medible con µ[N ] = 0. Como T es una transformación µ−preservadora de medida, para cada
n ∈ N se obtiene que

1 = µ[X\N ] = µ[T−n(X\N)] = µ[{x ∈ X : (f ◦ Tn+1)(x) = (f ◦ T )(Tn(x)) ≥ f(Tn(x)) = (f ◦ Tn)(x)}],

lo que signi�ca que (f ◦ Tn) ≥ f c.t.p. (µ). De hecho, de aquí se sigue que

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i) ≥ f c.t.p. (µ).
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Para cada α ∈ R de�na el conjunto Eα = f−1([α,∞[). Eα es un conjunto Σ−medible que satisface

Eα\N = {x ∈ X : (f ◦ T )(x) ≥ f(x) ≥ α} ⊆ {x ∈ X : (f ◦ T )(x) ≥ α} = T−1(Eα).

De esto último se tiene que(
T−1(Eα)4Eα

)
∩ (X\N) =

[
(T−1(Eα)\Eα) ∩ (X\N)

]
∪
[
(Eα\T−1(Eα)) ∩ (X\N)

]
⊆
[
(T−1(Eα) ∩ (X\N))\Eα

]
∪
[
(Eα ∩ (X\N))\T−1(Eα)

]
⊆ (T−1(Eα) ∩ (X\N))\Eα ⊆ T−1(Eα)\Eα.

Como T es una transformación µ−preservadora de medida y 1 = µ[X\N ] = 1 entonces

µ[T−1(Eα)4Eα] = µ[
(
T−1(Eα)4Eα

)
∩ (X\N)] ≤ µ[T−1(Eα)\Eα]

= µ[T−1(Eα)]− µ[T−1(Eα) ∩ Eα] = µ[Eα]− µ[T−1(Eα) ∩ Eα ∩ (X\N)]

= µ[Eα]− µ[Eα ∩ (X\N)] = µ[Eα]− µ[Eα] = 0.

Entonces, para cada α ∈ R ocurre que µ[T−1(Eα)4Eα] = 0. Por la ergodicidad de T , del inciso (II) del
Teorema 6, para cada α ∈ R ocurre que µ[Eα] ∈ {0, 1}.

A�rmación. Existe α∗ ∈ R tal que µ[Eα∗ ] = 1.

Demostración de la A�rmación. Procedamos por contradicción. Suponga que para todo α ∈ R ocurre que
µ[Eα] = 0. Como X =

⋃
k∈Z

Ek =
⋃
k∈Z

f−1([k,∞[), entonces

1 = µ[X] =
∑
k∈Z

µ[Ek] = 0,

que es contradictorio. Así se tiene la A�rmación.

Similarmente puede concluirse que existe β∗ ∈ R tal que µ[Eβ∗ ] = 0, es decir, µ[f−1(] − ∞, β∗[)] = 1.
Así que µ[{x ∈ X : α∗ ≤ f(x) < β∗}] = µ[Eα∗ ∩ f−1(] − ∞, β∗[)] = 1. Entonces existe M > 0 tal que
|f | ≤ M c.t.p. (µ), por lo que f ∈ LR

1 (X,Σ, µ). Por el Teorema Ergódico de Birkho� existe f∗ ∈ LR
1 (X,Σ, µ)

tal que f∗ ◦ T = f∗ c.t.p. (µ)

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i) = f∗ c.t.p. (µ),

y también
∫
X

f∗dµ =

∫
X

fdµ. Por la µ−ergodicidad de T y el Teorema 6 (V), la condición f∗ ◦ T =

f∗ c.t.p. (µ) implica que f∗ es una función constante c.t.p. (µ), digamos que c ∈ R satisface que f∗ = c c.t.p. (µ).
Entonces

c =

∫
X

f∗dµ =

∫
X

fdµ

Observe que se satisface que

f ≤ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i) = f∗ = c c.t.p. (µ).

Entonces tenemos que c− f ≥ 0 c.t.p. (µ) y
∫
X

(c− f)dµ = 0, esto implica que f = c c.t.p. (µ).

�

Corolario 4 (Teorema Ergódico de Von Neumman para espacios Lp). Sean (X,Σ, µ) un espacio
de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de medida y p ≥ 1. Entonces para cada
f ∈ LK

p (X,Σ, µ) existe una función f∗ ∈ LK
p (X,Σ, µ) tal que f ∗ ◦T = f∗ c.t.p. (µ) y

ĺım
n→∞

∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)− f∗
∥∥∥∥
p

= 0. (1.18)

Demostración. Consideremos los siguientes casos:
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Caso 1. g ∈ LK
∞ (X,Σ, µ).

En este caso, existe M > 0 tal que |g| ≤ M c.t.p. (µ). Se tiene que g ∈ LK
1 (X,Σ, µ) y por el Teorema

Ergódico de Birkho� existe una función g∗ ∈ LK
1 (X,Σ, µ) tal que g∗ ◦ T = g∗ c.t.p. (µ) y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i) = g∗ c.t.p. (µ).

Observe que

|g∗| =
∣∣∣∣ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i)
∣∣∣∣ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|g ◦ T i| ≤ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

M = M c.t.p. (µ).

Esto último signi�ca que |g∗|p ≤Mp c.t.p. (µ), y luego, g∗ ∈ LK
p (X,Σ, µ). También ocurre que

ĺım
n→∞

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∣∣∣∣ = 0 c.t.p. (µ).

Por lo tanto, la sucesión de funciones

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T )− g∗
∣∣∣∣p en LK

0 (X,Σ, µ) satisface

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∣∣∣∣p ≤ ( 1

n

n−1∑
i=0

|g ◦ T i|+ |g∗|
)p
≤ (2M)p c.t.p. (µ),

y también que

ĺım
n→∞

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∣∣∣∣p = 0 c.t.p. (µ).

Entonces, por el Teorema de Convergencia Acotada,

0 =

∫
X

ĺım
n→∞

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∣∣∣∣pdµ = ĺım

n→∞

∫
X

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∣∣∣∣pdµ = ĺım

n→∞

∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i)− g∗
∥∥∥∥
p

.

Así se obtiene la conclusión en este caso.

Caso 2. f ∈ LK
p (X,Σ, µ).

Para cada n ∈ N de�na la función fn en X como

fn =
1

n

n−1∑
i=0

U iT (f) =
1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i).

Note que, por el Teorema 3, como f ∈ LK
p (X,Σ, µ) se obtiene que fn ∈ LK

p (X,Σ, µ). Se tiene la siguiente

A�rmación. (fn)n∈N es una sucesión de Cauchy en LK
p (X,Σ, µ).

Demostración de la A�rmación. Fije ε > 0. Por la densidad de L∞ (X,Σ, µ) en LK
p (X,Σ, µ), se tiene que

existe g ∈ L∞ (X,Σ, µ) tal que

‖f − g‖p <
ε

3
.

Para cada n ∈ N de�na la función gn en X como

gn =
1

n

n−1∑
i=0

U iT (g) =
1

n

n−1∑
i=0

(g ◦ T i).

Por el Caso 1, para g existe g∗ ∈ LK
p (X,Σ, µ) tal que g ∗ ◦T = g ∗ c.t.p. (µ) y ĺım

n→∞
‖gn − g‖p = 0.

En particular, (gn)n∈N es una sucesión de Cauchy en LK
p (X,Σ, µ). Entonces, existe N ∈ N tal que para

cualesquiera natural n y k con k, n ≥ N ocurre que

‖gn+k − gn‖p <
ε

3
.
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Observe que f − g ∈ LK
p (X,Σ, µ), así que por el Teorema 3, para cada k ∈ N se tiene que

‖fk − gk‖p ≤
∥∥∥∥1

k

k−1∑
i=0

((f − g) ◦ T i)
∥∥∥∥ ≤ 1

k

k−1∑
i=0

‖(f − g) ◦ T i‖p =
k−1∑
i=0

‖f − g‖p = ‖f − g‖p.

Entonces, para todo k, n ∈ N con k, n ≥ N se tiene que

‖fn+k − fn‖p ≤ ‖fn+k − gn+k‖p + ‖gn+k − gn‖p + ‖gn − fn‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖gn+k − gn‖p + ‖g − f‖p

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Como ε > 0 es arbitrario, se obtiene la A�rmación.

Dado que LK
p (X,Σ, µ) es un espacio de Banach, por la A�rmación se deduce que existe f∗ ∈ LK

p (X,Σ, µ)
tal que

ĺım
n→∞

∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)− f∗
∥∥∥∥
p

= ĺım
n→∞

‖fn − f∗‖p = 0.

Resta demostrar que f∗ ◦T = f∗ c.t.p. (µ). Para ello, basta observar que, para todo n ∈ N y x ∈ X ocurre
que

fn+1(x) =
1

n+ 1

n∑
i=0

(f ◦ T i)(x) =
f(x)

n+ 1
+

1

n+ 1

n∑
i=1

(f ◦ T i)(x) =
f(x)

n+ 1
+

n

n+ 1

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(T (x))

=
f(x)

n+ 1
+

n

n+ 1
fn(T (x)),

y también, por el Teorema 3 se obtiene

‖fn‖p ≤
1

n

n−1∑
i=0

‖f ◦ T i‖p = ‖f‖p, y (1.19)

‖fn ◦ T − f∗ ◦ T‖p = ‖(fn − f∗) ◦ T‖p = ‖fn − f∗‖p. (1.20)

Por la desigualdad triangular, las ecuaciones (1.19) y (1.20), para cada n ∈ N se tiene que

0 ≤ ‖f∗ − f∗ ◦ T‖p ≤ ‖f∗ − fn‖p + ‖fn − fn ◦ T‖p + ‖fn ◦ T − f∗ ◦ T‖p

≤ ‖f∗ − fn‖p +

∥∥∥∥fn − 1

n
fn+1 +

f

n

∥∥∥∥
p

+ ‖fn − f∗‖p = 2‖fn − f∗‖p +

∥∥∥∥fn − fn+1 −
fn+1

n
+
f

n

∥∥∥∥
p

≤ 2‖fn − f∗‖p + ‖fn − fn+1‖p +
1

n
‖fn+1 − f‖p ≤ 2‖fn − f∗‖p + ‖fn − fn+1‖p +

2

n
‖f‖p.

El lado derecho de esta desigualdad converge a 0 cuando n tiende a in�nito. De aquí se obtiene que
0 = ‖f∗ − f∗ ◦ T‖p y con ello, f∗ = f∗ ◦ T c.t.p. (µ), obteniéndose el resultado.

�

Corolario 5 (Caracterización de las transformaciones ergódicas (III)). Sean (X,Σ, µ) un espacio
de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de medida. Son equivalentes:

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Para cualesquiera A,B ∈ Σ ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

Demostración.



26

(I) =⇒ (II)
]
Suponga que T es una transformación µ−ergódica y sean A,B ∈ Σ cualesquiera. Note que χA ∈

LK
1 (X,Σ, µ) y por el Teorema Ergódico de Birkho�, existe una función (χA)∗ ∈ LK

1 (X,Σ, µ) tal que
(χA)∗ ◦ T = (χA)∗ c.t.p. (µ),

µ[A] =

∫
X

χAdµ =

∫
X

(χA)∗dµ y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(χA ◦ T i) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A) = (χA)∗ c.t.p. (µ).

Como T es una transformación µ−ergódica, por el inciso (V) del Teorema 7, la condición (χA)∗ ◦ T =
(χA)∗ c.t.p. (µ) implica que (χA)∗ es una función constante c.t.p. (µ), digamos (χA)∗ = c c.t.p. (µ), con
c ∈ K. Entonces µ[A] = c. Por ello,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A) = µ[A] c.t.p. (µ).

La sucesión de funciones

{
1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A)χB

}
n∈N

en LK
0 (X,Σ, µ) satisface

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A)χB = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A)∩B = µ[A]χB c.t.p. (µ).

Además para cada n ≥ 0 ocurre que∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

χT−i(A)χB

∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
i=0

|χT−i(A)χB | ≤ 1 c.t.p. (µ).

Por el Teorema de Convergencia Acotada, concluimos que

µ[A]µ[B] =

∫
X

µ[A]χBdµ =

∫
X

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A)χBdµ = ĺım
n→∞

∫
X

1

n

n−1∑
i=0

χT−i(A)χBdµ

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B].

(II) =⇒ (I)
]
Suponga que la condición (II) es válida. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 6, para probar

que T es una transformación µ−ergódica, es su�ciente veri�car que para cada A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0
existe n ∈ N tal que µ[T−n(A)∩B] > 0. Para probar esto último, procedemos por contradicción. Suponga
que existen A,B ∈ Σ con µ[A], µ[B] > 0 tales que para todo natural n ocurre que µ[T−n(A)∩B] = 0. Por
hipotesis se tiene que

0 < µ[A]µ[B] = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B] = 0,

que es una contradicción. Por lo tanto, T es una transformación µ−ergódica.

�

Observación 5. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida �nita.

i. Sea A ⊆ P(X) un álgebra de subconjuntos tal que Σ = σ(A). Entonces para cada A ⊆ X tenemos que
A ∈ Σ si y sólo si para todo ε > 0 existe A0 ∈ A tal que µ[A4A0] < ε. La demostración de este hecho
puede hallarse en [Kni09].

ii. Dados A,B,C,D ⊆ X se tiene que (A ∩ C)4(B ∩ D) ⊆ [A4B] ∪ [C4D]. De hecho, si (X,Σ, µ) tiene
medida �nita y A,B ∈ Σ, entonces se satisface que |µ[A]− µ[B]| ≤ µ[A4B].

El siguiente resultado establece que para veri�car la ergodicidad en una transformación preservadora de
medida en un espacio de medida cuya σ−álgebra está generada por una semiálgebra, basta con veri�car que se
satisface la condición (II) del Corolario 5 para los elementos de dicha semiálgebra.
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Proposición 3. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Suponga que S ⊆ P(X) es una semiálgebra tal que Σ = σ(S). Son equivalentes:

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Para cualesquiera A,B ∈ Σ ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B] = µ[A]µ[B]. (1.21)

Demostración. Observe que la implicación (I) =⇒ (II) ya se tiene del Corolario 5. Resta probar que (II) =⇒
(I). Para ello, suponga que la condición (II) se satisface. De acuerdo con el Corolario 5, para probar que T es
una transformación µ−ergódica, es su�ciente veri�car que para cualesquiera A,B ∈ Σ se tiene la ecuación (1.21).

Para ello, �je A,B ∈ Σ y ε > 0. Denote por A(S) el álgebra generada por S. De acuerdo con el inciso i de

la Observación 5, existen A0, B0 ∈ A(S) tales que µ[A04A] <
ε

8
y µ[B04B] <

ε

8
. Suponga que A0 =

r⊎
k=1

Ak,

B0 =
s⊎
l=1

Bl, donde (Ak)rk=1 ⊆ S y también (Bl)
s
l=1 ⊆ S, con r, s ∈ N. De las hipótesis, para cada (k, l) ∈

{1, . . . , r} × {1, . . . , s} ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(Ak) ∩Bl] = µ[Ak]µ[Bl].

Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A0) ∩B0] = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ

[
T−i

( r⊎
k=1

Ak

)
∩
( s⊎
l=1

Bl

)]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ

[ r⊎
k=1

s⊎
l=1

T−i(Ak) ∩Bl
]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

r∑
k=1

s∑
l=1

µ[T−i(Ak) ∩Bl]

=
r∑

k=1

s∑
l=1

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(Ak) ∩Bl] =
r∑

k=1

s∑
l=1

µ[Ak]µ[Bl] =
r∑

k=1

µ[Ak]
s∑
l=1

µ[Bl]

= µ[A0]µ[B0].

Así que para ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo natural n ≤ N ocurre∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

µ[T−i(A0) ∩B0]− µ[A0]µ[B0]

∣∣∣∣ < ε

2
(1.22)

Por otro lado, del inciso ii de la Observación 5 se obtiene para cada k ∈ N que

[T−k(A) ∩B]4[T−k(A0) ∩B0] ⊂ [T−k(A)4T−k(A0)]4[B4B0] = T−k(A4A0) ∪ [B4B0].

Como T es una transformación µ−preservadora de medida, así como la propiedad con que fueron elegidos
A0 y B0 se tiene que

|µ[T−k(A) ∩B]− µ[T−k(A0) ∩B0]| ≤ µ[[T−k(A) ∩B]4[T−k(A0) ∩B0]] ≤ µ[T−k(A4A0) ∪ [B4B0]]

≤ µ[T−k(A4A0)] + µ[B4B0] = µ[A4A0] + µ[B4B0] <
ε

8
+
ε

8
=
ε

4
,

es decir,

|µ[T−k(A) ∩B]− µ[T−k(A0) ∩B0]| < ε

4
. (1.23)

También se tiene que

|µ[A]µ[B]−µ[A0]µ[B0]| ≤ µ[B]|µ[A]−µ[A0]|+µ[A0]|µ[B]−µ[B0]| ≤ µ[A4A0]+µ[B4B0] <
ε

8
+
ε

8
=
ε

4
. (1.24)
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De las desigualdades (1.22), (1.23) y (1.24) se tiene que, para todo natural n con n ≤ N∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]−
n−1∑
i=0

µ[T−i(A0) ∩B0]

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

µ[T−i(A0) ∩B0]− µ[A0]µ[B0]

∣∣∣∣+ |µ[A]µ[B]− µ[A0]µ[B0]|

<
1

n

n−1∑
i=0

ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Por la elección de ε > 0, así como de A,B ∈ Σ y el Corolario 5 se concluye que T es una transformación
µ−ergódica.

�

Observación 6 (Al Teorema Ergódico de Birkho�). Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X
una transformación µ−preservadora de medida y f ∈ LK

1 (X,Σ, µ). Por el Teorema Ergódico de Birkho� existe
una función f∗ ∈ LK

1 (X,Σ, µ) tal que f∗ ◦ T = f∗ c.t.p. (µ),∫
X

f∗dµ =

∫
X

fdµ y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i) = f∗ c.t.p. (µ).

Se hará explicita la forma de la función f∗ considerando los siguientes casos para T :

Caso 1. T es una transformación µ−ergódica.
En este caso, por el inciso (V) del Teorema 7, la condición f ∗ ◦T = f∗ c.t.p. (µ) implica que f∗ es una
función constante c.t.p. (µ), digamos f∗ = c c.t.p. (µ), donde c ∈ K. Notemos que∫

X

f∗dµ = c = f∗ c.t.p. (µ).

Caso 2. T no es una transformación µ−ergódica. Considere la siguiente σ−álgebra de subconjuntos de X

ΣT = {A ∈ Σ : T−1(A) = A}.

Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una única función f̄ : X → R (ΣT ,B(K))−medible de�nida
c.t.p. (µ) tal que para todo E ∈ ΣT satisface∫

E

fdµ =

∫
E

f̄dµ.

A la función f̄ se le conoce como esperanza condicional respecto a ΣT , y se escribirá Eµ[f |ΣT ] en vez de
f̄ . Con la notación previa se tiene la siguiente

A�rmación. f∗ = Eµ[f |ΣT ] c.t.p. (µ).

Demostración de la A�rmación. Considere el conjunto Σ−medible con medida µ−cero dado por

N =

{
x ∈ X : f∗(x) 6= ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)(x)

}
.

Considere la función f̂ : X → K de�nida como f̂ = f ∗ χX\N . Observe que f̂ es una función

(Σ,B(K))−medible. También se tiene que f̂ = f∗ c.t.p. (µ) y f̂ = f̂ ◦ T c.t.p. (µ). De esto último se
sigue que f̂ es una función (ΣT ,B(K))−medible. Utilizaremos la de�nición de esperanza condicional con
respecto a ΣT para demostrar que f̂ = Eµ[f |ΣT ] c.t.p. (µ). Observe que, resta veri�car que para todo
E ∈ ΣT se tiene que ∫

E

fdµ =

∫
E

f̂dµ.



29

Para probar esto último, �je E ∈ ΣT . Entonces T−1(E) = E. Del principio de inducción matemática se
sigue que, para todo k ∈ N ocurre que T−k(E) = E. Observe que fχE ∈ LK

1 (X,Σ, µ). Entonces, por el
Teorema Ergódico de Birkho� existe (fχE)∗ ∈ LK

1 (X,Σ, µ) tal que (fχE)∗ ◦ T = (fχE)∗ c.t.p. (µ),∫
X

(fχE)∗dµ =

∫
X

fχEdµ y,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(fχE ◦ T i) = (fχE)∗ c.t.p. (µ).

Se veri�ca de inmediato que para todo k ∈ N se tiene

(fχE ◦ T k) = (f ◦ T k)χT−k(E) = (f ◦ T k)χE .

Entonces

f∗χE = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(f ◦ T i)χE = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(fχE ◦ T k) = (fχE)∗ c.t.p. (µ).

y luego, ∫
E

fdµ =

∫
X

fχEdµ =

∫
X

(fχE)∗dµ =

∫
X

f∗χEdµ =

∫
E

f∗dµ =

∫
E

f̂dµ.

Por la elección de E ∈ ΣT y la de�nición de esperanza condicional respecto a ΣT se concluye que

f∗ = f̂ = Eµ[f |ΣT ] c.t.p. (µ).

1.5. Transformaciones mezclantes.

En esta sección se introducen algunos conceptos de transformaciones mezclantes (comunmente conocido en
la literatura como mixing), se establecen algunos criterios útiles para determinar bajo que condiciones se tienen
estos conceptos a través de conjuntos, funciones medibles y el operador asociado a la transformación en cuestión.
También, éstos se relacionan estos conceptos con el de ergodicidad.

Definición 5 (Transformaciones mezclantes). Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X
una transformación µ−preservadora de medida.

i. T es una transformación µ− fuertemente mezclante si para todo A,B ∈ Σ se tiene que

ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B]. (1.25)

ii. Se dice que T es una transformación µ − débilmente mezclante si para cualesquiera A,B ∈ Σ ocurre
que

ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

|µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣ = 0. (1.26)

Una forma de interpretar una transformación mezclante consiste en pensar en que A y B en un proceso
asintótico (o bien asintótico en promedio) bajo la transformación T son independientes en el sentido probabi-
lístico.

Observación 7. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Se tienen las siguientes a�rmaciones:

(i) Si T es una transformación µ−fuertemente mezclante, entonces T es una transformación µ−ergódica.

(ii) Si T es una transformación µ−débilmente mezclante, entonces T es una transformación µ−ergodica.

Demostración de la Observación 7. En ambos casos, para probar que T es una transformación µ−ergódica,
basta con veri�car que se tiene la condición (II) del Corolario 5.
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(i) Esta a�rmación se tiene del hecho de que, si A,B ∈ Σ satisfacen la ecuación (1.25), entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B] = µ[A]µ[B],

que es la condición requerida.

(ii) Es claro desde que, para cada A,B ∈ Σ y n ∈ N ocurre que∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]

∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣.

�

Tenemos la siguiente proposición para caracterizar a las transformaciones mezclantes en espacios de
probabilidad cuya σ−álgebra está generada por una semiálgebra de subconjuntos.

Proposición 4. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Suponga que S ⊆ P(X) es una semiálgebra tal que Σ = σ(S). Entonces

1. T es una transformación µ−fuertemente mezclante si y sólo si para todo A,B ∈ S se satisface

ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

2. T es una transformación µ−débilmente mezclante si para cualesquiera A,B ∈ S ocurre que

ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

|µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣ = 0.

Demostración. La prueba es similar a la demostración de la Proposición 3. �

Para efectos del siguiente resultado, que es un lema técnico, diremos que J ⊆ Z+ es un conjunto con densidad
cero si

ĺım
n→∞

∣∣J ∩ {0, . . . , n− 1}
∣∣

n
= 0.

Lema 2. Sea (an)n≥0 una sucesión acotada de números reales. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(I) ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = 0.

(II) Existe J ⊆ Z+ un conjunto con densidad cero tal que

ĺım
n→∞, n/∈J

an = 0.

(III) ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai|2 = 0.

Demostración. Para cada J ⊆ Z+ y cada natural n ≥ 0, denotemos por |J |(n) =
∣∣J ∩ {0, . . . , n− 1}

∣∣.
(I) =⇒ (II)

]
Suponga que ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = 0.

Para cada k ∈ N de�namos el conjunto Jk =

{
n ∈ N : |an| ≥

1

k

}
. Tenemos la siguiente

A�rmación 1. La sucesión de conjuntos {Jk}k∈N satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada k ∈ N se tiene que Jk ⊆ Jk+1.
2. Para todo k ∈ N ocurre que Jk es un conjunto con densidad cero.
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3. Existe una sucesión (`k)k∈N estrictamente creciente de números naturales tal que para cuales-
quiera k, n ∈ N que satisfagan n ≥ `k se tiene que

|Jk+1|(n)

n
<

1

k + 1
.

Demostración de la A�rmación 1.

Fije k ∈ N. Sea n ∈ Jk arbitrario. Se tiene que

|an| ≥
1

k
≥ 1

k + 1
,

es decir, n ∈ Jk+1. De esto se sigue que Jk ⊆ Jk+1.

Sea k ∈ N. Demostraremos que ĺım
n→∞

|Jk|(n)

n
= 0. Observe que para todo n ∈ N e i ∈ Jk ∩ {0, . . . , n− 1}

se tiene que |ai| ≥
1

k
y luego

1

n

n−1∑
i=0

|ai| ≥
1

n

∑
i∈Jk∩{0,...,n−1}

|ai| ≥
1

n

∑
i∈Jk∩{0,...,n−1}

1

k
=

1

n

1

k

|Jk|(n)

n
,

donde, por hipótesis, el lado izquierdo de la desigualdad anterior converge a cero cuando n tiende a

in�nito. Por ello ĺım
n→∞

|Jk|(n)

n
= 0.

La sucesión requerida la construimos inductivamente como sigue: Sea `0 = 0. Para construir `1 utilizaremos

el hecho de que ĺım
n→∞

|J2|(n)

n
= 0. Notemos que, para

1

1 + 1
existe `1 ∈ N tal que para cada natural n ≥ `1

ocurre que
|J2|(n)

n
<

1

1 + 1
.

Construyamos `2 como sigue: Observe que ĺım
n→∞

|J3|(n)

n
= 0. Para

1

2 + 1
existe N2 ∈ N tal que para cada

natural n ≥ N2 ocurre que
|J3|(n)

n
<

1

2 + 1
. Sea `2 = máx{N2 + 1, `1 + 1} ∈ N. Observe que `2 > `1 y

para todo natural n ≥ `2 se tiene que
|J3|(n)

n
<

1

2 + 1
.

Para k ∈ N supóngase construidos los números naturales {`0, `1, . . . `k} estrictamente crecientes tales que,
para todo i ∈ {1, . . . , k} y n ∈ N con n ≥ `i satisfacen que

|Ji+1|(n)

n
<

1

i+ 1
.

A continuación se construye `k+1. Note que ĺım
n→∞

|Jk+2|(n)

n
= 0. Entonces existe Nk+1 ∈ N tal que para

cada natural n ≥ Nk+1 ocurre que
|Jk+2|(n)

n
<

1

k + 2
. Sea `k+1 = máx{Nk+1 + 1, `k + 1} ∈ N. Observe

que `k+1 > `k y para todo natural n ≥ `k+1 se tiene que
|Jk+2|(n)

n
<

1

k + 2
.

Por el principio de inducción matemática se tiene la conclusión.

Así se tiene la A�rmación 1.

Para cada a, b ∈ Z denote por [a, b[= {x ∈ Z : a ≤ x < b}. Con la notación de la A�rmación 1, para cada
entero k ≥ 0 de�nimos los conjuntos Rk = [`k, `k+1[∩Jk+1. Observe que, por la construcción de (`k)k≥0,
se tiene que [`k, `k+1[∩[`k+1, `k+2[= ∅, así que Rk ∩Rk+1 = ∅. Considere el conjunto

J =
∞⋃
k=0

Rk.
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A�rmación. Las siguientes a�rmaciones son verdaderas

i. Para todo k, n ∈ N con n ∈ [`k, `k+1[ se tiene que

J ∩ [0, n[⊆
(
Jk ∩ [0, `k[

)
∪
(
Jk+1 ∩ [0, n[

)
.

ii. ĺım
n→∞

|J |(n)

n
= 0, es decir, J es un conjunto de densidad cero.

Demostración de la A�rmación 2.

i. Fije k, n ∈ N con n ∈ [`k, `k+1[ y r ∈ J ∩ [0, n[. Como r ∈ J , entonces existe un único natural m ≥ 0
tal que r ∈ Rm = [`m, `m+1[∩Jm+1. Considere los siguientes casos:

Caso 1. r ∈ [0, `k[.
En este caso se a�rma que m + 1 ≤ k. Para probar esto último, procedamos por contradicción:
Suponga que m+ 1 > k. Si, por ejemplo, se tiene que k = m, entonces 0 ≤ r < `k ≤ r < `m+1,
que es una contradicción. Cuando k < m, tenemos que 0 ≤ r < `k < `m ≤ r < `m+1, que
también es una contradicción. Por lo que m + 1 ≤ k. De aquí que r ∈ Jm+1 ⊆ Jk, es decir,
r ∈ Jk ∩ [0, `k[.

Caso 2. r ∈ [`k, n[.
De manera análoga al Caso 1, en este caso se concluye que m ≤ k. Luego, r ∈ Jm+1 ⊆ Jk+1. Así
que r ∈ Jk+1 ∩ [0, n[.

En ambos casos se obtiene que r ∈
(
Jk ∩ [0, `k[

)
∪
(
Jk+1 ∩ [0, n[

)
.

ii. Observe primero que Z+ ∪ 0 =
⊎
r≥0

[`r, `r+1[, así que para todo n ∈ N existe r ∈ N con r ≥ 0 tal

que `r ≤ n < `r+1. Fije ε > 0. Entonces existe k ∈ N tal que para todo natural r ≥ k ocurre que
1

r
+

1

r + 1
< ε.

Sea N = `k. Entonces, por la A�rmación 1 y por el inciso i de esta a�rmación se tiene que, para todo
natural n ≥ `k = N existe r ∈ N tal que r ≥ k, `r ≤ n < `r+1

|J |(n)

n
=
|J ∩ [0, n[|

n
≤ |Jr ∩ [0, `r[|

n
+
|Jr+1 ∩ [0, n[|

n
≤ |Jr ∩ [0, n[|

n
+
|Jr+1 ∩ [0, n[|

n

≤ |Jr|(n)

n
+
|Jr+1|(n)

n
≤ 1

r
+

1

r + 1
< ε.

Por la elección de ε > 0 se tiene la conclusión.

Así se tiene la A�rmación 2.

Resta demostrar que ĺım
n→∞, n/∈J

an = 0.. Para ello, �je ε > 0. Entonces existe k ∈ N tal que para todo

natural r ≥ k se tiene que
1

r + 1
< ε. Sea N = `k. Observe que para todo natural n con n ≥ N y n /∈ J

ocurre que existe r ∈ N con r ≥ k, `r ≤ n < `r+1 y n /∈ Jm+1, que signi�ca que

|an| <
1

r + 1
< ε.

Como ε > 0 fue arbitrario, se concluye que ĺım
n→∞, n/∈J

an = 0. De esto último y la A�rmación 2 se obtiene

(II).

(II) =⇒ (I)
]
Suponga que existe J ⊆ Z+ conjunto de densidad cero tal que ĺım

n→∞, n/∈J
an = 0. Demostremos

que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = 0.

Para esto, �je ε > 0. Como (an)n≥0 es una sucesión acotada, existe M > 0 tal que para todo n ∈ N
tenemos |an| ≤M . Para ε > 0 existeN1 ∈ N tal que para todo natural n ≥ N1 y n /∈ J ocurre que |an| <

ε

3
.
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También, como ĺım
n→∞

|J |(n)

n
= 0, existen N2 ∈ N tal que para todo natural n ≥ N2 se tiene que

|J |(n)

n
<

ε

3M
.

Sea N ′ = máx{N1, N2}. Se tiene que existe N3 ∈ N tal que para todo
MN

n
<
ε

3
. Sea N = máx{N ′, N3}.

Para todo n ∈ N con n ≥ N ocurre que

1

n

n−1∑
i=0

|ai| =
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}∩J

|ai|+
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}\J, i<N

|ai|+
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}\J, i≥N

|ai|

<
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}∩J

M +
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}\J, i<N

M +
1

n

∑
i∈{0,...,n−1}\J, i≥N

ε

3

< M
|J |(n)

n
+M

N

n
+

1

n

ε

3
(n− |J |(n))

≤M |J |(n)

n
+M

N

n
+

1

n

ε

3
n <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Como ε > 0 es arbitrario, entonces ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = 0.

(I) =⇒ (III)
]
Suponga que ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = 0. Por la implicación (I) =⇒ (II), se tiene que existe J ⊆ Z+

conjunto con densidad cero tal que ĺım
n→∞, n/∈J

an = 0. Esto implica que ĺım
n→∞, n/∈J

(an)2 = 0, donde (a2
n)n≥0

es también una sucesión de números reales acotada. Por la implicación (II) =⇒ (I) para la sucesión

(a2
n)n≥0 ocurre que ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai|2 = 0.

(III) =⇒ (I)
]
La demostración es similar a la del inciso (II) =⇒ (I).

�

Teorema 8 (Caracterización de las transfomaciones débilmente mezclantes (I)). Sean (X,Σ, µ)
un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de medida. Las condiciones si-
guientes son equivalentes:

(I) T es una transformación µ−débilmente mezclante.

(II) Para cualesquiera A,B ∈ Σ existe J(A,B) ⊆ Z+ un conjunto con densidad cero tal que

ĺım
n→∞, n/∈J(A,B)

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

(III) Para todo A,B ∈ Σ ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣2 = 0.

Demostración. Fije A,B ∈ Σ. Entonces la sucesión (an)n∈N de�nida como

an = µ[T−n(A) ∩B]− µ[A]µ[B]

es acotada, ya que para cada n ∈ N se tiene que

|an| =
∣∣µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]

∣∣ ≤ µ[T−i(A) ∩B] + µ[A]µ[B] ≤ 2, (1.27)

es decir, se satisfacen las hipótesis del Lema 2 y con la aplicación de dicho lema a dicha sucesion se obtiene
el resultado. �

Definición 6. Sea (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad. Diremos que una familia de subconjuntos Σ−medibles
{Bn}n∈N es una base numerable para (X,Σ, µ) si para cada B ∈ Σ y ε > 0 existe N ∈ N tal que µ[B4BN ] < ε.
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Sea (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad. Se tiene la siguiente notación:

Considere la función 〈·, ·〉 : LK
2 (X,Σ, µ) × LK

2 (X,Σ, µ) → C de�nida para cada (f, g) ∈ LK
2 (X,Σ, µ) ×

LK
2 (X,Σ, µ) como

〈f, g〉 =

∫
X

fgdµ,

donde g denota conjugación compleja. Entonces 〈·, ·〉 es un producto interno en LK
2 (X,Σ, µ) y de hecho,

(LK
2 (X,Σ, µ) , 〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert.

Recuerde que, para todo f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) se tiene que

‖f‖22 = 〈f, f〉 =

∫
X

|f |2dµ.

En la siguiente resultado se establecen condiciones necesarias y su�cientes para que un espacio de probabi-
lidad (X,Σ, µ) tenga una base numerable.

Lema 3. Sea (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad.

i. Entonces (X,Σ, µ) tiene una base numerable si y sólo si (LK
2 (X,Σ, µ) , ‖ · ‖2) es un espacio de Banach

separable.

ii. Si T es una transformación µ−débimente mezclante y {Bi}i∈N es una base numerable para (X,Σ, µ),
entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∞∑
k,`=1

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣

2k+`
= 0. (1.28)

Demostración.

i. Consultar [Hew94].

ii. Denote por P(N) la potencia de N. En (N,P(N)) de�na ν : P(N)→ R para cada A ∈ P(N) como

ν[A] =
∑
j∈A

1

2j
.

Se veri�ca inmediatamente que (N,P(N), ν) es un espacio de probabilidad. Consideremos el espacio de
probabilidad producto (N2,P(N)⊗2, ν⊗2).

Para cada n ∈ N de�na la función ϕn : N2 → R de�nida para cada (k, `) ∈ N2 como

ϕn(k, `) =
1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣.

Observe que ϕn es una función (P(N)⊗2,B(R))−medible. Además, para todo (k, `) ∈ N2 se tiene que

|ϕn(k, `)| ≤ 2

n
≤ 2,

y además ϕn puede reescribirse como

ϕn =
∑

(k,`)∈N2

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣χ(k,`).

De modo que para cada n ∈ N, por el Teorema de Convergencia Monótona se tiene que∫
N2

ϕndν
⊗2 =

∑
(k,`)∈N2

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ν⊗2[{(k, `)}]

=
∑

(k,`)∈N2

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ν[{k}]ν[{`}]

=
∑

(k,`)∈N2

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ 1

2k+`
.
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También, como T es una transformación µ−débilmente mezclante, para cada (k, `) ∈ N2 se satisface que

ĺım
n→∞

ϕn(k, `) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ = 0.

Por el Teorema de Convergencia Acotada ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∞∑
k,`=1

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣

2k+`
= ĺım
n→∞

∫
N2

ϕndν
⊗2 =

∫
N2

ĺım
n→∞

ϕndν
⊗2 = 0.

�

En el siguiente resultado se caracterizan a las transformaciones débilmente mezclantes en espacios de
probabilidad que poseen una base numerable.

Teorema 9. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora de
medida. Suponga que (X,Σ, µ) tiene una base numerable. Son equivalentes:

(I) T es una transformación µ−débilmente mezclante.

(II) Existe J ⊆ Z+ un conjunto con densidad cero tal que, para cada A,B ∈ Σ ocurre

ĺım
n→∞, n/∈J

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

Demostración.

(II) =⇒ (I)
]
Ya se tiene del Teorema 8.

(I) =⇒ (II)
]
Suponga que T es una transformación µ−débilmente mezclante y sea {Bi}i∈N una base numerable.

Para cada n ∈ N de�na

an =

∞∑
k,`=1

∣∣µ[T−n(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣

2k+`
.

En el inciso ii del Lema 3 se veri�có que (an)n∈N es acotada y que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|ai| = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∞∑
k,`=1

∣∣µ[T−i(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣

2k+`
= 0.

Entonces, por el Lema 2 se tiene que existe J ⊆ Z+ un conjunto con densidad cero tal que

ĺım
n→∞, n/∈J

an = ĺım
n→∞, n/∈J

∞∑
k,`=1

∣∣µ[T−n(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣

2k+`

=
∞∑

k,`=1

1

2k+`
ĺım

n→∞, n/∈J

∣∣µ[T−n(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ = 0,

en particular, para cada (k, `) ∈ N2 se tiene que

ĺım
n→∞, n/∈J

∣∣µ[T−n(Bk) ∩B`]− µ[Bk]µ[B`]
∣∣ = 0.

Demostraremos que para todo A,B ∈ Σ se tiene que

ĺım
n→∞, n/∈J

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

Para ello, �je A,B ∈ Σ y ε > 0. Como {Bi}i∈N es una base numerable para (X,Σ, µ), entonces existen

N,M ∈ N tales que µ[A4BN ] <
ε

3
y µ[B4BM ] <

ε

3
.
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Como ĺım
n→∞, n/∈J

∣∣µ[T−n(BN ) ∩ BM ] − µ[BN ]µ[BM ]
∣∣ = 0, existe n0 ∈ N tal que para cada natural n /∈ J

con n ≥ n0 se tiene que ∣∣µ[T−n(BN ) ∩BM ]− µ[BN ]µ[BM ]
∣∣ < ε

3
. (1.29)

De la misma forma en que se obtuvieron las desigualdades (1.23) y (1.24) en la Proposición 3, para cada
n ∈ N\J con n ≥ n0 se obtienen∣∣µ[T−n(A) ∩B]− µ[T−n(BN ) ∩BM ]

∣∣ ≤ µ[A4BN ] + µ[B4BM ] <
ε

3
, y (1.30)

∣∣µ[A]µ[B]− µ[BN ]µ[BM ]
∣∣ ≤ µ[A4BN ] + µ[B4BM ] <

ε

3
(1.31)

Por las ecuaciones (1.29), (1.30) y (1.31), para todo n ∈ N\J con n ≥ n0 se tiene∣∣µ[T−n(A) ∩B].µ[A]µ[B]
∣∣ ≤ ∣∣µ[T−n(A) ∩B]− µ[T−n(BN ) ∩BM ]

∣∣
+
∣∣µ[T−n(BN ) ∩BM ]− µ[BN ]µ[BM ]

∣∣+
∣∣µ[A]µ[B]− µ[BN ]µ[BM ]

∣∣
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por la elección de ε > 0 se concluye que ĺım
n→∞, n/∈J

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

De esta forma se tiene el resultado.
�

Ahora, caracterizaremos a las transformaciones mezcladoras y ergódicas a través de funciones en LK
2 (X,Σ, µ).

Teorema 10 (Caracterización de transformaciones mezcladoras mediante funciones). Sean
(X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de medida. Las con-
diciones siguientes son equivalentes por bloques:

1. (Ergodicidad)

(I) T es una transformación µ−ergódica.
(II) Para cada f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈U iT (f), f〉 = 〈f, 1〉〈1, f〉.

(III) Para cualesquiera f, g ∈ LK
2 (X,Σ, µ) tenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈U iT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

2. (Débilmente mezclante)

(I) T es una transformación µ−débilmente mezclante.

(II) Para cada f, g ∈ LK
2 (X,Σ, µ) se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), g〉 − 〈f, 1〉〈1, g〉
∣∣ = 0.

(III) Para toda f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣ = 0.

(IV) Para cualquier f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) se satisface

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣2 = 0.
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3. (Fuertemente mezclante)

(I) T es una transformación µ−fuertemente mezclante

(II) Dadas f, g ∈ LK
2 (X,Σ, µ) se tiene que

ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

(III) Para todo f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) ocurre que

ĺım
n→∞

〈UnT (f), f〉 = 〈f, 1〉〈1, f〉.

Demostración. Probaremos únicamente el inciso 3 del Teorema, ya que los incisos restantes se obtienen de
manera análoga.

(I) =⇒ (III)
]
Suponga que T es una transformación µ−fuertemente mezclante. Fije f ∈ LK

2 (X,Σ, µ). Considere
los siguientes casos para f :

Caso 1. f = χA, donde A ∈ Σ.
Recuerde que para todo n ∈ N se tiene que χA = χT−n(A). Así que

ĺım
n→∞

〈UnT (χA), χA〉 = ĺım
n→∞

〈χT−n(A), χA〉 = 〈χA, χA〉 = ‖χA‖22 = µ[A]µ[A] = 〈χA, 1〉〈1, χA〉.

Caso 2. f es una función Σ−simple.
El resultado se tiene por la linealidad de la integral, las propiedades del producto interno y el caso
anterior.

Caso 3. f ∈ LK
1 (X,Σ, µ). Denote por

SK (X,Σ, µ) = {h ∈ LK
0 (X,Σ, µ) : h es una función Σ− simple }.

Fije ε > 0. Como SK (X,Σ, µ) es un subespacio denso de LK
2 (X,Σ, µ), entonces existe h ∈

SK (X,Σ, µ) tal que

‖f − h‖2 < r = mı́n

{
ε,

ε

8(‖f‖2 + ε)

}
. (1.32)

También ocurre que ‖h‖2 < ‖f‖2 + r

Por el Caso 2, se tiene que ĺım
n→∞

〈UnT (h), h〉 = 〈h, 1〉〈1, h〉. Entonces existe N ∈ N tal que para todo

natural n ≥ N se satisface que ∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉
∣∣ < ε

2
. (1.33)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (LK
2 (X,Σ, µ) , ‖ · ‖2) y el Teorema 3, así como las desigual-

dades (1.32) y (1.33), para cada natural n ≥ N se tiene∣∣〈UnT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣ ≤ ∣∣〈UnT (f), f〉 − 〈UnT (h), f〉

∣∣+
∣∣〈UnT (h), f〉 − 〈UnT (h), h〉

∣∣
+
∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉

∣∣+
∣∣〈h, 1〉〈1, h〉 − 〈f, 1〉〈1, h〉∣∣

+
∣∣〈f, 1〉〈1, h〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉∣∣

=
∣∣〈UnT (f − h), f〉

∣∣+
∣∣〈UnT (h), f − h〉

∣∣+
∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉

∣∣
+
∣∣〈1, h〉∣∣∣∣〈h− f, 1〉∣∣+

∣∣〈f, 1〉∣∣∣∣〈1, h− f〉∣∣
≤ ‖UnT (f − h)‖2‖f‖2 + ‖UnT (h)‖2‖f − h‖2 +

∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉
∣∣

+ ‖1‖2‖h‖2‖f − h‖2‖1‖2
+ ‖f‖2‖1‖2‖1‖2‖f − h‖2
= ‖f − h‖2‖f‖2 + ‖h‖2‖f − h‖2 +

∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉
∣∣

+ ‖h‖2‖f − h‖2 + ‖f‖2‖f − h‖2
< 2r‖f‖2 + 2r‖h‖2 +

∣∣〈UnT (h), h〉 − 〈h, 1〉〈1, h〉
∣∣

< 2
ε

8(‖f‖2 + ε)
‖f‖2 + 2

ε

8(‖f‖2 + ε)
(‖f‖2 + r) +

ε

2

≤ ε

4

‖f‖2
‖f‖2 + ε

+
ε

4

‖f‖2 + ε

‖f‖2 + ε
+
ε

2
<
ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Por la elección de ε > 0 se tiene la conclusión.
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(III) =⇒ (II)
]
Suponga válida la condición (II). Demostraremos que se satisface (III). Fije f ∈ LK

2 (X,Σ, µ).
De�namos

W(f) =

{
g ∈ LK

2 (X,Σ, µ) : ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉
}
.

A�rmación. El conjunto W(f) satisface las siguientes propiedades:

(a) W(f) es un subespacio vectorial de LK
2 (X,Σ, µ).

(b) W(f) es un subconjunto cerrado de (LK
2 (X,Σ, µ) , ‖ · ‖2).

(c) UT
(
W(f)

)
⊆ W(f).

(d) W(f) contiene a f y a las funciones constantes.

Demostración de la A�rmación.

(a) Observe que para todo c ∈ K, g1, g2 ∈ W(f) ocurre que

ĺım
n→∞

〈UnT (f), cg1 + g2〉 = ĺım
n→∞

[
c〈UnT (f), g1〉+ 〈UnT (f), g2〉

]
= c〈f, 1〉〈1, g1〉+ 〈f, 1〉〈1, g2〉

= 〈f, 1〉〈1, cg1 + g2〉.

Lo cual implica que cg1 + g2 ∈ W(f). Por ello, W(f) es un subespacio vectorial de LK
2 (X,Σ, µ).

(b) Para probar esta a�rmación, es su�ciente veri�car que, si W(f) denota la cerradura topológica de W(f)
en (LK

2 (X,Σ, µ) , ‖ · ‖2), entonces W(f) ⊆ W(f). Para ello, �je g ∈ W(f). Entonces, existe una sucesión
(gm)m∈N ⊆ W(f) tal que

ĺım
m→∞

‖gm − g‖2 = 0.

Demostraremos a continuación que ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉. Para ello, sea ε > 0 arbitrario.

Entonces existe M ∈ N tal que

‖gM − g‖2 <
ε

4(‖f‖2 + 1)
. (1.34)

Como gM ∈ W(f), entonces ĺım
n→∞

〈UnT (f), gM 〉 = 〈f, 1〉〈1, gM 〉, así que para ε > 0 existe N ∈ N tal que

para cada natural n ≥ N ocurre que∣∣〈UnT (f), gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, gM 〉
∣∣ < ε

2
. (1.35)

Por las desigualdades (1.34) y (1.35), así como el Teorema 3 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
(LK

2 (X,Σ, µ) , ‖ · ‖2), para todo n ∈ N con n ≥ N se tiene que∣∣〈UnT (f), g〉 − 〈f, 1〉〈1, g〉
∣∣ ≤ ∣∣〈UnT (f), g〉 − 〈UnT (f), gM 〉

∣∣
+
∣∣〈UnT (f), gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, gM 〉

∣∣+
∣∣〈f, 1〉〈1, gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, g〉∣∣

=
∣∣〈UnT (f), g − gM 〉

∣∣+
∣∣〈UnT (f), gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, gM 〉

∣∣+
∣∣〈f, 1〉∣∣∣∣〈1, gM − g〉∣∣

≤ ‖UnT (f)‖2‖gM − g‖2 +
∣∣〈UnT (f), gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, gM 〉

∣∣+ ‖f‖2‖gM − g‖2

= 2‖f‖2‖gM − g‖2 +
∣∣〈UnT (f), gM 〉 − 〈f, 1〉〈1, gM 〉

∣∣ < 2‖f‖2
ε

4(‖f‖2 + 1)
+
ε

2

< ε.

Por la elección de ε > 0 se tiene la conclusión.

(c) Note que, por el Corolario 2, para cada g ∈ W(f) se tiene que

ĺım
n→∞

〈UnT (f), UT (g)〉 = ĺım
n→∞

∫
X

[UnT (f)][UT (g)]dµ = ĺım
n→∞

∫
X

UT (Un−1
T (f)ḡ)dµ

= ĺım
n→∞

∫
X

Un−1
T (f)ḡdµ = ĺım

n→∞
〈Un−1

T (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉 = 〈f, 1〉
(∫

X

gdµ

)
= 〈f, 1〉

(∫
X

UT (g)dµ

)
= 〈f, 1〉〈1, UT (g)〉,

lo que implica que UT (g) ∈ W(f).
Por tanto, UT

(
W(f)

)
⊆ W(f).
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(d) Es claro.

Así se tiene la A�rmación.

Considere V(f) al mínimo subespacio cerrado de LK
2 (X,Σ, µ) tal que UT (V(f)) ⊆ V(f) y que contiene a f

y a las funciones constantes. Entonces, por la A�rmación se tiene que V(f) ⊆ W(f).

Denote por V(f)⊥ al complemento ortogonal de V(f) en LK
2 (X,Σ, µ). Se tiene que LK

2 (X,Σ, µ) = V(f)⊕
V(f)⊥. Se a�rma que V(f)⊥ = W(f). Para probar esto último, �je g ∈ V(f)⊥. Como 1 ∈ V(f), se satisface
que 〈1, g〉 = 0. Como f ∈ V(f) y UT (V(f)) ⊆ V(f) para todo n ∈ N ocurre que 〈UnT (f), g〉 = 0. Entonces

ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 0 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

Lo que signi�ca que g ∈ W(f). Por tanto V(f)⊥ = W(f). De aquí se concluye que LK
2 (X,Σ, µ) = V(f) ⊕

V(f)⊥ = W(f). Esto último prueba el resultado.

�

El siguiente corolario del Teorema 10 es exclusivo de los espacios de probabilidad con una base numerable.

Corolario 6. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Suponga que (X,Σ, µ) tiene una base numerable. Entonces, T es una transformación µ−débilmente
mezclante si y sólo si existe J ⊆ Z+ conjunto de densidad cero tal que para cualesquiera f, g ∈ LK

2 (X,Σ, µ) se
satisface

ĺım
n→∞,n/∈J

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

Demostración. Suponga que (X,Σ, µ) tiene una base numerable.

=⇒
]
Suponga que T es una transformación µ−débilmente mezclante. Por el Teorema 9, existe J ⊆ Z+ un
conjunto con densidad cero tal que, para cada A,B ∈ Σ ocurre

ĺım
n→∞, n/∈J

µ[T−n(A) ∩B] = µ[A]µ[B].

De acuerdo con el bloque 2 del Teorema 10, para obtener el resultado, es su�ciente veri�car que para todo
f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) se tiene que
ĺım

n→∞,n/∈J
〈UnT (f), f〉 = 〈f, 1〉〈1, f〉.

La demostración de este hecho es similar a la del Teorema 10, únicamente agregando la condición de que
n /∈ J en el proceso de límite.

⇐=
]
Suponga que existe J ⊆ Z+ conjunto de densidad cero tal que para cualesquiera f, g ∈ LK

2 (X,Σ, µ) se
satisface

ĺım
n→∞,n/∈J

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

Entonces, para cada A,B ∈ Σ se tiene que χA, χB ∈ LK
2 (X,Σ, µ), luego

ĺım
n→∞,n/∈J

µ[T−n(A) ∩B] = ĺım
n→∞,n/∈J

〈UnT (χA), g〉 = 〈χA, 1〉〈1, χB〉 = µ[A]µ[B].

Por el Teorema 9, se concluye que T es una transformación µ−débilmente mezclante.

�

En el siguiente resultado se caracteriza la ergodicidad de una transformación T a través de la transformación
producto directo T ⊗ T de la De�nición 2 en el correspondiente espacio de probabilidad producto.

Teorema 11. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de
medida. Considere (X ×X,Σ⊗Σ, µ⊗µ) el espacio de medida producto y denote por T ⊗T a la transformación
producto directo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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(I) T es una transformación µ−débilmente mezclante

(II) T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−ergódica.

(III) T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−débilmente mezclante.

Demostración.

(III) =⇒ (II)
]
Esta implicación se debe a la Observación 7.

(I) =⇒ (III)
]
Suponga que T es una transformación µ−débilmente mezclante. Recuerde que

Σ× Σ = {A×B : A,B ∈ Σ}

es una semiálgebra de subconjuntos de X ×X tal que σ(Σ× Σ) = Σ⊗ Σ. Así que por el inciso (II) de la
Proposición 4, para probar que T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−mezclante, bastará con veri�car que
para cualesquiera A,B,C,D ∈ Σ se satisface que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ⊗ µ[(T ⊗ T )−i(A×B) ∩ (C ×D)]− µ⊗ µ[A×B]µ⊗ µ[C ×D]
∣∣ = 0. (1.36)

Fije A,B,C,D ∈ Σ. Note que la sucesión de números reales (an)n∈N, donde para cada n ∈ N

an =
∣∣µ⊗ µ[(T ⊗ T )−n(A×B) ∩ (C ×D)]− µ⊗ µ[A×B]µ⊗ µ[C ×D]

∣∣
está acotada, así que, por el Lema 2, para probar que se tiene la ecuación (1.36), es su�ciente con demostrar
que existe J ⊆ Z+ con densidad cero tal que

ĺım
n→∞, n/∈J

an = 0.

A continuación probaremos esto último. Observe que, como T es una transformación µ−débilmente mez-
clante, por el Teorema 8 existen J(A,C), J(B,D) ⊆ Z+ conjuntos con densidad cero tales que

ĺım
n→∞, n/∈J(A,C)

µ[T−n(A) ∩ C] = µ[A]µ[C], y

ĺım
n→∞, n/∈J(B,D)

µ[T−n(B) ∩D] = µ[B]µ[D].

Observe que, con la notación del Lema 2, J = J(A,C) ∪ J(B,D) ⊆ Z+ satisface que

ĺım
n→∞

|J |(n)

n
≤ ĺım
n→∞

|J(A,C)|(n)

n
+ ĺım
n→∞

|J(B,D)|(n)

n
= 0,

es decir J es un conjunto con densidad cero. Además, al igual que se hizo en la Observación 2, para cada
n ∈ N tenemos que

(T ⊗ T )−1(A×B) = T−1(A)× T−1(B), y también

(T ⊗ T )−1(A×B) ∩ (C ×D) = [T−1(A)× T−1(B)] ∩ (C ×D) = [T−1(A) ∩ C]× [T−1(B) ∩D].

Entonces ocurre que

ĺım
n→∞, n/∈J

µ⊗ µ[(T ⊗ T )−1(A×B) ∩ (C ×D)] = ĺım
n→∞, n/∈J

µ⊗ µ[[T−1(A) ∩ C]× [T−1(B) ∩D]]

= ĺım
n→∞, n/∈J

µ[T−1(A) ∩ C]µ[T−1(B) ∩D]

= µ[A]µ[C]µ[B]µ[D]

= µ⊗ µ[A×B] µ⊗ µ[C ×D].

Por lo tanto, T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−débilmente mezclante.
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(II) =⇒ (I)
]
Suponga que T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−ergódica. Para demostrar que T es una trans-

formación µ−débilmente mezclante, por el inciso (III) del Teorema 8, basta con veri�car que para todo
A,B ∈ Σ ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣2 = 0.

Fije A,B ∈ Σ. Como T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−ergódica, por el Corolario 5 se tiene que

µ[A]µ[B] = µ⊗ µ[A×X] µ⊗ µ[B ×X] = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ⊗ µ[T−i(A×X) ∩ (B ×X)]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ⊗ µ[(T−i(A) ∩B)×X]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]

También

µ[A]2µ[B]2 = µ⊗ µ[A×A] µ⊗ µ[B ×B] = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ⊗ µ[T−i(A×A) ∩ (B ×B)]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ⊗ µ[(T−i(A) ∩B)× (T−i(A) ∩B)]

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]2.

Por lo tanto

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣µ[T−i(A) ∩B]− µ[A]µ[B]
∣∣2 = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B]2

− 2µ[A]µ[B] ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ[T−i(A) ∩B] + µ[A]2µ[B]2 = 0.

Como A,B ∈ Σ fueron arbitrarios, por el Teorema 8 se concluye que T es una transformación µ−débilmente
mezclante.

�

Proposición 5. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de
medida. Entonces T es una transformación µ−fuertemente mezclante si y sólo si T ⊗ T es una transformación
µ⊗ µ−fuertemente mezclante.

Demostración.

=⇒
]
Suponga que T es una transformación µ−fuertemente mezclante. Con la notación del Teorema 11, desde
que Σ × Σ es una semiálgebra de subconjuntos de X ×X tal que σ(Σ × Σ) = Σ ⊗ Σ, de acuerdo con la
4, para probar que T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−fuertemente mezclante es su�ciente veri�car que
para todo A,B,C,D ∈ Σ ocurre que

ĺım
n→∞

µ⊗ µ[(T ⊗ T )−1(A×B) ∩ (C ×D)] = µ⊗ µ[A×B] µ⊗ µ[C ×D].

Fije A,B,C,D ∈ Σ. Como T es una transformación µ−fuertemente mezclante, entonces

ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩ C] = µ[A]µ[C], y

ĺım
n→∞

µ[T−n(B) ∩D] = µ[B]µ[D].
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Por la de�nición de la medida producto se tiene que

ĺım
n→∞

(µ⊗ µ)[(T ⊗ T )−1(A×B) ∩ (C ×D)] = ĺım
n→∞

(µ⊗ µ)[(T−1(A) ∩ C)× (T−n(B) ∩D)]

= ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩ C]µ[T−n(B) ∩D]

= ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩ C] ĺım
n→∞

µ[T−n(B) ∩D]

= µ[A]µ[C]µ[B]µ[D] = (µ⊗ µ)[A×B] (µ⊗ µ)[C ×D].

Por la Proposición 4 se concluye que T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−fuertemente mezclante.

⇐=
]
Suponga que T ⊗ T es una transformación µ⊗ µ−fuertemente mezclante. Entonces para todo A,B ∈ Σ
se tiene que

µ[A]µ[B] = (µ⊗ µ)[A×X] (µ⊗ µ)[B ×X] = ĺım
n→∞

(µ⊗ µ)[(T ⊗ T )−1(A×X) ∩ (B ×X)]

= ĺım
n→∞

(µ⊗ µ)[(T−1(A) ∩B)×X] = ĺım
n→∞

µ[T−n(A) ∩B]

Por la De�nición 5 se tiene que T es una transformación µ−fuertemente mezclante.

�

En este último apartado del capítulo se caracterizan a las transformaciones mezclantes a través del operador
asociado a dicha transformación en LK

2 (X,Σ, µ).

Definición 7. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de
medida. A λ ∈ C es un valor propio de T si λ es un valor propio del operador UT de�nido en LK

2 (X,Σ, µ),
esto es, existe una función f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) con f 6= 0 c.t.p. (µ) tal que UT (f) = λf c.t.p. (µ). En tal caso, a
f se le llama eigenfunción asociada al valor propio λ.

Observación 8. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Se tienen las siguientes a�rmaciones:

1. λ = 1 es un valor propio de T .

2. Si λ ∈ C es un valor propio de T , entonces |λ| = 1.

Demostración de la Observación 8.

1. Considere cualquier c ∈ C con c 6= 0, y c : X → C la función constante asociada a c. Entonces

UT (c) = c ◦ T = 1 · c,

es decir, c es una eigenfunción asociada al valor propio 1 para T .

2. Sea λ ∈ C un valor propio de T y considere f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) una eigenfunción asociada al valor propio λ. Se

tiene que UT (f) = λf y por el Teorema 3 se tiene que

‖f‖2 = ‖UT (f)‖2 = ‖λf‖2 = |λ|‖f‖2.

Como f 6= 0 c.t.p. (µ), entonces ‖f‖2 6= 0, de aquí que |λ| = 1.

�

Definición 8. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora de
medida. Se dice que T es una transformación con espectro continuo si λ = 1 es el único valor propio de T y
las unicas eigenfunciones son funciones constantes no nulas.

Observación 9. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ−preservadora
de medida. Son equivalentes:

(I) T es una transformación con espectro continuo.

(II) T es una transformación µ−ergódica y λ = 1 es el único valor propio de T .

Demostración de la Observación 9.
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(I) =⇒ (II)
]
Suponga que T es una transformación con espectro continuo. Entonces λ = 1 es el único valor

propio de T y las únicas eigenfunciones de T son las funciones constantes no nulas. Demostraremos
que T es una tranformación µ−ergódica. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 7, es su�ciente con
veri�car que para toda f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) con f ◦ T = f se tiene que f es una función constante c.t.p. (µ).
Precisamente, esto último es equivalente a la condición de que las únicas eigenfunciones asociadas al valor
propio λ = 1 son las funciones constantes c.t.p. (µ).

(II) =⇒ (I)
]
Se tiene de forma análoga a la implicación anterior.

�

El siguiente resultado, de Análisis Funcional, se enuncia sin demostración. Escribiremos K el circulo unitario
en C con la topología usual y B(K) denota la σ−álgebra de Borel en K.

Dado H un espacio de Hibert de funciones complejo con producto interno 〈·, ·〉 , U : H → H un operador
lineal, diremos que U es un operador lineal unitario si U es una biyección y además para todo f, g ∈ H ocurre
que 〈U(f), U(g)〉 = 〈f, g〉.

Teorema 12 (Teorema Espectral para Operadores Unitarios). Sea H un espacio de Hibert complejo,
U : H → H un operador lineal unitario. Entonces para toda f ∈ H existe una única medida �nita µf de�nida
en (K,B(K)) tal que para todo n ∈ Z se tiene que

〈Un(f), f〉 =

∫
K

zndµf (z).

Considere (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación µ− invertible preservadora
de medida y UT el operador asociado a T en LK

2 (X,Σ, µ). Entonces UT es un operador lineal unitario. También,
si T es una transformación con espectro continuo, para cada f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) que satisfaga 〈f, 1〉 = 0 ocurre
que µf no tiene átomos, esto es, para todo z ∈ K se tiene µf [{z}] = 0.

Observación 10. Sea (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y f ∈ LC
1 (X,Σ, µ), con f = Re(f) + iIm(f). Se

tiene que ∫
X

fdµ =

∫
X

Re(f)dµ+ i

∫
X

Im(f)dµ.

Observe que ∫
X

fdµ =

∫
X

Re(f)dµ− i
∫
X

Im(f)dµ =

∫
X

[Re(f)dµ− iIm(f)]dµ =

∫
X

fdµ.

Con el Teorema Espectral para operadores unitarios, se establece el siguiente resultado, donde se establece
una condición necesaria y su�ciente para garantizar que una transformación invertible preservadora de medida
es débilmente mezclante, todo esto mediante el concepto de espectro continuo.

Teorema 13. Sean (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y T una transformación µ−invertible preservadora de
medida. Entonces T es una transformación µ−débilmente mezclante si y sólo si T tiene espectro continuo.

Demostración.

=⇒
]
Procedamos por contradicción. Suponga que T es una transformación µ−debilmente mezclante que no
tiene espectro continuo. Por la De�nición 8, esto implica que existen λ ∈ C y f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) tales que
f 6= 0 c.t.p. (µ), UT (f) = λf c.t.p. (µ) y que λ 6= 1 o bien f no es una función constante c.t.p. (µ).

Suponga por ejemplo que λ 6= 1. Por el Corolario 2 se tiene que

λ

∫
X

fdµ =

∫
X

λfdµ =

∫
X

UT (f)dµ =

∫
X

fdµ,

lo cual signi�ca que 〈f, 1〉 =

∫
X

fdµ = 0. Por la Observación 8 se tiene que |λ| = 1. Como T es una

transformación µ−débilmente mezclante, por el bloque 2 del Teorema 10 se tiene que

0 = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉
∣∣

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈λif, f〉∣∣ = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|λ|i
∣∣〈f, f〉∣∣ = 〈f, f〉 = ‖f‖2.
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Entonces f = 0 c.t.p. (µ), que es una contradicción. Por lo tanto, se tiene que λ = 1. Entonces f =
UT (f) = f ◦ T c.t.p. (µ). Por la Observación 7, como T es una transformación µ−débilmente mezclante,
entonces T es una transformación µ−ergódica. Así que, por el inciso (V) del Teorema 7, la condición
f = f ◦ T c.t.p. (µ) implica que f es una función constante c.t.p. (µ), que contradice las hipótesis. Esto
demuestra la implicación.

⇐=
]
Suponga que T es una transformación con espectro continuo. Por el bloque 2 del Teorema 10, para
probar que T es una transformación µ−débilmente mezclante, es su�ciente con veri�car que para cada
f ∈ LK

2 (X,Σ, µ) se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣2 = 0.

Considere f ∈ LK
2 (X,Σ, µ) y considere los casos siguientes:

Caso 1. Existe c ∈ C tal que f = c c.t.p. (µ).
En este caso se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈U iT (f), f〉−〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣2 = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣〈c, c〉−〈c, 1〉〈1, c〉∣∣2 = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣|c|2−|c|2∣∣ = 0.

Caso 2. 〈f, 1〉 = 0.
Considere µf la medida �nita en (K,B(K)) del Teorema 1.12. Se tiene la siguiente

A�rmación. Se satisfacen
(a) µf no tiene átomos.
(b) Si µf ⊗ µf denota la medida producto en el espacio producto (K2,B(K)⊗2) entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(xȳ)i = 0 c.t.p(µf ⊗ µf )(x, y).

(c) Se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣∣∣ ∫
K

zidµf (z)

∣∣∣∣2 = 0.

Demostración de la A�rmación.

(a) Se sigue del Teorema 12.

(b) D�na el conjunto
∆ = ∆(K2) = {(z, z) : z ∈ K}.

Note que ∆ ∈ B(K)⊗2. Del inciso (a) y el Teorema de Fubini se obtiene que

(µf ⊗ µf )(∆) =

∫
∆

d(µf ⊗ µf ) =

∫
K

∫
{y∈K: (x,y)∈∆}

dµf (y)dµf (x)

=

∫
K

µf [{y ∈ K : (x, y) ∈ ∆}]dµf (x) =

∫
K

µf [{x}]dµf (x) = 0.

Observe que para todo (x, y) /∈ ∆ tenemos que xȳ = x
ȳ

|y|2
= xy−1 6= 1, así que para todo n ∈ N

se tiene que

1

n

n−1∑
i=0

(xȳ)i =
1

n

1− (xȳ)n

1− (xȳ)
, también

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(xȳ)i
∣∣∣∣ ≤ 1

n

1 + |xȳ|n

|1− xȳ|
=

2

n

1

|1− xȳ|
.

El lado derecho de la última desigualdad converge a cero cuando n tiende a in�nito. Por lo tanto,
para todo (x, y) /∈ ∆ ocurre que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(xȳ)i = 0.

Como (µf ⊗ µf )(∆) = 0, se tiene la conclusión.
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(c) Para cada n ∈ N de�na la función ϕn : k ×K → K dada para (x, y) ∈ K ×K como

ϕn(x, y) =
1

n

n−1∑
i=0

(xȳ)i.

Observe que φn es una función (B(K)⊗2,B(K))−medible tal que

∣∣ϕn(x, y)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

(xȳ)i
∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
i=0

|xȳ|i = 1.

También, por el Teorema de Fubini y la Observación 10 tenemos que

1

n

n−1∑
i=0

∣∣∣∣ ∫
K

xidµf (x)

∣∣∣∣2 =
1

n

n−1∑
i=0

(∫
K

xidµf (x)

)(∫
K

xidµf (x)

)

=
1

n

n−1∑
i=0

(∫
K

xidµf (x)

)(∫
K

ȳidµf (y)

)
=

1

n

n−1∑
i=0

∫
K×K

(xȳ)id(µf ⊗ µf )(x, y)

=

∫
K×K

ϕn(x, y)d(µf ⊗ µf )(x, y).

Como µf⊗µf es una medida �nita, por el inciso anterior y e Teorema de Convergencia Dominada
se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣∣∣ ∫
K

xidµf (x)

∣∣∣∣2 = ĺım
n→∞

∫
K×K

ϕn(x, y)d(µf ⊗ µf )(x, y)

=

∫
K×K

ĺım
n→∞

ϕn(x, y)d(µf ⊗ µf )(x, y) = 0.

Así se tiene la A�rmación.

Observe que, por el Teorema 12, para cada i ∈ Z tenemos que

〈U iT (f), f〉 =

∫
K

xidµf (x).

De esto último y el inciso (c) de la A�rmación se obtiene que

ĺım
n→∞

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉
∣∣2 = ĺım

n→∞

∣∣〈U iT (f), f〉
∣∣2 = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∣∣∣∣ ∫
K

xidµf (x)

∣∣∣∣2 = 0.

Caso 3. f ∈ LK
2 (X,Σ, µ).

En este caso, considere la función g : X → K de�nida como g = f − 〈f, 1〉. Observe que g ∈
LK

2 (X,Σ, µ) y que, por el Corolario 2, para cada n ∈ N ocurre que∣∣〈U iT (g), g〉
∣∣ =

∣∣〈U iT (f)− 〈f, 1〉, f − 〈f, 1〉〉
∣∣ =

∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈U iT (f), 1〉〈1, f〉 − 〈1, f〉〈1, f〉+ 〈1, f〉〈1, f〉
∣∣

=
∣∣〈U iT (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉

∣∣
Finalmente, se aplica el Caso 2 a la función g y se tiene la conclusión.

Entonces, por el Teorema 10 se tiene que T es una transformación µ−débilmente mezclante.

�
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Capítulo 2

El corrimiento de Markov.

En este capítulo se estudia el corrimiento bilateral de Markov. Esto permite obtener los resultados usuales
para cadenas de Markov, desde la perspectiva de la teoría ergódica.

Iniciaremos esta sección introduciendo la notación que será utilizada.

Sea m ≥ 1. Denotemos por [m] = {0, . . . ,m− 1}. Consideremos [m]Z al espacio de las funciones de Z a [m].
A los elementos de [m]Z los denotaremos por x = (xr)r∈Z.

Para cada t ∈ Z, de�nimos a la t−ésima proyección como la función πt : [m]Z → [m] para cada (xr)r∈Z ∈ [m]Z

como
πt((xr)r∈Z) = xt.

Así mismo, P([m]) es la potencia de [m].

Para cada k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ Z, A1, . . . , Ak ∈ P([m]) de�nimos el cilindro con base A1, . . . , Ak como el
conjunto

C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) =
k⋂
l=1

π−1
il

(Al) = {(xr)r∈Z ∈ [m]Z : (xi1 , . . . , xik) ∈ A1 × · · · ×Ak}

También, dados k ∈ N, j ∈ Z, q0, . . . , qk ∈ [m] se de�ne el (j; q0, . . . , qk)-cilindro en [m]Z como

C(j, q0, . . . , qk) =
k⋂
l=0

π−1
j+l({ql}) =

k⋂
l=0

C(j + l, ql) = {(xr)r∈Z ∈ [m]Z : (q0, . . . , qk) = (xj , . . . , xj+k)}.

Considere los conjuntos

S = { C(j, q0, . . . , qk) : k ∈ N, j ∈ Z, q0, . . . , qk ∈ [m] } ∪ {∅},

AS =

{ t⊎
=1

Ci : Ci ∈ S
}

P([m])Z = {C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) : i1, . . . , ik ∈ Z, A1, . . . , Ak ∈ P([m]), k ∈ N}

Sean a, b ∈ Z. Se de�nen los conjuntos:

[a, b] = {x ∈ Z : a ≤ x ≤ b}
[a, b[ = {x ∈ Z : a ≤ x < b}
]a, b] = {x ∈ Z : a < x ≤ b}
]a, b[ = {x ∈ Z : a < x < b}

Utilizaremos la notación a ∧ b = máx{a, b}, a ∨ b = mı́n{a, b}.

Dados l ≥ 1, j1, . . . , jl ∈ Z �jos, tales que para cualesquiera k 6= m se tiene que jk ≥ jm, consideramos la
función φ : {j1, . . . , jl} → {1, . . . , l} de�nida como φ(ji) = i.
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Observación 11. Se tienen las siguientes propiedades generales:

1. Sean a, b, c, d ∈ Z con a ≤ b, c ≤ d. Entonces

[a, b] ∩ [c, d] =

{
∅ si b < c o d < a
[a ∨ c, b ∧ d] en otro caso

[a, b]\[c, d] =

 [a, b] si [a, b] ∩ [c, d] = ∅
[a, c[ si a ≤ c ≤ b ≤ d
]d, b] si c ≤ a ≤ d ≤ b

[c, d]\[a, b] =

 [c, d] si [a, b] ∩ [c, d] = ∅
[c, a[ si c ≤ a ≤ d ≤ b
]b, d] si a ≤ c ≤ b ≤ d

2. Para cualesquiera A,B ∈ S se tiene que A ∩B ∈ AS .

3. Para todo A ∈ S tenemos que [m]Z\A ∈ AS .

4. (Propiedades de la unión de elementos de AS)

I. Si A,B ∈ S con A ∩B = ∅, entonces A ∪B ∈ AS .
II. Si A,B ∈ S, entonces A ∪B ∈ AS .
III. Si A,B ∈ AS , entonces A ∪B ∈ AS .

5. Para A,B ∈ AS se tiene que A ∩B ∈ AS .

6. Para todo A ∈ AS tenemos que [m]Z\A ∈ AS .

7. [m]Z ∈ AS .

8. AS es un álgebra de subconjuntos de [m].

9. P([m])Z = AS .
Se observa que ([m],P([m])) es un espacio medible, así que puede considerarse el espacio producto

([m]Z,P([m])⊗Z) donde P([m])⊗Z es la σ−álgebra de subconjuntos de [m]Z generada por P([m])Z. Así que
la condición 9 permite concluir que P([m])⊗Z = σ(P([m])Z) = σ(AS).

Demostración de la Observación 11.

1. La demostración de este hecho puede veri�carse mediante cálculos directos.

2. Sean A,B ∈ S con A = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

), B = C(j2, q
2
0 , . . . , q

2
k2

), donde j1, j2 ∈ Z, k1, k2 ∈ N. Denote por
Ã = [j1, j1 + k1], B̃ = [j2, j2 + k2]. Considere los siguientes casos:

(α) [j1, j1 + k1] ∩ [j2, j2 + k2] = ∅.
Note que en esta situación, de acuerdo con 1, se tiene que j1 + k1 < j2 , o bien j2 + k2 < j1. Denote

por Ã ∩B =](j1 + k1) ∧ (j2 + k2), j1 ∨ j2[.

Se a�rma que

A ∩B = D =
⊎

q∈[m]Ã∩B

C
(
j1 ∧ j2, qφ(j1∧j2)

0 , . . . , q
φ(j1∧j2)
kφ(j1∧j2)

, q = (qi)i∈Ã∩B , q
φ(j1∨j2)
0 , . . . , q

φ(j1∨j2)
kφ(j1∨j2)

)
Probaremos la primera contención a continuación. Sea (xr)r∈Z ∈ A ∩ B, por la de�nición de A y B
se tiene que:

xl+(j1∧j2) = q
φ(j1∧j2)
l , l ∈ {0, . . . , k(j1∧j2)}.

xl+(j1∨j2) = q
φ(j1∨j2)
l , l ∈ {0, . . . , k(j1∨j2)}.

De modo que considerando x = (xi)i∈](j1+k1)∧(j2+k2),j1∨j2[ ∈ Ã ∩B, se obtiene que

(xr)r∈Z ∈ C
(
j1 ∧ j2, qφ(j1∧j2)

0 , . . . , q
φ(j1∧j2)
kφ(j1∧j2)

, x = (xi)i∈Ã∩B , q
φ(j1∨j2)
0 , . . . , q

φ(j1∨j2)
kφ(j1∨j2)

)
.

Así que (xr)r∈Z ∈ D. Esto prueba la primera contención. La otra contención se obtiene de manera
similar. Entonces A ∩B = D.
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(β) [j1, j1 + k1] ∩ [j2, j2 + k2] 6= ∅.
Observe que Ã ∩ B̃ = [j1 ∨ j2, (j1 + k1) ∧ (j2 + k2)]. De�namos

C̃ = [j1 ∧ j2, j1 ∨ j2[, D̃ =](j1 + k1) ∧ (j2 + k2), (j1 + k1) ∨ (j2 + k2)]

También, por el inciso 1 se tiene que

Ã ∪ B̃ = [j1 ∧ j2, (j1 + k1) ∨ (j2 + k2)]

= [j1 ∧ j2, j1 ∨ j2[ ] [j1 ∨ j2, (j1 + k1) ∧ (j2 + k2)] ] ](j1 + k1) ∧ (j2 + k2), (j1 + k1) ∨ (j2 + k2)]

= C̃ ]
(
Ã ∩ B̃

)
] D̃.

En el supuesto de que para cada l ∈ Ã ∩ B̃ se satisfaga que:

q
φ(j1∨j2)
l−jφ(j1∨j2)

= q
φ(j1∧j2)
l−jφ(j1∧j2)

(2.1)

de�nimos el conjunto

E = C
(
j1 ∧ j2,

(
q
φ(j1∧j2)
l−jφ(j1∧j2)

)
i∈C̃ ,

(
q
φ(j1∨j2)
l−jφ(j1∨j2)

)
i∈Ã∩B̃ ,

(
q
φ((j1+k1)∨(j2+k2))
l−jφ((j1+k1)∨(j2+k2))

)
i∈D̃

)
.

Se a�rma que:

A ∩B =

{
E si para cada l ∈ Ã ∩ B̃, qφ(j1∨j2)

l−jφ(j1∨j2)
= q

φ(j1∧j2)
l−jφ(j1∧j2)

∅ en otro caso

lo cual se obtendrá analizando un subcaso (los casos restantes se obtienen exhaustivamente de la
misma forma). Utilizando la de�nición de A y B, tras renombrar índices, se obtiene que

A ∩B =

k1⋂
l=0

π−1
j1+l({q

1
l }) ∩

k2⋂
l=0

π−1
j2+l({q

2
l })

=
⋂

l∈Ã\B̃

π−1
l ({q1

l−j1}) ∩
⋂

l∈Ã∩B̃

π−1
l ({q1

l−j1} ∩ {q
2
l−j2}) ∩

⋂
l∈B̃\Ã

π−1
l ({q2

l−j2})

◦ Subcaso (i): j1 ≤ j2 ≤ j2 + k2 ≤ j1 + k1.
En este caso, existe u ≥ 0 tal que j2 = j1 + u. Así que, por el inciso 1 de esta observación, se
sigue:

Ã ∩ B̃ = [j1 ∨ j2, (j1 + k1) ∧ (j2 + k2)] = [j2, j2 + k2] = [j1 + u, j1 + u+ k2],

Ã ∪ B̃ = [j1, j1 + k1] = Ã,

Ã\B̃ = [j1∧j2, j1∨j2[ ] ](j1+k1)∧(j2+k2), (j1+k1)∨(j2+k2)] = [j1, j1+u−1] ] [j1+k2+u+1, j1+k1],

B̃\Ã = ∅,

Ã ∩ B̃ = [j2, j2 + k2] = [j1 + u, j1 + k2 + u].

De donde, (ajustando nuevamente los índices), se tiene que:

A ∩B =
⋂

l∈Ã\B̃

π−1
l ({q1

l−j1}) ∩
⋂

l∈Ã∩B̃

π−1
l ({q1

l−j1} ∩ {q
2
l−j2})

=
⋂

l∈[j1,j1+u−1]

π−1
l ({q1

l−j1}) ∩
⋂

l∈[j1+u,j1+k2+u]

π−1
l ({q1

l−j1} ∩ {q
2
l−j2}) ∩⋂

l∈[j1+k2+u+1,j1+k1]

π−1
l ({q1

l−j1})

=
⋂

l∈[0,u−1]

π−1
l ({q1

l }) ∩
⋂

l∈[u,k2+u]

π−1
l ({q1

l } ∩ {q2
l−u}) ∩⋂

l∈[k2+u+1,k1]

π−1
l ({q1

l }).

En el supuesto de que para cada l ∈ [u, u+ k2] se satisfaga que:
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q1
l = q2

l−u

(lo cuál equivale a la ecuación (2.1) y se requiere como condición para que la última intersección
no sea vacía), se de�ne el conjunto

E = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
u−1, q

2
u, . . . , q

2
u+k2, q

1
k2+u+1, . . . , q

1
k1

).

de donde, se tiene �nalmente que

A ∩B =

{
E si para cada l ∈ [u, k2 + u], q1

l = q2
l−u

∅ en otro caso

Se obtiene que A ∩B ∈ S.

Entonces, en ambos casos se concluye A ∩B ∈ AS .

3. Sea A ∈ S con A = C(j, q0, . . . , qk). Entonces, se veri�ca de inmediato que

Bl = [m]Z\C(j + l, ql) = [m]Z\
k⋂
l=0

π−1
j+l({ql}) =

⊎
il∈[m]\{ql}

C(j + l, il), l ∈ {0, . . . , k} (2.2)

Y de la expresión (2.2)

[m]Z\A =
k⋃
l=0

(
[m]Z\π−1

j+l({ql})
)

=
k⋃
l=0

Bl.

De�namos los siguientes conjuntos

A0 = B0 =
⊎

i0∈[m]\{q0}

C(j, i0),

y para cada l ∈ {1, . . . , k}
Al = Bl\Al−1.

De la de�nición de dichos conjuntos se veri�ca fácilmente que [m]Z\A =
k⊎
l=0

Al. De la identidad (2.2) se

sigue que

[m]Z\A0 = C(j, q0),

y recursivamente, para cada l ∈ {1, . . . , k} se deduce que:

BCl = [m]Z\Bl = C(j + l, ql),

Al =
(
Bl ∩A0

)
∪
l−1⋃
r=1

(
Bl ∩BCr

)
=

( ⊎
(i0,il)∈[m]\{q0}×[m]\{ql}

C(j, i0) ∩ C(j + l, il)

)
∪
l−1⋃
r=1

( ⊎
il∈[m]\{ql}

C(j + r, qr) ∩ C(j + l, il)

)
=

⊎
(i0,...,il)∈Dl

C(j, i0, . . . , il),

donde
0⋃
j=1

= ∅, yDl =
[
[m]×· · ·×[m]×([m]−{ql})

]
−
[
{q0}×([m]−{q1})×· · ·×([m]−{ql−1})×([m]−{ql})

]
.

Así que [m]Z\A =
k⊎
l=0

Al =
k⊎
l=0

⊎
(i0,...,il)∈Dl

C(j, i0, . . . , il), que es un elemento de AS . Por lo tanto

[m]Z\A ∈ AS .
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4. Sean A,B ∈ S cualesquiera.

I. Es claro de la de�nición de AS .
II. Note que A\B = A ∩ ([m]Z\B), B\A = B ∩ ([m]Z\A), que de acuerdo con los incisos 1, 2 y 3

de esta observación, son elementos de AS . De modo que, por el inciso I se obtiene que A ∪ B =
(A\B) ] (A ∩B) ] (B\A) ∈ AS .

III. Se procede inductivamente sobre el número de uniendos de A, B y se utiliza el inciso II.

5. Sean A,B ∈ AS cualesquiera con A =
r⊎
i=1

Ai, B =
t⊎

=1

Bj , donde Ai, Bj ∈ S. Empleando la de�nición de

intersección de conjuntos, se obtiene que:

A ∩B =
⊎

(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,t}

Ai ∩Bj ,

donde, para cada (i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , t}, se tiene que, por el inciso 1, Ai ∩Bj ∈ AS . Por el inciso
4 se concluye que A ∩B ∈ AS .

6. Fije A ∈ AS con A =
r⊎
i=1

Ai, donde Ai ∈ S. Empleando la a�rmación del inciso 3, [m]Z\Ai ∈ AS . Luego,

por el inciso 5 y el principio de inducción matemática, se sigue que

[m]Z\A =
r⋂
i=1

([m]Z\Ai) ∈ AS .

7. Basta observar que [m]Z =
⊎

q0∈[m]

C(0, q0).

8. Es inmediato de todos los incisos anteriores.

9. Por la de�nición de AS , es claro que AS ⊆ P([m])Z. Para probar la contención restante, considere D ∈

P([m])Z, con D = C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) =

k⋂
l=1

π−1
il

(Al), donde k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ Z, A1, . . . , Ak ∈

P([m]). Por el hecho de que AS es un álgebra de subconjuntos de [m]Z, así como el hecho de que:

D = C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) =

k⋂
l=1

π−1
il

(Al) =

k⋂
l=1

⋃
dl∈Al

π−1
il

({dk}) =

k⋂
l=1

⋃
dl∈Al

C(il, dl),

obtenemos que D ∈ AS . Por lo tanto, P([m])Z ⊆ AS .

�

2.1. Construcción de medidas de probabilidad en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
.

Emplearemos el siguiente resultado para construir medidas de probabilidad en el espacio medible(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
.

Teorema 14 (Teorema de Consistencia de Daniell- Kolmogorov para
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
). Sea m ≥ 1.

Suponga que para cada k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m] existe µk(i0, . . . , ik) ∈ [0, 1] tal que se satisfacen las siguientes
condiciones (condiciones de consistencia de Kolmogorov):

i)
∑
i0∈[m]

µ0(i0) = 1

ii) Para cada k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m] se tiene que:

µk(i0, . . . , ik) =
∑

ik+1∈[m]

µk+1(i0, . . . , ik, ik+1).
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Entonces existe una única medida de probabilidad µ : P([m])⊗Z → R tal que, para todo j ∈ Z, k ∈ N,
q0, . . . , qk ∈ [m] se satisface:

µ
(
C(j, q0, . . . , qk)

)
= µk(q0, . . . , qk). (2.3)

Demostración. Consultar [Par05]. �

2.2. Transformaciones Preservadoras de Medida en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
.

Se describirá de una forma más general a una transformación en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
a continuación.

Considere un conjunto de medidas en [0, 1], digamos, µk(i0, . . . , ik), que satisfacen las hipótesis de consistencia
del Teorema 14 y µ : P([m])⊗Z → R la única medida de probabilidad en

(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
que satisface la

condición (2.3). Observe que una función de [m]Z en [m]Z está completamente determinada por la de�nición de
la misma con respecto a las proyecciones de [m]Z en [m]. Se de�ne T : [m]Z → [m]Z como la única función que,
para cada n ∈ Z y (xr)r∈Z ∈ [m]Z:(

πn ◦ T
)(

(xr)r∈Z
)

= πn+1

(
(xr)r∈Z

)
= xn+1.

Proposición 6. Con la notación anterior, se tiene que T es una transformación invertible µ−preservadora de
medida. A esta transformación se le conoce como el corrimiento bilateral en [m]Z.

Demostración. Como AS es un álgebra (en particular una semiálgebra) de subconjuntos de [m]⊗Z, se empleará
el Teorema 1, para probar que T es una transformación µ−preservadora de medida.

Para ello, sea C(j, q0, . . . , qk) =

k⋂
l=0

π−1
j+l({ql}) ∈ S �jo. Notemos que, por la de�nición de T y de µ, se tiene

que

T−1
(
C(j, q0, . . . , qk)

)
= T−1

( k⋂
l=0

π−1
j+l({ql})

)
=

k⋂
l=0

T−1
(
π−1
qj+l
{ql}

)
=

k⋂
l=0

(
πqj+l ◦ T

)−1
({ql})

=
k⋂
l=0

π−1
qj+1+l

({ql}) = C(j + 1, q0, . . . , qk).

µ
(
T−1

(
C(j, q0, . . . , qk)

))
= µ

(
C(j + 1, q0, . . . , qk)

)
= µk(q0, . . . , qk) = µ

(
C(j, q0, . . . , qk)

)
.

Es decir, para cada C ∈ S, T−1(C) ∈ S y también µ
(
T−1(C)

)
= µ(C).

De aquí que, para todo A ∈ AS con A =

r⊎
i=1

Ai y Ai ∈ S, ocurre

T−1(A) =
r⊎
i=1

T−1(Ai) ∈ AS

Y también

µ
(
T−1(A)

)
=

r∑
i=1

µ
(
T−1(Ai)

)
=

r∑
i=1

µ
(
Ai
)

= µ(A).

Luego, por el Teorema 1, se tiene que T es una transformación µ−preservadora de medida.

Resta probar que T es una función invertible con función inversa T que es µ−preservadora de medida. Para
ello, se de�ne a la única función T : [m]Z → [m]Z tal que para todo n ∈ Z y (xr)r∈Z ∈ [m]Z cumple que(

πn ◦ T
)(

(xr)r∈Z
)

= πn−1

(
(xr)r∈Z

)
= xn−1.

Se tiene que T es la función inversa de T , puesto que, para cada n ∈ Z y (xr)r∈Z ∈ [m]Z(
πn ◦ (T ◦ T )

)(
(xr)r∈Z

)
=
(
(πn ◦ T ) ◦ T

)(
(xr)r∈Z

)
=
(
πn+1 ◦ T

)(
(xr)r∈Z

)
= πn

(
(xr)r∈Z

)
= xn

=
(
πn ◦ Id[m]Z

)(
(xr)r∈Z

)
.

De la misma manera, (
πn ◦ (T ◦ T )

)(
(xr)r∈Z

)
=
(
πn ◦ Id[m]Z

)(
(xr)r∈Z

)
.

Así que (T ◦ T ) = (T ◦ T ) = Id[m]Z . La prueba de que T es una transformación µ−preservadora de medida,
se obtiene siguiendo un razonamiento análogo al utilizado para T .

�
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2.2.1. Corrimiento bilateral asociado a vectores de probabilidad.

En esta parte, se asocia una medida de probabilidad en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
a un vector de probabilidad en

Rm. Además, se describe al corrimiento bilateral en [m]Z con respecto a dicha medida.

Definición 9. Sean m ≥ 1, P = (Pij)i,j∈[m] una matriz con coe�cientes en R, v = (vi)i∈[m].

i) Decimos que P es una matriz estocástica si

(a) Para cada i, j ∈ [m] se tiene que 0 ≤ Pij ≤ 1.

(b) Para todo i ∈ [m]
∑
j∈[m]

Pij = 1.

ii) Se dice que v es un vector de probabilidad asociado a P si

(a) Dado i ∈ [m], 0 ≤ vi ≤ 1 y
∑
i∈[m]

vi = 1.

(b) vP = v, esto es,
∑
j∈[m]

vjPij = vi, i ∈ [m].

Observación 12. Fije m ≥ 1. Se tienen las siguientes a�rmaciones:

1. Sea (X,Σ, µ) un espacio de probabilidad y B ∈ Σ tal que µ(B) > 0. Se de�ne la función µ(·|B) : Σ → R
para cada A ∈ Σ por

µ(·|B)(A) = µ(A|B) =
µ(A ∩B)

µ(B)
.

Esta función es una medida de probabilidad en (X,Σ), llamada la medida condicional respecto a B.

2. Si v = (vi)i∈[m] es un vector de probabilidad y para cada k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m] se de�ne

µk(i0, . . . , ik) = vi0 . . . vik

Este conjunto de medidas de R satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Así que, por el
Teorema 14, existe una única medida de probabilidad µ : P([m])⊗Z → R tal que, para todo j ∈ Z, k ∈ N,
q0, . . . , qk ∈ [m] se satisface:

µ
(
C(j, q0, . . . , qk)

)
= µk(q0, . . . , qk) = vq0 . . . vqk .

De hecho, para cada i ∈ [m] se tiene que vi = µ0(i) = µ(C(0, i)).

A esta medida de probabilidad, se le llama la medida de probabilidad asociada a v. Por la Proposición 6,
el corrimiento bilateral en [m]Z es una transformación invertible µ−preservadora de medida, la cual es
llamada el v−corrimiento bilateral en [m]Z.

3. Sea v = (vi)i∈[m] un vector de probabilidad, µ la medida asociada a v y T el v−corrimiento bilateral en
[m]Z. Entonces para cada A,B ∈ S existen N1, N2 ∈ N tal que

A ∩ T−N1(B) ∈ S, T−N2(A) ∩B ∈ S.

Más aún, existe N ∈ N tal que para todo natural n ≥ N ocurre que

µ
(
T−n(A) ∩B

)
= µ(A)µ(B) = µ

(
A ∩ T−n(B)

)
.

Demostración de la Observación 12.

1. Se sigue del hecho de que µ es una medida.

2. Basta observar que, dado que v es un vector de probabilidad y la de�nición de la colección de números en
[0, 1], ocurre

(a) 1 =
∑
i∈[m]

vi =
∑
i0∈[m]

µ0(i0).
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(b) Para cada k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m] se tiene que

µk(i0, . . . , ik) = vi0 . . . vik =
∑

ik+1∈[m]

vi0 . . . vikvik+1
=

∑
ik+1∈[m]

µk(i0, . . . , ik, ik+1).

que son las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Ahora, la conclusión se obtiene de inmediato al
aplicar el Teorema 14.

3. Sean A,B ∈ S expresados de la forma A = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

), B = C(j2, q
2
0 , . . . , q

2
k2

). Sin pérdida de
generalidad suponga que j1 ≤ j2. Considere los casos siguientes:

Caso 1. j2 ≤ j1 + k1.
Se tiene que j1 + k1 = j2 +N0, donde N0 ≥ 0. Considere N1 = N0 + 1. Entonces ocurre j1 + k1 + 1 =
j2 +N1, además inductivamente, siguiendo el cálculo efectuado en la Proposición 6 se obtiene que

T−N1(B) = T−N1

( k2⋂
l=0

π−1
j2+l({q

2
l })
)

=

k2⋂
l=0

(
πj2+l ◦ TN1

)−1
({q2

l }) =

k2⋂
l=0

π−1
j2+l+N1

({q2
l })

= C(j2 +N1, q
2
0 , . . . , q

2
k2

) = C(j1 + k1 + 1, q2
0 , . . . , q

2
k2

) ∈ S.

Para cada l ∈ [0, k1 + k2 + 1] se de�ne

ql =

{
q1
l si l ∈ [0, k1]
q2
l−(k1+1) si l ∈ [k1 + 1, k1 + k2 + 1]

.

Se veri�ca de inmediato que

A ∩ T−N1(B) = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

) ∩ C(j1 + k1 + 1, q2
0 , . . . , q

2
k) = C(j1, q0, . . . , qk1+k2+1) ∈ S,

y también

µ
(
A ∩ T−N1(B)

)
= µ

(
C(j1, q

1
0 , . . . , qk1

, q2
0 , . . . , q

2
k2

)
)

= vq0 . . . vqk1
vqk1+1

. . . vqk1+k2+1

= vq1
0
. . . vq1

k1
vq2

0
. . . vq2

k2
= µ(A)µ(B).

De hecho, dado n ∈ N con n ≥ N1, existe u ∈ N tal que n = N1 + u y con la notación anterior se
tiene que j2 + n = j1 + k1 + (1 + u). Se sigue un procedimiento similar al anterior para concluir que

T−n(B) = C(j1 + k1 + (1 + u), q2
0 , . . . , q

2
k2

). (2.4)

Suponiendo u ≥ 1, directamente se veri�ca que

A ∩ T−n(B) = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

) ∩ C(j1 + k1 + (1 + u), q2
0 , . . . , q

2
k) (2.5)

=
⊎

(q1,...,qu)∈[m]u

C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1
, q1, . . . , qu, q

2
0 , . . . , q

2
k2

). (2.6)

Por inducción sobre u, empleando que v es un vector de probabilidad y el Teorema de Fubini (para
sumas) se obtiene que

µ
(
A ∩ T−n(B)

)
=

∑
(q1,...,qu)∈[m]u

µ
(
C(j1, q

1
0 , . . . , qk1 , q1, . . . , qu, q

2
0 , . . . , q

2
k2

)
)

=
∑

(q1,...,qu)∈[m]u

vq1
0
. . . vq1

k1
vq1 . . . vquvq2

0
. . . vq2

k2

= vq1
0
. . . vq1

k1
vq2

0
. . . vq2

k2

∑
q1∈[m]

. . .
∑

qu∈[m]

vq1 . . . vqu

= vq1
0
. . . vq1

k1
vq2

0
. . . vq2

k2
= µ(A)µ(B).

De forma análoga a como se encontró N1, se encuentra N2 ∈ N tal que T−N2(A) ∩ B ∈ S y para
cada n ∈ N con n ≥ N2 se satisface que µ(A)µ(B) = µ

(
A ∩ T−n(B)

)
.

Finalmente se N = máx{N1, N2}, que satisface la condición deseada.
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Caso 2. j2 > j1 + k1.
La prueba es similar al Caso 1.

�

Proposición 7. Sea m ≥ 1 y v = (vi)i∈[m] un vector de probabilidad. Entonces el v−corrimiento bilateral T

en [m]Z es una transformación µ−fuertemente mezclante.

Demostración. Se utilizará la Proposición 4, que caracteriza a las transformaciones µ−fuertemente mezclantes.
Dado que AS es una semiálgebra de subconjuntos de [m]Z tal que P([m])⊗Z = σ(AS), bastará con probar que
para cualesquiera A,B ∈ AS se tiene que

ĺım
n→∞

µ
(
T−n(A) ∩B

)
= µ(A)µ(B).

Para ello, �je A,B ∈ AS , donde A =
r⊎
i=1

Ai, B =
t⊎

=1

Bj , con Ai, Bj ∈ S. Por la Observación 12 (inciso 1), se

tiene que para todo (i, j) ∈ {1, . . . , r}×{1, . . . , t} existe un natural N(i,j) tal que para cada n ∈ N con n ≥ N(i,j)

ocurre que
µ
(
T−n(Ai) ∩Bj

)
= µ(Ai)µ(Bj).

Sea N = máx{N(i,j) : (i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , t}}. Entonces para cada n ∈ N con n ≥ N se tiene que

µ
(
T−n(Ai) ∩Bj

)
= µ(Ai)µ(Bj), (i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , t} (2.7)

Se obtiene fácilmente que T−n(A) =
r⊎
i=1

T−n(Ai), de donde

T−n(A) ∩B =
⊎

(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,t}

(T−n(Ai) ∩Bj),

y por el Teorema de Fubini (para sumas) y la expresión (2.7), para cada n ∈ N con n ≥ N se obtiene que

µ
(
T−n(A) ∩B

)
=

∑
(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,t}

µ
(
T−n(Ai) ∩Bj

)
=

∑
(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,t}

µ(Ai)µ(Bj)

=
r∑
i=1

t∑
j=1

µ(Ai)µ(Bj) =

( r∑
i=1

µ(Ai)

)( t∑
j=1

µ(Bj)

)
= µ(A)µ(B).

Por la elección de A,B ∈ AS se obtiene que T es una transformación µ−fuertemente mezclante.
�

Sean m ≥ 1, v = (vi)i∈[m] un vector de probabilidad. Como corolario de la Proposición 7 y la Observación
7 tenemos que el v−corrimiento bilateral T en [m]Z es una transformación µ−ergódica.

2.2.2. Corrimiento bilateral asociado a una matriz extocástica con un vector de
probabilidad invariante.

A lo largo de esta sección, se relaciona a una medida de probabilidad en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
con una matriz

estocástica, para la cual se supone la existencia de un vector de probabilidad invariante asociado. También se
describe al corrimiento bilateral con respecto a la medida en cuestión, que, a diferencia de la parte previa, no
siempre resulta ser ergódico. Las propiedades de ergodicidad, mezcla fuerte y débil quedarán completamente
determinadas por las características de la matriz estocástica.

En primer lugar, se de�ne a la medida asociada a una matriz estocástica.

Teorema 15. Sean m ≥ 1 y P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica con vector de probabilidad asociado

v = (vi)i∈[m]. Entonces existe una única medida de probabilidad en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
, µ : P([m])⊗Z → R que

satisface las siguientes condiciones:

(I) Para cada r ∈ Z, i ∈ [m] , µ(C(r, i)) = vi.

(II) Para todo r ∈ Z, i, j ∈ [m], µ(C(r, i) ∩ C(r + 1, j)) = viPij .
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(III) Para cualesquiera n ∈ N, i0, . . . , in ∈ [m] con Pi0,i1 , . . . , Pin−1,in > 0, vi0 , vin−1 > 0 se tiene que

µ(C(n, in)|C(0, i0, . . . , in−1)) = µ(C(n, in)|C(n− 1, in−1)) (2.8)

A µ se le llama la medida de Markov asociada a (v,P). Al corrimiento bilateral T en [m]Z se le llama el
(v,P)-corrimiento bilateral en [m]Z.

Demostración. Para cada k ≥ 1, i0, . . . , ik ∈ [m] de�na µk(i0, . . . , ik) = vi0Pi0,i1 . . . Pik−1,ik , y µ0(i0) = vi0 .
Es claro de la de�nición que µk(i0, . . . , ik) ∈ [0, 1]. También se tiene que

(a)
∑
i0∈[m]

µ0(i0) =
∑
i0∈[m]

vi0 = 1

(b) Para cada k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m] se tiene que, desde que P es una matriz estocástica∑
ik+1∈[m]

µk+1(i0, . . . , ik, ik+1) =
∑

ik+1∈[m]

vi0Pi0,i1 . . . Pik−1,ikPik,ik+1
= vi0Pi0,i1 . . . Pik−1,ik

∑
ik+1∈[m]

Pik,ik+1

= vi0Pi0,i1 . . . Pik−1,ik = µk(i0, . . . , ik).

De modo que, este subconjunto de [0, 1] satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov, luego, por
el Teorema 15, existe una única medida de probabilidad en

(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
, µ : P([m])⊗Z → R tal que para

todo k ∈ N, i0, . . . , ik ∈ [m]

µ
(
C(j, i0, . . . , ik)

)
= µk(i0, . . . , ik) = vi0Pi0,i1 . . . Pik−1,ik . (2.9)

(I) Esta condición se obtiene directamente de la expresión (2.9) para k = 0.

(II) Sean r ∈ Z, i, j ∈ [m] cualesquiera. Se veri�ca de inmediato que C(r, i) ∩ C(r + 1, j) = C(r, i, j)), así
que, por la de�nición de µ se obtiene que

µ(C(r, i) ∩ C(r + 1, j)) = µ(C(r, i, j)) = viPij .

(III) Sean n ∈ N, i0, . . . , in ∈ [m] con Pi0,i1 , . . . , Pin−1,in > 0, vi0 , vin−1 > 0. Al igual que antes, se obtiene
directamente que

C(n, in) ∩ C(0, i0, . . . , in−1) = C(0, i0, . . . , in−1, in),

y también
C(n, in) ∩ C(n− 1, in−1) = C(n− 1, in−1, in).

Así que, de la ecuación (2.9), se sigue que

µ(C(n, in)|C(0, i0, . . . , in−1)) =
µ(C(n, in) ∩ C(0, i0, . . . , in−1))

µ(C(0, i0, . . . , in−1))
=
µ(C(0, i0, . . . , in−1, in))

µ(C(0, i0, . . . , in−1))

=
vi0Pi0,i1 . . . Pin−1,in

vi0Pi0,i1 . . . Pin−2,in−1

= Pin−1,in =
vin−1

Pin−1,in

vin−1

=
µ(C(n− 1, in−1, in))

µ(C(n− 1, in−1))
=
µ(C(n, in) ∩ C(n− 1, in−1))

µ(C(n− 1, in−1))

= µ(C(n, in)|C(n− 1, in−1)).

�

Definición 10. Sea m ≥ 1 y Q = (Qij)i,j∈[m] una matriz de tamaño m×m con coe�cientes en R.

(a) Se dice que Q es una matriz no negativa si para todo i, j ∈ [m] se tiene que Qij ≥ 0.

Para cada n ∈ N denotaremos por Qn =
(
Q

(n)
ij

)
i,j∈[m]

, la n−ésima potencia de Q, donde Q0 = I.

(b) A Q se le conoce como matriz irreducible si para todo i, j ∈ [m] existe N = N(i, j) ∈ N tal que Q
(N)
ij > 0.

(c) Q es una matriz regular si existe N ∈ N tal que para cada i, j ∈ [m] se satisface Q
(N)
ij > 0.
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(d) El kernel de Q es el subespacio de Rm de�nido como

ker(Q) = {x ∈ Rm : Qx = 0}.

(e) λ ∈ R es un valor propio de Q si existe x ∈ Rm\{0} tal que x ∈ ker(Q − λI), donde I denota la matriz
identidad de tamaño m×m.

(f) Diremos que λ ∈ R es un valor propio simple de Q si dimR(ker(Q − λI)) = 1 (dimensión de espacio
vectorial).

En el siguiente resultado, se describirán algunas características de las matrices no negativas con coe�cientes
en R.

Teorema 16 (Perrón-Frobenius). Sea Q = (Qij)i,j∈[m] una matriz no negativa. Entonces:

(I) Existe λ ∈ R+ ∪ {0} tal que para todo ρ ∈ R valor propio de Q, se satisface que |ρ| < λ.

(II) mı́n

{∑
j∈[m]

Qij : i ∈ [m]

}
≤ λ ≤ máx

{∑
j∈[m]

Qij : i ∈ [m]

}
.

(III) Para λ existen u = (ui)i∈[m] ∈ Rm, v = (vi)i∈[m] ∈ Rm no negativos tales que Qv = λv, uQ = λu.

(IV) Si Q es una matriz irreducible, entonces λ es un valor propio simple de Q, ui, vi > 0, i ∈ [m] y es el
único valor propio de Q que satisface (III). En este caso, λ es llamado el valor propio dominante de Q.

Demostración. Consultar [Gan60]. �

A continuación se presenta un resultado sobre matrices estocásticas irreducibles y vectores de probabilidad
invariantes asociados a las mismas.

Corolario 7. Sean m ≥ 1 y P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica e irreducible. Entonces

(a) El valor dominante de P es 1.

(b) Existe v ∈ Rm un vector de probabilidad invariante asociado a P .

Demostración. Por el Teorema 16, existe λ ∈ R+ ∪ {0} valor propio dominante de P.

(a) De acuerdo con la condición (II) de ese resultado, como P es una matriz estocástica se tiene que

1 = mı́n

{∑
j∈[m]

Qij : i ∈ [m]

}
≤ λ ≤ máx

{∑
j∈[m]

Qij : i ∈ [m]

}
= 1.

Es decir, λ = 1.

(b) Por los incisos (III) y (IV) del teorema anterior, dado que λ = 1 y P es una matriz irreducible, existe

u = (ui)i∈[m] ∈ Rm estrictamente positivo tal que uQ = u, es decir,
u∑

i∈[m]

ui
es un vector de probabilidad

invariante asociado a P .

�

El lema siguiente describe el comportamiento asintótico una matriz estocástica que tiene asociado un vector
de probabilidad invariante, el cual se supondrá estrictamente positivo. Para la prueba de este lema, se requiere
establecer que, si P = (Pij)i,j∈[m] es una matriz estocástica, entonces se tiene que, para cada r, t ∈ N, i, j ∈ [m]

P
(r+t)
ij =

∑
k∈[m]

P
(r)
ik P

(t)
kj , (2.10)

que en notación matricial signi�ca que P r+t = P rP t, donde esta última expresión denota el producto usual
de matrices. A estas ecuaciones comúnmente se les llama ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
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Lema 4. Sea P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica. Suponga que v = (vi)i∈[m] es un vector de probabilidad
invariante asociado a P . Entonces existe una matriz estocástica Q = (Qij)i,j∈[m] tal que PQ = QP = Q = Q2

y además satisface que, para todo l, j ∈ [m]

Qlj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
lj , que se abrevia Q = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P (i) (2.11)

Demostración. Denote por T al (v, P )−corrimiento de Markov en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
con medida asociada µ.

Para cada j ∈ Z de�na χj = χC(0,j). que es una función en LR
1 ([m]Z,P([m])⊗Z, µ). Entonces, por el Teorema

Ergódico de Birkho�, existe χ∗j ∈ LR
1 ([m]Z,P([m])⊗Z, µ) tal que

χ∗j = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(χj ◦ T i) c.t.p. (µ).

Inductivamente, de forma análoga a los cálculos realizados en la Observación 12, se obtiene que para todo
número natural i ≥ 0

χj ◦ T i = χC(0,j) ◦ T i = χT−i(C(0,j)) = χC(i,j).

Entonces

χ∗j = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χC(i,j) c.t.p. (µ).

Sea l ∈ Z arbitrario �jo. La sucesión de funciones

{
1

n

n−1∑
i=0

χlχC(i,j)

}
n≥1

en LR
0 ([m]Z,P([m])⊗Z, µ) satisface

que

χlχ
∗
j =

1

n

n−1∑
i=0

χlχC(i,j) =
1

n

n−1∑
i=0

χC(i,j)∩C(0,l),

y que para todo n ∈ N ∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

χlχC(i,j)

∣∣∣∣ ≤ 1 c.t.p. (µ).

Entonces por el teorema de convergencia acotada en LR
1 ([m]Z,P([m])⊗Z, µ), y la de�nición de µ ocurre que∫

[m]Z
χlχ
∗
jdµ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
[m]Z

χC(i,j)∩C(0,l)dµ = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
C(i, j) ∩ C(0, l)

)
. (2.12)

Por otro lado, note que para cada natural i ≥ 2, por un razonamiento como en la Observación 12 (inciso 3),
se tiene que

C(0, l)∩C(i, j) =
⊎

(a1,...,ai−1)∈[m]i−1

C(0, l)∩C(1, a1, . . . , ai−1)∩C(i, j) =
⊎

(a1,...,ai−1)∈[m]i−1

C(0, l, a1, . . . , ai−1, j)

A partir del principio de inducción matemática, el Teorema 15 (inciso (III)), las ecuaciones de Chapman
Kolmogorov (2.10) y el Teorema de Fubini (para sumas) se sigue que

µ
(
C(0, l) ∩ C(i, j)

)
=

∑
(a1,...,ai−1)∈[m]i−1

µ
(
C(0, l, a1, . . . , ai−1, j)

)
=

∑
a1∈[m]

. . .
∑

ai−1∈[m]

vlPl,a1
. . . Pai−2,ai−1

Pai−1,j = vlP
(i)
l,j (2.13)

y que
µ
(
C(0, l) ∩ C(i, j)

)
= µ

(
C(0, l, j)

)
= vlPl,j (2.14)

Así que, de las expresiones (2.12), (2.13), (2.14) se concluye que∫
[m]Z

χlχ
∗
jdµ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
C(i, j) ∩ C(0, l)

)
= vl ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j .
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Para cada l, j ∈ Z de�namos

Qlj =
1

vl

∫
[m]Z

χlχ
∗
jdµ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j . (2.15)

y consideremos Q = (Qij)i,j∈[m], que está bien de�nida por ser la integral �nita de una función.

A�rmación. La matriz Q satisface las siguientes propiedades:

1. Q es una matriz estocástica.

2. PQ = QP = Q.

3. Para todo natural i ≥ 0 se veri�ca que QP i = Q.

4. Q2 = Q.

Demostración de la A�rmación. Notemos primero que, si l, j ∈ [m], para cada n ∈ N

0 ≤ 1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j ≤

1

n

n−1∑
i=0

1 = 1.

De aquí que 0 ≤ Qlj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j ≤ 1.

1. Desde que, para todo número natural i ≥ 0, P i es una matriz estocástica, se tiene que para cada l ∈ [m]
ocurre

∑
j∈[m]

Qlj =
∑
j∈[m]

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∑
j∈[m]

P
(i)
l,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

1 = 1

Por lo tanto, Q es una matriz estocástica.

2. Sean l, j ∈ [m] arbitrarios �jos. Denote por (PQ)lj a la entrada lj de la matriz PQ. Entonces, por las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (2.10) y la de�nición del producto de matrices se obtiene que

(PQ)lj =
∑
k∈[m]

PlkQkj =
∑
k∈[m]

Plk ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
k,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∑
k∈[m]

PlkP
(i)
k,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+1)
l,j .

Notemos que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+1)
l,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j (2.16)

ya que

∣∣∣∣ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+1)
l,j − ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j

∣∣∣∣ ≤ 1

n
|P (n)
l,j − P

(0)
l,j | ≤

2

n
,

donde el lado derecho converge a 0 cuando n→∞.

Entonces, por la ecuación (2.16), para todo l, j ∈ [m] se satisface que

(PQ)lj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+1)
l,j = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
l,j = Qlj

Por tanto, PQ = Q. Similarmente se obtiene que QP = Q.

3. Procedamos por inducción sobre i.

Es claro que el resultado es válido para i = 0. También es válido para i = 1, por el inciso 2 en esta
a�rmación.
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Supóngase válido el resultado para i > 1 �jo, es decir,

QP i = Q (Hipótesis Inductiva).

Ahora, por la hipótesis inductiva y el inciso 2, se obtiene que QP i+1 = QP iP = QP = Q, con lo cual se
establece el resultado para i+ 1. Por el principio de inducción matemática se tiene la conclusión.

4. Por el inciso 3 de esta a�rmación y la convergencia se obtiene que

Q2 = QQ = Q

(
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P (i)

)
= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

QP (i) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

Q = Q.

Así se tiene la A�rmación.

La prueba del Lema 4 ahora se sigue directamente de la A�rmación.
�

En el siguiente resultado, se establecen condiciones necesarias y su�cientes para garantizar la ergodici-
dad del corrimiento bilateral de Markov asociado a una matriz estocástica con vector de probabilidad invariante.

Teorema 17. Sean m ≥ 1 y P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica con vector de probabilidad invariante
asociado v = (vi)i∈[m] (estrictamente positivo). Denote por

Q = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P (i).

Considere T el (v, P )−corrimiento de Markov en
(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
con medida asociada µ. Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Todos los renglones de Q son iguales.

(III) P es una matriz irreducible.

(IV) 1 es un valor propio simple de Q.

Demostración. Note primero que la existencia de la matriz Q se establece en el Lema 4.

(I) =⇒ (II)
]

Suponga que T es una transformación µ−ergódica. Demostraremos que para cada l, j ∈ [m] se
tiene que Qlj = Q1j . Para ello �je l, j ∈ [m]. Observe que en la demostración del Lema 4, por las ecuaciones
(2.12) y (2.15) se obtuvo que

vlQlj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
C(i, j) ∩ C(0, l)

)
.

Por la caracterización de las transformaciones µ−ergódicas debida al Teorema, así como el hecho de que
para todo i ∈ N ocurre que T−i(C(0, j)) = C(i, j) se tiene que

vlQlj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
C(i, j)∩C(0, l)

)
= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
T−i(C(0, j))∩C(0, l)

)
= µ(C(0, j))µ(C(0, l)) = vjvl.

Por lo que Qlj = vj . Entonces todos los renglones de Q son iguales a (v0, . . . , vm−1).

(II) =⇒ (III)
]

Suponga que todos los renglones de Q son iguales a r = (r0, . . . , rm−1), es decir, para todo
l, j ∈ [m] tenemos que Qlj = rj . Como v es un vector de probabilidad invariante para P , se veri�ca de
inmediato por inducción que para todo i ∈ N se satisface que vP i = v, de donde

vQ = v

(
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P (i)

)
= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

vP (i) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

v = v
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Se efectúa un producto de matrices para veri�car que

(vj)j∈[m] = v = vQ =

(∑
l∈[m]

vlQlj

)
=

(∑
l∈[m]

vlrj

)
=

(
rj
∑
l∈[m]

vl

)
= (rj)j∈[m].

Así que r es estrictamente positivo.

Demostraremos que P es irreducible. Procedamos por contradicción: Suponga que P no es una matriz
irreducible. Entonces existen l, j ∈ [m] tales que para todo n ∈ N se cumple que P (n)

lj = 0. De esto último
se tiene que

rj = Qlj = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
lj = 0.

Esto contradice al hecho de que r es estrictamente positivo. Por lo tanto P es una matriz irreducible.

(III) =⇒ (II)
]

Suponga que P es una matriz irreducible. Probemos que todos los renglones de Q son iguales
mediante la siguiente a�rmación.

A�rmación 1. Para cada j ∈ [m] denote por rj = máx{Qlj : l ∈ [m]}. Entonces para cada l ∈ [m] se tiene
que

1. Qlj > 0.
2. Qlj = rj .

Demostración de la A�rmación 1. Fije j ∈ [m].

1. Para cada i ∈ [m] denote por Ai = {l ∈ [m] : Qij > 0}. Como Q es una matriz estocástica, se tiene

que
∑
i∈[m]

Qij = 1 y luego, Ai 6= ∅. Fije i ∈ [m]. Como P es irreducible, existe N ∈ N tal que P (N)
ij > 0.

Recuerde que, del enunciado 3 de la A�rmación hecha en el Lema 4, se tiene que Q = QPN , así que

Qij = (QPN )ij =
∑
k∈[m]

QikP
(N)
kj ≥ QilP

(N)
lj > 0.

Esto demuestra el inciso 1.

2. Procedamos por contradicción. Suponga que existe l ∈ [m] tal que Qlj 6= rj . Note que por la de�nición
de rj se tiene que Qlj < rj . Por el Lema 4 se tiene que Q es una matriz estocástica, Q2 = Q y luego,
para todo i ∈ [m]

Qij = (Q2)ij =
∑
k∈[m]

QikQkj =
∑

k∈[m], k 6=l

QikQkj +QilQlj <
∑

k∈[m], k 6=l

Qikrj +Qilrj

= rj

( ∑
k∈[m]

Qik

)
= rj .

Pero, por la de�nición de rj , existe l0 ∈ [m] tal que Ql0j = rj , esto es una contradicción con lo
anterior. Por lo tanto, para todo l ∈ [m] debe tenerse que Qlj = rj .

Esto demuestra la A�rmación 1.

En consecuencia de la A�rmación 1, se obtiene que todos los renglones de Q son iguales.

(II) =⇒ (I)
]

Suponga que todos los renglones de Q son iguales.
En la prueba de la implicación (II) =⇒ (III) se mostró que bajo este supuesto, todos los renglones de
Q deben ser iguales a v = (vi)i∈[m]. De acuerdo con la Proposición 3, desde que AS es una semiálgebra
de subconjuntos de [m]Z tal que P([m])⊗Z = σ(AS), para probar la ergodicidad de T , basta mostrar que
para todo A,B ∈ AS se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
T−n(A) ∩B

)
= µ(A)µ(B).

La clave para obtener lo deseado será la siguiente a�rmación.
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A�rmación 2. Para todo A,B ∈ S se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
T−n(A) ∩B

)
= µ(A)µ(B).

Demostración de la A�rmación 2. Sean A,B ∈ S expresados de la forma A = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

), B =
C(j2, q

2
0 , . . . , q

2
k2

). Se utiliza el mismo razonamiento empleado para obtener la expresión (2.4) en virtud de
obtener que, para cada i ∈ N con i > j1 + k1 − j2 (equivalentemente u = j2 + i− (j1 + k1) ≥ 1)

T−i(B) = T−i(C(j2, q
2
0 , . . . , q

2
k2

)) = C(j2 + i, q2
0 , . . . , q

2
k2

)

Al igual que en la expresión (2.5), se veri�ca que

A ∩ T−i(B) = C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1

) ∩ C(j2 + i, q2
0 , . . . , q

2
k)

=
⊎

(q1,...,qj2+i−(j1+k1)−1)∈[m]j2+i−(j1+k1)−1

C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1
, q1, . . . , qj2+i−(j1+k1)−1, q

2
0 , . . . , q

2
k2

)

=
⊎

(q1,...,qu−1)∈[m]u−1

C(j1, q
1
0 , . . . , q

1
k1
, q1, . . . , qu−1, q

2
0 , . . . , q

2
k2

).

Por inducción sobre u, la de�nición de µ, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (2.10) y el Teorema de
Fubini (para sumas) se obtiene que

µ
(
A ∩ T−i(B)

)
=

∑
(q1,...,qu−1)∈[m]u−1

µ
(
C(j1, q

1
0 , . . . , qk1

, q1, . . . , qu−1, q
2
0 , . . . , q

2
k2

)
)

=
∑

(q1,...,qu−1)∈[m]u−1

vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
Pq1

k1
,q1Pq1,q2 . . . Pqu−2,qu−1

Pqu−1,q2
0
. . . Pq2

k2−1,q
2
k1

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1

( ∑
q1∈[m]

. . .
∑

qu−1∈[m]

Pq1
k1
,q1Pq1,q2 . . . Pqu−2,qu−1

Pqu−1,q2
0

)
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
P

(u)

q1
k1
,q2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
P

(j2+i−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2
.

En resumen, para cada i ∈ N con i > j1 + k1 − j2, se tiene que

µ
(
A ∩ T−i(B)

)
= vq1

0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
P

(j2+i−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2
. (2.17)

Al igual que en la ecuación (2.16), se concluye que

vq2
0

= Qq1
k1
,q2

0
= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+1)

q1
k1
,q2

0
= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i+j2−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0
, (2.18)

y de las expresiones (2.17) y (2.18) se sigue que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ
(
A ∩ T−i(B)

)
= vq1

0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1

(
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(j2+i−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0

)
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
vq2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= µ(A)µ(B).

De esta forma se obtiene la A�rmación 2.

Finalmente, se procede de igual forma que en la prueba de la Proposición 7, utilizando la A�rmación 2
para concluir que T es una transformación µ−ergódica.

(II) =⇒ (IV)
]

Suponga que todos los renglones de Q son iguales. Como antes, se puede concluir que todos los
renglones de Q son iguales al vector v, esto es, para todo l, j ∈ [m] se tiene que Qlj = vj . A continuación
se prueba que 1 es un valor propio simple de Q:
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Ya que Q es una matriz estocástica, se tiene que 1 es un valor propio de Q asociado al vector propio
(1, . . . , 1) ∈ Rm. Note que para probar la condición requerida, es su�ciente mostrar que para todo w ∈ Rm
tal que Qw = w existe c ∈ R tal que w = c(1, . . . , 1).

Sea w = (wi)i∈[m] ∈ Rm arbitrario tal que Qw = w. Entonces, efectuando el producto usual de matrices
se obtiene que para toda i ∈ [m]

wi =
∑
j∈[m]

wjQij =
∑
j∈[m]

wjvj = c

donde la última suma no depende de i ∈ [m]. Por ello w = c(1, . . . , 1). Por la elección arbitraria de w se
concluye que ker(Q− I) es un subespacio vectorial de Rm generado por (1, . . . , 1) ∈ Rm, es decir, 1 es un
valor propio simple de Q.

(IV) =⇒ (II)
]

Suponga que 1 es un valor propio simple de Q. Recuerde del Lema 4, que se tiene que Q2 = Q,
así que, si se consideran los vectores columna de Q como Q = (w0| . . . |wm−1), donde para j ∈ [m],
wj = (Q0,j , . . . , Qm−1,j)

t ((Q0,j , . . . , Qm−1,j)
t denota el vector transpuesto en Rm) y se efectúa el producto

de matrices, se tiene que

(w0| . . . |wm−1) = Q = QQ = Q(w0| . . . |wm−1) = (Qw0| . . . |Qwm−1).

Entonces, para cada j ∈ [m] se satisface que Qwj = wj , es decir, wj es un vector propio de Q asociado al
valor propio 1. Así que por hipótesis, existe cj ∈ R tal que wj = (cj , . . . , cj)

t = (Q0,j , . . . , Qm−1,j)
t. Por

lo tanto, para todo l, j ∈ [m] se tiene que Qlj = cj , es decir, todos los renglones de Q son iguales.

�

Se tiene un corolario, que comúnmente se conoce como el Teorema Ergódico para cadenas de Markov con
espacio de estados �nito.

Corolario 8 (Teorema Ergódico para cadenas de Markov con espacio de estados finito). Sea
P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica irreducible. Entonces para cada l, j ∈ [m] se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

P
(i)
lj = vj .

Demostración. La expresión requerida se obtiene análogamente a la expresión (2.18). �

En el siguiente resultado se muestran condiciones bajo las cuales el corrimiento de Markov asociado a
una matriz estocástica con vector de probabilidad invariante es una transformación fuertemente o débilmente
mezclante. Previo al teorema, se enuncia un lema referido a la factorización de Jordan una matriz con
coe�cientes en R.

Lema 5 (Forma Canónica de Jordan). Sea P = (Pij)i,j∈[m] una matriz de tamaño m×m.

Suponga que los valores propios de P son λ1, . . . , λk, donde k ≤ m y el polinomio característico de P ,

qP (t) = det(P − tI) =
k∏
i=1

(t− λi)ri , con la propiedad de que

k∑
i=1

ri = m. Para cada j ∈ {1, . . . , k} considere el

bloque de Jordan asociado al valor propio λj dado por una matriz de tamaño kij, donde i ∈ Ij, con |Ij | = sj

J
kij
λj

=



λj 0 0 0 · · · 0
1 λj 0 0 · · · 0
0 1 λj 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .

0 0 · · · 1 λj 0
0 0 · · ·λj


.
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Entonces el número de bloques de Jordan asociados al valor propio λj corresponde a dim(ker(P − λjI)) y si

se de�ne la matriz de tamaño rj =
∑
i∈Ij

kij dada por

Jλj =



J
k1
j

λj
0 0 0 · · · 0

0 J
k2
j

λj
0 0 · · · 0

0 0 J
k3
j

λj
0 · · · 0

. . .
. . .

. . .

0 0 · · · 0 J
k
sj−1

j

λj
0

0 0 · · · Jk
sj
j

λj


,

existe una matriz invertible U de tamaño m×m tal que

P = U−1



Jλ1
0 0 0 · · · 0

0 Jλ2
0 0 · · · 0

0 0 Jλ3
0 · · · 0

. . .
. . .

. . .

0 0 · · · 0 Jλk−1
0

0 0 · · · Jλk


U.

Demostración. Consultar [SHF03] �

Teorema 18. Sean m ≥ 1 y P = (Pij)i,j∈[m] una matriz estocástica con vector de probabilidad invariante
asociado v = (vi)i∈[m] (estrictamente positivo). Considere T el (v, P )−corrimiento bilateral de Markov en(
[m]Z,P([m])⊗Z

)
con medida de probabilidad asociada µ. Las a�rmaciones siguientes son equivalentes:

(I) T es una transformación µ-débilmente mezclante.

(II) T es una transformación µ−fuertemente mezclante.

(III) P es una matriz regular

(IV) Para todo i, j ∈ [m] se tiene que ĺım
n→∞

P
(n)
ij = vj.

Demostración. Recuerde la de�nición de regularidad de una matriz, dada en la De�nición 10.

(I)=⇒(III)
]
Suponga que T es una transformación µ−débilmente mezclante. Entonces por el Teorema 8, se

tiene que para todo i, j ∈ [m] existe Jij ⊆ Z+ un conjunto de densidad cero tal que

ĺım
n→∞,n/∈Jij

µ
(
T−n(C(0, j)) ∩ C(0, i)

)
= µ(C(0, i))µ(C(0, j)) = vivj .

Así como se obtuvo la ecuación (2.17), se obtiene que, en este caso para cada n ∈ N ocurre

µ
(
T−n(C(0, j)) ∩ C(0, i)

)
= µ

(
C(n, j) ∩ C(0, i)

)
=

∑
(i1,...,in−1)∈[m]n−1

µ
(
(C(n, j)) ∩ C(1, i1, . . . , in−1) ∩ C(0, i)

)
=

∑
(i1,...,in−1)∈[m]n−1

µ
(
C(0, , i, i1, . . . , in−1, j)

)
=

∑
(i1,...,in−1)∈[m]n−1

viPi,i1 . . . Pin−1,inPin,j = viP
(n)
i,j

Ya se había observado en la demostración del Teorema 11, que J =
⋃

(i,j)∈[m]×[m] Jij es un conjunto con
densidad cero. Al igual que en la demostración del Teorema 11, se concluye que para cada i, j ∈ [m]

vivj = µ(C(0, i))µ(C(0, j)) = ĺım
n→∞,n/∈J

µ
(
T−n(C(0, j)) ∩ C(0, i)

)
= ĺım
n→∞,n/∈J

viP
(n)
ij .

Así que, para todo i, j ∈ [m]

vj = ĺım
n→∞,n/∈J

P
(n)
ij > 0,
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y por lo tanto

mı́n{vj : j ∈ [m]} = ĺım
n→∞,n/∈J

mı́n{P (n)
ij : i, j ∈ [m]} > 0.

Entonces existe N ∈ N (N /∈ J) tal que para cualesquiera i, j ∈ [m] se tiene que P (N)
ij ≥ mı́n{P (n)

ij : i, j ∈
[m]} > 0. Luego, P es una matriz regular.

(IV)=⇒(II)
]
Demostremos que T es una transformación µ− fuertemente mezcladora. Desde que AS es una

semiálgebra de subconjuntos de [m]Z tal que σ(AS) = P([m])⊗Z, de acuerdo con la Proposición 4, basta
con probar que para cualesquiera A,B ∈ AS se tiene que

ĺım
n→∞

µ
(
T−n(A) ∩B

)
= µ(A)µ(B).

Probaremos que esta propiedad se cumple para los elementos de S, y luego, el argumento general se obtiene
de forma análoga a la demostración de la Proposición 7. Fije A,B ∈ S donde A = C(j1, q

1
0 , . . . , q

1
k1

),
B = C(j2, q

2
0 , . . . , q

2
k2

). Se repite exactamente la prueba de la A�rmación 2 del Teorema 16 para obtener
que, para todo n ∈ N con n > (j1 + k1)− j2 se tiene que

µ
(
A ∩ T−n(B)

)
= vq1

0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
P

(j2+n−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2
.

También, por hipótesis y la de�nición de µ

ĺım
n→∞

µ
(
A ∩ T−n(B)

)
= ĺım
n→∞

vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
P

(j2+n−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1

(
ĺım
n→∞

P
(j2+n−(j1+k1))

q1
k1
,q2

0

)
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= vq1
0
Pq1

0 ,q
1
1
. . . Pq1

k1−1,q
1
k1
vq2

0
Pq2

0 ,q
2
1
. . . Pq2

k2−1,q
2
k2

= µ(A)µ(B).

Entonces, por la Proposición 4, se tiene que T es una transformación µ−fuertemente mezclante.

(II)=⇒(I)
]
Por la Observación, se tiene que siempre se satisface esta condición.

(II)=⇒(IV)
]
La demostración es análoga a la de la implicación (IV)=⇒(II)

]
.

(III)=⇒(IV)
]
Se esbozará la prueba de este hecho a continuación. Consideremos la descomposición de Jordan

de la matriz P , a la que se re�ere el Lema 5. Por simplicidad de la notación, supondremos que la matriz
de Jordan es una matriz diagonal y que todos los valores propios de P son distintos entre sí (el caso
general es tratado de la misma manera, sólo que se requiere mayor notación). Expresemos a la matriz
diagonal D como

D =



1 0 0 0 · · · 0
0 λ1 0 0 · · · 0
0 0 λ2 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
0 0 · · · 0 λm−2 0
0 0 · · ·λm−1


,

donde P = U−1DU , U es una matriz invertible de tamaño m × m con coe�cientes en R. Denote por
W = (wij)i,j∈[m]. Se veri�ca de inmediato por inducción que para todo n ∈ N se tiene que Pn = WDnU .

Por el Corolario 7, λ0 = 1 es un valor propio dominante, así que, sin pérdida de generalidad suponga que
1 > |λ1| > . . . > |λm−1|. También, la forma en que se suele construir U es como una matriz de cambio
de base, cuyas columnas están formadas de los vectores propios de P que forman una base ordenada
ortonormal de Rm asociados a los valores propios 1, λ1, . . . , λm−1. Como P es una matriz irreducible,
por el Corolario 7 (inciso (II)), esto signi�ca que la primera columna de U (al ser vector propio de P
asociado al valor propio 1) es de la forma (q0, . . . , q0) ∈ Rm, donde q0 ∈ R.

Entonces, para cada n ∈ N se tiene que
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Pn = W



1 0 0 0 · · · 0
0 λn1 0 0 · · · 0
0 0 λn2 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
0 0 · · · 0 λnm−2 0
0 0 · · ·λnm−1


U.

Y luego,

ĺım
n→∞

Pn = W



1 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
0 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0


U =


w00q0

w01q0

...
w0m−2q0

w0m−1q0

 .

Esto último signi�ca que para todo i, j ∈ [m] se cumple

ĺım
n→∞

P
(n)
ij = w0jq0.

Se veri�ca que el vector (w00q0, . . . , w0m−1q0) es invariante para P , de las identidades WU = I y P =
WDU . Por la unicidad del vector invariante se concluye que v = (vi)i∈[m] = (w00q0, . . . , w0m−1q0) y de
aquí se obtiene el resultado deseado.

�



Capítulo 3

Rotaciones en grupos topológicos.

En este capítulo se analizarán algunas transformaciones de�nidas sobre grupos topológicos compactos,
enfatizando sobre algunos casos particulares en el disco unitario en C. Estas transformaciones consisten en
funciones continuas y suprayectivas, rotaciones por un elemento �jo y transformaciones a�nes (la composición
de dos funciones del tipo rotación y una función continua y suprayectiva).

3.1. Construcción de medidas de probabilidad en un grupo topológico

compacto.

A lo largo de este capítulo, G denotará a un espacio topológico (G, τG, ·) con estructura de grupo, y
denotaremos por B(G) a la σ−álgebra de Borel de G, esto es B(G) = σ(τG).

Decimos que G es un grupo topológico si las funciones en G: (x, y) 7→ xy, x 7→ x−1 son funciones continuas.

Una medida regular en (G,B(G)) es una medida m : B(G)→ R que satisface la propiedad de que para todo
E ∈ B(G) y ε > 0 existe C ⊆ G un conjunto compacto tal que m(E\C) < ε.

Para E ∈ B(G) y x ∈ G se de�nen los conjuntos

xE = {xe : e ∈ E},

y
Ex = {ex : e ∈ E}

que resultan ser elementos de B(G), ya que y 7→ xy y y 7→ yx son funciones continuas.

Una medida m : B(G)→ R en (G,B(G)) es

(a) Invariante bajo rotaciones izquierdas si para todo E ∈ B(G) y x ∈ G se tiene m(xE) = m(E).

(b) Invariante bajo rotaciones derechas si para todo E ∈ B(G) y x ∈ G se tiene m(Ex) = m(E).

(c) Invariante bajo rotaciones si es invariante bajo rotaciones izquierdas y derechas.

El siguiente resultado permite construir medidas de probabilidad suponiendo que el grupo topológico es
compacto.

Teorema 19 (Construcción de medidas de Haar en grupos compactos). Sea G un grupo topológico
compacto. Entonces existe una única medida de probabilidad m : B(G)→ R regular e invariante bajo rotaciones
izquierdas en (G,B(G)). A m se le llama la medida de Haar en (G,B(G)).

Demostración. Consultar [Hew94]. �

Observación 13. Sea G un grupo topológico compacto con medida de Haar m en (G,B(G)). Se tienen las
siguientes a�rmaciones:
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1. Para todo x ∈ G y f ∈ LK
1 (G,B(G),m)∫

G

f(y)dm(y) =

∫
G

f(xy)dm(y).

2. Si U ⊆ G es un conjunto abierto no vacío, entonces m(U) > 0.

3. Denotemos por K = {z ∈ C : |z| = 1} al disco unitario en C, donde | · | denota el módulo complejo.
Se tiene que, con el producto usual en C y la topología inducida por el módulo complejo en C es un
grupo topológico compacto. Se tiene que la medida de Haar en K coincide con la medida de Lebesgue
normalizada. Así mismo, dado n ≥ 1, se denota por Kn el grupo topológico producto directo (con la
operación usual en el producto directo de grupos y la topología producto inducidos por K), el cual es
llamado el n−toro en Cn. Se tiene que la medida de Haar en Kn coincide con la medida producto en
(K,B(K),m).

4. Sea G un grupo topológico compacto y metrizable con métrica r : G×G→ G tal que τG coindice con la
topología generada por r. Entonces, la función ρ : G×G→ G dada por

ρ(x, y) =

∫
G

(∫
G

r(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h).

es una función bien de�nida, es una métrica en G y para todo x, y, z ∈ G se tiene que ρ(xz, yz) = ρ(x, y) =
ρ(zx, zy), es decir, la métrica es invariante bajo rotaciones.

Demostración de la Observación 3.

1. La prueba se obtiene a través de aproximación por funciones simples. Fije x ∈ G. Considere los siguientes
casos para f ∈ LK

1 (G,B(G),m).

Caso (α). f = χE , donde E ∈ B(G). En este caso, se tiene que, para cada y ∈ G

f(xy) = χE(xy) =

{
1 si xy ∈ E
0 si xy /∈ E =

{
1 si y ∈ x−1E
0 si y /∈ x−1E

= χx−1E(y).

Por ello

∫
G

f(xy)dm(y) =

∫
G

χE(xy)dm(y) =

∫
G

χx−1E(y)dm(y) = m(x−1E) = m(E) =

∫
G

f(y)dm(y).

Caso(β). f es una función B(G)−simple. La conclusión se obtiene por el Caso (α) y linealidad de la
integral.

Caso(γ). K = R y f ≥ 0.
En tal caso, se utiliza el Teorema de Aproximación por funciones B(G)−simples para hallar una
sucesión creciente (fn)n∈N de funciones B(G)-simples no negativas tal que ĺım

n→∞
fn = f en G. Se

veri�ca de inmediato que, para toda y ∈ G y n ∈ N se cumple 0 ≤ fn(xy) ≤ fn+1(xy) y ĺım
n→∞

fn(xy) =

f(xy). Por el Caso (β) y el Teorema de Convergencia Monótona se concluye que∫
G

f(xy)dm(y) = ĺım
n→∞

∫
G

fn(xy)dm(y) = ĺım
n→∞

∫
G

fn(y)dm(y) =

∫
G

f(y)dm(y).

Caso(δ). K = R.
En este caso, basta aplicar el Caso (γ) y expresar a f = f+ − f−, donde f+, f− ≥ 0.

Caso(ε). K = C.
Resulta del Caso (δ) y expresar a f = Re(f) + Im(f).

2. Sea U ⊆ G un conjunto abierto no vacío.
Para cada g ∈ G considere la función Tg : G → G de�nida para cada x ∈ G como
Tg(x) = gx. Es claro que Tg es una función continua y que para todo y ∈ G se satisface que
yU = {yu : u ∈ U} = {x ∈ G : y−1x ∈ U} = T−1

y−1(U) que es un conjunto abierto en G.
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Se veri�ca de inmediato que {yU}y∈G es una cubierta abierta de G. Por compacidad de G, existen

{y1, . . . yk} ⊆ G tal que G =
k⋃
i=1

yiU . Entonces

1 = m(G) ≤
k∑
i=1

m(yiU) = km(U),

de donde m(U) > 0.

3. Esto se sigue del Teorema 19 (unicidad de la medida de Haar) y el hecho de que la medida de Lebesgue
normalizada en (K,B(K)) se construye regular e invariante bajo rotaciones.

4. Observe que, para cada h ∈ G, (x, y) ∈ G×G, g 7→ r(gxh, gyh) es una función continua y no negativa de
G en R. Como G es compacto, dicha función es acotada y luego, integrable. De la misma manera se tiene

que h 7→
∫
G

r(gxh, gyh)dm(g) es una función integrable no negativa.

A�rmación. Se tienen las siguientes propiedades de ρ: Para todo x, y, z ∈ G ocurre que:

1. ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y.
2. ρ(x, y) ≥ 0.
3. ρ(x, y) = ρ(y, x).
4. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).
5. ρ(xz, yz) = ρ(x, y) = ρ(zx, zy)

Demostración de la A�rmación. Fije x, y, z ∈ G.

1. Es claro que si x = y entonces ρ(x, y) = 0. Recíprocamente, si ρ(x, y) = 0, entonces∫
G

(∫
G

r(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h) = 0,

lo que signi�ca que ∫
G

r(gxh, gyh)dm(g) = 0, c.t.p.(m)(h)

así que
r(gxh, gyh) = 0 c.t.p.(m⊗m)(g, h)

Por ello, gxh = gyh c.t.p.(m⊗m)(g, h). Luego x = y.

2. Es claro de la de�nición.

3. Como r es una métrica, se tiene que

ρ(x, y) =

∫
G

(∫
G

r(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h) =

∫
G

(∫
G

r(gyh, gxh)dm(g)

)
dm(h) = ρ(y, x).

4. Por la desigualdad triangular para r y la monotonía de la integral, se tiene

ρ(x, z) =

∫
G

(∫
G

r(gxh, gzh)dm(g)

)
dm(h) ≤

∫
G

(∫
G

[r(gxh, gyh) + r(gyh, gzh)]dm(g)

)
dm(h)

≤
∫
G

(∫
G

r(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h) +

∫
G

(∫
G

r(gyh, gzh)dm(g)

)
dm(h) = ρ(x, y) + ρ(y, z).

5. Por el inciso 1 de esta observación

ρ(xz, yz) =

∫
G

(∫
G

r(gxzh, gyzh)dm(g)

)
dm(h) =

∫
G

(∫
G

r(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h) = ρ(x, y).

Similarmente se tiene que ρ(zx, zy) = ρ(x, y).
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De esta a�rmación se concluye que ρ es una métrica invariante bajo rotaciones.
�

Continuaremos con algunas de�niciones y notaciones.

Decimos que G es un grupo topológico localmente compacto si para todo x ∈ G y U ⊆ G conjunto abierto,
existe V ⊆ G un conjunto abierto tal que V es un conjunto compacto (donde V denota la cerradura topológica
de V ) y x ∈ V ⊆ V ⊆ U .

Consideremos Ĝ = {ϕ : G → K : ϕ es homomor�smo continuo}. A los elementos de Ĝ se les lla-
ma caracteres de G. Note que, dados ϕ,ψ ∈ Ĝ, se de�ne la función ϕψ : G → K para cada x ∈ G
como ϕψ(x) = ϕ(x)ψ(x), es un homomor�smo continuo, es decir ϕψ ∈ Ĝ. De esta forma, se de�ne la
operación en Ĝ, de tal forma que Ĝ es un grupo abeliano. También, Ĝ es un subespacio topólogico de
C(G,C) = {f : G → C : f es una función continua} con la topología compacto abierta, se tiene que Ĝ es un
grupo topológico abeliano localmente compacto.

Denotemos por 1 : G→ K a la función de valor constante 1. Se tiene que 1 ∈ Ĝ.

Observación 14. Sea G un grupo topológico.

1. Sean G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado de G tal que H 6= G. Entonces existe
γ ∈ Ĝ tal que γ 6= 1 y que para todo h ∈ H, γ(h) = 1.

En adelante, supondremos que G un grupo compacto y denotaremos por m la medida de Haar en B(G).

2. Ĝ ⊆ LC
∞ (G,B(G),m) y para cada p ≥ 1 se satisface Ĝ ⊆ LC

p (G,B(G),m). Más aún, Ĝ es un conjunto
ortonormal en LC

2 (G,B(G),m).

3. Ĝ es una base ortonormal de LC
2 (G,B(G),m). De hecho, para cada f ∈ LC

2 (G,B(G),m) existen únicos

{aγ}γ∈Ĝ ⊆ C tal que {γ ∈ Ĝ : aγ 6= 0} es numerable y f =
∑
γ∈Ĝ

aγγ, esto signi�ca que, para todo ε > 0

existe un conjunto �nito Rε ⊆ Ĝ tal que, para todo conjunto �nito R ⊇ Rε se tiene que
∥∥∥∥f−∑

γ∈R
aγγ

∥∥∥∥
2

< ε.

También, como Ĝ es un conjunto ortonormal en LC
2 (G,B(G),m), por la identidad de Parseval para normas

en espacios de Banach, se tiene que

∑
γ∈Ĝ

|aγ |2 =
∑
γ∈Ĝ

|aγ |2‖γ‖22 =

∥∥∥∥∑
γ∈Ĝ

aγγ

∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 <∞.

A esta representación de f se le conoce como la serie de Fourier de f .

4. Sean G localmente compacto y T : G → G un endomor�smo. Se de�ne la función T̂ : Ĝ → Ĝ para cada
γ ∈ Ĝ como T̂ (γ) = γ ◦ T . Entonces T̂ es un endomor�smo en Ĝ, que es llamado el endomor�smo dual
asociado a T .

También, T es una función inyectiva (suprayectiva) si y sólo si T̂ es una función suprayectiva (inyectiva).

5. Considere el grupo topológico
R
Z

= {x + Z : x ∈ R}, donde, para cada x ∈ R, se de�ne x + Z =

{x + n : n ∈ Z}. Entonces la función ϕ :
R
Z
→ K dada para todo x ∈ R como ϕ(x + Z) = exp(2πix)

es un isomor�smo de grupos topológicos. De la misma forma, para n ∈ N, se tiene que, ϕn :
Rn

Zn
de�nida

para cada x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn como ϕn((x1, . . . , xn) + Zn) = (exp(2πix1), . . . , exp(2πixn)), es un

isomor�smo, donde
Rn

Zn
es isomorfo a

(
R
Z

)n
.

Demostración de la Observación 4. En algunos incisos, se hará referencia a [Hew94], ya que se requiere de Teoría
de Representaciones de Grupos para probar dichos enunciados.

1. Consultar [Hew94].
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2. En primer lugar, observe que para γ ∈ Ĝ , como G es compacto, se tiene que γ(G) = {γ(g) : g ∈ G} ⊆ K
también lo es, luego γ es acotada, así que existe M > 0 tal que |γ| ≤M , por lo que γ ∈ LC

∞ (G,B(G),m).
Más aún, dado p ≥ 1, como (G,B(G),m) tiene medida �nita, se concluye que γ ∈ LC

p (G,B(G),m).

A�rmación. Para todo γ ∈ Ĝ se satisface

(a) ‖γ‖22 = 〈γ, γ〉 = 1.

(b) Si γ 6= 1 entonces 〈γ, 1〉 =

∫
G

γdm = 0.

Demostración de la A�rmación. Fije γ ∈ Ĝ.

(a) Note que, como γ(G) ⊆ K, entonces para todo g ∈ G, |γ(g)| = 1. De modo que

‖γ‖22 = 〈γ, γ〉 =

∫
G

γγdm =

∫
G

|γ|2dm = 1

(b) Si γ 6= 1, entonces existe a ∈ G tal que γ(a) 6= 1. De la Observación 13 (inciso 1), se sigue que∫
G

γ(x)dm(x) =

∫
G

γ(ax)dm =

∫
G

γ(a)γ(x)dm(x) = γ(a)

∫
G

γ(x)dm(x),

de donde

(γ(a)− 1)

∫
G

γ(x)dm(x) = 0.

Como γ(a) 6= 1, debe tenerse que
∫
G

γ(x)dm(x) = 0.

De esta a�rmación, para cualesquiera γ, δ ∈ Ĝ con γ 6= δ se tiene que γδ 6= 1, así que, por el inciso (b) de
la A�rmación se tiene que

〈γ, δ〉 =

∫
G

γδdm = 〈γδ, 1〉 = 0

Por lo tanto, Ĝ es un conjunto ortonormal en LC
2 (G,B(G),m).

3. Consultar [Hew94] para la parte que establece que Ĝ es una base ortonormal de LC
2 (G,B(G),m). La

segunda parte resulta inmediata de la identidad de Parseval en LC
2 (G,B(G),m).

4. Basta observar que para todo γ ∈ Ĝ, la composición de los homomor�smos γ y T resulta ser un homo-
mor�smo, y utilizar la estructura de grupo que tiene Ĝ. La segunda a�rmación es consecuencia de utilizar
las equivalencias de inyectividad y suprayectividad de una función a través de los conceptos de función
cancelable por la izquierda y la derecha.

5. Es inmediato.

�

El siguiente lema caracteriza a los subgrupos de (R,+), y será utilizado para caracterizar a los subgrupos
cerrados de K.

Lema 6. Considere el grupo abeliano (R,+).

(I) Sea L un subgrupo de R. Entonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) Existe α ∈ R tal que L = αZ = {αt : t ∈ Z}.
(b) L es denso en R (con la topología usual de R).

(II) Dado θ ∈ R\Z, Z + θZ = {m+ θn : m,n ∈ Z} es un subgrupo denso de R.

(III) Para θ ∈ R\Q, {exp(2πinθ) : n ∈ Z} es un subgrupo denso de K.

Demostración. Denote por R+ =]0,∞[ y también R− =]−∞, 0[.



72

(I) Sea L un subgrupo de R, que denotaremos por L ≤ R. Si L = {0}, claramente L = 0Z. Suponga que
L 6= {0}. Luego existe x0 ∈ L con x0 6= 0. Como L ≤ R, entonces −x0 ∈ L. De modo que L ∩ R+ 6= ∅,
acotado inferiormente por 0. Sea α = ı́nf(L ∩ R+) ≥ 0. Considere los siguientes casos

Caso 1. α > 0.
En este caso, se a�rma que α ∈ L. Para probar esto último procedemos por contradicción: Suponga
que α /∈ L. Por la de�nición de α se tiene que, para todo ε > 0 existen x′ε, x

′′
ε ∈ L ∩ R+ tal que

α < x′ε < x′′ε < α+ε, es decir, existe xε = x′′ε −x′ε ∈ L∩R+ tal que 0 < xε = x′′ε −xε < α+ε−α = ε.
En particular, para α > 0 existe xα ∈ L ∩R+ tal que 0 < xα < α, lo cual es una contradicción a la
de�nición de α. Por lo tanto α ∈ L.

Como L ≤ R y α ∈ L, se concluye que αZ ⊆ L. Demostraremos que L ∩ R+ ⊆ αZ ∩ R+. Para ello,
sea l ∈ L ∩ R+. Luego, α ≤ l. Como α ∈ L, puede suponerse que α < l. Sea

R+ 1 = mı́n

{
n ∈ N :

1

n
<
α

l

}
.

Observe que (R + 1)α > l ≥ Rα, luego 0 ≤ l − Rα < α. Como l − Rα ∈ L ∩ R+, esta última
desigualdad signi�ca que 0 = l − Rα (en caso contrario, se tendría una contradicción con la
de�nición de α). Por ello, l = Rα ∈ αZ. Así que L ∩ R+ ⊆ αZ. De la misma manera se concluye
que L ∩ R− ⊆ αZ. Por tanto, L = αZ.

Caso 2. α = 0.
Note que, como 0 = ı́nf(L ∩ R+), se tiene que 0 es un punto de acumulación de L ∩ R+. Probemos
que L = R. Para esto, sean x0 ∈ R y ε > 0 arbitrarios �jos. Como 0 es punto de acumulación de
L ∩ R+, se tiene que existe l0 ∈ L ∩ R+ tal que −2ε < l0 < 2ε.

A�rmación. Existe N ∈ Z tal que x0 − ε < Nl0 < x0 + ε.

Demostración de la A�rmación. Procedamos por contradicción. Considere r ∈ Z tal que rl0 ≤
x0 − ε < x0 + ε ≤ (r + 1)l0. Entonces

2ε = x0 + ε− (x0 − ε) ≤ (r + 1)l0 − rl0 = l0 < 2ε

que es contradictorio, obteniéndose la A�rmación.

De la A�rmación, existe N ∈ Z tal que Nl0 ∈ L por lo que Nl0 ∈ L∩ (x0− ε, x0 + ε). Por la elección
de x0 ∈ R y ε > 0 se concluye que L es denso en R.

(II) Fije θ ∈ R\Z. Es claro que Z + θZ ≤ R. Probemos por contradicción que Z + θZ es un subgrupo denso
en R. Suponga que la a�rmación es falsa. Por el inciso anterior, existe β ∈ R tal que Z + θZ = βZ.
Observe que 1 = 1 + θ(0) ∈ βZ. Luego, existe m ∈ Z tal que 1 = mβ, por lo tanto β = m ∈ {−1, 1}.

Por ejemplo, cuando β = m = 1, Z + θZ = Z. Pero θ = 0 + θ ∈ Z, que contradice la hipótesis. El caso
β = m = −1 conduce a una contradicción similar. Por lo tanto, Z + θZ es un subgrupo denso de R.

(III) Sea θ ∈ R\Q. Por el inciso (II) se tiene Z + θZ = R. Para demostrar que {exp(2πinθ) : n ∈ Z} es denso
en K, sea exp(2πit) ∈ K, con t ∈ R arbitrario �jo. Note que t ∈ R = Z + θZ, así que existe una sucesión
(nm + θkm)m∈N en Z+ θZ tal que ĺım

m→∞
(nm + θkm) = t. Observe que, en (K, | · |), ω 7→ exp(2πiω) es una

función continua, de modo que la convergencia anterior implica que

ĺım
m→∞

exp(2πiθkm) = ĺım
m→∞

exp(2πi(nm + θkm)) = exp(2πit)

en K. Luego, existe una sucesión en {exp(2πinθ) : n ∈ Z} que converge a exp(2πit). Por ello, exp(2πit) ∈
{exp(2πinθ) : n ∈ Z}. Entonces {exp(2πinθ) : n ∈ Z} = K.

�

A continuación se enuncia un resultado que describe a todos los posibles elementos de K̂, así como los
homomor�smos continuos de Kn en K, para n ∈ N.

Teorema 20. Sea n un natural �jo.

(I) Sea H un subgrupo cerrado de K. Entonces H = K, o bien, H es un grupo cíclico �nito que consta de
todas las raíces q−ésimas de la unidad, para algún q ∈ N.
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(II) Los únicos automor�smos de K son la identidad y la función z 7→ z−1.

(III) Los únicos homomor�smos de K en K son de la forma θm : K → K, con θm(z) = zm, donde m ∈ Z.

(IV) Los únicos homomor�smos de Kn en K son de la forma θ(m1,...,mn) : K → K, con

θ(m1,...,mn)(z1, . . . , zn) = zm1
1 · · · zmnn

y (m1, . . . ,mn) ∈ Zn.

Demostración.

(I) Sea H un subgrupo cerrado de K y considere los casos siguientes.

Caso 1. H es in�nito.
Se tiene que la función f : R → K dada por f(t) = exp(2πit) es una homomor�smo continuo y
suprayectivo. Así que f−1(H) es un subgrupo de R, donde f−1(H) = {t ∈ R : exp(2πit) ∈ H}. Por
el inciso (I) del Lema 6, se tiene alguno de los siguientes casos:

Subcaso 1. Existe c ∈ R tal que f−1(H) = cZ.
Se tiene que H = f(f−1(H)) = f(cZ) = {exp(2πict) : t ∈ Z}. Como H es in�nito, debe ocurrir
que c /∈ Q, así que por el Lema 6 (incisos (II) y (III)) se tiene que Z + cZ es denso en R y
{exp(2πict) : t ∈ Z} es denso en K. Es claro que f(Z + cZ) = f(cZ), luego, por continuidad y
suprayectividad de f se obtiene que

K = f(R) = f(Z + cZ) ⊆ f(Z + cZ) = f(f−1(H)) = H = H.

Por ello, K = H.

Subcaso 2. f−1(H) = R.
Al igual que en el Subcaso 1, se concluye que K = H.

Caso 2. H es �nito.
Suponga que H es un subgrupo de q elementos, es decir |H| = q. Entonces, se tiene que para todo
h ∈ H, hq = 1. Por ello, cada elemento de H es una raíz q−ésima de la unidad. En este caso, H
consiste de todas las raíces q−ésimas de la unidad, que conforman un grupo cíclico �nito generado

por exp

(
2πi

q

)
.

(II) Fije θ : K → K un automor�smo. Para cada c, d ∈ K denote por
−−→
[c, d] el conjunto de elementos de K que

conforman el arco (en sentido levógiro) del círculo determinado por c y d, el cual será llamado el intervalo

con extremos c y d. Se tiene que
−−→
[c, d] es un conjunto conexo en K y que todos los conjuntos conexos en

K es de esta forma (la prueba de esta a�rmación es similar a la demostración de la caracterización de
los conjuntos conexos de R).

Observe que θ(1) = 1, θ(−1)θ(1) = θ(1) = 1, luego θ(−1) es un elemento de orden 2. Se veri�ca
inmediatamente que −1 es el único elemento de orden 2 en K, de donde θ(−1) = −1.

También i,−i son los únicos elementos de orden 4, y se tiene que θ(i), θ(−i) son elementos de orden 4
que satisfacen θ(−i) = −θ(i). Por ello, θ(i), θ(−i) ∈ {i,−i}. Se consideran los siguientes casos:

Caso (i). θ(i) = i.

Por continuidad de θ se tiene que θ
(−−→
[1, i]

)
es conexo en K. Entonces θ

(−−→
[1, i]

)
es un intervalo. De

hecho, como θ(1) = 1, θ(i) = i y θ es una biyección, el intervalo en cuestión es
−−→
[1, i], o bien

−−→
[i, 1].

Como −1 /∈
−−→
[i, 1] y −1 es el único elemento de K que cumple que θ(−1) = −1 ∈

−−→
[i, 1], debe tenerse

que θ
(−−→
[1, i]

)
=
−−→
[1, i].

Por otro lado, se veri�ca que el único elemento de orden 8 es exp
(
πi
4

)
, también θ

(
exp
(
πi
4

))
tiene orden 8, así que θ

(
exp
(
πi
4

)
= exp

(
πi
4

))
. Razonando como antes, se obtiene que

θ
(−−−−−−−→
[1, exp(πi4 )]

)
=
−−−−−−−→
[1, exp(πi4 )].
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Inductivamente se veri�ca que para todo k ∈ N

θ

(
exp

(
2πi

2k

))
= exp

(
2πi

2k

)
,

ya que para todo r ∈ Q y z ∈ K se tiene que θ(zr) = (θ(z))r.

Por lo tanto, θ �ja a todas las raíces de la unidad. Es claro que el conjunto de las raíces de la unidad
es denso en K (la demostración de este hecho se tiene como la del inciso (III) del Lema 6). Por lo
tanto θ = IdK .

Caso (ii). θ(i) = −i.
Se procede como en el Caso (i) para probar que para todo k ∈ N

θ

(
exp

(
2πi

2k

))
= exp

(
−2πi

2k

)
y concluir que para todo z ∈ K se cumple que θ(z) = z−1.

(III) Sea θ : K → K un homomor�smo. Observe que, si θ = IdK , entonces, con la notación introducida ocurre
θ = θ1. En caso de que θ = 1, se tendrá que θ = θ0. Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que
θ /∈ {IdK , 1}.

Como K es compacto y conexo, θ(K) es un subgrupo compacto (luego, cerrado) y conexo en K. Por lo
tanto, |θ(K)| = 1 o bien θ(K) es in�nito. Como θ 6= 1 (θ no es una función constante), no ocurre que
|θ(K)| = 1 así que θ(K) es in�nito. Más aún, por el inciso (I) debe tenerse que θ(K) = K, es decir, θ es
suprayección.

Se a�rma que ker(θ) es un subgrupo cerrado de K con ker(θ) 6= K. Probemos esto último como
sigue: Claramente ker(θ) es un subgrupo de K. Además, como θ 6= 1, entonces existe a ∈ K tal que
θ(a) 6= 1, de modo que ker(θ) 6= K. Resta probar que ker(θ) es cerrado en K, y es su�ciente veri�car que
ker(θ) ⊆ ker(θ). Esto se muestra a continuación. Sea x ∈ ker(θ) arbitrario �jo. Esto implica que existe
una sucesión (xn)n∈N en ker(θ) tal que ĺım

n→∞
xn = x. Para cada n ∈ N se tiene que θ(xn) = 0 y por

continuidad de θ se obtiene que 0 = ĺım
n→∞

θ(xn) = θ(x). Por ello, x ∈ ker(θ). Así que ker(θ) ⊆ ker(θ) y

ker(θ) es un subgrupo cerrado de K.

Como ker(θ) 6= K, entonces, por el inciso (I) se tiene que ker(θ) es un grupo cíclico �nito generado por

exp

(
2πi

q

)
para algún q ∈ N. Explicitamente, ker(θ) = {exp

(
2πi
q

)
: i ∈ {0, . . . , q − 1}} = Rq.

Considere el isomor�smo inducido por θ (usando el primer teorema de isomor�smos), de�nido por θ̃ :
K

Rq
→ K donde para cada z ∈ K

θ̃(zRq) = θ(z)

y θ̃ = {zRq : z ∈ K}.
De la misma manera, el homomor�smo suprayectivo θq cumple que ker(θq) = Rq induce un isomor�smo

θ̃q :
K

Rq
→ K que satisface que para cada z ∈ K

θ̃q(zRq) = zq.

Así se obtiene que θ̃ ◦ θ̃q
−1

: K → K es un automor�smo en K., donde para todo z ∈ K se tiene que

(θ̃ ◦ θ̃q
−1

)(z) = θ̃(z
1
qRq) = (θ(z))

1
q . Por el inciso (II) se tiene que θ̃ ◦ θ̃q

−1
es la función identidad en K o

el mapeo z 7→ z−1.

En el primer caso, se tiene que para todo z ∈ K

z = (θ̃ ◦ θ̃q
−1

)(z) = (θ(z))
1
q , es decir, θ(z) = zq = θq(z).
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En el segundo caso, se tendría que para todo z ∈ K

z−1 = (θ̃ ◦ θ̃q
−1

)(z) = (θ(z))
1
q , es decir, θ(z) = z−q = θ−q(z).

De esta manera se tiene la conclusión.

(IV) Sea θ : Kn → K un homomor�smo. Para cada i ∈ {1, . . . , n} considere la función ψi : K → Kn de�nida
para todo z ∈ K como ψi(z) = (zδij)

n
j=1 = (1, . . . , 1, z, 1, . . . , 1), donde δij denota la delta de Kronecker.

Es claro que ψi es una función continua. También es un homomor�smo, ya que con la operación usual en
el producto directo Kn se tiene que, para todo z, w ∈ K ocurre

ψi(zw) = (1, . . . , 1, zw, 1, . . . , 1) = (1, . . . , 1, z, 1, . . . , 1)(1, . . . , 1, w, 1, . . . , 1) = ψi(z)ψi(w).

Entonces, para cualquier i ∈ {1, . . . , n} θ ◦ ψi : K → K es un homomor�smo en K. Por el inciso (III) se
tiene que existe mi ∈ Z tal que θ ◦ ψi = θmi , es decir, para todo z ∈ K

θmiz
mi = θ ◦ ψi(z) = θ((1, . . . , 1, z, 1, . . . , 1)). (3.1)

También, por la estructura de grupo en Kn se tiene que para todo (z1, . . . , zn) ∈ Kn

(z1, . . . , zn) =
n∏
i=1

(ziδij)
n
j=1 =

n∏
i=1

ψi(zi) (3.2)

De las expresiones (3.1) y (3.2) se concluye que existe (m1, . . . ,mn) ∈ Zn tal que para (z1, . . . , zn) ∈ Kn

θ((z1, . . . , zn)) = θ

( n∏
i=1

ψi(zi)

)
=

n∏
i=1

θ(ψi(zi)) =
n∏
i=1

zmii = θ(m1,...,mn)((z1, . . . , zn)).

�

Observación 15 (al Teorema 20). Observe que, en la demostración del Teorema 20 se puede concluir que para
todo homomor�smo θ : K → K de K (θ : Kn → K de Kn) existe un único m ∈ Z ((m1, . . . ,mn) ∈ Zn) tal que
θ = θm (θ = θ(m1,...,mn)).

Corolario 9. Sea n ∈ N y T : Kn → Kn un homomor�smo. Entonces existe una única matriz Q = (qij)
n
i,j=1

con coe�cientes en Z tal que para cada (z1, . . . , zn) ∈ Kn ocurre

T ((z1, . . . , zn)) = (zq11

1 · · · zq1nn , . . . , zqn1

1 · · · zqnnn ).

En notación aditiva, consideremos el isomor�smo ϕ :
Rn

Zn
→ Kn de�nido en la Observación 14. Entonces

para todo (x1, . . . , xn) ∈ Rn se tiene que

(ϕ−1 ◦ T ◦ ϕ)((x1, . . . , xn) + Zn) = Q(z1, . . . , zn)t + Zn.

A la matriz Q se le denotará por [T ].

Demostración. Sean n ∈ N y T : Kn → Kn un homomor�smo. Para cada i ∈ {1, . . . , n} considere la función
πi : Kn → K la i−ésima proyección de Kn en K. Entonces πi ◦ T : Kn → K es un homomor�smo. Entonces,
por el Teorema 20 (inciso (IV)), se tiene que para i ∈ {1, . . . , n} existe un único (qi1, . . . , qin) ∈ Zn tal que

(πi ◦ T )(z1, . . . , zn) = zqi11 · · · zqinn .

Por ello,
T (z1, . . . , zn) = (zq11

1 · · · zq1nn , . . . , zqn1

1 · · · zqnnn ).

Considere la matriz Q = (qij)
n
i,j=1. Mediante un cálculo directo se concluye que se tiene la parte de la

notación aditiva.
�

Observación 16. Considere K con m la medida de Haar en (K,B(K)). Note que K̂ = {γ : K → K :
γ es un homomor�smo continuo}. Por el inciso (III) del Teorema 20, los únicos caracteres de K son las funciones
de la forma z 7→ zm, donde m ∈ Z. Por ello, dada f ∈ LC

2 (K,B(G),m) se tiene que la serie de Fourier asociada
a f está determinada para cada z ∈ K como

f(z) =
∑
m∈Z

amz
m

donde (am)m∈Z ⊆ C satisface que
∑
m∈Z
|am|2 <∞.
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3.1.1. Transformaciones Preservadoras de Medida en (G,B(G),m).

Sea G un grupo topológico compacto. En este contexto, m denota la medida de Haar en G. Se presentan
algunos ejemplos generales transformaciones preservadoras de medida en (G,B(G),m) y sus características en
cuanto a ergodicidad, mezcla fuerte y débil. En algunas caracterizaciones se requiere que el grupo satisfaga
algunas condiciones como conmutatividad, conexidad o la propiedad de ser metrizable.

Para cada a ∈ G de�na a la función Ta : G → G como sigue: Para todo x ∈ G, Ta(x) = ax. Se tiene que
Ta es un homomor�smo continuo. Es claro que Ta es una función suprayectiva. A esta función se le llama la
rotación por "a".

Una transformación afín en G es una función ϕ : G→ G de la forma ϕ = Ta ◦ f , donde a ∈ G y f : G→ G
es un endomor�smo continuo y suprayectivo. Note que toda transformación afín es un endomor�smo continuo
y suprayectivo.

El siguiente resultado nos permite concluir que las rotaciones y transformaciones en G son transformaciones
m−preservadoras de medida.

Proposición 8. Sea G un grupo compacto y T : G → G un endomor�smo continuo y suprayectivo. Entonces
T es una transformación m−preservadora de medida.

Demostración. Sea T : G→ G un endomor�smo continuo y suprayectivo. Por la continuidad de G se tiene que
T es una función (B(G),B(G))−medible.

De�na a la función µ : B(G)→ R como sigue: Para todo E ∈ B(G) se tiene que µ(E) = m
(
T−1(E)

)
.

A�rmación. Se tienen las siguientes propiedades de µ:

(a) Para cualesquiera x ∈ G y E ∈ B(G) existe a ∈ G tal que T−1(xE) = aT−1(E).

(b) µ es una medida regular.

(c) µ es una medida invariante bajo rotaciones.

Demostración de la A�rmación. Es inmediato que µ es una medida en (G,B(G)). Además de que µ(X) =
m
(
T−1(G)

)
= m(G) = 1.

(a) Fije x ∈ G y E ∈ B(G). Por suprayectividad de T , existe a ∈ G tal que T (a) = x. Probemos la igualdad de
los conjuntos T−1(xE) y a−1T−1(E).

Sea w ∈ T−1(xE) arbitrario. Entonces T (w) ∈ xE, luego, T (a−1w) = (T (a))−1T (w) = x−1w ∈ E, es decir
a−1w ∈ T−1(E). Por tanto, w = a(a−1w) ∈ aT−1(E). Así se obtiene que T−1(xE) ⊆ aT−1(E). Recípro-
camente, sea w ∈ aT−1(E). Tenemos que existe z ∈ T−1(E) tal que az = w, donde T (z) ∈ E. Entonces
T (w) = T (az) = T (a)T (z) = xT (z) ∈ xE, así que w ∈ T−1(xE). De manera que aT−1(E) ⊆ T−1(xE). En
conclusión, T−1(xE) = aT−1(E).

(b) Emplearemos la de�nición de medida regular en (G,B(G)). Fije ε > 0 y E ∈ B(G) arbitrarios. Por
continuidad de T , T−1(E) ∈ B(G) y por regularidad de m, existe C ⊆ G compacto tal que C ⊆ T−1(E) y
m
(
T−1(E)\C

)
< ε.

Por continuidad de T , T (C) es un conjunto compacto tal que T (C) ⊆ T
(
T−1(E)

)
= E. También C ⊆

T−1
(
T (E)

)
y entonces

µ(E\T (C)) = m
(
T−1(E)\T−1

(
T (E)

))
≤ m

(
T−1(E)\C

)
< ε.

Así se concluye que µ es una medida regular.

(c) Fije x ∈ G y E ∈ B(G) cualesquiera. Por el inciso (a), existe a ∈ G tal que T−1(xE) = aT−1(E). Como m
es una medida invariante bajo rotaciones se obtiene que

µ(xE) = m
(
T−1(xE)

)
= m

(
aT−1(E)

)
= m

(
T−1(E)

)
= µ(E).

De la misma forma se obtiene que µ(Ex) = µ(E). Por ello, µ es una medida invariante bajo rotaciones.
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Por la unicidad de la medida de Haar en (G,B(G)) y la A�rmación, se concluye que m = µ. Esto signi�ca
que, para todo E ∈ B(G) se tiene que

m(E) = µ(E) = m
(
T−1(E)

)
.

Por lo tanto, T es una transformación m−preservadora de medida. �

Se establecerá un criterio de ergodicidad de una rotación por "a.en K, que simplemente consiste en
determinar si a es o no una raíz de la unidad.

Teorema 21. Sea a ∈ K y m la medida de Haar en (K,B(K)). Entonces Ta es transformación m−érgodica si
y sólo si "a"no es una raíz de la unidad.

Demostración. Fije a ∈ K.

=⇒
]
Procedamos por contrapositiva: Suponga que a es una raíz de la unidad. Entonces existe q ∈ N tal que
aq = 1. Considere la función θq : K → K dada por θq(z) = zq. Se tiene que θq es una función (B(K),B(K))
medible que satisface, para cada z ∈ K

(θq ◦ Ta)(z) = θq(az) = (az)q = aqzq = zq = θq(z).

Sin embargo, es claro que θq no es una función constante en K. Por el Teorema 7, se concluye que Ta no
es una transformación m−ergódica.

⇐=
]
Suponga que a no es una raíz de la unidad. De acuerdo con el inciso (IV) del Teorema 7, para probar la
m−ergodicidad de Ta, es su�ciente con demostrar que para toda f ∈ LC

2 (K,B(G),m) con f ◦ Ta = f se
tiene que f es una función constante c.t.p.(m).

Fije f ∈ LC
2 (K,B(G),m) con f ◦ Ta = f y escribamos su representación en serie de Fourier (Observación

16) dada para todo z ∈ K como ∑
m∈Z

bmz
m.

Entonces, para cada z ∈ K, ocurre∑
m∈Z

bmz
m = f(z) = f(az) =

∑
m∈Z

ambmz
m. (3.3)

Por la unicidad en los coe�cientes de la serie de Fourier, se sigue que, para todo m ∈ Z, bm(am − 1) = 0.
Por hipótesis, para todo natural n 6= 0 se tiene que an 6= 1, es decir, bn = 0. Luego, f = a0 c.t.p.(m). Por
la elección de f ∈ LC

2 (K,B(G),m) se concluye que Ta es una transformación m−ergódica.

�

Se generaliza el resultado anterior para grupos compactos.

Teorema 22. Sea G un grupo compacto, a ∈ G, Ta la rotación por a en G y m la medida de Haar en (G,B(G)).
Entonces Ta es una transformación m−ergódica si y sólo si {an}n∈Z es un conjunto denso en G. En particular,
si T es m−ergódica, entonces G es un grupo abeliano.

Demostración. Sea a ∈ G.

=⇒
]
Suponga que Ta es una transformación m−ergódica. Denote por H = {an : n ∈ Z}, que es un subgrupo
cerrado de G. Se tiene que H = G. Procedamos por contradicción: Suponga que H 6= G. Por el inciso 1
de la Observación 14 se tiene que, bajo estas condiciones, existe γ ∈ G̃ tal que γ 6= 1 y para todo h ∈ H,
γ(h) = 1. En particular, a ∈ H y γ(a) = 1. Note que γ es una función (B(G),B(K))−medible que cumple
que para cada z ∈ K

(γ ◦ Ta)(z) = γ(az) = γ(a)γ(z) = γ(z). (3.4)

Por lo tanto γ no es una función no constante en G\H, donde G\H es un conjunto abierto no vacío (ya que
H 6= G) y que cumple que m(G\H) > 0 (por la Observación 13, inciso 2) . De modo que γ es una función
no constante c.t.p(m). Por el Teorema 7, se concluye que Ta no es una transformación m−ergódica, lo que
contradice las hipótesis. Por lo tanto, H = G y {an}n∈Z es un conjunto denso en G.
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⇐=
]
Suponga que D = {an}n∈Z es un conjunto denso en G. De acuerdo con el Teorema 7, para probar la
m−ergodicidad de Ta, basta con veri�car que, para todo f ∈ LC

2 (G,B(G),m) con f ◦ T = f , se tiene que
f es una función constante c.t.p.(m). Sea f ∈ LC

2 (G,B(G),m) con f ◦ T = f y representación en serie de
Fourier dada para cada z ∈ K por

f(z) =
∑
i

biγi(z),

donde (bi)i ⊆ C satisface
∑
i

|bi|2 <∞.

Entonces, para cada z ∈ C, ocurre∑
i

biγi(z) = f(z) = f(az) =
∑
i

biγi(a)γi(z).

Por la unicidad de los coe�cientes en las series de Fourier se tiene que para todo i, bi(γi(a)− 1) = 0. Fije
i. Se tienen los casos siguientes

Caso (i). bi = 0.
En tal caso, el término i en la expresión de f no es considerado.

Caso (i). bi 6= 0.
Si bi 6= 0, entonces γi(a) = 1. Entonces para todo n ∈ Z, γi(an) = 1, es decir para todo d ∈ D,
γi(d) = 1. Como D es denso en G, debe tenerse que γi = 1.

De ambos casos, se tiene que f =
∑
i

bi, luego f es una función constante c.t.p.(m). Por la elección de

f ∈ LC
2 (G,B(G),m) y el Teorema 7, se concluye que Ta es una transformación m−ergódica.

En particular, cuando Ta es una transformación m−ergódica, D es un conjunto denso en G, de donde D×D
es denso en G×G, y como las funciones de G×G en G de�nidas como (x, y) 7→ xy, (x, y) 7→ yx coinciden en
D ×D, coindicen en G×G, por lo tanto, G es un grupo abeliano.

�

Observación 17. En (K,B(K),m), para p ∈ Z consideremos θp : K → K dada por θp(z) = zp. Es claro
que θp es un endomor�smo suprayectivo en K y por la Proposición 8 se tiene que θp es una transformación
m−preservadora de medida. Se tiene que para |p| > 1, θp es una transformación m−ergódica.

Demostración de la Observación 6. Para establecer el resultado, considere f ∈ LC
2 (K,B(G),m) cualquiera con

f ◦ θp = f y representación en serie de Fourier dada, para todo z ∈ K, por
∑
m∈Z

amz
m con

∑
m∈Z
|am|2 < ∞.

Entonces para todo z ∈ K, ocurre∑
m∈Z

amz
m = f(z) = (f ◦ θp)(z) = f(zp) =

∑
m∈Z

amz
mp.

Se comparan los términos de la serie de la izquierda y la derecha (en ese orden), y por la unicidad en los
coe�cientes de las series de Fourier y el hecho de que |p| > 1 se obtiene por ejemplo que apzp = a1z

p, luego,
ap = a1. También ap2zp

2

= apz
p2

, que signi�ca que ap2 = ap. Entonces se concluye que a1 = ap = ap2 = . . . apm ,
lo cuál es válido para todo m ∈ N. Similarmente, para cada n ∈ Z, n 6= 0 se tiene que an = anp = anp2 = . . .
Los demás términos que no sean de la forma anpk , donde n ∈ Z, k ∈ N, en la comparación se tiene que son
idénticamente cero (ya que no aparecen en la serie del lado derecho).

La condición
∑
m∈Z
|am|2 < ∞ implica que ĺım

m→∞
am = ĺım

m→−∞
am = 0. Por lo tanto, para todo m ∈ Z se

tiene que am = 0. Entonces f = a0. Por ello, f es una función constante c.t.p.(m). Por la elección arbitraria de
f ∈ LC

2 (K,B(G),m) y el Teorema 7, se concluye que θp es una transformación m−ergódica.
�

El siguiente resultado generaliza la Observación 17 para grupos abelianos compactos, en el sentido de que
los caracteres de K cumplen la condición de ergodicidad que establece el siguiente resultado.

Teorema 23. Sea G un grupo abeliano compacto con m la medida de Haar en (G,B(G)), T : G → G un

endomor�smo continuo y suprayectivo. Si T es una transformación m−ergódica, entonces para cualquier γ ∈ Ĝ,
si existe k ∈ N tal que γ ◦ T k = γ entonces γ = 1.
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Demostración. Sea T un endomor�smo continuo y suprayectivo en G. (Recuerde que, por la Proposición 8, T
es una transformación m−preservadora de medida)

Procedamos por contradicción: Suponga que T es una transformación m−ergódica y que existen γ ∈ Ĝ y
k ∈ N tales que γ ◦T k = γ y que γ 6= 1. Sin pérdida de generalidad, suponga que n = mı́n{r ∈ N : γ ◦T r = γ}.
Entonces, para toda i ∈ {0, . . . , k − 1} se tiene que γ ◦ T i 6= γ. En particular, esta condición signi�ca que
{γ ◦ T i}k−1

i=0 son todos distintos entre sí, y como Ĝ es un conjunto ortogonal de LC
2 (K,B(G),m), {γ ◦ T i}k−1

i=0

también lo es. Considere la función f =
k−1∑
i=0

(γ ◦T i). Es claro que f es una función (B(G),B(K))−medible y que

f ◦ T =
k∑
i=1

(γ ◦ T i) =
k−1∑
i=1

(γ ◦ T i) + γ = f.

Por ergodicidad de T y el Teorema 7, se obtiene que f es una función constante c.t.p.(m), digamos la
constante c. Así que, por la identidad de Parseval en LC

2 (K,B(G),m), y el hecho de que T es una transformación
m−preservadora de medida, se tiene que

c = ‖f‖2 =

∥∥∥∥ k−1∑
i=0

(γ ◦ T i)
∥∥∥∥

2

=
k−1∑
i=0

‖γ ◦ T i‖2 =
k−1∑
i=0

‖γ‖2 = k.

Lo cual no ocurre a menos que para cada i ∈ {0, . . . , k − 1} se tenga que γ ◦ T i = 1, lo cual contradice el
hecho de que {γ ◦ T i 6= γ}k−1

i=0 son todos distintos entre sí. De esta manera se obtiene la conclusión.
�

Considerando la notación introducida, se puede reescribir el Teorema 20 de la siguiente manera: para todo
γ ∈ K̂n existe un único (m1, . . . ,mn) ∈ Zn tal que γ = θ(m1,...,mn). Se veri�ca de inmediato que ψ : K̂n → Zn
de�nida por ψ(γ) = ψ(θ(m1,...,mn)) = (m1, . . . ,mn) es un isomor�smo (de grupos topológicos).

Recuerde que, por el Corolario 9, dados n ∈ N y T : Kn → Kn un endomor�smo de Kn, existe una única
matriz [T ] = Q = (Qij)

n
i,j=1 para cada (z1, . . . , zn) ∈ Kn, tal que

T ((z1, . . . , zn)) = (zq11

1 · · · zq1nn , . . . , zqn1

1 · · · zqnnn ).

Consideremos el endomor�smo dual T̂ : K̂n → K̂n de�nido para cada γ ∈ K̂n como T̂ (γ) = γ ◦ T .

Se tiene que para (m1, . . . ,mn) ∈ Zn y (z1, . . . , zn) ∈ Kn ocurre

(θ(m1,...,mn) ◦ T )(z1, . . . , zn) = θ(m1,...,mn)(z
q11

1 · · · zq1nn , . . . , zqn1

1 · · · zqnnn ) = (zq11

1 · · · zq1nn )m1 · · · (zqn1

1 · · · zqnnn )mn

= zq11m1+···+qn1mn
1 · · · zq1nm1+···+qnnmn

n

= θ(q11m1+···+qn1mn,...,q1nm1+···+qnnmn)(z1, . . . , zn).

Entonces, para todo (m1, . . . ,mn) ∈ Zn en notación matricial tenemos que

(ψ ◦ T ◦ ψ−1)(m1, . . . ,mn) =
(
ψ
(
T̂
(
ψ−1(m1, . . . ,mn)

)))
= ψ

(
T̂
(
θ(m1,...,mn)

))
= ψ

(
θ(q11m1+···+qn1mn,...,q1nm1+···+qnnmn)

)
= [T ]t(m1, . . . ,mn)t

donde [T ]t denota la matriz transpuesta de [T ].

Se veri�ca de inmediato que para todo k ∈ N se tiene que [T k] =
(
[T ]
)k
.

El siguiente corolario caracteriza la ergodicidad de T en Kn por medio de los valores propios de [T ]t.

Corolario 10. Sea n ∈ N y m la medida de Haar en (K,B(K)). Denote por m⊗n a la medida producto en
(Kn,B(K)⊗n). Sea T : Kn → Kn un endomor�smo continuo y suprayectivo. Entonces T es una transformación
m⊗n−ergódica si y sólo si los valores propios de [T ]t no son raíces de la unidad.

Demostración. Sea T : Kn → Kn un endomor�smo continuo y suprayectivo.
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=⇒
]
Por contrapositiva: Suponga que existe k ∈ N tal que λ es una raíz k−ésima de la unidad y que además
es un valor propio de [T ]t. Entonces existe x ∈ Rn con x 6= 0 tal que

(
[T ]t − λI

)
(x) = 0. Entonces(

[T ]kt − I
)
(x) = 0.

Dado que todos los coe�cientes de ambas matrices están en Z puede hallarse en Qn tras hacer una
normalización, la solución al sistema de ecuaciones que induce la expresión

(
[T ]t − λI

)
(x) = 0 puede

hallarse en Zn. Sin pérdida de generalidad, suponga que x ∈ Zn.

Con la notación de�nida previamente se obtiene que

x = [T ]kt (x) = [T k]t(x) = (ψ ◦ T̂ k ◦ ψ−1)(x).

Entonces
γx = ψ−1(x) = (T̂ k ◦ ψ−1)(x) = T̂ k(ψ−1(x)) = T̂ k(θx) = θx ◦ T k

Como x 6= 0, entonces θx 6= 1. Entonces existe θx ∈ K̂n con θx 6= 1 y θx = θx ◦ T k. Por el Teorema 23 se
concluye que T no es una transformación m⊗n−ergódica.

⇐=
]
(Contrapositiva) Suponga que T no es una transformación m⊗n−ergódica. Entonces por el Teorema 23,

existen γ ∈ K̂n y k ∈ N tal que γ = γ ◦ T k y con γ 6= 1. También, por el Teorema 20 (inciso (IV)), existe
m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn tal que γ = θ(m1,...,mn = θm. Como γ 6= 1, entonces m 6= 0. Por ello

[T ]kt (m) = [T k]t(m) =
(
ψ
(
T̂ k
(
ψ−1(m1, . . . ,mn)

)))
= ψ

(
T̂ k
(
θ(m1,...,mn)

))
= ψ

(
θ(m1,...,mn) ◦ T k

)
= ψ

(
θ(m1,...,mn)

)
= (m1, . . . ,mn) = m.

Luego [T ]kt tiene a 1 como valor propio. En consecuencia, [T ]t debe tener una raíz k−ésima de la unidad
como valor propio.

�

3.2. Ergodicidad en grupos abelianos compactos, conexos y metriza-

bles.

En esta sección se considerarán grupos abelianos, compactos, conexos y metrizables, utilizando algunas
propiedades de estas estructuras para desarrollar resultados de ergodicidad, mezcla fuerte y débil en transfor-
maciones a�nes.

Teorema 24. Sea G un grupo abeliano métrico, compacto y conexo. Sea f : G→ G un endomor�smo continuo
y suprayectivo. Sea a ∈ G y T = Ta ◦ f la transformación afín asociada a f y a. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(I) T es una transformación µ−ergódica.

(II) Denote la función B : G→ G a la función de�nida para cada x ∈ G como B(x) = x−1f(x). Entonces B
es un endomor�smo continuo. Además se satisfacen:

(a) Si para todo k ∈ N y γ ∈ Ĝ ocurre que γ ◦ fk = γ, entonces γ ◦ f = γ.

(b) Sea [a,B(G)] el mínimo subgrupo cerrado de G que contiene a B(G) y a. Entonces [a,B(G)] = G.

(III) Existe x0 ∈ G tal que G = {Tn(x0) : n ≥ 0}.

(IV) [m][{x ∈ G : {Tn(x) : n ≥ 0} = G}] = 1.

Demostración. Considere la función B de�nida en el enunciado. Observe que B es el producto de dos endomor-
�smos continuos y G es un grupo abeliano, lo que implica que B es un endomor�smo continuo. De hecho, para
cada x ∈ G se tiene que

(B ◦ f)(x) = B(f(x)) = (f(x))−1f(f(x)) = f(x−1)f(f(x)) = f(x−1f(x)) = f(B(x)) = (f ◦B)(x).
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(I) =⇒ (IV)
]
Suponga que T es una transformación m−ergódica. Observe que, como G es compacto y métrico,

entonces es segundo numerable. Sea {Vi}i∈N una base (topológica) para G.

Observe que para cada x ∈ G ocurre que {Tn(x) : x ∈ G} = G si y sólo si para todo i ∈ N ocurre que

Vi ∩ {Tn(x) : n ≥ 0} 6= ∅, que ocurre si y sólo si x ∈
∞⋂
i=1

∞⋃
k=0

T−k(Vi).

A�rmación. Para todo i ∈ N se tiene que

m

[ ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

]
= 1.

Demostración de la A�rmación. Fije i ∈ N. Observe que

T−1

( ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

)
⊆
∞⋃
k=0

T−k(Vi).

Por ello

T−1

( ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

)
4
∞⋃
k=0

T−k(Vi) =

(
T−1

( ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

))
\
( ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

)
.

Como T es una transformación m−preservadora de medida, entonces

m

[
T−1

( ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

)
4
∞⋃
k=0

T−k(Vi)

]
= 0.

Por el inciso (II) del Teorema 6, esto último implica que m

[ ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

]
∈ {0, 1}. Como m es la medida

de Haar en G y T es una función continua entonces
∞⋃
k=0

T−k(Vi) es un conjunto abierto no vacío, por el

inciso 2 de la Observación 13 se concluye que m

[ ∞⋃
k=0

T−k(Vi)

]
= 1.

Esto prueba la A�rmación.

Por la A�rmación se tiene que

m[{x ∈ G : {Tn(x) : n ≥ 0} = G}] = m

[ ∞⋂
i=1

∞⋃
k=0

T−k(Vi)

]
= 1.

(IV) =⇒ (III)
]
Es claro.

(III) =⇒ (II)
]
Suponga que existe x0 ∈ G tal que {Tn(x0) : n ≥ 0} = G.

(a) Suponga que γ ∈ Ĝ satisface para todo k ∈ N que γ ◦ fk = γ. Probemos que γ ◦ f = γ. De�namos
γ1 = γ ◦B. Observe que γ1 ∈ Ĝ. Observe que para cada k ∈ N y x ∈ G ocurre que

(γ1 ◦ T k)(x) = γ1(a · f(a) · · · fk−1(a)fk(x)) = γ1(a · f(a) · · · fk−1(a))γ1(fk(x)),

donde

γ1(a · f(a) · · · fk−1(a)) = γ((a · f(a) · · · fk−1(a))−1f(a · f(a) · · · fk−1(a)))

= γ(a−1 · f(a−1) · · · fk−1(a−1)f(a) · f2(a) · · · fk(a)) = γ(a−1fk(a)).

De aquí que
γ1(a · f(a) · · · fk−1(a)) = γ(a−1fk(a)). (3.5)
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Entonces

γ1(fk(x)) = (γ ◦B ◦ fk)(x) = (γ ◦ fk) ◦B(x) = (γ ◦B)(x)

= γ1(x),

es decir,
γ1(fk(x)) = γ1(x). (3.6)

Así que, por las ecuaciones (3.5) y (3.6) se tiene que

(γ1 ◦ T k)(x) = γ1(a · f(a) · · · fk−1(a))γ1(fk(x)) = γ(a−1fk(a))γ1(x) = γ(a−1)(γ ◦ fk)(x)γ1(x)

= γ(a−1)γ(a)γ1(x).

Por tanto γ1 ◦ T k = γ1. Entonces

{γ1(x0), γ1(T (x0)), . . . , γ1(T k−1(x0))} = {(γ1 ◦ Tn)(x0) : n ≥ 0}.

De esta última identidad se sigue que γ1 tiene un número �nito de valores en el conjunto denso
{Tn(x0) : n ≥ 0}. Por conexidad de G y continuidad de γ1 es conexo y �nito. Luego, γ1 es una
función constante, de hecho γ1 = 1, puesto que γ1(1) = 1. De esta forma se obtiene que para todo
x ∈ G ocurre que

1 = γ1(x) = (γ ◦B)(x) = γ(x−1f(x)) = (γ(x))−1(γ ◦ f)(x),

de donde se sigue que γ ◦ f = γ.

(b) Probemos que [a,B(G)] = G. Procedamos por contradicción. Suponga que [a,B(G)] 6= G. Como
[a,B(G)] es un subgrupo cerrado de G, por la Observación 14, debe tenerse que existe γ ∈ Ĝ tal que
γ 6= 1 y que γ

∣∣
[a,B(G)]

= 1. En particular se tiene que γ(a) = 1 y que γ ◦B = 1, y al igual que antes,
esto implica que γ ◦ f = γ. También, para todo x ∈ G ocurre que

(γ ◦ T )(x) = γ(af(x)) = γ(a)(γ ◦ f)(x) = γ(x).

De aquí que γ
(
{Tn(x0) : n ≥ 0}

)
= {γ(x0)}. Por la continuidad de γ tenemos que

γ(G) = γ
(
{Tn(x0) : n ≥ 0}

)
⊆ γ

(
{Tn(x0) : n ≥ 0}

)
= {γ(x0)} = {γ(x0)}.

Así que γ(G) = {γ(x0)}. De esto se tiene, al igual que en el inciso (a), que γ = 1, que es contradictorio.
Por lo tanto [a,B(G)] = G.

�

Teorema 25. Sea G un grupo topológico compacto con m la medida de Haar en (G,B(G)). Para todo a ∈ G
se tiene que Ta no es una transformación m−débilmente mezclante.

Demostración. Fije a ∈ G. Observe que Ta es una transformación invertible m−preservadora de medida, ya
que Ta−1 es una transformación m−preservadora de medida tal que Ta ◦ Ta−1 = IdG = Ta−1 ◦ Ta. Denote por
UTa el operador asociado a Ta en LC

2 (G,B(G),m).

Por otro lado, para cualquier γ ∈ Ĝ y x ∈ G se tiene que

UTa(γ)(x) = (γ ◦ Ta)(x) = γ(ax) = γ(a)γ(x),

donde no necesariamente ocurre que γ(a) = 1. De aquí se obtiene que 1 no es el único valor propio de UTa , así
que por la Observación 9 se tiene que Ta no tiene espectro continuo. Finalmente, por el Teorema 13 se concluye
que Ta no es una transformación m−débilmente mezclante. �

Teorema 26. Sea G un grupo compacto y abeliano, m la medida de Haar en (G,B(G)), T : G → G un
endomor�smo continuo. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(I) T es una transformación m−fuertemente mezclante.

(II) T es una transformación m−débilmente mezclante.
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(III) T es una transformación m−ergódica.

Demostración. En general se tienen las implicaciones (I) =⇒ (II) y (II) =⇒ (III). Resta probar (III) =⇒ (I).

Suponga que T es una transformaciónm−ergódica. Probaremos que T es una transformaciónm−fuertemente
mezclante. De acuerdo con el bloque 3 del Teorema 10, basta con veri�car que para todo f, g ∈ LK

2 (G,B(G),m)
se satisface

ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. γ, δ ∈ Ĝ.
Cuando γ = 1 = δ, el resultado es claro. Suponga entonces que γ 6= 1, δ 6= 1.

A�rmación. Existe N ∈ N tal que para cada natural n ≥ N ocurre que

〈UnT (γ), δ〉 = 0.

Demostración de la A�rmación. Considere los casos siguientes:

Para todo n ∈ N se tiene que UnT (γ) 6= δ.
Como Ĝ es un conjunto ortonormal en LC

2 (X,Σ, µ) se tiene para todo n ∈ N que 〈UnT (γ), δ〉 = 0.

Existe N ∈ N tal que γ ◦ TN = δ.
Como T es una transformación µ−ergódica y δ 6= 1, por el Teorema 7 se tiene que para todo n ∈ N
se tiene que δ ◦ Tn 6= δ, y como Ĝ es base ortonormal de LC

2 (G,B(G),m) se tiene que

〈Un+N
T (γ), δ〉 = 〈δ ◦ Tn, δ〉 = 0.

En este caso, para todo natural n ≥ N se tiene que 〈UnT (γ), δ〉 = 0.

Esto demuestra la A�rmación.

De la A�rmación se concluye que ĺım
n→∞

〈UnT (γ), δ〉 = 0 = 〈γ, 1〉〈1, δ〉.

Caso 2. Fije δ ∈ Ĝ. En este caso, así como en la demostración del Teorema 10, se puede concluir que

W(δ) =

{
f ∈ LC

2 (G,B(G),m) : ĺım
n→∞

〈UnT (f), δ〉 = 〈f, 1〉〈1, δ〉 = 0

}

es un subespacio cerrado de LC
2 (G,B(G),m) tal que Ĝ ⊆ W(δ). Considere W(δ)⊥ = {g ∈ LC

2 (G,B(G),m) :
Para todo f ∈ W(δ) : 〈f, g〉 = 0}. Se a�rma que W(δ)⊥ = {0}. Para demostrar esto último, sea δ ∈ W(δ)⊥

con representación en series de Fourier g =
∑
k∈Z

akγk, donde (γk)k∈Z ⊆ Ĝ. Como g ∈ Ĝ y Ĝ es una base

ortonormal de LC
2 (G,B(G),m), entonces para cada k ∈ Z ocurre que 〈g, γk〉 = 0, de donde, para cada

k ∈ Z ocurre que
0 = 〈g, γk〉 =

∑
m∈Z
〈amγm, γk〉 = ak〈γk, γk〉 = ak

Así que g = 0. Como g ∈ W(δ)⊥, entonces W(δ)⊥ = {0}. Como Ĝ ⊆ W(δ)⊥, entonces puede concluirse al
igual que en el Teorema 10, que W(δ) = LC

2 (G,B(G),m) y así se tiene la conclusión en este caso.

Caso 3. Fije f ∈ LC
2 (G,B(G),m).

Como en el caso 2, se concluye que

W(f) =

{
g ∈ LC

2 (G,B(G),m) : ĺım
n→∞

〈UnT (f), g〉 = 〈f, 1〉〈1, g〉 = 0

}

es un subespacio cerrado de LC
2 (G,B(G),m) que conincide con LC

2 (G,B(G),m).
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Teorema 27. Sea G un grupo abeliano, compacto, conexo y métrico y sea m la medida de Haar en (G,B(G)).
Sean a ∈ G, f : G → G un endomor�smo continuo y suprayectivo. Considerar T = Ta ◦ f la transformación
afín asociada. Las a�rmaciones siguientes con equivalentes:

(I) T es una transformación m−fuertemente mezclante.

(II) T es una transformación m−débilmente mezclante.

(III) f es una transformación m−ergódica.

Demostración.

(I) =⇒ (II)
]
Es claro.

(II) =⇒ (III)
]
(Contrapositiva) Suponga que f no es una transformación m−ergódica. Por el inciso (IV) del

Teorema 7 existe g ∈ LC
2 (G,B(G),m) tal que g ◦ f = g y que g no es una función constante c.t.p.(m).

Considere la representación en series de Fourier para g

g =
∑
k∈Z

biγi

, donde (γi)i∈Z ⊆ Ĝ. Entonces para todo x ∈ G ocurre que

0 =
∑
i∈Z

bi[γi − (γi ◦ f)](x) = 0.

Como g no es una función constante c.t.p.(m) existe i ∈ Z tal que bi 6= 0, esto último implica que γi = γi◦f
y γi 6= 1. Escribamos γ = γi. Se veri�ca de inmediato que para todo n ∈ N y x ∈ G ocurre que

UnT (γ)(x) = γ(a) . . . γ(fn−1(a))γ(x).

De aquí que ∣∣〈UnT (γ), γ〉
∣∣ = |γ(a) . . . γ(fn−1(a))|

∣∣〈γ, γ〉∣∣ = ‖γ‖2 = 1.

Por lo tanto
ĺım
n→∞

〈UnT (γ), γ〉 = 1 6= 0 = 〈γ, 1〉〈1, γ〉.

Por el bloque 3 del Teorema 10 se concluye que T no es una transformación m−fuertemente mezclante.

(III) =⇒ (I)
]
Suponga que f es una transformación m−ergódica. Por el Teorema 24 se satisfacen

(a) Si para todo k ∈ N y γ ∈ Ĝ ocurre que γ ◦ fk = γ, entonces γ ◦ f = γ.

(b) Sea [a,B(G)] el mínimo subgrupo cerrado de G que contiene a B(G) y a. Entonces [a,B(G)] = G.

Considere B̂ : Ĝ→ Ĝ el homomor�smo dual de�nido para cada γ ∈ Ĝ como

B̂(γ) = γ ◦B.

Observe que para todo γ ∈ Ĝ y x ∈ G ocurre que

(γ ◦B)(x) = γ(x−1f(x)) = (γ(x))−1(γ ◦ f)(x).

A�rmación. B̂ es un homomor�smo inyectivo.

Demostración de la A�rmación. Fije γ ∈ Ĝ con B̂(γ) = 1 = γ ◦ B. Para cada x ∈ G ocurre que
1 = 1(x) = (γ ◦ B)(x) = (γ(x))−1(γ ◦ f)(x), es decir (γ ◦ f)(x) = γ(x). Como f es una transformación
m−ergódica, por el Teorema 7 se tiene que γ es una función constante c.t.p.(m) , y como γ(1) = 1,
entonces γ = 1.

Por tanto ker(B̂) = {1}, es decir, B̂ es un homomor�smo inyectivo.
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Por el inciso 4 de la Observación 14, la A�rmación implica que B es un homomor�smo suprayectivo, así
que B(G) = G. Entonces, para a ∈ G existe b ∈ G tal que a = B(b) = b−1f(b).

Considere la función ψ = Tb, que es una transformación invertible m−preservadora de medida. Observe
que como f es una transformación m−ergódica, por el Teorema 26 se tiene que f es una transformación
m−fuertemente mezclante.

Observe que para todo x ∈ G se tiene que

(ψ ◦ T )(x) = ψ(af(x)) = baf(x) = f(b)f(x) = f(bx) = (f ◦ ψ)(x),

de donde, para cada n ∈ N ocurre que
ψ ◦ Tn = fn ◦ T.

Desde que ψ es una transformación invertible m−preservadora de medida, para todo C,D ∈ B(G) y n ∈ N
ocurre que

m[T−n(C)∩D] = m[T−n(ψ−1(ψ(C)))∩D] = m[ψ−1(f−n(ψ(C)))∩ψ−1(ψ(D))] = m[f−n(ψ(C))∩ψ(D)].

Como f es una transformación m−fuertemente mezclante, para cada C,D ∈ B(G) se tiene que

ĺım
n→∞

m[T−n(C) ∩D] = ĺım
n→∞

m[f−n(ψ(C)) ∩ ψ(D)] = m[ψ(C)]m[ψ(D)] = m[C]m[D].

Por lo tanto, T es una transformación m−fuertemente mezclante.

�
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Capítulo 4

Caminatas Aleatorias y Teoremas Límite.

En este capítulo se presentarán resultados clásicos para caminatas aleatorias simples en Z (en algunos casos
Zd, d ≥ 1) referentes a la recurrencia y comportamiento asintótico de dicho proceso.

Consideremos (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, d ∈ N. Tenemos las siguientes de�niciones y notaciones:

Una función X : (Ω,F ,P) → (Rd,B(R)⊗d) será llamada una variable aleatoria en Rd si X es una función
(F ,B(R)⊗d)−medible. Diremos que X es una variable aleatoria en Zd si lo es en Rd y para cada ω ∈ Ω se tiene
que X(ω) ∈ Zd.

En este caso, para cada A ∈ B(R)⊗d denotaremos por P[X ∈ A] = P[X−1(A)].

Si X ∈ LK
1 (Ω,F ,P), denotaremos por

EP[X] =

∫
Ω

XdP.

a la esperanza de X respecto a P.

Sean n ∈ N y X1, . . . , Xn : Ω→ Rd variables aleatorias en Rd. Diremos que:

(a) X1, . . . , Xn son variables aleatorias independientes respecto a P si para todo A1, . . . , An ∈ B(R)d ocurre que

P
[ n⋂
i=1

X−1
i (Ai)

]
=

n∏
i=1

P[X−1
i (Ai)].

(b) X1, . . . , Xn son variables aleatorias idénticamente distribuidas respecto a P si para todo i, j ∈ {1, . . . , n} y
A ∈ B(R)⊗d se tiene que P[X−1

i (A)] = P[X−1
j (A)].

Dado T un conjunto no vacío (generalmente tendremos el caso T = N o T = [0,+∞[), una colección de
variables aleatorias en Rd de�nidas en Ω, {Xt}t∈T será llamado un proceso estocástico en Rd.

Diremos que el proceso estocástico de�nido en Ω, {Xt}t∈T con valores en Rd consta de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (en Rd) si para todo conjunto �nito T0 ⊆ T se tiene que {Xt}t∈T0

son variables independientes e idénticamente distribuidas (en Rd) respecto a P.

Denotemos a N ∪ 0 por N0.

Definición 11. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Denotemos por E al espacio medible Nd, Zd (d ∈ N)
o bien un subconjunto �nito de estos. Sea {Xi}i∈N0 un proceso estocástico con valores en E de�nido en Ω.

(a) Se dice que {Si}i∈N es una cadena de Markov si para cualesquiera n ∈ N, s0, s1, . . . , sn, sn+1 ∈ E con
P[S0 = x0, . . . , Sn = sn] > 0 se cumple que

P[Sn+1 = sn+1|Sn = sn, . . . , S0 = s0] = P[Sn+1 = sn+1|Sn = sn].

En este caso, E es llamado el espacio de estados de la cadena. Para cada n ∈ N0, x, y ∈ E escribiremos

Px,y(n) = P[Sn+1 = y|Sn = x]

llamadas las probabilidades de transición de la cadena (en un paso) del estado x al estado y en el tiempo
n.
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(b) Una cadena de Markov {Si}i∈N0 será llamada homogénea (respecto al tiempo) si para todo n,m ∈ N
y s, s′ ∈ E ocurre que

P[Sn+m = s|Sm = s′] = P[Sn = s|S0 = s′].

Para una cadena homogénea, se tiene que para todo n,m ∈ N0 y x, y ∈ E la identidad Px,y(n) = Px,y(m)

es válida, cantidad que simplemente se escribirá como Px,y. Escribimos también P(n)
x,y = P[Sn = y|S0 = x]

como la probabilidad de transición del estado x al estado y en n pasos.

(c) Sea {Si}i∈N0
una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.

i. Dos estados x, y ∈ E están comunicados si existen N,M ∈ N0 tal que P(N)
x,y > 0, P(M)

y,x > 0.

ii. La cadena {Si}i∈N0
es irreducible si todos los estados están comunicados.

iii. Un estado x ∈ E es recurrente si P[∃n ∈ N : Sn = x|S0 = x] = 1.

iv. Un estado x ∈ E es transitorio P[∃n ∈ N : Sn = x|S0 = x] < 1.

v. La cadena {Si}i∈N0
es recurrente si todos los estados son recurrentes.

vi. La cadena {Si}i∈N0
es transitoria si todos los estados son transitorios.

Observación 18. Sea {Si}i∈N0
una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E de�nida en Ω. Se

veri�can las siguientes ecuaciones (de Chapman-Kolmogorov). Para cada n,m ∈ N y x, y ∈ E ocurre que

P(n+m)
x,y =

∑
z∈E

P(n)
x,zP(m)

z,y . (4.1)

También, para cada x ∈ E

(a) x es un estado recurrente si y sólo si
∞∑
n=1

P(n)
x,x =∞.

(b) x es un estado transitorio si y sólo si
∞∑
n=1

P(n)
x,x <∞.

También, utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se tiene que la propiedad de recurrencia y
transitoriedad es una propiedad de clase, esto es, para todo x, y ∈ E estados comunicados, x es un estado
recurrente (transitorio) si y sólo si y es un estado recurrente (transitorio).

Denotemos por 0 a (0, . . . , 0) ∈ Zd y para cada i ∈ {1, . . . , n} denotemos por ei al vector canónico en Zd.

Definición 12. Una caminata aleatoria en Zd es un proceso estocástico {Sn}n∈N0 en Zd de�nido en (Ω,F ,P)
tal que para todo n ∈ N

Sn =
n∑
i=1

Xi (4.2)

donde {Xi}i∈N es una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en Zd
de�nidas en (Ω,F ,P).

Así mismo, una caminata aleatoria simple en Zd es una caminata aleatoria en Zd de�nida en (Ω,F ,P) que
satisface para todo i ∈ N y j ∈ {1, . . . , d}

P[Xi = ej ] = P[Xi = −ej ] =
1

2d
.

Observación 19. Es bien sabido que una caminata aleatoria en Zd es una cadena de Markov homogénea con
espacio de estados Zd. Consideremos una caminata aleatoria simple en Zd. Para cada a, b ∈ Zd consideremos las
probabilidades de transición del estado a al estado b en un paso, de�nidas previamente. Para cada a ∈ Zd, por
independencia de las variables {Xi}i∈N, las únicas probabilidades de transición a un paso no nulas están dadas
para cada j ∈ {1, . . . , n} por

Pa,a±ej = P[Sn+1 = a± a+ ej |Sn = a] = P[Xn+1 = ±ej ] =
1

2d
∀j ∈ {1, . . . , n}.

Similarmente se tiene que Pa±ej ,a =
1

2d
.

Entonces, directamente de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se veri�ca que la caminata aleatoria
simple en Zd es irreducible.
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4.1. Clasi�cación de Caminatas Aleatorias en Z, Z2 y Z3.

Debido a la Observación 19, la caminata es irreducible. Por lo tanto, basta con estudiar la recurrencia
o transitoriedad de un único estado para concluir la recurrencia o transitoriedad de la caminata. Previo al
resultado, se establece una observación con respecto a la función Gamma Γ.

Observación 20. Denotemos por Γ :]0,+∞[→ R a la función dada por

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα exp(−t)dt > 0.

Por un corolario del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue y empleando el hecho de que para
cada α > 0 ocurre que ĺım

t→∞
tα exp(−t) = 0, tenemos que Γ es una función derivable en ]0,+∞[.

De�namos ahora la función Ψ :]0,+∞[→ R para cada α > 0 como

Ψ(α) =
Γ′(α)

Γ(α)
=

d

dα
(ln(α)).

Recuerde que γ = ĺım
n→∞

[ n∑
k=1

1

k
− ln(n)

]
es la constante de Euler, y que puede obtenerse que ĺım

x→1
Γ′(x) = −γ.

Se tiene también que para α > 0 ocurre que Γ(α+ 1) = αΓ(α), y de aquí se obtiene la identidad

Γ′(α+ 1) =
d

dα
Γ(α+ 1) = αΓ′(α) + Γ(α).

Luego,

Ψ(α+ 1) =
Γ′(α+ 1)

Γ(α+ 1)
=

Γ′(α+ 1)

αΓ(α)
=

Γ′(α)

Γ(α)
+

1

α
= Ψ(α) +

1

α
.

donde Ψ(1) =
Γ′(1)

Γ(1)
= −γ.

Puede deducirse ahora que para todo n ∈ N:

Ψ(n+ 1) = −γ +
n∑
k=1

1

k
.

Más aún, considerando x ∈ N, se tiene también que

Ψ(x+ n) =
1

x+ n− 1
+

1

x+ n− 2
+ · · ·+ Ψ(x) =

n−1∑
k=0

1

x+ k
+ Ψ(x).

De aquí que

x+n∑
k=n+2

1

k
= −γ +

x+n∑
k=1

1

k
−
[
−γ +

n+1∑
k=1

1

k

]

= Ψ(x+ n)−Ψ(n+ 1) =
1

x+ n− 1
+

1

x+ n− 2
+ · · ·+ Ψ(x)−

[
−γ +

n+1∑
k=1

1

k

]

=
n−1∑
k=0

(
1

x+ k
− 1

k + 1

)
+ γ + Ψ(x).

Cuando n tiende a in�nito, el lado izquierdo de la última ecuación converge a cero. Se obtiene que

Ψ(x) = −γ − ĺım
n→∞

n−1∑
k=0

(
1

x+ k
− 1

k + 1

)
= −γ −

∞∑
k=0

(
1

x+ k
− 1

k + 1

)
Derivando término a término esta serie convergente, tenemos que

dΨ

dx
(x) =

∞∑
k=0

1

(x+ k)2
> 0.

Es decir, Ψ es derivable y tiene derivada positiva en N.
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Proposición 9. Considere {Sn}n∈N una caminata aleatoria simple en Zd de�nida en (Ω,F ,P). Denote por 0
a (0, . . . , 0) ∈ Zd.

(I) Cuando d ∈ {1, 2}, 0 es un estado recurrente (y por tanto, la caminata es recurrente).

(II) Cuando d = 3, 0 es un estado transitorio (y por tanto, la caminata es transitoria).

Demostración. (I) Considere los casos siguientes

Caso d = 1. Tenemos la siguiente

A�rmación 1. Para todo n ≥ 1, P(2n)
0,0 =

(
2n

n

)(
1

2

)n(
1− 1

2

)n
.

Demostración de la A�rmación 1. Sea n ∈ N. Observe primero que, suponiendo S0 = 0, se requiere
efectuar (exactamente) una cantidad par de pasos en la caminata para volver al estado 0. Entonces
P(2n+1)

0,0 = 0.

Para cada n ≥ 1 de�namos R2n y L2n el número de pasos efectuados hacia la derecha y hacia la
izquierda (en la recta Z) respectivamente, desde que S0 = 0 hasta que S2n = 0.
Entonces se tiene que 2n = R2n + L2n y por construcción, S2n = R2n − L2n = 0. (Si la caminata
comienza en cero, es requerido efectuar el mismo número de pasos hacia la derecha y la izquierda
para volver al estado 0).

Por ello, 2R2n = 2n+ S2n y también

R2n = n+
1

2
S2n =

1

2

[
2n+

2n∑
i=1

Xi

]
=

1

2

2n∑
i=1

(1 +Xi)

donde
1

2
(1 +X1), . . . ,

1

2
(1 +X2n) son variables aleatorias no negativas, independientes y con idén-

tica distribución Bernoulli con parámetro
1

2
. De modo que R2n tiene distribución Binomial con

parámetros

(
2n,

1

2

)
.

Por construcción de R2n y L2n se tiene que,

P(2n)
0,0 = P[S2n = 0|S0 = 0] = P

[
R2n = n+

1

2
S2n

]
= P[R2n = n] =

(
2n

n

)(
1

2

)n(
1− 1

2

)n
(4.3)

Esto demuestra la A�rmación 1.

Ahora, por la ecuación (4.3) y la fórmula de Stirling se tiene que

P(2n)
0,0 =

(2n)!

(n!)2

1

22n
∼

√
2π(2n)

(
2n

e

)2n

(√
2π(n)

(
n

e

)n) 1

22n
=

√
2√
nπ

lo cual signi�ca que

ĺım
n→∞

P(2n)
0,0√

2√
nπ

= 1.

Luego, existe N ∈ N tal que para cada natural n ≥ N ocurre que

P(2n)
0,0√

2√
nπ

>
1

2
, equivalentemente P(2n)

0,0 >
1√

2π
√
n
.

Y como
∞∑
n=1

1√
n

=∞, por el criterio de comparación para series se obtiene que
∞∑
n=1

P(2n)
0,0 =∞. Por

la Observación 18 se concluye que 0 es un estado recurrente.
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Caso d = 2. Bajo el supuesto de que S0 = 0, analizaremos el desplazamiento de la cadena en Z2 en las
4 direcciones posibles. Para volver al estado 0, si la cadena se desplaza l pasos a la derecha y m
pasos hacia arriba, debe despazarse l pasos a la izquierda y m pasos hacia abajo para regresar a 0.
Esto signi�ca que se requiere una cantidad par de pasos para regresar al estado 0. Así que, al igual
que en el caso d = 1, para cada n ∈ N ocurre que P(2n+1)

0,0 = 0.

Dado n ≥ 1, se calcula a continuación P(2n)
0,0 :

Notemos que S2n =
2n∑
i=1

Xi, donde Xi ∈ {±e1,±e2} y P[Xi = ±ej ] =
1

4
, con j ∈ {1, 2}.

Por tanto, el valor de S2n está completamente determinado por (X1, . . . , X2n). Por independencia
de {Xi}i∈N, para cada (x1, . . . , x2n) ∈ {e1,−e1, e2,−e2}2n ocurre

P[(X1, . . . , X2n) = (x1, . . . , x2n)] =
2n∏
i=1

P[Xi = xi] =

(
1

4

)2n

que corresponde a la probabilidad con que puede elegirse alguna de las posibles trayectorias de la
caminata. Pero en el supuesto de que S2n = 0 se requiere que la caminata inicie y regrese a 0 en
(exactamente) 2n pasos que esto signi�ca que deben tenerse la misma cantidad de movimientos
hacia arriba y abajo, hacia la derecha y la izquierda respectivamente, digamos, l y m tales que
2l + 2m = 2n, es decir, l +m = n (o bien, m = l − n). el número total de trayectorias de 2n pasos
que pueden elegirse, que tengan l movimientos hacia la izquierda (y la derecha), y n− l movimientos
hacia arriba (y hacia abajo) está dado por la cantidad combinatoria:

(2n)!

l!l!(n− l)!(n− l)!
.

De aquí que la probabilidad de elegir una trayectoria de 2n pasos con l pasos a la izquierda (y a la
derecha) y n− l movimientos hacia arriba (y abajo) es

(2n)!

l!l!(n− l)!(n− l)!

(
1

4

)2n

.

Para calcular P(2n)
0,0 , descomponemos al evento como la unión de todos los eventos de todas las

posibles trayectorias anteriores (con longitudes �jas), de donde

P(2n)
0,0 =

n∑
l=0

(2n)!

l!l!(n− l)!(n− l)!

(
1

4

)2n

=

(
1

4

)2n
(2n)!

n!n!

n∑
l=0

(
n

l

)(
n

n− l

)
=

(
1

4

)2n(
2n

n

)(
2n

n

)

=

[(
1

2

)2n(
2n

n

)]2

.

Se utiliza la fórmula de Stirling para obtener que

P(2n)
0,0 =

[(
1

2

)2n(
2n

n

)]2

∼ 2

nπ

es decir

ĺım
n→∞

P(2n)
0,0

2

nπ

= 1.

Luego, existe N ∈ N tal que para cada natural n ≥ N ocurre que

P(2n)
0,0

2

nπ

>
1

2
, equivalentemente P(2n)

0,0 >
1

nπ
.

Como
∞∑
n=1

1

n
= ∞, por el criterio de comparación de series y la Observación 18 se concluye que

∞∑
n=1

P(2n)
0,0 =∞, es decir, 0 es un estado recurrente.
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(II) Suponga que d = 3. Bajo la consideración de que S0 = 0, siguiendo el argumento de los casos d = 1, 2,
para volver al estado 0 la caminata debe desplazarse una cantidad par de veces, así que para cada n ∈ N
ocurre que P(2n+1)

0,0 = 0.

Dado n ∈ N, con el �n de calcular P(2n)
0,0 , se observa que ahora es necesario ejecutar la misma cantidad de

movimientos hacia la derecha y la izquierda, digamos k; la misma cantidad de pasos hacia arriba y abajo,
digamos l; y hacia adelante y atrás, digamos m, que deben satisfacer 2n = 2k+ 2l+ 2m, lo que equivale
a n = k+ l+m. Además, la probabilidad de elegir la trayectoria de la caminata con estas características
está dada por

(2n)!

k!k!l!l!m!m!

(
1

6

)2n

.

donde
(2n)!

k!k!l!l!m!m!
representa la cantidad de trayectorias que pueden elegirse con estas características y(

1

6

)2n

la probabilidad de elegir una de estas trayectorias.

Entonces, como en el caso d = 2:

P(2n)
0,0 =

∑
k+l+m=n

(2n)!

k!k!l!l!m!m!

(
1

6

)2n

=

(
1

6

)2n
(2n)!

n!n!

∑
k+l+m=n

(
n!

k!l!m!

)2

=

(
1

2

)2n(
2n

n

) ∑
k+l+m=n

(
n!

k!l!m!

)2(
1

3

)2n

Tenemos la siguiente

A�rmación 2. Para cada k, l,m, n ∈ N con k + l +m = n se tiene que

[
n

3

]3

≤ k!l!m!.

Demostración de la A�rmación 2. Se emplearán multiplicadores de Lagrange para obtener la de-
sigualdad. Considere la función ϕ(k, l,m) = Γ(k)Γ(l)Γ(m) de�nida en el conjunto compacto de R3,
C = {(k, l,m) ∈ R3 : k + l +m = n}.

Optimizar la función ϕ equivale a optimizar la función F (k, l,m, λ) = ln(ϕ(k, l,m))− λ(k + l +m− n),
que de acuerdo con el Teorema de los Mutiplicadores de Lagrange, alcanza un máximo o mínimo en C,
que hallaremos a continuación. Considere la notación de la Observación 20 y las ecuaciones

∂F

∂k
(k, l,m, λ) =

∂F

∂k

[
ln(Γ(k)) + ln(Γ(l)) + ln(Γ(m))− λ(k + l +m− n)

]
= Ψ(k)− λ = 0.

∂F

∂l
(k, l,m, λ) =

∂F

∂l

[
ln(Γ(k)) + ln(Γ(l)) + ln(Γ(m))− λ(k + l +m− n)

]
= Ψ(l)− λ = 0.

∂F

∂m
(k, l,m, λ) =

∂F

∂m

[
ln(Γ(k)) + ln(Γ(l)) + ln(Γ(m))− λ(k + l +m− n)

]
= Ψ(m)− λ = 0.

∂F

∂λ
(k, l,m, λ) =

∂F

∂λ

[
ln(Γ(k)) + ln(Γ(l)) + ln(Γ(m))− λ(k + l +m− n)

]
= k + l +m− n = 0.

de donde λ = Ψ(k) = Ψ(l) = Ψ(m) y k + l+m = n. La representación de Ψ en dicha Observación, para

valores de k, l,m ∈ N0 se sigue que k = l = m =
n

3
. Por otro lado, la matriz Hessiana correspondiente a

esta función tiene determinante [Ψ′(k)]3 cuyo valor es positivo según la Observación 20 , que de acuerdo

con los criterios para máximos o mínimos en funciones de varias variables, indica que

(
n

3
,
n

3
,
n

3

)
es un

mínimo para ϕ, de donde se obtiene la A�rmación 2.

Para continuar con la demostración de la Proposición, consideremos los siguientes casos para n.
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Subcaso 1. n = 3r para r ∈ N.
De la A�rmación 2 se sigue que, para todo (k, l,m) ∈ N3 con k + l + m = n = 3r, (r!)3 ≤

k!l!m!. Observe que (k, l,m) 7→ n!

k!l!m!

(
1

3

)n
χ{(k,l,m)∈N3: k+l+m=n}(k, l,m) corresponde a la función

de densidad de un vector aleatorio discreto en N3 con distribución multinomial de parámetros(
n,

1

3
,

1

3
,

1

3

)
.

Por ello, ∑
k+l+m=n

n!

k!l!m!

(
1

3

)n
= 1 (4.4)

Combinando la ecuación (4.4) con la última expresión obtenida para P(2n)
0,0 , además de la A�rmación 2

y la fórmula de Stirling obtenemos que

P(2n)
0,0 = P(6r)

0,0 =

(
1

2

)2n(
2n

n

) ∑
k+l+m=n

n!

k!l!m!

n!

k!l!m!

(
1

3

)2n

≤
(

1

2

)2n(
1

3

)n(
2n

n

)
n!

(r!)3

∑
k+l+m=n

n!

k!l!m!

(
1

3

)n

=

(
1

2

)2n(
1

3

)n(
2n

n

)
n!

(r!)3
∼ 1

3n

( √
2√
nπ

) √
2π(n)

(
n

e

)n
(√

2π(r)

(
r

e

)r)3 =
1

3n

√
2√

(2πr)3

nn

rn
=

2
√

33

(
√

2π)3

1√
n3
.

Por el criterio de comparación de series se concluye que

∞∑
r=0

P(6r)
0,0 ≤

2
√

33

(
√

2π)3

∞∑
r=0

1√
n3

<∞.

De la misma manera se concluye que

∞∑
r=0

P(6r+2)
0,0 <∞

∞∑
r=0

P(6r+4)
0,0 <∞.

Por lo que
∞∑
n=1

P(n)
0,0 <∞. Por la Observación 18 tenemos que 0 es un estado transitorio en este caso.

�

4.2. Comportamiento Asintótico de las caminatas aleatorias simples.

En esta sección se demostrará la Ley Fuerte de los Grandes Números para una sucesión de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas de�nidas en (Ω,F ,P) integrables. Con esto, se tendrá el mismo
resultado para caminatas aleatorias simples.

Consideremos la siguiente notación: Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X : Ω → R una variable
aleatoria en R. Observe que la función µ = P ◦X−1 : B(R)→ R de�nida para cada A ∈ B(R) como

µ[A] = P[X−1(A)] = P[X ∈ A]

es una medida de probabilidad en (R,B(R)). Consideremos RN al conjunto de todas las funciones x : N→ R,
donde para cada n ∈ N se escribirá x(n) = xn y por abuso de notación, escribimos (xn)n∈N en vez de x.

Para cada q ∈ N consideramos πq : RN → R a la q−ésima proyección de RN en R, es decir, la función que
para cada (xn)n∈N ∈ RN está de�nida como

πq((xn)n∈N) = xr.

Para cada k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ N, A1, . . . , Ak ⊆ R de�nimos el cilindro con base A1, . . . , Ak como el conjunto

C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) =
k⋂
l=1

π−1
il

(Al) = {(xn)n∈N ∈ RN : (xi1 , . . . , xik) ∈ A1 × · · · ×Ak}
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Considere

B(R)N = {C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) : i1, . . . , ik ∈ N, A1, . . . , Ak ⊆ R, k ∈ N}.

Al igual que en el Capítulo 2, se puede probar que B(R)N es una semiálgebra de sunconjuntos de RN tal
que B(R)⊗N = σ(B(R)N) que es la σ−álgebra producto en el espacio medible producto (R,B(R))⊗N. Considere
µ⊗N la medida producto en (R,B(R)⊗N) como la única medida en (R,B(R)⊗N) que satisface para todo k ∈ N,
i1, . . . , ik ∈ N, A1, . . . , Ak ⊆ R,

µ⊗N
[ k⋂
l=1

π−1
il

(Al)

]
=

k∏
i=1

µ[Ai].

De hecho, µ⊗N resulta ser una medida de probabilidad en (R,B(R)⊗N).

Consideremos T : RN → RN como la única función (B(R)⊗N,B(R)⊗N)−medible tal que para todo q ∈ N
satisface

πq ◦ T = πq+1.

Inductivamente se veri�ca que para todo n, r ∈ N se tiene

πq ◦ Tn = πq+n.

A T se le llama el corrimiento unilateral en (RN,B(R)⊗N).

Proposición 10. Con la notación introducida se tiene que el corrimiento bilateral T en (R,B(R)⊗N) es una
transformación µ⊗N−fuertemente mezclante.

Demostración. La demostración es exactamente la utilizada para la Proposición 7 en el Capítulo 2. �

La Proposición 10 y la Observación hecha en el Capítulo 1 indican que, de hecho, el corrimiento bilateral T
en (R,B(R)⊗N) es una transformación µ⊗N−ergódica.

Observación 21. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, {Xn : Ω → R}n∈N una sucesión de variables
aleatorias independientes con idéntica distribución común a la distribución de X. De�na la función Φ : Ω→ RN

para cada ω ∈ Ω como
Φ(ω) = (Xn(ω))n∈N,

que es una función (F ,B(R)⊗N)− medible, la cual satisface para todo n ∈ N que πn ◦Φ = Xn. Al igual que
antes, se veri�ca que P◦Φ−1 es una medida de probabilidad en (RN,B(R)⊗N). Observe que, por independencia e
idéntica distribución de (Xn)n∈N bajo P, se tiene que para todo A ∈ B(R)N con A = C(i1, . . . , ik;A1, . . . , Ak) =
k⋂
l=1

π−1
il

(Al), donde k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ N, A1, . . . , Ak ⊆ R se satisface

(P ◦ Φ−1)[A] = P
[
Φ−1

( k⋂
l=1

π−1
il

(Al)

)]
= P

[ k⋂
l=1

(πil ◦ Φ)−1(Al)

]
= P

[ k⋂
l=1

X−1
il

(Al)

]
=

k∏
l=1

P[X−1
il

(Al)]

=

k∏
l=1

P[X−1(Al)] =

k∏
l=1

µ[Al] = µ⊗N[A].

Por la unicidad de la medida producto en (RN,B(R)⊗N) se concluye que µ⊗N = P ◦ Φ−1.

Se mostrará un resultado técnico que será de mucha utilidad en lo que resta de este trabajo.

Lema 7 (Teorema de la Medida Imagen). Sean (Ω,F ,P) un espacio de medida, (Ω′,F ′) un espacio medible
y ϕ : Ω→ Ω′ una función (F ,F ′)−medible.

(I) La función P′ = P ◦ ϕ−1 : F ′ → R de�nida para cada A ∈ F ′ como

P′[A] = P[ϕ−1(A)]

es una medida en (Ω′,F ′).
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(II) Para toda función f : Ω′ → R, (F ′,B(R))−medible se tiene que f ∈ LK
1 (Ω′,F ′,P′) si y sólo si (f ◦ ϕ) ∈

LK
1 (Ω,F ,P). En ese caso ∫

Ω′
fdP′ =

∫
Ω′
fd(P ◦ ϕ−1) =

∫
Ω

(f ◦ ϕ)dP.

Demostración.

i) Es inmediato que P es una medida en (Ω,F).

ii) Se demostrará este inciso por medio de aproximación por funciones simples.

Caso 1. f = χA, donde A ∈ F ′.
Note que f ◦ ϕ = χA ◦ ϕ = χϕ−1(A) y entonces∫

Ω′
fdP′ = P′[A] = P[ϕ−1(A)] =

∫
Ω′

(f ◦ ϕ)dP.

Caso 2. f es una función F ′−simple.
Este caso se sigue del Caso 1 y la linealidad de la integral.

Caso 3. f es una función (F ′,B(R))−medible no negativa.
Considere (fn : Ω′ → R)n≥1 una sucesión creciente de funciones F ′−simples no negativas que
convergen a f c.t.p.(P′).

Se veri�ca que inmediato que (fn ◦ϕ : Ω′ → R)n≥1 es una sucesión creciente de funciones F−simples
no negativas que convergen a f c.t.p.(P). Por el Teorema de Convergencia Monótona en ambos
espacios, así como el Caso 2, ocurre∫

Ω′
fdP′ = ĺım

n→∞

∫
Ω′
fndP′ = ĺım

n→∞

∫
Ω

(fn ◦ ϕ)dP =

∫
Ω

(f ◦ ϕ)dP.

Caso 4. El caso general se obtiene como consecuencia inmediata del Caso 3.

�

Corolario 11. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X ∈ LR
1 (Ω,F ,P) y π1 : RN → R la 1−proyección de

RN en R. Entonces π1 ∈ LR
1 (RN,B(R)⊗N, µ⊗N) y además∫

RN
π1dµ

⊗N =

∫
R
IdRdµ =

∫
Ω

XdP = EP[X]. (4.5)

Demostración. Consideremos los espacios de probabilidad (Ω,F ,P), (R,B(R), µ), (RN,B(R)⊗N, µ⊗N) y las
funciones medibles (respectivamente) π1 : RN → R, IdR : R→ R la función identidad y X ∈ LR

1 (Ω,F ,P).

Por el Lema 7, como IdR ◦X ∈ LR
1 (Ω,F ,P), entonces IdR ∈ LR

1 (R,B(R), µ) y∫
R
IdRdµ =

∫
R
IdRd(P ◦X−1) =

∫
Ω

(IdR ◦X)dP = EP[X].

Nuevamente, por el Lema 7, µ⊗N ◦ π−1
1 es una medida en (R,B(R)) que cumple para todo A ∈ B(R)

(µ⊗N ◦ π−1
1 )[A] = µ⊗N[π−1

1 (A)] = µ[A].

Como IdR ∈ LR
1 (R,B(R), µ), entonces IdR ◦ π1 ∈ LR

1 (RN,B(R)⊗N, µ⊗N) y∫
RN
π1dµ

⊗N =

∫
R
IdRdµ.

Así se tiene el resultado. �

Teorema 28 (Ley Fuerte de los Grandes Números). Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, (Xn :
Ω → R)n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas respecto a P con
distribución común a la variable aleatoria X ∈ LR

1 (Ω,F ,P). Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi = EP[X] (P)− c.s. (4.6)
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Demostración. Considere π1 ∈ LR
1 (RN,B(R)⊗N, µ⊗N) y T el corrimiento unilateral en (RN,B(R)⊗N), que de

acuerdo con la Proposición 9 es una transformación µ⊗N−ergódica. Previamente se mencionó que para todo
i ∈ N se tiene que π1 ◦ T i = πi+1.

Por el Teorema Ergódico de Birkho� y la Observación 6 al Teorema 28 se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi =

∫
RN
π1dµ

⊗N = EP[X] (µ⊗N)− c.s.

Del hecho de que µ⊗N = P ◦ Φ−1 se sigue que

0 = µ⊗N
[

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

π1 ◦ T i 6= EP[X]

]
= P

[
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

π1 ◦ T i ◦ Φ 6= EP[X]

]
= P

[
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

Xi 6= EP[X]

]
.

Entonces se concluye la expresión (4.6).
�

Corolario 12 (Ley Fuerte de los Grandes Números para Caminatas Aleatorias Simples en Z).
Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, (Sn)n∈N una caminata aleatoria simple en Z con variables aleatorias
asociadas (Xi)i∈N. Entonces

ĺım
n→∞

Sn
n

= EP[X1] = 0 (P)− c.s.

Demostración. Inmediato de la de�nición de (Sn)n∈N0
y del Teorema 28. �



Capítulo 5

Teoremas Límite para Caminatas
Aleatorias en Ambientes Aleatorios.

En este capítulo se introducen las caminatas aleatorias en ambientes aleatorios (RWRE por sus siglas en
inglés), se de�ne una medida de probabilidad inducida por este proceso. Se presentan conceptos necesarios para
establecer un resultado que describa, bajo ciertas condiciones, el comportamiento al in�nito de este proceso.
Además, se precisan las de�niciones y los detalles necesarios que conllevan a la demostración de la Ley Fuerte
de los Grandes Números.

5.1. Cadenas de Nacimiento y Muerte

En esta sección, se establecen algunas propiedades generales para las cadenas de nacimiento y muerte, refe-
rentes al tiempo en que la cadena incide por primera vez en alguno de los estados posibles. Esto último tiene
como �nalidad generalizar estos resultados a las caminatas aleatorias en ambientes aleatorios. Uno de los resul-
tados principales de esta sección será fundamental en la prueba del resultado que establece el comportamiento
al in�nito de este proceso.

Definición 13. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, E un conjunto a lo más numerable, donde E = N,
E = Z o bien E = {0, . . . , d}, con d ∈ N0. Suponga que para todo x ∈ Z existen px, qx, rx ∈ [0, 1] tales que
1 = px+qx+rx, que se asocian a una cadena de Markov (homogénea) {Sn}n∈N0

en (Ω,F ,P) con probabilidades
de transición determinadas para cada x, y ∈ Z como sigue:

Pxy =


px si y = x+ 1
qx si y = x− 1
rx si y = x
0 en otro caso

En el caso que E = 0, . . . , d con d ∈ N0, se de�ne pd = 0 y q0 = 0.

Bajo estas condiciones, a {Sn}n∈N0 se le llama cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados
E y probabilidades de transición {(px, qx, rx)}x∈E.

Notación 22. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, {Sn}n∈N0 una cadena de nacimiento y muerte con
espacio de estados E = Z y probabilidades de transición {(px, qx, rx = 0)}x∈Z donde, para todo x ∈ Z, se
supondrá que 0 < px < 1. Para todo x ∈ Z de�nimos:

Px =
qx
px
,

tx =


x−1∏
k=0

Pk si x ≥ 0

−1∏
k=x

Pk si x < 0

,
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y también el potencial de la cadena como

V (x) =

{
sgn(x) log(tx) si x 6= 0
0 si x = 0

.

Proposición 11. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, {Sn}n∈N0
una cadena de nacimiento y muerte con

espacio de estados E = Z y probabilidades de transición {(px, qx, rx = 0)}x∈Z. Para cada x ∈ Z considere la
variable aleatoria

Tx = ı́nf{n ≥ 0 : Sn = x}, (5.1)

y la medida de probabilidad condicional Px : F → R dada por Px[·] = P[·|S0 = x]. Entonces para cada
a, b ∈ Z con a < b se satisfacen las siguientes propiedades:

(I) Dados a < x < b, y ∈ [a, b] se tiene que

P[Ta < Tb|S1 = y, S0 = x] = P[Ta < Tb|S0 = y].

(II) Para todo a < x < b se tiene que

Px[Ta < Tb] =

b∑
r=x+1

exp(V (r))

b∑
r=a+1

exp(V (r))

(5.2)

(III) Para k, l ∈ Z

(a) Si l > k entonces

Pl[Tk <∞] =

1 +

l∑
r=k+1

exp(V (r))

∞∑
r=l+1

exp(V (r))


−1

(5.3)

(b) Si l < k entonces

Pl[Tk <∞] =

1 +

k∑
r=l+1

exp(V (r))

l∑
r=−∞

exp(V (r))


−1

(5.4)

Demostración. Se hace énfasis en la notación introducida. Fije a, b ∈ Z con a < b.

(I) Sean a < x < b, y ∈ [a, b]. Considere los siguientes casos:

Caso 1. y = a.
Sea n ∈ N0 arbitrario �jo. Suponiendo que S0 = x, se obtiene que S0 6= a. Entonces

P[n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = a] =

{
0 si n 6= 1
P[1 = Ta, 1 < Tb, S0 = x, S1 = a] si n = 1

y por la propiedad de Markov y el hecho de que a < b:

P[1 = Ta, 1 < Tb, S0 = x, S1 = a] = P[S0 = x, S1 = a] = P[S1 = a|S0 = x]P[S0 = x].

Por lo tanto

P[Ta < Tb|S0 = x, S1 = a] =
∑
n∈N0

P[n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = a]

P[S0 = x, S1 = a]

=
P[S0 = x, S1 = a]

P[S0 = x, S1 = a]
= 1.
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Repitiendo el argumento anterior, utilizando el hecho de que a < b, se obtiene que

P[Ta < Tb|S0 = a] =
∑
n∈N0

P[n = Ta, n < Tb, S0 = a]

P[S0 = a]
=

P[0 = Ta, 0 < Tb, S0 = a]

P[S0 = a]

=
P[S0 = a]

P[S0 = a]
= 1.

Así que P[Ta < Tb|S0 = x, S1 = a] = 1 = P[Ta < Tb|S0 = a].

Caso 2. y = b.
Se procede de forma análoga al caso anterior para concluir que, para n ∈ N0, se tiene

P[n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = b] =

{
0 si n 6= 0
P[0 = Ta, 0 < Tb, S0 = x, S1 = b] si n = 0

,

y como a < x < b se obtiene que

P[0 = Ta, 0 < Tb, S0 = x, S1 = b] = P[S0 = a, S0 = x, S1 = b] = 0

así que

P[Ta < Tb|S0 = x, S1 = b] =
∑
n∈N0

P[n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = b]

P[S0 = x, S1 = b]

=
P[0 = Ta, 0 < Tb, S0 = x, S1 = b]

P[S0 = x, S1 = b]
= 0.

De igual manera tenemos que

P[Ta < Tb|S0 = b] =
∑
n∈N0

P[n = Ta, n < Tb, S0 = b]

P[S0 = b]
=

P[0 = Ta, 0 < Tb, S0 = b]

P[S0 = b]
= 0.

Así que P[Ta < Tb|S0 = x, S1 = b] = 0 = P[Ta < Tb|S0 = b].

Caso 3. a < y < b.
Fije n ≥ 1. Observe que bajo esta condición ocurre

{n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = y} =

{
∅ si n = 1
{S0 = x, S1 = y, Si 6= a, b, Sn = a 6= b}i∈{1,...,n−1} si n ≥ 2

,

y también:

{n− 1 = Ta, n < Tb, S0 = y} =

{
∅ si n = 1
{S0 = y, Si 6= a, b, Sn−1 = a 6= b}i∈{0,...,n−2} si n ≥ 2

.

Para cada n ≥ 2 de�na el conjunto

Dn = {(s1, . . . , sn) ∈ Zn−1 : s1 = y, si 6= a, b, sn = a 6= b, i ∈ {1, . . . , n− 1}}.

Por la propiedad de Markov en la tercera igualdad y la homogeneidad de la cadena en la cuarta
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igualdad, se tiene que

P[Ta < Tb|S0 = x, S1 = y] =
∑
n≥2

P[n = Ta, n < Tb, S0 = x, S1 = y]

P[S0 = x, S1 = y]

∑
n≥2

P[(S1, . . . , Sn) ∈ Dn, S0 = x]

P[S0 = x, S1 = y]

=
∑
n≥2

∑
(y,s2,...,sn)∈Dn

P[Sn = sn, . . . , S2 = s2, S1 = y, S0 = x]

P[S0 = x, S1 = y]

=
∑
n≥2

∑
(y,s2,...,sn)∈Dn

P[Sn = sn|Sn−1 = sn−1] · · ·P[S2 = s2|S1 = y]P[S1 = y, S0 = x]

P[S1 = y, S0 = x]

=
∑
n≥2

∑
(y,s2,...,sn)∈Dn

P[Sn−1 = sn|Sn−2 = sn−1] · · ·P[S1 = s2|S0 = y]

=
∑
n≥2

∑
(y,s2,...,sn)∈Dn

P[Sn−1 = sn, Sn−2 = sn−1, S1 = s2, S0 = y]

P[S0 = y]

=
∑
n≥2

P[(S0, . . . , Sn−1) ∈ Dn]

P[S0 = x]
=
∑
n≥2

P[n− 1 = Ta, n− 1 < Tb, S0 = y]

P[S0 = y]

= P[Ta < Tb|S0 = y].

(II) De�na la función g : [a, b]→ R como sigue

g(x) = Px[Ta < Tb], ∀x ∈ [a, b].

En el inciso (I) se obtuvo que g(a) = P[Ta < Tb|S0 = a] = 1 y que g(b) = P[Ta < Tb|S0 = b] = 0.

A�rmación 1. La función g tiene las siguientes propiedades:

(1) Para cada z ∈ [a, b] se satisface la ecuación en recurrencia

g(z) = qzg(z − 1) + pzg(z + 1)

(2) La solución de la ecuación del inciso (i) está dada por la expresión (5.2).

Demostración de la A�rmación 1. Fije z ∈ [a, b].

(1) En la quinta igualdad, por el inciso (I), ocurre que

g(z) = Pz[Ta < Tb] =
P[Ta < Tb, S0 = z]

P[S0 = z]
=
∑
x∈Z

P[Ta < Tb, S0 = z, S1 = x]

P[S0 = z]

=
∑
x∈Z

P[Ta < Tb|S0 = z, S1 = x]P[S0 = z, S1 = x]

P[S0 = z]

=
∑
x∈Z

P[Ta < Tb|S0 = z, S1 = x]P[S1 = x|S0 = z]

=
∑
x∈Z

P[Ta < Tb|S0 = x]P[S1 = x|S0 = z] =
∑
x∈Z

g(z)Pzx = qzg(z − 1) + pzg(z + 1).

(2) Considere los siguientes casos:

Caso 1. 0 < a < b.
Observe que para todo y ∈ [a, b− 1[ se tiene que qy = 1− py y por la parte (1) tenemos que

py[g(y + 1)− h(y)]− qy[g(y)− g(y − 1)] = py[g(y + 1)− g(y) + g(y)− g(y − 1)]− [g(y)− g(y − 1)]

= py[g(y + 1)− g(y − 1)]− [g(y)− g(y − 1)]

= pyg(y + 1) + (1− py)g(y − 1)− g(y) = 0,

es decir,

g(y + 1)− g(y) =
qy
py

[g(y)− g(y − 1)]. (5.5)

Iterativamente se obtiene que

g(y + 1)− g(y) =
qy · · · qa+1

py · · · pa+1
[g(a+ 1)− g(a)] =

ty+1

ta+1
[g(a+ 1)− 1]. (5.6)
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Se suma desde a hasta b− 1 en la ecuación (5.6) para obtener

−1 = g(b)− g(a) =
b−1∑
y=a

[g(y + 1)− g(y)] =

(
g(a+ 1)− 1

ta+1

)(b−1∑
y=a

ty+1

)
,

así que
g(a+ 1)− 1

ta+1
= − 1

b−1∑
y=a

ty+1

. (5.7)

Combinando las ecuaciones (5.6) y (5.7) se tiene que

g(y + 1)− g(y) = − ty+1

b−1∑
y=a

ty+1

,

y asl sumar en la última ecuación se suma desde z hasta b− 1 ocurre que

−g(z) = g(b)− g(z) =
b−1∑
y=z

[g(y + 1)− g(y)] = −

b−1∑
z=y

ty+1

b−1∑
y=a

ty+1

.

Mediante un cambio de variable adecuado en la última expresión, se tiene la ecuación (5.2) en
este caso.

Caso 2. a < b < 0.
Este caso es similar al Caso 1, tras intercambiar los roles de p y q. Para tener mayor claridad,
consideremos primero el siguiente caso particular. Suponga que a = −5 y que b = −1. Para cada
y ∈]− 5,−1[ se satisface la expresión (5.5), de donde se tiene

p−4[g(−3)− g(−4)] = q−4[g(−4)− g(−5)],

p−3[g(−2)− g(−3)] = q−3[g(−3)− g(−4)],

y

p−2[g(−1)− g(−2)] = q−2[g(−2)− g(−3)].

Luego

−1 = g(−5)− g(−1) = [g(−1)− g(−2)] + [g(−2)− g(−3)] + [g(−3)− g(−4)] + [g(−4)− g(−5)]

=

(
1 +

p−2

q−2
+
p−3

q−3

p−2

q−2
+
p−4

q−4

p−3

q−3

p−2

q−2

)
[g(−1)− g(−2)].

Con la convención de que a los productos vacíos son iguales al valor 1 se obtiene que

−1 = [g(−1)− g(−2)]
4∑
r=1

r∏
j=2

p−j
q−j

.

Y, por ejemplo,

g(−2) =
1

4∑
r=1

r∏
j=2

p−j
q−j

=

p−1

q−1

4∑
r=1

r∏
j=1

p−j
q−j

=

p−1

q−1

−1∑
r=−5+1

−1∏
j=r

pj
qj

=

1

P−1

−1∑
r=−5+1

−1∏
j=r

1

Pj

=
exp(V (−1))
−1∑

r=−5+1

exp(V (r))

que coincide con la expresión (5.2).
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En el caso general, dados a < b < 0, k,m ∈ N que satisfacen k < m, a = −m y b = −k. Fije
r ∈]k,m[. Note que a < −r < b y que se satisface la ecuación (5.5), es decir

g(−r)− g(−r − 1) =
p−r
q−r

[g(−r + 1)− g(−r)].

Recursivamente se obtiene que

g(−r)− g(−r − 1) =
p−r · · · p−k−1

q−r · · · q−k−1
[g(−k)− g(−k − 1)]. (5.8)

Sumando desde k hasta m− 1 en la ecuación (5.8) obtenemos

−1 = g(−k)− g(−m) =
m−1∑
r=k

[g(−r)− g(−r − 1)] = [g(−k)− g(−k − 1)]

(m−1∑
r=k

r∏
j=k+1

p−j
q−j

)
.

De la misma manera, para y ∈]−m,−k[ tenemos

g(y)− 1 = g(y)− g(−m) =
m−1∑
r=−y

[g(−r)− g(−r − 1)] = [g(−k)− g(−k − 1)]

(m−1∑
r=−y

r∏
j=k+1

p−j
q−j

)
Con el cambio de variable s = −r y j = −l se concluye que

g(y) = 1 + [g(−k)− g(−k − 1)]

(m−1∑
r=k

r∏
j=k+1

p−j
q−j

)
= 1−

m−1∑
r=−y

r∏
j=k+1

p−j
q−j

m−1∑
r=k

r∏
j=k+1

p−j
q−j

= 1−

y∑
s=−m+1

−k−1∏
l=s

p
l

q
l

−k∑
s=−m+1

−k−1∏
l=s

p
l

q
l

=

−k∑
s=y+1

−k−1∏
l=s

p
l

q
l

−k∑
s=−m+1

−k−1∏
l=s

p
l

q
l

=

−k∑
s=y+1

−1∏
l=s

p
l

q
l

−k∑
s=−m+1

−1∏
l=s

pl
ql

=

b∑
s=y+1

exp(V (s))

b∑
s=a+1

exp(V (s))

.

Caso 3. a < 0 < b.
En primer lugar analizamos un caso particular con el propósito de ilustrar el procedimiento.
Suponga que a = −3, b = 3. Con base en la ecuación (5.5) se tienen las relaciones siguientes:

g(−1)− g(−2) =
p−1

q−1
[g(0)− g(−1)],

g(−2)− g(−3) =
p−1

q−1
[g(−1)− g(−2)] =

p−1

q−1

p−2

q−2
[g(0)− g(−1)],

g(1)− g(0) =
q0

p0
[g(0)− g(−1)],

g(2)− g(1) =
q0

p0

q1

p1
[g(0)− g(−1)],

g(2)− g(1) =
q0

p0

q1

p1

q2

p2
[g(0)− g(−1)].

Entonces

−1 = g(3)− g(−3) =
3∑

k=−3+1

[g(k)− g(k − 1)] =

(
q0

p0

q1

p1

q2

p2
+
q0

p0

q1

p1
+
q0

p0
+1+

p−1

q−1
+
p−1

q−1
+
p−2

q−2

)
[g(0)−g(−1)] = [g(0)−g(−1)]

( 3∑
s=−3+1

exp(V (s))

)
.

En general, utilizando las ecuaciones (5.6) y (5.8) ocurre que para cada −r ∈ [a + 1,−1] y
x ∈ [0, b]
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g(x+ 1)− g(x) =
qx · · · q0

px · · · p0
[g(0)− g(−1)] = exp(V (x+ 1))[g(0)− g(−1)],

y

g(−r)− g(−r − 1) =
p−r · · · p−1

q−r · · · q−1
[g(0)− g(−1)] = exp(V (−r))[g(0)− g(−1)].

Así que para y ∈ [a+ 1, b− 1] se obtiene

g(y)− g(a) =

y∑
x=a+1

[g(x)− g(x− 1)] =

y∑
x=a+1

exp(V (x))[g(0)− g(−1)],

y para y = b

−1 = g(b)− g(a) =
b∑

x=a+1

[g(x)− g(x− 1)] =
b∑

x=a+1

exp(V (x))[g(0)− g(−1)].

Por ello

g(y) = 1−

y∑
x=a+1

exp(V (x))

b∑
x=a+1

exp(V (x))

=

b∑
x=y+1

exp(V (x))

b∑
x=a+1

exp(V (x))

que demuestra la A�rmación 1.

De la a�rmación anterior se obtiene inmediatamente el inciso (II).

(III) Fije l, k ∈ Z.

(a) Suponga que l > k. Para cada m ∈ Z con m > l de�namos Rm = {S0 = l, Tk < Tm} := {ω ∈ Ω :
S0(ω) = l, Tk(ω) < Tm(ω)}. Algunas propiedades de esta sucesión de conjuntos se enuncian en la
siguiente

A�rmación 2.

(1) Para todo ω ∈ Ω y m ∈ Z, con m > l y S0(ω) = l, ocurre que m− l < Tm(ω).

(2) Dados m1,m2 ∈ Z que satisfagan l < m1 ≤ m2, se tiene que Rm1
⊆ Rm2

.

(3) {Tk <∞, S0 = l} =
⋃
l<m

Rm.

Demostración de la A�rmación 2.

(1) Note que, si S0(ω) = l, y l < m entonces el mínimo número de pasos que debe efectuar la
caminata para acceder al estado m serán m− l, es decir, m− l ≤ Tm(ω).

(2) Sean m1,m2 ∈ Z que cumplan l < m1 ≤ m2. Suponga que ω ∈ Rm1 . Observe que, en caso
de que Tm2(ω) = ∞, el resultado es claro. Suponga entonces que Tm2(ω) < ∞. En particular
se tiene que STm2 (ω)(ω) = m2. Como l < m1 ≤ m2, por construcción de {Sn}n≥0. debe
tenerse que existe s(ω) ∈ {1, . . . , Tm2

(ω)} tal que Ss(ω)(ω) = m1. Entonces Tm1
(ω) < ∞.

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que Tm1
(ω) = s(ω). De esta manera se tiene que

Tm1(ω) = s(ω) ≤ Tm2(ω), es decir, ω ∈ Rm2 .

(3) Denote por A = {Tk < ∞, S0 = l} y B =
⋃
l<m

Rm. Se prueba la igualdad entre estos conjuntos

a continuación. Fije ω ∈ A arbitrario. Entonces Tk(ω) < ∞ y S0 = l. Luego, la propiedad
arquimediana garantiza la existencia de m ∈ N tal que Tk(ω) < m− l ≤ Tm(ω), donde la última
desigualdad se tiene por el inciso (1) de esta a�rmación. Así que ω ∈ B, que prueba que A ⊆ B.

Recíprocamente, sea ω ∈ B. Existe m ∈ N tal que l < m y Tk(ω) < Tm(ω) con S0(ω) = l y
Tm(ω) ≤ ∞. De aquí que Tk(ω) <∞ y así ω ∈ A. Entonces B ⊆ A. Por lo tanto A = B.

Esto demuestra la A�rmación 2.
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Por la A�rmación 2 y el Teorema de Continuidad de la probabilidad se tiene que

Pl[Tk <∞] = Pl
[⋃
m>l

{Tk < Tm}
]

= ĺım
m→∞

Pl[Tk < Tm] = ĺım
m→∞

m∑
r=l+1

exp(V (r))

m∑
r=k+1

exp(V (r))

= ĺım
m→∞


m∑

r=k+1

exp(V (r))

m∑
r=l+1

exp(V (r))


−1

= ĺım
m→∞

1 +

l∑
r=k+1

exp(V (r))

m∑
r=l+1

exp(V (r))


−1

=

1 +

l∑
r=k+1

exp(V (r))

∞∑
r=l+1

exp(V (r))


−1

Esta última expresión se puede reescribir como

Pl[Tk <∞] =

1 +

l∑
r=k+1

exp(V (r))

∞∑
r=l+1

exp(V (r))


−1

=

∞∑
r=l+1

exp(V (r))

∞∑
r=k+1

exp(V (r))

en el caso que
∞∑

r=l+1

exp(V (r)) <∞.

(b) Suponga que k > l. Ahora, para cada m ∈ N con −m < l de�na R′m = Tk < T−m, S0 = l. Estos
conjuntos satisfacen las propiedades:

(1) Para cada ω ∈ Ω y m ∈ N con S0(ω) = l se tiene que m+ l = T−m(ω).
(2) Para todos m1,m2 ∈ N con m1 ≤ m2 ocurre que R′m1

⊆ R′m2
.

(3) {Tk <∞, S0 = l} =
⋃

m>−l

R′m.

cuya demostración es similar a la de la A�rmación 2. Al igual que en el inciso (a), por el Teorema
de Continuidad de la probabilidad se tiene que

Pl[Tk <∞] = Pl
[ ⋃
m>−l

{Tk < T−m}
]

= ĺım
m→∞

Pl[Tk < T−m] = ĺım
m→∞

(
1− Pl[T−m < Tk]

)

= 1− ĺım
m→∞

k∑
r=l+1

exp(V (r))

k∑
r=−m+1

exp(V (r))

= ĺım
m→∞

l∑
r=−m+1

exp(V (r))

k∑
r=−m+1

exp(V (r))

= ĺım
m→∞


k∑

r=−m+1

exp(V (r))

l∑
r=−m+1

exp(V (r))


−1

= ĺım
m→∞

1 +

k∑
r=l+1

exp(V (r))

l∑
r=−m+1

exp(V (r))


−1

=

1 +

k∑
r=l+1

exp(V (r))

l∑
r=−∞

exp(V (r))


−1

Esta última expresión se puede reescribir como

Pl[Tk <∞] =

1 +

k∑
r=l+1

exp(V (r))

l∑
r=−∞

exp(V (r))


−1

=

l∑
r=−∞

exp(V (r))

k∑
r=−∞

exp(V (r))
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en el caso que
l∑

r=−∞
exp(V (r)) <∞.

�

5.2. Algunos resultados para sucesiones de variables aleatorias inde-

pendientes

En esta sección se abordarán algunos resultados que serán de utilidad en la próxima sección respecto a una
sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de�nidas en un espacio de probabi-
lidad. En primer lugar se establece la de�nición de eventos permutables y la ley 0-1 de Hewitt-Savage para este
tipo de eventos, que es pieza fundamental para describir el comportamiento de la sucesión asintóticamente.

A lo largo de esta sección consideraremos (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X : Ω → R una función
(F ,B(R))−medible. Recordemos que µ = P ◦ X−1 es una medida de probabilidad en (R,B(R)) y que µ⊗N

denota la medida producto en (RN,B(R)⊗N).

Para cada n ∈ N de�namos In = {1, . . . , n}, I ′n = N\{1, . . . , n}. Sea n ∈ N y Sn el grupo de permutaciones
de n elementos. Dados σ ∈ Sn y x = (xm)m∈N de�namos el elemento σ(x) ∈ RN, que satisface para cada r ∈ N

πr(σ(x)) =

{
xσ(r) si r ∈ {1, . . . , n}
xr si r /∈ {1, . . . , n} = xσ(r)χIn(r)+rχI′r

(r)

También, para A ∈ B(R)⊗N, de�nimos

σ(A) = {σ(x) : x ∈ A}.

Diremos que

(a) A ∈ B(R)⊗N es permutable si para todo n ∈ N y σ ∈ Sn se tiene que A = σ(A).

(b) Una función Y : RN → R, B(R)⊗N,B(R)−medible es permutable si para todo x ∈ RN, n ∈ N y σ ∈ Sn
satisface que Y (x) = Y (σ(x)).

Sea (Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes con la misma distribución que X, de�nidas
en (Ω,F ,P). Sea Φ : Ω→ RN de�nida para cada ω ∈ Ω como Φ(ω) = (Xn(ω))n∈N.

En el capítulo 3 se establece que P ◦ Φ−1 es una medida de probabilidad en (RN,B(R)⊗N) que coincide con
µ⊗N, la cual denotaremos por ν. Para cada n ∈ N de�namos las σ−álgebras

Fn = σ({X−1
i ([a,∞[) : i ∈ In, a ∈ R}), F ′n = σ({X−1

i ([a,∞[) : i ∈ I ′n, a ∈ R})

F0 =
∞⋂
n=1

Fn, F ′0 =
∞⋂
n=1

F ′n,

F∞ = σ

( ∞⋃
n=1

Fn
)
, F ′∞ = σ

( ∞⋃
n=1

F ′n
)
.

todas ellas contenidas en F .

Con la notación anterior se tienen los siguientes resultados.

Proposición 12. Para todo ε > 0 y E ∈ F∞ existe Eε ∈
∞⋃
n=1

Fn tal que P[E4Eε] < ε.

Demostración. Considere C =

{
E ∈ F∞

∣∣∣∣ ∀ ε > 0 ∃ Eε ∈
∞⋃
n=1

Fn : P[E4Eε] < ε

}
. Se empleará el Lema de

Clases Monótonas para probar que C = F . Para ello, requerimos de la siguiente

A�rmación. Se satisfacen:
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(1) C ⊆ F∞.
(2) C es una clase monótona.

(3)
∞⋃
n=1

Fn ⊆ C y además es un álgebra de subconjuntos de Ω.

Demostración de la A�rmación.

(1) Es inmediato de la de�nición.

(2) Se tiene en primer lugar que Ω ∈ C, ya que es claro que Ω ∈
∞⋃
n=1

Fn y además para todo ε > 0 existe

Ω ∈
∞⋃
n=1

Fn tal que P[Ω4Ω] = 0 < ε.

Probemos ahora que C es cerrado bajo uniones crecientes. Para ello, �je (En)n∈N una sucesión creciente en
C y ε > 0 arbitrarios. Por el Teorema de Continuidad de la probabilidad se tiene que

ĺım
n→∞

P[En] = P
[ ∞⋃
n=1

En

]
,

así que para ε > 0 existe N ∈ N tal que∣∣∣∣P[ ∞⋃
n=1

En

]
− P[EN ]

∣∣∣∣ = P
[ ∞⋃
n=1

En

]
− P[EN ] <

ε

2
. (5.9)

Por otro lado, para EN ∈ C existe Eε ∈
∞⋃
n=1

Fn tal que

P[EN4Eε] <
ε

2
(5.10)

Por la Observación 5 del Capítulo 1 se tiene que

∞⋃
n=1

En4Eε ⊆
( ∞⋃
n=1

En4EN
)
∪ (EN4Eε)

Como EN ⊆
∞⋃
n=1

En, de las expresiones (5.9) y (5.10) se concluye que para ε > 0 existe Eε ∈
∞⋃
n=1

Fn tal que

P
[ ∞⋃
n=1

En4Eε
]

= P
[ ∞⋃
n=1

En\EN
]

+ P[EN4Eε] = P
[ ∞⋃
n=1

En

]
− P[EN ] + P[EN4Eε] <

ε

2
+
ε

2
= ε,

y por lo tanto,
∞⋃
n=1

En ∈ F∞.

De la misma forma se prueba que C es cerrado bajo intersecciones decrecientes. Por lo tanto, C es una clase
monótona.

(3) El hecho de que
∞⋃
n=1

Fn sea un álgebra de subconjuntos de Ω se sigue de que, puede veri�carse de inmediato

que para n ∈ N se tiene que Fn ⊆ Fn+1. Por otro lado, es claro que
∞⋃
n=1

Fn ⊆ C.

Esto demuestra la A�rmación.
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Entonces, por la A�rmación y el lema de clases monótonas se concluye que F∞ = σ

( ∞⋃
n=1

Fn
)
⊆ σ(C) ⊆ C,

lo que prueba la proposición.
�

Teorema 29. Sea (Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias e independientes e idénticamente distribuidas.
Entonces:

(I) Para todo n ∈ N, A ∈ Fn, A′ ∈ F ′n se tiene que P[A ∩A′] = P[A]P[A′].

(II) (Ley 0-1 de Kolmogorov) Para todo E ∈ F ′0 ocurre que P[E] ∈ {0, 1}.

Demostración. Considere (Xn)n∈N con las características solicitadas.

(I) Fije n ∈ N. Se probará el resultado mediante la siguiente secuencia de pasos.

Paso 1. Fije k ∈ I ′n y b ∈ R. Mediante el Teorema de Continuidad de la probabilidad y la independencia
entre las variables aleatorias {X1, . . . , Xn} y Xk se veri�ca de inmediato que

C = {A ∈ Fn : P[A ∩X−1
k ([b,∞[)] = P[A] · P[X−1

k ([b,∞[)]}

es una clase monótona tal que {X−1
i ([a,∞[) : i ∈ In, a ∈ R} ⊆ C ⊆ Fn. Entonces por el Lema

de Clases Monótonas se concluye que Fn = σ
(
{X−1

i ([a,∞[) : i ∈ In, a ∈ R}
)
⊆ σ(C) ⊆ C. Por lo

tanto C = Fn.

Paso 2. De forma similar al Paso 1, puede comprobarse que

C′ = {A′ ∈ F ′n
∣∣ ∀A ∈ Fn : P[A ∩A′] = P[A]P[A′]}

es una clase monótona tal que {X−1
i ([a,∞[) : i ∈ I ′n, a ∈ R} ⊆ C′ ⊆ F ′n. Por el Lema de Clases

Monótonas se tiene que F ′n = σ
(
{X−1

i ([a,∞[) : i ∈ I ′n, a ∈ R}
)
⊆ σ(C′) ⊆ C′, es decir, C′ = F ′n.

El paso 2 prueba el enunciado (I).

(II) Fije E ∈ F ′0 =
∞⋂
n=1

F ′n. Suponga que P[E] > 0. Recuerde que P[·|E] es una medida de probabilidad

(condicional) en (Ω,F∞). Entonces, por el inciso (I), para cada n ∈ N y F ∈ Fn

P[F |E] =
P[E ∩ F ]

P[E]
=

P[E]P[F ]

P[E]
= P[F ].

De hecho, esta última identidad se satisface para todo F ∈
∞⋃
n=1

Fn. Empleando el lema de Clases

Monótonas se concluye que P[·|E] y P coinciden en F∞. Finalmente, observe que E ∈ F∞, ya que para

todo n ∈ N se tiene que {X−1
i ([a,∞[) : i ∈ I ′n, a ∈ R} ⊆

∞⋂
i=n+1

Fn ⊆ F∞, es decir F ′n ⊆ F∞.

Entonces P[E] = P[E|E] =
P[E]

P[E]
= 1, que prueba el resultado.

�

Lema 8. Sea (Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
Considere ν la medida de probabilidad en (RN,B(R)⊗N) asociada a esta sucesión.

Entonces para todo E ∈ B(R)⊗N, n ∈ N y σ ∈ Sn se tiene que

ν(E) = ν(σ(E)).
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Demostración. Fije n ∈ N y σ ∈ Sn. De�namos la función ν′ : B(R)⊗N → R dada para cada E ∈ B(R)⊗N por

ν′(E) = ν(σ(E))

Claramente ν′ es una medida en (RN,B(R)⊗N). Observe que σ(RN) = RN. Luego ν′ es una medida de
probabilidad.

Se a�rma que ν′ = ν. Para probar esta a�rmación, de acuerdo con la de�nición de la σ−álgebra producto, es

su�ciente probar que el resultado se satisface para los conjuntos de la forma
m⋂
i=1

π−1
αi (Bi), donde α1, . . . , αm ∈ N,

B1, . . . , Bm ∈ B(R), m ∈ N y para cada t ∈ N la función πt : RN → R es la t−ésima proyección de RN en R. El
resto de la prueba se obtiene con el Lema de Clases Monótonas.

Fije m ∈ N, α1, . . . , αm ∈ N y B1, . . . , Bm ∈ B(R). Note que

σ

( m⋂
i=1

π−1
αi (Bi)

)
=

{
σ(x) : x ∈

m⋂
i=1

π−1
αi (Bi)

}
= {σ(x) : xαi ∈ Bi, i = 1, . . . , n}

= {(xσ(r)χIn (r)+rχI′n
(r))r∈N : xσ(αi)χIn (αi)+αiχI′n

(αi) ∈ Bi, i = 1, . . . , n}

=
m⋂
i=1

π−1
σ(αi)χIn (αi)+αiχI′n

(αi)
(Bi).

Así que por la de�nición de ν (medida producto, independencia e idéntica distribución de las variables
indicadas), se tiene que

ν′
( m⋂
i=1

π−1
αi (Bi)

)
= ν

( m⋂
i=1

π−1
σ(αi)χIn (αi)+αiχI′n

(αi)
(Bi)

)
=

m∏
i=1

µ(Bi)

= ν

( m⋂
i=1

π−1
αi (Bi)

)
.

De esta manera se tiene la conclusión.
�

Definición 14. Se de�ne la función d : B(R)⊗N × B(R)⊗N → R para cada A,B ∈ B(R)⊗N como

d(A,B) = ν(A4B).

Se veri�ca de inmediato que d es una pseudométrica en B(R)⊗N. Como es usual, para (An)n∈N ⊆ B(R)⊗N y
A ∈ B(R)⊗N diremos que (An)n∈N converge a A respecto a d si ĺım

n→∞
d(An, A) = 0, en cuyo caso será denotado

por An
d−→ A.

Para (An)n∈N, (Bn)n∈N ⊆ B(R)⊗N, A,B ∈ B(R)⊗N con An
d−→ A y Bn

d−→ B se tiene que An ∩Bn
d−→ A∩B.

Esto último se obtiene del hecho de que, para cada n ∈ N se satisface que

(An ∩Bn)4(A4B) ⊆ (An4A) ∪ (Bn4B).

Observación 23. La sucesión de variables aleatorias especi�cada, tiene asociada una función de distribución
común F en todas las variables. Es necesario considerar a un espacio de probabilidad y una sucesión de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con la distribución indicada F en tal espacio. De acuerdo
con el Teorema de Consistencia de Kolmogorov, bastará considerar el espacio (Ω,F ,P) = (RN,B(R)⊗N, µ⊗N),
donde µ es la medida de probabilidad en (R,B(R)) asociada a F . En este contexto, la sucesión de variables
aleatorias está dada por (πt)t∈N las proyecciones de RN en R. Con la notación introducida, es fácil notar que
F = B(R)⊗N = F∞.

En adelante, se considera (Ω,F ,P) = (RN,B(R)⊗N, µ⊗N) y también (Xn)n∈N = (πn)n∈N.

Teorema 30 (Ley 0-1 de Hewitt-Savage). Para todo E ∈ B(R)⊗N permutable se tiene que P[E] ∈ {0, 1}.
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Demostración. Sea E ∈ B(R)⊗N permutable. De acuerdo con la Observación 23, E ∈ B(R)⊗N = F∞, así
que por la Proposición 12 se tiene que para cada k ∈ N existe α(k) ∈ N y existe Ek ∈ Fα(k) tal que

d(Ek, E) = P[E4Ek] <
1

2k
.

Como se menciona en la prueba de dicha proposición, {Fn}n∈N es una sucesión creciente de σ−álgebras,
así que puede suponerse sin pérdida de generalidad que (αk)k∈N es una sucesión estrictamente creciente que
diverge a in�nito.

Fije k ∈ N. De�na σk ∈ S2k como el producto de ciclos siguientes

σk =

α(k)∏
i=1

(i, α(k) + i) = (1, α(k) + 1) · · · (α(k), 2α(k))

y de�na también Fk = σk(Ek). Se a�rma que Fk ∈ F ′αk . Para probar esta a�rmación, se emplea la de�nición

de Fαk y se supone que Ek =

α(k)⋂
j=1

X−1
j (Aj), donde Aj ∈ B(R), j = 1, . . . , α(k). En este caso, puede veri�carse

directamente que

σk(Ek) =

α(k)⋂
j=1

X−1
j+α(k)(Aj) ∈ F

′
α(k).

El argumento general se tiene empleando el Lema de Clases Monótonas.

Ahora, por el Lema 8, como σk es una biyección y E es permutable se tiene que

d(Fk, E) = P[E4Fk] = P[σk(E)4σk(Ek)] = P[σk(E4Ek)] = P[E4Ek] = d(Ek, E) <
1

2k
. (5.11)

De la ecuación (5.11) se obtiene inmediatamente que En
d−→ E y Fn

d−→ E y por la De�nición 14 se tiene que

En ∩ Fn
d−→ E.

Por otro lado, del inciso (I) del Teorema 29 se tiene que para cada k ∈ N

P[Ek ∩ Fk] = P[Ek]P[Fk]. (5.12)

Se a�rma que para todo ε > 0 se tiene que

|(P[E])2 − P[E]| < ε.

Fije ε > 0. Entonces, derivado del hecho de En ∩ Fn
d−→ E, existe N ∈ N tal que

1

2N
<
ε

4
y también

P[(EN ∩ FN )4E] <
ε

2
.

De las ecuaciones (5.11) y (5.12) se tiene que

|(P[E])2 − P[E]| ≤ P[E]|P[EN ]− P[E]|+ P[EN ]|P[FN ]− P[E]|+ |P[EN ∩ FN ]− P[E]|
≤ P[EN4E] + P[FN4E] + P[(EN ∩ FN )4E] = d(EN , E) + d(FN , E) + d(EN ∩ FN , E)

<
ε

2
+ 2

ε

4
= ε.

Por la elección arbitraria de ε > 0 se concluye que P[E] = (P[E])2. Entonces P[E] ∈ {0, 1}.
�

Para la sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (Xn)n∈N de�nimos al
proceso

Sn =
n∑
i=1

Xi.

A partir de ahora supondremos que P[X1 > 0] > 0 y también P[X1 < 0] > 0. Con ello, se establece el siguiente
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Lema 9. Con las hipótesis enunciadas se tiene que

(I) P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1 o bien, P
[

ĺım
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

(II) P
[

ĺım
n→∞

Sn = +∞
]

= 1 o bien, P
[
ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

Demostración. En primer lugar, mediante la propiedad arquimediana, puede veri�carse de inmediato que existe
c > 0 tal que P[X1 > c] > 0.

(I) Notemos que para cada m ∈ N y τ ∈ Sm se tiene que para cada ω = (ωr)r∈N ∈ Ω

ĺım sup
n→∞

Sn(τ(ω)) = ĺım sup
n→∞

n∑
i=1

Xτ(i)χIm (i)+iχI′m
(i)(ω) = ĺım sup

n→∞

n∑
i=1

Xi(ω) = ĺım sup
n→∞

Sn(ω),

lo cual demuestra que, para cada k ∈ Z el conjunto F−medible{
ω ∈ Ω : kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn(ω) < (k + 1)c

}
es permutable, y por la ley 0-1 de Hewitt-Savage se tiene que

P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c

]
∈ {0, 1}.

Observe que{
ω ∈ Ω : −∞ < ĺım sup

n→∞
Sn(ω) < +∞

}
=
⊎
k∈Z

{
ω ∈ Ω : kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn(ω) < (k + 1)c

}

Esto signi�ca que para todo k ∈ Z (excepto a lo más en un único valor k ∈ Z) se tiene que

P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c

]
= 0.

Se a�rma que para todo k ∈ Z se tiene que P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c

]
= 0. Procedamos por

contradicción. Suponga que existe k ∈ Z tal que P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c

]
= 1. Entonces

P
[
kc > ĺım sup

n→∞
Sn

]
+ P

[
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ (k + 1)c

]
= 0

Luego P
[
ĺım sup
n→∞

Sn ≤ (k + 1)c

]
= P

[
kc > ĺım sup

n→∞
Sn

]
= 0. Como (Xi)i∈N es una sucesión de variables

independientes e idénticamente distribuidas, se tiene que

0 < P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c, S1 > c

]
≤ P

[
c+ ĺım sup

n→∞
Sn − S1 < (k + 1)c

]
≤ P

[
ĺım sup
n→∞

Sn − S1 < kc

]
= P

[
ĺım sup
n→∞

Sn < kc

]
= 0,

lo que es una contradicción. Así que para todo k ∈ Z se tiene que P
[
kc ≤ ĺım sup

n→∞
Sn < (k + 1)c

]
= 0.

Con ello hemos probado que P
[
−∞ < ĺım sup

n→∞
Sn < +∞

]
= 0,

por lo que

P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

+ P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.
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Se sigue también que

{
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
}
es permutable y entonces por el Teorema 30, concluimos que

P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]
∈ {0, 1}.

Suponga por ejemplo que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = −∞
]

= 0. En tal caso se tiene que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1

y P
[

ĺım
n→∞

Sn = −∞
]
6= 1. El otro caso se prueba análogamente.

(II) La demostración es similar al inciso (I).

�

Para la siguiente de�nición, recuerde que la sucesión {Fn}n∈N de σ−álgebras de subconjuntos de Ω de�nida
para cada n ∈ N como

Fn = σ({X−1
i ([a,∞[) : i ∈ In, a ∈ R})

es creciente y está contenida en F .

Definición 15 (Tiempo de Paro respecto a {Fn}n∈N). Una variable aleatoria τ : Ω → R con valores en
Z+ es llamada un tiempo de paro respecto a Fnn∈N si para cada n ∈ N se tiene

{τ = n} = {ω ∈ Ω : τ(ω) = n} ∈ Fn.

De�namos las siguientes variables aleatorias:

τ+
0 = ı́nf{n ≥ 1 : Sn ≥ 0}

τ+ = ı́nf{n ≥ 1 : Sn > 0}

τ−0 = ı́nf{n ≥ 1 : Sn ≤ 0}

τ− = ı́nf{n ≥ 1 : Sn < 0} (5.13)

Tenemos el siguiente

Lema 10. Considere los tiempos aleatorios de la expresión 5.13. Estos satisfacen las siguientes propiedades:

(I) Si P[τ+
0 <∞] < 1 entonces P

[
ĺım sup
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

(II) Si P[τ+
0 <∞] = 1 entonces P

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

(III) Si P[τ−0 <∞] < 1 entonces P
[
ĺım inf
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

(IV) Si P[τ−0 <∞] = 1 entonces P
[
ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

Demostración. Únicamente se prueban los incisos (I) y (II), ya que los restantes incisos pueden obtenerse de
forma análoga.

(I) Suponga que P[τ+
0 <∞] < 1. Entonces 1− P[τ+

0 =∞] = P[τ+
0 <∞] < 1, es decir, P[τ+

0 =∞] > 0.

Se a�rma que P[sup{Sn : n ≥ 1} < +∞] > 0. Procedamos por contradicción. Suponga que

P[sup{Sn : n ≥ 1} = +∞] = 1.

Entonces sup
n∈N

Sn =∞ (P)-c.s Dado ω ∈ Ω tal que sup
n∈N

Sn(ω) =∞ y τ+
0 (ω) =∞, se tiene que para todo

n ∈ N Sn(ω) < 0 y también para todo R > 0 existe N ∈ N tal que 0 > SN > R, que es contradictorio.
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Por lo tanto P[supSn : n ≥ 1 < +∞] > 0.

Ya que ĺım sup
n→∞

Sn ≤ sup
n∈N

Sn en Ω, se concluye que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn <∞
]
> 0. De aquí que P

[
ĺım sup
n→∞

Sn =

∞
]
6= 1. Por el inciso (I) del Lema 9 debe tenerse que P

[
ĺım
n→∞

Sn = −∞
]

= 1. En particular, existe

ĺım
n→∞

Sn (P)-c.s y se concluye que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

(II) Suponga que P[τ+
0 < ∞] = 1. Entonces P

[
∃n ≥ 1 : Sn ≥ 0

]
= 1. Se a�rma que P

[
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ 0

]
= 1.

Procedamos por contradicción. Suponga que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ 0

]
6= 1. Observe que

{
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ 0

}
es

permutable, así que por el Teorema 30 ocurre que

P
[
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ 0

]
= 0,

es decir P
[
ĺım sup
n→∞

Sn < 0

]
= 1. Entonces existe K0 ∈ N tal que P

[
sup
n≥K0

Sn < 0

]
= 1. Por la inde-

pendencia e idéntica distribución de (Xr)r∈N la sucesión es estacionaria y se veri�ca inmediatamente
que

0 < P[SK0
> 0] = P

[ n∑
i=1

Xi+K0
, SK0

> 0, sup
n≥K0

Sn < 0

]
= P

[
Sn+K0

≥ 0, sup
n≥K0

Sn < 0

]
,

que es una contradicción. Luego, P
[
ĺım sup
n→∞

Sn ≥ 0

]
= 1. Entonces, del Lema 9 inciso (I), debe ocurrir

que P
[
ĺım sup
n→∞

Sn =∞
]

= 1.

�

Proposición 13. Se tienen las identidades

(I) E[τ+] =
1

P[τ−0 =∞]
,

(II) E[τ−] =
1

P[τ+
0 =∞]

.

Demostración. Se prueba el inciso (I), ya que la demostración del inciso (II) es análoga.

(I) Sea S0 = 0 y para cada n ∈ N y 1 ≤ k ≤ n de�namos el conjunto

En(k) = {Sk ≤ 0, Sk ≤ S1, . . . , Sk ≤ Sk−1, Sk < Sk+1, . . . , Sk < Sn}
= {X1 + · · ·+Xk ≤ 0, X2 + · · ·+Xk ≤ 0, . . . , Xk ≤ 0, 0 < Xk+1, . . . , 0 < Xk+1 + · · ·+Xn},

y también
En(0) = {S1 > 0, . . . , Sn > 0}.

Se enuncian algunas propiedades de estos conjuntos.

A�rmación 1. Para todo n ∈ N y 1 ≤ k ≤ n se satisfacen

(a) Ω =
n⊎
k=0

En(k). En particular, 1 =
n∑
k=0

P[En(k)].

(b) P[Sk ≤ 0, Sk ≤ S1, . . . , Sk ≤ Sk−1] = P[τ+ > k].
(c) P[Sk < Sk+1, . . . , Sk < Sn] = P[τ−0 > n− k].
(d) P[En(k)] = P[τ+ > k]P[τ−0 > n− k].

(e) P[τ−0 <∞]
∞∑
m=0

P[τ+ > m] = 1.
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Demostración de la A�rmación 1. Fije n ∈ N.

(a) Observe que
En(0) = {S1 > 0, . . . , Sn > 0},

En(1) = {S1 ≤ 0, S1 ≤ S0 = 0, S1 < S2, . . . , S1 < Sn},

En(2) = {S2 ≤ 0, S2 ≤ S1, S2 < S3, . . . , S2 < Sn},

y en general ocurre que

En(n) = {Sn ≤ 0, Sn ≤ S1, . . . , Sn ≤ Sn−1}.

De aquí se observa que para todo k, l ∈ {0, . . . , n} con k 6= l, por ejemplo con k < l, los elementos
de En(k) satisfacen Sk < Sl, mientras que para los elementos de En(l) se tiene que Sl ≤ Sk. Esto
signi�ca que En(k) ∩ En(l) = ∅. Además, por inspección se veri�ca que

Ω =
⋃

k,l∈{0,...,n}

{Sl ≤ Sk} ∪ {Sk < Sl} =
n⊎
k=0

En(k).

(b) Con la de�nición de τ+ en la expresión (5.13) se tiene que, por independencia e idéntica distribución
de (Xr)r∈N:

P[Sk ≤ 0, Sk ≤ S1, . . . , Sk ≤ Sk−1] = P[Sk ≤ 0, Sk ≤ S1, . . . , Sk ≤ Sk−1]

= P[X1 + · · ·+Xk ≤ 0, X2 + · · ·+Xk ≤ 0, . . . , Xk ≤ 0]

= P[X1 + · · ·+Xk ≤ 0, X1 + · · ·+Xk−1 ≤ 0, . . . , X1 ≤ 0]

= P[Sk ≤ 0, Sk−1 ≤ 0, . . . , S1 ≤ 0] = P[τ+ > k].

(c) Es análogo al inciso (b).

(d) Por los incisos (b) y (c), así como por independencia e idéntica distribución de (Xr)r∈N ocurre

P[En(k)] = P[X1 + · · ·+Xk ≤ 0, X2 + · · ·+Xk ≤ 0, . . . , Xk ≤ 0, 0 < Xk+1, . . . , 0 < Xk+1 + · · ·+Xn]

= P[X1 + · · ·+Xk ≤ 0, X2 + · · ·+Xk ≤ 0, . . . , Xk ≤ 0]P[0 < Xk+1, . . . , 0 < Xk+1 + · · ·+Xn]

= P[τ+ > k]P[τ−0 > n− k].

(e) Note que por los incisos (a) y (d) se obtiene que

1 =
n∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > n− k]. (5.14)

Distinguimos entre dos casos posibles para E[τ+].

Caso 1. E[τ+] =∞.
Note que (P[τ−0 > n])n∈N es una sucesión decreciente y acotada inferiormente por P[τ−0 = ∞].
Entonces, por la ecuación (5.14), para cada n ∈ N se tiene que

P[τ−0 =∞]
n∑
k=0

P[τ+ > k] ≤
n∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > n− k] = 1.

De esta última expresión se tiene que

P[τ−0 =∞]E[τ+] = P[τ−0 =∞] ĺım
n→∞

n∑
k=0

P[τ+ > k] ≤ 1. (5.15)

Y como E[τ+] =∞, debe ocurrir que P[τ−0 =∞] = 0. Por ello, E[τ+] =
1

P[τ−0 =∞]
.

Caso 2. E[τ+] = ĺım
n→∞

n∑
k=0

P[τ+ > k] <∞.

En este caso se tiene la siguiente
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A�rmación. Se satisface que:
i. P[τ−0 =∞] > 0.
ii. Para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo n ∈ N con n ≥ N se tiene que

1 ≤ (1 + ε)P[τ−0 =∞]E[τ+] + ε.

Demostración de la A�rmación. Emplearemos el hecho de que ĺım
n→∞

n∑
k=0

P[τ+ > k] <∞.

i. Procedamos por contradicción. Suponga que la a�rmación es falsa. Por el Teorema de Con-
tinuidad de la probabilidad se tiene que 0 = P[τ−0 = ∞] = ĺım

n→∞
P[τ−0 > n]. Entonces para

ε =
1

E[τ+] + 2
> 0 existe N ∈ N tal que

P[τ−0 > n] < ε,
∞∑

k=N+1

P[τ+ > k] < ε.

De esta última expresión, en conjunto con la ecuación (5.15), se tiene que

1 =
2N∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2N − k]

=
N∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2N − k] +
2N∑

k=N+1

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2N − k]

≤ ε
N∑
k=0

P[τ+ > k] +
2N∑

k=N+1

P[τ+ > k] ≤ εE[τ+] +
∞∑

k=N+1

P[τ+ > k] < ε(E[τ+] + 1) < 1

que es una contradicción. Por lo tanto P[τ−0 =∞] > 0.
ii. Fije ε > 0 arbitrario. Al igual que antes, se tiene que P[τ−0 = ∞] = ĺım

n→∞
P[τ−0 > n]. Por el

inciso anterior, se tiene que P[τ−0 = ∞] > 0, así que para ε > 0 existe N ∈ N tal que para
todo natural n ≥ N ocurre que

P[τ−0 > n] < (1 + ε)P[τ−0 =∞],
∞∑

k=n+1

P[τ+ > k] < ε.

Así que para cada n ∈ N con n ≥ N ocurre

1 =
2n∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2n− k]

=
n∑
k=0

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2n− k] +
2n∑

k=n+1

P[τ+ > k]P[τ−0 > 2n− k]

≤ (1 + ε)P[τ−0 =∞]

n∑
k=0

P[τ+ > k] +

2n∑
k=n+1

P[τ+ > k]

≤ (1 + ε)P[τ−0 =∞]E[τ+] +
∞∑

k=n+1

P[τ+ > k] < (1 + ε)P[τ−0 =∞]E[τ+] + ε.

Esto demuestra la A�rmación.

En el segundo inciso de la A�rmación, haciendo ε→ 0 se concluye que

1 ≤ P[τ−0 =∞]E[τ+]. (5.16)

Combinando las expresiones (5.15) y (5.16) se sigue que 1 = P[τ−0 =∞]E[τ+].

Así se tiene la conclusión en todos los casos.

De esta forma se obtiene la A�rmación 1.

(II) Es similar.
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�

Lema 11 (Wald). Considere τ un tiempo de paro respecto a {Fn}n∈N. Suponga que E[|X1|] < ∞ y que
E[|τ |] <∞. Se de�ne (P)-c.s la función F ,B(R)−medible Sτ : Ω→ R para cada ω ∈ Ω

Sτ (ω) = Sτω (ω).

Entonces

E[Sτ ] = E[X1]E[τ ]. (5.17)

Demostración. Inmediata. �

Proposición 14. Suponga que E[X1] = 0. Entonces

P
[
ĺım sup
n→∞

Sn =∞, ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

Demostración. Tenemos la siguiente

A�rmación. Se satisfacen las identidades E[τ+] =∞ y E[τ−] =∞.

Demostración de la A�rmación. Probaremos únicamente la primera identidad, la segunda se obtiene de la mis-
ma forma. Procedamos por contradicción. Suponga que E[τ+] <∞. Considere X+

1 y X−1 la parte positiva y la
parte negativa de X1 respectivamente. Observe que para cada r ∈ N ocurre que:

{τ+ = r} = {S0 ≤ 0, . . . , Sr−1 ≤ 0, Sr > 0}.

Por lo que τ+ es un tiempo de paro respecto a {Fn}n∈N. Entonces, por el Lema 11 se sigue que

E[Sτ+ ] = E[X1]E[τ+].

Por otro lado

E[X+
1 ] =

∫
Ω

(0χ{X1≤0} +X1χ{X1>0})dP ≥
∫

Ω

S1χ{τ+=1} ≥ 0.

También, por el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

E[Sτ+ ] =
∞∑
n=1

∫
Ω

Snχ{τ+=n}dP ≥
∫

Ω

S1χ{τ+=1} = E[X+
1 ] ≥ 0.

Combinando las ecuaciones anteriores se obtiene que

0 ≤ E[X+
1 ] ≤ E[Sτ+ ] = E[X1]E[τ+] = 0.

Entonces E[X+
1 ] = 0. De igual forma puede obtenerse que E[X−1 ] = 0. Por lo tanto E|X1| = 0. Luego X1 = 0

(P)-c.s, lo cuál contradice las hipótesis de que P[X1 > 0],P[X1 < 0] > 0. Por lo tanto, E[τ+] =∞.

De la A�rmación, y de la Proposición 13 se tiene que

1

P[τ−0 =∞]
= E[τ+] =∞ = E[τ−] =

1

P[τ+
0 =∞]

.

Por lo tanto, P[τ−0 =∞] = 0 = P[τ+
0 =∞], es decir P[τ−0 <∞] = 1 = P[τ+

0 <∞]. De acuerdo con los incisos
(II) y (IV) en el Lema 10 se concluye que

P
[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1 = P
[
ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]
.

Esto demuestra la Proposición. �
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5.3. Recurrencia para RWRE

Se introduce la notación general para una caminata aleatoria en ambientes aleatorios (RWRE).

Fije ω = (ω)r∈Z y x ∈ Z. El Teorema de Consistencia de Kolmogorov garantiza la existencia de una
medida de probabilidad Pxω en (RN,B(R)⊗N) y una cadena de Markov (Sωn )n∈N0 , tal que para cada i, j ∈ Z las
probabilidades de transición están determinadas por

Pxω[Sn+1 = j|Sn = i] =

 ωi si j = i+ 1
1− ωi si j = i− 1
0 en otro caso

y también Pxω[S0 = x] = 1. De hecho, las variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
que se utilizan para construir a la caminata aleatoria (Sωn )n∈N0

no dependen de ω. Entonces, por simplicidad
en la notación, se escribirá (Sn)n∈N0

en vez de (Sωn )n∈N0
para cada ω ∈ [0, 1]⊗Z. Realmente por la construcción

de las variables aleatorias en cuestión y el hecho de que toman valores en Z con probabilidad no nula, en vez de
(RN,B(R)⊗N) bastará considerar únicamente (ZN,B(Z)⊗N), donde B(Z) es la σ−álgebra de Borel en Z. Observe
que, bajo estas condiciones, {Sn}n∈N0 es una cadena de nacimiento y muerte bajo Pxω, así que los resultados de
la primera sección de este capítulo son válidos para este proceso. A ω se le llama el ambiente de la caminata
aleatoria con probabilidades de transición determinadas por la medida de probabilidad Pxω.

Denotaremos por Pω a P0
ω.

Para cada x ∈ Z consideremos Wx : [0, 1]⊗Z → [0, 1] de�nida como la x−ésima proyección de [0, 1]⊗Z en
[0, 1]. Considere Q : B([0, 1])⊗Z → R una medida producto en ([0, 1]⊗Z,B([0, 1])⊗Z) tal que {Wx}x∈Z sea una
sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Para cada ϕ : [0, 1]⊗Z → [0, 1] función (B([0, 1])⊗Z,B([0, 1]))−medible e integrable, denotamos por

EQ[ϕ] =

∫
[0,1]⊗Z

ϕ(ω)dQ(ω).

Observación 24. Fije B ∈ B([0, 1])⊗Z y x ∈ Z. Entonces la función de�nida en [0, 1]⊗Z, determinada por
ω 7→ Pxω[B] es una función (B([0, 1])⊗Z,B([0, 1]))−medible. Esto último se obtiene directamente del Lema de
Clases Monótonas.

Denote por (Ω,F) = ([0, 1]⊗Z,B([0, 1])⊗Z), G = B(Z)⊗N y F ∗ G = {A × B : A ∈ F , B ∈ G}. Se veri�ca
fácilmente que F ∗ G es una semiálgebra de subconjuntos de Ω × ZN tal que σ(F ∗ G) es igual a F ⊗ G, la
σ−álgebra producto.

Fije x ∈ Z. Es claro que la función (que está bien de�nida gracias a la Observación 24) P̂xQ : F ∗G → R dada
para cada A ∈ F y B ∈ G por

P̂xQ [A×B] =

∫
A

Pxω[B]dQ(ω).

satisface las propiedades de una medida de probabilidad.

Para cada C ∈ F ⊗ G y ω ∈ Ω de�namos C(ω) = {b ∈ ZN : (ω, b) ∈ C} ∈ G.

Con esta notación, se tiene que, por el Teorema 0.2 de [Wal00], P̂xQ puede extenderse a una única medida de

probabilidad PxQ : F ⊗ G :→ R en (Ω× ZN,F ⊗ G) tal que PxQ |F∗G = P̂xQ y para todo C ∈ F ⊗ G se tiene que

PxQ [C] =

∫
Ω

Pxω[C(ω)]dQ(ω).

Para cada ψ ∈ LK
1 (Ω× ZN,F ⊗ G,PxQ ) se escribe

ExQ [ψ] =

∫
Ω×ZN

ψdPxQ .
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Por simplicidad escribamos PQ = P0
Q y también EPQ

= EP0
Q
, donde EPQ

denota a la integral con respecto a la
medida PQ.

En lo restante, se supondrá que para cada x ∈ Z ocurre que 0 < Wx < 1 (Q)-c.s. De�nimos las variables
aleatorias Px : Ω→ [0, 1] como

Px =
1− Wx

Wx
.

Por independencia e idéntica distribución de {Wx}x∈Z en (Ω,F , Q), se tiene la independencia e idéntica
distribución de {Px}x∈Z. Es posible extender el dominio de Px a Ω×ZN con la misma regla de correspondencia,
la cual resulta ser una función (F ⊗ G,B([0, 1]))−medible.

Observación 25. Considere φ : Ω → [0, 1] una función (F ,B([0, 1]))−medible. De�namos φ̃ : Ω × ZN → [0, 1]
dada para (ω, t) ∈ Ω× ZN por

φ̃(ω, t) = φ(ω).

Note que φ̃ es una función (F ⊗ G,B([0, 1]))−medible, ya que para todo C ∈ B([0, 1]) se tiene que:

φ̃−1(C) = φ−1(C)× ZN ∈ F ⊗ G.

Abusando de la notación, se escribirá φ en lugar de φ̃.

Se a�rma que φ ∈ LK
1 (Ω,F , Q) si y sólo si φ̃ ∈ LK

1 (Ω× ZN,F ⊗ G,PQ). En tal caso ocurre

EQ[ϕ] =

∫
Ω

φ(ω)dQ(ω) =

∫
Ω×ZN

φ(ω, t)dPQ(ω, t) = EPQ
[ϕ]. (5.18)

En particular, estas a�rmaciones son aplicables a la sucesión {Px}x∈Z.

Demostración de la Observación. La medibilidad de φ en el dominio extendido, se tiene por la igualdad de
conjuntos previa. Resta veri�car la igualdad entre ambas integrales en la ecuación (5.18). Para ello, se utiliza
aproximación por funciones F ⊗ G−simples. Considere los siguientes casos:

Caso 1. φ = χA, donde A ∈ F . Observe que de las de�niciones de PQ se tiene que∫
Ω×ZN

φ(ω, t)dPQ(ω, t) =

∫
Ω×ZN

χA×ZN(ω, t)dPQ(ω, t) = PQ[A×ZN] =

∫
A

Pω[ZN]dQ(ω) = Q[A] =

∫
Ω

φ(ω)dQ(ω).

Caso 2. φ es una función F ⊗ G−simple. Se tiene del Caso 1 y la linealidad de la integral.

Caso 3. φ es una función (F ⊗ G,B([0, 1]))−medible no negativa. Se tiene inmediatamente del Caso 2 y el
Teorema de Convergencia Monótona.

Caso General. Es claro del Caso 3 para φ+ y φ−, la parte positiva y negativa de φ, respectivamente.

�

Al igual que antes, es posible extender el dominio de {Sn}n∈N0
a Ω×ZN, cuyas probabilidades de transición

están de�nidas para cada ω ∈ Ω. La información de la caminata aleatoria para ω ∈ Ω �jo, puede ayudar a
estudiar al proceso ahora variando ω ∈ Ω. Esto motiva la siguiente:

Definición 16 (Caminata Aleatoria en Ambientes Aleatorios (RWRE)). Sea x ∈ Z. Al proceso
estocástico construido {Sn}n∈N0 en el espacio (Ω× ZN,F ⊗ G,PxQ ) se le conoce como una caminata aleatoria
en ambientes aleatorios (RWRE).

Observación 26. Fije x ∈ Z. En general, el proceso estocástico construido en (Ω×ZN,F⊗G,PxQ ) no resulta ser
una cadena de Markov. Sin embargo, por construcción, para cada ω ∈ Ω, {Sn}n∈N0

sí es una caminata aleatoria
con dominio (ZN,G,Pxω).

Tenemos una de�nición adicional. Tiene que ver con una propiedad que será de bastante utilidad para los
subsecuentes resultados.

Definición 17. Sean δ > 0. En (Ω,F) diremos que Q tiene la propiedad de δ − elipticidad uniforme si para
todo y ∈ Z ocurre

Q[mı́n{Wy, 1− Wy} > δ] = 1. (5.19)
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Por simplicidad en la notación y algunos cálculos, en la mayor parte de los resultados subsecuentes, se
utilizará únicamente x = 0. Para el resto del capítulo, se supone que existe δ > 0 tal que Q satisface la condición
de δ−elipticidad uniforme.

Fije x ∈ Z. La idea del siguiente Teorema es mostrar que para analizar alguna propiedad de {Sn}n∈N0
bajo

PxQ , bastará que dicha propiedad se satisfaga (Pxω)-c.s para todo ω ∈ Ω excepto quizá para un conjunto de medida
Q−cero.

Teorema 31. Sean x ∈ Z y B ∈ F . Supongamos que Pxω[B] = 1 (Q)−c.s. Entonces PxQ [Ω×B] = 1.

Demostración. Inmediata de las de�niciones de PxQ . �

Como consecuencia del Teorema 31, para cada ϕ : ZN → Z función (G,B(Z))−medible con ϕ = ϕ({Sn}n∈N0
)

y C ∈ B(Z), si estos satisfacen Pxω[ϕ({Sn}n∈N0
) ∈ C] = 1 (Q)-c.s, entonces PxQ [ϕ({Sn}n∈N0

) ∈ C] = 1.

Teorema 32 (Recurrencia o Transitoriedad de RWRE). Bajo toda la notación se tiene que log(P0) ∈
LR

1 (Ω× ZN,F ⊗ G,PQ). Además

(I) Si EPQ
[log(P0)] < 0, entonces ĺım

n→∞
Sn = +∞ (PQ)−c.s.

(II) Si EPQ
[log(P0)] > 0, entonces ĺım

n→∞
Sn = −∞ (PQ)−c.s.

(III) Si EPQ
[log(P0)] = 0, entonces ĺım sup

n→∞
Sn = +∞ y ĺım inf

n→∞
Sn = −∞ (PQ)−c.s.

Demostración. En primer lugar, la integrabilidad de log[P0] se debe a la condición de δ−elipticidad uniforme:

δ

1− δ
≤ P0 =

1− Wx

Wx
≤ 1− δ

δ
(Q)− c.s.

es decir, log[P0] es una función acotada (Q)-c.s. Por la Observación 25, esta propiedad también se satisface
(PQ)-casi seguramente.

Se probará que las propiedades se satisfacen (P0
ω)-casi seguramente, para (Q)-casi seguramente todo ω ∈ Ω.

Para cada k ∈ Z de�namos las variables aleatorias Vk : Ω× ZN → R como

Vk =



k−1∑
i=0

log(Pi) si k ≥ 1

0 si k = 0
−1∑
i=k

− log(Pi) si k ≤ −1

.

Note que, por independencia e idéntica distribución de {Px}x∈Z bajo Q, se tiene que {log(Px)}x∈Z también lo
es. De hecho, el argumento de integrabilidad de log[P0] bajo Q permite asegurar que {log(Px)}x∈Z ⊆ LK

1 (Ω,F , Q).
Por la ecuación (5.18), para todo k ∈ Z\{0} se satisface:

EPQ

[
Vk

k

]
= EQ

[
Vk

k

]
= EQ[log(P0)] = EPQ

[log(P0)].

Entonces, por la Ley Fuerte de los Grandes Números, se tiene que

ĺım
n→∞

Vn

n
= EPQ

[log(P0)], ĺım
n→−∞

Vn

n
= EPQ

[log(P0)] (Q)− c.s. (5.20)

Por la Observación 25, esta propiedad también se cumple (PQ)-casi seguramente.

(I) Suponga que α = EPQ
[log(P0)] < 0. Por la ecuación (5.20) se tiene que existe un natural N tal que para

todo n ≥ N ocurre que

3α

2
n < Vn <

α

2
n < 0 (Q)− c.s,

y también
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0 < −α
2
n < V−n < −

3α

2
n (Q)− c.s.

Como exp

(
α

2

)
< 1 y exp

(
−α

2

)
≥ 1, entonces

∞∑
n=N

exp(Vn) ≤
∞∑
n=N

[
exp

(
α

2

)]n
<∞ (Q)− c.s,

y

−N∑
n=−∞

exp(Vn) =
∞∑
n=N

exp(V−n) ≥
∞∑
n=N

[
exp

(
−α

2

)]n
=∞ (Q)− c.s.

Fije ω ∈ Ω que satisfaga ambas condiciones.

Por el inciso (III) en la Proposición 11 y lo anterior, se tiene que para cada natural k

P0
ω[Tk <∞] =

1 +

k∑
n=1

exp(V (n)(ω))

0∑
n=−∞

exp(V (n)(ω))


−1

= 1.

Considere τ+
0 de�nida en las ecuaciones (5.13). Note que, como P0

ω[S0 = 0], para cada natural k > 0 se
tiene que {Tk <∞} ⊆ {τ+

0 <∞}.

Así que 1 = P0
ω[Tk < ∞] ≤ P0

ω[τ+
0 < ∞] ≤ 1. Luego 1 = P0

ω[τ+
0 < ∞]. Entonces, por el Lema 10, esto

implica que P0
ω

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

De la misma forma, se puede probar que para todo entero m < 0 se tiene que P0
ω[Tm < ∞] < 1 y con

ello P0
ω[τ−0 <∞] < 1. Por el Lema 10 se obtiene que P0

ω

[
ĺım inf
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

Entonces P0
ω

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞, ĺım inf
n→∞

Sn = +∞
]

= 1 (Q)-c.s. Por el Teorema 31 se concluye que

PQ

[
ĺım
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

(II) Es similar a la prueba del inciso (I).

(III) Suponga que EPQ
[log(P0)] = 0. Por la Observación 25 se tiene que EQ[log(P0)] = 0. En este ca-

so, {log(Px)}x∈Z es una sucesión de variables aleatorias idénticamente distribuidas en (Ω,F , Q) con
EQ[log(P0)] = 0. Por la Proposición 14 se tiene que

Q

[
ĺım sup
n→∞

Vn =∞, ĺım inf
n→∞

Vn = −∞
]

= 1.

Entonces

∞∑
n=1

exp(Vn) =∞ =
∞∑
n=1

exp(−Vn) (Q)− c.s.

Por la idéntica distribución de {Wk}k∈Z bajo Q, se tiene que {Pn}n≥0 y {P−n}n≥0 son idénticamente
distribuidas bajo Q. Luego
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Q

[
ĺım sup
n→∞

V−n =∞, ĺım inf
n→∞

V−n = −∞
]

= Q

[
ĺım sup
n→∞

Vn =∞, ĺım inf
n→∞

Vn = −∞
]

= 1.

Así que

−1∑
n=−∞

exp(Vn) =
∞∑
n=1

exp(V−n) =∞ (Q)− c.s.

Fije ω ∈ Ω que satisfaga las condiciones previas. Razonando como en el inciso (I), se obtiene que

1 = P0
ω[τ+

0 <∞] y por el Lema 10 se tiene que P0
ω

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞
]

= 1.

Así mismo, por el inciso (III) de la Proposición 11 se tiene que para todo entero k < 0

P0
ω[Tk <∞] =

1 +

0∑
n=k+1

exp(V (n)(ω))

∞∑
n=1

exp(V (n)(ω))


−1

= 1

Utilizando la ecuación (5.13) también se tiene que {Tk <∞} ⊆ {τ−0 <∞} y con ello que 1 = P0
ω[τ−0 <∞].

Por el Lema 10 se obtiene que P0
ω

[
ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

Entonces P0
ω

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞, ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1 (Q)-c.s. Por el Teorema 31 se concluye que

PQ

[
ĺım sup
n→∞

Sn = +∞, ĺım inf
n→∞

Sn = −∞
]

= 1.

�

5.4. Ley Fuerte de los Grandes Números para RWRE

En esta sección se enuncia y se prueba la Ley Fuerte de los grandes números para RWRE.

En primer lugar, se introduce la notación necesaria para esta sección.

Considere θ : Ω→ Ω la única función (F ,F)−medible tal que para todo r ∈ Z se tiene que

Wr ◦ θ = Wr+1

A θ se le conoce como el corrimiento bilateral en (Ω,F). De forma similar a la Proposición 6 del Capítulo
2, se tiene que, por la independencia e idéntica distribución de {Wx}x∈Z bajo Q, θ es una transformación
Q−preservadora de medida.

Observe que para todo x ∈ Z se tiene que Px ◦ θ = Px+1, Px ◦ θ−1 = Px−1.

Recordando al proceso {Sn}n∈N0
construido en (Ω×ZN,F⊗G) y con espacio de estados Z, para cada n ∈ N0

se de�ne a la función Sn : Ω× ZN → Ω como sigue:

Sn(ω, t) = θSn(t)(ω) ∀(ω, t) ∈ Ω× ZN.

Se veri�ca de inmediato que Sn es una función (F ⊗ G,F)−medible.

Así mismo, para cada ω ∈ Ω se de�ne S
ω

n : ZN → Ω como

S
ω

n(t) = Sn(ω, t) = θSn(t)(ω) ∀t ∈ ZN.

que es una función (G,F)−medible.
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Para cada n ∈ N consideraremos las siguientes σ−álgebras de subconjuntos de Ω×ZN contenidas en F ×G:

Fn = σ(S0, . . . , Sn) := σ({S−1

i (A) : A ∈ F , i = 0, . . . , n}),

Gn = σ(Sn),

y para cada ω ∈ Ω las siguientes son σ−álgebras de subconjuntos de ZN contenidas en G:

Fn(ω) = σ(S
ω

0 , . . . , S
ω

n) := σ({Sω
−1

i (A) : A ∈ F , i = 0, . . . , n}),

Gn(ω) = σ(S
ω

n),

Hn(ω) = σ(Sω0 , . . . , S
ω
n ),

Jn(ω) = σ(Sωn ).

Observe que {Fn}n∈N0 es una �ltración en (Ω×ZN,F ⊗G,PQ) y para cada ω ∈ Ω se tiene que {Fn(ω)}n∈N0

es una �ltración en (ZN,G,P0
ω). También, por construcción, {Sωn}n∈N0 es un {Hn(ω)}n∈N0−proceso de Markov.

Para toda función f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada, de�namos la función Tf : Ω→ R como

Tf = W0(f ◦ θ) + (1− W0)(f ◦ θ−1) (5.21)

donde θ−1 denota a la función inversa de θ en Ω. Resulta que Tf es una función (F ,B(R))−medible y
acotada, más aún, Tf ∈ LR

0 (Ω,F , Q).

Para ω ∈ Ω se escribirá E0,ω para denotar a la integral respecto a la medida de probabilidad P0
ω en (ZN,G).

Previo a los resultados de esta sección, se presentan dos de�niciones que serán de vital importancia más
adelante.

Definición 18 (Proceso de Markov). Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y {Fn}n∈N una �ltración
respecto a F . Sea {Xn}n∈N una sucesión de funciones (F ,B(R))−medibles tales que para todo n ∈ N se tiene
que Xn es una función (Fn,B(R))−medible. Entonces (Xn)n∈N es un {Fn}n∈N − proceso de Markov si para
toda función f ∈ LR

0 (Ω,F ,P) acotada y n ∈ N ocurre que

EP[f(Xn+1)|Fn] = EP[f(Xn+1)|σ(Xn)],

donde σ(Xn) denota a la σ−álgebra generada por la función Xn.

Definición 19 (Martingalas). Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y {Fn}n∈N una �ltración respecto
a F . Sean {Xn}n∈N una sucesión de funciones F ,B(R)−medibles. Diremos que {Xn}n∈N es una {Fn}n∈N −
martingala si para todo n ∈ N se satisfacen:

i. Xn es una función (Fn,B(R))−medible.

ii. Xn ∈ LR
1 (Ω,F ,P).

iii. EP[Xn+1|Fn] = Xn (P)−c.s.

Lema 12. Fije ω ∈ Ω y n ∈ N. Entonces

(a) Para toda función f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada ocurre

E0,ω[f(S
ω

n+1)|Jn(ω)] = Tf(S
ω

n) (P0
ω)− c.s. (5.22)
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(b) Para cualesquiera f0, f1, . . . , fn, fn+1 ∈ LR
0 (Ω,F) acotadas se tiene que

E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)fn+1(S
ω

n+1)] = E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)Tfn+1(S
ω

n)] (5.23)

(c) Para toda función f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada tenemos

E0,ω[f(S
ω

n+1)|Fn(ω)] = Tf(S
ω

n) = E0,ω[f(S
ω

n+1)|Gn(ω)] (P0
ω)− c.s. (5.24)

Demostración. Sean n ∈ N y ω = (ωx)x∈Z ∈ Ω arbitrarios. De�na la función α : Ω× Z→ Ω como

α(ω, r) = θr(ω) ∀(ω, r) ∈ Ω× Z,

que es una función (F ⊗ B(Z),F)−medible.

Para ω ∈ Ω considere αω : Z→ Ω dada como

αω(r) = α(ω, r) = θr(ω) ∀r ∈ Z,

que es una función (B(Z),F)−medible.

(a) Sea f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada. Considere la función ψ : Z→ R dada como

ψ(r) = E0,ω[f(S
ω

n+1)|Sωn = r] ∀r ∈ Z.

Observe que para cada r ∈ Z se tiene que

ψ(r) = E0,ω[(f ◦ αω)(Sωn+1)|Sωn = r] =
∑
t∈Z

(f ◦ αω)(t)P0
ω[Sωn+1 = t|Sωn = r]

= ωr(f ◦ αω)(r + 1) + (1− ωr)(f ◦ αω)(r − 1) = (W0(θr))f(θr+1(ω)) + (1− W0(θr))f(θr−1(ω))

= Tf(θr(ω)).

Por la de�nición de esperanza condicional ocurre que

E0,ω[f(S
ω

n+1)|Jn(ω)] = ψ(Sωn ) = Tf(θS
ω
n (ω)) = Tf(S

ω

n) (P0
ω)− c.s.

(b) Sean f0, f1, . . . , fn, fn+1 ∈ LR
0 (Ω,F) acotadas. Observe que para cada i ∈ {0, . . . , n} se tiene que

fi(S
ω

i ) = (fi ◦ αω)(Sωi ), que son funciones (Hn(ω),B(R))−medibles.

Como (Sωn )n∈N0
es un {Hn(ω)}n∈N0

−proceso de Markov, por las propiedades de esperanza condicional y
el inciso (a), se tiene que

E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)fn+1(S
ω

n+1)] = E0,ω[E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)fn+1(S
ω

n+1)|Hn(ω)]]

= E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)E0,ω[fn+1(S
ω

n+1)|Hn(ω)]]

= E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)E0,ω[fn+1(S
ω

n+1)|Jn(ω)]]

= E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)Tfn+1(S
ω

n)].

(c) Probaremos únicamente la primera identidad, ya que la segunda se obtiene de forma similar. Fije f ∈
LR

0 (Ω,F) acotada. Para probar la identidad requerida, se utiliza la de�nición de esperanza condicional.

En primer lugar, observe que Tf(S
ω

n) es una función (Fn(ω),B(R))−medible, pues

Tf(S
ω

n) = W0(f ◦ θ ◦ αω)(Sωn ) + (1− W0)(f ◦ θ−1 ◦ αω)(Sωn ).

Resta probar que para todo B ∈ Fn(ω) se tiene que

E0,ω[χBTf(S
ω

n)] = E0,ω[χBf(S
ω

n+1)].

Para ello, sea B ∈ Fn(ω) arbitrario �jo. Por la de�nición de Fn(ω), puede suponerse sin pérdida de

generalidad que B =
n⋂
i=0

S
ω−1

i (Bi), donde Bi ∈ F , i = 0, . . . , n, ya que el resultado general se obtiene a

partir del Lema de Clases Monótonas aplicado a la clase monótona
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{B ∈ F : E0,ω[χBTf(S
ω

n)] = E0,ω[χBf(S
ω

n+1)]}

que contiene a Fn(ω).

Note que para cada i = 0, . . . , n se tiene que χBi ∈ LR
0 (Ω,F) y que χBi ◦ S

ω

i = χ
S
ω−1

i (Bi)
. Del inciso (b) se

obtiene que

E0,ω[χBTf(S
ω

n)] = E0,ω[χ
S
ω−1

0 (B0)
· · ·χ

S
ω−1

n (Bn)
Tf(S

ω

n)] = E0,ω[χB0(S
ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)Tf(S
ω

n)]

= E0,ω[χB0
(S

ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)f(S
ω

n+1)] = E0,ω[χBf(S
ω

n+1)]

De la de�nición de esperanza condicional se concluye que

E0,ω[f(S
ω

n+1)|Fn(ω)] = Tf(S
ω

n) (P0
ω)− c.s.

�

Teorema 33. Los siguientes enunciados son verdaderos:

(I) Para cada ω ∈ Ω: {Sωn}n∈N0 es un {Fn(ω)}n∈N0−proceso de Markov.

(II) {Sn}n∈N0
es un {Fn}n∈N0

−proceso de Markov.

Demostración.

(I) Con la de�nición de {Fn}n∈N0
−proceso de Markov y el inciso (c) del Lema 12 se obtiene la conclusión.

(II) Probaremos la siguiente

A�rmación. Sea n ∈ N0.

i. Para cualesquiera f0, f1, . . . , fn, fn+1 ∈ LR
0 (Ω,F) acotadas:

EPQ
[f0(S0) · · · fn(Sn)fn+1(Sn+1)] = EPQ

[f0(S0) · · · fn(Sn)Tfn+1(Sn)] (5.25)

ii. Para toda función f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada:

EPQ
[f(Sn+1)|Fn] = Tf(Sn) = EPQ

[f(Sn+1)|Gn] (PQ)− c.s. (5.26)

Demostración de la A�rmación. Fije n ∈ N0.

i. Sean f0, f1, . . . , fn, fn+1 ∈ LR
0 (Ω,F) acotadas. Por la ecuación (5.23) del Lema 12 se tiene que

EPQ
[f0(S0) · · · fn(Sn)fn+1(Sn+1)] =

∫
Ω

(∫
ZN
f0(S

ω

0 (t)) · · · fn(S
ω

n(t))fn+1(S
ω

n+1(t))dP0
ω(t)

)
dQ(ω)

=

∫
Ω

E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)fn+1(S
ω

n+1)]dQ(ω)

=

∫
Ω

E0,ω[f0(S
ω

0 ) · · · fn(S
ω

n)Tfn+1(S
ω

n)]dQ(ω)

=

∫
Ω

(∫
ZN
f0(S

ω

0 (t)) · · · fn(S
ω

n(t))Tfn+1(S
ω

n(t))dP0
ω(t)

)
dQ(ω)

= EPQ
[f0(S0) · · · fn(Sn)Tfn+1(Sn)]

ii. Se procede de forma similar a la prueba del inciso (c) del Lema 12. Así se obtiene la A�rmación.

Por el inciso (II) de la A�rmación y la de�nición de un {Fn}n∈N0
−proceso de Markov se tiene el resultado.

�
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Denotemos por Ω = ΩN0 , F = F⊗N0 al espacio producto (Ω,F)⊗N0 . Para cada n ∈ N0 denote por Wn : Ω→ Ω
a la n−ésima proyección de Ω en Ω. Como en el Capítulo 2, si

SΩ =

{ n⋂
i=0

W
−1
i (Ai) : Ai ∈ F , i = 0, . . . , n, n ∈ N0

}

entonces SΩ es una semiálgebra de subconjuntos de Ω tal que σ(SΩ) = F .

Consideremos θ : Ω→ Ω la única función (F ,F)−medible tal que para todo r ∈ N0

Wr ◦ θ = Wr+1

De�namos Φ : Ω× ZN → Ω para cada (ω, t) ∈ Ω× ZN con

Φ(ω, t) = (Sm(ω, t))m∈N0

que es una función (F ⊗ G,F)−medible.

Note que para cada r ∈ N0 se tiene que Wr ◦ Φ = Sr.

Sea ν : F → R una medida de probabilidad absolutamente continua respecto a Q (lo cual se denotará por
Q� ν). Sea Pν : F ⊗ G → R de�nida para cada A ∈ F ⊗ G por

Pν [A] =

∫
Ω

P0
ω[Aω]dν(ω)

donde para ω ∈ Ω se tiene que Aω = {t ∈ ZN : (ω, t) ∈ A}.

Diremos que ν es una medida T−invariante en (Ω,F) si para toda función f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada se satisface

que ∫
Ω

Tfdν =

∫
Ω

fdν.

Lema 13. Sea ν una medida de probabilidad en (Ω,F) con Q � ν y T−invariante. Entonces se tienen las
siguientes a�rmaciones:

(I) Para cada ω ∈ Ω la función Tω : F → R de�nida como

Tω(B) = TχB(ω) = W0(ω)χB(θ(ω)) + (1− W0)(ω)χB(θ−1(ω)) ∀B ∈ F

es una medida de probabilidad en (Ω,F).

(II) Para cada ω ∈ Ω existe una medida de probabilidad en (Ω,F), Pω : F → R tal que para todo B ∈ SΩ con

B =
n⋂
i=0

W
−1
i (Bi) y Bi ∈ F , i = 0, . . . , n se tiene que

Pω[B] = Pω
[ n⋂
i=0

W
−1
i (Bi)

]
= χB0

(ω)

(∫
B1

· · ·
(∫

Bn

dTωn−1(ωn)

)
· · · dTω(ω1)

)

y θ es una transformación Pω−preservadora de medida.

(III) La función Pν : F → R de�nida para cada A ∈ F como

Pν [A] =

∫
Ω

Pω[A]dν(ω)

es una medida de probabilidad en (Ω,F) tal que Pν = Pν ◦ Φ−1.

(IV) ν � Q.

Demostración.
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(I) Fije ω ∈ Ω. Observe primero que
Tω(∅) = Tχ∅(ω) = 0.

Tω(Ω) = TχΩ(ω) = 1.

Por otro lado, para cualquier sucesión de conjuntos disjuntos (Bm)m∈N ⊆ F , de�nimos B =
∞⊎
m=1

Bm y

obtenemos que

Tω

( ∞⊎
m=1

Bm

)
= Tω(B) = W0(ω)χB(θ(ω)) + (1− W0(ω))χB(θ−1(ω))

= W0(ω)
∞∑
m=1

χBm(θ(ω)) + (1− W0(ω))
∞∑
m=1

χBm(θ−1(ω))

=
∞∑
m=1

[W0(ω)χBm(θ(ω)) + (1− W0(ω))χBm(θ−1(ω))] =
∞∑
m=1

Tω(Bm).

Por lo tanto Tω es una medida de probabilidad en (Ω,F).

(II) Fije ω ∈ Ω. De�namos Pω : SΩ → R como sigue: Para B ∈ SΩ con B =
n⋂
i=0

W
−1
i (Bi) y Bi ∈ F ,

i = 0, . . . , n,

Pω
[ n⋂
i=0

W
−1
i (Bi)

]
= E0,ω[χB0(S

ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)].

Se veri�ca de inmediato que Pω es una función �nitamente aditiva, así que por el Teorema 0.2 de [Wal00],
esta función se puede extender a una medida en (Ω,F) tal que

Pω[Ω] = Pω[W
−1
0 (Ω)] = χΩ(ω) = 1.

A�rmación 1. Para todo n ∈ N0, B0, . . . , Bn ∈ F y ω ∈ Ω se tiene que:

(a)

E0,ω[χB0
(S

ω

1 ) · · ·χBn(S
ω

n+1)] = E0,ω[χB0
(S

ω

1 ) · · ·χBn−1
(S

ω

n)TχBn(S
ω

n)]

= T (χB0
T (χB1

(· · · (TχBn) · · · )))(ω).

(b)

E0,ω[χB0(S
ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)] = χB0(ω)T (χB1T (χB2(· · · (TχBn) · · · )))(ω).

Demostración de la A�rmación 1. Este resultado se obtiene de forma exhaustiva por medio del Lema
12. Es claro que el inciso (b) es consecuencia inmediata de (a). Así que sólo resta probar (a).

(a) Se estudian únicamente los casos n = 0, 1, 2.

Caso n = 0. Por el inciso (b) del Lema 12 se tiene que

E0,ω[χB0
(S

ω

1 )] = E0,ω[TχB0
(S

ω

0 )] = TχB0
(ω)

Caso n = 1. Por el inciso (b) del Lema 12 se tiene

E0,ω[χB0(S
ω

1 )χB1(S
ω

2 )] = E0,ω[χB0(S
ω

1 )TχB1(S
ω

1 )] = E0,ω[(χB0TχB1)(S
ω

1 )]

= E0,ω[T (χB0
TχB1

)(S
ω

0 )] = T (χB0
TχB1

)(ω)

Caso n = 2. Por la ecuación (5.25) se obtiene

E0,ω[χB0(S
ω

1 )χB1
(S

ω

2 )χB2
(S

ω

3 )] = E0,ω[χB0
(S

ω

1 )χB1
(S

ω

2 )TχB2
(S

ω

2 )]

= E0,ω[χB0
(S

ω

1 )(χB1
TχB2

)(S
ω

2 )]

= E0,ω[χB0(S
ω

1 )T (χB1
TχB2

)(S
ω

1 )] =

= E0,ω[T (χB0
T (χB1

TχB2
))(S

ω

0 )] = T (χB0
T (χB1

TχB2
))(ω).

De forma similar se obtiene el resultado en los casos restantes.
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Se sigue la A�rmación 1.

Note que el inciso (b) de la A�rmación 1 coincide con el resultado buscado para la expresión de Pω en
SΩ.

(III) Observe primero que, por la de�nición, tenemos que para todo B ∈ F la función ω 7→ Pω[B] es
(F ,B(R))−medible. Así que Pν está bien de�nida. Se veri�ca inmediatamente, mediante el Teorema de
Convergencia Monótona (en (Ω,F , ν)), que Pν es una medida de probabilidad en (Ω,F).

Probemos ahora que Pν = Pν ◦ Φ−1. Note que, de acuerdo a la de�nición de F , será su�ciente probar
que Pν |SΩ = Pν ◦Φ−1|SΩ ya que el resultado general puede obtenerse con el Lema de Clases Monótonas.

Sea B ∈ SΩ con B =
n⋂
i=0

W
−1
i (Bi), donde Bi ∈ F , i = 0, . . . , n. Entonces

Pν [B] = Pν
[ n⋂
i=0

W
−1
i (Bi)

]
=

∫
Ω

Pω
[ n⋂
i=0

W
−1
i (Bi)

]
dν(ω) =

∫
Ω

E0,ω[χB0
(S

ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)]dν(ω)

=

∫
Ω

P0
ω

[ n⋂
i=0

S
ω−1

i (Bi)

]
dν(ω) = Pν

[ n⋂
i=0

S
−1

i (Bi)

]
= Pν ◦ Φ−1[B].

Por lo que Pν = Pν ◦ Φ−1.

Finalmente, veri�camos que θ es una transformación Pν−preservadora de medida. Para ello, recurrimos
al Teorema 1, y al hecho de que SΩ es una semiálgebra de subconjuntos de Ω tal que σ(SΩ) = F . De
acuerdo con dicho resultado, es su�ciente comprobar que para todo B ∈ SΩ se tiene que θ

−1
[B] ∈ F y

que Pν [θ
−1

[B]] = Pν [B].

Sea B ∈ SΩ con B =
n⋂
i=0

W
−1
i (Bi), donde Bi ∈ F , i = 0, . . . , n. Note que θ

−1
[B] =

n⋂
i=0

W
−1
i+1(Bi) ∈ F , por

la de�nición de F . Luego, como ν es una medida T−invariante, por la A�rmación 1, se tiene que

Pν [θ
−1

(B)] = Pν
[ n⋂
i=0

W
−1
i+1(Bi)

]
=

∫
Ω

Pω
[ n⋂
i=0

W
−1
i+1(Bi)

]
dν(ω) =

∫
Ω

χΩ(ω)E0,ω[χB0
(S

ω

1 ) · · ·χBn(S
ω

n+1)]dν(ω)

=

∫
Ω

T (χB0T (χB1(· · · (TχBn) · · · )))(ω)dν(ω) =

∫
Ω

χB0T (χB1(· · · (TχBn) · · · ))(ω)dν(ω)

=

∫
Ω

E0,ω[χB0
(S

ω

0 ) · · ·χBn(S
ω

n)]dν(ω) =

∫
Ω

P0
ω

[ n⋂
i=0

S
ω−1

i (Bi)

]
dν(ω) = Pν

[ n⋂
i=0

S
−1

i (Bi)

]
= Pν ◦ Φ−1[B] = Pν [B].

Por la elección arbitraria de B ∈ SΩ y el Teorema 1, se concluye que θ es una transformación
Pν−preservadora de medida.

(IV) Por hipótesis se tiene que Q � ν. Sea f =
dν

dQ
la derivada de Radon-Nikodym de ν con respecto a Q.

Observe que f es una función (F ,B(R))−medible no negativa.

Se a�rma que Q[f−1({0})] = 0. Para probar esto, de�na C = f−1({0}) = {ω ∈ Ω : f(ω) = 0}. Como ν
es una medida T−invariante, entonces

0 =

∫
Ω

fχCdQ = ν[C] =

∫
Ω

χCdν =

∫
Ω

TχCdν =

∫
Ω

fTχCdQ.

Como fTχC ≥ 0 (Q)-c.s, esto implica que fTχC = 0 (Q)-c.s. Entonces fχCcTχC = 0 (Q)-c.s, y desde
que f 6= 0 en Cc, esto signi�ca que χCcTχC = 0 (Q)-c.s, donde Cc denota el complemento de C.
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Por otro lado, TχC ≤ 1, así que

χC ≥ χCTχC = TχC = W0(χC ◦ θ) + (1− W0)(χC ◦ θ−1) ≥ W0(χC ◦ θ) (Q)− c.s.

A�rmamos que χC ≥ χC ◦ θ (Q)-c.s. Para demostrar esta desigualdad, procedemos por contradicción.
Suponga que existe ω ∈ Ω tal que χC(ω) ≥ W0(χC ◦ θ)(ω) y que 0 ≤ χC(ω) < (χC ◦ θ)(ω). Esto signi�ca
que χC(ω) = 0 y (χC ◦ θ)(ω) = 1. Luego, 0 = χC(ω) ≥ W0(χC ◦ θ)(ω) = W0(ω)(ω) por las hipótesis
generales, que es una contradicción. Por lo tanto, χC ≥ χC ◦ θ (Q)-c.s.

Como θ es una transformación Q−preservadora de medida ocurre que∫
Ω

(χC − (χC ◦ θ))dQ = 0.

Por lo anterior, se obtiene que χC = χC ◦ θ (Q)-c.s.Al repetir este proceso inductivamente, se obtiene que
para todo n ∈ Z

χC = χC ◦ θn = χθ−n(C) (Q)− c.s.

De�na C̃ =
⋂
n∈Z

θ−n(C) ∈ F . Note que χC = χC̃ (Q)-c.s y que θ−1(C̃) =
⋂
n∈Z

θ−(n+1)(C) = C̃.

Como θ es una transformación Q−ergódica, entonces θ−1(C̃) = C̃, lo que signi�ca que Q[C] ∈ {0, 1}.

Se a�rma que Q[C̃] = 0. Procedamos por contradicción. Suponga que Q[C̃] = 1. Entonces
Q[Cc] = Q[C̃c] = 0. Como Q � ν y Q[C̃] = 0, se tiene que ν[Cc] = 0 = ν[C]. Luego,
1 = ν[Ω] = ν[C] + ν[Cc] = 0, que es una contradicción. Por ello, Q[C̃] = 0 = Q[C].

Concluimos que
1

f
es una función bien de�nida (Q)-c.s y (F ,B(R))−medible. Por las propiedades de la

derivada de Radon-Nikodym, se concluye que ν � Q y que, de hecho
dQ

dν
=

1

f
=

(
dν

dQ

)−1

.

�

Notación 27. Para cada n ∈ N0 escribimos F ′n = σ(W0, . . . , Wn) ⊆ F , G′n = σ(Wn) ⊆ F . Denote por EPν a la
integral en (Ω,F ,Pν).

Previo a enunciar el resultado que establece que θ es una transformación Pν−ergódica en Ω, se enunciará el
siguiente teorema, cuya prueba se puede encontrar en el Teorema 3.3.7 de [Kni09].

Definición 20. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y {Xi}i∈I una sucesión de funciones
(F ,B(R))−medibles, donde I es un conjunto de indices. Diremos que {Xi}i∈I es una colección de funciones
uniformemente integrables si {Xi}i∈I ⊆ LR

1 (Ω,F ,P) y

ĺım
c→∞

sup
i∈I

{∫
{|Xi|≥c}

|Xi|dP
}

= 0.

Teorema 34 (Teorema de Convergencia de Doob para Martingalas). Sean (Ω,F ,P) un espacio
de probabilidad, {Fn}n∈N una �tración en F y {Xn}n∈N una {Fn}n∈N−martingala. Se tiene que {Xn}n∈N es
uniformemente integrable si y sólo si existe X ∈ LR

1 (Ω,F ,P) tal que la sucesión {Xn}n∈N converge a X en
LR

1 (Ω,F ,P).

Demostración. Se puede consultar en [Kni09]. �

Notación 28. De forma similar, para cada n ∈ N0 escribimos F ′n = σ(W0, . . . , Wn) ⊆ F , G′n = σ(Wn) ⊆ F .
Denote por EPν a la integral en (Ω,F ,Pν).



128

Tenemos el siguiente resultado:

Proposición 15. θ es una transformación Pν−ergódica.

Demostración. Para demostrar la proposición, de acuerdo con la De�nición, debe veri�carse que para todo
A ∈ F con θ

−1
(A) = A se satisface Pν [A] ∈ {0, 1}.

Observe que SΩ es una semiálgebra de subconjuntos de Ω tal que σ(SΩ) = F y que

{A ∈ F : θ
−1

(A) = A =⇒ Pν [A] ∈ {0, 1}}

es una clase monótona que contiene a SΩ, por lo que es su�ciente veri�car la de�nición de ergodicidad para SΩ.

Sea A ∈ SΩ con A =
m⋂
i=0

W−1
i (Ai), donde Ai ∈ F , i = 0, . . . ,m y θ

−1
(A) = A. La prueba se obtiene de forma

exhaustiva para cada valor de n ∈ N0, por lo que, para simpli�car los cálculos, se supondrá que m = 1. De�na
la función φ : Ω→ R dada para cada ω ∈ Ω por

φ(ω) = Pω[A] = E0,ω[χA0
(S

ω

0 )χA1
(S

ω

1 )] = (χA0
TχA1

)(ω),

que es una función (F ,B(R))−medible.

Considere a la sucesión de funciones (F ,B(R))−medibles dada por {φ(Wn)}n∈N0 .

A�rmación. {φ(Wn)}n∈N0 satisface las siguientes propiedades:

(a) Para cada n ∈ N0 ocurre que φ(Wn) = EPν [χA|F ′n] = EPν [χA|G′n].

(b) {φ(Wn)}n∈N0
es una {F ′n}n∈N0

−martingala.

(c) ĺım
n→∞

φ(Wn) = χA (Pν)-c.s.

(d) Existe B ∈ F tal que

i. Pν ◦ W
−1
0 = ν.

ii. χB = φ.
iii. TχB(W0) = EPν [χB(W1)|F ′0] = χB(W0) (Pν)-c.s.
iv. TχB = χB (ν)-c.s.
v. θ−1(B) = B.

Demostración de la A�rmación.

(a) Probaremos solo la primera igualdad, dado que la segunda se obtiene de forma análoga. La prueba consiste
en veri�car directamente la de�nición de esperanza condicional. Fije n ∈ N0.

Es claro que φ(Wn) es una función F ′n−medible. Resta veri�car que para todo C ∈ F ′n se tiene que

EPν [χCφ(Wn)] = EPν [χCχA].

Sea C ∈ F ′n. Sin pérdida de generalidad, suponga que C =
m⋂
i=0

W−1
i (Ai), donde Ai ∈ F , i = 0, . . . , n.

Por el Lema 7 del Capítulo 3, adaptando la prueba de la ecuación (5.25) a ν y el inciso (III) del Lema 13
se tiene que

EPν [χCφ(Wn)] =

∫
Ω

χCφ(Wn)dPν =

∫
Ω

χCφ(Wn)d(Pν ◦ Φ−1) =

∫
Ω×ZN

(χC ◦ Φ)φ(Wn ◦ Φ)dPν

=

∫
Ω×ZN

χC0
(S0) · · ·χCn(Sn)χA0

(Sn)TχA0
(Sn)dPν

= EPν [χC0
(S0) · · ·χC0

(Sn)χCn∩A0
(Sn)TχA0

(Sn)]

= EPν [χC0
(S0) · · ·χC0

(Sn)χCn∩A0
(Sn)χA0

(Sn+1)] = EPν [(χC ◦ Φ)χ
S
−1
n (A0)

χ
S
−1
n+1(A1)

].
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Por otro lado, como θ
−1

(A) = A, tenemos que θ
−n

(A) = A. Así que

A =
1⋂
i=0

θ
−n

(W
−1
i (Ai)) =

1⋂
i=0

W
−1
i+n(Ai),

y además

Φ−1(A) =
1⋂
i=0

(Wi+n ◦ Φ)−1(Ai) =
1⋂
i=0

S
−1

i+n(Ai).

Por el Lema 7,

EPν [χCφ(Wn)] = EPν [(χC ◦ Φ)χ
S
−1
n (A0)

χ
S
−1
n+1(A1)

] = EPν [(χC ◦ Φ)χΦ−1(A)] = EPν [(χC ◦ Φ)(χA ◦ Φ)]

= EPν [χAχC ].

Por la de�nición de esperanza condicional se obtiene el inciso (a).

(b) Emplearemos la de�nición de {F ′n}n∈N0
−martingalas. En primer lugar, es claro que para todo n ∈ N0

φ(Wn) es una función F ′n−medible que satisface φ(Wn) ≤ 1 (Pν)-c.s, así que φ(Wn) ∈ LR
1 (Ω,F ,Pν).

Por la propiedad de torre para la esperanza condicional, para cada n ∈ N0, F ′n ⊆ F ′n+1 implica que

EPν [φ(Wn+1)|F ′n] = EPν [EPν [χA|F ′n+1]|F ′n] = EPν [χA|F ′n] = φ(Wn) (Pν)− c.s ,

por lo que {φ(Wn)}n∈N0 es una {F ′n}n∈N0−martingala.

(c) Observe que para cada n ∈ N0 y c > 0, por la desigualdad de Chebyshev y el inciso (b) tenemos la
desigualdad ∫

{|φ(Wn)|≥c}
|φ(Wn)|dPν ≤ Pν [|φ(Wn)| ≥ c] ≤ 1

c

∫
Ω

|φ(Wn)|dPν ≤
1

c
.

Por ello

ĺım
c→∞

sup
n∈N0

[∫
{|φ(Wn)|≥c}

|φ(Wn)|dPν
]

ĺım
c→∞

1

c
= 0,

lo que implica que {Wn}n∈N0
es una {F ′n}n∈N0

−martingala uniformemente integrable. Así que, como conse-
cuencia del Teorema de Convergencia de Martingalas, se tiene que

ĺım
n→∞

φ(Wn) = χA (Pν)− c.s.

(d) i. Note que, por el inciso (b) de la A�rmación 1 del Lema 13, se sigue que para todo A ∈ F

(Pν ◦ W
−1
0 )[A] = Pν [W

−1
0 (A)] = Pν [Φ−1

(
W
−1
0 (A)

)
] =

∫
Ω

E0,ω[χA(S
ω

0 )]dν(ω) =

∫
Ω

χA(ω)dν(ω) = ν[A].

ii. Probaremos que existe B ∈ F tal que χB = φ (ν)-c.s. Procedamos por contradicción. Suponga que la
a�rmación es falsa. Entonces existen 0 < a < b < 1 tales que ν[φ−1([a, b])] > 0.

Sea Σφ = {C ∈ F : θ
−1

(C) = C}. 0bserve que χ(φ◦W0)−1([a,b]) ∈ LR
1 (Ω,F ,Pν) y que para cada n ∈ N0

ocurre que

χ(φ◦W0)−1([a,b]) ◦ θ
n

= χ(φ◦W0◦θ
n

)−1([a,b]) = χ(φ◦Wn)−1([a,b]).

Por la Observación 6 al Teorema Ergódico de Birkho�

ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

1

n
χ(φ◦Wi)−1([a,b]) = EPν [χ(φ◦W0)−1([a,b])|Σφ] (Pν)− c.s.
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Debido al Teorema de Convergencia Dominada y el inciso anterior tenemos que

ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

1

n
Pν [φ(Wi) ∈ [a, b]] = Pν [φ(W0) ∈ [a, b]] = ν[φ−1([a, b])] > 0.

Por el inciso (c) y el hecho de que la convergencia (Pν)-casi seguramente implica que para todoD ∈ B(R)
se satisface que ĺım

n→∞
Pν [φ(Wn) ∈ D] = Pν [χA ∈ D], ocurre que

ĺım
n→∞

Pν [φ(Wn) ∈ [a, b]] = Pν [χA ∈ [a, b]] = 0

ya que 0 < a < b < 1.

Así, concluimos

0 = ĺım
n→∞

Pν [φ(Wn) ∈ [a, b]] = ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

1

n
Pν [φ(Wi) ∈ [a, b]] = Pν [φ(W0) ∈ [a, b]] = ν[φ−1([a, b])] > 0.

que es contradictorio. De este modo se obtiene el resultado.

iii. Probaremos la primera igualdad mediante la de�nición de esperanza condicional.

Es claro que TχB(W0) es una función F ′0−medible. Resta probar que para todo C ∈ F ′0 ocurre que

EPν [χCTχB(W0)] = EPν [χCχB(W1)].

Para ello, sea C ∈ F ′0 arbitrario �jo. Al igual que en (a), sin pérdida de generalidad puede suponerse
que C = W−1

0 (C0), donde C0 ∈ F . Por el Lema 7 y la expresión (5.23) se tiene que

EPν [χCTχB(W0)] = EPν [χC0
(W0)TχB(W0)] = EPν [χC0

(W0 ◦ Φ)TχB(W0 ◦ Φ)]

= EPν [χC0(S0)TχB(S0)] = EPν [χC0(S0)χB(S1)] = EPν [χC0(W0 ◦ Φ)χB(W1 ◦ Φ)]

= EPν [χC0(W0)χB(W1)] = EPν [χCχB(W1)].

Por la de�nición de esperanza condicional se concluye que

TχB(W0) = EPν [φ(W1)|F ′0] (Pν)− c.s.

Como {Wn}n∈N0 es una {F ′n}n∈N0−martingala, entonces

TχB(W0) = EPν [φ(W1)|F ′0] = χB(W0) (Pν)− c.s.

iv. Por los incisos I. y III. se tiene que TχB = χB (ν)-c.s.

v. Probemos que θ−1(B) = B.
Sea ω ∈ θ−1(B) arbitrario. Entonces θ(ω) ∈ B. Se a�rma que ω ∈ B. Procedamos por contradicción.
Suponga que ω /∈ B. Luego por el inciso previo

0 = χB = TχB(ω) = W0(ω)χB(θ(ω)) + (1− W0)(ω)χB(θ−1(ω)).

Como 0 < W0(ω), 1− W0(ω) < 1, entonces 1 = χB(θ(ω)) = χB(θ−1(ω)) = 0, que es contradictorio. Por
lo tanto, ω ∈ B y θ−1(B) ⊆ B. La otra contención se tiene de forma similar.

Esto concluye la demostración de la A�rmación.

Como θ es una transformación Q−ergódica y B ∈ F con θ−1(B) = B, debe ocurrir que Q[B] ∈ {0, 1}. Por
hipótesis y el inciso (IV) del Lema 13 se tiene que ν � Q y Q� ν. Luego ν[B] ∈ {0, 1}. Finalmente, nótese que
por I. y IV. del inciso (d) de la A�rmación, ocurre que

Pν [A] = EPν [χA] = EPν [EPν [χA|F ′0]] = EPν [φ(W0)] = EPν [χB(W0)] = Pν [W
−1
0 (B)] = ν[B] ∈ {0, 1}.

Por la elección de A ∈ F se concluye que θ es una transformación Pν−ergódica. �
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5.4.1. Construcción de una medida de probabilidad T- invariante en (Ω,F) abso-
lutamente continua respecto a Q.

En la subsección anterior, se analizaron condiciones bajo las cuales, dada una medida ν de probabilidad T-
invariante en (Ω,F) tal que Q � ν, se puede construir una medida de probabilidad Pν en (Ω,F) tal que θ sea
una transformación Pν−ergódica.

En esta subsección veremos bajo que condiciones se puede garantizar la existencia de al menos una medida
ν de probabilidad T- invariante en (Ω,F) tal que Q� ν.

Antes de enunciar el resultado principal, observemos que para todo k ∈ Z se tiene que Pk > 0 y por ello se
tiene que

0 < EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
, EQ

[(
1 +

1

P0

) ∞∑
j=0

−1∏
k=−j

1

Pk

]
.

Teorema 35. Suponga que se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(I) EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
<∞

(II) EQ

[(
1 +

1

P0

) ∞∑
j=0

−1∏
k=−j

1

Pk

]
<∞.

Entonces existe una única medida de probabilidad ν : F → R en (Ω,F) con Q � ν y que para todo
f ∈ LR

0 (Ω,F) acotada se tiene que ∫
Ω

Tfdν =

∫
Ω

fdν.

Explícitamente, la derivada de Radon-Nikodym para cada caso está determinada por

i.
dν

dQ
=

1

EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

] (1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

ii.
dν

dQ
=

1

EQ

[(
1 +

1

P0

) ∞∑
j=0

−1∏
k=−j

1

Pk

](1 +
1

P0

) ∞∑
j=0

−1∏
k=−j

1

Pk
.

Demostración. Únicamente se aborda el caso (I), el otro caso se tiene de forma análoga.

Suponga que EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
<∞.

Existencia. Considere la función g : Ω→ R de�nida por

g =
1

EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

] (1 + P0)
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1,

que es una función (F ,B(R))−medible no negativa tal que EQ[g] < ∞. Se veri�ca de inmediato que la
función ν : F → R dada por

ν[C] =

∫
C

gdQ ∀C ∈ F

es una medida de probabilidad absolutamente continua respecto a Q, tal que
dν

dQ
= g.
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Probaremos ahora que ν es una medida T−invariante. Sea f ∈ LR
0 (Ω,F) acotada. Por ser θ una transfor-

mación Q−preservadora de medida y el hecho de que {Pk}k∈Z es una sucesión de variables independientes
e idénticamente distribuidas (y por lo tanto estacionaria) bajo Q se tiene que

∫
Ω

Tfdν =

∫
Ω

gTfdQ =

∫
Ω

[(
1 +

1− W0

W0

) ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
[W0(f ◦ θ) + (1− W0)(f ◦ θ−1)]dQ

=

∫
Ω

(f ◦ θ)
( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

(Pk ◦ θ)
)
dQ +

∫
Ω

f ◦ θ−1

(W0 ◦ θ) ◦ θ−1

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

(Pk+2 ◦ θ−1)

)
dQ

−
∫

Ω

(f ◦ θ−1)

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

(Pk+2 ◦ θ−1)

)
dQ

=

∫
Ω

f
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

PkdQ +

∫
Ω

f

W1

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+2

)
dQ−

∫
Ω

f

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+2

)
dQ

=

∫
Ω

f
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+2dQ +

∫
Ω

f

W0

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

)
dQ−

∫
Ω

f

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+2

)
dQ

=

∫
Ω

f(1 + P0)

( ∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

)
dQ =

∫
Ω

fgdQ =

∫
Ω

fdν.

Por lo que ν es una medida de probabilidad en (Ω,F) que satisface las condiciones deseadas.

Unicidad. Suponga que ν′ es una medida de probabilidad en (Ω,F) con Q � ν′ que cumple para cada f ∈
LR

0 (Ω,F) acotada se cumple que ∫
Ω

Tfdν′ =

∫
Ω

fdν′.

Sea g′ =
dν′

dQ
la derivada de Radon-Nikodym de ν′ respecto a Q.

A�rmación. Se satisfacen las siguientes propiedades:

(A) log(P0) ∈ LR
1 (Ω,F , Q) y EQ[log(P0)] < 0.

(B) (g′W0) ◦ θ−1 + (g′(1− W0)) ◦ θ = g′ (Q)-c.s (y por lo tanto, (ν)-c.s).

(C)
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 ≤
∞∑
j=0

exp(jEQ[log(P0)]) <∞ (Q)-c.s.

(D) ĺım
j→∞

j−1∏
k=0

Pk = 0 (Q)-c.s.

Demostración de la A�rmación.

(A) Observe que la condición de elipticidad uniforme para Q implica que

δ

1− δ
< P0 =

1− W0

W0
<

1− δ
δ

(Q)− c.s ,

de donde

log

(
δ

1− δ

)
< log(P0) < log

(
1− δ
δ

)
(Q)− c.s.

Luego log(P0) ∈ LR
1 (Ω,F , Q).

Por otro lado, por la independencia e idéntica distribución de {Px}x∈Z bajo Q se obtiene que

0 < EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
= EQ[1 + P0]

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

EQ[Pk+1] = EQ[1 + P0]
∞∑
j=0

(EQ[P0])j <∞
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lo cual ocurre si y sólo si 0 < EQ[P0] < 1. Por la desigualdad de Jensen para funciones cóncavas y lo
anterior, tenemos que

EQ[log(P0)] ≤ log(EQ[P0]) < 0,

que es el resultado requerido.

(B) De�na los conjuntos F−medibles:

N+ = {ω ∈ Ω : ((g′W0) ◦ θ−1 + (g′(1− W0)) ◦ θ − g′)(ω) > 0}

y

N− = {ω ∈ Ω : ((g′W0) ◦ θ−1 + (g′(1− W0)) ◦ θ − g′)(ω) < 0}.

Para probar el resultado es su�ciente con veri�car que Q[N+ ∪N−] = 0. Probaremos que Q[N+] = 0;
de manera análoga se tendrá que Q[N−] = 0. Para cada n ∈ N de�namos

N+
n = {ω ∈ Ω :

1

n
< ((g′W0) ◦ θ−1 + (g′(1− W0)) ◦ θ − g′)(ω)}.

Note que N+ ⊆
⋃
n∈N

N+
n . Como ν es T−invariante, la sucesión {Wx}x∈Z es estacionaria bajo Q y θ es

una transformación Q−preservadora de medida, para cada n ∈ N se tiene que

Q[N+
n ]

n
=

∫
Ω

1

n
χN+

n
dQ ≤

∫
Ω

[(g′W0) ◦ θ−1 + (g′(1− W0)) ◦ θ − g′]χN+
n
dQ

=

∫
Ω

g′(W0(χN+
n
◦ θ)) ◦ θ−1dQ +

∫
Ω

g′((1− W0)(χN+
n
◦ θ−1)) ◦ θdQ−

∫
Ω

g′χN+
n
dQ

=

∫
Ω

g′(W0(χN+
n
◦ θ))dQ +

∫
Ω

g′((1− W0)(χN+
n
◦ θ−1))dQ−

∫
Ω

g′χN+
n
dQ

=

∫
Ω

W0(χN+
n
◦ θ)dν′ +

∫
Ω

(1− W0)(χN+
n
◦ θ−1)dν′ −

∫
Ω

χN+
n
dν′

=

∫
Ω

TχN+
n
dν′ −

∫
Ω

χN+
n
dν = 0.

Entonces Q[N+
n ] = 0 y por ello Q[N+] = 0. Más aún, como Q � ν′, entonces ν′[N+] = 0. Esto

demuestra (B).

(C) Como θ es una transformación Q−ergódica, por el Teorema Ergódico de Birkho�, tenemos que

ĺım
j→∞

1

j
log

(j−1∏
k=0

Pk+1

)
= ĺım
j→∞

1

j

j−1∑
k=0

log(Pk+1) = ĺım
j→∞

1

j

j−1∑
k=0

log(P1 ◦ θk) = EQ[log(P0)] (Q)− c.s ,

así que

ĺım
j→∞

log

(j−1∏
k=0

Pk+1

)
jEQ[log(P0)]

= 1 (Q)− c.s.

Por el inciso (A) se obtiene

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 =
∞∑
j=0

exp

[
log

(j−1∏
k=0

Pk+1

)]
≤
∞∑
j=0

exp(jEQ[log(P0)]) <∞ (Q)− c.s

lo que demuestra (C).

(D) Inmediato de (C).

Así se tiene la A�rmación.
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Por el inciso (B) de la A�rmación 1 tenemos que (g′(1 − W0)) ◦ θ2 + g′W0 = g′ ◦ θ (ν)-c.s. De�namos
h = g′W0 ∈ LR

1 (Ω,F , Q). La última ecuación se reescribe en términos de h como:

hP0 ◦ θ2 −
(
h

W0

)
◦ θ + h = 0 (Q)− c.s.

Sea h = hP0 ◦ θ−h ∈ LR
1 (Ω,F , Q). Inductivamente se veri�ca que para todo n ∈ N se tiene h◦ θn = h (Q)-c.s.

En particular:

h ◦ θ − h = hP0 ◦ θ2 − h ◦ θ − hP0 ◦ θ + h =

(
h

W0

)
◦ θ − h− h ◦ θ − hP0 ◦ θ + h

=

[(
1

W0
− 1

)
h

]
◦ θ − hP0 ◦ θ =

[(
1− W0

W0

)
h

]
◦ θ − hP0 ◦ θ = 0 (Q)− c.s.

Como θ es una transformación Q−ergódica, por el Teorema 7, debe tenerse que existe C ∈ R tal que
hP0 ◦ θ − h = h = C (Q)-c.s. Consideremos los siguientes casos para C:

Caso 1. C = 0.
En tal caso se tiene que h ◦ θ−1 = hP0 (Q)-c.s. Por el principio de inducción matemática se concluye que

h = (h ◦ θn)
n−1∏
k=0

Pk+1 (Q)− c.s.

Así que por el inciso (C) de la A�rmación se concluye que W0g
′ = h = 0, (Q)-c.s. Luego g′ = 0 (Q)-c.s.

Caso 2. C 6= 0.
Sea C ′ = −C. En este caso se tiene que h = (P0h) ◦ θ + C ′ (Q)-c.s. Sea h0 una constante y de�na
recursivamente para cada n ∈ N la función

hn+1 = (P0hn) ◦ θ + C ′.

Por el principio de inducción matemática, se concluye que para todo n ∈ N ocurre

hn =

( n∏
k=1

Pk

)
h0 + C

n−1∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1, (Q)− c.s.

Por los incisos (C) y (D) de la A�rmación

ĺım
n→∞

hn = C
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 (Q)− c.s .

Se veri�ca de inmediato que ĺım
n→∞

hn satisface la misma condición que h, de donde se deduce que ĺım
n→∞

hn =

h y de aquí obtenemos que

g′ =
C

1− W0

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 = C(1 + P0)
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 (Q)− c.s ,

y como ν′ es una medida de probabilidad en (Ω,F) tenemos que C =

(
EQ

[
(1 + P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

])−1

.

Como ν′ es una medida de probabilidad en (Ω,F) , de lo anterior se deduce que el Caso 1 debe descartarse,
y el Caso 2 corresponde al Teorema.

�
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5.4.2. Ley fuerte de los Grandes Números para RWRE

Continuaremos con la notación establecida. Sea

c =
1− EQ[P0]

1 + EQ[P0]
(5.27)

Observación 29. Se satisfacen

i. Para cualesquiera λ ∈ R y x ∈ R con |x| ≤ 1 se cumple que exp(λx) ≤ exp

(
λ2

2

)
+ xsenh(λ).

ii. Dados t > 0, α ∈ R α 6= 0, la función g :

]
−∞, t

α2

]
→ R de�nida por g(λ) =

(
t

α
−λα

)2

tiene un máximo

en λ = 0 y entonces para todo λ ∈
]
−∞, t

α2

]
se tiene la desigualdad

−λt+
λ2α2

2
≤ − t2

2α2
.

Demostración. Esta observación puede probarse utilizando técnicas de cálculo como maximizar funciones y
expansiones en series de Taylor para las funciones involucradas. �

A continuación probamos el Teorema prncipal de este capítulo.

Teorema 36 (Ley Fuerte de los Grandes Números para RWRE). Se tiene PQ−casi seguramente

ĺım
n→∞

Sn
n

=


c si EQ[P0] < 1.

−c si EQ

[
1

P0

]
< 1.

0 en otro caso.

Demostración. De�namos a la función d : Z× Ω→ R por

d(x, ω) = Exω[S1 − S0] ∀(x, ω) ∈ Z× Ω

que es una función (B(Z)⊗F ,B(R))−medible.

Se tiene para todo (x, ω) ∈ Z× Ω con ω = (ωr)r∈Z ocurre que

d(x, ω) = Exω[S1]− Exω[S0] = (x+ 1)Pxω[S1 = x+ 1|S0 = x] + (x− 1)Pxω[S1 = x− 1|S0 = x]− xPxω[S0 = x]

= (x+ 1)ωx + (x− 1)(1− ωx)− x = ωx − (1− ωx)

= 1 · P0
θx(ω)[S1 = 1|S0 = 0] + (−1)P0

θx(ω)[S1 = −1|S0 = 0]− 0 · P0
θx(ω)[S0 = 0] = d(0, θx(ω)).

Para cada n ∈ N de�na las funciones Dn,Mn : Ω× ZN → R por

Dn(ω, t) =
n−1∑
i=0

d(Si(t), ω) =
n−1∑
i=0

d(0, θSi(t)(ω)) =
n−1∑
i=0

d(0, Si(ω, t))

Mn(ω, t) = Sn(ω, t)−Dn(ω, t).

que son funciones (F ⊗ G,B(R))−medibles.

También, para cada ω ∈ Ω denotamos Dω
n ,M

ω
n : ZN → R como Mω

n (t) = Mn(ω, t) y Dω
n(t) = Dn(ω, t)

donde t ∈ ZN.

Tenemos la siguiente

A�rmación. Para cada ω ∈ Ω se tiene que

(a) {Mω
n }n∈N0

es una {Fn(ω)}n∈N0
−martingala.
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(b) ĺım
n→∞

Mω
n

n
= 0 (P0

ω)-c.s.

Más aún, de esta A�rmación se sigue que ĺım
n→∞

Mn

n
= 0 (PQ)-c.s.

Demostración de la A�rmación. En primer lugar, observe que para todo n ∈ N, r ∈ Z y ω = (ωx)x∈Z ∈ Ω

E0,ω[Sn+1|Sn = r] = (r+1)P0
ω[Sn+1 = r+1|Sn = r]+(r−1)P0

ω[Sn+1 = r−1|Sn = r] = ωr+(1−ωr)+r = d(0, θr(ω)).

Por ello

E0,ω[Sn+1|Gn(ω)] = E0,ω[Sn+1|Sn] = d(0, θSn(ω)) + Sn = d(0, S
ω

n) + Sωn (P0
ω)− c.s. (5.28)

Fije ω ∈ Ω.

(a) Se utilizará la de�nición de {Fn(ω)}n∈N−martingala.

Observe que para cada n ∈ N, Mω
n = Sωn −Dω

n es una función Fn(ω)−medible, Dω
n es una función acotada

y por construcción de {Sωn}n∈N0 tenemos que

E0,ω[|Mω
n |] ≤ E0,ω[|Sωn |] + E0,ω[|Dω

n |] <∞.

Por el inciso (I) del Teorema 33 tenemos que {Sωn}n∈N0
es una {Fn(ω)}n∈N0

−cadena de Markov en
(ZN,G,P0

ω), y por construcción {Sωn}n∈N0
también lo es. Como consecuencia de la ecuación (5.28) se tiene

que

E0,ω[Mω
n+1|Fn(ω)] = E0,ω[Sωn+1|Fn(ω)]− E0,ω[Dω

n+1|Fn(ω)] = E0,ω[Sωn+1|Gn(ω)]−Dω
n − d(0, S

ω

n)

= Sn −Dω
n = Mω

n (P0
ω)− c.s.

Esto demuestra que {Mω
n }n∈N0

es una {Fn(ω)}n∈N−martingala.

(b) Por las hipótesis generales se tiene

|Mω
n+1−Mω

n | ≤ |Sn+1−Sn|+ |Dω
n+1−Dω

n | = 1 + |d(0, S
ω

n)| ≤ 1 +W0(S
ω

n) + (1−W0(S
ω

n)) = 2 (P0
ω)− c.s.

(5.29)

Note que para cada λ ∈ R, n ∈ N, debido a que {Mω
n }n∈N0 es una {Fn(ω)}n∈N0−martingala, la ecuación

(5.29), el inciso (II) en la Observación 29 y propiedades de la esperanza condicional, tenemos que

E0,ω[exp(λMω
n )] = E0,ω

[
exp(λMω

n−1)E0,ω

[
exp

(
2λ
Mω
n −Mω

n−1

2

)∣∣∣∣Fn(ω)

]]
≤ E0,ω

[
exp(λMω

n−1)

(
exp

(
(2λ)2

2

)
+ senh(2λ)E0,ω

[
Mω
n −Mω

n−1

2

∣∣∣∣Fn(ω)

])]
= exp(2λ2)E0,ω[exp(λMω

n )] +
senh(2λ)

2
E0,ω[Mω

n −Mω
n−1] = exp(2λ2)E0,ω[exp(λMω

n )]

≤ . . . ≤ exp(2nλ2),

donde el procedimiento se repite iterativamente.

Entonces, para cada k ∈ N y n ∈ N, por la desigualdad de Chebyshev, se sigue que

P0
ω

[
Mω
n ≥

n

k

]
≤ exp(−n)E0,ω[exp(kMω

n )] exp(−n+ 2nk2) = exp(−(2k2 − 1)n).

Entonces, para cualquier k ∈ N

∞∑
n=0

P0
ω

[
Mω
n ≥

n

k

]
≤
∞∑
n=0

exp(−(2k2 − 1)n) <∞.

Por el Lema de Borel-Cantelli se concluye que para todo k ∈ N

P0
ω

[ ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
Mω
n ≥

n

k

}]
= P0

ω

[
ĺım sup
n→∞

{
Mω
n ≥

n

k

}]
= 0.
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Y de igual forma tenemos que para todo k ∈ N

P0
ω

[ ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
−Mω

n ≥
n

k

}]
= 0,

Así que para todo k ∈ N

P0
ω

[ ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
|Mω

n | ≥
n

k

}]
= 0.

Y concluimos que

0 ≤ P0
ω

[
ĺım
n→∞

Mω
n

n
6= 0

]
= P0

ω

[ ∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
|Mω

n | ≥
n

k

}]
≤
∞∑
k=1

P0
ω

[ ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
|Mω

n | ≥
n

k

}]
= 0.

La última parte resulta de aplicar el Teorema 31 al límite del inciso (b). Esto demuestra la A�rmación.

Consideremos los casos del enunciado del Teorema.

(A) Suponga que EQ[P0] < 1. Entonces, al igual que en el Teorema 35 se tiene que

0 < EQ

[
(1+P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1

]
= EQ[1+P0]

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

EQ[Pk+1] = EQ[1+P0]
∞∑
j=0

(EQ[P0])j =
1 + EQ[P0]

1− EQ[P0]
=

1

c
<∞.

Por el Teorema 35 (I), existe una única medida de probabilidad ν en (Ω,F) con Q� ν y T−invariante. De
hecho

dν

dQ
= c

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1 (Q)− c.s.

También, por el Lema 13 inciso (IV) se tiene que ν � Q.

Considere la función ` : Ω → R de�nida como `(ω) = d(0, ω) = W0(ω) − (1 − W0(ω)). Note que ` es una
función (F ,B(R))−medible y acotada. Por lo que ` ◦ W0 ∈ LR

1 (Ω,F ,Pν). En la Proposición 15 se demostró
que ν = Pν ◦ W

−1
0 . Por el Lema 7 ocurre que

∫
Ω

(` ◦ W0)dPν =

∫
Ω

`dν =

∫
Ω

(1 + P0)(W0 − (1− W0))c
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1dQ =

∫
Ω

(
1 +

1

W0
+ 1

)
c
∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1dQ

= c

∫
Ω

(1− P0)

∞∑
j=0

j−1∏
k=0

Pk+1dQ = c(1− EQ[P0])

∞∑
j=0

(EQ[P0])j = c.

Por la Proposición 15, θ es una transformación Pν−ergódica. Así que podemos aplicar el Teorema Ergódico
de Birkho� y obtener

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(` ◦ W0) ◦ θi =

∫
Ω

(` ◦ W0)dPν = c (Pν)− c.s.

Como Pν = Pν ◦ Φ−1, tenemos que

0 = Pν
[

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(` ◦ W0) ◦ θi 6= c

]
= Pν

[
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(` ◦ W0) ◦ θi ◦ Φ 6= c

]
= Pν

[
ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

`(Si) 6= c

]

= Pν
[

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

`(Si) 6= c

]
= Pν

[
ĺım
n→∞

Dn

n
6= c

]
,

es decir

ĺım
n→∞

Dn

n
= c (Pν)− c.s. (5.30)
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Como Q� ν y ν � Q, de la A�rmación se tiene que ĺım
n→∞

Mn

n
= 0 (Pν)-c.s. Entonces

ĺım
n→∞

Mn

n
= 0 (Pν)− c.s. (5.31)

Como consecuencia de las expresiones (5.30) y (5.31) tenemos que

ĺım
n→∞

Sn
n

= c (Pν)− c.s.

Finalmente, por la condición de continuidad absoluta entre Q y ν se concluye que

ĺım
n→∞

Sn
n

= c (PQ)− c.s.

(B) Para el caso EQ

[
1

P0

]
< 1, la demostración se obtiene como en (A).

(C) Suponga que no ocurre (A) ni (B). Entonces EQ[P0] ≥ 1 y EQ

[
1

P0

]
≥ 1. Sea

Γ = {(x, x′) ∈ Z2 : x− x′ es par }.

Para ω, ω′ ∈ Ω diremos que ω � ω′ si y sólo si para todo r ∈ Z se tiene que Wr(ω) ≤ Wr(ω
′).

Fije ω, ω′ ∈ Ω con ω̂ = (ω, ω′) y x̂ = (x, x′) ∈ Γ con ω � ω′. Consideremos las caminatas aleatorias {Sn}n∈N0

y {S′n}n∈N0
en (ZN,G,Pxω) y (ZN,G,Px′ω′) respectivamente. Sea n ∈ N0. De�na la función Ŝn : ZN → Z2 para

cada t ∈ ZN

Ŝn(t) = (Sn(t), S′n(t))

que es una función (G,B(Z)⊗2)−medible.

Por el Teorema de Consistencia de Kolmogorov puede construirse una medida de probabilidad Px̂ω̂ en (ZN,G)
tal que para todo n ∈ N y A,B ∈ B(Z) ocurre que

Px̂ω̂[Ŝ−1
n (A×B)] = Pxω[S−1

n (A)]Px
′

ω′ [S
′−1
n (B)].

A�rmación. Suponga que x ≤ x′. Entonces {Ŝn}n∈N0
es un proceso de Markov en (ZN,G,Px̂ω̂) con espacio

de estados (Γ,B(Γ)) y Px̂ω̂[Sn ≤ S′n] = 1.

Demostración de la A�rmación. Suponga que x− x′ = 2l con l ∈ N0. Abordaremos el caso l ≥ 1. El caso
l = 0 se trata similarmente.

El hecho de que {Ŝn}n∈N0
sea una cadena de Markov en (ZN,G,Px̂ω̂) se obtiene inmediatamente de la

independencia de {Sn}n∈N0
y {S′n}n∈N0

bajo Px̂ω̂.

Por otro lado, observe que Px̂ω̂[S0 ≤ S′0] = Px̂ω̂[x ≤ x′] = 1. Probemos por ejemplo que Px̂ω̂[S1 ≤ S′1] = 1 y se
tendrán de forma exhaustiva los demás casos. Sea t ∈ ZN arbitrario �jo. Considere los siguientes casos:

Caso 1. S1(t) = x+ 1 y S′1(t) = x′ + 1.
Es claro que S1(t) ≤ S′1(t).

Caso 2. S1(t) = x− 1 y S′1(t) = x′ − 1.
Se tiene de inmediato que S1(t) ≤ S′1(t).

Caso 3. S1(t) = x+ 1 y S′1(t) = x′ − 1.
Note que 2 ≤ 2l = x− x′ y por ello S1(t) = x+ 1 = x+ 2− 1 ≤ x+ x′ − x− 1 = x′ − 1 = S′1(t).

Caso 4. S1(t) = x− 1 y S′1(t) = x′ + 1.
Observe que S1(t) = x− 1 ≤ x ≤ x′ ≤ x′ + 1 = S′1(t).

En todos los casos S1(t) ≤ S′1(t). Por lo tanto Px̂ω̂[S1 ≤ S′1] = 1. De hecho, se veri�ca inmediatamente que
S1 − S′1 es par. De la misma forma se veri�ca esto para cada n ∈ N. Entonces el espacio de estados de este
proceso es (Γ,B(Γ)).
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Ahora, para cada α > 0 y ω = (ωr)r∈Z ∈ Ω de�namos

ωα =

(
ωr + α

1 + α

)
r∈Z
∈ Ω

Se tiene que ω � ωα y puede considere la caminata aleatoria {Sαn}n∈N0
en (ZN,G,P0̂

α̂).

Además si de�nimos Pα0 : Ω→ R para cada ω ∈ Ω por

Pα0 (ω) =
1− W0(ωα)

W0(ωα)
,

se tiene que es una función (F ,B(R))−medible. Notemos que

Pα0 (ω) =
1− W0(ω)

W0(ω) + α
=

1
1

P0(ω)
+

α

1− W0(ω)

≤ 1
1

P0(ω)
+ α

,

así que para α > 0 su�cientemente grande se satisface que

EQ[P
α
0 ] ≤ EQ

[
1

P−1
0 + α

]
< 1.

Por el inciso (A) y la A�rmación, para α > 0 su�cientemente grande ocurre

ĺım sup
n→∞

Sn
n
≤ ĺım sup

n→∞

Sαn
n

=
1− EQ[P

α
0 ]

1 + EQ[Pα0 ]
(P0̂
ωα)− c.s. (5.32)

Se veri�ca de inmediato que α 7→ EQ[P
α
0 ] es una función continua tal que

EQ[P
α
0 ] ≤ EQ

[
1

P−1
0 + α

]
≤ EQ

[
1

P−1
0

]
= EQ[P0].

Tenemos que 1 ∈ [0,EQ[P0]], así que por la continuidad de la función α 7→ EQ[P
α
0 ], existe α∗ > 0 con

EQ[P
α∗

0 ] = 1. Fije una sucesión creciente y positiva de números reales (αm)m∈N tal que ĺım
m→∞

αm = α∗. Entonces

de la expresión (5.32) se obtiene

ĺım sup
n→∞

Sn
n
≤ ĺım
m→∞

1− EQ[P
αm
0 ]

1 + EQ[P
αm
0 ]

=
1− EQ[P

α∗

0 ]

1 + EQ[Pα
∗

0 ]
= 0 (P0

ω)− c.s. .

Similarmente se tiene que ĺım inf
n→∞

Sn
n
≥ 0 (P0

ω)-c.s. Por ello ĺım
n→∞

Sn
n

= 0 (P0
ω)-c.s. La conclusión para (C) se

obtiene de esto último y el Teorema 31. 3 �

Observación 30. Con la notación utilizada, por la desigualdad de Jensen para funciones convexas se tiene

que EQ

[
1

P0

]
≥ 1

EQ[P0]
, es decir,

(
EQ

[
1

P0

])−1

≤ EQ[P0].

En el Teorema 36 es su�ciente considerar los casos EQ[P0] < 1 y EQ

[
1

P0

]
< 1, ya que

EQ[P0] < 1 =⇒
(
EQ

[
1

P0

])−1

< 1 ⇐⇒ 1 < EQ

[
1

P0

]
y también

EQ

[
1

P0

]
< 1 =⇒ 1 > EQ

[
1

P0

]
≥ 1

EQ[P0]
⇐⇒ 1 < EQ[P0].
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Capítulo 6

Simulación de RWRE

Este capítulo tiene como objetivo ilustrar el comportamiento de una caminata aleatoria en un ambiente
aleatorio (RWRE) a través de grá�cas tanto de la caminata aleatoria como de la función potencial. Estas grá�cas
son generadas a partir de un programa computacional implementado en la paquetería R. Uno de los propósitos
principales consiste en proporcionar una versión grá�ca que permite con�rmar que el comportamiento asintó-
tico de una caminata aleatoria de esta naturaleza puede ser predecido y explicado mediante la función potencial.

El primer programa implementado se utiliza para generar una caminata aleatoria con probabilidad de tran-
sición p, donde 0 < p < 1. Se simula una variable aleatoria con distribución Bernoulli de parámetro p, generando
una variable aleatoria con distribución uniforme en el intervalo ]0, 1[.

Función unoymenosuno(p)

unoymenosuno<−function (p) {
u=runif (1 )
r=0

i f (u<p) { r=1}
else { r=−1}
r=r
}

El siguiente código es utilizado para generar la caminata aleatoria requerida y recibe dos parámetros. El
primero, denotado por dw, es un vector de longitud 3, con dw = (c1, c2, q), donde 0 < q < 1 y se construye la
distribución de W0 bajo Q como sigue:

Q[W0 = c1] = q, Q[W0 = c2] = 1− q.

El segundo parámetro es un número natural k, que indica la cantidad de pasos que son registrados
para generar la trayectoria de la caminata. Una vez que se introduce esta información, el programa simula
las variables aleatorias W−k, . . . , W−1 y W1, Wk independientes y con idéntica distribución respecto a W0 bajo
Q. Los valores que se generan de esta simulación representan las probabiidades de transición en un paso
entre los estados {−k, . . . , k}, con los cuales se genera a la caminata aleatoria, con ayuda de la función
unoymenosuno(), que recibe como parámetro la probabilidad de transición cada que se efectúa un salto en
la caminata. Simultáneamente calcula los valores de los potenciales V−k, . . . , Vk introducidos en el Teorema 32.
El programa produce las grá�cas tanto de la trayectoria de la caminata como de los potenciales.
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Función caminataamb(dw,k)

caminataamb<−function (dw, k ) {
w=runif (2*k+1 ,0 ,1)

for ( i in 1 : 2*k+1){ #Generar v . a . i . i . d con l a d i s t r i b u c i ó n de W_{0} ( ambiente )
i f (w[ i ]<dw [ 3 ] ) { #Probab i l i dade s de t r an s i c i ón de l a caminata a l e a t o r i a
w[ i ]=dw [ 1 ]
}
else w[ i ]=dw [ 2 ]
}

v=1−w
p=w/v

v=rep (0 ,2*k+1) #Generar va l o r e s de l a s func iones po t en c i a l e s
v [ k+1]=0
v [ k]=−1*log (p [ k ] )

for ( i in 2 : k+1){
v [ k+i ]=v [ k+i−1]+log (p [ k+i −1])
}

v1=0
for ( i in 1 : k ) {
v1=v1−log (p [ i ] )
}

v [1 ]= v1

for ( i in 1 : k ) {
v [ i +1]=v [ i ]+ log (p [ i ] )
}

v=v

y=rep (0 , k+1) #Generar caminata a l e a t o r i a en k pasos
y [1 ]=0

for ( i in 1 : k ) {
y [ i +1]=y [ i ]+unoymenosuno (w[ k+1+y [ i ] ] )
}

y=y
x1=array(−k : k )
x2=array ( 0 : k )
plot ( x1 , v , type=' l ' , x lab="Estados " , ylab="Potenc i a l " ,main=" Pot enc i a l e s " )

plot ( x2 , y , type=' l ' , x lab="Pasos de l a  Caminata" , ylab="Estados " ,main="Caminata a l e a t o r i a " )

}
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Se presentan dos casos que di�eren en la velocidad de convergencia asintótica, es decir, se consideran estos

casos de acuerdo al valor de ĺım
n→∞

Sn
n
.

Caso 1. ĺım
n→∞

Sn
n

= 0.

De acuerdo con el Teorema 36, esta condición se tiene cuando EQ[P0] ≥ 1 y EQ0
[P−1

0 ] ≥ 1. Se veri�ca
directamete que el vector dw = (0,4999, 0,8999, 0,4) satisface las condiciones requeridas. Se ejecuta el
programa con k = 50000, es decir, los posibles estados que podría visitar la caminata aleatoria en 50000
pasos están dentro del conjunto {−50000, . . . , 50000}. En la �gura 6.1 se tiene la grá�ca la trayectoria
obtenida, mientras que en la �gura 6.2 se presenta la grá�ca de los potenciales involucrados.

Figura 6.1: Trayectoria de RWRE en 50000 pasos cuando ĺım
n→∞

Sn
n

= 0.

Figura 6.2: Potenciales inducidos por la distribución dw en el caso ĺım
n→∞

Sn
n

= 0.

Se observa en esta simulación que los estados visitados por la caminata en 50000 pasos están en el
conjunto {−2, . . . , 10}. En la grá�ca de los potenciales, W−2, . . . , W10 muestran un comportamiento
decreciente, el cual persiste en un radio de estados cercanos al estado cero. Esto intuitivamente signi�ca
que la caminata aleatoria visita frecuentemente estos estados, presenta un estancamiento dentro de ellos
y el número de pasos necesarios para salir de este conjunto de estados debe ser signi�cativamente grande,
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tal como lo muestra la grá�ca de potenciales. Incluso, con ayuda de la �gura 6.2, es posible predecir el
comportamiento de la caminata en caso de que visite estados posteriores al 20000, puesto que presenta en
un conjunto de estados cercanos al 20000, el mismo comportamiento que en un entorno del estado cero.

Caso 2. ĺım
n→∞

Sn
n

=
1− EQ[P0]

1 + EQ[P0]
> 0 y EPQ

[S1] < 0.

En este caso se efectúa una simulación de la caminata con 900000 pasos, se considera la distribución de
W0 bajo Q con el vector dw = (0,225, 0,655, 0,3). Se veri�ca fácilmente que esta distribución de W0 satisface
las siguientes condiciones:

1− EQ[P0]

1 + EQ[P0]
> 0,

y también

EPQ
[S1] = PQ[S1 = 1|W0 = c1](q) + (−1)PQ[S1 = −1|W0 = c2](1− q) = c1(q)− c2(1− q) < 0.

Figura 6.3: Trayectoria de RWRE en 900000 pasos cuando ĺım
n→∞

Sn
n

=
1− EQ[P0]

1 + EQ[P0]
> 0 y EPQ

[S1]<0.

Figura 6.4: Potenciales inducidos por la distribución dw en el caso ĺım
n→∞

Sn
n

=
1− EQ[P0]

1 + EQ[P0]
> 0 y EPQ

[S1]<0.
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Observe que c > 0 implica que debe ocurrir que EQ[P0] < 1. Recuerde que en el Teorema 36 se estableció
que esta condición implica que EQ[log(P0)] < 0, lo cual signi�ca, por el Teorema 32, que ĺım

n→∞
Sn = ∞

(PQ)−c.s. De acuerdo con la �gura 6.4, la grá�ca de los potenciales, los potenciales negativos no indican
persistencia ni comportamiento notablemente irregular, lo cual se debe a que, en caso de visitar dichos
estados negativos, no permanece demasiado tiempo en ellos. En contraste con el potencial de los
estados positivos, este re�eja estancamiento y un comportamiento en general decreciente después del
estado cero, que se acentúa en un entorno de estados centrado en 500000, esto es, cuando la cadena
empieza a visitar estados no negativos y su�cientemente grandes, permanece más tiempo dentro de
ellos, aunque, una simulación con un número mayor de pasos debería re�ejar un comportamiento similar
en otros estados no negativos y mayores que 900000, puesto que la sucesión {Sn}n≥0 diverge a +∞ (PQ)-c.s.

Un hecho importante es el siguiente: El comportamiento de la caminata aleatoria está fuertemente ligado
con el potencial correspondiente a los estados involucrados, más que con el valor de EQ[S1]. Note que en las
caminatas aleatorias simétricas, donde las probabilidades de transición en un paso coinciden entre sí con
un valor común, de acuerdo con el Corolario 12 (a la Ley Fuerte de los Grandes Números para caminatas
aleatorias simétricas) el comportamiento asintótico está completamente determinado por EP[S1].
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