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INTRODUCCIÓN 

El estudio de las cónicas es un tema muy antiguo que se remonta hasta antes del siglo III a. 

de C. Sin embargo, no fue hasta el 200 a. de C. cuando Apolonio de Perga realizó un 

tratado formal y sistematizado de las cónicas. A diferencia de sus antecesores que 

utilizaban conos en específico para trabajar cada una de las cónicas, Apolonio encontró 

que (casi) cualquier cónica se puede encontrar como la intersección de un cono arbitrario 

con un plano. Entre las muchas otras aportaciones que hizo Apolonio en sus libros, quizá 

lo más interesante para el estudio posterior de las cónicas es el haberlas caracterizado a 

través de propiedades en el plano que dependen exclusivamente de la sección cónica en 

cuestión. 

Actualmente la forma de estudiar las cónicas se basa mayormente en técnicas analíticas y 

en los cursos básicos de educación media superior y superior, estudiar cónicas se reduce a 

resolver problemas algebraicos con el fin de encontrar focos, directrices excentricidad, 

etcetera. Otro enfoque, menos conocido,  con el cual se suele abordar el estudio de las 

cónicas, lo encontramos en la geometría proyectiva. Sin embargo, existe un extenso acervo 

de la geometría de las cónicas que esconde un gran número de resultados que se pueden 

obtener con técnicas de geometría sintética. El objetivo de este trabajo es entender la 

geometría de las cónicas con estas técnicas y para ello  comenzaremos desde sus orígenes; 

es decir, desde los trabajos de Apolonio.  

En el capítulo 1 abordaremos muchos resultados conocidos de geometría elemental y 

aritmética básica, los cuales serán usados a lo largo de este trabajo.  La mayoría de estos 

son teoremas clásicos de la geometría euclidiana. 

En el capítulo 2 daremos la definición de cono como lo hizo Apolonio y  demostraremos la 

propiedade fundamental de cada cónica (Proposiciones 11, 12 y 13 del Libro I de Las Cónicas, 

de Apolonio). Dichas propiedades permiten describir cada cónica por medio de un 

parámetro llamado lado recto. También en este capítulo veremos como cualquier cónica 

puede ser encajada en un cono recto como lo hace Apolonio en su Libro VI.  Este hecho lo 

utilizaremos en el capítulo 3 para obtener las nociones de foco, directriz y excentricidad. 

Además de esto, en el capítulo 3 veremos varias propiedades generales de las cónicas (es 

decir, propiedades que no dependen de que la cónica sea una parábola, una elipse o una 

hipérbola) y hablaremos sobre las rectas tangentes, normales y polares. 

En el capítulo 4 veremos propiedades específicas de cada cónica y demostraremos, entre 

otras cosas, que la longitud de la cuerda focal perpendicular al eje de cualquier cónica es 



6 

 

igual al lado recto. Además de abordar la fórmula analítica de cada cónica, estudiaremos 

diversas construcciones para cada una de ellas.  

Por último, en el capítulo 5 veremos algunos teoremas clásicos referentes a las cónicas, 

como son la cuadratura de la parábola y  el teorema de Lambert, entre otros. Para finalizar, 

concluiremos el trabajo con el famoso problema de la duplicación de cubo, el cual se cree 

que inspiro el estudio de las cónicas desde épocas ancestrales.   
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CAPITULO 1 PRELIMINARES 

SECCIÓN 1.1 ALGUNOS TEOREMAS CLASICOS DE GEOMETRÍA 

ELEMENTAL. 

En esta sección probaremos algunos resultados muy conocidos en geometría, los cuales 

serán necesarios en la parte central de este trabajo. 

Para los primeros dos teoremas, hacemos notar que utilizaremos segmentos dirigidos. 

Teorema 1.1.1 (Teorema de Ceva): Si en un triángulo     se toman los puntos  ,   y   

sobre los lados   ,    y    respectivamente, entonces las rectas   ,    y    concurren si 

y sólo si: 

  

  
 
  

  
 
  

  
    

Demostración: Para demostrar la primera implicación, consideremos una recta   paralela a 

   por   y sean   y   la intersección de   con las rectas    y   , respectivamente. 

Observemos que el triángulo     es semejante a     y el triángulo     es semejante a 

   . Esto implica que: 

  

  
 

  

  
              

  

  
 

  

  
  (1) 

Asimismo, veamos que los triángulos     y     son semejantes entre sí, al igual que los 

triángulos     y    . De aquí: 

  

  
 

  

  
           

  

  
 

  

  
  

Y por lo tanto, 
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
  Al cancelar    y    tenemos que 

  

  
 

  

  
 y al usar (1) 

llegamos a: 
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Para la segunda implicación llamemos   al punto de intersección de las rectas    y    y 

supongamos que    corta a    en un punto  . Entonces, por la primera parte de la 

demostración tenemos que:  

  

  
 
  

  
 
  

  
   

Y por hipótesis 
  

  
 
  

  
 
  

  
    de donde se deduce que 

  

  
 

  

  
. De aquí concluimos que 

    y por lo tanto    pasa por  . 

 

Teorema 1.1.2. (Teorema de Menelao): Sea     un triángulo. Si  ,   y   son puntos sobre 

las rectas   ,    y    respectivamente, entonces  ,   y   son colineales si y sólo si 
  

  
 
  

  
 
  

  
   . 

Demostración: Para demostrar la primera implicación supongamos que  ,   y   están 

sobre una recta. Sean  ,   y   las proyecciones de los vértices  ,  ,  , respectivamente 

sobre dicha recta. Como los triángulos     y     son semejantes obtenemos 
  

  
 

  

  
  

También observemos que     es semejante a     y por lo tanto 
  

  
 

  

  
. Asimismo, el 

triángulo     es semjante al triángulo     lo cual implica que 
  

  
 

  

  
. 

De las igualdades anteriores obtenemos que 
  

  
 

  

  
 , 

  

  
 

  

  
 y 

  

  
  

  

  
 , y por lo tanto: 

  

  
  
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
   

  

  
   

  

  
 
  

  
 
  

  
    

Para demostrar la segunda implicación llamemos    a la intersección de la recta    con la 

recta   . Por la primera implicación tenemos que 
  

  
  

   

   
 
  

  
    y por hipótesis 

tenemos que 
  

  
  

  

  
 
  

  
    de donde se deduce que     , lo cual completa la 

demostración. 
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Construcción 1.1.3: Si  ,     y    son tres puntos sobre una recta   tales que 
    

   
    , 

encontrar       sobre   tal que 
    

   
  . 

Sea   un punto fuera de  , tracemos los segmentos   ,     y     y sea   un punto 

cualquiera en el segmento    . Ahora tracemos las rectas    y     y sean   y   las 

intersecciones de    y     con     y   , respectivamente. Por los teoremas 1.1.1 y 1.1.2 la 

intersección de    con   es el punto buscado. 

Teorema 1.1.4  

a) Primer Teorema de Thales: Sea     un triángulo y sean   y   puntos sobre los lados 

de    y   , respectivamente. Entonces    es paralela a    si y sólo si 
  

  
 

  

  
  

b) Segundo Teorema de Thales: Sean   ,    y    tres segmentos cortados por dos 

transversales en los puntos       y      , respectivamente. Si   ,    y    son paralelas 

entonces 
  

  
 

  

  
. Recíprocamente si 

  

  
 

  

  
 y dos de los segmentos son paralelos 

entonces los tres segmentos son paralelos. 

Demostración: 

a): Para la primera implicación observemos que el área del triángulo     es igual a la 

suma de las áreas de los triángulos     y    , además los triángulos     y     tienen la 

misma altura    y por lo tanto, 
     

 
 

     

 
 

     

 
.donde    es la altura por   del 

triángulo    . Ahora como el área del triángulo     es igual a la suma de las áreas de los 

triángulos     y     y como    es paralela a    la altura de los triángulos     y    , 

tomando como base   , es la misma     . Así tenemos que 
     

 
 

     

 
 

     

 
 donde    

es la altura por   del triángulo    . Esto implica que 
     

 
 

     

 
 es decir, los triángulos 

    y     tienen la misma área. Por esta última igualdad y tomando el área del triángulo 

    con diferentes bases tenemos que 

  

  
 

     
 

     
 

 

     
 

     
 

 
  

  
  

Tomando los extremos de esta igualdad concluimos que 
  

  
 

  

  
 que es lo que queríamos 

probar.  

De esta última igualdad observemos que 
     

  
 

     

  
 o equivalentemente 

  

  
 

  

  
. 
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Para demostrar la segunda implicación supongamos que 
  

  
 

  

  
 consideremos la paralela 

a    que pase por   y sea    la intersección de dicha paralela con   . Por la implicación 

anterior tenemos que 
  

  
 

   

  
 y por la hipótesis concluimos que 

  

  
 

   

  
 y por lo tanto 

      . Esto implica que     , que es lo que queríamos demostrar. 

b): Supongamos que   ,    y    son paralelas entre sí,    ,   y    ,   son los puntos en 

donde cortan las dos transversales a dichas rectas y sea   el punto de intersección del 

segmento    por   . Observemos que por el Primer teorema de Thales, en los triángulos 

    y     se cumple que 
  

  
 

  

  
 y 

  

  
 

  

  
 luego, de esta última igualdad podemos 

observar que 
  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 y por lo tanto 

  

  
 

  

  
. 

Para demostrar la segunda implicación veamos que si    y    son paralelas y    cumple 

que  
  

  
 

  

  
 entonces,    es paralela a   . Consideremos   de igual forma que en la 

implicación anterior, por el primer Teorema de Tales tenemos que  
  

  
 

  

  
 y por hipótesis 

  

  
 

  

  
 por lo tanto 

  

  
 

  

  
 . Aplicando nuevamente el primer Teorema de Tales se 

deduce que    es paralela a   . Que es lo que se quería demostrar. 

 

Lema 1.1.5: Las bisectrices interna y externa de un ángulo forman un ángulo recto. 

Demostración: Sean    y    dos semirectas que se intersecan en un punto   y sean    y    

las bisectrices interna y externa del ángulo        y sea   el ángulo formado por las 

rectas    y    donde   está en la prolongación de   . Observemos que         de 

donde 
   

 
 

   

 
. Esto implica que 

 

 
 

 

 
   , que es justo el ángulo formado por las dos 

bisectrices. 
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Lema 1.1.6: Si dos cuerdas    y    de una circunferencia se intersecan en un punto   

entonces            . El valor       se conoce como la potencia de   respecto a la 

circunferencia. 

Demostración: Caso 1. Si   está sobre la circunferencia, podemos suponer que      , 

de donde         y por lo tanto            .  

Caso 2. Si   está dentro de la circunferencia tenemos que           ya que son 

ángulos opuestos por el vértice, además           y           debido a que 

abren el mismo arco. Por lo tanto los triángulos     y     son semejantes de donde 
  

  
 

  

  
, lo cual implica que            . 

Caso 3. Si   está fuera de la circunferencia tenemos que           y           ya 

que      es un cuadrilátero cíclico. Por lo tanto     y     son triángulos semejantes, de 

donde 
  

  
 

  

  
. Esto demuestra que             . 

 

Como consecuencia inmediata del Lema 1.1.6 tenemos lo siguiente. 

Corolario 1.1.7: Sea     un triángulo inscrito en un círculo de manera que    es un 

diámetro. Si llamamos   al pie de la perpendicular a    por  , entonces,          . 

Lema 1.1.8: Si     es un triángulo inscrito en una circunferencia   y   está en la 

prolongación de    de tal forma que    es tangente a  , entonces,          . 

Demostración: Tenemos que          . Y como el ángulo seminscrito      es igual 

al ángulo inscrito      concluimos que los triángulos     y     son semejantes. Esto 

implica que 
  

  
 

  

  
 y por lo tanto, 
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Recordemos que el triángulo órtico de un triángulo     es aquél formado por los pies de 

las alturas de      

Teorema 1.1.9: El ortocentro de un triángulo acutángulo es el incentro del triángulo órtico. 

Demostración: Sea     un triángulo acutángulo y sean  ,   y   los pies de las alturas de 

los lados   ,    y   , respectivamente. Observemos que      es un cuadrilátero cíclico 

de donde los ángulos      y      son iguales ya que abren el mismo arco. Si   es el 

ortocentro de     entonces      y      son también cuadriláteros cíclicos y por lo 

tanto: 

                               

Si vemos los extremos de la igualdad, concluimos que    es la bisectriz del ángulo     . 

Análogamente    es la bisectriz del ángulo     , y    es la bisectriz de     , lo cual 

demuestra el teorema. 

 

Teorema 1.1.10 (Teorema de Simson): Si   ,    y    son las proyecciónes desde un punto   

sobre los lados de un triángulo    , entonces   ,    y    son colineales si y sólo si   está en 

la circunferencia que circunscribe al triángulo    . 

Demostración: Sea     un triángulo y   ,    y    las proyecciones desde un punto   a los 

lados   ,    y   , respectivamente. 

Supongamos que   esta sobre la circunferencia que circunscribe al triángulo    . Sin 

perder la generalidad supongamos que   está en el arco    opuesto al vértice   y 

demostremos que   ,    y    estan sobre una recta. En efecto, observemos que      y 

       son cuadriláteros cíclicos de donde:               y                , 

Al igualar tenemos que             y al restar el ángulo       en la igualdad anterior 
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obtenemos que:            . Por otro lado, los cuadriláteros        y        son 

cíclicos de donde              y             , lo cual implica que  

                           

Observando los extremos de la igualdad anterior, concluimos que   ,    y    están sobre 

una recta. 

Ahora supongamos que   ,    y    están sobre una recta y demostremos que   está en la 

circunferencia circunscrita a    . Evidentemente               y al ser        y 

       cuadriláteros cíclicos tenemos que                          . Si sumamos 

el ángulo       a los extremos de la igualdad anterior obtenemos que            . 

Observemos que        también es un cuadrilátero cíclico y por lo tanto          

           . Esto implica que      es cíclico, como se quería demostrar. 

 

En el teorema anterior, la recta determinada por   ,  y    se llama recta de Simson 

respecto al punto  . 

Lema 1.1.11: Sea     un triángulo inscrito en una circunferencia  . Si tomamos como eje 

de simetría cualquiera de los lados del triángulo entonces el reflejado del ortocentro   está 

sobre  . 

Demostración: Sin perder la generalidad, tomemos el lado    como eje de simetría y sea 

   el reflejado de   sobre   . Sean  ,   y   los pies de las alturas de los lados   ,    y   , 

respectivamente. Observemos que los triángulos     y     son semejantes de donde 

         . Análogamente los triángulos     y     son semejantes y por lo tanto 

         . Entonces: 
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Como            entonces       es cíclico, lo cual completa la demostración. 

 

Lema 1.1.12: Consideremos     un triángulo inscrito en una circunferencia  . Sean   un 

punto cualquiera en   y   la recta de Simson asociada a  . Si    es la intersección de   con 

la perpendicular a    por  , entonces     es paralela a  . 

Demostración: Sean    y    los pies de las perpendiculares por   a    y    

respectivamente. Entonces,                 lo cual quiere decir que        es 

cíclico siendo    el diámetro. Además              ya que ambos ángulos subtienden 

el arco    . Así 

                                

De aquí concluimos que                    y por lo tanto      es paralela a     que 

es lo que queríamos demostrar. 
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Teorema 1.1.13: Sea   la línea de Simson asociada a un punto   en la circunferencia del 

triángulo     y sea   el ortocentro de dicho triángulo. Entonces   divide al segmento    

en dos partes iguales. 

Demostración: Supongamos sin perder la generalidad que   está en el arco    del 

circuncírculo de    . Sea    el reflejado de   sobre   . Por el Lema 1.1.11,    está en la 

circunferencia. Si    es la proyección de   sobre   , entonces las rectas     y     son 

perpendiculares a    y por lo tanto     y     son paralelas entre sí. Esto implica que 

       es un trapecio isósceles donde    es la intersección de     con la circunferencia. Si 

   es el reflejado de   sobre    entonces el segmento     es el reflejado de     de donde 

se deduce que     es paralela a     y por el Lema 1.1.12     es paralela a  . Pero al ser    

el punto medio de     por el Teorema de Thales aplicado al triángulo      concluimos 

que   divide al segmento    a la mitad. 

 

Lema 1.1.14: Sea     un triángulo y    un segmento de recta con   en   . Llamemos 

       y       . Si 
  

  
 

  

  
 entonces             en particular los ángulos   y   

son iguales o suplementarios. 

Demostración: Sea        entonces por la ley de senos en el triángulo     y     

tenemos que  
     

  
 

     

  
 y 

     

  
 

     

  
 respectivamente. 

Despejando       en las igualdades anteriores tenemos que       
  

  
       

  

  
 y como 

  

  
 

  

  
 concluimos que            , que es lo que queríamos demostrar. 
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Teorema 1.1.15 (Propiedad Óptica): 

a) Sea   una recta y sean    y    dos puntos fuera de ella y en un mismo semiplano 

determinado por  . Para cualquier punto   en   la suma         alcanza el mínimo 

cuando el ángulo determinado por     y   es igual al ángulo entre     y  . 

b) Sean    y    dos puntos en lados opuestos de una recta   y sea   un punto en  . Entonces 

el valor absoluto de la diferencia de las distancias de   a    y de   a    es máximal si   es 

bisectriz del ángulo      . 

Demostración a): Tomemos     el reflejado de    sobre   y tracemos la recta       y sea   la 

intersección de   con la recta      . Llamemos a   y   a las proyecciones de    y    en  , 

respectivamente. Entonces,          y el ángulo                   . 

Demostremos ahora que         es minimo. Sea    un punto en   distinto de  . Por la 

desigualdad del triángulo                           , pero                 

        y por lo tanto                  . Esto demuestra lo que queríamos probar. 

Observemos en la demostración anterior que   es bisectriz externa del ángulo       . 

b): Sea     el reflejado de    en  . Entonces por la desigualdad del triángulo tenemos, que 

para cualquier punto   en   se cumple 

                 

La igualdad anterior se alcanza cuando   está en la recta      . Como     es el reflejado de 

  , entonces   es la bisectriz interna de      , como se quería probar. 

 

Lema 1.1.16: Sea   el punto medio de un segmento   . Si   es un punto en el segmento 

   y   está en la prolongación del rayo   . Entonces: 

a)            , y b)          . 

Demostración: a) Sin perder la generalidad supongamos que   está entre    entonces 

        , como   es el punto medio se infiere que       de donde       

         pero         . Por lo tanto          , que es lo que se quería 

demostrar. 

b) Como   está en la prolongación de    tenemos que         , además   es el 

punto medio de    de donde      . Así                y por lo tanto 

         , como se quería demostrar. 
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SECCIÓN 1.2 PROPIEDADES ARITMÉTICAS 

En esta sección demostraremos algunas propiedades aritméticas muy sencillas que se 

utilizarán más adelante. 

Definición 1.2.1: La media armónica de dos números positivos   y   es un número   

talque   
 

 

 
 
 

 

 ó equivalentemente 
 

 
 

 

 
 

 

 
. 

Recordemos que un segmento de recta    está dividido armónicamente por   y   si, 

tomando segmentos dirigidos, se cumple la igualdad 

  

  
  

  

  
  

En este caso se dice que   y   son conjugados armónicos respecto a   y  . 

Lema 1.2.2: Si los puntos   y   son conjugados armónicos con respecto a   y   entonces la 

longitud del segmento    es la media armónica de    y   . 

Demostración: De la Definición 1.2.1 tenemos que 
  

  
  

  

  
, lo cual es equivalente a 

  

  
 

  

  
. Al multiplicar la igualdad anterior por 

 

  
 obtenemos que 

  

     
 

  

     
 y 

sustituyendo    y     nos queda 

     

     
 

     

     
  

Por lo tanto 
 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 y de aquí inferimos que  

 

  
 

 

  
 

 

  
   

lo cual quiere decir que    es la media armónica de    y   . 

 

Lema 1.2.3: Si  , , , ,  y   son números positivos tales que 
 

 
 

 

 
 

 

 
 entonces   es la 

media armónica de   y   si y sólo si   es la media armonica de   y  .  

Demostración: Supongamos que   es la media armónica de   y  , es decir 
 

 
 

 

 
 

 

 
. 

Entonces   
 

 
 

 

 
, ademas   

   

 
 y   

   

 
 por lo que 

 

 
 

 

 
 

 

   
 

 

   
 

 

 
 
 

 
 

 

 
  

 

 
. Esto 
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implica que   es la media armónica de   y  . Para demostrar la otra implicación se hace un 

procedimiento análogo. 

 

Recordemos que la media geométrica de dos números a y b está dada por    . Es un 

hecho conocido que dados     y     se cumple la desigualdad 

   

 
      

Dicha desigualdad se le conoce como la desigualdad de la media aritmética y la media 

geométrica. 

Además la igualdad se alcanza si y sólo si     [6, Ejemplo 1.5.10]. 

Lema 1.2.4: Sea   una constante positiva y   
 

 
 un valor tal que      . Entonces 

 
 

 
 
 
       . 

Demostración: Como   
 

 
  entonces      . Por la desigualdad de la media geométrica 

sabemos que 

 

 
 

       

 
          

Como los extremos de la desigualdad son positivos, al elevar al cuadrado se preserva la 

desigualdad obteniendo 

  
 

 
 
 

         

 

Lema 1.2.5: Sean  ,  ,  ,  ,   y   números reales positivos. 

a)  Si   
 

 
 

 

 
  entonces 

   

   
    

b) Si   
 

 
 

    

    
 entonces 

 

 
  . 

Demostración: 

a) Si  
 

 
 

 

 
 , al despejar   se tiene que   

  

 
 y por lo tanto 
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b) Como 
 

 
 

    

    
, tenemos que                 y por lo tanto 

               

Al cancelar el término    , se tiene que       lo cual implica: 
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CAPITULO 2 LAS CÓNICAS A PARTIR DEL CONO 

SECCIÓN 2.1 EL CONO Y SUS CORTES 

Consideremos un plano π y una circunferencia   en π. Tomemos un punto   fuera del 

plano. 

Definición 2.1.1: El conjunto de todas las rectas que unen a   con   se llama cono, a cada 

una de estas rectas se llama generatriz. En este caso el punto   será el vértice del cono, la 

recta que une a   con el centro de   será el eje del cono y la circunferencia   será la base del 

cono. Si el eje del cono es ortogonal a π entonces lo llamaremos cono recto, en caso 

contrario lo llamaremos cono oblicuo. 

Observemos que la base no es única, y por cada plano paralelo a   obtenemos un base 

distinta del mismo cono. 

Proposición 2.1.2: Sea   un cono con vértice   y base  . Supongamos que   es un plano 

arbitrario que pasa por  . Entonces el plano   corta a   en un punto, una recta o dos 

rectas.  

Demostración: Observemos que si    corta a   en un punto   distinto del vértice  , 

entonces la recta    queda completamente contenida en la intersección de  con  . De esta 

manera, surgen tres casos: 

Caso1: Si      , entonces   corta a   únicamente en el punto  . 

Caso2: Si        , entonces la intersección de   con   es la recta     

Caso 3: Si             , entonces la intersección de   con   son dos rectas     y    . 

 

En la proposición anterior, si   contiene al eje entonces la intersección de   con   se llama 

triángulo axial. 

Definición 2.1.3: Sea   cualquier plano que no pase por   entonces la intersección con   es 

no vacía y la llamaremos sección cónica (o simplemente cónica). De esto se derivan 3 

casos: 

a) Si   es paralelo a una generatriz entonces a la sección cónica recibe el nombre de 

parábola. 



21 

 

b) Si   corta a las dos hojas del cono entonces a la sección cónica recibe el nombre de 

hipérbola. 

c) En cualquier otro caso la sección cónica se llama elipse. Si   es paralela a la base 

entonces la intersección es una circunferencia lo cual es un caso particular de la 

elipse. 

Si   es una sección cónica, usaremos la notación       , para indicar que   se obtiene 

al intersecar el plano   con el cono recto  . 

Definición 2.1.4: El eje de una cónica       es la recta que se obtiene al intersecar el 

plano   con el triángulo axial perpendicular a la intersección de   con la base del cono. Los 

puntos de intersección del eje con la cónica los llamarémos vértices.  

Observemos que en el caso de la elipse y de la hipérbola siempre habrá dos vértices (que 

denotaremos usualmente como    y   ) y en el caso de la parábola un único vértice (que 

lo denotaremos como  ). Si   es una hipérbola el segmento      se llama eje transverso. 

El caso de la elipse es un poco más complicado y lo veremos más adelante en la sección 2.3  

Diremos que dos secciones cónicas son congruentes si se puede encimar una en la otra sin 

que ninguna exceda a la otra. En otras palabras, dadas dos cónicas   y    con vértices   y 

  , para cualquier   y    puntos en el eje tales que        , si   y    son puntos en   y 

    respectivamente, tales que    es perpendicular a    y      es perpendicular a     , 

entonces        . 

 



22 

 

SECCIÓN 2.2 LA PARÁBOLA  

El siguiente resultado es considerado por Apolonio como la propiedad básica de la 

parábola. La cual está en la Proposición 11 del primer libro de Las Conicas. [2] 

Proposición 2.2.1: Sea       una parábola. Existe una constante   tal que para 

cualquier punto   de   se satisface la siguiente ecuación:              donde   es el 

pie de la perpendicular al eje por el punto   y   es el vértice de la parábola. La constante   

se llama lado recto. 

Demostración: Sea     el triángulo axial cuya base    es perpendicular a la intersección 

de la base con el plano   que genera a la parábola, y la generatriz    es paralela al plano  , 

siendo   el vértice del cono  . Observemos que el valor 
  

  
 
  

  
 es constante y no depende 

de la base del cono que hayamos tomado. Sea   el vértice de la parábola entonces    es 

una constante que sólo depende de  , podemos definir   como el valor que satisface la 

siguiente ecuación. 

 

  
 

  

  
 
  

  
  (1) 

En otras palabras    
  

  
 
  

  
    .  

Llamemos   a la intersección del eje de la parábola con la base de triángulo axial   . Sean 

  y   puntos en las rectas    y     respectivamente, tales que el segmento    es paralelo a 

  . Llamemos   a la intersección de    con   . Como    es paralela a   , tenemos que 
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Al sustituir en la ecuación    , tenemos que 

 

  
 

  

  
 
  

  
  (2) 

Sea   un punto en la intersección de la parábola con la recta perpendicular a    por  . 

Observemos que los puntos  ,   y   se encuentran en una circunferencia paralela a la base 

del cono, y el punto   es el punto medio de la cuerda perpendicular a    que pasa por  . 

Así, usando el Corolario 1.1.7 tenemos que          . Y por lo tanto, al sustituir en 

(2) tenemos: 

 

  
 

  

  
 
  

  
  

De esta última igualdad concluimos que            lo cual completa la 

demostración.   

 

Proposición 2.2.2: Sean   y    dos parábolas con lados rectos   y  , respectivamente. 

Entonces   y    son congruentes si y solo si    . 

Demostración: Sean   y    puntos sobre el eje de   y   , respectivamente tales que 

          donde   y    son los vértices de   y   , respectivamente. Sean   y    puntos en 

  y      tales que    es ortogonal    y      es ortogonal a       

Por la Proposición 2.2.1, sabemos que            y                   entonces   

y    son congruentes si y sólo si         lo cual sucede si y sólo si 

                              

Como           lo anterior es cierto si y sólo si     lo cual completa la demostración. 

 

Teorema 2.2.3: Sea   un cono recto y   una parábola con lado recto  , entonces existe un 

plano   talque     es una parábola congruente con  . 

Demostración: Sea     el triángulo axial de   con base     siendo   el vértice del cono 

 . Sea   un punto en el lado    del triángulo tal que 
 

  
 

  

  
 
  

  
. 

Sea   el plano paralelo a    que pasa por   y ortogonal al triángulo axial. Evidentemente 

la parábola         tiene lado recto   y por la Proposición 2.2.2   es congruente con   . 
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SECCIÓN 2.3 LA ELIPSE 

El siguiente resultado, es considerado por Apolonio como la propiedad básica de la Elipse 

y corresponde a la Proposición 13 del libro 1 de Las cónicas. [2] 

Proposición 2.3.1: Sea       una elipse, entonces existe una constante   tal que para 

cualquier punto   de   satisface la siguiente ecuación:         
       

    
  donde    y    

son los vértices de la elipse y   es el pie de la perpendicular al eje por el punto  . La 

constante   se llama lado recto respecto a     . 

Demostración: Sea     el triángulo axial cuya base es    siendo   el vértice del cono  . 

Supongamos que   corta a los lados    y    del triángulo axial en los puntos   ,   , 

respectivamente, generando una elipse con eje     . Tracemos una recta paralela a      

por   y sea   la intersección de dicha recta con la prolongación de   . Observemos que el 

valor 
  

  
 
  

  
 es constante y no depende de la base del cono que hayamos tomado.  

Como      es una constante que solo depende de  , podemos definir    
  

  
 
  

  
        

O, equivalentemente: 

 

    
 

  

  
 
  

  
  (1) 

Llamemos   a la intersección del eje de la elipse con la recta     Sean   y   puntos en las 

generatrices    y     respectivamente, tales que el segmento     sea paralelo a    de 

manera que corte al eje mayor      en el punto   entonces tenemos que 
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  y 

  

  
 

  

   
  

Al sustituir en la ecuación    , tenemos que: 

 

    
 

  

   
 
  

   
  (2) 

Sea   un punto en la elipse, tal que   está en la intersección de la elipse con la recta 

perpendicular    por  . Observemos que los puntos  ,   y   se encuentran en una 

circunferencia paralela a la base del cono, y el punto   es el punto medio de la cuerda 

perpendicular a    que pasa por  . Así, usando el Corolario 1.1.7 tenemos que        

  , y por lo tanto al sustituir en (2) llegamos a: 

 

    
 

  

   
 
  

   
  

De esta última igualdad concluimos que         
       

    
, que es lo que queríamos 

demostrar. 

 

Teorema 2.3.2: Sea       una elipse con eje      y lado recto  . Si      es el segmento 

ortogonal a      por el punto medio de este cuyos extremos están en la elipse  , entonces 

existe una constante    tal que        
       

    
  donde   es cualquier punto en   y   es 

el pie de la perpendicular a      por  . El valor    se llama lado recto con respecto     . 

Demostración: De la Proposición 2.3.1,          
       

    
 donde   es el pie de la 

perpendicular a      por  . Observemos que          
    

 
      

    

 
    , de 

aquí 

        

 
          

    

 
 
 

     

Igualando los extremos y simplificando obtenemos 
        

 

 
    

 
 
  

   

 
    

 
 
   . Aplicando la 

Proposición 2.3.1 al punto   , concluimos que   
      

  

    
 de donde, 

   

 
    

 
 
    

   

 
    

 
 
 , 

luego, 
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de donde             
 
    

 
 
 

 
    

 
 
  y haciendo    

      
  

    
 tenemos que  

        
       

    
  

 

Por lo tanto la propiedad de la elipse se cumple también para el segmento     . Además 

observemos que si           entonces 
 

    
   y en caso contrario, si           

entonces 
  

    
  . 

En el primer caso diremos que      es el eje mayor,      el eje menor y   el lado recto de 

la elipse. En el caso contrario      será el eje mayor      el eje menor y    será el lado 

recto de  .  

Observemos que si dos elipses son congruentes entonces la longitud de los ejes es la 

misma. 

Proposición 2.3.3: Sean   y    dos elipses cuyos ejes mayores      y   
   

 , respecivamente, 

tienen la misma longitud. Entonces   y    son congruentes si y sólo si los respectivos lados 

rectos   y    son iguales. 

Demostración: Sean   y    puntos sobre el eje de   y   , respectivamente tales que 

        
 . Sean   y    puntos en   y      tales que    es ortogonal     y      es 

ortogonal a     
   

Por la Proposición 2.3.1, y el Teorema 2.3.2 se cumplen las siguientes dos igualdades: 

       
  

   
 
  

   
                                 

   
  

    

    
  

    

    
  

 

Como         
  y        

   
   se tiene que                

   
      

      
   

Así   y    son congruentes si y sólo si         lo cual sucede si y sólo si, 
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Lo cual es equivalente a que   y    tengan el mismo lado recto. 

 

A continuación demostraremos que toda elipse se puede encajar en un cono recto. Para 

ello necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 2.3.4: Sea     un triángulo inscrito en un circunferencia  . Dada una constante 

     podemos encontrar un punto   en la prolongación de la recta     tal que 
  

  
   

donde   es la intersección de    con la circunferencia. 

Demostración: Si     basta tomar     y    . Supongamos     y consideremos   

un punto en el segmento    tal que   
  

  
   Tracemos la paralela a    por   hasta cortar a 

la circunferencia   en un punto   y prolonguemos    hasta cortar la prolongación de    

en  . Entonces por el Teorema de Thales tenemos que 
  

  
 

  

  
  , lo cual completa la 

prueba. 

 

Lema 2.3.5: Sea     un triangulo,   una semirrecta por   y   una magnitud fija. Entonces 

podemos encontrar un punto   en el lado    y un punto   en el lado    tal que    es 

paralelo a   y tiene longitud  . 

Demostración: Sea   un punto en   tal que    tenga longitud  . Tracemos la paralela a    

por   hasta cortar el lado    en un punto   y tracemos la paralela a    por   hasta cortar 
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el lado    en un punto  . Como el cuadrilátero      es un paralelogramo tenemos que 

       , que es lo que queríamos probar. 

 

Teorema 2.3.6: Sea   un cono recto y   una elipse entonces, existe un plano   tal que     

es una elipse congruente con  . 

Demostración: Sea     un triángulo axial de   con base     siendo   el vértice del cono 

  y consideremos el circuncírculo del triangulo    . Por el Lema 2.3.4, podemos 

encontrar un punto   en la prolongación de    tal que 
  

  
 

 

 
  donde   es la longitud del 

eje mayor y   es el lado recto de  ,  siendo   la intersección de    con el circuncírculo. Por 

el Lema 2.3.5 podemos encontrar un punto    en el lado    y un punto    en el lado    

tal que      tenga longitud   y sea paralelo a   . Sea   el plano perpendicular al triangulo 

    que contiene a la recta      y consideremos la cónica       . Por la Proposición 

2.3.1, si    denota el lado recto de    entonces 

  

 
 

  

    
 

  

  
 
  

  
  

Tomando la potencia desde el punto   al circuncírculo del triángulo     tenemos que 

             

y usando el hecho de que 
  

  
 

 

 
 llegamos a las siguientes igualdades: 

  

 
 

  

  
 
  

  
 

     

   
 

  

  
 

 

 
   

lo cual implica que      y por lo Proposición 2.3.3   es congruente con   . 
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SECCIÓN 2.4 LA HIPÉRBOLA 

La hipérbola cumple una propiedad muy parecida a la propiedad básica de la elipse. La 

diferencia radica en que la elipse está en una sola hoja del cono mientras que la hipérbola 

involucra ambas hojas del cono. La siguiente proposición corresponde a la Proposición 12 

del libro I de Las Cónicas [2] donde nombra y caracteriza a la hipérbola. 

Proposición 2.4.1: Sea       una hipérbola con vértices    y   , entonces existe una 

constante   tal que para cualquier punto   de   se satisface la siguiente ecuación: 

        
       

    
  donde   es el pie de la perpendicular al eje por el punto   y   ,    

son los vértices de la hipérbola. La constante   se llama lado recto. 

Demostración: Sea     el triángulo axial de   con base   . Tracemos la paralela a      

por   y sea   la intersección de dicha paralela con   . Observemos que el valor 
  

  
 
  

  
 es 

constante y no depende de la base del cono que hayamos tomado. Como      es una 

constante que solo depende de  , podemos definir   como el valor que satisface la 

siguiente ecuación. 

 

    
 

  

  
 
  

  
  (1) 

En otras palabras    
  

  
 
  

  
      . Llamemos   a la intersección del eje de la hipérbola 

con la base de triángulo axial    contenida en el plano de la base de  . Sean   y   puntos 

en los lados    y     respectivamente, tales que el segmento    es paralelo a    y sea   la 

intersección del eje de la hipérbola con   , entonces tenemos que, 

  

  
 

  

   
   

  

  
 

  

   
  

Al sustituir en la ecuación    , llegamos a: 

 

    
 

  

   
 
  

   
  (2) 
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Sea   un punto en la hipérbola, tal que   está en la intersección de la hipérbola con la recta 

perpendicular    por  . Observemos que los puntos  ,  y   se encuentran en una 

circunferencia paralela a la base del cono, y el punto   es el punto medio de la cuerda 

perpendicular a    que pasa por  . Así, usando el Corolario 1.1.7 tenemos que        

   y por lo tanto, al sustituir en (2), llegamos a: 

 

    
 

  

   
 
  

   
  

De esta última igualdad concluimos que         
       

    
 como se quería demostrar. 

 

Proposición 2.4.2: Sean   y    dos hipérbolas cuyos ejes transversos      y   
   

  tienen la 

misma longitud. Entonces   y    son congruentes si y sólo si los respectivos lados rectos   

y    son iguales. 

Demostración: La demostración de esta proposición es idéntica a la de la Proposición 2.3.3 

y por lo tanto la omitiremos. 

Consideremos un cono recto   con vértice  . Supongamos que el triángulo     es un 

triángulo axial. Como el cono es recto, la recta    es el eje del cono, donde   es el punto 

medio de   . Por el Teorema de Thales el valor 
   

    es constante y no depende de la 

elección del triángulo axial. Este valor lo denotaremos como   y será usado a continuación. 
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Teorema 2.4.3: Sea   un cono recto y   una hipérbola con lado recto   y longitud del eje 

transverso  . Si   
 

 
 , entonces existe un plano   tal que     es una hipérbola 

congruente con  . Además si   
 

 
 ,   es único y si   

 

 
 entonces hay únicamente dos 

planos posibles. Por otro lado si   
 

 
 , entonces no existe dicho plano. 

Demostración: Sea     un triángulo axial de  ,   el punto medio de    y    un punto en 

la prolongación del lado    de tal forma que      es un ángulo externo del triángulo 

     

Caso 1: Si   
   

    
 

 
 , por el Lema 2.3.5 podemos encontrar un segmento      en el 

triángulo formado por      paralelo a    de longitud  . Sea   el plano perpendicular a 

    que contiene a      y llamamos       . Afirmamos que    es congruente con  . 

En efecto, como    es paralela a      por el Teorema 2.4.1, 
    

   
   

     
, donde    es el 

lado recto de   . Como       tenemos que 
    

   
   

     
 

   

    
 

 
 y por lo tanto       

Este hecho, en combinación con la Proposición 2.4.2, implica que    es la hipérbola 

buscada. 

Ahora demostremos que dado el triángulo axial    , ésta es la única hipérbola 

congruente a  . Supongamos que existe otra, entonces existe una segmento de medida   en 

el triángulo      que no es paralela a    (si fuera paralela no tendría medida  ) y por la 

Proposición 2.4.2 no podría ser congruente con  . Sea      el segmento pedido, tracemos 

la paralela a      por   y sea   la intersección de esta con   . Supongamos sin perder la 
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generalidad que   está en el segmento   . Entonces, por la Proposición 2.4.1 
   

     
 

 

 
. 

Afirmamos que esto es imposible. En efecto, por la desigualdad del triangulo        . 

Además                                        , lo cual 

implica que                   y por lo tanto 
 

 
 

   

     
 

   

     
  

Caso 2: Si 
   

    
 

 
. Sea   la circunferencia que circunscribe al triangulo    . Prolonguemos 

el eje    hasta cortar a   en  . Entonces, por el Lema 1.1.6 
   

    
   

     
 

   

     
 

  

  
  De 

aquí inferimos que 
  

  
 

 

 
. Sea   un punto en la recta    de tal manera que 

  

  
 

 

 
. 

Tracemos la paralela a    por   y sean    y    las intersecciones de ésta paralela con   y 

sean   y   las intersecciones de las rectas     y     con la recta   , respectivamente. Por 

el Teorema de Thales 
  

  
 

 

 
 

  

   
 

  

   
. Por el Lema 2.3.5, podemos encontrar puntos   , 

  
  en    y   , respectivamente y   ,   

  en las prolongaciones de    y   , 

respectivamente, tal que los segmentos      y   
   

 , son paralelos a    y    

respectivamente y tienen longitud  . Afirmamos que los planos perpendiculares a     que 

que pasan por      y   
   

 , cortan al cono en hipérbolas    y   , congruentes con  . En 

efecto, observemos que 
 

 
 

  

  
 

  

   
 

   

      
 y por el Lema 1.1.6 

    

 
 

   

      
 

   

     
  

Por la Proposición 2.4.1    es una hipérbola con eje transverso   y lado recto  , y por la 

Proposición 2.4.2   es congruente con   . Análogamente    y   son congruentes. 
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Ahora veamos que no existe una tercera tal que     sea ortogonal al plano que la 

contiene. Supongamos que si existe y nombrémosla   . Sea    la recta paralela al eje de    

donde   es la intersección con  . Llamemos   a la intersección de    con la base del 

triángulo axial   . Por la Proposición 2.4.1 
 

 
 

   

     
 y por el Lema 1.1.6 

   

     
 

   

     
 

  

  
  

Así 
 

 
 

  

  
 lo cual contradice al hecho de que 

 

 
 

  

  
  

Ahora veamos que la condición 
   

    
 

 
 es necesaria. Supongamos que existe una 

hipérbola        congruente con   tal que   
   

    
 

 
. Sea    la recta paralela al eje 

de    donde   es la intersección con   . Por la Proposición 2.4.1 
   

     
 

 

 
 y por hipótesis 

   

     
 

 

 
  Esto implica que 

   

     
 

   

     
. Lo cual es una contradicción (ver parte final del 

caso 1).  

De aquí concluimos que   existe si 
   

    
 

 
. Sin embargo observemos que sin importar el 

valor 
 

 
, siempre es posible construir un cono recto   tal que   

 

 
 para   y   dados. De 

aquí concluimos que toda hipérbola se puede encajar en un cono recto. 
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CAPITULO 3 PARTES Y PROPIEDADES BASICAS DE LAS CÓNICAS. 

En el capítulo anterior introdujimos las cónicas usando la noción clásica en la cual se 

obtienen al intersecar un cono con un plano. Sin embargo, esta no es la única manera de 

definirlas. En este capítulo veremos como las cónicas pueden ser caracterizadas como 

lugares geométricos del plano que cumplen alguna “propiedad” (estas propiedades son 

las que se utilizan actualmente en los cursos de geometría para abordar las cónicas). Más 

adelante utilizaremos esta nueva forma de ver las cónicas para deducir propiedades 

interesantes de ellas. 

SECCIÓN 3.1 EXCENTRICIDAD, FOCOS Y DIRECTRICES. 

En esta sección, descubriremos las nociones de excentricidad, focos y directrices y 

caracterizaremos a las cónicas en función de estos conceptos. Seguramente el lector estará 

familiarizado con estas nociones ya que juegan un papel fundamental en los cursos de 

geometría analítica. 

Recordemos que toda cónica puede ser encajada en un cono recto. Esta propiedad será 

utilizada en la demostración del siguiente teorema. 

Dado un punto   y una recta   denotemos por    la distancia de   a la recta  . Esto es, si 

  es el pie de la perpendicular a   por  , entonces      . 

Teorema 3.1.1: Para toda cónica   existe un punto  , una recta   y una constante   tales 

que   pertenece a   si y sólo si 
  

  
  . El punto   se llama foco, la recta   se llama directriz 

y la constante   es la excentricidad de la cónica. 

Demostración: Sea        una cónica no circular donde   es un cono recto. 

Consideremos   una esfera tangente a   y  , contenida en el interior de  . Sea   el punto 

de tangencia de   con   y sea   el plano que contiene a la circunferencia donde   es 

tangente con  . Entonces como   es una sección no circular,   y   no son paralelos y por lo 

tanto se cortan en una recta  . Sea   el ángulo formado por los planos   y  . Tomemos un 

punto   de la sección cónica y tracemos la recta perpendicular a   por  . Sea   el punto de 

intersección de dicha recta con  . Llamemos   al pie de la recta ortogonal al plano   que 

pasa por  . Por último, llamemos   al punto de intersección de la esfera   con la generatriz 

que pasa por  , y sea   el ángulo     . 

Observemos que       (ya que ambos segmentos son tangente a   por  ). Por otro lado 

los triángulos     y     tienen un ángulo recto en el vértice   y por esta razón 
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      = 
  

  
 ,       

  

  
 y por lo tanto; 

  

  
 

  

  
 

     

     
 

 
  
   

 
  
  

 
 

    

    
  

Finalmente observemos que ni   ni   dependen del punto  . Por lo tanto    
    

    
 es una 

constante de donde  
  

  
  , lo cual completa la demostración.  

Para demostrar la otra implicación sea   una cónica con excentricidad  , directriz  , foco   

y   un punto que no pertenece a   tal que 
  

  
  . Tracemos la recta    la cual corta a   en 

dos puntos    y   . Sean    y    los pies de las perpendiculares a   por    y   , 

respectivamente. Notemos que los ángulos        y        son suplementarios y por lo 

tanto uno de estos ángulos es igual al ángulo      donde   es el pie de la perpendicular a 

  por  . Supongamos sin perder la generalidad que            , por la implicación 

anterior 
   

    
  . Por el criterio lado-ángulo-lado los triángulos       y     son 

semejantes, lo cual sólo puede suceder si   pertenece a  . Esta contradicción nos permite 

concluir que 
  

  
  , como se quería probar. 
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Sea   un cono recto y   un plano que corta a   en una cónica  . Si   es una parábola existe 

una única esfera que es tangente al interior de   y  . Por otro lado si   es una elipse o una 

hipérbola entonces existen dos esferas tangentes al interior de   y a  . Por esta razón, en el 

caso de la elipse y de la hipérbola, existirán dos focos y dos directrices.  

Si   es una parábola, el ángulo   es igual al ángulo   y por lo tanto la excentricidad es  . 

De aquí concluimos el siguiente resultado. 

Teorema 3.1.2: Una parábola es el lugar geométrico de los puntos   tales que su distancia 

a un punto fijo   es igual a su distancia a un recta dada.  

 

En el caso de la elipse y de la hipérbola tenemos los siguientes resultados: 

Teorema 3.1.3: Sea   una cónica,   un foco de ella y   la directriz correspondiente a  . 

a) Si   es una elipse, entonces la excentricidad es menor que 1. 

b) Si   es una hipérbola, entonces la excentricidad es mayor que 1. 

Demostración: 

a) Como el corte del cono genera una elipse, el ángulo del plano   es menor que el 

generado por cualquiera de la generatrices con respecto al plano   y por lo tanto usando la 

nomenclatura del Teorema 3.1.1 se infiere que   
    

    
  . 

b) De igual forma podemos observar que plano   corta al cono en un ángulo mayor que el 

generado por cualquier generatriz con respecto a  , usando la nomenclatura del Teorema 

3.1.1 se deduce que           y por lo tanto 
  

  
    . 
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Teorema 3.1.4 La excentricidad de una elipse (hipérbola) no depende del foco ni de la 

directriz que tomemos, siempre y cuando sean correspondientes. 

Demostración: Sea  un cono con vértice  ,   un plano que corta a   en una cónica  ,    y 

   dos esferas tangentes a   y  , simultáneamente. Consideremos el triángulo axial     de 

  perpendicular a    y llamemos    y    a las circunferencias de intersección de   con    y 

  , respectivamente y llamemos  ,   y  ,   a los puntos de tangencia de las generatrices 

   y    con    y    de tal forma que  , ,  y  , ,  estén alineados. Sea    la intersección 

de   con el plano que contiene al triángulo axial y sean    y    las intersecciones de    con 

   y   , respectivamente. Por último sean    y    las intersecciones de    y    con el 

plano  , respectivamente (   y    son los vértices de la cónica). Afirmamos que las rectas 

   y    son paralelas. En efecto, como son rectas tangentes a    y   , tenemos que 

      y       y por el recíproco del Teorema de Thales    es paralela a   . Para 

completar la prueba demostremos que la distancia           y           donde    y 

   son las intersecciones de  con las rectas    y    respectivamente. 

a) Para el caso de la elipse tomemos el corte axial de   por    . Observemos que      

    y         , ya que son tangentes a una misma circunferencia desde un punto fijo 

  , asimismo          y          son tangentes desde   . Luego, 

                                         

sustituyendo            y            en los extremos de la igualdad, 

                         

Como      , y sustituyendo     y      
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ahora sustituyendo nuevamente      y       

                               

De aquí concluimos que             y por lo tanto          . 

Ahora veamos que          . Sea   la perpendicular a    por    y sea   
  el reflejado de 

   con respecto a  , afirmamos que el triángulo       es congruente con el triángulo 

     
 . En efecto,                   

   ,               
  y el segmento 

       . De donde se concluye que           

b) Ahora demostremos para la hipérbola. Como          tenemos que 

                           

Como            y      , sustituyendo en el extremo izquierdo obtenemos 

                     

Observemos que                        y por lo tanto, 

                                                 

Y como          inferimos que                   , de donde 

                      

o equivalentemente          . 

Ahora demostremos que          . Fijémonos en los triángulos       y      , por el 

Teorema de Thales como    y    son paralelas tenemos que 
  

   
 

    

    
 y 
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Observemos que       y además 

                   

de donde 
    

    
 

  

   
 

    

    
 e igualando los extremos concluimos que          . 

 

A partir de este momento podemos definir a las cónicas como  lugares geométricos de los 

puntos tales que la distancia a un punto fijo (llamado foco) y la distancia a una recta 

(llamada directriz) están en razón constante. 

Cuando la razón es 1, esta definición coincide con la definición de parábola que 

usualmente se utiliza en los cursos de geometría. 

Teorema 3.1.5: Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos   tales que el valor 

absoluto de la diferencia de sus distancias    y    a dos puntos fijos    y    es constante.  

Demostración: Sea   un cono recto y       una hipérbola. Consideremos    y    dos 

esferas contenidas en   tangentes a   y a   simultáneamente. Evidentemente cada una de 

estas esferas está en distintas hojas del cono. Sean    y    los puntos de tangencia de    y 

   con el plano  . Supongamos que   es tangente a    y    a lo largo de las circunferencias 

   y    respectivamente. Sea   un punto de la hipérbola y tomemos la generatriz que pasa 

por   y corta a    y    en    y    respectivamente. Entonces 

        y         

ya que son rectas tangentes a una esfera desde un punto   exterior a ésta. Por lo que: 

                         

Nótese      es la longitud del segmento en las generatrices del cono determinado por las 

circunferencias    y   . Como el cono es recto esta longitud es constante y no depende de 

la posición de  . 

 

Teorema 3.1.6: Una elipse es el lugar geométrico de los puntos   tales que la suma de sus 

distancias    y    a dos puntos fijos    y    es constante.  

Demostración: Sea       una elipse (con   un cono recto) y consideremos    y    dos 

esferas contenidas dentro del cono   tangentes en    y    al plano   y tangentes al cono   
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a lo largo de las circunferencias    y   . Sea   un punto de la elipse y tomemos la 

generatriz que pase por   que interseca en    y    a    y   , respectivamente. Entonces 

        y         

ya que son rectas tangentes a una esfera desde un punto  . De aquí concluimos que 

 

                      

Nótese que      es la distancia entre    y   , y por lo tanto es constante. 
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SECCIÓN 3.2 DIAMETROS, TANGENTES Y CIRCUNFERENCIA DE 

EXCENTRICIDAD. 

Definición 3.2.1: Una cuerda en una cónica es el segmento de recta que une dos puntos 

cualesquiera de la cónica. En el caso de la hipérbola los dos puntos deben estar en la 

misma hoja. 

Definición 3.2.2: Sea   una cónica, dado un sistema de cuerdas paralelas llamaremos 

diámetro al lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas. 

A continuación demostraremos que todo diámetro está contenido en una línea recta. Para 

ello necesitamos el siguiente lema. 

Lema 3.2.3: Sean   una cónica,   un foco y   la directriz correspondiente. Si   y    son 

puntos arbitrarios en  ,   y    son puntos en   tales que    es paralelo a      entonces 
  

     
 

  

   
. 

Demostración: Sean   y    lo pies de las perpendiculares a   por   y   , respectivamente. 

Entonces existe una constante   tal que 
  

  
   

   

    . Como los triángulos     y         

son semejantes, se cumple que  
  

  
 

    

    . Así 

  

  
 

  

  
 
  

  
 

   

    
 
    

    
 

   

    
 

De aquí concluimos que 
  

  
 

   

     y por lo tanto 
  

     
  

   
. 
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Teorema 3.2.4: El lugar geométrico de los puntos que determinan un diámetro se 

encuentran en una línea recta. 

Demostración: Sea   una cónica con directriz   y foco correspondiente  . Consideremos 

una cuerda arbitraria    y sea   la intersección de la directriz con la perpendicular a    

por  . Llamemos   a la intersección de la recta    con    y sea   a la intersección de la 

directriz con la recta   . 

Por el Lema 3.2.3 
  

  
 

  

  
 y por lo tanto 

   

    
   

   . Aplicando el Lema 1.2.5 tenemos que 

   

    
       

       . Luego, por el Teorema de Pitágoras aplicado a los triángulos     y     

concluimos que             y            . Así 

   

   
 

       

       
 

               

       
 

       

       
 

Por otro lado, si   es el punto medio de    tenemos que          y por el Lema 

1.1.16,           y por lo tanto               . Análogamente, por el Lema 

1.1.16           y          y por lo tanto               . Entonces 

concluimos que  

  

  
 

      

      
 

       

       
 

   

   
  

Ahora si      es una cuerda paralela a    con punto medio   , por el Lema 3.2.3 
   

    
    

      

donde    es la intersección de      con la directriz. De esta manera si    es la intersección 

de    con      haciendo un procedimiento análogo deducimos que 
    

     
    

     y por lo 

tanto 
  

  
 

   

    
    

     
    

    , de donde,  
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Como      es paralela a    los triángulos     y       son semejantes y 
  

    
  

    
  

    . 

Por el Lema 1.2.5  

  

    
 

  

    
 

     

         
 

  

    
   

De donde concluimos que los triángulos     y       son semejantes, lo cual garantiza 

que  ,    y   son colineales. 

 

Definición 3.2.5: Sea   una cónica y   un diámetro asociado a una familia de cuerdas 

paralelas a otra recta  . Si   es un punto en   que es extremo del diámetro  , entonces la 

tangente a   por   será la recta paralela a   que pasa por  . 

Definición 3.2.6: Dados un punto   y una cónica  , la circunferencia de excentricidad de 

  respecto a   es la circunferencia de radio   y centro   tal que 
 

  
  , donde   es la 

excentricidad de   y   es el pie de la perpendicular por   a una directriz de  . 

Construcción 3.2.7 Dada una cónica   con foco   y directriz   construir la circunferencia 

de excentricidad de   con centro en un punto  . 

Sean   una cónica,   un punto cualquiera que no este en   y   un punto cualquiera en  . 

Tracemos la recta    hasta cortar a la directriz en un punto  . Tracemos el segmento    

y sea    el punto de intersección de la paralela a    por   con   . Afirmamos que la 
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circunferencia con centro en   y radio      es la circunferencia de excentricidad de la 

cónica   respecto a  . 

En efecto si   es el pie de la perpendicular a   por   entonces se puede observar por lo 

anterior que 
   

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 donde   es el pie de la perpendicular a   por  . De aquí 

concluimos que 
   

  
 

  

  
   y por lo tanto la circunferencia de centro   y radio    es la 

circunferencia de excentricidad. 

 

Construcción 3.2.8 Construir una cónica dada la circunferencia de excentricidad y la 

directriz. 

Sea   una recta y   un punto que no pertenezca a  . Supongamos que   es el centro de una 

circunferencia de radio   y   es el pie de la perpendicular a   por  . Sea   un punto 

arbitrario y tracemos     siendo    un punto cualquiera en la circunferencia. A la 

intersección de     con   lo nombramos  . Tracemos la paralela a     por   y sea   el 

punto de intersección de la recta    con dicha paralela. Afirmamos que   está en la cónica 

de excentricidad   
 

  
 con directriz   y foco correspondiente  ; es decir, 

 

  
 

  

  
 donde 

  es el pie de la perpendicular a   por  . 

En efecto como     es paralela a    los triángulos      y     son semejantes y 

análogamente como    es paralela a    los triángulos     y     también son 

semejantes. Esto implica que  
  

  
 

   

  
 y 

  

  
 

  

  
 de aquí se obtiene que 

  

  
 

   

  
, y por lo 

tanto: 

  

  
 

   

  
 

 

  
    

que es lo que queríamos probar. 

 

En las construcciones anteriores observemos que la recta    corta en  ,   ó   puntos a   si 

y sólo si    corta en  ,   ó   puntos, respectivamente, a la circunferencia de excentricidad. 

En particular    es tangente a   si y sólo si    es tangente a la circunferencia de 

excentricidad. 

Teorema 3.2.9: Sea   una cónica con directriz   y foco correspondiente  . Para cualquier 

punto   en  , la recta    forma un ángulo recto con la recta determinada por   y el punto 

de intersección de la tangente a   por   con  . 
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Demostración: Sean   y   dos puntos en   tal que el rayo    interseca a   en   y sea   la 

intersección con   del rayo   . Por el Lema 3.2.3 tenemos que 
  

  
 

  

  
  y por el Lema 1.1.14 

tenemos que los ángulos      y       son iguales. Por lo tanto, en el límite, cuando   

tiende a  , la recta    tiende a ser la recta tangente por   y                  

tiende a     . Esto quiere decir que la recta    formará un ángulo recto con la recta   , 

como se quería probar.  

 

En el teorema anterior, si la recta tangente no corta a la directriz, entonces   debe ser el 

vértice. En este caso,    es perpendicular a la tangente por  . 

Construcción 3.2.10 Construir la recta tangente a una cónica por un punto   que está en  . 

Dada una cónica    con directriz   y foco correspondiente  , para construir la tangente por 

un punto   basta trazar la perpendicular a la recta    por  . Si esta recta cortara a   en un 

punto   entonces la tangente buscada es la recta   . Por otro lado, si    es perpendicular 

a la directriz, entonces   es vértice de la cónica y por lo tanto la tangente por   es 

simplemente la paralela a la directriz por  . 

 

Construcción 3.2.11 Construir las tangentes a una cónica   con foco   y directriz   por un 

punto   que no esté en  . 
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Si   está en   tracemos la recta   . Llamemos   y    a la intersección de la perpendicular a 

   por   con  . Del Teorema 3.2.9 inferimos que    es tangente a   en  . 

Si   no está en   entonces trazamos la circunferencia de excentricidad de   con centro en   

y trazamos las rectas tangentes a la circunferencia desde  . Sean    y    los puntos de 

tangencia y   y    los puntos de intersección de     y     con  . Afirmamos que    y     

son rectas tangentes a   desde  . 

En efecto, por la Construcción 3.2.8 los segmentos     y    son paralelos y análogamente 

    es paralelo a    . Luego       y       son ángulos rectos de donde se infiere que los 

ángulos      y        son rectos también y por el Teorema 3.2.9   y    son los puntos de 

tangencia de las rectas    y     respectivamente. 

 

Proposición 3.2.12: Sea   una cónica con foco  , directriz  , excentricidad   y   un punto 

de  . Supongamos que   es un punto en   tal que    es tangente a   en  . Si   es un punto 

en la recta    y   el pie de la perpendicular a    desde  , entonces 
  

  
    (con   el pie de 

la perpendicular a   por  ). Y viceversa, si   y   son los pies de las perpendiculares desde 

  a    y a la directriz, respectivamente y además 
  

  
    entonces   está en la recta 

tangente por  . 
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Demostración: Sea   el pie de la perpendicular a   por  , por el Teorema 3.2.9 el ángulo 

     es recto y por lo tanto    es paralela a   . Luego, por el Teorema de Thales tenemos 

que 
  

  
 

  

  
 

  

  
 y de aquí vemos que  

  
  

  
 

  

  
   

lo cual prueba la primera implicación. 

Para demostrar la segunda parte del teorema, construyamos la circunferencia de 

excentricidad    de   con centro en  . Ahora con centro en   tracemos otra circunferencia 

   con el mismo radio que   . Desde   tracemos las tangentes a    con   y    los puntos de 

tangencia y prolonguemos    y    . Afirmamos que si   y    son las intersecciones con   

de las rectas    y    , respectivamente, entonces    y     son las tangentes a    

En efecto, sin perder la generalidad tracemos la paralela a    por   y sea   la intersección 

de esta con  . Como    y    tienen el mismo radio entonces dicha paralela es tangente a 

    y al ser el ángulo      recto el ángulo      es también recto y por el Teorema 3.2.9 se 

deduce que   está en la recta tangente a   por  .  

Si la tangente a   es paralela a  , entonces el punto de tangencia es el vértice. En este caso 

para todo   en la recta tangente, el punto   coincide con  , y la distancia    es igual a la 

distancia de   a la directriz. Luego 
  

  
 

  

  
  , y por lo tanto el teorema se sigue 

cumpliendo. 
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Observemos que la segunda implicación del teorema anterior nos da una construcción 

alternativa a la Construcción 3.2.11. 

Teorema 3.2.13: Sea   una cónica con foco  , directriz   y sea   un punto fuera de   tal que 

   y    son tangentes en   y   a    Entonces los ángulos      y      son iguales o 

suplementarios. 

Demostración: Sean   ,    y    perpendiculares a   ,    y a  , respectivamente. Por la 

Proposición 3.2.12 tenemos que 
  

  
   

  

  
 y por lo tanto      . Como los triángulos 

    y     son rectángulos, comparten la hipotenusa    y       entonces son 

congruentes y por lo tanto          .  
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Ahora, si   está en el rayo    implica que           y si   no está en el rayo implica 

que      es suplementario a     . Análogamente, inferimos que      y      son 

iguales o suplementarios. 

Luego, como           se concluye que           o               , como 

se quería demostrar. 

 

Corolario 3.2.14: Sean   y   dos puntos diferentes en una cónica  . Supongamos que las 

tangentes por   y   se cortan en   y sea   la intersección de    con la directriz. Entonces 

   es perpendicular a   , donde   es un foco y   es la directriz correspondiente a   de  . 

Demostración: Sea   la otra intersección de la recta    con  . Del Teorema 3.2.13 los 

ángulos      y      son iguales o suplementarios. Si son iguales, entonces    es 

bisectriz interna del ángulo     . Por el Lema 3.2.3 
  

  
 

  

  
 y por el Lema 1.1.14, 

concluimos que            y por lo tanto    es bisectriz del ángulo     . Usando el 

Lema 1.1.5 deducimos que    y    son perpendiculares.  
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Por otro lado, si los ángulos      y      son suplementarios, por el argumento anterior 

           y por lo tanto    es bisectriz del ángulo     . Además el ángulo      es 

igual al ángulo      donde   es la otra intersección de la recta    con  , de aquí se 

deduce que    es la bisectriz del ángulo      y por el Lema 1.1.5    es perpendicular a 

  . 

 

SECCIÓN 3.3 NORMALES, POLOS Y POLARES 

Definición 3.3.1: Sea   una cónica y   una recta tangente en un punto  . La normal a la 

cónica por   es la perpendicular a   que pasa por  . 

Teorema 3.3.2: Sea   una cónica con foco  , directriz   y   un punto de  . Sea   un punto 

en el eje de  , entonces   está en la normal por   si y sólo si 
  

  
   donde   es la 

excentricidad de  .  

Demostración: Primero supongamos que   está en la normal. Sean   el punto de 

intersección de la tangente por   con la directriz   y   el pie de la perpendicular a   por  . 

Por Teorema 3.2.9 el ángulo      es recto. Como      también es recto concluimos que 

   es diámetro de la circunferencia que pasa por  ,  ,   y  . Como    es perpendicular a 

   entonces    es tangente a la circunferencia de diámetro   , de donde          . 

Luego, como    es paralela a    se tiene que            (por ser ángulos alternos 

internos) y por lo tanto los triángulos     y     son semejantes. Esto implica que 
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Ahora veamos que si 
  

  
   entonces,   está en la normal de   por    Como   

  

  
 

  

  
 y 

   es paralela a    tenemos que           (por ser ángulos alternos internos) y en 

consecuencia los triángulos     y     son semejantes de donde concluimos que      

    . Esto implica que       es un ángulo seminscrito en la circunferencia de diámetro 

   y por lo tanto    es tangente a dicha circunferencia. En consecuencia    es 

perpendicular a    y por lo tanto   está en la normal por  . 

 

Más adelante, en el Corolario 4.1.3 y en las Proposiciones 4.2.3 y 4.3.3 demostraremos para 

cada cónica que el lado recto de una cónica es la distancia de la cuerda perpendicular al eje 

que pasa por el foco. Haciendo uso adelantado de estos resultados, demostraremos el 

siguiente teorema. 

Teorema 3.3.3: Sean   una cónica con foco   y   la intersección de la normal por un punto 

  con el eje de  . Si   es el pie de la perpendicular a    por   entonces,    es la mitad de 

la longitud del lado recto. 

Demostración: Sean   el pie de la perpendicular al eje por  ,   el vértice de   y   la 

intersección del eje de   con la directriz. Como los ángulos      y      son rectos, los 

triángulos     y     son semejantes Así, 
  

  
 

  

  
. 

Del Teorema 3.3.2 sabemos que   
  

  
 y por lo tanto se deduce que   

  

  
. Pero también 

sabemos que   
  

  
 y por lo tanto 

  

  
 

  

  
   (1) 
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Como       donde   es el pie de la perpendicular a   por  , entonces 
  

  
 

  

  
 y por 

lo tanto 

  

  
 

  

  
   (2) 

de (1) y (2) tenemos que 
  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
. Observando los extremos de la 

igualdad anterior y despejando tenemos que    
     

  
 para cualquier punto   en   y en 

particular cuando   está en la perpendicular al eje por  . De donde inferimos 

que    es 
 

  
 de la longitud de la cuerda focal perpendicular al eje de  . 

 

Teorema 3.3.4: Sea   una cónica con foco   y directriz  , entonces para cualquier cuerda 

focal    el semilado recto es la media armónica de    y   . 

Demostración: Sea   la longitud del semilado recto. Entonces si    es paralela a la 

directriz          lo cual implica que   es la media armónica de    y   . 

Si    no es paralela a la directriz entonces, sea   la intersección de la recta    con  . 

Llamemos  ,   y   a los pies de las perpendiculares a   por  ,   y   respectivamente. 

Entonces 
  

  
 

  

  
 y por lo tanto 

  

  
 

  

  
. Además, por el Lema 3.2.3 

  

  
 

  

  
  y por la 

Definición 1.2.1,   y   son conjugados armónicos respecto a   y  . Por el Lema 1.2.2,    es 

la media armónica de    y   . Como   ,    y    son paralelas, tenemos que 
  

  
 

  

  
 

  

  
 lo cual implica, por el Lema 1.2.3, que    es la media armónica de    y   . Ahora, del 
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Teorema 3.1.1, inferimos que   
  

  
 

 

  
 

  

  
 y aplicando nuevamente el Lema 1.2.3 

concluimos que   es la media armónica de    y   , como se quería demostrar. 

 

Teorema 3.3.5: Sea   una cónica con directriz   y foco  . Sean   y   dos puntos sobre  ,   

un punto en la cuerda    y   la intersección de las tangentes por   y  . Nombremos   a la 

intersección de la perpendicular a    por   con   , entonces, 
  

  
   donde   es la 

excentricidad de  . 

Demostración: Sea   el pie de la perpendicular a   por   y   el pie de la perpendicular a 

  por  , entonces, 
  

  
   de donde         . Además, como    es perpendicular a   , 

por el Corolario 3.2.14,    es paralela a   , donde   es la intersección de la recta    con  . 

Por el Teorema de Thales 
  

  
 

  

  
 y al sustituir    obtenemos 

  

    
 

  

  
. Despejando 

llegamos a 

  
     

     
    

  

     
   (1) 

 

Como    es paralela a    los triángulos     y     son semejantes lo cual implica que 
  

  
 

  

  
 o, equivalentemente, 

 

  
 

  

     
. Sustituyendo esta última expresión en     

obtenemos 
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que es lo que se quería demostrar. 

 

Teorema 3.3.6: Si   es el punto de intersección de dos tangentes a una cónica   por los 

puntos    y   , entonces, el lugar geométrico de los puntos   cuando    y    se mueven a 

lo largo de   es una recta si y sólo si la cuerda      pasa por un punto fijo   dentro de  . 

Demostración: Sean   el pie de la perpendicular a    por  , donde   es el foco de  , y   y 

  los pies de las perpendiculares a la directriz por   y   respectivamente. Afirmamos que 
     

     
 es constante. 

En efecto, tracemos     y sea    el pie de la perpendicular a     por  . Sea   el pie de la 

perpendicular a    por   y prolonguemos    hasta cortar a     en   . Entonces por la 

Proposición 3.2.12 y por el Teorema 3.3.5, tenemos que 
   

  
 

   

  
   donde   es la 

excentricidad de   y por lo tanto  

       
     

     (1) 

Al ser               y                  se tiene que      y        son 

cuadriláteros cíclicos, y por lo tanto, utilizando el Lema 1.1.6,                 

   . Sustituyendo esta última igualdad en la ecuación (1) obtenemos 
     

     
    lo cual 

demuestra la afirmación. 
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Si   es un punto fijo entonces existe una constante   tal que 
  

  
   y por la afirmación 

anterior tenemos que 
  

  
 

  

 
 lo cual es constante. Afirmamos que   se mueve a lo largo de 

una línea. 

En efecto, observemos que    no puede ser el eje de la cónica ya que de lo contrario el 

punto de intersección de las tangentes no existiría, ahora veamos la demostración de la 

Proposición 3.2.12 y tomemos la excentricidad mencionada como cualquier constante, en 

particular 
  

 
 de donde se deduce que   está en una recta que interseca a la directriz en un 

punto   de tal manera que el ángulo     es recto. 

Supongamos que   está en una línea recta   y llamemos   a la intersección de   con  . 

Observemos por la afirmación anterior que 
  

  
 es constante. Como 

     

     
    concluimos 

que 
  

  
 es constante. Luego por el Teorema 3.1.1 inferimos que   está en una cónica    con 

foco  , directriz   y excentricidad 
  

  
.  

Como    es perpendicular a    entonces, por el Teorema 3.2.9, existen   y    dos puntos 

de tangencia desde el punto   a    donde   y    están en una recta que pasa por  . Luego, 

sabemos que   está en el segmento como      y    pertenece a dicho segmento si y sólo si 

     pasa por el foco. Por lo tanto   es un punto fijo el cual está en la intersección del 

segmento      con la tangente   . 

Corolario 3.3.7: Si   es el punto de intersección de dos tangentes a una cónica   por los 

puntos    y   , entonces,   está en la directriz si y sólo si la cuerda      pasa por el foco de 

 . 

 

Usando la notación del teorema anterior, la recta determinada por los puntos   se llama la 

polar del punto   respecto a la cónica  . Y viceversa, si los puntos   están en una recta  , 

entonces el punto   recibe el nombre de polo de   respecto a la cónica    

Observemos que esta construcción de la polar de un punto respecto a una cónica es 

análoga a la construcción de los polos y polares respecto a un círculo. 
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CAPITULO 4 PROPIEDADES ESPECÍFICAS DE CADA CÓNICA. 

En el capitulo pasado vimos varias propiedades que conciernen a las tres cónicas en 

general. Ahora veremos distintas propiedades que son particulares de cada tipo de cónica. 

SECCIÓN 4.1 LA PARÁBOLA 

Teorema 4.1.1: Sea   una parábola con foco   y directriz  , llamemos   al vértice de la 

parábola y sea   un punto cualquiera. Entonces   está en la parábola si y sólo si     

       donde   es el pie de la perpendicular al eje que pasa por  . 

Demostración: Sea   el pie de la perpendicular a la directriz por el punto   y llamemos   

a la intersección de la directriz con el eje de la parábola. Entonces, 

                   

de donde, 

                            

                       

                 

             

Es decir                  Por otro lado, como el triángulo     es rectángulo se 

tiene que            . Si   está en la parábola,       y por lo tanto 

                            

lo cual implica que           , como se quería probar. Recíprocamente, si 

suponemos que           , entonces: 

                            

Por lo tanto        lo cual demuestra que   está en la parábola. 

 

Corolario 4.1.2: El lado recto de una parábola es igual a cuatro veces la distancia del foco 

al vértice. 
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Demostración: Sea   un punto de la parábola,   el pie de la perpendicular al eje y   el 

vértice de la parábola. Por la Proposición 2.2.1          y por el Teorema 4.1.1 

tenemos que           . De aquí concluimos que      . 

 

Corolario 4.1.3: Sea   una parábola con foco   y lado recto  . Si   es un punto en   tal que 

   es perpendicular al eje, entonces    
 

 
. 

Demostración: Por la Proposición 2.2.1 tenemos que         . Además, si   es el pie 

de la perpendicular a la directriz por  , entonces            De aquí concluimos que 

   
  

 
  y por lo tanto  

           
  

 
  

lo cual implica que    
 

 
, como se quería demostrar. 

 

FÓRMULA ANALÍTICA DE LA PARÁBOLA. 

Observemos que si la parábola está situada en el plano cartesiano de manera que el vértice 

coincida con el origen y el eje de la parábola coincida con el eje de las ordenadas, la 

ecuación            se traduce a la versión analítica: 

       

Donde   es el parámetro    (igual a un cuarto del lado recto). Análogamente si 

suponemos que el eje de la parábola coincide con el eje de las abscisas, entonces llegamos a 

la siguiente ecuación analítica: 

        

Construcción 4.1.4 Dada una recta   cualquiera y   un punto fuera de ésta, encontrar los 

puntos   que pertencen a la parábola con foco   y directriz  . 

Sea   un punto cualquiera en   y sea   la mediatriz del segmento   , tracemos la 

perpendicular a   por   y sea   el punto de intersección de esta con  . Entonces afirmamos 

que   está en la parábola. En efecto, la distancia de   a   es igual a    y como   está en la 

mediatriz de    entonces       lo cual demuestra que   está en la parábola. 
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En la Construcción 4.1.4 la recta   es la recta tangente a la parábola por el punto  , como se 

demostrará en el Lema 4.1.5. 

Lema 4.1.5: Si   es una recta tangente a una parábola   en un punto   entonces   es la 

mediatriz del segmento    donde   es el foco de la parábola y   es la proyección de   en 

la directriz  . 

Demostración: Si   es el vértice de   entonces   es paralela a   y por el Teorema 3.1.2 

      y por lo tanto   es la mediatriz del segmento   . Si   no es el vértice de  , sea   la 

intersección de   con  , por el Teorema 3.2.9,               de donde    es 

diámetro de la circunferencia     . Además, como      , los ángulos      y      

son iguales ya que abren el mismo arco, por lo tanto    es bisectriz del ángulo     . Si   

es la intersección de    con    entonces,    y    son alturas del los triángulos     y 

    que a su vez son semejantes y por lo tanto    es mediatriz de   , como se quería 

demostrar. 

 

Construcción 4.1.6 Dado un punto  , una recta   y un punto   en  , encontrar la directriz 

de la parábola con foco   y tangente a   por el punto  . 

Tracemos los segmentos    y   , donde   es el reflejado de   sobre  . Sea   la recta 

perpendicular a    por  . Entonces, por el Lema 4.1.5, concluimos que   es la directriz 

buscada. 

 

Observación 4.1.7: Dada una parábola   con foco   y directriz  , no existen dos tangentes 

a ella que sean paralelas entre sí. 

Demostración: Suponemos que existen   y    rectas tangentes a   y paralelas entre sí. Sean 

  y    los puntos de tangencia de   y   , respectivamente. Llamemos   y   a los pies de las 

perpendiculares a   por   y   . Por el Lema 4.1.5        son mediatrices de los segmentos    

y   . Como   es paralela a   , el segmento    es paralelo al segmento   , y como estos 

segmentos comparten el punto   deducimos que    . Por lo tanto      como 

queríamos demostrar. 

 

SECCIÓN 4.2 LA ELIPSE. 



59 

 

Hemos demostrado en el Teorema 2.3.6 que toda elipse se puede obtener a través de un 

corte en un cono recto. Por esta razón, podemos recurrir a la Teorema 3.1.3 a) y redefinir 

una elipse como el lugar geométrico de todos los puntos   tales que la distancia de   a un 

punto fijo    entre la distancia de   a una recta dada    es una constante   menor que 1. 

Utilizaremos esta definición para construir una elipse dados una directriz  , el foco 

correspondiente   , y la excentricidad      

Construcción 4.2.1: Sea   una recta,    un punto fuera de esta y    un punto en la recta 

    (con   el pie de la perpendicular a   por   ) de tal forma que 
    

   
      

Construiremos la elipse con foco   , vértice    y directriz  . Para ello tracemos    en la 

prolongación de      de tal forma que 
    

   
  , (véase la Construcción 1.1.3). 

Sea   el punto medio      y    en      tal que        . Ahora encontremos los puntos 

  tal que 
   

  
   donde   es el pie de la perpendicular a   por  . Para ello sea   un punto 

arbitrario en  , tracemos los rayos    ,     y      Sea   la recta obtenida al reflejar      

en la recta    . 

Sean   y    los puntos de la intersección de     y     con  , respectivamente. Afirmamos 

que   y    están en la elipse buscada. 

En efecto, sea   la intersección de la recta     con    (donde   es el pie de la 

perpendicular a   por  ), como     es la bisectriz de        se tiene que             . 

Por otro lado, como    es paralela a      entonces                   . Esto implica 
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que el triángulo       es isósceles y por lo tanto        y 
   

  
 

  

  
. Nos fijamos ahora en 

el triángulo     y por el Teorema de Thales inferimos que  

   
  

 
  

  
 

    

   
    

lo cual demuestra que   está en la elipse. 

Un razonamiento análogo prueba que    también está es la elipse. 

 

Lema 4.2.2: Sea   una elipse con vértices      , focos       y directrices   y   , 

respectivamente. La excentricidad  , está dada por: 

  
    
    

 
    

   
   

donde   y    son los puntos de intersección del eje con las directrices   y   , 

respectivamente. 

Demostración: Recordemos que por el Teorema 3.1.1 para cualquier punto   en la elipse 

se cumple la igualdad   
   

   
, donde    es el pie de la perpendicular por   a la directriz  . 

En particular, usando el Lema 1.2.5 a), se tiene que: 

  
    

   
 

    

   
 

         

       
 

    

        
 

    

   
  

 

Usando nuevamente el Lema 1.2.5 b) se tiene que: 

    

   
 

              

             
 

          
         

 
    
    

  

lo cual completa la demostración. 

 

Proposición 4.2.3: Consideremos la notación de la Construcción 4.2.1. Si        

entonces     es el segmento perpendicular al eje      que pasa por el foco   . Más aún, en 

este caso la longitud de     es el lado recto   
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Demostración: Como los segmentos     y     son perpendiculares tenemos que el 

triángulo      es un triángulo rectángulo isósceles. Así la recta     forma un ángulo de 

45° con respecto a      y por lo tanto     forma un ángulo recto con respecto al eje de la 

elipse. Se sigue de la construcción 4.2.1 que    está en el segmento     y por lo tanto     es 

el segmento perpendicular al eje que pasa por     

Para completar la prueba demostraremos que la longitud del segmento     es igual al lado 

recto  . Esto es equivalente a demostrar que      
 

 
  

Por la Proposición 2.3.1 sabemos que         
       

    
 para todo punto   en la elipse. 

En particular si      y    , se tiene que 

          
         

    
  (1) 

Además por el Teorema 3.1.1 y por el Lema 4.2.2 tenemos las siguientes igualdades 

   
   

   
    

   
 

    

         
 (2) 

   
   

   
    
    

 
          

    
            

De aquí podemos concluir que 
    

         
 

          

    
 y por lo tanto 

       
         

                                   

Lo anterior equivale a                                y al dividir entre 2, 

obtenemos que                              y por lo tanto 

                             

Si factorizamos llegamos a que                          y al despejar concluimos 

     
        

         
  

Por (2) 
   

   
 

    

         
   y al sustituir en la igualdad anterior llegamos a que 

     
       

   
 

       

        
   

al despejar    inferimos que 
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  (3) 

Ahora   
    

   
 

    

   
 

    

        
, esto implica que                        y por lo 

tanto 

                             

Equivalentemente                         . Al despejar     llegamos a 

    
         

         
  (4) 

Ahora sustituimos (4) en (3) y desarrollamos la expresión así obtenida: 

    
          

         
         

  

         
         

 
     

                         
         

  

     
    

         

  

 

 
                

           

    
 

                    

    
 

               

    
  

                         

    
 

                         

    
 

 
                 

    
 

          

    
  

Si multiplicamos el primer y último término de la igualdad anterior por     concluímos 

que  

   
  

              
    

  (5) 

Por la igualdad (1) e igualando con (5) tenemos que   
         

    
    

  
              

    
. Al 

simplificar los extremos de la igualdad anterior deducimos que        como se quería 

demostrar. 
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Observación 4.2.4: Por la Proposición 2.3.1 una elipse es el lugar geométrico de los puntos 

  tales que 
   

       
 es constante. Si la constante es menor que 1 entonces      es el eje 

mayor, en caso contrario,      es el eje menor. 

Construcción 4.2.5: Sean   y    dos puntos en una recta dada y sea    un punto entre   y 

  . Sea   la recta perpendicular a     por   y sea   un punto cualquiera en  . Tracemos 

las rectas     y     y sea   la recta perpendicular a     por   . Llamemos   a la 

intersección de   con    . Afirmamos que el lugar geométrico de los puntos   cuando   

se mueve a lo largo de   es una elipse. 

En efecto, sea   el pie de la perpendicular a     por    Como    es paralela a    los 

triángulos      y      son semejantes y por lo tanto: 

  

   
 

  

   
  

Como el ángulo       es recto, se tiene que los ángulos       y       son 

complementarios y por lo tanto            , lo cual demuestra que los triángulos 

     y      son semejantes. De aquí tenemos que: 

  

   
 

   

  
   

Al multiplicar las igualdades obtenidas, obtenemos:  

     

        
 

      

      
 

   

   
  

Por lo tanto 
   

       
 

   

   
  que es una constante menor que uno y por la Observación 4.2.4, 

el lugar geométrico de los puntos   es una elipse. 
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Construcción 4.2.6. Construir una elipse dado el eje mayor      y el eje menor     . 

Consideremos dos circunferencias concéntricas en un punto  . La primera de diámetro 

     y la segunda de diámetro      con      perpendicular a      y          . Sea   

un punto en el rayo     de tal forma que       . Y sea   un punto cualquiera en el 

segmento     . Supongamos que el rayo    corta a la circunferencia de radio     en el 

punto   y sea   el pie de la perpendicular a      por  . Ahora sea   la intersección del 

rayo     con el segmento   . Afirmamos que   está en la elipse con eje mayor     , 

centro   y eje menor     . 

En efecto, como    es paralela a      por el Teorema de Thales se tiene que 
  

  
 

   

  
 

   

   
 

    

    
. Por el Lema 1.1.6 tenemos que               Así: 

      
  

      
 
 

     

     
 

     

       
  

Como          , por la Observación 4.2.4 concluimos que   está en la elipse de eje 

mayor     . 

 

Observemos que en esta construcción sólo se están tomando en cuenta los puntos en una 

mitad de la elipse. Para considerar la otra mitad tendremos que tomar el punto    que es la 

reflexión de   por   y repetir la construcción anterior intercambiando    por   y    por 

  . 

De la Construcción 4.2.6 podemos observar que 
      

  

      
  

     

       
 

 

    
. Lo cual implica la 

siguiente relación:              
 . 
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Observemos que en la Construcción 4.2.6 si llamamos   a la intersección de    con la 

circunferencia de radio menor entonces 
  

  
 

   

   
 

  

  
 . Por el recíproco del Teorema de 

Thales, concluimos que    es paralela a    y por lo tanto perpendicular a     . Este 

razonamiento nos permite construir la elipse de la siguiente forma: 

Construcción 4.2.7: Sean    y    dos circunferencias con centro en   y radio     y    , 

respectivamente. Supongamos que     es perpendicular a     y que    tiene radio menor 

que   . Sea   cualquier punto en    y sea   la intersección del segmento    con   . Si   es 

el pie de la perpendicular a la recta     por   y   es la paralela a      por  . Entonces el 

lugar geométrico de los puntos   que se obtienen al intersecar   con    pertenecen a una 

elipse. 

Construcción 4.2.8: Sean    y    puntos arbitrarios distintos. Consideremos la 

circunferencia con centro    y radio        y sea   un punto en dicha circunferencia. 

Tracemos la mediatriz del segmento     y sea   el punto de intersección de la mediatriz 

con el segmento      Afirmamos que   está en una elipse de focos    y   . 

En efecto, como   está en la mediatriz de    , el segmento     es igual al segmento   . 

Como        entonces   está dentro de la circunferencia ya que si   estuviera fuera, por 

la desigualdad del triángulo tendríamos que 

                           

lo cual es una contradicción. Como   está en el segmento     tenemos que         

        , despejando concluimos que 
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y por el Teorema 3.1.6   está en una elipse de focos    y   . 

 

Lema 4.2.9: Si   es una recta tangente a una elipse en un punto   entonces   es la bisectriz 

externa del ángulo       , donde    y    son los focos de la elipse. 

Demostración: Sea    otro punto sobre   diferente de  . Al ser   el punto de tangencia se 

tiene que                   y por el Teorema 1.1.15 a) concluimos que   es la 

bisectriz externa del ángulo       . 

 

Construcción 4.2.10: Dados dos puntos    y    y una recta   construir la elipse con focos    

y    tangente a  . 

Como ya conocemos los focos, para construir la elipse basta encontrar el punto de 

tangencia. Observemos que si la recta está entre los dos puntos dados o contiene alguno de 

ellos, entonces no puede ser tangente a ninguna elipse con focos      . Supongamos 

entonces que    y    están en un mismo semiplano de los dos semiplanos determinados 

por  . 

Tracemos la mediatriz de      y llamemos   a la intersección de la mediatriz con la recta  . 

Ahora dibujemos la circunferencia con centro en   y radio    . Llamemos   y   a los 

puntos de intersección de la circunferencia con  . Tracemos las rectas    ,    ,     y    . 

Sea   el punto de intersección de     con      Dibujemos el triángulo      , donde   es el 

pie de la perpendicular a   que pasa por  . Afirmamos que   está en la elipse de focos    y 

  , y   es el punto de tangencia de   con la elipse.  
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En efecto, como        y    están en una circunferencia con diámetro   , los ángulos 

       y       son rectos y por lo tanto son alturas del triángulo    . Esto implica que 

      es el triángulo órtico de    . Por el Teorema 1.1.9,    es bisectriz de        y por lo 

tanto se satisface el Lema 4.2.9. Esto implica que   es el punto de tangencia de   con la 

elipse, como se quería probar. 

 

FÓRMULA ANALÍTICA DE LA ELIPSE. 

Consideremos una elipse de eje      y lado recto  . Para todo punto   en la elipse 

sabemos que: 

      
       

    
   

              

    
, donde   es el pie de la perpendicular al eje. 

Supongamos que la elipse está situada en el plano cartesiano de manera que el vértice    

coincida con el origen y el eje mayor coincida con el eje de las abscisas, entonces la 

expresión anterior se traduce en términos analíticos a la siguiente ecuación: 

   
 

 
          

 

 
    

donde   es la longitud del segmento     . 

SECCIÓN 4.3 LA HIPÉRBOLA. 
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Es esta sección se demostrarán algunos teoremas y lemas que son esencialmente iguales a 

los de la elipse. A continuación construiremos una hipérbola de la misma forma en que se 

realizó para la elipse en la Construcción 4.2.1. 

Construcción 4.3.1: Sea   una recta,    un punto fuera de ésta y    un punto en el 

segmento     (con   el pie de la perpendicular a   por   ) tal que 
    

   
      

Construiremos la hipérbola con foco   , vértice    y directriz  . Para ello tracemos    en la 

prolongación de     de tal forma que 
    

   
   (véase la Construcción 1.1.3). 

Sea   el punto medio      y sea    en la prolongación     tal que        . Sea   un 

punto arbitrario en  , tracemos los rayos    ,     y     y llamamos   la recta obtenida al 

reflejar      sobre la recta    . 

Si   es el punto de intersección de     con  , afirmamos que 
   

  
   y por lo tanto el lugar 

geométrico de los punto   así obtenidos es una hipérbola. 

En efecto, sea   la intersección de la prolongación de     con   . Como    es paralela a 

     y     es bisectriz del ángulo que forman la recta      con la recta     entonces 

      es igual al ángulo      . Esto implica que el triangulo       es isósceles y por lo 

tanto        y 
   

  
 

  

  
. 

Nos fijamos ahora en el triángulo     y por el Teorema de Thales observamos que: 
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Lo anterior demuestra que   está en la hipérbola de focos   , directriz   y excentricidad  . 

Cabe mencionar que en la construcción anterior sólo se está trazando una hoja de la 

hipérbola. Para poder construir la otra hoja se puede hacer un procedimiento análogo 

trazando la directriz    del otro foco. Recordemos que    es la recta que se obtiene al 

reflejar   sobre  . 

 

Lema 4.3.2: Sea   una hipérbola con vértices      , focos       y directrices   y   , 

respectivamente. La excentricidad  , está dada por: 

  
    
    

 
    

   
   

donde   y    son los puntos de intersección de la recta que contiene al eje con las 

directrices   y   . 

Demostración: Recordemos que por el Teorema 3.1.1 para cualquier punto   en la 

hipérbola se cumple la igualdad   
   

   
, donde    es el pie de la perpendicular por   a la 

directriz  . En particular, usando el Lema 1.2.5 a), se tiene que: 

  
    

   
 

    

   
 

         

       
 

    
    

  

Usando nuevamente el Lema 1.2.5 b) se tiene que: 

    
    

 
              

            
 

          

        
 

    

   
  

lo cual completa la demostración. 

 

Proposición 4.3.3: Consideremos la notación de la Construcción 4.3.1. Si        

entonces     es la mitad de la distancia del lado recto, y     es la perpendicular al eje. 

Demostración: Como los segmentos     y     son perpendiculares tenemos que el 

triángulo      es un triángulo rectángulo isósceles. Así la recta     forma un ángulo de 

45° con respecto a      y por lo tanto     forma un ángulo recto con respecto al eje de la 

hipérbola. 

Para completar la prueba demostraremos que la longitud del segmento     es igual a la 

mitad del lado recto  .  
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Por la Proposición 2.4.1 sabemos que         
       

    
 para todo punto   en la 

hipérbola. En particular si      y    , se tiene que: 

          
         

    
 

Por el Teorema 3.1.1 y por el Lema 4.3.2 tenemos la siguiente igualdad: 

   
   

   
    

   
 

    

         
 (1) 

donde    es el la intersección la otra directriz con el eje transverso. Además 

   
   

   
    
    

 
          

    
  

De aquí podemos concluir que 
    

         
 

          

    
 y por lo tanto: 

       
         

                                   

Lo anterior equivale a: 

                                  

al dividir entre 2, obtenemos que                              y por lo tanto 

                               

Si factorizamos llegamos a que                           y al despejar 

concluimos: 

     
        

         
  

Por (1) sabemos que 
   

   
 

    

         
   y al sustituir en la igualdad anterior llegamos a 

     
       

   
 

       

        
 

Al despejar    inferimos que 

    
              

   
  (2) 

Por otro lado tenemos que   
    

   
 

    

   
 

    

        
. Esto implica que 
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                       y por lo tanto 

                             

Equivalentemente                         . Al despejar     llegamos a 

    
         

         
  (3) 

Ahora sustituimos (3) en (2) y desarrollamos la expresión así obtenida: 

    
          

         
         

  

         
         

 
     

                         
         

  

     
    

         

  

 
                

           

    
 

                    

    
 

               

    
  

 
                         

    
 

                         

    
  

 
                 

    
 

                  

    
 

           

    
  

Si multiplicamos el primer y último término de la igualdad anterior por     concluímos 

que  

   
  

              
    

 (4) 

Por la Proposición 2.4.1 e igualando con (4) tenemos:    
    

         

    
 

              

    
 

Al simplificar los últimos dos términos de la igualdad anterior deducimos que        

como se quería demostrar. 

 

El eje conjugado de una hipérbola es el segmento de longitud         (donde   es el 

lado recto de la hipérbola) el cual se suele situar como un segmento      ortogonal al eje 

transverso      de manera que el punto medio de      coincida con el puto medio de 

      



72 

 

Construcción 4.3.4: Construir una hipérbola dado el eje transverso y el eje conjugado. Sea 

  una circunferencia de diámetro      y llamemos   al centro de  . Supongamos que    

es una tangente a   donde   es el punto de tangencia y   está en la prolongación de     . 

Tracemos   un punto en la perpendicular por   a la recta      de tal forma que      . 

Sea     un punto en   talque     es perpendicular a      y opuesto a   por     . Sea   la 

intersección de la recta     con      y sea    un punto en el rayo    . Si   es el punto de 

intersección del rayo     con la recta    entonces   está en la hipérbola de eje transverso 

     y de longitud de eje menor     . 

En efecto, como   es un punto externo a la circunferencia   y   es el punto de tangencia 

tenemos, por el Lema 1.1.8, que             y como       entonces 

                

Observemos que             por ser ángulos opuestos por el vértice. Además 

             y             por ser    y      paralelas. Así, los triángulos     

y       son similares y por lo tanto 
  

  
 

   

   
. Al elevar al cuadrado obtenemos 

   

    
   

 

   
 , 

y si despejamos     y sustituimos    llegamos a 

    
       

 

   
 

 
       

 

   
 

 
           

 

   
 

  

Como     
    

 
 si llamamos   a la constante 

    
 

    
 concluimos que       

       

    
. Lo 

cual demuestra que   está en la hipérbola de vértices      y lado recto  . 
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Construcción 4.3.5: Sean    y    puntos arbitrarios distintos. Consideremos la 

circunferencia con centro    y radio       . Sea   un punto en la circunferencia, 

tracemos la mediatriz al segmento     y sea   el punto de intersección de la mediatriz con 

la recta      Entonces el lugar geométrico de los puntos   así construidos es una hipérbola 

de focos    y   . 

Demostración: Como   está en la mediatriz de    , el segmento     es igual al segmento 

  . Como        entonces   está fuera de la circunferencia. En efecto, si   estuviera 

dentro, por la desigualdad del triángulo tendríamos 

                           

lo cual es una contradicción. Como   está en la recta     tenemos los siguientes casos:  

Si   está en el rayo     entonces                 , despejando tenemos 

           

Si   está en el rayo    siguiendo un razonamiento análogo llegamos a que          . 

Por el Teorema 3.1.5, concluimos que   está en una hipérbola de focos    y   , como se 

quería probar. 

 

Lema 4.3.6: Si   es una recta tangente a una hipérbola en el punto   entonces   es la 

bisectriz del ángulo       , donde    y    son los focos de la hipérbola. 
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Demostración: Sea    la bisectriz del ángulo, si   es distinto de    entonces existe otro punto 

  en la intersección de    con la hipérbola. Supongamos sin perder la generalidad que   

está en la hoja más cercana a    y sea   
  el reflejado de    con respecto a   . Entonces 

       
  y        

  ya que    es mediatriz de     
 . Como    es bisectriz, por el Teorema 

1.1.15 b)   
  está en el segmento    , de donde 

    
           

            
     

Por la desigualdad del triángulo     
           

    y por lo tanto    no puede intersecar 

en dos puntos a la hipérbola. Esto demuestra que     , como se quería probar. 

 

Construcción 4.3.7: Dados una recta   y dos puntos    y    construir la hiperbola con focos 

   y    tangente a  . 

Para poder construir una hipérbola con estas características es necesario que la recta   no 

sea la mediatriz de los puntos    y   . Además tiene que pasar entre estos dos puntos sin 

tocarlos. 

Tracemos la mediatriz de      y llamemos   a la intersección de la mediatriz con la recta  . 

Dibujemos el círculo que pasa por   ,    y  . Llamemos   al otro punto de intersección de 

  con la circunferencia. Afirmamos que   está en la hipérbola de focos    y    y   es el 

punto de tangencia de   a dicha hipérbola. 

En efecto, como   ,    y   están en la una circunferencia y        , entonces       

     , y por lo tanto    es bisectriz del ángulo      . Por el Lema 4.3.6 la recta   es 

tangente a la hipérbola con focos    y    que pasa por el punto  . 

 

Observemos que la construcción anterior no es posible si el punto   es el punto medio de 

     . En este caso la recta   será asíntota de una hipérbola con focos    y   . 
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Si dos cónicas se intersecan en un punto  , llamaremos ángulo de intersección al ángulo 

formado por las rectas tangentes a las cónicas en el punto  . 

Teorema 4.3.8: Sean    y    dos puntos distintos llamemos   y   a las familias de todas las 

elipses e hipérbolas, respectivamente, con focos    y   . Entonces para cualquier   en   y   

en   los ángulos de intersección de   con   son ángulos rectos. 

Demostración: Sea   un punto de intersección de   con   y sea    la tangente a   y    la 

tangente a   por  . Por el Lema 4.2.9,    es bisectriz externa del ángulo        y por el 

Lema 4.3.6,    es bisectriz interna del mismo ángulo. Así, por el Lema 1.1.5,    y    son 

perpendiculares. 

 

FÓRMULA ANALÍTICA DE LA HIPÉRBOLA 

Consideremos una hipérbola de eje      y lado recto  . Para todo punto   en la hipérbola 

sabemos que: 

      
       

    
   

              

    
, donde   es el pie de la perpendicular al eje. 

Supongamos que la hipérbola está situada en el plano cartesiano de manera que el vértice 

   coincida con el origen y el eje coincida con el eje de las abscisas, entonces la expresión 

anterior se traduce en términos analíticos a la siguiente ecuación: 
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Donde   es la longitud del segmento     . 
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CAPITULO 5 TEOREMAS CLASICOS Y APLICACIONES. 

SECCIÓN 5.1 LA CUADRATURA DE LA PARÁBOLA. 

En esta sección demostraremos el teorema clásico de Arquimedes sobre el área de un 

sector parabólico. 

Definición 5.1.1: Dada una parábola  , un triángulo de Arquímedes es aquél determinado 

por dos tangentes a la parábola y la cuerda que une los puntos de tangencia. 

Dados dos puntos   y   en una parábola  , para obtener el triángulo de Arquímides 

determinado por la cuerda   , trazamos las dos tangentes por    y   (como se hizo en la 

Construcción 4.1.4) y sea   el punto de interesección de dichas tangentes. Entonces     es 

el triángulo buscado. En este caso el segmento    será la base del triángulo de 

Arquimedes. 

Lema 5.1.2: La mediana de la base de un triángulo de Arquímedes es paralela al eje de la 

parábola. 

Demostración: Sea     un triángulo de Arquimedes con base    llamemos   y   a los 

pies de las rectas perpendiculares a la directriz por   y  , respectivamente. Si   es el foco 

de la parábola entonces    y    son mediatrices del triángulo     y por lo tanto la recta 

perpendicular a    (y paralela al eje) que pasa por   es otra mediatriz del mismo 

triángulo y consecuentemente pasa por el punto medio de    y corta en   a la cuerda   . 

Sea   el punto medio de la recta   , por el Teorema de Thales: 
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Por lo tanto   es el punto medio de   , lo cual demuestra que la mediana    es paralela 

al eje de la parábola. 

 

Lema 5.1.3: Sea     un triángulo de Arquímedes. Consideremos    y    los puntos 

medios de los lados    y   . Entonces segmento      es tangente a la parábola en el punto 

medio de       

Demostración: Sea   la intersección de la mediana    (donde   es el punto medio de   ) 

y la parábola. Sean    y    los puntos de intersección de la tangente por   con los 

segmentos    y   , respectivamente. Necesitamos demostrar que       y        Para 

ello observemos que los triángulos      y      son también triángulos de Arquímedes. 

Por el Lema 5.1.2 las medianas de las bases de estos triángulos son paralelas al eje de la 

parábola y por lo tanto también son paralelas a   . Esto implica que la mediana del 

triángulo      por    corta a    en su punto medio. De aquí inferimos que      , y 

análogamente,        como se quería probar. 

 

En la demostración anterior podemos observar que los triángulos      y      son 

triángulos de Arquimedes y tienen la misma área. 

Teorema 5.1.4 (Teorema de Arquímedes): Consideremos una parábola   y un triángulo de 

Arquímedes    , entonces el área de la sección parabólica determinada por la cuerda    

es     del área del triángulo    . 
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Demostración: Llamemos   al área del sector parabólico y sea   el área del triángulo    . 

Utilizando la notación del Lema 5.1.3, observemos que el triángulo de Arquímedes se 

divide en cuatro triángulos: 

1) El triángulo interno     que está completamente contenido dentro del área de la 

parábola. 

2) El triángulo       que está completamente contenida en el exterior de la parábola.  

3) Dos triángulos      y      “residuales” que a su vez son triángulos de 

Arquimedes.  

Llamemos    al área del triángulo interno     y    al área del triángulo externo       . 

Como      es paralela a    y    es punto medio de    se tiene que       . 

Ahora, cada uno de los triángulos residuales se dividen a su vez en un triángulo interior 

de área    y uno exterior de área    (donde       ) y dos triángulos residuales que tienen 

la misma área. 

Continuando sucesivamente con este proceso, en el paso  , podemos dividir a cada uno de 

los nuevos       triángulos residuales en un triángulo interno de área   , un triángulo 

externo de área    (con       ) y dos triángulos residuales. 
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Al final de este proceso el área de la parábola será la serie de las áreas de los triángulos 

internos: 

                    
 

   

    

Por otro lado, la suma de las áreas de los triángulos externos es igual a T-P: 

                      
 

   

    

Como        se tiene que           
            

    
  

 
  

 

 
   

Por lo tanto          y al despejar   obtenemos       , lo cual completa la 

demostración. 

 

 

SECCIÓN 5.2 ENVOLTURA DE UNA PARÁBOLA 

Teorema 5.2.1 (Teorema de Apolonio): Sea   una parábola y   y   dos puntos en   

distintos. Si las tangentes    y    son cortadas por una tercer tangente    (siendo   y   

los puntos de intersección con las tangentes    y    respectivamente) entonces: 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

donde   es el punto de tangencia de    con  . 

Demostración: Sean las proyecciones                   de los puntos            , 

respectivamente, sobre la directriz. Por el Lema 5.1.2 tenemos que 

         ,           y            (1) 

Como           entonces 

                     (2) 

Por otro lado, 

                          (3) 
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Por (1) y (3)                              . Esto implica que                

     y al sustituir      en (2) tenemos, 

                               

Por lo tanto             y por lo tanto          . Al sustituir en (2) obtenemos      

      

Combinando todas las igualdades encontradas concluimos que: 

  

  
 

    

    
 

    

    
   

  

  
 

    

    
 

    

    
   

  

  
 

    

    
 

    

    
   

Esto implica que 
  

  
 

  

  
 

  

  
, como se quería probar. 

 

Teorema 5.2.2: Sea   el punto de intersección de dos tangentes a una parábola en los 

puntos   y   y sean   y   puntos en    y   , respectivamente tales que 
  

  
 

  

  
 

  

  
  

donde   es un punto en el segmento    entonces    es tangente a la misma parábola en el 

punto  . 

Demostración: Como   está en el segmento   ,    es tangente. Tracemos      la otra 

tangente por   y sea     el punto de tangencia donde     pertenece al segmento   . Por el 

Teorema 5.2.1 tenemos que 
  

  
 

    

     
    

     y por hipótesis tenemos que 
  

  
 

  

  
 

  

  
 de 
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donde 
  

  
 

    

     entonces   y     dividen en la misma proporción a    y por lo tanto   y 

    son iguales. Luego 
  

  
 

      

     
    

    , como   y     están en el segmento    entonces   

y     son iguales por lo tanto    es tangente a la para parábola en  . 

 

Teorema 5.2.3: Sean dos rectas    y    no paralelas. Supongamos que el segmento    está 

dividido en   partes iguales                           y el segmento    también 

está dividido en   partes iguales                           .  

Entonces las rectas                                   son rectas tangentes a una 

misma parábola. 

Demostración: Consideremos la parábola tangente a    y    en los puntos   y  , 

respectivamente. Si    y    son cualesquiera dos puntos de la división de los segmentos    

y   , respectivamente entonces por construcción 
   

   
 

   

   
 y por el Teorema 5.2.2      es 

una recta tangente de dicha parábola. 

 

 

SECCIÓN 5.3 TEOREMA DE LAMBERT. 
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Lema 5.3.1: Si   es el foco de una parábola y    una tangente a ésta en el punto  , entonces 

el reflejado de   sobre    es un punto sobre la directriz. 

Demostración: Sea   la proyección de   en la directriz. Como    y    tienen la misma 

magnitud entonces el triángulo     es isósceles siendo    la mediatriz del segmento   . 

Lo cual demuestra que   es el reflejado de   sobre   .  

 

Lema 5.3.2: Sean    y    dos tangentes a una parábola en los puntos   y  , 

respectivamente. La circunferencia circunscrita al triángulo formado por el foco   y las 

proyecciones de   y   sobre la directriz tiene centro en  . 

Demostración: Sean   y   las proyecciones de los puntos de tangencia   y   

respectivamente. Por el Lema 5.3.1    y    son las mediatrices de los lados    y    del 

triángulo     y por lo tanto   es el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo 

   . 

 

Lema 5.3.3: Sean    y    dos rectas tangentes a una parábola  . Supongamos que   y   

son los puntos de tangencia y sea   el foco de  . Entonces el triángulo     es semejante al 

triángulo    . Más aún el ángulo      es igual al ángulo      y el ángulo      es igual 

al ángulo     . 

Demostración: Sean   y   la reflexión de   sobre    y   , respectivamente. Por el Lema 

5.3.1,   y   están sobre la directriz de la parábola y como    es tangente a  , por el Lema 

4.1.5, el ángulo      es igual al ángulo     . Ahora como    es perpendicular a    y 

   es perpendicular a    tenemos que          . Análogamente se deduce que 

         . 

Por el Lema 5.3.2,   es el centro de la circunferencia circuncrita al triángulo     de donde 
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podemos observar que el ángulo      es la mitad del ángulo      y      es la mitad 

del ángulo     . Por lo tanto: 

           y             

De esto deducimos que: 

          y            

como se quería probar. 

 

Teorema 5.3.4 (Teorema de Lambert): La circunferencia circunscrita al triángulo formado 

por tres tangentes a una parábola pasa por el foco de dicha parábola. 

Demostración: Sean    y    dos tangentes a una parábola  . Supongamos que una tercera 

tangente corta a    y    en   y  , respectivamente. Sea   el punto de tangencia de    con 

 . Por el Lema 5.3.3 tenemos, 

                                

en consecuencia 

           

y por lo tanto      es un cuadrilátero cíclico, como se quería demostrar. 

 

El Teorema de Lambert nos permite dar la siguiente construcción. 
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Construcción 5.3.5 Dadas cuatro tangentes a una parábola, encontrar el foco y la directriz. 

Encontremos dos triángulos cada uno formado por tres de las cuatro rectas dadas (esto se 

puede hacer por la Observación 4.1.7). Por el Teorema 5.3.4, la intersección de las 

circunferencias circunscritas a estos triángulos ajenas al los vértices será el foco de la 

parábola y por el Lema 5.3.1 la directriz la encontramos reflejando el foco sobre dos de las 

tangentes dadas. 

 

Lema 5.3.6: El lugar geométrico de los puntos formados por las proyecciones de   sobre 

todas las tangentes a una parábola es la recta tangente en el vértice de dicha parábola. Es 

decir, para cada punto   en la parábola la proyección de   sobre la tangente    está en la 

tangente a la parábola por el vértice. 
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Demostración: Sea   el vértice de la parábola. La tangente por   es la recta paralela a la 

directriz que pasa por el punto  . Además si    es la intersección de    con la directriz 

entonces       . Sea   cualquier punto de la parábola y    la tangente a ésta por  , 

entonces,    es la mediatriz del segmento     donde    es la proyección de   en la 

directriz. Esto implica que la proyección de   sobre la tangente    es el punto medio del 

segmento    . Llamemos   a este punto, por el Teorema de Thales,    es paralela a      

y por lo tanto   está en la tangente a la parábola por el punto  . 

 

De este último Lema y del Teorema 5.3.4 podemos concluir que la línea de Simson 

asociada al foco, (respecto a cualquier triángulo formado por tres tangentes a la parábola), 

es la tangente que pasa por el vértice. 

Teorema 5.3.7: Sea   una parábola con foco   y directriz  , entonces el ortocentro de un 

triángulo formado por tres tangentes a   pasa por  . 

Demostración: Por el Lema 5.3.6 la línea de Simson   asociada a   es la recta tangente por 

el vértice   a  . Además, 
  

  
 

 

 
 donde   es el pie de la perpendicular por   a  . Luego, 

por el Teorema 1.1.13,   divide en dos al segmento    donde   es el ortocentro del 

triángulo formado por la tres tangentes; es decir, si   es la intersección de    con  , 

entonces  
  

  
 

 

 
. Por el Teorema de Thales concluimos que    es paralela a   y por lo 

tanto   pertenece a  . 
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SECCIÓN 5.4 PONCELET. 

Teorema 5.4.1 (Propiedad Isogonal): Sean    y    los focos de una elipse   y sean    y    

dos rectas tangentes a   con   y   los puntos de tangencia. Entonces los ángulos       y 

      son iguales. 

Demostración: Sean    y    las reflexiones sobre las tangentes    y    de los focos    y   , 

respectivamente. Entonces         y         y por el Teorema 1.1.15   ,  ,    están 

en una recta. Análogamente   ,  ,    se encuentran alineados. 

Por el Teorema 3.1.6 tenemos que, 

                                           

Esto implica que los triángulos       y       son congruentes por tener los tres lados 

iguales. Así concluimos que                                           lo 

cual implica que            , como se quería demostrar. 

 

La demostración del Teorema 5.4.1 nos da una prueba alternativa al Teorema 3.2.13 en el 

caso de la elipse. Simplemente observemos que los triángulos       y      , al ser 

congruentes, garantizan que: 

                           

 

Teorema 5.4.2: Sea   el punto de intersección de dos tangentes   ,   a una elipse   de tal 

forma que el ángulo entre    y    es recto. Entonces el lugar geométrico de los puntos   que 

cumplen esta propiedad es una circunferencia con centro en el centro de la elipse. 
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Demostración: Si    y    son los focos de  ,   y   los puntos de tangencia de las rectas    y 

  , respectivamente, y   
  el reflejado de    con respecto a   , entonces por la demostración 

del Teorema 5.4.1 tenemos que         
     y,   

    y    son colineales. Luego, la 

longitud del segmento   
            la cual coincide con la longitud del eje mayor de 

la elipse. Ahora, por el teorema de Pitágoras, como    
     es recto (ya que    

     

    ), se tiene que   
       

    
   

 . Pero   
       y por lo tanto    

     
  es igual 

al cuadrado del eje mayor de  . 

Supongamos sin perder la generalidad que la elipse está centrada en el origen y tiene focos 

en los puntos        y        . Entonces, para todos los puntos         se satisface que: 

      
           

        

donde   es el cuadrado del eje mayor de    Desarrollando lo anterior concluimos que: 

           
     

Equivalentemente       
 

 
   

 . Como 
 

 
 

 

 
  

 

 
 
 
   

  entonces 
 

 
   

    y por lo 

tanto la ecuación anterior describe una circunferencia. 

 

Teorema 5.4.3 (Teorema de Poncelet): Sea   un polígono convexo de   lados inscrito en 

una elipse   de tal forma que   tenga un perímetro máximo (máximo entre todos los 

polígonos convexos de   lados inscritos en la elipse). Entonces   contiene a una elipse    la 

cual está inscrita en   y tienen los mismos focos que  . 

Demostración: Sean   ,  ,  ,...,   los vértices de  . Afirmamos que las tangentes a   en    

son las bisectrices externas de las rectas        y        . Supongamos que no es el caso y 

consideremos    una elipse con focos en            que pase por   . Por el Lema 4.2.9,   la 

recta tangente a   en     es la bisectriz exterior del ángulo            , y por hipótesis dicha 

recta no es tangente a  . Entonces existe       en la intersección de   con  . De donde 

                            ya que    esta fuera de    . Entonces      …        

+       …          …        +       …     y por lo tanto                        

son los vértices de un polígono inscrito en   de perímetro mayor que el polígono original 

lo cual contradice el hecho de que habíamos escogido un polígono con perímetro máximo. 

Por lo tanto la tangente por    es la bisectriz externa de las rectas         y        . 
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Ahora mostremos que se puede inscribir una elipse    en  . Sean    y    los focos de   y 

sea    la elipse con focos    y    de tal forma que      sea tangente a    (ver Construcción 

4.2.10). Afirmamos      también es tangente a   . En efecto sea   la otra tangente a    que 

pasa por   , por el Teorema 5.4.1 el ángulo         es igual al ángulo formado por la 

tangente   y la recta     . Como la tangente a    por    es bisectriz exterior de         y 

de         concluimos que el ángulo                 y por lo tanto el segmento 

     está en la tangente    Repitiendo este argumento sucesivamente para todos los 

vértices del polígono concluimos que    está inscrita en  . 

 

 

SECCIÓN 5.5 DUPLICACIÓN DEL CUBO. 

Terminaremos este trabajo con el problema de la duplicación del cubo, el cual motivó el 

estudio de las cónicas hace más de 2000 años. 

Dado un cubo   con arista  , el problema de la duplicación del cubo consiste en construir 

un cubo cuyo volumen sea el doble del volumen de  , es decir, si   tiene volumen    

entonces debemos encontrar un cubo de volumen    . Para resolver el problema 

necesitamos encontrar un segmento de longitud   talque       . 

Si encontramos dos medias geométricas   y   de tal forma que: 

 

 
 

 

 
 

 

  
  

entonces tendríamos que       y       . Despejando y sustituyendo   encontramos 

que   
  

 
 de donde  

  

 
 
 

    . Esto implica que        y por lo tanto    sería la 

longitud de la arista que necesitamos encontrar. 
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De esta manera si lográramos trazar las parábolas       y        y llamamos   a la 

intersección de las dos parábolas entonces la abscisa de   sería la longitud buscada. 

Análogamente, si pudiéramos trazar la hipérbola        entonces la abscisa del punto   

obtenido al intersecar dicha hipérbola con la parábola      , sería la longitud buscada. 

Aunque trazar con regla y compás una parábola o una hipérbola completa es imposible, 

siempre es posible encontrar algunos puntos. A continuación daremos dos construcciones 

que permiten encontrar los puntos de una parábola de ecuación      , así como los 

puntos de una hipérbola de ecuación      . 

Construcción 5.5.1: Construir la parábola      .  

Sea     un triángulo rectángulo con ángulo recto en  . Llamemos   al pie de la 

perpendicular desde   sobre    y sea   la intersección de las perpendiculares a    y    

por   y  , respectivamente.  

Entonces los triángulos     y     son semejantes, lo cual implica que 
  

  
 

  

  
 de donde 

         . Supongamos que la recta    es el eje de las ordenadas y la recta    el eje 

de las abscisas. Entonces, haciendo     ,      y      concluimos que el punto 

        satisface      .  

De esta manera, si mantenemos el punto   fijo y movemos los puntos   y   a lo largo del 

eje de las ordenadas y abscisas, respectivamente, de tal forma que el ángulo     es recto, 

entonces los puntos   obtenidos por la construcción anterior están en la parábola      . 

Construcción 5.5.2: Dadas   y   magnitudes positivas, construir la hipérbola de ecuación 

analítica      . 
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Consideremos dos segmentos perpendiculares    y    de longitud   y  , 

respectivamente. Tracemos la recta paralela a    por   y sea   cualquier punto en esta 

recta. Consideremos la recta    y llamemos   a la intersección de la prolongación de    

con la recta paralela a    por  . Sea   la intersección de la recta paralela a    por   con la 

recta paralela a    por  .  

Observemos que los triángulos     y     son semejantes, lo cual implica que 

  

  
 

  

  
   (1) 

Supongamos que la recta    es el eje de las abscisas y la recta    el eje de las ordenadas. 

Entonces el punto         tiene coordenadas      y     . Como      y      

concluimos que 
 

 
 

 

 
 y por lo tanto   está en la hipérbola      . 
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