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Prefacio

El presente trabajo esta enmarcado en el drea de las Matematicas llamada
Topologia y, més especificamente, en la Teoria de Continuos. Por espacio nos
referiremos a un espacio topoldgico y ocuparemos estos dos términos indistin-
tamente. Nuestro objetivo principal es estudiar la nocién de %-homogeneidad,
que definiremos en la Secciéon 1.5, en diversas clases de continuos como los
localmente conexos con exactamente un punto de corte, las dendritas, los
abanicos y los continuos de Elsa. Empezamos el Capitulo 1 presentando una
introduccién, asi como las definiciones y resultados basicos que seran utili-
zados a lo largo de este trabajo. Cabe mencionar que las dendritas ocuparan
un lugar importante en nuestro estudio y por ello, en la Seccién 1.6, se enun-
cian las propiedades principales de las mismas que nos seran de utilidad en
el Capitulo 3.

En el Capitulo 2, presentamos la nocién de n-homogeneidad y n-homo-
geneidad en un punto, asi como su relacién con la %—homogeneidad. En la
Seccién 2.5, estudiamos brevemente los continuos %—homogéneos con exac-
tamente un punto de corte. El Teorema 2.16 muestra una relacién entre las
orbitas del continuo y las érbitas de las componentes del complemento del
punto de corte. El Corolario 2.24 da un ejemplo de un continuo %—homogéneo
que se obtiene al pegar copias de un mismo continuo homogéneo y localmente
€onexo.

La primera seccién del Capitulo 3 esta dedicada a las dendritas %—homo—
géneas con una cantidad finita de puntos de ramificacién. En dicha secciéon
se enuncian algunas propiedades generales y su clasificacion cuando n €
{3,4,5,6}; también, dentro de esta seccién estudiamos el producto de estas
dendritas con m-celdas, el Teorema 3.38 ayuda a obtener el niimero de orbitas
de tal producto.

II1



v PREFACIO

La segunda seccién del Capitulo 3 estd dedicada a la clasificacion de las
dendritas %—homogéneas. Dicho problema esté resuelto en la primera seccién,
cuando la dendrita tiene un conjunto finito de puntos de ramificacion. En
el caso en que el conjunto de puntos de ramificaciéon no es finito, obtenemos
la clasificacion dividiendo el problema en cuatro casos: consideramos su con-
junto de puntos extremos (cuando es cerrado y cuando no) y si contiene o no
arcos libres. El Teorema 3.71 enuncia la clasificacién obtenida.

En el Capitulo 4 estudiamos una clase de continuos llamada abanicos.
La primera seccién estd dedicada a los abanicos suaves %—homogéneos y }1—
homogéneos. El Teorema 4.33 indica que un abanico suave es %-homogéneo
si y s6lo si es uno de los siguientes: un n-odo simple, el abanico F,, el aba-
nico de Cantor Fo, un abanico que se obtiene al unir, dentro de F, una
sucesion de distintas copias de Fo que convergen al vértice de Fio, o bien el
abanico de Lelek. Presentamos también propiedades de los abanicos suaves
}L-homogéneos. Sobre los abanicos no suaves %—homogéneos, el Teorema 4.40
indica dos propiedades que cumple el conjunto de puntos extremos, una dice
que dicho conjunto es denso y la otra es una condicion acerca de la suavidad
en el vértice con respecto de cada punto extremo.

Por tltimo, en el Capitulo 5 estudiamos las compactaciones del rayo con
residuo el arco, llamados también continuos de Elsa, especificamente estu-
diamos los continuos de Elsa i—homogéneos. Un continuo de Elsa importante
es el continuo sen (%) y se construye tomando la cerradura en R? del con-
junto {(x,sen (i)) x € (0, 1]} Obtuvimos que el tnico continuo de Elsa
separado y ;-homogéneo es el continuo sen (1)

x



Contexto Historico

Para situarnos dentro del contexto de este trabajo, es importante dar
una breve introduccion histérica de como surgié el estudio de los continuos
%—homogéneos7 resaltando la importancia de su investigacién en México. En
vista de que el presente apartado tiene un caracter expositorio, varios con-
ceptos que se mencionan apareceran en capitulos posteriores o bien no apa-
receran (como la nocién de poliedro o de retracto de vecindad absoluta).

En 1920 en el articulo [58] W. Sierpinski establece que un espacio X es
homogéneo si dados dos puntos a y b en X, existe un homeomorfismo h
de X en X tal que h(a) = b. Dado un espacio X, denotamos por H(X) al
grupo de homeomorfismos de X en X. Una érbita de X es la accién de
H(X) en un punto x € X. La definicién de espacio homogéneo dada por W.
Sierpinsnki puede darse de la siguiente manera: un espacio X es homogéneo
si tiene exactamente una érbita bajo la accién del grupo de homeomorfismos
H(X). Intuitivamente un espacio es homogéneo si cualesquiera dos de sus
puntos poseen las mismas propiedades topolégicas. Esto pasa, por ejemplo,
en la recta real, en la circunferencia unitaria o en cualquier subonjunto finito
de la recta. También, es sabido que el conjunto de Cantor C' es homeomorfo
al espacio {0,2}°, por lo que es un producto de espacios homogéneos y, asi,
también es homogéneo.

El estudio de los espacios homogéneos es bastante amplio y hay preguntas
muy interesantes en torno a su clasificacion que, desde sus inicios, han sido
todo un reto para los matematicos. El lector interesado puede consultar el
articulo [39]. Un problema importante que recientemente ha sido resuelto, es
la clasificacion de los continuos homogéneos del plano. En 1920 B. Knaster y
K. Kuratowski preguntan si el circulo es el tinico continuo plano y homogéneo.
En 1948 y 1959 se construyen el pseudoarco y el circulo de pseudoarcos,

v



VI CONTEXTO HISTORICO

que también son continuos homogéneos del plano. En 2014 L. Hoehn y L.
G. Oversteegen obtuvieron la clasificacion de los continuos homogéneos del
plano que, ademds, resultan ser los tres continuos antes mencionados (ver

[30]).

Encaminado un poco mas hacia nuestro estudio, en 1969 J. Krasinkiewicz
probd, en [35], que la curva universal de Sierpinski tiene dos drbitas bajo la
acciéon de su grupo de homeomorfismos. En 1989 H. Patkowska, en [54], usa
por primera vez el término espacio %—homogéneo, definido de la siguiente
manera:

Definicién 0.1. Dadan € N, un espacio X es %—homogéneo si tiene exac-
tamente n drbitas bajo la accion del grupo de homeomorfismos H(X).

Posteriormente, H. Patkowska prueba lo siguiente:

1) Sea X un ANR compacto de dimensién menor o igual que 2, que es
%—homogéneo. Entonces X es un poliedro o bien posee una érbita que
se puede escribir como la unién de, a lo més, una cantidad numerable
de componentes, de modo que cada una de ellas es una imagen continua
de la recta real.

Como consecuencia de lo anterior, H. Patkowska clasifico los poliedros que
son %—homogéneos. No fue sino hasta 2006 que aparecieron nuevos resultados
en torno al tema de continuos %—homogéneos, los cuales fueron presentados
en [49] por S. B. Nadler, Jr. y P. Pellicer-Covarrubias. En dicho articulo
se determinan los continuos X para los cuales el hiperespacio C(X), de los
subcontinuos de X, resulta ser %—homogéneo. Se prueban, entre otros, los
siguientes resultados:

2) Si X es un continuo localmente conexo, entonces C(X) es -homogéneo
si y s6lo si X es un arco o una curva cerrada simple [49, Teorema 3.1];

3) si X es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces C(X)
no es %—homogéneo [49, Lema 3.3];

4) si X es un continuo atriédico, entonces C(X) es 1-homogéneo si y sélo
si X es un arco o una curva cerrada simple [49, Teorema 5.1].
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Posteriormente, también en 2006, aparecié el articulo [52], escrito por V.
Neumann-Lara, P. Pellicer-Covarrubias e I. Puga. Dicho articulo, en el que
se muestran relaciones entre un continuo %—homogéneo y sus puntos de corte,
estd mas relacionado con resultados que presentamos en este trabajo pues,
por ejemplo, se prueba lo siguiente:

5) Una dendrita X es 1-homogénea si y sélo si X es un arco [52, Lema 3.5];

6) si X es un continuo %-homogéneo cuyo conjunto de puntos de corte
tiene cardinalidad mayor o igual a uno y menor que ¥Nj, entonces X
posee exactamente un punto de corte [52, Teorema 3.11];

7) el anillo hawaiano es el dnico continuo %—homogéneo que no es una
grafica finita, es hereditariamente localmente conexo y posee por lo
menos un punto de corte [52, Teorema 3.12];

8) el arco es el nico continuo 3-homogéneo que es hereditariamente des-
componible y encadenable [52, Teorema 4.3].

Notemos que los incisos 5), 7) y 8) clasifican familias de continuos 3-
homogéneos. En 2007 S. B. Nadler, Jr., P. Pellicer-Covarrubias e I. Puga pre-
sentaron en [51] otras clasificaciones de familias de continuos %—homogéneos,
mejorando resultados presentados anteriormente en [52]. Se prueba, por ejem-

plo, lo siguiente:

9) Si X es un continuo %—homogéneo con al menos un punto de corte,
entonces X posee exactamente un punto de corte o bien una cantidad
no numerable de puntos de corte [51, Teorema 3.2];

10) si X es un continuo con més de un punto de corte, entonces X es %—
homogéneo si y sélo si X es un arco o bien una compactacion métrica
de la recta real cuyo residuo es la uniéon de dos continuos ajenos y
homeomorfos [51, Teorema 6.4].

En el mismo articulo se muestran relaciones entre los conceptos de %—

homogeneidad y de 2-homogeneidad (ver Definicién 2.1). En el Capitulo 2
del presente trabajo, obtenemos generalizaciones a dichos resultados.

Los tres articulos a los que nos hemos referido, han sido punta de lan-
za para el desarrollo de una buena cantidad de articulos de investigacion,
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en donde se han tratado otros aspectos en torno a la %—homogeneidad. Por
ejemplo, en conos o bien en otro tipo de hiperespacios como los llamados
productos simétricos. Una buena cantidad de dichos articulos han sido li-
derados por la doctora P. Pellicer-Covarrubias. En México también se han
dirigido Tesis de Licenciatura y de Doctorado, en donde la caracterizacién de
continuos, conos o hiperespacios que son %-homogéneos, es la parte medular
del trabajo a desarrollar. Algunos de los articulos de investigacion al respec-
to son [32], [40], [42], [43], [55], [56] y [57], publicados en conjunto con los
doctores Ma. de Jesus Lopez, S. Macias, P. Minc, R. Pichardo-Mendoza y A.
Santiago-Santos, asi como con el Maestro en Ciencias R. Jiménez-Hernandez.
Otros investigadores que recientemente se han interesado en el tema son J.
P. Boroniski, B. Vejnar, P. Pyrih, J. Bobok, G. Gruenhage y G. Kozlowski

([9], [10], [11] y [12]).

Actualmente los doctores A. Illanes y R. Herndndez-Guitiérrez se encuen-
tran trabajando en la determinacién del grado de homogeneidad (el niimero
de érbitas que posee un espacio) de los hiperespacios F,(X) y Cy,(X), cuan-
do X es un arco o una curva cerrada simple. En colaboracién con los doctores
G. Acosta y L. G. Oversteegen, la autora del presente trabajo se encuentra
realizando investigacién en torno a los abanicos no suaves %—homogéneos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y Notacion

Este trabajo estd enmarcado dentro de la Teoria de Continuos y, mas
especificamente, en el estudio de los continuos %-homogéneos. En el presen-
te capitulo enunciaremos las definiciones, los resultados méas generales y la
notacion que usaremos.

Los simbolos N y R denotardn a los nimeros naturales y a los nimeros
reales, respectivamente. A menos que digamos explicitamente lo contrario, R
tendra la topologia usual y cualquiera de sus subconjuntos tendra la corres-
pondiente topologia relativa de la topologia usual de R. Si A es un conjun-
to, su cardinalidad se denotard por |A|. Decimos que A es degenerado si
|A| = 1. Decimos que A es no degenerado si |A| > 2.

Sean X un espacio topologico y A C X. Denotaremos al interior, la
cerradura y la frontera de A en X, como Intx(A), Clx(A) y Bdx(A),
respectivamente. Denotaremos por 1y a la funcion identidad de X en X.
Ademas, si x € X, una wvecindad de x en X es un subconjunto G de X
para el que existe un abierto U en X tal que x € U C . En otras palabras,
una vecindad de x en X, es un superconjunto de algtin abierto en X que
contiene al punto z. Si X es un espacio métrico y A C X, denotaremos por
diam(A) al didmetro del conjunto A.

Si f es una funcién con dominio X y A C X, denotamos por f|4 a la
restriccion de f al conjunto A.
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A continuacién indicaremos, utilizando la nocién de orden definida origi-
nalmente por K. Kuratowski, que los puntos de un espacio se pueden dividir
en tres tipos. Dicha division resultara importante a lo largo del presente
trabajo.

Definicién 1.1. Sean X wun espacio topolégico, p € X y B un cardinal.
Decimos que p tiene orden menor o igual que § en X, y escribimos
ordx(p) < B, si p tiene una base local B tal que, para cada U € B,
|IBdx (U)| < B. Decimos que p tiene orden 5 en X, y escribimos ordx(p) =
B, si ordx(p) < B yordx(p) £ «, para cada cardinal o tal que o < f3.

Dado un espacio X, consideramos los siguientes conjuntos:

E(X)={reX:ordx(z)=1}, O(X)={zre X:ordx(z) =2}

R(X)={zx € X: ordx(z) > 3}.

A los elementos de F(X),0(X) y R(X) los llamamos puntos extremos,
puntos ordinarios y puntos ramificacion de X, respectivamente. Estos
conjuntos seran de gran importancia en el Capitulo 3, para la clasificacion
de las dendritas %—homogéneas.

Los conceptos definidos hasta el momento son validos para espacios en
general. Sin embargo, a lo largo de este trabajo, consideraremos espacios T}
y, por lo general, continuos. Un continuo es un espacio métrico, compacto,
conexo y con mas de un punto. Si X es un continuo, entonces un subcon-
tinuo de X es un subconjunto de X que es cerrado, conexo y no vacio.
Durante este trabajo denotaremos por [ al intervalo unitario [0, 1]. Los con-
tinuos homeomorfos a I los llamamos arcos, mientras que a los continuos
homeomorfos a la circunferencia unitaria, los llamaremos curvas cerradas
stmples.

Sea X un espacio topolégico. Si z € X, decimos que X es localmente
conexo en x, si para cada vecindad N de z, existe un subconjunto abierto
y conexo V de X tal que x € V C N. Ademas, X es localmente conexo
si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos. Decimos que X es
arcoconexo si para cada p,q € X, existe una funcién continua e inyectiva
f:10,1] — X tal que f(0) = py f(1) = ¢q. A la imagen f([0,1]) de tal
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funcién se le llama un arco en X de p a ¢ Si A es un arco, entonces existe un
homeomorfismo f: [0,1] — A. Sean p = f(0) y ¢ = f(1). Es facil probar que
si h: [0,1] = A es un homeomorfismo, entonces {h(0), h(1)} = {p, ¢}. Por lo
tanto, p y ¢ son puntos especiales de A. A saber se llaman puntos finales
de A. En general, si decimos que A es un arco de p a ¢, entendemos que A
es un arco con puntos finales p y ¢ y, ademas, que existe un homeomorfismo
f:10,1] — A tal que f(0) = py f(1) = ¢q. Notemos que si A es un arco
de p a q, entonces E(A) = {p,q}, por lo que p y ¢ son también los puntos
extremos de A. Sin embargo, cuando tratemos con un arco, a sus puntos
extremos preferiremos llamarlos puntos finales.

Los arcos y las curvas cerradas simples son casos particulares de los con-
tinuos que se presentan en la siguiente definicion.

Definicién 1.2. Una grdfica finita es un continuo que es union finita de
arcos, de manera que cualesquiera dos de ellos, son ajenos o se intersectan
en uno o en sus dos puntos finales. Un drbol es una grdfica finita sin curvas
cerradas simples.

Sea X un espacio topoldgico. Si x € X, decimos que X es conexo en
pequeno en x, si para cada vecindad N de x, existe un subconjunto conexo
V de X tal que z € Intx (V) C V C N. Es facil probar que si X es localmente
conexo en x, entonces X es conexo en pequeno en z. La otra implicacién no
siempre se cumple, por ejemplo, en [53, Teorema 7.6, pdg. 69] se muestra un
continuo X y se prueba a detalle que existe x € X tal que X es conexo en
pequeno en x, pero no localmente conexo en x. Sin embargo, es conocido que
un espacio X es localmente conexo si y sélo si X es conexo en pequeno en
todos sus puntos (ver [53, Teorema 7.8, pag. 73] o en [47, Definicién 8.1 (iii),
pag. 120]).

Supongamos que un continuo X no es conexo en pequeno en un punto
x de X. Entonces existe un subcontinuo no degenerado K de X tal que
p € K y X no es conexo en pequeno en cada punto de K. Esto se deduce de
[47, Teorema 5.12, pag. 76]. Notemos que |K| > W, asi que si un continuo
Nno es conexo en pequeno en un punto, entonces no es conexo en pequeno
en una cantidad no numerable de puntos. A lo largo del presente trabajo,
utilizaremos este resultado en més de una ocasion.
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1.2. Orden y Componentes

Con respecto a la nocién de orden, en [36] se muestran algunos resultados,
entre ellos el siguiente que relaciona el orden de un punto en un espacio, con
el orden del mismo punto en subconjuntos. La parte 1) aparece probada en
[36, Teorema 3, pag. 278|, mientras que la parte 2) se demuestra en [36,
Teorema 4, pag. 278|.

Teorema 1.3. Sean X un espacio métrico, A C X y p € A. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1) orda(p) < ordx(p);
2) si A es abierto en X, entonces orda(p) = ordx(p).

Corolario 1.4. Sean X un espacio métrico y A C X. Si p € Intx(A),
entonces:

ord4(p) = ordx(p).

Demostracién. Sea p € Intx(A). Notemos que, por la parte 2) del Teo-
rema 1.3, ordpg,(a)(p) = ordx(p). Combinando esto con la parte 1) del
Teorema 1.3, sucede que:

ordx (p) = ordm, (a)(p) < orda(p) < ordx(p).
Luego ord(p) = ordx (p). O

La prueba de la parte 2) del siguiente teorema se puede consutar en [26,
Teorema 3.3, pag. 112]. Recordemos que las componentes de un subconjunto
C' de un espacio topologico X, son los subconjuntos conexos maximales de
C, con respecto al orden de la contencion.

Teorema 1.5. Si f: X — Y es un homeomorfismo entre los espacios X vy
Y, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Siz € X, entonces ordx(z) = ordy (f(2));

2) si A es componente de C C X, entonces f(A) es componente de f(C) C

3) f(E(X)) = E(Y), f(O(X)) =0(Y) y f(R(X)) = R(Y).
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Demostracién. Sea x € X. Si ordx(x) < [, podemos tomar una base local
B de z, con las propiedades indicadas en la Definicién 1.1. Hagamos € =
{f(U):U € B}. Como [ es un homeomorfismo, € es una base local de f(z)y,
para cada U € B}, Bdy (f(U)) = f(Bdx(U)). Luego, ordy (f(z)) < 8. Como
f~1 también es un homeomorfismo, ordy(z) < 3 siy sélo si ordy (f(z)) < 8.
De esta observacién y la Definicién 1.1, se obtiene 1).

De 1) y las respectivas definiciones de punto extremo, punto ordinario y
punto de ramificacién, obtenemos que f(E (X)) C E(Y), f(O(X)) cO(Y)y
f(R(X)) C R(Y). Las igualdades se obtienen al considerar que f~! también
es un homeomorfismo. Esto prueba 3). ]

Teorema 1.6. Supongamos que A y C son dos subconjuntos abiertos del
espacio métrico X. Si A y C' son homeomorfos, entonces |A N R(X)| =
|CNR(X)|. Si, ademds, R(X) es finito y los conjuntos A y C' son comparables,
se cumple que:

ANRX)=CnNR(X).

Demostracién. Sea f: A — C un homeomorfismo. Por la parte 3) del
Teorema 1.5, f(R(A)) = R(C). Como A y C son abiertos, por la parte 2) del
Teorema 1.3, R(A) = ANR(X)y R(C)=CnN R(X). Luego:

FIANR(X)) = f(R(A)) = R(C) = C'N R(X).
Ya que f es biyectiva, resulta que |[ANR(X)| = |f(ANR(X))| = |[CNR(X)].

Ahora supongamos que R(X) es finito y que A y C' son comparables. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que A C C. Entonces, ANR(X) C C'N
R(X)y, yaque ANR(X) y BNR(X) son finitos y de la misma cardinalidad,
se cumple la igualdad. [

Para la prueba del siguiente resultado utilizaremos el hecho de que si X
y Y son espacios métricos y compactos, entonces una funcion f: X — Y
es continua en un punto a € X si y sélo si para cada sucesién {a,}, en X
que converge al punto a y tal que la sucesion { f(a,)}, converge a un punto
y € X, se tiene que y = f(a).

Teorema 1.7. Sean X un espacio métrico y compacto, A, B C X no cerrados
en X yc,d € X tales que Clx(A) = AU{c} yClx(B) = BU{d}. Sif: A— B
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es un homeomorfismo, entonces la funcién g: Clx(A) — Clx(B) definida,
para cada x € Clx(A), como:

g(x) —{ flx), size A

d, s1x = C;
es un homeomorfismo que extiende a f.

Demostraciéon. Como f es biyectiva, g también lo es y su inversa estd dada
por (glg)™t = fty g7}(d) = c, es decir, g7! es la extensién de f~! que se
obtiene mandando d al punto c. Para ver que g es continua en ¢, supongamos
que {a,}, es una sucesién de puntos de Clx(A) convergente a c y tal que la
sucesion {g(ay,)}, converge a un elemento b € Clx(B). Sin perder generali-
dad, podemos suponer que a,, € A para cada n € N. Entonces g(a,,) = f(an),
para toda n € N. Supongamos que b € B y hagamos a = ¢~ (b) = f~1(b).
Notemos que a € A. Como f~! es un homeomorfismo de B en Ay {f(an)}n
es una sucesion de elementos de B cuyo limite es elemento de B, por [44,
Proposicién 6.1.5, pag. 6] obtenemos lo siguiente:

a=f" (h’m f(an)> = nh—>n<;10f_l (f(ay)) = lim a, =c.

n—oo n—o0

Esto implica que ¢ = a, y como a € A, ¢ es elemento de A. Luego, Clx(A) =
AU{c} = Ay Aes cerrado en X. En vista de que esto es una contradiccion,
resulta que b = d = g(c). Esto prueba que g es continua en c¢. Como f
es una funcién continua y g|a = f, sucede que g es continua en A. Por
lo tanto, ¢ es una funcién continua. Ya que f~! es una funcién continua
tal que g7'|p = f~' vy ¢g7'(d) = ¢, aplicando el mismo procedimiento que
realizamos con f, se puede demostrar que g~! es continua. Por lo tanto, g es
un homeomorfismo entre Cly(A) y Clx(B). O

La parte 1) del siguiente resultado, es conocida como el Teorema de los
Golpes en la Frontera. Su demostracién puede verse en [47, Teorema 5.6, pag.
74]. La parte 2) es una consecuencia de la parte 1), y su demostracién puede
verse en [47, Corolario 5.9, pag. 75].

Teorema 1.8. Sean X un continuo y E un subconjunto propio y no vacio
de X. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Si A es una componente de E, entonces Clx(A) N Clx (X — E) # 0;

2) si E es un subcontinuo de X, entonces, para cada componente A de
X — E, sucede que AU E es un subcontinuo de X.
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1.3. Conexidad Local y Puntos de Corte

Sea X un espacio conexo. Decimos que ¢ € X es un punto de corte de
X si X —{c} no es conexo. El simbolo Cut(X) denotard al conjunto de todos
los puntos de corte de X (notemos que Cut(X) puede ser el conjunto vacio).
Ademas, si ¢ € X, denotaremos por A, a la familia de todas las componentes
de X —{c}.

En [26, Teorema 4.2, pdg. 113] se caracteriza a los espacios localmente
conexos, como aquéllos en los que las componentes de los conjuntos abiertos
son nuevamente conjuntos abiertos. Aplicando la parte 2) del Teorema 1.3,
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Sean X un espacio métrico conexo, localmente conexo, ¢ € X
yr € X —{c}. Si A esla componente de X — {c} que tiene a x, entonces
orda(z) = ordx(x).

El siguiente resultado muestra propiedades de las componentes del com-
plemento de un punto de corte en un espacio topolégico. Recordemos que el
simbolo A, denota a la familia de todas las componentes de X — {c}.

Teorema 1.10. Sean X un continuo y ¢ € X. Entonces, para cada compo-
nente A de X — {c}, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Clx(A) = AU {c} y Cut(Clx(A)) C 4;

2) si A es abierto en X, entonces todo punto de corte de Clx(A) es un
punto de corte de X, es decir, Cut(Clx(A)) C Cut(X)

3) si Cut(X) = {c} y A es abierto en X, entonces Clx(A)

es un subcon-
tinuo de X sin puntos de corte, es decir, Cut(Clx(A)) =0

Demostracién. Sea A una componente de X — {c}. Como X — {c} es un
subconjunto propio y no vacio de X, por la parte 1) del Teorema 1.8 (aplicada
a =X —{c}), sucede que:

0 # Cly(A) N Cly (X — (X — {¢}) = Cly(A) N {c}.

Luego ¢ € Clx(A) y, asi, AU {c} C Clx(A). Por la parte 2) del Teorema 1.8
(aplicada a ' = {c}), AU{c} es un subcontinuo de X. En particular, AU{c}
es un subconjunto cerrado de X que contiene a A. Entonces Cly(A) C AU{c}.
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Esto prueba que Clx(A) = AU {c}. Ahora supongamos que a es un punto
de corte de Clx(A). Como Clx(A) — {c} = Ay A es conexo, a # c. Por lo
tanto, a € Clx(A) — {c} = A. Esto prueba 1).

Ahora supongamos que A es abierto en X y que a es un punto de corte
de Clx(A). Por 1), a € A. Notemos que A € A,.. Definamos:

B=|J{CeA.:C+ A}

Para cada C' € A, — {A}, tenemos que C C By, por 1), ¢ € Clx(C) C
Clx(B). Entonces B U {c} C Clx(B). Como A es abierto en X, X — A =
B U{c} es un subconjunto cerrado de X que contiene a B. Luego Clx(B) C
BU{c}. Por lo tanto, Clx(B) = BU{c}. Como Clx(A) = AU{c}, Clx(B) =
BU{c} y los conjuntos A y B son disjuntos, deducimos que ANClx(B) = ()
y Clx(A) N B = 0. Por lo tanto, los conjuntos A y B estdn mutuamente
separados.

Como a es un punto de corte de Clx(A), existen conjuntos no vacios y
mutuamente separados H y K tales que Clx(A) — {a} = H U K. Ya que
¢ € Clx(A) — {a}, podemos suponer, sin perder generalidad, que ¢ € K.
Entonces H C A y:

X —{a} = (Clx(A) —{a}) UB= (HUK)UB=HU (K UB).
Ademas, H y K U B son subconjuntos no vacios de X tales que:

Clx(H)N(KUB)=(Clx(H)NK)U (Clx(H)N B) =
=Clx(H)NB Cc Clx(A)NnB =10

H N Cly(K UB) = (HNCly(K))U(HNCly(B)) =

Esto implica que a es un punto de corte de X, probando asi 2).

Para probar 3), supongamos que Cut(X) = {c} y que A es una componen-
te de X — {c} tal que A es abierto en X. Entonces Cly(A) es un subcontinuo
de X tal que, por 1) y 2), Cut(Clx(A4)) C ANCut(X) = An{c} = 0. Por lo
tanto, Cut(Cly(A)) = 0, probando asf 3). O
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Un espacio X es ciclicamente conexo si cualesquiera dos de sus puntos
estan en una curva cerrada simple contenida en X. En [60, Teorema 9.3, pag.
79] se prueba que los continuos localmente conexos sin puntos de corte son
ciclicamente conexos. Asi, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.11. Sea X un continuo localmente conexo con un unico punto
de corte c. Para cada componente A de X — {c}, sucede que Clx(A) es un
continuo localmente conexo y ciclicamente conexo.

Demostracién. Sea A una componente de X — {c}. Primero veamos que
Clx(A) es localmente conexo en cada punto de A. Sean a € A y U un
abierto en Clx(A) tal que a € U. Utilizando la parte 1) del Teorema 1.10,
U—{c} C Clx(A) — {c} = Ay, asi, U — {c} es abierto en A. Ya que X
es localmente conexo y X — {c} es abierto en X, A también es abierto en
X. Luego, U — {c} es abierto en X. Como X es localmente conexo, existe
un subconjunto abierto y conexo V' de X tal que a € V C U — {c}. Como
V cU—{c} C AC Clx(A), resulta que V también es abierto en Clx(A).
Esto prueba que Clx(A) es localmente conexo en a. En particular Clx(A) =
AU{c} es conexo en pequeno en cada punto de A. Si Clx(A) no es conexo en
pequeno en ¢ entonces, por [47, Teorema 5.12, pag. 76|, Clyx(A) no es conexo
en pequeno en una cantidad no numerable de puntos. En particular, Clx(A)
no es conexo en pequeno en algin punto de A, lo cual contradice lo que
acabamos de demostrar. Por consiguiente, Cly(A) es conexo en pequeno en
c. Esto prueba que Clx(A) es conexo en pequenio en cada uno de sus puntos.
Asi, por [53, Teorema 7.8, pag. 73], Clx(A) es localmente conexo.

Por la parte 3) del Teorema 1.10, Cut(Clx(A)) = (. Luego, por [60,
Teorema 9.3, pag. 79], Clx(A) es ciclicamente conexo. O

1.4. La Métrica de Hausdorff

Algunas veces serd de utilidad estudiar a un continuo a través de algunos
de sus subconjuntos, dotando a la familia de dichos subconjuntos de una
topologia que se relacione directamente con la del continuo. Dado un continuo
X, los hiperespacios de X son familias de subconjuntos de X que satisfacen
algunas propiedades particulares. Uno de los méas estudiados es el siguiente:

2% = {A C X: A es cerrado y no vacio}.
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Se puede dotar a 2% de una métrica especial, llamada métrica de Haus-
dorff, la cual describiremos a continuacion. Denotemos por d a la métrica
en el continuo X. Para cada A € 2% y & > 0, definimos el siguiente conjunto:

Nx(A,e) ={x € X: existe a € A tal que d(z,a) < €}.

Dados dos elementos A y B de 2%, definimos la métrica de Hausdorff de
A a B como:

H(A,B)=inf{e >0: BC Nx(A,e) y AC Nx(B,¢)}.

En [47, Teorema 4.2, pdg. 53] se prueba que la funcién H: 2% x 2% —
[0, 00) definida de esta manera, es una métrica en 2%. Ademés, en [47, Teo-
rema 4.6 pdg. 55] se muestra que dicha métrica depende tnicamente de la
topologia de X.

A lo largo del presente trabajo, cuando hagamos referencia a la distancia
entre dos subconjuntos cerrados y no vacios de un continuo X, se enten-
derd que se estd considerando la métrica de Hausdorff. Una vez que 2% posee
dicha métrica, la convergencia de sucesiones en 2% se entenderd con respecto
a la métrica de Hausdorff. Entonces, una sucesiéon {A,}, en 2% converge a
un elemento A € 2% si para cada ¢ > 0, existe N € N tal que H(A,,A) < ¢
para toda n > N.

Los siguientes dos resultados son ampliamente conocidos, incluso, son
ejercicios basicos de los cursos de hiperespacios, por lo cual no presentaremos
su demostracién.

Teorema 1.12. Sean X un continuo, A y B dos elementos de 2% y & > 0.
Entonces H(A,B) < € si y solo si B C Nx(A,e) y AC Nx(B,¢).

Teorema 1.13. Sean X un continuo, {A,}, y {B,}n dos sucesiones en 2%
con limites A y B, respectivamente. Entonces:

1) Si existe un subconjunto infinito I de N tal que A, C B, para toda
n € I, entonces A C B;

2) pe€ A siy sdlo si existe una sucesion {p,}, en X tal que

limp,=p v pn€ A, para cadan € N.
n—oo
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1.5. Espacios %—homogéneos

Dado un espacio X, denotamos por H(X) al grupo de homeomorfis-
mos de X en X. La orbita de x en X es el conjunto:

Orbx(z) = {h(x) : h € H(X)}.

Entonces y € Orbx(x) si y sélo si existe un homeomorfismo h: X — X tal
que h(z) = y. Notemos que la orbita de x en X, es la érbita bajo la accién
de H(X) en un punto x € X. De la definicién es ficil notar que la familia de
las orbitas de un espacio X es una particiéon de X. Es decir, la coleccién:

R(X) ={Orbx(x): z € X}
satisface las siguientes tres propiedades:

a) Para cada © € X, ocurre que Orby(x) # (), pues = € Orbx(z), para
toda z € X (1x: X — X es un homeomorfismo de X en X tal que

I1x(z) = z).
b) X =J,cx Orbx(z), es decir, X es la unién de sus érbitas.

c) Siz,y € X y Orbx(z) N Orbx(y) # 0, entonces Orby(z) = Orbx(y).
Para ver esto, tomemos un punto z € Orbx(z) N Orbx(y) asi, existen
homeomorfismos hy: X — X y hy: X — X tales que hy(z) = z y
ha(y) = z. Sia € Orbx(x), entonces existe un homeomorfismo hy: X —
X tal que hs(z) = a. Luego, h = hs o h{* o hy es un homeomorfismo
de X en X tal que h(y) = hs(hy'(ha(y))) = hs(hi'(2)) = hs(z) = a.
En consecuencia, a € Orby(y). Esto prueba que Orby(z) C Orbx(y).
De manera similar tenemos que Orbx(y) C Orbx(z). Por lo tanto,
Orbx(xz) = Orbx (y).

Aplicando los incisos a) y ¢) se deduce lo siguiente:
d) Siz,y € X yy¢ Orbx(z), entonces Orbx(z) N Orbx(y) = 0.
e) y € Orbx(z) siy sélo si z € Orbx(y).

Lo anterior nos permite decir que, para un espacio X, el conjunto no
vacio O es una orbita de X siy sélo si existe x € X tal que O = Orbx(z).
Ademas, se cumple la siguiente afirmacién:
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f) yy z estdn en una misma érbita de X si y sélo si existe un homeomor-
fismo f: X — X tal que f(y) = z. En efecto, si y, z son dos elementos
de la érbita Orbx (z), existen homemorfismos hq, hy: X — X tales que
hi(z) =y y ho(x) = 2. Luego f = hyo hy' es un homeomorfismo de X
en X tal que f(y) = z. La otra implicacion es clara.

El grado de homogeneidad de un espacio X, es la cardinalidad de
la familia de las 6rbitas de X y lo denotaremos por nx. Como vemos, en la
definicién de espacio %—homogéneo (Definicién 0.1), estamos interesados en
particular en los espacios cuyo grado de homogeneidad es finito.

El siguiente resultado proporciona algunas propiedades adicionales de las
orbitas de un espacio.

Teorema 1.14. Sea X un espacio. Entonces se cumplen las siguientes afir-
mactones:

1) Para toda drbita O de X y cada f € H(X), sucede que f(O) = O.

2) Si O y Oy son orbitas de X tales que O N Clx(O1) # 0, entonces
O C Clx(0y).

3) Si O es una drbita de X tal que Intx(O) # 0, entonces O es abierto
en X.

Demostracién. Supongamos que O es una orbita de X. Entonces existe
z € X tal que O = Orbx(z). Para probar 1), tomemos f € H(X),z € Oy
un homeomorfismo h: X — X tal que h(z) = x. Notemos que foh: X — X
es un homeomorfismo tal que (foh)(z) = f(h(z)) = f(x). Se sigue que f(x) €
Orbx(z) = O, por lo que, f(O) C O. Aplicando lo que acabamos de probar,
al homeomorfismo f~!, obtenemos que f~1(O) C O o, equivalentemente, que
O C f(O). Por lo tanto, O = f(O). Esto concluye la prueba de 1).

Para ver 2), sean x € O y U un abierto en X tal que z € U. Tomemos
y € ONClx(0;). Como z,y € O, por e), existe f € H(X) tal que f(z) = y.
Como f(U) es un abierto en X tal que y € f(U) y y € Clx(0,), sucede
que f(U)N Oy # 0. Ahora bien, U = f~!(f(U)) y, por 1), f~1(0;) = Oy,
entonces U N Oy = f71(f(U) N Oy) # 0. Luego, z € Clx(O;). Esto prueba
2).
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Para ver 3), sea y € O. Tomemos = € Intx(0O). Como z,y € O, por e),
existe f € H(X) tal que f(x) = y. Entonces f(Intx(O)) es un abierto de X
que tiene y. Ademds, por 1), f(Intx(O)) C f(O) = O. Por lo tanto, O es
abierto en X. Esto prueba 3). O

El siguiente teorema generaliza la parte 1) del Teorema 1.14.

Teorema 1.15. Sean X y Y dos espacios y f: X — Y un homeomorfismo.
Si z € X, entonces:

f(Orbx(z)) = Orby (f(2)).

Por lo tanto, la imagen bajo f de una orbita de X, es una orbita de Y.

Demostracién. Tomemos z € X y supongamos que y € f(Orbx(z)). Sean
x € Orbx(z) tal que y = f(z) y h: X — X un homeomorfismo tal que
h(z) = x. Entonces foh™lo f71: Y — Y es un homeomorfismo tal que:

(foh ™o f )y = (f(h(f (f()) = f(h™}(x)) = f(2).

En consecuencia, y € Orby (f(2)). Esto muestra que f(Orbx(z)) C Orby (f(2)).
Aplicando lo que acabamos de mostrar, al homeomorfismo f~!, obtenemos
que:

f~H(Orby (f(2))) C Orbx (f~*(f(2))) = Orbx(z)
0, equivalentemente, que Orby (f(z)) C f(Orbx(z)). Por lo tanto:
f(Orbx(z)) = Orby (f(2)).
[

Corolario 1.16. Si X y Y son dos espacios homeomorfos, entonces nx = ny .

Demostracién. Sean h: X — Y un homeomorfismo, R(X) y R(Y), las
familias de las orbitas de X y Y, respectivamente. Por el Teorema 1.15, para
cada = € X, ocurre que h(Orbx(z)) = Orby (h(z)). Esto nos permite definir
la funcién H: R(X) — R(Y), para cada Orbx(z) € R(X), como sigue:

H(Orbx(x)) = Orby (h(z)).

Como h es un homeomorfismo, la imagen bajo h de una érbita de X distinta
de Orbx(z), es una 6rbita de Y distinta de Orby (h(z)). Esto implica que H
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es inyectiva. Incluso H es suprayectiva pues, si y € Y, entonces h™'(y) € X
y Orbx(h™(y)) € R(X) es tal que

H(Orbx (h™'(y))) = Orby (h(h™"(y))) = Orby (y).

Por lo tanto, H es biyectiva y, de esta manera, X y Y tienen el mismo ntimero
de orbitas. O

Sean X un espacio conexo y ¢ € X. Recordemos que denotamos por A,
a la familia de todas las componentes de X — {c}.

Teorema 1.17. Sean X un continuo localmente conexo y ¢ € X tales que
Cut(X) = {c}. St A y B son dos elementos homeomorfos de A., entonces
existe un homeomorfismo F, de X en X, tal que F(A) = B, F(c) = c y
F(Orby(a)) = Orbg(F(a)), para cada a € A.

Demostracién. Fijemos un elemento A € A.. Sea B € A.. Por la parte
1) del Teorema 1.10, Clx(A) = AU {c} y Clx(B) = BU{c}. Como Ay
B son homeomorfos, por el Teorema 1.7, podemos tomar un homeomorfismo
g: AU{c} — BU{c} tal que g(A) = By g(c) = ¢ (podemos suponer que g es
la funcién identidad si B = A). Como X es localmente conexo y X — {c} es
abierto en X, Ay B son abiertos en X, por lo que, X — (AU B) es cerrado en
X. En consecuencia, Cly(A) = AU{c}, Clx(B) = BU{c} y X —(AUB) son
tres subconjuntos cerrados de X que, dos a dos, se intersectan tinicamente
en c. Sea F': X — X la funcién definida como sigue:

(),
~Hz), sixe Cly(B);
: size X —(AUB).

g si x € Clx(A);
F(z) =9 9 )

Luego:

F(X) = F(Clx(A)UClx(B)U(X - (AUB))) =
= F(Clx(A))UF(Clx(B))UF(X —(AUB)) =
= g(Clx(A)) Ug ! (Clx(B)) U (X — (AU B))
= Clx(B)UCIx(A)U(X - (AUB)) = X.

Notemos que, g,¢7' y la funcién 1x_(aup) son homeomorfismos definidos,
respectivamente, en Clx(A), Clx(B) y X — (AU B), los cuales son cerrados
de X que, dos a dos, se intersectan tinicamente en ¢, mientras que g(c) = ¢ =
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g7 '(¢) = 1x_(aup)(c). Lo anterior implica que F' es un homeomorfismo de X
en X. Ademsds, F'(A) = g(A) = By,sia € A, como F|4 es un homeomorfismo
de A en B, por el Teorema 1.15, F(Orba(a)) = Orbg(F(a)). Esto concluye
nuestra prueba. O

1.6. Dendritas

En esta seccion introduciremos a las dendritas y daremos las definiciones
y resultados mas generales que seran utilizados en el Capitulo 3, para la
clasificacién de algunas familias de dendritas cuyo conjunto de puntos de
ramificacién es finito, y también para la clasificacion de las dendritas %—
homogéneas.

Definicién 1.18. Una dendrita es un continuo localmente conexo y sin
curvas cerradas simples.

Los arcos son continuos localmente conexos. En [53, Teorema 7.22, pag.
81] se prueba que los continuos que son unién finita de subconjuntos cerrados
y localmente conexos, son localmente conexos. Entonces, las graficas finitas
son continuos localmente conexos, pero no siempre son dendritas puesto que
pueden contener curvas cerradas simples. Dado que los drboles no contienen
curvas cerradas simples, los drboles son dendritas. Ademds, por [47, Teore-
ma 9.28, pag. 154], podemos caracterizar a los arboles como las dendritas con
s6lo un nimero finito de puntos extremos. En [47, Teorema 9.10, pdg. 144]
se caracteriza a los arboles como las dendritas tales que todos sus puntos son
de orden finito y s6lo un nimero finito de puntos tiene orden mayor que 2.

Recordemos que si Y es un espacio conexo y y € Y, entonces y es un
punto de corte de Y si Y — {y} no es conexo. Un continuo Y es heredi-
tariamente localmente conexo si cada subcontinuo de Y es localmente
conexo. Decimos que un continuo Y es hereditariamente unicoherente
si la interseccion de cualesquiera dos subcontinuos de Y es conexa.

En el siguiente teorema mencionamos otros resultados de las dendritas que
utilizaremos en este trabajo. La parte 1) aparece probada en [60, (1.3)(i),
pég. 89] (también puede consultarse en [47, Corolario 10.6, pag. 167]). La
parte 2) se prueba en [60, (1.3)(ii), pag. 89] (alternativamente, puede verse
en [47, Proposicién 10.9, pag. 169]). La parte 3) aparece probada en [60,
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(1.2)(ii), pag. 89]. Una prueba de la parte 4) se encuentra en [60, (1.1)(v),
pég. 88| (también aparece en [47, Teorema 10.10, pag. 169]). La parte 5) es
una consecuencia inmediata de la parte 4) y, finalmente, la parte 6) aparece
probada en [60, (1.1)(ii), pag. 88] (se puede consultar también [47, Teorema
10.7, pag. 168)).

Teorema 1.19. Si X es una dendrita, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

1) Todo subcontinuo de X es una dendrita, en particular, X es heredita-
riamente localmente conexo;

2) todo subconjunto conexo de X es arcoconezo;
3) sip,q € X yp+#q, entonces existe un unico arco en X de p a q;

4) la interseccion de cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es cone-
ra;

5) X es hereditariamente unicoherente;

6) cada elemento de X es un punto extremo de X o bien un punto de corte
de X.

Notacién 1.20. Sea X una dendrita. Dados dos puntos distintos p y q en
X, en vista de la propiedad 3) del Teorema 1.19, podemos denotar por pq al
tunico arco en X de p a q. Convenimos en que pq = qp. Si p = q, entonces
definimos pq como {p}. Con esto hemos definido pq para cada p,q € X.
Ademds definimos los siguientes conjuntos:

(rg) =pq—A{p.qa}, [pa) =pe—A{a} v (pal =pg—{p}.

Sean X una dendrita y p,q € X tales que p # ¢. Como el arco pq
en X es homeomorfo al intervalo [0, 1], que es conexo, los conjuntos (pq),
[pq) v (pq] son homeomorfos a los intervalos conexos (0,1), [0,1) y (0, 1],
respectivamente.

Consideremos ahora la siguiente definicién.

Definicién 1.21. Sea X un espacio métrico. Una sucesion {X,}, de sub-
conjuntos de X se dice que es nula, si la sucesion {diam(X,)}, converge a
0.
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En una dendrita X, si p € X y ordx(p) es finito, entonces éste coincide
con el nimero de componentes de X — {p} (ver [60, (1.1)(iv), pag. 88] o bien
[47, Teorema 10.13, pag. 170]). Ademas, si ordx(p) es infinito, la familia A4,
de todas las componentes de X — {p} es numerable y sus didmetros tienden a
cero (ver [60, Corolario (2.2), pag. 90] o bien [60, (2.6), pag. 92]). Es decir, si
ordy(p) es infinito, entonces la familia A, forma una sucesién nula. En este
caso decimos que el orden de p en X es omega y escribimos:

ordx(p) = w.

Por lo tanto, para cada p € X tenemos que ordx (p) = n, para algunan € N,
o bien ordy(p) = w. Convenimos en decir que, en una dendrita, el orden es
un elemento del conjunto {1,2,3,...,w} = NU{w}. En particular, un punto
de ramificacién de una dendrita, es un elemento cuyo orden es elemento de
{3,4,...,w}.

Sea X una dendrita. Para cada n € {3,4,...,w}, definimos:
R,(X)={p € R(X): ordx(p) = n}.

Es decir, R, (X) es el conjunto de puntos de los puntos de ramificacién de X,
de orden n. Para cada n € N consideramos la siguiente dendrita construida
en R? :

F, =|Jaa; (1.6.1)
=1

1

donde a = (0,0) y, para cada i € {1,2,...,n}, a; = (;, %2) . Consideremos

ahora la dendrita:

Fw = Uaai7 (162)
=1

construida en R?, donde a = (0,0) y, para cada i € N, a; = (%, %2) . Al punto
a le llamaremos el vértice tanto,de F,, para n € N, como de F,,.

Para n € (N — {1,2}), un n-odo simple es un continuo homeomorfo
a la dendrita F,. Si X es un n-odo simple con vértice a, entonces a es el
tnico punto de ramificacién y su érden es n; es decir, R(X) = R, (X) = {a}.
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Notemos que F, es una dendrita tal que R(F,) = R, (F,
Ademas, si X es una dendrita tal que R(X) = R,(X) y |
homeomorfo a F,,.

E\_/
>

Il
>l
?

Un 4-odo Simple La Dendrita F,

Entonces, salvo homeomorfismos, Fj3, Fy,..., F, representan a todas las
dendritas con un dnico punto de ramificacion. Es facil ver que cada una de
estas dendritas es %—homogénea. Por tanto, todas las dendritas con un tnico
punto de ramificacién son %—homogéneas.

En el siguiente resultado, cuya prueba puede verse en [36, Teorema 15,
pég. 320], mencionamos una caracterizacion de los puntos extremos de una
dendrita.

Teorema 1.22. Sean X una dendrita y x € X. Entonces v € E(X) si y sdlo
st x es punto final de cada arco en X que tiene a x.

Ahora mencionaremos algunas propiedades de los conjuntos de puntos
extremos, de ramificacién y ordinarios en una dendrita. Recordemos que un
espacio es totalmente disconezxo si sus subconjuntos conexos y no vacios
son degenerados.

Teorema 1.23. Sea X una dendrita. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) E(

) es totalmente disconexo;

X
2) R(X) es a lo mds numerable;
X

) E
) R

3) O(X) es denso en X;
) X

=~

E(X)UO(X)UR(X);
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5) [E(X)| = 2;

6) R(X) =0 siy sdlo si |E(X)| =2y esto ocurre si y solo si X es un
arco;

7) siT(X) e {FE(X),R(X),0(X)}, entonces T(X) es una union de orbi-
tas de X;

8) si R(X) # 0, entonces X tiene al menos tres drbitas; mds ain, si X
es 5-homogéneo las drbitas son E(X), R(X) y O(X).

9) X — E(X) es conexo.

Demostracién. Una demostraciéon de 1) puede verse en [36, Teorema 2,
pag. 292]. Una prueba de 2) aparece en [47, Teorema 10.3, pag. 174]. La
prueba de 4) se sigue de las respectivas definiciones de E(X), R(X) y O(X).
Para ver 3), tomemos un abierto no vacio U en X. Notemos que U es no
degenerado y asi, podemos tomar x,y € U con x # y. Como X es localmente
conexo, podemos suponer que U es conexo y, por la parte 2) del Teorema 1.19,
xy C U. Como el arco zy es un subconjunto conexo de X y no numerable,
por el Teorema 1.22, xy N E(X) C {x,y}. Luego, zy — {z,y} C O(X)UR(X)
y, como R(X) es numerable, sucede que (xy — {z,y}) N O(X) # (. Por lo
tanto, U N O(X) # 0. Esto prueba 3).

Por la parte 6) del Teorema 1.19, E(X) es el conjunto de puntos de no
corte de X. Ademds, por [47, Teorema 6.6 , pag. 89], todo continuo tiene
al menos dos puntos de no corte. En consecuencia, |E(X)| > 2, probando
asi 5). Ahora bien, de la definiciéon de punto de ramificacién tenemos que
R(X) = 0 si y solo si ordy(z) < 2, para cada z € X. Como X no contiene
curvas cerradas simples, por [47, Proposicién 9.5, pag. 142 |, esto ocurre si
y s6lo si X es un arco, el cual tiene inicamente dos puntos extremos. Esto
prueba 6).

Para probar 7) tomemos z € T(X). Si y € Orbx(z), entonces existe
h € H(X), tal que h(z) = y. Asi, por la parte 3) del Teorema 1.5, y € T'(X),
es decir Orbx (x) C T'(X). Por lo tanto, T'(X) es una unién de érbitas de X.
Esto prueba 7).

Para probar 8), supongamos que R(X) # (). Notemos que, por los incisos
3) y b) de este teorema, y las respectivas definiciones de E(X), R(X) y O(X),
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dichos conjuntos son no vacios y ajenos dos a dos. Entonces, por 7), podemos
obtener al menos tres 6rbitas de X tomando un elemento de cada uno de estos
tres conjuntos y luego su respectiva 6rbita (la érbita de un punto en E(X)
estd contenida en E(X), la érbita de un punto en O(X) estd contenida en
O(X) y, por dltimo, la érbita de un punto en R(X) esté contenida en R(X)).
Esto prueba la primera parte de 8). Ahora bien, si X es %-homogéneo, las
érbitas de X deben de ser E(X), R(X) y O(X).

Ahora probaremos 9). Sean x,y € X — FE(X). Notemos que, el Teore-
ma 1.22 dice que los tinico puntos del arco zy que pueden pertecener a E(X)
son x 0 y. Pero, como z,y ¢ E(X), sucede que zy no contiene puntos extre-
mos de X y, asi, xy C X — E(X). Esto muestra que X — E(X) es arcoconexo,
con lo que, X — E(X) es conexo. ]

Supongamos que X es una dendrita. Si X es %—homogéneo entonces, por
las partes 3) y 5) del Teorema 1.23, los conjuntos E(X) y O(X) siempre
son no vacios. Luego, por la parte 7) de dicho teorema y el hecho de que X
posee unicamente dos érbitas, necesariamente R(X) es vacio. Entonces, por
la parte 6) del teorema anterior, X es un arco. Como un arco es un continuo
%—homogéneo, hemos probado que

(*) una dendrita X es z-homogénea si y sélo si X es un arco.

Este resultado fue probado en [52, Lema 3.5]. Ahora bien, si X es una dendrita
%-homogénea y R(X) = (), entonces X es un arco y, por tanto, una dendrita %-
homogénea. Como ser un continuo %—homogéneo es una propiedad topolégica,
obtenemos una contradiccién. Luego R(X) # 0. Asi pues, las dendritas %—
homogéneas tienen puntos de ramificaciéon. Como ya indicamos, si X es una
dendrita con s6lo un punto de ramificacién, entonces existe n € {3,4,...,w}
tal que X es homeomorfa a la dendrita F},, que definimos en (1.6.1) y (1.6.2)
segin si n € {3,4,...} osi n = w. En dicho caso X es %—homogéneo. Lo
interesante se encuentra, por tanto, cuando suponemos que la dendrita %—
homogénea tiene al menos dos puntos de ramificacion. Al respecto hablaremos

en el Capitulo 3.

A continuacién probaremos otras propiedades que poseen las dendritas.

Teorema 1.24. Sean X una dendrita y A C X conezo. Entonces Clx(A) es
una dendrita tal que:
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Demostracién. Al ser Clx(A) un subcontinuo de la dendrita X, por la
parte 1) del Teorema 1.19, Clx(A) es una dendrita. Supongamos que = €
Clx(A) — A. Entonces A C Clx(A) — {z} C Clx(A) y, como A es conexo,
Clx(A) —{x} es conexo. De esto y del inciso 6) del Teorema 1.23, obtenemos
que z € E(Clx(A)). O

Teorema 1.25. Supongamos que X es una dendrita y que B es un subcon-
tinuo propio de X. Si A es una componente de X — B, entonces Clx(A) es
una dendrita tal que:

Demostracién. Alser Cly(A) un subcontinuo de la dendrita X, por la parte
1) del Teorema 1.19, Cly(A) es una dendrita. Por la parte 2) del Teorema 1.8,
AU B es un subcontinuo de X. Asi Clx(A) C AU B. Luego, Clx(A) — A C
Clx(A)NB. La otra contencién es inmediata, pues como A es una componente
de X — B, B C X — A. Esto, combinado con el Teorema 1.24, prueba que

Corolario 1.26. Sean X wuna dendrita y ¢ € X. Entonces para cada com-
ponente A de X — {c}, se tiene que Clx(A) = AU {c} es una dendrita y
c € E(Clx(A)).

Demostracién. En la parte 1) del Teorema 1.10, se prueba que Clx(A) =
AU{c}. Ahora aplicamos el Teorema 1.25 con B = {c}. Como {c} = Clx(A)N
{c}, obtenemos el resultado. O

Dos subconjuntos A y B de un conjunto X son comparables si lo son
respecto a la contencion, es decir, si A C B o B C A.

Teorema 1.27. Sean X una dendrita y ® una familia de arcos en X, com-
parables dos a dos. Si V = UD, entonces existen z,z" € X tales que:

(22") cV C Clx(V) = 22
Ademds, siy es punto final de cada arco en®, sucede que V = [yz) oV = yz.

Demostracién. Fijemos un elemento D € ®. Entonces D es no degenerado
y D C V C Clx(V). Por lo tanto, Clx(V) es no degenerado. Ademds, para
cada B € ®, sucede que B C D o bien D C B. Por lo tanto:

V=(U{BeD:Bc D) U(H{BeD:DC B}



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

=DU({B€D:DcB})=U{BeD: DcC B}

Entonces V' es unién de arcos que contienen a D. Luego V es conexo, y
por las partes 1) y 2 del Teorema 1.19, V' es arcoconexo y Clx (V') es una
dendrita. Notemos que si € X es tal que V — {z} es conexo, entonces
V —{z} C Clx(V) — {a} C Clx(V) vy, asi, Clx(V) — {z} es conexo. Esto
implica que:

Cut(Clx(V)) C Cut(V). (1.6.3)

Supongamos que Clx (V) no es un arco en X. Entonces, por la parte 6)
del Teorema 1.23, existe p € Clx (V) tal que ordci, (vy(p) > 3. Esto significa
que p no es un punto extremo de Clx (V') y, por la parte 6) del Teorema 1.19,
p € Cut(Clx(V)). Notemos que, por (1.6.3), p € Cut(V). En particular,
pelV.

Veamos que cada componente de Clx (V') — {p} intersecta a V. Para esto,
supongamos lo contrario, que existe una componente K de Clx (V) — {p}
tal que K NV = (). Entonces, por el Teorema 1.24, K C Clx(V) -V C
E(Clx(V)). Esto implica que K es un subconjunto conexo del conjunto de
puntos extremos de Clx (V) y, por la parte 1) del Teorema 1.23, K es degene-
rado. Luego, K # Clx (V) es cerrado en Clx (V). Ahora bien, como Clx (V)
es una dendrita, en particular, Clx (V') es localmente conexa y, como K es
una componente del abierto Clx (V) —{p} en Clx(V), resulta que K es abier-
to en Clx (V). Esto contradice la conexidad de Clx (V') y, por consiguiente,
cada componente de Clx (V') — {p} intersecta a V.

Ahora veremos que V' contiene un triodo simple. Como ordei (v)(p) > 3,
podemos considerar tres componentes distintas K, Ky y K3 de Clx (V) —{p}.
Por lo que probamos en el parrafo anterior, existen puntos a € K; NV,
be KoNV yce KsnV. Por la parte 1) del Teorema 1.10, Clay vy (K7) =
K1 U {p}, Claywv)(K2) = Ky U{p} y Cla,o)(K3) = K3 U {p}. De esto,
obtenemos lo siguiente:

Clei, vy (K1) N Clary vy (K2) = Clai vy (K1) N Clor (v) (K3) =
— CICIX (Kg) N 0101X ( ) = {p}

Como a,p € Clai, () (K1) v Claig(v)(K1) es un subcontinuo de la dendrita
Clx(V), sucede que ClmX vy (K1) es arcoconexo. Entonces, el tnico arco de
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a a p, que denotamos por ap, estd contenido en Cley, vy (/7). Como tam-
bién a,p € V y V es arcoconexo, tenemos que ap C V. De manera similar
deducimos que:

bp C Cla,(y(E2) NV y  ep C Cla, vy (K3) N V.
Notemos que Y = apUbp U cp C V. Ademas:
ap N bp C Cle(v) (K1) N Clar, (v) (K2) = {p},
ap N ep C Clag vy (K1) N Clay vy (K3) = {p}

bp N ep C Claiy vy (K2) N Claie vy (K3) = {p}.

Por lo tanto,Y es un triodo simple contenido en V. Como a,b,c,p €
Y C V, existen cuatro elementos de ® que contienen a a,b,c y p. Ya que
los elementos de ® son comparables dos a dos, podemos suponer que uno
de ellos, digamos P, contiene al conjunto {a,b,c,p}. Al ser P un continuo
arcoconexo, Y C P. Luego, Y es un triodo simple contenido en el arco P.
Como esto es una contradiccién, concluimos que Cly (V') es un arco, digamos
zz1. Como V' es conexo, tenemos que (zz1) C V C Clx (V) = z2;.

Ahora probemos la tltima parte del teorema. Supongamos que y es punto
final de todo arco en ®. Si y es un punto de corte de V, tomamos a y b en
distintas componentes de V' — {y}. Sean A, B € © talesquea € Ay b € B.
Sin pérdida de generalidad A C B, luego a,b € By y € (ab) C B. Asi, y no
es punto final del arco B. Ya que esto es una contradiccion, hemos probado
que y no es punto de corte de V, es decir y € {z1, z}. O

Teorema 1.28. Sean X un dendrita, v € X y A, = {A,: n € A} la fa-
milia de las componentes de X — {x}. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) Para cada n € A, existe x,, € E(Clx(A,)) — {z};
2) siordy(x) = w, entonces {z} = lim Clx(A4,).
n—oo

Demostracién. Para probar 1), notemos primero que si € E(X), entonces
X — {z} es conexo y Clx(X — {z}) = X. Aplicando la propiedad 5) del
Teorema 1.23, tenemos que existe un punto en:

E(X) —{z} = E(Clx (X —{x})) — {x}.
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Supongamos ahora que x ¢ E(X). Entonces, por la propiedad 6) del Teore-
ma 1.19, x € Cut(X). Sean € A. Por el Corolario 1.26, Clx(A,) = A, U{z}
es una dendrita y € E(Clx(A,)). Por la propiedad 5) del Teorema 1.23,
la dendrita Clx(A,) tiene al menos dos puntos extremos. Entonces existe
z, € E(Clx(A,)) — {z}.

Si ordx(z) = w, por definicién, |A] = Ny y A, = {A,: n € A} es una
sucesion nula (ver pag. 17). Como el didmetro de un conjunto y el de su
cerradura coinciden, {Cly(A,): n € A} también es una sucesién nula. Para
ver que dicha sucesién converge a {z} en la métrica de Hausdorff, sea € > 0.
Tomemos N € N tal que diam(Clx(A4,)) < ¢ para cada n > N. Sea n > N.
Notemos que para cada a, € A,, como z y a, son elementos de Clx(A4,),
tenemos que d(z,a,) < diam(Clx(A,)) < e. Asi A, C Nx({z},¢) y {2} C
Nx(A,,¢). Por el Teorema 1.12, H({z}, A,)) < . Luego:

{z} = nh_r>1010 Clx(A,).
[l

Como ya mencionamos en la parte 1) del Teorema 1.19, las dendritas
son continuos hereditariamente localmente conexos. Consideremos ahora la
siguiente definicion.

Definicién 1.29. Sean X un continuo y K un subcontinuo no degenerado
de X. Decimos que K es un continuo de convergencia en X si existe
una sucesion { A}, de subcontinuos de X, que converge a K en la métrica
de Hausdorff y tal que, para cada n € N, sucede que K N A, = 0.

En [47, Teorema 10.4, pag. 167] se prueba que un continuo X es here-
ditariamente localmente conexo si y sélo si ningtin subcontinuo propio y no
degenerado de X es un continuo de convergencia en X. Como consecuencia
de esto y de [60, Corolario 2.2, pag. 90] tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.30. Sean X un continuo hereditariamente localmente conexo y
{A,}n una sucesion de subconjuntos de X, ajenos dos a dos. Si cada A, es
un subcontinuo de X o bien, cada A, es abierto en X, entonces {A,}, es
una sucesion nula.

Como caso particular del resultado anterior, toda sucesion de subconti-
nuos de una dendrita, ajenos dos a dos, es una sucesién nula.
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1.7. La Funcion Primer Punto

En la presente secciéon vamos a definir una funcién que es muy importan-
te cuando trabajamos con dendritas. A su vez describiremos su propiedades.
Para definir a dicha funcién, necesitamos del siguiente resultado, cuya de-
mostraciéon completa se encuentra en [47, Lema 10.24, pag. 175].

Teorema 1.31. Sean X una dendrita y' Y un subcontinuo de X. Para cada
x € X =Y, existe un unico punto r(x) € Y tal que r(x) es un elemento de
cualquier arco en X de x a cada punto de Y (es decir, para cada y € Y,
tenemos que () € zy).

La idea de la construccion del punto r(x) y de la prueba del Teorema 1.31,
es la siguiente: consideremos X,Y y x como en el enunciado del teorema.
Fijemos un elemento z € Y. Como X es arcoconexo, existe una funcion
continua e inyectiva f: [0,1] — X tal que f(0) = z y f(1) = 2. Notemos
que f(0) ¢ Y mientras que f(1) € Y. Como Y es compacto, el conjunto no
vacio J = {t € [0,1]: f(t) € Y} también es compacto. Entonces podemos
considerar s = min(J). Notemos que s > 0. Ademas, r(x) = f(s) € Y y, para
toda t € [0, s), tenemos que f(t) ¢ Y. Por lo tanto, f([0,s])NY = {f(s)} =
{r(x)}. Luego, recorriendo el arco f([0,1]) de f(0) a f(1), el punto r(x) es
la primera vez que dicho arco toca a Y.

Es fécil notar que f([0, s]) es el arco en X de x a r(z), el cual denotamos
por zr(z). Supongamos ahora que y € Y. Como r(z) y y son elementos
del conjunto arcoconexo Y, el arco de r(x) a y, que denotamos por r(z)y,
estd contenido en Y. Notemos, ademas, lo siguiente:

r(z) € xzr(z) Nr(z)y Car(z)NY = f([0,s)) NY = {r(x)}.

Asi que, zr(xz) Ur(z)y es un arco en X de z a y. Como en una dendrita los
arcos son unicos, sucede que zr(z) Ur(x)y es el arco en X de = a y, el cual
denotamos por zy. Por lo tanto, r(x) € xy. De esto se sigue la unicidad de

r(zx).

Es importante recordar la forma en como se construye r(x): fijamos cual-
quier punto z de Y vy, recorriendo el arco de xz de = a z, r(z) es justo la
primera vez que dicho arco xz intersecta a Y.
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Supongamos ahora que X es una dendrita y que A es un subcontinuo de
X. Como consecuencia del Teorema 1.31, para cada x € X — A, existe un
unico punto x4 en A con la propiedad de que todo arco en X, de x a cualquier
punto de A, pasa por x 4. Esto nos permite definir la funcién r: X — A como
sigue:

x, sizé€A;
r(z) = { Ty, sixze X — A (L.7.1)

En [47, Lema 10.25, pdg. 176] se prueba que r es una funcién continua.
Tal funcién es muy especial y la utilizaremos en este trabajo con el nombre
que indicamos en la siguiente definicion.

Definicion 1.32. Supongamos que X es una dendrita y que A es un subcon-
tinuo de X. La funcion r: X — A, definida en (1.7.1), se llama la funcién
primer punto en A.

En el siguiente resultado mencionamos una serie de propiedades que cum-
ple la funcién primer punto de X en un arco de X.

Teorema 1.33. Sean X una dendrita. Tomemos c,d € X y supongamos que
r: X — cd es la funcion primer punto en cd. Entonces, para cada z € X, se
cumple lo siguiente:

1) zr(z) Ned = {r(2)};
2) ¢z = cr(z) Ur(2)z

3) dz = dr(z) Ur(z)z;

4) {r(z)} = czNedNdz;

5) sic,d € E(X) yc#d, entonces, para cada z € X —{c,d}, r(z) € (cd),
y asi, 7(z) € X — E(X), para cada z € X — {c,d};

6) {r(z)} =cr(z)Nr(z)zNdr(z);
7) siz € X — cd, entonces r(z) € {¢,d} U R(X);

8) siy € zr(z), entonces r(y) = r(z).
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Demostracién. Notemos que la demostracién de las propiedades 1), 2) y
3) estén incluidas en la prueba del Teorema 1.31. Para probar 4), sea a € X.
Notemos que:

cdNez = cdN(er(z)Ur(z)z) = (cdNer(z)) U (edNr(z)z)
= cr(z)U{r(2)} =cr(z).
Similarmente se obtiene que e¢d N dz = dr(z). Luego:
czNedNdz = (edNez) N (cdNdz) = cr(z) Ndr(z) = {r(2)}.

Esto prueba 4). Para mostrar 5), supongamos que ¢,d € FE(X), ¢ # dy
tomemos z € X — {¢,d}. Si r(z) = ¢ entonces, por 1):

{c}={r(x)} =2r(z)Ned = zcNcd.

Luego, por 3), zd = zcU ¢d es un arco en X que no tiene a ¢ como punto
final. Por el Teorema 1.22, esto implica que ¢ ¢ E(X). En vista de que esto
es una contradiccién, sucede que 7(2) # ¢. De manera similar se prueba que
r(z) # d. Luego r(z) € cd — {c,d}. Ahora bien, como cd es un arco en X
que no tiene a r(z) como punto final, por el Teorema 1.22, se cumple que
r(z) ¢ E(X). Esto prueba 5).

Para ver 6), notemos que, como r(z) es un punto del arco cd, cr(z) N

r(z)d = {r(z)}. Luego:
cr(z) Nr(z)zNr(z)d = (er(z) Nr(z)d) Nr(z)z = {r(z)} Nr(z)z = {r(z)}.

Esto prueba 6). Ahora, para probar 7), supongamos que z € X —cdy r(z) ¢
{¢,d}. Notemos que r no es la funcién identidad en z y, asi, r(z) ¢ {z, ¢, d}.
Luego, por 6), 7(2) es el inico punto comun de los tres arcos no degenerados
cr(z), r(z)d y r(z)z. Ademds, por 1), se cumple que {r(z)} = r(z)zNed y
r(z) € cd. Luego, los arcos [cr(z)), (r(2)d] y (r(z)z] son ajenos dos a dos v,
esto implica que, X —{r(z)} tiene al menos tres componentes. Esto concluye
la prueba de 7).

Por 1ltimo, para probar 8), tomemos y € 2r(z). Aplicando 2), tenemos
que y € zr(z) C zc. Luego yc C zc y, andlogamente, yd C zd. Ahora,
aplicando 4), obtenemos que:

{r(y)} =ycNecdNyd C zecNedN zd = {r(z)}.
Por lo tanto, r(y) = r(z). Esto concluye la prueba de 8). O
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1.8. Arcos Libres en Dendritas

Como ya hemos indicado, las dendritas son continuos tinicamente arcoco-
nexos, en el sentido de que cada dos elementos a y b de una dendrita X son
los puntos finales de un tnico arco en X. Es importante reconocer si todos
los elementos de (ab) = ab— {a, b} son puntos ordinarios, si los puntos finales
del arco ab son ambos puntos de ramificaciéon de X, o bien ambos son puntos
extremos de X, etc. De entre todas las posibilidades, destacamos los casos
que aparecen en la siguiente definicién.

Definicién 1.34. Sean X una dendrita y a,b € X con a # b. Entonces el
arco ab C X es:

1) Un arco libre en X, si (ab) es abierto en X,

2) un arco libre maximal en X, si ningin arco libre en X lo contiene
propiamente;

3) un arco tnterno en X, si (ab) C O(X) y a,b € R(X);

4) un arco externo en X, si(ab) C O(X), {a,b}NE(X)| =1y [{a,b}N
R(X)| = 1.

Notemos que si ab es un arco externo en X, entonces un punto final de
ab es un punto extremo de X, el otro punto final es un punto de ramificacién
de X y el resto de los puntos de ab son puntos ordinarios de X.

El siguiente resultado muestra una importante caracterizaciéon de los arcos
libres en una dendrita.

Teorema 1.35. Sean X una dendrita y a,b € X con a # b. Entonces ab es
un arco libre en X si y solo si (ab) C O(X).

Demostracién. Supongamos que ab es un arco libre en X. Como (ab) es
abierto en X, por el Corolario 1.4, para cada ¢ € (ab), ordx(c) = ordg(c) = 2,
es decir (ab) C O(X).

Ahora supongamos que (ab) C O(X). Seaz € (ab). Como X es localmente
conexo y x es un elemento del abierto X — {a, b} de X, existe un subconjunto
U de X, abierto y conexo en X, tal que x € U C X — {a,b}. Por la parte
2) del Teorema 1.19, U es arcoconexo. Supongamos que existe ¢ € U N (X —



1.8. ARCOS LIBRES EN DENDRITAS 29

(ab)) y consideremos r, la funcién primer punto en ab. Como c,x € U, de
la arcoconexidad de U y la definicién de r, se tiene que r(c) € cx C U C
X — {a,b}, asi que r(c) # a y r(c) # b. Luego, r(c) € (ab). Esto implica,
por la propiedad 7) del Teorema 1.33, que r(c) € R(X), contradiciendo el
hecho de que (ab) C O(X). Por consiguiente U C (ab), probando que (ab) es
abierto en X. Luego ab es un arco libre en X. O

Asi pues, si ab es un arco libre en una dendrita X, sucede que (ab) N
R(X) = . Més atin, por la propiedad 7) del Teorema 1.33, para cada ¢ €
X —ab, si r: X — ab es la funcién primer punto en ab, resulta que r(c) €
{a, b}. Utilizaremos a menudo esta propiedad.

Del Teorema 1.35 se infiere que los arcos internos y los arcos externos en
una dendrita X, son arcos libres en X. Notemos que una dendrita X puede
contener arcos libres que no son internos ni externos. Basta considerar en
X =1[0,1] puntos a y b tales que 0 < a < b < 1. Entonces ab es un arco libre
en X que no es interno ni externo en X.

A continuacién presentamos otra propiedad de los arcos libres, que serd uti-
lizada en este trabajo con bastante frecuencia. El resultado indica la forma
en la que se intersectan dos arcos en una dendrita, en donde uno de ellos es
libre.

Teorema 1.36. Sean X una dendrita y cd un arco libre en X. Supongamos
que a,b € X, con a # b. Entonces se cumple una de las siguientes tres
propiedades:

1) Sia,b e (cd), entonces ab & cd;

2) si [{a,b} N (cd)| =1, entonces cd U ab es un arco en X ; ademds, si ab
es un arco libre, entonces cd U ab también es un arco libre;

3) sia,b¢ (cd), entonces abNed C {c,d} o bien cd C ab.

Demostracion. Tomemos a,b € X tales que a # b. Entonces, con respecto
al conjunto (cd), los puntos a y b satisfacen una y sélo una de las siguientes
tres propiedades: a,b € (cd), a,b ¢ (cd) o bien un punto de a y b esté en (cd)
y el otro no. Vamos a analizar entonces las tres situaciones.
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Si a,b € (ed), por la arconexidad de (cd), sucede que ab C (ed) & cd.
Esto prueba 1). Para probar 2) supongamos sin pérdida de generalidad que
be (cd)ya€e X —(cd). Como cd es un arco libre, b € O(X). Si a € {c,d},
ab C cd y, por tanto, cd U ab = cd es un arco libre en X. Consideremos
entonces que a ¢ {c,d}. Sea r: X — cd la funcién primer punto en el arco
libre ed. Como a ¢ (cd), r(a) € {c,d}. Supongamos, sin perder generalidad,
que 7(a) = ¢. De acuerdo con la definicién de r, tenemos que ac N cd =
ar(a)Ned = {r(a)} = {c}, de donde, acUcd es un arco en X. Por la unicidad
de arcos en X, acUcd = acU cbU cd = abU cd. Entonces A = ¢d U ab es un
arco en X.

Ahora supongamos que ab es un arco libre. Notemos que A — {a} = cd U
(ab] es conexo, pues b € cdN(ab]. Luego, a es un punto final del arco A y, como
b € O(X), el otro punto final de A pertenece a {c¢, d}. Supongamos sin pérdida
de generalidad que a es el otro punto final de A; es decir, A = ad. Luego,
¢ € (ab) y asi, ¢ € O(X). Como también b € O(X) y (ab) U (ed) C O(X), se
cumple que (ad) C O(X), es decir, ad es un arco libre ( Teorema 1.35). Esto
prueba 2).

Supongamos, por tltimo, que a,b ¢ (cd). Notemos que si ab N ed = 0,
claramente, ab N ed < {c¢,d}. Supondremos, por tanto, que ab N ecd # .
Consideremos la funcién primer punto r: X — cd en el arco libre c¢d. Como
a,b ¢ (cd), tenemos que {r(a),r(b)} C {c,d}. Hagamos Y = ar(a) U r(b)b.
Supongamos primero que 7(a) = r(b). Como {r(a),r(b)} C {c,d}, sin perder
generalidad, podemos considerar que r(a) = r(b) = c. Luego:

Y =ar(a)Ur(b)b=acUcb y ar(a)Nr(b)b=acn cb.

Sia = ¢, entonces abNed = {c} € {c,d} y la prueba termina. Supongamos,
por tanto, que a # ¢y sea r: X — ac la funcién primer punto en ac. Si
r1(b) € lac), sucede que ab = ari(b) Uri(b)b y abnNed = (). Esto es un
absurdo, asi que r1(b) = ¢. Luego ac Nbc = {c}. Como en la dendrita X los
arcos son unicos, necesariamente Y = ab y, ademas, ab N ecd = {c} C {c,d}.
Esto termina la prueba del caso r(a) = r(b).

Supongamos ahora que r(a) # r(b). Como {r(a),r(b)} C {c,d} podemos
considerar, sin perder generalidad, que r(a) = ¢y r(b) = d. Si a = ¢, como
en X los arcos son tunicos, necesariamente ab = cd U db, de donde cd C ab.
Supongamos, por tanto, que a # c. De igual manera podemos suponer que
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b # d. Sea ri: X — ac la funcién primer punto en ac. Si 7(b) € [a,c)
entonces, como hicimos ver en la prueba del caso anterior, obtenemos una
contradiccién con el hecho de que ab N ed # 0. En consecuencia, r1(b) = c.
Ahora bien, de acuerdo a la definicién de la funcién r, recorriendo el arco
bc de b a ¢, sucede que d es el primer elemento de cd en dicho arco be. Esto
implica que los arcos ac y bd son ajenos y que el arco be es igual a la unién
bd U cd. Por lo tanto, ab = ac U bc y, asi, cd C ab. Esto prueba 3). O

En el siguiente resultado, determinamos el interior de un arco interno y
el de un arco externo en una dendrita.

Teorema 1.37. Sean X una dendrita y a,b € X con a # b. Si ab es un arco

interno en X, entonces Intx(ab) = (ab). Si ab es un arco externo en X con
a € E(X), entonces Intx(ab) = [ab).

Demostracién. Primero notemos que si € R(X) y € yz C X, ocurre
que = ¢ Intx(yz) pues, en caso contrario, por el Corolario 1.4, ord,,(z) =
ordy(z) > 3. Como los puntos de un arco tienen a lo més orden dos, resulta

que x ¢ Intx(yz).

Supongamos que ab es un arco interno en X. Entonces ab es un arco
libre en X, por lo que, (ab) es abierto en X. Ademds, (ab) C ab, asi que
(ab) C Intx(ab). Como a,b € R(X), por lo que probamos en el parrafo
anterior, a,b ¢ Intx(ab). Por lo tanto, Intx (ab) C ab— {a,b} = (ab). De esta
manera se prueba que Intx(ab) = (ab).

Ahora supongamos que ab es un arco externo en X, con a € E(X).
Entonces b € R(X). Sea C' la componente de X — {b} tal que [ab) C C.
Sea r: X — ab la funcién primer punto en ab. Si x € C' — [ab), entonces
x € X — ab. Como C es arcoconexo y a,z € C, za C C C X — {b}. Por
la definicién de r, r(z) € xa vy, asi, r(z) # b. En vista de que a € E(X),
por el Teorema 1.22, r(x) # a. Entonces r(z) € (ab) y, por la parte 7) del
Teorema 1.33, r(z) € R(X). Esto contradice el hecho de que (ab) C O(X) v,
asi, C' = [ab). Por tanto, [ab) es una componente de X —{b}, el cual es abierto
en el espacio localmente conexo X. En consecuencia, [ab) es abierto en X.
Ademds, [ab) C ab, de donde, [ab) C Intx(ab). Puesto que b € R(X), por lo
probado en el primer parrafo, b ¢ Intx(ab). Luego Intx (ab) C ab—{b} = [ab).
Por lo tanto, Intx(ab) = [ab). O
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Sean X una dendrita y ab un arco interno en X. Entonces, el interior
relativo de ab es (ab), el cual, por el teorema anterior, coincide con el interior
de ab en X. Si ab es un arco externo en X, con a € F(X), sucede que,
el interior relativo de ab es (ab), mientras que, por el teorema anterior, su
interior en X es [ab).

Ahora vamos a probar que todo punto en el interior del conjunto de
puntos ordinarios de una dendrita, se encuentra en el interior relativo de un
arco libre. Ademas, todo arco libre puede “crecer” hasta tener un arco libre
maximal. Por ultimo, se caracterizan los arcos libres maximales, cuando el
conjunto de puntos ordinarios es abierto.

Teorema 1.38. Sea X wuna dendrita. Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

1) Para cada c € Intx(O(X)), ezisten u,v € X tal que ¢ € (uwv) y uv es
un arco libre en X.

2) Todo arco libre en X estd contenido en un arco libre maximal en X.

3) Si O(X) es abierto en X y M es un arco libre en X, entonces M es
mazimal si y solo si los puntos finales de M estdn en R(X) U E(X).

Demostracién. Para probar 1), sea ¢ € Intx(O(X)). Utilizando la regula-
ridad y la conexidad local de X, podemos encontrar un abierto y conexo U
de X tal que:

ce U C Clx(U) C O(X).

Notemos que U es no degenerado y que Clx(U) es subcontinuo de X. Luego,

Clx(U) es una dendrita. Como Clx(U) C O(X), la parte 1) del Teorema 1.3

dice que, para cada x € Clx(U), ordei wy(x) < ordx(x) = 2. Es decir,

Clx (U) no tiene puntos de ramificacién y, por la parte 6) del Teorema 1.23,

Clx(U) es un arco no degenerado. Asi, existen u,v € Clx(U) C X tales que

CIX( ) = uv. Ademds, por el Corolario 1.4, ordei()(c) = 2. Por lo tanto,
€ (uv). Esto prueba 1).

Ahora probemos 2). Sea B un arco libre en X. Consideremos la familia:

§ ={D C X: D es un arco libre en X tal que B C D}.
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Notemos que B € Fy, asi, § # 0. Ordenemos a § por la relacién de contencién
“C” y tomemos una cadena ® en §. Entonces para cada C, D € © se cumple
que C'C D o bien D C C. Hagamos V = | JD. Por el Teorema 1.27, existen
y,z € X tales que (yz) C V y Clx(V) = yz. Probemos que yz es un arco
libre en X. Para esto, tomemos = € (yz) asi como elementos ¢,d € (yz) C V
tales que = € (ed). Luego existen C;, D € D tales que ¢ € C'y d € D. Como
C' y D son comparables, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
C C D. Entonces ¢,d € D y, asi, cd C D. Como D es un arco libre en X,
también cd es un arco libre en X. Aplicando el Teorema 1.35, deducimos que
z € (ed) C O(X). Esto prueba que (yz) C O(X). Luego, por el Teorema 1.35,
yz es un arco libre en X. Como, para cada A € D, tenemos que B C A C
V C yz, resulta que yz € § y que yz es una cota superior de ® en §. Esto
implica, por el Lema de Zorn ([26, Teorema 2.1 (2), pag. 32]), que § tiene un
elemento maximal, digamos M. Esto prueba 2).

Para la ultima parte del teorema, supongamos que O(X) es abierto en
X y que zy es un arco libre maximal en X. Queremos probar que x,y €
R(X) U E(X). Supongamos, por el contrario, que x € O(X) = Intx(O(X)).
Entonces, por 1), existen u, v € X tales que uv es un arco libre (no degenera-
do) en X de modo que x € (uv). Luego z # u y = # v. Como u # v, alguno
de u y v es diferente de y. Notemos que u ¢ (xy) o bien v ¢ (xy). Aplicando
los incisos 2) y 3) del Teorema 1.36, deducimos que:

a) Siwu,v ¢ (zy), entonces uv Nzy & {z,y} o bien xy C uwv;

b) si {u,v} N (zy)| =1y [{u,v} N (X — (zy))| = 1, entonces zy U uv es
un arco en X tal que zy C xy U uv.

Supongamos primero que se satisface a). Notemos que, si y ¢ uv, se cumple
que uwv Nzy & {z,y}. Asi, ya que z € uv, wv Nzy = {x}. Usando el inciso
3) del Teorema 1.36, aplicado al arco libre uwv, obtenemos que xy Nuv &
{u, v}, de donde obtenemos que = € {u,v}. Ya que esto es una contradiccion,
concluimos que y € wv. Por lo tanto, xy C uv y, como alguno de u y v es
diferente de y, en realidad tenemos que zy & uv. Esto implica que el arco
libre maximal zy en X, esta contenido propiamente en el arco libre uv de X.
Esto es absurdo, por lo que la condicién a) no se cumple. Por consiguiente, se
satisface b). Como xy y uv son arcos libres en X y xy U uv es un arco en X,
deducimos que xy U uv es un arco libre en X. Como u,v € xy Uuv y alguno
de u y v es diferente de y, en realidad tenemos que zy & xy U uv. De nuevo
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esto contradice la maximalidad del arco xy. Por lo tanto, z ¢ O(X). Luego
r € R(X)UE(X). De manera similar se prueba que y € R(X)U E(X). Esto
prueba la primera parte de 3).

Ahora supongamos que M = ab es un arco libre en X tal que a,b €
R(X)U E(X). Si c¢d es un arco en X tal que ab C cd, entonces a € (cd) o
bien b € (ed), de donde (ed) N (R(X) U E(X)) # 0. Como todo elemento de
E(X) es punto final de cada arco que los contiene, en realidad tenemos que
R(X) N (cd) # 0. Luego, por el Teorema 1.35, ¢d no es un arco libre en X.
Esto prueba que ab es un arco libre maximal en X. O

1.9. La Dendrita W

Construiremos a continuacién, en R?, dos dendritas especiales que se co-
noce como “la dendrita W” y “la dendrita W,”. Posteriormente mostraremos
condiciones, bajo las cuales, una dendrita posee una copia topoldgica de al-
guna de dichas dendritas. Esto serda importante en el Capitulo 3, para la
clasificacién de las dendritas %—homogéneas.

Para cada p,q € R?, denotamos por pq al segmento de linea recta que
une los puntos p y ¢. Tomemos, para cada n € N, a, = (£,2) y b, = (£,0).
Sean a = (0,0) y ¢ = (—1,0). Definimos:

Wy = aby U <U {anb,:n € N}) y W =caUW,. (1.9.1)

A W se le conoce como “la dendrita W con vértice a y base ca Uab,”. A W
se le llama “la dendrita W) con vértice a y base ab;”.

an

| |

c a bn b, oF

La Dendrita W
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Si X es una dendrita, ¥ C X y existe un homeomorfismo h: W — Y,
decimos que Y es una copia de la dendrita W en X con vértice h(a) y base
h(ca U aby). De igual manera, un subconjunto Z de X es una copia de la
dendrita W si existe un homeomorfismo g: Wy — Z. El punto g(a) es el
vértice de Z y el arco g(aby) es la base de Z.

En la presente seccién vamos a mostrar condiciones, bajo las cuales, una
dendrita X posee una copia de la dendrita W o bien de la dendrita Wj.

Teorema 1.39. Sean X wuna dendrita, x,y € X conx #y yr: X — xy

la funcion primer punto en xy. Supongamos que {y,}n €s una sucesion en
(X = (zy)) UR(X) tal que:

r = lim y, vy, para cadan € N, r(y,) € (xy).
n—oo
Entonces:

1) Existe una subsucesion {r(yn,)}r de {r(yn)}n tal que si x;, = r(yn,),
para toda k € N, entonces {x}i, es una sucesion en R(X) tal que:

x = lim x; y, para cada k € N, x4 € (zxR) C (2Y);
n—oo

2) eziste una copia de Wy en X, con vértice x, digamos Y, tal que R(Y') =

{zy: k € N};

3) siordy(x) > 1, entonces existe z € X tal que, si Y es la copia de W)
indicada en 2), entonces zx UY es una copia de W.

Demostracién. Para cada n € N hagamos r(y,) = a,. Por hipétesis a,, €

(zy), para toda n € N. Como ya mencionamos antes, en [47, Lema 10.25,

pég. 176] se prueba que r es una funcién continua. Entonces, lim y, = = y
n—oo

lim r(y,) = r(x) = . En consecuencia, lim a, = z. Sea n € N. Veamos que
n—o00 n—oo

a, es un punto de ramificacién de X. En efecto, si y,, ¢ (zy), por la propiedad
7) del Teorema 1.33, tenemos que a, = r(y,) € R(X). Si y, € (zy), como
por hipétesis y, € (X — (zy)) UR(X), y, € R(X) v, asi, a, = r(y,) = yy es
un elemento de R(X).

Afirmamos que:
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a) Para cada m € N, existe n,, > m tal que a,,, € (za;,).

Sea m € N. Como a,, # z, existe un abierto y conexo U en X tal que
r € U C X —{an}. Puesto que la sucesién {a,}, converge a z, existe
n, € N tal que n,, > m y a,,, € U. Entonces z,a,,, € U N xy. Utilizando
las propiedades 2) y 4) del Teorema 1.19, tenemos que U Nzy es arcoconexo.
Luego, za,, C UNazy C [zay)U (any]. Por lo tanto, za,, C [zam). Esto
prueba a).

Ahora, aplicando a), existe n; € N tal que ny > 1y a,, € (za;). Nueva-
mente, por a), existe n; € N tal que ng > n; y a,, € (za,,). Por induccién,
podemos construir una sucesion {ay,, }x de puntos en (zy) tal que, si para cada
k € N hacemos zy, = ay,,, entonces zx1 € (zzg) C (zy). Como x = nh_)ngo y,,

tenemos que x = lim a,, = lim xj. Esto concluye la prueba de 1).
k—oo k—o0

Para probar 2), consideremos la sucesién {zy }, de puntos de ramificacién
de X, garantizada en 1). Recordemos que, para cada k € N, x = r(yy, ).
Dada k € N, hacemos z; = yy, si yn, ¢ (zy). De lo contrario, si y,, € (zy),
ocurre que g = r(Yn, ) = Yn, € R(X) y podemos tomar z; ¢ (zy) de modo
que 7(z) = z. Entonces, de acuerdo con la definicién de r (Definicién 1.7.1),
el punto x;, es la primera vez que el arco en X de z; a x intersecta al arco zy.
Esto y la propiedad de que x4 € (zxy) C (2y), para toda k € N, implican
que {zxzg}r es una familia de arcos en X, ajenos dos a dos. Entonces, por
el Teorema 1.30, {zxzx}r es una sucesién nula. Ademds, en la métrica de
Hausdorff, la sucesion {zyzy}r converge a {z} y, por consiguiente:

Y =22 U (U zkxk>

k=1

es una copia de la dendrita Wy con vértice z, tal que R(Y) = {x: k € N}.
Esto prueba 2).

Por dltimo, si ordy(z) > 1, podemos tomar un punto z en una com-
ponente C' de X — {z} que no intersecta a la copia Y de la dendrita W,
que construimos en 2). Asi, puesto que Clx(C) = C U {z}, tenemos que
zzNY = {z}, por lo que, Z =Y U zz es una copia de la dendrita W. Esto
prueba 3). O
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Corolario 1.40. Sean X wuna dendrita y x € X. Entonces se satisfacen las
stguientes proposiciones:

1) Si existen una componente C' de X —{x} y una sucesion {y;}; de puntos
de R(X)NC tales que x = lim y; entonces, para cada y € C, existe
11— 00

z € (xy] tal que el arco vz C xy es la base de una copia de la dendrita
W, contenida en Clx(C), cuyo vértice es x;

2) six es un punto de acumulacion de E(X)U R(X) y ordx(x) es finito,
entonces x es el vértice de una copia de Wy; mds aun, existe una com-
ponente C' de X — {z} tal que, para cada y € E(Clx(C)) — {z}, existe
z € (xy| tal que el arco xz es la base de una copia de la dendrita Wy,
cuyo vértice es x.

Demostracién. Supongamos primero que existen una componente C' de
X —{z} y una sucesion {y; }; de puntos de R(X)NC tales que x = li)m ;. Sean
ye Cyr: X — xy la funcién primer punto en zy. Como C esl afogoconexo
y, por el Corolario 1.26, x es un punto extremo de Clx(C), para cada i € N,
tenemos que 7(y;) € (xy]. Si existe una subsucesion {y;, }r de {y;}: tal que,
para cada k € N, r(y;, ) = y, entonces k11_>n;10 r(yi,) = y. Como r es una funcién

continua ([47, Lema 10.25, pag. 176]), ocurre que:

y= lim r(y;, )= limr(y;) =r (lim yl> =r(z) =z.
k—o0 1—+00 1—00

Luego x = vy, lo cual es una contradiccién, pues y € C C X — {x}. Esto
prueba que y es la imagen, bajo 7, sélo de un numero finito de elementos
de {y;}i. Asi podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para cada
i € N, r(y;) # vy, con lo que r(y;) € (zy). Por lo tanto, se cumplen las
hipétesis del Teorema 1.39 y, asi, existe z € (zy] tal que el arco xz C xy es la
base de una copia de la dendrita W), cuyo vértice es x. Por la construccion
que realizamos, la copia de Wy estd contenida en Clx(C').

Ahora supongamos que = es punto de acumulacién de E(X) U R(X) y
que ordx (z) es finito. Entonces existe una sucesién {y, }, de distintos puntos
de E(X) U R(X) tal que:

r = lim y,.
n—oo

Como ordx () es finito, X — {z} tiene una cantidad finita de componentes y,
por la conexidad local de X, cada una de éstas es abierta en X. Asi, existe una
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componente C' de X — {z} tal que y,, € C, para una infinidad de indices n.
Supongamos entonces, sin perder generalidad, que para cadan € N, y,, € C.
Aplicando el Corolario 1.26, se cumple lo siguiente:

z € E(Cly(C)).

Notemos que, por la parte 1) del Teorema 1.28, el conjunto E(Clx(C))—{x}
es no vacfo. Sean y € E(Cly(C)) — {z} y r la funcién primer punto de
Clx(C) en zy. Como x y y son puntos extremos de Clx(C), por la parte 5)
del Teorema 1.33, para cada n € N, r(y,,) € (xy). Ademds, como la sucesién
{Yn}n es de distintos puntos F(X) U R(X) podemos suponer, sin perder
generalidad que {y, }, es una sucesién en (X — (zy)) U R(X). Por lo tanto, se
cumplen las hip6tesis del Teorema 1.39 y, asi, existe z € (zy] tal que el arco
xz C zy es la base de una copia de la dendrita W, cuyo vértice es x. Por la
construccién que realizamos, la copia de W esté contenida en Cly(C). O

Corolario 1.41. Sea X una dendrita tal que R(X) es finito, entonces O(X)
es abierto.

Demostracién. Supongamos que x € O(X) N Clx(R(X) U E(X)). Como
ordx(z) = 2, por la propiedad 2) del Corolario 1.40, z es el vértice de una
copia Y de Wy, con Y C X. Como los puntos de ramificacién de Y también

son puntos de ramificaciéon de X, esto contradice que R(X) es finito. Por lo
tanto, O(X) es abierto en X. O



Capitulo 2

Distintos Tipos de
Homogeneidad

2.1. Introduccion

En el presente capitulo introducimos, para n € N, la nocién de espacio n-
homogéneo y espacio n-homogéneo en un punto. Analizamos la relacién entre
los tres tipos de homogeneidad que hemos definido. Como veremos, los espa-
cios n-homogéneos resultan homogéneos y los continuos n-homogéneos en un
punto tienen a los més dos érbitas (Teoremas 2.3 y 2.4). En la Seccién 2.5, es-
tudiamos brevemente los continuos %—homogéneos con exactamente un punto
de corte. Por ejemplo, el Teorema 2.16 muestra una relacion entre las orbitas
del continuo y las érbitas de las componentes del complemento del punto de
corte. La parte 1) del Teorema 2.18 dice que el grado de homogeneidad de
dichas componentes es menor estrictamente al grado de homogeneidad del
continuo y, el Teorema 2.24, muestra un ejemplo de un continuo %—homogéneo
que se obtiene al pegar por un punto, copias del mismo continuo homogéneo
y localmente conexo. En este ejemplo, la cerradura de cada componente es
homogénea.

2.2. Espacios n-homogéneos

Recordemos que, dado un espacio topoldgico X, el simbolo H(X) repre-
senta al conjunto de los homeomorfismos de X en X.

39
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Definicién 2.1. Sean X un espacio y n € N. Decimos que X es n-ho-
mogéneo si, para cada par de conjuntos con n elementos A y B, existe
h € H(X) tal que h(A) = B. Decimos ademds que X es n-homogéneo en
un punto ¢ € X si, para cada par de conjuntos A y B de n elementos de
modo que ¢ € AN B, eziste h € H(X) tal que h(A) = B y h(c) = c.

En el siguiente resultado, mostramos que ser n-homogéneo en un punto, es
un invariante topoldgico. Por tanto ser n-homogéneo también es un invariante
topoldgico.

Proposicién 2.2. Sean X y Y dos espacios y n € N. Si existe un homeo-
morfismo f: X =Y y X es n-homogéneo en p, entonces Y es n-homogéneo

en f(p).

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos de Y con exactamente n
elementos tales que f(p) € AN B. Como f~1(A)y f~}(B) son dos subcon-
juntos de X que tienen a p, cada uno con exactamente n elementos, y X es
n-homogéneo en p, existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(f~1(A)) =
f~YB) y h(p) = p. Luego, foho f~! es un homeomorfismo, de Y en Y, tal
que (foho f~1)(A) = f(f~H(B)) = By (foho f)(f(p) = f(h(p)) = f(p).
Esto prueba que Y es n-homogéneo en f(p). ]

Notemos que las definiciones de espacio 1-homogéneo y espacio %— ho-
mogéneo coinciden con la definicién usual de espacio homogéneo. También
es importante notar que todos los espacios son trivialmente 1-homogéneos
en cada uno de sus puntos. Por tal motivo, para el estudio de los continuos
n-homogéneos en un punto, consideraremos siempre n > 2. Nos gustaria
estudiar la relacion entre las nociones de espacio %—homogéneo, espacio n-
homogéneo y espacio n-homogéneo en un punto. En este capitulo damos
algunos resultados sobre esta relacién, en especial cuando nuestros espacios
son continuos.

La parte 1) del siguiente teorema aparece probada en [14, Teorema 1,
pég. 137], mientras que la parte 2) se muestra en [13, Corolario 2, pag. 647].

Teorema 2.3. Sean X un espacio y n € N. Si X es n-homogéneo, entonces
se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) X es homogéneo;

2) sin>2, X es(n—1)-homogéneo.
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A continuacién presentamos una version del Teorema 2.3, para espacios
n-homogeneos en un punto. Para esto utilizaremos el Teorema 1.7.

Teorema 2.4. Sean X un continuo y n € N. Si X es n-homogéneo en un
punto p € X, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) X —{p} estd contenido en una oérbita de X;

2) X es homogéneo o bien X es 3-homogéneo y sus drbitas son X — {p}

y {p};
3) sin>2, X es (n—1)-homogéneo en p.

Demostraciéon. Supongamos que X es n-homogéneo en el punto p € X.
Para probar 1), sean x,y € X — {p} tales que = # y. Consideremos n — 2
puntos 1, xa, ..., T2 € X —{z,y,p}. Como X es n-homogéneo en p, existe
h € H(X) tal que:

h({pwraxl? v 7xn—2}) - {puywrh v an—Q} y h(p) =P

Si h(z) =y, tenemos que y € Orbx(x) y, asi, x y y estan en la misma dérbita
de X. Supongamos que h(x) # y. En consecuencia, existe iy € {1,2,...,n—2}
tal que h(z) = 4. Si h(x;,) = y, entonces h? € H(X) es tal que h*(z) =y y,
asi, z y y estdn en la misma 6rbita de X. Supongamos pues, que h(x;,) # y.
Como z;, € X — {x,y,p}, h(z) # x y, asi, h?(x) # h(z), es decir h(x;) #
z;,. Luego, existe iy € {1,2,...,n — 2} — {iy} tal que h(x;;) = z4,. De
manera similar, si h(x;,) # y, encontramos i3 € {1,2,...,n — 2} — {iy,is}
tal que h(z;,) = z;, y, continuando este proceso, podemos encontrar m €
{1,2,...,n — 1} tal que h™(x) = y. Asi ™ € H(X) y h™(p) = p. Por lo
tanto, los elementos de X — {p} pertenecen a la misma érbita O de X. Esto
prueba 1).

Ahora probemos 2). Si X no es homogéneo, el tinico punto de X que no
es un elemento de O es el punto p. En consecuencia, las dos érbitas de X son
X —{p} y {p}. Esto prueba 2). Es importante remarcar que, para demostrar
1) y 2), no es necesaria la suposicién de que X es un continuo.

Notemos que, si n = 2, entonces 3) se cumple trivialmente, pues todo
espacio es 1-homogéneo en cada uno de sus puntos. Luego, podemos suponer
que n > 3. De la Definicién 2.1, se cumple que X —{p} es (n—1)-homogéneo.
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Ademas, por la segunda parte del Teorema 2.3, tenemos que X — {p} es tam-
bién (n—2)-homogéneo. Sean A y B dos subconjuntos de X, con exactamente
n — 1 elementos cada uno de ellos, y tales que p € AN B. Entonces existe un
homeomorfismo h: X —{p} — X —{p} tal que h(A—{p}) = B—{p}. Ahora,
usando el Teorema 1.7, podemos extender h a un homeomorfismo g: X — X,
con g(p) = p. En consecuencia, g(A) = By g(p) = p. Por lo tanto, X es
(n — 1)-homogéneo en el punto p. O

Definicién 2.5. Si X es un continuo y p € X, la composante de p en X
es la union de todos los subcontinuos propios de X que tienen a p. Decimos
que X es un continuo descomponible si existen dos subcontinuos propios
Ay B de X tales que X = AU B. Finalmente, decimos que X es un continuo
indescomponible si X no es descomponible.

La parte 1) del siguiente teorema se encuentra probada en [36, Teorema
2, pag. 209]. La parte 2) puede consultar en [47, Teorema 11.15, pag. 203]
y, por tltimo, la parte 3) se encuentra probada en [47, Teorema 11.17, pég.
204].

Teorema 2.6. Sea X un continuo. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
1) Cada composante de X es densa en X ;

2) si X es indescomponible, entonces X tiene una cantidad no numerable
de composantes;

3) si X es indescomponible, entonces las composantes de X son ajenas
dos a dos.

Como indicamos en la parte 1) del Teorema 2.3, si un espacio es n-
homogéneo, es homogéneo. Sin embargo, dado un espacio homogéneo Y, no
siempre existe n € N — {1} tal que Y es n-homogéneo. Para ver esto, como
indica el Teorema 2.7, basta considerar un continuo homogéneo e indescom-
ponible, por ejemplo, el pseudoarco.

Teorema 2.7. Sean X un continuo y m € N —{1}. Si X es m-homogéneo
o bien m-homogéneo en algin punto, entonces X es descomponible.

Demostracion. Primero consideraremos que X es m-homogéneo en algin
punto, digamos ¢ y que X es indescomponible. Por la tercera parte del Teo-
rema 2.4, X es 2-homogéneo en c. Sea K, la composante de X que tiene
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a c. Sabemos que, en general, las composantes en un continuo son densas
(Teorema 2.6 inciso 1)). Asi, podemos tomar a € K, — {c}. Sih: X — X es
un homeomorfismo que fija a ¢, como la imagen, bajo un homeomorfismo, de
una composante es a su vez una composante, ocurre que h(K,) = K.. Luego
h({a,c}) C K.. Por la partes 2) y 3) del Teorema 2.6, X tiene una canti-
dad no numerable de composantes todas ellas ajenas dos a dos. Tomemos
be (X —K.). Yaque h(b) ¢ K., no existe un homeomorfismo h: X — X
tal que h(c) = ¢y h(a) = b. Ya que esto es una contradicciéon, X no es
m-homogéneo en ninguno de sus puntos.

Ahora supondremos que X es m-homogéneo y, nuevamente, que X es
indescomponible. Por la segunda parte del Teorema 2.3, X es 2-homogéneo.
Sean K una composante de X, a,b € Ky c € X — K. Como X es 2-
homogéneo, existe un homeomorfismo h: X — X tal que h({a,b}) = {a, c}.
Esto indica, por un lado, que h(K) N K # ), de donde h(K) = K pero, por
otro lado, también indica que ¢ € h(K) = K. En vista de que esto contradice
la eleccion de ¢, inferimos que X es descomponible. ]

Sean n € N y X un continuo n-homogéneo en algin punto p. Por la
parte 2) del Teorema 2.4, podemos preguntar en qué casos X es homogéneo.
La parte 3) del mismo teorema indica que, para cada m < n, X es m-
homogéneo en p. Asi que, podemos preguntar si existe m > n tal que X
es m-homogéneo en algin punto o bien, si existe m € N tal que X es m-
homogéneo. Estas preguntas no siempre tienen respuesta positiva, como lo
mostrard el Teorema 2.15. A continuacion, presentamos en los siguientes
resultados, algunos casos en los que n-homogeneidad en algin punto, implica
homogeneidad o bien n-homogeneidad. El siguiente resultado generaliza [51,
Lema 4.4, pag. 2158].

Teorema 2.8. Sean X un espacio y n € N. Si existen dos puntos a y b en
X tales que X es n-homogéneo en a y X es n-homogéneo en b, entonces X
es homogéneo.

Demostracion. Supongamos que a y b son dos puntos en X tales que X es
n-homogéneo en cada uno de ellos y que X no es homogéneo. Como X es n-
homogéneo en el punto a, por la parte 1) del Teorema 2.4, X es %—homogéneo
y sus dos drbitas son X — {a} y {a}. Ya que X es también n-homogéneo en
el punto b, aplicando de nuevo la parte 1) del Teorema 2.4, también ocurre
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que X — {b} y {b} son las dos drbitas de X. Esto es una contraccién, pues
a # b. Por lo tanto, X es homogéneo. O

Teorema 2.9. Sean X un espacio homogéneo yn € N. Si X es n-homogéneo
en algun punto, entonces X es n-homogéneo.

Demostracion. Supongamos que X es n-homogéneo en un punto p € X.
Como X es homogéneo, X = Orbx(p). Asi, por la Proposicién 2.2, X es
n-homogéneo en cada uno de sus puntos. Para ver que X es n-homogéneo,
sean {z1,...,2,} ¥ {¥1,...yn} dos subconjuntos de X con exactamente n
elementos. Como X es n-homogéneo en z,,, existe h € H(X) tal que:

h({xla"'axnflazn}) = {yla" '7yn717xn} y h(xn) = Tn.

Como también X es n-homogéneo en y;, existe g € H(X) tal que:

)
9y, v2, - Yn—1. 20 }) ={yr, 00, o} Yy 9(n1) = w1

Luego go h € H(X) es tal que:

(goh)({zr,. . 2n}) = 9y - o1, 2n}) = {y1 02, Un}-

Por lo tanto, X es n-homogéneo. O

De los Teoremas 2.8 y 2.9 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.10. Sean X un espacio yn € N. Si existen dos puntos distintos
en X tales que X es n-homogéneo en cada uno de ellos, entonces X es n-
homogéneo.

2.3. Relacion con la Conexidad Local

En el Teorema 2.7 probamos que, para m € N — {1}, los continuos m-
homogéneos son descomponibles. En 1975 G. S. Ungar probd, en [59, Teore-
ma 3.12, pag. 397] el Teorema 2.11, que dice que los continuos 2-homogéneos
son localmente conexos. Como consecuencia de esto, por la parte 2) del Teo-
rema 2.3, para cada m € N—{1}, los continuos m-homogéneos son localmente
conexos. Sin embargo, como lo muestra el Ejemplo 2.13, no todos los espa-
cios m-homogéneos son localmente conexos, ni tampoco todos los continuos
m-homogéneos en un algin punto son localmente conexos.
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Teorema 2.11. Si X es un continuo 2-homogéneo, entonces X es localmente
CONETO.

Corolario 2.12. Sean X un continuo y m € N— {1}. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1) Si X es m-homogéneo, sucede que X es localmente conexo;

2) si X es m-homogéneo en p € X, entonces X es localmente conexo si y
sélo si X es conexo en pequeno en algin punto de X — {p}.

Demostracién. Como ya mencionamos, 1) se obtiene de los Teoremas 2.3 y
2.11. Para probar 2) supongamos que X es conexo en pequeno en algin punto
de X — {p}. Como la conexidad en pequenio es una propiedad topoldgica vy,
por la parte 1) del Teorema 2.4, se cumple que X —{p} estd contenido en una
6rbita de X, entonces X es conexo en pequeno en cada punto de X — {p}.
Como el conjunto de puntos de no conexidad en pequeno de un continuo no
es finito ([47, Corolario 5.13, pag. 78]), ocurre que, también, X es conexo
en pequeno en p. Por lo tanto, X es conexo en pequeno en cada uno de sus
puntos y, asi, X es localmente conexo. La otra implicacion es clara. ]

Ejemplo 2.13. Existen espacios m-homogéneos, espacios m-homogéneos en
algun punto, incluso continuos m-homogéneos en algun punto que no son
localmente conexos.

Demostracion. Se sabe que, para cada m € N, el conjunto de Cantor C' es
m-homogéneo (ver, por ejemplo, [8, pag. 73]). Ademds, C no es localmente
conexo.

SeaY = {0} U {% n e N} . Entonces se puede ver facilmente que, para
cada m € N, Y es m-homogéneo en el punto 0 y no localmente conexo en 0.

Ahora, tomemos la circunferencia S' y un punto fijo s € S!. Sean X =
(S'x C)/({s} x C) y q: S* x C = X la funcién cociente. Es facil ver
que g({s} x C) es un conjunto con exactamente un elemento, denotaremos
por p a tal elemento. Notemos que X es un continuo y {p} es una érbita,
pues X es unién de copias de S! que se tocan tnicamente en el punto p.
Ademds, X — {p} es homeomorfo a (S' — {s}) x C, el cual es homogéneo y
no es localmente conexo en ninguno de sus puntos. Por lo tanto, X — {p} es
homogéneo y no tiene puntos de conexidad local. Veamos X es 2-homogéneo
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en p. Para ello, tomemos a,b € X —{p}. Como X — {p} es homogéneo, existe
un homeomorfismo f: X — {p} — X — {p} tal que f(a) = b. Luego, por el
Teorema 1.7, podemos extender f a un homeomorfismo g € H(X) tal que
g(p) = p. Como g es extensién de [y a € X — {p}, g(a) = f(a) = b. Por
lo tanto, hemos probado que X es un continuo 2-homogéneo en p. Es facil
notar que X no es localmente conexo en ningin punto de X — {p}. O]

2.4. n-homogeneidad y Puntos de Corte

En esta seccion presentamos dos sencillos resultados que muestran una
relacién existente entre los distintos tipos de homogeneidad que hemos con-
siderado, cuando una de sus érbitas es degenerada. El siguiente resultado
generaliza [51, Lema 4.3, pag. 2158], el cual afirma que si X es un continuo
con un unico punto de corte, digamos ¢, entonces X es %—homogéneo siy
sélo si X es 2-homogéneo en ¢ (notemos que, para dicho punto ¢, sucede que
Orbx(c) = {c}, por ser el tnico punto de corte de X).

Proposicién 2.14. Sean X un continuo y ¢ € X tales que Orbx(c) = {c}.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es 3-homogéneo;
2) eziste m € N — {1} tal que X es m-homogéneo en c;
3) X es 2-homogéneo en c.

Demostracién. Supongamos que X es i-homogéneo. Ya que {c} es una
érbita de X, se cumple que X — {c} es la segunda 6rbita de X. En conse-
cuencia, si x,y € X — {c}, entonces existe h € H(X) tal que h(z) = y v,
como c es el tnico elemento de su 6rbita, h(c) = c. Esto implica que X es
2-homogéneo en c. Esto prueba que 1) implica 3). Es claro que 3) implica
2). Ahora supongamos que existe m € N — {1} tal que X es m-homogéneo
en ¢. Como X no es homogéneo, por la parte 2) del Teorema 2.4, X es
%—homogéneo. Esto prueba que 2) implica 1). ]

Teorema 2.15. Sea X un continuo tal que Cut(X) # 0. Entonces se cum-
plen las siguientes afirmaciones:

1) Sim € N, entonces X no es m-homogéneo;
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2) si X es 2-homogéneo en algin punto c, entonces Cut(X) = {c};

3) sim € N—{1,2}, entonces X no es m-homogéneo en ninguno de sus
puntos.

Demostracién. Para ver 1), notemos que, como todo continuo tiene al me-
nos dos puntos de no corte ([47, Teorema 6.6, pag. 89]) y la imagen bajo
cualquier homeomorfismo de un punto de corte es un punto de corte, su-
cede que X no es homogéneo. Luego, usando la parte 1) del Teorema 2.3,
obtenemos 1).

Para ver 2), supongamos que X es 2-homogéneo en c. Notemos que 1)
dice que X no es homogéneo. Asi, por la parte 2) del Teorema 2.4, X es
s-homogéneo y sus oérbitas son X — {c} y {c}. Por lo tanto, una de las dos
6rbitas de X es degenerada. Ahora bien, para todo h € H(X), sucede que:

h(Cut(X)) = Cut(X) y h(X —Cut(X)) =X — Cut(X).

Como todo continuo tiene al menos dos puntos de no corte ([47, Teorema 6.6,
pag. 89]), las dos 6rbitas de X son Cut(X) y X — Cut(X). Ya que X —
Cut(X) no es un subconjunto degenerado, necesariamente Cut(X) = {c}.
Esto prueba 2)

Para ver 3), supongamos que m € N—{1,2} es tal que X es m-homogéneo
en el punto ¢ € X. Por la parte 3) del Teorema 2.4, X es 2-homogéneo en c,
y por 2), Cut(X) = {c}. Tomemos una componente C' de X — {c}, sabemos
que |C| no es finito y, asi, podemos tomar A C C, con exactamente m — 1
elementos. Como ¢ es punto de corte de X, X — {¢} no es conexo, es decir,
C # X —{c}. Luego, como m — 1 > 2, podemos tomar un subconjunto B de
X — {c}, con exactamente m — 1 elementos, de manera que:

BNC#0#BnN(X—-0C).

Por la parte 2) del Teorema 1.5, la imagen de una componente de X — {c},
bajo un homeomorfismo de X en X, es nuevamente una componente de
X — {c}. En consecuencia, para cada h € H(X), h(A) # B. Por lo tanto, X
no es m-homogéneo en c. ]
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2.5. %-homogeneidad y Puntos de Corte

Sean X un espacio conexo y ¢ € X. Recordemos que denotamos por A,
a la familia de todas las componentes de X — {c}. Empezamos esta seccién
mostrando algunos resultados que relacionan las 6rbitas de un continuo con
un unico punto de corte ¢, con las 6rbitas de las componentes de X — {c}. El
siguiente teorema dice, entre otras cosas, que si el continuo X es localmente
conexo, entonces cada orbita de X intersecta, a lo mas, una orbita de cada
componente y, ademas, dicha orbita se puede obtener como la unién de las
orbitas de las componentes a las que intersecta.

Teorema 2.16. Sea X un continuo tal que Cut(X) = {c}. Si A € A. y
a € A, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Orbx(a) N A C Orba(a);
2) Orbx(a) C |J{Orbp(b): B € A. y b€ Orbx(a) N B}.

Ademds, si X es localmente conexo, entonces se obtienen las igualdades en
1)y 2).

Demostracién. Para probar 1), tomemos un punto y € Orbx(a) N A. Sea
h € H(X) tal que h(a) = y. Como a y h(a) son elementos de A, h(A)NA # ().
Luego, por la parte 2) del Teorema 1.5, h(A) = A. De esta manera, h|s: A —
A es un homeomorfismo, con lo que y € Orby(a). Esto prueba 1). Para probar
2), tomemos un punto y € Orbx(a). Como Cut(X) = {c}, Orbx(c) = {c}.
Por consiguiente, y # c vy, asi, existe B € A, tal que y € B. Por lo tanto,
y € Orbx(a) N B. Ya que y € Orbp(y), esto prueba 2).

Ahora supongamos que X es localmente conexo y probemos que se obtie-
nen las igualdades en 1) y 2). Para ver que Orby(a) C Orby(a)NA, tomemos
un punto y € Orby(a). Entonces existe un homeomorfismo f: A — A tal que
f(a) = y. Por la parte 1) del Teorema 1.10, Clx(A) = AU {c}. Ademds, por
el Teorema 1.7, podemos extender f a un homeomorfismo, g, de Clx(A)
en si mismo, tal que g(c) = ¢. Consideremos ahora la funciéon h: X — X
definida, para cada = € X, como:

| g(x), sixzeClx(A);
h(:c)—{% size X — A
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En vista de que X es localmente conexo y que A es una componente del
subconjunto abierto X — {c} de X, resulta que A es abierto en X. Luego
X — A es cerrado en X. Ademas:

Clx (A)N(X—A) = (AV{cHhN(X —A4) = (AN(X—A)U({c}N(X—A)) = {c}.

Como g(c) = ¢ = 1x_a(c), por [26, Teorema 9.4, pag. 83|, tenemos que h
estd bien definida, es continua y h(c) = ¢. Como, ademds, g y 1x_4 son
homeomorfismos, h es un homeomorfismo. Por lo tanto, h € H(X) y h(a) =
g(a) = f(a) = y; es decir y € Orbx(a) N A. Esto prueba que Orba(a) C
Orbx(a) N A. En consecuencia:

Orby(a) = Orbx(a) N A, paracada A€ A.ya€ A. (2.5.1)

Para probar la igualdad en 2), sea:
y € J{Orbs(b): B € A, y b€ Orby(a) N B}.

Entonces existen B € A.y b € Orbx(a)NB tales que y € Orbg(b). Por (2.5.1)
Orbg(b) = Orbx (b)NB, con lo que y € Orbx(b). Como también b € Orbx (a),
tenemos que y € Orby(b) = Orbx(a). Esto termina la demostracion. O

Teorema 2.17. Sean X un continuo localmente conexo y ¢ € X tales que
Cut(X) = {c}. Supongamos que cada dos elementos de A. son homeomorfos.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) Para toda v € X —{c} y cada B € A,, se tiene que Orbx(z) N B # 0;
2) si cada elemento de A, es %—homogéneo, entonces X es %H—homogéneo.

Demostracion. Supongamos primero que cada dos elementos de A, son
homeomorfos. Entonces, por el Corolario 1.16, los elementos de A. poseen
el mismo numero de érbitas. Fijemos un elemento A € A,.. Sean B € A. y
a € A. Como demostramos en el Teorema 1.17, existe un homeomorfismo
hg: X — X tal que hp(c) = ¢, hg(A) = B y la imagen, bajo hg de la 6rbita
Orby(a) de A, es la orbita Orbg(hg(a)) de B. El homeomorfismo hg es la
identidad de X en X si B = A. Ademas, en dicho caso, por la igualdad en
la parte 1) del Teorema 2.16:

Orbx(a) N A = Orby(a). (2.5.2)
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Supongamos ahora que B # A. Vamos a probar lo siguiente:
Orbx(a) N B = Orbg(hp(a)). (2.5.3)

Sea x € Orbx(a) N B. Tomemos un homeomorfismo ¢g: X — X tal que
g(x) = a. Entonces hg o g: X — X es un homeomorfismo tal que:

(hpog)(x) = hp(g(x)) = hp(a).

Luego, © € Orbx(hg(a)) y, ya que X es localmente conexo, por la parte 1)
del Teorema 2.16, x € Orbx(hp(a)) N B = Orbg(hg(a)). Esto prueba que
OI‘bx(a) NBC Ol"bB(hB(CL)).

Tomemos ahora x € Orbg(hp(a)). Entonces x € By, como ya vimos,
Orbx(hg(a))NB = Orbg(hg(a)). Asi que, x € Orbx(hp(a)). Sea g: X — X
un homeomorfismo tal que g(z) = hp(a). Entonces hp' 0 g: X — X es un
homeomorfismo tal que (hz' o g)(z) = hz'(9(z)) = hz'(hp(a)) = a. Por
consiguiente, x € Orbx (a)NB. Esto prueba que Orbg(hp(a)) C Orbx(a)NB.
Con esto, y lo probado en el parrafo anterior, obtenemos (2.5.3).

De (2.5.2) y (2.5.3) se sigue que la drbita de a en A intersecta a cada
elemento de A.. Ahora podemos probar 1). Tomemos z € X —{c} y B € A..
Sea A € A, tal que x € A. Aplicando (2.5.2) y (2.5.3) con a = z, tenemos
que Orbx(z) N B = Orbg(hp(z)) # 0. Esto prueba 1).

Ahora supongamos que cada elemento de A, es %—homogéneo. Para cada

B e A, consideremos que a;,,az,, ..., a,, son elementos de B tales que:

Orbg(ai,), Orbg(asz,),...,Orbg(an,)

son las n érbitas de B. Fijemos un elemento A € A.. Como el homeomorfismo
hp proporciona una biyeccion entre las érbitas de A y las de B, reordenando
los indices 1p,2p,...,np de ser necesario, podemos suponer que para cada
ie{l,2,...,n},

hp(Orba(ai,)) = Orbp(ai,) v hela,) = aig.

Notemos que, para toda i € {1,2,...,n} y cada b € Orbg(a;,), sucede
que Orbg(b) = Orbg(a;,). Como X es localmente conexo, aplicando (2.5.2),
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(2.5.3) y la igualdad en la parte 2) del Teorema 2.16, se cumple que:

Orbx(a;,) = U{Orbgp(b): B€ A. y be Orbx(a;,) N B}
= U{Orbp(b): B€ A, y b€ Orbg(a;,)}
= (J{Orbg(a;y): B € A.}.

Como X' — {C} = UBGACB y, para cada B € A., se cumple que B =
Ui, Orbg(ai,), tenemos que:

X —A{c} = U <U OrbB(aiB)> = ( U OrbB(aiB)> = UOrbX(aiA).

BeA. \i=1 BeA. i=1

De la igualdad:
OI'bX(CLZ‘A) = U OI’bB(CLZ‘B)

BeA.

y el hecho de que tanto los elementos de A. como las 6rbitas de cada uno de
dichos elementos, son ajenos dos a dos, se infiere que si i,5 € {1,2,...,n}
son tales que i # j, entonces:

Orbx(a;,) N Orbx(a;,) = ( U OrbB(aiB)> ﬂ ( U OrbB(ajB)> = 0.

BeA. BeA.

Como ya probamos que X —{c} = |J;_, Orbx(a;, ), esto implica que X — {c}
es unién de exactamente n 6rbitas de X y, como {c} es también una érbita de
1

X (por ser el tnico punto de corte de X), ocurre que X es ——7-homogéneo.

Esto prueba 2) y termina la demostracién del teorema. O

El siguiente resultado dice que los elementos de A. tienen, a lo mas,
la cantidad de 6rbitas que tiene X. Esto ayuda a contar las érbitas de los
elementos de A., en particular, cuando X es localmente conexo.

Teorema 2.18. Sean X un continuo con evactamente un punto de corte ¢
yAe A.. Si Xy es el conjunto de todas las orbitas de X que intersectan a
A, entonces |Xa| < n y se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) A tiene a lo mds |X4| orbitas;

2) si X es localmente conezo, entonces A tienen exactamente |X4| drbitas;
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3) si X es localmente conexo y los elementos de A. son homeomorfos dos
a dos, entonces X4 es el conjunto de todas las orbitas de X distintas
de {c}; mds ain, X es *-homogéneo paran € N—{1} siy sdlo si cada
Be A, es %—homogéneo.

n—

Demostracién. Por definicion:
X4 ={Orbx(z): z € X y Orbx(z) N A # (}.

Como {c} = Cut(X), {c} es una dérbita de X que no intersecta a A; es decir,
|X4| < n. Para probar 1), tomemos z € X tal que Orbx(z) € X4. Entonces
existe a, € Orbx(x) N A. Ademds, Orbx(a,) = Orbx(x) y, por la parte 1)
del Teorema 2.16,

Orbx(z) N A= Orbx(a,) N A C Orba(a,).

Como las 6rbitas de A forman una particién de A, Orb4(a,) es la inica érbita
de A que contiene a Orby(z) N A. Entonces, si ag € Orbx(z) N A es tal que
ag # a,, como Orbx(ag) = Orbx(z) y Orbx(z) N A = Orbx(ag) N A C
Orba(ap), necesariamente Orba(ag) = Orba(a,). Esto significa que, como
a,, podemos tomar cualquier elemento de Orbx(x) N A. Sean

R(A) = {Orby(a): a € A}

la familia de las 6rbitas de Ay F': Xy — R(A) la funcién definida, para
Orbx(z) € X4, como:

F (Orbx(x)) = Orba(ay). (2.5.4)

Notemos que F' es suprayectiva pues, paraz € A, z € Orby(x)NAy, tomando
a, como z, Orbx(z) es un elemento de X4 tal que F'(Orbx(z)) = Orby(a,).
La suprayectividad de F' implica que |R(A)| < |X4], lo que prueba 1).

Antes de probar 2), notemos que si, para alguna n € N — {1} X es
%—homogéneo entonces, para cada B € A, sucede que Orbx(c) = {c} es
una 6rbita de X que no intersecta a B. Luego, utilizando 1), tenemos que
IR(B)| < |Xg| < n— 1. Esto implica que cada componente B de X — {c} es
un espacio a lo mas ﬁ—homogéneo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Por lo que hemos in-
dicado, usando la parte 1) del Teorema 2.16, para cada x € X tal que
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Orbx(x) € X4y a, € Orbx(xz) N A, sucede que Orbx(a,) = Orbx(z) y:
Orbx(xz) N A = Orbx(a;) N A = Orby(a,).

Por lo tanto:

Xy = {Orbx(z): z € X y Orbx(z)NA# 0}
= {Orbx(a;): z € X y Orba(a,) € R(A)}.

Tomemos ahora z,y € X, de modo que Orbx(z),Orbx(y) € X4, asi como
a; € Orby(z) N Ay a, € Orbx(y) N A tales que, si F': Xy — R(A) es la
funcién que definimos para probar 1), entonces:

Orby(a,) = F(Orbx(x)) = F(Orbx(y)) = Orba(ay).

Luego:
) # Orba(a,) N Orby(a,) C Orbx(z) N Orbx (y).

Por lo que, Orbx(z) = Orbx(y). Esto prueba que F' es inyectiva y, como ya
demostramos que también es suprayectiva, F' es una funcién biyectiva. Por
lo tanto, |R(A)| = | X4, lo cual prueba 2).

Para ver 3), supongamos que X es localmente conexo y que las componen-
tes de X — {c} son homeomorfas dos a dos. Por la parte 1) del Teorema 2.17,
la 6rbita de cualquier punto en X — {c} intersecta a cada componente de
X —{c}. En consecuencia, para cada érbita Orbx (z), con z € X —{c}, ocu-
rre que Orbx(z) N A # (. Esto prueba que X4 es el conjunto de todas las
6rbitas de X distintas de {c} y, asi, tenemos la primera parte de 3).

Ahora supongamos que, para alguna n € N — {1}, X es %—homogéneo.
Esto implica que |X4] = n — 1 y, aplicando el inciso 2) de este teorema,
se cumple que A tiene exactamente n — 1 érbitas. Como A fue tomando de
manera arbitraria, tenemos que cada elemento de A, tiene exactamente n—1
érbitas. La otra implicacién es la parte 2) del Teorema 2.17. Esto concluye
la prueba de 3). O

Corolario 2.19. Sean X un continuo y ¢ € X tales que Cut(X) = {c}. Si
X es %—homogéneo, entonces cada A € A, es homogéneo o bien cada A € A.
es %—homogéneo.
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Demostracién. Ya que X es %-homogéneo, por la parte 1) del Teorema 2.18,
los elementos de A, tienen a lo mas 2 6rbitas. Supongamos que A y B son dos
elementos de A, tales que A es homogéneo y B es %—homogéneo. Entonces,
existen by, by € B tales que Orbg(b) y Orbg(bs) son las dos dérbitas de B.

Por la parte 1) del Teorema 2.16:
OI‘bx(bl) NBC OI‘bB(bl) y Orbx(bg) NBC OI‘bB(bg).

Ya que Orbg(by) N Orbg(by) = 0, se cumple que Orbx (by) N Orby (b)) = 0.
En efecto, si Orbx(b1) N Orbx(by) # 0, ocurre que Orby(b;) = Orbx (by).
Entonces:

b1 € Orbx(bl) NB= Ol"bx(bg) NBC OrbB(b2)7

lo cual implica que Orbg(b;) = Orbg(bs), una contradiccién. Por lo tanto,
Orbx (b1) N Orbx(be) = 0. Asi que, Orbx(b1), Orbx(b2) y {c} son las tres
orbitas de X. Sea a € A. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a €
Orbx(b1). Luego, existe h € H(X) tal que h(a) = b. Por la parte 2) del
Teorema 1.5, h(A) = B. Lo anterior implica que A y B son homeomorfos.
Como esto no puede ocurrir, concluimos que todas las componentes de A,
son homogéneas o todas las componentes de A. son %—homogéneas. [

En la Figura 2.1 se muestran tres ejemplos de continuos %—homogéneos con
exactamente un punto de corte. El primero de ellos se obtiene, pegando por
un punto, una esfera con una circunferencia. Dicho continuo es, por tanto, la
union de dos continuos homogéneos, no homeomorfos, que se intersectan en
un s6lo punto. El segundo continuo se consigue reemplazando cada arco aa;
de la dendrita F,, = |J;°, aa; descrita en (1.6.2), por un disco, de manera que
cada dos de dichos discos se intersectan en el punto de corte a (y de modo que
la sucesion de dichos discos unitarios es nula). Por tltimo, el tercer continuo
se puede ver como (C X D)/(C’ X {1}), donde C' es el conjunto de Cantor y
D es el disco unitario.

Notemos que, los dos primeros ejemplos son localmente conexos y, por
Teorema 1.11, para cada continuo X con dichas propiedades, si ¢ es el tinico
punto de corte de X, entonces la cerradura de cada componente de X — {c}
es un continuo localmente conexo y ciclicamente conexo.
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Figura 2.1

A continuacién, construiremos un continuo M que sera de utlidad para
los siguientes resultados de esta seccién. Consideremos el cubo I* = [0, 13
Dividimos cada cara del cubo en 9 cuadrados iguales, esto genera una subdi-
visién del cubo en 27 cubos iguales. Hagamos un agujero a través del interior
de cada cuadrado central, esto nos da un continuo M; formado por 20 de los
27 cubos pequenos. Ahora apliquemos este proceso a cada uno de los veinte
cubos restantes; es decir, dividamos cada cara de cada cubo en 9 cuadrados
iguales y hagamos un agujero a través de interior de los cuadrados centrales,
de esta manera obtenemos un continuo M, C M. Repetimos este proceso
para obtener una sucesiéon anidada de continuos {M,, },. Hagamos:

M:ﬂ]\/[n.

neN

M es un continuo llamado La Curva Universal de Menger (Figura 2.2)

y su nombre se debe a que lo describié por primera vez K. Menger en 1926
y a que es un continuo de dimensiéon 1 que contiene una copia de cualquier
espacio métrico separable de dimensién 1 ([46, Teorema 6.1. pag. 42]). En
[3, Teoremas I y III, pag. 320 y 322], se prueba que M es 2-homogéneo en
cualquiera de sus puntos. De esto y del Teorema 2.10, M es 2-homogéneo, y
aplicando la segunda parte del Teorema 2.3, también obtenemos que M es
homogéneo.

En lo que resta de la presente seccion, la letra M denotara la curva
universal de Menger. La prueba del siguiente resultado puede consultarse
en [34, Corolario 4, pag. 97].

Teorema 2.20. Si X es un continuo, entonces M x X no es 2-homogéneo.
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Figura 2.2: La Curva Universal de Menger

Sean f: X7 — Y1 v g: Xo — Y5 dos funciones continuas. A partir del
siguiente resultado sera importante la funcién producto f x g: X; x Xy —
Y1 x Y; definida, para (z1,z5) € X; X X5, como:

(f x g) ((z1,22)) = (f(21), g(2)) -

Teorema 2.21. Sean X un continuo y ¢ € M x X, entonces (M x X) —{c}
no es homogéneo.

Demostracién. Supongamos que Y = (M x X) — {c} es homogéneo. Si
u,v € Y, existe un homeomorfismo f:Y — Y tal que f(u) = v. Por el
Teorema 1.7, existe un homeomorfismo g: M x X — M x X que extiende
a f tal que g(c) = ¢. Luego, g(u) = v y g(c) = c¢. Entonces se cumple lo
siguiente:

M x X es 2-homogéneo en c.

Ahora, por la parte 2) del Teorema 2.4, M x X es homogéneo o bien M x X es
%—homogéneo. Supongamos que M x X es homogéneo. Asi, por el Teorema 2.9,
M x X es 2-homogéneo. Como esto contradice el Teorema 2.20, concluimos
que M no puede ser homogéneo. Por lo tanto, M x X es %—homogéneo y, por
la parte 2) del Teorema 2.4, sus érbitas son {c} y (M x X) — {c}.

Tomemos a € M y x € X tales que ¢ = (a,z). Sea b € M —{a}. Notemos
que (b,z) € (M x X)—{c}, por lo que (b,x) ¢ Orbysxx(c). Ahora bien, como
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M es homogéneo, existe un homeomorfismo k: M — M tal que k(a) = b.
Asi, la funciébn h = k x 1x: M x X — M x X es un homeomorfismo tal que:

h(c) = h((a,z)) = ((k(a),z)) = (b, ).

Por consiguiente, (b,z) € Orbyxx((a,2)) = Orbayxx(c). Esto contradice
el hecho de que (b,x) ¢ Orby«x(c). Por lo tanto, (M x X) — {c} no es
homogéneo. ]

En los siguientes resultados, para un espacio Z, denotaremos por Z?2 al
espacio Z X Z.

Teorema 2.22. Sean m > 1 y X un continuo m-homogéneo en el punto
a € X. Entonces Y = (X x X) — {(a,a)} tiene a lo mds dos drbitas.

Demostracién. Primero veamos que los elementos de (X — {a})? estén en
la misma 6rbita de Y. Para ello, tomemos dos elementos (z,y) y (u,v) en
(X —{a})? Como X es m-homogéneo en a, por la parte 3) del Teorema 2.4,
X es 2-homogéneo en a. Luego, existen homeomorfismos f,g: X — X tales
que f(x) =u, g(y) =vy f(a) =a = g(a). Notemos que f x g: X? - X% es
un homeomorfismo tal que:

(f xg)((x,9) = (f(2),9() = (w,0) y (f xg)((a,a)) = (a,a).

Por lo tanto, h = (f X ¢g)|y: Y — Y es un homeomorfismo tal que h(z,y) =
(u,v). Esto prueba que los elementos de (X — {a})? estén en la misma 6rbita
de Y.

Ahora veamos que los elementos de [({a} x X)U (X x {a})] — {(a,a)}
estan en la misma 6rbita de Y. Tomemos x,y € X — {a}. Como X es 2-
homogéneo en a, existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(z) =y y
f(a) = a. Sean hy = (1x X f)|y, ha = (f X 1x)|y vy hs la funcién definida,
para cada (u,v) € Y, por h(u,v) = (f(v),u). Asi, hy,ho,h3: Y — Y son
homeomorfismos tales que:

h1<a7$) = (aay)> h2<x>a) = (y,a) y hg(CL,J?) = (yaa)'
Por la definiciéon de una érbita, se cumple que:

(a,y) € Orby ((a,2)) y (y,a) € Orby((z,a)) N Orby ((a,z)).
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Por consiguiente, Orby((:v,a)) = Orby((a, w)) y, asi, (a,y),(a,x),(y,a) y
(xz,a) son elementos de la misma érbita de Y. Como z,y fueron tomados
como puntos arbitrarios de X — {a}, esto prueba que los elementos de:

[{a} x (X —{ah)] U [(X —{a}) x {a}] = [({a} x X)U(X x {a})] —{(a,a)}

estdn en la misma érbita de Y. Como Y es la unién de los conjuntos (X —{a})?
v [({a} x X) U (X x {a})] — {(a,a)}, se cumple el resultado. O

Corolario 2.23. Para cada ¢ € M x M, se cumple que (M x M) — {c} es
%—homogéneo.

Demostracion. Supongamos que ¢ € M x M. Sea a € M. Como ya men-
cionamos antes, en En [3, Teoremas II y III, pdg. 320 y 322], se prueba que
M es 2-homogéneo en cualquiera de sus puntos. Ahora, por los Teoremas
2.21 y 2.22, se cumple que (M x M) — {(a,a)} es 3-homogéneo. Ya que
M x M es homogéneo, existe un homeomorfismo h: M x M — M x M tal
que h(c) = (a,a) y, asi, (M x M) — {c} es homeomorfo a M x M — {(a,a)}.
Por lo tanto, (M x M) — {c} es 3-homogéneo. O

Corolario 2.24. Para cada n € N— {1}, existen un continuo localmente co-
nexo y 3-homogéneo X, asi como un punto ¢ € X, tales que Cut(X,,) = {c}
y, para toda A € A., se cumple que A es %—homogéneo y Clx(A) es ho-
mogéneo. Ademdas, X,, es tal que cada dos elementos de A. son homeomorfos.

Demostracién. Seanc e M xM,n € N—{1} y X, el espacio que se obtiene
al pegar n copias de M x M por el punto ¢. Notemos que Cut(X,,) = {c} v,
si A € A, Clx, (A) es homeomorfo al continuo homogéneo M x M. Luego, A
es homeomorfo a (M x M) —{c}, y por el Corolario 2.23, A es %—homogéneo.

Ya que M es localmente conexo, X, es localmente conexo. Como los
elementos de A, homeomorfos dos a dos y %—homogéneos, por la parte 2) del
Teorema 2.17, X, es %—homogéneo. O]



Capitulo 3

Dendritas y %-homogeneidad

3.1. Introduccion

La segunda seccion del Capitulo 3 esta dedicada a estudiar la familia de
las dendritas cuyo conjunto de puntos de ramificacién es finito, a la cual
denotaremos por F. El Teorema 3.6 describe las 6rbitas de un punto en una
dendrita en F. Esto sera util para obtener, en el Teorema 3.10, una formula
para contar el numero de oérbitas. El Corolario 3.18 y los Teoremas 3.21,
3.24 y 3.25 muestran la clasificacién de las dendritas de la familia F que son
%-homogéneas, cuando n € {3,4,5,6}. También, en esta seccién, estudiamos
el producto de una dendrita en F con una m-celda (espacio homeomorfo a
I'™). La parte 2) del Teorema 3.38 ayuda a obtener el nimero de érbitas de
tal producto.

La tercera seccion de este capitulo esta dedicada a la clasificacién de las
dendritas %—homogéneas. Este problema esta resuelto en la segunda seccion
de este capitulo, cuando la dendrita tiene un conjunto finito de puntos de ra-
mificacion. Asi que, nos interesan las dendritas %-homogéneas cuyo conjunto
de puntos de ramificacién no es finito. En este caso, estudiamos el conjunto
puntos extremos. Cuando éste es cerrado, obtenemos la familia de las dendri-
tas de Gehman descrita en (3.3.1). Cuando el conjunto de puntos extremos
no es cerrado, obtenemos las dendritas Universales D,, y una dendrita que
construiremos mas adelante, a la cual llamaremos “dendrita P” (esta den-
drita posee arcos libres, a diferencia de las dendritas D,,). El Teorema 3.71
enuncia la clasificaciéon obtenida.

29
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3.2. La Familia F

Recordemos que, para un espacio topolégico X, denotamos por E(X),
O(X) y R(X) a los conjuntos de puntos extremos, ordinarios y de ramifi-
cacion de X, respectivamente. En la Seccién 1.6 mencionamos las propie-
dades fundamentales de las dendritas. En la Seccién 1.9 definimos las den-
dritas Wy v W, que seran de importancia en este capitulo. También, para
n € {3,4,...,w}, en (1.6.1) y (1.6.2) definimos la dendrita F,,. Como hicimos
ver, una dendrita X es tal que |R(X)| = 1 siy sélo si existe n € {3,4,...,w}
tal que X es homeomorfo a Fj,.

En lo que resta del presente capitulo, denotaremos por F a la familia
de las dendritas cuyo conjunto de puntos de ramificacion es finito. También
denotaremos por 7 a la familia de los drboles. Notemos que F,, € T, para
cada n € {3,4,...}, mientras que F, € F — T.

En este capitulo, los arcos libres serdan de gran importancia. De manera
especial, en esta seccion, lo seran los arcos internos y los arcos externos (ver
Definicién 1.34), como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea X € F. Si X no es un arco, entonces X es la union de
sus arcos internos y sus arcos externos.

Demostracion. Supongamos que X no es un arco. Sea r € X. Queremos
probar que z es un elemento de un arco interno o de un arco externo de X.
Tomemos e € F(X). Como R(X) es finito, el arco ze tiene una cantidad finita
de puntos de ramificacién. Luego, existe y € X tal que (zy) N R(X) = (. Por
el Teorema 1.22, (zy) N E(X) = 0 y asi, (zy) C O(X). Por el Teorema 1.35,
xy es un arco libre en X. De la parte 2) del Teorema 1.38, obtenemos un
arco libre maximal ab en X tal que zy C ab. Como O(X) es abierto en
X y ab es un arco libre maximal en X, por la parte 3) del Teorema 1.38,
a,b e R(X)UE(X). Sia,be E(X), como ab es un arco libre en X, X = ab.
Esto contradice la hipétesis de que X no es un arco. Asi que, a,b € R(X) o
bien|{a,b} NR(X)| =1y [{a,b} N E(X)| = 1. Esto prueba que ab es un arco
interno o un arco externo en X que contiene a x. ]

El siguiente lema ayudard a probar el Teorema 3.2, el cual indica que, para
una dendrita en F, si los puntos finales de un arco libre estdn en la misma
orbita, entonces dicha orbita tiene sélo a esos dos puntos. Recordemos que
dos conjuntos A y C' son comparables si A C C' o bien C' C A.
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Teorema 3.2. Sean X € F ya € R(X). Sib € Orbx(a) y ab es un arco
libre en X, entonces Orbx(a) = {a, b}.

Demostracién. Supongamos que b € Orbx(a) y que ab es un arco libre en
X. Entonces a # b y existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(a) =
b. Vamos a establecer cierta notacion y probaremos dos afirmaciones que
nos llevardn a concluir que h(b) = a. Una vez que tengamos probado esto,
estaremos en condiciones de mostrar que Orbyx(a) C {a,b}.

Sea ag = a y, para cada i € N, hagamos a; = h'(a). Notemos que a; = b.
Ademds, considerando que h' = 1x, para cada i € NU {0}, se cumple que:

aiy1 = b (a) = h(h'(a)) = h(a;).

Como a es un punto de ramificacion de X y h es un homeomorfismo, por la
parte 3) del Teorema 1.5, cada a; es un punto de ramificacién de X. Ahora
bien, R(X) es finito, asi que el conjunto {a;: i € N} es finito. Entonces,
existen m,n € N tales que m < ny a,, = a,; es decir, h™(a) = h"(a). Luego,
h*~™(a) = a. Por lo tanto, existe k € N tal que:

k =min{i € N: a; = h'(a) = a}.

Notemos que k > 1. Pues, sik = 1,b = a; = h'(a) = h(a) = a, por lo que,
ab = {a} no es un arco en X. Ademas, a, = h*(a) = a y a,a1,as,...,ap_1
son puntos de ramificacion de X, diferentes dos a dos. Afirmamos que:

a) Para cada i € {1,2,...k — 1}, ocurre que a;_1a; es un arco libre en X
y, si 4,7 € N son tales que i # j y j < k, entonces a; # a;.

Para probar a), sea i € {1,2,...k — 1}. Como h*™! es un homeomorfis-
mo y ab = aga; es un arco libre en X, con puntos finales ay y a1, sucede
que hi~'(aga;) es un arco libre en X con puntos finales h*"(ag) = a;_1 y
hi=Y(a;) = h*"Y(h(a)) = h'(a) = a;. Luego, a;_1a; es un arco libre en X.
Ahora, supongamos que ¢, j € N son tales que 7 # j y 7 < k. Sin perder gene-
ralidad, podemos considerar que i < j. Si h'(a) = a; = a; = h?(a), entonces
hi="(a) = a. Como j — i < j < k, esto contradice la definicién de k. Por lo
tanto, a; # a;. Esto concluye la prueba de a).

Queremos ver que ay = h*(a) = h(h(a)) = h(b) = a, es decir, que k = 2.
Supongamos, por el contrario, que k > 2. Entonces ay # a y, por a), ajas es
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un arco libre en X. Por la parte 3) del Teorema 1.36, aa; Najas & {a, a2} o
bien aa; C ajas. Como (aay), (a1as) C O(X) y a,a; y ag son tres puntos de
ramificacion distintos de X, aa; ¢ ajas y aa; Najas = {a;}. Por lo tanto:

aas = aay U aias.
Ahora, supongamos que, para cada [ < k, se cumple que:
aa;—1 = aay Uajaa U---Uaj_9a;_1.

Notemos que aaq;—1 N R(X) = {a;: i < 1 — 1} y, usando a), a;_1a; es un
arco libre en X tal que a; ¢ aa;_;. Aplicando la parte 3) del Teorema 1.36,
tenemos que aa;_1 N a;_1a; = {a;_1}. Es decir aq; = aaq;_1 U a;_1a;. Esto
prueba que se tienen las siguientes contenciones:

b) aa; C aas C -+ C aag_q.
Ahora, aj_sai_1 es un arco libre en X y:
h(ag—sap—1) = ap—1a) = ap_10 = aap_;.

Luego, aaj_; también es un arco libre en X. Sin embargo, por b), a; €
(aag—1) N R(X). Ya que esto es una contradiccion, se sigue que k = 2. Esto
implica que:

c) h(b) = a.

Puesto h(a) = by h(b) = a, h(ab) = ab. Por consiguiente, existe x € (ab)
tal que h(z) = z. Como = € (ab) C O(X), X — {x} tiene exactamente dos
componentes, digamos A y B y, sin perder generalidad, podemos suponer
que a € Ay b € B. Por la parte 2) del Teorema 1.5, h(A) es la componente
de X — {z} que tiene a h(a); es decir, h(A) = B. Por lo tanto, A y B son
homeomorfos.

Ahora, supongamos que existe ¢ € Orbx(a)—{a, b}. Notemos que ¢ € X —
{z}, pues c € R(X) y x ¢ R(X). Consideremos, sin pérdida de generalidad,
que ¢ € A. Tomemos un homeomorfismo f: X — X tal que f(a) = cy
hagamos d = f(b). Notemos que foho f~': X — X es un homeomorfismo
tal que:

(Foho f)(d) = F(h(f(d) = F(h(b)) = f(a) = c.
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Por lo tanto, d € Orbx(c). Ademads, como ab es un arco libre en X y f es
un homeomorfismo, f(ab) = f(a)f(b) = cd es un arco libre en X. Notemos
que:

(fohof h)(e)=f(h(fH(c) = f(h(a)) = f(b) = d.

Ya que x € O(X) y f es un homeomorfismo, f(z) € O(X). Ademds, = € (ab),
con lo que, f(x) € (ed). Més ain:

(foho fTH)(f(x) = f(R(f7'(f(2)))) = f(h(x)) = f(=).

Asf que, f(z) es un punto fijo del homeomorfismo f o ho f~1. Esto implica,
por que asi fue como lo probamos cuando consideramos el arco libre ab y el
punto fijo x de h, que las dos componentes de X — {f(z)} son homeomorfas.
Ahora bien, A y B son las componentes de X — {z}, por lo que, f(A) y
f(B) son las componentes de X — {f(z)}. Por consiguiente, f(A) y f(B)
son homeomorfos. Como también A es homeomorfo a B, A es homeomorfo
a f(A) y B es homeomorfo a f(B), los conjuntos A, B, f(A) y f(B) son
homeomorfos dos a dos.

Observemos que d € R(X), de donde, d € X —{x} = AU B. Supongamos
qued € B.Sear: X — ablafuncién primer punto en ab (ver Definicién 1.32).
Como ab es un arco libre en X, por la parte 7) del Teorema 1.33, r(c) = a y
r(d) = b. En vista de que en X los arcos son tunicos, el arco, en X, de c a d
es justo ca U ab U bd. Lo anterior implica que ab C cd. Entonces ab y cd son
dos arcos libres en X tales que ab C cd, y ya que a,b € R(X), ab = cd. Esto
contradice que ¢ € X — {a, b}. Por lo tanto, d € A y se cumple que:

d) ed C A

Esto implica que f(z) # z y, como las dos componentes de X —{ f(z)} son
f(A) vy f(B), tenemos que z € f(A) o bien x € f(B). Si x € f(A), entonces
f(B) € X —{x}. Como f(B) es conexo y, por definiciéon, A y B son una
separaciéon de X —{z}, f(B) C Ao bien f(B) C B. Yaqued = f(b) € f(B)
yde A de f(B)N A. Por consiguiente:

f(B) C A.

Por otro lado, ¢ = f(a) € f(A) y, asi, ¢ ¢ f(B). Luego, f(B) C A—{c} C A,
por lo que, f(B) N R(X) # AN R(X), contradiciendo el Teorema 1.6, pues
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c € ANR(X)y, como ya indicamos, A y f(B) son abiertos de X, homeomor-
fos y comparables. Ahora bien, si x € f(B), con un procedimiento similar,
obtenemos que f(A) C A — {d} y esto, también, contradice el Teorema 1.6.
Por lo tanto, Orbx(a) = {a, b}. O

Dada una dendrita X € F, los siguientes tres resultados ayudan a descri-
bir las érbitas de los puntos en X y a probar el Teorema 3.10, que proporciona
una férmula para contar las érbitas de X.

Lema 3.3. Sean X € F y ab un arco interno o externo en X. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Sif,ge H(X) y f(a)g(b) es un arco libre en X, entonces f(a) = g(a)
0 bien f(b) = g(b);

2) sicd es un arco libre en X tal que ¢ € Orbx(a) yd € Orbx(b), entonces
existe g € H(X) tal que g(a) = c y g(b) = d.

Demostracién. Sean f,g € H(X) tales que f(a)g(b) es un arco libre en
X. Supongamos primero que ab es un arco externo en X. Consideremos que
a € FE(X)ybe R(X). Entonces

fla),g(a) € E(X) 'y [f(b),g(b) € R(X).

Como f es un homeomorfismo y ab es un arco libre en X, f(a)f(b) es un
arco libre en X. Ademads, f(a) € E(X) y f(b) € R(X). Como f(a)g(b) es
un arco libre en X, f(a) € E(X) y f(a)f(b) N f(a)g(b) # 0, necesariamente
fla)f(b) = f(a)g(b). Por lo que, g(b) = f(b). Supongamos ahora que a €
R(X)ybe E(X). Asi, se cumple los siguiente:

fa),g(a) € R(X) 'y f(b),g(b) € E(X).

Como g es un homeomorfismo y ab es un arco libre en X, g(a)g(b) es un arco
libre en X. También f(a)g(b) es un arco libre en X y g(a)g(b)N f(a)g(b) # 0.
Ademds, ya que g(b) € E(X), |g(a)g(b) N f(a)g(b)| > 2. Por la parte 3)
del Teorema 1.36, necesariamente, g(a)g(b) = f(a)g(b). Por consiguiente,
g(a) = f(a). Esto termina la prueba de 1) en el caso en que ab es un arco
externo en X.

Consideremos ahora el caso en el que ab es un arco interno en X. Entonces
a,b e R(X) y (ab) C O(X). Supongamos que:

fla) #gla) y f(b)#g(b)
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Notemos que f(a)f(b), g(a)g(b) y f(a)g(b) son arcos libres en X tales que
f(a), f(b), ga), g(b) € R(X). Luego, f(a), f(b) & (f(a)g(b)). Por la parte 3)

del Teorema 1.36, f(b)f(a) N f(a)g(b) € {f(a),f(b)} o bien f(b)f(a) C
f(a)g(b). Lo segundo sélo es posible si f(b) = g(b), lo cual no ocurre. Por lo

tanto, f(b)f(a) N f(a)g(b) = {f(a)}. Esto prueba, por la unicidad de arcos
en X, que:

a) f(b)g(b) = f(b)f(a) U f(a)g(b).

Como g(b)g(a) es un arco libre en X, también por la parte 3) del Teore-

ma 1.36, g(b)g(a) C f(b)g(b) o bien f(b)g(b) N g(b)g(a) = {g(b)}. Por a) se
cumple que f(0)g(B)NR(X) = {£(0), f(a), g(b)}. Supongamos que g(b)g(a) C

g(b)f(b). Entonces g(a) € g(b)f(b) N R(X) y, como g(a) ¢ {g(b), f(a)}, ne-
cesariamente g(a) = f(b). Ahora, aplicando a) obtenemos que g(a)g(b) =

f(0)g(b) = f(b)f(a) U f(a)g(b). Esto implica que f(a) € (g(a)g(b)) N R(X),

contradiciendo el hecho de que g(a)g(b) es un arco libre en X. Por consi-
guiente, g(b)g(a) ¢ f(b)g(b) y se cumple que:

b) f(b)g(b) N g(b)g(a) = {g(b)}.

De a) y b) se tiene lo siguiente:
c) f(b)f(a) & f(b)g(b) & f(b)g(a).

Por c¢), tenemos que f(a),g(b) € f(b)g(a), pero no son los extremos de
dicho arco. En consecuencia, {f(a),g(b)} C X —E(X) y, como a,b € R(X)U
E(X), tenemos que f(a),g(b) € R(X). Sea B la componente de X — {f(a)}
que tiene a f(b). Si g(a) € B, entonces f(b)g(a) C B pero, por ¢), esto implica
que f(a) € B. Esto es absurdo y, asi, g(a) ¢ B. Por lo tanto, B C X —{g(a)}
y, como B es conexo, B estd contenido en una componente de X — {g(a)}.

Hagamos h = go f~' y B' = h(B). Notemos que h es un homeomorfismo
tal que, para cada x € X, h(f(x)) = g(z). Por consiguiente:

B’ es la componente de X — {g(a)} que tiene a g(b).

Por ), f(b)g(b) € X —{g(a)}. Luego, f(b)g(b) C B’ y, como f(b) € B,
la componente de X — {g(a)} que contiene a B es B’. Esto contradice el
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Teorema 1.6, pues f(a) € (B’ N R(X)) — B. La contradiccién surgié de
suponer que f(a) # g(a) y f(b) # g(b). Luego, hemos probado de 1).

Ahora supongamos que cd es un arco libre tal que ¢ € Orbx(a) y d €
Orbx(b). Entonces, existen homeomorfismos f,g € H(X) tales que f(a) =
¢y g(b) = d. Notemos que f(a)g(b) = cd es un arco libre en X. Como
a,b € R(X)U E(X), se sigue que ¢,d € R(X)U E(X). Por 1), tenemos que
f(a) = g(a), o bien f(b) = g(b). Si g(a) = f(a) = ¢, entonces g € H(X) es un
homeomorfismo tal que g(a) = cy g(b) = d, con lo que la prueba termina. Si
f(b) = g(b) = d, entonces f € H(X) es un homeomorfismo tal que f(a) = ¢
y f(b) = d. Esto prueba 2). O

Para cada dendrita X € F, definimos los siguientes conjuntos:

OE(X) ={z € O(X): z pertenece a un arco externo},
RE(X) = {z € R(X): x pertenece a un arco externo},
OI(X)=0(X)—-0OE(X) y RI(X)=R(X)— RE(X).

Notemos que OI(X) es el conjunto de puntos de O(X) que se encuentran
en algin arco interno. Pero, como los puntos de R(X) pueden estar a la vez en
un arco interno y un arco externo, RI(X) es el conjunto de puntos de R(X)
que unicamente estan en arcos internos. Si X es un arco con puntos finales a y
b, entonces X € F pero, como ab es un arco que no es interno ni externo en X,
sucede que OE(X) = OI(X) = 0. Ademds, R(X) = RE(X) = RI(X) = 0.
Cuando X es un elemento de F que no es un arco, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 3.4. Sea X € F. Si R(X) # 0, entonces OE(X) # 0 y RE(X) # 0.

Demostracion. Como X no es un arco, por el Teorema 3.1, X es union
de sus arcos internos y externos. Aplicando la parte 4) del Teorema 1.23,
E(X) # 0; es decir, X tiene al menos un arco externo y, asf, OF(X) # 0.
Tomemos e € E(X). Entonces e es un elemento de un arco externo, digamos
ex, donde x € R(X); es decir RE(X) # 0. O

Lema 3.5. Sea X € F. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

tonces T(X) es la unidn de las orbitas de X que intersecta;
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2) O(X) es la union disjunta de las orbitas contenidas en OE(X) y OI(X),
y R(X) la union disjunta de las orbitas contenidas en RE(X) y RI(X).

Demostracién. Sean:
T(X) e {RE(X),0FE(X),0I(X), RI(X)},

r € T(X)yy € Orbx(z). Como y € Orbx(z), existe h € H(X) tal que
h(z) = y. De la parte 1) del Teorema 1.5, tenemos que x y y son ambos
puntos ordinarios, ambos puntos de ramificacién o ambos puntos extremos
de X.

Tomemos un arco interno o externo ab tal que x € ab. Luego, y € h(ab).
De la parte 3) del Teorema 1.5, obtenemos que, ab es interno (respectivamen-
te, externo) si y sélo si h(ab) es interno (respectivamente, externo). Luego,
y € T(X), es decir, Orbx(z) C T(X). Por lo tanto, T'(X) es unién de drbitas
de X. Esto y la parte 7) del Teorema 1.23 prueban 1).

Para ver 2) basta notar que O(X) es la unién disjunta de OI(X) y
OE(X), y R(X) es la unién disjunta de RI(X) y RE(X). Por 1), se ob-
tiene el resultado. O

Teorema 3.6. Sean X € F y ab un arco interno o externo. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Sibe R(X), entonces:

Orbx(b) C {d € R(X): existe un arco libre cd tal que ¢ € Orbx(a)};

2) sibe E(X), entonces:

Orbx (b) = {d € E(X): existe un arco libre cd tal que ¢ € Orbx(a)};

3) six € (ab), entonces:
Orbx (z) = {y € O(X): existe un arco libre cd tal que y € (cd),
c € Orbx(a) y d € Orbx(b)}.
Demostracién. Para probar 1) sean b € R(X) y d € Orbx (). Luego, existe

h € H(X) tal que h(b) = d y, por el inciso 3) del Teorema 1.5, d € R(X).
Haciendo ¢ = h(a), tenemos que h(ab) = h(a)h(b) = cd es nuevamente un
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arco libre. Esto prueba 1) y, sustituyendo en esta prueba R(X) por E(X),
obtenemos la respectiva contencién del inciso 2).

Probemos la igualdad en 2). Supongamos que b € E(X). Tomemos d €
E(X) y ¢ € Orbx(a) tales que cd es un arco libre. Queremos ver que d €
Orbx(b). Sabemos que existe h € H(X) tal que h(a) = ¢. Si d = h(b),
entonces d € Orbx (b), como querfamos. Supongamos entonces que h(b) # d
y hagamos d’ = h(b). Como b € F(X), d € E(X), por lo que ¢d y c¢d’ son dos
arcos externos cuyo unico punto comun es ¢. Tomemos un homeomorfismo
f:cd — edtal que f(c) = cy f(d') = d. Podemos extender f, de manera
natural, a una funciéon F': X — X definida como sigue:

fly),  siyecd;
Fly)=9 f'(y), siy€cd
v, siy € X — (ed] U (ced'].
Es facil ver que F' esta definida por homeomorfismos que se pegan co-
rrectamente y que, cd, cd' y X — ((cd] U (cd’ ]), son cerrados en X. Entonces,
F € H(X). En consecuencia, F o h es un homeomorfismo de X en X tal que:

Foh(b)=F(h(b)) =F(d) = f(d)=d.
Por lo tanto, d € Orbx (b). Esto prueba 2).

Ahora probemos 3). Supongamos que = € (ab). Para la primera conten-
cién, basta notar que si h € H(X), ¢ = h(a) y d = h(b), entonces h(x) € cd,
¢ € Orbx(a),d € Orbx(b) y ¢d es un arco libre.

Mostremos la segunda contencion. Tomemos y € X y cd un arco libre
tal que ¢ € Orbx(a),d € Orbx(b) v y € (cd). Por la parte 2) del Lema 3.3,
existe g € H(X) tal que g(ab) = cd. Hagamos z = g~ '(y). Entonces z y z
son elementos de (ab). Por consiguiente, podemos tomar un homeomorfismo
f de ab en si mismo tal que f(z) = z, f(a) = a 'y f(b) = b. Extendemos f,
de manera natural, a una funcion F: X — X definida como sigue:

_J fy), siyeab;
Fly) = { v, siy e X — (ab).

Es facil ver que F' € H(X). En consecuencia, g o F' es un homeomorfismo
de X en X tal que:

go F(z) =g(F(x)) = g(f(v)) = g(2) = .
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Por lo tanto, y € Orbx(z). Esto concluye la prueba de 3). O

Supongamos que X € F no es un arco. Sea Py = RFE(X) y, para cada
1 € N, denotemos por F; al siguiente conjunto:

i—1
{x € R(X)— U P;: existe y € P,_; tal que zy es un arco libre en X} .
§=0
(3.2.1)
Informalmente, podemos decir que P; es el i-ésimo nivel de “profundidad”
de R(X). Dados p € R(X) y q € R(X) U E(X), diremos que p y ¢ son
adyacentes si pg es un arco libre en X (en dicha situacion, pq es, de hecho,
un arco interno o externo en X). Notemos que, para que dos puntos sean
adyacentes, ambos deben ser puntos de ramificacién o bien uno debe ser de
ramificacién y el otro extremo. Con esta terminologia, los elementos de F,
son aquellos puntos de ramificacion que tienen adyacente un punto extremo
de X. Los elementos de P; son aquellos aquellos puntos de ramificacién de X,
que no estan en Py, pero tienen adyacente a algin punto de Fy. En general,
los elementos de P; son aquellos puntos de ramificacién de X, que no estan
en las P; anteriores (0 < j < i — 1), pero tienen adyacente a algin punto de
Py

Lema 3.7. Si X € F no es un arco, existe \x € NU{0} tal que Py, # 0,
para cada i > \x, sucede que Py = y

{Po, P1, Py, ..., P} es una familia de subconjuntos no vacios
de R(X) y ajenos dos a dos.

Demostracién. Del Lema 3.4, obtenemos que RE(X) = P, es no vacio. En
vista de que R(X) es finito, existe Ax € NU {0} tal que P\, # 0 y, para
cada i > Ay, P, = (). Ademds, por definicién, los elementos de {P;: i € N}
son ajenos dos a dos y, sii > 1y P, # (), entonces P,_; # (). Como Py, # 0,
se cumple el lema. O

En adelente, para una dendrita X € F, el simbolo \x denotara el niimero
encontrado en el Lema 3.7. En el siguiente resultado mostramos una caracte-
rizacién de los conjuntos P;, para ¢ € N. Recordemos que si z € X, entonces
el simbolo zz representa al conjunto {z}, al cual podemos pensar como un
arco degenerado.
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Teorema 3.8. Sea X € F tal que RI(X) # (0. Definimos Py = RE(X) ,
para cada i € N, P; como en (3.2.1) y Ax como en el Lema 3.7. Entonces,
para i € {1,2,...,Ax}, ocurre que x € P; si y sdlo si v € RI(X) y existe
x1 € P tal que:

i=lzxy N R(X)| <|ran R(X)|, para cada a € P;. (3.2.2)

Demostracion. Lo que queremos demostrar es claro para i = 1. Suponga-
mos que 2 < i < Ax. Sean z € RI(X) = R(X) — Py y 1 € P, tales que
(3.2.2) se cumple. Notemos que x,x; € R(X) y x1 # x, pues el arco zx; tiene
7 puntos de ramificaciéon. Queremos probar que z € P;. Consideremos que:

vz N R(X) ={z1,29,..., 21,2}

Hagamos x; = x y notemos que podemos reordenar los elementos de xyx N
R(X) de manera que:

a) r1xe C xix3 C ... C xwig € Xy = 1.

Notemos que, para cada 2 < j <14, el arco x;_;x; es libre en X. Si para
algin 1 < j < i se cumple que z; € P, como z;z C (z12] y 1 € R(X),
entonces |z;x N R(X)| < |z12 N R(X)|. Ya que esto contradice la eleccién de
x1, hemos probado lo siguiente:

b) Para ninguna 1 < j < ¢ se tiene que z; ¢ P;.

Supongamos que para alguna 2 <[ <i—1, z; € Fy. Sea j = max{l €
{2,3,...,i—1}: 2y € Py}. Por la definicién de P; y el hecho de que = ¢ B,
zj41 € Pp, lo cual contradice 1). Esto muestra que:

2) Para ninguna 2 < j <1 se tiene que z; € .

Ya que x5 es un arco libre en X, 1 € Py 23 € R(X) — (P U Py),
por la definicién de P, dada en (3.2.1), x5 € P,. Si 3 € P,, entonces existe
a; € P tal que ajz3 es un arco libre en X. Por 1), para cada j > 2, a1 # z;
y, ya que x3 # x1, pues P; y P5 son ajenos, x3x N R(X) = {3, 24,...,7;}.
Se sigue que a; ¢ z3x y, como ajxg es un arco libre en X, por la parte 3) del
Teorema 1.36, a;x3 N xgz = {x3}. Por consiguiente, a;x = ayx3 U z3x, por lo
que:

laix N R(X)| = {a1, 23,24 ..., 2} =i — 1 <i=|rzN R(X)|
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Esto contradice la eleccion de z; vy, asi, z3 ¢ P,. Ya que, ademés, xox3 es
libre, x3 € P3. Continuando este proceso, obtenemos que, para cada j < 1,
x; € P;. Esto prueba que x; € P;.

Ahora supongamos que = € P;. Como 7 > 0:
r € R(X)—Py=R(X)— RE(X)=RI(X).

Por la definicién de P;, existen x;,_1 € P,_1, x;_2 € P,_o, ..., 21 € P, tales
que:
TTi-1, Ti—1Ti—2, cey ToX1
son arcos libres en X. Entonces, 212N R(X) = {x1, z2}. Como x3 & {x1, 22},
por el Teorema 1.36, x1x9 N xox3 = {x2} vy, asi, x123 = x129 U 2923. Luego,
r123NR(X) = {x1, 29, 23} y, nuevamente por el Teorema 1.36, 123 Nxz32x4 =
{x3}, de donde =124 = 123 U 2374. Continuando este proceso, tenemos que:

Tl = 12 U Tol3 Uu---u T;—2X;—1 U i1, |IJZ1 N R(X)| =1

zxy N R(X) ={z1,29,..., 21,2}

Sea a € P;. Supongamos que a € xzy. Como {xy, 29, ..., x; 1,2} NP, =
{z1}, a = x,. Por lo tanto, |zx; N R(X)| = |za N R(X)|. Supongamos ahora
que a € X — xxy. Sea r: X — zxy la funcién primer punto en zx;. Por la
parte 7) del Teorema 1.33:

r(a) € xoy N R(X) = {xy,z9, ..., 21,2}

Hagamos x; = x y sea 1 < j < tal que r(a) = x;. Entonces, azx; N zz; =
{z;}. Ademads, como x; € P}, en el arco ax; debemos tener por lo menos un
punto de P, por lo menos uno en Pj, etc., es decir |(ax;) N Ps| > 1, para
cada s € {2,3,...,j — 1}. Esto implica que, |[az;) N R(X)| > j — 1. Como
lzz; "NR(X)| =i—j+1, ar; Nax; = {z;} y ar = ax; N xx;, sucede que:

laz N R(X)| = |[az;) N R(X)| + |zz; N R(X)| >
>G-D+@G@—j+1)=i=|zz;NR(X)|

Esto termina la demostracion. O]
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En el siguiente resultado mostramos otras propiedades de los conjuntos
Py, Py,...,P,.

Teorema 3.9. Sea X € F tal que X no es un arco. Definimos Py = RE(X),
para cada i € N, P; como en (3.2.1) y Ax como en el Lema 3.7. Entonces
Py, Py, ..., Py, son subconjuntos no vacios de R(X), ajenos dos a dos, con
las siguientes propiedades:

1) SiAx =0, entonces RI(X) = 0;

Ax
2) si Ax € N, entonces RI(X) = |J P;

i=1
3) si0<i< Ay yz€ P, entonces Orbx(z) C P,.

Demostracién. Por el Lema 3.7, By, P, ..., Py, son subconjuntos no vacios
de R(X) y ajenos dos a dos. Si Ax = 0 entonces, por la parte 1) del Lema 3.5,
para x € Py, resulta que Orbx(z) C Fy. Esto prueba, en este caso, 3). Por
otro lado, como Ax = 0, P, = (). Asi que, ningin punto de ramificacién de
X tiene adyacente un elemento de F,. Luego, cada punto de ramificacion
de X tiene a algin punto extremo de X como adyacente. Esto implica que
R(X) C By y, como también Py C R(X), R(X) = F,. Por consiguiente:

RI(X)=R(X)— RE(X)=R(X)— P, = 0.

Esto prueba 1). Supongamos ahora que Ay € N. Notemos que RI(X) # 0.
Para probar 2), tomemos un punto z € RI(X). Describiremos un proceso
finito, mediante el cual, obtendremos i € {1,2,..., Ax} y una sucesién finita:

Ty, Ti—1,Ti-2,...,T2,T1 (3-2'3)

de puntos de ramificacion de X, todos en el arco xz;, posiblemente dege-
nerado, y de modo que si x; = x, entonces zx; N R(X) = {x1,29,...,2;}
y x1 € P. Como z € RI(X), z € R(X)y x ¢ Fy. Asi que, ningtin punto
adyacente a z es un extremo de X. Por lo tanto, todos los puntos adyacentes
de x son puntos de ramificacion de X. Si algin punto adyacente de = estd en
Py, entonces Ax > 1y x € P;. En este caso el proceso termina y la sucesién
finita descrita en (3.2.3) es « (es decir, i = 1, ¢ < Ax y 1 = ). Para conti-
nuar el proceso, supongamos que todos los puntos adyacentes de z estan en
RI(X) = R(X) — P,. Notemos que esto implica que x ¢ P;.
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Si x tiene un punto adyacente x; € P, como z ¢ Py, x € P5. En este
caso el proceso termina y la sucesion finita descrita en (3.2.3) es z, z; (lo cual
siginifica que i = 2,1 < Ax y ¥ = z). Para continuar el proceso, supongamos
que ningun punto adyacente de x esta en P;. Sea:

Zi(x) ={y € X — {x}: y es adyacente a z}.

Notemos que, Z;(z) C X —(PyUP;) C RI(X). Ahora tratamos a los elemen-
tos de Z;(x) como hicimos con x. Observemos que, si un punto adyacente de
algtiin elemento y de Z;(x) es un punto de E(X) U Py, entonces y € Py U Py
lo cual es absurdo. Por lo tanto, para cada y € Z1(x):

Zo(y) ={z € X —{y,x}: z es adyacente a y}

estd contenido en R(X) — (Py U P;). Més atun, si algin elemento z; de un
conjunto Zp(xs) estd en Pj, x5 es un punto de ramificacién de X, que no
esta en Pp, pero tiene adyacente a un punto de P;. Entonces, A\x > 3y
ro € P,. Por consiguiente, £ no es un elemento de Fy U P, U P, y tiene
adyacente al punto xo de Ps; es decir, x € P3. En este caso el proceso termina
y la sucesién finita descrita en (3.2.3) es x,z9, 21 (es decir, i = 3,7 < Ax y
x3 = x). Para continuar el proceso, supongamos que, para cada y € Z;(z),

Ahora, para cada y € Z;(z), tratamos a los elementos de Z5(y) como
hicimos con los de Z;(z) y asi sucesivamente. En vista de que |R(X)| <
Ny, este proceso termina la primera vez que obtengamos un elemento ¢ €
{1,2,...,Ax} y una sucesién finita:

T, Ti—1,L5—2y...,T2,T1

de puntos de ramificacién de X, todos en el arco zx; y de modo que si x; = z,
entonces xxq N R(X) = {1, 29,...,2;} y 21 tiene un punto adyacente que
es un extremo de X, por lo que, z; € P;. Notemos que, por la forma que
seleccionamos el arco xxy, se satisface (3.2.2). Entonces, por el Teorema 3.8,
x € P,. Esto prueba que RI(X) C [J}¥, P;. Como la otra contencién se sigue
de la definicién de cada P;, tenemos que RI(X) = U;\jl P;, probando de esta
manera 2).

Como ya hicimos ver, si x € Py, entonces Orbx (z) C Py (Lema 3.5). Para
terminar la prueba del teorema, solo falta verificar que, si 1 <1 < Ay y x €
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P;, entonces Orbx (z) C P;. Notemos que, si z € Py, entonces z € R(X) — P
y existe xg € Py tal que zox es un arco libre en X. Si h € H(X), entonces
h(xo)h(x) es un arco libre en X tal que h(z) € R(X) — Py y h(zg) € Fo.
Es decir, h(z) € P;. Con esto hemos probado que, si x € P;, entonces
Orbx(x) C Pi.

Ahora supongamos que 1 < 7 < Ay y que x € P,. Por el Teorema 3.8,
existe 1 € P, tal que, para cada a € Py, ocurre que i = |zz1NR(X)| < |zan
R(X)|. Sean h € H(X), b€ P,y a= h~*(b). Como a € Orbx(b), entonces
a € Py, asi |12V R(X)| < JaxNR(X)|. Como h es un homeomorfismo, se
cumple que:

i = |h(z)h(z) N R(X)| < |h(az) N R(X)| = [bh(z) N R(X)).

Puesto que elegimos a b como un punto arbitrario de P, y h(z1) € Py, por
el Teorema 3.8, se cumple que h(z) € P,. Por lo tanto: Orbx(x) C P;. Esto
prueba 3). O

Si X € FyT(X) es alguno de los siguientes conjuntos: E(X), R(X),
O(X), RE(X), RI(X), OE(X), o OI(X), denotaremos por nr(x) a la car-
dinalidad de la familia de las orbitas de X que estdn contenidas
en T(X).

Con la finalidad de simplificar la notacion, cuando sea claro a qué espacio
nos estamos reﬁriendo, denotaremos Por nNg, Nr, Mo, Noke, Nor, Mrr Y POr NrE
al nimero de érbitas contenidas en F(X), R(X), O(X), OF(X), OI(X),
RI(X) y RE(X), respectivamente. Notemos que estos nimeros estan bien
definidos gracias a 1) del Lema 3.5. Recordemos que 7x denota el grado de
homogeneidad de un espacio X; es decir, nx es la cardinalidad de la familia
de las érbitas de X.

Teorema 3.10. Sea X € F tal que R(X) # (). Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) nre = NEg = NoE;
2) nor > Nrr;

3) nx =Nrr +3re +nor Y 3re + 2nrr < nx < 3noe + 2101
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Demostracién. Para probar 1), mostraremos primero que nog = ngrg. Para
esto definiremos una funcién biyectiva de la familia de las 6rbitas contenidas
en OF(X), que denotaremos por O, a la familia de las érbitas contenidas en
RE(X), que denotaremos por RE. Por el Lema 3.4, OE(X) # 0y RE(X) #
0, asi que, O # ) y RE # 0. Es facil ver, utilizando el Teorema 3.1, que se
cumple la siguiente afirmacion:

a) Para cada x € OF(X) existen dos elementos tnicos a, € RE(X) y
e, € F(X) tales que e a, es el arco externo en X que contiene a x en
su interior.

Sea f: O — RE la funcién definida, para cada Orbx(x) € OE, por:
f(Orbx(z)) = Orbx(a,).

Veremos que f estd bien definida y es biyectiva. Sea Orbx(z) € OE. Como
Orbx(xz) C OFE(X), entonces x € OFE(X). Por a), a, € RE(X) y, por la
parte 1) del Lema 3.5, Orbx(a,) C RE(X); es decir, f(Orbx(x)) € RE.
Esto prueba que la imagen de f estd contenida en RE.

Ahora veamos que:

b) Para cada x,y € OE(X), Orbx(z) = Orbx(y) si y sélo si Orbx(a,) =
OI‘bx<ay).

Sean z,y € OE(X). Si Orbx(z) = Orbx(y), entonces y € Orbx(x). Esto
significa que, bajo un homeomorfismo, la imagen del arco externo e,a, que
tiene a x en su interior, es un arco externo que tiene a y en su interior. Apli-
cando a), dicha imagen es el arco externo eya,. Como el orden de un punto
es invariante bajo homeomorfismos, sucede entonces que a, € Orbx(a,).
Por tanto, Orbx(a,) = Orbx(a,). Ahora, supongamos que Orbx(a,) =
Orbx(a,). Luego,e,a, es un arco externo tal que a, € Orbx(a,). Usando
la parte 2) del Teorema 3.6, e, € Orbx(e,). Entonces, por la parte 3) del
Teorema 3.6, y € Orby(x). Esto prueba que Orbx(z) = Orbx(y), lo que
concluye la demostracién de b).

De b) se infiere que f esta bien definida. Ademads, si Orbx(x), Orbx(y) €
O¢& son tales que:

Orbx(a;) = f(Orbx(x)) = f(Orbx(y)) = Orbx(ay).
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Entonces z,y € OFE(X) y, por b), Orbx(z) = Orbx(y). Esto prueba que f
es inyectiva. Probemos que f es suprayectiva. Sea Orbx(a) € RE. Entonces
a € RE(X) vy, asi, existe e € E(X) tal que ae es un arco externo. Tomemos
z € (ae). Como x € OFE(X), por la parte 2) del Lema 3.5, Orbx(z) € O€.
Asi que, podemos evaluar f en Orby(x), ademds, de a), obtenemos que a =
a,. En consecuencia, f(Orbx(z)) = Orbx(a,) = Orbx(a). Esto prueba que f
es suprayectiva. Por lo tanto, f es biyectivay, asi, ngg = |RE| = |O&| = noEk.

Veamos que ngr = ng. Notemos que, por el Teorema 3.1, para cada
r € E(X), existe un unico a, € RE(X) tal que za, es un arco externo
en X. Usando este hecho y los incisos 1) y 2) del Teorema 3.6, de manera
similar al procedimiento anterior, podemos definir una funcién biyectiva de
la familia £ de las drbitas contenidas en F(X) a RE, lo cual muestra que
nre = |RE| = |€] = ne. Esto concluye la prueba de 1).

Para probar 2), definiremos una funcién suprayectiva de la familia de
las drbitas contenidas en OI(X), que denotaremos por OZ, a la familia de
las 6rbitas contenidas en RI(X), que denotaremos por RZ. Si RI(X) = 0,
entonces OZ = () y nr; = 0 < np;. Supongamos, por tanto, que RI(X) # 0.
Entonces, RZ # (). Fijemos un elemento a € RI(X). Luego, a es punto final
de un arco interno ab en X. Por consiguiente, ) # (ab) C OI(X), por lo que
OI(X) # 0. Asi, O # (. Esto implica que nor > 1y ngr > 1.

Sean Py = RE(X) y, para cada i € N, P, el siguiente conjunto:

i1
{m € R(X)— U P;: existe y € Pi_; tal que 2y es un arco libre en X} .
j=0

Tomemos Ay tal que Py, # 0y, para cada i > \x, P; = (). Recordemos, por
el Lema 3.7, que:

Py, Py, Ps, ..., P\, son subconjuntos no vacios de X y ajenos dos a dos.

Como RI(X) # (0, por la parte 1) del Teorema 3.9, Ax € N, asi que, por la
parte 2) del mismo teorema, RI(X) = U;\jl P,. Utilizando el Teorema 3.1,
asi como la definicién de los conjuntos P;, se tiene el siguiente resultado:

c) Paracadaxz € OI(X) existen i € {1,2,..., Ax} asi como dos elementos
unicos z;_1 € P,_1 vy x; € P; tales que x;_1x; es el arco interno en X
que contiene a x en su interior.
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Definamos f: O — RZ como sigue. Para Orbx(z) € OZ, tomamos i, x;_1
y &; como en ¢) y hacemos:

f(Orbx(z)) = Orbx(z;).

Veamos que f estd bien definida. En efecto, sean x € OI(X) y y €
Orbx(x). Entonces, existen i < Ay, z;_1 € P, x; € P,y h € H(X) tales
que z;_q1z; es el arco interno que tiene a x y h(z) = y. Por consiguiente, y €
OI(X) es un elemento del arco interno h(x;—1z;) = h(z;—1)h(z;). Ademas,
por la parte 3) del Teorema 3.9, h(x;—1) € P,y y h(x;) € P,. Luego, de la
definicion de f, f(Ox(y)) = Orbx(h(z;)). Ya que Orbx(h(z;)) = Orbx(z;),
hemos probado lo siguiente:

f(Ox(y)) = Orbx (h(x:)).

Esto implica que f esté bien definida.

Ahora probemos que f es suprayectiva. Tomemos y € RI(X). Como
RI(X) = U?fl P;, existe 1 <17 < Ax tal que y € P;. Luego, por la definicién
de P;, existe z € P;_; tal que zy es un arco libre en X. Como ¢ > 1 tenemos
que P,_; C R(X), por lo que zy es un arco interno en X. Notemos que, si
x € (zy), entonces x € OI(X) y f(Orbx(z)) = Orbx(y). Esto prueba que f
es suprayectiva. Por tanto:

nrr = |RZ| < |OZ] = noy.

De esta manera, se cumple 2). Para probar 3), recordemos que X es unién
de sus érbitas. Como X es unién de los conjuntos ajenos dos a dos:

E(X),RE(X),RI(X),0OE(X) y OI(X),
utilizando el Lema 3.5 y las igualdades ngr = ng = nog, obtenemos que:
Nx = Ne +Nrr +Nre + Noke + Nor = NMre + Nri + NrRE + NRE + Nor =
= nrr + 3Nre + Nor-
Como nor > nrr, sucede que:
3nre + 2Nrr = 3Nre + Nerr + Mrr < 3Nre + Nrr + Nor = Nx

y
Nx = Nrr + 3Nre + Nor < Nor + 3Mre + Nor = 3Mre + 2n071.

Esto prueba 3). O
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Corolario 3.11. Si X € F, entonces nx € N — {1}. Es decir, eziste n €
N — {1} tal que X es ~-homogéneo.

Demostracién. Si R(X) = (), entonces X es un arco, el cual es %—homogéneo.
Si R(X) # (), por la parte 3) del Teorema 3.10, tenemos que:

Nx = Nr1 + 3MrE + Nor-

Ya que R(X) es finito, por el Lema 3.4, OE(X) # 0 y RE(X) # ), asi que
nor > 1y nre > 1. Luego, nx = nrr + 3nre +nor > 0+ 3 4+ 0 = 3. Ahora
bien, como R(X) es finito, los cardinales ng; y nre son finitos. También,
como R(X) es finito y todo arco interno esté determinado por sus dos puntos
finales, entonces sélo hay una cantidad finita de arcos internos. Ademas, por
los incisos 1) y 3) del Teorema 3.6, si ab es un arco interno en X, entonces
(ab) estd contenido una 6rbita de X. Esto es, el cardinal no; es finito; es
decir, ny € N—{1}. O

3.2.1. Dos Familias de Dendritas en F

Empezaremos esta secciéon construyendo dos familias de dendritas. Con
la unién de dichas familias, obtendremos una familia numerable de dendritas
en F tal que, para cada n € N — {1}, dicha familia tiene un elemento %—

homogéneo.

Sean k € N, ny € {2,3,...,w} y ng,ng,...,nx € {3,4,...,w}. Cons-
truiremos, en R? una dendrita F}, ,, .. Fijemos un punto a € R? y ha-

gamos A; = {a}. Definimos Ay como sigue: si ny € N — {1}, tomamos
ai,as...,a,, € R?*—{a} de manera que, para cada i,j € {1,2,...,n;} con
i # j, aa; Naa; = {a} y hacemos Ay = {aj,as,...,a, }. Observemos que,

|A2| = ny. Si ny = w, tomamos una sucesién {a, }, de puntos de R* — {a},
que converge a a, de manera que, para cada ¢, j € N con i # j, aa;Na; = {a}.
Definimos Ay = {a,: n € N}. Observemos que, en este caso, |As| = Ny. Sea:

Fn1 = U{aai: a; € Al}

Notemos que F,,, es una dendrita, homeomorfa a las que definimos en (1.6.1)
y (1.6.2). Definamos Az como sigue: si ny € N—{1, 2} entonces, para cada a; €
Ay, tomamos a;i, @, - - ., Uj(ny—1) €N R2 — F,, con las siguientes propiedades:

1) a;ay Naamm = {a;}, para cada [,m € {1,2,...,ny — 1}, con | # m;
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2) para cada a;,a; € Ay, con i # j, los (ny — 1)-odos simples (J{a;a;: [ €
{1,2,...,no = 1}} vy U{aja;: 1 € {1,2,...,ny — 1}}, son ajenos.

Sea:
Asy={ajj:a;€ Ay y je{1,2,...,np — 1}}.

. . -, 2
Si ny = w tomamos, para cada a; € Ay, una sucesién {a;;}; en R* — F,,, que
converge a a; y con las siguientes propiedades:

3) a;a; N a;a;, = {a;}, para cada [,m € N, con [ # m;

4) paracada a;,a; € As, coni # j,las copias | J{a;a;: | € N}y U{aja;: 1 €
N} de la dendrita F,,, son ajenas.

Sean Az = {a;j: a; € Ay, j € N}. Observemos que, |Az| = (n1)(ng — 1), si
ni,ne € Ny, en otro caso, |Az] = Ny. Hagamos:

Fn17n2 = an1 U <U{aiaij: a; € Ag y Cl,ij € Ag}) .

Notemos que, F,,, », es una dendrita que se obtiene, pegando en cada punto
extremo de F},,, (ny — 1)-odos simples ajenos dos a dos o bien, copias ajenas
dos a dos de la dendrita F,. Por ejemplo, F,, 4 es la dendrita que se obtiene
pegando por cada punto extremo de Fi,, un triodo simple, de manera que los
triodos simples son ajenos dos a dos y el vértice de cada uno de estos triodos
simples es el correspondiente punto extremo de F,. Por otro lado, I}, es la
dendrita que se obtiene pegado, por cada punto extremo del 4-odo simple
F4, una copia de la dendrita F,,, de manera que, las copias son ajenas dos
a dos y el vértice de cada una de estas copias, es un punto extremo de Fj.
Notemos también que F, 4 y Fy, no son homeomorfos.

Ahora, construimos un conjunto A4 cuya cardinalidad es nq(ne—1)(ng—1),
si ny,ng,m3 € N —{1,2}, o bien es Xy. Construimos también una dendrita
Fo\ nyms, que se obtiene pegando en cada punto extremo de F,, ,,, (ng — 1)-
odos simples ajenos dos a dos cuyos vértices son el correspondiente punto
extremo de F,, », (si n3 € N —{1,2}), o bien pegando copias ajenas dos a
dos de la dendrita Fi,, cuyos vértices son el correspondiente punto extremo
de F,, n, (si n3g = w). En la Figura 3.1 mostramos la dendrita F3 3 4.

Siguiendo este proceso k pasos, construimos el correspondiente conjunto
Ajy1 y la dendrita F,, , . p,.. Hagamos X = F),| ,, .. No es dificil ver que,
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ds2s as3
as22 ekA as 2 asi2
QAz22 a2
as21 asi1
am___ 82|  am A1z 82 auw
az ai
a
a3 a1 a3 a1
a1 an
a2 a2

Figura 3.1: F334

si nq > 3, entonces:

R(X) = <UA1> vy E(X)= A

Ademaés, x € R(X) siy sélo si x = ay ordy(x) =ny, 0 bien, x £ ay x
satisface la siguiente propiedad:

(%) Existen [ € {2,3,...,k} y puntos my,ms,...,m;_1 tales que: my €
{1,2,...,n1}, para cada 2 < i <[ — 1, sucede que m; € {1,2,...,n; —
1}, = Gmymgoomy_, € Ay, por tltimo, ordx(z) = n.

Notemos que, si n; = 2, entonces R(X) = Uf:g A, E(X) = A1 y
los puntos ramificacion = de X son los que tienen la forma descrita en (x).
Independientemente del valor de nq, al punto a de X le llamaremos el vértice
inictal de X.

Las dendritas £, »,.. n,, tienen un nimero finito de puntos de ramifica-
cion. Por lo tanto, pertenecen a la familia F que estudiamos en la seccién
anterior. Observemos que Fj es un arco.

Sean k € Ny ny,ng,...,n; € {3,4,...,w}. Vamos a construir ahora,
en R?, una dendrita Yo na,..m,- Consideremos dos copias ajenas M; y Mo
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de la dendrita F;,, 1, n,, con vértices iniciales a y b, respectivamente.
Entendemos que, si n; = w, entonces n; — 1 = w. Consideremos un arco B
en R?, con puntos finales a y b y cuya interseccién con M; U My es {a, b}.
Definimos:

Ynl,ng,.“,nk = Ml U B U MZ-

En la Figura 3.2 mostramos la dendrita Y} 3 4.

Sea g: M; — M un homeomorfismo tal que g(a) = b. Hagamos B; = {b}.
Utilizaremos en M;, la notacién que indicamos en (x) para los puntos de
ramificacion de Fy,, 1, . n,, distintos de su vértice inicial. Si1 <l <k +1
Y Qmymgmy_, € A es un punto de R(M;) U E(M,), distinto de a, entonces
binyms-mi_y = 9(@mymg-m,_,) € un punto de R(Ms) U E(M,) distinto de b, y
se encuentra en B; = g(A;). De esta manera, Y =Y}, n, . n,. €s una dendrita
tal que:

k
R(Y) = U Al U Bl y E(Y) = Ak+1 U Bk+1.
=1

Ademds, x € R(Y) siy sélo si existe [ < k tal que x € A\UB; y ordy (z) = ny.
Observemos que las dendritas Y, », . n,., que acabamos de describir, tienen
un numero finito de puntos de ramificacion. Por lo tanto, pertenecen a la
familia F que estudiamos en la seccién anterior. Notemos también que Y3 es
homeomorfo a la letra H.

Q32 asn bazs bs11
as as as ba bs as
az b;
az b2
a b
ax 521
aizs am bizs b1
am aiz an A b1z | b1
ai | b1 |
aiz1 ain

Figura 3.2: Una Copia De Y, 34
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Una vez descritas las dendritas F5, ny. . ne ¥ Yo na,...n,» DUestro siguiente
objetivo es calcular su grado de homogeneidad. Para ello seran de utilidad
los siguientes resultados. Recordemos que, si X es un continuo y a € X,
entonces A, es la familia de todas las componentes de X — {a}.

Lema 3.12. Sean X € F tal que X no es un arco y a € R(X). Supongamos
que A C A, es tal que sus elementos son homeomorfos dos a dos y |A| > 2.
Entonces, para ningin h € H(X), se tiene que h(a) € |J A.

Demostracién. Sea A C A, tal que sus elementos son homeomorfos dos a
dos. Supongamos, por el contrario, que existen h € H(X) y B € A tales que
h(a) € B. Como B es una componente de X — {a}, h(B) es una componente
de X —{h(a)}. En vista de que X eslocalmente conexo, By h(B) son abiertos
en X. Ahora bien, por la parte 1) del Teorema 1.10, Clx(B) = B U {a},
asi que:

h(Cly(B)) = h(B)U{h(a)} v h(a)eBC X — {a}.

Notemos que h(a) # a. Supongamos que a ¢ h(B). Entonces h(Clx(B)) es
un subconjunto conexo de X —{a}. Como h(a) € h(Clx(B))N By B es una
componente de X —{a}, entonces h(Clx(B)) C B. De esta manera, By h(B)
son dos subconjuntos abiertos de X, homeomorfos y comparables. Entonces,
por el Teorema 1.6, B y h(B) tienen los mismos puntos de ramificacién. Sin
embargo, h(a) € (BN R(X)) — h(B). De esta contradiccién se infiere que
a € h(B).

Puesto que a € h(B), resulta que h(B) es la componente de X — {h(a)}
que tiene al punto a. Como | A| > 1, podemos tomar C' € A—{B}. Entonces,
C' es una componente de X — {a} diferente de B, por lo que C' es abierto en
X vy, ademés, h(a) ¢ C. Luego, Clx(C) = CU{a} C X —{h(a)}, CU{a}
es conexo y tiene al punto a. Por lo tanto, C'U{a} C h(B). De esta manera,
C'y h(B) son dos subconjuntos abiertos de X, homeomorfos (pues h(B) es
homeomorfo a By B es homeomorfo a C'), y comparables. Por el Teorema 1.6,
C'y h(B) tienen los mismos puntos de ramificacién. Sin embargo, a € (h(B)N
R(X)) — C. De esta contradiccion se tiene que h(a) ¢ |J.A. O

Bajo las condiciones descritas en el lema anterior, para cada h € H(X),
como h(a) ¢ |JA, resulta que h(a) = a, o bien h(a) es un elemento de una
componente de X — {a} que no es homeomorfa a las que integran la familia
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A. En efecto, si h(a) € C € A, — Ay C es homeomorfo a un elemento
de A, entonces A" = AU {C} C A, es no degenerada, sus elementos son
homeomorfos dos a dos y h(a) € |J A, contradiciendo el Lema 3.12.

Otra consecuencia del Lema 3.12, es la que presentamos en el siguiente
resultado.

Lema 3.13. Sean X € F tal que X no es un arco y a € R(X). Si para
cada A € A, existe B € A, —{A} tal que A y B son homeomorfos, entonces
Orbx(a) = {a}.

Demostracién. Sib € Orby(a)—{a}, entonces existen A € A, y h € H(X)
tales que b € A y b = h(a). Por hipétesis, existe B € A, — {A} tal que A
y B son homeomorfos. Sea A = {A, B}. Entonces A es una subfamilia no
degenerada de A,, cuyos miembros son homeomorfos y h(a) € |J.A. Esto
contradice el Lema 3.12, asi que Orbx(a) = {a}. O

En el siguiente resultado calculamos el grado de homogeneidad de las
dendritas Iy, nyne ¥ Yoimne,.onk-

Teorema 3.14. Sean k € N y ny,no,...,n, € {3,4,...,w}. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Foyng.my, €S —2k£rl—h0mogéneo y, para cada | < k, A; = Py_; es una

orbita de Fy, pny....nps

2) Yoing. n, €S m—homogéneo y, para cada | < k, AyU B, = Py_; es

una orbita de Y, ny -
Demostracién. Sean k € Ny ny,na,...,n, € {3,4,...,w}. Para facilitar
la notacién, hagamos X = F,, n, -
Tomemos [ € {2,...,k} y un punto am,my..m,_, € A;. Notemos que
Qpmymsy--m,_, €S un punto de ramificacién de X que satisface lo que se in-
dica en (%). Denotemos por a,_, al punto aq;..; € A;. Construiremos un
homeomorfismo h: X — X tal que h(ay,_,) = amymy-m,_, ¥y h(a) = a.

Sing € N—{1,2}, hacemos I = {1,2,...,n1} v, si n; = w, definimos
I, = N. Para cada i € {2,3,...,k}, hacemos I, = {1,2,...,n; — 1}, si
n; € N—{1,2}, mientras que, si n; = w, definimos I; = N.
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Observemos que m; € I;, para cada i € {1,2,...,l — 1}. Definimos, para
cada 1l < i < kuna funcion o;: I; — I; de la siguiente manera. Si 1 <i < [—1,
entonces:

my;, sij=1;
Uz(]) = L, 1 j = mg;
t, sijé{1,m}.

Sil < i <k hacemos o0;(t) = t, para cada t € I;. No es dificil ver que cada o;
es biyectiva.

Ahora definiremos el homeomorfismo h. Hagamos h(a) = a y, para cada
J € Ii, hlag; un homeomorfismo lineal tal que h(a;) = a,,(;) y, por tanto,
h(aaj) = aa,, (). Tenemos asi definido h en F, .Supongamos que hemos
definido hen F,, ;. n, o, Para2 < i < k. Notemos que E(Fy, ny...ni ) = Ai.
Para cada aj,j,..;, € Ai41 definimos h de manera que:

haj, jy...ji_y @y jy-j; €S U homeomorfismo lineal tal que
h(ajle"‘ji) = oy (j1)o2(j2)04(4i) -

Por tanto,

P(@jyjojios @jrjoogirgi) = M@oY @y 150) =

= Qoy(j1)o2(j2)0i—1(Gi1) A1 (j1)o2(52) - 0i—1(ji—1)0: (i) -

Asi, hemos definido h en F,, ,, ;. Por [26, Teorema 9.4, pag. 83],
h: X — X esta bien definida y es continua. Ademds, como cada funcion
o; es biyectiva y cada restriccién hl,. . .. es un homeomorfismo,
- J1J2°°04—177132""Ji—134 .
h también es un homeomorfismo. Observemos que, para cada ¢ < [ — 1,
h(a;) = amymy-m; ¥ h(a) = a. Con esto hemos probado la siguiente afirma-
cion:

a) Sil <l <kyuaxz € A, entonces existe h € H(X) tal que h(a) =ay
h(ay, ,) = x.

Por a), se cumple que:

b) A; C Orbx(ay,_,), paracada 1 <1 <k.
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Por construccion, Ax.; = E(X) y, para cada i € {1,...,k}, A; es justo
el conjunto de los puntos adyacentes de A; 1, que no estan en ninguno de los
A;j, para j > i+ 1. Es decir:

Py=Ar=RE(X),Pr=Ax1,...,P1 = Ay = {a}.

De esto y la parte 3) del Teorema 3.9, se sigue que, para cadal € {1,2...,k},
Orbx(a;—1) C A;. Por b) obtenemos la igualdad; es decir:

d) Para cada [ < k, A; es una 6rbita de X.

Como RE(X) = Ay y RI(X) es la unién de los conjuntos ajenos dos a
dos Ay, Ag, ..., Ax_1, por d) se cumple que:

nrr=k—1 "y nre=1.
Para cada ¢ € {1,2,...,k — 1}, hagamos:
O; = {x € X: existe un arco libre ¢d tal que x € (cd),c € A; y d € A1}

Notemos que, si z € O;, por d) y la parte 3) del Teorema 3.6, Orbx(z) = O;.
Por lo tanto, cada O; es una 6rbita de X. Como OI(X) es la unién de los
conjuntos ajenos dos a dos Oy, O, ..., 01, nor = k — 1. Aplicando la parte
3) del Teorema 3.10, encontramos que X tiene exactamente ng;+3nre+nor =
(k—1)+3+ (k—1) =2k + 1 6rbitas. Esto concluye la prueba de 1).

Utilizando argumentos similares a la prueba de 1), mostraremos 2). Ha-
gamos Y =Y, n, .. Sabemos que Y = M; U B U M, donde M; y M, son
copias ajenas de F,, 1 n,,..n,, cOn vértices iniciales a y b, respectivamente y,
ademds, B es un arco con puntos finales a y b tal que M; U My N B = {a, b}.
Tomemos, de la construccién de Y, un homeomorfismo ¢g: M; — M, tal
que: g(a) = by, si 1 <1 < k+1Y tmymy-m_, € A es un elemento de
R(M;)U E(M,) —{a}, entonces b, my-m;_; = 9(@mymsg-m,_,) €S un elemento
de R(Ms) U E(My) — {b}, y se encuentra en B; = g(4;).

Sea f: B — B un homeomorfismo tal que f(a) = b. Consideremos la
funciéon G: Y — Y definida como sigue:

g(x), six € M;y;
G(r)=<¢ g 'z), size€ My
f(x), six e B.
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Es facil ver que G: Y — Y es un homeomorfismo. Sean 1 < [ < k y
Qj i, € Ai. Por a), existe un homeomorfismo h: M; — M; tal que h(a) =
ay h(ai,_,) = aj jpj,_,- Como My N (BUM,) = {a}, podemos extender h a
una funcién H: Y — Y, tomando la identidad en BU M. Luego, H y G son
homeomorfismos de Y en si mismo tales que (G o H)(a) = G(a) = g(a) = b
y, para cada (ji,J2,...,51-1) € I X Iy X -+ x [;_1, se cumple que:

(G o H)(ar11) = G,y ;) = bjyjojy-

Como B es un arco libreen Y y b € Orbx(a), del Teorema 3.2 y lo que hemos
mostrado, se sigue la siguiente afirmacion:

e) Orby(a) = {a,b} = A; y, paracada 2 < [ < k+ 1, A UDB, C
Orby (ay,_,).

Por construcciéon, Ay UBy 1 = E(X) y, paracadai € {1,...,k}, A;UB;
es el conjunto de los puntos adyacentes de A;,1UB;,1, que no estan en ningun
A; U B, para j > i+ 1. Es decir:

POIAkUBk:RE(X),Pl :Ak,1UBk,1,...,P]€,1 :A1UBl :{a,b}.

De la parte 3) del Teorema 3.9, se sigue que, para cada [ € {1,2... k},
Orbx(a;—1) C A;. Por lo tanto:

f) Para cada | < k, A; U B; es una érbita de X.

Como RE(Y) = Ay UBy y RI(Y) es la unién de los conjuntos ajenos dos
a dos:
Al U B17 A2 U B27 s 7Ak71 U Bk*h

por f), nriyy =k =1y nrey) = 1.
Hagamos O], = (ab) y, para cada i € {1,2,...,k — 1}:

O; = {.T €Y: existen c € (Az U Bz) y d e (Ai+1 U Bi—i—l)
tales que = € (cd) y cd es libre}.

Sea i € {0,1,...,k —1}. Si x € O}, por f) y la parte 3) del Teorema 3.6,
Orby (z) = O}. Por lo tanto, cada O] es una 6rbita de Y. Como OI(Y) es
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la unién de los conjuntos ajenos dos a dos Oy, 01, ..., O, _;, hemos probado
que nory) = k. Por la parte 3) del Teorema 3.10, Y tiene exactamente:

Nriy) + 3Nrey) + Noryy = (k—=1)+3+k =2k +2
érbitas. Esto prueba 2). O

Corolario 3.15. Para cada m € N — {1,2}, se cumplen las siguientes afir-
Mactones:

1) Eziste una familia infinita numerable de drboles %-homogéneos;

2) eziste una familia infinita numerable de dendritas %-homogéneas en F,
que no son arboles.

Demostracion. Si m es impar entonces existe £ € N tal que m = 2k + 1.
Entonces:

{Foingmy: M2, ..., € N—{1,2}}
es una familia infinita numerable de arboles %—homogéneos, mientras que:

{Fw,ng,‘..,nk DN, N3, ..., N € N — {17 2}}

es una familia infinita numerable de dendritas %—homogéneas en F, que no
son arboles.

Si m es par, existe k € N tal que m = 2k. Entonces:

{Yoimormp_y s M1 May .,y € N—{1,2}}

es una familia infinita numerable de arboles %—homogéneo7 mientras que:

{Fw,nz,...,nk,l PN, N3, ..., N1 € N — {17 2}}

es una familia infinita numerable de de dendritas %-homogéneas en F, que
no son arboles. ]

Como ya hemos indicado, no hay dendritas homogéneas y la tnica den-
drita %—homogénea es el arco.

A continuacion presentaremos algunos resultados que ayudaran a contar
las orbitas de cualquier dendrita X en F. Contaremos las 6rbitas contenidas
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en cada uno de los subconjuntos RE(X), RI(X), OE(X), OI(X) y E(X).
Esto serd util para caracterizar las dendritas %—homogéneas de la familia F,
paran € {3,4,5,6}.

Si X € Fnoesun arcoy a € R(X), definimos
N, ={be R(X)—{a}: ab es un arco interno en X}. (3.2.4)

Entonces N, es el conjunto de los puntos adyacentes de a, que son puntos
de ramificacién de X. Observemos que N, = 0 si y sélo si R(X) = {a}.
Notemos también que, si A es una componente de X —{a}, entonces ANN, =
() siy sélo si A = (ae], para algiin punto e € F(X).

Lema 3.16. Sean X € F tal que X no es un arco y a € R(X). Si |[N,| > 2
y los puntos de N, estdn en la misma orbita de X, entonces Orbx(a) = {a}.

Demostracién. Tomemos a € R(X) y consideremos la familia 4, de las
componentes de X — {a}. Definimos:

A={AcA,: ANN, 0}

Como |N,| > 2, existen dos elementos distintos B y D en A. Sean b,d € N,
tales que b € B y d € D. Por hipdtesis, N, es una orbita de X, asi que
d € Orbx(b). Ya que ad es un arco libre y a € Orbx(a), por la parte 2)
del Lema 3.3 aplicada con ¢ = a, existe g € H(X) tal que g(a) = a 'y
g(b) = d. Como ¢(B) es una componente de X — {g(a)} = X — {a}, se
cumple que g(B) = D. Al tomar B y D de manera arbitraria en A, hemos
probado que los elementos de A son homeomorfos dos a dos. Supongamos
que existe h € H(X) tal que h(a) # a. Ya que N, es no degenerado, usando
el Lema 3.12, obtenemos que h(a) ¢ |J.A. Luego, si A es la componente
de X — {a} que tiene a h(a), entonces A ¢ A; es decir, A no intersecta a
N,. Asi, existe e € F(X) tal que ae es un arco externo. Esto implica que
h(a) € ae, pero esto no puede ocurrir, pues h(a) # a y a € R(X). Por lo
tanto, Orbx(a) = {a}. O

Teorema 3.17. Sea X € F tal que X es %-homogéneo, para alguna n €
N — {1}. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) R(X) =10 siysdlo sin=2;
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2) si|R(X)| > 2, entonces nor > 1 y, ademds,, cada punto de ramificacion
de X es punto final de un arco interno de X;

3) |[R(X)| =1 siy sélo sin=S3;
4) sinrp > 2 y RI(X) # 0, entonces noy > 2 yn > 9;
5) si |RI(X)| > 2, entonces nor > 2 y n > 6.

Demostracién. Por la parte 6) del Teorema 1.23, R(X) = () si y s6lo si X
es un arco y, por [52, Corolario 3.7, pag. 2225], esto ocurre si y sélo si X es
%-homogéneo7 es decir, si y s6lo si n = 2. Esto prueba 1).

En lo que resta de la prueba consideraremos R(X) # 0 y, asi, por el
Lema 3.4, ngg > 1. Ademds, la parte 3) del Teorema 3.10 dice que:

n=1x = 1rr + 3Nre + Nor- (3.2.5)

Para probar 2), supongamos que R(X) es no degenerado. Sean a € R(X)
v b e R(X)— {a}. Como R(X) es finito, podemos tomar a; € ab N R(X)
tal que (aa;) N R(X) = 0; es decir, aa; es un arco interno en X que tiene
al punto de ramificacién a. Asi, OI(X) # (), con lo que, no; > 1. Ya que a
fué tomado de manera arbitraria en R(X), concluimos la prueba de 2).

Para ver 3), supongamos que |R(X)| = 1. Entonces, R(X) = RE(X) es
una 6rbita degenerada de X, RI(X) = (0 y OI(X) = (). Aplicando (3.2.5),
obtenemos que n = 3. Ahora, si n = 3, como nrg > 1, por (3.2.5), no; =0 =
nrr = 0. Luego, por 2), |R(X)| = 1. Esto prueba 3).

Para probar de 4) y 5) utilizaremos la siguiente afirmacién:

a) Si |[R(X)| > 2, ab es un arco interno en X y existe ¢ € R(X) —
(Orbx (a) U Orbx (b)), entonces no; > 2.

En efecto, como |R(X)| > 2, por 2), existe d € R(X) tal que cd es un
arco interno en X. Puesto que ¢ ¢ Orbx(a) U Orbx(b), por la parte 3) del
Teorema 3.6, los puntos en (ab) y los puntos en (cd) no comparten drbita.
Por lo tanto, no; > 2. Esto prueba a).

Para probar 4), supongamos que ngp > 2y que RI(X) # (. Si |R(X)| =1
entonces, como hicimos ver en la prueba de 3), RI(X) = (. Esto es una
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contradiccién y, asi, |[R(X)| > 2. Por 2), noy > 1. Sean a € RI(X) y b €
R(X), de modo que ab es un arco interno en X. Si b € RI(X), tomamos
c € RE(X)y,sibe RE(X), como ngg > 2, tomamos ¢ € RE(X)—Orbx (b).
Notemos que, en ambos casos, ¢ ¢ Orby (a)UOrbx (b). Luego, por a), nor > 2.
Aplicando (3.2.5), obtenemos que n > 1+ 6 + 2 = 9. Esto prueba 4).

Para probar 5), supongamos que |RI(X)| > 2. Como RI(X) C R(X),
|R(X)| > 2y, por 2), nor > 1. Si nrg > 2, como |RI(X)| > 2, en particular
RI(X) # 0. Entonces, por 4), no; > 2y n > 9 > 6. Supongamos, por tanto,
que nrep = 1. Si ngrr > 2, por la parte 2) del Teorema 3.10, no; > nr; > 2
y, por (3.2.5), n > 2+ 3+ 1 = 6. Supongamos entonces que ng; = 1. Como
nre =Nrr = 1, RE(X) y RI(X) son dos dérbitas de X.

Seaa € RI(X). Entonces a € R(X)—RE(X), por lo que existen al menos
tres arcos internos que tienen a a como punto final. Esto implica que |N,| > 3.
Si N, C RE(X) o bien N, C RI(X), todos los puntos de N, estan en la
misma 6rbita de X. Luego, por el Lema 3.16, Orbx(a) = {a}. Esto no puede
ocurrir, pues RI(X) es una 6rbita de X y |RI(X)| > 2. Por lo tanto, existen
be N,NRI(X)yce N,NRE(X). Notemos que ¢ ¢ Orby(a) U Orbx(b) v,
por a), nor > 2. Ademds, por (3.2.5), n > 1+ 3+ 2 = 6. Esto prueba 5). [

Corolario 3.18. Sea X € F. Entonces X es %-homogéneo sty solo si existe
ke {3,4,...,w} tal que X es homeomorfo a F.

Demostracién. La prueba es consecuencia inmediata del inciso 3) del Teo-
rema 3.17. [

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de las dendritas
Yo na....ns que ayudara a probar que las unicas dendritas cuyo conjunto de
puntos de ramificacién es finito y son }L—homogéneas o bien %—homogéneas,
son las dendritas Yy, y Yy, n,, respectivamente, donde ny,ny € {3,4,...,w}.

Recordemos que, para una dendrita X € F, R,(X) es el conjunto de
puntos de X que tienen orden n y Py = RE(X). Tomaremos Ax y P; como
en el Lema 3.7, i < Ayx. Es decir, Ay € NU {0} es tal que P\, # 0, si
i>Mx, B, =0y, s11<1i< )y, los elementos de P; son aquellos puntos de
ramificacién de X, que no estan en las P; anteriores (0 < j < i — 1), pero
tienen adyacente a algin punto de P;_;.
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Lema 3.19. Sean X € F tal que X no es un arco, k € N yny,no,...,ng €
{3,4,...,w}. Entonces X es homeomorfo a la dendrita Yo, n,...n. Sty solo
st existen dos puntos distintos ¢,d € X, con las siquientes propiedades:

1) )\X =k— ].,'
2) {c,d} = Py_q;

3) para cada 0 < i < k—1, P; es una orbita de X y sus puntos tienen
orden ny_;.

Demostracién. Supongamos que X =Y, ,,. Por la parte 2) del Teorema
3.14, paracada 0 <i < k—1, P, = Ay_; UBy_; es una érbita de X. Ademas,

k1
R(X)=U", AiUB = U P, y, ya que P, # 0, esto prueba 1). Tomando
i=0

c=ayd=b, obtenemos 2). Ya que los puntos de A;_; U By_; tienen orden
ng_;, X también cumple 3).

Ahora supongamos que X es una dendrita que cumple las condiciones del

lema. Veamos que X es homeomorfa a Y,,, ,,. Definamos unos conjuntos
C1,Dy1,C5, Dy, ..., Cy, Dy de la siguiente manera.

Cy=A{c}, Dy={d}

y, para cada 2 < ¢ < k hacemos:

C;, = {x € [R(X) - yc;u Dj)} . existe y € C;_; tal que xy es libre}

j<i
y
D, = {x € [R(X) - yc;u Dj)] . existe y € D;_; tal que zy es libre} )
j<i

Primero probaremos lo siguiente:
a) Para cada 0 < i <k — 1, se cumple que P, = Cy_; U Dy_;.

Por hipétesis, P,_1 = {¢,d} = C1 U D;. Sea 1 <i <k — 1y supongamos
que P,_; = C; U D;, para cada j < ¢. Ya que Pj,_; es no vacfo, tomemos
x € P,_;. Luego, existe y € P,_;_1 tal que xy es libre. Como P,_;_1y P, —1
son orbitas de X, se sigue que:
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Para cada y € P;_;_; existe z, € P,_; = C; U D, tal que xy es libre.

Tomando en cuenta lo anterior probaremos que Py_; 1 = Cij1q U D;iq.
Sea y € Py_;_1. Puesto que Py, P, ..., P,_; son ajenos dos a dos, y ¢ P,_1 U
P gU---UP_; = (CrUDy) U (CoUDy)U---U(C; U D;). Como existe
z, € C;UD; de manera que z,y es libre, hemos probado que y € Cj11 UD;;.

Ahora tomemos y € C;11D;41. Entonces:
(x) y¢ (CLUD)U(CoUDy)U---U(C;UD;) =Py UP,_oU---U Py,

y existe € C; U D; = Py_; tal que zy es libre. Como y € R(X), por 1) de
este teorema y (x), podemos tomar 0 <! < k —i — 1, de manera que y € P,.
Puestoquez € P,y yl<k—i,x ¢ PhUP,U---UP. Ademas, y € P,y zy
es libre, lo que significa que x € P,,,. Entonces x € P, N P,_;, por lo que
[+ 1=k —1. Porlo tanto, y € P, = P,_;_1. Esto prueba a).

Ahora probaremos lo siguiente:

b) cd es libre y, para cada 2 < i < k y x; € C; U D;, existe un tnico
ri_1 € C;_1 U D;_q tal que x;x;_1 es libre.

Supongamos que cd no es libre. Entonces existe © € R(X) N (ed) tal que
cx es libre. Luego, x € (5, con lo que k > 1. Del hecho de que P, = Cy U Dy
y {¢,d} son drbitas de X, se sigue que Cy U Dy C (cd). Asi que, todos los
puntos de R(X) adyacentes a ¢ o d, se encuentran en cd. Esto implica que
¢,d € RE(X) = Cx U Dy. Ya que esto contradice que {c¢,d} = C;UD; y
k > 2, cd es libre.

Ahora mostraremos la segunda parte de b). Supogamos que existen 2 <
1 < kyxi € Ciyqy N Dy tales que x tiene dos puntos adyacentes x; y
y; en C; U D;. Por la definiciéon de dichos conjuntos, para cada 2 < j < 1,
existen z;,y; € C; U D; de manera que los arcos «;x;—1, Zi—1%i_2, . . ., TaZ1,
Yili—1, Yi—1Yi—2, - - -, Y21, son libres. Notemos que {z1,y1} C {¢,d}, por lo
que x1y; = cd es un arco libre, o bien es un conjunto degenerado. Luego:

7 = (U xjxj_1> Uxiy U (U ?ijj—1>
i=1 =1

es una dendrita tal que Z N (Ci11 U D;11) = (). Puesto que Z es arcoconexo,
z;y; C Z. Ya que zx; y xy; son libres y x; # y;, se cumple que x;zNzxy; = {x};
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es decir x € x;y;. Luego, x € ZN (Ci+1 U D;11), lo cual es una contradiccion.
Esto concluye la prueba b).

Ahora probaremos lo siguiente:
¢) Paracada 1 <i <k, C;ND; =0.

Mostremos c). Notemos que C; N Dy = ). Sea 2 < i < k. Supongamos
que C;ND; =0y que z € Cipy N D;,. Entonces, existen ¢; € C; y d; € D;
de manera que zc; y xd; son libres en X y como C; N D; =0, ¢; # d;. Ya que
esto contradice b), se sigue que C;11 N D;,1 = 0. Esto prueba c).

De a), 1) de este teorema y 2) del Teorema 3.9, obtenemos que:
k-1 k-1
RE(XX)=C,UD, y RIX)=U P, =] CUD.
i=1 i=1

Hagamos:

Cri1 ={z € E(X): existe y € Cy tal que zd es libre }

y
Dii1={z € E(X): existe y € Dy, tal que xd es libre }.

Notemos que Cyi1 U Dy = E(X) y, como cd es libre:

X = (U{xy para algin ¢« < k, x € C;,y € C;y1 y xy es libre en X}>
U ed Y <U{xy: para algin i < k,xz € D;,y € D;y1 y xy es libre en X}) )

Para cada i € {1,2,...,k}, definimos I; de la siguiente manera: si n; € N,
hacemos I; = {1,...,n; —1}; si i = w, hacemos I; = N. Ya que los elementos
de C; tienen orden n;, por b), para cada i € {1,2,...,k}, podemos etiquetar
a los elementos de Ciy1 y Dip1 €OMO Cpyy gy Y iy ,.omy» TeSPectivamente,
donde ¢y, m; 1 YV dimy,....m;_, sON lo tinicos elementos de C; y D;, respectiva-
mente, tales que ¢, m; 1 Cmiromi Y Qimy,omi 1 Gy ,..om,; SO arcos libres con
m; € I;, para cada j < i.

Ahora es facil notar que podemos generar un homeomorfismo de F,, _,,
a X, mandando cada A; en C; y B; en D;, como sigue: mandamos a en ¢, b
en d, el arco libre ab en el arco libre cd y, para cada 1 < i < k, mandamos
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..........

Corolario 3.20. Sean X € F yn;,ny € (N—{1,2}) U{w}. Entonces:

1) X es homeomorfo a Yy, siy sdlo si existen ¢,d € X tales que R(X) =
{c.d} C Rn, (X);

2) X es homeomorfo a Yy, », si y solo si existen ¢,d € X tales que
RI(X) = {c,d} C Ry, (X) y RE(X) C Ry, (X).

Demostracién. Para ver 1), notemos que el Teorema 3.19 dice que, X es
homeomorfo a Y, siy sélo si R(X) = Py = {¢,d} y, este conjunto es una
érbita de X, cuyos puntos tienen orden n;. Esto prueba 1).

Para ver 2), notemos que el Teorema 3.19 dice que, X es homeomorfo a
Yo, sty sélosi R(X) = PyU Py, {c,d} = P, y, By y P, son 6rbitas de X,
cuyos puntos tienen orden ny y mq, respectivamente. Ya que Py = RE(X) y
P, = R(X) — Py(X) = RI(X), se cumple 2). O

El siguiente resultado caracteriza a las dendritas i—homogéneas cuyo con-
junto de puntos de ramificacion es finito. Es una aplicacion del Corolario 3.20
y, los Teoremas 3.17 y 3.10, entre otros resultados que hemos probado en esta
seccion.

Teorema 3.21. Sea X € F, entonces X es }l-homogéneo sty solo si existe
ny € N tal que X es homeomorfo a'Y,,.

Demostracién. Supongamos que X es i—homogéneo. Por las partes 1) y
3) del Teorema 3.17, |R(X)| > 2y, por la parte 2) del mismo teorema,
OI(X) # 0; es decir, no; > 1. Ahora, aplicando el inciso 3) del Teorema 3.10,
sabemos que 4 = nor+3nre+nrr. Como RE(X) # 0, nre > 1y esto obliga a
que Nre = nor = 1y nrr = 0. Luego, RI(X) = (), de donde R(X) = RE(X)
es una 6rbita de X. Como OI(X) # (), podemos tomar un arco interno
ab. Asi que, a,b € RE(X) y b € Orbx(a). Entonces, por el Teorema 3.2,
Orbx(a) = {a, b}. Por lo tanto:

R(X)={a,b} y ordx(a)=ordx(b).

Por el inciso 1) del Corolario 3.20, X es homeomorfo a Y;,,, donde n; =

ordx(a). Por otro lado, el inciso 2) del Teorema 3.14 dice que Y, es i-

homogénea. Esto concluye nuestra prueba. O]
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El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de las dendritas
F,, .. n.- Esta caracterizaciéon ayudara a probar que las unicas dendritas cuyo
conjunto de puntos de ramificacion es finito y son %—homogéneas son las
dendritas F,, ,,, donde ny,ny € {3,4,... ,w}.

Lema 3.22. Sean X € F tal que X no es un arco, k € N yny,ng,...,ng €

{3,4,...,w}. Entonces X es homeomorfo a la dendrita F,, p,.. . Sty solo
st existe c € X, con las siguientes propiedades:
1) Ax =k —1, donde Ax es como en el Lema 3.7;
2) {c} = P
3) para cada 0 < i < k—1, P, es una orbita de X y sus puntos tienen
orden ny_;.

Demostracion. La prueba de este teorema utiliza argumentos similares a
la del Teorema 3.19, pero es mas sencilla, por lo que omitiremos pequenos
argumentos que se explicaron a detalle en dicho teorema.

Supongamos que X = F,,, .. . Porlaparte 1) del Teorema 3.14, para cada
0<i<k-—1, P, = Aj;_; es una 6rbita de X. Ademas, R(X) = Ule A; =
k—1

P; y, ya que Pj,_1 # (), esto prueba 1). Tomando ¢ = a, obtenemos 2). Ya
i=0
que los puntos de Ay_; tienen orden ng_;, X también cumple 3).

Ahora supongamos que X es una dendrita que cumple las condiciones del
lema. Veamos que X es homeomorfa a F,, ., . Definamos unos conjuntos
C1,Cs, ..., Cy de la siguiente manera.

C1 = {c}, y, para cada 2 < i < k, hacemos

C; = {x € [R(X) - U (Cj)] . existe y € C;_; tal que xy es libre}

j<i
Primero probaremos lo siguiente:
a) Paracada 0 <i<k—1, P, = Cy_;.

Por hipétesis, Pr_1 = {c} = C;. Sea 1 < i < k — 1 y supongamos que
P,_; = C}, para cada j < 4. Tomemos z € Pj_;. Luego, existe y € P;_;_; tal
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que xy es libre y, como P,_;_1 v P, — 1 = C; son 6rbitas de X, para cada
y € Py_;_ existe x, € C; tal que xy es libre.

Sea yg € Py_;—1. Entonces, yo ¢ Pr_1UPy_oU---UPy_; = C1UCU---UC;,
por lo que, y € C;,1. Ahora tomemos y € C; ;1. Entonces:

(%) y & U;-:1 C; = U;:1 Py,_; y existe x € C; = Py, tal que zy es libre.

Tomemos 0 < [ < k —1 — 1, de manera que y € F,. Puesto que [ < k — 1,
x ¢ Ui‘:1 P; y, como zy es libre, x € P;. Por lo tanto, [+ 1 =k —iy
y € P, = Py_;_1. Esto prueba a).

Ahora probaremos lo siguiente:

b) Para cada 2 < i < k y x; € C}, existe un dnico z;,_; € C;_; tal que
T;x;_1 es libre.

Supogamos que 2 < i < ky x € C; tiene dos puntos adyacentes z; 1, y;_1 €
Ci—1. Para cada 2 < j < 1, existen z;,y; € C; U D; de manera que los
arcos r;x;—1,x;—1L;—2,...,22C, YiYi—1,Yi—1Yi—2,...,YaC, SO libres. Haciendo
r1 =1y, = ¢, tenemos que:

Z = <U a:javj_l) U (U yjyj—1>
j=1 j=1

es conexo y x;y; C 4 C X — Cijyq. Ya que zx; v zy; son libres v z; # v,
x € xy;. Luego, x € Z N Cyyq, lo cual es una contradiccién. Esto concluye la
prueba b).

Por a), 1) de este teorema y 2) del Teorema 3.9 se cumple que:

k—1 k—1
RE(X)=C, y RIX)=UP =" C.
=1 =1

Hagamos Cy1 = E(X). Ya que C, = RE(X), entonces:

k1
X = U{xy: x € Cj,y € Ciyq y zy es un arco libre en X'}
i=1
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Para cada i € {1,...,k}, definimos I; de la siguiente manera: si n; € N,
hacemos I; = {1,...,n;_1}; si i = w hacemos I; = N. Para cada 1 < i < k,
podemos etiquetar a los elementos de Cj11 como ¢, .. m,, donde ¢y m, | €
Ci y,81% 2> 2, Cuy,my 1 Cma,..om; €8 UN arco libre y m; € I;, para cada j < i.

-----

Ahora es facil notar que podemos generar un homeomorfismo de F,, .,
a X, mandando cada A; en C; como sigue: mandamos a en c¢ y, para cada
1 <@ <k, mandamos ¢, .. m,, €0 A, ,...m, ¥, 10s arcos libres correspondientes
Crrooms 1 Crgoim; €0 Gy i Gy m,;- POr lo tanto, X es homeomorfo a

]

Corolario 3.23. Sean X € F yny,ne € (N—{1,2}) U {w}. Entonces X es
homeomorfo a F,, , siy sdlo si existe c € X tal que {c} = RI(X) C R,,(X)
y RE(X) C Ry, (X).

Demostracién. Por construccion, F),, ,, cumple las caracteristicas del co-
rolario. Ahora, si X es una dendrita homeomorfa a F,, ,,, el Teorema 3.22
dice que: R(X) = PyU Py, {c} = P, y, tanto Py como P, son érbitas de X,
cuyos puntos tienen orden mny y nq, respectivamente. Ya que Py = RE(X),
P = R(X) — Py(X) = RI(X). Por lo tanto, RE(X) C R,,(X) y {c} =
RI(X) C R, (X). O

El siguiente resultado caracteriza las dendritas %—homogéneas cuyo con-
junto de puntos de ramificacion es finito. Este resultado es una aplicacion del
Corolario 3.23, asi como los Teoremas 3.17 y 3.10, entre otros resultados que
hemos probado en esta seccion.

Teorema 3.24. Sea X € F. Entonces X es %—homagéneo sty solo si existen
ni,ng € (N—{1,2}) U{w} tales que X es homeomorfo a F,, ,,.

Demostracion. Supongamos que X es %—homogéneo. Por los incisos 1) y 3)
del Teorema 3.17, |R(X)| > 2y, por la parte 2) del mismo teorema, no; > 1.
Aplicando la parte 3) del Teorema 3.10, obtenemos que 5 = gy + 3nre + Nor
y, por el Lema 3.4, ngg > 1. En consecuencia, tenemos los siguientes dos
casos posbles:

Nrr = Nre =Nor =1 obien, npr=0,mpp =1y nor = 2.

Veamos que el segundo caso no se puede dar. Supongamos que RI(X) = ()
y RE(X) = R(X). Como OI(X) # 0, podemos tomar un arco interno ab.
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Ya que R(X) = RE(X) es una 6rbita de X y a,b € R(X), b € Orbx(a).
Aplicando el Teorema 3.2, obtenemos lo siguiente:

R(X) = Orbx(a) = {a,b}.

Por la parte 1) del Corolario 3.20, encontramos n; € N tal que X es
homeomorfo a Y,,. Esto no puede ocurrir, pues Y,,, es }t—homogéneo (Teo-
rema 3.21). Por lo tanto, RI(X) # (). Se sigue que nr; = nre = nNor = 1.
Ahora, por la parte 5) del Teorema 3.17, |RI(X)| = 1. Asi, hemos probado
la siguiente afirmacién:

a) Mrr = NMre = Nor = 1 y existe ¢ € X tal que RI(X) = {c}.

Por a), existen ny,ne € {3,4,...,w} tales que RE(X) C Ry, (X) y {c} =
RI(X) C R,,,(X). Por el Corolario 3.23, X es homeomorfo a F,, ,,.

La segunda implicacién esta dada por el inciso 1) del Teorema 3.14. [

Concluimos esta parte de la seccién presentando una caracterizacién de
las dendritas %—homogéneas cuyo conjunto de puntos de ramificacion es finito.

Teorema 3.25. Sean X € F, entonces X es %—homogéneo sty solo si existen
ni,ny € (N—{1,2}) U{w} tales que X es homeomorfo a Yy, n,.

Demostraciéon. Supongamos que X es %-homogéneo. Notemos que, por los
incisos 1) y 3) del Teorema 3.17, |[R(X)| > 2y, por 2) del mismo teorema,
nor > 1. Por dltimo, de la parte 4) de este teorema, ngr = 1. En resumen,
se cumple lo siguiente:

|R(X)|227 770[21 y ’l]REZI.

Supongamos que RI(X) = (). Entonces R(X) = RE(X) es una 6rbi-
ta de X. Puesto que 7p; > 1 podemos tomar un arco interno ab. Como
a,b € R(X), ay b se encuentran en la misma 6rbita de X y, por el Teore-
ma 3.2, Orbx(a) = {a,b} = R(X). De la parte 2) del Corolario 3.20, X es
homeomorfo a la dendrita Y,,, para algin n; € {3,4,...,w}. Sin embargo,
Y, es i—homogénea (Teorema 3.21), por lo que RI(X) # (). Ademés, por
la parte 3) del Teorema 3.10, 6 = ngr; + 3nre + nor vy, por la parte 2) del
Teorema 3.10, nr; < nos. En consecuencia:

nor=2 y nrr=1
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Entonces RI(X) y RE(X) son érbitas de X vy, asi, existen ny,ny € (N —
{1,2})U{w} tales que el orden de cada punto de RI(X) y RE(X) es ny y no,
respectivamente. Notemos que, si RI(X) es degenerado, X es homeomorfo
a F, n, (Teorema 3.23). Lo anterior no ocurre, pues F,, ,, es :-homogéneo.
Por lo tanto, RI(X) tiene al menos dos elementos.

Sea a € RI(X). Ya que a tiene orden al menos 3 y no pertenece a ningin
arco externo, entonces a es parte de al menos tres arcos internos. Es decir:

IN,| > 3.

Recordemos que, por definicién, N, C R(X). Si N, C RE(X), los puntos
de N, estdn en la misma o6rbita y, por el Lema 3.16, Orbx(a) = {a}. Como
RI(X) es una érbita de X, RI(X) = {a}, lo cual contradice el hecho de que
|RI(X)| > 2. Por consiguiente, podemos tomar b € N,NRI(X). Luego, ab es
un arco interno cuyos puntos finales estan en RI(X). Ya que RI(X) es una
érbita de X, por el Teorema 3.2, RI(X) = Orbx(a) = {a,b}. Por lo tanto:

RI(X)={a,b} CR,, v RE(X)C R,

De lo anterior y el inciso 2) del Corolario 3.20, se sigue que X es homeo-
morfa a la dendrita Y,,, ,,. La segunda implicacién de este teorema se obtiene
por el inciso 2) del Teorema 3.14, tomando k = 2. O

Una parte importante para caracterizar a las dendritas %—homogéneas,
para n € {3,4,5,6}, estd dada por los Teoremas 3.17 y 3.10, los cuales
ayudaron a ver que, para estos casos, Ngr = 1 (0 de manera equivalente
ng = 1). Paran > 6 no siempre se cumple esto, podemos encontrar dendritas
cuyo conjunto de puntos extremos contiene mas de una érbita de X. Asi que,
para n > 6 no siempre existen k € Ny ny,...,ng € (N—{1,2}) U {w} tales
que las dendritas %—homogéneas en F son homeomorfas a la dendrita Y,
o bien, a la dendrita F,,, .,

Nk

P

3.2.2. Productos con m-celdas

Dada m € N, una m-celda es un espacio homeomorfo a /™. En esta
parte de la seccion estudiaremos el producto de un elemento de F con I™,
donde m € N. Encontramos que el grado de homogeneidad de dicho producto
siempre es par y, ademas, podemos expresarlo en término de las orbitas de
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X. Especificamente, si X € F y m € N, el Teorema 3.38 dice que, nxxm =
77X+771)%I(X)+7701 y, si X no es un arco, entonces 7nxxym = 2(7731(X)+2773E(X)+
Noi(x))-

Cabe destacar que, ya que durante esta seccién trabajaremos con produc-
tos de espacios, es oportuno indicar la siguiente convencién. Si {Z,: o € A}
es una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios y Z = [] .., du-
rante este trabajo, dotaremos a Z de la topologia producto, atin cuando no
lo indiquemos explicitamente.

Proposicién 3.26. Sean {Y,: o € A} una familia no vacia de espacios no
vacios Y = [[oen Ya- Siy = (Ya)a € Y, entonces:

[] Orby.. (va) € Orby(y).

a€A

Demostracién. Sean y = (yo)o € Y y a € [[,ep Orby, (ya). Queremos
probar que a € Orby(y). Notemos que a = (aq)a, donde a, € Orby (ya),
para cada o € A. Luego, para cada «, podemos tomar un homeomorfismo
Ja: Yo — Y, tal que go(ya) = aq. Definamos la funcién g: Y — Y, para cada

(Ta)a €Y, por:
9((3504)04) = (g(xa))

Por lo tanto, g es un homeomorfismo y ¢(y) = (g(ya))a = (aa)a = a. O

Corolario 3.27. Sean k € N, Y},Y,,..., Y, espacios no vacios y Y =
Hle Y;. Entonces ny < Hle Ny, .

Demostracién. Por la Proposicién 3.26, a cada producto de érbitas de la
forma []I_, Orby, (¥):, le podemos asignar la tnica érbita de Y en la que se
queda contenido dicho producto; es decir, le asignamos la érbita Orby ((yl)l)
Ademas, dicha asignacion es suprayectiva, pues siy € Y, para cada ¢ podemos
tomar y; tal que y = (y;); v, asi, Orby (y) viene de Hle Orby, (y;)i, bajo la
asignacion definida anteriormente. Esto implica que:

K
nv < {] [ Orbyi(w): wi € Vi}.
i1

Notemos, ademas, que |{[]\_, Orby, (v:): v € Yi}| = [1_, nv,. Por lo tanto,
Ny < Hf=1 Ty;- u
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De los Corolarios 3.27 y 3.11, obtenemos el siguiente resultado, el cual
indica que el grado de homogeneidad de un producto finito de elementos de
F es finito.

Corolario 3.28. Seank € N, Yy,...,. Y, e FyY = Hle Y;. Entonces existe
n € N tal que Y es %—homogéneo.

El siguiente resultado es conocido y presentamos una pequena demostra-
cion.

1_

5-homogéneo, y las dos drbitas

Teorema 3.29. Si m € N, entonces I es
de I'"™ son (0,1)™ y I™ — (0,1)™.

Demostracién. Por la Proposicién 3.26, los puntos en (0,1)™ estdn en la
misma 6rbita de I"™. Ademés, por [31, Teorema VI 9, pag. 95 |, tenemos
que, si f: I™ — I"™ es un homeomorfismo, entonces f((0,1)™) = (0,1)™.
Como consecuencia de esto (0,1)™ es una drbita de I™. Es sabido que I™ es
homeomorfo al disco de dimensién m, D™ vy, asi, sus fronteras en R?, I™ —
(0,1)™ y S™ ! son homeomorfos. Ademds, se sabe que S,,,_; es homogéneo
y, ain mas, que sus puntos estén en la misma 6rbita de D™ (ver, por ejemplo,
el Teorema 3.36). Por lo tanto, también se cumple que I — (0,1)™ es una
orbita de I™. ]

Sean X € F, m € Ny Z = X x I"™. Notemos que si X no es un
arco, entonces las componentes de Z — (R(X) x I"™) son de dos tipos: [ab) x
I'™, donde ab es un arco externo en X, a € E(X) y b € R(X), a las que
llamaremos componentes externas y, (ab) x I, donde ab es un arco
interno en X, a las que llamaremos componentes internas. Notemos que,
por cada punto extremo a € F(X), existe una componente externa [ab) x I"™
en Z, a la cual denotaremos por C,. Ahora, si (ab) x I"™ es una componente
interna, ésta queda determinada por los puntos finales del arco interno ab,
por tal motivo, la denotaremos por Cl.

En la Figura 3.3, presentamos Yg x 1. Como vemos, en este caso, sélo hay
una componente interna, marcada en color rojo y diez componentes externas,
marcadas en verde.

Sim € N, un T,,-conjunto es continuo formado por la unién de una
m-celda Y y un arco A, de manera que Y N A = {t}, donde ¢t es un punto
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Figura 3.3: Yg x [

final de A y un punto en el interior relativo de C. El siguiente resultado es
conocido como el Teorema de la Sombrilla y su prueba se puede consultar en
[61, Teorema 1, pag. 714].

Teorema 3.30. Un espacio euclideano de dimension m no contiene una
cantidad no numerable de T,,_1-conjuntos ajenos dos a dos.

Lema 3.31. Sea T un triodo simple y m € N. Entonces T x I"™ contiene
una cantidad no numerable de T,,-conjuntos ajenos dos ados.

Demostracion. Sean a,b,c y v los tres extremos y el vértice de T, respec-
tivamente, Z =T x I"™ e I el conjunto de los nimeros irracionales en [0, 1].
Para cada z € I, hagamos Y, = ab x {x} x I v, = (v,2,0,...,0) € Z,
¢y = (¢, x,0,...,0) y A, el segmento de linea recta en Z que une v, y c;.

Asi que, Y, es una m-celda, A, es un arco, A, NY, = {v,} y v, es, tanto
un punto en el interior relativo de Y,, como un punto extremo de A,. Por lo
tanto {Y, U A,: x € I} es una familia no numerable de T,,-conjuntos en Z.
No es dificil ver que, ademas, sus elementos son ajenos dos a dos. O

Del Teorema 3.30 y el Lema 3.31 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.32. Si X es una continuo que contiene un triodo simple, en-
tonces X x I™ no se puede encajar en 1™+,

Lema 3.33. Sean X €¢ F, m e Ny Z = X xI™ Sih: Z — Z es un
homeomorfismo, entonces h(R(X) x I"™) = R(X) x I"™; ademas, la imagen
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de una componente interna (externa) es nuevamente una componente interna
(externa).

Demostracién. Sean (z,y) € Z y k = ordx(x). Veamos como son las ve-
cindades “pequenas” de (x,y). No es dificil ver que, si k < 2, (x,y) tiene una
base de vecindades homeomorfas a ™! y, si k > 3, (x, %) tiene una base de
vecindades homeomorfas a Fj, x I™.

Supongamos que (z,y) € R(X)x 1. Yaque k > 3, (z,y) tiene una base de
vecindades homeomorfas a Fj, x I™. Hagamos (a,b) = h((z,y)). Luego, (a, b)
también tiene una base de vecindades homeomorfas a Fj, x I™. Notemos que,
si (a,b) ¢ R(X) x I"™, ordy(a) < 2y asi, (a,b) tiene una base de vecindades
homeomorfas a I™!. Esto es una contradiccién pues, Fi, x I™ no se puede
encajar en I™*! (Corolario 3.32). En consecuencia, h((z,y)) € R(X) x I™.
Esto implica que, h(R(X) x I"™) C R(X) x I". Aplicando este razonamiento
a h™!, obtenemos que h™'(R(X) x I™) C R(X) x I"™. Luego:

h(R(X) x I™) = R(X) x I"™.

Asi, la imagen de una componente de Z — (R(X ) x I ) es otra componente de
Z—(R(X)xI); ademds, como las componentes internas no son homeomorfas
a las componentes externas, se cumple el lema. O

Para facilitar la demostracién de los siguientes resultados introducimos
la siguiente notacién. Si X € Fy Z = X x I"™, hacemos:

)Z)=A{(z,y) € Z:z € E(X)obienye (I™—(0,1)")}.

Observacion 3.34. Del Teorema 3.29 y el Lema 3.33, se infiere que, si h
es un homeomorfismo de Z en si mismo, entonces h(0(Z)) = §(Z).

Teorema 3.35. Sean X € F, me Ny Z =X xI™ Sih: Z — Z es un
homeomorfismo, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Para cadax € R(X), eziste a, € R(X) tal que h({z}xI™) = {a, }xI™;

2) existe g € H(X) tal que, para cada x € R(X), g(x) = a,, donde a,
es como en 1) 1y, para cada arco interno (externo) xixo, existe un arco
interno (externo) yiys, tal que g(x1) = y1, g(x2) = yo2 y h(x1xe X I™) =
Yiy2 X I™.
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Demostracion. Observemos que si X es un arco, se satisface trivialmente
el teorema. Supongamos que X no es un arco. Para probar 1), tomemos z €
R(X). Por el Lema 3.33, h({x} xI") es un subconjunto de R(X)x ™y, como
h({x} x I"™) es conexo, existe a, € R(X) tal que h({z} x I"™) C {a,} x I"™.
Es facil ver que {z} x I"™ desconecta a Z, esto es, Z — ({z} x I™) no es
conexo. Ya que todo subconjunto propio de {a,} x I™ no desconecta a X,
sucede que h({z} x I) = {a,} x I. Esto prueba 1).

Ahora probemos 2). Sea x;xe un arco interno o externo. El Lema 3.33
dice que la imagen de una componente interna (externa) es, nuevamente, una
componente interna (externa). Luego, existe un arco y;ys interno o externo
tal que h((z122) X I™) = (y1y2) X I™ o bien h([z122) X I™) = [y1y2) X ™. En
cualquier caso, tomando cerradura en ambos lados de la igualdad tenemos
que:

h(xlxg X ]m) =y X I™.

Primero, definamos ¢ en los arcos internos de X. Para cada = € R(X),
hacemos g(z) = a,, donde a, es el punto encontrado en 1) y, para cada arco
interno x1x9, definimos g(x1xs) = a,,a,, de manera que gl,,,, €s un homeo-
morfismo. Asi, definimos la funcién en los extremos de los arcos internos y
la extendimos a cada arco interno.

Ahora definamos g en los arcos externos. Si xx; es un arco externo, con
r € E(X)yz € R(X), por el Lema 3.33, se cumple que h(xzy x I) es
una componente externa. Como h({z1} X I"™) = a,, x I y a,, € R(X),
existe y € E(X) tal que h(zx; x I™) = ya,, x I™. Definamos en este caso
g(x) =y y observemos, por la primera parte de la defincién de esta funcién,
que g(x1) = ag,. Entonces, hemos definido g en los extremos de los arcos
externos. Por dltimo, hagamos g(zx;) = ya,, de manera que ¢|.,, es un
homeomorfismo.

Como X no es un arco, por el Lema 3.1, X es union de sus arcos internos
y externos. Luego, hemos definido g en X. Notemos que, para cada arco
interno o externo z;xs, se cumple que g|,,., €s un homeomorfismo y, si xox3
es otro arco interno o externo, entonces {To} = 129 N T2x3 ¥ Glayay(T2) =
Uy = Gluyzs- Es decir, g estd bien definida. Ademas:

{zy: xy es un arco interno o externo }
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es una familia localmente finita que cubre a X. Asi, por [26, Teorema 9.4,
pag. 83], g: X — X es un homeomorfismo. Esto prueba 2). O

En [28, Lema 1, pag. 880] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.36. Si M es una variedad con frontera B, o es un arco en B, u y
v son los puntos finales de o, y W es un conjunto abierto de M que contiene

a «, entonces existe un homeomorfismo ¢¥: M — M tal que (u) = v y
v(x) =z, para cada x € M — W.

Notemos que, si M = I"™, entonces su frontera (como variedad) es B =
I'"™ —(0,1)™. Del Teorema 3.36, tomando W = I — A, donde A es cerrado
en I™, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.37. Sean m € N, A un subconjunto cerrado de I ya C I"™—A,
un arco en I'"™ — (0,1)™. Si x y y son los extremos de «, entonces eziste un
homeomorfismo h: I'"™ — I'"™ tal que h(z) =y y hla = 1a.

Concluimos esta seccién con el siguiente teorema que proporciona una
formula para contar las orbitas del producto de una dendrita en F y una
m-celda. Recordemos que denotamos por C, a la componente externa que
estd inducida por e € E(X); es decir, C, = [ev) x I, donde ev es el tnico
arco externo que tiene a e.

Teorema 3.38. Sean X € F, m € Ny Z = X x I'"™. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:
1) Si (z,y) € [(R(X) U OI(X)) x [m] U [OE(X) X (0,1)m], entonces
Orbyz((x,y)) = Orbx(z) x Orbm (y);
2) Z tiene exactamente nx + Nr1(x) + Nor(x) Orbitas; ademds, st X no es
un arco, entonces 0z = 2(Nrr(x) + 2NrE(x) + NoI(x))-
Demostracién. Sea (x,y) € [(R(X)UOI(X)) X Im} U [OE(X) x (0, 1)7"]
Veamos que Orby((z,y)) C Orbx(z) x Orbsm(y). Sea (a,b) € Orbz((z,y)).

Entonces, existe un homeomorfismo h: Z — Z tal que:

h((a:, y)) = (a,b).
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Por el Teorema 3.1, podemos tomar un arco interno o externo x,x, tal que:
T € T1T2.

Luego, por la parte 2) del Teorema 3.35, existen un homeomorfismo g: X —
X y un arco ajay del mismo tipo que z1z5 (interno o externo) tales que:

i) h(xixe X I™) = ayag X I™;
ii) g(w172) = ayay;
iii) para cada v € R(X), se cumple que g(v) = a,, donde a, es el punto de

R(X) tal que h({v} x I'™) = {a,} x I™.

Como h es un homeomorfismo y 2125 x I"™ es homeomorfo a I™*!, por el
Teorema 3.29, se cumple lo siguiente:

h((z122) x (0,1)™) = (ayas) x (0,1)™. (3.2.6)
Probaremos la siguiente afirmacion:
a) Si(z,y) € O(X) x (0,1)™, entonces (a,b) € Orbx(x) x Orbm(y).

Supongamos que (z,y) € O(X) x (0,1)™. Notemos que (z,y) € (z122) X
(0, 1)y, por (3.2.6), (a,) = h((x,y)) € (a1a2) x (0, 1)™. Luego, a € (a1az) ¥,
porii), (ajas) = (g(ml)g(:vg)), conloquea € (g(x1)g(x2)). Yaque z122y ajas
son arcos libres, por la parte 3) del Teorema 3.6, se cumple que a € Orbx ().
Como también ocurre que, y,b € (0,1)™, esto prueba a). Ahora probemos la
siguiente afirmacién:

b) Siz € R(X)UOI(X), entonces (a,b) € Orbx(x) x Orbm(y).

Primero, supongamos que € R(X). Por iii), se h({z}) = {a,} x I"™.
Ademas, ya que z es un elemento del arco libre z125, © € {x1, z2}. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que z = z1. Como (a,b) = h((z,y)) € {as}xI™,
a = a, y, nuevamente por iii), g(x) = a, = a. En consecuencia:

a € Orbx(x).

Observemos que, Az} es un homeomorfismo sobre {a,} x I™, por
lo que b € (0,1)™ si y sélo si y € (0,1)™. Es decir, y,b € (0,1)™ o bien
y,be I™ —(0,1)™. Por lo tanto, b € Orbym(y) y, en este caso, se cumple b).
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Ahora, supongamos que z € OI(X). Luego, z125 es el inico arco interno
que tiene a z. Aplicando iii), obtenemos que g(x1) = az,, g(x2) = az, ¥
g(x129) = ag,a,,. De ii) se sigue que:

ajay = g(T122) = Az, Ay, .

Queremos ver que a € (ajaz). Notemos que:
(a,b) = h(z,y) € h((z122) x I™) = aras x I"™ = az a5, X I™.

Sin embargo, lo que deseamos probar no es consecuencia de ii), pues, aunque
g(x) € g(z122) = (ajaz), no sabemos si g(x) = a. Si a = a,, € R(X), por
iii), tenemos que:

{21} x I = h '({az,} x I"™) = h ' ({a,} x I'™) = {x} x I,

con lo que x = z7. En consecuencia, a # a,, y, similarmente, a # a,,. Por
consiguiente, a € ay, 0z, — {Gyy, Qry b = (ag,0,) = (a1a2), como querfamos.
Ahora, aplicando la parte 3) del Teorema 3.6, se cumple que:

a € Orbx(x).

Siy € (0,1)™, por a), ocurre que también b € (0,1)™. Como h es un
homeomorfismo, por (3.2.6), h™'((a1az) x (0,1)™) = (z122) x (0,1)™. Esto
indica que, si b € (0,1)™, entonces (z,y) = h™'(a,b) € (x1,12) x (0,1)™. De
lo anterior podemos conlcluir que y € (0,1)™ si y sé6lo si b € (0,1)™. Luego:

b € Orbyu (y).

Esto termina la prueba de b). De a) y b) concluimos que, si (x,y) €
(R(X)UOI(X))xI™U(OE(X)x(0,1)™), entonces (Orbz((z,y)) € Orbx(z)x
Orbym (y). La otra contencién estd dada por la Proposicién 3.26, lo que mues-
tra 1).

El Teorema 3.29 indica que I™ tiene exactamente dos orbitas. Ya que el
nimero de drbitas de X contenidas en OF(X), OI(X) y R(X) es nopx),
Nor(x) ¥ Nr(x), respectivamente, por 1), se cumple la siguiente afirmacién:

c) OE x (0,1)™, R(X) x I"™ y OI(X) x I"™ son unién de exactamente
NoE(x): 21Mr(x) Y 2Nor(x) Orbitas de Z, respectivamente.
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Para ver 2) notemos que, si R(X) = (), entonces X es un arco y ng.x) =
0 = nor(x); ademas, en este caso, Z es una m+1 celda, la cual es %—homogénea
y, asi, se cumple la primera parte de 2). Supongamos entonces que R(X) #
() o, de manera equivalente, que X no es un arco. Primero probaremos lo
siguiente:

d) Sie€ E(X)yz e C.nNd(Z), entonces Orby(z) = J{CaNI(Z): d €
OI’bx(e)}.

Sean e € E(X)yz € C.Nd(Z). Tomemos y € Orbz(x). Entonces, existe
un homeomorfismo h, de Z en Z, tal que h(x) = y. Por el Lema 3.33, la
imagen de la componente externa C,, es otra componente externa; es decir,
existe d € E(X) tal que h(C,) = Cy. Por la parte 2) del Teorema 3.35,
podemos tomar un homeomorfismo g: X — X tal que, g(e) = d. Como
h(6(Z)) = 6(Z) (Observacién 3.34), y € 6(Z)NCyq y d € Orbx(e). Esto

prueba la primera contencion.

Ahora supongamos que d € Orbx(e) y que y € CyNJ(Z). Luego, existe un
homeomorfismo h: Z — Z tal que h(e) = d y, en consecuencia, h(C,) = Cj.
Asi, {h(x),y} C CaNd(Z). Sea c € X tal que dc es un arco externo. Entonces
Clz(Cq) = de x I™. Notemos que h(x),y ¢ {c} x I y, por el Teorema 3.36,
existe un homeomorfismo f: Clz(Cy) — Clz(Cy) tal que:

f(h(ﬁ)) =Yy Yy f|{c}><[m = 1{c}x1m-

Ya que Z — Cy y Clz(Cy) son dos conjuntos cerrados de Z cuya interseccion
es {c} x Iy f es la identidad en dicho conjunto, podemos extender f a un
homeomorfismo F: X — X, tomando F|z;_cq = 1|z_cq. Entonces, F'y h
son homeomorfismos de Z en si mismo tales que F'(h(z)) = y. Por lo tanto,
y € Orby(x). Esto concluye la prueba de d).

Hagamos 0E = J{C.Nd(Z): e € E(X)}. Como E(X) es la unién de las

orbitas de sus elementos,

0E= |J {Cand(2): d e Orbx(e)}.

ecE(X)
Luego, por d), obtenemos lo siguiente:

e) 6F es unién de exactamente g x) 6rbitas de Z.
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No es diffcil ver que Z es unién de los conjuntos ajenos dos a dos (R(X)U
OI(X) x I™), (OE(X) x (0,1)) y 0E. Aplicando ¢) y ¢), obtenemos que;

nz = 2(Mrx) + Norx)) + Noex) + Ne(x)-

Utilizando este hecho, asi como el incisos 1) del Teorema 3.10, tenemos las
siguientes igualdades:

Nz = 2(7]R(X) + 7]OI(X)> + Noex) + Nex) =
2(Nrrcx) +NrE(X) +N01(x%)) F NREC) + MREX) = 2(NRIC) +20RECX) +T01(X)) -

y también:

Nz = 2(Mrx) + Norx)) +Noex) + Nex) = 20r(x) + 2No1(x) + Nor(x) + NE(x)
= Nrex) T Norx) + (Mrex) + Norx) + Noex) +Nex)) = Mrex) + Norx) + Nx-
Esto termina la prueba de 2). O

3.3. Dendritas %—homogéneas

Sea X una dendrita. La propiedad 8) del Teorema 1.23 dice que toda
dendrita que no es un arco, tiene al menos 3 orbitas y, en una dendrita
-homogénea, E(X), R(X) y O(X) son las tres érbitas de X.

Lema 3.39. Sea X una dendrita %—homogénea. Si X contiene un arco libre,
entonces O(X) es abierto.

Demostracion. Sea ab un arco libre en X, por definicién de arco libre y el
Teorema 1.35, (ab) C O(X) y (ab) es abierto en X. Luego, Intx (O(X)) # (.
Como, ademds, O(X) es una 6rbita de X, por la parte 3) del Teorema 1.14,
O(X) es abierto. O

El Corolario 3.18 dice que, si R(X) es finito, entonces X es %—homogénea
si y solo si X es un n-odo o X es la dendrita F,,. Es decir, se cumple la
siguiente observacion.

Observacién 3.40. Supongamos que X es una dendrita tal que R(X) es
finito. Entonces X es 5-homogénea si y sélo si |[R(X)| = 1.
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Entonces, para la clasificacion de las dendritas %—homogéneas, estamos
interesados en estudiar las dendritas %—homogéneas cuyo conjunto de puntos
de ramificacién es infinito, o de manera equivalente, en las dendritas con mas
de un punto de ramificacién. En adelante todos los resultados se enunciaran
para dendritas con estas caracteristicas.

3.3.1. Conjunto de Puntos Extremos Cerrado

Empezamos estudiando el caso cuando el conjunto de puntos extremos es
cerrado. Sean € N—{1, 2}, se sabe que la clase de las dendritas cuyo conjunto
de puntos extremos es cerrado y tales que sus puntos tienen orden a lo mas
n, tiene una dendrita universal ([5, Teorema 4.2, pag. 8|); es decir, existe una
dendrita que contiene una copia de cada dendrita de tal clase. Esta dendrita
es conocida como “la Dendrita de Gehman de orden n” y la denotaremos
por G". Para describir la construcciéon de esta dendrita recordamos, en el
Teorema 3.41, una caracterizaciéon muy conocida del conjunto de Cantor | la
cual se encuentra probada, por ejemplo, en [47, Teorema 7.14, pag. 109].

Teorema 3.41. Un espacio métrico Y es homeomorfo al conjunto de Cantor
sty solo s1'Y es compacto, totalmente disconezxo y perfecto.

Diremos que un espacio X es un conjunto de Cantor si X es homeo-
morfo al conjunto de Cantor estandar, es decir, al que se construye dividiendo

el intervalo cerrado [0, 1] en tres partes iguales, y eliminando el “tercio me-
dio”.

A continuacién construiremos la familia de las dendritas de Gehman,
dicha construccién aparece en [5].

Sean n € Ny ki, ..., ky, €{0,2,...,2n — 4}. Definimos E} , ~ como el
conjunto de los numeros = € [0, 1] tales que = estd escrito en el sistema de
numeraciéon en base 2n — 3; es decir:

o B ky — knm, k1 " -1 kp +1
Fikm = op — 3 (2n —3)™’ 2n — 3 (2n — 3)m=1 " (2n — 3)™
Si todos los numeros ky, ..., ky son pares, entonces py, denotard el

punto en el plano cuya primera coordenada es el punto medio del intervalo
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E}. .k, v cuya segunda coordenada es 2%,1 Notemos que si m = 0, entonces

E"=[0,1]yp" = (%, 0). Denotemos por ¢ al punto (%, 2) y, para cadam € N:

Hy, = 0" q U PR P B € 40,2, 20— 4},

Observemos que, para cada m € N, H es una dendrita con E(H!) =
{a U{pp ik ko€ {0,2,...,2(n — 2)}} y como H: C HJ .y,

entonces |J H” es conexo. Hagamos:
meN

H" = Clgo (U H;) . (3.3.1)

meN

E%0,2
Figura 3.4: H"

Entonces H™ es una dendrita. Ademds, para una sucesion {k,,}.,, de
elementos de {0,2,...,2n—4}, la interseccion (), oy B, ., consta de exac-
tamente un punto. Denotemos por e, k, . a dicho punto y hagamos pi =
(€ky ky...,0) € H™. Luego:

EH") ={q} U{pi, .. ki €{0,2,...,2n — 4}}
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Definamos:

" = H{o, 2,...,2n —4},. (3.3.2)
=1

Supongamos que cada {0,...,2n — 4} posee la topologia discreta y que
C™ posee la topologia producto. Por el Teorema 3.41, C™ es homeomorfo
al conjunto de Cantor estandar; es decir, al que se construye a partir del
intervalo [0, 1], dividiendo en tercios y eliminando el interior del tercio medio
en cada etapa. Por lo tanto, F(H™) es un conjunto de Cantor. Finalmente
definimos G™ como la unién de dos copias homeomorfas H" y (H")" de H"™
con los correspondientes puntos ¢ y ¢’ identificados.

£

Fig 3.5: Dendrita de Gehman G*

Notemos que G™ es una dendrita cuyos puntos de ramificacién tienen
orden n y F(G™) es homeomorfo al conjunto de Cantor. El siguiente Teore-
ma, cuya prueba aparece en [5, Teorema 4.1, pag. 6], muestra que estas dos
propiedades caracterizan a las dendritas de Gehman.

Teorema 3.42. Sean X wuna dendrita y n € N — {1,2}. Entonces X es
homeomorfa a G™ si y sélo si E(X) es un conjunto de Cantor y R(X) =
R,(X).

Nuestro primer objetivo es probar que las dendritas de Gehman son
homogéneas. Para ello, utilizaremos el Teorema 3.43. En la prueba dada en
[5] del Teorema 3.42, se demuestra, aunque no se enuncia, dicho teorema.



3.3. DENDRITAS }-HOMOGENEAS 113

Teorema 3.43. Sean n € N — {1,2} y X una dendrita tal que E(X) es un
conjunto de Cantor y R(X) = R,(X). Si a € O(X) y be es el arco interno
que tiene a a, entonces existe un homeomorfismo h: G" — X tal que:

1) h(q) = a y h(p") = b;

2) si B es la componente de X —{a} que tiene a b, entonces h(H"—{q}) =
B.

Corolario 3.44. Sin € N—{1,2}, entonces O(G™) y R(G™) son érbitas de
G".

Demostracién. Sea a € O(G™). Aplicando la parte 1) del Teorema 3.43
a X = G", obtenemos un homeomorfismo h: G* — G" tal que h(q) = a.
Esto prueba que a € Orbgn(q) v, asi, O(G™) C Orbgn(q). Sea b € R(G").
Es facil observar, de la construccciéon de G™, que b es un punto final de
algin arco interno, digamos be. Tomemos un punto a en (bc). Aplicando
el Teorema 3.43 a X = G", por la parte 2) de dicho teorema, existe un
homeomorfismo ¢g: G" — G™ de manera que g(p) = a 'y g(p") = b. Luego,
b € Orbgn (p™). Esto prueba que R(G™) C Orbgn (p™).

Como el orden de un punto es invariante bajo homeomorfismos (partes
1) y 3) del Teorema 1.5), también se obtienen las otras dos contenciones;
es decir, Orbgn(q) C O(G™) y Orbgn(p™) C R(G™). Esto concluye nuestra
prueba. [

Ahora nos interesa probar que F(G™) es una érbita de G™. Ya que G" es
la unién de dos copias homeomorfas de H" y los elementos de E(H") estan
determinados por una sucesién de elementos de {0,2,...,2n — 4}, serd de
utilidad definir funciones entre los elementos de dichas sucesiones. Para ello,
usaremos que {0,2,4,...,2n—4} es un grupo con la operacién suma médulo
2(n—1).

........

dos puntos fijos en E(H"). Como {0,2,...,2(n — 2)} es un grupo, para
cada m € N, existe t,, € {0,2,...,2n — 4} tal que r,, + t,, = S, (con
la suma mod 2(n — 1)). Para cada m € N, sea 0,,: {0,2,...,2n — 4} —
{0,2,...,2n — 4} la funcién definida, para cada k € {0,2,...,2n — 4}, por:

om(k) =k +t, mod2(n—1). (3.3.3)
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Tomemos m € N. Veamos que o, es biyectiva. Como o, esta definida
en un conjunto finito, bastara probar que o, es inyectiva. Supongamos que
existen [,m € {0,2,...,2n — 4} tales que 0, (k) = on(l), k +tm = [ +
tm mod 2(n — 1). Por consiguiente, k¥ = [ mod2(n — 1) y, ya que k,l €
{0,2,...,2n — 4}, entonces k = [. Por lo tanto, o, es biyectiva.

Notemos que, 0,,(7) = Sm. Tomemos C™ como en (3.3.2). Definamos
o: C" — C", para cada (ky,)m € C" = [[;c510,2,...,2n — 4}, por:

o ((km)m) = (Um(k;m))m (3.3.4)
Como cada o, es biyectiva, es facil ver que o es también una funcion bi-
yectiva. Ademas, J((rm)m) = (am(rm))m = (Sm)m- En el siguiente lema

utilizaremos las funciones construidas aqui para definir un homeomorfismo
en H".

Lema 3.45. Sean € N—{1,2}. Si {rm}m y {Sm}m son dos sucesiones de
elementos de {0,2,...,2n—4}, entonces existe un homeomorfismo h: H" —
H’ﬂ tal que h’(p’?]_ﬂ‘g,...) - pg]_,Sg,...'

Demostracién. Tomemos dos sucesiones {7y }m ¥ {Sm}m en {0,2,...,2n —
4}, para cada m € N, t,,, € {0,2,...,2n — 4} tal que:

Tmt+ty, = Sms

om: {0,2,...,2n — 4} - {0,2,...,2n — 4}, como en (3.3.3) y o: C" — C"
como en (3.3.4). Ya probamos que cada o, y o son biyectivas.

Definiremos, por partes, el homeomorfismo h. Empezamos definiendo h en
H} C R(H")UO(H"™). Hagamos h|gn = 1gn v, para cada k € {0,2,...,2n—
4}, h(p™pi) = p"py, () de manera que hlpnpp es un homeomorfismo lineal y
h(p) = P}, x)- Notemos que h|yp es un homeomorfismo de Hy' en sf mismo
tal que h(p; ) = py . Ahora, definamos h en lo que resta de R(H")UO(H™").
Para cada m € Ny cada ky,...,k, €{0,2,...,2n — 4}, definimos:

h(p};,...,km) = PZl(kl),...,gm(km)-

7 V(3 V(3 n
y mandamos el arco pkl,..:,km—lpklymykm al arco h(pkl,,,.,km,l)h(Pkl,...,km) con
un homeomorfismo; es decir, hacemos h]pg o un homeomorfismo
1 1 m

.....
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momento hemos definido h, de manera continua, en |J H. Ademds, como
meN

para cada m € N, o, es biyectiva y h|pz . pp . esunhomeomorfismo,
Lok — 1Py

n e 3 7
h| U Hs es un homeomorfismo de UN Hy\, en si mismo tal que h(p; ., . )
m me

, para cada m € N.

p517327~--asm

Definamos h en E(H"). Para cada {k,,}., € C", hacemos:

h(pﬁl,;@,...) = PZ({km}m) = pgl(h),ag(kg),...'

Queremos ver que h: H" — H™ es un homeomorfismo. Puesto que o esta bien
definida y es biyectiva, h|g(gn) también estd bien definida y es biyectiva. Vea-
mos que h es continua en cada punto de E(H™). Sea {k,, },, una sucesién de

elementos de {0,2,...,2n — 4}. Para cada m € N, tomamos la componente
C(ky, ... ky) de H* —{p} ; } que tiene a pp . Como H" es local-
mente conexo, C(ky, ..., k) es abierto en H"; ademas, por la parte 1) del

Teorema 1.10, Clgn (C'(ky, ... k) = C(ky, - k) ULDE, 1}

Por el Teorema 1.30, {C(ki,...,kn)}m es una sucesién nula. Asi que,
{Clgn(C(k1, ... k) }m es también una sucesién nula. Como {p} . }n
converge al punto py .., ycadapy € Clga(C(ky,. .., kny)), obtenemos
que:

lfrn ClHn(C(kl, ey km)) = {pzl,kg,...}'

n—oo

Entonces, para cada abierto U de X tal que py, ;. € U, existe M € N tal
que, para cada m > M, C(ky, ..., ky,) C U. Esto significa que los conjuntos
C(k1, ..., ky) forman una base local del punto p, ,, .

Denotemos por D(ky, ..., ky) ala componente de < U H! ) —{ Pk ko }
N

Km+1- m :C<k1,,km)ﬂ
< U H,T}l) De lo anterior y del hecho de que X = < H;ZL) U E(H™),

meN meN

que tiene al punto py, . Notemos que D(ky, ...,
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obtenemos las siguientes igualdades:

meN

Clky, ... kp) = [C(k1,... . ky)N ( U H;) U (Clky,...,kn) N EH™))

= D(ky,... kpn)U (U {P} 1yts € BE(H™): l; = k;, para cada i < m})

(3.3.5)
Como Ay gr es un homeomorfismo, h~' (D(k1, ..., kn,)) es la componente
de ( U H%) _{h—l(pzl ’’’’’ ko) = < U HT’;L) —{pZ_l(kl) ook )} que tiene
meN meN 1 Ao m \hm
Es decir:

al punto Pl
1

Aplicando esto y (3.3.5), obtenemos:

W (C s E))
=17 (Utphs... € BUH™): 1 = ki parai <m}) UD(ky, .. Jin))

- (U{p:;l(zl),agl(lz),.._ € E(H"): l; =k;, parai < m}) U
D (ofl(kl), . ,U;Ll(km)) =C (Ufl(lﬁ), . 70,;1(km)) .

Lo anterior indica que, la preimagen de un elemento de una base local

gooe

punto de E(H™). Entonces, h es un homeomorfismo de H™ en H" tal que:

h(p:}hrz,...) = le(T’l),O’Q(TQ),... = p21,52753,...'
O

Teorema 3.46. Para cada n € N — {1,2}, la dendrita de Gehman G™ es
%—homogénea.

Demostracién. Por el Corolario 3.44, sélo falta probar que E(G") es una
érbita de G™. Sean z y y dos puntos en E(G"™). Como G™ es la unién de dos
copias homeomorfas, H" y (H")', de H™ con los correspondientes puntos, g
y ¢ identificados, existen dos homeomorfismo f y g de G™ en G" tales que
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f(z),g(y) € H". Ahora, por el Lema 3.45, podemos tomar otro homeomor-
fismo h: H™ — H" tal que h(g(y)) = f(z). Definamos v: G" — G™, para
cada z € G", por:

| h(2), sizeH™
7(z) = { 2, size (H").

Luego, v es un homeomorfismo y, f~' oo g es un homeomorfismo de G™
en si mismo tal que:

Frovog) =17 (haw)) = 1 (f@) = =
Por lo tanto, E(G™) es una érbita de G™. O

Observemos que G" es una dendrita %—homogénea con conjunto de puntos
extremos cerrado. En el siguiente resultado probaremos que G™ es la tinica
dendrita, con mas de un punto de ramificacién, con estas caracteristicas.

Teorema 3.47. Sea X una dendrita -homogénea tal que |R(X)| > 1. Si
E(X) es cerrado en X, entonces X es una dendrita de Gehman G™, para
alguna n € N — {1, 2}.

Demostracién. Sean a € R(X) y n = ordx(a). Entonces n € {3,4,...,w}
y, como R(X) es una érbita, R(X) = R,(X). Supongamos que n = w.
Entonces, las componentes de X — {a} forman una sucesiéon nula {A,,}.,
(Teorema 1.30). Ademas, los dos incisos del Teorema 1.28 indican lo siguiente:

Para cada m € N, existe a,, # a tal que a,, € E(ClX(Am)) y,
Clx(A,,) — {a}.

Como consecuencia de conexidad local de X, cada A,, es abierto de X.
Por el Teorema 1.9, cada a,, es un elemento de E(X) y, ya que {Clx(An) }m
converge a {a}, {am}m converge a a (parte 2) del Teorema 1.13). Debido a
que E(X) es cerrado, a € E(X). Esto es una contradccién, pues a € R(X).
Por lo tanto, n # w, por lo que:

n e N—{1,2}.

De acuerdo con el Teorema 3.42, para probar que X es una dendrita de
Gehman, sélo resta verificar que E(X) es un conjunto de Cantor. Veamos
que cada z € E(X) es un punto de acumulacién de E(X).
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De la Obsevacién 3.40, R(X) es infinito, por lo que E(X) es infinito ([47,
Teorema 9.28, pag.154]). Tomemos una sucesion {x,, }, de puntos de E(X),
distintos dos a dos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que {x,,}, es
convergente y llamemos z a su limite. Como E(X) es cerrado, x € F(X).
Luego, = es un punto de acumulacién de E(X), que pertenece a F(X). Ya
que E(X) es una orbita, E(X) coincide con el conjunto de sus puntos de
acumulacién. Como, ademads, E(X) es cerrado, es compacto y, por la parte
1) del Teorema 1.23, también es totalmente disconexo. Del Teorema 3.41,

tenemos que F(X) es un conjunto de Cantor, por lo que X es homeomorfo
a la dendrita de Gehman G™. O

Dado que las dendritas de Gehman son %—homogéneas (Teorema 3.46)
y su conjunto de puntos extremos es cerrado, del Teorema 3.47, obtenemos
la siguiente caracterizacion de las dendritas %—homogéneas cuyo conjunto de
puntos extremos cerrado y con mas de un punto de ramificacién.

Teorema 3.48. Sea X una dendrita tal que E(X) es cerrado y |R(X)| > 1.
Entonces X es %— homogénea si y solo si existe n € N — {1,2} tal que X es
homeomorfo a la dendrita de Gehman G™.

3.3.2. Conjunto de Puntos Extremos no Cerrado

En esta subseccién estudiaremos las dendritas X tales que |R(X)| >
1 y que E(X) no es cerrado. Para ello, serd de gran utilidad analizar los
arcos libres de X, asi como la descripcién de los conjuntos Clyx(R(X)) y
Clx(E(X)). Los primeros resultados de esta parte estan dedicados a dicha
tarea.

Lema 3.49. Sea X una dendrita 5-homogénea tal que |R(X)| > 1. Entonces
todo arco libre en X estd contenido en un arco interno.

Demostracién. Sea ab un arco libre en X. Por la parte 2) del Teorema 1.38,
ab estd contenido en un arco libre maximal zy. Ademads, por el Lema 3.39,
O(X) es abierto y, por la parte 3) del Teorema 1.38, xy es un arco interno o
es un arco externo. Supongamos que xy es un arco externo, con x € R(X) y
y € F(X). Yaque (zy) C O(X) y éste conjunto es una drbita de X, entonces:

Todo punto ordinario de X pertence a algin arco libre de X.
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Tomemos z € R(X) — {z}. Como R(X) es a lo mas numerable (parte
2) del Teorema 1.23), podemos elegir d € zx N O(X). Luego, existe un arco
libre uv que contiene a d. De la parte 3) del Teorema 1.36, se sigue que uv
estd contenido en zz. Aplicando nuevamente la parte 3) del Teorema 1.38,
obtenemos un arco interno o externo que contiene a wv. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que uv interno o externo. Como uv C zx y, 2y x
con puntos de ramificacion de X, no puede ocurrir que u o v sean puntos
extremos de X (Teorema 1.22). Por lo tanto, uv es un arco interno.

Como la imagen bajo homeomorfismos de un arco interno (externo) es
un arco interno (externo), los puntos de (uv) y (zy) estan en O(X), pero en
distintas érbitas de X. Esto es una contradiccién, que viene de suponer que
xy es externo. Por lo tanto, xy es un arco interno que contiene a ab. O]

Teorema 3.50. Sea X una dendrita :-homogénea con |R(X)| > 1. Si E(X)
no es cerrado, entonces R(X) C Cly(E(X)) y E(X) C Cly(R(X)).

Demostracién. Como E(X) no es cerrado, entonces:
Clx (E(X)) N (R(X)UO(X)) # 0.

Supongamos primero que Cly (E(X)) N R(X) # 0. Como R(X) y E(X) son
6rbitas de X, por la parte 2) del Teorema 1.14, R(X) C Cly(E(X)).

Ahora supongamos que Cly (E (X) ) ) # (. Nuevamente, por la
parte 3) del Teorema 1.14, O( ) Clx ( ) Como O(X) es denso en
X (inciso 3) del Teorema 1. 23) = Clx(0O(X)) C Clx(E(X)). Asf que,

también en este caso, R(X) C Clx(E(X).

Para la segunda parte, supongamos lo contrario, que existe x € E(X) —
Clx(R(X)). Entonces, existe un subconjunto abierto U de X tal que x €
U C X — R(X). Como X es localmente conexo, podemos suponer que U es
conexo. Tomemos y € U y notemos que, por la parte 2) del Teorema 1.19,
xy C U C X — R(X). Luego, zy es un arco libre. Por el Lema 3.49, xy
esta contenido en un arco interno. Esto es claramente una contradiccion,
pues 2 € F(X). Por lo tanto, E(X) C Clx(R(X)).

O

Corolario 3.51. Sea X una dendrita 5-homogénea tal que |[R(X)| > 1. Si
E(X) no es cerrado, entonces Cly(R(X)) = Cly (E(X)).
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Demostracién. Por el Teorema 3.50, ocurre que R(X) C Clx(E(X)) y
E(X) C Clx(R(X)), de donde Clx(R(X)) C Clx(E(X)) C Clx(R(X)).
Por lo tanto, Clx(R(X)) = Clx (E(X)). O

Dendritas sin arcos libres

A continuaciéon describiremos una familia de dendritas sin arcos libres
que ha sido muy estudiada y que sera importante para nuestra clasificacion.
Para cada n € {3,4,...,w}, existe una dendrita que contiene una copia de
cualquier dendrita cuyos puntos tienen orden a lo mas n. Ademads, resulta que
dicha dendrita no tiene arcos libres. Esta dendrita se describe en el teorema
siguiente y su demostracién puede consultarse en [25, Teorema 6.2, pag. 229).

Teorema 3.52. Sean n € {3,4,...,w}, X y Y dos dendritas tales que se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Sia € R(X)UR(Y), entonces ordx(a) = n o bien ordy (a) = n.
2) il C X yJCY son arcos, entonces R(X)NIT#0 y RY)NJ #0.

Entonces X yY son homeomorfas, mds aun, para parejas distintas de puntos
e1, 62 € E(X), y f1, fo € E(Y), se puede definir un homeomorfismo h: X —
Y de manera que h(e1) = f1 y h(ez) = fo.

Para cada n € {3,4,...,w}, denotamos por D,, a una dendrita que cum-
pla 1) y 2) del Teorema 3.52. Notemos que, el Teorema 3.52 dice que D,
es la tnica dendrita que no contiene arcos libres y tal que cada punto de
ramificacion tiene orden n. En [25, Teorema 6.6 y Teorema 6.7, pag. 230 | se
prueba que D,, es universal en la clase de las dendritas con puntos de orden a
lo mas n; esto es, cualquier dendrita cuyos puntos tengan orden a lo mas n, se
puede encajar en D,,. Entonces, D, es universal en la clase de las dendritas;
es decir, cualquier dendrita se puede encajar en D,,,.

La prueba del siguiente resultado puede consultarse en [18, Teorema 3.13,
pég. 464].

Teorema 3.53. Sea n € {3,4,...,w}. Si z,y € D,, entonces existe un
homeomorfismo h: D, — D, tal que h(x) = y si y sdlo si ordp,(z) =
ordp, (y).
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Figura 3.6: Dendrita Universal Dj

Corolario 3.54. Sea n € {3,4,...,w}. Entonces la dendrita universal D,
es %—homogénea.

El siguiente teorema caracteriza a las dendritas %—homogéneas sin arcos
libres.

Teorema 3.55. Sea X una dendrita sin arcos libres. Entonces X es %-
homogénea si y sdlo si eziste n € (N—{1,2})U{w} tal que X es homeomorfa
a la dendrita D,,.

Demostraciéon. Supongamos que X es una dendrita %—homogénea sin arcos
libres. Luego, existe n € {3,4,...,w} tal que R(X) = R,(X) y, asi, X
cumple 1) del Teorema 3.52. Ya que X no tiene arcos libres, todo arco en
X contiene un punto de ramificacién de X. Por consiguiente, X cumple 2)
del Teorema 3.52. Por lo tanto, X es homeomorfa a D,,. Como, ademas, la
dendrita D,, es %—homogénea, se cumple el resultado. O

Dendritas con arcos libres

Ahora construiremos una dendrita P, que tiene arcos libres y cuyos puntos
de ramificacion son de orden w. Mas adelante probaremos que P también es
1 3
3-homogénea.

Sean p cualquier punto en el plano R? y {p,}, una sucesién de puntos
de R? que converge a p, de manera que cualesquiera dos elementos de dicha
sucesion y p no son colineales. Definimos Py, = |J{pp,: n € N}. Entonces P,
es homeomorfo a F,. Para cada n,m € N sea p,, un punto en R? — {P,} tal
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que la sucesion {pym, tm converge a p, y, nuevamente, dicha sucesién y p no
contiene tres puntos colinales. Observemos que, en cada p,, estamos pegando
una copia de F;, que sélo intersecta a P en p,. Elijamos dichas copias ajenas
dos a dos. Luego, el continuo Py = Py | J{pupPum: m € N} es una dendrita.
Siguiendo este proceso, podemos construir una sucesiéon de dendritas en el
plano, Py, P, P;, ... talesque P, C P, C P; C --- de manera que la cerradura
de su unién también es una dendrita. Finalmente definimos:

P = Clgs (U{Pn: ne N}) .

Para cada m € Ny ky,...,k, € N, denotemos por pi, .k, k. al ele-
mento de E(P,;,) tal que pr, .k, 1 € PPhyo.kim_1.km- NOtEMOS que:

R(P) = {pky,.. ks M, K1, km €N} =R, (P) v U, Pn=0(P)UR(P).

Ademas, si ki, ko, k3,... es una sucesion de nimeros naturales, se cumple
que:

PPky C PPkiky C PPhikoks C
Entonces, por el Teorema 1.27, Clx (U, ,cn PPk.,) estd contenido en un arco.
Atin mas, no es dificil observar que {px, ...k, }m converge a un punto pg, , ks, ...
el cual es extremo de X. Por 1ltimo es importante notar que:

E(P) = {Pky ko ks,...: ki € N, para cada i € N}.

El resto de esta seccion esta dedicado a probar que la dendrita P es
la tnica dendrita %—homogénea con mas de un punto de ramificacion, con
arcos libres y cuyo conjunto de puntos extremos no es cerrado. Esto com-
pletarda nuestra clasificacion. Para ello, demostraremos algunos resultados,
tomando en cuenta que las dendritas en esta seccion tienen mas de un punto
de ramificacion.

Recordemos que la dendrita W se construye de la siguiente manera: to-
memos, para cada n € N, a, = (+,2) y b, = (£,0). Sean a = (0,0) y
¢ = (—1,0). Definimos:

Wo =abyU| J{anbp: n €N} 'y W =caUW,.

A W se le conoce como “la dendrita W con vértice a y base caUab,”. A W,
se le llama “la dendrita W} con vértice a y base ab,”.
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Figura 3.7: Dendrita P

Teorema 3.56. Sea X wuna dendrita 5-homogénea tal que |R(X)| > 1y
E(X) no es cerrado. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Si X no contiene una copia de W, entonces R(X) = R,(X);

2) si X contiene una copia de W, entonces cada punto de ramificacion es
vértice de una copia de W.

Demostracién. Sea n es el orden de cada punto de R(X). Para probar 1)
supongamos que X no contiene copias de Wy que R(X) = R,(X), con n €
N. En el Teorema 3.50 probamos que R(X) C Clx(F(X). Luego, cada punto
de R(X) es de acumulacién de E(X) y, por la parte 2) del Corolario 1.40,
todo punto de R(X) es el vértice de una copia de W. Como X no contiene
copias de W, concluimos que n ¢ N. Por lo tanto, n = w. Esto prueba 1).

No es dificil ver que, si X no contiene arcos libres, x € R(X) y C es una
componente de X — {x}, entonces z es limite de una sucesién en R(X)NC.
Asi que, por la parte 1) del Corolario 1.40, = es el vértice de una copia de
W. Como R(X) es una 6rbita, se cumple 2). Supongamos entonces que X
contiene un arco libre. Por el Lema 3.39, O(X) es abierto. Sea Y una copia
de W en X. Denotemos por x al vértice de Y. Luego:

Cly(R(X)) NO(X) = 0.
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Por otro lado, z es el vértice de Y, con lo que z € Clx(R(Y)). Ya que
R(Y) C R(X), z € Clx(R(X)) y, esto implica que, x ¢ O(X). Como,
ademds, ordx(z) > ordy(z) = 2, x tampoco es elemento de E(X). Por
consiguiente, z € R(X). Tomando en cuenta que R(X) es una orbita de
X, concluimos que todo punto de R(X) es vértice de una copia de W. Esto
prueba 2). O

En [5, Teorema 4.5, pag. 9] se prueba el siguiente teorema, que caracteriza
a la dendrita P.

Teorema 3.57. Una dendrita X es homeomorfa a la dendrita P sty sélo st
se satisfacen las siguientes condiciones:

1) X no contiene copias de W
2) E(X) C Clx(R(X));

3) R(X) = Ru(X).

Corolario 3.58. Sea X es una dendrita % homogénea tal que E(X) no es
cerrado y |R(X)| > 1. St X no contiene copias de W, entonces X es homeo-
morfa a la dendrita P.

Demostracién. Por la parte 1) del Teorema 3.56, R(X) = R,(X) y, por
el Teorema 3.50, E(X) C Cly(R(X)). Del Teorema 3.57, se sigue que X es
homeomorfo a la dendrita P. O

En la prueba dada en [5] del Teorema 3.57 se demuestra, aunque no se
enuncia, el siguiente resultado.

Teorema 3.59. Sea X wuna dendrita tal que X no contiene copias de W,
E(X) Cc ClxR(X) y R(X) = R,(X). Sia € R(X), y {a;}; es la sucesion
en R(X) tal que {aa;}; son todos los arcos internos que tienen al punto a,
entonces existe un homeomorfismo h: X — P tal que h(p) = a y, para cada
i € N, h(pp;) = aq;.

Corolario 3.60. O(P) y R(P) son orbitas de P.
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Demostracion. Por el Teorema 3.59, p se puede mandar, bajo un homeo-
morfismo, a cualquier punto de R(P). Luego, R(P) C Orbp(p). Ahora vea-
mos que los puntos de O(P) estan en la misma 6rbita. Sea =z € O(P). En-
tonces existen ky, ..., k,, € N tales que:

T € Piy,okom—1 Pk, ko -

Fijemos xy en (pp;). Nuevamente, aplicando el Teorema 3.59, obtenemos un
homeomorfismo h: P — P tal que h(pp1) = Dky... ko 1Pky,.. kom- POr consi-

guiente, {z0,h~1(x)} C (ppy).

Tomemos otro homeomorfismo f: pp; — pp; tal que f(zo) = h=(z) v
f(p) = p. Extendamos f a una funcién F: P — P de manera que F es la
identidad en el cerrado P — (pp1). Puesto que f(p) = py f(p1) = p1, F
estd bien definida y, como 1|p_(,p,) y [ son homeomorfismos, F' es también
un homeomorfismo. Por lo tanto, h o F' es un homeomorfismo de P en P
tal que h o F'(zg) = z. Esto prueba que O(P) C Orbpzy. Como el orden
de un punto es invariante bajo homeomorfismos (parte 1) del Teorema 1.5),
O(P) = Orbp(zy) y R(P) = Orbp(p). O

Lema 3.61. Sean {ry,}m v {Sm}m dos sucesiones en N. Entonces existe un
homeomorfismo h: P — P tal que h(pyy ry...) = Psy 59....-

Demostracion. Para cada m € N, sea \,,: N — N una permutacion tal
que:
A(Tm) = Sm-

Con ayuda de las permutaciones \,,, definiremos el homeomorfismo h.
Para cada k € N, hagamos h(ppr) = ppx, k) de tal manera que hly, es un
homeomorfismo lineal que fija a p y h(py) = pa, (k). Notemos que h|p, es un
homeomorfismo de P; en si mismo tal que h(p,,) = ps, .

Ahora, para cada m € N y cualesquiera ky, ..., k, € N, hagamos:

(pkl,...,km) = Dxi(k1), o dm(km) Y
Plpey s i Prrom  Phtesdom—1 Pkt PA1 (1) A1 (o 1)PA1 (51) e Ao ()

un homeomorfismo lineal. Hemos definido hen |J P, = R(P)UO(P). Como
neN
O(P) es la union de los conjuntos abiertos (pi, ... knPky,....kmst)» o) €std bien

definida y es continua.
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Notemos que, para cada sucesion de naturales {k,,}.,, se cumple lo si-
guiente:

y los arcos {p,, . knPky,.kmys pm convergen a {pg, .} Esto implica que
h|y p, estd bien definida y que también es continua en cada punto de R(P).
neN

Ahora, ya que para cada m € N, ), es biyectiva y h\pkl

homeomorfismo, entonces h| ) p, resulta biyectiva. En consecuencia, h| j p,
neN neN

es una funcién continua y biyectiva de |J P, en si mismo tal que, para cada
neN

es

m € N, se cumple que:

h(prl,rg,...,rm) = Ds1,52,...,m

Definamos ahora h en E(P). Para cada sucesién {k,},, de nimeros na-
turales, hagamos:

R(Dky ka,...) = Py (k1) Ao (ko)

Como para cada m € N, A, esta bien definida y es biyectiva, h|gp)
estd bien definida y es biyectiva. Para probar que h es un homeomorfismo,
sélo resta verificar que h es continua en cada punto de E(P).

Sean {k,, }n una sucesién de naturales y, para cada m € N, C'(ky, ..., k)
la componente de P — {pk, .k, } que tiene a pg, Sea m € N. Como

sRm41°
P es localmente conexo y P — {pg,.. k., } es abierto en P, C(ky,..., ky) es

abierto en P. Luego, por el Teorema 1.30, {C(k1, ..., kn)}m es una sucesién
nula y, asi, {Clp(C(ki, ..., kn))}m es, también, una sucesién nula.

Por la parte 1) del Teorema 1.10, se cumple lo siguiente:

Clp(C(k1y ... km)) = Clkiy ..o km) U{Dky. ko }-

Ademas, por construccion, nlglgopkl""’km = Dk ko ,ks,...- O€ sigue que:

Til_fgo Clp(C(k1, .. km)) = {Pki ko, }-

Entonces, para cada subconjunto abierto U en P que tiene a py, g,...,
existe M € N tal que C(ky,...,k,) C U, para cada m > M. Esto prueba
que, {C(k1,...,kmn)}m es una base local del punto py, ...
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De manera similar a como lo hicimos en la prueba del Lema 3.45, se
prueba que h™'(C(ky, ..., ky)) = C(A (k1) ..., A" (km)). Esto indica que
la preimagen de un elemento de la base local del punto pg, k, k... €s un abierto
en P. Luego, h es continua en py, k, k... En consecuencia, h es continua en
cada punto de E(P). Por lo tanto, h: P — P es un homeomorfismo. Ademas:

h<p:'l177'2,...) = pg\L1(’F1),)\2(T’2),... - p517527537---'
Esto concluye la prueba del lema. ]

Teorema 3.62. La dendrita P es %—homogénea, tiene arcos libres y FE(P)
no es cerrado.

Demostracion. Para probar que P es %—homogénea, por el Corolario 3.60,
sélo falta verificar que E(P) es una 6rbita de P. Por el Lema 3.61, E(P)
esta contenido en una orbita de P. Ya que la imagen de un punto extremo,
bajo un homeomorfismo, es también un punto extremo (inciso 3) del Teore-
ma 1.5), entonces E(P) es una orbita de P. Por lo tanto, P es 3-homogénea.

Sabemos que P no es homeomorfa a ninguna Dendrita de Gehman G"
pues, por ejemplo, R(P) = R,(P) y R(G") = R,(G"), para alguna n € N
(Teoremas 3.42 y 3.57 parte 3)).

Ya que P es %—homogénea7 por el Teorema 3.46, E(P) no es cerrado en
P. Adin mas, de la construccién que dimos de la dendrita P, podemos ver
que, si pg,.. k. € R(X), entonces toda sucesién {pkh...,km,li,l;,...}i de puntos
distintos en E(P), contiene una subsucesién convergente a py, . ,.. Ahora,
ya que P no contiene una copia de W, entonces P no es la dendrita universal

D,,. Asi que, por el Teorema 3.55, P tiene arcos libres. ]

Maés adelante probaremos que P es la tnica dendrita que tiene las carac-
teristicas del Teorema 3.62. A continuacion presentamos algunos resultados
que ayudaran a probar tal caracterizacion.

Sean X una dendrita y y € X fijo. Daremos un orden parcial en X con
respecto al punto y de la siguiente manera: dados a,b € X, decimos que a es
menor o igual que b con respecto a y, y escribimos a <, b, si a € yb.
Sia <, b, pero a # b, decimos que a es menor que b con respecto a y, y
escribimos a <, b.
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Lema 3.63. St X es una dendrita y a,e,y € X, con a # y, entonces los
ordenes <, y <, coinciden en ae N ye.

Demostracién. Sean p, ¢ € ae N ye. Queremos probar que p <, ¢ si y sélo
si p <, ¢. Supongamos primero que p <, ¢q. Esto significa que p € yg. Como
q € ae, ae es la unién disjunta de aq y (ge]. Luego, si p ¢ agq, entonces
p € (ge]. Ahora, ya que también ¢ € ae, ye es unién disjunta de yq y (ge].
Esto es una contradiccién, pues p € yq y p € (ge]. Por lo tanto, p € aq y
p <, ¢. Similarmente se prueba que, si p <, ¢, entonces p <, q. ]

Definicién 3.64. Sean X una dendrita y y € X fijo. Dados a,b € X, con
a <, b, decimos que ab es un arco del tipo 1,, si para cada c € [ab), existe
de X tal que a <, c <, d <, b ycd es libre. Decimos que ab es un arco
del tipo 2, si para cada ¢ € [ab), ocurre que cb no es del tipo 1,,.

Lema 3.65. Sean X una dendrita yy € X fijo. Entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1) Un arco no puede ser a la vez del tipo 1, y del tipo 2,; mds ain, todo
arco contenido en un arco del tipo 1, es, también, un arco del tipo 1,;

2) siab es un arco del tipo 2,, entonces para cada a <, p <, b, pb es un
arco del tipo 2,;

3) sii € {1,2},a € X y, uyv son dos puntos de X tales que u € avNywv,
entonces uv es un arco tipo i, si y solo si uwv es un arco del tipo i,;

4) sii e {1,2}, f € H(X), a = f(y) y uv es un arco tipo i,, entonces
f(uv) es un arco del tipo i,.

Demostracién. Para probar 1), supongamos que ab es un arco del tipo 1,,
con a <, b. Sean uv un arco contenido en ab, con u <, v, y ¢ € [uv). Luego,
¢ € [uv) C [ab) y, como ab es un arco del tipo 1,, existe d € X tal que:

a) a <, c<,d<,by cdes un arco libre.

Notemos que, si d € uv, uv cumple la definicién de ser del tipo 1,. Su-
pongamos entonces que d ¢ uv. Asi, d € ab — uv. Como ¢ € [uv) C [ab), con
u<,vya<,b, entonces:

a<,u<,c<,v<,b.
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Por consiguiente, d € ab — uv = [au) U (vb] y [au) C |ac). Por a), d ¢ [ac),
con lo que d € (vb]. De lo anterior concluimos que nuestros puntos estan
ordenados como sigue:

a<,u<,c<,v<,d<, b

Luego, cv C cd y, como cd es un arco libre, cv es un arco libre. Esto
prueba que uv es un arco del tipo 1,. Por lo tanto, cada arco contenido en un
arco del tipo 1, es, nuevamente, un arco del tipo 1,. Ya que, por definicién,
los arcos del tipo 2, contienen arcos que no son del tipo 1,, concluimos que
los arcos del tipo 2, no son del tipo 1,. Esto prueba 1).

Ahora probemos 2). Supongamos que ab es un arco tipo 2, con a <, b,
y que p € ab. Tomemos ¢ € [pb) C [ab). Por definicién de arco del tipo 2, cb
no es un arco del tipo 1,. Luego, pb cumple la definicién de ser del tipo 2,,.
Esto prueba 2).

De la Definicién 3.64 y de la Observacién 3.63 obtenemos 3).

Para probar 4), sean f € H(X) y a = f(y). Notemos que, para dos puntos
p,q € X, se cumple que p € yq si y sélo si f(p) € f(y)f(q) = af(q). Luego:

b) p <, gsiysdlosi f(p) <a f(q)

Primero, supongamos que wv es un arco del tipo 1,, con u <, v. Quere-
mos mostrar que f(uv) es un arco del tipo 1,. Sea ¢ € f([uv)). Como f es
homeomorfismo, f~!(c) € [uv) y, asi, existe d € X tal que:

u<, f ()<, d<,v vy fl(c)d es libre.
Por b), se cumple lo siguiente:
flu) <sc <, fd) <, f(v) vy cf(d) esun arco libre.

Esto prueba que f(uv) es un arco del tipo 1,, como queriamos.

Ahora, supongamos que uv es un arco del tipo 2,. Queremos ver que f(uv)
es un arco del tipo 2,. Para esto, tomemos ¢ € [f(u)f(v)). Supongamos que
cf(v) es un arco del tipo 1,. Como f~! es un homeomorfismo, ya probamos
que, f~H(cf(v)) = f~(c)v es del tipo 1,. Pero f~'(c)v C uv. Ya que esto
contradice 2), ¢f(v) no es un arco del del tipo 1,. Esto muestra que f(uv) =
f(u)f(v) es un arco del tipo 2, y concluimos la prueba de 4). O
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Teorema 3.66. Sea X una dendrita %-homogénea tal que E(X) no es ce-
rrado y tal que X contiene una copia de W. Siy € R(X), entonces para cada
a € R(X), existe e € E(X) tal que ae es un arco del tipo 2,,.

Demostracién. Sea y € R(X). Para simplificar la notacién, ya que hemos
fijado y y durante esta prueba no utilizaremos otro orden para X, escribire-
mos <, <, tipo 1y tipo 2, en lugar de <, <,, tipo 1, y tipo 2,, respectiva-
mente.

Sean € NU{w} tal que R(X) = R,(X). Si X es homeomorfo a D,,, X no
tiene arcos libres, por lo que todo arco en X es un arco del tipo 2. Luego, se
cumple el teorema. Supongamos, entonces, que X no es homeomorfo a D,,.
Probaremos que se cumple la siguiente afirmacion:

1) Todo punto de ramificacién es el vértice de una copia de Wy y un punto
final de algin arco interno.

En efecto, como X no es homeomorfo a D,,, X contiene un arco libre y,
por el Lema 3.49, X contiene arcos internos. Como R(X) es una 6rbita de
X, todo punto de R(X) es punto final de un arco interno. Ademds, por la
parte 4) del Teorema 3.56, todo punto de R(X) es el vértice de una copia
de Wy. Esto prueba 1). Para continuar la demostracién, primero probemos
lo siguiente:

2) Sia € R(X), existen ¢,d € R(X) tales que a < ¢ < dy ¢d no es un
arco del tipo 1.

Sea a € R(X). Por 1), podemos tomar una copia A de Wy, con vértice a,
y b € R(X) tal que ab es un arco interno. Como y € R(X), a,y ¢ (ab). Se
sigue de la parte 3) del Teorema 1.36, que:

ba C ya o bien yanab= {a}.

Supongamos primero que ba C ya; es decir, y < b < a. Como ba es un arco
libre en X y todo arco en A que tiene al vértice a no es libre, A Nab = {a}.
Luego:

yaNA=(ybUba)NA=(ybNA)U(banNA)=(ybN A)U {a}.

Observemos que, yb N A y {a} son ajenos, pues b < a. Como, ademas,
ybN Ay {a} son cerrados y, por la parte 4) del Teorema 1.19, ya N A es
conexo , necesariamente ocurre que yb N A = (); es decir:
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(¥) yanA={a}.

Sea d € R(A). Ya que A es una copia de Wy en X, a es limite de puntos
de R(A)Nad C R(X) Nad, por lo que ad no es un arco del tipo 1. De (%),
deducimos que a € yd y, como a ¢ R(A), a # d. Esto implica que a < d. En
este caso, tomando ¢ = a, se cumple 2). Si ya Nab = {a}, entonces a < by
existe copia B de Wy con vértice b. De manera similar, podemos probar que,
ybN A = {b} y que tomando d € R(B) y ¢ = b se cumple 2). Ahora probemos
lo siguiente:

3) Sia € R(X), entonces existe a < x tal que azx es un arco del tipo 2.

Sea a € R(X). Por 2), existen x1,y; € R(X) tales que a < x1 < 31 y 7101
no es un arco del tipo 1. Como también y; € R(X), aplicando nuevamente 2),
encontramos Tq, Yo € R(X) tales que y; < x9 < Yo v Tayo no es un arco del
tipo 1. Repitiendo este proceso, inductivamente, construimos dos sucesiones
{Zm}ms ¥ {Ym}m de R(X), con las siguientes propiedades:

a) a<m <y <xe<yYp <o

b) ZYm no es un arco del tipo 1, para cada m € N.

Hagamos X; = |J ax,,. Por el Teorema 1.27, existe x € X de manera
meN
que X; = ax o bien X; = [az). Observemos que a < 1 < 2 < +-- < Z.

Veamos que ax es un arco del tipo 2. Tomemos p € [az). Entonces existe
m € N tal que p € ax,,. Por consiguiente, p < z,, < ¥y, < x. Ya que Z,,ym
no es un arco del tipo 1, por la parte 1) del Lema 3.65, pz no es un arco del
tipo 1. Por lo tanto, ax es un arco del tipo 2. Esto prueba 3).

Ahora probemos el teorema. Tomemos a € R(X) y consideremos la fami-
lia 2 formada de la siguiente manera:

A = {ax C X: az es un arco del tipo 2}.

Por 3), 2 es no vacia. Supongamos que © es una cadena en 2. Esto
significa que ® C A y que si avy,av, € D, entonces avy; C ave 0 bien
ave C avy. Definamos:

v=_Jo.
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Por el Teorema 1.27, existe z € X tal que V = [az), o bien V = az.
Veamos que az es una cota superior de ® en 2. Sea ar € 3. Entonces
ax C V C az. Sélo falta probar que az € . Tomemos p € [az) y veamos
que pz no es un arco del tipo 1. Como p € V, existe ax € ® tal que p € ax.
Ya que az es un arco del tipo 2, por la parte 2) del Lema 3.65, px es un arco
del tipo 2. Como px C pz, el inciso 1) del Lema 3.65 indica que pz no es un
arco del tipo 1, como queriamos. Asi, az € 2. Esto prueba que az es una
cota superior de © vy, por el Lema de Zorn ([26, Teorema 2.1 (2), pag. 32|),
2l tiene un elemento maximal, digamos ae.

Para terminar la prueba sélo resta ver que e € E(X). Tomemos una
sucesion {¢;}; de elementos de ae convergente a e. Como ae es un arco del
tipo 2, para cada 7 € N, ¢;e no es un arco del tipo 1. Esto significa que, en
particular, ningtin c;e es libre. Luego, para cada i € N, existe d; € R(X) tal

que ¢; < d; < e. Ya que lim ¢; = e, lim d; = e. Por consiguiente:
1—00 1—00

e € Cly(R(X)).

Ahora, como X contiene arcos libres, por el Lema 3.39, O(X) es abierto.
Entonces O(X) N Clx(R(X)) = 0y, asi, e ¢ O(X). Si e € R(X), por 3),
podemos tomar e < x tal que ex es un arco del tipo 2. Ya que ex C ax, lo
anterior también indica que ax € 2, contradiciendo la maximalidad de ae.
Por lo tanto, e € E(X). O

Teorema 3.67. Sea X una dendrita %—homogénea tal que E(X) no es ce-
rrado. Siy € R(X) es punto final de dos arcos internos, entonces existe
e € E(X) tal que ye es un arco del tipo 1,,.

Demostracién. Supongamos que y € R(X) es un punto final de dos arcos
internos. Ya que y es fijo, escribiremos <, <, tipo 1 y tipo 2 en lugar de <,,
tipo 1, y tipo 2,, respectivamente. Notemos que |R(X)| > 1, pues los puntos
finales de un arco interno son dos puntos de R(X); ademas, como R(X) es
una é6rbita de X, todo punto de ramificacion de X es punto final de dos arcos
internos.

Consideremos la familia € formada de la siguiente manera:

¢ ={yw: sip € yw, pw esun arco del tipo 1}.

Por hipdtesis, y es punto final de un arco libre, digamos yy;. Por el Le-
ma 3.49, podemos suponer que y; € R(X), por lo que, para cada p € yy,
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py1 es un arco del tipo 1. Luego, yy; € €; es decir, € # (). Supongamos ahora
que ® es una cadena en €. Definamos:

v=_Jo.

El Teorema 1.27 indica que existe z € X tal que V = [yz) o V = yz.
Veamos que yz es una cota superior de ®. Notemos que si yw € ®, entonces
yw C V C yz. Sélo falta verificar que yz € €. Sea p € [yz). Como p € V,
existe yb € O tal que p € yb C yz. Ya que p € yb € &, pb es un arco del tipo
1. Por la definicién de tipo 1 aplicada a a = ¢ = p, existe p < d < b tal que
pd es libre. Como p < d < b < z, yz es un arco del tipo 1. Esto prueba que
yz € €.

Hemos probado que yz es una cota superior de ® vy, por el lema de Zorn
([26, Teorema 2.1 (2), pag. 32]), € tiene un elemento maximal ye.

Veriquemos que e € E(X). Si e € R(X), por hipdtesis, e es punto final de
dos arcos libres cuya interseccion es {e}. Ahora, si x € O(X), por la parte 1)
del Teorema 1.38, existen u,v € X tales que uv es un arco libre y z € (uv).
En ambos casos existe v € X tal que ev es un arco libre no degenerado y
yeNev = {e}. Luego, yv = yeUev es un arco del tipo 1. Pero esto contradice
la maximalidad de ye. Por lo tanto, e € E(X). O

La teoria construida en esta 1ltima parte se ha desarrollado para resolver
el caso de las dendritas %—homogéneas con mas de un punto de ramificacién,
cuyo conjunto de puntos extremos no es cerrado y tales que cada punto de
ramificacién estd en mas de un arco interno. Dicha teoria se aplicara en
el siguiente teorema para mostrar que una dendrita con las caracteristicas
que acabamos de describir es homeomorfa a la dendrita P. Mas adelante se
probara que, de hecho, no hay ningtin otro caso posible aparte de éste y los
que ya hemos analizado.

Teorema 3.68. Sea X una dendrita %-homogénea tal que E(X) no es cerra-
do. Si algin punto de R(X) es un punto final de al menos dos arcos internos,

entonces X no contiene copias de W; aun mds, X es homeomorfo a la den-
drita P.

Demostracién. Supongamos que y € R(X) es un punto final de al menos
dos arcos internos y que X contiene una copia de W. Por los Teoremas 3.67
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y 3.66, existen e, e’ € E(X) de manera que ye es un arco del tipo 1, y ye’
es un arco del tipo 2,. Ya que E(X) es una érbita de X, podemos tomar un
homeomorfismo h: X — X tal que h(e¢’) = e. Hagamos:

a = h(y).

Por el inciso 4) del Lema 3.65, ae es un arco del tipo 2,. Luego, por la
parte 2) del Lema 3.65, A = yeNae es un arco del tipo 2, y, asi, por la parte
3) del mismo lema, A también es un arco tipo 2,.

Por otro lado, como A C ye y ye es un arco del tipo 1,, por la parte 1)
del Lema 3.65, A es un arco del tipo 1,. Esto contradice el hecho de que un
arco no puede ser a la vez de ambos tipos (inciso 1) del Lema 3.65). Por lo
tanto, X no contiene copias de W. Aplicando el Corolario 3.58, obtenemos
que, X es homeomorfo a la dendrita P. n

Dado que las dendritas universales D,, ya estan caracterizadas como las
dendritas sin arcos libres tales que todos sus puntos de ramificacién son de
orden n, para la clasificacion de las dendritas %—homogéneas sOlo falta analizar
el caso cuando X es tal que E(X) no es cerrado, |[R(X)| > 1, X contiene un
arco libre y ningtn punto de ramificacién es punto final de dos arcos internos.
El siguiente teorema ayudara a probar que dicho caso no se puede dar.

Teorema 3.69. No existe una dendrita X con las siguientes caracteristicas:
1) CIX(E(X)) = Clx(R(X)) = E(X) U R(X);

2) six € R(X), entonces existe un unico y € R(X) tal que xy es un arco
interno.

Demostracién. Supongamos X es una dendrita que cumple 1) y 2). Primero
veamos que X no contiene arcos externos. Para esto, supongamos por el
contrario, que ea es un arco externo con e € E(X). Por el Teorema 1.37,
sabemos que [ea) es abierto, pero [ea) N R(X) = (). Esto contradice 1), pues
e es punto de Clx(R(X)). Por lo tanto, X no contiene arcos externos.

Por 1), O(X) = X — (E(X) U R(X)) es un subconjunto abierto de X
y, por la parte 3) del Teorema 1.38, cada elemento de O(X) pertenece a
algin arco interno de X. Ademas, por hipotesis, cada punto de ramificacion
estd en exactamente un arco interno. Como los arcos internos no tiene puntos
de E(X), se cumple la siguiente igualdad:



3.3. DENDRITAS %—HOMOGENEAS 135

X —-EX)= U{ab : ab es un arco interno en X }.

Por 2), cualesquiera dos arcos internos son ajenos. Como R(X) es a lo
mas numerable (1.23), tenemos a lo més una cantidad numerable de arcos
internos. Ademas, la parte 9) del Teorema 1.23 dice que X — F(X) es conexo
y se cumple lo siguiente:

X — E(X) es un subconjunto conexo de X y es una unién a lo més
numerable de arcos internos ajenos dos a dos.

En [38, Teorema 8, pag. 266] se prueba que los subespacios conexos de un
continuo hereditariamente localmente conexo del plano son o-conexos, esto
significa que no se pueden poner como una unién numerable de conjuntos no
vacios y mutuamente separados. Como esto contradice lo que acabamos de
encontrar, concluimos que una dendrita con tales caracteristicas no existe.

]

Teorema 3.70. Sea X una dendrita con arcos libres tal que |[R(X)| > 1 y
tal que E(X) no es cerrado. Entonces X es %—homogénea si y solo si X es
homeomortfa a la dendrita P.

Demostracion. El Teorema 3.62 indica que la dendrita P es %-homogénea,
tiene arcos libres y E(P) no es cerrado. Para probar la otra implicacion,
supongamos que X es una dendrita con arcos libres, con mas de un punto
de ramificacién y que E(X) no es cerrado. Como X contiene arcos libres,
por el Lema 3.49, X contiene arcos internos. Ya que R(X) es una 6rbita de
X, entonces todo punto de ramificacién de X es punto final de algin arco
interno. Ahora, por el Corolario 3.51, Cly (R(X)) = Cly (E(X)) y, por el
Lema 3.39, O(X) es abierto. Esto implica que O(X) N Clx (R(X)) = 0. Por
lo tanto:
Clx(R(X)) = Clyx (E(X)) = R(X)UE(X).

Luego, el Teorema 3.69, indica que no es posible que cada punto de ra-
mificacion sea punto final de exactamente un arco interno. Asi que, existe
x € R(X) tal que x es punto final de dos arcos internos distintos. Entonces,
por el Teorema 3.68, obtenemos que X es homeomorfa a la dendrita P. [

Finalmente la caracterizacion de las dendritas %—homogéneas es la siguien-
te.
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Teorema 3.71. Sea X una dendrita. Entonces X %—homogénea sty solo st
se satisface alguna de las siguientes afirmaciones:

1) Existe n € N —{1,2} tal que X es un n-odo simple;

2) X es F,;

)
)
3) X es la dendrita P;
4) Existen € N — {1,2} tal que X es la dendrita de Gehman G™;
)

5) Ezisten € (N —{1,2}) U{w} tal que X es la dendrita universal D,,.

Demostracion. Supongamos que X es una dendrita %— homogénea y que
n € NU{w} es tal que R(X) = R,(X). El Corolario 3.18 indica que R(X)
es finito si y so6lo si se cumple 1) o 2) (|R(X)| = 1). Si |R(X)| > 1, por
el Teorema 3.48, E(X) es cerrado si y sélo si X es la dendrita de Gehman
G™; es decir, |[R(X)| > 1y E(X) es cerrado si y sblo si se cumple 4). El
Teorema 3.55 prueba que X es la dendrita D, si y sélo si X no tiene arcos
libres. Por tltimo, el Teorema 3.70 dice que E(X) no es cerrado y tiene arcos
libres si y sélo si X es homeomorfo a la dendrita P. O



Capitulo 4

Abanicos

4.1. Introduccién

Empezamos este capitulo con las definiciones y propiedades generales que
se utilizaran en el mismo. La primera seccién estd dedicada a los abanicos
suaves %—homogéneos y %—homogéneos. Un abanico suave que serda impor-
tante, ya que todos los demds se encajan en él, es el abanico de Cantor, el
cual se define como el cono sobre el conjunto de Cantor. Parte de los re-
sultados estan encaminados a probar el Teorema 4.33, que indica que, salvo
homeomorfismos, sélo existen los siguientes abanicos suaves %—homogéneos:
un n-odo simple, para alguna n € N — {1,2}, la dendrita F,, el abanico
de Cantor, el abanico de Lelek o el abanico Fg,, que construiremos mas
adelante.

Sobre los abanicos suaves }l—homogéneos, el Teorema 4.34 indica que si
X es un abanico }l—homogéneo, entonces el vértice y el conjunto de puntos
extremos de X son, cada uno, una o6rbita de X y el conjunto de los pun-
tos ordinarios contiene dos orbitas de X. El Teorema 4.35 indica algunas
propiedades que cumplen tales abanicos.

Sobre los abanicos no suaves %—homogéneos, el Teorema 4.40 indica dos
propiedades que cumple el conjunto de puntos extremos de tales abanicos,
una dice que E(X) es denso en X, y la otra es una condicién acerca de la
“suavidad en el vértice con respecto de cada punto extremo”.

137
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4.2. Dendroides y Abanicos

Empecemos la teoria de este capitulo con algunas definiciones. En con-
tinuo X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de
X tales que X = AU B, sucede que AN B es conexo. Como ya definimos,
en la Seccién 1.6, un continuo X es hereditariamente unicoherente, si
la interseccién de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexa. Equivalen-
temente, X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X es
unicoherente.

Definicién 4.1. Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditaria-
mente unicoherente.

En [47, Teorema 10.35, pag. 180] se prueba que un continuo localmente
conexo X es una dendrita si y sélo si X es hereditariamente unicoherente. En
[47, Teorema 8.23, pag. 130] se prueba que los continuos localmente conexos
son arcoconexos. Por lo tanto, un continuo localmente conexo es un dendroide
si y solo si es una dendrita.

Para un estudio, en espanol, de las propiedades més fundamentales de los
dendroides, se pueden consultar las Tesis de Licenciatura [45] y [29]. En el
Lema 4.4 de [45] se prueba, por ejemplo, que si X es un dendroide y a,b € X
son tales que a # b, entonces existe un tnico arco en X que tiene a los
puntos a y b. Denotaremos dicho arco por ab y, como hicimos en el caso de
las dendritas, si a = b convenimos que ab = {a} y, si a # b, definimos:

(ab) = ab—{a,b}, Jab)=ab—{b} y (ab] =ab— {a}.

En el Lema 4.5 de [45] se prueba que los subcontinuos de un dendroide
son arcoconexos y, como también son hereditariamente unicoherentes, resulta
que los subcontinuos de un dendroide son dendroides. En el Lema 4.16 de
[45] se prueba que si X es un dendroide, B es un subcontinuo de X y a € X,
entonces existe un unico punto b € B tal que ab N B = {b} y, ademas, b
tiene la propiedad de que b € ay, para todo y € B. Informalmente hablando,
dicho resultado es la versién para dendroides de lo que indicamos como la
funcién primer punto en dendritas: b es la primera vez en que recorriendo el
dendroide con un arco, empezando en a, tocamos a B.

Sea X un dendroide. Un arco A en X se llama un arco maximal en
X si A no estd contenido propiamente en ningin otro arco en X. En el
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Teorema 4.19 de [45] se prueba que si X es un dendroide, entonces para
toda sucesién creciente {a,b,}, de arcos en X, existe un arco ab en X tal
que a,b, C ab, para cada n € N. También se prueba, en el mismo teorema,
que todo arco en X esta contenido en un arco maximal en X. Por lo tanto,
siempre podemos hablar de arcos maximales en un dendroide.

Para un espacio topoldgico X, un punto p € X y un numero cardinal (3,
en la Definicién 1.1, indicamos lo que significa que p tenga orden 3 en X, lo
que denotamos con el simbolo ordx(p) = . A continuacién indicamos una
forma diferente de calcular el orden de un punto en un dendroide.

Definicién 4.2. Sean p un punto en un dendroide X y [ un numero cardinal
tal que 8 € {1,2,...,R, 2%} U{w}. Sip # w, decimos que p tiene orden (3
en el sentido cldsico, y escribimos Ordx(p) = 3, si existen exactamente
B arcos en X tales que p es un punto final de cada uno de estos arcos y,
ademds, p es el unico punto comun de cada dos de ellos. Como caso especial,
Ordx(p) = w tiene el mismo significado que ordx(p) = w.

Si cambiamos, en la definicion anterior, la palabra “exactamente” por “a
lo més” o bien por “al menos”, obtenemos las definiciones de Ordx(p) <
y Ordx(p) > B, respectivamente.

Dado un dendroide X, consideramos los siguientes conjuntos:

E.(X)={r e X:Ordx(z) =1}, O.X)={z e X:Ordx(z) =2}

R.(X)={z € X: Ordx(x) > 3}.

Llamamos a E.(X),0.(X) y R.(X) el conjunto de puntos extremos, de
puntos ordinarios y de puntos ramificacion de X en el sentido
cldsico, respectivamente.

En general, estas dos nociones de orden que hemos presentado en este tra-
bajo no son equivalentes, como vemos en el siguiente ejemplo. Consideremos,
en R?, los puntos a = (0,0),b = (1,0) y, para cada n € N, sea b, = (1,2).

Entonces:
X =abU (U abn)

n=1
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es un dendroide tal que a € R.(X)NR(X),b € E.(X)—E(X), (ab) C O.(X)—
O(X) y, para cada n € N, (ab,) € O.(X)NO(X) y b, € E.(X) N E(X).

Ahora supongamos que X es un dendroide y que zy es un arco maximal
en X. En el Lema 4.24 de [45] se prueba que x,y € E.(X). Por consiguien-
te E.(X) siempre es no vacio y, de hecho, |E.(X)| > 2. En [37, Teorema
2.1, pag. 302], se prueba que E.(X) no contiene subcontinuos propios y no
degenerados. En el Lema 4.25 de [45] se prueba que:

X = U re, para cadaz € X. (4.2.1)

ecE.(X)
En el siguiente resultado se muestran otras propiedades de los dendroides.

Teorema 4.3. Sean X un dendroide y x € X. Entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1) Si A es un subcontinuo de X y x € A, entonces Ordy(z) < Ordx(z);

2) si'Y es un dendroide y f: X — Y es un homeomorfismo, entonces
Ordy (f(x)) = Ordx (z);

3) st Y y f son como en 2), entonces f(E.(X)) = E.(Y), f(O.(X)) =
Oc(Y) y f(Re(X)) = Re(Y).

Demostracién. Para probar 1), notemos que si Ord,(xz) = /3, entonces
existen exactamente [ arcos en A que tienen a x, como punto final, y que
dos a dos se intersectan solo en x. Como A C X, estos [ arcos de A también
son arcos en X. Luego, existen al menos  arcos en X que tienen a x como
punto final y se intersectan dos a dos sélo en z. Esto prueba 1).

Para probar 2), supongamos que f es un homeomorfismo entre los den-
droides X y Y. Sea A una familia de arcos que tienen a x como punto final, que
se intersectan dos a dos unicamente en el punto z y tal que |A| = Ordx ().
Hagamos B = {f(A): A € A}. Como f es un homeomorfismo, |B| = |A|.
Notemos que, si Ay A’ € A, entonces f(A)Nf(A") = f(ANA") ={f(x)}. Se
sigue que B es una familia de arcos que se intersectan dos a dos inicamente
en f(x) y tienen, todos ellos, como punto final a f(z). Luego:

Ordy (f(z)) > |B| = |A| = Ordx ().
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Como también f~': Y — X es un homeomorfismo, que manda f(z) en
x, aplicando el mismo razonamiento, obtenemos que Ordy(x) > Ordy (f(x)).
Esto prueba 2).

Observemos que 2) dice que el orden de un punto es invariante bajo
homeomorfismos. Ya que los conjuntos de puntos de ramificacién, de puntos
ordinarios y de puntos extremos estan definidos por el orden de sus elementos,
entonces se obtiene 3). [

Como las dendritas son dendroides, es importante mencionar que estas
dos nociones de orden de un punto, ordx(p) y Ordx(p), coinciden en el caso
de las dendritas (ver [60, (1.1)(iv), pag. 88], [47, Teorema 10.13, pag. 170]
y [60, (2.6), pag. 92]). Asi que, los puntos en el arco también tienen orden
en el sentido clasico menor o igual a 2 y, de hecho, se cumple el siguiente
resultado.

Proposicién 4.4. Un dendroide X es un arco si y sélo si Ordx(x) < 2, para
cada v € X.

Demostracion. Como ya mencionamos, en un arco, cada punto tiene orden,
en el sentido clasico, menor o igual a 2. Ahora supongamos que X es un
dendroide que no es un arco. Sean a,b € E.(X) tales que ab es un arco
maximal en X. Como ab & X, existe ¢ € X — ab. Tomemos d € ab tal que
cdNab = {d} y, para cada y € ab, resulta que d € cy. Por la maximalidad de
ab, sucede que d € (ab). Ademdas Ordx(d) > 3. Con esto hemos probado que
un dendroide que no es un arco posee un punto de ramificacién en el sentido
clasico. Esto concluye la prueba. ]

Para un dendroide X, denotamos por 7o, (x) al nimero de orbitas de X
contenidas en O.(X) (es decir, no,(x) es la cardinalidad de la familia de las
6rbitas de X que estan contenidas en O.(X)). De manera similar ng, x) y
Nr.(x) representan el nimero de érbitas de X contenidas en FE.(X) y en
R.(X), respectivamente.

El objeto de estudio de este capitulo son los dendroides llamados abani-
cos, que definimos a continuacién. En especifico estamos interesados en los
abanicos que tienen exactamente tres o cuatro érbitas.

Definicién 4.5. Un abanico es un dendroide con exactamente un punto de
ramificacion en el sentido cldsico, al cual llamaremos el vértice del abanico.
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Para lo que resta de este capitulo utilizaremos sélo la definicion de orden
en un punto en el sentido clasico, por lo que diremos simplemente orden en
vez de “orden en el sentido cldsico”. También nos referiremos a E.(X), O.(X)
y R.(X) simplemente por F(X),O(X) y R(X). De manera similar, utilizare-
11108 77E(X)7 nO(X) y 77E(X) en lugar de ﬁEC(X), ﬁOC(X), y 77RC(X)’ respectivamente.
Notemos que, si X es un abanico con vértice ¢, entonces ngx) = 1y, como
E(X) #0, ngx) > 1. Ademas, por (4.2.1),

X={J te (4.2.2)

e€E(X)

A continuacién enunciamos una serie de resultados generales en torno a
los abanicos. Recordemos que un subconjunto A de un espacio topolégico
X, es un congjunto G5 en X si A se puede escribir como una interseccion
numerable de subconjuntos abiertos de X.

Teorema 4.6. Sea X un abanico con vértice t. Entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1) E(X) es no vacio y G5 en X;

2) O(X) es denso en X

)
3) si A es un subcontinuo de X, entonces A es un arco o bient € A;
)

4) nox) = Nex)-

Demostracién. Ya indicamos que E(X) # (). En [37, Teorema 7.5, pég.
311] se prueba que E(X) es un conjunto G5 en X. Para ver que O(X) es
denso, por (4.2.2) y el hecho de que t es el tinico punto de ramificacién de X,
es facil notar que:

ox)= |J ().

e€E(X)

Luego, se cumplen las siguientes igualdades:

= |J te= U Cly ((te)) c Clx | | (te) | = Clx (O(X)).

e€E(X) ecE(X e€E(X)

Esto prueba 2). Para ver 3), sea A un subcontinuo de X. Entonces A es un
dendroide. Sit ¢ A, como ¢ es el inico punto de ramificacién de X, para cada
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a € A, se cumple que Ordx(a) < 2. Luego, por el Teorema 4.3, Ord4(a) < 2
y, por la Proposicién 4.4, A es un arco. Esto prueba 3).

Ahora probemos 4). Para cada a € O(X), denotaremos por e, al tinico
punto extremo de X tal que a € te,. Notemos que, si x € O(X) y y €
Orbx(x), entonces y € O(X) y existe h € H(X) tal que h(z) = y. Como
y = h(x) € h(te;) = th(e,) v h(e;) € E(X), ocurre que h(e,) = e, v, asi,
e, € Orbx(e;). Luego, podemos definir una funcién f de la familia de las
érbitas de X contenidas O(X) a la familia de las 6rbitas de X contenidas en
E(X), como sigue: para cada x € O(X), asignamos a la 6rbita Orbx (z), la
orbita:

f(Orbx(x)) = Orbx(e,).

Para ver que f es suprayectiva tomemos e € E(X). Notemos que, para cada
x € (te), ocurre que e = e, por lo que f(Orbx(z)) = Orbx/(e;). Por lo tanto,
[ es suprayectiva. Esto prueba que no(x) > ng(x)- [

Corolario 4.7. Sea X un abanico con vértice t. Entonces ng(x), No(x) son
positivos y nx = Nex) + Nox) +1 = 3.

Corolario 4.8. Sea X un abanico con vértice t. Si O(X) es una drbita de
X, entonces E(X) es una drbita de X y X es 5-homogéneo.

Demostracién. Si O(X) es una 6rbita de X, entonces no.x) = 1. Luego,
usando la parte 4) del Teorema 4.6, 1 < ngx) < nox) = 1, de donde
nex) = 1. Esto implica que E(X) es una 6rbita de X. Como ¢ es el tinico
punto de ramificacién de X, R(X) = {t} es una 6rbita de X. Esto prueba
que X es %—homogéneo. ]

Como ya hicimos ver, un dendroide es localmente conexo si y sélo si es
una dendrita. Como las tinicas dendritas con un punto de ramificacion son los
n-odos (para n € N — {1,2}) y la dendrita F,, las cuales son %—homogéneos
(Corolario 3.18), para clasificar los abanicos %—homogéneos, estamos intere-
sados en aquellos que no son localmente conexos. Para éstos, serd ttil la
notacién que introduciremos un poco mas adelante.

Recordemos que un continuo X es conexo en pequeno en el punto
x € X si para cada abierto U en X tal que z € U, existe un subconjunto
conexo G tal que x € Intx(G) € G C U. Como ya indicamos si X es
localmente conexo en un punto p € X, entonces X es conexo en pequeno
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en p y, ademas, un continuo es localmente conexo si y sélo si es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos (ver [47, Definicién 8.1 (iii), pag. 120]).

Si X es un continuo, denotaremos por L(X) al conjunto de puntos
de coneridad local de X vy, por cik(X) al conjunto de puntos de
conexidad en pequeno de X, es decir:

L(X) = {z € X: X eslocalmente conexo en z}
cik(X) = {z € X: X es conexo en pequeno en z}.

Como ya indicamos, L(X) C cik(X). En los siguientes resultados, utilizare-
mos los conjuntos anteriores, para mostrar propiedades de los abanicos.

Proposicion 4.9. Sea X un abanico con vértice t. Si O(X) C cik(X) en-
tonces X es localmente conexo.

Demostracién. Supongamos que O(X) C cik(X) y que X no es localmente
conexo. Luego, X no es conexo en pequeno en alguno de sus puntos y, por
[47, Corolario 5.13, pdg. 78|, existe un subcontinuo no degenerado K de X
tal que K C X — cik(X). Como O(X) C cik(X), ocurre que:

KCX—-0X)=EX)U{t}.

Ya que E(X) no contiene subcontinuos propios y no degenerados ([37,
Teorema 2.1, pag. 302]), K ¢ E(X). Por lo tanto, t € K y K N E(X) # 0.
Tomemos e € K N E(X). Como t,e € K y K es arcoconexo, sucede que
te C K. Esto implica que (te) C KNO(X), asi que KNO(X) # 0, lo cual no
puede suceder. De esta manera se prueba que X es localmente conexo. [

Corolario 4.10. Sea X un abanico con vértice t. Si O(X) C L(X) entonces
X es localmente conezo.

En el siguiente resultado vemos que si X es un abanico con vértice ¢, X no
es localmente conexo y O(X) es una érbita de X, entonces X no es localmente
conexo en ninguno de sus puntos, o bien X solamente es localmente conexo
en t.

Teorema 4.11. Sea X wun abanico no localmente conexo con vértice t. Si
O(X) es una drbita de X, entonces L(X) C {t}.
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Demostracién. Supongamos que O(X) es una 6rbita de X. Por el Coro-
lario 4.10, O(X) N [X — L(X)] # 0. Como O(X) es una érbita de X y la
conexidad local se preserva bajo homeomorfismos, X no es localmente conexo
en ningin punto de O(X). Luego:

L(X) C X — O(X) = E(X) U {t}.

Para terminar la prueba, basta verificar que E(X)N L(X) = (). Supongamos
que existe e € E(X) N L(X). Como e € X — {t}, usando la conexidad local
de X en e y la regularidad del espacio, podemos encontrar un subconjunto
abierto y conexo U de X tal que e € U y Clx(U) C X — {t}. Como O(X) es
denso en X, O(X)NU # (). Por la parte 3) del Teorema 4.6, Cly(U) es un
arco y, asi, existe p € (te) tal que U = (pe] y Clx(U) = pe.

Notemos que (pe) C O(X). Sean x € (pe) y V un abierto en X tal que
x € V. Entonces U NV es un abierto en U tal que x € UNV. Sea C la
componente de U NV que tiene a x. En vista de que U es localmente conexo,
C es abierto en U y, como U es abierto en X, C' es abierto en X. Esto prueba
que X es localmente conexo en x, por lo que @) # (pe) C O(X) N L(X). Esta
es una contradiccién y, por consiguiente, E(X)NL(X) = (. De esta manera,
L(X) C {t}. O

4.3. Abanicos Suaves

Empezamos esta seccion introduciendo a los dendroides suaves. La prueba
del Teorema 4.13 se puede consultar en [23, Corolario 10, pag. 309].

Definicién 4.12. Un dendroide X es suave en el punto p € X si para
cada a € X y cada sucesion {a,}n, que converge a a, la sucesion de arcos
{pa,}n converge, en la métrica de Hausdorff, al arco pa. Decimos que X es
suave si X es suave en alguno de sus puntos.

Recordemos que una funcién es monétona si la preimagen de cada punto
es un conjunto conexo.

Teorema 4.13. Sean X y Y dos dendroides. Si X es suave y f: X — Y es
una funcion continua, monotona y suprayectiva, entonces Y es un dendroide
suave.
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En la presente seccién estudiaremos la clase de abanicos que se indican
en la siguiente definicion.

Definicién 4.14. Un abanico X con vértice t es suave si para cada a € X
y cada sucesion {a,}, que converge al punto a, la sucesion de arcos {tan}n
converge, en la métrica de Hausdorff, al arco ta.

En [23, Corolarios 2 y 3, pag. 298| se prueba que si X es un abanico, las
dos definiciones de suavidad coinciden. Es decir, con la Definicién 4.12, un
abanico X es suave si y sélo si X es suave en su vértice.

A continuacién presentamos la construccién, en R?, de un abanico suave
Fe que contiene una copia de cada abanico suave (Teorema 4.17). A Fg
se le llama el abanico de Cantor. Denotemos por C' al conjunto de Cantor
estandar que se construye en el intervalo [0, 1], “quitando el tercio medio”.
Sea F¢ el cono sobre el conjunto de Cantor o, de manera equivalente, el
espacio cociente:

Fo = (€ x [0,1])/(C x {0}).

Los puntos de F¢ tienen la forma (c, s), donde ¢ € C'y s € [0, 1]. Convenimos
en que, para cada ¢ € C, (¢,0) es el vértice de F y, para simplificar, dicho
vértice serd denotado por t. Dados A C C'y B C [0,1], el simbolo A x B
denotard el subconjunto (A x B)/(A x {0}) de Fg.

1

Figura 4.1: El abanico de Cantor

Dados m € Ny (ki, ks, ..., kyn) € {0,2}™, definimos Iy, k,... k,, como el

m
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siguiente subintervalo de [0, 1]:

, bk ke B ke e Rt ]
e N IEREY (3)m' 3 " 32 (3)ym-1 " (3)m

Entonces:

1 2 1 2 1
=102, L=|21], Io= 10—, In=|=, =
0 |: 73:| y 2 |:37 :| ) 0,0 |: 732:| ) 0,2 |:327 3:| 3

2 7 8
2,0 |:3732:| 3 2,2 [327 :| )

etc., los cuales son los respectivos intervalos, ajenos dos a dos, que utilizamos
para la construccion de C. Se puede probar que, para cada m € N, los 2™
elementos de la familia:

{[kl’]€2 7777 km . (kl, kg, ey k’m) € {0, 2}m}

son ajenos dos a dos. También, para cada sucesion {k;,},, de elementos de
{0,2}, la sucesién de intervalos {Iy, k,. . k. }m €s decreciente y la intersec-
cion (,,.en Lkika,...k cOnsta de exactamente un punto, el cual denotemos por
Cky ka,...- PO definicion:

C ={Ckyky...: km € {0,2}, para cada m € N}.

Para cada cy, ,,.. € C, definimos ey, y, . = (Cky gy, 1). Luego, el conjunto
de puntos extremos del abanico de Cantor, queda determinado como sigue:

E(Fc) = {ek ky,..: km €{0,2}, para cada m € N}.
Para cada m € Ny (ky, ka, ..., ky,) € {0,2}™, definimos:

Chakoooms = C N Iy ke

FCkl,kz ,,,,, [ (Ckhk’z ,,,,, km X [07 1])/(01617762 ~~~~~ km X {0})

Como, para cada m € N, los elementos de la familia:

{[kl,kz 7777 km . (kl, kg, ey k’m) € {0, 2}m}
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son ajenos dos a dos v Ck, ks km C Liy koo ks PATa cada (K1, ko, ..., kp) €
{0,2}™, sucede que los 2™ elementos de la familia:

{Ck17k27_“7km . (k)l, kQ, ey k?m> c {O, Q}m}

también son ajenos dos a dos. Sea ¢ = cp, k,,.. € C. Como la sucesiéon de
intervalos {1y, ...k fm €s decreciente y {c} = (,,cy Lrr kz,... b » tENEMOS qUE
{Chi ks o fm €8 una sucesién decreciente tal que {c} = (,.cn Chy ko, -
Entonces, en la métrica de Hausdorff, {1y, k,.. ko tm Y {Chyko.....kom }m cCODVEL-

gen a {c}.

Notemos que F¢, , , es el abanico contenido en F cuyo conjunto de
1:k2,..-, m
puntos extremos queda determinado como sigue:

E(Fcy, 1y am) = L1801 ko, € EFC): Chy gy € Chiy koo }-

De manera natural, para cada m € Ny (ki,ke,..., k) € {0,2}™, pode-
mos identificar a E(Fg, , ) con el producto cartesiano Ck, k,, . X {1}.
Notemos también que:

O - Co U 02, C = 0070 U 00,2 U 0270 U 02’2

y, en general, para cada m € N, C' se puede escribir con la uniéon de los
siguientes 2™ conjuntos ajenos dos a dos:

C = HChiskoron: (k1 k2, ) € {0,2}7}. (4.3.1)

Para cada sucesion {k,,},, de elementos de {0,2} y toda m € N, definimos
tm = km + 2(mod4). Dada (ky, ks, ..., ky) € {0,2}™, como Ch, k.. ki =
CN ey ko, ko Vo ademas, Ix, g, g, esun subintervalo cerrado de [0, 1], sucede
que Ch, ky....k,, €s cerrado en C. Ademas, por (4.3.1), Ci, ky....k, S€ Obtiene

m

removiendo los (2)™~! uniendos que son distintos de Chy ks, ko, €5 decir:

Ckl,lcg,...,km =(C — U{Chmzw-,rm : (7’1, T, . .. ,Tm) € {0, 2}m
y (T‘l,TQ, R ,T’m> 7& (kl, ]CQ, e ,]{?m)}
De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.15. Para toda m € N y cada (k1, ks, ..., ky) € {0,2}™, el conjunto
Chi ko, k. €5 abierto y cerrado en C.
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En el siguiente resultado mostramos una manera de aproximarnos a cual-
quier elemento ¢ de C, por subconjuntos de C' — {c}.

Teorema 4.16. Sea ¢ = ¢, k,... € C' ¥y, para cada m € N, hagamos t,, =
km 4 2(mod 4). Definimos C(1) = Cy, vy, para cada m € N — {1} :

C’(m) = Ckl,kg,..‘,k

m—1,tm *

Entonces {C(m)},, es una sucesion de subconjuntos abiertos y cerrados de
C, ajenos dos a dos, cuya union es C' — {c} y que convergen, en la métrica

de Hausdorff, a {c}.

Demostracién. Por el Lema 4.15, {C(m)},, es una sucesién de subconjun-
tos abiertos y cerrados de C. Si k; = 0, entonces ¢ € Cy y C(1) = Cy, mientras
que, si k; = 2, sucede que ¢ € Cy y C(1) = Cp. Por tanto, Cy, N C(1) = 0.
Ademés, para cadam € N — {1} :

C(m) N C(l) = Ckl,k27--~7knL—1,tm N C(l) C Ckl N C(l) = 0.

Sean n,m € N con n # m. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

1 < m < n. Entonces C(n) = Chy ko,...kom emstroskinttn < Chi ko, om» POI 10
que:

C(n) NC(m) C Cryhyeo

etk O Ot o =0

Ademas, para cada m € N, ¢ € Cy, ,.. k., asi que ¢ & Ck, g | tm. Esto
prueba que {C(m)},, es una sucesién de subconjuntos abiertos y cerrados de
C, ajenos dos a dos, y todos ellos contenidos en C' — {c}. Notemos que, para

cada m € N — {1}, ocurre que C'(m) C Ci, ky.... k,_, ¥, ademas:

{C} = m Ok‘l,kg,...,k‘m = ﬂ Ck:l,k‘g _____ Em1 -

meN meN—{1}

m—1,tm

Asi que, en la métrica de Hausdorff, lim C(m) = {c}. Para terminar la
m—r0o0

prueba, resta verificar que C' —{c} C |,y C(m). Sea d € C' —{c}. Entonces
existe una sucesion {s,, }n, de elementos de {0,2} tal que d = ¢, 5,.... v, para
alguna n € N, s, # k,. Sea | = min{i € N: s; # k;}. Por las respectivas
definiciones de [ y de t;, (s1,82,...,8-1,8) = (ki,ko, ..., ki_1,1;). Luego,
d € Chy ky,..ky_rt, = C(I). Por lo tanto, C' — {c} = ,,en C(m). O

El siguiente resultado caracteriza a los abanicos suaves. Una prueba se
puede consultar en [15], [16, Teorema 9, pag. 27], [27, Corolario 4, pag. 9] y
[20, Proposicién 4, pag. 165].
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Teorema 4.17. Un abanico es suave si y solo si se puede encajar en Fg.

En vista del Teorema 4.17, si X es un abanico suave, en adelante supon-
dremos que X C Fg. Notemos que el vértice del abanico X serd también ¢,
el vértice de F,. Consideraremos las siguientes funciones:

» 7: Fo — [ la proyeccién al intervalo I (7w({c, s)) = s, para cada (c, s) €
Fey n(t) = ({¢,0)) = 0);

» p: Fo—{t} — C definida para cada (c, s) € Fo— {t} por p({c,s)) = c.

Observemos que p se puede obtener tomando la retracciéon natural de
Fo — {t} en C x {1} y haciendo la composicién de tal retraccién con la
primera proyeccién. Luego, p es continua.

Supongamos que X es un abanico suave y que A es un subconjunto co-
nexo y no vacio de F(X). Por la continuidad de p, sucede que p(A) es un
subconjunto conexo y no vacio de C. Luego, existe ¢ € C tal que p(A) = {c}.
Por la definicién de p, tenemos que A C (t{c,1)] y, como A C E(X), A es
degenerado. Es decir, se cumple la siguiente observacion.

Observacion 4.18. Si X es un abanico suave, entonces E(X) es totalmente
disconezo.

Ahora, para un abanico suave no localmente conexo, consideraremos el
caso en que E(X) es una érbita de X.

Lema 4.19. Sea X un abanico suave tal que X # L(X). Si E(X) es una
orbita de X, entonces O(X) N Clx(E(X)) # 0 o bien, cada v € E(X) es
punto de acumulacion de E(X).

Demostracion. Sea t el vértice de X. Se sigue de la Proposicién 4.9, que
existe x € O(X) tal que X no es conexo en pequeno en x. Denotemos por e
al inico punto en E(X) tal que z € te. Por [47, Teorema 5.12, pag. 76|, existe
un continuo de convergencia K en X que tiene al punto x (ver Definicién
1.29). Luego, existe una sucesién {A,}, de subcontinuos de X que converge,
en la métrica de Hausdorff, a Ky A, N K = (), para cada n € N.

Notemos que si t € A, para una infinidad de indices n, entonces t €

lim A, = K. Esto es una contradiccién, pues A, N K = (), para cada n € N.
n—oo
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que ninguna A,, tiene a t. Entonces,
por la parte 3) del Teorema 4.6, cada A, es un arco en X que no tiene al
vértice t de X.

Como z € K, para cada n € N, existe =, € A, tal que la sucesién
{xn}n converge a x. También, para toda n € N, existe e,, € F(X) de manera
que x, € A, C (te,]. Por la compacidad del espacio, podemos suponer, sin
perdida de generalidad, que la sucesién {e,}, converge a un elemento eq de
X. Como X es suave, la sucesiéon de arcos {te,}, converge, en la métrica de
Hausdorff, al arco tey. Luego, x = nh_)rglo T, € (teg]. Puesto que e es el tnico

punto extremo de X tal que = € te, ey € (te]. Por lo tanto:

K = lim A, C teyg C te.

n—oo

Es decir, K es un arco que tiene a x y, por ser un continuo de convergencia,
es no degenerado. Observemos que, como la sucesién de arcos { Ay, },, converge
a K y sus elementos son ajenos con K, para cada m € N, s6lo un niimero finito
de elementos de {A,}, estdn contenidos en el arco te,,. Por tanto, podemos
suponer que, para cada n € N, A,, es el inico elemento de la sucesiéon {A,, }.,
que esta contenido en el arco te,. Se sigue que, si n,m € Ny n # m, entonces

€n F Em.

Si e = e, entonces e € E(X), es limite de una sucesiéon de puntos extre-
mos distintos dos a dos; es decir x es punto de acumulacién de F(X) y como
E(X) es una 6rbita, cada punto de E(X) es un punto de acumulacién de
E(X). Si e # ey, entonces ¢ € (te), por lo que ¢y € O(X)NClx(E(X)). O

Teorema 4.20. Sea X un abanico suave, con vértice t, tal que X # L(X). Si
E(X) es una orbita de X y Clx(E(X)) = E(X)U/{t}, entonces Clx(E(X))

es un conjunto de Cantor.

Demostracién. Primero probemos que Clx (E (X )) es totalmente discone-
x0. Supongamos que A un subconjunto conexo y no degenerado de E(X) U
{t}. Como E(X) es totalmente disconexo, existe e € F(X) tal que t,e € A.
Puesto que A es arco conexo, te C A. Esto implica que (te) C AN O(X),
asl que AN O(X) # (). Esto es una contradiccién, pues A C E(X)U {t} y
(E(X)U{t}) N O(X) = 0. Por tanto, Clx(E(X)) es totalmente disconexo.

Veamos que Cly (E (X )) es perfecto. Puesto que X no es localmente cone-
x0, por el Lema 4.19, todo punto de F(X) es un punto de acumulacién E(X).
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Como ademas Clx(E) es compacto, se cumple que Cly(E(X)) es perfecto.
Luego, por el Teorema 3.41, concluimos que Clx (E(X )) es un conjunto de
Cantor. O

4.3.1. Abanicos %-homogéneos

En esta seccién presentamos la clasificaciéon de los abanicos %—homogéneos.
Recordemos que I = [0, 1].

Teorema 4.21. El abanico de Cantor es %—homogéneo.

Demostracién. Primero, probaremos que O(F) es una 6rbita de F. Sean
z,y € O(F¢). Entonces existen ¢,d € C,yr,s € I —{0, 1} tales que x = {c,r)
y y = {(d, s). Es conocido que C es homogéneo, de hecho, para cada m € N,
C' es m-homogéneo ([8, pag. 73]). Como, ademads, el intervalo (0,1) es una
orbita de I, podemos tomar dos homeomorfismos g: [ — 'y f: C — C
tales que g(0) =0, g(r) = sy f(¢) = d. Definamos una funcién h: Fo — Fe
por h((a,u)) = (f(a), g(u)), para cada (a,u) € Fo — {t} y h(t) = t. Como
g v [ son homemorfismos, por [26, 5.2, pdg. 127|, se cumple que h es un
homeomorfismo. Ademas:

hx) = h((e,r)) = (f(e), g(r)) = (d,s) = y.
Esto prueba que O(F¢) es una 6rbita de Fi y, por el Corolario 4.8, Fr es

1 7
3-homogéneo. O

A partir del abanico de Cantor construiremos un abanico F, C F. Para
cada ¢ € N, hagamos:

Ui e con [ B

Es decir, { F}}; es una sucesién de abanicos homeomorfos al abanico de Cantor
que, en la métrica de Hausdorff, convergen a {t} y dos a dos se intersectan
sé6lo en el punto t (ver Figura 4.2). Finalmente definimos:

Fe, =|JF.
ieN
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Por construcciéon, Fg, es un abanico suave con vértice ¢, pues Fr, C Fg.
Notemos que:

Clre (B(Fe.)) = E(Fe.) U {ty = | [E(F) U {2}

y O(Fg,) = JIOF)).

€N

Fi

Figura 4.2: El abanico Fg,

Teorema 4.22. El abanico suave Fg, es %—homogéneo.

Demostracién. Primero probaremos que O(F¢,) es una érbita de Fi,. Sean
z,y € O(F¢,), entonces existen 4, j € N tales que z € O(F;) y y € O(Fj). Los
abanicos F; y F}; son homeomorfos, pues ambos son homeomorfos al abanico
de Cantor. Sea f: F; — F,; un homeomorfismo. Notemos que f(t) =ty
{f(z),y} C O(F}). En el Teorema 4.21 probamos que O(Fj}) es una 6rbita de
F;, asi que podemos tomar un homeomorfismo g: F; — Fj tal que g(f(z)) =
y. Definamos h: Fo, — F¢, de la siguiente manera:

g(f(x)), sizeF;
h(z)=< fz), sizeFj;
x, size Fyyké&{ij}

Como {E, F;, U Fk} es una familia finita de cerrados en Fg , cuya
k¢ {i.j}
interseccién es {t}, y las funciones f,g y 1y, ., B son homeomorfismos que
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coinciden en t, sucede que h esta bien definida y es un homeomorfismo tal
que:

h(z) = g(f(x)) =y.
Esto prueba que O(F¢,) es una érbita de Fe, vy, por el Corolario 4.8, F, es
%-homogéneo. O

Un abanico suave que serd importante para nuestro estudio lo cons-
truyé A. Lelek en 1961 en [37, S. 9. pdg. 314], como un ejemplo de un
dendroide cuyo conjunto de puntos extremos es denso y 1-dimensional. Tal
abanico es conocido como el abanico de Lelek, al que denotaremos por L, y
esta caracterizado en el siguiente teorema, cuya prueba puede consultarse en
[24, Corolario, pag. 33].

Teorema 4.23. Sea X un abanico suave. Entonces E(X) es denso en X si
y solo si X es homeomorfo al abanico de Lelek.

A continuaciéon mostramos una construccién del abanico de Lelek. Para
esto primero presentaremos un dendroide llamado “the Hairy Arc” o el Arco
Peludo. Esta tltima construccién es tomada de [1].

El Arco Peludo H sera construido como la interseccién de una sucesién
{T}.}, de subconjuntos de I? que contienen a I x {0}. Cada T}, serd una unién
finita de rectangulos R(n,j) con lados paralelos a los ejes x y y, de manera
que dos de tales rectdngulos se intersectan en, a lo mas, una de sus caras
verticales. En cada rectdngulo R(n,j) seleccionaremos 2n + 1 rectangulos
R(n,j, k). T,q1 serd la unién de todos estos rectangulos R(n, j, k), los cuales
seran renombrados por R(n+1, j). El Arco Peludo es H = () T,, (ver Figura

neN
4.1).

Primero hagamos T = I?. Dividimos la base I x {0} de T} en tres inter-
valos de igual longitud Iy, I5, I3, etiquetados de izquierda a derecha. En cada
intervalo [;, para j = 1,2,3, construimos un rectangulo R(2,j), de manera
que las alturas de R(2,1), R(2,2) y R(2,3) son %, ly %, respectivamente.
Hagamos:

3
T, = JR(2,)).
j=1

Ahora supongamos que hemos construido 7;, como una unién finita de rectangu-
los R(n,j) cuyas bases B(n,j), forman una particién del intervalo [0, 1], en
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subintervalos de igual longitud. Para cada j, sea h(n, j) la altura del rectangu-
lo R(n,j). Dividimos ahora cada intervalo B(n,j) en (2n + 1) intervalos de
igual longitud, etiquetados por I(n,j, k), k = 1,...,2n + 1, de izquierda a

derecha. En cada intervalo I(n, j, k), construimos un rectdngulo R(n, j, k) de
nt+l-nt+1-kK[ A

e} (n,j) v hacemos 1,1 = |J R(n, j, k). Definimos:

H:ﬂTn.

neN

altura

Como {7}, es una sucesiéon decreciente de continuos, H es un continuo.
Llamaremos al conjunto B = I x{0}, la base de H. En [1, Teorema 3.11 | se
indica que H es un dendroide suave tal que la cerradura de cada componente
de H — B es un arco, al que llamaremos un pelo de H.

Figura 4.3: El Arco Peludo H

A cualquier punto en B le llamamos punto base, si p es un punto base
que no pertece a ningun pelo de H le llamamos punto base sin pelo y, si
pq es un pelo de H con p € B, decimos que p es el punto base del pelo
pqy q es el punto terminal del pelo pq. No es dificil ver que E(H) es el
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conjunto de los puntos terminales de los pelos de H y R(H) es el conjunto
de los puntos que son base de algin pelo.

En [1, Corolario 2.5, pdg. 905] se prueba el siguiente resultado.
Teorema 4.24. E(H) es denso en H y E(H) U B es conexo.
Corolario 4.25. H/B es homeomorfo al abanico de Lelek L.

Demostracién. Sean X = H/B 'y ¢ la funcién cociente de H a X. Entonces
q identifica la base B en un punto zo de X, y ¢|g_p es un homeomorfismo
de H — B en X — {x¢}. Luego, g es monétona y, por el Teorema 4.13, X es
un dendroide suave. Ya que R(X) C B, tenemos que q(R(X)) = {zo}. De
esto se sigue que xg es el inico punto de ramificacion de X. Por lo tanto, X
es un abanico suave.

Como ¢|g_p es un homeomorfismo y E(H) C H — B, se sigue que
q(E(H)) = E(X). Ya que E(H) es denso en H (Teorema 4.24), E(X) es
denso en X. Del Teorema 4.23, se sigue que X es homeomorfo a L. O

Figura 4.4: El Abanico de Lelek

En [2, Corolario 1.5, pag. 285] se prueba el siguiente resultado:



4.3. ABANICOS SUAVES 157

Teorema 4.26. Hay exactamente cinco tipos de puntos bajo homeomorfismo
en H, los cuales se describen a continuacion:

1) puntos extremos de la base B;

2) puntos extremos de los pelos;

3) puntos base sin pelo;

4) puntos base de algin pelo;

5) puntos en el interior relativo de algin pelo.

Como una consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente re-
sultado.

Teorema 4.27. El abanico de Lelek es %—homogéneo.

Demostracién. Por el Corolario 4.25, basta probar que X = H/B es %-
homogéneo. Sea x el vértice de X. Notemos que B esta formado por las tres
érbitas descritas en 1), 3) y 4) del Teorema 4.26. Entonces, bajo el cociente
H/B, dichas 6rbitas se identifican en la érbita {zo} de X. Ya que X —{zo} y
H — B son homeomorfos y la imagen, bajo el cociente, de las 6rbitas descritas
en 2) y 5) son O(X) y E(X), respectivamente, se tiene que O(X) y E(X)
también son orbitas de X. Esto prueba que X y, por tanto también L, son
%—homogéneos. ]

Por los Teoremas 4.21, 4.22, 4.27 y el Corolario 3.18, el abanico de Cantor,
el abanico de Lelek, F , F, y los n-odos, son %—homogéneos. Lo que resta
de la seccién estd dedicado a probar que éstos son los tnicos abanicos %—

homogéneos. La demostracién del siguiente teorema se puede consultar en
[19, Teorema 1 (2), pag.74].

Teorema 4.28. Sea X un abanico suave. Entonces E(X) es cerrado si y
sélo si existe un encaje h, de X en Fg, tal que h(E(X)) C E(F¢).

Teorema 4.29. Sea X un abanico suave tal que E(X) es una orbita de X.
Si E(X) es cerrado, entonces existe n € N tal que X es un n-odo simple o
bien, X es homeomorfo al abanico de Cantor.
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Demostracién. Supongamos que X no es un n-odo simple. Entonces F(X)
es infinito. Tomemos una sucesion {e,, },, de puntos de E(X) distintos dos a
dos. Por la compacidad del espacio, podemos suponer que {e,, },, converge a
un punto, digamos e. Como F(X) es cerrado, se cumple que e € E(X). Por lo
tanto, e € E(X) es un punto de acumulacion de E(X) y, ya que F(X) es una
6rbita de X, E(X) coincide con el conjunto de sus puntos de acumulacién.
Por la Observacién 4.18, E(X) es totalmente disconexo. Puesto que E(X) es
cerrado, es compacto y, por el Teorema 3.41, E(X) es un conjunto de Cantor.

Ademas, del Teorema 4.28, podemos suponer que X C F¢ de manera que
E(X) C E(F¢) = C x {1}. Se sigue que E(X) = Cx x {1}, donde Cx es un
conjunto de Cantor contenido en C'. Luego, X = (Cx x I)/(Cx x {0}). Por
lo tanto, X es homeomorfo a F. O

De los Teoremas 4.21 y 4.29 obtenemos la siguiente caracterizaciéon del
abanico de Cantor.

Corolario 4.30. Un abanico suave X es homeomorfo al abanico de Cantor
sty solo si se satisfacen las siqguientes condiciones:

1) X no es localmente conexo;

2) E(X) es cerrado en X vy, ademds, es una orbita de X ;

Ahora trabajaremos con los abanicos no localmente conexos, cuyo con-
junto de puntos extremos no es cerrado.

Teorema 4.31. Un abanico suave X es homeomorfo a Fr, sty solo si se
satisfacen las siquientes condiciones:

1) X no es localmente conexo;
2) E(X) es una orbita de X;
3) Clx(E(X)) = E(X)U{t}, donde t es el vértice de X.

Demostracién. Por construccién, es claro que Fg,, cumple 1) y 3) (ver pag.
152). Ademas, el Teorema 4.22 indica que Fg, es %—homogéneo, por lo que
cumple 2).
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Ahora, supongamos que X es un abanico suave que satisface 1), 2) y 3).
Como consecuencia del Teorema 4.20, Clx (E(X)) es un conjunto de Can-
tor. Luego, por el Teorema 4.16, existe una sucesién {E;}; de subconjuntos
abiertos y cerrados de Cly (E(X)), ajenos dos a dos y tales que:

B(X) = Cly (B(X) ~ (=B v lim Ei= {1}

Para cada ¢ € N, definimos:

X(i)= | te.

ecE;

Sea i € N, queremos ver que X (i) es homeomorfo a F¢. Es claro que X (i) es
conexo. Para probar que X (i) es cerrado en X, consideremos una sucesiéon
{y} de elementos de X (i), convergente a un punto x € X. Para cadan € N,
denotemos por e, al tnico punto de F; tal que z, € te,. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que {e,}, converge y denotemos por e a su limite.

Puesto que X es suave, {te,}, converge al arco te. Esto implica que
x € te 'y, como E; es cerrado en X, e € E;. Por la definicién de X (i),
te C X (i), asi que € X (i). Por lo tanto, X (i) es cerrado en X. Luego,
X (i) es un subcontinuo de X; es decir, X (i) es un abanico. Observemos que
E(X(i)) = E; es cerrado en X (i) y, por el Teorema 4.29, X (i) es homeomorfo
al abanico de Cantor.

Sean r € X y e € E(X) tal que x € te. Luego, existe i € N tal que
e € E;, por lo que x € X(7). Hemos probado que:

X =Jx0).

Como, ademds, {E;}; converge a {t} y X es suave, la sucesién de los
abanicos {X (i)}, también converge a {t}. Es decir, X es la unién de una
sucesion de abanicos de Cantor que, dos a dos, se intersectan inicamente en
el vértice t de X y que convergen a {t}. Por lo tanto, X es homeomorfo a
Fe,. O

w

Corolario 4.32. Sea X un abanico suave y no localmente conezxo tal que
E(X) no es cerrado ni es denso en X. Entonces X es %-homogéneo 1y solo
si X es homeomorfo al abanico Fe,
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Demostracién. Por los Teoremas 4.22 y 4.31, F, cumple las condiciones
del corolario.

Ahora supongamos que X es un abanico suave, no localmente conexo y
%—homogéneo tal que F(X) no es cerrado ni denso en X.

Supongamos que Cly (E(X)) N O(X) # 0. Como E(X) y O(X) son
dos érbitas de X, por la parte 2) del Teorema 1.14, tenemos que O(X) C
Clx (E(X)). Luego:

X = Cly(0O(X)) C Clx (E(X)).

Esto contradice que E(X) no es denso en X. En consecuencia, Cly (E(X)) N
O(X) = 0. Por lo tanto, Clx (E(X)) C E(X) U {t} y, como E(X) no es
cerrado:

Clx (E(X)) = E(X) U {t}.

Por lo tanto, X cumple las hipdtesis del Teorema 4.31. Esto implica que X
es homeomorfo al abanico F¢,. ]

Finalmente la caracterizacion de los abanicos suaves %—homogéneos se
enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 4.33. Un abanico suave X es %-homogéneo st y solo si se satisface
alguna de las siguientes afirmaciones:

1) Eziste n € N —{1,2} tal que X es un n-odo simple;

2

X es homeomorfo a F,;

)
)
3) X es homeomorfo al abanico de Cantor;
4) X es homeomorfo al abanico de Lelek;

)

5) X es homeomorfo a Fc,.

Demostracion. Si X es localmente conexo entonces, X es una dendrita vy,
por el Corolario 3.18, se cumple que X es %—homogéneo si y sélo si ocurre
1) o 2). Supongamos entonces que X no es localmente conexo. Si F(X) es
cerrado en X, por el Corolario 4.30, tenemos que X es %-homogéneo si y s6lo
si X es homeomorfo al abanico de Cantor; es decir, se cumple 3). Si E(X) es



4.3. ABANICOS SUAVES 161

denso en X, por los Teoremas 4.23 y 4.27, tenemos que X es %—homogéneo
si y sélo si X es homeomorfo al abanico de Lelek; es decir, se cumple 4).
Finalmente, si F(X) no es cerrado ni denso en X, el Corolario 4.32 indica
que X es %—homogéneo si y s6lo si X es homeomorfo a Fi,. ]

4.3.2. Abanicos %-homogéneos

En esta seccion estudiamos a los abanicos suaves %—homogéneos y, aun-
que no presentaremos su clasificacion, encontramos algunas propiedades que
cumplen dichos abanicos. Para un abanico suave X, definimos:

T(X) = O(X) N Clyx (E(X)).

Notemos que, en general, T'(X) puede ser vacio, como es el caso del abanico
de Cantor, pero también puede ser todo O(X), como en caso del abanico de
Lelek. Sin embargo, como veremos en el siguiente teorema, en los abanicos
-homogéneos, T'(X) es un subconjunto propio y no vacio de O(X) y, de
hecho, sera importante para nuestro estudio, como lo muestra el siguiente
resultado que describe las érbitas de X.

Teorema 4.34. Sea X un abanico suave i—homogéneo, con vértice t. Enton-
ces T(X) y O(X) — T(X) son no vacios y, junto con {t} y E(X), son las
cuatro orbitas de X.

Demostracién. Por la parte 4) del Teorema 4.6, sabemos que no(x) >
Nex)- Ya que X es }l—homogéneo y {t} es una 6rbita de X, se cumple que:

nex)y =1y nox)=2.

Supongamos que F(X) es cerrado en X. Por el Teorema 4.29, X es un n-odo
simple o X es homeomorfo al abanico de Cantor, los cuales son %-homogeneos
(Teorema 4.21 y Observacién 3.40). Pero esto contradice que X tiene cua-
tro érbitas. Luego, E(X) no es cerrado en X. Ademads, por la parte 3) del
Teorema 4.31, Clx (E(X)) # E(X) U {t}. Por lo tanto:

T(X) = O(X)NClx(E(X)) # 0.

Ya que el abanico de Lelek también es %—homogéneo, X no es homeomorfo
al abanico de Lelek, por lo que E(X) no es denso en X. Esto implica que
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O(X) ¢ Clx(E(X)). Por lo tanto, O(X) — T(X) = O(X) — Clx(E(X))
es no vacio. Luego, {t}, E(X), T(X) y O(X) — T(X) son subconjuntos no
vacios de X, ajenos dos a dos, y su unién es X.

Notemos que, si h € H(X), de la parte 3) del Teorema 4.3 se sigue que
h(t) =ty h(E(X)) = E(X). Ademas:

h(T(X)) =h(O(X)) NCly ((E(X))) = O(X)NClx (E(X)) = T(X)

h(O(X) = T(X)) = h(O(X)) = h(T(X)) = O(X) = T(X).

Esto implica que, los conjuntos mencionados son las cuatro érbitas de
X. O

Concluimos esta seccién con el siguiente resultado que proporciona al-
gunas propiedades que cumplen las cuatro érbitas de un abanico suave }1-
homogéneo.

Teorema 4.35. Sea X un abanico suave i-homogéneo, con vértice t. Enton-
ces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) sie € E(X), entonces {t,e} C Clx(T(X) Nte);
2) Clx(E(X)) = Clx(T(X)) = BE(X) U {t} UT(X);
3) Clx(T(X)) es un conjunto de Cantor;

)

Demostracion. Por el Teorema 4.34, las cuatro érbitas de X son los con-
juntos no vacios: E(X), T(X), O(X) — T(X) y {t}, donde t es el vértice
de X. Antes de iniciar la prueba de este teorema, primero mostraremos tres
afirmaciones.

a) Sie € E(X), entonces T(X) N (te) #0 y (O(X) —T(X)) N (te) # 0.

Sea e € F(X). Supongamos que T(X) N (te) = (. Puesto que E(X) es
una 6rbita de X, para cada d € E(X), se cumple que T'(X) N (td) = 0.
Como t ¢ T(X), se sigue que T'(X) es vacio, lo cual contradice que es una
érbita. Luego, podemos concluir que T'(X) N (te) # 0. De manera similar, si

(O(X)=T(X))N(te) # 0, para cada d € E(X), (O(X)—-T(X)N(td)) =0,
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lo que implica que O(X) — T'(X) es vacio. Esto es una contradiccién y, asi,
O(X) —T(X) N (te) # 0. Esto prueba a).

Notemos que si (O(X) —T(X)) NClx (T(X)) # 0, entonces, por la parte
2) del Teorema 1.14, se cumple que O(X) —T(X) C Cly (T(X)). Como, por
definicién, Clx (T(X)) C Clx (E(X)), se tiene que O(X) — T(X) C O(X) N
Clx (E(X)) = T(X). Ya que esto es una contradiccién, hemos probado la
siguiente igualdad:

b) (O(X)—-T(X)) NClx(T(X)) = 0.

Ahora, probaremos la siguiente afirmacion:
c) Sie € E(X), entonces no existe z € X — {e} tal que zeNT(X) = {x}.

Supongamos, por el contrario, que e € E(X) y z € X — {e} son tales que
zeNT(X) = {x}. Veamos que z es el inico punto de T(X) Nte. Supongamos
que y € T(X) Nte. Como T'(X) es una érbita de X, podemos tomar f €
H(X) tal que f(z) = y. Notemos que f(e) es el elemento de E(X) tal que
f(z) € tf(e); es decir, f(e) = e. Luego, {y} = f(ze NT (X)) =yen T(X).

Como z,y € te, entonces te = tyUye = txUze. Esto implica que z € ye o
bien y € we. Puesto que zeNT'(X) = {z} y yeNT(X) = {y}, en los dos casos
se cumple que y = x. Por lo tanto, x es el inico punto de T'(X) Nte. Se sigue
que (tx) U (ze) es un subconjunto de la érbita O(X) — T'(X). Sean a € (tz),
b € (ze) y h € H(X) tal que h(a) = b. Notemos que, como h(a) € te,
h(e) = e, por lo que h(z) € teNT(X). Luego, h(z) = = y h(tz) = tz.
Esto contradice el hecho de que h(a) € (ze). Por lo tanto, se cumple ¢). Un
argumento similar muestra que:

d) No existe z € X — {t} tal que ta N T(X) = {z}.

Ahora probaremos 1). Como X es suave consideraremos que X C F¢
y denotaremos por 7 a la proyeccién de F¢ al intervalo I (ver pag. 150).
Supongamos, por el contrario, que existe e € E(X) tal que e ¢ Clyx (T(X) N
te).

Como Clyx (T(X) N te) es un subconjunto compacto de te, existe x €
Clx (T(X)Nte) tal que 7(z) > m(a), para cada a € Cly (T(X)Nte). Notemos
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que, si a € (ze], entonces 7(z) < 7(a), por lo que a ¢ T(X). Luego, (ze|] N
T(X) =0y, por a), x # t. Puesto que z € Clyx (T(X) N te), por hipdtesis,
x # e. Asi que, x € (te) C O(X), lo que implica que x € T'(X). Se sigue que
zeNT(X) = {z}. Como esto contradice c), tenemos que e € Clx (T(X)Nte).

Ahora, si t ¢ Clx (T(X)Nte), existe z € Clx (T(X) Nte) tal que m(z) <
7(a), para cada a € Clx(T(X) Nte). Luego, [tz) N T(X) = 0. Aplicando
a) y el hecho de que t ¢ Clx(T(X)), se cumple que t # = # e. Entonces,

€ (te) C O(X), lo que implica que z € T'(X). Se sigue que txNT'(X) = {z}.
Como esto contradice d), concluimos que e € Cly (T(X) Nte). Esto termina
la prueba de 1).

Notemos que:
O(X) - T(X) = (X = (E(X)U{t})) - T(X) = X — (E(X) U{t} UT(X)).
Por 1), tenemos que {t} U E(X) C Cly (T

Clx (T(X)) € X = (O(X) = T(X

Por lo tanto, Clx (T'(X)) = {t}UT(X)UE(X). Esto implica que Clx (E(X)) C
Clx(T(X)) y, por definicién, T'(X) C Clx(E(X)). Luego, Clx(T(X)) =
Clx(E (X)), lo que concluye la prueba de 2).

(X)) y, por b), se cumple que:
) = {t} UEB(X)UT(X).

Ahora probemos 3). Supongamos que existe una componente no degene-
rada A de Clyx (T(X)) Luego, A es un subcontinuo no degenerado de X.
Supongamos que t ¢ A. Por la parte 3) del Teorema 4.6, A es un arco y, por
2), existen a,b € T(X)U E(X) y e € F(X) de modo que A = ab C (te].
Luego:

(ab) C (T(X)U E(X)) N (te) C T(X).

Ya que T'(X) es una érbita de X, parax € (ab), podemos tomar h € H(X)
tal que h(a) = z. Se sigue de 2) y el hecho de que T'(X), E(X) y {t}
son orbitas de X, que h(Cly(T(X))) = Clx(T(X)). Asf que, h(A) es la
componente de Cly (T(X)) que tiene a h(a) = z; es decir, h(A) = A. Por lo
tanto h(ab) = ab, h(a) = x y x € (ab). Como lo anterior es una contradiccién,
concluimos que t € A.

Como todas las componentes de Cly (T(X )) tienen al punto ¢, tenemos
que Cly (T'(X)) es conexo. Luego, Clx(T(X)) es un subcontinuo de X, por lo
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que es arcoconexo y, como contiene a E(X) U {t}, sucede que Clx (T(X)) =
X. Esto contradice que O(X)—T(X) es no vacio (Teorema 4.34) y se sigue que
las componentes de Cly (T'(X)) son degeneradas. Por lo tanto Cly (T'(X)) es
totalmente disconexo y compacto. Por 2), cada punto de F(X)U{t} es limite
de elementos de T'(X). Como T'(X) C Clx(E(X)), cada punto de T'(X) es
limite de elementos de F(X). Luego, cada punto de T'(X) también es limite
de elementos de T'(X). Esto prueba Clx(7'(X)) es un conjunto de Cantor.

Para probar 4), notemos que:
OX)-T(X)=X - (E(X)U{t} UT(X)) = X — Clx(T(X)).

Luego, O(X) —T(X) es abierto en X. Ya que Cly(7T(X)) es un conjunto
de Cantor, Clx(T'(X)) es denso en ninguna parte; es decir, X — Clx(7T(X))
es denso en X. Por lo tanto, O(X) — T'(X) es denso en X.

[

4.4. Abanicos no Suaves

En esta seccion presentamos algunos resultados de los abanicos no suaves,
en particular, de los abanicos no suaves %—homogéneos. El Teorema 4.40 indi-
ca que el conjunto de puntos extremos de un abanico no suave y %—homogéneo
es denso. Actualmente estamos trabajando sobre la construccién de un ejem-
plo de un abanico con esas caracteristicas, mediante la modificacién de cada
paso de la construcciéon del abanico de Lelek. Ya que ese trabajo aun no
esta concluido, sélo hemos presentado aqui las propiedades obtenidas hasta
al momento que deberian cumplir dichos abanicos.

En esta seccion trabajamos con abanicos no suaves, sin embargo, necesi-
tamos medir, de cierta manera, el “grado de no suavidad”. A continuacién
introducimos algunas definiciones que ayudaran a tal propésito.

Definicién 4.36. Sean X un dendroide y p € X. Decimos que X es suave
en p con respecto de a, si para cada sucesion {a,}, tal que a, — a, se
cumple que pa,, — pa.

Definimos también el siguiente conjunto:

S(p) = {a € X : X es suave en p con respecto de a}.
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A continuacién presentamos algunos resultados para S(p). El Lema 4.37
indica que, en el caso particular de un abanico con vértice ¢, si un punto
a € S(t), entonces toda su drbita estd contenida en S(t), lo cual ayudara a
diferenciar las o6rbitas de dicho abanico.

Lema 4.37. Sea X un dendroide. Sia € S(p) y h € H(X), entonces h(a) €
S(h(p)).

Demostracién. Sean a € S(p) y h € H(X). Notemos que, si {b,},, es una
sucesién en X que converge a h(a), entonces {h~*(b,)}, es una sucesién en X
que converge a a 'y, como a € S(p), entonces la sucesion de arcos {ph~!(b,)}n
converge, en la métrica de Hausdorff, al arco pa. Aplicando nuevamente h
tenemos que {h(p)b, }, converge, en la métrica de Hausdorff, al arco h(p)h(a).
Luego, h(a) € S(h(p)). O

El siguiente lema es un caso particular del resultado probado en [22,
Corolario 10, pag. 124].

Lema 4.38. Si X es un dendroide y p € X, entonces S(p) es un subconjunto
Gs y denso en X.

De la definicién de abanico suave es facil notar que un abanico X, con
vértice t, es suave si y s6lo si S(t) = X; es decir, si X es suave en el vértice
respecto a cualquier punto de X. Si X no es suave en t con respecto de
ningin punto, entonces S(t) = ). Los siguientes dos resultados serdn ttiles
para probar el Teorema 4.40, el cual describe el conjunto S(t) de un abanico
no suave y %—homogéneo.

Lema 4.39. Sea X un abanico con vérticet. S1 X es %—homogéneo y S(t)N
O(X) # 0, entonces X = S(t).

Demostracién. Puesto que O(X) N S(t) # 0 y O(X) es una érbita de X,
por el Lema 4.37:
O(X) C S(t).

Veamos que E(X) C S(t). Supongamos que e € E(X) y que {e,}, es una
sucesion de elementos de X que converge a e tal que lim te, # te. Hagamos
n—o0

Y = lim te, . Entonces, Y es un subcontinuo de X, por lo que es arcoconexo
n—oo

y, ya que t,e € Y, se cumple que te C Y. Tomemos b € Y —tey ¢, € E(X)
tal que b € te,. Notemos que, si e € te,, entonces b € Y N (eey] y (eep) C
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O(X) — te; si e ¢ tey, entonces (th) C [O(X) — te] NY. En cualquier caso,
podemos tomar un elemento en Y N [O(X) — te]. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que b es tal elemento y tomemos a € (te). Como a,b € Y,
existen sucesiones {a,}, vy {b,}n tales que:

Qp, by € ten, lim a,=a€te y lim b, =0>¢ te.
n—oo n—oo

Luego, a,b € S(t). Para cadan € N, sea ¢, € {a,, b,} tal que a,,b, € tc,.
Observemos que ¢, es el ultimo punto, entre a, y b,, en el recorrido de t a
en. Sea ¢ = lim ¢,. Notemos que ¢ € {a,b}, por lo que ¢ € S(t) vy, asi,

n—oo
tc, converge, en la métrica de Hausdorff, a tc. Como para cada n € N,

ap, by, € tc,, sucede que a,b € 7}1_}1“{)10 tc, = tc. Esto contradice el hecho de que

a € tey b ¢ te. Por lo tanto, Y = te, lo que indica que e € S(t). Hemos
probado que:
E(X) C S(t).

Ahora veamos que t € S(t). Supongamos que {t,}, es una sucesién que

converge a t y que Z = lim tt, # {t}. Tomemos x € Z — {t} y, para cada
n—oo

n €N, z, € tt, tal que lim z, = z. Como ya probamos que X — {t} C
n—oo

S(t), en particular, z € S(t). Por tanto, {tz,}, converge, en la métrica de

Hausdorff, a tx.

Sea y € (tr). Ya que tx C lim xz,t,, para cada n € N existe y,, € x,t,
tal que nh_}rgo Y, = y. Como y ngoéo’(t), tenemos que nh_I}& ty, = ty y, como
T, € ty,, * € lim ty, = ty. Esto contradice que y € (tz). Por lo tanto,
{ttn}n converge,n ero la métrica de Hausdorff, a {t}, lo que indica que t € S(t).
Hemos probado que X = S(t); es decir, X es suave. ]

Finalmente concluimos esta seccion, y el capitulo, con los siguientes dos
resultados que indican algunas propiedades que cumplen los abanicos no
suaves %-homogéneos.

Teorema 4.40. Sea X un abanico no suave %—homogéneo, con vértice t.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) E(X) CS(t) C B(X)U{t};
2) E(X) es denso en X.
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Demostracién. Como X no es suave, entonces X # S(t) y, por el Le-
ma 4.39, O(X) N S(t) = 0. Luego, S(t) € X — O(X) = E(X) U {t}. El
Lema 4.38 indica que S(t) es denso en X, por lo que S(t) ¢ {t}. Se sigue que
S(t)NE(X) # 0y, por el Lema 4.37 y el hecho de que E(X) es una érbita
de X, se cumple que E(X) C S(t). Esto concluye la prueba de 1).

Por el Lema 4.38, sabemos que Clx (S(t)) = X y, por 1), tenemos que
E(X) = 5(t)—{t}. Luego X = Clx (S(t)) = Clx (S(¢t) — {t}) = Clx (E(X)).
Esto prueba 2). O

Proposicién 4.41. Sea X un abanico no suave con vérticet. Sie € E(X) y
{xp}n es una sucesion convergente a un punto x € te, tal que lim tz, ¢ te,
n—oo

entonces t ¢ S(t). Si, ademds, X es 5-homogéneo, entonces S(t) = E(X).

Demostraciéon. Tomemos y € lim tx,, — te y, para cada n € N, y,, € tx,
n—oo

tal que y = lim y,,. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {y,x,},
n—oo

converge, en la métrica de Hausdorff, y hagamos Y = lim y,x,. Notemos
n—oo

que Y es un subcontinuo de X y, por la arcoconexidad de Y, yz C Y. Como
y ¢ te y x € te, sucede que t € yx y, en consecuencia, t € Y. Luego, para
cada n € N, existe t,, € y,x, tal que lim ¢, = t. Observemos que, para cada
n—oo
n, se cumple que tx,, = ty, U y,T,, ¥ t, € ynTy; es decir, y, € tt,. Por lo
tanto, y € lim tt,, pero y # t. Esto prueba que ¢t ¢ S(t). Si, ademas, X es
n—oo

%-homogéneo, de la parte 1) del Teorema 4.40, se sigue que S(t) = E(X). O



Capitulo 5

Continuos de Elsa

5.1. Definiciones y Algunos Resultados Pre-
vios

En este breve capitulo estudiaremos los continuos que se definen a conti-
nuacion.

Definicién 5.1. Un continuo de FElsa es una compactacion métrica del
rayo J = (0,1] con residuo un arco. Si E es un continuo de Elsa diremos
simplemente que E es un E-continuo.

Como veremos mas adelante, un E-continuo tiene al menos cuatro 6rbi-
tas (Lema 5.2). Nuestro objetivo es probar que en una clase especifica de
E-continuos, los que estan separados (Definicién 5.9), el unico elemento i—
homogéneo es el continuo sen (%) (pag. 172).

Sea E un E-continuo. Entonces J(E) denotard al rayo cuya compac-
tacidon es F; es decir, J(F) es la copia del rayo J = (0,1] encajada de
manera densa en E. E* denotara al residuo de la compactacion E; es de-
cir, E* = E — J(E). En general, para cada A C F, A* denotard el conjunto
Clg(A) — A.

Dados p,q € J(E) o bien p,q € E*, pq denotara el arco contenido en
J(E) o en E* que une py ¢; (pq) sera el interior variedad del arco pg;
es decir, (pq) = pq — {p, q}. Por tltimo, d(p, q) denotara el didmetro del
arco pq.

169
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Lema 5.2. Si E es un E-continuo y py es el punto inicial del rayo J(E),
entonces E tiene al menos cuatro orbitas y estas son, las orbitas de E con-
tenidas en E* mds las dos orbitas J(E) — {po} y {po}-

Demostracion. Sean h: EF — E un homeomorfismo y p,q los extremos
del arco E*. Notemos que J(F) es exactamente el conjunto de puntos de
conexidad local de E. Sabemos que E* es el complemento de J(E), por lo que
h(J(E)) = J(E) y h(pq) = pq. Entonces, hlpq: pg = pq y hlym: J(E) —
J(E) son homeomorfismos. Esto implica que, h({p, ¢}) = {p, ¢}, h((pq)) =
(pa), h(po) = po v W(J(E) — {po}) = J(E) — {po}. Luego, E tiene al menos
cuatro drbitas, dos de ellas contenidas en E*. No es dificil ver que J(E)—{po}
y {po} son las dos 6rbitas de F contenidas en el rayo J(FE). [

Definicién 5.3. Sea E un E-continuo. Definimos el tipo de E como el
conjunto, T(E), de puntos p € E* para los cuales existen una sucesion {p;q; };
de arcos contenidos en J(E) que convergen, en la métrica de Hausdorff, a
un arco del cual p es un punto final y

lim p; = lim ¢; # p.
1—00 71— 00

La Figura 5.1 ejemplifica la Definicién 5.3. Mas adelante en el Teorema 5.8
probamos que, para un E-continuo F, los dos extremos del arco E* pertene-
cen a T'(E) y que, ademds, el tinico F-continuo cuyo tipo tiene exactamente
dos elementos, es el continuo sen (1) :

x

Figura 5.1

En [7, Teorema 2.2, pag. 226] se enuncia el siguiente resultado, cuya prue-
ba se sigue de la Definicién 5.3.
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Teorema 5.4. Si E es un E-continuo, entonces T(FE) es un invariante to-
poldgico.

El Teorema 5.5 proporciona un encaje que sera de utilidad para nuestro
estudio. Dicho teorema fué probado por M. M. Awartani en [7, Teorema 2.3,
pag. 226]. Recordemos que I denota el intervalo [0, 1].

Teorema 5.5. Si E es un E-continuo, entonces E puede ser encajado en I*
como la cerradura de la grdfica de una funcion f: (0,1] — I que satisface las
siguientes condiciones:

1) Eziste una sucesion V(E) de puntos en J(E) tal que cada punto de
V(E) es un minimo local estricto o un mdzimo local estricto de f. Mds
atn, f es lineal entre cada dos puntos consecutivos de V(E);

2) (V(E)) =T(E).

Figura 5.2: E-continuo encajado en R? como en el Teorema 5.5

En adelante E denotara un FE-continuo encajado el plano como en el
Teorema 5.5. Entonces, nuestros E-continuos son tales que:

J(E) es la gréfica de la funcién f descrita en el Teorema 5.5y E* = {0} x I.
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Denotaremos por 7 y w9, a la primera y segunda proyecciones de F
en I, respectivamente. Notemos que los elementos de J(FE) estan ordenados
linealmente, naturalmente, por el orden en su primera coordenada, y los
elemenos de E* estan ordenados linealmente por el orden en su segunda
coordenada. El siguiente lema se puede consultar en [6, Lema 2.4, pag. 206].

Lema 5.6. Sean E| y Es dos E-continuos que son la cerradura de las grdficas
de las funciones f,g: (0,1] — I, respectivamente. Si lim |f(x) — g(x)| =0,
Tr—00

entonces la funcion h: Ey — FEy, definida por:

1) h

By = lgy;

2) h((z, f(2))) = (z,g(x)),

es un homeomorfismo.

5.2. FE-continuos Separados %L-homogéneos

Recordemos que el continuo sen (%), al que denotaremos por Si, es la
cerradura de la grafica de la funcién sen (1) o equivalentemente:

5= (00 x 1.11) u{ (ssen (1)) 0 € 0.1

A continuacion presentamos dos resultados, el primero proporciona un
encaje del continuo sen (%) y el segundo caracteriza a este E-continuo en
términos del tipo.

Lema 5.7. Existe un encaje S del continuo sen (%) en I?, como en el Teore-
ma 5.5, tal que V(S) es la union de dos sucesiones: la sucesion {x,}, cuyos
elementos tienen sequnda coordenada igual a 0, y la sucesion {y,}n cuyos
elementos tienen sequnda coordenada igual a 1. Ademdas nlglgo z, = (0,0),

lim y, = (0,1) y, para cada n € N, yp11 < Ty < Yp.
n—oo

Demostracién. Notemos que la grafica de la funcion sen(%) tiene como
minimos a una sucesién {u, }, de puntos en J(S7), cuya segunda coordenada
es —1 y que convergen a (0, —1), y tiene como maximos a una sucesion {v, },
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de puntos en J(S) cuya segunda coordenada es 1 y que converge a (0, 1), de
manera que:
Upp1 < Uy < Up.

Sea h un encaje de Sp, dado por el Teorema 5.5 y, para cada n € N, sean
h(u,) = 2 y h(v,) = Yn. Como h es un homeomorfismo, entonces h((0,1)) y
h((O, —1)) son los dos puntos extremos del arco E*. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que h((O, O)) =(0,0)y h(((), 1)) = (0,1). Luego, se cumple
lo siguiente:

(0,0) = h ( lfm un) = lfmz,, (0,1)="h ( lfm un> = lfmy,

n—oo n—oo

Vo Untl < Tp < Yp.

Entonces, podemos suponer que {x,}, vy {yn}n son, de hecho, sucesiones
de minimos y maximos, respectivamente, y que el encaje h se puede con-
seguir tal que los elementos de x, y ¥, tienen segunda coordenada 0 y 1
respectivamente. O

Figura 5.3: Encaje de S; en I?

Teorema 5.8. Sea E un E-continuo. Entonces {(0,0),(0,1)} C T(E) y
T(E)={(0,0),(0,1)} siy sélo si E es homeomorfo a S.

Demostracién. La parte 2) del Teorema 5.5 indica que T(E) = (V(E))" y,
por definicién, V(E) es la unién de dos sucesiones {a, }, y {bn}n, la primera
de minimos locales y la segunda de maximos locales en el arco J(E). Notemos
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que dos elementos son consecutivos en V' (FE) si y sélo si uno es maximo y el
minimo. Sin pérdida de generalidad supongamos que:

b1 < ap < by. (5.2.1)

Para ver que (0,0) € (V(FE))*, basta probar que alguna subsucesién de
{an}n converge a (0,0). En efecto, como (0,0) es elemento del residuo E*,
existe una sucesion {c, }n, de elementos de J(E), que converge a (0,0). Para
cada m € N, elegimos a,, como el elemento de la sucesién {a,}, tal que
¢m € vw, donde v y w son elementos consecutivos de la sucesién V(E) y
ay,, € {v,w}. Notemos que, para cada m € N, sucede que ma(¢p,) > ma(an,,)
y, como {¢, m converge a (0,0), entonces:

0= lim m(cy) > lim m(ay,,).
m— 00 m— 00
Luego, la subsucesion de los minimos {ay,, }m, también converge a (0, 0). Uti-
lizando un argumento similar podemos encontrar una subsucesién de {b,, }.,

que converge a (0,1). Por lo tanto {(0,0)(0,1)} C (V(E))* = T(E).

Ahora supongamos que T'(E) = {(0,0), (0,1)}. Notemos que, por la parte
2) del Teorema 5.5, V(E) sélo se acumula en (0,0) y en (0, 1), pero puede
ocurrir que alguna subsucesién de {a,}, se acumule en (0,1) y que alguna
subsucesion de {b, }, se acumule en (0,0). Construiremos un encaje de E tal
que la sucesion de minimos locales converja a (0,0) y la de méximos locales
a (0,1). Sean {b,,, }» la subsucesién de todos los elementos de {b,}, tales
que:

To(bp,) > 5y B={b,: by, <1}

Notemos que, {b,, }m converge a (0,1), los elementos de B forman una
sucesiéon que converge a (0,0) y la unién de las dos sucesiones es {b, },. No-
temos también que, para cada m, b, y a,, son consecutivos en V(E) y
también lo son a,,,.,—1 Y by, ,. Ademas, si npp1 — Ny > 1, ap,,Gn,, -1
es un arco contenido en J(E), cuyos maximos locales estdn en B. Luego,

lim a,,,an,,,,—1 = {(0,0)}. Para cada m tal que ;41 — np, > 1, sustituya-
m—r0o0

mos el arco ay,,an,,,,—1 de J(E), por el segmento de linea recta de R? que
une d,, y Gn,,.,—1. Con esto, los tinicos maximos locales del nuevo segmento
brnbis1 son by, v by, ., cuya segunda coordenada es, al menos, % Llamemos
a esta compactacién F.



5.2. E-CONTINUOS SEPARADOS }-HOMOGENEOS 175

Como lim ay,,an,,, -1 = {(0,0)}, por el Lema 5.6, sucede que E; y E

m—0o0
son homeomofos. Ademads, podemos suponer que EF; es como en el Teorema

5.5. Observemos que {b,, }m es la sucesion de maximos locales de J(E)
y li_r)n by, = {(0,1)}. Luego, también podemos suponer que ma(b,,) = 1.
Utﬁiz:ndo argumentos similares se construye una compactacién Fs, como en
el Teorema 5.5, que es homeomorfa a E; y tal que la sucesiéon de minimos en
V(E,) converge a (0,0) y sus elemenos tienen segunda coordenada igual a 0.

Supongamos entonces que F es tal que {a,}, converge a (0,0), {b,}, con-
verge a (0,1), y que, para cada n, cada ma(a,) = 0y m2(b,) = 1. Probaremos
que E es homeomorfo a S, el encaje de S; en I? indicado en el Lema 5.7.
Tomemos las dos sucesiones {zy, }n y {yn}n de V(S), como en el Lema 5.7. Ya
que los residuos S* y E* son el intervalo {0} x I, podemos construir una fun-
cién h de S en E de manera que, para cada n € N se cumplan las siguientes
condiciones:

a) h
b) h(zn) = an y h(Yn) = by

c) sy, ¥ hly,,1z, son homeomorfismos lineales de z,y, en a,b, y de
Ynt1Tn €0 b,y 1a,, respectivamente.

g+ S — E* es la identidad;

Notemos que U = {x,ym: n € Ny m =n,n+ 1} es una cubierta local-
mente finita de cerrados de J(S). Como la funcién h estd definida en cada
elemento de U, necesitamos ver que h se “pega” correctamente, es decir que
si dos elementos de U se intersectan, entonces las definiciones de h coinciden
en dicha interseccién. Para esto tomemos un elemento de A € U. Suponga-
mos A = z,y, € U, el otro caso se hace de manera similar. Si x,y; es otro
elemento de U, entonces:

T Mgy 0 siysélosi  Tp = Tp, Y = Yni1 ¥ Tl N Txyr = {0}
obien, Tp =Ty 1, Y=Yn Y Tn¥n DTy = {Yn}

Ademds, por b) y ¢), se cumplen las siguientes igualades:

h‘xnyn (Tn) = an, = h‘yn+1xn($n) Yy h’xn—wn (Yn) = by = hlxnyn<yn)'

Luego, h|;(s) estd bien definida y, por b) y c), es un homeomorfismo de J(.5)
en J(FE). Para ver que h es un homeomofismo, por a), sélo hace falta probar
que h es continua en cada punto de S* = {0} x I. No es dificil ver que:
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d) Las sucesiones {Zn¥n }n, {Tn¥n+1}n, {@nbn}n ¥ {@nbni1}n convergen al
residuo {0} x [ = S* = E*.

Para ver que h es continua en S* tomemos una sucesion {s, },, de puntos de
S convergente a un punto s € S*. Queremos probar que la sucesién {h(s,)},
converge a h(s) = s. En efecto, por a), podemos suponer que {s,}, es una
sucesion de puntos de J(.5). Como U es una cubierta de J(S) y sus elementos
convergen a {0} x I, también podemos suponer que, para cada n € N, ocurre
que s, € Ty, o bien s, € r,y,.1. Entonces, por ¢), m (h(sn)) = mo(sn) v,
h(s,) € ayb, o bien h(s,) € a,b,y1. De esto y la continuidad de 7y, se sigue
que:

lim h(s,) € S* y lm m(h(s,)) = limma(s,) = m(s).

n—oo n—oo
Luego, lim A(s,) = s; es decir, h es continua en s. Por lo tanto, h es continua
n—o0

en cada punto de S*. Concluimos que h homeomorfismo de S en E.

Ahora, supongamos que E es homeomorfo a S;. Del Lema 5.7, podemos
notar que (V(Sl))* = {(0,0),(0,1)}. Luego T'(S1) = {(0,0),(0,1)}. Ya que
T(S;) es un invariante topoldgico y estamos considerando E* = {0} x I,
también se cumple que T'(F) = {(0,0),(0,1)}. Esto concluye la prueba del
teorema. O

Definicién 5.9. Sea E un E-continuo. A la sucesion V(E) le llamaremos la
sucesion de vértices de E. Diremos que E es separado, si la sucesion:

{d(v,w): v yw son elementos consecutivos de V(E)}

estd acotada inferiormente por un niumero mayor que 0.

No es dificil notar que S} es un E-continuo separado (ver Figura 5.3). En
la Figura 5.4 mostramos un ejemplo de un F-continuo, E, que contiene dos
sucesiones {u;}; v {v;}; de elementos V(E) tales que, para cada i, u; y v;
son elementos consecutivos de V' (E) y la sucesion de los didmetros {d(u;v;)}4
converge a 0. Luego, E es un E-continuo no separado.

Sea X un conjunto con un orden parcial <. Decimos que una funcion
h: X — X preserva el orden siempre que, para cada par de puntos a,b €
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Figura 5.4: Un E-continuo no separado

X, si a < b, entonces se cumple que h(a) < h(b). Decimos que h invierte el
orden si, para cada par de puntos a,b € X, a < b implica que h(a) > h(b).

Es un ejercicio de andlisis matematico probar que toda funcion continua e
inyectiva de un intervalo en si mismo es creciente o decreciente o, en nuestros
términos, preserva el orden o lo invierte. Esto lo podemos aplicar al arco
E* = {0} x I, con el orden usual en su segunda coordenada. La prueba del
siguiente resultado se puede consultar en [7, Teorema 3.1, pag. 230].

Teorema 5.10. Sea E un E-continuo separado con tipo T(E) = E*. Si h es
un homeomorfismo de E en si mismo tal que h|g+ preserva el orden, entonces
h|g+ es la identidad.

Teorema 5.11. Sea E un E-continuo separado. Si E es }L—homogéneo, en-
tonces E es homeomorfo a S;.

Demostraciéon. Supongamos que F es %—homogéneo y que no es homeomor-
fo a S;. Denotemos por py al punto inicial del rayo J(F). El Lema 5.2 indica
que, las érbitas de E son: {(0,0),(0,1)} y [{0} x (0,1)], contenidas en E*, y
J(E) —A{po} v {po}, contenidas en J(F). Ya que E no es homeomorfo a Sy,
se sigue del Teorema 5.8 que T'(E) N [{0} x (0,1)] # 0. Del Teorema 5.4 y el
hecho de que [{0} x (0, 1)] es una 6rbita, se cumple que {0} x (0,1) C T(E).
Por lo tanto:
T(E)={0} x I =E".
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Tomemos tres puntos z,y, z en la 6rbita {0} x (0,1), asi como dos ho-
meomorfismos hy y hy de E en E tales que:

hi(z)=y v ha(y) ==

Luego, h; v hy no son la identidad en E*. Entonces, el Teorema 5.10 indi-
ca que hy|g« y hs|g+ no preservan el orden. Como cada homeomorfismo en
el intervalo preserva el orden o lo invierte, debe ocurrir que hi|g« v hs|g-
invierten el orden en E*. Veamos que el homeomorfismo hs o hy preserva el
orden en E*. Tomemos x1, x5 € I tales que 1 < x5. Como hy|g+ invierte el
orden, hy(z1) > hy(z2). Ahora, como también hy|p« invierte el orden, ocurre
que hy (hl(xl)) < hy (h1 (:1:2)) Esto prueba que hy o hy preserva el orden en
Ex.

Nuevamente, usando el Teorema 5.10, obtenemos que hs o hy es la iden-
tidad en I. Esto implica que z = hy(hi(x)) = z. Ya que esto contradice la
eleccion de los puntos z, ¥, z, concluimos que E es homeomorfo a S. O

Figura 5.5

Teorema 5.12. Sy es %l—homogéneo.

Demostracién. Tomaremos S, el encaje de S; en I? indicado en el Lema 5.7,
asi como las sucesiones {x, }, v {yn}n en V(S), también del mismo lema. Sea



5.2. E-CONTINUOS SEPARADOS }-HOMOGENEOS 179

p el punto inicial del rayo J(S). Primero probaremos que {0} x (0,1) es una
érbita de S. Sean a,b € {0} x (0, 1) y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que a < b. Tomemos dos sucesiones {a,}, y {b,}, como en la Figura 5.5;
es decir, dos sucesiones de puntos en J(S) tales que, para cada n € N, se
cumple lo siguiente:

7T2(an> =a, 7r2(bn) = b, a?n—len—l € UYnTn ¥y a2n>b2n S TnlYn+1-

Definamos h en J(S). Para esto, denotemos por I a la familia de los arcos
A en J(S) tales que A = py; o bien, existe n € N de manera que A es uno
de los siguientes conjuntos:

ynb2n71> bnan7 A2n—1Tnp, yn+1b2n7 A2n L.

Luego, podemos etiquetar los elementos de manera que U = {A;: i € N},
donde A; = py; y para cada i > 2 |A; N A;11| = 1 (ver Figura 5.5). Notemos
que se cumplen las siguientes propiedades:

a) U es una cubierta de J(S5).

b) A;NA; # 0 siysolosi|i —j| <1y dicha interseccién consta de sélo
un punto, el cual es extremo de los arcos A; y A;.

C) lim A1+6i = HHI A2+6i = [b, 1], Hm A4+6i = h,Hl A5+6i = [O,CL] y
1—00 1—00 1—00 1—00
lim As; = ab.
i—00

Hagamos h(p) = p, h(y1) = z1 y (A1) = ([p,11]) = [p,x1] de manera
que h|a, es un homeomorfismo. Ademads, para cada n € N, hagamos:

hyn) = Tpn, Mn) = Yns1, h(by) =ant1 v h(an) = bpiy. (5.2.2)

Con esto hemos definido h en A; y en los puntos extremos de los elementos

de Y. Para cadan > 2, definamos h en A,, segtin como lo indican sus extremos
en (5.2.2):

h(A,) = A,43, de manera que hly, es un homeomorfimo lineal.  (5.2.3)

Puesto que h estd definida en cada elemento de U, entonces hemos definido
h en J(S). Por (5.2.2) y (5.2.3), tenemos que h estd bien definida en la
interseccién de cualesquiera dos elementos de U. Ya que U es una cubierta
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localmente finita de J(S), por [26, Teorema 9.4, pag. 83], se cumple que h| s
es un homeomorfismo de J(S) en si mismo.

Ya que lim z, = (0,0), lim y, = (0,1), lim a, = a y lim b, = b, por
n—oo n—oo n— o0 n—oo
las ecuacion (5.2.2) y (5.2.3), resulta natural definir A en S* de la siguiente

manera.:

d) ~((0,1)) = (0,0), h(a) = b, h(b) = a, h(b(1,0)) = (0,0)a, h(ab) = ab
y h((0,0)a) = b(0,1), de manera que h restringido a cada uno de los
arcos b(0,1), aby (0,0)a es un homeomorfismo lineal.

Para probar que h es un homeomofismo solo resta ver que h es continua
en cada punto de S*. Sean zy € S* y {z;}; una sucesién que converge a z.
Haremos la prueba suponiendo que zy € b(0,1) pues el caso en que zy €
(0,0)a es similar y, el caso en que zy € ab, usa los mismos argumentos,
pero es mas sencillo. Si la sucesién {z;}; tiene una infinidad de elementos en
S* terminamos, pues h|g« es un homeomorfismo. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que {z;}; C J(S) y que, para cada i € N, se cumple que
2i € Aryei U Agyei.

De la compacidad de S, podemos suponer que {h(z;)}; converge y, por
¢), lim h(z;) € S*. Para cada i € NU {0}, sea ma(z;) = s;. Notemos que, por
71— 00

(5.2.3), para cada i sucede que:
Uy [h(z,)} = ﬁ : (]_ — Si)-

Puesto que s = lim s;, entonces 1% - (1 — 509) = lim % - (1 —s;). Como
1—00 100
Ty es continua, m( lim h(z;)) = 1% - (1 — sp), por lo que:
1—00

lim h(z;) = (0, S (1-— SO)> = 2p.
i—00 1-b

Esto prueba que h es continua en s. Por lo tanto, h es continua en cada
punto de S* y, asi, h es un homeomorfismo. Hemos probado que b € Orbg(a)
y (0,1) € Orbg((0,0)). Como elegimos a y b de manera arbitraria en S*, se
sigue que S* —{0,1} y {0,1} son todas las érbitas de S contenidas en S*.
Luego, por el Lema 5.2, S es %—homogéneo. n
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De los Teoremas 5.11 y 5.12 obtenemos el siguiente resultado que carac-
teriza los E-continuos separados i—homogéneos.

Teorema 5.13. Si E es un E-continuo separado, entonces E es }L—homogéneo
si y solo si B es homeomorfo a S.
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Espacio Topologico
Arcoconexo, 2
Ciclicamente conexo, 9
Conexo en pequeno, 3
Hereditariamente localmente cone-
x0, 15
Homogéneo, v
Localmente conexo, 2
%—homogéneo, VI
n-homogéneo, 39
n-homogéneo en un punto, 39
Totalmente disconexo, 18

Funcién primer punto, 26

Grado de homogeneidad, 12
Graéfica Finita, 3

Hiperespacios, 9
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Métrica de Hausdorff, 9
m-~celda, 99

n-odo simple, 17

Orbita de un punto, v
Orbita de un espacio, 11
Orden de un punto, 2

en el sentido clésico, 139

Punto
de corte, 7
Extremo, 2
en el sentido clésico, 139
Final, 2
Ordinario, 2
en el sentido clasico, 139
de ramificacién, 2
en el sentido clésico, 139

Subcontinuo, 2

Subconjuntos
Degenerados, 1
Comparables, 21

Sucesion nula, 16

T,,-conjunto, 101
Tipo de un E-continuo, 170

Unicoherente, 138
Hereditariamente, 15

Vecindad, 1
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