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tiempo.
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orificios de forma irregular interconectados.

Ecuacion constitutiva no newtoniana que contiene
como caso particular el modelo newtoniano y el
modelo de ley de potencia.

Ecuacion constitutiva que describe el estado
viscoelastico de un sistema en el régimen de
rapidez de deformacién baja (viscoelasticidad
lineal).

Ecuacion geoldgica viscoelastico lineal que acopla
un solvente con un polimero.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

Medida de la resistencia a fluir en un medio
pOroso.

Es una medida de la resistencia en el espacio de
las frecuencias.

Es la medida de espacios vacios en un volumen
total.

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fluido bioldgico que presenta dos fases y que es
viscoelastico.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3)
en el cual se describe el estado de las fuerzas en
un elemento de control.

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un
estado de equilibrio después de un periodo.
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RESUMEN

En este trabajo se estudia la permeabilidad dinamica de un fluido biolégico
viscoelastico (Sangre Humana) en un capilar de radio r =a y longitud z =L. Para
describir la transferencia de momento y reologia se suponen las siguientes
condiciones: (i) proceso isotérmico, (ii) fluido incompresible, (iii) estado no
estacionario, (iv) fluido viscoelastico, (v) los efectos gravitacionales son
despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado continua e irreversiblemente por
un gradiente de presion en la direccidn z y (vii) la reologia y la dinamica de flujo es
descrita por la ecuacién constitutiva del modelo viscoelastico de Jeffreys el cual
acopla al solvente y el polimero a través de una ecuacién constitutiva Maxwelliana.
Al combinar la ecuacion de momento con la ecuacion constitutiva reologica se
obtuvo una ecuacion diferencial parcial lineal que describe los cambios de la
velocidad debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el gradiente de
presion. Suponiendo, que la funcién velocidad es continua el espacio temporal es
transformado al espacio de frecuencias utilizando el operador de Fourier
(trasformada de Fourier). Suponiendo la condicion de no deslizamiento se obtienen
expresiones analiticas para el perfil de velocidad, el flujo volumétrico y la
permeabilidad dinamica en funcion del numero de Reynolds, el cual, relaciona los
mecanismos inerciales y viscosos, y el tiempo reducido adimensional, el cual es un
cociente entre los tiempos de Jeffreys y Maxwell, respectivamente. Fisicamente, el
tiempo reducido se puede interpretar como un cociente entre las viscosidades del
solvente y del polimero. A partir del calculo de la permeabilidad compleja se
obtienen la parte real e imaginaria, las cuales describen la mecanica lineal entre el
gradiente de presion y el flujo volumétrico. La parte real muestra curvas de
relajacion, las cuales se ven afectadas por las propiedades materiales del medio asi
como la parte disipativa que corresponde a esta componente de la permeabilidad.
La parte imaginaria muestra una serie de curvas resonantes y comportamiento tipo
diente de sierra aludiendo a la parte elastica del sistema. En casos especificos, en
donde se tiene datos con un numero de Reynolds bajo y un tiempo reducido muy
pequefo i. e., los efectos viscosos se sobreponen a los efectos inerciales que tienen
relacion en el numero de Reynolds y el comportamiento aportado por la parte del
polimero domina sobre el aportado por el solvente, se tiene que la sucesion de
curvas resonantes se presentan en la parte real de la permeabilidad y el
comportamiento tipo diente de sierra en la parte compleja de la permeabilidad.

Finalmente, las bondades de nuestro modelo son probadas con datos reométricos
de sangre con bajo contenido de colesterol y se demuestra la concordancia entre
las proyecciones teodricas y los datos experimentales, todo esto en el ambito del
régimen de viscoelasticidad lineal.

Palabras claves: Permeabilidad dinamica, Viscoelastico, Modelo de Maxwell,
Modelo de Jeffreys, Transformada de Fourier.
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ABSTRACT

In this work, the dynamic permeability of a biologic viscoelastic liquid (Human

Blood) in a capillary of radius r=a and length z=L was studied. To describe the
momentum transfer and rheology, the following conditions are assumed: (i)
isothermal process, (ii) incompressible fluid, (iii) non-steady state, (iv) viscoelastic
fluid, (v) the gravitational effects are negligible, (vi) the system (fluid) is continuous
and irreversibly deformed by a pressure gradient in the axial z direction, (vii) the
rheology and the dynamic of the flow is described by the constitutive equation of the
Jeffreys viscoelastic model, which couples the solvent and the polymer through a
Maxwellian constitutive equation.
By combining the momentum equation with the rheological constitutive equation, a
linear partial differential equation that describe the changes in the velocity gradient
due to inertia and viscoelasticity is obtained. All of this induced by a pressure
gradient.

Assuming that the speed function is continuous, the temporary space is
transformed to the frequency domain using the Fourier operator (Fourier Transform).
Assuming the non-slip condition, analytical expressions for the velocity profile, the
volumetric flow and the dynamic permeability are obtained as a function of Reynolds
number, which relates the inertial and viscous mechanisms, and the reduced
dimensionless time, which is a quotient of the Jeffreys to the Maxwell times.

Physically, the reduced time can be interpreted as a quotient between the
solvent and polymer viscosities. From the calculation of the complex permeability,
the real and imaginary parts are obtained, describing the linear mechanics between
the pressure gradient and the volumetric flow. The real part shows relaxation curves,
which are affected by the material properties of the medium through the
characteristic dimensionless number; while, the imaginary part shows a series of
resonant curves and a saw-tooth behavior corresponding to the elastic part of the
system.

Finally, the benefits of our model predictions are tested by rheometric blood
data with low cholesterol and agreement between the theoretical projections and the
experimental data, in linear viscoelastic regime, is demonstrated.

Keywords: Dynamic Permeability, Viscoelastic, Maxwell Model, Jeffreys Model,
Fourier Transform.
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1.1 Fluidos en medios porosos.

La descripcidon de flujo de fluidos pulsatiles u oscilantes tiene una gran
aplicacion en areas de la explotacidon petrolera, medios porosos, el transporte de
agua en mantos acuiferos y en los campos geotérmicos, transporte de biofluidos
en membranas, fluidos electroreoldgicos y en reactores quimicos, entre otras ramas
de la ciencias naturales (Cuevas & Del Rio 2001, Del Rio & Castrejon-Pita 2003,
Del Rio 1993, Del Rio et al. 1998; Herrera-Valencia & Rey 2014). Por otra parte, su
estudio es una parte fundamental de la mecanica de fluidos, termodinamica
irreversible y en particular de la reologia de fluidos complejos (Sochi 2010; Garcia-
Colin & Rodriguez 1991, Barnes et al. 1989, Bird et al. 1987, Bird et al. 2002; Currie
1974). En este contexto una de las aplicaciones mas importantes de los fluidos
pulsatiles es la concerniente al concepto de permeabilidad la cual, se define como
la resistencia que presenta un medio por el que pasa un fluido (Del Rio & Castrejon
Pita 1987; Del Rio et al. 1998).

Este concepto ha sido muy explotado en reologia de la sangre para describir el flujo
pulsatil a través de una vena (Herrera et al 2009, 2010; Moreno et al. 2015). Por
otra parte, el uso de boquillas oscilantes ha mejorado las condiciones de procesos
de materia prima en los extrusores, los cuales se estudian en ciencia de polimeros
(Herrera et al. 2009, 2010).

Para poder describir estos flujos se debe definir primeramente lo que es un medio
poroso (Sochi 2010; Del Rio & Castrejon-Pita 1987, Del Rio et al. 1998; Lopez de
Haro et al. 1996; Kim et al. 1987; Ochoa Tapia et al. 1998; Ochoa Tapia 1995;
Quintard & Withaker 1997; Whitaker 1966 a,b, 1967, 1987).

Para aclarar las propiedades de estos interesantes fluidos, empecemos
presentando las ecuaciones de balance que describen la conservacion de la masa
y del momento:

op

—+V-(pV)=0 -

p (pV) (1.1-1)
p(—2]+V-VVj=—Vp+V'G+pg (1.1-2)

Donde p es la densidad de masa del fluido, V el campo de velocidades, p es la
presion y o es el tensor de esfuerzos viscosos (Bird et al. 2002; Withaker 1976;
Bird et al. 1974) La Ec. (1.1-1) es la ecuacién de continuidad que representa la
conservacion de masa en un sistema sin generacion quimica.

La Ec. (1.1-2) es la ecuacion de balance de cantidad de movimiento. Desde la
perspectiva matematica para que este conjunto de ecuaciones sea un problema
cerrado hacen falta las condiciones iniciales y de frontera (del Rio & Castrejon
2003). Desde el punto de vista fisico, estas ecuaciones requieren informacién

20



TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADA A LA PERMEABILIDAD DINAMICA DE UN
FLUIDO BIOLOGICO VISCOELASTICO: SANGRE HUMANA

MEXICO

adicional, una ecuacién de estado entre la presion y la densidad y otra relacion
entre el tensor de esfuerzos y el gradiente de velocidades para que se pueda
considerar un sistema cerrado (del Rio & Castrejon 2003), es decir un sistema que
tiene el mismo numero de incégnitas que de ecuaciones.

Precisamente, las ecuaciones constitutivas y de estado especifican el tipo de fluido
que se pretende describir. Estas relaciones hacen la distincion entre un gas, un
fluido incompresible y viscoelastico (Whitaker 1976a,b, 1967,1987).

El agua, el mas comun de los fluidos, es un buen ejemplo de un fluido newtoniano
incompresible. (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin &
Rodriguez 1991).

La aproximacién de fluido incompresible no es una restriccion muy severa, dado

que para la mayoria de los liquidos como el agua es del orden de Ap/p ~ 107 para

cambios de presion del orden de atmosferas (Del Rio & Castrejon, 2003) y por lo
tanto, la suposicion de incompresibilidad es una aproximacion razonable (Barnes
et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991). La
clasificacién de fluidos newtoniano tiene que ver con la ecuaciéon constitutiva que
relaciona el tensor de esfuerzos con el gradiente de velocidades en una forma lineal
(bajas deformaciones) y en otra no lineal (altas deformaciones). Para el caso de
fluidos newtonianos podemos escribir (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et
al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

6 =2uD (1.1-3)

Donde p es una propiedad material conocida como viscosidad la cual, se puede
interpretar como una medida de la resistencia a fluir de un medio (fluido) (Barnes
et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

Como se puede apreciar, con esta ecuacion se tiene un conjunto de ecuaciones
para dos incégnitas, p y V que dadas las condiciones iniciales y de frontera puede
resolverse. Sin embargo, en este trabajo, estamos interesados en ilustrar que pasa
en los fluidos que interviene en la explotacién petrolera, en los reactores quimicos
y los biofluidos que presentan caracteristicas que los hacen ser llamados no
newtonianos (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin &
Rodriguez 1991).

La caracteristica fundamental de los fluidos no-newtonianos es que la ecuaciéon
constitutiva ya no es lineal (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002;
Garcia-Colin & Rodriguez 1991; Del Rio & Castrejon 2003). Algunos de estos
fluidos los podemos encontrar en sitios comunes. Por ejemplo, la miel; que al parar
de verterla observamos un comportamiento inercial al ver que continua fluyendo
por unos instantes mas. En algunos procesos quimicos industriales los fluidos
tienen propiedades diferentes a las del agua y muchas veces son llamados fluidos
complejos o exéticos (Del Rio & Castrejon 2003, Garcia-Colin & Rodriguez, 1991;
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(Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez
1991; Del Rio & Castrejon 2003). Los fluidos no newtonianos muestran muchas
propiedades diferentes entre ellas la elasticidad. Los fluidos viscoelasticos se
caracterizan por presentar comportamiento disipativo y de almacenamiento
asociado a la viscosidad y elasticidad respectivamente (Del Rio & Castrejon, 2003;
Bird et al. 2002).

1.2 Aplicaciones de los fluidos viscoelasticos pulsatiles

1.2.1 Medio Poroso.

Una de las aplicaciones mas importantes de los fluidos viscoelasticos o
complejos es relacionado al transporte de cantidad de movimiento en medios
porosos. Un medio poroso se puede definir como un cuerpo solido con hoyos
interconectados (poros) (Del Rio & Castrejon 2003; Whitaker 1976a,b, 1967, 1987).
Estos poros pueden ser espacios extremadamente pequefios, intersticios
moleculares, y otros muy grandes, cavernas (Del Rio & Castrején 2003). Como se
comprende con esta definicion se abarca desde membranas muy poco permeables
hasta la corteza terrestre en escalas muy diferentes, Fig.1.2-1.

Escala Microscopica

L)
= o
o = e
o = [=]
=] - i = = = = L =

— o= = ] 0o

Escala Microscopica

Figura 1.2-1. Esquema de un medio poroso.

Para muchos autores, la idea de poro se tomara como el espacio intermedio entre
dos extremos sefialados, de tal forma que los espacios sean grandes desde el
punto de vista macroscépico, pero pequenos para las escalas del sistema (Del Rio
& Castrejon 2003; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b,
1967, 1987). También se abordara el transporte del fluido en medios porosos y por
lo tanto este medio debe ser atravesado por un fluido; de esta forma se requiere
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que podamos encontrar espacios huecos en el material que estén interconectados
dentro del medio poroso. Es obvio que el estudio de flujo de materia solo considera
los poros efectivos y lo espacios aislados no juegan papel alguno en el transporte
de masa (Lépez de Haro et al. 1997). El medio poroso puede ser caracterizado por
varias propiedades geomeétricas, como son la porosidad £ definida como la fraccién
de espacio vacio con respecto al volumen total, en nuestro caso sera el espacio
interconectado. Es comun que en la literatura se use el termino diametro promedio
de poro, pero esto solo tendria sentido estrictamente si los huecos tuvieran forma
cilindrica o esférica (Del Rio & Castrejon 2003; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-

Tapia1995; Whitaker 1976a,b, 1967, 1987; Lopez de Haro et al. 1997).

1.2.1.1 Transporte en medios porosos.

La descripcion del transporte en medios porosos presenta dificultades que
radican tanto en la compleja estructura del medio poroso como en las propiedades
fisicas de los fluidos (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998;
Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b, 1967, 1987). Esta
complejidad del transporte en medios porosos se presenta claramente al describir
el conjunto de ecuaciones de balance y ecuaciones constitutivas, consideradas para
modelar el flujo en medios porosos. Antes de comenzar y para centrar nuestra
atencion en la permeabilidad debemos hacer una aproximacion y suponer que el
trasporte de energia no es importante ene le sistema (Del Rio 1993; Del Rio &
Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995;
Whitaker 1976a,b, 1967, 1987).

Entonces, bajo una situacion isotérmica, para describir el flujo a través de un medio
pOroso se requiere en principio resolver el problema dado por las Ecs. (1.1-1) y (1.1-
2) que deben resolverse bajo las condiciones de frontera que generalmente se
toman como la condicion de no deslizamiento en la frontera (Barnes et al. 1989;
Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del
Rio et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

V=0 en Q (1.2-4)

Donde € es la superficie del sélido. Evidentemente el desorden de la superficie
introduce una complejidad adicional a la no linealidad de la Ec. (1.2-4). Por
supuesto, también se requiere la condicidén inicial en todo el campo de velocidades
para la solucién del problema, esto es otro reto mayor (Barnes et al. 1989; Bird et
al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et
al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).
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1.2.3 Hemorreologia: Sangre Humana

La reologia es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en
término de dos parametros principales: el esfuerzo y deformacién (flujo). La sangre
humana es un fluido de reologia muy compleja, porque las viscosidad de la sangre
no es proporcional al esfuerzo aplicado, es decir, es un fluido no newtoniano que
cuenta con caracteristicas adelgazantes al corte (cuanto mayor sea el esfuerzo
aplicado menor es su viscosidad). Esto se debe en parte a la formacion de
estructuras transitorias (que se destruyen por el flujo) de muy corta duracioén, cuyo
tamano e intensidad dependen de la concentracion de colesterol total, ente otros
factores.

El estudio de la sangre presenta un reto mundialmente, ya que el primer paso se
concentra en la caracterizacion de la misma y el segundo al efecto de diferentes
patologias, entre las cuales se pueden citar: (i) la hiperglucemia asociada con la
diabetes tipo | y Il, que se han declarado como epidemia nacional, (ii)
hipercolesterolemia asociada con el colesterol alto que afecta las arterias y que
provocan los infartos al miocardio, (iii) el cancer que es un desequilibrio en la
produccion de glébulos blancos y (iv) todo tipo de enfermedades de trasmision
sexual.

La sangre humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del cuerpo
humano, entre ellas la entrega de oxigeno y la remocion de didéxido de carbono de
tejidos distales, y el transporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos
metabdlicos en la actualidad dan problemas que atafien a los seres humanos cada
vez con mayor frecuencia: estos se atribuyen a un sin numero de factores de estrés,
medio ambiente, alimentacion y genéticos, como la hipercolesterolemia familiar. De
los multiples trastornos metabdlicos presentes en un ser humano, la
hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol en sangre > 200 mg/ dL)
tiene grandes repercusiones en la fisiologia cardiovascular. La sangre es un fluido
con dos fases perfectamente diferenciadas: una suspension de células (eritrocitos
y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio liquido, como el plasma
(agua, sales, proteinas y metabolitos), que llamaremos fase continua. La viscosidad
de la sangre depende directamente de la relacién entre la cantidad de células y el
contenido de proteinas y metabolitos en el plasma. El colesterol total junto con los
triglicéridos son las sustancias que mas afectan la reologia de la sangre humana.
La sangre con concentraciones aumentadas de colesterol total presenta
caracteristicas bioquimicas y mecanicas diferentes de las de la sangre con
concentraciones normales; la diferencia de viscosidad entre ambas es del orden de
10 veces.
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1.2.3.1 La reologia considera dos tipos de fluidos: newtonianos y no
newtonianos

La sangre humana se ha considerado con frecuencia como un fluido
newtoniano, es decir, en muchas simulaciones y articulos se supone que su
viscosidad no depende del esfuerzo aplicado. Esto no es real y para que la sangre
se comportara asi tendria que estar muy diluida o poseer un bajo peso molecular.
La sangre esta compuesta de células suspendidas en un medio liquido (plasma) y
la interaccién entre las células depende de la velocidad a la cual se mueve el fluido;
cuando dicho fluido esta estatico, la repulsion entre las células de la sangre, debida
a la carga negativa de sus membranas, y el contenido de colesterol total y
triglicéridos interactuan en un balance tal que los eritrocitos no coalescen en
estructuras estables, esto ocurre solo cuando la sangre esta en presencia de un
anticoagulante como el acido etilen-diamin-tetra-acético (EDTA) y no existe una
patologia asociada.

1.2.3.2 La sangre humana: un fluido no newtoniano

En al reologia generalmente se considera dos tipos de fluidos: los
newtonianos, cuya viscosidad no depende del esfuerzo aplicado o de la velocidad
de flujo, ejemplos de estos fluidos son: liquidos de bajo peso molecular (moléculas
pequeias) como el agua, los aceites, los alcoholes, etc., y los fluidos no
newtonianos que, curiosamente, son los que mas abundan en la naturaleza y en la
industria. Estos fluidos tienden a modificar su estructura con el flujo y por lo tanto,
su viscosidad. Un ejemplo muy comun es la pasta de dientes que usamos todos los
dias; mientras no le apliquemos un esfuerzo, la viscosidad de la pasta es
extremadamente alta y no fluye hasta que le aplicamos un esfuerzo lo
suficientemente grande como para modificar su estructura y deformarla (flujo). Otros
ejemplos de estos fluidos son las pinturas, el chocolate, la mayoria de los fluidos
corporales, mayonesa, catsup, secreciones de insectos entre otros.

1.2.3.3 Las propiedades del flujo de la sangre dependen de varios factores

La sangre es un fluido con reologia muy compleja, cuyas propiedades de flujo
resultan afectadas por la orientacion y deformabilidad de las células sanguineas.
Las propiedades de agregacioén transitoria de las células sanguineas, en este caso
los glébulos rojos y las plaquetas, obedecen a una teoria que sostiene que las
macromoléculas, como el colesterol, promueven la agregacion transitoria de los
eritrocitos, ya que se interponen entre una célula y otra y generan puentes entre sus
membranas para reducir la interaccion electrostatica natural entre estas.
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1.2.3.4 Por qué la sangre humana se comporta como un fluido no newtoniano

Un fluido newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola
fase, no tiene particulas en suspension que puedan interactuar, ademas de que su
estructura quimica es simple por ser una molécula pequefia compuesta solo por un
atomo de oxigeno unido a dos atomos de hidrogeno. Por esta razén el agua en
estado liquido tendra la misma viscosidad independientemente de la rapidez con la
que se deforme. La sangre, por otro lado, es un sistema que esta formado por una
fase continua (plasma), que en esencia es un fluido newtoniano, pero tiene
particulas en suspension (fase dispersa) que interactuan entre si con el plasma.
Esta fase dispersa esta compuesta de células cuyas membranas tiene una carga
eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto da lugar a un sistema
complejo cuya respuesta reoldégica es muy variada dependiendo del sistema de flujo
y las condiciones en las que se estudie. La Figura 1.2-2 muestra una curva tedrica
y experimental para una muestra de sangre humana con alto contenido de
colesterol. En el reograma se observa que las curvas presentan adelgazamiento al
corte, es decir, a mayor velocidad de corte la viscosidad disminuye. A bajas
deformaciones de corte, la sangre muestra conglomerados de particulas y todas las
estructuras estan orientadas al azar (fase dispersa) y por lo tanto mayor resistencia
al flujo. En la segunda etapa a esfuerzos moderados, los constituyentes de la
sangre (eritrocitos, fase dispersa) se orientan mas en la direccion de flujo, lo que da
origen a estructuras que cada vez se oponen menos al flujo y por lo tanto la
viscosidad disminuye. Estas estructuras no son estables pues al dejar de fluir, el
sistema recobra su estructura original y la viscosidad se eleva. Dentro del cuerpo
humano, la sangre esta sometida a rapideces de deformacion del orden de 1-100
s que corresponde a la parte central del reograma tedrico.

Las propiedades de agregacion de las células sanguineas en este caso los glébulos
rojos, obedecen a una teoria muy simple la cual sostiene que las macromoléculas
(colesterol, por ejemplo) promueven la agregacion de los eritrocitos ya que se
interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus membranas lo cual
reduce la interaccion electroestatica natural entre dos células.

1.2.3.5 Como se estudia la sangre en un reémetro

La sangre, como cualquier otro fluido, puede estudiarse mediante técnicas
reomeétricas. La sangre humana para su estudio se debe de obtener de voluntarios
sanos, sin coagulopatia en curso, mediante la aplicacion en un torniquete a la altura
del musculo biceps que genera turgencia para realzar las venas cefalicas y basilica.
Se procede a realizar una puncion y extraer sangre (5 mL aproximadamente) en un
tubo adicionado con EDTA para evitar la coagulacion de la sangre durante el
ensayo. Los ensayos efectuados se hacen en situaciones de flujo controlado como
el denominado flujo de corte simple en estado estacionario, en el que fluido se
coloca entre un disco y un cono (con un angulo pequefno cercano a un grado) del
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mismo diametro, el cono gira a una velocidad angular controlada y se determina la
viscosidad a diferentes velocidades de giro. La temperatura es controlada durante
la prueba y se trata de mantenerla en condiciones similares a las de una persona
sana (Temperatura cercana a los 37 grados Celsius).

El equipo que controla la temperatura, la velocidad de giro del cono y mide el torque
generado se denomina redmetro. En este caso se utiliza un equipo de la marca TA
Instruments modelo AR-G2, con geometria de cono y platos a una temperatura de
37 C.

Figura 1.2-2. Funcion viscosidad vs rapidez de deformacién para un individuo
sin colesterol. La curva tedrica (roja) fue obtenida con el modelo de Cross.
Los datos reométricos fueron obtenidos mediante un re6metro de cono y
plato. El reograma muestra dos zonas a viscosidad constante y una zona
intermedia tipo ley de potencia.

1.3 Permeabilidad

1.3.1 Permeabilidad intrinseca

La permeabilidad intrinseca es el término asociado a la conductividad
del medio poroso con respecto al fluido vy nos indica gue tan facilmente fluye
un fluido através de un medio poroso (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003;
Del Rio et al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b,
1967, 1987). Se acostumbra definir el Darcy como la unidad de medicion de la
permeabilidad y su equivalencia en de 9.87 cm?., i.e. 1 Darcy = 9.87 cm?. Existen
muchas formas de modelar un medio poroso, por ejemplo considérese un solido al
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que se le barrena en multiples lugares conservando los ejes de barrenos paralelos,
esto seria un manojo de tubos (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et
al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b, 1967,
1987), esta aproximacion es lamas simple de todas y se conoce como lateoria
del poro promedio. Otra forma de modelar seria considerar un sistema como un
cumulo de esferas solidas fijadas azarosamente distribuidas (Del Rio 1993; Del Rio
& Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998). Se ha encontrado que algunos medios
porosos muestran caracteristicas de autosimilaridad y por ello también se han
tratado de modelar a los medios porosos como fractales (Turcio et al. 2014). Como
se observa, describir la microestructura de un medio poroso es un tema abierto y
lleno de posibilidades (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998;
Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b, 1967, 1987).

1.3.2 Permeabilidad dinamica
La permeabilidad dindmica es aquella que depende del tiempo a través
de la frecuencia.

Por otro lado, como ya mencionamos, el sistema de Ecuaciones (1.1-1) y (1.1-2) no
es un sistema cerrado, es necesario introducir dos ecuaciones mas que
especifiquen el tipo de fluido de trabajo. La primera de las ecuaciones de estado
entre la presion y la densidad, la segunda se refiere a la ecuacion constitutiva para
el tensor de esfuerzos viscosos; pero estas podran ser escogidas entre las
Ecuaciones (1.1-3) o (1.2-4). Como ya mencionamos, es la seleccion de esta ultima
ecuacion donde centraremos las diferencias entre los fluidos newtonianos y no
newtonianos que se estudian en este proyecto de licenciatura (del Rio 2003; Bird et
al. 2002; Whitaker 1986). Por lo tanto, bajo la hipotesis de incompresibilidad, el
sistema de Ecuaciones (1.1-1) y (1.1-2) se transforma en:

V-V=0 (1.3-5)
p(%+(V-V)Vj=-VP+V'G (1.3-6)

Estas son las ecuaciones diferenciales parciales no-lineales que tenemos que
resolver en la intrincada geometria de la Fig.1. Para resolver estas ecuaciones en
un medio poroso, generalmente se utilizan modelos muy simples o se define nuevas
variables promedio (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993;
Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez
1991). Con este analisis capturaremos las caracteristicas esenciales de los flujos
de interés tecnoldgicos y discutimos la relevancia de contar con aproximaciones
analiticas a la compleja problematica real.

Finalmente, en esta tesis abordamos de una forma simple la descripcion del flujo
de liquidos viscoelasticos en el régimen lineal, i.e. a deformaciones bajas en un
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capilar con aplicaciones al flujo pulsatil sanguineo. En el capitulo Il se plantean los
antecedentes del flujo de liquidos viscoelasticos en capilares. En el capitulo Il se
plantean los objetivos y las hipotesis del trabajo. El capitulo IV describe los
elementos basicos para el entendimiento del trabajo asociados con los fendmenos
de transporte y reologia de fluidos complejos. El capitulo V describe el sistema fisico
junto con las ecuaciones mas importantes teoricas utilizadas en la descripcion del
flujo. En el capitulo VI se deducen las expresiones analiticas para el perfil de
velocidades, flujo volumétrico y permeabilidad dinamica. En el capitulo VII se
ilustran las simulaciones computacionales para las expresiones analiticas
obtenidas asi como la descripcidn y el analisis para cada una de ellas. En el capitulo
VIII las conclusiones del trabajo son presentadas. El trabajo futuro: continuacion,
seguimiento y aplicacion por parte de este trabajo es descrito en el capitulo IX. Y
finalmente en el Apéndice A se detalla una alternativa que puede ser utilizada para
llegar al flujo volumétrico descrito por la literatura.

ZARAGOZA

En este proyecto de licenciatura se tomara como base las siguientes restricciones
para modelar el flujo de un fluido viscoelastico pulsatil en un sistema biolégico
utilizando la transformada de Fourier. Las principales restricciones son descritas a
continuacion:

a) Para describir el flujo pulsatil, se modela el flujo sanguineo en un capilar de
radio constante es decir, no existe cambios en el radio por efecto de la
longitud axial. Se desprecian la vascularizacién de las venas y solo se
describe el efecto del flujo pulsatil en una vena.

b) Para caracterizar nuestro fluido utilizamos el modelo viscoelastico de
Jeffreys, el cual, contiene tres propiedades materiales como las son: tiempo
de relajacién, viscosidad Newtoniana y tiempo de retardo de Jeffreys. Este
sistema acopla la contribucion de un fluido Newtoniano asociado al solvente
y uno viscoelastico de Maxwell, el cual, describe la solucién polimérica.

c) Para describir la cinematica del fluido en el sistema, despreciamos los efectos
convectivos de la ecuacién de movimiento resultando un modelo dinamico
lineal que combina los efectos viscoelasticos con los de la inercia.

d) Para resolver la ecuacion dinamica lineal se utiliza el formalismo de Fourier,
el cual, nos permite obtener expresiones cerradas para la velocidad y el flujo
volumétrico y analizar la respuesta dindmica oscilatoria en el sistema

e) El flujo volumétrico dinamico es funcion de la fuerza motriz asociada al
gradiente de presion, propiedades geométricas, propiedades del medio como
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son: (i) viscosidad y (ii) densidad del fluido y finalmente de la permeabilidad
dinamica compleja que incluye los efectos inerciales y viscosos mediante un
cociente de funciones de Bessel que proporcionan un comportamiento
oscilante y resonante en el sistema.

Un hecho importante en este trabajo, es que la permeabilidad intrinseca es
una propiedad del sistema, i.e., es una condicién geométrica y tiene que ver
con un problema de tipo geométrico de los planos que forma la estructura
porosa. Este hecho implica que la permeabilidad es funcién de |la porosidad,
diametro del poro, tortuosidad etc., y no del medio.

Los mecanismos de transferencia de energia y de masa no son tomados en
cuenta, debido a que la complejidad de nuestro sistema aumentaria porque
se habria que acoplar en la ecuacion de momento, la de energia y masa.
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2.1 Ley de Darcy para un fluido newtoniano.

El estudio de la mecanica de fluidos (newtonianos y no newtonianos) en
medios porosos, es uno de los temas mas fascinantes y atractivos para la gente que
hace investigacién en fenbmenos de transporte y reologia de todo el mundo. La
descripcion del transporte de cantidad de movimiento en el medio poroso es
bastante complejo, debido a la distribucion azarosa de los poros en el medio, la
irregularidad del diametro del poro y la tortuosidad (Bird et al. 1987, 2002; Del Rio
et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). Debido a esto,
se han implementado diferentes aproximaciones de tipo analitico, con el fin de
describir la dinamica en estos sistemas. Uno de los primeros intentos en la
descripcion del flujo en medios porosos, es el modelo de Darcy (Sochi 2010; Bird et
al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et
al. 2003). Esta ecuacion empirica se basa en la suposicion del poro promedio, i.e.
supone que todos los poros tienen el mismo diametro y que el sistema puede ser
descrito por un manojo de capilares. La ecuacion de Darcy se representa como:

\A =E(—Vzp) (2.1-7)

La Ec. (2.1-7) describe la velocidad promedio superficial Vo en funcién de la
permeabilidad k la cual, es una medida de la resistencia que presenta el medio
poroso al paso de un fluido, la viscosidad p que representa la resistencia del fluido
a ser deformado mediante un esfuerzo cortante y el gradiente de presién Vzp que
en este caso, es la fuerza motriz que genera la deformacion en el fluido. La Ec. (2.1-
7) representa el primer intento de describir el flujo en un medio poroso y en
particular, para un fluido newtoniano, la permeabilidad k toma la siguiente forma
analitica:

k(ea)= % (2.1-8)

La permeabilidad intrinseca k solo depende de la porosidad y del cuadrado del radio
del tubo y de un factor numérico que resulta de la integral de superficie en el flujo
volumétrico. Evidentemente, se ha tratado de obtener ecuaciones empiricas que
describan la permeabilidad intrinseca que es una mediada de la capacidad que
tiene el sistema (fluido), de ser deformado en un medio poroso (Bird et al. 1987,
2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003;
Garcia-Colin & Rodriguez 1991). En la tabla 1 se presenta un resumen de los
modelos mas utilizados en la investigacion de fluido en medios porosos. Los
modelos mas empleados en la literatura son los de: (i) Darcy, (ii) Blake-Kozeny-
Carman 'y (iii) Ergun.
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Tabla 2.1-1. Modelos mas representativos en la descripcién del medio poroso
para fluidos newtonianos.

Modelo Ecuacion
Darcy Ap _V,
L K
Blake-Kozeny- Ap _72CuV, (1-g)
Carman T RS
Ergun Ap _150nv, (1-¢)’ L L75pV, (1-¢)
L D; g’ D, &

a) Modelo de Darcy

El modelo de Darcy como se explicd, es un modelo que puede ser deducido
suponiendo la teoria del capilar promedio, es decir que todos los poros son
aproximados por medio de un capilar de radio constante. Este puede ser inferido a
partir de las ecuaciones Navier-Stokes de la mecanica clasica, despreciando la
inercia del material y suponiendo estado estacionario (Sochi 2010; Barnes et al.
1989; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003;
Del Rio et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991). Es importante, comentar que
el modelo de Darcy solo es valido para flujo isotérmico, estado estacionario y solo
toma en cuenta los mecanismos viscosos. El modelo de Darcy ha sido extendido
para tomar en cuenta efectos complejos como los observados en fluidos no
newtonianos en situaciones de varias fases termodinamicas. Varias
generalizaciones del modelo de Darcy han sido deducidas incluyendo efectos no
lineales como la inercia y la elasticidad respectivamente (Sochi et al. 2010; Shenoy
1993; Schowalter 1978).

b) Modelo Blake-Kozeny-Carman (BKC)

El modelo empirico de Blake-Kozeny-Carman es uno de los mas Importantes y
populares en la dinamica del medio continuo, para describir el flujo a través de los
medios porosos. Este modelo empirico incorpora la porosidad del medio &, el
diametro del poro Dy y la tortuosidad del medio C, i.e. el camino libre que siguen los
elementos materiales en el medio poroso. Por ultimo, el modelo de BKC ha sido
aplicado en flujo laminar a través de columnas empacadas a numeros de Reynolds
pequenos, en donde los efectos cinéticos debido a la tortuosidad del fluido en la
cama empacada son despreciables. Extensiones empiricas de este modelo para
describir la transicién de flujo laminar a turbulento ha sido reportado en la literatura
especializada concerniente al tema.
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c) Modelo de Ergun

El modelo de Ergun contiene dos contribuciones principales. La primera de ellas
asociada a los mecanismos viscosos y diametro del poro, el segundo toma en
cuenta los mecanismos inerciales a través de la densidad del medio. Es importante
comentar que estos modelos son empiricos y la gran mayoria de estos sistemas
relacionan la fuerza motriz con las propiedades materiales del medio como son: (i)
La viscosidad, (ii) La inercia, (iii) ElI tamafio de particula y (iv) La tortuosidad del
medio. Otra hipdétesis importante, en estas propuestas es la de flujo laminar, i.e.,

que el numero de Reynolds es menor a 200 (Re >200). Por otra parte si, el numero

de Reynolds aumenta se tendria que modificar las aproximaciones de flujo debido
a que los mecanismos inerciales juegan un papel preponderante en la descripcion
del flujo turbulento. (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002).

2.2 Modelos no-newtonianos para la descripcion del flujo en el medio poroso.

Como se explicé en el capitulo | los fluidos newtonianos muestran un relacion
lineal entre el tensor rapidez de deformacién y tensor de esfuerzos. Cuando los
sistemas complejos de estudio presentan una relacion no lineal, se necesita
introducir ecuaciones empiricas o fenomenoldgicas que describan con un grado
mayor de exactitud el flujo y la reologia de estos sistemas. Cuando la viscosidad del
fluido presenta una dependencia con la rapidez de deformacién, puede ser
representada por medio de una funcién llamada funcion viscosidad. Si el fluido
presenta componentes viscosas y elasticas, este puede ser estudiado incorporando
la dinamica de Hooke en las ecuaciones constitutivas. Los modelos viscoelasticos
pueden ser estudiados en el régimen de Vviscoelasticidad lineal (bajas
deformaciones) y en el régimen de viscoelasticidad no lineal (altas deformaciones).
En la tabla 2.2-2 se muestran alguno de los modelos no newtonianos mas
empleados en la literatura especializada en fendmenos de transporte y reologia.

Tabla 2.2-2. Modelos mas representativos en la descripcién del medio poroso
para fluidos no newtonianos.

Modelos Modelo Reoldgico Funcion Viscosidad
Ley de =2n(I,)D — n-/ :
Potencia o =2n(lL,) n(HD)_m( 12(D'D))
: ]
Ellis 6=21](HD)D n(Hc) ( |G| Ja-l
1+ —-
O
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Reinner 1

- Il )=
Phillipoff 0:21](HD)D n( G) 0 Py — 9,
I+ —
GS
n() _noc
Carreau _ () =n. + ()2
c 2n(IID)D [H(MHDDZ}
Hershel- o=2n(1L.)D Nw o-l
Bulkiey (fh) (1) ==+ m(11,)
D
0 __n
Maxwell 6+A,—06=2n,D n=—"> o
ot 1+A, —
Jeffreys Pl 0 0
6+)\,M—G=2L1+}\.J—J1’]0D 1+7ha
at at T] :no a
1+, —
Convectiva \ v 5 En corte es la misma que el
Superior de G+Ay 6 =2n,D fluido Newtoniano
Maxwell
Oldroyd-B v v En corte es la misma que el
6+L, 6 =2, (D—I_}\’J DJ fluido Newtoniano

Es preciso destacar, que esta tesis solo abordara fluidos no newtonianos
viscoelasticos lineales (Maxwell y Jeffreys).

2.3 Ley de Darcy para un fluido no newtoniano (ley de potencia)

El modelo de Darcy ha sido modificado para tomar en cuenta los efectos
adelgazantes, engrozantes al corte debido a las caracteristicas no newtonianos de
sistemas complejos (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio
et al. & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). La diferencia del modelo de Darcy
de un fluido newtoniano y uno no newtoniano radica en la viscosidad aparente ppp.
Por ejemplo, para un fluido no-newtoniano tipo ley de potencia el modelo de Darcy
toma la forma general:

V, === (v p) (2.3-9)
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En donde la viscosidad aparente toma la forma para un fluido tipo ley de potencia
tiene la siguiente representacion:

b - m[@J ’ (2.3-10)
D

En la Ec. (2.3-10) (V) es la velocidad promedio del sistema y D es la longitud

caracteristica del sistema, m y n son los parametros del modelo de ley de potencia.

Es importante, notar que el cociente (V) /D es la rapidez de deformacion

caracteristica del modelo de ley de potencia. La velocidad promedio para el modelo
de ley de potencia:

(vy=22 (—ivzp]a (2.3-11)

2.4 Ley de Darcy para un fluido viscoelastico (Modelo de Maxwell)

El modelo generalizado de Darcy ha sido utilizado para la descripcion de
fluidos viscoelasticos empleados en la descripcidn del flujo pulsatil sanguineo y de
sistemas micelares en medios porosos (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio
et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). El modelo
generalizado de Darcy para un fluido viscoelastico toma la forma:

eV) _ k.

V, =
A | LSVEY

(=V,p) (2.4-12)

En donde la permeabilidad dinamica puede ser descrita de la siguiente manera:

p(iw)a’/8
1_2J1 (Ba)/pa
Jo(Ba)

Nétese que la viscosidad (Ec. (2.4-13)) es una combinacion de propiedades
materiales que incluyen la densidad del liquido, la frecuencia en el espacio de
Fourier y de un parametro beta 3, el cual se puede interpretar como el inverso de
una longitud caracteristica. Para un fluido de Maxwell, i.e. el parametro beta se
define en la siguiente forma:

(2.4-13)

My =

2. p(io) 2.4-14
P M,/ (1+2, (io)) ( )

Y en el caso de un fluido newtoniano, i.e. cuando el tiempo de relajacion de Maxwell
tiende a cero Ao = 0, la Ec. (2.4-14) se simplifica a:
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(2.4-15)

Nétese que la funcion viscosidad que se esta manejando corresponde al modelo de
Maxwell, y esta puede ser generalizada a cualquier fluido visco-elastico lineal en el
régimen de bajas deformaciones (Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio
et al. & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). Nétese que al incluir la inercia en
el sistema, la permeabilidad intrinseca depende de la frecuencia, de la inercia del
fluido y de un cociente de dos funciones de Bessel las cuales pueden inducir un
fendmeno de tipo resonante en las curvas de permeabilidad compleja.

2.5 Ley de Darcy: efectos difusivos

En la que ¢ es la porosidad, la relacion entre el volumen de huecos vy el
volumen total) k es la permeabilidad del medio poroso. La velocidad Vo que
interviene en estas ecuaciones es la velocidad superficial (velocidad volumétrica de
flujo a través de la unidad de area de la seccion del solido mas el fluido) promediada
en una pequefa region del espacio (pequefa con respecto a las dimensiones
macroscopicas del sistema de flujo pero grande con respecto al tamafo con
respecto al tamano del poro). Brinkman (1947) ha sugerido la siguiente modificacion
empirica de la ley de Darcy.

0=-Vp- %VO +UVPV +pg (2.5-16)

P . 2 . . .y .
El término uV°V, se introduce para tener en cuenta la distorsion de los perfiles de
velocidad en las aproximaciones de las paredes.

2.6 Resumen de los principales puntos estudiados en este capitulo

En este capitulo, se ha discutido alguno de las ecuaciones mas empleadas
en la generalizacion del flujo en un medio poroso. La primera aproximacion es
considerar un manojo de tubos y suponer que la permeabilidad intrinseca puede ser
modelada con alguna de las ecuaciones empiricas de la Tabla 2.1-1. Por otra parte,
si el fluido es no newtoniano, puede ser caracterizado por medio de las ecuaciones
constitutivas reoldgicas de la Tabla 2.2-2. En el régimen de viscoelasticidad lineal
se puede usar la misma técnica de Del Rio et al. (2003) para llevar al sistema del
espacio temporal al de las frecuencias con el fin de deducir una expresion para la
permeabilidad compleja (Ver problema 3 V4 de la ref. Bird et al. 2002). El trabajo de
Del Rio et al. (2013) puede ser extendido para cualquier otro modelo viscoelastico
(Jeffreys, Burgers, Maxwell Generalizado, etc) con y sin efectos de inercia incluidos.
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Hasta este momento, existen varias preguntas que deben ser contestadas las
cuales son formuladas a continuacion:

v' La permeabilidad estatica o dinamica depende solamente de las propiedades
del poro, es decir es independiente del fluido. En este caso, se puede separar
el problema en utilizar las ecuaciones empiricas de la Tabla 2.1-1 y modelar
el fluido con alguna de las ecuaciones constitutivas de la Tabla 2.2-2.

v' El efecto de las propiedades del fluido debe influir en la permeabilidad
dinamicas combinado con la fuerza motriz, i.e. no solamente las propiedades
del poro y geométricas sino también las propiedades materiales del fluido y
el gradiente de presion.

v" Por ultimo la porosidad puede ser considerada como un problema de tipo
geométrico y el tamafo del poro puede variar dependiendo de las
caracteristicas fisicoquimicas del mismo, por lo que se necesitan combinar
datos geofisicos con reométricos con el fin de caracterizar las propiedades
materiales del sistema.

Por otro lado y debido a las aplicaciones cientificas y tecnoldgicas actuales y
potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi como la ausencia de resultados
analiticos simples que permitan contrastar las predicciones numéricas y las
observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad de la
investigacién, contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura. Para este
efecto, la distribucién y el contenido del material de la presente tesis se muestran
en la Fig. 2.6-1, posterior a eso, se plantea el objetivo general, los objetivos
particulares y la hipétesis de trabajo.
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Figura 2.6-1. Organizacion del trabajo desarrollo en la tesis.
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3.1 Objetivos

En esta seccién se presentan el objetivo general, los objetivos particulares y

la hipdtesis del trabajo de esta investigacion.

3.1.1 Objetivo General

El

objetivo esencial del presente trabajo es contribuir al entendimiento de la

permeabilidad dinamica de un fluido viscoelastico caracterizado por el modelo de
Jeffreys, el cual combina el esfuerzo del solvente (fluido Newtoniano) con el
esfuerzo del polimero asociado con el modelo de Maxwell.

3.1.2 Objetivos particulares

v

Deducir un modelo dinamico lineal que involucre los mecanismos inerciales
viscoelasticos lineales a partir de la ecuacion de momento y la ecuacién
reoldgica constitutiva de Jeffreys.

Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar la
ecuacion dinamica lineal y que se obtengan grupos adimensionales que
describan los mecanismos fisicos que gobiernan al sistema de estudio.

Obtener expresiones analiticas para el perfil de velocidades, flujo volumétrico
y tomando en cuenta los mecanismos inerciales viscoelasticos asociados con
los mecanismos de relajacion y de retardo de Maxwell y de Jeffreys,
respectivamente.

Aplicar el formalismo de Fourier para resolver la ecuacion dinamica lineal
propuesta y obtener una expresion analitica que relacione el perfil de
velocidades y el flujo volumétrico con el gradiente de presion.

Obtener una expresion analitica para la permeabilidad dinamica del sistema
relacionando la variable de entrada (gradiente de presién) y la de salida (flujo
volumétrico).

Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener
la respuesta dinamica del sistema: Permeabilidad dinamica compleja (real e
imaginaria).

3.2 Hipotesis

un poli

Si se considera el plasma sanguineo como un solvente y el hematocrito como
mero, entonces la sangre puede ser aproximada como un fluido de Jeffreys.
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4.1 Fendmenos de Transporte.

Los Fendmenos de Transporte, se define como la rama de la Ingenieria
Quimica que estudia los mecanismos de transporte en momento, energia y masa.
Los fendmenos de transporte pueden ser estudiados a nivel macroscopico,
microscopico y molecular (Bird et. al. 1987, 2002). La ecuacion diferencial basica de
transporte puede ser descrita en término de la derivada material D/Dt (Bird et. al.
2002; Bird et. al. 1987):

%z(ﬁw.vsz_v-yu (4.1-1)
Dt Lot

Tabla 4.1-1. llustra las variables dindmicas involucradas en las ecuaciones
basicas de transporte de cantidad de movimiento, energia y masa
respectivamente.

Mecanismo de
Transporte
Momento
(Newton) o P9
Energia
(Termodinamica U=pCpT q=-kVT c:D
Irreversible)
Masa
(Conservacion de
los moles en un
sistema)
Continuidad
(Conservacion de P pV 0
la masa)

Ca Na= -cDasVXa+Xa(Na+Ng) Ra

El primer término de la Ec. (4.1-1), representa la derivada material de la propiedad
X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través de la divergencia del
flux Y y por ultimo la fuente (Bird et. al. 2002; Bird et. al. 1987).

4.1.1 La ecuacion de transporte de cantidad de movimiento.

La ecuacidon de momento, se basa principalmente en la segunda ley de
newton del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la
siguiente manera (Bird et. al. 2002; Bird et. al. 1987):

—+V-V)V:—Vp+V-6+pg (4.1-2)

En la Ec. (4.1-2) p es la densidad del liquido, V es el vector de velocidad, p es el
gradiente de presion, G es el tensor de esfuerzos viscoso, y g es el vector
aceleracion de la gravedad, que en el campo terrestre es constante. Si el fluido que
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describe la relacion del tensor de esfuerzos con la rapidez de deformacion es lineal,
la Ec. (4.1-2) se transforma en la Ec. de Navier-Stokes para los fluidos newtonianos
(Bird et. al 1987, 2002):

p—= (§+V.vjV:—Vp +HIV>V+pg (4.1-3)

La Ec. (4.1-3) es base para el calculo de la porosidad y del flujo en un medio poroso.

4.1.2 La ecuacion de transporte de energia.
La ecuacion de energia U=pC,T+const., se puede interpretar como una

extension de la primera ley de la termodinamica a un sistema irreversible, en donde
el tiempo si es una variable importante, ya que desde el punto de vista clasico, no
es tomada en cuenta. Se tiene lo siguiente (Bird et. al 1987, 2002):

D DT 0
—U=pCp=—=pCp| —+V-V |T=-V-q+6:D=kV’T+6:D 4.1-4
Dt p th p p(at j q ( )

La Ec. (4.1-4) describe la evolucion temporal y espacial de la temperatura como
funcién como una consecuencia del flux de energia, y del trabajo irreversible
realizado por un agente externo sobre los mecanismos viscosos (Bird et. al 1987,
2002). La Ec. (4.1-4) es punto de partida en los calculos del perfil de temperatura
asociado a los procesos moleculares y los disipativos respectivamente.

4.1.3 Ecuacion de transporte de masa.
La Ecuacion que describe los cambios espaciales y temporales del flujo molar
puede ser descrita a través de la siguiente expresion:

DC,

Dt (§+V.VJCA :CDAszxA = VX, '(NA +NB)_XAV'(NA +NB)+RA (4.1-5)

La Ec. (4.1-5) describe los cambios temporales y espaciales de la concentracién de
la especie A por efecto de los mecanismos difusivos y de las contribuciones de los
cambios espaciales a través del movimiento global del fluido. Cuando el movimiento
global del fluido se desprecia es decir, los cambios espaciales en el movimiento
global del fluido son despreciables y solamente los mecanismos difusivos son
apreciables y el término de generacion es obtenido, se tiene lo siguiente (Bird et. al
1987, 2002):

DC, (0
Dt

aw.vch =D,,V*(cx, )-k,C} =D,,V*C,-k,C} (4.1-6)
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La Ec. (4.1-6) describe los cambios espaciales y temporales de la concentracion
como funcién de los mecanismos difusivos y de reaccion quimica respectivamente.

4.2 Reologia.

La reologia, es decir la ciencia del flujo y la deformacién, estudia las
propiedades mecanicas de los gases, liquidos, plasticos, substancias asfalticas,
materiales cristalinos y otros. Por lo tanto, el campo de la reologia se extiende,
desde la mecanica de fluidos newtonianos por una parte, hasta la elasticidad de
Hooke por otra parte (Bird et. al 1987, 2002). La reologia es la disciplina cientifica
que se dedica al estudio de la deformacion vy flujo de la materia (Bird et. al 1987,
2002). Su objetivo esta restringido a la observaciéon del comportamiento de
materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente
un modelo matematico que permita obtener las propiedades reologicas del material.
Un sistema es capaz de fluir debido a las fuerzas de cohesidén en sus moléculas y
suele deformarse continuamente cuando se somete a un esfuerzo cortante (Bird et.
al 1987, 2002). En su forma mas simple, la viscosidad p es una propiedad de
transporte, que se puede interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a
ser deformados cuando son sometidos a un esfuerzo (Bird et. al 1987, 2002).

4.2.1 Tensor de Deformacion.
El tensor de deformacién es un tensor de segundo orden, el cual nos describe
la deformacion relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor

de deformacién es adimensional debido a que [u;]=L;[x;]=L . Mateméaticamente,
se puede representar de la siguiente manera (Bird et. al 1987, 2002):

ou, Ou, Ou,
ox O0x Ox
Vu= ou, o4, ou, (4.1-7)
dy Oy Oy
ou, Ou, Ou,
0z 0z 0z

Nétese, que el tensor de deformacion carece de unidades por ser el cociente de dos
longitudes caracteristicas.

4.2.2 Tensor gradiente de velocidad y su traspuesta.

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacién, obtenemos el tensor
gradiente de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera (Bird et.
al 1987, 2002):
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aux auy auz

OX Ox OX

d ou. Ou, ou
VV =—(Vu) = = z z 4.2-8
L) o (4.2:8)

aux auy auz

0z 0z 0z

A diferencia del tensor de deformacion, el tensor gradiente tiene unidades de inverso
del tiempo.

4.2.3 El tensor rapidez de deformacién.

El tensor gradiente de velocidad fisicamente, nos da informacion acerca de
la evolucion de la deformacién en el medio continuo, y sus unidades son de inverso
de tiempo. El tensor gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto en una

parte simétrica D=(VV), y anti simétrica W=(VV), llamados tensor rapidez de
deformacion y tensor de vorticidad (Bird et. al 1987, 2002):

1

VV = 1
2

JWV—VVw:D+“7

(VV+VVT)+ (4.2-9)

En coordenadas cartesianas (X, y, z), el tensor rapidez de deformacion puede ser
descrito matematicamente en la siguiente forma matricial (Bird et. al 1987, 2002):

0Vx 1{dVy N OVx ) 1(0dVz 0Vx
ox 2\ ox oy 2\ 0x 0z
D:l(VV+(VV)T): 1 aV_X_,_% vy 1 %.,.av_y
2 2\ oy ox oy 2\ oy 0z
1 ( oVx N 8VZJ 1{dVy N oVz 0Vz
2\ oz ox 2\ oz oy 0z

(4.2-10)

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformacion es un tensor de segundo
orden simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e. D=D".
Fisicamente, esta matriz simétrica nos da informacién acerca de la rapidez con la
que es deformado el sistema (Bird et. al 1987, 2002).

4.2.4 E|l tensor de Vorticidad.
El tensor de Vorticidad nos da informacién acerca de las rotaciones de los
elementos materiales en el sistema (Bird et. al 1987, 2002):
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0 1(oVy ovx l(%_an)
2 ox Oy 2\ 0x Oz
Wzl(vv_(vv)T)z 1fovx _oVy 0 1fovz_ovy
2 2\ 0y  0Ox 2 oy oz
(2 _ave) 1oy ove 0
2\ oz ox 2\ 0Oz oy

(4.2-11)

Es importante notar, que el tensor de Vorticidad, es un tensor de segundo orden
simétrico, es decir w =—-w". Fisicamente nos da informacion acerca de las
rotaciones de los elementos materiales en el medio continuo (Bird et. al 1987, 2002).

4.2.5 Tensor de esfuerzos.

El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede
describir como una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a
fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los
elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales (Bird et. al
1987, 2002). Notese, que los esfuerzos cortantes deforman continua e
irreversiblemente el material, por lo que el sistema fluye. Mientras que los elementos
en la diagonal principal modifican la forma geométrica del elemento de control, pero
no su volumen. La representacion del tensor de esfuerzos se puede expresar como:

XX ny ze
6=/6, 6, © (4.2-12)

yX yy yz

zX Gzy Gzz

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico,
es decir los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales.

4.3 Tipos de Fluido.

En esta seccidn, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas
utilizadas en Fendmenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos. En
Mecanica del medio continuo, una ecuacion constitutiva describe la relacién entre
las variables dinamicas en el sistema, en particular el esfuerzo y la deformacion, i.e.

o="f(e).

47



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA

4.3.1 Fluido newtoniano.

Los newtonianos son fluidos en los que el deslizamiento relativo de los
elementos de fluido, al circular uno sobre otro, es proporcional al esfuerzo cortante
sobre el fluido. Todos los gases, agua liquida y liquidos de moléculas sencillas
(amoniaco, alcohol, benceno, petrdleo, cloroformo, butano, etc.) son newtonianos.
Las pastas, emulsiones, fluidos bioldgicos, polimeros, suspensiones de sdlidos y
otras mezclas son probablemente no newtonianos. Un fluido newtoniano se
caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es decir, que existe una relacion lineal
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion. La viscosidad de un fluido
newtoniano no depende del tiempo de aplicacion de esfuerzo, aunque si puede
depender tanto de la temperatura como de la presion a la que se encuentre. En esta
ecuacioén tan simple, el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacién, siguen una
relacion lineal, y la ecuacion basica de este sistema, se define como:

o =2pD:p(VV+(VV)T) (4.3-13)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana p y se mide
en Pa s (en Sl). En la Ec. (4.3-13) el tensor de esfuerzo cortante, ¢ tiene unidades
de Pa y el tensor rapidez de deformacion D tiene inverso de segundo
respectivamente (1/s). Por definicion, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec.
(4.3-13) son newtonianos.

4.3.2 Fluidos no newtonianos.

Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polimeros de
cadena larga, fluidos biolégicos, alimentos liquidos, pinturas, suspensiones de
arcillas y mezclas de hormigdn son, en general, no-newtonianos. La relacién entre
esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion para fluidos no newtonianos no es
lineal. Estados fluidos a su vez se diferencian en dependientes e independientes del
tiempo.

Desde el punto de vista tecnoldgico e industrial, los fluidos no-newtonianos, son
aquellos que presentan aplicaciones tecnoldgicas y cientificas mas interesantes. La
definicion mas simple de un fluido no-newtoniano, es aquella en donde la viscosidad
no muestra una relacion lineal entre el esfuerzo y la rapidez de deformacion. En este
punto, la viscosidad no es constante y depende de la rapidez con la que se deforme,
temperatura, presion, composicion, pH y la rapidez con la que se deforma (Bird et.
al 1987, 2002).

o =2n(1L,)D=n(IL,)(VV +(VV)') (4.3-14)

Enla Ec. (4.3-14) n(HD) es la funcién viscosidad generalizada, la cual depende del
segundo invariante del tensor de rapidez de deformacion, de la siguiente forma:
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I, = 2(DD) (4.3-15)

4.4 Ecuaciones Constitutivas.

4.4.1 Ecuaciones constitutivas de viscoelasticidad lineal.

La viscoelasticidad es un tipo de comportamiento reolégico que presentan
ciertos materiales que exhiben tantas propiedades viscosas con propiedades
elasticas cuando se deforman. Un material viscoelastico lineal general es un
material para el cual existe una relacion lineal entre la tension, sus derivadas y la
deformacion y sus derivadas, el caso unidimensional, la relacion mas general
posible de un material viscoelastico lineal, es (Bird et. al 1987, 2002):

(nl) (n2)

0 0 0
o+A" ac+-~-+A(“” Pk B”¢+B" as+---+B(“2) oL (4.4-16)

Existen diversos modelos constitutivos para materiales viscoelasticos lineales. Esos
modelos incluyen el modelo de Maxwell, el modelo de Kelvin-Voight y el modelo del
solido viscoelastico lineal estandar que combina los dos modelos anteriores. Todos
estos modelos descomponen la tension y deformacion en dos sumandos, uno que
representa los efectos elasticos y otro que representan los efectos viscosos, siendo
estos modelos, interpretables en términos de muelles y amortiguadores. Cada uno
de estos modelos difiere en la disposicién de los muelles y amortiguadores.

4.4.1.1 Modelo de Maxwell.

El modelo de Maxwell (Fig. 4.4-1) se puede describir como la suma de una
contribucién viscosa y otra elastica que esta asociada con la recuperacion:

Y - yNewton + YHook (44'1 7)

Derivando la deformacién total, se tiene lo siguiente:

y = yNewton + yHook (44-1 8)

La contribuciéon de Newton y de Hooke se sustituye en la expresion anterior:

Y =ve 4y =9, 00 o 10,
Newton Hook T]O 8t (}0
(4.4-19)

Multiplicando la Ec. (4.4-19) por la viscosidad, se obtiene la siguiente expresion:
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. 0 0
oY =c+g—iac=(l+g—iajc (4.4-20)

Si se define el tiempo de relajacién de Maxwell, como A,=1,/G, por lo que la
expresion anterior toma la forma:

n, 0 .
1+20 ~ 6= 4.4-21
( G, 8t]6 ¥ ( )

Finalmente, si el tensor que describe la evolucion de la deformacidn y se expresa

en términos del tensor rapidez de deformacion, i.e. y=2D, por lo que se tiene lo
siguiente:

6+k0§6:(1+k0 %Jozznon (4.4-22)

El mode lo de Maxwell predice que la tensién decaera exponencialmente con el
tiempo en un polimero sometido a deformacion constante, lo cual se ajusta bastante
bien a lo observado experimentalmente para muchos polimeros. Sin embargo, una
limitacion importante es que no predice el comportamiento de flujo lento (creep) de
muchos polimeros ya que en este caso predice un aumento lineal de la deformacion
con el tiempo si la tension es constante, sin embrago la mayor parte de los polimeros
muestran una tasa de deformacién decreciente con el tiempo. Las principales
aplicaciones de este modelo son la modelizacion de los polimeros termoplasticos
cerca de su temperatura de fusién, la de hormigoén fresco y la de numerosos metales
cerca de su punto de fusion.

Figura 4.4-1. Se ilustra el Modelo de Maxwell en término de un pistén y un
resorte el pistén describe la parte viscosa (disipativa) y el resorte la parte
elastica (recuperacion).

4.4.1.2 Modelo de Jeffreys.

El segundo modelo de Jeffreys puede considerarse como la suma de un
esfuerzo asociado al solvente y otro al polimero, i.e.
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6=06,+6, = 2nsD+2n—PJ)a (4.4-23)
1+A, —
ot

Si se define el siguiente operador temporal O(t) asociado al Modelo de Maxwell

O(t) £1+2 % (4.4-24)

p

Aplicando el operador temporal Ec. (4.4-24) en la Ec. (4.4-23), se obtiene la
siguiente:

0 0
(l+kp EJG :£1+xp aJZnSD+2nPD (4.4-25)
Desarrollando la Ec. (4.4-25) y factorizando, se obtiene la siguiente expresion:

0 0
(1+)\.p 5)622(1’15 +np)£1+[ﬁ]7\.p aJD (44'26)
s P

Finalmente se tiene la siguiente expresion:

0 0
(1-’—7\% ajﬁ =2T]0 (l‘f-}\,p ajD (44'27)

Este modelo contiene tres propiedades materiales las cuales son dos tiempos
caracteristicos y una viscosidad a bajo corte {no,xp,xm}. La Ec. (4.4-27) es

frecuentemente utilizada en la descripcion de polimeros de peso molecular bajo.
Esta ecuacién constitutiva se reduce al modelo newtoniano cuando el tiempo de

Maxwell y Jeffreys tiende a cero, i.e. {xszxp :0}, al modelo de Maxwell cuando

{xp = 0}, al modelo de Hooke cuando el frente de velocidades es homogéneo, es

decir, a baja rapidez de deformacion.
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Figura 4.4-2. Muestra un elemento acoplado en serie de un solvente
(contribucién viscosa) y un polimero, el cual se puede describir en término de
un modelo de Maxwell y un solvente (polimero).

4.5 Sintesis de los modelos expuestos en esta seccion.

Finalmente, los modelos discutidos en esta seccidn nos permiten establecer
las diferencias de los modelos inelasticos newtonianos mas comunes de la
literatura. En general para las soluciones de bajo peso molecular como el agua,
acetona, algunos liquidos inmiscibles. Por otra parte, los fluidos no newtonianos
presentan un reto en la descripcidn de sistemas complejos. La aplicacion de estos
fluidos se presenta en diferentes situaciones fisicas, como por ejemplo: La ciencia
y la ingeniera de nuevos materiales como son: (i) Fibras sintéticas (utilizadas en la
industria espacial), (ii) Polimeros (plasticos), (iii) Polimeros asociativos (utilizados
como agentes estabilizantes en la industria de las pinturas base agua), (iv) Cristales
liquidos (utilizados por sus propiedades Opticas en pantallas de cristales liquidos,
fibras sintéticas, y reconstruccion de tejido éseo en bioingenieria), (v) Fluidos
biologicos, los cuales representan un reto para los ingenieros modernos. En este
contexto, los fluidos biolégicos involucran conocimientos multidisciplinarios, como la
fisica, quimica, biologia, matematicas e ingeniera. Ejemplo de estos fluidos son los
que secretan los insectos, la formacion de la seda de |la arana y diferentes gusanos,
los fluidos corporales, y la sangre con diferentes patologias que representan una
pandemia en la actualidad por el estilo de vida sedentaria en el que se vive
actualmente.

4.6 Pruebas de flujo.

4.6.1 Flujo cortante en estado estacionario.

En esta prueba, la muestra es deformada por medio de un esfuerzo cortante
el cual se puede representar por medio de dos placas paralelas en las cuales se
aplica una fuerza en direccion del flujo de tal manera que la transferencia de
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momento se da en la componente ortogonal a la velocidad como se muestra en la
Fig. 4.6-3.

0ZA

VEN
M)

Figura 1.6-3. llustra el flujo cortante simple en un sistema de placas paralelas.
El fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo (es decir, un sistema en
donde, las variables dinamicas del sistema dependen dela posicion).

El flujo cortante simple se genera cuando las fuerzas que actuen en el sistema,
quedan fuera de la diagonal principal de la matriz asociada al tensor de esfuerzos:

1(0Vz 0OVx
0 0 = —+
o, 0 o, 2\ 0x o0z
6= 0 o, 0 |;D= 0 0 0
0
o, G, l(a\/x . 6sz 0 0
2\ 0z  Ox

(4.6-28)

Sustituyendo las matrices del tensor de esfuerzos y rapidez de deformacion en el
modelo de Maxwell, se tiene lo siguiente:

1({0dVz 0OVx
0 0 = —+
o, O . 5 o, 0 o, 2\ 0x 0z
0 o, O +}»Oa 0 o, 0 |=2n, 0 0 0
cZX 0 GZZ GZX 0 GZZ 1 ( 6VX aVZ ]
—|—+—1 0 0
2\ 0z 0O
(4.6-29)
Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (4.6-29)
a .
1+7\‘05 ze :no ’sz (46'303)
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o 0
Lmo 5J<G’“ ~o,, )= (mo EJ N, =0 (4.6-30D)

0 0
Lmo aJ(csyy ~c,,)= (mo 5) N, =0 (4.6-30c)

En estado estacionario, este modelo se reduce al newtoniano, i.e.

ze = nO "sz (46'31 a)
N, =0 (4.6-31b)
N,=0 (4.6-31c)

4.6.2 Funciones materiales del modelo de Maxwell
Las funciones materiales, se pueden calcular a través de las Ecs. (4.6-30 y
4.6-31), por lo que se tiene lo siguiente:

a) Funcioén viscosidad

n(yxzjz Oy, (4.6-32)

p= O % g (4.6-33)

g 2w 0% _ (4.6-34)
YXZ

Por lo tanto, el modelo de Maxwell en un flujo cortante simple en estado estacionario
coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos y la primera y segunda
diferencia de esfuerzos normales son cero, lo que implica que no hay respuesta
elastica en el régimen de viscoelasticidad lineal.
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4.6.3 Modelo de Jeffreys
Procediendo de la misma manera que el modelo de Maxwell, la componente
xz del modelo Jeffreys esta dado por la siguiente ecuacion diferencial parcial:

1(8Vz anj
0 0 —| —+
c, 0 o, 5 c, 0 o, 20 o0x oz
0 o, O +xoa 0 o, 0 (=27, 0 0 0
GZX O GZZ GZX 0 GZZ 1 ( aVX aVZ J
-~ +—1 0 0
2\ 0z  Ox
5 2\ ox 0z
+2n,A, — 0 0 0
" o 1{dVx oV
—( X+—Zj 0 0
2\ oz OX
(4.6-35)
Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (4.6-35)
0 AN
1+7\‘05 ze:no 1+7\‘Ja sz (46'363)
0 0
1+, aj(cxx—cw)ztlﬁuo §le =0 (4.6-36b)
0 0
1+, aJ(cyy ~c,,)= (mo EJ N, =0 (4.6-36¢)

En estado estacionario, este modelo se reduce al modelo de Maxwell y al
newtoniano. Por otra parte las funciones materiales: (i) Funcién viscosidad, (ii)
Primer coeficiente de esfuerzos normales, (iii) Segundo coeficiente de esfuerzos
normales respectivamente, son iguales a las Ecs. (4.6-34 a 4.6-36), por lo que no
es necesario describirlas de nuevo.

4.6.4 Flujo oscilatorio a bajas frecuencias.
En esta prueba se coloca la muestra entre dos placas y la placa superior se
pone a oscilar a bajas frecuencias, i.e. en el régimen de viscoelasticidad lineal.

95




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA

Figura 4.6-5. En el flujo oscilatorio la muestra es colocada en un sistema de
placas paralelas y la placa superior se le aplica una perturbacién oscilatoria
de tal manera que describe un movimiento oscilatorio en el cual, se estudia la
respuesta mecanica del sistema, es decir, la contribucion elasticay laviscosa.

4.6.5 Modelo de Maxwell.

En flujo oscilatorio se estudia la respuesta mecanica del material por lo que
el modelo de Maxwell toma la siguiente forma en el espacio de Fourier de las
frecuencias:

(141, -iw)o,, (@) =7, y(m) (4.6-37)

Dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformacion, se obtiene la viscosidad
compleja:

n(io) =202 __ 1, (4.6-38)

La viscosidad compleja n(ioo) se puede desacoplar en una parte real y otra

imaginaria por lo que, se tiene lo siguiente:

n(io)=n"(w)-in"(e)= _ —l_ix°m=G0X0{ LT } (4.6-39)

. 1
N o 1ok 1207 140207

Separando la parte real y la imaginaria de la Ec. (4.6-39), se tiene la siguiente
expresion para la viscosidad real e imaginaria respectivamente:

W (a)=—

_ Gl 4.6-40
1+(K0m)2 ( )

Y la parte imaginaria toma la forma:
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()= NoPo®
0)=—TM® (4.6-41)

y recordando que los modulos y viscosidades complejas estan dados por las
siguientes expresiones: G”'(w)=on’(0) y G'(®)=wn"(»). Po Ultimo, igualando
las ecuaciones obtenemos:

2.2
A0

G(o)=G———= 4.6-42
()= G T (4.6-42)
Y la parte imaginaria toma la forma:
A,®
G'(0)=G,—>— (4.6-43)
(0) 01+(}h00))2

Las Ecs. (4.6-42 y 4.6-43) son las expresiones analiticas para los moédulos de
almacenamiento y pérdida del modelo de Maxwell respectivamente. Estas
expresiones describen las propiedades viscoelasticas del material a través de la
variacion de la frecuencia. Un hecho importante, es cuando se igualan las dos
expresiones: wcruce = 1/10, se obtiene el tiempo de relajaciéon de Maxwell, por lo que
en el caso mas simple, el sistema de flujo oscilatorio, permite calcular una de las
propiedades materiales del sistema, conocida como tiempo de relajacion de
Maxwell. Obsérvese, que cuando la frecuencia aumenta, la Ec. (4.6-42) tiene a un
valor constante, por lo que se tiene lo siguiente:

Ao’
limG'(0)= limG, —>—— = 4.6-44
®—>0 ( ) 00 0 1_{_(}\’0@)2 0 ( )

Los casos particulares de las Ecs. (4.6-42 y 4.6-43) nos permiten calcular los
parametros materiales del sistema (no Ao, Go) respectivamente. EN el siguiente
ejemplo, se modela el flujo oscilatorio del modelo de Jeffreys.

4.6.6 Modelo de Jeffreys
Aplicando el formalismo de Fourier en la Ec. (4.4-27) se obtiene la siguiente
expresion para la funcion viscosidad:

(142, -i0)o,, (@) =n, (1+1, -i0)y (o) (4.6-45)

La funcion viscosidad compleja toma la forma:

. o(iw) m,(1+xjiw)
]’](I(D) = " = - (46'46)
y(ico) 1+ Ao
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Multiplicando por el complejo conjugado del denominador de la Ec. (4.6-46), se tiene
lo siguiente:

. . 2 .
n(iﬁ)):n'(@)-in"(m):n 1+1>LJ(D‘1'17\40(D :Goxo{l"‘)\qﬂom 5 (7\40 XI)(D} (46'47)

ClHiA @ 1-id,® e 1o’

la parte real se puede expresar como:

1+2 A
(0)= G\, —2L o’ 4.6-48
1(0)=Goto iz, (4.6-48)

y la imaginaria respectivamente, toma la forma:

. Ao A
M (u))= G\, M(o (4.6-49)
0

Igualando ambos miembros de la ecuacién y recordando que los moddulos y
viscosidades complejas estan dados por las siguientes expresiones:

G'(0)=on(0) y G(o)=on”(0). Los mddulos complejos de pérdida y
almacenamiento, toman la forma:

Lo’
G'(0)=on, ——— 4.6-50
(0)=0n,— T (4.6-50)
y
Ay-h
G”(0)=n (O—J)wz (4.6-51)

’ 1+(A,0)°

Las Ecs. (4.6-50 y 4.6-51) describen las propiedades viscoelasticas del material a
través de la variacion de la frecuencia. En particular, los modelos de Maxwell y de
Jeffreys son punto de partida en los calculos de la permeabilidad dinamica que se
calculara en los siguientes capitulos.
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5.1 Descripcién del problema fisico del flujo pulséatil

En esta seccion se modela el sistema del flujo de Poiseuille en un liquido
complejo sometido a un gradiente de presion pulsatil en un fluido viscoelastico
caracterizado por la ecuacion constitutiva viscoelastica de Jeffreys. Esta ecuacion
acopla el esfuerzo cortante del solvente, con el del polimero por lo que contiene tres
parametros materiales. La Fig. (5.1-1) ilustra el sistema de estudio en la presente
tesis de licenciatura. Se tienen un capilar de radio r = ay longitud z = L en donde un
fluido estructurado sangre humana fluye por efecto de un gradiente de presion
pulsatil que corta el fluido, es decir lo deforma continua e irreversiblemente.

Figura 5.1-1. llustra el sistema de estudio. Un capilar de radio r =a 'y longitud z
= L un fluido complejo (sangre humana) fluye por efecto de un gradiente de
presion pulséatil. En el lado derecho del capilar, se representa un punto
material en coordenadas cilindricas.

Las condiciones de proceso son mencionadas a continuacion

a) Proceso en estado estacionario: Ningun atributo o variable dinamica del
sistema depende del tiempo, matematicamente significa que la derivada con
respecto al tiempo es cero, i.e. o{ }/ot=0.

b) Proceso Isotérmico: El sistema mantiene su temperatura constante, i.e. no
es necesario incluir el balance de energia térmica en los calculos. Los
cambios temporales y espaciales de la temperatura son cero y
matematicamente se expresa como:dT/éi=0;i={t,x}, en donde X es
cualquier coordenada generalizada.

c) Fluido Incompresible: El fluido (sangre humana) mantiene su densidad
constante, i.e. la densidad no depende de la posicion ni del tiempo.
Matematicamente se tiene un campo solenoidal en donde la divergencia del
vector velocidad es cero: V-V =0

d) Elfluido se mueve por la influencia de un gradiente de presién pulsatil, i.e. un
gradiente que depende de la frecuencia y del tiempo y que matematicamente
se puede representar mediante una exponencial compleja: Vp (t) =Vpo Exp
(iot). En el gradiente de presion pulsatil, Vpo es el gradiente de presion
constante en la direccion axial z.
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e) Flujo unidireccional, i.e. el campo de velocidades solo tiene una componente
en la direccion del eje coordenado z: V =(Vr,V6,Vz)=(0,0,Vz(r,0,z))

f) Efectos gravitacionales no se toman en cuenta, i.e. el campo gravitacional no
es la fuerza motriz que deforma el fluido, por lo que se desprecia en las
simulaciones pertinentes.

g) El sistema de coordenadas se coloca en el centro del tubo en direccion del
flujo, como se observa en la Fig. 5.1-1. EL eje z corresponde a la velocidad
del sistema, el eje r al del gradiente de velocidad y el eje 6 representa al de
la Vorticidad.

h) Existe simetria cilindrica en el sistema, i.e. ninguna variable, atributo o
caracteristica del sistema depende de la coordenada angular 6.

5.2 Dinamica de flujo

5.2.1 Vector de velocidad
El vector de velocidad en este sistema de flujo esta dado por el siguiente

vector renglon:
V =(Vr,vo,Vz)=(0,0,Vz(r,0.2t)) (5.2-1)

5.2.2 Tensores cinematicos
a) Tensor gradiente de velocidad
Utilizando el tensor gradiente de velocidad definido en el Cap. Il en coordenadas

cilindricas, y el vector de velocidad en la Ec. (5.2-1), se tiene la siguiente matriz

cuadrada
@ dvo dvz dVz
dr dr dr 0 0 ?
1dvr 1dVe Vr 1dVz
VV=| - —— ———+— ——— =0 0 O -
rdd r do r r do 00 0 (5.2-2)
@ dvo dvz
dz dz dz

Fisicamente el tensor gradiente de velocidad, da informacién acerca de los cambios

de la velocidad en direccion espacial.

b) Transpuesta del tensor gradiente de velocidad
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dvr dve dvz AV
dr dr dr 00 dr 0O 0 0
(VV)' = 1dvr 1dVO Vo 1dVz1 15 6 o | =| 0 o0 0 (5.2-3)
rdo r do r r do 0 0 0 qv
dvr dve dvz €2 v o
dz dz dz dr

c) Tensores dinamicos

Fisicamente, este tensor nos da informacion acerca de la rapidez con la que es
deformado el sistema, en este caso, la transferencia de momento se da en la
direccion del eje coordenado z y se transmite en la direccién ortogonal a z en este
casor.

d) Tensor rapidez de deformacion

A partir de las definiciones del capitulo II, el tensor rapidez de deformacion D se
construye a partir del tensor gradiente de velocidad y su transpuesta
respectivamente, i.e. D = (VV + (VV)1)/2

ﬂ dvo dvz dvr dvo dvz
dr dr dr dr dr dr
D:l(VV+VVT):l 1dvr 1dv0 Vr 1dvz| 1 1dvr 1dV0 Vr 1dvz
2 21lr d® r dO r 1 do r d0 r do r 1 doO
% dvo dvz dvr dvo dvz
dz dz dz dz dz dz
dVz
| 00 dr 0O 00 L4 0 0 1
oo o+ 0 0 ofl=L9% 6 0 o
00 0 av 2drl 00
7 v o
dr
(5.2-4)

Fisicamente, este tensor nos da informacion acerca de la rapidez con la que es
deformado el sistema, en este caso, la transferencia de momento se da en la

direccién del eje coordenado x y se transmite en la direccion .

e) Tensor de Vorticidad
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A partir de las definiciones del capitulo Il, el tensor rapidez de Vorticidad W se

construye a partir

del

respectivamente, i.e. W = (VV - (VV)7)/2

tensor gradiente de velocidad y su transpuesta

ﬂ dvo dVz dVr dvo dVz
dr dr dr dr dr dr
wzl(vv—va):l 1dvr 1dv6 Vr 1dvz| 11dvr 1dv0 Vr 1dvz
2 21|r do0 r do r r do r do r do r r do
ﬂ dvo dvz dVvr dvo dvz
dz dz dz dz dz dz
dvz
| 00 dr 0O 0 o L4 0 0 1
oo o |-l o 0 o=t 6 o o0
00 0 ||av 2drl 10 0
avz 0 0 -
dr
(5.2-5)

Este tensor nos da informacién acerca de las rotaciones materiales en el sistema.
Por lo tanto, en un fluido cortante existen elementos cortantes que se deforman

continua e irreversiblemente y que rotan por efecto del flujo
f) Tensor de esfuerzos

Matematicamente el tensor de esfuerzos es una matriz simétrica que describe la
transferencia de cantidad movimiento y fisicamente nos da la distribucién de las

fuerzas en cada area de los elementos de control que son cortados debido al flujo.

Grr Gre Grz Grr 0 6rz
6=0C, Gy O, || 0O o O (5.2-6)
Gzr cSz(—) cSzz GZr O GZz

La Ec. (5.2-6) contiene informacion acerca de los elementos cortantes y
extensionales respectivamente. Por ejemplo, los elementos cortantes son los
responsables de deformar continua e irreversiblemente el fluido, y cumplen la

condicion o,=c, debido a la simetria del tensor de esfuerzo. Los elementos en la

diagonal principal {Gm Gee,ozz}, estan asociados con la elasticidad del material en
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flujo cortante en estado estacionario. A partir de estos, se define la primera y

segunda diferencia de esfuerzos normales:

# 0; No-Newtoniano viscoelastico

N,=0,-0y = .
= 0; Newtoniano

. . . (5.2-7)
# 0; No-Newtoniano viscoelastico

N, =6, —6_=
2 00 .
“ |=0; Newtoniano

El calculo de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales puede ser
aplicado para explicar la formacion de vortices en contracciones expansiones de

flujo.

5.3 Ecuaciones de continuidad y momento
En esta seccién se presentan las ecuaciones generales para el estudio del flujo

electro-osmaotico.
a) Ecuacion de continuidad

Suponiendo que el fluido es incompresible y que el flujo es unidireccional, es

decir que el vector velocidad solo tiene componente en y, entonces:

Fluido-Incompresible

[
% + 8Vx+8Vy+8VZ:0:8V_X:0; Vx #1(x) (5.3-7)
ot ox Oy oz 10>

%/_/
Flujo-Unidireccional

b) Ecuacién de momento modificada por el campo eléctrico
La ecuacion de momento es la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo. Aplicando un balance de fuerza a un elemento de control, se tiene la

siguiente ecuacion de caracter vectorial desacoplada toma la forma:

Componente x de la ecuacion de movimiento modificada
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MExIco
- =0 =0 = =
0 0 0 o
oVr oVr ovVr oVr 06 0o 0o —
—  +Vr +Vo +Vz :—@+ . 2+ pg.
ot or 00 0z or or 0b 0z —
— fectos
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacién de Transferencia de Transferencia de Gravitacionales
Continuidad momento solo en momento solo en
la direccion r la direccion z
+ Fe,
(5.3-8)
Componente 0 de la ecuacion de movimiento modificada
= =0 =0 = = =l
0 0 0
0Ve oVe oVe 0Ve op 0o 0o
—  +Vr—+Vo—+Vz—=— = + = 4 =%
ot or 00 0z 00 or 00
L — . . — r—
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferencia de Transferencia de
Continuidad solo en la direccion ®  momento solo en ~ momento solo en
la direccion r la direccion 6
=0
—
=0 =0
0G4 —_—
+ + pg, + Fe,
0z D —
——__Ffectos No hay campo Electrico
Transferenciade  Gravitacionales  en la direccion 0
momento solo en
la direccion z
(5.3-9)
Componente z de la ecuacion de movimiento modificada
= =0 =0 = = =
0 0 6 0
0Vz oVz 0Vz 0Vz 0o c
—  +Vr—+Vo——+Vz——=— P + —= 4+
ot or 00 0z 0z or 00
N — . . — = -
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferencia de Transferencia de
Continuidad solo en la direccionz ~ momento solo en  momento solo en
la direccion r la direccion 6
=0
— " =0 =0
aGZZ — F‘_/‘
+ o pg, + <,
—_— —_—
———_Ffectos No hay campo electrico
Transferencia de Gravitacionales  en la direccion z
momento solo en
la direccion z
(5.3-10)

Aplicando las hipotesis anteriores (estado estacionario, fluido incompresible, solo
hay transferencia de momento en la componente yx del tensor de esfuerzos, se

llega a la siguiente expresion simplificada.

paVz __8p(t)+lg(r0rz)

ot oz ror

(5.3-11)
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c) Gradiente de presion pulsatil
El gradiente de presion pulsatil se propone como el producto de un gradiente de
presibn en estado estacionario multiplicado por una funcion exponencial
respectivamente:

% = %Exp(icot) = %(Cos(mt)+i8in(mt)) (5.3-12)

z

La ecuacién anterior representa la fuerza eléctrica que experimenta el sistema
fluido-coloide. Notese que p, es la densidad de carga en el sistema. En este punto
suponemos que la densidad constante sin embargo, una siguiente aproximacion es

la de pensar en una distribucidn de carga por unidad de volumen. Finalmente el

balance de fuerza toma la siguiente forma:

oVz
P 5t

— P g (o) + L 2 5.3-13
= EXp(lwt)+r6r(r6'Z) (5. )

5.4 Ecuaciones constitutivas
a) Modelo Newtoniano

El modelo llamado Ley de la viscosidad de Newton describe el esfuerzo de
deformacion como una relacion lineal entre la viscosidad y el gradiente de

velocidad.
6, = Uu—— (5.4-14)

b) Modelo Viscoelastico de Jeffreys
El modelo viscoelastico de Jeffreys es una de las ecuaciones reolégicas mas
sencillas viscoelasticas no lineales, la cual puede ser descrita en forma

tensorial de la siguiente manera:

0 0
6+XM56:2110[1+7»J EJD (5.4-15)
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Suponiendo flujo homogéneo, i.e. ninguna variable dinamica del sistema (esfuerzo,

rapidez de deformaciéon0 depende de la posicidon, asumiendo todas las demas

restricciones, se tiene lo siguiente:

0 0 %
Grr Gre Grz a Grr 0 rz 6 ar
Gy, Oy O, +kMa 0 o O =n0(1+kja) 0 0 O
Gzr GZG GZZ Gzr 0 Gzz % O 0
or
Al sumar las matrices, se obtiene lo siguiente:
Grr + }\’M acrr Gre Grz + }\’M acrz O
O, Gy + Ay acee Oy, = 0 oy
Z
cSzr + }\‘M %Gzr 029 Gzz + }\‘M %Gzz T]O (1 * }\‘J aj

0 n{HM%jﬁ

0

0

(5.4-16)

or
0

0

(5.4-17)

Desacoplando las matrices se tiene las siguientes ecuaciones diferenciales

parciales para los esfuerzos normales:

ey T

0
c +7»Mac =0
066+XM5066 =0

7z 7z

0

6, +hy,—0,=0
ot

Para los esfuerzos cortantes, se tiene lo siguiente:

Gzr +)\'M %Gzr :no (1+7\‘J %j aVZ

Grz +)\‘M %Grz = T]O (1+7\’J %J aVZ

(5.4-18a)

(5.4-18b)

(5.4-18c)

(5.4-19a)

(5.4-19b)
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Noétese que tanto la componente rz y zr de la ecuacidn constitutiva tiene la misma

estructura matematica

5.5 Modelo dinamico viscoelastico lineal de la presente tesis de licenciatura.
Combinando la componente rz de la ecuacibn de movimiento con la
constitutiva, se tiene el siguiente modelo lineal:

pVz_ @O 10 5 (5.5-20)

ot oz r or

Factorizando el esfuerzo cortante rz, del modelo de Jeffreys, se tiene lo siguiente:

(1+x aj
6. =1 "ot)ovz (5.5-21)
1Z 0 a ar
1+hy —
ot

Combinando las dos ecuaciones, se tiene lo siguiente:

)
1+A, —
pVz_ oM 10 mO( ‘ot) ovz (5.5-21)
ot oz r or 1+ 0 or
M ot

0
Multiplicando por el operador lineal 1+, P se tiene el siguiente resultado:

0\ vz 0\ ap(t) ( ajla(awj
1in, 2121, 2RO L (e, S 9(Y2) 0 (5522
p[+M8tj8t (+M6tj82+n0+J6tr6rrar ( )

El modelo dinamico desarrollado nos permite obtener como cambia la velocidad en
funciéon de la posicion y el tiempo a través de variaciones en los mecanismos
viscoelasticos, inerciales y viscosos. Aplicando el operador temporal, sobre el
modelo se obtiene lo siguiente:

2 2
paVzaEr,t) e \;zgr,t) __O_, O »O
t 0z ott oz (5.5-23)

N 12 r8Vz_|_ xilé r6VZ
ra o )T 5l rar o

Esta ecuacién es la mas importante del presente analisis y es punto de partida en
los calculos posteriores que se presentaran en los capitulos siguientes
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6.1 Modelo de Jeffreys sin efectos inerciales

Partiendo de la hipétesis de flujo a Reynolds bajos, es decir los mecanismos
inerciales son despreciables, la ecuacién de momento se reduce a un balance entre
el gradiente de presion y la divergencia del tensor de esfuerzos, por lo que se tiene
lo siguiente:

2 ,)=2 (6.1-1)

Integrando con respecto a la coordenada radial se tiene lo siguiente expresién
general:

Lop . G
6, =-—Tr+— 6.1-2
Y20z r ( )
Como el esfuerzo debe ser una funcién acotada, i.e. enr = 0 se cumple que [o,|<M

por lo que la constante C+ de la Ec. (6.1-2) debe ser cero por consistencia fisica, por
lo que la componente rz del esfuerzo toma la forma:

6 =—L; (6.1-3)

La Ec. (6.1-3) describe el esfuerzo cortante rz en funcion de la mitad del gradiente
de presion, multiplicada por la coordenada radial. Nétese, que esta expresion es
completamente general y no depende del sistema, i.e. en la Ec. (6.1-3) ho esta
incluida ninguna propiedad material del sistema (viscosidades, densidades,
tiempos de relajacién, etc).

La componente rz del modelo de Jeffreys, se tiene lo siguiente:
0o 0 0
o tA,—2=|1+A,— |0_=7,| 1+ A, — |} 6.1-4
1z M 8‘[ [ MatJ v nO( Jatjyrz ( )
o factorizando el operador lineal se tiene lo siguiente:

0 o).
[l oy ajcuzﬂo [ij 5Jvu (6.1-5)

Nétese que el tiempo de Relajacion de Jeffreys es un Multiplo del de Maxwell. De
hecho, el tiempo de Jeffreys se puede visualizar como un tiempo del orden de un
tiempo a rapidez de deformacion alta.

6.1.1 Perfil de velocidades para el modelo de Jeffreys
La ecuacién diferencial parcial Ec. (6.1-5) describe la evolucién temporal de
la componente rz de los tensores de esfuerzo y rapidez de deformacién
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respectivamente. Integrando con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo
siguiente:

oVz (1t
(1+XM§jjchdr :no[wx%)j Z@Er )dr:no(HkJ%sz(r,t) (6.1-6)

Integrando y simplificando la Ec. (6.1-6) se tiene lo siguiente:

[1 + Ay %)[Ld_l’rz}cl(t):(H A, %j\/z(r,t) (6.1-7)

4n, dz

Al aplicar la condicion de frontera de no deslizamiento en el capilar, i.e. Vz (r = a, t)
= 0, se tiene lo siguiente:

2
(1 +hy Qj adlie(1)=0 (6.1-8)
ot )\ 4n, dz
Por lo que,
2
C, (t):—[l + Ay ﬁj @ dp (6.1-9)
ot )\ 4n, dz

Combinando las Ecs (6.1-7 y 6.1-9) se tiene lo siguiente:

2 _a [y (1Y) 2)_d
(1+kjathz(r,t)—4n0 {1 (aj J(HxM atj( dz] (6.1-10)

En particular, si los tiempos de Maxwell y Jeffreys son cero, i.e. A\m = Ay = 0, el
modelo de Jeffreys se reduce al modelo newtoniano:

_a [ () _dp
Vz(r,t)_4n0£1 (aj ]( dzj (6.1-11)

Por otra parte, se puede obtener una expresion cerrada para la velocidad axial en
funcion del tiempo. Dividiendo por el tiempo de retardo de Jeffreys la Ec. (6.1-10) y
multiplicando por la exponencial Exp [t/AJ].

2
e%t(i+ QJVZ(M): a’ (1—[1] Jew (L J_Mﬁj[_d_Pj (6.1-12)
A, ot an, a A, A, ot dz

Simplificando la expresidn anterior, se tiene lo siguiente:
2 2
2 (v (r)) = 1_(£j e[ L A @ (_d_P) (6.1-13)
ot 4n, a A, A, Ot dz
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VFA
M)

Integrando con respecto a la variable temporal t, se tiene lo siguiente:

Vz(rt)= 2 [1—[3) Je“}]‘e% [i + K—MEJ(— dp(r)jdr+Ce“-’ (6.1-14)
4an, a A, A, Ot dz

0

Aplicando la condicion inicial t = 0; Vz = 0, se tiene lo siguiente:

a> rY) ot (1 A, 0) d
vt =g (5] e e (5 - e (6119

Para resolver |la Ec. (6.1-15) se necesita informacién del gradiente de presion
transitorio. Es claro _que el efecto transitorio representa un reto debido a la
complejidad matematica que se presenta por lo gue es necesario formulismo
matematicos que permitan describir este tipo de sistemas.

6.1.2 Flujo volumétrico en estado no estacionario.
La expresion del flujo volumétrico en funcion de la viscosidad puede ser
escrita en términos de una integral doble de la siguiente manera:

21 a

Q(t) = [ [Vz(rt)rdrdo (6.1-16)

00

Debido a la simetria cilindrica, el vector velocidad no depende de la coordenada
angular 0, por lo que se puede integrar con respecto a 6 la Ec. (6.1-16) por lo que:

Q(t) = 28] Va 1 )ra (6.1-17)

La Ec. (6.1-16) representa el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a. La
ecuacioén anterior es empleada cuando se conoce el perfil de velocidades en funcién
de la coordenada radial y es general para cualquier tipo de fluido. Integrando por
partes con respecto a r, tomando u = Vz (r, t) y dV = r dr, se tiene lo siguiente:

) —ljwz—(r’t)rzdr =n| Vz(at)a® - Vz(0,t)0’ —J.avz—(r’t)rzdr
T I

Q(t) = Zn[%\/z(r,t)rz
(6.1-18)

Aplicando la condicion de no deslizamiento en el capilar se obtiene otra version de
la Ec. (6.1-16) para el flujo volumétrico:

Q(t) =—n]-aVZT(r’t)r2dr (6.1-19)
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La Ec. (6.1-19) es equivalente a la Ec. (6.1-17) excepto que, para calcularla se
necesita informacion de la rapidez con la que se deforma el sistema (fluido). La Ec.
(6.1-19) sera punto de partida en la descripcion de la permeabilidad dinamica vy el
flujo volumétrico pulsatil. Multiplicando por la segunda potencia de r e integrando
con respecto a r de 0 al limite superior a, se tiene lo siguiente:

[1 + Ay %j[-ﬂ:j Grzrzdr) =, [1 + A, %) -nI r’y_dr=m, (] + A, %jQ(t) (6.1-20)
0 0

Al sustituir la componente rz del tensor de esfuerzos Ec. (6.1-1) y combinando las
Ec. (6.1-20) con la Ec. (6.1-19), se tiene la evolucion del flujo volumétrico en funcion
del gradiente de presion en la direccion axial.

[1 i, %jQ(t):(l +xM§j(_’8‘_idf(’1—(;)] (6.1-21)

Como en el caso de la velocidad, si los tiempos de Maxwell y Jeffreys son cero, i.e.
Am = AJ =0, se obtiene el flujo volumétrico para el moldeo newtoniano. Esta ecuacion
es conocida como de Hagen y Pouseuille:

4
Q)= ﬂ(——dpmj (6.1-22)
&n, dz
Combinando las Ecs. (6.1-21) y (6.1-22)
(1 + 4, gJQ(t):(l +hy QJQN(t) (6.1-23)
ot ot
Procediendo como en el caso de la velocidad axial, se tiene lo siguiente:
1.9 LA 6.1-24
Lo ghorftbon e

Para resolver la ecuacion diferencial lineal descrita por la Ec. (6.1-23), se multiplica
por la exponencial decreciente y aplicando el mismo tratamiento mecanico de las
Ecs (6.1-12 a 6.1-15).

t

Q(t):e-t/xjj‘er/xj (i i X_ng(_ dp(T))dT_FCC.MJ (6.1-25)
0 A, A, Ot dz

Imponiendo la restriccién que al tiempo t = 0; el flujo volumétrico es Q (t =0) = Qo,
por lo que se tiene el siguiente resultado:

Q(t)= [Qﬁ e (L + ﬂQJ(QN(t)ﬁT je (6.1-26)

A, A, Ot
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La Ec. (6.1-25) describe la evolucion del flujo volumétrico en funcién del gradiente
de presién en la direccidn axial respectivamente. En la siguiente seccion,
presentamos un método alternativo para deducir el flujo volumétrico en funcién de
la frecuencia adimensional.

6.1.3 Formalismo de Fourier

Si suponemos que el flujo volumétrico es una funcién continua y satisface el
formalismo de la Transformada de Fourier, se tiene la siguiente definicion formal
(Haberman 2003):

F(t) = S(f(t))=i [ (e dt (6.1-27)

Los resultados mas importantes de la transformada de Fourier se aplican en la
transformada de una derivada temporal (Haberman 2003):

S(@j J.w af(t) lwtd imtf(t)
ot 2n at 2n |

( 19 j [ fe'de=0 - imT f(te™ dt = - ioF(w)
) 2m -00

-0

(6.1-28)

Suponiendo que en t = 0 la funciodn f(t) se anula, i.e. f(«) = f(0) = 0, se tiene que la
derivada temporal de una funcion continua f(t) toma la forma:

(aa(t)) ioF(0) (6.1-29)

Es facil demostrar por induccién matematica, que la transformada de Fourier de
derivadas de 6rdenes superiores puede ser descrita como un multiplo de la Ec. (6.1-
27), por lo que:

S(a;fﬁt)} (-io)" F(o) (6.1-30)

Los resultados deducidos en esta seccidn seran punto de partida en la descripcion
del flujo oscilatorio.

6.1.4 Flujo oscilatorio a baja frecuencia
La expresion anterior se puede expresar en términos del formalismo de

Fourier:

1,0 1 Ay @ .
(k_ + EJQ(t):[X_ + x_athN(t) (6.1-31)

J J J
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Al sustituir la componente rz del tensor de esfuerzos en la Ec. (6.1-31) se tiene lo
siguiente:

0 0
1+ XM* 4 1+ 7\,Mf
@rzdrjz gt(na—(—@jjz gt Qy(t) (6.1-32)

e, S\ 8L 02)) gy O
ot ot

Aplicando la transformada de Fourier, a la ecuacion diferencial, Ec. (6.1-32) se tiene
lo siguiente:

0

1, 2 .
Mo S 141, (-iw)
Q(t) =Q, ot 5Q(0) =Q—2r— (6.1-33)
. 1+xJ§ ©) 141, (Hio)
t

La Ec. (6.1-33) es una funcion compleja de variable compleja la cual, se puede
descomponer en una parte real e imaginaria respectivamente:

Q(0) =Q (0)-1Q, (o) (6.1-34)

Multiplicando por el conjugado del denominador (1+4, (-i0)), i.e. (144, (iw)) se tiene
lo siguiente:
(1hy (-i0)) (142, (o))

AO= Q15 o)) (1, (1)) (6:1-35)

Al multiplicar las funciones racionales, se tiene lo siguiente:

1+ A A0 +i(A, — Ay o
(1425 (Hiw))

La parte real del flujo volumétrico en el régimen de viscoelasticidad lineal, i.e. a bajas
deformaciones toma la forma:

Lo (i =h)o
1+4] (-im)) ’ (1+kf (-ioa))

Q(w) =Q,

=Q, ( (6.1-36)

1+ A\ 0
=Q ——— 6.1-37
QR ((,0) QO 1+(0\))\'J)2 ( )
Y la parte imaginaria toma la forma:
(7\’M -}\’J)(D
0)=Qy——= 6.1-38
Ql( ) QO 1+((,O)LJ)2 ( )

Finalmente la magnitud del flujo volumétrico complejo esta dada por la siguiente
expresion:
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Q' (@) = (Qu (@) +(Qi ()) (6.1-39)

Finalmente, las expresiones de los modulos flujos volumétricos se pueden expresar
en término de producto de flujo volumétrico del fluido newtoniano multiplicados por
una fluidez adimensional real e imaginaria respectivamente:

A et )
QR ((D) - Qo 1_'_(0)7\’])2 = QO(pR (61 40)
Y
— ()\‘M '7\'1 )('0 _ * )
Q(0)=Q =% ) (6.1-41)

En donde las fluideces toman la forma:

. + ’
op = P Ity (6.1-42)
¢, 1H(wh))

o 0 (yh)o

6.1-43
i 0, 1H(oA, )2 ( )

Finalmente, el flujo real e imaginario es proporcional a la fluidez es decir al inverso
de la viscosidad.

=gy (0)+i ¢ () (6.1-44)

6.2 Modelo de Jeffreys con efectos inerciales
La componente z de la ecuacién de movimiento tomando en cuenta los
mecanismos inerciales, toma la siguiente forma:

p V2P 10 (6.2-45)

El término po,Vz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracion
instantanea en el sistema.

0 0\
(1+>\‘M ajcrz :no (l-l_)\’] anrz (62-46)

La Ec. (6.1-46) se puede factorizar de la siguiente manera:
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l+kjg,
ot

Grz = nO a er (62-47)
1+, —
ot

Al combinar las Ecs. (6.1-45 y 6.1-47), se tiene lo siguiente:

] .
pVZ_ l%(mrz):-@ L1900 I (6.2-48)
T

Al multiplicar la Ec. (6.1-45) 1+4,,0, se tiene lo siguiente:

0 \oVz o \( op 10 0\*
l4hy = |— = [14h, — || - == | + -—= 1+A, — 6.2-49
p( ’ M&tj ot ( ’ Mé’tj( azJ ré’r(mo( ’ J&tjy”j (6:2-49)
Simplificando, se tiene lo siguiente:
0 \0Vz 0\ Op oVl1of
14Ay, — |— =144, — || -=— | + 1, | 1+ X, — |-— 6.2-50
p( M@tj & ( Mat]( azj nO( J@t]r&r(wnj (6.2-50)

La rapidez de deformacion v, =dVz/dr se puede expresar de la siguiente:

0 o 0 o\l o[ oV
p(a'i‘)\,M EJVZ(I'J) = (1+)\‘M aj[—%j +T]0 (14—7\,] a);g(l‘%j (62-51)

La Ec. (6.1-51) se puede es diferencial lineal y describe las variaciones de la
velocidad por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en
la ecuacion antes mencionada se tiene lo siguiente:

3{;{% +hy a—zjVZ(r,t)} - {p(- i+ 2y (- o)’ )Vz(r,oa)} (6.2-52a)

ot’
3{[1+xM %j[%)} = (142, (m)){-%] (6.2-52b)
s{no (1%] %j%%(r%j} =1, (1+2, (-iw))%%{rava(r’m)] (6.2-52c)

Sustituyendo la Ec. (6.1-52) en la Ec. (6.1-51):
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S

A A

£ Wi
S N

oVz(r,)

p(- 0+, (-i0) | Vz(ro) = (1+xM(-im))[-¥] 1, (1+XJ(-i®))%§[rT

Dividiendo la Ec. (6.1-53) por n,(1+},(-iw)), se tiene la siguiente relacion
matematica:

1+ 1y, (o)

p(-io) Mo (142, (o)) v(

fo) = 1+, (o) [_ ap(m)] s lé[r 6Vz(r,m)J

Mo (1+XJ(-iw)) 0z r Or or
(6.2-54)

Simplificando la Ec. (6.1-54) y definiendo la fluidez compleja como el inverso de la
viscosidad compleja, se tiene lo siguiente:
1 T I (He) TRy (Ho)

= =__ "™\ 7 o — M\ 6.2-55a
¢ N, 1+, (Ho) Po 1+, (o) ( )

Para separar la contribucion real e imaginaria de la fluidez compleja, se multiplica
por el complejo conjugado del denominador 1 + Ay (-im), i.e. 1 + Ay (i) por lo que se
tiene lo siguiente:

. 1+, (do) 144, (+io) 1+, 4,0° = (A — A, ) oi

_ _ 6.2-55b
® TP, o) 1, (i) I+ 020 ( )

Finalmente la fluidez compleja, se puede escribir como:

L+ dy by (A =2y o

6.2-55¢
220 14k ( )

0 (0) = 0p (0)-i0, () =9,

La Ec. (6.1-54) puede ser escrita en término de la fluidez compleja por lo que,

o[- 10) 9" () Vz(r.0) = ¢' (m)[-%] + %g[rawa_(rm)} (6.2-56)

Simplificando esta expresion, se tiene lo siguiente:

EQETMJ +p(i0)o(0)Vz(r,o)=¢ (m){ap(w)J (6.2-57)

r or or 0z

Factorizando la funcién velocidad VZ(T,(D)

78



TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADA A LA PERMEABILIDAD DINAMICA DE UN 55
FLUIDO BIOLOGICO VISCOELASTICO: SANGRE HUMANA 3

B
FES
ZARAGOZA

(L[ 2 Jeotimoto)]vitoo)-oto)| 212 0258

Para resolver la Ecuacion diferencial de Bessel se propone el siguiente cambio de
variable:

oa’=p(in)e(0) (6.2-59)

Notese que a tiene unidades de longitud. Sustituyendo en la ecuacién diferencial,
se tiene lo siguiente:

{%%(r%j%—(ﬁ}Vz(r,m) - @(@)[%J (6.2-60)

La parte homogénea se resuelve de la siguiente manera:

{1§{p9j+¢}vzﬁm):o (6.2-61)

or

Desarrollando la velocidad en el espacio de Fourier, se tiene lo siguiente:
2
{8—+12+(}2}VZ(I',(D):O (62'62)
T
Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:

: 0 0w 6.2-63
r EH_H)” Vz(r,0)=0 (6.2-63)

or

La Ec. (6.2-63) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente
cambio de variable z = ar

0z’ oz

) 0 0
2 —+z—+7" Vz(r,w)=0 (6.2-64)

La solucion de la ecuacion diferencial Ec. (6.1-64) esta dada por la Expresion:

VZ(Z,O)) =CJ, (Z)-I—C2Y0 (Z) (6.2-65)
Enla Ec. (6.2-65) {Jo (x),Yo (x) } son la funciones de Bessel de orden cero de primera

y segunda especie respectivamente. La solucién particular para el problema de la
Ec. (6.1-60) se puede expresar como:
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Vz,(r,0)=A

{l%(r§]+a2}\72(r,w)=(p(w)[%J (6.2-66)

r

Sustituyendo en la Expresion general, se tiene lo siguiente:

o’ A= Q(@)(%J (6.2-67)

Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:

A= @(?)[@(@)J: 9(e) [5P(@)J:p(1 {ap(m)J (6.2-68)

o oz p(iw)o(w)| oz io)| oz

En donde el operador diferencial espacial se anula debido a que la solucién
particular es una constante:

lg(rﬁj\fz(r,oa):lé(rﬁjA=0 (6.2-69)
ror\ or r or

Por lo que, la solucién es la solucién homogénea dada por las series de Bessel Ec.
(6.2-65) y sol. Particular Ec. (6.2-68) por lo que, se tiene lo siguiente:

Va(2:0) =€, (2)+ C.Y, )+ (ilw) [apa(zm)J (6.2-70)
Vz(or,0)=CJ,(ar)+C,Y, (ar)+ p(iw) [%J (6.2-71)

La solucion general contiene dos constantes de integracion C1y Cz las cuales deben
de determinarse a partir de las condiciones de frontera, las cuales se pueden
describir como:

CF.1:r=0; Vz(0,0)=0;

Vz(0.0) <M (6.2-72a)

CF2:r=a; Vz(aa,0)=0 (6.2-72b)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucion particular debe de
permanecer acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial debe
ser infinita. Por otra parte, la segunda condicion de frontera se relaciona con la
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condicion de no deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la
primera C.F.1 en la ecuacion diferencial, se tiene lo siguiente:

1 (o
Vz,,. =Vz(ar=0.)=CJ, (a0)+C,Y, (a0)+ p (m)( pa(zm)J (6.1-73)

Simplificando la expresidn se obtiene la siguiente expresion algebraica:
1 |oOplw
Vz,,=C,-0+C, (-0)+ —— i) (6.1-74)
p(io)| oz

Simplificando la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:

Vz,.= C,-(—0)+ p(im) [6pa(zw)J =C,(~0) (6.1-75)

La ultima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar, es infinita lo
que carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la constante C2
debe ser cero. Por lo que la solucion general toma la forma:

Vz(ar,w)=C,J, (ar)+ p(iw) [épa(zco)] (6.1-76)

La segunda condicion de frontera al sustituirla nos da la siguiente informacion fisica:

Vz(aa,(o)=C1J0(aa)+C2Yo(aa)+@[¥J=0 (6.1-77)

De analisis de la primera condicién de frontera se deduce que la constante C2 es
cero por lo que al despejar C1 se tiene lo siguiente:

I S :(C)
€= Jo(aa)p(im)[ 0z J

(6.1-78)

Finalmente al sustituir las constantes C1 y C2 en la solucion general, se tiene lo
siguiente:

Vz(or,0)=- ! [ap(w)JJo(arﬁf[MJ (6.1-79)

J,(0a)p(in)| oz io)| oz

Factorizando la velocidad axial en el espacio de Fourier, se tiene:

81



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA

Vz(or,0) = — (ap(m)]{p JO(M)} (6.1-80)

p(io)| oz

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcion de los
parametros materiales del sistema {p no to, AJ}, la fuerza motriz que deforma
continua e irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de presion en la
direccion axial. Notese, que el perfil de velocidades esta determinado por un
cociente de funciones de Bessel, o que podria inducir a efectos resonantes en el
sistema.

6.3 Flujo volumétrico pulsétil
La expresién para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radior =ay
longitud z = L, esta dad por:

Q(t)= [ [V(rt)rrdd = 2n] Vet (6.3-81)

00

Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguientes:
3{Q(1)} =Q(w)= S{anVz(ar,t)rdr} (6.3-82)
0

Por otra parte suponiendo que la funcién es continua, el operador de Fourier se
puede introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

3 {2nj Vz (ar,t)rdr} = 27t_a[ 3 {Vz (ar,t)}rdr = 2ni Vz(or,o)rdr (6.3-83)

0

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

Q(w)= anVz(ar,co)rdr (6.3-84)
0
Al sustituir el perfil de velocidades en el espacio de Fourier en la integral de flujo
volumétrico Ec. (6.3-84)

Q(w)= 271]‘ Vz(or,0)rdr = 27tj. ! [8p_(w)J(l - Merlr (6.3-85)

/ s p(io)| oz Jo(0a)

Simplificando esta expresion, se tiene lo siguiente:

Q(o)= = [?Jj[l—m}dr (6.3-86)

L Jo(aa)
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Para simplificar la integracion de la Ec. (6.3-86) se propone el siguiente cambio de
variable: u = r/a,

Q0)- 2 [ap(w)JT I_M (Ejd(ij (6.3-87)

0

Q(0)= pz(“z:) [%ﬁﬁ[l—%}udu (6.3-88)

Definiendo aa = B como una longitud caracteristica adimensional, la Ec. (6.3-88)

toma la forma:
oy 2ma [op(e) |r( o(Bu)) ]
o) p(iw)( 2 }JO‘(I 1,(B) }Jd (659

En la Ec. (6.3-88) se hace el siguiente cambio de variable z = Bu, por lo que:

2ma® [ 0p(o) ( Jo<z>}
Q(o)= : l-——= pdz 6.3-90a
e - (0550
Aplicando linealidad de la suma, se tiene lo siguiente:

o g gon] s

Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad matematica:

d _
E[ZJ (2)]= 2),(2) (6.3-91)

En la Ec. (6.3-91) J1 es la funcion de Bessel de primera especie de orden 1. Al
sustituir la Ec. (6.3-91), en la integral de la expresién del flujo volumétrico:

Q(w)= pBZzn é;)[apa(zw)ﬂf JOEB jdi 2], (2))d } (6.3-92)

0

Al simplificar la Ec. (6.3-92) se tiene lo siguiente:

_ 2ma’ [ op(w) 1op 2@
Q(m)_pﬁz(im)[ oz ]{2 ‘0 JO(B)

B
} (6.3-93)
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Aplicando el teorema fundamental del calculo, i.e. evaluando la funcién de Bessel
en los limites superior e inferior respectivamente:

__2m’ [0p(0) )15, BL(B) i
Q(w)—pﬁz(im){ = ]{25 JO(B)} (6.3-94)

Simplificando, se tiene lo siguiente:

Q)= pf(‘?;) [%J{l—z%} (6.3-95)

La Ec. (6.3-95) es el resultado mas importante del presente analisis y es punto de
partida en los calculos posteriores. Un hecho importante de la Ec. (6.3-95) es la
dependencia con el parametro B el cual, nos aporta informacién acerca de los
mecanismos inerciales y de flujo a través de la funcion fluidez compleja.

La Ec. (6.3-95) puede ser re-escrita de la siguiente manera:

_ma’[ dp(w)|.]. TR
Q(@)—pm[ > Jl{l 2—J0(B)} (6.3-95)

Para poder desacoplar la Ec. (6.3-95) en una contribucién real y otra imaginaria, las
funciones de Bessel deben ser desarrolladas:

LE/® (B (B) 11 e 11 0
12 I, 8 48 3072(3) 3072(B ) +O((B))

(6.3-96)

Sustituyendo la Ec. (6.3-96), en la Ec. (6.3-95)
2

Q(w) :ﬂ[_yj.{_%(ﬁz)l _4%(32)2 _%(32)3 _%(62)3 +O((Bz)lo)j

pw

(6.3-97)

El parametro B se puede expresar en término de las fluideces real y compleja
respectivamente:

B’ = (oca)2 =a’p(io)g (0)= azp(im)((pR (0)-io, ((o)) = a2p(o((pI (0)+ig, (oa))
(6.3-98)

Combinando las ultimas dos expresiones, el flujo volumétrico puede ser descrito
como:
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~m’ [ 9p(0) )., ==\
Q(v)= p(o[ — }1 jZI:Sj(Deoo 0 ) (6.3-99)

En término de las fluideces real e imaginaria se tiene lo siguiente:

>l 0 3NO & i [ . j
Q(w)z(;io)£_ pa(Z(D)J1 JZ_I:SJCO De ((pl (0)+igy (03)) (6.3-100)

El flujo volumétrico puede ser expresado en término de una serie de potencias
infinita la cual, depende de las propiedades inerciales y viscoelasticas a través del
namero de Deborah y de las fluideces real e imaginaria respectivamente. Las
cantidades adimensionales definidas en el flujo volumétrico son las siguientes:

De >>1 : Inercia

2 .
I ) . ..
De = 4 PPo _ hefela =< De =1: Inercia = Viscoelasticidad

A, Viscoelasticidad ) o
De <<1: Viscoleasticidad

(I—X*)w* (6.3-101 a,b,c,d)

- . Lo’
T

Las expresiones (6.3-101 b-d) son las expresiones de la frecuencia, las fluideces
reales e imaginaria respectivamente. Notese que a frecuencias bajas, i.e. tiempos
largos, el flujo volumétrico se transforma en:

Lim . Q(o")= %[_%S)J (6.3-102)

La Ec. (6.3-102) representa el modelo newtoniano en el espacio de frecuencias.

6.3.1 Permeabilidad dinamica
Una forma de entender la relacién entre el flujo volumétrico y el
gradiente de presion es la permeabilidad dinamica del medio:

Q(w*) — %8?26@*}@@-1 ((p;‘ (@) +ipy (w* ))J [_%J (6.3-103)
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El flujo volumétrico puede ser escrito en términos de la velocidad superficial
volumétrica:

Vo(m*)—8<V(w*)>e[$0{)} (6.3-104)

Finalmente la velocidad superficial esta dada por la siguiente expresion analitica

nO i=1 aZ

V,(07)= & /8(2i)3i‘,é‘n(m*)j_1 De’ (g7 (o) +ipy (co*))j [__ap(@ )J (6.3-105)
Finalmente la velocidad superficial, puede ser definida como:

v (m*)zﬁ{_M] (6.3-106)

0

Mo oz

En donde la permeabilidad intrinseca (no depende de la frecuencia) y la dinamica
Kb estan dadas por las siguientes expresiones real y compleja respectivamente:

K,=¢a’/8
ok [P0 0 o) i o) |
=1

Nétese que la permeabilidad compleja es una serie infinita y para separar las partes
real y compleja, se debe de dar un valor al indice superior de la suma. La Ec. (6.3-
107) se puede interpretar como que la permeabilidad dinamica es un multiplo de la
Newtoniana. Una manera de simplificar los calculos es definir una permeabilidad
reducida, i.e. k* =k, /K, por lo que se tiene lo siguiente:

(6.3-107)

€ =Ko (k) (1) =235, e o6 i ()| (63108

=1

—

En la Ec. (6.3-108) {(K)R,(K)I} representan la parte real e imaginaria de la

permeabilidad compleja respectivamente.

6.3.2 Flujo volumétrico pulsétil

Uno de los calculos mas importantes es el relacionado con el flujo volumétrico
a gradiente de presion pulsatil. Suponiendo que el gradiente de presion pulsatil
puede ser escrito en términos de una funcién exponencial compleja.
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Q(t*)zQ(co*)Exp(ioa*t*) (6.3-109)
=V,

V.p(1)=V.p(er ) Expio)
Donde Qo y Vzp(co) son las amplitudes complejas pulsatiles propuestas:
Si se desarrollan las funciones complejas, se tiene lo siguiente:
Q(t')=Q (o) Exp(i0t) =(Q () +107("))(Cos (et ) +isin (01

Vzp(t*) = Vzp(m*)EXp(im*t*) = (Vzp'(m*)+ iVZp"(O)* ))(Cos(m*t*)+ iSin(co*t*))
(6.3-109 a,b)

Al desacoplar la parte real e imaginaria del flujo volumétrico y del gradiente de
presion pulsatil;

Qx (t*) = Q'(co*)Cos(m*t* ) —Q"(co* )Sin((o*t*)

(6.3-110 a,b)
Q, (t*) = Q"(O)*)COS(CO*t*)-F Q'(m*)Sin(m*t*)
Y para la parte real e imaginaria del gradiente de presion
V.o ()= Vzp'(co*)Cos(co*t*)—Vzp"(co*)Sin(m*t*) (6.3111 ab)
V.p, (t*) = Vzp"(w*)Cos(oa*t* ) —Vzp'(w*)Sin (m*t*)

Finalmente las expresiones (6.3-110) y (6.3-111) son los resultados mas
importantes del presente analisis. En la siguiente seccidén, se presentaran los
resultados de las simulaciones mas importantes de este trabajo:
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En este capitulo se presentan las principales simulaciones y analisis de
resultados de la presente teoria. En la primera seccién se discuten los resultados
obtenidos a numero de Reynolds bajos, i.e. los mecanismo inerciales son pequefos
en comparacion con los viscosos. Esto simplifica mucho las expresiones y se
obtiene expresiones cerradas para el perfil de velocidades y flujo volumétrico. Este
analisis tiene dos consecuencias importantes: (i) La primera de ellas es la de
clarificar el comportamiento del flujo volumétrico y su dependencia con la frecuencia
del sistema y el rol que tiene los parametros materiales intrinsecos al fluido.

En la segunda parte, se integran los resultados principales incluyendo los
mecanismos inerciales a través del numero de Reynolds y los procesos
viscoelasticos en el sistema, con el numero de Deborah. Es importante resaltar que
el efecto de la inercia induce comportamientos resonantes, inducidos por el cociente
de funciones de Bessel a ordenes cero y primero respectivamente.

Para visualizar los resultados computacionales, se propuso un conjunto de variables
adimensionales, las cuales permiten:

a) Acotar el espacio solucion del conjunto de soluciones analiticas.

b) Las variables adimensionales inducen grupos adimensionales los cuales
permiten analizar los diferentes mecanismos involucrados como son: (i)
inerciales, (ii) viscosos, (iii) viscoelasticos y (iv) de retardo.

Las variables adimensionales son empleadas para la frecuencia, tiempo de proceso,
coordenada radial r y fluidez respectivamente. A continuacion, se presentan un
resumen de los resultados mas importantes:

* . +_90. Z*

T, 0 . Q _z
== Q== Q ==+ 9 0= W =) = Ay 2 T
a Q, Q, ) ) a
(R

a/k, G a
El conjunto de numeros adimensionales que se obtiene al introducir estas variables

adimensionales:

Re = a’/pny : X*ZX—M
>\'M }\'J

Los numeros adimensionales que se obtiene debido a las variables adimensionales
son el Reynolds y el Deborah. Ambos son numeros que describen los mecanismos
inerciales, viscosos, y viscoelasticos en el sistema respectivamente.
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7.1 Ecuaciones analiticas relevantes para el estudio y analisis del sistema

7.1.1 Anédlisis sin efectos inerciales
a) Ecuacion dinamica de flujo

1 R

Grz=£—@a]r (7.1-1)

b) Perfil de velocidades en estado no estacionario (Viscoelastico)

cre oy 1 2\ e e 0 dp’ /), - ]
Vz (r )t )=Z(l—(r ) )eX A _([ex (1 + &*j(_dz* (1: )jd'c (7.1-2)
c) Perfil de velocidades en estado estacionario (Newtoniano)

Vz (1t :—(1— r ) - 7.1-3
()=3 -7 -] 7.1

d) Flujo volumétrico transitorio

Q(t)= {Qo + je(l + %)(QN(@)& Je (7.1-4)

e) Flujo volumétrico en el espacio de la frecuencia
I+ 0? . -0 .

Q'(0)=Qy(0)-iQ ()= R e (7.1-5)
f) Fluidez compleja real
. Hhe?
Pr = 0" (7.1-6)
g) Fluidez compleja imaginaria
* l- )\1* *
¢, = %07 ® (7.1-7)

7.1.2 Andlisis con efectos inerciales
h) Velocidad en el espacio de Fourier

Vz(r*,co): G, [ap*(m)J[l Jo(Br*)];B:aa (7.1-8)

ap(io)| oz - Jo(B)

i) Flujo volumétrico en el espacio de Fourier

_m’ dp(w) | ] (BB
Q(“’)‘pm[ . ]1{1 2 JO(B)} (7.1-9)
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j) Flujo volumétrico en término de las fluideces

2

Q(o)= ( ma [— ap(m)Ji3iﬁjm*j'lDej ((p: (0)+ioy (co))j (7.1-10)

M)l a2 | 5

k) Velocidad superficial de flujo volumétrico

vo(m*)zﬁ[_MJ (7.1-11)

oz
I) Permeabilidad intrinseca
K,=— (7.1-12)

m) Permeabilidad dinamica

K, =K, {pi(gsj)(@*)ﬂ De” (g (@) +io0} (m*))J} (7.1-13)

=1

j) Permeabilidad reducida

(7.1-14)
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7.2 Simulaciones computacionales
7.2.1 Andlisis sin efectos inerciales

Figura 7.2-1. Se ilustra la fluidez real adimensional como funcién de la
frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo reducido, que
relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

La Fig. 7.2-1 muestra los resultados de la fluidez real adimensional en funcién
de la frecuencia adimensional en el sistema como funcién del tiempo reducido.

Matematicamente, a frecuencias cortas, la fluidez muestra un
comportamiento monétono creciente lineal en un intérvalo de [0,10].

A una frecuencia adimensional critica el sistema muestra un comportamiento
asintotico en donde el sistema es independiente de la frecuencia adimensional ,es
decir, su comportamiento es constante. Notece que el comportamiento de la fluidez
en las simulaciones es el mismo, excepto que se ve desplazado hacia valores
mayores debido al tiempo reducido el cual relaciona los mecanismos asociado a
Maxwell y Jeffreys.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefio nos presenta una mayor
fluidez asociada a una viscosidad del solvente menor que la del polimero como se
observa en la Fig. 7.2-1.
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Figura 7.2-2. Se ilustra la viscosidad real adimensional en funcién de la
frecuencia adimensional para diferentes valores de tiempo reducido, que
relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

La Fig. 7.2-2 muestra los resultados de la viscosidad real adimensional en
funcién de la frecuencia adimensional en el sistema como funcién del tiempo
reducido.

Matematicamente, a tiempos cortos, la viscosidad muestra un
comportamiento monoétono decreciente en un intervalo de 0 a 10.

A una frecuencia adimensional critica, mostrar un comportamiento asintético
en donde el sistema se vuelve independiente de la frecuencia adimensional, es
decir, se vuelve constante. Notece que el comportamiento de la viscosidad en las
simulaciones es similar al mostrado por las simulaciones de la fluidez real, pues la
viscosidad es simplemente el inverso de la fluidez, donde se ve desplazada la
viscosidad a valores mayores conforme la frecuencia adimensional , que relaciona
los tiempos de relajacion de Maxwell y de Jeffreys, va aumentando.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefio nos presenta una mayor
fluidez asociada a una viscosidad del solvente menor que la del polimero, que lleva
como consiguiente una viscosidad real adimensional menor como se observa en la
Fig. 7.2-2.
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Figura 7.2-3. Se ilustra la fluidez real adimensional como funcién de la
frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.2-3 muestra los resultados de la simulacién para la fluidez real
adimensional en funcién de la frecuencia adimensional con datos reométricos de
sangre con bajo contenido de colesterol para el tiempo reducido adimensional, el
cual relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, la funcion muestra un comportameinto mondétono
creciente a pequenos valores de la frecuencia adimenisonal. Notese, que a valores
moderados de la frecuencia adimensional se presenta un valor critico en el cual la
fluidez es lineal, constante y por lo tanto, independeiente de la frecuencia, todo esto
con forma de limite asintético aproximandamente a partir de o'=2500.

Fisicamente, el tiempo reducido adimensional esta relacionado con los
mecanismos asociados a las viscosidades del solvente y la del polimero. Al tener
un tiempo reducido adimensional pequefio se infiere que la contribucién aportada
por el solvente es despreciable con respecto a la contribucion aportada por el
polimero, i.e., que los globulos rojos o eritrocitos dominan sobre la parte del plasma.
Por otra parte, cuando aumenta la viscosidad del plasma la fluidez disminuye y se
vuelve independiente de la frecuencia adimensional. Es claro que al aumentar la
viscosidad se necesita un mayor consumo de energia debido a la friccion en las
paredes de las venas, por esta razon se desea tener una viscosidad menor que
induce un menor trabajo por unidad de tiempo por efecto de la bomba peristaltica
que se tiene en el cuerpo humano (corazén).
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Figura 7.2-4. Se ilustra la viscosidad real adimensional como funcién de la
frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.2-4 muestra los resultados de la simulaciom para la viscosidad real
adimensional en funcién de la frecuencia adimenisional con datos reométricos de
sangre con contenido de colesterol bajo para el tiempo reducido adimensional, el
cual relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, la funcion muestra un comportamiento mondétono
decreciente a valores pequefios de la frecuencia adimensional. Nétese, que a
valores moderados de la frecuencia adimensional se presenta un valor critico en
donde la viscosidad llega a tener el comportamiento de un limite asintético en donde
ésta se vuelve independiente del la frecuencia adimensional, es decir, constante,
guarda un comportamiento muy similar al presentado por la Fig. 7.2-3.

Fisicamente, el tiempo reducido adimensional esta relacionado con los
mecanismos asociados a las viscosidades del solvente y del polimero. A valores
pequenos de la frecuencia adimensional la viscosidad muestra un comportamiento
monotono decreciente hasta llegar a un punto critico en donde se presenta un limite
asintotico, de esto se infiere que, con el tiempo reducido pequefio, en donde la
contribucién del polimero es mayor a la dada por el solvente, y a frecuencias bajas
es donde la viscosidad llega a ser tal que el consumo de energia, debido a la friccién
en las paredes de las venas, es el menor. De esto se puede inferir que la mayor
contribucién a la disipacion de energia es en el tiempo reducido en donde la
viscosidad del polimero es mayor que la del solvente y el sistema no ha
evolucionado tanto, en este caso el polimero son los erirocitos y el solvente el
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plasma de la sangre y asi se tiene un menor trabajo por unidad de tiempo utilizado
por efecto de la bomba peristaltica del cuerpo humano (corazon).

Figura 7.2-5. Se ilustra la fluidez imaginaria adimensional como funcién de la
frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo reducido.

La Fig. 7.2-5 muestra el comportamiento de la componente imaginaria de la
fluidez compleja, que complementa con la parte real de la Fig. 7.2-1.

Matematicamente, a frecuencias cortas, la funcidn fluidez muestra un
comportamiento mondétono creciente lineal en un intervalo de [0,10]. Sin embargo,
existe un punto en donde la fluidez llega a un maximo en donde la derivada de la
fluidez con respecto a la frecuencia es cero. Notese que el comportamiento de la
funcién es similar a las curvas resonantes que se muestran en la literatura, asi como
también el comportamiento de cada una de las fluideces es el mismo, excepto que
se ven desplazadas hacia abajo conforme el tiempo reducido adimensional aumenta
en su valor.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefio nos presenta una mayor
fluidez asociada a una viscosidad del solvente menor que la del polimero como se
observa en la Fig. 7.2-5.

96



@f«?ﬁ TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADA A LA PERMEABILIDAD DINAMICA DE UN
b el FLUIDO BIOLOGICO VISCOELASTICO: SANGRE HUMANA

VAIVERADAD NAGIONAL
AVEN'MA DE ZARAGOZA
MERICO

Figura 7.2-6. Se ilustra la viscosidad imaginaria adimensional como funcion
de la frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo reducido.

La Fig. 7.2-6 muestra el comportamiento dado por la componente imaginaria
de la viscosidad compleja, que complementa con la parte real de la Fig. 7.2-2.

Matematicamente, la funcion viscosidad presenta un comportamiento
monotono creciente lineal para todos tiempos reducidos adimensionales en todo el
intervalo de frecuencias. Notese que los tiempos reducidos mas pequefios
presentan una respuesta lineal y asintética en la que el sistema se vuelve
independiente, es decir, constante. Es importante resaltar que los tiempos de
relajacion determinan completamente la respuesta dinamica de las frecuencias
imaginarias y reales.

Fisicamente, el sistema muestra un aumento progresivo y lineal para los
tiempos reducidos adimensional cercanos a uno en donde la viscosidad del solvente
se empieza a igualar a la viscosidad del polimero, de estos hechos se infiere que
para momentos en los que la viscosidad del polimero es la que dictamina el
comportamiento del flujo, esta es menor, como por el contrario, donde la respuesta
mecanica es dictaminada por la viscosidad del solvente esta es mayor.
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7.2.2 Comparacién con datos reométricos de sangre y sin efectos inerciales

Figura 7.2-7. llustra la funcion fluidez imaginaria adimensional en funcién de
la frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.2-7 muestra la respuesta dinamica de la fluidez como funcion de la
frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre con contenido de
colesterol bajo para el tiempo reducido adimensional, el cual relaciona los tiempos
de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, a frecuencias bajas se observa un comportamiento lineal
en el intervalo de [0,200], seguido de un comportamiento monétono creciente en
donde se presenta un maximo local a valores bajos de la frecuencia adimensional.
Seguido de este punto, la fluidez presenta un comportamiento mondtono
decreciente en donde la funcidn presenta un comportamiento asintotico e
independiente de la frecuencia. Notese que los tiempos mas pequefios presentan
una respuesta lineal en todo el intervalo de frecuencias mientras que los tiempos
grandes no presentan este comportamiento. Es importante resaltar que los tiempos
de relajacién determinan completamente la respuesta dinamica de las fluideces
imaginarias y reales, y estos a su vez se ven afectados por el estado de la sangre
(alto/bajo contenido de colesterol, habitos alimenticios, diabetes, etc.).

Fisicamente, a valores pequefios de la frecuencia adimensional y un tiempo
reducido adimensional bajo, la fluidez se comporta de manera creciente. Esto quiere
decir que en los momentos donde la viscosidad del polimero se sobrepone a la
viscosidad del solvente, pues el tiempo reducido adimensional es el que guarda esta
relacién entre las viscosidades, la fluidez tiende a crecer, por lo tanto, la viscosidad
disminuye. Es importante resaltar en comportamiento parecido a las curvas
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resonantes presentes en la literatura, en la cual, se puede observar la parte
disipativa mostrando las propiedades materiales del sistema.
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Figura 7.2-8. llustra la funcién viscosidad imaginaria adimensional en funcion
de lafrecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.2-8 muestra la respuesta de la viscosidad como funcién de la
frecuencia con datos reométricos de sangre con contenido de colesterol para el
tiempo reducido adimensional, el cual relaciona los tiempos de relajacion de
Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, es claro que el sistema muestra el clasico comportamiento
resonante descrito en la literatura presente a valores cortos de la frecuencia
adimensional como se puede notar en la ventana de observacion de la Fig. 7.2-8.
Asi también, se detecta un comportamiento monétono creciente lineal hasta un valor
critico en donde la derivada de la viscosidad con respecto a la frecuencia es cero,
es decir, es un maximo. Para un valor de frecuencia mayor al critico se presenta un
comportamiento monétono decreciente en donde se puede apreciar un minimo
local. Seguido de este comportamiento, y seguido del minimo global antes
mencionado, la viscosidad presenta un comportamiento creciente lineal con una
pendiente positiva, el cual no deja de aumentar. Es importante resaltar que el
comportamiento mostrado a frecuencias bajas es similar al presentado en la Fig.
7.2-7 en todo el intervalo de frecuencias.

Fisicamente, para valores de la frecuencia adimensional cortos se tiene la
maxima energia disipada asociada a la viscosidad en un intervalo [0,30], esto
significa, que se tiene una estructura compleja formada por los eritrocitos, también
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llamada agregacion celular, observable en el maximo de las curvas resonantes.
Noétese, que a una frecuencia critica la viscosidad decrece hasta un minimo
observable en el intervalo de frecuencias cortas [200,400] debido a la disgregacion
del cumulo celular, por este motivo se infiere que a mayor fluidez estas
agregaciones celulares se desestructuran dando paso a una menor viscosidad.

Figura 7.2-9. Se ilustra el flujo volumétrico real adimensional como funcion de
la frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo reducido, que
relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

La Fig. 7.2-9 muestra los resultados del flujo volumétrico real adimensional
en funcidn de la frecuencia adimensional en el sistema como funcién del tiempo
reducido.

Matematicamente, a frecuencias cortas, el flujo volumétrico real adimensional
muestra un comportamiento monétono creciente en un intérvalo de [0,10].

A una frecuencia adimensional critica el sistema muestra un comportamiento
asintotico en donde el sistema es independiente de la frecuencia adimensional ,es
decir, su comportamiento es constante. Notece que el comportamiento del flujo en
las simulaciones es el mismo, excepto que se ve desplazado hacia valores mayores
debido al tiempo reducido el cual relaciona los mecanismos asociado a Maxwell y
Jeffreys.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefio nos presenta una mayor
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flujo asociado a una viscosidad del solvente menor que la del polimero como se
observa en la Fig. 7.2-9.

Figura 7.2-10. Se ilustra el flujo volumétrico imaginario adimensional como
funcion de la frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo
reducido, que relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

La Fig. 7.2-10 muestra los resultados del flujo volumétrico imaginario
adimensonal en funcién de la frecuencia adimensional en el sistema como funcién
del tiempo reducido.

Matematicamente, a frecuencias cortas, el flujo volumétrico muestra un
comportamiento monétono creciente lineal en un intervalo de [0,10]. Sin embargo,
existe un punto en donde el flujo llega a un maximo en donde la derivada del flujo
con respecto a la frecuencia es cero. Notese que el comportamiento de la funcién
es similar a las curvas resonantes que se muestran en la literatura, asi como
también el comportamiento de cada una de los flujos es el mismo, excepto que se
ven desplazados hacia abajo conforme el tiempo reducido adimensional aumenta
en su valor.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefio nos presenta un mayor
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7.2.3 Anédlisis dindmico con inercia

Figura 7.2-11a llustra la permeabilidad real como funcién de la frecuencia
adimensional para valor del numero de Reynolds pequefio (Re=0.1), y un
tiempo reducido adimensional relacionado a un fluido de Maxwell (4* = 0).
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Figura 7.2-11b llustra la permeabilidad imaginaria como funcion de la
frecuencia adimensional para valor del numero de Reynolds pequefio
(Re=0.1), y un tiempo reducido adimensional relacionado a un fluido de
Maxwell (1* = 0).
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Figura 7.2-11c llustra la permeabilidad real como funcion de la frecuencia
adimensional para valor del numero de Reynolds (Re=1), y un tiempo reducido
adimensional relacionado a un fluido de Maxwell (4* = 0).
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Figura 7.2-11d llustra la permeabilidad imaginaria como funciéon de la
frecuencia adimensional para valor del niumero de Reynolds (Re=1), y un
tiempo reducido adimensional relacionado a un fluido de Maxwell (1* = 0).
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Matematicamente, la parte real del sistema presenta una sucesion de curvas
resonantes para el conjunto de graficas anteriormente ilustradas, siendo la mayor,
para los tres casos mostrados, a valores bajos de la frecuencia adimensional.
Nétese, que el maximo valor alcanzado por las curvas resonantes es dado en la Fig.
7.2-11a, en donde la permeabilidad alcanza un valor aproximado a K*=56, y en la
Fig. 7.2-11c de K*=6. Para asi, en cada una de las Figuras antes mencionadas,
conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema.
En la parte imaginaria, para las Fig. 7.2-11b, y 7.2-11d, se puede observar un
comportamiento monétono decreciente para encontrar un punto minimo y después
ser sucedido por un punto maximo; la transicion existente, solo entre estos dos
puntos, es lineal, ademas, conforme el sistema va evolucionando, existe una
sucesion de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado dando
lugar a un comportamiento tipo diente de sierra. Notese, el comportamiento entre
las figuras antes mencionadas es semejante con la diferencia, misma encontrada
en la parte real antes mencionada que, conforme el numero de Reynolds aumenta,
los valores maximos y minimos disminuyen y el comportamiento irregular se va
atenuando, conforme el sistema evoluciona, para volverse constante e
independiente.

Es importante resaltar que la contribucion de las curvas resonantes se da a
frecuencias bajas y a frecuencias moderadas y altas tienden a atenuarse e incluso
a desaparecer.

Fisicamente, la maxima respuesta entre el flujo y el gradiente de presion, la
permeabilidad, se ve inducida con respecto al valor del numero de Reynolds y la
relacion entre el solvente y el polimero, que es el tiempo reducido adimensional.
Esto es inferido por el hecho de que al tener un valor pequefio del niumero de
Reynolds refleja que los mecanismos viscosos dominan sobre los inerciales y al
tener un numero de Reynolds grande, los mecanismos inerciales dominan sobre los
viscosos. Con esto, como consecuencia, es posible notar que a valores pequefios
de la frecuencia adimensional se tiene el maximo valor obtenido para la
permeabilidad, i,e., el flujo maximo posible se da a en este punto. Conforme el
sistema va evolucionando se puede observar una mitigacién en el aspecto antes
mencionado.
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Figura 7.2-11e llustra la permeabilidad real como funcion de la frecuencia
adimensional para un valor pequefio del numero de Reynolds (Re = 0.001) y
un tiempo reducido adimensional relacionado a un fluido de Maxwell (4* = 0).

2500
2000 2 =0;Re=0.001
1500
1000
500
0
-500
-1000
-1500

-2000

PERMEABILIDAD IMAGINARIA ADIMENSIONAL

-2500 ¢ 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Figura 7.2-11f llustra la permeabilidad imaginaria como funcion de la
frecuencia adimensional para un valor pequefio del niUmero de Reynolds (Re
=0.001) y un tiempo reducido adimensional relacionado a un fluido de Maxwell
(A*=0).
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Matematicamente, la parte real del sistema presenta una sucesion de curvas
resonantes, siendo la mayor a valores bajos de la frecuencia adimensional. Para
asi, conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema.
En la parte imaginaria, se puede observar un comportamiento mondétono
decreciente para encontrar un punto minimo y después ser sucedido por un punto
maximo; la transicion existente, a diferencia de las Fig. 7.2-11b, 7.2-1d, entre estos
dos puntos y sus sucesiones, es lineal, ademas, los cuales asemejan al
comportamiento tipo diente de sierra.

Es importante resaltar que la contribucién de las curvas resonantes se da a
frecuencias bajas y que, a diferencia de las Fig. 7.2-11a, 7.2-11c el area bajo la
curva es significativamente menor, a diferencia del valor maximo obtenido por la
curva resonante dominante, que es el mayor observado hasta el momento.

Fisicamente, la maxima respuesta entre el flujo y el gradiente de presion, la
permeabilidad, se ve inducida con respecto al valor del numero de Reynolds y la
relacion entre el solvente y el polimero, que es el tiempo reducido adimensional.
Esto es inferido por el hecho de que al tener un valor pequefio del numero de
Reynolds refleja que los mecanismos viscosos dominan sobre los inerciales. Con
esto, como consecuencia, es posible notar que a valores pequenos de la frecuencia
adimensional se tiene el maximo valor obtenido para la permeabilidad, i,e., el flujo
maximo posible se da a en este punto. Conforme el sistema va evolucionando se
puede observar una mitigacién en el aspecto antes mencionado.
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Figura 7.2-12a llustra la permeabilidad real como funcién de la frecuencia
adimensional en una corta ventana de observaciéon, un numero de Reynolds
(Re=1)y un valor del tiempo reducido adimensional para un fluido de Jeffreys.
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Figura 7.2-12b llustra la permeabilidad real como funcién de la frecuencia
adimensional en una corta ventana de observacion, un nimero de Reynolds
(Re=1) y un valor del tiempo reducido adimensional para un fluido de Jeffreys.

Matematicamente, la parte real del sistema, mostrada por la Fig. 7.2-12a
tiene un comportamiento monétono creciente antes de encontrarse con el maximo
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global del sistema. La Fig. 7.2-12a es la unica que muestra un minimo, observado
a valores moderados de la frecuencia adimensional, para después volverse
constante e independiente del sistema La parte imaginaria, mostrada por la Fig. 7.2-
12b, tienen un comportamiento diferente y unico entre si. La Fig. 7.2-12b muestra
un valor minimo antes de encontrarse con su maximo, asemejando a una curva
resonante que puede observarse a valores moderados de la frecuencia
adimensional, Fisicamente, la permeabilidad real muestra curvas resonantes, las
cuales se van atenuando y son afectadas por el valor del tiempo reducido
adimensional. Como el tiempo reducido adimensional es la relacién que se tiene
entre las contribuciones dadas por el polimero y el solvente, al tener un valor bajo,
el comportamiento se ve regido por las contribuciones del polimero, y cuando se
tiene un valor grande las contribuciones dadas por el solvente son las regentes. De
esto se infiere que, cuando se tiene un valor bajo del tiempo reducido adimensional
y las contribuciones dadas por el polimero son grandes, se tiene una acentuacion
en las curvas resonantes y el valor mas grande para la permeabilidad. Conforme
este valor del tiempo reducido aumenta, la permeabilidad disminuye, y esta al ser
una relacion entre el flujo y el gradiente de presion se tiene el valor mas pequeio
para el flujo. A diferencia cuando el tiempo es reducido es pequefo y se tiene el
maximo aprovechamiento del flujo.

Fisicamente, el comportamiento creciente mostrado a pequefios valores de
la frecuencia adimensional en la parte real de la permeabilidad hace muestra del
comportamiento elastico, inferido por la parte disipativa. Como se puede apreciar,
el valor para el tiempo reducido adimensional aumenta para cada caso en las Fig.
Se puede notar que a valores bajos del tiempo reducido adimensional, en el cual, la
parte contribuida por el polimero es la dominante en el sistema, se tiene un
comportamiento con ligeras perturbaciones y conforme el valor del tiempo reducido
aumenta, estas “perturbaciones” se van atenuando. Aunado a esto, el numero de
Reynolds, relativamente elevado, muestra que los mecanismos inerciales inciden
mas que los aportados por los viscosos. De todo esto se puede inferir, como la
permeabilidad es una relacion entre el flujo y el gradiente de presién, que el maximo
flujo posible se da a valores bajos de la frecuencia adimensional, y conforme el
sistema va evolucionando, esta relacién se va atenuando hasta ser constante e
independiente.
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7.3 Aplicaciones en datos de sangre con bajo contenido de colesterol

7.3.1 Anédlisis sin efectos inerciales
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Figura 7.3-1. Se ilustra la flujo volumétrico real adimensional como funcion de
la frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.3-1 muestra los resultados de la simulacién para el flujo real adimensional
en funcion de la frecuencia adimensional con datos de sangre con bajo contenido
de colesterol para el tiempo reducido adimensional, el cual relaciona los tiempos de
relajacion de Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, la funcion muestra un comportameinto mondétono
creciente en el intervalo de frecuencias cortas. Es importante resaltar que el
comportamiento es similar al mostrado en la Fig. 7.2-3, en donde, el tiempo reducido
adimensional es el menor. En este, el comportamiento, a frecuencias moderadas,
muestra un limite asintotico, buscando ser constante, lineal, y por lo tanto,
independiente del sistema. Es importante resaltar que la Fig. 7.2-3 muestra la fluidez
y en este caso el flujo volumétrico es el obtenido.

Fisicamente, el tiempo reducido adimensional estd relacionado con los
mecanismos asociados a las viscosidades del solvente y la del polimero. A valores
bajos del tiempo reducido adimesional la fluidez describe un comportamiento
monotono creciente en donde se observan cambios a bajas, moderadas y altas
frecuencias adimensionales asociadas a la pendiente (derivada del flujo con
respecto a la frecuencia). Si el tiempo reducido es pequefio se infiere que el solvente
es despreciable con respecto a la contribucion del polimero, i.e., que los globulos
rojos o eritrocitos dominan sobre la parte del plasma y esto se infiere a traves de
este tiempo adimensional reducido.
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Figura 7.3-2. Seilustrala flujo volumétrico real adimensional como funcion de
la frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre para el tiempo
reducido adimensional.

La Fig. 7.3-2 muestra la respuesta dinamica del flujo como funcién de la
frecuencia adimensional con datos de sangre con contenido de colesterol bajo para
el tiempo reducido adimensional, el cual relaciona los tiempos de relajacion de
Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, a valores cortos de la frecuencia adimensional se observa
un comportamiento lineal en el intervalo de [0,100], seguido de un comportamiento
monotono creciente en donde se presenta una frecuencia critica con un punto de
inflexion en donde la funcion presenta un comportamiento asintético e
independiente de la frecuencia. Noétese que existe una similitud con el
comportamiento reportado en la Fig. 7, en donde se observa la fluidez imaginaria, a
diferencia en este caso de ser el flujo volumétrico el que esta siendo analizado. Es
importante resaltar que los tiempos de relajacion determinan completamente la
respuesta dinamica de los flujos imaginarios y reales, y estos a su vez se ven
afectados por el estado de la sangre (alto/bajo contenido de colesterol, habitos
alimenticios, diabetes, etc.).

Fisicamente, para un intervalo de frecuencias dado y un tiempo reducido
adimensional bajo, el flujo se comporta de manera creciente y lineal en [0,200]. Acto
seguido se muestra un comportamiento monatono creciente en donde se presenta
un maximo local a valores bajos de la frecuencia adimensional. Inmediatamente del
maximo antes mencionado, se observa que el flujo presenta un comportamiento
monotono decreciente para acercase al dado por un limite asintotico, en donde el
flujo busca un estado en el que se vuelva constante e independiente de la
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frecuencia. Esto quiere decir que en los momentos donde la viscosidad del polimero
se sobrepone a la viscosidad del solvente el flujo tiende a crecer, pero solo en el
intervalo de las frecuencias adimensionales cortas, por lo tanto la viscosidad
disminuye. Por otra parte cuando el sistema evoluciona trata de igualar su
viscosidad con la del polimero, el flujo tiende a ser menor y su viscosidad mayor
como se muestra en la ventana de observacion.

Figura 7.3-3. Se ilustra la flujo total adimensional como funcidon de la
frecuencia adimensional para diferentes valores del tiempo reducido, que
relaciona los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

La Fig. 7.3-3 muestra los resultados de la flujo volumétrico total adimensional
en funcién de la frecuencia adimensional en el sistema como funcién del tiempo
reducido.

Matematicamente, a frecuencias cortas, el flujo muestra un comportamiento
monotono creciente lineal en un intérvalo de [0,10].

A una frecuencia adimensional critica el sistema muestra un comportamiento
asintotico en donde el sistema es independiente de la frecuencia adimensional ,es
decir, su comportamiento es constante. Notece que el comportamiento del flujo total
en las simulaciones es el mismo, excepto que se ve desplazado hacia valores
mayores debido al tiempo reducido el cual relaciona los mecanismos asociado a
Maxwell y Jeffreys.

Fisicamente, el tiempo adimensional esta relacionado con los mecanismos
asociados a la viscosidad del solvente y del polimero. Un tiempo que tiende a
valores cercanos a uno significa que la viscosidad del solvente es muy parecida a
la del polimero por el contrario, un tiempo muy pequefo nos presenta un mayor flujo
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total asociado a una viscosidad del solvente menor que la del polimero como se
observa en la Fig. 7.3-3.
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Figura 7.3-4. Se ilustra el flujo total adimensional como funcion de la
frecuencia adimensional para diferentes valores de tiempos de relajacion.

La Fig. 7.3-4 muestra el comportamiento del flujo volumétrico total como
funcién de la frecuencia adimensional con datos reométricos de sangre con
contenido de colesterol bajo para el tiempo reducido adimensional, el cual relaciona
los tiempos de relajacion de Maxwell y Jeffreys.

Matematicamente, a frecuencias bajas se observa un comportamiento lineal
en el intervalo de [0,200], seguido de un comportamiento monaétono creciente en
donde se presenta una frecuencia critica con un punto de inflexién en donde la
funcioén presenta un comportamiento asintético e independiente de la frecuencia. Es
importante resaltar que los tiempos de relajacion determinan completamente la
respuesta dinamica del flujo, y estos a su vez se ven afectados por el estado de la
sangre (alto/bajo contenido de colesterol, habitos alimenticios, diabetes, etc.).

Fisicamente, para valores de la frecuencia adimensional cortos y el tiempo
reducido adimensional bajo, el flujo total se comporta de manera creciente y lineal.
Por el contrario, para valores moderados y grandes de la frecuencia adimensional
el flujo llega a tener un comportamiento asintotico. Esto quiere decir que en los
momentos donde la viscosidad del polimero se sobrepone a la viscosidad del
solvente el flujo tiende a crecer, por lo tanto la viscosidad disminuye. Por otra parte
cuando el solvente trata de igualar su viscosidad con la del polimero, el flujo tiende
a ser menor y su viscosidad mayor como se muestra en la ventana de observacion
de la Fig. 7.3-4.
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7.3.2 Anédlisis con efectos inerciales

Figura 7.3-5a llustra la permeabilidad real como funcién de la frecuencia
adimensional para datos reométricos de sangre y un valor fijo para el namero
de Reynolds (Re = 1).
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Figura 7.3-5b llustra la permeabilidad imaginaria como funcién de la
frecuencia adimensional para datos reométricos de sangre y un valor fijo para
el niumero de Reynolds (Re = 1).
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Es claro, que la parte real del sistema presenta una sucesion de curvas resonantes,
siendo la mayor a valores bajos de la frecuencia adimensional. Notese que existe
un segundo pico resonante maximo dominante en el sistema que se encuentra a
moderadas frecuencias adimensionales, w = 15, asi como también existe un pico
resonante minimo ubicado en una frecuencia adimensional w = 18. En la parte
imaginaria se puede observar un comportamiento mondétono decreciente para
encontrar un punto minimo y después ser sucedido por un punto maximo; la
transicion existente entre estos dos puntos es lineal, ademas de existir una sucesion
de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado dando lugar a un
comportamiento tipo diente de sierra presente a partir del punto maximo en w = 3.
Noétese, tanto un segundo punto maximo como también un punto minimo
asemejandose al comportamiento exhibido en la parte real.

Es importante resaltar que la contribucion de las curvas resonantes se da a
frecuencias bajas y a frecuencias moderadas y altas tienden a atenuarse e incluso
a desaparecer.

Fisicamente, la maxima respuesta entre el flujo y el gradiente de presién, la
permeabilidad, se ve inducida con respecto al valor del numero de Reynolds y la
relacion entre el solvente y el polimero, que es el tiempo reducido adimensional.
Esto es inferido a partir de la ventana de observacion en ambas graficas, en las
cuales es posible notar que a valores pequefos de la frecuencia adimensional se
tiene el maximo valor obtenido para la permeabilidad, i,e., el flujo maximo posible
se da a en este punto. Conforme el sistema va evolucionando se puede observar
una mitigacion en el aspecto antes mencionado.

El maximo y minimo local podria tener importancia desde el punto de vista biologico,
lo cual es motivo de investigacion para otra ocasion.
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Figura 7.3-6a llustra la permeabilidad real como funcion de la frecuencia
adimensional para datos reométricos de sangre y un valor para el nimero de
Reynolds (Re = 10).
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Figura 7.3-6b llustra la permeabilidad imaginaria como funcion de la
frecuencia adimensional para datos reométricos de sangre y un valor para el
numero de Reynolds (Re = 10).
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Figura 7.3-6¢ llustra la permeabilidad real como funcion de la frecuencia
adimensional para datos reométricos de sangre y un valor para el numero de
Reynolds (Re = 12).
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Figura 7.3-6d llustra la permeabilidad imaginaria como funcion de la
frecuencia adimensional para datos reométricos de sangre y un valor para el
numero de Reynolds (Re = 12).

116



@f«?ﬁ TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADA A LA PERMEABILIDAD DINAMICA DE UN
b el FLUIDO BIOLOGICO VISCOELASTICO: SANGRE HUMANA

VAIVERADAD NAGIONAL
AVEN'MA DE ZARAGOZA
MERICO

La Fig. 7.3-6a muestra la parte real de la permeabilidad dinamica para datos
reométricos de sangre, la cual cuenta con un maximo a valores bajos en la
frecuencia adimensional y para un valor critico de la frecuencia el comportamiento
es monodtono decreciente, en la cual, a lo largo de ella se presentan diminutas
resonancias llegando a un segundo maximo presente a valores moderados de la
frecuencia adimensional, como se puede apreciar con mas facilidad en la ventana
de observacion que cuenta con un acercamiento en la misma figura. Seguido de
este segundo maximo local antes mencionado se puede identificar un minimo
apreciado en forma de resonancias que se van atenuando hasta llegar a un limite
en donde la permeabilidad se vuelve constante y por lo tanto independiente del
sistema.

En la Fig. 7.3-6b se ilustran las simulaciones de la parte imaginaria de la
permeabilidad adimensional, en la cual se presenta un comportamiento resonante.
Obsérvese que a valores bajos de la frecuencia adimensional el sistema tiene un
comportamiento lineal entre la permeabilidad y la frecuencia adimensional hasta un
valor critico de la frecuencia en donde se presenta un maximo global. Para valores
moderados de la frecuencia adimensional la permeabilidad imaginaria muestra un
comportamiento monétono decreciente con diferentes cambios en la pendiente
asemejando el comportamiento tipo diente de sierra descrito anteriormente en la
Fig. 7.3-5b, todo esto para llegar a un segundo maximo seguido de un minimo
describiendo una pequefia resonancia presente para asi, al igual que en la figura
anterior, llegar a un limite asintético. Esto puede ser mejor apreciado en la ventana
de observacion de la Fig. 7.3-6b en donde se hace un acercamiento.

Fisicamente se observa que la resonancia se presenta con mas intensidad
en la permeabilidad imaginaria que en la permeabilidad real, asociada a la parte
disipativa. En la parte real se pueden notar con mas facilidad el comportamiento
resonante en un intervalo determinado de la frecuencia adimensional (5 > o* > 20),
la cual, conforme el sistema va evolucionando estas resonancias, las cuales son
muy pequenas, llegan a atenuarse hasta desaparecer.

Nétese que la Fig. 7.3-6¢ presenta el mismo comportamiento matematico que
el dado en la Fig. 7.3-6a sin embargo, no se presenta el maximo a valores bajos de
la frecuencia adimensional debido a un comportamiento menos elastico dado por la
diferencia del numero de Reynolds que se tiene entre estas dos figuras. De esto se
puede inferir que la propiedad elastica de la sangre se ve afectada e incluso
mitigada por el valor del numero de Reynolds.

Nétese que la Fig. 7.3-6d presenta el mismo comportamiento matematico que
el mostrado en la Fig. 7.3-6b con la diferencia que el maximo presente en la primera
mencionada esta desplazado hacia un valor menor que el dado por la simulacién
que muestra la Fig. 7.3-6b, todo esto relacionado por la diferencia del nimero de
Reynolds computado en las simulaciones de ambas graficas.
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Es importante resaltar que el comportamiento resonante, aunque muy
pequefo, en especial el dado en la parte real de la permeabilidad, se ve
incrementado en las Fig. 7.3-6¢ y 7.3-6d, en las cuales se puede notar con facilidad
en la ventana de observacién, ademas de disminuir el valor de los maximos y
minimos obtenidos en ellos. De esto se puede inferir que el efecto resonante
producido es, a diferencia de la propiedad elastica, la cual se ve afectada por el
numero de Reynolds a tal grado de casi mitigarla por completo, beneficiado.
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Figura 7.3-7a llustra la permeabilidad real como funcidon de la frecuencia
adimensional para datos reométricos de sangre y un valor fijo para el nimero
de Reynolds (Re = 0.1).
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Figura 7.3-7b llustra la permeabilidad imaginaria como funcion de la
frecuencia adimensional para datos reométricos de sangre y un valor fijo para
el niumero de Reynolds (Re = 0.1).
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La Fig. 7.3-7a muestra la parte real de la permeabilidad dinamica para datos
reométricos de sangre, la cual muestra un comportamiento resonante con un
maximo a valores bajos en la frecuencia adimensional. Seguido de este unico
maximo local antes mencionado se puede identificar dos picos representando los
minimos compartiendo la forma resonante, estas se van atenuando hasta llegar a
un momento en donde la permeabilidad se vuelve constante y por lo tanto
independiente del sistema.

En la Fig. 7.3-7b se ilustran las simulaciones de la parte imaginaria de la
permeabilidad adimensional, en la cual se presenta un comportamiento resonante,
el cual, va desde un minimo a un maximo. Obsérvese que en cada transicion en
entre un punto minimo y uno maximo el sistema tiene un comportamiento lineal
entre la permeabilidad y la frecuencia. A valores pequefios de la frecuencia
adimensional es donde el comportamiento antes mencionado se ve mas
fuertemente contrastado. Para valores moderados de la frecuencia adimensional es
donde el comportamiento resonante se ve muy fuertemente atenuado para después
ser lineal, y por ende, independiente del sistema.

Fisicamente se observa que las resonancias presentadas, en comparaciéon
con las Fig. 7.3-5a, 7.3-5b, 7.3-6a y 7.3-6b, tienen una mayor intensidad en ambas
partes de la permeabilidad compleja con la unica diferencia que el numero de
resonancias presentes, antes de llegar a desaparecer y convertirse en parte
independiente del sistema, son mucho menores. Esto puede se debe al valor del
numero de Reynolds pequefio referido a un comportamiento de flujo muy “estable”
y por ende, una minima perturbacion es presentada hacia el fluido, en donde los
mecanismos viscosos dominan sobre los mecanismos inerciales lo que induce a
que las curvas
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En este trabajo se estudié la permeabilidad dinamica de un fluido biolégico
viscoelastico (Sangre Humana) en un capilar de radio r =a y longitud z =L. Para
describir la transferencia de momento y reologia se suponen las siguientes
condiciones: (i) proceso isotérmico, (ii) fluido incompresible, (iii) estado no
estacionario, (iv) fluido viscoelastico, (v) los efectos gravitacionales son
despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado continua e irreversiblemente por
un gradiente de presion en la direccidén z y (vii) la reologia y la dinamica de flujo es
descrita por la ecuacion constitutiva del modelo viscoelastico de Jeffreys el cual
acopla al solvente y el polimero a través de una ecuacién constitutiva Maxwelliana.
Al combinar la ecuacion de momento con la ecuacion constitutiva reologica se
obtuvo una ecuacion diferencial parcial lineal que describe los cambios de la
velocidad debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el gradiente de
presién. Suponiendo, que la funcion velocidad es continua, el espacio temporal es
transformado al espacio de frecuencias utilizando el operador de Fourier
(trasformada de Fourier). Suponiendo la condicion de no deslizamiento se
obtuvieron expresiones analiticas para el perfil de velocidad, el flujo volumétricoy la
permeabilidad dinamica en funcion de los numero de Reynolds, y de un tiempo
reducido adimensional. El numero de Reynolds relaciona los mecanismos inerciales
y viscosos, mientras que el tiempo reducido adimensional, es un cociente entre los
tiempos de Retardo y de Relajacion de Jeffreys y Maxwell respectivamente.

Fisicamente, el tiempo reducido se puede interpretar como un cociente entre las
viscosidades del solvente y del polimero. A partir del calculo de la permeabilidad
compleja se obtuvieron las componentes real e imaginaria, las cuales describen la
mecanica lineal entre el gradiente de presion y el flujo volumétrico.

La permeabilidad real muestra curvas resonantes en funcion de la frecuencia
adimensional, las cuales se ven afectadas por los mecanismos de retardo y de
relajacion a través de las propiedades materiales del sistema, en concordancia con
lo investigado por otros autores (Del Rio et al. 1999).

Por otra parte, la permeabilidad imaginaria muestra una serie de curvas periddicas
discontinuas que se desvanecen conforme el sistema evoluciona, las cuales se ven
afectadas por los numeros adimensionales como los son: (i) numero de Reynolds,
(i) tiempo de retardo, en concordancia con lo investigado por otros autores (Del Rio
et al. 1999).

Finalmente, las bondades de nuestro modelo son examinadas con datos
reométricos de sangre con bajo contenido de colesterol y se demuestra la
concordancia entre las proyecciones teoricas y los datos experimentales, todo esto
en el ambito del régimen de viscoelasticidad lineal.

Modelado

e Para describir la dinamica de flujo en un fluido viscoelastico que sigue el
modelo de Jeffreys se obtuvieron expresiones cerradas para la velocidad y
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el flujo volumétrico, las cuales dependen de la frecuencia de oscilacion y de
los mecanismos inerciales y viscosos, a través del numero de Reynolds.
Utilizando el formalismo de Fourier se obtuvo una expresion analitica para la
permeabilidad dinamica en el sistema, la cual, es una relacion entre la
variable de entrada (gradiente de presién) y la de salida (flujo volumétrico).
La funcion de transferencia compleja que se obtuvo es un cociente de series
de Bessel, las cuales inducen a un comportamiento resonante, el cual, es
regulado a través del numero de Reynolds y la funcion fluidez compleja que
depende de la ecuacién constitutiva que se esté analizando.

Expandiendo las series de Bessel se obtiene una expresion analitica para la
permeabilidad dinamica compleja, la cual depende de una suma infinita
compleja de potencias de la fluidez y del numero de Reynolds caracteristico
del sistema.

En particular, cuando se desarroll6 la suma infinita hasta n=5 se obtuvieron
expresiones, en las que la parte real, al igual que la parte imaginaria, tiene
un comportamiento monaotono creciente lineal. Es importante resaltar que en
este desarrollo, no se observan las curvas resonantes deducidas en la
literatura especializada en el tema, por lo que se necesitan tomar mas
términos de la serie infinita.

Las curvas generadas mediante las simulaciones, son caracteristicas de
otros sistemas dinamicos que involucran una variable de entrada y salida y
mecanismos de tipo inercial modificados por los efectos elasticos. Por citar
algunos: (i) Medios porosos, (ii) Fluidos electroreologicos, (iii) Sistemas
bioldgicos (Células ciliadas externas, Flujo sanguineo).

Nétese que la manera de modificar el numero de Reynolds es a través de la
geometria (radio del capilar) y las propiedades materiales del sistema, la
cuales se ven modificadas por efecto de: (i) pH, (ii) Concentracion, (iii) Peso
molecular.

Simulaciones computacionales

Maxwell

Para un fluido Maxwelliano (L'=0) y a valores del nimero de Reynolds
pequefios, i.e. Re <<1 (Efectos inerciales menores que los viscosos), se
observo el comportamiento resonante en la curva descrita por la parte real
de la permeabilidad dinamica compleja, en la cual se encuentra el mayor pico
alcanzado a valores pequefos de la frecuencia adimensional,
aproximadamente en o'=7, Por otra lado, la parte imaginaria de la
permeabilidad compleja cuenta con un pico maximo y un minimo globales
que incluyen una parte positiva y negativa, respectivamente. Estos puntos, al
igual que en la parte real, se encuentran aproximadamente en o= 7.

Conforme el valor del numero del Reynolds va en aumento y se acerca a
Re=1 el numero de curvas resonantes presentes en la ventana de
observaciéon aumenta conforme al antes mencionado. Asi mismo, el mayor
pico alcanzado por la permeabilidad real tiene dos casos importantes para
ser mencionados: (i) Disminuye en cuestion del valor para la permeabilidad
real y (ii) Disminuye en posicion con respecto a la frecuencia adimensional,
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pues, se encuentra a una menor frecuencia adimensional que en el caso
antes mencionado, aproximadamente en ' =3. Por otro lado, la
permeabilidad imaginaria compleja cuenta con un pico maximo y un minimo
globales que incluyen una parte positiva y negativa, respectivamente. Estos
puntos, al igual que en la parte real, se encuentran aproximadamente en
o = 3. Todo esto en el campo del fluido Maxwelliano.

Jeffreys
Tiempo reducido

Para un fluido de Jeffreys (0 < A" < 1) y a valores del nimero de Reynolds
igual a 1, en donde los mecanismos inerciales y viscosos ejercen una misma
influencia, se observé un comportamiento similar a una curva resonante, en
donde se tienen presentes un pico maximo y un minimo ubicados en la regidn
positiva y negativa, respectivamente y a valores de la frecuencia
adimensional pequefios (n'=2.2). Todo esto presente en ambas partes de la
permeabilidad dinamica compleja. Conforme el tiempo reducido
adimensional (L") va acercandose al valor unitario, los picos maximo y
minimo se ven desplazados, tanto en valor alcanzado por la permeabilidad
compleja como en el valor de la frecuencia adimensional en el que se ubican,
hacia valores menores.

Se encuentran casos limite, en donde el tiempo reducido adimensional tiende
al valor unitario, i.e. (A'=1) el comportamiento expuesto por el fluido se
asemeja a un fluido newtoniano, donde el comportamiento aportado por el
solvente se asemeja al aportado por el polimero. En estos casos se observo
que, mientras se tenga un valor para el numero de Reynolds bajo, el valor
maximo alcanzado por la permeabilidad es bajo y su comportamiento tiende
a ser decreciente y lineal, esto presente en la parte real e imaginaria, siendo
positiva para la parte real y negativa para la imaginaria. Sin embargo,
mientras el valor del numero de Reynolds aumenta, i.e. las fuerzas inerciales
dominan sobre las fuerzas viscosas, empieza a existir el comportamiento
asintético e incluso presentar una curva resonante, pero con menor magnitud
en comparacion por las exhibidas por el fluido de Jeffreys. Asi también, el
valor maximo alcanzado por la permeabilidad aumenta conforme el nimero
de Reynolds.

Datos reométricos de sangre
Reynolds

Para los casos en donde datos reométricos de sangre con bajo contenido de
colesterol son usados en la simulacion junto con un valor del numero de
Reynolds bajo (Re=1), la parte real de la permeabilidad dinamica presenta
una serie de curvas resonantes que se van atenuando mientras el sistema
evoluciona. En estas curvas, el mayor pico es localizado a un valor de
frecuencia adimensional bajo (v'=2.2), en donde la permeabilidad dinamica
alcanza el maximo valor. Es importante mencionar que existe un segundo
pico dominante ubicado a frecuencias adimensionales moderadas (o'=15), y
a partir de este punto se encuentra un cambio de signo en donde las curvas
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se vuelven negativas y existe un punto minimo global. Por otro lado, la parte
imaginaria presenta un pico negativo global a bajas frecuencias seguido del
pico maximo global presente, este comportamiento sigue conforme el
sistema evoluciona con la diferencia de que son menores en cuanto a su
valor pues tienden a atenuarse a frecuencias altas.

De los casos con datos sanguineos donde el sistema se evalua con valores
del numero de Reynolds (Re=10, 12) se infiere que existe un valor del numero
de Reynolds critico, en donde las curvas resonantes se presentan un
maximo, como puede ser visto en la ventana de observacion para dichos
sistemas, a valores moderados de la frecuencia adimensionales.

Para los casos con datos reométricos de sangre en donde el valor del niumero
de Reynolds es el menor analizado (Re=0.1) se encuentran presentes las
curvas resonantes antes descritas. Es importante resaltar que las curvas
obtenidas en estas simulaciones son menores que las obtenidas en
anteriores, en donde los efectos inerciales son menores que los efectos
viscosos, atenuando y disminuyendo la cantidad de resonancias presentes.

125



CAPITULO IX
TRABAJO FUTURO



VAIVERADAD NAGIONAL
AVENMA DE
MEXK

TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADA A LA PERMEABILIDAD DINAMICA DE UN
FLUIDO BIOLOGICO VISCOELASTICO: SANGRE HUMANA e

ZARAGOZA

Se presentan algunas de las aplicaciones de flujo pulsatil y puedan ser

viables a diferentes ramas de las ciencias:

Una continuacion de este trabajo, seria en la extension de fluidos
viscoelastico no lineales, es decir, que se aplique a altas rapideces de
deformacion. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones constitutivas que
describen este régimen es la ecuacién reolégica de Tanner.

Comprobar las predicciones tedricas de este modelo utilizando datos
provenientes de experimentos reologicos en estado estacionario y no
estacionario. (Pruebas de corte en donde se destruye el material,
pruebas de flujo oscilatorio en donde se analiza la respuesta mecanica)

Aplicar estos conocimientos a otro tipo de sistemas complejos como
son: Sistemas bioldgicos que presente las propiedades visco-elasticas
del material.

Emplear este modelo en la industria alimenticia para saber el
comportamiento los componentes viscosos Yy elasticos de este tipo de
fluidos.

Este trabajo se puede aplicar a fluidos micelares utilizados en la
extraccion terciaria de petroleo. Este tipo de fluidos se inyectan en los
yacimientos de petréleo y debido alos gradientes de presion elevados,
laroca se fracturay se puede recuperar mayores cantidades de crudo.
La solucion micelar consiste en una mezcla de tensoactivo, alcohol,
salmuera y crudo. Los reactivos quimicos empleados, sus
concentraciones en los procesos de inyeccion y los tamafios de los
mismos, dependeran de las propiedades de los fluidos y del medio
poroso de la formacion, asi como de las consideraciones econdmicas
correspondientes. Dada la situacion actual en el mercado de precio del
petrdleo, larecuperacién mejorada por métodos quimicos se constituye
una de las principales vias para aumentar el factor de recobro en los
yacimientos.

Implementando esta investigacion en la Facultad de Estudios
Superiores Zaragoza en asignaturas como Fendmenos de Transporte,
Transferencia de Masa, Flujo de Fluidos, Matematicas, Laboratorio y
Taller de Proyectos entre otras. Ampliando estos conocimientos y
llevarlos a la parte computacional y experimental.
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APENDICE A

En este apéndice se desarrollalas ecuaciones principales mediante unaforma
matematica equivalente a la desarrollada mediante el formalismo de Fourier.

Q():T[RZPO L 2J1((XR) (A_1)
iop (aR)J, (oR)
Evaluando los términos dentro del corchete:
Q- TRP’| (aR)" (aR)" 11(aR)" (A.2)
iop 8 48 3072
Factorizando el término cuadrado se tiene:
o TR7P" (aR) [1+(aR) L L(eR) } (A-3)
8imp 6 384
Donde:
o= (A-4)
N

Sustituyendo el valor de alpha:

_mR'P’ : iopR* . 1 l(o)p)2 R*

Q’ ; ; (A-5)
8n 6n"  384(n')
Adimensionando los valores de viscosidad y frecuencia:
QOI T[R4P0 1- I(DpI{2 (&j (A_6a)
2]
Mo Mo
4p0 2
Q0= TCR P _1* 1_ lpR ((Dlo _1* (A—6b)
8, M [ oMo n
Donde:
I _.
—=0 (A-7)
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Para obtener la expresion de flujo en término de la fluidez compleja adimensional:

aR*P° _.| . ipR? .
Q"= ¢ [1— )P } (A-8)
&N, 61'102“0( O)
Donde:
© =0y Fi0, (A-9)
Sustituyendo la expresidn de la fluidez compleja:
o mWRYP® _  _ ipR*(04,) ,_ . ._
_ tig, )| 1-PR(OK) & (A-10)
Q = (Pr wl){ i (P +iG, )
Y operando:
o MRPY| _ s ipR” ((’37‘0) 2 ynyic s o2 A-11
= L S U4 9) - -
= [((PR i3,) o (75 21,5, -9; ) (A-11)
oo TR'P' {a rig PRI(92)Ph | PR (k)7 Ty |, PR’ (wko)pr}
8N, : ' oM, 3N, oMy,

(A-12)

Factorizando los términos reales e imaginarios

4140 2 — 2 —2 2 —2
o= TR'P {(T)R (1+PR (w%o)cpIJ+i[_pR (0ho) Py , PR? (0 ) P +6‘ﬂ

8N, 31,2, M, My,
(A-13)
Para un fluido de Maxwell se tienen las siguientes consideraciones:
Pp =1 (A-14a)
0, = (wko) (A-14b)

Y sustituyéndolas en la ecuacion de flujo

Qo:nR“PO [{HPRZ((DM)ZJHE_DRZ((DMLPRZ (037»0)3 +(mx0)ﬂ (A-15)

&n, 3neh, oM, 6M6A,

Factorizando para obtener la expresion final de flujo:

Qo_ﬂ{{HM}H(mXO){I- PR’ (1'((’)7‘0)2 )}} (A-16)

8N, 3nph, oMy,

Para asi sustituir en la siguiente ecuacion:
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QZRG{Q%“‘“} (A-17)

Queda:

(A-18)
Donde se sabe que:
¢'=Cos (ot )+iSen(ot) (A.19)
Sustituyendo:
410 2 2 2
Q= TR PR () +i((0)u0)|:1- PR (l-(mko)z)} Cos(ot)+iSen (ot)
&, 3Nohg oMy,
(A-20)

Para asi aplicar la propiedad distributiva:

[HM] Cos(mt)+i[1+w} Sen (ot)+

3Ngh, 3Ngh,

2

{1- PR’ (1-((0%)2)}(@%)COS(mt)+12 {1-&(1-(mk0)2)}(mXO)Sen(mt)

oMy, oMy,

(A-21)

Finalmente, sustituyendo i’=-1y separando la parte real de la imaginaria:

Q.- R *P° {[H PR’ (‘97‘0 )2 ]Cos(mt)-_l- pR* (1-((1)%0 )2) (mko)Sen(mt)}

8N, 3Ny, oMy,

lejtwl)0 {!lerRz(wko)z]Sen(oat)Jrl- PR (1'(037%)2) (ka)Cos(wt)}

&My 3Ngh, oMy,

(A-22)

Para asi obtener el flujo complejo en los términos reales e imaginarios.
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APENDICE B

Este trabajo sera presentado en el XXXVII Encuentro Nacional de la Academia
Mexicana de Investigacion y Docencia en Ingenieria Quimica A. C. (AMIDIQ) en la
sesion de Fendmenos de Transporte. A continuacion se muestran la carta de

aceptacion y el extenso.
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Resumen

En este trabajo se estudia la permeabilidad dindmica de un fluido biologico viscoeldstico
(Sangre Humana) en un capilar de radio r =a y longitud z =L. A partir del calculo de la
permeabilidad compleja se obtienen la parte real e imaginaria, las cuales describen la
mecanica lineal entre el gradiente de presion y el flujo volumétrico. La parte real muestra
curvas de relajacion, las cuales se ven afectadas por las propiedades materiales del medio asi
como la parte disipativa que corresponde a esta componente de la permeabilidad. La parte
imaginaria muestra una serie de curvas resonantes y comportamiento tipo diente de sierra
aludiendo a la parte elastica del sistema. En casos especificos, en donde se tiene datos con
un numero de Reynolds bajo y un tiempo reducido muy pequefio i. e., los efectos viscosos se
sobreponen a los efectos inerciales que tienen relacion en el nimero de Reynolds y el
comportamiento aportado por la parte del polimero domina sobre el aportado por el solvente,
se tiene que la sucesion de curvas resonantes se presentan en la parte real de la permeabilidad
y el comportamiento tipo diente de sierra en la parte compleja de la permeabilidad.
Finalmente, las bondades de nuestro modelo son probadas con datos reométricos de sangre
con bajo contenido de colesterol y se demuestra la concordancia entre las proyecciones
tedricas y los datos experimentales, todo esto en el ambito del régimen de viscoelasticidad
lineal [1]

Introduccion

El estudio de la sangre presenta un reto mundialmente, ya que el primer paso se concentra en
la caracterizacion de la misma y el segundo al efecto de diferentes patologias, entre las cuales
se pueden citar: (i) la hiperglucemia asociada con la diabetes tipo [ y II, que se han declarado
como epidemia nacional, (ii) hipercolesterolemia asociada con el colesterol alto que afecta
las arterias y que provocan los infartos al miocardio, (iii) el cancer que es un desequilibrio en
la produccion de globulos blancos y (iv) todo tipo de enfermedades de trasmision sexual. De
los multiples trastornos metabdlicos presentes en un ser humano, la hipercolesterolemia (altas
concentraciones de colesterol en sangre > 200 mg/ dL) tiene grandes repercusiones en la
fisiologia cardiovascular. La sangre es un fluido con dos fases perfectamente diferenciadas:
una suspension de células (eritrocitos y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio
liquido, como el plasma (agua, sales, proteinas y metabolitos), que llamaremos fase continua
[1].

Metodologia

Para describir la transferencia de momento y reologia se suponen las siguientes condiciones:
(1) proceso isotérmico, (ii) fluido incompresible, (iii) estado no estacionario, (iv) fluido
viscoelastico, (v) los efectos gravitacionales son despreciables, (vi) el sistema (fluido) es
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deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion en la direccion z y (vii)
la reologia y la dindmica de flujo es descrita por la ecuacion constitutiva del modelo
viscoelastico de Jeffreys. Una representacion del problema fisico se presenta en la Fig. (1) y
el problema se resuelve en coordenadas cilindricas.

Figura 1. Ilustra el Sistema de estudio. Un capilar de radio r =a y longitud z= L. A la derecha
del capilar un punto material que puede ser expresado en coordenadas cilindricas.

Modelado Matematico
La ecuacion de momento se puede expresar en términos del formalismo de Cauchy

p%+v.[pvv]:V-T+f:V-T+pg (1)

1 00
T=-pl+o;I={0 1 O (2a,b)
0 0 1

En la Ec. (1) V es el campo de velocidades del sistema, p es la densidad del fluido, pVV es
el flux de transferencia de cantidad de movimiento, T es el tensor total de Esfuerzos, el cual
depende contiene dos contribuciones asociadas con la presion multiplicada por el tensor
unitario, y el tensor de esfuerzos viscoelasticos respectivamente y finalmente g es el vector
aceleracion en el campo terrestre, el cual es contante. Para caracterizar nuestro fluido
viscoelastico se supone que el fluido puede ser evaluado con la ecuacidén constitutiva de
Jeffrey. Este modelo describe que el esfuerzo se descompone en dos contribuciones: (i) La
primera de ellas asociada al solvente y la segunda al polimero o fluido complejo. La Ecuacion
constitutiva en forma tensorial se puede expresar como:

G=0,+0, (3)
6, =2nD (4)
0
1+7»Pa ¢, =2n,D
)
2D=VV +VV" (6)
Al combinar las Ec, de (3-6) obtenemos el modelo de Jeffreys
0 0
£1+X05JG:2HOEI+XJ5JD (7)
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En la Ec. (7) {}o,no, As} son las propiedades materiales del sistema asociadas al tiempo de
relajacion de Maxwell, viscosidad cortante y tiempo de Jeffreys respectivamente. El tensor
de esfuerzos viscoelastico, tensor gradiente especial de la velocidad y su transpuesta, estan
dados por:

s. 0 o 000 00 1
6=/ 0 o, O [;VV=y_0 0 0[;VV'=y_[0 0 0 (8a-c)
. 0 o 1 00 000

zr zzZ
Modelo de Jeffreys con efectos inerciales
La componente z de la ecuaciéon de movimiento tomando en cuenta los mecanismos
inerciales, toma la siguiente forma:
oVz op 10

_o 10 9
P o T r o) ©)

El término P@VZ es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracion
instantanea en el sistema.

0 0\
(1+7‘Maj0m:n0£1+}\‘lajy[z (10)
Al combinar las Ecs. ( 9,10) y simplificando, se tiene lo siguiente:
0 \0Vz d\ Op 0\10 ( y j

l+Ay, — |— =1+ A, — || -—— | t M| 1+, — |-—| T 11
p( M atj 8‘[ ( M Gt)( aZj no( Jatjr ar er ( )
La rapidez de deformacion {(rz =dVz/dr se puede expresar de la siguiente:

0 o’ o\( op 01 0( 0Vz
p(a'i‘)\,M ijZ(r,t) = (1+7\,Maj(-§j +1’]0(1+)\,]5J;5(r?] (12)

La Ec. (12) se puede es diferencial lineal y describe las variaciones de la velocidad por efectos
del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en la ecuacién antes mencionada
se tiene lo siguiente:

p(- 0+ 2y (- 10)") V2 (r0) = (1+7»M(-im))[-¥] 1, (1+xJ(-im))l§[r aVZ(f@)]

ror or
(13)

Dividiendo la Ec. (13) por 0, (1 +X, (-im)) , se tiene la siguiente relacidon matematica:

(- i0) 1+kM(-iw))) Va(r0) = 1+, (-io) [_ ﬁp(m)J s lg(r aVz(r,w)J (14

Mo (1+XJ(-ico n0(1+kJ(-im)) 0z r Or or

Simplificando la Ec. (14) y definiendo la fluidez compleja como el inverso de la viscosidad
compleja, se tiene lo siguiente:

L+ hy by (A =2y )0
1+ Mo’ "1+ Me’

La Ec. (6.1-54) puede ser escrita en término de la fluidez compleja por lo que,

0 (0) = 9p (0)-i0, (o) =9, (15)
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p(-i0)e (o) Vz(ro) = (p(m)[MJ + lg[ré‘\/z—(r,w)J (16)

0z ror or

Para resolver la Ecuacion diferencial de Bessel se propone el siguiente cambio de variable:
o’=p(in)e(o) (17)

Notese que o tiene unidades de longitud. Sustituyendo en la ecuacién diferencial, se tiene lo
siguiente:

{%%[%}w}wm):(p(m{%] (18)

La solucién general contiene dos constantes de integracion C; y Cs las cuales deben de
determinarse a partir de las condiciones de frontera, las cuales se pueden describir como:

CF.1:r=0; Vz(0,0)=0; |[Vz(0,0)|<M; CF2:r=a; Vz(0a0)=0 (19)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucion particular debe de permanecer
acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial debe ser infinita. Por otra
parte, la segunda condicion de frontera se relaciona con la condicion de no deslizamiento en
la frontera (pared del tubo capilar). Del andlisis de la primera condicion de frontera se deduce
que la constante C, es cero por consistencia fisic, por lo que al despejar C; se tiene lo
siguiente:

Cp— {ap (‘”)J (20)

Jo(wa)p(in)| oz

Factorizando la velocidad axial en el espacio de Fourier, se tiene:

Vz(or,0)= p(ilw) {ﬁpa(zw)J[l _ i‘)’ ((Z;))j (21)

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcidon de los parametros
materiales del sistema {p mo Ao, As}, la fuerza motriz que deforma continua e
irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de presion en la direccion axial. Notese, que
el perfil de velocidades esta determinado por un cociente de funciones de Bessel, lo que
podria inducir a efectos resonantes en el sistema.

Flujo volumétrico pulsatil

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r =a y longitud z= L,
esta dad a por la doble integral sobre una seccion transversal en donde pasa el campo de
velocidades:

21 a a

Q(t)= [ [ Vz(r,t)rdrdd = 2 Vz(r,t)rdr (22)
00 0
Al sustituir el perfil de velocidades complejos Ec. (21) en la Ec.(22), se tiene lo siguiente:
Q(v)= 2nIVZ(ocr,03)rdr (23)
0

Al sustituir el perfil de velocidades en el espacio de Fourier Ec. (21) en la Ec. (23) y utilizando
la siguiente propiedad de la transformada de Fourier d/dz[zJ1(z)] = z Jo (z). En la Ec. (24) {Jo,
J1} son la funciones de Bessel de primera especie de orden 0 y 1 respectivamente.
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_m’ [op(0) ], [ L@®B|_ma’[ dp(0)].| L@/
Q(m)_p(im)[ oz J{l ZJO(B)}_pw£ oz h 2JO(B) 4

La Ec. (24) es el resultado mas importante del presente analisis y es punto de partida en los
calculos posteriores. Un hecho importante de la Ec. (25) es la dependencia con el parametro
B el cual, nos aporta informacion acerca de los mecanismos inerciales y de flujo a través de
la funcién fluidez compleja. La Ec. (25) puede ser simplificada utilizando la expansion de
las series de Bessel

LEY® _ (B (B 1o 11 1

12 = — o 25
1,(B) s a5 30 P 305 ® +O()") (2)

Sustituyendo la Ec. (25) en la Ec. (24) se obtiene la siguiente expresion analitica:

Q<m>=£[‘¥J'{‘§<Bz)I—%8(52)2—%@2)3‘%@2)3*O((Bz)m)]

pw

(26)
El pardmetro B se puede expresar en término de las fluideces real y compleja
respectivamente:

B> = (oca)2 =a’p(in)o (0)= azp(iw)((pR (0)-igp, (co)) = azpo)((pI (0)+ipg (03)) 27)
Combinando las tltimas dos expresiones, el flujo volumétrico puede ser descrito como:

Q(@):Laz[_Minsj(De m*?p*)j (28)

pw 0z

En término de las fluideces real e imaginaria se tiene lo siguiente:

Q(w)= G [— ap(m)}i328jm*j'lDej ((pI (0)+ipg (o)))j (29)

(p/Ay) 0z
En donde:
, . . De >>1 : Inercia
De=2P% _ _ nerc1.a' =< De =1: Inercia = Viscoelasticidad
A, Viscoelasticidad ) ..
De <<1: Viscoleasticidad (30a-d)
Y :('07\’09([) ® =—:(p O )=
(o) +() 0® (o) +(1) o
Las Ecs. (30 a-d) son las expresiones de la frecuencia, las fluideces reales e imaginaria
respectivamente.
Resultados

e Utilizando el formalismo de Fourier se obtuvo una expresion cerrada para la
permeabilidad dinamica en el sistema, la cual, es una relacion entre la variable
de entrada (gradiente de presion) y la de salida (flujo volumétrico).

e La funcion de transferencia compleja que se obtuvo es un cociente de series de
Bessel, las cuales inducen a un comportamiento resonante, el cual, es regulado a
través del numero de Reynolds y la funcion fluidez compleja que depende de la
ecuacion constitutiva que se esté analizando.
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Figura 1. Permeabilidad dinamica real para datos reométricos de sangre con contenido de
colesterol bajo.

Figura 2. Permeabilidad dindmica real e imaginaria para diferentes valores del nimero
de Reynolds.
Figura 3. Permeabilidad dindmica real e imaginaria para diferentes valores del nUmero
de Reynolds.

Conclusiones

Conforme el valor del numero del Reynolds va en aumento y se acerca a Re=1 el numero
de curvas resonantes presentes en la ventana de observacion aumenta conforme al antes
mencionado. Asi mismo, el mayor pico alcanzado por la permeabilidad real tiene dos
casos importantes para ser mencionados: (i) Disminuye en cuestion del valor para la
permeabilidad real y (ii) Disminuye en posicion con respecto a la frecuencia
adimensional, pues, se encuentra a una menor frecuencia adimensional que en el caso
antes mencionado, aproximadamente en ®=3. Por otro lado, la parte imaginaria de la
permeabilidad compleja cuenta con un pico maximo y un minimo globales que incluyen
una parte positiva y negativa, respectivamente. Para un fluido de Jeffreys (0 <A"<1)y
a valores del numero de Reynolds igual a 1, en donde los mecanismos inerciales y
viscosos ejercen una misma influencia, se observé un comportamiento similar a una
curva resonante, en donde se tienen presentes un pico maximo y un minimo ubicados
en la region positiva y negativa, respectivamente y a valores de la frecuencia
adimensional pequefios (®'=2.2). Todo esto presente en ambas partes de la
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permeabilidad dinAmica compleja. Conforme el tiempo reducido adimensional (A") va
acercandose al valor unitario, los picos maximo y minimo se ven desplazados, tanto en
valor alcanzado por la permeabilidad compleja como en el valor de la frecuencia
adimensional en el que se ubican, hacia valores menores (Figs. 2,3)
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