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INTRODUCCION

La resolucion de problemas que requieren en uso de matematicas es un tema que
tiene relevancia internacional, ya que el objetivo de cualquier sistema educativo es
lograr que sus alumnos puedan aplicar lo aprendido en un aula a problematicas
cotidianas en donde sea necesario aportar alguna solucion. Cuando un estudiante
finaliza su educacién basica y ha adquirido conocimientos y habilidades en esta
materia, podria participar de un modo pleno en la sociedad moderna a la cual
pertenece al encontrar un empleo con remuneraciéon digna (Organizacién de

Cooperacion y Desarrollo Economicos, 2012).

Si las matematicas resultan relevantes en la resolucion de problemas y en la
participacion plena en una sociedad, su ensefianza tendria que abarcar aspectos
en los cuales los estudiantes puedan relacionar su vida cotidiana con lo aprendido
en la escuela; sin embargo, el modo en el cual se aprende matematicas no es
genérico, por lo que un estudiante de nivel basico puede ver entorpecida la relacion
entre lo que aprende en un salon de clases y situaciones cotidianas si la manera en
la cual ha aprendido a resolver (por ejemplo una suma), no permite que pueda

resolver otra suma en un contexto distinto al escolar.

Existen ejemplos de paises como Finlandia, China y Corea del sur que le
conceden un lugar privilegiado a la ensefianza de las matematicas vinculada a la
resolucién de problemas. Ellos consiguen alcanzar los primeros lugares en el

Programa para la Evaluacion Internacional de los Estudiantes (PISA).

El programa PISA se enfoca en dos ambitos: el primero consiste en evaluar
las habilidades en esta materia de estudiantes de 15 afos a través de la resolucion
de problemas matematicos (Darling-Hammond, 2010). El segundo ambito implica
un enfoque en la competencia matematica en situaciones de la vida cotidiana de un
alumno, mismas que sean relevantes para él. Por lo tanto, se pude asegurar que

aquellos paises que logran alcanzar los primeros lugares de la prueba tienen un



sistema educativo exitoso en cuanto a la fransferencia de habilidades y

conocimientos del contexto escolar a la vida cotidiana.

Ante este escenario, cabe el siguiente cuestionamiento: ;cdémo se puede
ensefar matematicas y esperar que la metodologia empleada permita la
transferencia a contextos distintos al escolar? o, dicho de otro modo, ¢cdémo se
generaliza lo que un estudiante aprendié en el aula a su vida cotidiana? Para
resolver esta cuestion es util hacer hincapié en varios puntos. El primero de ellos
trata sobre los factores que dificultarian la transferencia; podemos pensar en dos
condiciones extremas: 1) la ensefanza de las matematicas de un modo
eminentemente abstracto que no permita su aplicaciéon a entornos significativos
para el estudiante; y 2) el aprendizaje de operaciones matematicas ligadas a un
problema, en contextos practicos y especificos, pero que fuera de dicha situacién
no se logra generalizar a nuevas circunstancias al no haber aprendido las reglas

generales.

La primera condicién sugiere una ensefianza que se enfoca en la parte
abstracta de la matematica, lo cual propicia que, al no percibirse el vinculo con
aspectos significativos de la vida, se acabe aprendiendo la matematica de modo
rutinario y memoristico ya que la abstraccién que implica este primer punto dificulta

aplicar las matematicas en situaciones practicas.

La segunda condicidn extrema implica el aprendizaje de operaciones
matematicas en contextos practicos y especificos —i.e. en situaciones que requieren
el manejo de dinero y cantidades— pero que no trascienden el contexto en el cual

se aprendio.

Si en la ensefianza de las matematicas se encontraran las condiciones
intermedias entre estos dos extremos, la probabilidad de transferencia seria mayor.
Una estrategia que puede permitir encontrar dichas condiciones intermedias, seria
la ensefianza de las matematicas basada en problemas, pero siempre y cuando

permita ir identificando comunes denominadores a partir de una buena cantidad de



problemas, pues de esta manera para los alumnos sera mas facil el consecuente

dominio de reglas que puedan facilitar la transferencia.

Otro angulo del problema acerca de las condiciones que pueden hacer mas
probable la transferencia, tiene que ver con puntos como los siguientes: A) el modo
de plantear un problema matematico; B) las diferencias entre el contexto de
aprendizaje y la transferencia a un contexto novedoso; y C) el método de ensefianza

utilizado por el docente.
A) El modo en el cual es planteado un problema matematico.

Esto implica, comunmente, relacionar la ensefianza de alguna de las areas
de las matematicas —entre ellas, la aritmética— en situaciones cotidianas por parte
de un profesor. A qué recurre un profesor para relacionar las matematicas con la
vida cotidiana de un alumno? La mayor parte de las veces, al planteamiento de
problemas cotidianos que impliquen el uso de conocimientos y habilidades
matematicas. Este planteamiento se da a través de varios factores criticos en la
estructura de dicho problema: modo oral o escrito; usando esquemas o graficas;
basandose en lenguaje cotidiano o sofisticado para el alumno; afadiendo
informacion irrelevante; presentado una situacion a través de un cuento o narracion;
entre otros. Estos factores son importantes ya que en ellos se puede basar la

solucion satisfactoria de dicho problema vy, principalmente, la transferencia.

B) El factor relativo a las diferencias entre el contexto de aprendizaje y el de

transferencia a otro ambito.

Este factor versa sobre las probables diferencias entre contextos de
aprendizaje y el de transferencia. Si es notable la diferencia, la transferencia
probablemente no se llevaria a cabo, dado que los estudiantes no estarian
expuestos a las propiedades de este nuevo contexto con anterioridad. Por lo tanto,
si el contexto al cual se puede transferir lo aprendido en clase es mas complejo en
comparacién con aquel en el que se aprendid en primera instancia, las dificultades
para el alumno serian evidentes. Si los problemas matematicos aprendidos en un

saldn de clases tuvieran semejanzas al contexto cotidiano del alumno, en cuanto al



nivel de complejidad y propiedades numéricas, esquematicas y verbales, la

probabilidad de una transferencia exitosa seria mayor.
C) El método de ensefianza que implemente un docente.

En términos generales, se podrian identificar tres: 1) aquellos que tienen al
profesor como modelo de aprendizaje, es decir, cuando el profesor se limita a
mostrar una linea de razonamientos logicos para llegar a una solucion; pero que
asume que si ya se explico, se debié haber aprendido; 2) los que se basan en una
regla genérica de resolucion de problemas, como por ejemplo: Tratar de entender
el problema; pensar en un plan; llevar a cabo el plan; verificar el resultado; y 3) los
que implican una clasificacion de tipos de problema y una posterior relacion con
algoritmos en funcién de su estructura, en otras palabras, aprendizaje basado en
esquemas. La descripcion y analisis de estas metodologias se desarrollaran en el
capitulo 2 de la presente tesina, aunque es preciso renombrarlas para hacer mas
practica su futura referencia, por lo que a la primera metodologia se le pude nombrar
casuistica, a la segunda método heuristico y a la tercera metodologia basada en

una taxonomia.

Existe un tercer aspecto a considerar, que es complementario a los puntos
expuestos hasta ahora: En la solucién de cualquier problema matematico, resulta
crucial la identificacién de las relaciones cuantitativas implicadas y el sistema de
representacion de dichas relaciones, ya que de eso depende la pertinencia de las

operaciones a realizar y el resultado.

En este rubro, se puede pensar que al interior de las matematicas se
encontrarian las herramientas con las cuales se pueden clasificar diferentes tipos
de relaciones cuantitativas. Si el algebra es, tal como sugiere Carraher, Schliemann,
Brizuela y Earnest (2006), la generalizacion aritmética de numeros y cantidades v,
por ende, la rama de las matematicas que aborda las relaciones cuantitativas del
modo mas general posible, ésta podria ser un marco de referencia para clasificar
las diferentes estructuras de los problemas matematicos. El gran desafio consiste

en armonizar la aritmética con el algebra; ensefar a razonar algebraicamente a



partir de lo concreto y generar mayores posibilidades de transferencia en la medida
en que el algebra resulte el mejor recurso para identificar las relaciones cuantitativas

implicadas.

El algebra como criterio rector para identificar diferentes tipos de relacion
cuantitativa, tendria como ventaja abonar a favor de una misma logica entre la
aritmética y el algebra, tal como lo han impulsado autores como Schliemann,
Carraher y Brizuela (2011) y en general en movimiento del Algebra temprana (Blair,
2003)

Si bien es cierto que la aritmética representa muchas ventajas en relacion
con la transferencia, posee limitantes al momento de clasificar y esquematizar
problemas planteados verbalmente. Por ejemplo, si se planteara el siguiente
problema: “Juan tiene 3 bolsas de palomitas, si su mama le regal6 otras 2 bolsas,
¢cuantas bolsas tiene ahora?”, aritméticamente hablando, tendriamos que sumar
las cantidades que se plantean en el problema para solucionarlo a partir de una
clasificacion pertinente (problemas de suma, por ejemplo); sin embargo, si el
problema se planteara del siguiente modo: “Juan tiene 3 bolsas de palomitas,
¢cuantas palomitas le regalé su mama si en total tiene 7?” una clasificacién de tipo
de problemas como la descrita con anterioridad la ubicaria en otro tipo de operacion
aritmética, a pesar de contener la misma estructura que el primer problema (un dato
desconocido y dos datos conocidos, los cuales conforman las partes y la cantidad
total del problema), con lo que el algebra representa una ventaja en cuanto a la
configuracion de un referente que puede permitir a un alumno clasificar de un modo
mas general los tipos de problemas a los cuales se puede enfrentar, incluyendo

aquellos que conllevan datos desconocidos.

Esta situacion implica una desvinculacion entre la clasificacion de problemas
usando la aritmética y la propiedad algebraica de generalizar los datos a través de
letras, lo cual no se limita al campo de los problemas aritméticos planteados
verbalmente, debido a que comunmente el algebra representa una dificultad para
los alumnos de nivel basico, puesto que sus reglas son distintas a la aritmética y

basa sus procedimientos en letras en vez de numeros. Ante esta situacion, existen



movimientos que han intentado vincular a la aritmética y al algebra a través de la
ensefanza de las matematicas. Estos movimientos sugieren que, tanto aritmética
como algebra, pueden combinarse en la ensefianza de las matematicas basada en

la resolucion de problemas planteados verbalmente.

Los tres tipos de metodologias en la resolucion de problemas anteriormente
enunciados —teniendo como nucleo operativo la clasificacion de problemas a través
de esquemas para poder llegar a la transferencia— se basan principalmente en
problemas aritméticos. Por lo tanto, cabe la siguiente interrogante: el uso de un
algebra simplificada facilitaria la transferencia de problemas aritméticos planteados
verbalmente? Y si fuera asi, ;como se llevaria a cabo la ensefianza basada en

algebra?

Una prueba de que es mas probable que la transferencia se presente al
combinar problemas aritméticos verbales con esquemas algebraicos -en
comparacion con otras metodologias— se observa en la propuesta metodoldgica de
Xin (2012), quien teniendo como criterio eje al algebra para clasificar problemas
planteados verbalmente a través de esquemas, entrend a nifios de cuarto grado de
primaria en EE.UU. en la identificacion de la estructura comun de los problemas de
suma y resta y de multiplicacion y division a través de esquemas algebraicos. Si
este tipo de metodologias aumentan la probabilidad de transferencia a través de la
clasificacion de las estructuras subyacentes de un problema aritmético planteado
verbalmente, es conveniente ahondar en dicha metodologia, con la intencion de
optimizarla a partir de los problemas mas complejos, como aquellos que requieren

una operacion intermedia o paréntesis para poder resolverlos.

Es por ello que el objetivo de la presente tesina es hacer una revision histérica
de la logica, procedimientos y planteamientos tedricos acerca de la ensefianza para
la solucidn de problemas matematicos en la educacion basica, para finalmente
proponer el disefio de una metodologia en la resolucion de problemas aritméticos
verbales para nivel basico de educacion, especificamente para estudiantes el rango
que va de tercer a sexto grado de primaria, que estén en riesgo de tener dificultades

en cuanto a la transicion de la aritmética al algebra.



1. CONTEXTO MUNDIAL Y NACIONAL EN LA
COMPETENCIA DE PROBLEMAS MATEMATICOS

1.1. Estadisticas sobre las competencias no escolarizadas (Prueba PISA).

La prueba PISA evalua las competencias en matematicas, ciencias y lectura
de los estudiantes de sus 65 paises afiliados. Esta prueba no esta disefiada para
evaluar el aprendizaje de los contenidos fijados en los programas de las escuelas,
ni tampoco evalua el desempefio de los docentes o de los programas vigentes. Su
objetivo principal es evaluar si los estudiantes de 15 afios son capaces de
reproducir, aplicar y transferir sus conocimientos en nuevos contextos no
académicos; si pueden analizar, razonar y comunicar sus ideas efectivamente; y si
pueden seguir aprendiendo nuevos conocimientos y habilidades durante toda la
vida (INEE, 2015).

PISA se considera como una evaluacion que implica competencias no
escolarizadas, debido a que los items de la prueba derivan de estandares
educativos basados en habilidades y conocimientos de los alumnos en relacion a
problemas cotidianos de su contexto. Estos estandares sirven, a su vez, como una
referencia de qué tanto una politica de educacién funciona o no en ciertos paises,
por lo que aquellos paises que obtienen resultados favorables en la prueba, sugiere
que poseen sistemas educativos efectivos en relacién a la resolucion de problemas
de la vida cotidiana de sus alumnos y que, ademas, estos sistemas pueden
implementado en los paises que obtienen resultados bajos en la escala de la
prueba. Esta prueba establece seis niveles de competencia: nivel 6 (mas de 668
puntos), nivel 5 (607 a 668 puntos), nivel 4 (545 a 606 puntos), nivel 3 (483 a 544
puntos), nivel 2 (421 a 482 puntos) y nivel 1 (358 a 420 puntos). Cuando el puntaje
de algun estudiante se ubica por debajo del nivel 1, la escala indica que éste no es
capaz de realizar las tareas matematicas mas elementales que exige PISA (OCDE,
2015).

Una de las competencias que evalua la prueba PISA es la matematica. La
competencia matematica se puede definir como la capacidad de un estudiante para

resolver, razonar, analizar y comunicar de modo eficaz situaciones que impliquen
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conceptos matematicos (OCDE, 2015). Ademas, el dominio de las competencias
matematicas es un aspecto que predice una mayor probabilidad de que se continue
con estudios de educacion superior y de ingresos que vayan de acuerdo a sus
expectativas. Teniendo esto en consideracion, es adecuado describir los resultados
de la prueba en competencia matematica para identificar a los paises que lideran la
clasificacion de la prueba vy, a partir de esos estandares, ubicar la situacion en la

que se encuentra México en relacion a esta prueba y a este tipo de competencia.

Antes de describir los resultados de los paises mejor ubicados en la escala
de la prueba, cabe destacar que entre los paises que participaron en la evaluacion
de matematicas de PISA en el ano 2012, existen grandes diferencias en el puntaje
de la prueba, puesto que la diferencia entre el pais con el puntaje medio mas alto y
el pais con el mas bajo es de 245 puntos, es decir, el equivalente a casi seis afos
de escolarizacion. A esto hay que afadir las diferencias que existen dentro de la
prueba en cada pais; la diferencia de rendimiento en matematicas dentro de los
paises es por lo general incluso mayor a las que existen entre los paises, mas de
300 puntos de separacion entre los rendimientos mas altos y mas bajos en un pais,
lo que implica siete afios de escolarizacion (OCDE, 2015). Por lo tanto, los
siguientes puntajes suponen un especial enfoque en las necesidades educativas y

en la reduccion de distancias entre el desempefio de los paises de la OCDE.

Shanghai-China tiene la puntuacién mas alta en competencia matematica,
con una media de 613 puntos, esto significa que se encuentra 119 puntos por
encima de la media de la OCDE. Singapur, Hong Kong-China, Taipéi Chino, Corea,
Macao-China, Japon, Liechtenstein, Suiza y Holanda, en orden descendente en
cuanto a puntuacion, son los diez mejores en matematicas. La economia asociada
de Shanghai-China tiene la mayor proporcién de estudiantes con un rendimiento de
nivel 5 o 6, con un 55%, seguida de Singapur, con un 40%, China Taipéi, con un
37% y Hong Kong, con un 34%. Por otra parte, el 23% de los estudiantes en paises
de la OCDE vy el 32% de los estudiantes en todos los paises y economias
participantes no alcanzaron el nivel basico (nivel 2) en la evaluacién de matematicas
de PISA (OCDE, 2015).
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Dentro de este contexto mundial en competencias matematicas, México se
encuentra ubicado, segun dicha prueba, en el lugar 53 con un puntaje medio de 413
puntos—nivel 1, el mas inferior de la escala—. Esto quiere decir que de los estudiantes
mexicanos evaluados, el 54.7% se encuentra por debajo del nivel 2 y tan sélo el
0.6% en el nivel 5 0 6. §Qué implican estos puntajes en comparacién con otros
paises? El puntaje otorgado a México es equivalente, estadisticamente, al obtenido
por paises como Costa Rica o Uruguay, aunado al hecho de estar por debajo del
puntaje promedio de PISA. Los alumnos mexicanos de mas alto rendimiento
obtienen el mismo puntaje que un alumno promedio en Japoén (539 puntos).
Ademas, el promedio de México de 413 puntos lo ubica por debajo de Portugal,
Espafa y Chile, aunque superior a paises como Brasil, Peru y Colombia (OCDE,
2014).

Si bien es cierto que las estadisticas nacionales en la prueba PISA ubican a
México en una posicion muy inferior en comparacion con otros paises, esto no
quiere decir que no existan avances en este puntaje en comparacién con los
anteriores afnos en los que la prueba fue aplicada. Entre PISA 2003 y PISA 2012,
Meéxico mejoro en el puntaje promedio de sus alumnos evaluados en matematicas,
pasando de 385 puntos en 2003 a 413 puntos en 2012. El aumento de 28 puntos
en matematicas entre PISA 2003 y PISA 2012 fue uno de los mas importantes entre
los paises de la OCDE, a tal grado que de los 39 paises y economias que
participaron en PISA 2003 y PISA 2012, sélo México, Turquia y Alemania mejoraron
significativamente su rendimiento en matematicas durante el periodo entre estudios
(OCDE, 2014).

Si el puntaje, teniendo en cuenta que es de niveles basicos en promedio, ha
ido mejorando a lo largo de los anos, esto brinda un panorama que sirve como
referencia para estadisticas nacionales que, aunque no evaluen competencias no
escolarizadas como la prueba PISA, se encargan de competencias de indole
escolarizada, lo que quiere decir que se basan en evaluar lo que se domina de un

curriculo escolar.
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1.2.  Estadisticas sobre las competencias escolarizadas (pruebas Excale,

ENLACE y PLANEA).

Los datos del estudio PISA, sobre todo para los paises que obtienen bajos
resultados, implican una presion para que las naciones involucrados revisen sus
politicas educativas en las competencias correspondientes como las matematicas
—para favorecer una participacion en la sociedad moderna a los estudiantes— las
evaluaciones nacionales escolarizadas pueden resultan vitales para comprender el
estado en el cual se encuentran los estudiantes en relacién a la ensenanza que
reciben en sus respectivas aulas. En México, el Sistema Educativo Nacional (SEN)
comprende el sistema escolarizado y el extraescolar. El sistema escolarizado se
divide en tres niveles: nivel basico, medio superior y el superior. El nivel basico
comprende a su vez la educacién preescolar, primaria y secundaria (Diaz, 2013).
La educacion primaria, como todo el sistema educativo, esta sujeta a distintas
evaluaciones, especificamente, se realizan varias pruebas escolarizadas, de las

cuales destacan, para alumnos de educacion basica, las pruebas Excale y ENLACE.

La prueba ENLACE en el afio 2008, indicé que de los alumnos de primaria a
los que se les aplico la prueba, el 73% se ubica en los rangos de elemental o
insuficiente, mientras que para los de secundaria, en el mismo rango de elemental
o insuficiente, el porcentaje fue mayor: 91%. Sin embargo, para el afio 2013, el
porcentaje de alumnos en los rangos de elemental o insuficiente disminuyd
significativamente a un 51.2 %, teniendo como consecuencia evidente un aumento
al 48.8 % de los estudiantes en el rango de bueno y excelente; esta tendencia se
mantuvo, en un grado menor, para los alumnos de educacién secundaria, ya que
del 91% de los estudiantes que se encontraban en los niveles mas bajos en 2008
(elemental o insuficiente), en 2013 el porcentaje disminuyd a 78.1% (Secretaria de
Educacién Publica, 2013).

Por otra parte, los Examenes de la Calidad y el Logro Educativo (EXCALE),
los cuales evaluaban el desempefio de los estudiantes basandose en muestras
representativas de los mismos en competencias escolarizadas. Las puntuaciones

de la prueba se basaban, principalmente, en el dominio de un contenido curricular
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(INEE, 2015). La prueba EXCALE (2005, en Blanco, 2011) indicé que el 70% de los
estudiantes de sexto de primaria se ubicaron por debajo de los dos primeros niveles
de logro, de un total de 5. Esto implica que mas de dos terceras partes de los
alumnos de sexto de primaria no poseen ni los conocimientos ni las habilidades

requeridas en los planes de estudio de la SEP.

Estas dos pruebas revelan datos que se complementan entre si, ya que la
prueba EXCALE se aplico en el 2005 (bajo esta modalidad) y la prueba ENLACE se
implemento del afio 2006 al 2013, aunado a que ENLACE evaluaba un dominio
curricular y EXCALE evaluaba contenidos curriculares aplicando pruebas a
estudiantes. A pesar de los aparentes avances en competencia matematica
reportada por la SEP, en el aio 2013, de acuerdo a lo reportado por el INEE relativo
a la justificacion de la prueba PLANEA (INEE, 2015), este instituto solicitd a un
comité de expertos internacionales la elaboracion de un estudio para analizar la
solidez operativa de dichas pruebas, mismo que identificd problemas en ambos
instrumentos. Con la intencién de contar con instrumento con mayor confiabilidad y
validez el INEE disefid, en coordinacion con la SEP, el Plan Nacional de Evaluacion
de los Aprendizajes (PLANEA), con el fin optimizar las pruebas ENLACE y EXCALE.
Cabe mencionar que la prueba PLANEA se aplicé a estudiantes de Educacién
Media Superior y de Nivel Basico (cuarto grado de primaria) y que sus resultados
no son comparables con las dos pruebas anteriormente mencionadas, de acuerdo
a lo indicado por el INEE (2015).

¢ Cuales fueron los resultados de la prueba PLANEA aplicada en el 2015?
Segun lo reportado por el INEE (2015), teniendo como niveles de dominio de la
competencia en matematicas el |, Il (los mas bajos) y el lll y IV (los mas altos), a
nivel nacional en lo que respecta a la Educacion Primaria, los estudiantes que se
ubicaron en el dominio | correspondieron al 49.5%, mientras que para el dominio Il
el porcentaje fue de 33.2%. Los dominios lll y IV fueron alcanzados por un 16.6 %
y un 2.6% respectivamente. En el caso de la Educaciéon Media Superior, los alumnos
que se ubicaron en el nivel de dominio IV representaron el 6.4%, mientras que el

nivel Il lo alcanzaron el 12.4% de los estudiantes. Este porcentaje representa casi
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una quinta parte de los estudiantes evaluados, por lo que la mayor parte de los
estudiantes evaluados se ubicaron en los dominios mas bajos —esto es el | y lI- con
un 51.3% y un 29.9% respectivamente. Estos datos configuran un panorama en el
que el 80.2% de los estudiantes evaluados, tan solo son capaces de aplicar
procedimientos aritméticos y geométricos simples para la comprension de diversas
situaciones similares a las que se estudian tan sélo en el aula, ademas de la
identificacion de relaciones espaciales, las cuales se pueden considerar

situacionales que no trascienden el contexto en el cual se aprendieron.

Esta falta de transferencia del aprendizaje que se lleva a cabo en el aula
hacia contextos significativos para los alumnos, coincide con lo reportado por la
prueba PISA en el sentido de la carencia en cuanto a la habilidad de los alumnos
en la resolucion de problemas que tengan que ver con competencias matematicas
en situaciones cotidianas. Si el principal obstaculo para la comprension de las
matematicas en su aplicacion mas practica a la vida cotidiana tiene que ver con la
transferencia, una solucion para esta problematica podria versar sobre la
implementacion de metodologias de ensefianza que pongan especial atencion
precisamente en la transferencia, en una ensefianza de las matematicas que logre
el equilibrio necesario entre la aplicacion significativa y las cualidades abstractas
inherentes a esta materia. Es por eso que a continuacion se expondran y analizaran
diferentes metodologias en la ensefianza de las matematicas, con el fin de
argumentar una propuesta de intervencion que tiene como propiedad principal el

concepto multicitado de transferencia.



2. MODELOS TEORICO-METODOLOGICOS DE LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS ARITMETICOS

2.1. El profesor como modelo de razonamiento logico.

Este tipo de metodologia —a la cual se le denominara casuistica ya que
intenta instruir mediante la presentacion de casos— hace alusion al planteamiento
de un problema o caso por parte del profesor y los pasos o procedimientos que éste
sigue para resolverlos, esperando que los alumnos imiten o sigan los mismos pasos
pero en un nuevo caso a partir de su entendimiento o razonamiento propios. Los
procedimientos matematicos se implementan de este modo en la mayor parte de
las practicas de ensefianza, debido a que, para autores que han tratado de subrayar
las presuntas ventajas de este método (como Nevot, 2004), el profesor funge como
un compositor, quien debe plantear preguntas y ejercicios de comprension que
armonicen unos con otros. Se asume tacitamente que el profesor es un modelo que

muestra una linea de razonamiento l6gico, que luego el alumno debe imitar.

Si se pusiera esta metodologia en practica, el procedimiento podria ser el
siguiente: un profesor de matematicas plantea un problema aritmético a sus
estudiantes, con el objetivo de resolverlo frente a ellos mostrando los pasos a seguir
y haciendo hincapié en la informacion mas importante. Por ejemplo “Mario tiene 34
cupones validos en ‘La bodeguita’. Si requiere de 45 cupones para comprarse unos
audifonos, ¢cuantos cupones le faltan?” EI profesor identificaria los datos
importantes del problema (34 cupones, se requieren 45 cupones, por lo tanto, le
faltan 11). Podria recurrir a una reiteracion verbal del problema vy, finalmente,
escribiria el procedimiento correcto. De este modo, los estudiantes tendrian que

repetir el procedimiento para cada problema al cual se enfrenten en el aula.

Este tipo de metodologia presuntamente permite a los alumnos recurrir a
ejemplos que han aprendido con anterioridad, cuando se presente un problema
novedoso, por lo que tendrian que recordar el procedimiento aprendido y aplicarlo.
Ademas, en caso de que el problema sea distinto a los aprendidos en cuanto a datos
e informacion, los alumnos tendrian que comprender las similitudes cruciales para

darle una solucién.
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Esta metodologia hace hincapié en los casos concretos y en su reiteracion;
sin embargo, descuida otros rubros cruciales para relacionar problemas novedosos
con los aprendidos en el aula. Un ejemplo de este descuido ocurriria cuando un
alumno interactuara con otro problema distinto a los que ha aprendido en clase,
¢,como le haria para resolverlo? Lo mas probable es que el alumno recurra a lo que
ha aprendido en clase, por lo tanto, recurriria al procedimiento del profesor. Esto
quiere decir que el alumno haria referencia al modo de comprension y de ejecucion
de su profesor, mas no al suyo, ya que no se puede asumir que la demostracion del
profesor coincida con el modo de proceder de un estudiante ante un problema

novedoso.

Sibien es cierto que para algunos problemas basta con recurrir a lo aprendido
en clase —o en el mejor de los casos al sentido comun— al momento de encontrar
algo que relacione los problemas novedosos con los aprendidos con anterioridad,
un alumno puede encontrar dificultades, pues se le deja en una situacion de
incertidumbre. Otra limitacion que presenta una metodologia casuistica es que
habitualmente al alumno se le ven presentando casos diversos, pero sin la idea de
sacar un comun denominador y sin mantener graduados los niveles de dificultad.
Como tacitamente se asume que el asunto es razonar, entonces el analisis, tanto
de las peculiaridades del problema como de su grado de dificultad, pasan a un
segundo plano. De problemas heterogéneos dificiimente puede esperarse que se
identifique su estructura y los mecanismos de solucién pertinentes, como para
derivar una regla que aplique a situaciones extraescolares; el alumno ve cémo otro

soluciona problemas, pero no se le esta ensefiando ninguna estrategia.

En conclusién, si la casuistica implica un modelamiento de procedimientos
ligados a casos particulares, eso implicitamente asume que los alumnos pueden
seguir este procedimiento tal como lo hace el profesor, sin necesidad de
entrenamiento previo en, por ejemplo, identificacion de informacion o datos
relevantes adicionales a los que el docente realiza para un problema dado. Ejemplos

de ello se observan en el modo de ensefiar temas matematicos como el calculo, el
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algebra o la trigonometria. Por ende, esta metodologia basada en casos particulares
tiene pocas probabilidades de permitir la transferencia, ya que se basa en el
procedimiento que modela el profesor y en la particularidad del caso o problema
resuelto, teniendo a este modelamiento de un procedimiento —derivado del modo en
el cual comprende y procede un docente o instructor— como unico referente de

resolucion.

En contraste, una metodologia que representa una ventaja en relacion a la
casuistica es el método heuristico; este método tiene como principal eje rector los
aportes de George Pdlya. A continuacion se describe de qué va la tesis de este
autor y las mencionadas ventajas en relaciéon a la metodologia basada en la

casuistica.
2.2. El método heuristico.

George Pdlya es considerado como el precursor por antonomasia de las
primeras tematicas de resolucion de problemas. Para este autor, la resolucién de
problemas debe analizarse desde un punto de vista matematico pero de un modo
global, es decir, esta tematica debe basarse en procedimientos que sean aplicables
en cualquier campo de la vida cotidiana (Alfaro, 2006). Pdlya define a la heuristica
como “el arte de la resolucién de problemas, ya que la heuristica trata de
comprender el método que conduce a la solucion de problemas, en particular las
operaciones mentales tipicamente utiles en este proceso” (Pdlya, 1965, p. 102, en
Hernandezy Villalba, 1994). Polya (1945, en Sepulveda, Medina y Sepulveda, 2009)
se interes6 por las problematicas que representaba el desempefo de sus
estudiantes en el aprendizaje de las matematicas, particularmente resolver
problemas. Ademas, a partir del analisis de los dialogos que llevaba a cabo consigo
mismo sistematizé un método que puede ser util a los estudiantes al resolver

problemas.

Para dar cuenta de este método heuristico, este autor tiene como propuesta
metodoldgica un plan que tiene su nombre —plan de Polya— y que se basa en cuatro

rubros: a) comprender el problema matematico; b) concebir un plan para resolverlo;
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c) ejecutar dicho plan; y d) examinar la soluciéon obtenida (Corbalan y Deulofeu,
1996). Antes de describir en qué consisten estos rubros, cabe mencionar que el plan
de Pdlya deriva del cuestionamiento relativo al cobmo resolver problemas en un
modo geneérico, es decir, cualquier tipo de problemas, no soélo los problemas
matematicos. Es por eso que para este autor un aprendiz debe realizar el siguiente
procedimiento al momento de resolver un problema: 1) familiarizarse con el
problema desde una perspectiva global, para que una vez visualizado el problema
y al tener claro qué se puede hacer, el alumno pueda... 2) comprender el problema
al aislar las partes del mismo y proceder a resolverlo. Este proceder puede derivarse
de... 3) una idea util que permita vincular el problema con conocimientos anteriores,
con la intencion de verificar en qué si sirve la idea y en qué no (Alfaro, 2006). Este
procedimiento permitiria a los alumnos vislumbrar el problema desde un punto de

vista global.

Derivado de este procedimiento genérico que aplica para cualquier tipo de
problemas, Pélya desarroll6 los siguientes cuatro pasos que configuran su plan para

resolver problemas matematicos:

a) Comprender el problema matematico: comprender o definir el problema
matematico implica un analisis por parte del alumno en relacién a la
informacion relevante e irrelevante —ya sean datos numéricos o de
contexto (personajes, objetos y lugares)—asi como los datos que se
requieren conocer o incognitas. Comprender el problema también incluye
la herramienta de la representacion —en una primera instancia para
visualizar los componentes— a través de parafrasis, ilustraciones o
graficas (Macias, 2013). Las preguntas de autoevaluaciéon que pueden
realizar los alumnos son las siguientes: ;Qué indica el problema? ;Qué
informacion es la que se requiere? ¢ Cuales son los datos del problema?

b) Concebir un plan para resolverlo: este paso versa sobre el dominio de
estrategias que permitan resolver el problema matematico. Estas
estrategias incluyen el procedimiento correcto de la resolucion del

problema, la solucién y los métodos de corroboracion, mismos que
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pueden derivarse de problemas aprendidos con anterioridad o de
metodologias que sean compatibles con este paso (i.e. el método
casuistico). Las preguntas de autoevaluacion para este paso pueden ser
las siguientes: ¢Has resuelto algun problema parecido a este? ;Debes
usar todos los datos? 4, Se puede resolver este problema usando graficas?
¢Hay mas de un modo para resolver este problema? ;Cual es tu plan

para resolver el problema?

c) Ejecutar el plan: este paso trata sobre la demostracién de un paso y su
correcta ejecucion (Alfaro, 2006). Debe haber un énfasis mayor en la
habilidad del estudiante para ejecutar el plan establecido en comparacion
con el manejo de cantidades, ya que hay una tendencia por reducir el
proceso de resolucion de problemas a los calculos que llevan a la solucion

del problema.

d) Examinar la solucion obtenida: lo cual consiste en la verificacidon de los
tres pasos anteriores con base en el contraste entre el producto del
procedimiento implementado y el dato que faltaba en un principio (i.e. la
sustituciéon de la incognita de una ecuacion por el resultado del
procedimiento aplicado), asi como utilizar como una herramienta los
resultados y el procedimiento de un problema para resolver problemas
similares. Las preguntas de autoevaluacion en este caso pueden ser las
siguientes: ¢El resultado es compatible con el dato que se necesita?

;existe otra posibilidad de resultado en el problema?

Ademas de estos cuatro rubros, Pdlya (1945, en Sepulveda et al., 2009)
establece que existen dos tipos de problemas: los rutinarios y los no rutinarios. Los
problemas rutinarios son aquellos que se resuelven de un modo intuitivo y no
requieren de una esquematizacion o de visualizar un método En cambio, los
problemas no rutinarios requieren un mayor esfuerzo y tiempo antes de que se

vislumbre algun método para darle solucion. Cabe destacar que esta clasificacion
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es relativa, puesto que para algun estudiante resolver un problema aparentemente
rutinario, puede significar un esfuerzo mayor en comparacion con otros alumnos.
Finalmente, de acuerdo a Alfaro (2006) las preguntas que acompanan a cada uno
de los pasos del plan de Pdlya subyacen a dos ideas generales: generalidad y
sentido comun. La generalidad implica todo tipo de situaciones, desde aquellas que
se aprenden o se ejemplifican en un aula hasta las que un alumno puede enfrentar
en su vida cotidiana. El sentido comun hace referencia a preguntas que puede ser
planteadas de un modo simple y que, a su vez, tengan por objetivo desarrollar la
habilidad de preguntar acerca de aspectos clave en los alumnos en relacion a un

problema.

¢De dbénde surge el plan de Pdlya? Sus planteamientos tedricos y
metodoldgicos se convirtieron en una de las lineas de investigacion que mayor
progreso y desarrollo han tenido a la educacion matematica. Esto ocurrié hasta la
década de los 70’® cuando empezd6 a reconocerse el trabajo de Pdlya cuando la
comunidad de educadores matematicos ubico en su propuesta una metodologia util

para la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas (Sepulveda et al., 2009).

El origen del plan de Pélya se puede ubicar en conferencias y clases dénde
se llevaban a cabo demostraciones de resolucion de problemas. A partir de estas
clases y conferencias, surgi6 en Podlya al cuestionarse cémo se origina el
razonamiento matematico, asi como la inquietud por identificar un método para
organizar las ideas relativas a un problema y argumentar por qué un orden dado
puede ser adecuado y por qué otro no lo es (Alfaro, 2006). Aunque es evidente la
influencia de esta clase de cuestionamientos que se hizo Polya, existe una
propuesta relacionada con su plan que pudo haber sido un antecedente importante
en la culminacién del plan Pdlya. Se trata de la tesis de Dewey (1933) acerca de la
resoluciéon de problemas y que versa sobre los siguientes cinco pasos: 1.
localizacion de un problema. 2. delimitar el problema en el pensamiento del sujeto.
3. tentativas de solucién. 4. desarrollo o ensayo de las probables soluciones. 5.

validar o rechazar el plan.
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¢ Qué ventaja tiene el plan de Polya para la resolucion de problemas
matematicos? En primer lugar —y en relacién a la anterior metodologia— la definicidon
de Pdlya en relacion a la heuristica representa la primera ventaja en relacion al
meétodo casuistico, ya que la resolucion de problemas matematicos no se basa
unicamente en casos concretos y en la resolucion que brinda un docente, sino en la
comprension del problema a partir de preguntas que pueden auxiliar a un alumno
en relacion a la resolucion de un problema, aunado a que estas preguntas
representan la base de un método planificado que permite al docente subrayar los
distintos modos de solucion que puede implicar un problema, ademas de intentar

desarrollar en el alumno la habilidad de resolver algun problema.

Ademas, el plan de Pdlya representa una guia para cualquier alumno cuando
tienen que resolver problemas matematicos, debido a que permite hacer una pausa
al momento de operar con cantidades. Esta pausa facilita considerar otros
elementos no numéricos y que juegan un papel crucial en relacion a la resolucion
de un problema matematico, ya que en ocasiones los estudiantes ignoran dichos
elementos para dar paso a un uso indiscriminado de calculos. Un ejemplo de la
importancia de los elementos no numeéricos en un problema matematico lo reporta
Sabagh (2008, en Diaz, 2013), quien asegura que con alumnos que tienen bajo
rendimiento académico en matematicas, existe una alta probabilidad que
distorsionen la informacion verbal inmersa en las relaciones entre cantidades (i.e. la
palabra “mas” en el siguiente problema: Juan compré una caja de galletas 2 pesos
mas barata que Joaquin, si a Joaquin le costé 24 pesos, ¢cuanto le costo la caja de
galleta a Juan? En este caso los nifilos proceden a hacer una suma influida por la

palabra “mas” pasando por alto la verdadera relacion linguistica implicada).

Ademas del estudio anterior que ejemplifica las dificultades del contexto
verbal en un problema matematico, existen otros estudios como el realizado por
Case (1992, en Ramirez, 1998) que han buscado evaluar la eficacia de estrategias
heuristicas basadas en el plan de Polya. En este estudio —realizado con estudiantes
mexicanos de nivel basico de educacion— se les ensefié una estrategia para resolver

problemas de suma y resta basada en cuatro pasos: 1. Leer el problema en voz alta;
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2. Observar y seleccionar las palabras importantes; 3. Elaborar un dibujo o
diagrama; 4. Escribir la operacién y la respuesta completa. Ademas de estos cuatro
pasos, los instructores implementaron estrategias de autoevaluacion y la
identificacion de palabras clave en los problemas de suma y resta. Los resultados
indicaron que los estudiantes redujeron significativamente la cantidad de errores

que cometian cuando resolvian problemas aritméticos de suma y resta.

Por otra parte, quiza la principal falencia del plan de Pdlya surge a partir de
la generalidad que implica dicho plan. Cuando un problema es “similar” a otro, se
asume que poseen caracteristicas que los hacen pertenecer a una misma categoria,
0 que su estructura es la misma pero solo cambian los datos. ;Qué pasaria si un
alumno tratara de relacionar un problema novedoso con otro previamente aprendido
pero con un resultado y procedimiento diametralmente opuestos? Por ejemplo, ante
el siguiente problema “Gerardo compré un frasco de café, el cual costaba 79 pesos
y era 13 pesos mas barato que el que se compré su amigo Héctor, ¢ cuanto le costo
el frasco de café a Héctor?” un problema “similar” podria ser el siguiente: “Rosario
ha coleccionado 45 pulseras fosforescentes, lo cual es 5 veces mas que la cantidad
de pulseras de Fernanda, ¢cuantas pulseras tiene Fernanda?’. Los problemas son
aparentemente similares, pero ni el resultado ni el procedimiento es similar, ya que
el primero implica una resta y el segundo una division. ¢ Un alumno de nivel basico
podria distinguir la diferencia entre estos dos problemas utilizando el plan de Polya?
Probablemente si, aunque el método no brinda una herramienta explicita que
indique alguna diferencia en la estructura de estos dos problemas (sobre todo para
aquellos alumnos a los cuales, probablemente, les sea complicado encontrar

diferencias procedimentales y estructurales entre ambos problemas).

Cuando un problema aprendido con anterioridad es distinto a un problema
novedoso, el plan de Pdlya se veria limitado en relacién a las diferencias que existen
entre esos problemas, tal como se ejemplifico con anterioridad. Para poder
resolverlos de un modo mas sencillo, ¢ que se podria adecuar en relacion al plan de
Polya? Una estrategia heuristica como el plan de Pdélya, induce o propicia

unicamente respuestas mas analizadas o atentas en relacion a los elementos del
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problema y a sus respectivos procedimientos. De este modo, es muy probable que
s6lo afecte la disposicidn de hacer contacto con el problema, por lo que la mayor

parte de la tarea continua recayendo en el alumno.

El plan de Polya permite visualizar la solucién a partir de un analisis previo y
de la ejecucion y verificacion de un plan, pero por si solo no deriva de una
clasificacion que delimite la aplicacion de un procedimiento y que aumente la
probabilidad de éxito en la ejecucion del plan. Dicho de otro modo, el plan de Pdlya
no se encarga —como primera prioridad— del como se resuelve, sino funge como
guia para que el alumno pueda recordar como le ha hecho pero con base en otros
problemas; ¢qué haria falta para que el alumno también relacione tipos de
problemas y no solo los problemas? En los siguientes subtemas se analizaran
posibles alternativas al plan de Podlya derivadas de estos dos ultimos
cuestionamientos, aunque cabe sefalar que aquello que hace falta —en relacion al
cuestionamiento anterior— podria incluir algin método mas sofisticado que el

método heuristico.

En conclusion, el método o plan de Pdlya, se enfoca en que los estudiantes
dirijan su atencion al analisis de un problema matematico antes de comenzar a
hacer calculos. Pdlya indica que el estudio de métodos heuristicos tiene como
objetivo obtener puntos comunes en cualquier tipo de problemas, por lo que se
buscan las caracteristicas generales de analisis de un problema que permitan

implementar estrategias de resolucion (Alfaro, 2006).

El hecho de basarse en cuatro componentes, permite que sea facil de
recordar y permite sustraer un patrén comun de los problemas matematicos, a pesar
de las diferencias que éstos presenten entre si al momento de ser planteados por
un docente o un material de apoyo. Pdlya enfatizé el interés que debe existir por
parte del alumno por resolver un problema. Por otra parte, el docente es concebido
como un modelo en la resolucién de problemas, aunque a diferencia de la
metodologia casuistica (en la cual el docente es el modelo del razonamiento en la
resolucion de problemas matematicos), el docente en el método heuristico es quien

plantea las preguntas a los alumnos con la intencion de brindarles una herramienta
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de analisis global de un problema, por lo que ellos podrian utilizarla en un problema
novedoso (Alfaro, 2006).

2.3  El constructivismo y el algebra temprana.

Uno de los principales temas de discusion acerca de la ensefianza de las
matematicas radica en la creencia de que el algebra debe ser ensefiada a partir de
la educacion secundaria. Ante este escenario, existen propuestas tedricas que
cuestionan este planteamiento y aseguran que el algebra puede ser ensefiada
desde el nivel basico de educacion: la primaria. Se trata de la propuesta tedrica
llamada “algebra temprana”, sus principales tesis se ubican en la obra de
Schliemann, Carraher y Brizuela (2011). Estos autores sefialan que, si el algebra
puede concebirse como una generalizacion aritmética, tanto de numeros como de
cantidades, entonces puede ensefarse la aritmética de un modo mas general al
vincular esta generalidad que ofrece el algebra con la particularidad de la aritmética

relativa a cantidades.

El “algebra temprana” es una propuesta curricular que sugiere la integracion
del algebra en la ensefianza de las matematicas desde la educacion primaria. Esta
propuesta versa sobre los distintos modos de establecer relaciones algebraicas que
se relacionan con la ensefanza-aprendizaje de la aritmética. sPor qué darle un
caracter algebraico a la aritmética? La respuesta radica en que existen modos de
establecer relaciones —pertenecientes al ambito algebraico— y que se pueden
vincular con la ensefanza de la aritmética. Esta relacion puede favorecer en los
alumnos de primaria el desarrollo conceptual de las matematicas con un nivel de
complejidad como el que implica el algebra (Blanton y Kaput, 2005). Por lo tanto, el
algebra temprana tiene como objetivo unificar bajo la misma légica la ensefianza de

la aritmética con el caracter algebraico de ésta.

Considerando que existen elementos que son similares entre la aritmética y
el algebra, también existen elementos incompatibles con el algebra en la ensefanza
de la aritmética. Por ejemplo, la aritmética se remite a la representacion de
cantidades y al manejo que se les pueda hacer a éstas (ya sea sumarlas, restarlas,

multiplicarlas o dividirlas). El algebra, si bien es cierto que considera las



25

representaciones aritméticas, incluye la generalidad que aporta representar una
cantidad con una letra o literal, por o que para un alumno puede resultar muy
elevado el nivel de complejidad basado en esta importante diferencia (i.e., sumar 12
+ 15 es distinto para un estudiante cuando tiene que sumar 3y + 8x + 9y). Otra
problematica que existe en la transicién de la aritmética al algebra, versa sobre el
concepto de igualdad, ya que en aritmética el signo igual se utiliza para representar
un resultado y en algebra para representar una igualdad (i.e., sumar 12 + 15 = 27
es distinto a la equivalencia 3y + 8x + 9y = 13y +5x). Estas diferencias implican que,
cuando un alumno de primaria pasa a secundaria, tiene que reaprender los aspectos

ejemplificados.

¢ Por medio de qué elementos se lleva a la practica el “algebra temprana”?
¢ Por qué se llama constructivista? Se lleva a cabo a través del papel crucial que
representan los instructores o docentes que se encuentran al frente de un grupo de
estudiantes. Los investigadores y docentes de este enfoque se encargan de
brindarles a los estudiantes las herramientas que ellos pueden utilizar y que seria
su decision tomarlos en cuenta para resolver un problema matematico. Es decir, el
alumno construiria su conocimiento de la resolucion de un problema matematico a
partir de elementos que le han sido facilitados por el docente o por sus comparieros
de clase. Por lo tanto, se trata de un enfoque constructivista ya que, ademas de
considerar que el alumno debe adecuar las herramientas de su entorno en relacion
a un problema matematico en funcién de su capacidad y experiencias personales,
difiere de propuestas tedricas que otorgan alguna estrategia directa y las
herramientas metodoldgicas y conceptuales que se requieren para resolver un

problema matematico.

Con este escenario como base, Carraher et al. (2006) ha intentado
diversificar la cantidad de recursos didacticos que den cuenta de cdmo los nifios se
muestran ante una “algebraizacién” de la aritmética. Alguno de esos recursos
didacticos de los cuales los alumnos pueden echar mano son los siguientes: la
notacion algebraica, misma que puede fungir con un apoyo en el aprendizaje de las

matematicas; el uso de rectas numericas, con la posibilidad de ubicar espacialmente
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las cantidades que un estudiante puede utilizar en cualquier contexto —lo que implica
el uso de numeros negativos—; tablas y graficas de funciones simbdlicas, que
pueden ser herramientas para que los alumnos puedan entender cdmo expresar
relaciones funcionales por medio de problemas inmersos en diversos contextos; y
concebir una relacion aritmética como funcion, lo que quiere decir que, para cada
problema, existe una relacion entre ambas partes del mismo (tal como sucede con
una ecuacion, la cual implica una igualdad entre los elementos de ambos lados de
la ecuacion) y que quiza en esa relacion se puede facilitar resolver un problema

matematico (Carraher et al., 2006).

Los diversos contextos que implican los problemas matematicos son
fundamentales en la tesis de estos autores, ya que para ellos el “algebra temprana”
debe serimplementada con base en la ensefianza de situaciones significativas para
los alumnos, con la intencion de hacer de su comprension logica y matematica la

base su propia comprension.

El trabajo de Carraher y sus colaboradores deriva de una disyuntiva inicial
entre aquellas propuestas tedricas que conciben, por un lado, al algebra como una
rama de las matematicas mas sofisticada que la aritmética que debe ser ensefiada
conforme las estructuras mentales de los alumnos lo permitan, lo que quiere decir
que los alumnos, cuando tienen problemas para entender el algebra, se debe a una
insuficiente capacidad cognitiva. En otra vertiente, estan aquellas propuestas que
aseguran que la aritmética tiene una relacién, basica pero latente, con el algebra —
lo que no significa que ambas ramas de las matematicas sean iguales, ya que esta
propuesta subraya que la principal diferencia entre aritmética y el algebra consiste
en que la primera implica operaciones con numeros y la segunda contempla la
generalizacion de numeros, variables y funciones— por lo que puede ser ensefada
desde nivel basico. Derivado de este ultima propuesta, la “pre-algebra” surge como
una propuesta que aminora el paso de la aritmética al algebra a modo de recurso
propedéutico, es decir, crea un puente entre la rigida separacién entre estas ramas
que se plantea en la mayor parte de los planes de estudio en el mundo (Carraher,
et al., 2006).
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¢, Cuales son los indicios de que el “algebra temprana” facilita la comprension
de un problema matematico y, con esto, integrarse de un modo mas efectivo a la
aritmética? Carraher et al. (2011) describe ejemplos en su investigacion, en donde
a nifos de tercer grado de educacion primaria en EE.UU. les pidieron resolver
problemas matematicos con cantidades explicitas e incognitas en ambos lados de
una “ecuacion”. Por ejemplo, en el siguiente problema matematico: “Miguel y
Roberto tienen cada uno un acuario con peces. Miguel tiene 8 peces azules y
algunos peces de color rojo. Roberto solo tiene peces rojos; tiene tres veces mas
peces rojos que Miguel. En total, Miguel tiene el mismo numero de peces que
Roberto. ; Cuantos peces rojos tiene Miguel?” después de una serie de rastreos, los
alumnos pueden llegar a comprender que cuando se realizan operaciones
equivalentes en ambos lados de una ecuacion, la igualdad se mantiene. Este
desempenio brinda indicios de un entendimiento adecuado por parte de los alumnos
en relacion a ideas basicas del algebra, sin importar que los estudiantes vayan en

tercer grado de primaria.

Para implementar la notacion “algebraica” en un problema matematico, en el
problema siguiente: “Si Radl le debe a Susana 3 pesos, ;como se puede
representar la cantidad de dinero que tiene ahora Susana?”, los alumnos, de
acuerdo a la pregunta, son exhortados a identificar algin modo de resolver el
problema, por lo que no requieren saber qué implica una notacion algebraica y que
les puede ayudar a resolver el problema aritmético, simplemente tendrian que echar
mano —si asi lo deciden— de un modo de representacién que les puede ayudar a
ordenar su pensamiento (si se parece a una notacién algebraica, es una
coincidencia operativa). También podrian ubicar la cantidad de dinero de Susana
en una recta numérica para facilitar su “ubicacion” en relacién a otras cantidades.
Como se desconoce cuanto dinero tiene Susana, se puede asumir que ella tiene “n”
cantidad de dinero y que, ademas, ella tiene -3 pesos, lo cual deriva de la deuda de
Raul. Por lo tanto, usando notacion “algebraica”, la cantidad de dinero de Susana

puede ser representada asi: “n — 3”.
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¢ Coincide esta representacion con una notacion formal algebraica? Solo en
su operatividad o su funcion, pero la notacién “algebraica” deriva de un intento por
parte del alumno por organizar la informacién del problema, mientras que la notacion
algebraica formal subyace a reglas algebraicas establecidas hace cientos de afios
y quiza de otros intentos por organizar la informacién. Por lo tanto, como indica el
autor, “la notacion algebraica (en este caso, notacion “algebraica”) los ayudé a pasar
de resultados de calculos especificos a generalizaciones acerca de relaciones entre

dos series de numeros” (p.152).

¢ Qué implica la propuesta del “algebra temprana”? Implica una serie de
planteamientos que intentan vincular la aritmética y el algebra desde nivel basico de
educaciéon. Ademas, sugiere que los alumnos construyen su propio conocimiento en
relacidon a la aritmética a partir de herramientas, de las que destacan la notacion
algebraica, graficas, pictogramas, tablas, y rectas numéricas. Ademas, si bien es
cierto que las investigaciones de Carraher representan nociones de un campo en el
que aun quedan aspectos por investigar (sobre todo aquellos que intentan descubrir
el como piensan los alumnos), son también el referente de una probable linea de
investigacion que puede optimizarse en funcién de sus resultados y de la

confirmacion de los mismos.

Tomando en cuenta que el “algebra temprana representa indicios y nociones
de una linea de investigacion, en contraste, la instruccion explicita contempla una
metodologia distinta que versa sobre herramientas que un instructor puede brindar
a un grupo de alumnos, en lugar de esperar a que los alumnos desarrollen estas

herramientas por si solos.

¢La instruccion explicita impide a los alumnos comprender un modo mas
eficaz al momento de resolver problemas aritméticos verbales? ;El hecho de que,
cuando esta presente la instruccion explicita, las herramientas que se les brinda y
que no eligen ellos, impide que puedan emplearlas y con ello comprender la
implicacion de un problema aritmético verbal? ;Qué elementos brinda las
metodologias basadas en una instruccion explicita y en un entrenamiento

aparentemente mecanico?
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2.4. Modelos de la ensefianza basada en esquemas. Principales precursores.
2.4.1. Las propuestas de Vergnaud y Jitendra

Gérard Vergnaud ha dirigido su trabajo en relacién a la ensenanza de las
matematicas a raiz de la teoria de los campos conceptuales. Vergnaud indica en
relacion a esta teoria, que el conocimiento se puede organizar en campos
conceptuales y que las personas pueden tener el dominio de dichos campos durante
una extensa cantidad de tiempo en funcién a su experiencia, madurez y aprendizaje.
Este mismo autor define al campo conceptual como un conjunto informal y
heterogéneo de problemas, situaciones, conceptos, relaciones, estructuras,
contenidos y operaciones del pensamiento, conectados unos a otros v,
probablemente, entrelazados durante el proceso de adquisicion (Vergnaud, 1982,
en Moreira, 2002). EI dominio progresivo de un campo conceptual requiere entonces
de un prolongado lapso de tiempo para las personas (en el caso de las matematicas,
para los alumnos), por lo que esta teoria puede sugerir que los alumnos de
matematicas pueden organizar los problemas matematicos. Esta organizacion
puede realizarse a través de un esquema, el cual seria la representacion de un
campo conceptual. Por ejemplo, si un estudiante quisiera aprender sumas de 3,4y
5 unidades, podria hacerlo de un modo general —es decir, todos los tipos de sumas
sin un orden establecido— o usando un esquema, con el cual podria intentar
aprender primero las sumas de 3 unidades, luego las de 4 y al final las de 5. ;En
qué consistiria ese esquema? ¢ Facilitaria el aprendizaje de las sumas? Si es
afirmativa la respuesta a estos cuestionamientos, los esquemas facilitarian ordenar

el conocimiento de un estudiante de matematicas.

¢, Qué tiene que ver la teoria de los esquemas con la psicologia v,
principalmente, con la ensefanza de las matematicas? En cuanto a la vinculacion
con el campo de la psicologia este autor indica lo siguiente: “se trata de una teoria
psicoldgica del proceso de conceptualizacion de la vida cotidiana, que permite
localizar y estudiar continuidades y rupturas entre conocimientos desde el punto de
vista de su contenido conceptual” (Vergnaud, 1990, p.133, en Moreira, 2002).

Ademas, define concepto a partir de tres rubros: 1) un conjunto de situaciones que
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constituyen el referente del concepto; 2) conjunto de invariantes operatorios
(teoremas y conceptos-en-accion) que dan el significado del concepto; 3) conjunto
de representaciones simbolicas que componen su significante (Moreira, 2002).
Finalmente, Vergnaud considera que los esquemas necesariamente se refieren a
situaciones, a tal punto que deberia hablarse de interaccion esquema-situacion en

vez de interaccion sujeto-objeto.

Para poder aplicar esquemas en la vida real a partir de situaciones significativas, el
alumno tendria que dominar ciertas reglas operativas a partir de conceptos
especificos. Por ejemplo, si cierta situacion como: “Pedro tiene 30 pesos y se
comproé una bebida de 17 pesos, ¢cuanto dinero tiene ahora?” implica la necesidad
de saber cuanto influye en una cantidad inicial (30 pesos) una magnitud de cambio
(17 pesos). Esa persona tendria que saber restar para saber cuanto es la cantidad

final o producto de su situacion o problema (13 pesos).

Al propdsito de las matematicas, Vergnaud puso énfasis en las estructuras
aditivas y las estructuras multiplicativas, con la intencion de estudiar las dificultades
de los alumnos en esta area y a la luz de una tesis que sugiere que las dificultades
de los estudiantes no son las mismas en un campo conceptual que en otro. Para
dar cuenta de estas estructuras aditivas, Vergnaud (1991) clasifica los problemas

aditivos en seis categorias: 1) Dos medidas se unen para dar una nueva medida

(i.e., “En una casa hay 3 mujeres y 6 hombres, ; Cuantas personas hay en total?”);

2) una transformacion opera sobre una suma medida para dar una nueva medida

(i.e., “Tengo 45 pesos y aposté en la ‘pirinola’ y gané otros 13 pesos, ¢ Cuantos

pesos tengo en total?”); 3) una relacién une dos medidas (i.e., “Juana tiene 14 pares

de calcetines y su abuelita tiene 19 pares mas, ¢ Cuantos pares de calcetines tiene

la abuelita de Juana?”); 4) dos transformaciones operan para dar una nueva

transformacién (i.e., “Heriberto juega a la loteria. En el primer juego gano6 69 pesos

y en el segundo gandé 45 pesos, ;Cuanto dinero tiene ahora?”); 5) una

transformacién opera sobre un estado relativo (relacién) para dar un estado relativo

(i.e., “Barbara le pago a la tienda ‘Orestes’ 560 pesos, pero aun les debe 125 pesos,

¢, Cuanto dinero le debia Barbara a la tienda ‘Orestes’ en un principio?”; 6) Dos
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estados relativos se relacionan para dar un nuevo estado relativo (i.e., “Yamile le

compro a Fernanda 380 gramos de nueces de la india y a Tadeo 560 gramos,

¢, Cuantos gramos de nuez de la india compré Yamile en total?”).

Esta extensa clasificacion representa una ejemplificacién de los alcances de
la teoria de los esquemas. Esta teoria es relevante en el campo de las matematicas,
principalmente, por su propuesta relativa a la esquematizacion de situaciones
cotidianas y su relacién con la ensefianza de materias como matematicas. Si bien
el trabajo de Vergnaud no se limita al campo de las matematicas, brinda un referente
conceptual para propuestas que si se han especializado en la ensefianza de las

matematicas para estudiantes que presentan dificultades en su aprendizaje.

Una propuesta que hace uso de clasificaciones de tipos de problemas
matematicos es la que subyace a las investigaciones de Asha Jitendra en educacién
primaria de los EE.UU. Al igual que Vergnaud, esta autora hace uso de una
taxonomia para clasificar los tipos de problemas matematicos. Por lo tanto, tanto
Vergnaud como Jitendra desarrollan en sus investigaciones esquemas que puedan
facilitar la resolucion de problemas matematicos. Antes de dar cuenta de la
propuesta tedrica y de los hallazgos de las investigaciones de Asha Jitendra, cabe
mencionar la implicacion del término esquema en la resolucion de problemas
matematicos. Un esquema, tal como lo indica Gick y Holyoak (1983, en Fuchs,
Zumeta, Finelli, Powell, Seethaler, Hamlett y Fuchs, 2010), hace referencia a una
descripcion generalizada de tipos de problemas verbales que requieren un método

de solucién similar (i.e. la clasificacion de Vergnaud previamente descrita).

Jitendra ha utilizado como eje rector de sus investigaciones, en relacién a la

ensefianza de las matematicas, la Instruccién Basada en Esquemas (SBI, por sus

siglas en inglés) para alumnos con o sin problemas de aprendizaje en esta materia.
El SBI versa sobre la identificacion de los factores criticos de un problema aritmético
verbal, lo cual implica reconocer un esquema o estructura subyacente a este que
permita organizar la informacion que contiene un problema verbal. En otras
palabras, el SBI implica leer el problema matematico (el cual es planteado

verbalmente) y seleccionar un esquema que, ademas de clasificar el problema,



32

facilite la resolucién del mismo. A través de estos esquemas, se puede organizar la
informacion del problema matematico, con lo que un alumno puede ser instruido en
la identificacion de la informacidn crucial que le facilite la resolucion del problema al
realizar los calculos requeridos. ¢En qué tipos de problemas se basan estos
esquemas? Se basan en tres tipos de problemas: cambio, comparacion y

combinacion.

De acuerdo a Aguilar y Martinez (1998, en Diaz, 2013), los problemas de
cambio constan de tres rubros: “cantidad inicial” (Cl), “magnitud de cambio” (MC) y
‘resultado” (R). La magnitud de cambio sugiere un efecto transformador en la
cantidad inicial, lo que da pie a un resultado final (i.e. “Gildardo tiene 13 pesos
ahorrados (cantidad inicial) y su mama le regalé 17 pesos mas (magnitud de
cambio), ¢, Cuanto dinero tiene ahorrado ahora Gildardo (resultado)?”). Al momento
de resolver el problema, pueden desconocerse alguna de las tres cantidades, por lo
que la instruccién permite a los alumnos identificar qué dato de los tres es el que
falta. Si la cantidad desconocida corresponde a la Cl, el esquema seria “4? + MC =
R”; si la incognita corresponder a la MC, el esquema seria “Cl + ;,? = R”; y si la
incognita esta en el R, el esquema seria “Cl + MC = ;?”. Los problemas de
comparacion implican los rubros de “conjunto referente” (Cr), “conjunto comparado”
(Cc) y “resultado” (R) (i.e. “Sandra ha tenido 14 novios (Cr) y su amiga Casandra ha
tenido 19 novios (Cc), ¢ Cuantos novios mas ha tenido Casandra en comparacion
con Sandra (R)?”). El esquema varia en funcién de la incégnita tal como en los
problemas de cambio. Finalmente, los problemas de combinacion constan de “parte
1 (P1)”, “parte 2 (P2)” y “parte total (P1)” (i.e. “Maite tiene en su zotehuela un bote de
basura organica y otro de inorganica. La basura organica pesa 2560 gramos y la
basura inorganica pesa 3450 gramos, ¢ Cuantos gramos de basura tiene Margara
en total?”). El esquema varia en funcién de la incognita tal como ocurre en los dos

tipos de problema anterior.

En una de sus primeras investigaciones, Jitendra y Hoff (1996) analizaron,
en tres alumnos de cuarto grado de primaria (en EE.UU.), el efecto del SBI en la

resolucion de problemas verbales de suma, aunado a la clasificacion de dichos
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problemas en diagramas esquematicos, los cuales hacian alusién a distintos tipos
de problemas (i.e. problemas de cambio, comparacion y combinacion). Los
resultados de esta investigacion, si bien es cierto derivan de un estudio piloto,
indicaron ciertos indicios de un mejor desempefio de estos estudiantes en la
resolucion de problemas en relacion al grupo control, por lo que a partir de este
escenario, la autora enfatizé6 su investigacion en los alcances del SBI para
problemas novedosos y para el analisis semantico de los problemas aritméticos
verbales. Cabe sefalar que el analisis semantico versa sobre la relacion que existe
entre la informacién verbal mas importante para poder resolver el problema y el tipo

de problema y los datos del problema (Jitendra, DiPipi y Perron-Jones, 2002).

Posteriormente, esta autora dirigié su investigacion hacia los alumnos de
tercer y cuarto ano de educacion primaria, los cuales presentaban problemas de
aprendizaje en las matematicas (Jitendra, Griffin, McGoey, Gardill, Bath, y Riley,
1998) y en los cuales se implemento el SBI. Esta estrategia se enfocé en el analisis
semantico de los problemas aritméticos verbales, en los cuales los estudiantes
hacen distinciones entre tipos de problemas (cambio, comparacién y combinacion)
y los clasifican con el uso de diagramas. Ademas de estos diagramas, a los
estudiantes se les brind6 la posibilidad de utilizar enunciados matematicos en
problemas aritméticos verbales como los siguientes: si el total es desconocido,
entonces suma o si el total es conocido, entonces resta (Jitendra, 2002, en Xin,
2012). Los resultados sugirieron que el SBI mejoraba el desempefio de los alumnos

en este tipo de problemas en comparacion con el grupo control.

¢ Qué implica la investigacion que lidera Asha Jitendra? Implica evidencia de
la efectividad del uso de esquemas en la resolucion de problemas aritméticos
verbales. Ademas, sugiere que es necesario un analisis semantico de los problemas
aritméticos. Profundizar en este analisis puede llevarse a cabo tomando en cuenta
la instruccion que reciben los estudiantes en relacion al uso de esquemas, ya que
Jitendra enfatiza mas en la informacién de esquemas, diagramas e imagenes que
en la instruccion explicita. Derivado de esta idea, surge el siguiente

cuestionamiento: ¢ Qué ventaja representa la instruccion explicita en relacion a una
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instruccion implicita? Si la instruccion fuera implicita, se puede esperar que los
estudiantes sean alentados por el docente o instructor, ya sea para decidirse a usar
una estrategia para la resolucion de un problema matematico o para decidir si son
capaces de hacerlo. Si la instruccién es explicita, el instructor o docente brindaria a
los estudiantes una estrategia adecuada, la pondria a prueba y demostraria su

efectividad de acuerdo a sus alcances.

Sin embargo, si el analisis semantico se lleva a cabo a la par de una
instruccion explicita, éste tendria que ampliarse, a tal grado de involucrar otros
rubros que pueden, por un lado, facilitar aun mas la resolucion de problemas
aritméticos verbales (como brindar una estrategia a los estudiantes de modo
explicito, en vez de esperar a que ellos elijan o descubran la mas adecuada de
acuerdo a su experiencia) y, por otro lado, permitir que los estudiantes transfieran

con mayor facilidad lo aprendido en el aula a un contexto que les sea significativo.

En relacion a la instruccion explicita y al analisis semantico de los problemas
aritméticos verbales, a continuacion se describen las implicaciones de la propuesta
de Lynn Fuchs llamada “Instruccion ampliada basada en esquemas” y en qué difiere

de la propuesta de Asha Jitendra.
24.2. Fuchs: la instruccion ampliada basada en esquemas (SBI-T).

La propuesta de Lynn Fuchs se basa, al igual que el de Asha Jitendra, en la
resolucion de problemas aritméticos verbales en nivel primaria. Sin embargo, el
trabajo de Fuchs difiere al de Jitendra en varios aspectos. Primeramente, en la
metodologia de Fuchs a los participantes se les ensefa a reconocer las nuevas
caracteristicas de los problemas novedosos (i.e. formato distinto, pregunta
adicional, informacién irrelevante o informacion de tablas, imagenes o graficos) y la
relacion que guardan con los problemas aprendidos previamente, con lo que los
alumnos pueden tipificar en una misma categoria los problemas previamente
aprendidos y los problemas novedosos, elevando la probabilidad de transferencia
(Powell, 2011). He ahi la ampliacién que sugiere la propuesta de Fuchs en relacion

a la de Jitendra.
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La transferencia, si bien en cierto que es un punto crucial en la tesis del
trabajo de Fuchs (mas no asi en el trabajo de Asha Jitendra), no surgié como
principal preocupacion en un principio. Antes de describir el proceso que antecede
a la transferencia como principal objetivo de las investigaciones de Fuchs, es
conveniente destacar que la taxonomia que utilizaba Jitendra era muy similar a la
clasificacion de Fuchs; sin embargo, a lo largo de su investigacion fue modificando
esta taxonomia. En primera instancia, la taxonomia de Jitendra (cambio,
comparacion y combinacion), era similar a la de Fuchs (total, diferencia y cambio);
sin embargo, ésta cambio y afadido a la taxonomia problemas de tipo lista de

compras, mitades, bolsa de compras y pictograficos (Powell, 2011).

¢ Por qué cambid la taxonomia empleada por Fuchs a pesar de las evidencias
que favorecian la clasificacion de Jitendra? ; En qué se basa esta optimizacién? Las
investigaciones de Lynn Fuchs se enfocaron, en primera instancia, en el analisis
semantico y la clasificacion de problemas matematicos. Ademas, la investigacion se
configurd a partir de la preocupacion de la autora por identificar y analizar principios
de prevencién de dificultades con las matematicas e intervencion en esta area, con
el fin de integrar el contexto en el cual se lleva a cabo la instruccion explicita en la
resolucién de problemas matematicos. Cabe destacar que la instruccion explicita
representaba una tematica no priorizada por Jitendra y que Fuchs se encargé de
evaluar. De acuerdo a los resultados, la instruccion explicita representd una variable
que favorecio a los estudiantes en la resolucién de problemas aritméticos verbales.
Ademas, implica, de acuerdo a esta investigacion, una correlacion con los siguientes
rubros: la instruccion explicita y la toma de decision subsecuente de los alumnos
(Fuchs y Fuchs, 2002).

Una vez establecida esta correlacion con dichos rubros, habria que evaluar
los efectos de la instruccidn explicita en funcidn a la correlacién descrita
anteriormente, aunado a un elemento en el que no parecia haber un efecto
significativo del SBI y que tiene que ver con la capacidad de generalizacion de los
alumnos relativa a problemas aprendidos en el aula y problema novedosos y

cotidianos: la transferencia.
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Por lo tanto, Fuchs, Prentice, Burch, Hamlett, Owen, Hosp, et al. (2003)
realizaron un estudio con estudiantes de tercer grado de primaria para evaluar el
efecto de la instruccidn explicita en la resolucion de problemas aritméticos verbales.
Para evaluar dicho efecto, dividieron a los alumnos en tres grupos experimentales:
el primero estuvo bajo un arreglo experimental que versd sobre instruccion en
solucion general de problemas; el segundo recibié una instruccidon parcial y con
instruccion en trasferencia; y en el tercero se implementé un entrenamiento con
instrucciéon completa en solucion de problemas verbales, aunado a instruccion en
transferencia. Los resultados del estudio indicaron que tanto la instruccion completa
en la solucién de problemas y la instruccion de transferencia, representaron una
mayor mejora en el desempefio de los alumnos en la resolucién de problemas
aritméticos verbales en comparacion con los otros dos grupos. Por lo tanto, con
estos resultados, el SBI demostraba su eficacia en su configuracion y brindaba
indicios de optimizacion en la instruccion explicita y en la instruccion de

transferencia.

Estos indicios se evaluaron en un estudio similar al del 2003 pero realizado
un afo después por Fuchs, Fuchs, Prentice, Hamlett, Finelli y Courey (2004), el cual
demostrd la ventaja que representa el SBI-T con un especial enfoque en la
transferencia de los esquemas al obtener como resultado una mejora en el
desempenfo de los estudiantes en la resoluciéon de problemas basandose en un
entrenamiento de instruccién explicita en funciones de transferencia (formato,
diferente, tipos de problema combinados, diferente vocabulario, informacién
irrelevante, diferente pregunta y combinacion de funciones de transferencia). Con
este panorama, el SBI se convirtid, para Fuchs, en un elemento que podria
mejorarse en el campo tanto de la transferencia como de la resolucién de problemas
aritméticos verbales en los rubros de la instruccion explicita y de la instruccion de
transferencia, convirtiendo asi el SBI a SBI-T, es decir, a Instruccion Basada en

Esquemas Ampliados.

Fuchs, Fuchs, Finelli, Courey y Hamlett (2004) se propusieron evaluar el SBI-

T en instruccion basada en transferencia y en situaciones cotidianas (este ultimo
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aspecto representa la principal diferencia entre este estudio y el descrito
anteriormente). La transferencia se evalu6 a través de 4 niveles: 1) problemas
similares entre si; 2) problemas con narracion distinta, distinto formato y pregunta;
3) dos problemas, que incluyen variaciones en los rubros de los dos niveles

anteriores; 4) dos problemas de la vida cotidiana.

Cabe destacar que en este estudio se diseid un folleto comercial para que
los estudiantes seleccionaran la informacion que requerian para resolver los
problemas aritméticos verbales. Este folleto implicaba una relacion con
problematicas cotidianas, ya que los precios de los productos son parte de
situaciones a las cuales se enfrentaria en una tienda de autoservicio cualquier
alumno, por lo que representan el vinculo entre la instruccidén que reciben y su vida
cotidiana. Sus resultados indicaron un mejor desempefio de los alumnos, con o sin
dificultades para aprender matematicas, que fueron evaluados en el grupo de SBI-
T en comparacién con los que no; sin embargo, también surgia con ellos un punto
fragil en el tema de la transferencia, dado que los alumnos tenian precisamente
dificultades en esta area y no podian resolver problemas novedosos que tuvieran

que ver con sus actividades cotidianas.

Como la transferencia se volvio un rubro en el que los alumnos podrian tener
dificultades, este autor considerd que este tema era un reto que implicaba que los
estudiantes pudieran resolver problemas con los cuales no han interactuado antes.
Por lo tanto, Fuchs y Fuchs (2005) evaluaron la efectividad del SBI-T, poniendo
especial énfasis, una vez mas, en la instruccion explicita y su relacion con
problemas novedosos relativos a la transferencia de lo aprendido en el aula a la vida
cotidiana. En este trabajo, se confirmé la correlacién entre la instruccion explicita y
la transferencia de los alumnos. En su siguiente investigacién, Fuchs, Fuchs,
Finello, Courey, Hamlett, Sones, et al. (2006) confirmaron sus resultados obtenidos
relativos a la instruccion explicita y a la transferencia en el afio anterior y aseguraron
que la transferencia era un campo en el cual no se habian hecho investigaciones
recientes en matematicas. Como parte de la ampliacion de los efectos del SBI-T en

el tema de la transferencia, la investigacion se enfocé en clasificar los problemas en
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cuatro tipos de problemas de la vida cotidiana y que a la postre significarian la
adecuacion de nuevas situaciones de problemas no tomadas en cuenta por Jitendra
anunciada al principio: listas de compras, problemas de mitades, bolsa de compras
(multiplicacion) y problemas pictograficos. Con los resultados obtenidos, los autores
indicaron que cuando se combina el SBI-T con problemas de la vida real, los
estudiantes mejoran en su desempefo en la resolucion de problemas aritméticos

verbales.

En los siguientes afios, las investigaciones de Fuchs, Seethaler, Powell,
Fuchs, Hamlett y Fletcher (2008) se han enfocado en evaluar aquellos factores
correspondientes a los problemas aritméticos verbales, los cuales pueden facilitar
la transferencia. Uno de esos factores contempla el uso de una ecuacion algebraica
como esquema que pudiera servir como referente en el entrenamiento de los
alumnos (i.e. p1 + p2 = T). El uso de una ecuacion algebraica derivd, en primera
instancia, de la estrategia inmersa en los estudios de los autores mencionados,
misma que versaba sobre la representacion de esquemas a partir de letras, con el
fin de facilitar la representacion de los esquemas que implica el SBI-T, es decir, los
tipos de problemas (total, cambio y diferencia). Ademas, de acuerdo la investigacion
de Fuchs et al. (2010), surgio la siguiente tesis en relacion al algebra: la estructura
que subyace a un problema aritmético verbal es una abstraccion de ese problema,
lo cual generaliza ese problema y lo categoriza en un tipo de problema dado y se
particulariza de acuerdo al caso en concreto que aborda dicho problema. Por lo
tanto, generalizar la estructura de un problema es equivalente a lo que el algebra
hace con las relaciones cuantitativas implicadas en matematicas. En otras palabras,
usar una ecuacion algebraica surge como respuesta a la necesidad de organizar la
informacion que subyace a un problema aritmético verbal y que, a través de una

ecuacion, se eligiera el esquema mas adecuado para cada tipo de problema.

Otro factor que anadieron al SBI-T fue la implementacion de estrategias
genéricas intermedias —como las que se utilizan en la metodologia heuristica— que
servian de auxiliares para identificar el tipo de problema (i.e. LEN: Lee, entiende el

problema y nombralo). Este paso heuristico dentro de la propuesta de Fuchs, surgio
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a partir de las posibles optimizaciones del SBI-T en relacion a la transferencia.
Especificamente, la dificultad de los alumnos por resolver problemas de la vida
cotidiana, pudo haber orillado a los autores hacia una alternativa que brindara a los
estudiantes un paso intermedio que permitiera organizar y analizar la informacién
que obtenian del problema —al momento de resolver un problema aritmético verbal—

y con ello aumentar la probabilidad de transferencia.

Fuchs y Jitendra son los autores mas preponderantes que fungen como
antecedente del Modelo Conceptual Basado en Resolucion de Problemas (COMPS,

por sus siglas en inglés), el cual se analizara a continuacion.
24.3. Xin: Modelo conceptual basado en solucién de problemas (COMPS).

Este modelo conceptual deriva de la propuesta de Xin (2012) que versa sobre
la ensefianza relativa a la resolucion de problemas matematicos, con un énfasis
especial en la relacion que existe entre la aritmética y el algebra. Su propuesta tiene
como objetivo identificar, con base en instruccion explicita, una estructura
subyacente a problemas aritméticos verbales de suma, resta, multiplicacién y
division. Esta estructura ayuda, por un lado, a los alumnos a clasificar los problemas
a los cuales pueden enfrentarse basandose en preguntas muy especificas de auto-
analisis — en alguna medida similares a las empleadas en el plan de Pdlya—; por otro
lado, estas preguntas estan vinculadas con la estructura de cada problema, por lo
que el empleo de esta estructura facilita separar la informacion critica o relevante
de un problema aritmético de la informacion irrelevante. Este esquema, ademas,
funge como una ecuacion y facilita a los alumnos la resolucién de un problema
aritmético verbal. Dicho modelo incluye una taxonomia que se implementa a través
de dos fases: 1) representacion de la estructura del problema y 2) resolucion de
problemas.

Representacion de la estructura del problema: Esta fase contempla los
problemas aritméticos que no tienen datos desconocidos. La implementacién de
esta tarea tiene como objetivo ayudar a los estudiantes a entender la estructura

subyacente del problema y las relaciones matematicas entre las cantidades
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implicadas. Ademas de los enunciados, la autora incluye en el entrenamiento el uso
del Modelo de Barras de Singapur. Este modelo consiste en representar

graficamente el esquema parte-parte-todo a través de dos barras, de tal modo que

cada barra representa una de las partes que hacen el fodo de un enunciado o
cantidades (i.e., en lasuma 7 + 5 = 12, hay una barra que representa el 7, otra que
representa el 5 y, al unirlas, hacen el todo formando el numero 12), con lo que los
estudiantes pueden visualizar de un modo simple que una cantidad total es

compuesta por sus respectivas partes.

Con estos elementos, los estudiantes pueden identificar la estructura del
problema y mapear la informacion que les requiere el esquema correspondiente al
tipo de problema. Este requerimiento se basa en las preguntas de auto-analisis que
subyacen a la estrategia llamada Word-Problem Story Grammar. EI Word-Problem
Story Grammar implica, de acuerdo a Rand (1984, en Xin, 2012) una serie de
expectativas del conocimiento acerca de la estructura interna de una narracion que
facilita la comprension de la misma y, ademas, brinda a los estudiantes un elemento
que organiza la informacion de un problema aritmético verbal. Por lo tanto, Xin,
Wiles y Lin (2008) definen este concepto como preguntas de auto-analisis que
facilitan una significativa y adecuada representacion de informacion, dentro del

esquema de una ecuacion.

Finalmente, como en una primera fase, los enunciados no implican
cantidades desconocidas, los alumnos pueden identificar el balance que implica la
ecuacion y con ello reforzar el concepto de igualdad que conlleva cualquier ecuacion
y, particularmente, la funcidén que representa en este sentido el signo igual. En otras
palabras, frente a una narracion que expresa relaciones cuantitativas, el estudiante
solo debe identificar por medio una barra dividida en dos secciones, que dato
corresponde a una parte, cual a la otra y como ambas forman el total; de esta
manera resulta muy facil la demostracion de igualdad en la relacion “Parte + Parte
= Todo”.

Resoluciéon de problemas: Esta fase consiste en la representacion de

problemas con incognitas, las cuales pueden ser representadas mediante alguna
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letra, ademas del auxiliar que representa el esquema de cada tipo de problema.
Aunado a este aspecto, los estudiantes pueden auxiliarse del DOTS (Por sus siglas
en inglés y que la traduccion es: Detectar, organizar, transformar y resolver), la cual
es una herramienta mnemotécnica disefiada para auxiliar a los estudiantes en la

resolucion del problema aritmético verbal.

Las dos fases anteriores se contextualizan dentro de la taxonomia que
plantea esta autora. En un primer momento plantea las relaciones aditivas-
sustractivas las cuales subdivide en relaciones Parte-Parte-Todo; y Adicion-
Comparacion. Dentro de las primeras abarca tres variantes: a)- Problemas de
combinacion; b)- Problemas de Cambio-gananciay c)- Cambio-pérdida.Y en cuanto
a las de Adicion-Comparacion las desglosa en: a)- Comparacion-mas; y b)-

Comparacion-menos. En cuanto a las relaciones Multiplicativas, también plantea

una primera clasificacion en dos categorias: relaciones Grupos-lgual; y relaciones
Multiplica-Compara. A su vez cada uno de estos dos grupos engloba tres tipos de

problemas especificos (Ver Anexo 1)

Lo que se pretende al trabajar con esta taxonomia es que el alumno
identifique la estructura del problema: ya sean la de relaciones de adicion
sustraccion (esquema: Parte-Parte-Todo) o las de tipo multiplicativo (esquema
Factor-Factor-Producto). Tomando en cuenta estas estructuras, se le brinda al
estudiante de una estrategia o marco de referencia para identificar y ordenar las
relaciones cuantitativas expresadas en el problema. Las subdivisiones y desgloses
que se presentan a partir de esta primera gran clasificacion (ver Anexo 1) cumplen
la funcién de guia para el instructor a fin de exponer al alumno o diferentes formatos
expositivos y diferentes ubicaciones de la incognita, pero mostrando que a pesar de

estos cambios la estructura de las relaciones permanece siendo la misma.

En los problemas de Cantidad combinada que pertenecen a la categoria

Parte-Parte-Todo, una de las partes es lo que se desconoce (“Entre Javier y Ana
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tienen juntos 92 libros; si Ana tiene 35, ;cuantos tendra Javier?), o el Todo (Javier

tiene 57 libros y Ana 35; ¢ Cuantos tienen entre los dos?).

En los de Cambio-ganancia también se procede mediante el esquema
estructural Parte-Parte-Todo y existe un cambio favorable a uno de los personajes.
(“Celia tenia una buena cantidad de estampas; pero su hermano le regal6 otras 40;
ahora tiene 67. ; Cuantas estampas tenia Celia al principio?). Se puede desconocer
la cantidad mas pequefia o la mayor. Los problemas Cambio-pérdida implica el
mismo proceder de los problemas anteriores, excepto que existe un cambio
desfavorable a uno de los personajes (“Bruno solia tener cupones para el cine, pero

se ha gastado 18 y ahora le quedan 32. ; Cuantos cupones tenia en un principio?”).

En cuanto a los problemas Adicion-Comparacion, se ponderan tanto la
cantidad mas pequefia como la cantidad mas grande. Esta ponderacion se lleva a
cabo a través de la relacion de las cantidades mencionadas con la diferencia que
existe entre ellas. Por lo tanto, en este tipo de problemas, las cantidades que deben
ser identificadas son: la cantidad mas grande; la cantidad mas pequefia; y la
cantidad que implica la diferencia entre la cantidad mas grande y la mas pequefia.
De estos problemas se derivan dos desgloses: compara masy compara menos. Los
problemas del primer desglose estan constituidos por una cantidad de diferencia
favorable en uno de los personajes del problema, es decir, la diferencia implica una
suma (Gildardo compré boletos para un concierto el viernes, le costaron 690 pesos.
El sabado los boletos elevaron su precio, ya que costaban 785 pesos. ¢En cuanto
dinero se elevo el precio de los boletos del concierto?). La diferencia se convierte
en desfavorable en el caso del segundo desglose, por lo que implica una resta
(Jenny colecciona fotos de sus artistas favoritos; tiene 57. Sin embargo, tiene en su
coleccidon 24 fotos menos que las que tiene Marian. Cuantas fotos tiene en su

coleccion Marian?

Los otros dos tipos de problemas, grupos iguales y de multiplicacion-
comparacion, la estructura que los vincula como problemas de multiplicacion y

division se llama Factor-Factor-Producto. Esta estructura versa sobre la

identificacion de dos factores y el producto o resultado. Estos dos tipos de
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problemas se diferencian del siguiente modo: En un problema tipo grupos iguales
(i.e. “Kevin tiene 5 cajas de bombones, cada caja tiene 16 bombones, ¢cuantos
bombones tiene en total?”) el primer factor se representa como la unidad de medida
(5 cajas), el segundo factor se representa como numero de unidades (16 bombones)
y el resultado como el producto (80 bombones). En un problema tipo multiplicacion-
comparacion (i.e. “Ernesto ha conseguido 7 reconocimientos por buen promedio en
toda su vida, pero su hermana Aline ha conseguido el triple, es decir, tres veces
mas esa cantidad, ¢cuantos reconocimientos ha recibido Aline?”) el primer factor se
representa como la unidad (7 reconocimientos), el segundo factor como

multiplicador (3 veces mas) y el resultado como producto (21 reconocimientos).

Finalmente, la fase de resolucion de problemas implica dos unidades mas,
una consiste en problemas complejos y la otra sobre problemas mezclados. Los
cuales se basan en la estructura factor-factor-producto y a su vez en las
subcategorias Grupos Iguales y Multiplicaciéon-Comparacion. Este tipo de
problemas también contienen informacion irrelevante y se pueden emplear en ellos
pictogramas y numeros decimales (i.e., Valeria tiene 6 afios de edad y necesita
repartir dulces en bolsitas para sus 14 companeros. Si a cada bolsa le caben 16
dulces y cada uno le costé en promedio 5 pesos, ¢ cuantos dulces tiene en total
Valeria?). Los problemas mezclados son aquellos que requieren la implementacion
de dos esquemas, ya sean de las estructuras factor-factor-producto o parte-
parte-todo. Por ejemplo, un problema complejo seria el siguiente: “Jeremias vy
Virgilio son sacerdotes y necesitan comprar bancas para sus iglesias. La iglesia del
padre Jeremias necesita 38 bancas y le cuesta cada una 67 pesos. El padre Virgilio
requiere comprar 19 bancas mas por el mismo precio cada una. ¢, Cuanto dinero se
va a gastar entre los dos para comprar sus respectivas bancas? En este problema,
Xin (2012) sugiere que hacer uso de los esquemas previamente aprendidos es lo

mas adecuado para darle solucion.

La instruccion explicita, el uso de esquemas que representan de modo mas
parsimonioso la estructura matematica de los problemas, y el manejo de estimulos

auxiliares que permiten ubicar las relaciones cuantitativas expresadas en el
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problema en la estructura correspondiente a manera de una ecuacién, son la
materia prima de la propuesta de Xin. A diferencia de Fuchs, la taxonomia empleada
por Xin, aunque toma en cuenta el analisis semantico, no pone el énfasis en él como
si lo hace el SBI-T.

Otro rubro en el cual la propuesta de Xin atiende es la dificultad que implica
relacionar los problemas del aula con contextos significativos. Esta propuesta
presenta problemas aritméticos en la que los alumnos pueden resolver primero los
problemas mas faciles y seguir ascendiendo en la escala de dificultad de un modo

pausado.

Cabe destacar que —a lo largo de la metodologia de esta autora— se
relacionan los esquemas con representaciones aritméticas o algoritmos, por lo que
siempre un problema aritmético verbal se puede representar a través de un
algoritmo (i.e., “Vanessa y Deborah tienen 15 y 18 afos respectivamente. Tienen
entre las dos 33 afios”. El problema se puede representar en un algoritmo aritmético

del siguiente modo: 15 + 18 = 33).

Sin embargo, en esta ultima unidad esta metodologia omite esta relacion
entre el uso de esquemas con la representacion en algoritmos, dado que la correcta
representacion de un problema que requiere el uso de dos esquemas se deberia
basar en el uso del paréntesis, el cual anuncia la presencia de una operacion
intermedia. Por ejemplo, en el siguiente problema: “Fabricio realizé6 compras de fin
de afno. Se compré una chamarra de 2500 pesos y un pantalon de mezclilla. Si el
pantalén le costd 785 pesos menos que la chamarra, ¢ cuanto dinero se gasto en
total en estas dos prendas?”, se pueden aplicar dos esquemas de tipo parte-parte-
todo y relacionar estos esquemas con las siguientes expresiones aritméticas: x +
785 = 2500 y 2500 + x = a. Sin embargo, para mantener la relacion entre el uso de
esquemas y la representacién aritmética, se puede usar un paréntesis, de tal modo

que el problema quedaria del siguiente modo: 2500 + (2500 — 785) = x

¢ Como se podria mantener la armonia entre el uso de esquema y la

representacion en algoritmos al incluir el uso de paréntesis para problemas que
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requieran de una operacion intermedia? ¢ Es suficiente con la metodologia de Xin
para poder hacer mas probable la transferencia de lo aprendido en un aula hacia

contextos significativos para el estudiante?

Si se omite la relacion antes descrita en problemas que implican operacion
intermedia, es probable que dos rubros se vean afectados: la transferencia hacia
problemas significativos y la comprension de las relaciones cuantitativas implicadas
en este tipo de problemas. Para dar cuenta de los argumentos relativos al rubro de
la transferencia, en el siguiente capitulo se analizara la importancia de la
transferencia en metodologias que se basan en el uso de esquemas auxiliares,
Aunque antes de dar paso al mencionado capitulo, es necesario concluir que la
instruccion explicita puede representar mayores ventajas relativas a la transferencia
en comparacion con el “adlgebra temprana”. Estas ventajas se describen a

continuacion:

a) Existe una mayor cantidad de evidencia empirica a favor de los trabajos
basados en la instruccion explicita en comparacion con las
investigaciones relativas al algebra temprana, las cuales —aunque
muestran indicios de éxito— aun se encuentran en proceso de
construccion en cuanto a pruebas contundentes de su efectividad.

b) La instruccidon explicita implica dotar a los alumnos de herramientas
tangibles derivadas de una metodologia que, principalmente, se basa en
una taxonomia que emplea esquemas o auxiliares que pueden ser mas
practicos y, probablemente, eficaces en comparacién con el enfoque
constructivista relativo al algebra temprana.

c) La relacion del uso de esquemas auxiliares en problemas aritméticos
verbales esta vinculado ampliamente con el desarrollo de conceptos
cientificos, en los cuales se ahondara mas adelante con base en la

epistemologia vygotskiana.



3. EL PROBLEMA DE LA TRANSFERENCIA: NUCLEO
CENTRAL EN LA ENSENANZA PARA LA SOLUCION
DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Una de las principales problematicas que enfrentan los alumnos de nivel
basico es la relativa a los contenidos abstractos que representan materias como
matematicas, particularmente los problemas aritméticos planteados verbalmente.
Los problemas aritméticos representan un intento por vincular el contenido abstracto
de las matematicas con contenidos relativamente significativos para los alumnos;
sin embargo, los problemas aritméticos por si solos no resuelven esta problematica;
requieren de una metodologia que aumente las probabilidades de éxito al momento

de resolver un problema, tanto en entornos escolares como extraescolares.

¢ Por qué los entornos extraescolares tienen relevancia en la ensefianza de
las matematicas? Porque problematizar a los estudiantes de primaria en situaciones
cotidianas, por un lado, disminuye las probabilidades de que el alumno se pueda
confundir al momento de resolver un problema matematico, puesto que los
escenarios cotidianos pueden ser mas significativos que los entornos meramente
escolares o abstractos, ademas de implicar un desligamiento de la ensefianza de
las matematicas de un escenario meramente escolar. Por otro lado, pueden facilitar
que los alumnos apliquen su conocimiento en el area de las matematicas hacia
problemas reales y, con ello, poder demostrar que dominan los contenidos
aritméticos de nivel basico. Todas las metodologias descritas en el capitulo 2 —a

pesar de sus notables diferencias— hacen uso de problemas cotidianos.

Estas preocupaciones del vinculo entre lo que se aprende en el contexto
escolar y lo extraescolar, en general suelen abordarse como asuntos de
transferencia del aprendizaje; del cdmo lo aprendido en un contexto se generaliza
o0 amplia a otros contextos. Este asunto es sumamente importante, debido a que
contempla el propdsito fundamental de la ensefianza: su incorporacion a la vida

cotidiana.
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Al respecto de la transferencia, Mares (2001) indica que los conocimientos
verbales de los alumnos de primaria que se encuentren vinculados con
competencias tanto observacionales (acciones que requieran utilizar los sentidos
para diferenciar objetos, organismos y eventos) como operativas (acciones
relacionadas con arreglar condiciones para observar eventos), y que a su vez estén
ligadas a un mismo grupo de objetos, organismos y eventos, se transfieren de
manera mas amplia en comparacion con aquellos conocimientos verbales que no
estan vinculados con las mencionadas competencias. Esto quiere decir que, si el
conocimiento de un alumno de primaria —en la ensefanza de matematicas— se
relaciona con lo que puede observar y hacer al momento de aprender a resolver
problemas aritméticos verbales y, a la vez, estos hacen referencia a eventos que se
pueden categorizar como cotidianos o significativos para el alumno, la transferencia

tiene una mayor probabilidad de ocurrencia.

La transferencia es un concepto que permite establecer el momento en el
cual un alumno domina una materia (en un sentido transituacional o
transcontextual). La transferencia se puede definir como el modo en que una
interaccion, la cual es establecida bajo circunstancias especificas, influye en la
forma en que se establece otra distinta (Mares, 2000, en Silva, 2011). En la
ensefianza de las matematicas, la metodologia que emplea un docente con sus
alumnos —misma que implica una interaccién sujeta a circunstancias y condiciones
especificas (i.e., las metodologias descritas en el capitulo 2)— influye para que éstos
desarrollen una serie de competencias que les permitan resolver problemas tanto

de dicho contexto, como de otros.

Sélo cuando el alumno puede resolver este tipo de problemas en un entorno
distinto al escolar y a partir de una metodologia dada, se podria hablar de
transferencia. Antes de explicar el modelo propuesto por Mares en relacién a la
transferencia, es necesario hacer hincapié en qué implicaria la falta de transferencia

relativa a los problemas aritméticos verbales.

La falta de transferencia subyace a una problematica latente en los alumnos

de matematicas: una escasa relacion entre los problemas que aprenden en el aula
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y los de su vida cotidiana. Esto es importante puesto que en recientes reformas a la
educacion basica en, por ejemplo, México o EE.UU., se prioriza la necesidad de que
la ensefianza de las matematicas incluya competencias relacionadas con la vida
real para un desarrollo en competencias académicas y laborales (Secretaria de
Educaciéon Publica, 2012, en Alcala, Vazquez y Zarzosa, 2013). Por lo tanto, la
transferencia en la resolucion de problemas matematicos es relevante en el campo
de las matematicas, ya que la ensefianza de las matematicas puede tener escaso
significado para el alumno derivado de tematicas abstractas y sin una relacién con

problematicas cotidianas.

Tal como se adelantaba en el final del capitulo pasado, vincular problemas
escolares a contextos extraescolares y significativos puede propiciar que el nivel de
dificultad que puede existir entre ambos contextos y problemas sea muy elevado
para un estudiante de nivel basico si no hay un adecuado analisis de la tarea que

debe resolver cada alumno.

Por ejemplo, si un estudiante sélo sabe resolver problemas de resta de una
cifra y con la incognita siempre en el resultado, seria conveniente instruirlo en
problemas de resta de dos cifras, después verificar si sabe resolver problemas de
suma tanto de una como dos cifras, y s6lo después de completar estos requisitos y
no de un modo premeditado (es decir, pasar de los problemas de resta a los de
suma sin tomar en cuenta, por ejemplo, la cantidad de cifras) el alumno
probablemente pueda resolver problemas de suma y resta cuando se cambie de
lugar la incégnita. Por lo tanto, la transferencia implica que ambos contextos (el
escolar y el extraescolar) se relacionen entre si contemplando variar el nivel de
dificultad de los problemas aritméticos planteados verbalmente de acuerdo a la

variedad y cantidad de problemas que el alumno pueda resolver.

¢, Como se puede llevar a cabo la transferencia? ;Las metodologias descritas
y analizadas en el capitulo 2 podrian facilitar la transferencia? ¢ El modelo de Mares
analizado anteriormente podria explicar el modo en el cual se realiza o0 no la
transferencia? Los conocimientos verbales en el rubro de los problemas aritméticos

verbales implican lo que un alumno es capaz de realizar en este ambito. Por
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ejemplo, si un alumno puede resolver problemas aritméticos de suma y resta de una
cifra, esos serian sus conocimientos verbales. Si estos conocimientos se relacionan
con competencias observacionales (i.e., la diferenciacion de informacion relevante
e irrelevante; con la clasificacién de problemas de acuerdo a la estructura de éstos
en relacion a sus datos y contextos linguisticos; y con la seleccion de un
procedimiento que le permita llegar a una respuesta) y a su vez con competencias
operativas (i.e., aplicar un procedimiento a un problema aritmético de acuerdo a su
estructura; despejar una ecuacion para darle respuesta a dicho problema; y sustituir
el resultado en la ecuacion inicial —lo cual implica igualar ambas partes de la
ecuacion— ), es mas probable que pueda transferir sus nuevos conocimientos

verbales ampliamente.

Cabe destacar que se requiere una vinculacién de este tipo de conocimientos
y competencias con un mismo grupo de organismos, objetos y eventos, por lo que,
si este grupo hace referencia a la vida cotidiana de un alumno de primaria, seria
mas probable aun transferir ampliamente los conocimientos verbales de un
estudiante. En resumen, si los conocimientos verbales de un alumno se vinculan
con una metodologia que, a su vez, se relacione con competencias tanto operativas
como observacionales y estas, a su vez, convergen en situaciones u objetos con los
que un alumno pueda encontrarse en su vida cotidiana, la transferencia tendria una

alta probabilidad de ocurrencia.

¢ Tiene alguna relacién el modelo descrito por Mares con alguna de las
metodologias analizadas en el capitulo 2?7 En la metodologia propuesta por Xin
(2012), por un lado se puede vislumbrar la heuristica utilizada por Pdlya, pero
también se puede apreciar que plantea una taxonomia mas completa en
comparacion a las de Vergnaud, Fuchs y Jitendra. El modelo de Xin se basa en la
instruccion explicita (en comparacion con la propuesta de “algebra temprana”®); v,
principalmente, se basa en el uso de esquemas, lo cual permite identificar /a
estructura subyacente de un problema aritmético, ademas de echar mano de
estimulos auxiliares que permiten identificar los datos cruciales del problema. En

relacion con el modelo descrito por Mares (2001), ahi contempla los conocimientos
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verbales del alumno al igual que las competencias observacionales y operativas,
teniendo siempre como referente eventos, organismos y eventos de la vida cotidiana
de un alumno de primaria. Por lo tanto, esta metodologia brinda mas elementos
auxiliares a los alumnos para que dirijan su atencion a la informacion crucial de un
problema dado, puedan resolverlo con base en un plan y puedan aplicar estos pasos
en otros problemas, lo cual podria incrementar la probabilidad de enfrentarse a una
amplia gama de problemas aritméticos debido a la relacion que guardan éstos con

contextos extraescolares.

Otro rubro que toma en cuenta la metodologia de Xin es la dificultad de los
problemas que plantea, ya que son, en primera instancia, relativamente faciles (i.e.,
Hernan tiene 8 discos de musica y Damian 9, ¢Cuantos tienen en total?) y la
dificultad aumenta conforme las fases de la propuesta lo requieren; el aumento no

es abrupto.

En conclusion, la transferencia contempla el desempefio exitoso en la
resolucion de problemas aritméticos verbales en contextos en los que no han sido
entrenados previamente. Si una metodologia para resolver ese tipo de problemas
basada en esquemas como a la propuesta por Xin, de acuerdo a la légica de su
estructura, brinda al alumno la posibilidad de desarrollar competencias tanto
operativas como observacionales en relacidon a contextos significativos o, en otras
palabras, uso de esquemas e identificacion de esquemas auxiliares a través de la

instruccion explicita, podria aumentar la probabilidad de una amplia transferencia.



4. VYGOTSKY Y SU RELACION CON EL USO DE
ESQUEMAS

En la metodologia empleada por Xin (2012), los esquemas son relevantes,
ya que representan una herramienta que facilita poner énfasis en las relaciones
cuantitativas —a través del empleo de una ecuacion— implicadas en un problema
aritmético verbal, asi como clasificarles de acuerdo a sus caracteristicas

estructurales.

¢ Por qué los esquemas son relevantes en la ensefanza de las matematicas?
Principalmente, porque sirven como “auxiliares” en la comprension de un problema
aritmético verbal. Esto implica que los alumnos pueden emplearlos con el objetivo
de resolver un problema matematico. Por lo tanto, los esquemas permiten que un
estudiante represente de un modo formal una situacién o problema que contiene
informacion y que requiere de una solucion. Tienen una ventaja adicional: hacen
mas economico el manejo, organizacién y transformacion de una informacién, que

de otro modo podria abrumar y, probablemente, inducir al error.

El uso de esquemas no se remite solamente a problemas aritméticos
verbales, puesto que son una configuracion de estimulos auxiliares. Por ejemplo,
los nifios al momento de estar aprendiendo a sumar comunmente utilizan sus dedos
como estimulos o signos auxiliares para “apoyarse” en ellos y realizar una suma.
Cuando tienen que aprender a multiplicar, algunos pueden sumar la cantidad
requerida las veces necesarias para llegar al resultado (i.e., 7 x 3 implicaria que el
nifo sume 3 veces el numero 7) y este procedimiento antecede a la clasica
memorizacion de las tablas de multiplicar. Los nifos no estan multiplicando
“formalmente”, es decir, utilizan el auxiliar que representan sus dedos para llegar a
un resultado, lo que eventualmente les permitira efectuar una multiplicacion sin la
necesidad de usar sus dedos. Por lo tanto, un esquema es una configuracién de
estimulos auxiliares y se puede hacer uso de estos esquemas en varias areas no

necesariamente aritméticas.
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En relacién a ejemplos del uso de esquemas que se aplican en otras areas
de conocimiento, en la comprension lectora es amplia la implementacién del llamado
Story Grammar como esquema para comprender de un modo sencillo los elementos
cruciales de una narracion. Story Grammar implica identificar a los personajes
principales; lugar y tiempo de la narracion; el problema principal; y qué se hizo para
resolver dicho problema (Mandler y Johnson, 1977, en Nguyen, 2002). Cuando los
lectores identifican estos elementos en una narracion, en realidad estan ante una
estructura que se repite en cualquier texto de este tipo, lo que facilita la comprensién

del mismo sin importar qué tanto varien los personajes y el contexto de la narracion.

Los diagramas de “preguntas guia” son otro ejemplo de esquemas que
implican una serie de signos auxiliar. Estos implican definir un concepto o
acontecimiento a través de cuestionamientos diversos, con el fin de analizarlo. Por
ejemplo, si el concepto fuera “diagramas de flujo”, las preguntas guia serian las
siguientes: ;Qué es?; ;Para qué sirve?; ;Como se usa?; ;Donde se usa?; ¢ Por
qué se usa?; y ¢Quiénes lo usan? Las respuestas a estas preguntas guia

configurarian el concepto y las implicaciones del mismo.

Si estos “auxiliares” pueden facilitar que un nifio comprenda conceptos
abstractos, pareciera que se asemejan a una herramienta que esta mediando su
comprension de un tema abstracto como la aritmética. Por ende, si los esquemas
que puede utilizar un estudiante de primaria, le permiten comprender desde sumas
hasta problemas matematicos, existe un vinculo claro entre los esquemas con
algunas tesis de Vygostky acerca del desarrollo de los conceptos cientificos, que
forma parte de lo que el autor denomina procesos psicologicos superiores. Estos
procesos se adquieren y se desarrollan a través de la interaccion social con
personas que comparten costumbres y valores de sus diferentes grupos, por lo que

los procesos psicoldgicos superiores son mediados culturalmente.

¢ Qué implica el transito entre los esquemas auxiliares hacia el desarrollo los
procesos psicolégicos superiores? Vygotsky (1996) indica que en el desarrollo de
los conceptos en la nifiez, se pueden clasificar los conceptos en dos clases:

espontaneos y cientificos: los conceptos espontaneos versan sobre las reflexiones
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del alumno acerca de su experiencia cotidiana. Por otra parte, los conceptos
cientificos surgen de una actividad estructurada —comunmente en un aula de
clases—y se le imponen al estudiante conceptos definidos de modo légico. Entre los
conceptos espontaneos y cientificos existen los preconceptos que fungen como
eslabones entre la experiencia cotidiana del alumno y la generalizacion que implica

un concepto real o cientifico.

Por ejemplo, el concepto utépico —cuando se le domina o se interioriza—
puede provocar que una persona perciba de un modo distinto su entorno, a tal grado
de poder identificar situaciones o escenarios que no corresponden a las condiciones
que brinda su propio entorno y llamarles a estas situaciones utdpicas. En otro
ejemplo, cuando un alumno se enfrenta ante un concepto como falacia, y cuando
pueda interiorizar dicho término, podria dar cabida a una sistematizacién de
argumentos que se basen en la logica y que requieren ciertas caracteristicas para
ser, ya sea verdad o falacia. Este término no corresponde a sus conceptos
espontaneos en primera instancia, pero herramientas auxiliares (tablas de verdad o
silogismos, por ejemplo) pueden facilitar que el alumno interiorice el signo que

implica una falacia: la relacion logica o ilégica entre planteamientos.

Ante este escenario de conceptos cientificos, el algebra entendida como la
rama de las matematicas que versa sobre las relaciones cuantitativas del modo mas
general posible, se puede considerar como una formulacion cientifica que implica,
tal como indica Vygotsky (1988) un nivel de pensamiento superior, el cual permite
organizar las relaciones cuantitativas a través de generalizaciones. El uso de
herramientas auxiliares en esta rama de las matematicas puede facilitar que los
alumnos la utilicen de tal modo que les permita organizar de un modo general los

casos concretos que implican las relaciones cuantitativas de la aritmética.

Precisamente dentro del ambito de las matematicas, también se puede
considerar que la aritmética implica una nocién cientifica, aunque de menor grado
de abstraccion. Vygotsky (1988) asegura que los conocimientos de aritmética —si
bien representan una transformacion de los conceptos espontaneos de un

estudiante— son mejorados a su vez por el algebra, en la medida que convierte lo
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concreto de la aritmética en planteamientos mas generales a la manera de leyes
algebraicas generales. Es decir, el algebra implica generalizar las previas
generalizaciones de la aritmética, por lo que el algebra es equivalente a una
concepcion cientifica de orden superior, mientras que la aritmética es un sistema
con menor grado de abstraccion (sin dejar de tener un estatus de concepto
cientifico). Por lo tanto, los conceptos cientificos de orden superior —a través de
conceptos cientificos de un nivel de abstraccidn menor como la aritmética—
transforman gradualmente la estructura de los conceptos espontaneos y ayuda a
organizarlos dentro de un sistema, lo que facilita el ascenso de los nifios relativo a

niveles de desarrollo superior (Vygotsky, 1986, en Schmittau, 2011).

¢, Coémo concebir el algebra dentro de planteamientos de este tipo? Vygotsky
(1988) plantea que las herramientas son objetos que permiten transformar el medio
circundante; estan externamente orientadas. En cambio el signo es aquel recurso
psicolégico (en un principio externo a la persona) que opera entre el medio
circundante y el individuo cumpliendo una funcién de mediacion; es un intermediario
que, cuando se interioriza, acaba permitiendo la reconstruccion interna de una
operacion externa. Este signo puede tener una modalidad mas elaborada o
compleja —ser un grupo de signos articulados en un todo— pero que también cumple
funciones de mediacién entre el medio y el individuo. No habria problema si le
llamaramos “esquema” siempre y cuando siga cumpliendo la misma funcién de
herramienta psicolégica, herramienta internamente orientada y que acaba

controlando la conducta intelectual del individuo.

Un ejemplo de esquemas que fungen como signos es el esquema “parte-
parte-todo”, el cual permite a los alumnos situar a un problema aritmético verbal
como parte de un patron. Por lo que el signo facilita la interiorizacion de las

relaciones cuantitativas implicadas en un problema aritmético verbal.

Existen estudios que han llevado a la practica la relacién entre el uso de
esquemas auxiliares y la relacion con los postulados de Vygotsky. Davydov, segun
lo indicado por Schmittau (2011), hizo uso del algebra como esquema para

demostrar que los alumnos de nivel basico de educacion pueden aplicar principios
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algebraicos (conceptos cientificos) a partir de un curriculum basado en
abstracciones, es decir, ecuaciones que representan problemas de: longitud, area,
distancia, peso y tiempo (i.e., t -8 -8 = x). A diferencia de la propuesta de Xin (2012),
Davydov utiliza como esquema ecuaciones y desigualdades, lo que presuntamente
puede permitir que los alumnos a los que se les ensefia matematicas bajo este
curriculum, puedan resolver problemas de un modo generalizado (i.e., Jazmin tiene
100 gramos de dulces, si Eduardo tiene menos gramos que Jazmin, ¢Cuantos

gramos de dulces tiene Eduardo? Respuesta: Eduardo tiene 100 gr. — d).

¢ Qué implica utilizar una ecuacién? Ademas de su funcién como signo en la
interiorizacion de relaciones cuantitativas, las ecuaciones pueden emplearse de un
modo abstracto como en el ejemplo anterior o de un modo informal (i.e., el todo se
compone de la suma de las partes; Si Juan y Pedro tienen la misma cantidad de
canicas, y a cada uno le quitamos cinco, seguiran teniendo la misma cantidad). Esto
implica que la ecuacion es una igualdad de cualquier modo en cual sea presentada,
lo que conlleva la organizacidn de las relaciones cuantitativas de un problema
aritmético o de un problema algebraico, sin importar si es implementada de un modo

abstracto o de un modo informal.

¢ En qué son similares los esquemas de Xin y Davydov? En que ambos usan
ecuaciones como esquemas —Xin de un modo implicito a través de plantillas—
aunque, en el caso de Davydov, los problemas que resuelve no tengan como
resultado una cantidad concreta, sino que se enfocan en representar esos
problemas en expresiones algebraicas que después tendran que ser sustituidas por

cantidades.

En conclusion, silos esquemas fungen como signos que permiten interiorizar
conceptos cientificos como los del algebra, la implementacién de esquemas en la
ensefianza de las matematicas puede representar para los alumnos un signo que
favorece el manejo sistematico y efectivo de relaciones cuantitativas, lo que a su
vez representa una mejor incidencia del alumno con su propio entorno —ya sea

escolar, laboral o cotidiano— asi como una percepcién distinta de dicho entorno.
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La propuesta de Xin (2012) implica el uso de esquemas con el objetivo de
identificar, con base en instruccidn explicita, una estructura subyacente a problemas
aritméticos verbales de suma, resta, multiplicacion y division. Los dos esquemas
implementados por Xin son el “parte-parte-todo” y el “factor-factor-producto”. Estos
esquemas son implementados de acuerdo al tipo de problema al cual se pueden
enfrentar los alumnos. Cuando los problemas implican unicamente hacer uso de
uno u otro esquema, la relacién de dicho esquema con la representacion aritmeética

(i.e., 5+ 6 = 11) se mantiene.

La limitante de esta metodologia se ha anunciado en la parte final del capitulo
2 (subtema 2.4.3., el problema de Fabricio y sus compras de fin de afio en ropa:
“Fabricio realizé compras de fin de ano. Se comprd una chamarra de 2500 pesos y
un pantalén de mezclilla. Si el pantaldn le costé 785 pesos menos que la chamarra,
jcuanto dinero se gastd en total en estas dos prendas?”). ;Esta situacidon
representa realmente un problema? Si la respuesta es afirmativa, esto se deberia a
que las relaciones cuantitativas que implican los problemas aritméticos verbales
podrian no estar siendo comprendidas por los alumnos, y las relaciones
cuantitativas, por ende, no podrian interiorizarse, ya que la funcién de los esquemas
es precisamente fungir como el signo que facilitaria esta interiorizacion. Esto quiere
decir que cuando un problema aritmético requiriera de operacion intermedia, la
mejor opcion para la comprension de las relaciones cuantitativas ya mencionadas
seria representar dicho problema con un paréntesis en vez de hacerlo con dos
operaciones por separado. Si los problemas que implican operacion intermedia no
se representan con un paréntesis y, aunado a ello, los esquemas o signos auxiliares
son implementados del mismo modo en el cual se implementan con problemas una
sola operacion, ¢ Seria necesario disefiar un esquema o signo auxiliar que facilite
aun mas la interiorizacién de las relaciones cuantitativas que implica un problema

con operacion intermedia o paréntesis?

De ser este ultimo cuestionamiento afirmativo, ; COmo se pueden representar
este tipo de problemas utilizando esquemas algebraicos y vinculandolos con una

expresion aritmética como el paréntesis? A partir de un esquema adicional que
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indique, por un lado, que el problema implica una operacion intermedia, es decir, el
uso de paréntesis. Por otro lado, este esquema puede permitir a los alumnos utilizar

un paréntesis cuando los problemas impliquen el uso de mas de un esquema.

De este modo, y derivado del objetivo de la presente tesina, se describe a
continuacion la siguiente propuesta de intervencion basada en esquemas

algebraicos, teniendo como estructura base la propuesta de Xin (2012).



5. PROPUESTA DE INTERVENCION

5.1. Instrumentos de diagnostico y evaluacion.

La Prueba de Ejercicios Aritméticos Verbales (ver Anexo 2) versa sobre 10
problemas aritméticos verbales, que en su resolucion implican las cuatro

operaciones basicas.
5.2. Procedimiento.
Pre-prueba.

La pre-prueba consideraria la aplicacion de la Prueba de Ejercicios
Aritméticos Verbales (ver Anexo 2). Los participantes se seleccionarian de acuerdo

a lo descrito en Seleccién de la muestra.
Intervencion 1.

La intervencion 1 la conformarian tres sesiones. La primera tendria el objetivo
de que se logre identificar la estructura de los problemas “Parte-Parte-Todo”. La
segunda implicaria la resolucion de este tipo de problemas. La tercera sesion versa

sobre la evaluacion de la Fase 2. Las sesiones se describen a continuacion:
Sesién 1. Sumas, modelos de barras y diagrama Parte-Parte-Todo.

Esta sesidn comenzaria con la introduccion al concepto de “suma’; lo cual se
hara por medio de ejercicios. El primero de ellos trataria sobre el modo de
representar el siguiente problema: “Haroldo tiene una pecera grande con 12 peces.
Su mama le regal6 8 peces mas. Cuantos peces tiene ahora?”; en este problema,
el instructor dibujara y pedira a los participantes que dibujen, primeramente, los 12
peces que tenia Haroldo en un principio, para que después dibujen los 8 peces que
le regalé su mama y cuenten todos los peces en total. Si los participantes logran
deducir el resultado del problema, el instructor les planteara el segundo problema:
“Sandro colecciona monedas antiguas y tiene 14. Su mejor amigo le regalé 9
monedas mas. ;Cuantas monedas tiene ahora Sandro?”. Si los participantes logran

deducir el resultado del problema a través de dibujar el ejercicio y contar las
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monedas de Sandro, el instructor les indicaria que pueden representar las monedas,

los peces o cualquier otro objeto con circulos, para ahorrarse tiempo y esfuerzo.

El siguiente problema sera representado por el instructor con circulos, cada
uno de los cuales equivale a una unidad: “El sefor Sixto dejé en su refrigerador 8
nuggets de pollo, pero en la comida no se termind 4 y los guardd junto con los
anteriores nuggets que ya habia. ;Cuantos nuggets le quedan ahora al sefor
Sixto?”. Una vez que los alumnos puedan representar el problema con circulos y
resolver el problema, el instructor les indicara que —asi como pueden representar
los elementos de un problema con circulos— también lo pueden hacer con

cuadrados.

Una vez completados los ejercicios anteriores, los participantes resolveran el
siguiente ejercicio basado en la figura 1: 1.1: ; Cuantos cuadrados hay en la
primera fila? ¢Cuantos cuadrados hay en la segunda fila? ;Cuantos

cuadrados tenemos en total en ambas filas?

Figura 1. Diagrama del ejercicio 1.1

Todos los ejercicios seran realizados por el instructor y los participantes. El
instructor ejemplificara primero los ejercicios y los participantes podran resolver otra

serie de ejercicios una vez que finalice el instructor.

El ejercicio implica la respuesta verbal de los alumnos y que ellos puedan
resolver el ejercicio. En caso de que no respondan, el instructor contara junto con
los alumnos los cuadrados. El instructor hara hincapié en que las partes de un

problema forman el total de ese problema.
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El siguiente paso sera introducir el concepto de “barra”. El instructor les dara
12 cubos de papel (7 rojos y 5 azules) para que puedan realizar la suma de los
cubos rojos (7) con los azules (5), para eso, tendran que juntar en dos filas los
cubos, en la primera fila los cubos rojos y en la segunda los cubos azules. El
instructor les indicara a los participantes que cada fila corresponde a una “parte” del
problema. Después se juntaran ambas filas y se dara entrada al ejercicio 1.2, el cual

implica la pregunta ¢ cuantos cubos hay en total?:

Figura 2. Diagrama del ejercicio 1.2.

El instructor indicara que se puede saber la respuesta juntando ambas filas.
Después del ejercicio 1.2, se mostrara que el ejercicio también se puede resolver a

través del esquema parte-parte-todo y con el Modelo de Barras:
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Figura 3. Diagrama de la representacion en barras del ejercicio 1.2. Las barras representan las partes del

problema y el corchete mas grande representa el todo.

Para poner en practica este modo de representar una suma, los participantes
tendran que resolver y representar los siguientes dos problemas: “Charlie tiene 6
manzanas, su hermano Félix le dio otras 7, jcuantos manzanas tiene ahora?” y
“Octavio tiene 12 bambues en su jardin. Su novia le regalé 9 bambues mas.
¢, Cuantos bambues tiene en su jardin Octavio?”. Si los participantes logran resolver
los problemas y representarlos como se muestra en la figura 3, entonces resolveran
el siguiente ejercicio (1.2.1): “Derek comprd 5 pesos de tortillas, pero su mama ya
habia comprado 7 pesos de tortillas. ¢ Cuanto dinero se gastaron entre Derek y su

mama en tortillas?

Después, el instructor ejemplificara la resolucién del ejercicio 1.3: Si tenemos
una barra que representa 7 y otra que representa 4, ;cuanto valen las dos barras
juntas? Ahora, hara hincapié en que las barras y las cantidades a las que hacen

alusién pueden representarse con el uso de un diagrama llamada “parte-parte-todo”:
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7 (PARTE) 4 [PARTE)

A A
‘ N/ \
I:J

a

7 (PARTE) 4 (PARTE)|

A A
a N \
v I

11 (TODO}

m
70+ 4=

11

Figura 4. Representacion del ejercicio 1.3. Los cuadros inferiores representan el esquema “parte-parte-todo”.

Para que el concepto de igualdad sea parte de la resolucién del problema, se
hara hincapié en sefalar que, tanto en el lado izquierdo como en el derecho, la
ecuacion tiene la misma cantidad de unidades (tal como se hizo en el anterior

ejercicio). En este caso, en ambos lados da como resultado 11.

Lado Izquierdo: 7 + 4=11 Lado Derecho: 11
Lado Izquierdo 11=11 Lado Derecho.

Figura 5. Representacion de la igualdad que implica el ejercicio 1.3.

Una vez terminada la ejemplificacién del instructor, los participantes deberan
resolver el siguiente ejercicio tal como se resolvio el anterior, para pasar a la sesion
2: “Decio tiene 9 galletas de chocolate. Si se comprdé otras 7 galletas de chocolate,

¢cuantas galletas tiene ahora?”.
Sesioén 2. Resolucion de problemas “Parte-Parte-Todo”.

El esquema parte-parte-todo (ver anexo 3) estara a la vista de los alumnos

en un pizarrén u hoja de papel.
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Después, tanto los participantes como el instructor leeran el problema
completo y determinaran cual es el tema del ejercicio, los datos que se tienen y cual
es la informacién que falta o que se solicita en el ejercicio. Después, con la ayuda
de barras, se representaran el ejercicio 2.1 (Dante y su amigo Lisandro juegan
videojuegos los fines de semana. Dante tiene 27 videojuegos en su coleccioén,
mientras que Lisandro tiene 49. ; Cuantos videojuegos tienen entre los dos?”), tanto

la cantidad de videojuegos de Dante y de Lisandro como la cantidad total

(desconocida).
27
A
- N
49
A
e A
| |
27 45
A A

> W

Figura 6. Representacion del ejercicio 2.1. (Modelo de barras).

Una vez que los datos del problema han sido representados en barras, se
utilizara el esquema parte-parte-todo para resolver el ejercicio. Nuevamente el
instructor pondra énfasis en la igualdad que implica ambas partes de la ecuacion y

ejemplificara inmediatamente después el siguiente ejercicio:

27 | + |49 | -| 96

27+49=56

LI 56=56 LD

Figura 7. Representacion del diagrama “parte-parte-todo” y del concepto de igualdad (lado izquierdo vs. lado
derecho).
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Una vez ejemplificado el ejercicio 2.1, el instructor planteara el ejercicio 2.2:
“Elena tiene una coleccién de pares de zapatos muy amplia con 34 pares. Sin
embargo, su mama también tiene muchos pares. Entre las dos tienen 89 pares.
¢, Cuantos pares de zapatos tiene la mama de Elena? (El instructor anotara en el

pizarron el tema: Coleccion de zapatos de Elena y su mama).

3 I
) ™
34 | +| a | -| 8

34+a=89

Figura 8. Representaciéon del problema 2.2. Se emplea el modelo de barras y el esquema “parte-parte-todo”.

En este paso, se indicara a los participantes que para resolver el problema,
primero pondran una letra “a” cuando no se sepa la informacién del problema. Para
poder despejar la ecuacién, también se les indicara que las letras y los numeros “no
pueden estar juntos, ya que no se llevan”, por lo tanto pasaran el 34 del lado del 89

y, como condicion, debe pasar con el signo contrario:
a=89-34

a=55

34 | n | 55 |g| 8

34 +55=89

Lado izquierdo 89 = 89 Lado derecho.

Por tanto, la mama de Elena tiene 89 zapatos.

Figura 9. Representacién del despeje y de la resolucién del problema 2.2.
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Evaluacion 1. Sesion 2. Ejercicios “parte-parte-todo”.

Esta evaluacion consistiria en la implementacion y la posterior resolucion de
cuatro ejercicios (ver Anexo 4), que conformarian seis en total (considerando los
anteriores dos ejercicios); dos ejercicios con incognita al principio, dos con incognita
en medio y dos con incognita al final. Si la mayor parte de los participantes logran

resolver los ejercicios, daria inicio la fase 4 (que implica también la sesion 3).
Intervencion 2.

La intervencion 2 implicaria una sesién en la cual el instructor ejemplificara
una serie de ejercicios utilizando el esquema parte-parte-todo para problemas de la
modalidad o caso en particular de tipo adicion-comparacion (ver Anexo 4). La
principal diferencia de este tipo de problemas en comparacién con los problemas
parte-parte-todo (sélo al momento de representarlos, ya que siguen siendo parte del
esquema parte-parte-todo), radica en que la cantidad mas grande siempre se
ubicara al final del esquema (en el cuadrado “todo”), mientras que la cantidad mas
pequefia y la diferencia estaran siempre en el principio (parte 1) y en el medio (parte
2) del esquema respectivamente. La representacion de este tipo de problemas se

describe a continuacion:
Sesion 3. Representacion de problemas “Adicion-Comparacion”.

Esta fase consistiria en la ejemplificacion de la resolucion de problemas tipo
“Adicion-Comparacion”, los cuales seran evaluados en una fase posterior. El
instructor comenzara planteando el problema 3.1: “Berenice tiene 14 pares de
zapatos en su ropero. Samantha tiene 33 pares mas que Berenice. Samantha tiene
47",

El primer paso implicaria hacer hincapié por parte del instructor en el tema
del ejercicio (Pares de Zapato de Berenice y Samantha). Después, el instructor y
los participantes subrayaran la frase clave que compara en el ejercicio, en este caso,
la frase es Samantha tiene 33 pares mas que Berenice. Después se debera

representar la cantidad de zapatos que tiene Berenice con la ayuda de una barra,
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tal como se realizdé anteriormente. Después se representaran las dos cantidades
juntas, dando como resultado el todo (47, la cantidad de pares de zapatos de

Samantha) que representa la respuesta del ejercicio:

Después de representar las cantidades del ejercicio con la ayuda de barras,
el instructor y los participantes utilizaran el esquema parte-parte-todo para resolver
el ejercicio. Al final, el instructor nuevamente remarcara que la cantidad de unidades
en el rectangulo de la cantidad mas pequefia sumada a la cantidad del rectangulo

de diferencia es igual a la cantidad mas grande.

Parte Parte Todo

e =

Pequefio Diferencia

Grande

14 | o |33 |m|

14 +33 =47

Lado lzguierdo 47 = 47 Lado Derecho.

Figura 10. Ejemplificacién del empleo de los elementos del esquema “parte-parte-todo” y de la igualdad.

Después de representar el ejercicio anterior, el instructor planteara el ejercicio
3.2, el cual se resolvera con el mismo procedimiento que el ejercicio anterior. El
ejercicio 3.2 es el siguiente: “Hugo y Mario acuden a la secundaria juntos. A Hugo
le han regalado sus amigas 19 cartas de amor. Si a Hugo le han regalado 26 cartas

menos que a Mario, entonces a Mario le han regalado 45 cartas”.
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El siguiente ejercicio que se ejemplificara en su resolucion por el instructor,
es el 3.3, el cual indicara lo siguiente: “Liliana y Armando estan imprimiendo sus
trabajos de fin de curso. La impresora realiz6 356 impresiones de Liliana. Si
Armando tiene 198 impresiones menos que las que tiene Liliana, ¢cuantas
impresiones son de Armando?”. Este ejercicio implica el mismo procedimiento que
los dos ejercicios anteriores, excepto por la parte mas pequenfa, la cual es una

cantidad desconocida y se representa del siguiente modo:

a | o |198|g| 3°°

a + 198 = 365
a=365-198

a=167

Figura 11. Representacion de una incégnita y del despeje que implica.

Para poder despejar la ecuacion que se muestra en la figura 11, también el
instructor indicara que las letras y los numeros “no pueden estar juntos, ya que no
se llevan”, por lo tanto pasaran el 34 del lado del 89 y, como condicion, debe pasar

con el signo contrario.
Evaluacién 2y 3.

La evaluacion 2 consistiria en la resolucion —por parte de los participantes—
de los ejercicios correspondientes a la sesion 3 (ver Anexo 4). La evaluacién 3 se
llevaria a cabo en la sesion 4 si los participantes logran resolver la mayor parte de

los ejercicios.
Sesion 4. Evaluacion problemas Parte-parte-todo y Adicion-Comparacion.

Esta sesion atenderia la presentacion de problemas tanto parte-parte-todo
como de adicién-comparacion. Primero se retomara el procedimiento de resolucion

de un ejercicio tipo parte-parte-todo y después se resolvera un ejercicio tipo adicion-
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comparacion. Los procedimientos y las plantillas utilizadas son las mismas que en
las fases anteriores. El ejercicio 3.1 (ver Anexo 4) servira de ejemplo para el
procedimiento de resolucion. Si los participantes logran contestar la mayor parte de

los ejercicios, podra iniciar la intervencion 3.

Intervencion 3. Sesiéon 5. Representacion de problemas de multiplicacion. Partes
Iguales (Pl).

Esta intervencion comenzaria con la presentacion de la estructura de los
problemas “Partes Iguales”, que corresponden a ejercicios de multiplicacién. Para
representar los problemas de multiplicacion, tanto de tipo “partes iguales”, el
instructor y los participantes utilizaran el esquema de la estructura “factor-factor-
producto” correspondiente a la subcategoria “Partes Iguales” (ver Anexo 3). Para
que los participantes puedan emplear este esquema, el instructor planteara el
ejercicio 4.01: “Roque tiene 6 cajas de bombones. Cada caja tiene 3 bombones. Por

lo tanto, Roque tiene 18 bombones en total”.

El instructor haria hincapié en el tema del ejercicio (La caja de bombones de
Roque). Después indicara que los problemas de “Partes Iguales” como este,
contienen dos aspectos: Las unidades de medida y el numero de partes. En este
ejercicio, Roque tiene 6 cajas de bombones, por lo que tiene 6 partes iguales de
bombones, y cada parte tiene 3 bombones en su interior. Los bombones en su
interior son la “unidad de medida”, y las cajas son “numero de partes”. Después el

instructor hara uso del esquema auxiliar para problemas de multiplicacion:
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Figura 12. Representacion de la resolucién del problema 4.01 y del uso del esquema “partes iguales”.

El instructor indicara lo siguiente a los participantes: El 3 representa la unidad
de medida o los bombones en cada una de las cajas de Roque. El 6 representa el
numero de partes o las cajas de bombones de Roque. El 18 representa el total de
unidades o el producto de los bombones y la cantidad de cajas. Después relacionara
el esquema con la representacion aritmética, ademas de poner énfasis en la
igualdad que implica la ecuacion; esto es, que el lado izquierdo sea igual al lado

derecho en cuanto a la cantidad de unidades.
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3xbe=18
Lado lzguierdo 18 = 18 Lado Derecho.

Paor lo tantao, Roque tiene en total 18 bombones.

Figura 13. Representacion de la igualdad en un problema de multiplicacién (4.01).

A continuacién el instructor planteara el problema 4.02: “Felipe colecciona
cartas para su album y ha comprado varios sobres. Cada sobre tiene 5 cartas. Si en
total Felipe tiene 45 cartas, ¢ cuantos sobres ha comprado?”. Para la resolucién de
este ejercicio, el instructor explicara la utilidad de un nuevo esquema para resolver
ejercicios aritméticos: DOAS. Este esquema fungiria como herramienta genérica o

heuristica que sirve de guia al momento de resolver problemas multiplicativos.

DOAS

(Guia de la resolucion de problemas verbales).

Detectar la estructura o el tipo del problema.
Organizar la informacion usando los diagramas conceptuales.
Acomodar el diagrama en una ecuacion.

Solucionar la ecuacion para la cantidad desconocida v checar la igualdad.

Figura 14. Esquema o herramienta heuristica DOAS (detectar, organizar, acomodar y solucionar).

El procedimiento para aplicar el DOAS es el siguiente: Detectando la

estructura del problema. Cada sobre tiene 5 cartas (Unidad de medida); en total son

45 cartas (producto); los sobres (nUmero de partes) no se sabe. Por lo tanto, es un

problema de tipo “Grupos Iguales”.

Organizando la informacion. Si la cantidad de sobres (numero de partes) no
se sabe, el instructor colocara en la figura correspondiente a “numero de partes” la
letra “a@”. Si la cantidad total es de 45 cartas, esa cantidad se colocara en la figura
de “Producto”. Por ultimo, si la cantidad que tiene cada sobre es de 5 cartas, esa

cantidad se colocara en la figura de “Unidad de medida”.
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Acomodando y Solucionando el ejercicio. Para Acomodar el diagrama en
una ecuacion, se tiene que despejar la incognita, para ello, el instructor indicara lo
siguiente a los participantes: “Como las letras y los numeros no se llevan, es
necesario pasar a los numeros juntos del lado derecho. Como el 5 esta multiplicando
en el lado izquierdo, si se pasa al lado derecho se tiene que invertir la multiplicacion.
Esto significa que el 5 tiene que dividir al 45, y para eso se pondra al lado del

producto o el triangulo y con el signo de division’.

5 %GEA

Unidad de medida Mamero de partes Producto

Acomodando  Sxa=45

Solucionando 8=45+5
a=8

Checando* 5x9=45

L 45 =45 LD

Por tanto, Felipe ha comprado 9 sobres.

*5olo se aplica este paso cuando un gjercicio haya reguerido del despeje de la incognita.

Figura 15. Representacion del procedimiento que implica la implementacion del DOAS y el esquema PI.

Evaluacién 4. Los participantes podrian resolver en esta evaluacion los ejercicios
que corresponden a la evaluacion 4 (ver Anexo 4). Si los participantes lograran

resolver la mayor parte de los ejercicios, daria comienzo la fase 8.

Intervencion 4. Sesion 6. Representacion de ejercicios de multiplicacion.

Muiltiplicacion-Comparacion.

Esta intervencion comenzaria con la presentacion de la estructura de los

ejercicios de tipo “Multiplicacién-Comparacion”. Para la presentacion de los
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ejercicios “Multiplicacion-Comparacién”, el instructor y los participantes utilizaran el
esquema correspondiente (ver anexo 3). El instructor planteara el problema 5.01:
“El perro de Alberto se come al dia 90 gramos de pollo, sin embargo, el perro de
Santiago se come 3 veces mas carne que el perro de Alberto. El perro de Santiago

se come 270 gramos de carne”.

El instructor, después de indicar o escribir el tema del ejercicio y la frase
clave de comparacion, indicara a los participantes que este tipo de ejercicios se
llaman “Multiplicacién-Comparacion”, ya que compara la cantidad de gramos de
pollo que se come al dia el perro de Alberto y el de Santiago, lo cual requiere de
una multiplicacion y una divisién, debido a que, como el perro de Santiago come 3
veces mas, al multiplicar 90 por 3 se obtendria el producto o total. Ademas, el
instructor utilizara un esquema de barras para ejemplificar el problema:

Perro de Alberto: 90 gramos.

Perro de Santiago: 270 gramos.

50 | 50 | 20

3 [tres weces 90)
El instructor relacionars las partes del esquema de barras con el esquema MC.
Perro de Alberto: 90 gramos.

Perro de Santiago: 270 gramos.

|QD|QD|BD|
\ ]

3 (treg weces 90)

B X4 =

Q0 x 3 =270

LI 270 =270 LD

Figura 16. Representacion del procedimiento de la resolucién de ejercicios tipo MC.
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Después de ejemplificar el ejercicio, el instructor planteara el ejercicio 5.02:
“Lionel recibira una beca de estudios por parte de su escuela. El primer afio le
pagaran 350 pesos y el segundo afio recibira 4 veces mas esa cantidad.  Cuanto

dinero recibira Lionel de beca el segundo ano?”.

El instructor agregara como esquema auxiliar el DOAS, sumado al esquema
MC del siguiente modo: Detectar (paso 1) la estructura del problema. El segundo

ano recibira 4 veces mas esa cantidad. Dado que el gjercicio indica 4 veces mas,

es un ejercicio de tipo Multiplicacion-Comparacion, ya que se esta comparando la

cantidad de dinero dl la beca de Lionel el primer y segundo afio.

Organizar (paso 2) la informacion usando diagramas conceptuales. La
Unidad en el problema es 350, dado que es la cantidad que es multiplicada por otra.
El 4 es la cantidad de veces que sera multiplicado el 350, por ende, es el
Multiplicador. El producto es el dato que falta, por lo tanto, se le pondra una letra
“a”

Beca ler afio

350

Beca 2do afo: a

| 350 | 350 | 350 | 350 |

—[F]s ()=

3. Acomodar y Solucionar.

Acomodando 350x4=2a
Solucionando 350 x 4= 1400
LI 1400 = 1400

For lo tanto. Lionel recibira en su segundo afo una beca de 1400 pesos.

Figura 17. Representacion de la implementacion del esquema MC y del tercer y cuarto paso del DOAS.
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Para los ejercicios que requieren de despeje, el instructor mencionara lo
siguiente: “Como las letras y los numeros no se llevan, es necesario pasar a los
numeros juntos del lado derecho. Como el numero (cantidad dada por el ejercicio
correspondiente) esta multiplicando en el lado izquierdo, si se pasa al lado derecho
se tiene que invertir la multiplicacion. Esto significa que el numero de la derecha
tiene que dividir al numero de la izquierda, y para eso se pondra al lado del producto

o el triangulo y con el signo de division’.

Evaluacion 5. Los participantes podrian resolver los ejercicios correspondientes a la
evaluacion 5 (ver Anexo 4). Si los participantes logran resolver la mayor parte de

los ejercicios, podran ser parte de la fase 10.
Evaluacion 6. Sesion 7. Problemas de tipo Pl y MC.

Esta evaluacion versaria sobre la presentacién de problemas tanto partes
iguales como de multiplicacion-comparacion. Primero se retomara, por parte del
instructor, el procedimiento de resolucion de dos ejercicios partes iguales y despues
se resolveran dos ejercicios tipo multiplicacion-comparacion (ver Anexo 4). Si los
participantes lograran resolver la mayor parte de los ejercicios, podran ser parte de

la fase 11.
Intervencion 5. Sesion 8. Problemas con paréntesis.

Esta intervencion consistiria en problemas que requieren de una operacion
intermedia. Para poder resolver esa clase de ejercicios, el esquema auxiliar

correspondiente es el siguiente:

Lentes Paréntesis (AC y MC).
dL =

Figura 18. Esquema auxiliar “Lentes Paréntesis” para problemas que implican una operacion intermedia.
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Los “Lentes Paréntesis” se aplican si un ejercicio tiene dos datos conocidos
y dos datos desconocidos (incognitas) y cuando la pregunta del ejercicio requiera
de un dato como maximo. Los lentes funcionan de acuerdo al tipo de ejercicio, por
lo que pueden acomodarse en ellos datos del mismo modo que se hace ya sea en
los problemas Adicion-Comparacion (Pequefo-Diferencia-Grande) o en los
ejercicios Multiplicacion-Comparacion (Unidad-Multiplicador-Producto), por ello, los
signos “+” y “x” se ponen en el mismo lugar, dejando al instructor y a los participantes
la decision sobre cual usar. Después del signo de igual existe una nube debajo de
la curva de los lentes, lo cual indica que el dato que resulte de la incorporacién de

los signos de mas o menos se incorporara debajo.

El esquema “Lentes Paréntesis” se aplicara por el instructor del siguiente
modo por medio del siguiente ejercicio (5.01): “Luan y Magdalena son hermanos y
coleccionan conchitas en la playa. Luan tiene 4 conchitas y Magdalena tiene 5 mas

que él. ;Cuantas conchitas tienen entre los dos?”

Aplicando el DOAS: Detectar la estructura del problema. Como faltan dos
datos (Cantidad de conchitas de Luan y Magdalena y las conchitas de Magdalena),
el ejercicio es de tipo “Lentes Paréntesis”, esto se puede notar en la pregunta del
ejercicio (¢, cuantas conchitas tienen entre los dos?) porque solo requiere de un dato.

La frase clave Magdalena tiene 5 mas que él indica que el ejercicio, ademas de ser

“Lentes Paréntesis”, es de Adicion-Comparacion, por lo que el ejercicio es de tipo

“Lentes Paréntesis AC”. Organizar |a informacién usando diagramas conceptuales.

Todos los problemas de tipo “Lentes Paréntesis”, dado que implican una
operacion intermedia, requieren de otro esquema en el que se pondra el numero
que resulte de la resoluciéon de la ecuacion de su esquema. Por lo tanto, en todos
los casos en este tipo de ejercicios, tendran como esquema base el tipo “Parte-
Parte-Todo”. Como se requieren dos datos en vez de uno, el esquema “Lentes
Paréntesis” tomara los datos conocidos (el 4 y el 5) y los resolvera de acuerdo al
tipo de ejercicio (Adicion-Comparacion o Multiplicacion-Comparacién). Los datos
desconocidos seran representados con las letras “a” y “b”.
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4 dh a = b

Parte (Luan) Parte (Magdalena) Todo

\ 4

Esguema “Lentes Paréntesis AC"

L

4 | du| (9 =] P

Parte (Luan) Parte (Magdalena) Todo

Figura 19. Representacién del procedimiento relativo al ejercicio 5.01.

El resto de los pasos del DOAS y de la resolucion del ejercicio se describen

en la figura 20.

Acomodar el diagrama en una ecuacién.
4+9=b o b=4+3

Solucionar la ecuacion para la cantidad desconocida y checar la igualdad.

b=13
LI13=131LD

Checando 4 +({4+5)=13

‘\—\ Esquema “Lentes Paréntesis”.

Por lo tanto, (resolviendo el paréntesis) son 9 las conchitas que tienen entre Luan y Magdalena.

Figura 20. Pasos 3 y 4 del DOAS y representacion de la igualdad del ejercicio 5.02.
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El instructor planteara a los participantes el ejercicio 5.03: “Dionisio compro
dos perfumes. Si el primero le costdé 540 pesos y el segundo le costé 3 veces mas
caro, ¢cuanto dinero se gasto Dionisio en total?”. Aplicando el DOAS: Detectar la
estructura del problema. Como faltan dos datos (El costo del segundo perfume y el
gasto total de los perfumes) es un problema “Lentes Paréntesis”. De acuerdo a la
frase clave “Si el primero le costé 540 pesos y el segundo le costd 3 veces mas
caro’, el ejercicio es de tipo “Multiplicacion-Comparacién”, por lo que el esquema a
utilizar es de tipo “Lentes Paréntesis MC”. Organizar la informacion usando

diagramas conceptuales.

540 | L | a |E| b

Parte (primer perfume) Parte (segundo perfume) Todo (Costo de ambos en 5)

Esquema “Lentes Parentesis MC".

ssa

Unidad Multiplicador
Producto
Perfume 1 Perfume ZV Precio total

540 | dh (1620) | B=|| b

Figura 21. Representacion del procedimiento (paso 1y 2 del DOAS y uso de esquema LP) relativo

al ejercicio 5.03.

El resto del procedimiento se describe en la figura 22:
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Acomodar el diagrama en una ecuacion.
540 +1620=b o b=540+1620

Solucionar |a ecuacicn para la cantidad desconocida y checar la igualdad.

b=2160
L1 2160 = 2160 LD

Checando la igualdad 540 + (540 % 3) = 2160

N

1620

Por lo tanto, el costo de los dos perfumes fue 2160 pesos.
Figura 22. Representacion de los pasos 3 y 4 del DOAS, asi como de la igualdad del ejercicio 5.03.
Evaluacion 7.

Esta evaluacion contemplaria la implementacién de los ejercicios relativos a

la evaluacién 7 (ver Anexo 4).



CONCLUSION

A lo largo de esta revision histérica de la logica, procedimientos y
planteamientos tedricos relativos a la ensefianza para la resolucién de problemas
matematicos —particularmente aritméticos y planteados verbalmente— se ha
expuesto una serie de rubros cruciales, los cuales han permitido identificar la
configuracion de la relacién que existe entre la ensefanza y el aprendizaje de las

matematicas.

El contexto expuesto en el primer capitulo permitié vislumbrar a través de
estadisticas —tanto nacionales como internacionales— la problematica en la cual
estan imbuidos los estudiantes de educacion basica en México, ademas de los

referentes de evaluacion y como estos se han ido modificando.

Cada metodologia expuesta en el segundo capitulo tiene argumentos
tedricos y metodologicos para considerarlas como propuestas vigentes. Sin
embargo, algunas de ellas representan mas ventajas que otras de acuerdo a
principios de parsimonia, consistencia teorica o efectividad. La metodologia del
aprendizaje basado en esquemas es la que, al estar constituida por una taxonomia
exhaustiva y por ser la que mas eficacia demuestra en cuanto a la aplicacién de sus
postulados, tiene mayor probabilidad de transferencia del aprendizaje. Esta clase
de contextos donde se proporcionan herramientas que permiten dar un orden
sistematico a la informacion original, son los que representan el escenario mas

prometedor para la ensefianza de solucion de problemas.

Los esquemas son, de acuerdo a los postulados vygotskianos relativos a los
procesos psicologicos superiores, una configuracion de signos que facilitan la
interiorizacion de las relaciones cuantitativas implicadas en los problemas
aritméticos planteados verbalmente. Por lo tanto, una metodologia como la
propuesta en la presente tesina, podria permitir no sélo que los estudiantes con
problemas para resolver problemas matematicos, tengan un modo mas sencillo y
efectivo de resolverlos con éxito, sino también un sistema logico y de

representacion, que resulta compatible con los métodos de representacion
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algebraica y por lo tanto, puede facilitar o hacer menos dificil la transicién de la
aritmética al algebra. El rubro que queda aun pendiente es la aplicacion de esta
metodologia y la confirmacion o rechazo de la funcionalidad de un esquema auxiliar
al momento de representar operaciones intermedias en problemas aritméticos

verbales.

Esta aplicacion de la metodologia podria contemplar, inicialmente, estudios
piloto (con una poblacién mexicana que implique un rango de entre 7 y 8 afios de
edad) para comprobar el efecto de las variables sugeridas en la propuesta de
investigacion, como el uso de esquemas auxiliares, los esquemas de las estructuras
de problemas aritméticos y la instruccion explicita. Si las variables demuestran
afectar favorablemente el desempeino de uno o varios alumnos en la resolucion de
problemas aritmético verbales, se podria hacer uso de un disefio cuasi experimental
para poder ampliar los resultados del estudio piloto con un grupo de tercer grado de
primaria. Se podria hacer uso de la Prueba de Ejercicios Aritméticos Verbales (ver
Anexo 2) y se podrian seleccionar a los alumnos con la puntuacién mas baja y que

hayan requerido la mayor cantidad de tiempo para resolver los problemas.

.Si los resultados son favorables, entonces el estudio podria derivar en un
disefio experimental que contemple una mayor cantidad de grupos por evaluar (de
tercer a sexto grado de primaria) y, por ende, un mayor alcance en relacion a la

confiabilidad y validez externa del estudio.

Entendiendo que esta aplicacion aun requiere validarse a través del camino
descrito en el parrafo anterior, de confirmarse la efectividad evidenciada por las
investigaciones de Xin (2012) pero en la poblacion de alumnos de primaria de
México, esta investigacion podria dar cuenta de una alternativa en la ensefianza de

las matematicas, principalmente en el rubro de problemas aritméticos verbales.

Si la metodologia demuestra ser capaz de resolver la problematica que
implica en México la ensefianza y el aprendizaje de este tipo de problemas, la
poblacién mas beneficiada serian los estudiantes de primaria que pueden dejar de

estar en riesgo de tener dificultades en la transferencia de la aritmética al algebra.
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Clasificacion de Xin (2012) en relacion a problemas aritméticos verbales.

Tipo de problemas.

Subcategoria.

Desglose de la
subcategoria.

Descripcién de la
incognita.

Adicion-sustraccion.

Parte-Parte-Todo
(PPT).

Combinacion.

Parte menor
desconocida.

Parte mayor
desconocida.

Cambio con ganancia.

Parte menor
desconocida.

Parte mayor
desconocida.

Cambio con pérdida.

Parte menor
desconocida.

Parte mayor
desconocida.

Adicion-Comparacion
(AC).

Compara mas.

Parte menor
desconocida.

Parte mayor
desconocida.

Diferencia
desconocida.

Compara menos.

Parte menor
desconocida.

Parte mayor
desconocida.

Diferencia
desconocida.

Problemas
Multiplicativos

Grupos Iguales (GI).

Se desconoce el valor
de cada unidad (factor

).

Se desconoce el
namero de unidades
(factor 2).

Se desconoce el
producto.

Multiplicacion-Comparacion (MC).

Se desconoce el
conjunto comparado.

Se desconoce el
conjunto de
referencia.

Se desconoce el
multiplicador.
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ANEXO 2.

Prueba de Ejercicios Aritméticos Verbales.

Nombre Completo:

Resuelve los siguientes ejercicios.

1.

10.

Miguel y su amiga Anahi tienen ahorra algo de dinero. Miguel tiene ahorrado 65 pesos y
Anahi tiene 30 pesos ahorrados. (Cuanto dinero tienen ahorrado entre los dos?

Sarah se compro un par de tenis blancos para su escuela. En el mercado le costaron 210 pesos.
Si en el centro comercial le hubieran costado 85 pesos mas, ;Cuanto dinero se ahorro al
comprar su par de tenis en el mercado?

José Luis es duefio de una manada de 8 cachorros. Cada dia tiene que darles la misma
cantidad de croquetas en sus platos cuando comen. Si cada plato tiene que contener 380
gramos, /Cuantos gramos de croquetas tiene para repartir José Luis en total?

Juan Pablo esta pagando su celular a varios pagos en meses en vez de comprarlo de un solo
pago. Si lo hubiera pagado en un solo pago, le hubiera costado 5850 pesos. A pagos en varios
meses, el precio se eleva 3 veces. ;Cuanto dinero le va a costar el celular a Juan Pablo?
Noemi tiene 39 flores en su jardin. Si le quedan 24 por que se le marchitaron algunas por no
regarlas a tiempo, /Cudntas flores se le marchitaron a Noemi?

Teodoro y Simon salieron a pedir dulces en Halloween. Teodoro juntd 75 dulces y Simén
junto6 18 dulces mas, ;Cuantos dulces juntaron entre los dos en Halloween?

Una pipa de agua tira 12 litros de agua cada dia que sale a surtir. Si antes de que la repararan
sali6 a surtir agua 8 dias, ;Cudntos litros de agua desperdici6?

Georgina y Florentina compran diferentes detergentes en el siper mercado. A Georgina le
costo el suyo 19 pesos, lo cual es 14 pesos menos que lo que le costd a Florentina el suyo.
(Cuanto le costo el detergente a Florentina?

Emma y Yamile hacen un experimento en su casa. A Yamile se tard6 en terminarlo 120 horas
en total, lo cual es 48 horas menos que lo que se tardo Williams, ;Cuantas horas se tardaron
entre los dos para terminar su experimento?

Ramsés tiene que hacer la bandera de Francia con semillas coloreadas de Azul, Blanco y
Rojo (porque son los 3 colores de la bandera de Francia). Si para cada color tiene que usar la
misma cantidad de semillas y en total tiene 615 gramos de semillas, ;jcuantos gramos de

semillas habra en cada parte de la bandera de Francia?
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ANEXO 3. ESQUEMAS DE LAS ESTRUCTURAS DE PROBLEMAS
ARITMETICOS.

Adaptado de Xin (2012).

Esquema Parte-Parte-Todo (PPT).
Un problema PPT indica cuando dos cantidades hacen el “todo” o el “total”.

Parte Parte Todo

ar =

TODO ¢ 0ué enunciado o pregunta indica la cantidad total? Escribelaen
el cuadro grande que dice “Todo”.

PARTE ¢0ué enunciado o pregunta indica la cantidad que es una parte
del “total” o del “todo”? Escribela en el primer cuadro pequefio
que dice “Parte”.

¢0ué enunciado o pregunta indica la otra cantidad que es la otra
parte del “total” o del “todo™? Escribela en el segundo cuadro
pequefio que dice “Parte”.

PARTE

Esquema Adicion-Comparacion (AC).
Un problema AC compara dos cantidades; una cantidad serd mavor o menor que la otra.

Parte Parte Todo

Peque fio Diferencia
Grande

Diferencia: ¢ Cual enunciado o pregunta indica que una de las cantidades es
mayor o menor que la otra? Escribe |a cantidad en el cuadro de
“Diferencia”.

éCual enunciado o pregunta teindica la cantidad mas grande?
Escribelacantidad en el cuadro “Grande”.

Grande.

éCual enunciado o pregunta teindica la cantidad mas pequeia?

Pequeno. Escribelacantidad en el cuadro “Pequefia”.




Partes Iguales [PI).

Un ejercicio de Pl indica un ndmero igual de segmentos o partes.

Unidad de medida # de Partes Producto

& =

¢ Cual pregunta o enunciado indica la Unidad de medida
O (cantidad de elementosde cada parte)? Buscala Unidad

de medida vy escribelaenel circulo de “Unidad de medida”.

¢ Cual pregunta o enunciado indica el Nimero de partes?
Escribe esacantidad en el cuadrado de” # de Partes”.

¢ Cual pregunta o enunciado indica el Total o el Producto?
Escribe ese nimero en el tridngulo de “Producto”.

Multiplicacion-Comparacion (MC).

Un ejerciciode MCindica cuando un hamero o cantidad multiplica v compara una

parte de otra cantidad.

Unidad rultiplicador Producto

AGL WA

¢ Cual pregunta o enunciado indica una cantidad que es

“mas” 0 “menos” veces que otra? Andtalaen el circulo de
“multiplicador”.

¢ Cual pregunta o enunciado indica una cantidad o UNIDAD

que es multiplicada por otra? Escribelaenel rectdngulo de
“Unidad”.

¢ Cudl es la cantidad comparada o el producto? Escribelaen
el tridngulo de “Producto”.

89
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ANEXO 4.
Ejercicios de evaluacion 1.

1.3.: Teresa esta intentando tomar hoy 2000 mililitros de agua al dia. En la tarde llevaba 850 mililitros y siguio
tomando agua. Ya en la noche, antes de dormir, consigui6 tomar 1980 mililitros. ;Cuantos mililitros de agua
tomo entre la tarde y la noche? (Ejercicio con incognita en medio).

1.4.: Mateo esta tratando de pagar su computadora a “meses sin intereses” en la tienda “Omega”, pero olvidd
cuanto dinero dio en el primer pago. Si hasta el momento lleva tres pagos completos que suman 2000 pesos, y
si en el segundo pago dio 580 pesos y en el tercero 849, ;cuanto habra dado en el primer pago? (Ejercicio con
incognita al principio).

1.5.: El profesor Joaquin tiene dos grupos en los que da clase, estd interesado en saber a cuantos alumnos de
ambos grupos les gusta jugar “escondidillas”. En el primer grupo, a 34 alumnos les gusta ese juego, mientras
que en el otro grupo fueron 28 alumnos a los que les gusta. ;A cuantos alumnos del profeso Joaquin les gusta
jugar “escondidillas™? (Ejercicio con incognita al final).

1.6.: Maria es ama de casa y tiene dos hijas: Silvana y Gabricla. Entre las dos se gastan al dia 89 pesos. Si
Gabricla se gasta 38 pesos al dia, jcuanto dinero se gasta Silvana? (Ejercicio con incdgnita al principio).

Ejercicios de evaluacion 2.

2.5.: Gema y su mama quieren ir a un parque de diversiones cerca de su casa, y la entrada sdlo cuesta 3000
gramos de arroz. En su casa s6lo tiene 1850 gramos de arroz, por lo que a Georgina y a su mama les faltan
gramos de arroz. /Cuantos son? (Incdgnita en la diferencia)

2.6.: Héctor esta comprando sus ttiles escolares. Cuando se dirigi6 a pagar a la caja, el cajero le dijo que los
utiles estaban 140 pesos mas baratos que el dia de ayer, por un descuento especial. Si Héctor termin6 pagando
con el descuento 510 pesos. ;Cuanto le hubieran costado sus ttiles un dia antes? (Incognita en la cantidad mas
pequena).

2.7.: Una nifia ahorrativa rompi6 su cochinito, y contd su dinero ahorrado, dandole como resultado 890 pesos.
Si su hermano también rompié su alcancia y al contar su dinero descubrid que ahorré en su propio cochinito
340 pesos menos que su hermana, ;jcuanto dinero ahorrd €1? (Incégnita en la cantidad mas grande).

2.8.: La sefiora Leonor estd comprando un detergente liquido en el supermercado, pero esta confundida con los
precios. El detergente Perla 6 pesos mas barato que el detergente Orquidea, pero el detergente Orquidea cuesta
39 pesos. ;Cuanto cuesta el detergente Perla? (Incognita en la cantidad mas pequena)

2.9.: Los hoteles en la Ciudad de México registraron en el dia de ayer el hospedaje de 365 turistas
internacionales. El dia de hoy hay 108 turistas en los hoteles de la Ciudad de México.

Ejercicios de evaluacion 3.

3.1.: Liliana colecciona pulseras, al igual que su amiga Jazmin. Si Liliana tiene 56 pulseras y entre las dos tienen
98, ;cuantas pulseras tiene Jazmin? (Parte-Parte-Todo; incognita en la segunda “parte”). Ejercicio que servira
de ejemplo en la metodologia.



91

3.2.: Un camioén de transporte publico tiene asientos disponibles para 49 personas. Si pueden ir de pie 78
personas, /cuantas personas caben en total en el camion? (Parte-Parte-Todo; incognita en “todo”).

3.3.: Omar y Gabriela compitieron en una prueba de velocidad en su escuela y tenian que correr alrededor del
patio. Omar tard6 en correr alrededor del patio 107 segundos y Gabriela se tardd 19 segundos mas que él.
(Cuantos segundos se tard6 Gabriela en correr alrededor del patio? (Adicion-.Comparacion mas; incognita en
la cantidad mas “grande”). Ejercicio que servira de ejemplo en la metodologia.

3.4.: Karla ha perdido dinero en la escuela dos veces. Si en la primera vez perdio 29 pesos y en la segunda vez
perdid 56 pesos, ;cuanto dinero perdido de diferencia hay entre la primera y segunda vez? (Adicion-
Comparacion mas; incdgnita en la “diferencia”).

3.5.: Saul fue por las tortillas hoy y pidio 3000 gramos. La sefiora de las tortillas le envolvid dos filas de tortillas
porque no tenia papel largo. Si en la segunda fila le envolvié 2200 gramos, ;cuantos gramos le envolvio la
sefiora de las tortillas a Satl en la primera fila? (Parte-Parte-Todo; incognita en la primera “parte”).

3.6.: Felipe quiere comprarle a su papa su celular con el dinero que ha ahorrado de sus domingos. Su papa le
pide 7600 pesos para venderle el celular. Si Felipe tiene 4500 pesos menos de los que pide su papa para llegar
a esa cantidad, ;cuanto dinero tiene ahorrado Felipe? (Adicion-Comparaciéon menos; incognita en la cantidad
mas “pequefia”).

3.7.: Margarita quiere cuidar su alimentacion y esta indecisa en comer un helado light de chocolate o uno light
de vainilla. El helado light de vainilla tiene 240 calorias, pero son 310 calorias menos que el helado de chocolate.
(Cuantas calorias tiene el helado light de chocolate? (Adicion-Comparacién menos; incognita en la cantidad
mas “grande”).

3.8.: Maria vende manzanas cubiertas de tamarindo en el mercado. Ella hizo 45 manzanas en total y le quedaron
23 al final del dia. ;Cuantas manzanas vendidé Maria? (Parte-Parte-Todo; incognita en la segunda “parte”).

3.9.: Joselyn tiene dos padrinos adinerados y le regalan dinero el fin de semana. Si uno de sus padrinos le regald
560 pesos y en total los dos padrinos le regalaron 1200 pesos, ;cuanto dinero le regald su otro padrino? (Parte-
Parte-Todo; incognita en la primera “parte”).

3.10.: Ulises compr6 dos bolsas de tepache en el mercado. Si la primera bolsa contiene 650 mililitros y esa
cantidad es 320 mililitros mayor que la segunda bolsa, ;cuantos mililitros contiene la segunda bolsa de tepache?
(Adicion comparacion mas; incognita en la cantidad mas “pequefia’).

3.11.: Enrique y Daniel estaban compitiendo por ver quién de los dos come mas tacos. Si Enrique comid 29
tacos y le gand a Daniel, ya que Daniel sélo pudo comer 13 tacos, ;cuantos tacos menos comidé Daniel?
(Adicion-Comparacion menos; incognita en la “diferencia”).

3.12.: Lizbeth tiene muchos peces en su pecera, pero no todos salen a nadar al mismo tiempo; una parte sale en
el dia y la otra en la noche. Si en el dia salen a nadar 34 peces y en la noche 46, ;cuantos peces tiene Lizbeth
en su pecera? (Parte-Parte-Todo; incdgnita en el “todo’).

Ejercicios de evaluacion 4.

4.3.: La sefiora Remedios vende perfumes a domicilio y le llegan paquetes a su casa para que los pueda vender.
Si cada caja tiene 15 botellas de perfume y tiene en su casa 5 paquetes de esos perfumes, ;cudntas botellas de
perfume tiene en total la sefiora Remedios? (Incdgnita en el Producto).
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4.4.: Salomon, quien no tenia hambre, decidié compartir con sus hambrientos amigos los paquetes de galletas
que se compro. Si comprd 6 paquetes de galletas y en total les dio 36 galletas, ;cudntas galletas tenian los
paquetes? (Incognita en la Unidad de medida).

4.5.: Rigoberto se gasta de lunes a viernes en la escuela la misma cantidad de dinero, por lo que los 5 dias de la
semana se gasta 35 pesos. ;Cuanto dinero se gasta en una semana Rigoberto? (Incognita en el Producto).

4.6.: Nicandro tiene 8 mandarinas. Si todas sus mandarinas tienen 96 gajos, /cuantos gajos tiene cada
mandarina? (Incégnita en la Unidad de medida).

4.7.: Xochitl tiene 8 cajas que contienen la misma cantidad de libros. Si en total tiene en las cajas 128 libros,
(cuantos libros tiene en cada caja? (Incognita en el Numero de partes).

Ejercicios de evaluacion 5.

5.3.: La empresa de tornillos “Torcidos” contrato este afio 6 veces mas empleados que el afio pasado. Si este
afio contratdé a 585 empleados, ;cuantos empleados contrataron el afio pasado en la empresa “Torcidos”?
(Incognita en la “Unidad”).

5.4.: Fernando suele jugar videojuegos varios minutos al dia y hoy jugé dos veces. Si la primera vez que jugd
duré en el juego 140 minutos y la segunda vez dur6 3 veces mas minutos que la primera vez, ;cuantos minutos
duré jugando videojuegos en total hoy? (Incognita en el “Producto”).

5.5.: Gabriela y Tonatiuh tienen muchas materias reprobadas en la escuela. Si Gabriela tiene 4 materias
reprobadas y Tonatiuh tiene 20, ;cudntas veces mas materias reprobadas tiene Tonatiuh en comparacion con
Gabriela? (Incdgnita en el “Multiplicador”).

5.6.: Eunice y su amigo Andrés les gusta ir a conciertos. Si Eunice ha ido a 7 conciertos en toda su vida y Andrés
ya fue a 35, ;por cuantas veces mas Andrés supera a Eunice en conciertos asistidos? (Incognita en el
“Multiplicador”).

5.7.: Odilia y Ofelia venden cajas de galletas de casa en casa. Ofelia vendid 9 veces mas cajas de galletas que
Odilia. Si entre las dos vendieron 63 cajas de galletas, /cuantas cajas de galletas logré vender Odilia? (Incognita
en la “Unidad”).

Ejercicios de evaluacion 6.

6.1.: Nicandro tiene bolsas de comida para alimentar a sus gatos. Cada bolsa tiene 225 gramos. SI en total la
cantidad de comida en las bolsas suman 1350 gramos, /cuantas bolsas de comida de gato tiene Nicandro?
(Partes Iguales; Incognita en el “Numero de partes™). Ejercicio que servird como ejemplo en la metodologia.

6.2.: Javier y Osmar son hermanos. Osmar es 4 veces mas grande en edad que Javier. Si Osmar tiene 20 afios,
jcuantos afos tiene Javier? (Multiplicacion-Comparacion; Incognita en la “Unidad”). Ejercicio que servird
como ejemplo en la metodologia.

6.3.: En la escuela de Ramiro hay 16 jardines. Si en cada jardin hay 9 pinos, ;cuantos pinos hay en la escuela
de Ramiro? (Partes Iguales; Incognita en el “Producto’).

6.4.: Fidel quiere comprarse un teléfono celular y estd comparando dos modelos. El primer celular tiene 850
Megabytes de memoria RAM vy el segundo tiene 6 veces esa cantidad en memoria RAM, ;cuantos Megabytes
de memoria RAM tiene el segundo modelo de teléfono celular? (Multiplicacion-Comparacion; Incognita en el
“Producto”).
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6.5.: Brenda y Gonzalo han juntado latas de aluminio para venderlas a una fabrica de reciclaje. Si Gonzalo juntd
7 veces mas gramos de aluminio que Brenda y entre los dos juntaron 4214 gramos, ;cudntos gramos de aluminio
junt6 Brenda? (Multiplicacion-Comparacion; Incognita en la “Unidad”).

6.6.: Alfonso compro papas fritas para su fiesta en casa. Si compro 8 bolsas de papas y le costaron en total 210
pesos, ;cuanto le costd cada bolsa? (Partes Iguales; Incognita en la “Unidad de Medida”).

6.7.: Emilio decidi6 cobrar las deudas que sus amigos tienen con él. Si antes de cobrar sus deudas tenia 23 pesos
y después de cobrarlas junt6 en total 276 pesos, ;cuantas veces aument6 su dinero Emilio en comparacion con
lo que tenia al principio? (Multiplicacion-Comparacion; Incognita en el “Multiplicador”).

6.8.: Marina fue al cine con su novio y se compr6 varias bolsas de gomitas. Si cada bolsa tiene 17 gomitas y en
total las bolsas juntas tienen 136 gomitas, ;cuantas bolsas de gomitas compré Marina? (Partes Iguales; Incognita
en el “Numero de partes”).

6.9.: Aida esta pintando su cuarto y se comprd un bote de pintura de 3000 gramos. Si uso 12 botes de pintura
para dividir la pintura en partes iguales del bote alli, ;cuantos gramos de pintura tenian cada uno de los botes?
(Partes Iguales; Incognita en la “Unidad de Medida”).

6.10.: Alejandra usa Facebook todos los dias. Al principio del afio tenia 52 amigos, si al final del afio consiguid
312 amigos en total, jcuantas veces aumento su cantidad de amigos en comparacion con la cantidad que tenia
al principio? (Multiplicacion-Comparacion; Incognita en el Multiplicador™).

6.11.: La familia de Axel esta brindando por el “Afio Nuevo” con las tradicionales uvas. Si cada copa tiene 12
uvas y son 19 copas las que su familia esta utilizando, ;cuantas uvas hay en total en las copas? (Partes Iguales;
Incognita en el “Producto”).

6.12.: La familia de Axel esta cenando por la “Navidad” con pavo. Si mama compr6 el pavo en 350 pesos y ese
precio es 4 veces mas caro que lo que cuesta el resto del afio, jcuanto vale normalmente, es decir, el resto del
afio, el pavo que compré la mama de Axel? (Multiplicacidon-Comparacion; Incdgnita en el “Producto”).

Ejercicios de evaluacion 7.

7.3.: Karina y Trinidad son amigas y coleccionan posters de sus artistas favoritos. Trinidad tiene 5 posters mas
que su amiga Trinidad, es decir, tiene 14. ;Cuadntos posters tienen entre las dos amigas? (Lentes Paréntesis AC).

7.4.: Patricia y Karen trabajan en una oficina. Patricia gana 2500 pesos y Karen gana 5 veces mas que ella.
(Cuanto dinero ganan entre las dos? (Lentes Paréntesis MC).

7.5.: Brandon revela fotos en su estudio. Por revelar una foto cobra 65 pesos y por enmarcarla cobra 6 veces
mas. Si una seflora le encargd revelar una de sus fotos y enmarcarla, ;cuanto dinero gast6 en total? (Lentes
Paréntesis MC).

7.6.: Federico y Flavio estan jugando “rayuela”. Federico ha ganado 23 pesos y Flavio 19 pesos mas que él.
(Cuanto dinero han ganado los dos en total? (Lentes Paréntesis AC).
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