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1. Introduccion

La tos ferina es una enfermedad bacteriana causada por el agente Bordetella pertussis que afecta las
vias respiratorias, es altamente contagiosa y ocasiona una tos violenta e incontrolable con dificultades
para respirar. Existen antibiéticos, como la eritromicina, que pueden hacer desaparecer los sintomas de
forma mas rapida si se inicia un tratamiento a tiempo. Desafortunadamente la mayoria de los pacientes
reciben el diagnéstico demasiado tarde y los antibidticos no son muy efectivos. Sin embargo, los medi-
camentos pueden ayudar a reducir la capacidad del paciente para transmitir la enfermedad. En casos
graves la tos ferina puede ser causa de muerte.

El desarrollo de una vacuna junto con una exhaustiva campana de vacunacion entre 1940 y 1950
ayuddé a controlar la enfermedad en distintas regiones del mundo, sin embargo, después de algunas
décadas (~ 1990) se observé la reapariciéon de brotes, por lo que se ha cuestionado la eficacia original
de dicha vacuna. Ademads, aunque es considerada como una enfermedad infantil, durante los tultimos
brotes también existen casos en adolescentes y adultos [1].

Lavine y Rohani [1] mostraron cémo se modifica el periodo interepidémico de la tos ferina con la
cobertura de la vacuna para distintas tasas de pérdida de inmunidad, mientras que Dafilis y colabora-
dores [2] estudiaron cémo el desarrollo de la estimulacién inmunolégica natural de la tos ferina, junto
con cambios en la longevidad de la poblacion, modifican la dinamica de la enfermedad de manera con-
siderable.

En este trabajo abordamos desde diferentes perspectivas el problema. En las primeras secciones se
reproducen los resultados principales de los articulos [1] y [2]. En la seccién 3.1 se presentan los resulta-
dos que obtuvimos al estudiar la dinamica de la tos ferina considerando tanto la cobertura de la vacuna
como el desarrollo de la inmunidad natural, dichos resultados son nuestra aportacién al tema.

Al final se incluye un apéndice con una breve recopilacion de los modelos epidemiolégicos basicos
haciendo hincapié en los factores que definen el periodo interepidémico ([3],[4] v [5]).



2. Sensibilidad del periodo interepidémico

Una vez que ocurre un brote de cierta enfermedad y se va agotando la poblaciéon de susceptibles se
origina una disminucién en la cadena de transmisién hasta que se generan las condiciones adecuadas
para el surgimiento de un nuevo brote, por ejemplo mediante la llegada de nuevos susceptibles a la po-
blacién ya sea por nacimientos o pérdida de inmunidad. Es asi como la velocidad de llegada de nuevos
susceptibles es clave para determinar el periodo interepidémico.

Figura 1: Impacto de la cobertura de la vacuna y pérdida de inmunidad sobre el periodo
interepidémico. Usando el modelo STRS con vacunacién y los parametros: g = 0.02, 1/y = 21 dias
y B = 260 por ano, obtenemos un nimero reproductivo basico Ry = 14.94 y puede observarse que el
impacto de la cobertura de la vacuna sobre el incremento en el periodo interepidémico es mucho mayor
cuando la inmunidad es de larga duraciéon que cuando ésta dura poco tiempo -en cuyo caso, el periodo
interepidémico es, ademas, méas corto.

Si reproducimos las cuentas de Lavine y Rohani [1] con Mathematica, podemos ver cémo se mo-
difica el periodo interepidémico de la tos ferina con la cobertura de la vacuna para distintas tasas de
pérdida de inmunidad (ver figura . Esta relacion se obtiene usando el modelo STRS con vacunacion
y los siguientes pardmetros (de acuerdo a [1]): tasa anual de nacimientos y muertes p = 0.02, perio-
do promedio de infeccién 1/y = 21 dias y una tasa de transmision § = 260 por ano, obtenemos un
nimero reproductivo basico Ry = 14.94 y puede observarse que el impacto de la cobertura de la vacuna
sobre el incremento en el periodo interepidémico es mucho mayor cuando la inmunidad es de larga du-
racion que cuando ésta dura poco tiempo -en cuyo caso, el periodo interepidémico es, ademas, mas corto.

En la figura mostramos la dindmica de las soluciones al modelo. Para obtenerlas utilizamos el
integrador Odel5s de MatLab. En las graficas A, B, C y D usamos w = 1/10, w = 1/25, w = 1/50



y w = 1/100 respectivamente; en todos los casos casos p = 0.8. Observamos un cambio tanto en la
duracion de los periodos interepidémicos, como en la convergencia al punto de equilibrio. Sin embargo,
en todos los casos se tienen soluciones asintoticamente estables.

Cuando la pérdida de inmunidad es rapida, la enfermedad se presenta en brotes epidémicos breves y
frecuentes, mientras que cuando la pérdida de inmunidad es lenta la enfermedad persiste durante mas
tiempo en la poblacion presentando brotes con periodos interepidémicos grandes, pero en ambos casos
se estabiliza en el punto de equilibrio endémico.

Figura 2: Soluciones del modelo SIRS con vacunacién. En las graficas A, B, C y D usamos
w=1/10, w =1/25, w = 1/50 y w = 1/100 respectivamente; en todos los casos casos p = 0.8. Cuando
la pérdida de inmunidad es rapida, la enfermedad se presenta en brotes epidémicos breves y frecuentes,
mientras que cuando la pérdida de inmunidad es lenta la enfermedad persiste durante més tiempo en la
poblacién presentando brotes con periodos interepidémicos grandes, pero en ambos casos se estabiliza
en el punto de equilibrio endémico.



3. Desarrollo de la estimulacién inmunolégica natural

Existen enfermedades cuya inmunidad va desapareciendo gradualmente. Sin embargo, en algunas
enfermedades la respuesta inmune que genera una infecciéon previa puede verse estimulada cuando se
tiene contacto continuado con personas infectadas, lo que se conoce como la “estimulacién inmunoldgica
natural”.

Dafilis y colaboradores [2] estudian cémo el desarrollo de la estimulacién inmunoldgica natural de la
tos ferina junto con cambios en la longevidad de la poblacién modifican la dinamica de la enfermedad
de manera considerable.

Figura 3: Flujo del modelo SIRWS.

Para entender esto necesitamos agregar una nueva clase W en la que estaran los individuos cuya
inmunidad va decayendo. La pérdida de inmunidad da lugar a transiciones de R a W y de W a S, cada
una de las cuales ocurre a una tasa 2k (en consonancia con la notacién de Dafilis). A su vez, el contacto
con infecciosos estimula la inmunidad, y da lugar a la transiciéon de W a R, que se modela utilizando
acciéon de masas como vSIW.

Estos supuestos dan lugar al sistema de ecuaciones:
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que se considera con las condiciones iniciales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) = 0, W (0) = 0.



Consideramos los pardametros (de acuerdo a [1] y [2]): lapso promedio de infeccién 1/v = 21 dias,
tasa de transmisién 8 = 260 por ano, tiempo promedio de pérdida de inmunidad 1/k = 10 afios, fraccién
de la tasa promedio de cambio al estado de inmunidad total v = 5 y por ahora consideramos p = 0.
Encontramos que existe un tinico punto de equilibrio endémico.

Utilizando la rutina de integracién Ode4b de MatLab se obtienen los resultados mostrados en la
figura (). Los graficos de la izquierda y derecha corresponden a longevidades 1/p de 50 y 80 afos
respectivamente. En (A) mostramos las soluciones del modelo y observamos que para una longevidad
de 50 anos el punto de equilibrio es atractor mientras que para una longevidad de 80 anos se observan
oscilaciones sostenidas. En (B) mostramos los retratos fase del modelo con Infectados Vs Susceptibles,
observamos que para una longevidad de 50 anos existe un punto atractor mientras que para una longe-
vidad de 80 anos tenemos, aparentemente, un ciclo limite. Esto nos da una pauta de que debe existir
uno o varios parametros que subyacen al cambio en la dindmica observada.

Se construyo una rutina en MatLab para calcular numéricamente los cambios respecto al parametro
v de los valores propios del sistema linealizado. En la figura los graficos de la izquierda corresponden
a una longevidad 1/ de 50 anos mientras que los de la derecha a una longevidad de 80 afios. En el
grafico (A) mostramos los valores propios que se obtienen para distintas v, en el grafico (B) la relacién
del parametro v con la parte real de los valores propios y en el grafico (C) la relacién entre v y la magni-
tud del periodo interepidémico. Observamos que para la longevidad de 80 anos existen valores propios
con parte real positiva, lo cual explica el cambio en la dindmica que habiamos descrito anteriormente
(ver ﬁgura, ademas, para una longevidad de 80 anos la magnitud del periodo interepidémico es mayor.

Para obtener los gréaficos de las figuras y (4) se utilizaron integradores numéricos disponibles
en MatLab. El integrador Oded45 es un método explicito de un sélo paso basado en la férmula del
método Runge-Kutta (4,5) y es considerado el mejor método para ejecutar como primer intento en
la solucién de muchos problemas. Si al resolver un problema con Ode45 se lleva mucho tiempo, es
posible que tengamos un problema de tipo rigido, o stiff, en este caso es conveniente utilizar otro
tipo de integradores numéricos para problemas de tipo rigido, tal es el caso del integrador Odelbs. El
integrador Odel5s es un método implicito de orden variable basado en la férmula de diferenciacion
numérica N DF's (numerical differentiation formula), opcionalmente usa la férmula de diferencias hacia
atrds BDF's (backward differentiation formula) también conocida como método de Gear. Para obtener
los graficos de la figura se utilizé el integrador Ode4b, mientras que para obtener los graficos de
la figura se utilizo el integrador Odelbs, por lo que podemos decir que resolver numéricamente el
sistema STRS con los pardametros aqui utilizados es un problema de tipo rigido.



Figura 4: Cambios en la dinamica para las soluciones del modelo STRWS. Considerando los
pardmetros: 1/y = 21 dias, = 260 por ano, 1/k = 10 anos, v = 5, p = 0. Los gréficos de la izquierda
y derecha corresponden a longevidades 1/ de 50 y 80 anos respectivamente. En (A) mostramos la
solucion del modelo y observamos que para una longevidad de 50 anos el punto de equilibrio es atractor
mientras que para una longevidad de 80 afios se observan oscilaciones sostenidas. En (B) mostramos
los retratos fase del modelo con Infectados Vs Susceptibles, observamos que para una longevidad de 50
anos existe un punto atractor mientras que para una longevidad de 80 anos tenemos, aparentemente,
un ciclo limite.



Figura 5: Bifurcaciones del modelo STRW S respecto al parametro v. Los graficos de la izquierda
y derecha corresponden a longevidades 1/u de 50 y 80 anos, respectivamente. En el grafico (A) mostra-
mos los valores propios que se obtienen para distintas v, en el grafico (B) la relacién del parametro v
con la parte real de los valores propios y en el gréfico (C) la relacién entre v y la magnitud del periodo
interepidémico. Observamos que para la longevidad de 80 anos existen valores propios con parte real
positiva, lo cual explica el cambio en la dindmica que habfamos descrito anteriormente (ver figura [4)),
ademas, para una longevidad de 80 anos la magnitud del periodo interepidémico es mayor.



3.1. Introduccién de la vacuna

En la seccién anterior estudiamos la dinamica natural de la tos ferina y encontramos que para longe-
vidades mayores existe una coleccion de parametros que modifican de manera considerable la dinamica
de la enfermedad. A continuacién estudiaremos lo que sucede si ademas de eso se considera la introduc-
cién de una vacuna, es decir, p € [0, 1].

Se construyé una rutina en MatLab para estudiar numéricamente la dindmica del modelo STRW S
correspondiente al sistema respecto a los paramétros de vacunacién p y la fraccion v de la fuerza de
infeccién que representa el retorno a la clase de inmunidad total R. Utilizamos los parametros: lapso
promedio de infeccién 1/ = 21 dias, tasa de transmisién § = 260 por afo, tiempo promedio de pérdida
de inmunidad 1/k = 10 anos.

En la figura @ mostramos la parte real de los valores propios. Los graficos de la izquierda y derecha
corresponden a longevidades 1/u de 50 y 80 anos respectivamente. En el gréafico (B) mostramos la parte
real de los valores propios, mientras que en los gréficos (A) y (C) mostramos la relacién entre la parte
real de los valores propios y el pardmetro v tomando p = 1 y p = 0 respectivamente, los gréficos en (C)
coinciden con los expuestos anteriormente en la figura ) Observamos que para una longevidad de
80 anos se incrementa la region del espacio de pardametros asociados a valores propios con parte real
positiva. Ademds, pareciera que valores de v cercanos a 5 estdn asociados con el maximo de las partes
reales de los valores propios. Los gréficos en (B) son muy parecidos en la regién de parametros con
valores de p cercanos a 1, tal como se muestra en (A).

En la figura @ mostramos la duracion del periodo interepidémico; los graficos de la izquierda y
derecha corresponden a longevidades 1/p de 50 y 80 anos respectivamente. En el grafico (B) mostramos
la relacion entre el periodo interepidémico respecto a los pardametros v y p, mientras que en los graficos
(A) y (C) mostramos la relacién entre el periodo interepidémico y el pardmetro v tomando p = 1y
p = 0 respectivamente, los gréficos en (C) coinciden con los expuestos anteriormente en la figura )
Observamos que para una longevidad de 80 anos se incrementa la region del espacio de pardmetros
asociados con periodos interepidémicos de mayor magnitud. Los graficos en (B) son muy parecidos en
la regién de parametros con valores de p cercanos a 1, tal como se muestra en (A).
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Figura 6: Bifurcaciones del modelo STRW S respecto a los parametros v y p. En estos gréaficos
mostramos la parte real de los valores propios, los de la izquierda y derecha corresponden a longevidades
1/p de 50 y 80 anos respectivamente. En el grifico (B) mostramos la relaciéon que hay entre la parte
real de los valores propios respecto a los pardmetros v y p, mientras que en los graficos (A) y (C)
mostramos la relacion entre la parte real de los valores propios y el pardmetro v tomando p = 1y
p = 0 respectivamente, los graficos en (C) coinciden con los expuestos anteriormente en la figura )
Observamos que para una longevidad de 80 anos se incrementa la region del espacio de pardmetros
asociados a valores propios con parte real positiva. Ademds, pareciera que valores de v cercanos a 5
estan asociados con el maximo de las partes reales de los valores propios. Los gréaficos en (B) son muy
parecidos en la regién de pardametros con valores de p cercanos a 1, tal como se muestra en (A).
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Figura 7: Periodo interepidémico del modelo STRW S respecto a los parametros v y p. En estos
graficos mostramos la duracién del periodo interepidémico, los de la izquierda y derecha corresponden
a longevidades 1/u de 50 y 80 afios respectivamente. En el grafico (B) mostramos la relacién entre el
periodo interepidémico respecto a los pardmetros v y p, mientras que en los gréficos (A) y (C) mostramos
la relacién entre el periodo interepidémico y el pardmetro v tomando p = 1 y p = 0 respectivamente,
los graficos en (C) coinciden con los expuestos anteriormente en la figura ) Observamos que para
una longevidad de 80 anos se incrementa la regién del espacio de parametros asociados con periodos
interepidémicos de mayor magnitud. Los graficos en (B) son muy parecidos en la regién de parametros
con valores de p cercanos a 1, tal como se muestra en (A).
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4. Conclusiones

Para los modelos epidemioldgicos STRS y SIRS con vacunacién encontramos expresiones para cal-
cular la magnitud de los periodos interepidémicos, y resultan ser muy similares (ver apéndice). Por otro
lado, cuando la inmunidad es muy duradera, el aumento en la cobertura de la vacuna se asocia a un
incremento acelerado del periodo interepidémico.

El desarrollo de la estimulacién inmunoldgica natural de la tos ferina fue representado con el modelo
STRW S tomando p = 0, es decir, sin vacunacion. Utilizando longevidades diferentes se observé un
cambio drastico en la dinamica de la enfermedad, de tener un punto de equilibrio que era atractor para
una longevidad de 50 anos, para una longevidad de 80 anos encontramos un ciclo limite. Para constatar
lo anterior se realizé un anélisis numérico de bifurcaciones del modelo STRW S respecto al pardmetro
v, y se econtrdo que para una longevidad de 80 anos existen valores propios con parte real positiva,
mientras que para una longevidad de 50 anos todos los valores propios tienen parte real negativa. Con
esto se confirma el origen de la transicién dindamica detectada.

Se realizé un analisis numérico de bifurcaciones del modelo STRW S respecto a los parametros v y
p, es decir, considerando el desarrollo de estimulacién inmunolégica natural y la introduccién de una
vacuna para la tos ferina. En este caso encontramos que para una longevidad de 80 anos se incrementa
la region del espacio de parametros relacionados con valores propios de parte real positiva y con pe-
riodos interepidémicos de magnitudes mayores. Los valores propios con parte real (positiva) maxima
parecen estar relacionados a valores de v cercanos a 5. Ademas, se observd que en la regién del espacio
de parametros con valores de p cercanos a 1 la dindmica de la enfermedad respecto al pardmetro v es
muy similiar entre ambas longevidades.

El aumento en la longevidad puede propiciar que junto con una cobertura alta de vacunacién apa-
rezcan dinamicas del tipo ciclo limite. Podemos concluir que en poblaciones con una longevidad elevada,
dado que se desconoce el valor del parametro v, si se realizé una cobertura alta de vacunacion puede
que se haya llegado al caso donde la dindamica de la enfermedad se comporta como un ciclo limite, por
lo que si durante algunas décadas se observé un decaimiento en la cantidad de infectados, es de espe-
rarse que tiempo después la cantidad de infectados aumente de forma considerable, lo cual explicaria el
resurgimiento de nuevos brotes de tos ferina en ciertas regiones del mundo.

La campana de vacunacion puede tener un resultado diferente al esperado debido a deficiencias
como no tener la cantidad suficiente de vacunas y que la aplicacién de las mismas no sea en un tiempo
adecuado. Sobre esto, en [8] se cuestionan los efectos de vacunacién en brotes de influenza dadas res-
tricciones como el tamano de reservas de vacunas y la capacidad diaria de su aplicacion, por ejemplo si
se considera el suministro diario de vacunas encontraron pequenas epidemias con picos tardios pero de
mayor duracién. Por otro lado, en [9] podemos ver los logros del programa de inmunizacién en distintos
paises de América, donde se observa que en algunos paises el efecto de la vacuna fue disminuir la tasa
de incidencia de tos ferina pero en otros parece que no se logré tal objetivo, por lo que quiza existen
otros factores que se deban tomar en cuenta. Estas tltimas consideraciones junto con el desarrollo de
resistencia farmacos pueden ser pauta para investigaciones futuras sobre tos ferina.
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5. Apéndice

En esta seccién se incluye una breve recopilacién| de los modelos epidemiolégicos bésicos haciendo
hincapié en los factores que definen el periodo interepidémico, dichos resultados pueden consultarse en

3],14] v [5].

5.1. Modelo SIR

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 ([3]) fue uno con los que se dio comienzo
al estudio de la epidemiologia utilizando ecuaciones diferenciales. Ademas de dar un enfoque diferente
del problema, impacté de gran manera el area de la modelacién y control de epidemias.

En dicho modelo se divide la poblacion en tres clases completamente ajenas, susceptibles quienes
pueden adquirir la enfermedad, infectados quienes tienen la enfermedad y son capaces de contagiar a
otros individuos y recuperados quienes una vez adquirida la enfermedad se recuperan de ésta adquiriendo
inmunidad a la misma. Para representar a los grupos susceptibles, infectados y recuperados usamos dos
denotaciones: cuando hablamos de tamano poblacional los denotamos con X,Y y Z, pero cuando
hablamos de fracciéon de la poblacién que pertenece a una clase los denotamos mediante S, I y R,
respectivamente. La poblacién total N = X 4+ Y + Z se supone constante.

5.1.1. Modelo sin demografia

Si consideramos que no existen nacimientos ni muertes en la poblacion, entonces sélo debemos
estudiar las transiciones entre clases, S -+ Iy I — R.

Figura 8: Flujo del modelo SIR.

La transicién de la clase susceptibles a la clase infectados, S — I, depende de la prevalencia de
infectados, la estructura de la poblacién hospedera y la probabilidad de contagio dado un contacto.

Mientras que en la transicién de la clase infectados a la clase recuperados, I — R, un individuo se
recupera cuando su organismo logra eliminar el agente patdgeno. Supondremos que la tasa promedio
de recuperacion v es constante y 1/ es el tiempo promedio de recuperacion.

La fuerza de infeccion, A, es la razén per capita a la cual un individuo susceptible contrae la enfer-
medad, es intuitivamente proporcional al nimero de individuos infectados en la poblacion. Existen al
menos dos posibilidades:

! Todos los resultados aqui mostrados se reobtuvieron, es decir, se hicieron cuentas algebraicas, se resolvieron ecuaciones,
etc.

14



1. Ax=p % ~ accton de masa, el nimero de contactos es independiente del tamano de la poblacion,
pero depende de la frecuencia.

2. A= BY ~» pseudo-accion de masa, el nimero de contactos depende del tamano de la poblacion,
es decir, depende de la densidad.

donde Y representa el niimero de infectados y 3 es el producto de la tasa de contacto y la probabilidad
de transmision.

Figura 9: Diagrama del modelo SIR sin demografia.

El modelo STR sin demografia, en el cual suponemos que:

» la poblacion es cerrada (constante),

= consideramos una mezcla homogénea, accion de masa,

» tenemos probabilidades (pardmetros del modelo) constantes,

es representado por el sistema de EDO’s

s
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junto con las condiciones iniciales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) = 0.

Aunque no es posible resolver analiticamente este sistema podemos obtener algunos resultados rele-
vantes a través de un andlisis ([3]), los cuales mencionamos a continuacion.

1. Fenémeno del umbral.
Si consideramos una cantidad de infectados I(t) > 0 en la poblacién, dado que % = BSI —~I,
observamos que si S(t) < v/ entonces % < 0 y la infeccion “se apaga”, esto es lo que conocemos
como el fenémeno del umbral, ya que la poblacién S(t) debe exceder dicho valor para que la
infeccién se difunda, de lo contrario el nimero de infectados disminuye. Dicho de otra manera,

cuando v/ es lo suficientemente pequenio es mas seguro que ocurra un brote en la poblacion.
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2. Numero reproductivo basico.
Representa el nimero de casos secundarios que aparecen por cada caso primario en una poblacion
completamente susceptible, depende de la enfermedad y poblacién hospedera y es denotado por Rj.

Con S(0) ~ 1, pero menor, la enfermedad se difunde si Ry > 1. Para una enfermedad infecciosa
con un periodo promedio de infeccién 1/ y una tasa de transmisién 3, tenemos que

El ntimero reproductivo basico resulta ser el reciproco del valor requerido para el fenémeno del
umbral.

3. Fin de la epidemia.
Suponiendo que R(0) = 0, como j—g = —ﬁw—s = —RyS,
= S(t) = S(0)e Fof®) > g(0)e o >0  vt>0

es decir, siempre habra susceptibles que escapan de la infeccién. Dicho de otra manera, la cadena
de transmisién eventualmente se rompe debido a la disminucién en el niimero de infectados y no
debido a una completa falta de susceptibles.

4. Curva epidémica.
No todo individuo infectado presenta sintomas de la enfermedad, aunque sigue siendo capaz de
contagiar a otros individuos. En este sentido podemos pensar que una forma de medir el impacto de
una epidemia es a través del niimero de casos reportados, quienes resultan ser individuos infectados
que presentan sintomas y al final se recuperan. Dicho de otra manera, podemos relacionar el
ntimero de casos reportados por unidad de tiempo con dR/dt. Trabajando con las ecuaciones del
sistema , dado que % =y(1-S—R)y S(t) = S(0)e ol si suponemos que RyR es pequeio,
lo cual resulta ser cierto al principio de la epidemia o cuando R, es pequeno, es posible encontrar
una expansion en serie de Taylor para % la cual resulta ser una ecuacion diferencial no dificil
de resolver. Finalmente podemos aproximar el nimero de casos reportados por unidad de tiempo

mediante la expresién:

dR ya? 5 (1

= Za~t — M*

@~ a5 eh (20‘7’f )
donde

o = \/(S(0)Ry — 1)2 + 25(0)I(0) R}
y

M* = tanh™! (M) )
«
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5.1.2. Modelo con demografia

Para explorar la dinamica y persistencia de una enfermedad infecciosa dentro de una poblacién a
plazos largos de tiempo es importante considerar el proceso de demografia, ya que el ingrediente prin-
cipal para la endemicidad es el ingreso de nuevos susceptibles.

Figura 10: Diagrama del modelo SIR con efectos demograficos.

El modelo STR con demografia, en el que suponemos que
» la esperanza de vida natural es 1/ afnos, por lo que la tasa de mortalidad es p,

= las tasas de mortalidad y natalidad son iguales, asegurando de esta manera una poblacion cerrada
(de tamano constante),

= la mortalidad causada por la infeccién es despreciable, por lo que podemos considerarla como cero,
= todos los bebés nacen susceptibles,

= consideramos una mezcla homogénea de susceptibles e infectados, que modelamos con un término
de accion de masa,

es representado por el sistema de EDO’s

dsS

E—M—ﬁs—f—ﬂs

dl

> —~] — 3
o = PST=yl —ul (3)
dR

Ry

prialtl pR

junto con las condiciones iniciales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) = 0. El pardmetro /3 representa la tasa de
transmision por infectado, en este caso cada individuo permanece en la clase de infectados un promedio
. 1
de tiempo e
Incluir demografia permite a la enfermedad persistir dentro de una poblacion durante un largo
periodo de tiempo. Al igual que en el caso sin demografia el sistema no se puede resolver analiticamente,
sin embargo, es posible obtener algunos resultados como los que mencionamos a continuacién ([3]).
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1. Nimero reproductivo basico.
Suponiendo que casi toda la poblacion es susceptible,

s

0

oy +u
el cual resulta ser mas pequeno que para el caso sin demografia.

2. Puntos de equilibrio.
Para encontrar los puntos de equilibrio de un sistema debemos resolver el sistema de EDO’s igua-
lado a cero. Dicho de otra forma, un punto de equilibrio es una soluciéon constante del sistema.

Para el modelo STR con demografia hay dos posibles estados de equilibrio

» Libre de enfermedad: (1,0,0) en el que no existe enfermedad dentro de la poblacion.

s Endémico: (S*,I*, R*) = (RLO, 4Ry — 1), 3(Ry — 1)), existe si y s6lo si Ry > 1.
3. Edad promedio de infeccion.
Denotado por A, es un indicador de prevalencia para enfermedades infecciosas. Puede calcularse
analizando datos serolégicos estratificados por edades, y como resultado se obtiene una estimacién.
Alternativamente, podemos aproximarla a través del modelo. Como p & 0, aproximamos, de forma
que % ~ —[S1, es posible calcular A como el tiempo promedio en que un individuo abandona la

clase de los susceptibles S, es decir

I 1 L v+
BI*  p(Ro—1) Ro—1 wu(B—v—p

donde L = 1/u representa la esperanza promedio de vida.

A~

4. Estabilidad.
Decimos que un punto de equilibrio es estable si cualquier solucién con valores iniciales préximos
al equilibrio permanece cercana al equilibrio en cualquier instante de tiempo. Si ademas sucede
que la solucién tiende al punto de equilibrio en el trancurso del tiempo entonces decimos que el
equilibrio es asintoticamente estable.

Un resultado importante ([5]) que nos ayuda a verificar la estabilidad de un punto de equilibrio
dice que: Un punto de equilibrio es asintoticamente estable si y solo si todos los valores propios
del polinomio caracteristico asociado a la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio tienen parte
real negativa.

Entonces para hacer un analisis de equilibrio del sistema es necesario considerar la matriz Jaco-
biana en cada punto de equilibrio y calcular sus valores propios.
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En este caso, para el equilibrio libre de enfermedad tenemos como valores propios

)\1:_/% )\QZ_Na Y)\3:ﬁ—(/i+’7)

por lo que equilibrio libre de enfermedad es estable si y s6lo si A3 < 0, lo cual es quivalente a que
Ry < 1, ademas, en este caso el equilibrio endémico no existe. Si Ry = 1 el equilibrio endémico
coincide con el libre de enfermedad y no podemos concluir de forma directa nada sobre la estabi-
lidad del mismo.

Para el equilibrio endémico tenemos como valores propios

R Ry)? — 4AG
A= [, ¥ Az = LU VAT
2 2
donde 1
A = ————— edad promedio de infeccién
1(Ro — 1) P
y
G= lapso promedio de infecciosidad

Y+
Si (uRy)? — 4AG > 0 los tres valores propios serdn reales negativos, por lo que el equilibrio es
asintéticamente estable. Por otro lado, si (uRy)?* —4AG < 0 los tres valores propios tendran parte
real negativa garantizando la estabilidad asintética del equilibrio.

Concluimos que cuando Ry > 1 el equilibrio libre de enfermedad es inestable mientras que el
equilibrio endémico existe y ademas es asintoticamente estable.

. Dindmica oscilatoria.

El equilibrio endémico existe si y solo si Ry > 1, ademés de que ésta es la condicién para su
estabilidad. Mas atin, si se satisface que (uRy)? < 4AG, las soluciones al modelo representan
oscilaciones amortiguadas alrededor del equilibrio endémico con un periodo

T =~ 27V AG.

Observamos que T es mas grande cuando Ry ~ 1, esto estd asociado a la convergencia lenta
alrededor del punto de equilibrio.

19



5.2. Modelo SIRS

Existen enfermedades en las que una vez recuperados los individuos sélo se es inmune durante un
periodo limitado de tiempo, es decir, es posible ser susceptible a enfermarse de nuevo.

5.2.1. Modelo con demografia

Consideramos el modelo STR con demografia estudiado anteriormente, pero agregamos la siguiente
hipdtesis :

= un individuo recuperado pierde la inmunidad, es decir regresa a la clase S, a una tasa w.

Ahora nuestro modelo se representa por el sistema de EDQO’s

%zu—ﬂSl—i—wR—uS

dl

— =06SI —~I — ul 4
T = PSI=al—p (4)
dR

A — _

i vl —wR — puR

junto con las condiciones iniciales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) = 0.

Figura 11: Diagrama del modelo SIRS.

De nuevo no es posible resolver el sistema analiticamente, pero si llegar a los siguientes resultados

(13)-

1. Niimero reproductivo basico.

B

Ry=——.
v+

Resulta ser el mismo que para el caso del modelo STR con demografia.

2. Puntos de equilibrio.
Hay dos posibles estados de equilibrio

» Libre de enfermedad: (1,0,0) en el que no existe enfermedad dentro de la poblacién.
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» Endémico: (S*,I*, R*) = (R%ﬂ (“J”:)E;L/RO), 7(:;714}50)), existe si y sélo si Ry > 1.

3. Edad promedio de infeccion.
Podemos calcularla como el tiempo promedio de permanencia en la clase S. Como p ~ 0y
45 ~ —BSI + wR, obtenemos que

A~ 1 _ uw+vtw

Br+ (p+w)(B—p—7)

4. Estabilidad.
Se usa el mismo método descrito antes. En el equilibrio libre de enfermedad tenemos como valores
propios
M=,  Ae=—(pt+w)yrs=8—(u+7)
por lo que es estable si y sélo si A3 < 0, lo que es equivalente a Ry < 1. Ademas, en este caso el
equilibrio endémico no existe. Si Ry = 1 el equilibrio endémico coincide con el libre de enfermedad
pero no podemos concluir de manera directa nada sobre la estabilidad.

Para el equilibrio endémico tenemos como valores propios

B L (B p)(ptw)
)\1——My)\2,3—§(— Tt w i@)
donde (61 )2( N )2
N A ptw? y
® = op A0 = (v + ) (1 + w).

Si ® > 0 los tres valores propios resultan ser reales negativos, por lo que el equilibrio es asintoti-
camente estable. Por otro lado, si ® < 0 los tres valores propios tendran parte real negativa
garantizando la estabilidad asintética del equilibrio.

Entonces concluimos que cuando Ry > 1 el equilibrio libre de enfermedad es inestable mientras
que el equilibrio endémico existe y ademds es asintéticamente estable, al igual que en el caso del
modelo STR con demografia.

5. Dinamica oscilatoria.
Denotemos por G; = ﬁ al lapso promedio de infecciosidad y por G =
de permanencia en la clase de recuperados. Si se cumple que

1 1\? 4(Ry—1)
Gr A G;Ggr
se observan oscilaciones amortiguadas con un period(ﬂ
AT

1 1 1 1 2.
\/4(R0 ~DEE - (& +5)

2La expresién equivalente que se muestra en Rohani [3] difiere en un signo a la que calculamos en éste trabajo, sin
embargo, nuestra expresién coincide con la que aparece en Murray [4].

1

pr al tiempo promedio

T ~
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5.2.2. Modelo con vacunacion

Para prevenir el brote de una enfermedad es necesario reducir el nimero de susceptibles. Una forma
de hacerlo es mediante la vacunacién. Si al modelo STRS anteriormente expuesto le agregamos la
siguiente hipotesis

= Una fraccion p de los recién nacidos recibe la vacuna y queda protegida contra la infeccion, pasando
inmediatamente a la clase de recuperados.

Figura 12: Diagrama del modelo SIRS con vacunacion.

El modelo viene dado por el sistema de EDO’s

dsS
dl
— =881 —~I — ul 5)
o = ST = I — (5)
dR

junto con las condiciones iniciales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) = 0.

Haciendo el cambio de escala: S = S(1 —p), I = I(1 —p) y R = R(1 — p) + p, tenemos el sistema
ds

- AL A p
= (B(1 =] v

o == (B0 -p) +u)5+wR+w1_p

dil .. .

— =BS5S — (v +p) (6)
dt

dR . A P

kY S

= +(p+w)R Wi

junto con las condiciones iniciales S(0) > 0,7(0) > 0, R(0) = 0.

En el cambio de escala anterior S, T y R representan las clases del modelo STRS sin vacunacion.
Tampoco es posible resolver estos sistemas analiticamente, pero si llegar a los siguientes resultados ([3]).

1. Nimero reproductivo basico.

En el sistema (|5|) tenemos Ry = SU-p)

% y en el sistema @) tenemos que Ry = Sl Observamos que

Ry = Ro(1—p), y como (1 —p) < 1, entonces Ro < Ry. Es decir, reducir el nimero de susceptibles
mediante vacunacion es equivalente a reducir el nimero reproductivo basico de la enfermedad.
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2. Puntos de equilibrio.
Resolviendo el sistema igualado a cero llegamos a que hay dos posibles estados de equilibrio

= Libre de enfermedad: (1 - +w, 0, ulfw> en el que no existe enfermedad dentro de la poblacion,

pero debido a la vacuna tenemos individuos en la clase de recuperados.

» Endémico: (S*,I*, R*) existe si y sélo si Ry > donde

v(1=p)—wp’
1
=

(g ) e
R*=Wﬁ <v <(1—p)—Ri0) —wp>

3. Edad promedio de infeccidn.
Nuevamente podemos calcular la edad promedio de (primer) infeccién como el tiempo promedio
de permanencia en la clase S, por lo que en este modelo

r Wty tw
pI+ (p+w)(B—p—7)— Bup
siendo ligeramente diferente al caso STRS sin vacunacion. En este caso, debido a la vacunacion

el denominador de la expresién encontrada para A es menor que en el caso sin vacunacién, por lo
que concluimos que al introducir la vacuna se aumenta la edad promedio de (primer) infeccién.

A=

4. Estabilidad.
Se usa el mismo método descrito antes. Para el equilibrio libre de enfermedad tenemos como
valores propios

up
1 My 5 A2 (,LL"—W)Y 3 6( p)< M+w)

por lo que es estable si y sélo si ﬁ% < 1.

Sean G = —— el lapso promedio de infecciosidad y G = — el tiempo promedio de permanencia
en la clase de recuperados Para el equilibrio endémico tenemos como valores propios

}(_(/5’+u)(/~t+w) 5upi\/—)

2 Y+ utw

M=—py >\2,3 =

donde )
1 1 1 1

® = (GR+A> ((Ro—l)aG——ﬁup)-

El cual resulta ser asintéticamente estable si y sélo si Ry > 1.
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5. Dinamica oscilatoria.
Si se cumple que
1 1\? 4(Ry — 1)
N — 4 < — 7
(GR * A) Ao < =
se observan oscilaciones amortiguadas con un periodo
4

R0~ - (& 3)

El cual es muy parecido al periodo de las soluciones del modelo STRS sin vacunacion.

T~
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