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Pérez
Danna Oassis
56 01 27 35
Universidad Nacional
Autónoma de México
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Introducción

La cromodinámica cuántica es la parte del modelo estándar que describe
las interacciones fuertes entre los quarks y gluones que conforman a los ha-
drones. Es una teoŕıa de campo no abeliana con simetŕıa interna SU(3) que
da lugar a tres cargas fuertes que reciben el nombre de color y son análogas
a la carga eléctrica del electromagnetismo. Los gluones son el análogo fuer-
te de los fotones en la electrodinámica cuántica con la diferencia de que los
gluones poseen carga.

La cromodinámica cuántica exhibe dos caracteŕısticas fundamentales:
confinamiento y libertad asintótica. El confinamiento es el mecanismo por
el cual los quarks y gluones permanecen siempre en estados ligados y nunca
como part́ıculas libres; de esa manera todos los observables (estados hadróni-
cos) son estados de color neutro y por ende se transforman trivialmente bajo
el grupo SU(3). Sin embargo, no se ha podido demostrar partiendo del La-
grangiano invariante SU(3) que se mostrará en el caṕıtulo 1. Por otro lado
la libertad asintótica nos dice que a altas enerǵıas los quarks y gluones
interactúan débilmente formando un plasma de quark-gluones.

La magnitud de la interacción entre los quarks y gluones está deter-
minada por la llamada constante de acoplamiento. Gracias a la libertad
aśıntotica sabemos que esta constante es pequeña a altas enerǵıas permi-
tiéndonos estudiar la cromodinámica cuántica de forma perturbativa; sin
embargo, sabemos que a bajas enerǵıas la constante de acoplamiento es
grande por lo que el confinamiento y el estudio de estados hadrónicos son
fenómenos de naturaleza no perturbativa.

Existen distintas técnicas para realizar estudios no perturbativos de la
cromodinámica cuántica, entre las más populares se encuentran: lattice-
QCD y teoŕıa perturbativa quiral. En el presente trabajo no discutiremos
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2 INTRODUCCIÓN

ninguna de estas técnicas sino que trabajaremos bajo un formalismo en el
cual se utilizan técnicas para sistemas de muchos cuerpos, siguiendo de cerca
los trabajos [1], [2] y [3].

Para estudiar no perturbativamente a la cromodinámica cuántica los
trabajos previamente mencionados siguen la ĺınea de trabajo presentada a
continuación:

1. Establecer un Hamiltoniano efectivo a bajas enerǵıas. Es decir, iden-
tificar la parte no perturbativa dominante del Hamiltoniano de la cro-
modinámica cuántica.

2. Escribir este Hamiltoniano efectivo en el formalismo de segunda cuan-
tización. En los trabajos mencionados la base utilizada es la del osci-
lador armónico.

3. Utilizar técnicas para sistemas de muchos cuerpos como el método de
Tamm-Dankoff (TDA) y la aproximación de fase aleatoria (RPA) para
estudiar las propiedades de estados ligados de quarks.

Haciendo uso de este formalismo ha sido posible estudiar anaĺıtica y
semi-anaĺıticamente sistemas de quarks y gluones a bajas enerǵıas [3]. La
clave radica en expresar adecuadamente el Hamiltoniano efectivo para pos-
teriormente poder utilizar las técnicas en sistemas de muchos cuerpos que
han tenido tanto éxito en f́ısica nuclear y materia condensada. Podemos con-
trastar esto con cálculo en redes (lattice-qcd) en donde es necesario realizar
cálculos computacionalmente costosos, en nuestro caso buscamos reducir los
cálculos computacionales al mı́nimo.

En el presente trabajo trataremos únicamente los primeros dos puntos
anteriormente expuestos. Realizaremos sólo una discusión sobre el primer
punto mientras que una variación del segundo punto será la parte central del
trabajo. En lugar de utilizar la base del oscilador armónico para escribir el
Hamiltoniano efectivo en su forma de segunda cuantización utilizaremos la
llamada base de modos de cavidad esférica, particularmente trataremos úni-
camente el sector de quarks dejando de lado cualquier interacción gluónica.
Esta base surge como solución a la ecuación de Dirac en un pozo de po-
tencial esférico por lo que es f́ısicamente relevante ya que modela fermiones
confinados en una bolsa (el potencial esférico) dándonos aśı una base con la
cual trabajar que es fenomenológicamente acorde con lo esperado.
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En el caṕıtulo 1 realizaremos un breve resumen del formalismo de la cro-
modinámica cuántica como teoŕıa de campo y mostraremos la idea general
de cómo llegar al Hamiltoniano efectivo utilizando la norma de Coulomb.

En el caṕıtulo 2 obtendremos las soluciones a la ecuación de Dirac para
un potencial esférico y en particular para un pozo con las llamadas condi-
ciones de frontera del MIT, en donde pedimos que la corriente de color sea
cero fuera de la bolsa imponiendo aśı el confinamiento.

En el caṕıtulo 3 estudiaremos la expansión de los campos fermiónicos
de quarks en función de los modos de cavidad esférica y discutiremos las
simetŕıas de color y sabor que se considerarán.

El caṕıtulo 4 es el punto central de la tesis y en él escribiremos en el
formalismo de segunda cuantización los términos del sector de quarks del
Hamiltoniano efectivo en la base de modos de cavidad esférica.

Concluiremos el trabajo en el caṕıtulo 5 con una discusión de los resul-
tados obtenidos aśı como las perspectivas para posibles trabajos futuros.
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Caṕıtulo 1

Cromodinámica Cuántica
a bajas enerǵıas

La cromodinámica cuántica (QCD por sus siglas en inglés) es en la ac-
tualidad la principal candidata como teoŕıa capaz de describir a la fuerza
fuerte [4]. Es decir describe las interacciones fuerte entre quarks y gluones,
part́ıculas fundamentales del modelo estándar que conforman los hadrones
(protón, neutrón, pión, etc).

Al igual que la electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en inglés)
la QCD es una teoŕıa de norma, sin embargo difieren en el hecho de que
la QCD es una teoŕıa cuántica de norma no-abeliana. Para entender esto
adecuadamente primero debemos recordar qué es una teoŕıa de norma y para
ello discutiremos brevemente en qué consiste la formulación Lagrangiana de
una teoŕıa de campos.

En teoŕıa clásica de campos, e.g. electrodinámica de Maxwell, una de
las posibles formas de especificar una teoŕıa es comenzar definiendo la den-
sidad Lagrangiana L, la cual es una función de los campos que caracterizan
la teoŕıa (e.g. el potencial electromagnético en electrodinámica clásica), y
presenta las siguientes dependencias funcionales:

L = L(φa, ∂µφa, t), (1.1)

donde φa es un campo que en principio puede tener diversos tipos de ı́ndices
(e.g. un campo vectorial tiene ı́ndices de espacio tiempo, etc).

5



6 CAPÍTULO 1. CROMODINÁMICA CUÁNTICA

Una vez definida la densidad Lagrangiana es posible obtener la dinámi-
ca de la teoŕıa utilizando el principio de mı́nima acción. Éste consiste en
minimizar la acción S que es un funcional definido como:

S =

∫
d4xL(φa, ∂µφa, t). (1.2)

Las ecuaciones de movimiento, conocidas comúnmente como ecuaciones
de Euler-Lagrange, se obtienen al pedir que δS = 0 y están dadas por:

∂µ

(
∂L

∂ (∂µφa)

)
− ∂L
∂φa

= 0. (1.3)

Análogamente es posible utilizar el formalismo Hamiltoniano (que será dis-
cutido más adelante al momento de cuantizar la teoŕıa), sin embargo la for-
mulación Lagrangiana tiene la ventaja de que la invariancia bajo el grupo de
Lorentz puede verse expĺıcitamente al momento de construir el Lagrangiano.
Esto permitirá construir una teoŕıa naturalmente relativista.

Aśı mismo, es posible pedir que el Lagrangiano tenga simetŕıas adicio-
nales a la del grupo de Lorentz. En espećıfico, cuando pedimos que el La-
grangiano sea invariante ante transformaciones locales de los campos bajo
un grupo continuo de simetŕıas, decimos que la teoŕıa que este Lagrangiano
describe es una teoŕıa invariante de norma. Cuando el grupo continuo es
(no-)abeliano se dice que la teoŕıa es (no-)abeliana. Esta invariancia local
induce ciertas libertades a la teoŕıa que posteriormente hay que remover; a
esto se le conoce como “fijar la norma” y un ejemplo de ello son las normas
de Lorentz (∂µA

µ = 0) y Coulomb (∇ ·A = 0) para el potencial electro-
magnético en QED, las cuales nos permiten definir a Aµ.

El grupo de simetŕıa correspondiente a la QCD es el grupo SU(3). F́ısi-
camente esta simetŕıa está relacionada a la invariancia de las interacciones
fuertes bajo cambios de color de los quarks, la carga de color de los quarks
es el equivalente fuerte a la carga eléctrica cuyo grupo de simetŕıa es U(1),
con la diferencia de que existen tres diferentes tipos de color. Recordemos
que la asignación de este nuevo grado de libertad surgió de la necesidad
de poder tener estados ligados de 3 quarks (bariones) en donde éstos pu-
dieran encontrarse en un estado cuántico aparentemente idéntico sin que el
principio de Pauli se viole, ya que los quarks son fermiones.
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1.1. Cromodinámica clásica

Para hablar de la cromodinámica cuántica primero es necesario construir
un Lagrangiano dentro de la teoŕıa clásica de campos que sea invariante de
norma local no-abeliano SU(3). Posteriormente será posible cuantizar la
teoŕıa clásica resultante.

Además del color, los quarks tienen una propiedad que se conoce como
sabor y actualmente sabemos de la existencia de por lo menos 6 diferentes
sabores. Debido a que los quarks son part́ıculas con esṕın 1

2 es posible utilizar
como punto de partida la densidad Lagrangiana de un campo de fermiones
libres que evolucionan de acuerdo a la ecuación de Dirac:

L = Ψ̄(r)cf (iγµ∂µδcc′ −mδcc′)Ψ(r)c′f , (1.4)

donde los campos Ψc′f (r) y Ψ̄cf (x) = Ψcf (r)γ0 representan los campos de
quarks y antiquarks respectivamente con ı́ndices espacio-temporales µ =
0, 1, 2, 3; de color c, c′ = 1, ..., Nc; de sabor f = 1, ..., Nf ; y espinoriales
que no están escritos expĺıcitamente pero corren de 1 a 4. También hay
que mencionar que ηµν es la métrica de Minkowsky y γµ son las llamadas
matrices de Dirac que satisfacen el álgebra de Clifford:

{γν , γµ} = 2ηµν . (1.5)

Como mencionamos anteriormente buscamos que el Lagrangiano (1.4)
se mantenga invariante ante transformaciones locales de la forma:

Ψ(r)cf → e−iα
a(r)TaΨ(r)cf , y (1.6)

Ψ̄(r)cf → eiα
a(r)TaΨ̄(r)cf , (1.7)

con αa los parámetros de la transformación y T a los generadores del grupo
de simetŕıa SU(3).
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El grupo de simetŕıa SU(3) cuenta con 8 generadores, lo que quiere decir
que la suma de los ı́ndices a en las expresiones (1.6) y (1.7) corre de 1 a 8,
además, los generadores T a satisfacen el álgebra:

[T a, T b] = ifabdT d. (1.8)

Esta relación es conocida como el álgebra de Lie del grupo y los coeficientes
fabc son las llamadas constantes de estructura.

La densidad Lagrangiana mostrada en (1.4) no es invariante ante la
transformación, en part́ıcular podemos observar que del término que con-
tiene la derivada

∂µΨ(r)cf → (e−iα
a(r)Ta)cc′∂µΨ(r)c′f − i(T a∂µαa(r)eiα

a(r)Ta)cc′Ψ(r)c′f ,
(1.9)

se obtiene un término extra que destruye la invariancia, este término está aso-
ciado a la derivada de los parámetros de la transformación αa.

Para eliminar el término extra que resulta de aplicar la transformación
es necesario, de forma análoga a lo realizado en la electrodinámica cuántica,
introducir una derivada modificada Dµ, que cumpla con:

DµΨ(r)cf → e−iα
a(r)TaDµΨ(r)cf . (1.10)

Con esto en mente se puede definir la llamada derivada covariante Dµ,cc′ :

Dµ,cc′ ≡ ∂µδcc′ − igT acc′V aµ (r), (1.11)

en donde hemos introducido un campo vectorial V aµ (r) con ı́ndices de color
a (a = 1, ..., 8) y componentes espacio-temporales µ (µ = 0, 1, 2, 3), el cual
pedimos se transforme de la siguiente manera:

V aµ (r)→ V aµ (r)− 1

g
∂µα

a(r), (1.12)
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donde g es una constante de acoplamiento. F́ısicamente el campo vectorial
representará a los gluones, por lo que habrá 8 diferentes tipos de gluones,
cada uno asociado a uno de los ı́ndices de color del campo. Debido a que
los gluones se encuentran asociados a un campo vectorial, como todos los
portadores de carga en una teoŕıa de norma, estos tendrán esṕın igual a 1.

Haciendo uso de esta nueva derivada, la derivada covariante (1.11), se
obtiene un término extra en el Lagrangiano que será un término de inter-
acción, por lo que el Lagrangiano queda escrito como:

L = Ψ̄(r)cf (iγµ∂µδcc′ −mδcc′) Ψ(r)c′f − g
(
Ψ̄(r)cfγ

µT acc′Ψ(r)c′f
)
V aµ .
(1.13)

Sin embargo la densidad Lagrangiana presentada en (1.13) aún no es
invariante de norma, para probarlo basta con hacer una transformación
infinitesimal como la mostrada a continuación:

Ψ(r)cf → [1− iαa(r)T a] Ψ(r)cf . (1.14)

Al fijarnos en el término de interacción observamos que surge un término
extra no deseado asociado a la no-conmutatividad de los generadores de
SU(3),(

Ψ̄(r)cfγ
µT acc′Ψ(r)c′f

)
→
(
Ψ̄(r)cfγ

µT acc′Ψ(r)c′f
)

− iαb(r)Ψ̄(r)cfγ
µ
(
T aT b − T bT a

)
cc′

Ψ(r)c′f .

(1.15)

Este término extra se puede escribir como:

fabdαb(r)
(
Ψ̄(r)cfγ

µΨ(r)c′f
)
. (1.16)

Para eliminar este término extra es necesario redefinir la forma en la que
el campo se transforma, por lo que ahora pedimos que:

V aµ (r)→ V aµ (r)− 1

g
∂µα

a(r) + fabdαb(r)V dµ (r). (1.17)
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Si buscamos darle sentido f́ısico a todos los campos dentro de la densidad
Lagrangiana necesitamos añadir un término cinético para los gluones (de la
misma manera que en QED se hace para el fotón) y este nuevo término
cinético debe preservar la invarianza de L. Bajo estas consideraciones la
densidad Lagrangiana invariante de norma para la cromodinámica cuántica
seŕıa:

L =Ψ̄(r)cf (iγµ∂µδcc′ −mδcc′) Ψ(r)c′f − g
(
Ψ̄(r)cfγ

µT acc′Ψ(r)c′f
)
V aµ (r)

− 1

4
V aµν(r)V a,νµ(r).

(1.18)

Donde el último término es el término cinético de gluones con V aµν , dado
por:

V aµν(r) = ∂µV
a
ν (r)− ∂νV aµ (r) + gfabdV bµ (r)V dν (r). (1.19)

Es posible hacer una analoǵıa a los campos eléctrico y magnético de la
QED, obteniendo un campo “cromoeléctrico” Eai y uno “cromomagnético”
Bai :

Eai ≡ iVi4 = −V̇ ai −∇iV
a
0 + gfabdV b0 V

d
i ; (1.20)

εijkB
a
k ≡ V aij = ∇iV

a
j −∇jV

a
i + gfabdV bi V

d
j . (1.21)

También es posible obtener las ecuaciones de movimiento para el La-
grangiano (1.18), siendo éstas:

(iγµDµ −m) Ψcf (r) = 0; y

∂µV
a,µν(r) + gfabdV bµ (r)V d,µν(r)− gΨ̄cf (r)γνT acc′Ψc′f (r) = 0.

(1.22)

Es importante notar que en las ecuaciones (1.22) existe un término de
autointeracción para los gluones y ello se debe a que, a diferencia de la
part́ıcula portadora en la QED (el fotón), los gluones śı presentan carga
de color. Otra caracteŕıstica notable es la ausencia de un término de masa
para los gluones, esto se debe a que introducir dicho término rompe la
invariancia de norma local al hacer las transformaciones (1.6), (1.7) y (1.17).
De igual forma se observa que los campos de quarks evolucionan mediante
una ecuación de Dirac acoplada con los campos gluónicos.
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1.2. Hamiltoniano a bajas enerǵıas

Ahora buscaremos estudiar la teoŕıa cuantizada de forma canónica a
bajas enerǵıas por lo que primero debemos traducir la densidad Lagrangia-
na al Hamiltoniano adecuado para los sistemas que buscamos estudiar, y
posteriormente cuantizar esa teoŕıa.

Recordemos que en el formalismo Hamiltoniano la información del sis-
tema está contenida en el Hamiltoniano, el cual se obtiene a partir de una
transformación de Legendre del Lagrangiano definida como:

H =

∫
drH =

∫
dr
[
πaφ̇a − L

]
, (1.23)

donde H es la llamada densidad Hamiltoniana y πa es el momento canónico
asociado al campo φa definido como:

πa =
∂L
∂φ̇a

. (1.24)

Sin embargo, para escribir el Hamiltoniano en una teoŕıa de norma es
necesario primero fijar ésta, de otra forma la transformación no estará bien
definida debido a la libertad interna de la teoŕıa [5]. Esto quiere decir que
hay que imponer alguna condición funcional sobre V aµ de forma que que-
de definido de forma única. Ejemplos de ello son la norma axial temporal
V a0 = 0, norma axial espacial V ai = 0 (con i cualquiera de las componentes
espaciales) y la norma de Coulomb ∇iA

a
i = 0.

Una norma deseable para trabajar es la de Coulomb ya que los campos
dinámicos resultantes de esta condición están asociados a los campos cro-
moeléctrico y cromomagnético, los cuales son campos f́ısicos. Como veremos
más adelante es en esta norma en la que el Hamiltoniano a bajas enerǵıas ha
sido estudiado de forma no perturbativa [6]. El problema es que no es trivial
escribir el Hamiltoniano bajo esta norma de forma directa por lo que es ne-
cesario realizar un procedimiento alternativo. A continuación explicaremos
conceptualmente los pasos a seguir para lograrlo.

Comenzaremos por obtener el Hamiltoniano en la norma axial temporal
y posteriormente transformaremos el campo a la norma de Coulomb. Con
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esto en mente, la densidad Hamiltoniana en la norma axial temporal queda
escrita como [3]:

H =
1

2
(ΠaΠa +BaBa)− gΨ̄γV aT acc′Ψc′f + Ψ̄cf (−iγ∇ +m)Ψcf , (1.25)

donde el momento canónico de Ψ está dado por iΨ†, Πa = −Ea con Ea

y Ba los campos cromoelécticos y cromomagnéticos definidos en (1.20) y
(1.21) respectivamente.

Pasar de la norma axial-temporal a la norma de Coulomb no es trivial;
en el trabajo de N. H. Christ y T. D [5]. Lee se muestra cómo pasar de la
norma axial-temporal a una norma arbitraria χ(Ai), conservando la simetŕıa
SU(N), donde Ai(r) representa el campo asociado a la nueva norma y χ(Ai)
es la condición funcional impuesta.

Este cambio de norma se logra al hacer una transformación del tipo:

Vi = uAiu
† +

i

g
u∇iu

†

A0 = − i
g
u†u,

(1.26)

donde Vi es el potencial en la norma axial-temporal, Aµ es el potencial en
la norma de Coulomb y u es una transformación unitaria en SU(3) definida
por 8 parámetros φ, es decir u = u(φ).

Aplicar una transformación como la mostrada en (1.26) es equivalente a
hacer un cambio de coordenadas de un sistema cartesiano, a uno curvo en
términos del potencial Ai y los parámetros φ de la tranformación u [5]. La
densidad Hamiltoniana transformada queda escrita como

H = Ψ†(−iα ·∇ + βm)Ψ) +
1

2
(J−1/2ΠJ ·ΠJ−1/2 +B ·B)

−gΨ†α ·AΨ +

∫
dr′

1

2
J−1/2ρa(r)J 1/2Kab(r, r

′;A)J 1/2ρb(r′)J−1/2,

(1.27)
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donde ρa(r) es la densidad de corriente de quarks, definida por:

ρa(r) = Ψ†(r)T aΨ(r), (1.28)

y J es el llamado determinante de Faddeev-Popov dado por:

J = det (∇ · D) . (1.29)

Con D la derivada covariante definida en función del nuevo campo de norma
Aµ, este determinante está relacionado al Jacobiano de la transformación
obtenido al realizar el cambio de norma [5]. El término Kab(r, r

′;A) que
aparece en la densidad Hamiltoniana está definido por:

Kab(r, r
′, A) ≡

〈
r, a| g

∇ ·D (−∇2)
g

∇ ·D |r
′, b
〉
. (1.30)

Adam P. Szczepaniak y Eric S. Swanson realizaron un estudio del Hamil-
toniano (1.27) a bajas enerǵıas y una de las cosas que determinaron es que
en este régimen el Hamiltoniano queda escrito de forma más conveniente
como [6].

H = H0 +H1, (1.31)

donde:

H0 =

∫ {
1

2

[
Π(r) ·Π(r)−A(r) ·∇2A(r)

]
+ Ψ† [−iα ·∇] Ψ + Ψ†βmΨ

}
+

1

2
g2

∫
ρa(r)K0(r− r′)drρa(r′)dr′;

(1.32)

y

H1 =

∫
1

2

[
B(r) ·B(r) + A(r) ·∇2A(r)

]
dr− g

∫
Ψ†(r)α ·A(r)Ψ(r)dr + VA + VB

+
1

2
g2
∫
ρa(r)

{〈
ar| 1

∇ ·D (−∇)2
1

∇ ·D |a
′r′
〉
− δaa

′
K0(r− r′)

}
ρa
′
(r′)drdr′.

(1.33)
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Para llegar a la forma de este Hamiltoniano se desarrolló el determinante
de Faddeev-Popov en potencias del campo de norma, los términos Va y VB
contienen los términos de orden mayor a cero mientras que los de orden cero
se conservaron en H0, posteriormente se aplica un principio variacional con
lo que se obtienen gluones con masa (aproximadamente 600 MeV) [6].

Dentro de los resultados más destacables del estudio realizado por Szcze-
paniak y Swanson se encuentra el hecho de que el determinante de Faddeev-
Popov es dominante a enerǵıas bajas por lo que genera un posible mecanis-
mo de confinamiento. De igual forma, como la manera en que está escrito
lo sugiere, el término H0 es la base de los sistemas a bajas enerǵıas a una
primera aproximación (genera estados hadrónicos) mientras que H1 provee
las correciones debidas al intercambio de gluones.

Aśı mismo, el potencial de confinamiento se comporta como un operador
de Casimir entre fuentes de color (i.e. es proporcional a la identidad del
álgebra de color) por lo que su término dominante queda escrito como:

K0
ab(r−r′) = δabK

0(r−r′) = g2〈Ψ|
[
(∇ · D)

−1 (−∇2
)

(∇ · D)
−1
]
r,a,r′,b

|Ψ〉.
(1.34)

Su proporcionalidad a la identidad en el álgebra de color ya ha sido
usada expĺıcitamente en (1.32). Es posible sustuir el término K0(r − r′)
en (1.32) por su valor de expectación en el vaćıo para poder resolver la
teoŕıa H0 de forma no perturbativa y posteriormente añadir H1 mediante
técnicas perturbativas usuales. Por lo que en primera instancia la atención
se le dará al término H0.

El término H0 está conformado por cuatro términos, dados por:

HKq =

∫
Ψ†[−iα ·∇]Ψdr, (1.35)

Hmq =

∫
Ψ†βmΨdr, (1.36)

HKg =
1

2

∫ [
Π(r) ·Π(r)−A(r) ·∇2A(r)

]
dr, y (1.37)
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Hq−q
Coulomb =

1

2
g2

∫
ρa(r)〈ar| 1

∇ ·D (−∇)
2 1

∇ ·D |a
′r′〉ρa(r′)drdr′. (1.38)

Donde HKq es el término cinético de quarks, Hmq es el término de masa de

quarks, HKg es el término cinético de gluones y Hq−q
Coulomb es el término de

interacción de quarks que a su vez parece mostrar propiedades confinantes
[6].

Es posible realizar una aproximación para el potencial de interacción y
para ello hay que recurrir a un modelo fenomenológico. Por tanto se susti-
tuirá el término K0(r − r′) por un potencial que tenga las caracteŕısticas
buscadas, es decir, uno que sea confinante. La forma usualmente aceptada
de este potencial es [7]:

K0(r− r′) = 〈ar| g

∇ ·D (−∇)
2 g

∇ ·D |a
′r′〉 ≈ − a

r − r′
+ b(r − r′). (1.39)

En donde el término g2

2 estará incluido en las constantes a y b que serán
parámetros a ajustar, por ejemplo, haciendo uso del espectro de masas
hadrónicas.

De esa manera, el término de interacción del Hamiltoniano H0 queda
escrito como:

Hq−q
Coulomb = a

∫
drdr′

ρa(r)ρa(r′)

| r− r′ |
+ b

∫
drdr′ | r− r′ | ρa(r)ρa(r′). (1.40)

Hay que notar que en este trabajo únicamente se trabajará con el sec-
tor de quarks y con el término de confinamiento bajo la aproximación ya
descrita. De igual forma se hará uso del modelo fenomenológico conocido
como modelo de Bolsa del MIT (discutido en el caṕıtulo 2) para escribir los
operadores fermiónicos Ψ(r).

Bajo estas aproximaciones será posible trabajar con el Hamiltoniano H0

de forma no perturbativa, por lo que el siguiente paso será cuantizar la teoŕıa
mediante el formalismo canónico como se muestra en la siguiente sección.

Por último hay que notar que, salvo algunas consideraciones fenome-
nológicas, la teoŕıa H0 +H1 es en su totalidad cromodinámica cuántica, por
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lo que en principio se busca, en el futuro, trabajar con la teoŕıa de campo
completa.

1.3. Cuantización Canónica

Para cuantizar la teoŕıa se busca promover los campos de quarks (Ψ)
y gluones (Aµ) a operadores. La cuantización canónica de estos consiste
en considerar que dichos campos describen operadores definidos en todo el
espacio y que satisfacen las relaciones de (anti)conmutación canónicas con
sus momentos canónicos asociados, estas relaciones están dadas por:

{Ψcfα(r),Ψ†c′f ′α′(r
′)} = δcc′δff ′δαα′δ

(3)(r − r′), y (1.41)

[Aµa(r),Πν
b (r′)] = igµνδabδ

(3)(r − r′). (1.42)

Las relaciones de conmutación y anticonmutación faltantes se consideran
iguales a cero. Consideraremos los operadores en la representación de Schrödin-
ger por lo que los operadores serán independientes del tiempo.

Al trabajar en esta representación es posible desarrollar los operado-
res en una base de funciones completas que dependan únicamente de las
coordenadas espaciales, y en donde los coeficientes del desarrollo sean ope-
radores asociados a la creación de part́ıculas con números cuánticos que
correspondan a la base utilizada. Hay que mencionar que en el presente tra-
bajo únicamente se trabajará con los operadores de quarks y no con los de
gluones.

Para realizar este desarrollo primero hay que separar el campo en una
parte de frecuencia positiva (En > 0) y una de frecuencia negativa (En < 0),
que corresponderán a las enerǵıas asociadas a las soluciones para quarks y
antiquarks respectivamente. n representa un conjunto de números cuánticos
que caracterizan a las funciones base y describen una relación de cuantiza-
ción sobre la enerǵıa,

Ψcf = Ψ
(+)
cf + Ψ

(−)
cf , (1.43)
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donde Ψ
(+)
cf está asociada a En > 0 y Ψ

(−)
cf a En < 0.

Siempre que la base que estamos usando safisfaga una relación de si-
metŕıa para la enerǵıa dada por E−n = −En, el desarrollo descrito queda
expĺıcitamente dada por:

Ψcf =
∑
n

[
acfnunf + b†cfnu−nf

]
, (1.44)

donde acfn y b†cfn se interpretan como operadores de aniquilación/creación
de quarks/anti-quarks con números cuánticos n, mientras que un son las
funciones que forman la base escogida. Esta interpretación de los operadores
se justifica en el apéndice A.

De acuerdo a las relaciones de conmutación canónicas (1.41) los coe-
ficientes del desarrollo satisfacen las relaciones de anticonmutación dadas
por:

{acfn, a†c′f ′n′} = {bcfn, b†c′f ′n′} = δcc′δff ′δnn′ . (1.45)

El resto de las relaciones de anticonmutación son idénticamente cero y es
posible ver, de las relaciones anteriormente mostradas, que en efecto los
operadores acfn y bcfn tienen la estructura algebráica de operadores de
creación/aniquilación.

En nuestro caso la base a utilizar será obtenida a partir de soluciones
a la ecuación de Dirac independiente del tiempo en una cavidad esférica,
que se discutirá a detalle en el caṕıtulo 2. La cavidad esférica es una forma
fenomenológica de incluir el confinamiento en el tratamiento de la teoŕıa,
a pesar de que éste en principio se encuentra presente en el término de
Coulomb del Hamiltoniano (1.40) [6]. Es decir, simplemente desarrollaremos
en la base de una teoŕıa de quarks libres pero confinados.
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Caṕıtulo 2

Modelo de Bolsa del MIT

En el caṕıtulo anterior se presentó la forma Hamiltoniana adecuada pa-
ra un tratamiento no perturbativo a bajas enerǵıas de la cromodinámica
cuántica. En el presente trabajo se busca estudiar el sector de quarks de
este Hamiltoniano, por lo que para estudiar los campos fermiónicos, como
ya se mencionó, será necesario utilizar una base completa en la cual desa-
rrollarlos. En este caṕıtulo se presentará la base que se utilizará a lo largo
del trabajo aśı como su motivación.

Buscaremos una base de funciones que sean soluciones a la ecuación de
Dirac independiente del tiempo sujeta a un potencial central (en espećıfico
un pozo esférico estático), es decir buscamos espinores u(r) (funciones con
4 ı́ndices que se transforman de acuerdo a la representación espinoral) tales
que:

ĤD(r)u(r) = Eu(r) (2.1)

donde ĤD es el Hamiltoniano de Dirac con un potencial central dado por:

ĤD = cα · p̂ +mβc2 + V (r), (2.2)

V =

{
0 r < R,

∞ r > R,
(2.3)

19
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en donde c es la velocidad de la luz, p̂ es el operador de momento lineal, R
es el radio de la bolsa (parámetro a ajustarse posteriormente) y donde α y
β son matrices dadas por:

α =

(
0 σ̂
σ̂ 0

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
, (2.4)

con σ̂ = (σ1, σ2, σ3) en donde σi son las matrices de Pauli. Hay también
que recordar que las entradas diagonales de la matriz β corresponden a la
identidad de las matrices de 2x2.

La motivación detrás de esta selección es que esta base permitirá diago-
nalizar el término cinético de quarks de una forma simple. Nos permitirá es-
tudiar el Hamiltoniano H0 desde la perspectiva de quarks libres pero confi-
nados a una bolsa (el potencial esférico) tales que conforman una estructura
hadrónica. El confinamiento debe realizarse pidiendo que la corriente de co-
lor se anule en la frontera de la bolsa para asegurar que cualquier estado
hadrónico no tenga color, esta condición es conocida como condición de
frontera del MIT.

2.1. Condición de frontera del MIT

Los espinores u(r) describen por śı mismos a un fermión (quark) libre
contenido en una bolsa esférica. Sabemos que debido a la simetŕıa de color
SU(3) inherente en la teoŕıa es posible tener en una misma bolsa diferen-
tes quarks asociados a diferentes colores por lo que es posible definir una
corriente de color Jαµ dada por [8]:

Jαµ = (q̄r, q̄b, q̄g)T
αγµ

qrqb
qg

 , (2.5)

donde asumiremos que los generadores de SU(3) (Tα) se encuentran en su
representación fundamental en donde se conocen como matrices de Gell-
Mann, los ı́ndices r, g, y b corresponden a los colores de quarks rojo, verde
y azul mientras que qi y q̄i representan las funciones de onda para un quark
y un antiquark con color i contenidos en la bolsa.
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Las funciones qi deben satisfacer (2.1) mientras que las soluciones para
antiquarks están asociadas a las de quarks mediante una transformación
CPT [8], es decir:

q̄(r) = ĈP̂ T̂ q(r) = γ0iγ2
(
iγ1γ3(q(r))∗

)∗
. (2.6)

Lo siguiente es imponer que esta corriente, en efecto, desaparezca en la
frontera de la bolsa (r = R). Para escribir esta condición sobre los espinores
qi primero hay que recordar que se está considerando una bolsa estática y
esférica, es decir, podemos caracterizarla por medio de un vector normal nµ,

nµ = (0, êr). (2.7)

Con ello la condición del modelo de bolsa del MIT queda escrita como:

êr · Jα|R = 0. (2.8)

Debido a la simetŕıa de color de la teoŕıa sabemos que las funciones de
onda para diferentes colores deberán ser iguales, es decir:

qr(r) = qb(r) = qg(r) = q(r). (2.9)

Con esta consideración, la ecuación (2.8) queda escrita como:

êr · q̄γq|R(θ,φ) = 0. (2.10)

Sin embargo, la ecuación (2.10) es una condición cuadrática, para sim-
plificarla podemos hacer uso de que:

(êr · γ)2 = −1, (2.11)

Por lo que este operador con eigenvalores ±i tendrá eigenfunciones que
satisfagan:
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(êr · γ)q = ±iq. (2.12)

Los eigenestados con eigenvalor −i son las antipart́ıculas de los estados
con eigenvalor i, por lo que es posible trabajar únicamente con los eigenes-
tados de signo positivo.

La ecuación (2.12) implica la condición (2.10) [8]. Es posible restringirnos
a estados que sean eigenfunciones del operador (êr · γ) para utilizar una
condición de frontera lineal dada por:

−i(êr · γ)q(r = R) = q(r = R). (2.13)

Esta condición de frontera impondrá el confinamiento de forma feno-
menológica y solo resta solucionar la ecuación de Dirac con el potencial
deseado.

2.2. Ecuación de Dirac en potencial central

Primero obtendremos las soluciones a la ecuación (2.1) para un potencial
arbitrario con simetŕıa radial. Para ello hay que observar que el Hamilto-
niano de Dirac cuenta con las siguientes simetŕıas:

[ĤD, Ĵ
2] = 0, [ĤD, Ĵz] = 0, [ĤD, P̂ ] = 0, (2.14)

donde Ĵ es el operador de momento angular total y P̂ el operador de paridad,
dados por:

Ĵ = L̂ +
~
2
σ̂, P̂ = eiθβP̂0, (2.15)

eiθ es una fase arbitraria con θ = [0, 2π], y P0 está dado por:

P̂0f(r, t) = f(−r, t). (2.16)
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Para resolver el problema de eigenvalores primero escribiremos al espinor
u(r) de una forma más conveniente dada por:

u =

(
φ
ϕ

)
, (2.17)

donde φ y ϕ son biespinores.

Sustituyendo la forma mostrada en la ecuación (2.17) para u se encuentra
que la ecuación de Dirac es equivalente a las ecuaciones:

c (σ̂ · p̂)ϕ =
(
E −mc2 − V

)
φ, (2.18)

c (σ̂ · p̂)φ =
(
E +mc2 − V

)
ϕ. (2.19)

Resta encontrar la forma que deben tener φ y ϕ. Para ello utilizaremos
las simetŕıas del Hamiltoniano de Dirac ya introducidas.

Debido a que el Hamiltoniano y el operador de paridad conmutan es ne-
cesario que u(r) tenga una paridad bien definida. Utilizando el operador de
paridad definido en (2.15) y la forma para u(r) dada por (2.17) se encuentra
que φ y ϕ deben tener paridad opuesta.

Utilizando los mismos argumentos pero ahora con el operador de momen-
to angular total se encuentra que es necesario que φ y ϕ sean eigenestados
de Ĵ2 con números cuánticos j y m idénticos, por lo es posible pedir que:

φ ∝ Ωjlm, y ϕ ∝ Ωjl′m, (2.20)

donde Ωjlm son los conocidos espinores esféricos [12] dados por:

Ωjlm =
∑
mlms

〈
lml

1

2
ms|jm

〉
Ylmlχ 1

2ms
. (2.21)
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El ı́ndice ms corresponde al esṕın por lo que sólo toma los valores de
± 1

2 , mientras que ml = m − ms. En esta última expresión el término〈
lml

1
2mj |jm

〉
corresponde a los coeficientes de Clebsh-Gordan, Ylml son

armónicos esféricos y χ biespinores dados por:

χ 1
2

1
2

=

(
1
0

)
, χ 1

2−
1
2

=

(
0
1

)
.

Recordando que la paridad de los espinores esféricos está determinada
por el número cuántico l de acuerdo a P̂0Ωjlm = (−1)

l
Ωjlm se puede llegar

al Ansatz:

φ = g(r)Ωjlm, ϕ = if(r)Ωj(2j−l)m, (2.22)

donde g(r) y f(r) son funciones por determinar que no tienen dependencia
angular. Para poder transformar las ecuaciones (2.18) y (2.19) en ecuaciones
para f(r) y g(r) es necesario utilizar la identidad:

σ̂ · p̂ = i

(
σ̂ · r
r

)[
−~ ∂

∂r
+

σ̂ · L̂
r

]
. (2.23)

La forma en la que los operadores σ̂·rr y σ̂ · L̂ actúan sobre los espinores
esféricos se encuentra a continuación.

(
σ̂ · r
r

)
Ωjlm = −Ωj(2j−l)m

(
σ̂ · r
r

)
Ωj(2j−l)m = −Ωjlm (2.24)

(
σ̂ · L̂

)
Ωjlm = −~ (κ+ 1) Ωjlm

(
σ̂ · L̂

)
Ωj(2j−l)m = ~(κ−1)Ωj(2j−l)m

(2.25)

con

κ =

(
2j +

1

2

){
(−1) j = l + 1

2
(1) j = l − 1

2

(2.26)
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Como vemos de la primera ecuación en (2.25) es posible definir un ope-
rador K̂ como:

K̂ =
(
~ + σ̂ · L̂

)
, (2.27)

tal que

K̂Ωjlm = −κ~Ωjlm, K̂Ωj(2j−l)m = κ~Ωj(2j−l)m, (2.28)

y

[K̂, Ĥ] = 0. (2.29)

Es decir K̂ es una simetŕıa del Hamiltoniano, por lo que será posible
utilizar los números cuánticos de este nuevo operador para simplificar la
notación de los estados. Permitiéndonos introducir una nueva notación para
estos dada por:

χmκ ≡ Ωjlm, χm−κ ≡ Ωj(2j−l)m, (2.30)

con

K̂χmκ = −~κχκm, χm−κ = ~κχ−κm, (2.31)

tenemos que:

φ = g(r)χmκ y ϕ = if(r)χm−κ. (2.32)

Haciendo uso de (2.23), (2.24) y (2.25), las ecuaciones (2.18) y (2.19) se
reducen a:

~c
[
df

dr
+

1− κ
r

f

]
+
(
E −mc2 − V

)
g = 0, (2.33)
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~c
[
dg

dr
+

1 + κ

r
g

]
−
(
E +mc2 − V

)
f = 0. (2.34)

Las ecuaciones (2.33) y (2.34), junto con las condiciones de frontera, de-
terminarán las funciones f(r) y g(r) por lo que sólo falta utilizar el potencial
de bolsa esférica junto con las condiciones del MIT en estas ecuaciones para
determinar las funciones u(r).

2.3. Ecuación de Dirac en cavidad esférica

Procederemos a solucionar las ecuaciones radiales obtenidas en la sección
anterior para el modelo de bolsa del MIT. Utilizando el potencial de bolsa
esférica dado por (2.3) las ecuaciones radiales (2.33) y (2.34) se reducen a:

~c
[
df

dr
+

1− κ
r

f

]
+
(
E −mc2

)
g = 0, (2.35)

~c
[
dg

dr
+

1 + κ

r
g

]
−
(
E +mc2

)
f = 0. (2.36)

Sustituyendo la ecuación (2.35) en (2.36) (y viceversa) y haciendo el
cambio de variable:

x =
p

~
r, (2.37)

es posible obtener dos ecuaciones desacopladas para f y g, dadas por:

x2 d
2f

dx2
+ 2x

df

dx
+
[
x2 − α(α+ 1)

]
f = 0, (2.38)

x2 d
2g

dx2
+ 2x

dg

dx
+
[
x2 − ᾱ(ᾱ+ 1)

]
g = 0, (2.39)

con
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α =

{
κ− 1 κ > 0

−κ κ < 0
, ᾱ =

{
κ κ > 0

−κ− 1 κ < 0
(2.40)

Las ecuaciones (2.38) y (2.39) no son más que ecuaciones esféricas de
Bessel por lo que f y g quedan dadas por:

f = ajα

(p
~
r
)

y g = bjᾱ

(p
~
r
)
. (2.41)

Únicamente se ha utilizado la función esférica del primer tipo ya que
buscamos que la solución sea regular (normalizable) en el origen. Las ecua-
ciones (2.18) y (2.19) exigen que a y b estén relacionadas mediante:

a = bsgn(κ)
pc

E +mc2
, (2.42)

lo que nos permite llegar a la solución dada por:

u(r) = A

 jᾱ
(
p
~r
)
χmκ

isgn(κ) pc
E+mc2 jα

(
p
~r
)
χm−κ

 , (2.43)

donde A es una constante de normalización.

Sólo resta aplicar las condiciones de frontera lineales del modelo de bolsa
del MIT. La condición (2.13) aplicada a la solución (2.43) se ve como:

(
0 σ̂·r

r

− σ̂·rr 0

) jᾱ
(
p
~R
)
χmκ

isgn(κ) pc
E+mc2 jα

(
p
~R
)
χm−κ

 = i

 jᾱ
(
p
~R
)
χmκ

isgn(κ) pc
E+mc2 jα

(
p
~R
)
χm−κ

 .

(2.44)

Esta condición se reduce finalmente a:

jᾱ

(p
~
R
)

+ sgn(κ)
pc

E +mc2
jα

(p
~
R
)

= 0. (2.45)
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La ecuación (2.45) nos da una ecuación sobre el momento p para cada κ
dada, ya que sabemos que existe una relación de dispersión relativista entre
la enerǵıa y el momento, dada por:

E = ±
√
p2c2 +m2c4. (2.46)

La relación de dispersión está dada a través de una ráız cuadrada por lo
que existen dos soluciones. Esto quiere decir que la ecuación (2.45) contiene
en realidad dos ecuaciones (una para E < 0 y otra para E > 0).

Las ecuaciones (2.45) y (2.46) impondrán condiciones de cuantización so-
bre la enerǵıa y el momento. Esto quiere decir que tanto p como E quedarán
determinados por κ y por un número cuántico principal n que estará definido
de forma que denote las diferentes soluciones correspondientes a la ecuación
(2.45), en espećıfico si n > 0 estaremos considerando E > 0 mientras que
cuando n < 0 significa que E < 0. Aprovechando la introducción del número
cuántico n introduciremos el número de sabor f , que denotará el sabor del
quark en la bolsa, básicamente indicando qué masa estamos considerando.

En este punto es conveniente introducir nuevas variables adimensionales
de momento, enerǵıa y masa dadas por:

xnκf ≡
pnκf
~

R, ωnκf ≡
Enκf
~c

R, ξf ≡
mfc

~
R. (2.47)

donde pnκf y Enκf son los valores permitidos de momento y enerǵıa mientras
que mf denota la masa de un quark con sabor f . Es posible escribir la
relación de dispersión (2.46) para estas nuevas variables, dejando expĺıcito
el signo que se ha tomado de la ráız, como:

ωnκf = sgn(n)
√
x2
nκf + ξ2

f . (2.48)

Mientras que la relación de cuantización (2.45) queda escrita como:

jᾱ (xnκf ) = −sgn(κ)
xnκf

ξf + sgn(n)
√
x2
nκf + ξ2

f

jα (xnκf ) . (2.49)
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Esta nueva selección de variables es más conveniente ya que deja expĺıcita
la selección en el signo de la relación de dispersión a través del número
cuántico n. Como ya vimos el conjunto de números cuánticos que caracteriza
al sistema está dado por (n, κ,m, f), lo que nos lleva a escribir las funciones
u(r) como:

unκmf (r) = Anκf

 jᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ

isgn(κ)
xnκf

ωnκf+ξf
jα
(
xnκf

r
R

)
χm−κ

 , (2.50)

donde Anκf es una constante de normalización dada por:

Anκf =
1

R
3
2

xnκf
|jᾱ(xnκf )|

1√
2ωnκf (ωnκf + κ) + ξf

. (2.51)

Las funciones unκm forman una base completa ortonormal, es decir:∫
u†nκmfun′κ′m′f ′dr = δnn′δκκ′δmm′δff ′ . (2.52)

A este conjunto de soluciones lo denotaremos como modos de cavidad
esférica y haciendo uso de ellos en el siguiente caṕıtulo realizaremos el desa-
rrollo descrito en el caṕıtulo 1.
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Caṕıtulo 3

Desarrollo en modos de
cavidad esférica

En este caṕıtulo escribiremos el desarrollo (1.44) para el campo de quarks
haciendo uso de los modos de cavidad esférica, con números cuánticos
n = (n, j, l,m) y cuya enerǵıa satisface la relación de simetŕıa requerida
(ver apéndice A). De igual forma discutiremos dos simetŕıas asociadas a los
elementos de este desarrollo: la simetŕıa que representan los ı́ndices de color
y sabor, y la simetŕıa funcional entre modos de quarks y antiquarks.

Comenzaremos escribiendo la expansión mencionada como:

Ψcf =
∑

κ,m,n>0

[
âcfnκmufnκm + b̂†cfnκmuf-n-κm

]
. (3.1)

Como se muestra en el apéndice A, los operadores â y b̂ están relaciona-
dos a la creación y aniqulación de quarks y antiquarks respectivamente. La
selección de ı́ndices en el desarrollo es tal que los modos de cavidad esférica
que acompañan a los operadores de creación/aniquilación en efecto repre-
sentan las soluciones asociadas a quarks/antiquarks en una bolsa esférica
con los números cuánticos correspondientes (ver apéndice A).

31
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Las relaciones de anticonmutación distintas de cero que satisfacen estos
operadores se encuentran dadas por:

{acfnκm, a†c′f ′n′κ′m′} = {bcfnκm, b†c′f ′n′κ′m′} = δcc′δff ′δnn′δκκ′δmm′ . (3.2)

Lo siguiente será reescribir la expresión (3.1) en función de (j, l) en lugar
de κ, de donde obtenemos:

Ψcf =
∑

j,l,m,|n|

[
âcfnjlmufnjlm + b̂†cfnjlmuf-nj(2j−l)m

]
. (3.3)

En donde se entiende que la suma sobre j implica considerar los dos posibles
valores de j dada l, es decir j = l± 1

2 . Y en donde |n| indica que la suma es
sobre valores positivos de n.

Ahora reescribremos los operadores â y b̂ en función de unos nuevos
operadores β̂ de acuerdo a las siguientes expresiones:

acfnκm → β
1
2 (nl)jmcf , a†cfnκm → β†1

2 (nl)jmcf
,

bcfnκm → β†− 1
2 (nl)jmcf

, b†cfnκm → β−
1
2 (nl)jmcf .

(3.4)

Hay que notar un par de cosas de esta última expresión:

Básicamente hemos escrito a los operadores de quarks y antiquarks
bajo un mismo operador βτ(nl)jmcf que contiene un número cuántico
adicional, que tiene como finalidad diferenciar entre quarks y anti-
quarks ( τ = { 1

2 (quark),− 1
2 (antiquark)}).

Hasta ahora hemos tratado indistintamente la posición de los ı́ndices
de color, sabor y de la cavidad sin embargo, a partir de ahora, sere-
mos cuidadosos en su posición ya que como podemos ver la posición
de estos ı́ndices en los operadores β̂ es cŕıtica. Posteriormente intro-
duciremos la llamada representación esférica de los ı́ndices de color
y sabor por lo que introduciremos las reglas para subir y bajar estos
ı́ndices.
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Los operadores β̂ satisfacen las relaciones de anticonmutación dadas por:

{βτ(nl)jmcf , β†τ ′(n′l′)j′m′c′f ′} = δττ ′δ
n
n′δ

l
l′δ

m
m′δ

c
c′δ

f
f ′ , (3.5)

{βτ(nl)jmcf , βτ
′(n′l′)j′m′c′f ′} = {β†τ(nl)jmcf , β

†
τ ′(n′l′)j′m′c′f ′} = 0. (3.6)

Podemos de igual forma agregar el ı́ndice τ a los modos de cavidad de
acuerdo a:

ufnjlm → u 1
2 fnjlm

, uf−nj(2j−l)m → u− 1
2 fnjlm

,

u†fnjlm → u†
1
2 fnjlm, u†f−nj(2j−l)m → u†−

1
2 fnjlm.

(3.7)

Esto nos permite escribir la ecuación de Dirac para quarks y antiquarks
como:

[−iα ·∇ + βm]uτfnljm = Eτnjlfuτfnljm (3.8)

Con la introducción del ı́ndice τ la enerǵıa queda dada por:

E 1
2nljf

= Enljf

E− 1
2nljf

= E−n(2j−l)jf = −Enljf .
(3.9)

De igual forma es posible escribir la relación de ortonormalidad de los
modos con el ı́ndice τ como:

∫
u†τnljmuτ ′n′l′j′m′dr = δττ ′δnn′δll′δjj′δmm′+δτ−τ ′δn−n′δl(2j′−l′)δjj′δm−m′ .

(3.10)

Esto nos permite reescribir (3.3) como:

Ψcf =
∑

j,l,m,|n|

[
β

1
2 (nl)jmcfu 1

2 fnjlm
+ β−

1
2 (nl)jmcfu− 1

2 fnjlm

]
. (3.11)
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Podemos simplificar esta última expresión escribiéndola como una suma
sobre el ı́ndice τ , de acuerdo a esto los campos de quarks y su adjunto
quedan escritos como:

Ψcf =
∑

τ,j,l,m,|n|

βτ(nl)jmcfuτfnjlm,

Ψ†cf =
∑

τ,j,l,m,|n|

β†τ(nl)jmcfu
†τfnjlm.

(3.12)

3.1. Simetŕıa SU(2) y SU(3)

Hemos ya escrito de una forma simplificada el desarrollo en modos de
cavidad esférica, lo siguiente que realizaremos será utilizar la simetŕıa exacta
SU(3) en los ı́ndices de color y la simetŕıa rota (SU(2) ó SU(3)) en los ı́ndices
de sabor para trabajar con ellos en lo que se conoce como su representación
esférica. La utilidad de esta representación se manifestará al momento de
calcular el término de interacción de quarks.

La idea detrás de esto es poder trabajar con los ı́ndices de color y sabor
como números cuánticos de SU(2) ó SU(3) de una forma apropiada. Es
decir, poder asociarlos a algún multiplete de alguna de las representaciones
irreducibles de estos grupos, buscando una relación similar a la que tienen
los ı́ndices de momento angular con las representaciones de SO(3).

3.1.1. Simetŕıa de color

El grupo de simetŕıa de la cromodinámica cuántica da lugar a la exis-
tencia de tres tipos de colores de quarks (i.e. c = 1, 2, 3) y estos pueden
asociarse a la representación fundamental del grupo SU(3) denotada por
(1, 0) mientras que los antiquarks se pueden asociar a la representación con-
jugada (0, 1) (ver apéndice B para una discusión del álgebra de SU(3)).
Esto quiere decir que podemos caracterizar a los tres colores de quarks con
el triplete que forma la base de la representación (1, 0) y podemos hacer lo
mismo con los antiquarks y con la representación (0, 1).

Por otro lado sabemos que los estados pertenecientes a una represen-
tación irreducible de SU(3) se denotan por tres números cuánticos; siendo
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estos la hipercarga de color Yc, el isoesṕın de color Ic y su tercera compo-
nente Izc. En general los estados pertenecientes a un multiplete de SU(3)
son denotados por |(p, q)YcIcIzc〉 con (p, q) la representación a la que per-
tenecen, donde p es el número de quarks y q el número de antiquarks.

Como los quarks están caracterizados únicamente por los números cuánti-
cos de la representación fundamental de SU(3) resulta conveniente escribir
esto de forma expĺıcita en los ı́ndices de color, es decir en lugar de referirnos
a ellos como quark 1, 2 o 3 nos referiremos a ellos por sus números cuánti-
cos. Esto quiere decir que podemos escribir a los ı́ndices de color como
c = {Yc, Ic, Izc} con las combinaciones

(
{− 2

3 , 0, 0}, {
1
3 ,

1
2 ,

1
2}, {

1
3 ,

1
2 ,−

1
2}
)
.

Ésta es la llamada representación esférica de los ı́ndices de color. Los ı́ndi-
ces para antiquarks los denotaremos por c̄ = {−Yc, Ic,−Izc}.

3.1.2. Simetŕıa de sabor

A pesar de que la simetŕıa de color es exacta, sabemos que los diferentes
sabores de quarks (6 conocidos) tienen diferentes masas, por lo que no hay
una simetŕıa de sabor exacta. Sin embargo al trabajar con sistemas a bajas
enerǵıas es posible concentrarnos únicamente en los quarks más ligeros e in-
troducir una simetŕıa aproximada dada por el grupo SU(2) (si consideramos
los quarks up y down) o con el grupo SU(3) (añadiendo el quark strange).
Sabemos que aunque éstas son simetŕıas rotas en la naturaleza, han tenido
un papel fundamental en la clasificación del espectro hadrónico [8] .

Lo siguiente, al igual que con los ı́ndices de sabor, será asociar a los dos o
tres diferentes sabores de quarks con la base de la representación fundamen-
tal de SU(2) o SU(3), esto quiere decir que estos ı́ndices se podrán escribir
como f = { 1

2 , σf} = { 1
2 ,±

1
2} o f = {Yf , If , Izf} respectivamente. Los ı́ndi-

ces para antiquarks los denotaremos por f̄ = −f o f̄ = {−Yf , If ,−Izf}
para SU(2) o SU(3) respectivamente. Hay que notar que con la introduc-
ción de esta simetŕıa estamos considerando una degeneración en las masas,
por lo que habrá que remover el ı́ndice f de los modos de cavidad esférica.

3.1.3. Reglas de transformación

Utilizaremos las reglas para bajar y subir ı́ndices descritas por Draayer,
dadas por [9]:

βτ(nl)jmcf = (−1)
1
2−τ (−1)

j−m
(−1)

χc (−1)
χf β−τ(nl)j−mc̄f̄ , (3.13)
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con

χi =
1

3
(λi − µi) +

Yi
2
− Izi Si i está en (λi, µi) de SU(3),

χi =
1

2
− i Si i está en

(
±1

2

)
de SU(2).

(3.14)

Estas reglas se introducen debido a que resultarán útiles en el cálculo
del término de interacción.

3.2. Índice de pseudo-esṕın

En esta última sección buscaremos escribir los modos de cavidad esférica
de quarks y antiquarks bajo una misma forma funcional haciendo uso del
nuevo número cuántico τ . La finalidad de esto es que el desarrollo en estos
modos quede escrito de la manera más simple posible para poder trabajar
con ellos de una forma adecuada al calcular el término de interacción de
quarks.

Podemos notar que la forma expĺıcita de los modos de quarks y anti-
quarks dada por (2.30) y (2.50) se puede escribir en función del ı́ndice τ
como:

uτnljm = Aτnlj

 jᾱτ
(
xτnlj

r
R

)
Ωτjlm

isgn(κτ )
xτnlj
ωτnlj+ξ

jατ
(
xτnlj

r
R

)
Ω−τjlm

 , (3.15)

donde κτ , ᾱτ y ατ quedan definidas como:

κτ =

(
2j +

1

2

)
sgn(τ)

{
(−1) j = l + 1

2
(1) j = l − 1

2

(3.16)

ατ =

{
κτ − 1 κτ > 0
−κτ κτ < 0

ᾱτ =

{
κτ κτ > 0

−κτ − 1 κτ < 0
(3.17)

Aśı mismo consideramos las definiciones:

A 1
2nlj

= Anlj , A− 1
2nlj

= A−n(2j−l)j , (3.18)
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Ω 1
2 jlm

= Ωjlm, Ω− 1
2 jlm

= Ωj(2j−l)m, (3.19)

x 1
2nlj

= xnlj , x− 1
2nlj

= x−n(2j−l)j , xτnlj = x−τnlj ,

ω 1
2nlj

= ωnlj , ω− 1
2nlj

= ω−n(2j−l)j , ωτnlj = −ω−τnlj .
(3.20)

Por tanto, la condición de frontera quedará escrita como:

jᾱτ (xτnκ) = −sgn(κτ )
xτnκ

ξ + ωτnκ
jα (xτnκ) . (3.21)

Lo único que hemos hecho es notar que para un modo de quarks con
(n, j, l,m) dados podemos escribir la función de antiquarks realizando una
transformación a los ı́ndices (−n, j, (2j− l),m) (ver apéndice A), por lo que
las definiciones en τ denotan esta transformación.

Para escribir (3.15) de forma compacta podemos introducir una función
Rτ (r) dada por:

Rτ (r) = Aτnljjᾱτ

(
xτnlj

r

R

)
. (3.22)

Haciendo uso de las definiciones (3.16), (3.17), (3.18) y (3.20) aśı como
de las relaciones (A.1) y (A.11) podemos ver que la función Rτ se transforma
ante un cambio de signo de τ como:

R−τ (r) = sgn(κτ )Aτnlj
xτnlj

ξ + ωτnlj
jατ

(
xnlj

r

R

)
. (3.23)

Esto nos permite escribir (3.15) como:

uτnljm =

 R(r)τΩτjlm

iR(r)−τΩ−τjlm

 . (3.24)

Lo interesante de la ecuación (3.24) es que podemos escribir la parte
superior del espinor u en función de τ y la parte inferior del espinor u
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en función de −τ , por lo que nos referiremos al número cuántico τ como
pseudo-esṕın. Podemos notar que los (anti)quarks “abajo” tienen pseudo-
esṕın (−) 1

2 mientras que los “arriba” tienen pseudo-esṕın (−)− 1
2 .

Escribiremos la parte angular de los modos de cavidad en función de
los armónicos esféricos, ya que sabemos cómo trabajar con ellos. Para esto
reescribiremos Ωτjlm, haciendo uso de (2.21), de acuerdo a:

Ωτjlm =
∑

mlτms

〈
lτmlτ

1

2
ms

∣∣∣∣jm〉Ylτmlτ χ 1
2ms

, (3.25)

donde lτ queda definido como:

lτ =

(
τ +

1

2

)
l −
(
τ − 1

2

)
(2j − l). (3.26)

Podemos notar que toda la información del pseudo-esṕın de la parte
angular está contenida en el momento angular orbital. De acuerdo a (3.25)
podemos escribir los modos de cavidad para quarks y antiquarks bajo una
sola forma funcional, utilizando el ı́ndice de pseudo-esṕın, de la siguiente
manera:

uτnljm =


Rτ (r)

∑
mlτms

〈
lτmlτ

1

2
ms

∣∣∣∣jm〉Ylτmlτ χ 1
2ms

iR−τ (r)
∑

ml−τms

〈
l−τml−τ

1

2
ms

∣∣∣∣jm〉Yl−τml−τ χ 1
2ms

 . (3.27)

La forma dada por (3.27) será la que utilizaremos para calcular el término
de interacción en el sector de quarks del Hamiltoniano H0.



Caṕıtulo 4

Sector de quarks

En este caṕıtulo se escribirá el sector de quarks del Hamiltoniano intro-
ducido en el caṕıtulo 1 utilizando el desarrollo en modos de cavidad esférica
descrito en el caṕıtulo 3. La finalidad de esto es tener una expresión del
Hamiltoniano a bajas enerǵıas en el formalismo de segunda cuantización en
función de una base que contiene el confinamiento de forma fenomenológi-
ca, esto permitirá a futuro poder estudiar la dinámica de estados ligados de
quarks.

Para ello podemos recordar que el sector de quarks Hq está dado por
una parte libre Hq

free y una parte de interacción Hq−q
Coulomb, es decir:

Hq = Hq
free +Hq−q

Coulomb (4.1)

donde,

Hq
free =

∫
Ψ†cf [−iα ·∇ + βm] Ψcfdr, (4.2)

Hq−q
Coulomb =

∫ ∫
(Ta)

c
c′ (T

a)
d
d′ Ψ

†
cfΨ

c′fΨ†df ′Ψ
d′f ′V (|r− r′|)drdr′, (4.3)

con el potencial aproximado por:

V (r− r′) =
a

|r− r′|
+ b|r− r′|. (4.4)

39
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4.1. Sector libre

Para escribir el Hamiltoniano del sector libre de quarks en segunda cuan-
tización podemos introducir el desarrollo (3.12) en el Hamiltoniano dado por
(4.2), obteniendo:

Hq
free =

∑
τiji|ni|limi

β†τ1n1l1j1m1cf
βτ2n2l2j2m2cf

∫
u†τ2n1l1j1m1

[−iα ·∇ + βm]uτ2n2l2j2m2
dr,

(4.5)

donde hay contracción sobre ı́ndices de color y sabor repetidos, con i = 1, 2,
por lo que la suma indicada queda definida como:

∑
τi|ni|jilimi

=
∑

τ1|n1|j1l1m1

∑
τ2|n2|j2l2m2

(4.6)

Podemos ahora utilizar que los modos son eigenfunciones de la ecuación
de Dirac —ecuación (3.8)—, para simplificar (4.5) a:

Hq
free =

∑
τiji|ni|limi

β†τ1n1l1j1m1cf
βτ2n2l2j2m2cf

Eτ2n2j2l2

∫
u†τ1n1l1j1m1

uτ2n2l2j2m2dr.

(4.7)

Utilizando la relación de ortonormalidad de los modos dada por (3.10)
aśı como las relaciones para el enerǵıa (3.9) y recordando que la suma es
sobre valores positivos de ni, llegamos a la forma final de la parte libre del
Hamiltoniano dada por:

Hq
free =

∑
τ |n|jlm

|Eτnlj |β†τnljmcfβ
τnljmcf . (4.8)
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4.2. Sector de interacción

Podemos notar que el término de interacción está compuesto por tres
diferentes elementos: el producto de dos generadores, el producto de cuatro
campos fermiónicos y el potencial de interacción, tal como se muestra en
la ecuación (4.3). Trataremos cada uno de estos elementos por separado
buscando expresarlos en una forma conveniente.

En el caso de los campos y el potencial, la meta es poder escribirlos de
manera que podamos realizar las integrales sobre la parte angular. Por otro
lado buscamos escribir el producto de los generadores en lo que se conoce
como su representación acoplada, análogo a la representación esférica para
los ı́ndices de color y sabor.

4.2.1. Producto de campos fermiónicos

Antes de ver el producto de cuatro campos veremos el producto de
dos de ellos, utilizando la expansión (3.12) podemos ver que el producto
Ψc1f1Ψc2f2 , en una misma posición espacial, se puede escribir como:

Ψ†c1f1Ψ
c2f2 =

∑
τi|ni|lijimi

β†τ1n1l1j1m1c1f1
βτ2n2l2j2m2c2f2u†τ1n1l1j1m1

uτ2n2l2j2m2

(4.9)

De acuerdo a (3.27) y definiendo el vector de ı́ndices Ni = {τi, ni, li, ji,mi}
podemos escribir el producto de modos de cavidad que aparece en (4.9) co-
mo:

u†N1
uN2 =

∑
mlτi

ms

〈
j1m1

∣∣∣∣lτ1mlτ1

1

2
ms

〉〈
lτ2mlτ2

1

2
ms

∣∣∣∣j2m2

〉

×R(r)τ1R(r)τ2Y
∗
lτ1mlτ1

Ylτ2mlτ2
+

∑
mlτi

ms

〈
j1m1

∣∣∣∣l−τ1ml−τ1

1

2
ms

〉

×
〈
l−τ2ml−τ2

1

2
ms

∣∣∣∣j2m2

〉
R(r)−τ1R(r)−τ2Y

∗
l−τ1ml−τ1

Yl−τ2ml−τ2

(4.10)

en donde la suma sobre mlτi
indica sumar sobre mlτ1

y mlτ2
y en donde

también hemos utilizado la ortnormalidad de los espinores dada por:
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χ†1
2ms

χ 1
2ms′

= δss′ . (4.11)

Podemos escribir (4.10) como una sola suma introduciendo un nuevo
ı́ndice σ = ±1 de acuerdo a:

u†N1
uN2 =

∑
σ

∑
mlτi

ms

〈
j1m1

∣∣∣∣lσ1
mlσ1

1

2
ms

〉〈
lσ2
mlσ2

1

2
ms

∣∣∣∣j2m2

〉
×R(r)σ1R(r)σ2Y

∗
lσ1mlσ1

Ylσ2mlσ2
.

(4.12)

En donde por simplicidad hemos abreviado σi = στi. Hay que notar que
este ı́ndice diferencia los términos provenientes de la parte arriba (σ = 1),
que nos da el primer factor, de la parte abajo, que nos da el segundo factor
(σ = −1), por lo que podemos considerarlo un ı́ndice quiral.

Utilizando (4.12) podemos reescribir (4.9) como:

Ψ†c1f1Ψ
c2f2 =

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
σ

∑
mlτi

ms

β†τ1n1l1j1m1c1f1
βτ2n2l2j2m2c2f2

×
〈
j1m1

∣∣∣∣lσ1mlσ1

1

2
ms

〉〈
lσ2mlσ2

1

2
ms

∣∣∣∣j2m2

〉
R(r)σ1R(r)σ2Y

∗
lσ1mlσ1

Ylσ2mlσ2
.

(4.13)

Ya calculado el producto de dos campos procederemos a calcular el de
cuatro. Para esto notamos que a partir de (4.13) obtenemos que:

Ψ†c1f1(r)Ψc2f2(r)Ψ†c3f3(r′)Ψc4f4(r′) =
∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

β†τ1n1l1j1m1c1f1
βτ2n2l2j2m2c2f2β†τ3n3l3j3m3c3f3

βτ4n4l4j4m4c4f4〈
j1m1

∣∣∣∣lσ1
mlσ1

1

2
ms

〉〈
lσ2
mlσ2

1

2
ms

∣∣∣∣j2m2

〉
〈
j3m3

∣∣∣∣lσ′3mlσ′3

1

2
ms′

〉〈
lσ′4mlσ′4

1

2
ms′

∣∣∣∣j4m4

〉
Rσ1

(r)Rσ2
(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)Y ∗lσ1mlσ1

(Ω)Ylσ2mlσ2
(Ω)Y ∗lσ′3mlσ′3

(Ω′)Ylσ′4mlσ′4
(Ω′)

(4.14)
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en donde Ω denota la dependencia angular.
Lo siguiente será reescribir los coeficientes de Clebsch-Gordan utilizando

la notación de los simbolos 3− J (ver apéndice B) dada por: j1 j2 j3

m1 m2 m3

 =
(−1)

j1−j2−m3

√
2j3 + 1

〈j1m1j2m2|j3 −m3〉 . (4.15)

Obteniendo aśı:

Ψ†c1f1(r)Ψc2f2(r)Ψ†c3f3(r′)Ψc4f4(r′) =
∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

β†τ1n1l1j1m1c1f1
βτ2n2l2j2m2c2f2β†τ3n3l3j3m3c3f3

βτ4n4l4j4m4c4f4

×
4∏
k=1

√
2jk + 1 (−1)

lσ1+lσ2+(m1+m2)+lσ′3
+lσ′4

+(m3+m4)

×Rσ1
(r)Rσ2

(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)Y ∗lσ1mlσ1
(Ω)Ylσ2mlσ2

(Ω)Y ∗lσ′3mlσ′3
(Ω′)Ylσ′4mlσ′4

(Ω′)

×

 lσ1

1
2 j1

mlσ1
ms −m1

 lσ′3
1
2 j3

mlσ′3
ms′ −m3


×

 lσ2

1
2 j2

mlσ2
ms −m2

 lσ′4
1
2 j4

mlσ′4
ms′ −m4

 .

(4.16)

4.2.2. Acoplamiento de generadores de SU(3)

De la misma forma en la que relacionamos los ı́ndices de color c con la
representación (1,0) es posible relacionar los ı́ndices a de los generadores con
la representación adjunta (1,1). Esto es útil ya que podemos hacer uso de
las reglas para bajar ı́ndices aśı como del teorema generalizado de Wigner-
Eckart para escribir de una forma acoplada (en función de los coeficientes
de Clebsch-Gordan de SU(3)) el producto de dos generadores (ver apéndice
B), siendo ésta:

(Ta)
c1
c2

(T a)
c3
c4

=
∑
a

1

2
(−1)

χc2+χc4+χa 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉

〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉 ,
(4.17)
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en donde χi corresponde a la fase de SU(3) definida en (3.14). Los ı́ndices c
y a pertenecen a las representaciones (1,0) y (1,1) respectivamente, mientras
c̄ y ā pertenecen a las representaciones conjugadas.

4.2.3. Potencial de interacción

El potencial de interacción confinante está dado por dos contribuciones
que dependen únicamente de la distancia entre dos puntos, por lo que po-
demos utilizar un desarrollo de Laplace y tipo Laplace para estos términos.

Podemos recordar que este desarrollo consiste en separar la parte radial
de la angular en una serie de polinomios de Legendre, la cual a su vez
podemos expresar como una serie en armónicos esféricos.

Los desarrollos de Laplace y tipo Laplace mencionados son [10]:

1

|r − r′|
=
∑
LM

4π

2L+ 1

[
1

r>

](
r<
r>

)L
Y ∗LM (Ω)YLM (Ω′), (4.18)

|r − r′| =
∑
LM

4π

2L+ 1

[
r2
<

r>

1

2L+ 3
− r>

2L− 1

](
r<
r>

)L
Y ∗LM (Ω)YLM (Ω′),

(4.19)

donde r> y r< están dadas por:

r> = max(r, r′) y r< = min(r, r′). (4.20)

Por lo que podemos escribir el potencial como:

V (|r− r′|) =
∑
LM

4π

2L+ 1
VL(r>, r<)Y ∗LM (Ω)YLM (Ω′), (4.21)

con VL(r>, r<) dado por:

VL(r>, r<) =

[
a

r>
+ b

(
r2
<

r> 2L+ 3
− r>

2L− 1

)](
r<
r>

)L
. (4.22)
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4.2.4. Término de interacción

Este caṕıtulo constituye la parte central del trabajo y en él se utilizará la
base de modos de cavidad esférica desarrollada en el caṕıtulo 3 para calcular
el término de interacción, siguiendo de cerca lo realizado por T. Yepez en [3],
donde se calcula el término de interacción utilizando la base del oscilador
armónico.

Utilizando (4.16), (4.17) y (4.21), podemos escribir (4.3) como:

Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

∑
LM

(
2π

2L+ 1

)( 4∏
k=1

√
2jk + 1

)

(−1)
lσ1+lσ2+m1+m2+lσ′3

+lσ′4
+m3+m4+χc2+χc4+χa+M+mlσ1

+ml
σ′3(∫ ∫

r2r′2VL(r>, r<)Rσ1
(r)Rσ2

(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)drdr′
)

β†τ1n1l1j1m1c1f
βτ2n2l2j2m2c2f

(∫
YL−M (Ω)Ylσ1−mlσ1

(Ω)Ylσ2mlσ2
(Ω)dΩ

)
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4n4l4j4m4c4f
′
(∫

YLM (Ω′)Ylσ′3−mlσ′3
(Ω′)Ylσ′4mlσ′4

(Ω′)dΩ′
)

〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉

 lσ1

1
2 j1

mlσ1
ms −m1

 lσ′3
1
2 j3

mlσ′3
ms′ −m3


〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

 lσ2

1
2 j2

mlσ2
ms −m2

 lσ′4
1
2 j4

mlσ′4
ms′ −m4

 (4.23)

en donde hemos expresado expĺıcitamente la suma sobre los ı́ndices de color
y sabor (por consistencia y claridad) y en donde también utilizamos que:

Y ∗lm = (−1)
m
Yl−m. (4.24)

De la ecuación (4.23) podemos observar que tenemos tres integrales des-
acopladas: la parte radial y las dos partes angulares. Las integrales angulares
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son realizables y sabemos que están dadas por la fórmula general [11];

∫
Yj1m1(Ω)Yj2m2(Ω)Yj3m3(Ω)dΩ =

=

[
(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j3 + 1)

4π

] 1
2

j1 j2 j3

0 0 0

 j1 j2 j3

m1 m2 m3

 .

(4.25)

Por lo que el resultado del producto de las dos integrales angulares será:

→
[

(2lσ1 + 1)(2lσ2 + 1)(2L+ 1)

4π

] 1
2
[

(2lσ′3 + 1)(2lσ′4 + 1)(2L+ 1)

4π

] 1
2

lσ1
lσ2

L

0 0 0

 lσ1
lσ2

L

−mlσ1
mlσ2

−M

lσ′3 lσ′4 L

0 0 0

 lσ′3 lσ′4 L

−mlσ′3
mlσ′4

M

 .

(4.26)

Utilizando el resultado para las integrales angulares (4.26) podemos re-
escribir (4.23) como:
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Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

∑
LM

(
1

2L+ 1

)
[
β†τ1n1l1j1m1c1f

βτ2n2l2j2m2c2f 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉 〈lσ10lσ20|L0〉
]

[
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4n4l4j4m4c4f
′
〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉]

(−1)
M+mlσ1

+ml
σ′3

+m1+m2+m3+m4+χc2+χc4+χa(
1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rσ1(r)Rσ2(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)drdr′

)
 lσ1

1
2 j1

mlσ1
ms −m1

 lσ′3
1
2 j3

mlσ′3
ms′ −m3


 lσ2

1
2 j2

mlσ2
ms −m2

 lσ′4
1
2 j4

mlσ′4
ms′ −m4


(

4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

) lσ1 lσ2 L

−mlσ1
mlσ2

−M

 lσ′3 lσ′4 L

−mlσ′3
mlσ′4

M


(4.27)

en donde σk = {σ1, σ2, σ
′
3, σ
′
4} y en donde hemos reescrito los simbolos 3-J

provenientes de la ecuación (4.26) que contienen ceros como coeficientes de
Clebsch-Gordan de acuerdo a (4.15).

Relacionaremos el producto de tres śımbolos 3J con el llamado śımbolo
6J mediante (ver apéndice B):

∑
m′1m

′
2m
′
3

(−1)
l1+l2+l3+m′1+m′2+m′3

 j1 l2 l3

m1 m′2 −m′3

 l1 j2 l3

−m′1 m2 m′3


 l1 l2 j3

m′1 −m′2 m3

 =

 j1 j2 j3

m1 m2 m3

j1 j2 j3

l1 l2 l3

 .

(4.28)

Para poder utilizar esta relación primero hay que utilizar las relaciones
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de simetŕıa de los śımbolos 3J dadas en (B.6) para reescribir (4.27) en una
forma más conveniente dada por:

Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

∑
LM

(
1

2L+ 1

)
[
β†τ1n1l1j1m1c1f

βτ2n2l2j2m2c2f 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉 〈lσ1
0lσ2

0|L0〉
]

[
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4n4l4j4m4c4f
′
〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉]

(−1)
M+mlσ1

+ml
σ′3

+m1+m2+m3+m4+χc2+χc4+χa(
1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rσ1(r)Rσ2(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)drdr′

)

(−1)
L+lσ1+lσ2

 j1 lσ1

1
2

−m1 mlσ1
ms

 j3 lσ′3
1
2

−m3 mlσ′3
ms′


(−1)

L+lσ′3
+lσ′4

 lσ2 j2
1
2

−mlσ2
m2 −ms

 lσ′4 j4
1
2

−mlσ′4
m4 −ms′


(

4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

) lσ2 lσ1 L

mlσ2
−mlσ1

−M

 lσ′4 lσ′3 L

mlσ′4
−mlσ′3

M

 .

(4.29)

Realizaremos un paso más antes de convertir las expresiones a los śımbo-
los 6-J, para esto notaremos las siguientes cosas:

(−1)
mlσ1

+m2 = (−1)
mlσ1

+mlσ2
+ms , (4.30)

(−1)
ml

σ′3
+m4

= (−1)
ml

σ′3
+ml

σ′4
+ms′

, (4.31)

(−1)
1
2 + 1

2 +1
= 1. (4.32)
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Para obtener las identidades (4.30) y (4.31) hemos utilizado las restric-
ciones que imponen los śımbolos 3J (ver definición (4.15) o (B.5)) sobre sus
elementos inferiores.

Haciendo uso de (4.30), (4.31) y (4.32) podemos escribir (4.29) como:

Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
mlτi

∑
σσ′

∑
msms′

∑
LM

(
1

2L+ 1

)
[
β†τ1n1l1j1m1c1f

βτ2n2l2j2m2c2f 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉 〈lσ10lσ20|L0〉
]

[
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4n4l4j4m4c4f
′
〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉]

(−1)
M+χc2+χc4+χa (−1)

m1+m3+1(
1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rσ1(r)Rσ2(r)Rσ′3(r′)Rσ′4(r′)drdr′

)

(−1)
lσ1+lσ2+ 1

2 +mlσ1
+mlσ2

+ms

 j1 lσ1

1
2

−m1 mlσ1
ms

 j3 lσ′3
1
2

−m3 mlσ′3
ms′


(−1)

lσ′3
+lσ′4

+ 1
2 +ml

σ′3
+ml

σ′4
+ms′

 lσ2 j2
1
2

−mlσ2
m2 −ms

 lσ′4 j4
1
2

−mlσ′4
m4 −ms′


(

4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

) lσ2 lσ1 L

mlσ2
−mlσ1

−M

 lσ′4 lσ′3 L

mlσ′4
−mlσ′3

M

 .

(4.33)

Podemos finalmente utilizar (4.28) junto con (4.33), en donde haremos
uso de las sumas en mlτi

,ms y ms′ para llegar a:
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Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
σσ′

∑
LM

(
1

2L+ 1

)( 4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

)
[
β†τ1n1l1j1m1c1f

βτ2n2l2j2m2c2f 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉 〈lσ10lσ20|L0〉
]

[
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4n4l4j4m4c4f
′
〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉]

(−1)
M+χc2+χc4+χa (−1)

m1+m3+1(
1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rτ1(r)Rτ2(r)Rτ3(r′)Rτ4(r′)drdr′

)
 j1 j2 L

−m1 m2 −M

 j1 j2 L

lσ2 lσ1

1
2


 j3 j4 L

−m3 m4 M


j3 j4 L

lσ′4 lσ′3
1
2

 .

(4.34)

Podemos bajar los ı́ndices de los operadores de aniquilación, salvo τ y
f , lo que introduce una fase dada por:

→ (−1)
j2−m2+χc2+j4−m4+χc4 . (4.35)

De transformar los śımbolos 3J restantes a coeficientes de Clebsch-Gordan
se obtiene una fase adicional dada por:

→ (−1)
j1−j2+j3−j4 . (4.36)

Nuevamente re obtiene una fase adicional al cambiar los ı́ndices m en
los simbolos 3J por −m, dada por:

→ (−1)
j1+j2+j3+j4 . (4.37)

Por último podemos también notar que con la introducción de los śımbo-
los 6J obtuvimos dos śımbolos 3J adicionales en los cuales se acopla M con
m1,m2,m3 y m4, en espećıfico M = m3 −m4 y M = m2 −m1.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones obtenemos la expresión
para el término de interacción dada por:
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Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
σσ′

∑
LM

(
4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

)
(

1

2L+ 1

)2

(−1)
M+χa (−1)

1+j2+j4(
1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rτ1(r)Rτ2(r)Rτ3(r′)Rτ4(r′)drdr′

)
 j1 j2 L

lσ2 lσ1

1
2



j3 j4 L

lσ′4 lσ′3
1
2


〈j1m1, j2 −m2|L−M〉 〈j3m3, j4 −m4|LM〉[

〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉 〈lσ10lσ20|L0〉 〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉
〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉][

β†τ1n1l1j1m1c1f
βτ2fn2l2j2−m2c̄2

β†τ3n3l3j3m3c3f ′
βτ4f

′

n4l4j4−m4c̄4

]
. (4.38)

Escribiremos esta última expresión de una forma más compacta, para
eso primero definiremos a la magnitud de interacción ILτinijilσi

dada por:

ILτijilσi
≡
(

1

2L+ 1

)2
(

4∏
k=1

√
(2jk + 1)(2lσk + 1)

)
(

1

2

∫ ∫
r2r′2VL(r>, r<)Rτ1(r)Rτ2(r)Rτ3(r′)Rτ4(r′)drdr′

)

〈lσ1
0lσ2

0|L0〉
〈
lσ′30lσ′40

∣∣L0
〉 j1 j2 L

lσ2 lσ1

1
2



j3 j4 L

lσ′4 lσ′3
1
2

 .

(4.39)

Haciendo uso de la definición de la magnitud de interacción podemos
escribir la ecuación (4.38) como:

Hq−q
Coulomb =

∑
aci

∑
ff ′

∑
τi|ni|

∑
lijimi

∑
σσ′

∑
LM

ILτijilσi
(−1)

M+χa (−1)
1+j2+j4

〈j1m1, j2 −m2|L−M〉 〈j3m3, j4 −m4|LM〉 〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉

〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉
[
β†τ1n1l1j1m1c1f

βτ2fn2l2j2−m2c̄2
β†τ3n3l3j3m3c3f ′

βτ4f
′

n4l4j4−m4c̄4

]
.

(4.40)
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Lo siguiente es notar que βτinilijimicif corresponde a las componentes
esféricas de los ı́ndices de color SU(3) y de momento angular y sabor SU(2)
del operador tensorial β. Esto es de utilidad ya que podemos recordar que
es posible escribir el producto de dos operadores tensoriales, escritos en
ı́ndices esféricos, tanto en una base de ı́ndices acoplada como en una base
desacoplada, a través de los coeficientes de Clebsch-Gordan de acuerdo a:

[AΓ1
⊗BΓ2

]Γα =
∑
α1α2

〈Γ1α1,Γ2α2|Γα〉AΓ1α1
BΓ2α2

. (4.41)

Esta ecuación expresa un elemento de la base acoplada (lado derecho) como
una suma sobre los elementos en la base desacoplada (lado izquierdo). Donde
A y B son operadores tensoriales escritos en ı́ndices esféricos, Γ denota
los ı́ndices de una representación irreducible del grupo SU(2) o SU(3) y α
denota los ı́ndices que diferencian los vectores base de cada representación,
por ejemplo para SU(2) Γ = j, α = m. Cuando escribamos el producto en
su forma acoplada escribiremos los ı́ndices de SU(3) arriba y los ı́ndices de
SU(2) abajo.

Podemos notar que en (4.40) se encuentran presentes relaciones de aco-
plamiento de los operadores tensoriales de la forma (4.41) para el momento
angular en SU(2) y para el color en SU(3) dadas por:

[
β†(τ1n1l1c1f)j1

⊗ βτ2f(n2j2c̄2)j2

]
L−M

=
∑
m1m2

[
〈j1m1, j2 −m2|L−M〉

β†τ1n1l1j1m1c1f
βτ2fn2l2j2−m2c̄2

]
,

(4.42)

[
β†(τ3n3l3c3f ′)j3

⊗ βτ4f
′

(n4j4c̄4)j4

]
LM

=
∑
m3m4

[
〈j3m3, j4 −m4|LM〉

β†τ3n3l3j3m3c3f ′
βτ4f

′

n4l4j4−m4c̄4

]
,

(4.43)

[
β†τ1n1l1j1m1f

(10) ⊗ βτ2f(01)
n2l2j2−m2

](11)a

=
∑
c1c2

[
〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉

β†τ1n1l1j1m1c1f
βτ2fn2l2j2−m2c̄2

]
,

(4.44)
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β†τ3n3l3j3m3f ′

(10) ⊗ βτ4f
′(01)

n4l4j4−m4

](11)ā

=
∑
c3c4

[
〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉

β†τ3n3l3j3m3c3f ′
βτ4f

′

n4l4j4−m4c̄4

]
.

(4.45)

Podemos ahora combinar (4.42) y (4.44) para obtener:

[
β
†(10)
τ1n1l1j1f

⊗ βτ2f(01)
n2l2j2

](11)a

L−M
=
∑
m1m2

∑
c1c2

[
〈j1m1, j2 −m2|L−M〉

〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉β†τ1n1l1j1m1c1f
βτ2fn2l2j2−m2c̄2

]
.

(4.46)

De igual forma podemos combinar (4.43) y (4.45) para obtener:

[
β
†(10)
τ3n3l3j3f ′

⊗ βτ4f
′(01)

n4l4j4

](11)ā

LM
=
∑
m3m4

∑
c3c4

[
〈j3m3, j4 −m4|LM〉

〈(10)c3, (01)c̄4|(11)ā〉β†τ3n3l3j3m3c3f ′
βτ4f

′

n4l4j4−m4c̄4

]
.

(4.47)

De acuerdo a esto podemos reescribir (4.40) como:

Hq−q
Coulomb =

∑
aff ′

∑
τi|ni|

∑
liji

∑
σσ′

∑
LM

ILτijilσi
(−1)

M+χa (−1)
1+j2+j4

[
β
†(10)
τ1n1l1j1f

⊗ βτ2f(01)
n2l2j2

](11)a

L−M

[
β
†(10)
τ3n3l3j3f ′

⊗ βτ4f
′(01)

n4l4j4

](11)ā

LM
. (4.48)

Hemos acoplado el momento angular y el color de los operadores de crea-
ción sin embargo, es posible realizar más acoplamientos similares notando
la siguiente relación para los coeficientes de Clebsch-Gordan:

(−1)
χα =

√
dim(Γ)〈Γα,Γᾱ|(0)0〉 (4.49)

donde χα es la fase (3.14) asociada a la representación Γ con ı́ndices de
subgrupo α, dim(Γ) es la dimensión de la representación, ᾱ representa los
ı́ndices del vector base conjugado a α y |(0)0〉 representa la representación
trivial (para SU(3) un estado sin color y para SU(2) un estado sin esṕın).
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Recordando que una representación |jm〉 de SU(2) tiene una fase dada
por χm = j−m y una dimensión dada por 2j+ 1 podemos reescribir la fase
en (4.48) como:

(−1)
M+χa = (−1)

L
√

8(2J + 1)〈LM,L−M |00〉〈(11)a, (11)ᾱ|(00)0〉.
(4.50)

En donde también hemos utilizado el hecho de que a pertenece a (11) cuya
dimensión es 8. Los coeficientes de Clebsch-Gordan introducidos acoplan los
dos productos tensoriales a un solo producto en una base acoplada a esṕın
y color cero, es decir:

[(
β
†(10)
τ1n1l1j1f

⊗ βτ2f(01)
n2l2j2

)(11)

L
⊗
(
β
†(10)
τ3n3l3j3f ′

⊗ βτ4f
′(01)

n4l4j4

)(11)

L

](00)0

00

=

=
∑
Ma

〈LM,L−M |00〉〈(11)a, (11)ᾱ|(00)0〉

[
β
†(10)
τ1n1l1j1f

⊗ βτ2f(01)
n2l2j2

](11)a

L−M

[
β
†(10)
τ3n3l3j3f ′

⊗ βτ4f
′(01)

n4l4j4

](11)ā

LM
.

(4.51)

Es posible obtener un acoplamiento en los ı́ndices de sabor, para es-
to utilizaremos la regla (3.13) para bajar los ı́ndices de los operadores de
aniquilación obteniendo aśı una fase extra dada por:

→ (−1)
χf+χf′ (−1)

1+τ2+τ4 . (4.52)

Si la magnitud de interacción ILτijilσi
no dependiera de los ı́ndices de pseu-

doesṕın seŕıa posible acoplar a pseudoesṕın cero. Pero como este no es el
caso solo es posible realizar un acoplamiento a sabor cero, para esto primero
cambiamos la fase de sabor por:

(−1)
χf+χf′ = dim(F )〈Ff, F f̄ |[00]〉〈Ff ′, F f̄ ′|[00]〉 (4.53)

donde F denota la representación a la que asociamos la simetŕıa de color, f
y f ′ denotan los ı́ndices asociados a los sabores de quarks considerados y [00]
denota la representación trivial en la simetŕıa de sabor. Si solo consideramos
los quarks up y down F = 1

2 en SU(2) mientras que si añadimos el quark
strange F = (10) en SU(3).
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Podemos ahora identificar el producto tensorial en la base acoplada a
sabor, color y esṕın cero como:

[(
β
†F (10)
τ1n1l1j1

⊗ βF (01)
τ2n2l2j2

)[00](11)

L
⊗
(
β
†F (10)
τ3n3l3j3

⊗ βF (01)
τ4n4l4j4

)[00](11)

L

][00](00)0

00

=
∑
ff ′

〈Ff, F f̄ |[0]〉〈Ff ′, F f̄ ′|[0]〉

[(
β
†(10)
τ1n1l1j1(Ff) ⊗ β

(01)
τ2n2l2j2(Ff)

)(11)

L
⊗
(
β
†(10)
τ3n3l3j3(Ff ′) ⊗ β

(01)
τ4n4l4j4Ff ′

)(11)

L

](00)0

00

(4.54)

Haciendo uso de estos acoplamientos podemos finalmente escribir el
término de interacción en una forma compacta como:

Hq−q
Coulomb =

∑
τi|ni|

∑
liji

∑
σσ′

ILτ1jilσi
dim(F )

√
8(2J + 1) (−1)

L+j2+j4 (−1)
τ2+τ4

[(
β
†F (10)
τ1n1l1j1

⊗ βF (01)
τ2n2l2j2

)[00](11)

L
⊗
(
β
†F (10)
τ3n3l3j3

⊗ βF (01)
τ4n4l4j4

)[00](11)

L

][00](00)0

00

.

(4.55)

Podemos observar que el término de interacción toma una forma similar
a la obtenida por T. Yepez en [3], con la diferencia de que la magnitud de la
interacción tiene dependencia en el pseudoesṕın y está dada por integrales
de funciones de Bessel en lugar de integrales de polinomios de Laguerre. Esto
ocasiona que no podamos realizar un acoplamiento a pseudoesṕın cero.

A pesar de que la base de modos de cavidad esférica nos da un término
cinético diagonalizado, no muestra alguna mejora significativa en relación a
la base del oscilador armónico. En todo caso parece aumentar la complejidad
del término de interacción ya que no es posible acoplar a pseudoesṕın cero
por lo que hay que considerar dos sumas adicionales.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Hemos escrito ya los términos del sector libre y de interacción de quarks
en el formalismo de segunda cuantización en la base de modos de cavidad
esférica. Sin embargo aún tenemos parámetros libres que necesitan ser ajus-
tados: El radio de la bolsa (R) y los parámetros a y b del potencial que
caracterizan la parte tipo Coulomb y la parte confinante respectivamente.
Para ajustar estos parámetros seŕıa necesario obtener el espectro de masas
hadrónico a partir del Hamiltoniano efectivo aqúı presentado y tratar de
ajustarlo con los resultados experimentales conocidos.

Podemos analizar cada uno de los términos obtenidos en el sector de
quarks y compararlos con los previamente obtenidos en [3] utilizando la
base de oscilador armónico.

El sector libre de quarks es diagonal en la base de modos de cavidad por
lo que no es necesario realizar una diagonalización, como en el caso de la
base del oscilador. Esto nos indica que la base escogida en este trabajo es
una selección natural para estudiar fermiones libres confinados.

El sector de interacción de quarks tiene una forma similar a la obtenida
en la base del oscilador, con la diferencia de que las integrales radiales a
realizar se encuentran en función de funciones esféricas de Bessel en lugar
de polinomios de Laguerre. En el término de interacción obtenido existe
un número cuántico de pseudoesṕın que relaciona las partes de arriba y
abajo de los espinores utilizados como base; debido a que la magnitud de la
interacción depende de este número no es posible realizar un acoplamiento
similar al realizado en la base del oscilador armónico.
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Más allá da la forma diagonal de la enerǵıa cinética efectiva parece no
existir ningún beneficio extra en utilizar la base de modos de cavidad esféri-
ca, y pareceŕıa innecesario rehacer los análisis ya realizados con la base
del oscilador ya que el término de interacción es ligeramente más complejo
(existen sumas adicionales debido a que no se puede acoplar a pseudoesṕın
cero). Sin embargo seŕıa instructivo en un futuro obtener los términos de
interacción gluónica para ver si existe algún beneficio en utilizar esta base,
pero la experiencia obtenida al calcular el término de interacción parece
indicar lo contrario.

Las perspectivas a futuro incluyen incorporar los términos gluónicos para
buscar obtener los espectros de enerǵıa no solo de part́ıculas compuestas por
quarks (en las que las interacciones gluónicas juegan un papel importante)
sino buscar también el espectro de part́ıculas compuestas únicamente por
gluones (glueballs).

Una vez expresado el término efectivo considerando interacciones entre
quarks y gluones habŕıa que utilizar alguna de las diversas técnicas en sis-
temas de muchos cuerpos disponibles para analizar la dinámica de sistemas
hadrónicos.



Apéndice A

Modos de cavidad esférica
de anti-quarks

En este apéndice mostraremos que los modos de cavidad esférica descri-
tos por u−n−κmf en efecto corresponden a la función de onda asociada a un
antiquark confinado en una bolsa con las condiciones de frontera del MIT.
Para ello primero mostraremos ciertas relaciones de simetŕıa para las va-
riables adimensionales de enerǵıa y momento, posteriormente obtendremos
la función de onda para un antiquark a través de una transformación CPT
y mostraremos que es igual a la obtenida al realizar el cambio de ı́ndices
n→ −n, con n = (n, κ,m) y −n = (−n,−κ,m).

De igual forma discutiremos cómo se llega a la interpretación de los
operadores de creación y aniquilación a partir de un desarrollo en modos
normales de cavidad esférica.

A.1. Relaciones de simetŕıa

Buscamos ver cómo se relaciona (ω−n−κ, x−n−κ) con (ωnκ, xnκ). Para
ello primero hay que notar lo siguiente:

ᾱ→ α, α→ ᾱ,

ω−n−κf = −sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f (A.1)

donde → indica el resultado obtenido al realizar el cambio n→ −n.
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Utilizando (A.1) es posible escribir la condición de frontera (2.49) para
los ı́ndices −n como:

jα (x−n−κf ) = sgn(κ)
x−n−κf

ξf − sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

jᾱ (x−n−κf ) . (A.2)

Hay que notar que la fracción del lado derecho de la ecuación (A.2) se
puede reescribir como:

x−n−κf

ξf − sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

=

=
x−n−κf

ξf − sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

ξf + sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

ξf + sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

=

(
ξf + sgn(n)

√
x2
−n−κf + ξ2

f

)
x−nκf

ξ2
f −

(
x2
−n−κf + ξ2

f

) = −
ξf + sgn(n)

√
x2
−n−κf + ξ2

f

x−n−κf
.

(A.3)

Utilizando (A.1) y notando que sgn(κ) = sgn(κ)−1 podemos reescribir
(A.2) como:

−sgn(κ)
x−n−κf

ξf + sgn(n)
√
x2
−n−κf + ξ2

f

jα (x−n−κf ) = jᾱ (x−n−κf ) . (A.4)

Hay que notar que (A.4) implica que x−n−κf es solución a la ecuación
de frontera (2.49) para n y κ, por lo que podemos concluir que:

x−n−κf = xnκf . (A.5)

Las relaciones (A.1) y (A.5) nos permiten concluir también que:

ω−n−κf = −ωnκf . (A.6)
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A.2. Transformación CPT

En el caṕıtulo 2 mostramos la forma funcional de los modos de cavidad
esférica para quarks. A continuación usaremos una transformación CPT
para encontrar la forma funcional de los modos asociados a un antiquark.
Para esto utilizaremos la relación (2.6) considerando la representación de
Dirac para las matrices γµ, dada por:

γk =

(
0 σk

σk 0

)
, γ0 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.7)

Usando (2.6) y (A.7) tenemos que:

ũnκmf (r) = Anκf

iσ2σ1σ3sgn(κ)
xnκf

ωnκf+ξf
jα
(
xnκf

r
R

)
χm−κ

−σ2σ1σ3jᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ

 , (A.8)

donde ũnκmf (r) denota los modos de antiquarks. Podemos recordar que:

σ2σ1σ3 = −i1, (A.9)

considerando esto llegamos a que el espinor de cavidad esférica para anti-
quarks está dado por:

ũnκmf (r) = Anκf

sgn(κ)
xnκf

ωnκf+ξf
jα
(
xnκf

r
R

)
χm−κ

ijᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ

 . (A.10)
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A.3. Transformación (n, κ,m)→ (−n,−κ,m)

Realizaremos un cambio de ı́ndices n→ −n sobre los modos de cavidad
esférica de quarks para mostrar que estos corresponden a las soluciones
para antiquarks obtenidas en la sección anterior en donde se utilizó una
transformación CPT.

Comenzaremos primero por transformar la constante de normalización,
por lo que utilizando las relaciones de simetŕıa (A.5) y (A.6), la transfor-
mación (A.1) y la condición de frontera (2.49) obtenemos que:

A−n−κf =
1

R
3
2

xnκf
|jα(xnκf )|

1√
2ωnκf (ωnκf + κ) + ξf

= sgn(κ)Anκf
xnκf

ξf + ωnκf
.

(A.11)

Utilizando nuevamente (A.5), (A.6), (A.1) junto con (A.11) vemos que:

u−n−κmf (r) = Anκfsgn(κ)
xnκf

ξf + ωnκf

 jα
(
xnκf

r
R

)
χ−m−κ

−isgn(κ)
xnκf

ξf−ωnκf jᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ



= Anκf

sgn(κ)
xnκf

ξf+ωnκf
jα
(
xnκf

r
R

)
χ−m−κ

−i x2
nκf

ξ2f−ω
2
nκf

jᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ

 .

(A.12)

Utilizando la relación de dispersión relativista (2.48) obtenemos:

u−n−κmf (r) = Anκf

sgn(κ)
xnκf

ξf+ωnκf
jα
(
xnκf

r
R

)
χm−κ

ijᾱ
(
xnκf

r
R

)
χmκ

 . (A.13)

Comparando (A.10) y (A.13) podemos finalmente concluir que en efecto
u−n−κmf = ũnκmf .
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A.4. Desarrollo en modos normales

Hemos ya mostrado que los antiquarks corresponden a las soluciones
para los números cuánticos (−n,−κ,m, f) de los modos de cavidad esférica.
Por lo que podemos utilizar esto para justificar la interpretación dada en el
caṕıtulo 1 al desarrollo en modos normales de los campos fermiónicos.

Recordemos que las funciones unκmf forman una base ortonormal com-
pleta, por lo que podemos desarrollar el campo fermiónico Ψcf usando esta
base como:

Ψcf (r) =
∑
nκm

acfnκmunκmf (r), (A.14)

donde acfnκm son los coeficientes del desarrollo; debido a que Ψcf es un
operador estos coeficientes deberán ser también operadores. Dado que el
momento canónico asociado a los campos fermiónicos está dado por iΨ†

cf

estos satisfacen un álgebra correspondiente a operadores de creación y ani-
quilación de quarks en el espacio real, es decir crean/aniquilan quarks en la
posición r. Esto implica que la ecuación (A.14) no es más que un cambio de
base para los operadores de aniquilación, lo que implica que acfnκm puede
ser interpretado como un operador de aniquilación de part́ıculas asociadas
al modo unκmf (i.e. quarks/antiquarks libres confinados en una bolsa).

Para hacer expĺıcita la separación entre quarks y antiquarks podemos
separar la parte positiva de n y la parte negativa de n llegando a:

Ψcf =
∑

κ,m,n>0

(acfnκmunκmf + acf−nκmu−nκmf ) . (A.15)

Como la distribución de números cuánticos κ y m es simétrica respecto
al 0 y como las sumas involucran todos sus valores, tenemos que:∑

κm

acf−nκmu−nκmf =
∑
κm

acf−n−κmu−n−κmf . (A.16)

Lo que implica que podemos reescribir (A.15) como:

Ψcf =
∑

κ,m,n>0

(acfnκmunκmf + acf−n−κmu−n−κmf ) . (A.17)
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Debido a la relación de simetŕıa (A.6) podemos interpretar el segundo
término como un operador de creación de una part́ıcula asociada al modo
u−n−κmf , i.e. un antiquark con números cuánticos n, κ,m, f . Esto debido
a que la enerǵıa asociada a este segundo término es −ωnκ, es decir estamos
cediendo enerǵıa para crear un antiquark con enerǵıa ωnκ. Definiendo al
operador de creación de antiquarks como b†cfnκm podemos reescribir (A.17)
en su forma final como:

Ψcf (r) =
∑

κ,m,n>0

(
acfnκmunκmf (r) + b†cfnκmu−n−κmf (r)

)
, (A.18)

correspondiendo a la interpretación dada en el caṕıtulo 1. Hay que notar
que los operadores creación/aniquilación de quarks y antiquarks están rela-
cionados mediante:

acf−n−κm = b†cfnκm y bcf−n−κm = a†cfnκm. (A.19)



Apéndice B

Álgebra de SU(2) y SU(3)

En este apéndice daremos un breve resumen de lo que es un grupo de
Lie, mencionando las propiedades utilizadas impĺıcitamente a lo largo del
trabajo. En particular discutiremos las álgebras de SU(2) y SU(3). De igual
forma resumiremos varias de las identidades utilizadas en el caṕıtulo 4 para
obtener el término de interacción del sector de quarks.

B.1. Teoŕıa de grupos y representaciones

Un grupo es una estructura algebraica equipada con una operación y
cuyos elementos satisfacen las propiedades de cerradura, asociatividad, ele-
mento inverso y elemento neutro bajo dicha operación.

Es posible describir a los elementos de los grupos como transformacio-
nes lineales que actúan sobre un espacio vectorial, en particular podemos
describir a los elementos del grupo como matrices. El conjunto de transfor-
maciones lineales asociadas a los elementos de un grupo es conocido como
una representación. Cuando las representaciones matriciales de todos los
elementos del grupo no son diagonalizables simultáneamente (bajo la mis-
ma transformación) se dice que la representación es irreducible. Se dice que
dos representaciones son equivalentes si están relacionadas mediante una
transformación unitaria.

Dado que las transformaciones f́ısicas son usualmente descritas como
transformaciones lineales actuando sobre un espacio vectorial (por ejemplo
el espacio de Hilbert) es posible describirlas utilizando teoŕıa de grupos.
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B.2. Grupos de Lie y SU(N)

Un grupo de Lie es un grupo cuyos elementos se encuentran parametri-
zados por parámetros continuos (θi). Cualquier elemento U(θn) del grupo
puede escribirse, en función de los llamados generadores Ji, como:

U(θn) = e−i
∑n
i θiJi (B.1)

donde θi denota al i-ésimo parámetro y Ji denota el i-ésimo generador.

Mientras que U(θn) denota una transformación f́ısica bajo el grupo ca-
racterizada por los parámetros θn, los generadores denotan una transforma-
ción infinitesimal. Lo que la relación (B.1) nos dice es que las propiedades del
grupo estarán definidas localmente en los generadores. El grupo estará ca-
racterizado únicamente por la relación entre los generadores dada por:

[Ji, Jj ] = fijkJk, (B.2)

donde el corchete denota al commutador y donde fijk son conocidas como
las constantes de estructura y en donde hemos asumido la suma sobre el
ı́ndice contraido.

Esta relación resulta familiar de la teoŕıa de momento angular ya que
podemos relacionar a los operadores de momento angular con representacio-
nes del grupo SO(3) o SU(2). Hablamos del grupo SU(N) o SO(N) cuando
el grupo en śı mismo está definido por matrices unitarias u ortogonales de
dimensión N ×N con determinante igual a la unidad.

La principal meta de la teoŕıa de representaciones es encontrar las repre-
sentaciones irreducibles ya que a partir de ellas podemos construir cualquier
representación reducible. Cuando la representación es reducible sabemos que
se debe poder escribir como la suma directa de dos o más representaciones
irreducibles, en donde estas subrepresentaciones darán lugar a sub-espacios
invariantes. Un sub-espacio invariante es un sub-espacio del espacio vectorial
sobre el cual se aplican las transformaciones cuyos elementos se mantienen
dentro de este espacio bajo cualquier transformación. Cuando el espacio
vectorial es todo el espacio de Hilbert los espacios invariantes estarán direc-
tamente relacionados a los llamados multipletes (el singlete y el triplete de
la suma de momento angular son ejemplos de ello).
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Como ya hemos visto es posible relacionar a los elementos de un grupo
de Lie con operadores que actúan sobre un espacio de Hilbert por lo que en
ocasiones resultará más conveniente hablar de los operadores en lugar de su
representación matricial, dado que ambos son equivalentes.

Otras propiedades importantes de un grupo de Lie son: su rango y sus
operadores de Casimir. El rango es el número máximo de generadores que
conmutan entre śı mientras, el rango de SU(N) es N-1. Un operador de
Casimir es un operador que conmuta con todos los generadores del grupo.
El teorema de Racah nos dice que el número de operadores de Casimir
será igual al rango del grupo (esto es cierto para los grupos de Lie conocidos
como semi-simples, para una discusión a detalle ver [12]).

La utilidad de los operadores de Casimir aparece en la clasificación de re-
presentaciones irreducibles e identificación de multipletes. El Hamiltoniano
de un sistema conmutará con todos los operadores de Casimir de un grupo
de Lie si el sistema posee la simetŕıa del grupo (su Hamiltoniano conmuta
con todos sus generadores, es decir el sistema es invariante ante cualquier
transformación), esto nos permite utilizar a los eigenvalores de los operado-
res de Casimir como números cuánticos adecuados para la descripción del
sistema.

Cada multiplete estará caracterizado por el eigenvalor de sus elementos
respecto a los operadores de Casimir, sin embargo dentro de los multipletes
es posible realizar consideraciones f́ısicas (existencia de un estado de mı́nima
enerǵıa) para definir estados degenerados caracteŕısticos haciendo uso de los
eigenvalores de alguno de los generadores. En el caso del momento angular
orbital el operador de Casimir está dado por L2 y sabemos que los multiple-
tes están caracterizados por el número cuántico l (relacionado al eigenvalor
del operador de Casimir mediante l(l + 1)), no es posible cambiar de mo-
mento angular orbital mediante rotaciones sin embargo es posible cambiar
de número cuántico magnético m (relacionado al generador Lz) mediante
los operadores de ascenso y descenso (L+ = Lx + iLy y L− = Lx − Ly).

Dado que los generadores son operadores hermitianos (cuando traba-
jamos con grupos unitarios) hacer uso de sus eigenvalores y eigenestados
nos permitirán trabajar con estados ortogonales entre si. Esto quiere decir
que la degeneración del generador a utilizar en los operadores de Casimir
nos definirá una base de un sub-espacio invariante con dimensión igual a la
degeneración, con una representación asociada de esta dimensión.
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Antes de terminar la sección hay que mencionar dos representaciones
que llevan sus propios nombres. La representación fundamental de un grupo
SU(N) es aquella que tiene la dimensión del grupo (N). La representación
adjunta de un grupo SU(N) es aquella dada por las constantes de estructura
de grupo tomando dos de los ı́ndices como ı́ndices de matriz y el otro como
numerador del elemento, naturalmente la dimensión de esta representación
es igual al número de generadores del grupo (en el caso de SU(N) el número
de generadores está dado por N2 − 1).

B.3. Producto de sub-espacios invariantes

La representación de un sistema construido a partir del producto directo
de sub-espacios invariantes (como en el caso de acoplamiento de momento
angular) es en general reducible para el caso de los grupos SU(N). La base
de este sub-espacio puede ser escrita de dos formas: base acoplada y base
desacoplada. La base desacoplada es simplemente el producto directo de
cada vector base mientras que la base acoplada es una suma directa de
vectores base correspondientes a diferentes representaciones de forma que
sumen la dimensión adecuada. Las dos bases están relacionadas mediante
una transformación lineal cuyos coeficientes son conocidos como coeficientes
de Clebsch-Gordan y que se puede escribir esquemáticamente como:

|Cl...〉 ⊗ |Cj ...〉 =
∑
k

⊕Cljk|Ck...〉∑
dim(|Ck...〉) = dim(|Cl...〉)× dim(|Cj ...〉). (B.3)

Con:

Cljk = 〈Ck....|Cl...Cj ...〉, (B.4)

donde |Ci...〉 denota un estado caracterizado por los eigenvalores del opera-
dor de Casimir Ci mientras que Cljk son los coeficientes de Clebsch-Gordan.
El lado izquierdo corresponde a un elemento de la base desacoplada mien-
tras que el derecho corresponde a la combinación lineal asociada en la base
acoplada.

El uso de cada base en general está determinado por la simetŕıa del
problema f́ısico a considerar (los números cuánticos conservados).
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B.4. Representaciones de SU(2)

El caso de SU(2) corresponde a la conocida teoŕıa de esṕın por lo que sus
representaciones irreducibles estarán caracterizadas por el número cuántico
s relacionado al operador de Casimir S2, de igual forma es convencional
utilizar al número cuántico sz para caracterizar únicamente al estado f́ısico
asociado. Por lo que los eigenestados f́ısicos estarán únicamente caracteri-
zados por |s sz〉.

La representación fundamental corresponde al esṕın 1
2 mientras que la

representación adjunta corresponde al esṕın 1 (esta representación corres-
ponde a rotaciones en un espacio tridimensional).

B.5. Coeficientes de Clebsch-Gordan SU(2)

Es usual trabajar con estados acoplados en momento angular orbital y
esṕın por lo que nos encontramos frecuentemente con los coeficientes de
Clebsch-Gordan de la representación SU(2) dados por 〈j1m1j2m2|j3m3〉,
para ello es conveniente introducir el śımbolo 3J dado por [11]

 j1 j2 j3

m1 m2 m3

 =


(−1)

j1−j2−m3

√
2j3 + 1

〈j1m1j2m2|j3m3〉

0 si (m1 +m2 +m3 6= 0 o j1 + j2 6= j3)
(B.5)

Este śımbolo satisface las relaciones de simetŕıa dadas por [11]:

 j1 j2 j3

m1 m2 m3

 =

 j2 j3 j1

m2 m3 m1

 =

 j3 j1 j2

m3 m1 m2


= (−1)j1+j2+j3

 j1 j3 j2

m1 m3 m2


= (−1)j1+j2+j3

 j1 j2 j3

−m1 −m2 −m3

 .

(B.6)
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Aunque discutimos en general el acoplamiento entre dos representacio-
nes irreducibles en ocasiones es necesario trabajar con el acoplamiento de
tres diferentes momentos angulares. Si buscamos trabajar con la base aco-
plada con momento angular total J el acoplamiento puede ocurrir de dos
formas. En la primera j1 se acopla a j2 para dar j12 para posteriormente
acoplarse a j3 y finalmente dar J . En la segunda j2 y j3 se acoplan en j23

que posteriormente se acoplan con j1 para dar J . La transformación que
relaciona los dos esquemas se escribe en función de los llamados śımbolos
6J de acuerdo a [11]:

〈j1j2(j12)j3, J |j1j2j3(j23)J〉 = (−1)j1+j2+j3+J
√

(2j12 + 1)(2j23 + 1)

j1 j2 j12

j3 J j23

 ,

(B.7)

donde el término en corchetes es el simbolo 6J que satisface:

j1 j2 j12

j3 J j23

 6= 0 si

j1 + j2 = j12

j3 + j2 = j23

j1 + J = j23

j3 + J = j12

(B.8)

Los simbolos 3J y los simbolos 6J se encuentran relacionados mediante:

∑
m′1m

′
2m
′
3

(−1)
l1+l2+l3+m′1+m′2+m′3

 j1 l2 l3

m1 m′2 −m′3

 l1 j2 l3

−m′1 m2 m′3


 l1 l2 j3

m′1 −m′2 m3

 =

 j1 j2 j3

m1 m2 m3

j1 j2 j3

l1 l2 l3

 .

(B.9)
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B.6. Representaciones de SU(3)

SU(3) tiene 8 generadores (Fi) y un rango igual a 2 por lo que sabemos
que tendrá dos operadores de Casimir. Las ocho matrices que conforman la
forma usual de la representación fundamental son conocidas como matrices
de Gell-Mann. Los dos operadores de Casimir están dados por [8]:

C1 =

8∑
i=1

F 2
i ,

C2 =
∑
ijk

dijkFiFjFk,

(B.10)

donde dijk queda definido a partir de:

{Fi, Fj} =
4

3
δij + 2dijkFk, (B.11)

y en donde hemos asumido la suma sobre el ı́ndice contraido.

Los generadores que conmutan son:

[F1, F8] = [F2, F8] = [F3, F8] = 0. (B.12)

Dada una representación Fi es posible reescribirla en lo que se conoce
como su forma esférica de acuerdo a:

I± = F1 ± iF2, I3 = F3, V± = F4 ± iF5,

U± = F6 ± iF7, Y =
2√
3
F8. (B.13)

Esta forma es análoga a la implementación de los operadores L± en la teoŕıa
de momento angular.

Podemos también notar que SU(3) cuenta con tres sub-álgebras SU(2)
(I-álgebra, V-álgebra y U-álgebra) por lo que es común utilizar los eigen-
valores de una de estas sub-álgebras, en particular se utiliza la sub-álgebra
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de Isoesṕın I (números cuánticos I e I3). Debido a las relaciones de con-
mutación que son iguales a cero podemos ver que es natural utilizar los
eigenvalores de la hipercarga Y .

En el caso de SU(3) cada vector base de los espacios invariantes carac-
terizados por los eigenvalores de los operadores de Casimir se encuentran
degenerados en el espacio Y −I3, de las relaciones de conmutación podemos
ver la forma en la que el resto de los generadores actúa sobre este espacio: I±
sube/baja I3 en una unidad, V± sube/baja I3 en media unidad y sube/baja
Y en una unidad, y U± baja/sube I3 en media unidad y baja/sube Y en
una unidad.

A diferencia de SU(2) existen dos representaciones fundamentales de
SU(3), relacionadas a través de la conjugación compleja (esto debido a que
el espacio degenerado ahora es bi-dimensional en lugar de uni-dimensional).
Los vectores base de una de estas representaciones la asociamos a los quarks
mientras que la otra la asociamos a los antiquarks. Es usual denotar las
representaciones irreducibles por el número de quarks que contienen en lugar
de utilizar los operadores de Casimir, de esta forma un vector base de un
espacio invariante queda escrito como |(qp)II3Y 〉 donde q es el número de
quarks y p el número de antiquarks. La representación adjunta está formada
por un quark y un antiquark.

B.7. Teorema de Wigner-Eckart

Para dar una noción intuitiva del teorama de Wigner-Eckart lo presen-
taremos primero en su forma usual para SU(2) y posteriormente daremos
una versión generalizada para SU(N).

Para SU(2) el teorema relaciona los elementos de matriz de un operador
tensorial de rango k (T k) en la base de eigenestados de momento angular
con el producto de dos factores: uno independiente de la orientación del
momento angular (i.e. del número cuántico magnético) y un coeficiente de
Clebsch-Gordan, es decir [11]:

〈jm|T kq |j′m′〉 = 〈j′m′kq|jm〉〈j||T k||j′〉 (B.14)

donde q es la q-ésima componente del operador T , 〈j′m′kq|jm〉 es un coe-
ficiente de Clebsch-Gordan y 〈j||T k||j′〉 es conocido como el elemento de
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matriz reducido independiente de m,m′ y q. En el caso de un operador vec-
torial k = 1 y Tq = (T+, T−, T3) con T± = T1 ± iT2, donde T1, T2, T3 es la
representación cartesiana del operador vectorial.

El teorema de Wigner-Eckart en SU(3) está dado por [9]

〈µ1ν1|Tµν |µ2ν2〉 =
∑
γ

〈µγνµ1ν1|µ2ν2〉〈µ2||Tµ||µ1〉γ (B.15)

en donde µi = (qi, pi) denota la representación en la que nos encontramos
y νi = (I, I3, Y ) denota el conjunto de números cuánticos de la hipercarga
y el iso-esṕın, 〈µ2||Tµ||µ1〉 denota la matriz reducida que solo depende de
las representaciones µ2 y µ1, y la suma en µγ denota la suma sobre todas
las representaciones con la misma dimensión de forma que los coeficientes
de Clebsch-Gordan sean distintos a cero.

Para calcular los elementos de matriz reducida de un operador escrito
en forma esférica basta con usar las relaciones esféricas de SU(2) y SU(3)
al actuar sobre estados bases de las representaciones irreducibles de SU(2)
y SU(3) respectivamente.

El teorema de Wigner-Eckart resulta útil ya que nos da una expresión
para los elementos de matriz de un operador, en particular en el presente
trabajo estamos interesados en los generadores de SU(3). En el caso de los
generadores de SU(3) escritos en la base esférica tenemos que:

(Ta)
c1
c2
≡ 〈(10)c1|Ta|(10)c2〉 = (−1)χi+1 1√

2
〈(10)c1, (01)c̄2|(11)a〉. (B.16)

Con:

χi =
1

3

(
(λi − µi) +

Yi
2
− I3i

)
Si i está en (λi, µi) de SU(3), (B.17)

donde a denota la represnetación (1, 1), c1 y c2 denotan un conjunto de ei-
genvalores de (I, I3, Y ), y c̄2 denota los eigenvalores de (I,−I3,−Y ). Vemos
que en este caso c1 y c2 se encuentran en las representaciones fundamenta-
les.
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