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Introduccion

La cromodindmica cuédntica es la parte del modelo estandar que describe
las interacciones fuertes entre los quarks y gluones que conforman a los ha-
drones. Es una teorfa de campo no abeliana con simetria interna SU(3) que
da lugar a tres cargas fuertes que reciben el nombre de color y son andlogas
a la carga eléctrica del electromagnetismo. Los gluones son el anédlogo fuer-
te de los fotones en la electrodinamica cuantica con la diferencia de que los
gluones poseen carga.

La cromodindamica cuéantica exhibe dos caracteristicas fundamentales:
confinamiento y libertad asintética. El confinamiento es el mecanismo por
el cual los quarks y gluones permanecen siempre en estados ligados y nunca
como particulas libres; de esa manera todos los observables (estados hadréni-
cos) son estados de color neutro y por ende se transforman trivialmente bajo
el grupo SU(3). Sin embargo, no se ha podido demostrar partiendo del La-
grangiano invariante SU(3) que se mostrara en el capitulo 1. Por otro lado
la libertad asintética nos dice que a altas energias los quarks y gluones
interactian débilmente formando un plasma de quark-gluones.

La magnitud de la interaccién entre los quarks y gluones esta deter-
minada por la llamada constante de acoplamiento. Gracias a la libertad
asintotica sabemos que esta constante es pequena a altas energias permi-
tiéndonos estudiar la cromodindmica cudntica de forma perturbativa; sin
embargo, sabemos que a bajas energias la constante de acoplamiento es
grande por lo que el confinamiento y el estudio de estados hadrénicos son
fenémenos de naturaleza no perturbativa.

Existen distintas técnicas para realizar estudios no perturbativos de la
cromodindmica cuédntica, entre las mds populares se encuentran: lattice-
QCD y teoria perturbativa quiral. En el presente trabajo no discutiremos
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ninguna de estas técnicas sino que trabajaremos bajo un formalismo en el
cual se utilizan técnicas para sistemas de muchos cuerpos, siguiendo de cerca
los trabajos [11, [2] v [3].

Para estudiar no perturbativamente a la cromodindmica cuéntica los
trabajos previamente mencionados siguen la linea de trabajo presentada a
continuacion:

1. Establecer un Hamiltoniano efectivo a bajas energias. Es decir, iden-
tificar la parte no perturbativa dominante del Hamiltoniano de la cro-
modindmica cudntica.

2. Escribir este Hamiltoniano efectivo en el formalismo de segunda cuan-
tizacion. En los trabajos mencionados la base utilizada es la del osci-
lador arménico.

3. Utilizar técnicas para sistemas de muchos cuerpos como el método de
Tamm-Dankoff (TDA) y la aproximacién de fase aleatoria (RPA) para
estudiar las propiedades de estados ligados de quarks.

Haciendo uso de este formalismo ha sido posible estudiar analitica y
semi-analiticamente sistemas de quarks y gluones a bajas energfas [3]. La
clave radica en expresar adecuadamente el Hamiltoniano efectivo para pos-
teriormente poder utilizar las técnicas en sistemas de muchos cuerpos que
han tenido tanto éxito en fisica nuclear y materia condensada. Podemos con-
trastar esto con célculo en redes (lattice-qed) en donde es necesario realizar
céalculos computacionalmente costosos, en nuestro caso buscamos reducir los
célculos computacionales al minimo.

En el presente trabajo trataremos tinicamente los primeros dos puntos
anteriormente expuestos. Realizaremos sélo una discusién sobre el primer
punto mientras que una variacién del segundo punto sera la parte central del
trabajo. En lugar de utilizar la base del oscilador armonico para escribir el
Hamiltoniano efectivo en su forma de segunda cuantizacién utilizaremos la
llamada base de modos de cavidad esférica, particularmente trataremos ini-
camente el sector de quarks dejando de lado cualquier interaccion gluénica.
Esta base surge como solucién a la ecuacién de Dirac en un pozo de po-
tencial esférico por lo que es fisicamente relevante ya que modela fermiones
confinados en una bolsa (el potencial esférico) ddndonos asi una base con la
cual trabajar que es fenomenolégicamente acorde con lo esperado.
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En el capitulo|[l|realizaremos un breve resumen del formalismo de la cro-
modindmica cudntica como teoria de campo y mostraremos la idea general
de cémo llegar al Hamiltoniano efectivo utilizando la norma de Coulomb.

En el capitulo [2] obtendremos las soluciones a la ecuacién de Dirac para
un potencial esférico y en particular para un pozo con las llamadas condi-
ciones de frontera del MIT, en donde pedimos que la corriente de color sea
cero fuera de la bolsa imponiendo asi el confinamiento.

En el capitulo [3| estudiaremos la expansién de los campos fermionicos
de quarks en funcién de los modos de cavidad esférica y discutiremos las
simetrias de color y sabor que se consideraran.

El capitulo [ es el punto central de la tesis y en él escribiremos en el
formalismo de segunda cuantizacién los términos del sector de quarks del
Hamiltoniano efectivo en la base de modos de cavidad esférica.

Concluiremos el trabajo en el capitulo [5] con una discusién de los resul-
tados obtenidos asi como las perspectivas para posibles trabajos futuros.
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Capitulo 1

Cromodinamica Cuantica
a bajas energias

La cromodindmica cudntica (QCD por sus siglas en inglés) es en la ac-
tualidad la principal candidata como teoria capaz de describir a la fuerza
fuerte [4]. Es decir describe las interacciones fuerte entre quarks y gluones,
particulas fundamentales del modelo estandar que conforman los hadrones
(protén, neutrén, pién, etc).

Al igual que la electrodindmica cuéntica (QED por sus siglas en inglés)
la QCD es una teoria de norma, sin embargo difieren en el hecho de que
la QCD es una teoria cuantica de norma no-abeliana. Para entender esto
adecuadamente primero debemos recordar qué es una teoria de norma y para
ello discutiremos brevemente en qué consiste la formulacién Lagrangiana de
una teoria de campos.

En teoria clasica de campos, e.g. electrodindmica de Maxwell, una de
las posibles formas de especificar una teoria es comenzar definiendo la den-
sidad Lagrangiana £, la cual es una funcién de los campos que caracterizan
la teorfa (e.g. el potencial electromagnético en electrodindmica clésica), y
presenta las siguientes dependencias funcionales:

L= L(ba,Dudart), (1.1)

donde ¢, es un campo que en principio puede tener diversos tipos de indices
(e.g. un campo vectorial tiene indices de espacio tiempo, etc).
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Una vez definida la densidad Lagrangiana es posible obtener la dindmi-
ca de la teoria utilizando el principio de minima accién. Este consiste en
minimizar la accién S que es un funcional definido como:

S = /d4m£(¢a,8ﬂ¢a,t). (1.2)

Las ecuaciones de movimiento, conocidas comiinmente como ecuaciones
de Euler-Lagrange, se obtienen al pedir que 65 = 0 y estan dadas por:

9 (5a.6) 56 =° (13)

Anédlogamente es posible utilizar el formalismo Hamiltoniano (que sera dis-
cutido més adelante al momento de cuantizar la teoria), sin embargo la for-
mulacién Lagrangiana tiene la ventaja de que la invariancia bajo el grupo de
Lorentz puede verse explicitamente al momento de construir el Lagrangiano.
Esto permitird construir una teoria naturalmente relativista.

Asi mismo, es posible pedir que el Lagrangiano tenga simetrias adicio-
nales a la del grupo de Lorentz. En especifico, cuando pedimos que el La-
grangiano sea invariante ante transformaciones locales de los campos bajo
un grupo continuo de simetrias, decimos que la teoria que este Lagrangiano
describe es una teoria invariante de norma. Cuando el grupo continuo es
(no-)abeliano se dice que la teoria es (no-)abeliana. Esta invariancia local
induce ciertas libertades a la teoria que posteriormente hay que remover; a
esto se le conoce como “fijar la norma” y un ejemplo de ello son las normas
de Lorentz (9,A* = 0) y Coulomb (V - A = 0) para el potencial electro-
magnético en QED, las cuales nos permiten definir a A*.

El grupo de simetria correspondiente a la QCD es el grupo SU(3). Fisi-
camente esta simetria esta relacionada a la invariancia de las interacciones
fuertes bajo cambios de color de los quarks, la carga de color de los quarks
es el equivalente fuerte a la carga eléctrica cuyo grupo de simetria es U(1),
con la diferencia de que existen tres diferentes tipos de color. Recordemos
que la asignacion de este nuevo grado de libertad surgié de la necesidad
de poder tener estados ligados de 3 quarks (bariones) en donde éstos pu-
dieran encontrarse en un estado cuantico aparentemente idéntico sin que el
principio de Pauli se viole, ya que los quarks son fermiones.
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1.1. Cromodinamica clasica

Para hablar de la cromodinamica cudntica primero es necesario construir
un Lagrangiano dentro de la teoria cldsica de campos que sea invariante de
norma local no-abeliano SU(3). Posteriormente serd posible cuantizar la
teorfa cldsica resultante.

Adems3s del color, los quarks tienen una propiedad que se conoce como
sabor y actualmente sabemos de la existencia de por lo menos 6 diferentes
sabores. Debido a que los quarks son particulas con espin % es posible utilizar
como punto de partida la densidad Lagrangiana de un campo de fermiones
libres que evolucionan de acuerdo a la ecuacién de Dirac:

L= ‘i/(r)cf (1Y Oubeer — Mbee )V (1) e ¢, (1.4)

donde los campos Vo f(r) y Uep(z) = Uep(r)y° representan los campos de
quarks y antiquarks respectivamente con indices espacio-temporales u =
0,1,2,3; de color ¢,/ = 1,...,N,; de sabor f = 1,...,Ny; y espinoriales
que no estan escritos explicitamente pero corren de 1 a 4. También hay
que mencionar que n*¥ es la métrica de Minkowsky y v* son las llamadas
matrices de Dirac que satisfacen el dlgebra de Clifford:

Aty =2 (1.5)

Como mencionamos anteriormente buscamos que el Lagrangiano (1.4
se mantenga invariante ante transformaciones locales de la forma:

U(r)er — e_ma(r)Ta\I/(r)cf, y (1.6)

T(r)ep — " OTT (), (1.7)

con a“ los parametros de la transformacion y T los generadores del grupo
de simetria SU(3).



8 CAPITULO 1. CROMODINAMICA CUANTICA

El grupo de simetria SU(3) cuenta con 8 generadores, lo que quiere decir
que la suma de los indices a en las expresiones (1.6 y (1.7)) corre de 1 a 8,
ademas, los generadores T satisfacen el algebra:

[T, T = i fob7e. (1.8)

Esta relacién es conocida como el algebra de Lie del grupo y los coeficientes
£ son las llamadas constantes de estructura.

La densidad Lagrangiana mostrada en (1.4) no es invariante ante la

transformacién, en particular podemos observar que del término que con-
tiene la derivada

U (r)ey = (€7 )00, U(r)er p — i(T 0 (r)e™ 1) U (r) ey
(1.9)

se obtiene un término extra que destruye la invariancia, este término esta aso-
ciado a la derivada de los pardametros de la transformacién a“.

Para eliminar el término extra que resulta de aplicar la transformacion
es necesario, de forma analoga a lo realizado en la electrodinamica cuantica,
introducir una derivada modificada D, que cumpla con:

DU (r) ey — e "D W(r).p. (1.10)
Con esto en mente se puede definir la llamada derivada covariante D, cc:
DHVCC' = 8”666/ — ingc/‘/;:l(T), (111)

en donde hemos introducido un campo vectorial V,(r) con indices de color
a (a=1,...,8) y componentes espacio-temporales u (u = 0,1,2,3), el cual
pedimos se transforme de la siguiente manera:

Vo(r) — Va(r) - é@uo/’(r), (1.12)
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donde g es una constante de acoplamiento. Fisicamente el campo vectorial
representara a los gluones, por lo que habra 8 diferentes tipos de gluones,
cada uno asociado a uno de los indices de color del campo. Debido a que
los gluones se encuentran asociados a un campo vectorial, como todos los
portadores de carga en una teoria de norma, estos tendran espin igual a 1.

Haciendo uso de esta nueva derivada, la derivada covariante (|1.11)), se
obtiene un término extra en el Lagrangiano que serd un término de inter-
accién, por lo que el Lagrangiano queda escrito como:

L= \T/(T)Cf (i7" 0p0ccr — Mbeer) U (T)erf — g (\Il(r)cf'y“Ti/\Il(r)c/f) Vlf.

(1.13)

Sin embargo la densidad Lagrangiana presentada en (1.13)) atn no es
invariante de norma, para probarlo basta con hacer una transformacion
infinitesimal como la mostrada a continuacién:

U(r)ep — [1—ia®(r)T] ¥ (r)cs. (1.14)

Al fijarnos en el término de interaccién observamos que surge un término
extra no deseado asociado a la no-conmutatividad de los generadores de
SU(3),

(@(T)CfVHTgc’\II(r)C’f) - (@(T)Cf'YHTgc'\IJ(T)C’f)
— i (r)W(r) ey (T“Tb — TbTa)cc, U(r)ey.
(1.15)

Este término extra se puede escribir como:

Fab () (R(r)epy" O (r)e) - (1.16)

Para eliminar este término extra es necesario redefinir la forma en la que
el campo se transforma, por lo que ahora pedimos que:

Vo(r) - Va(r) - ;aua%r) T (V). (117)
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Si buscamos darle sentido fisico a todos los campos dentro de la densidad
Lagrangiana necesitamos afiadir un término cinético para los gluones (de la
misma manera que en QED se hace para el fotén) y este nuevo término
cinético debe preservar la invarianza de L. Bajo estas consideraciones la
densidad Lagrangiana invariante de norma para la cromodindmica cudntica
seria:

L :\I/(r)cf (17" 0u0¢ccr — Mbeer) U(T)erf — g (\il(r)cf’y# cac/\Il(r)C/f) V/f(r)

1 v
— EV;V(T)V“’ H(r).
(1.18)
Donde el ultimo término es el término cinético de gluones con Vyj,, dado
por:
Vi (r) = 9,V (r) = 0,V (r) + g f** 'V, (n) VI (r). (1.19)

Es posible hacer una analogia a los campos eléctrico y magnético de la
QED, obteniendo un campo “cromoeléctrico” Ef y uno “cromomagnético”
B¢

7

B = iViy = =V = V. V5 + g [ VeV, (1.20)

By = Vi = ViV =V, Vo + gf Vv (1.21)

También es posible obtener las ecuaciones de movimiento para el La-

grangiano (|1.18)), siendo éstas:

("D, —m) Uep(r) =0; y

a,pv abdy b d,pv ST vra (122)
OV (r) + gf "V (r)V I (r) = gWep (1)) T Wer s (1) = 0.

Es importante notar que en las ecuaciones existe un término de
autointeraccion para los gluones y ello se debe a que, a diferencia de la
particula portadora en la QED (el fotén), los gluones si presentan carga
de color. Otra caracteristica notable es la ausencia de un término de masa
para los gluones, esto se debe a que introducir dicho término rompe la
invariancia de norma local al hacer las transformaciones , y .
De igual forma se observa que los campos de quarks evolucionan mediante
una ecuacion de Dirac acoplada con los campos gludnicos.
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1.2. Hamiltoniano a bajas energias

Ahora buscaremos estudiar la teoria cuantizada de forma candnica a
bajas energias por lo que primero debemos traducir la densidad Lagrangia-
na al Hamiltoniano adecuado para los sistemas que buscamos estudiar, y
posteriormente cuantizar esa teoria.

Recordemos que en el formalismo Hamiltoniano la informacién del sis-
tema estd contenida en el Hamiltoniano, el cual se obtiene a partir de una
transformacién de Legendre del Lagrangiano definida como:

H= /dr’H - /dr [waq&a - ﬁ] : (1.23)

donde H es la llamada densidad Hamiltoniana y 7% es el momento candnico
asociado al campo ¢® definido como:

e (1.24)
dga

Sin embargo, para escribir el Hamiltoniano en una teoria de norma es
necesario primero fijar ésta, de otra forma la transformacion no estara bien
definida debido a la libertad interna de la teoria [5]. Esto quiere decir que
hay que imponer alguna condicién funcional sobre V! de forma que que-
de definido de forma tnica. Ejemplos de ello son la norma axial temporal
Vg = 0, norma axial espacial V,* = 0 (con ¢ cualquiera de las componentes
espaciales) y la norma de Coulomb V;A% = 0.

Una norma deseable para trabajar es la de Coulomb ya que los campos
dindmicos resultantes de esta condicién estan asociados a los campos cro-
moeléctrico y cromomagnético, los cuales son campos fisicos. Como veremos
mas adelante es en esta norma en la que el Hamiltoniano a bajas energias ha
sido estudiado de forma no perturbativa [6]. El problema es que no es trivial
escribir el Hamiltoniano bajo esta norma de forma directa por lo que es ne-
cesario realizar un procedimiento alternativo. A continuacién explicaremos
conceptualmente los pasos a seguir para lograrlo.

Comenzaremos por obtener el Hamiltoniano en la norma axial temporal
y posteriormente transformaremos el campo a la norma de Coulomb. Con
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esto en mente, la densidad Hamiltoniana en la norma axial temporal queda
escrita como [3]:

1 - -
H= g(H“H“ + B*BY) — gUAVT 0 Werg + Ve (—iyV +m)Weyp, (1.25)

donde el momento canénico de ¥ estd dado por iUT, II1* = —E® con E®
y B% los campos cromoelécticos y cromomagnéticos definidos en (1.20]) y

(1.21)) respectivamente.

Pasar de la norma axial-temporal a la norma de Coulomb no es trivial;
en el trabajo de N. H. Christ y T. D [5]. Lee se muestra cémo pasar de la
norma axial-temporal a una norma arbitraria x(4;), conservando la simetria
SU(N), donde A;(r) representa el campo asociado a la nueva norma y x(A4;)
es la condicién funcional impuesta.

Este cambio de norma se logra al hacer una transformacién del tipo:

Vi = udul + zuviuT
g (1.26)

donde V; es el potencial en la norma axial-temporal, A, es el potencial en
la norma de Coulomb y « es una transformacién unitaria en SU(3) definida
por 8 pardmetros ¢, es decir u = u(g).

Aplicar una transformacién como la mostrada en es equivalente a
hacer un cambio de coordenadas de un sistema cartesiano, a uno curvo en
términos del potencial A; y los pardmetros ¢ de la tranformacién u [5]. La
densidad Hamiltoniana transformada queda escrita como

H =Vl (—ia- V + pm)T) + %(J‘”QHJ g2+ B-B)

1
*g\I’Ta~A\I/+/dr/§j*1/2p“(r)j1/2 P(ab(r,r/;A)jl/Qpb(r’)j’l/z,
(1.27)
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donde p*(r) es la densidad de corriente de quarks, definida por:
p%(r) = Ut (r) T (r), (1.28)
y J es el llamado determinante de Faddeev-Popov dado por:
J =det(V-D). (1.29)

Con D la derivada covariante definida en funcién del nuevo campo de norma
A, este determinante estd relacionado al Jacobiano de la transformacién
obtenido al realizar el cambio de norma [5]. El término K,p(r,r’'; A) que
aparece en la densidad Hamiltoniana esta definido por:

9
V.-D

Kap(r, 7', A) = <T,a| (—VQ)L|r',b>. (1.30)

vV-D

Adam P. Szczepaniak y Eric S. Swanson realizaron un estudio del Hamil-
toniano a bajas energias y una de las cosas que determinaron es que
en este régimen el Hamiltoniano queda escrito de forma ma&s conveniente
como [6].

H=Hy+ H, (1.31)
donde:
Hy = / {; [TI(r) - I(r) — A(r) - V2A(r)] + V' [—ia - V] P + ‘I’Tﬂm'll}
458 [ K (e = )
(1.32)
y

=
Il
—

% [B(r) B(r) + A(r) - V>A(r)] dr — g/\IIT(r)a ~A(r)¥(r)dr+Va+ Vs

430 [0 {{arlgig (9 Grplan’) — 0 KO 1) o (e aar
(1.33)
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Para llegar a la forma de este Hamiltoniano se desarrollé el determinante
de Faddeev-Popov en potencias del campo de norma, los términos V, y Vg
contienen los términos de orden mayor a cero mientras que los de orden cero
se conservaron en Hy, posteriormente se aplica un principio variacional con
lo que se obtienen gluones con masa (aproximadamente 600 MeV) [6].

Dentro de los resultados més destacables del estudio realizado por Szcze-
paniak y Swanson se encuentra el hecho de que el determinante de Faddeev-
Popov es dominante a energias bajas por lo que genera un posible mecanis-
mo de confinamiento. De igual forma, como la manera en que esté escrito
lo sugiere, el término Hj es la base de los sistemas a bajas energias a una
primera aproximacién (genera estados hadrénicos) mientras que Hy provee
las correciones debidas al intercambio de gluones.

Asi mismo, el potencial de confinamiento se comporta como un operador
de Casimir entre fuentes de color (i.e. es proporcional a la identidad del
algebra de color) por lo que su término dominante queda escrito como:

Ky (r—r') = 0K (r—r') = (0| [(V- D)7 (-9?) (V- D) '] ).

(1.34)

Su proporcionalidad a la identidad en el algebra de color ya ha sido
usada explicitamente en (1.32). Es posible sustuir el término K°(r — r’)
en por su valor de expectacion en el vacio para poder resolver la
teoria Hy de forma no perturbativa y posteriormente anadir H; mediante
técnicas perturbativas usuales. Por lo que en primera instancia la atencién
se le dara al término Hy.

El término Hy estd conformado por cuatro términos, dados por:
Hy, = /\IIT[—ia-V]\Ildn (1.35)
H,, = / Ui Bm®dr, (1.36)

i, = 3 [ [00) 16 - AG)- V2A@]dr, v (137)
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1 1 1
Heotiomb = 292/pa(r)<arlﬁ(—V)2 v @) ()drdr’. (1.38)

Donde Hp, es el término cinético de quarks, H,,  es el término de masa de

quarks, H_ es el término cinético de gluones y HE 40 b es el término de
interaccion de quarks que a su vez parece mostrar propiedades confinantes

I6].

Es posible realizar una aproximacién para el potencial de interaccion y
para ello hay que recurrir a un modelo fenomenoldgico. Por tanto se susti-
tuird el término K°(r — r’) por un potencial que tenga las caracterfsticas
buscadas, es decir, uno que sea confinante. La forma usualmente aceptada
de este potencial es [7]:

Kt — ') = (ar| (-V) ST a'r) ~ (r—7'). (1.39)

9
vV .-D

2
En donde el término % estara incluido en las constantes a y b que serdn
parametros a ajustar, por ejemplo, haciendo uso del espectro de masas
hadroénicas.

De esa manera, el término de interaccién del Hamiltoniano Hy queda
escrito como:

H(qjgulomb —a/d dr /pa +b/drdr |r—1' | pa(r)p®(r'). (1.40)

Hay que notar que en este trabajo inicamente se trabajara con el sec-
tor de quarks y con el término de confinamiento bajo la aproximacion ya
descrita. De igual forma se hard uso del modelo fenomenolégico conocido
como modelo de Bolsa del MIT (discutido en el capitulo|2]) para escribir los
operadores fermiénicos ¥ (r).

Bajo estas aproximaciones serd posible trabajar con el Hamiltoniano H
de forma no perturbativa, por lo que el siguiente paso serd cuantizar la teoria
mediante el formalismo canénico como se muestra en la siguiente seccién.

Por ultimo hay que notar que, salvo algunas consideraciones fenome-
noldgicas, la teoria Hy+ Hi es en su totalidad cromodindmica cuéntica, por
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lo que en principio se busca, en el futuro, trabajar con la teoria de campo
completa.

1.3. Cuantizacion Candnica

Para cuantizar la teorfa se busca promover los campos de quarks (¥)
y gluones (A*) a operadores. La cuantizacién candnica de estos consiste
en considerar que dichos campos describen operadores definidos en todo el
espacio y que satisfacen las relaciones de (anti)conmutacién candnicas con
sus momentos candnicos asociados, estas relaciones estan dadas por:

{Weralr), Ul po ()} = beerbp 1000 6@ (r—1), y (1.41)

(AL (r), TIY ()] = ig"" Sap6™® (r — 7). (1.42)

Las relaciones de conmutacién y anticonmutacion faltantes se consideran
iguales a cero. Consideraremos los operadores en la representacion de Schrodin-
ger por lo que los operadores serdn independientes del tiempo.

Al trabajar en esta representacion es posible desarrollar los operado-
res en una base de funciones completas que dependan unicamente de las
coordenadas espaciales, y en donde los coeficientes del desarrollo sean ope-
radores asociados a la creacién de particulas con nimeros cuanticos que
correspondan a la base utilizada. Hay que mencionar que en el presente tra-
bajo tinicamente se trabajara con los operadores de quarks y no con los de
gluones.

Para realizar este desarrollo primero hay que separar el campo en una
parte de frecuencia positiva (Ey, > 0) y una de frecuencia negativa (E), < 0),
que corresponderan a las energias asociadas a las soluciones para quarks y
antiquarks respectivamente. n representa un conjunto de nimeros cuanticos
que caracterizan a las funciones base y describen una relacién de cuantiza-
cién sobre la energia,

e =0 + 0 (1.43)
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donde \Ilg}r) estd asociada a F, >0y \IJE? a FE, <O0.

Siempre que la base que estamos usando safisfaga una relacién de si-
metria para la energia dada por E_, = —FE,,, el desarrollo descrito queda
explicitamente dada por:

Wes =Y [acsmting + bl pting| (1.44)

n

donde acfn y b, n S€ interpretan como operadores de aniquilacién/creacién
de quarks/anti-quarks con nimeros cudnticos n, mientras que u, son las
funciones que forman la base escogida. Esta interpretacion de los operadores
se justifica en el apéndice [A]

De acuerdo a las relaciones de conmutacién candnicas (1.41)) los coe-
ficientes del desarrollo satisfacen las relaciones de anticonmutaciéon dadas
por:

{acsns @l prr} = {befns bl pro } = Ocer 07 0. (1.45)

El resto de las relaciones de anticonmutacién son idénticamente cero y es
posible ver, de las relaciones anteriormente mostradas, que en efecto los
operadores acfn y befn tienen la estructura algebrdica de operadores de
creacién/aniquilacion.

En nuestro caso la base a utilizar serd obtenida a partir de soluciones
a la ecuacién de Dirac independiente del tiempo en una cavidad esférica,
que se discutird a detalle en el capitulo 2] La cavidad esférica es una forma
fenomenoldgica de incluir el confinamiento en el tratamiento de la teoria,
a pesar de que éste en principio se encuentra presente en el término de
Coulomb del Hamiltoniano [6]. Es decir, simplemente desarrollaremos
en la base de una teoria de quarks libres pero confinados.
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Capitulo 2

Modelo de Bolsa del MIT

En el capitulo anterior se presenté la forma Hamiltoniana adecuada pa-
ra un tratamiento no perturbativo a bajas energias de la cromodindmica
cuantica. En el presente trabajo se busca estudiar el sector de quarks de
este Hamiltoniano, por lo que para estudiar los campos fermiénicos, como
ya se menciond, serd necesario utilizar una base completa en la cual desa-
rrollarlos. En este capitulo se presentara la base que se utilizara a lo largo
del trabajo asi como su motivacién.

Buscaremos una base de funciones que sean soluciones a la ecuacion de
Dirac independiente del tiempo sujeta a un potencial central (en especifico
un pozo esférico estdtico), es decir buscamos espinores u(r) (funciones con
4 indices que se transforman de acuerdo a la representacién espinoral) tales
que:

Hp(r)u(r) = Eu(r) (2.1)

donde Hp es el Hamiltoniano de Dirac con un potencial central dado por:

Hp = ca-p+mpBc? +V(r), (2.2)
0 r < R,

V= (2.3)
00 r> R,

19
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en donde c es la velocidad de la luz, p es el operador de momento lineal, R
es el radio de la bolsa (pardmetro a ajustarse posteriormente) y donde ¢ y
[ son matrices dadas por:

(2 a-( ) e

con & = (01,092,03) en donde o; son las matrices de Pauli. Hay también
que recordar que las entradas diagonales de la matriz 8 corresponden a la
identidad de las matrices de 2x2.

La motivacion detras de esta seleccidn es que esta base permitira diago-
nalizar el término cinético de quarks de una forma simple. Nos permitira es-
tudiar el Hamiltoniano H, desde la perspectiva de quarks libres pero confi-
nados a una bolsa (el potencial esférico) tales que conforman una estructura
hadrénica. El confinamiento debe realizarse pidiendo que la corriente de co-
lor se anule en la frontera de la bolsa para asegurar que cualquier estado
hadrénico no tenga color, esta condicién es conocida como condicién de
frontera del MIT.

2.1. Condiciéon de frontera del MIT

Los espinores u(r) describen por si mismos a un fermién (quark) libre
contenido en una bolsa esférica. Sabemos que debido a la simetria de color
SU(3) inherente en la teoria es posible tener en una misma bolsa diferen-
tes quarks asociados a diferentes colores por lo que es posible definir una
corriente de color Ji; dada por [§]:

qr
I = (@@, 4) T | B | (2.5)
dg

donde asumiremos que los generadores de SU(3) (T'“) se encuentran en su
representacién fundamental en donde se conocen como matrices de Gell-
Mann, los indices 7, g, y b corresponden a los colores de quarks rojo, verde
y azul mientras que ¢; y ¢; representan las funciones de onda para un quark
y un antiquark con color i contenidos en la bolsa.
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Las funciones ¢; deben satisfacer (2.1) mientras que las soluciones para
antiquarks estan asociadas a las de quarks mediante una transformacién
CPT [8], es decir:

A A *

q(r) = CPTq(r) =7iv* (iv'v*(a(r))") (2.6)

Lo siguiente es imponer que esta corriente, en efecto, desaparezca en la
frontera de la bolsa (r = R). Para escribir esta condicién sobre los espinores
¢; primero hay que recordar que se estd considerando una bolsa estatica y
esférica, es decir, podemos caracterizarla por medio de un vector normal n*,

nt = (0,8&,). (2.7)
Con ello la condicién del modelo de bolsa del MIT queda escrita como:
é. - J%Rr=0. (2.8)

Debido a la simetria de color de la teoria sabemos que las funciones de
onda para diferentes colores deberan ser iguales, es decir:

ar(r) = qo(r) = q4(r) = q(r). (2.9)
Con esta consideracién, la ecuacién (2.8)) queda escrita como:
ér . cj’yq|R(9’¢) =0. (210)

Sin embargo, la ecuacién (2.10) es una condicién cuadratica, para sim-
plificarla podemos hacer uso de que:

@& -7 =-1, (2.11)

Por lo que este operador con eigenvalores +i¢ tendrd eigenfunciones que
satisfagan:
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(& - v)q = +ig. (2.12)

Los eigenestados con eigenvalor —i son las antiparticulas de los estados
con eigenvalor ¢, por lo que es posible trabajar iinicamente con los eigenes-
tados de signo positivo.

La ecuacién ([2.12)) implica la condicién ([2.10) []]. Es posible restringirnos
a estados que sean eigenfunciones del operador (&, - ) para utilizar una
condicion de frontera lineal dada por:

—i(&r - v)q(r = R) = q(r = R). (2.13)

Esta condicién de frontera impondra el confinamiento de forma feno-
menolégica y solo resta solucionar la ecuacién de Dirac con el potencial
deseado.

2.2. Ecuacién de Dirac en potencial central
Primero obtendremos las soluciones a la ecuacion (2.1]) para un potencial

arbitrario con simetria radial. Para ello hay que observar que el Hamilto-
niano de Dirac cuenta con las siguientes simetrias:

[Hp,J?|=0, [Hp,J.]=0, [Hp,P]=0, (2.14)

donde J es el operador de momento angular total y Pel operador de paridad,
dados por:

S5y
Il
=
_|_
| St

\‘Q)

P =¢8P, (2.15)
0

e" es una fase arbitraria con 6 = [0, 27], y Py estd dado por:

POf(ra t) = f(fra t)' (216)
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Para resolver el problema de eigenvalores primero escribiremos al espinor
u(r) de una forma mds conveniente dada por:

w— <f;> , (2.17)

donde ¢ y ¢ son biespinores.
Sustituyendo la forma mostrada en la ecuacién (2.17) para u se encuentra

que la ecuacién de Dirac es equivalente a las ecuaciones:

c(6-p)e=(E-—m*-V)g, (2.18)

c(6-p)o=(E+me®—V)e. (2.19)

Resta encontrar la forma que deben tener ¢ y . Para ello utilizaremos
las simetrias del Hamiltoniano de Dirac ya introducidas.

Debido a que el Hamiltoniano y el operador de paridad conmutan es ne-
cesario que u(r) tenga una paridad bien definida. Utilizando el operador de
paridad definido en y la forma para u(r) dada por se encuentra
que ¢ y ¢ deben tener paridad opuesta.

Utilizando los mismos argumentos pero ahora con el operador de momen-
to angular total se encuentra que es necesario que ¢ y ¢ sean eigenestados
de J? con niimeros cudnticos j y m idénticos, por lo es posible pedir que:

& < Qjim, Yy X Qiim, (2.20)

donde €j,,, son los conocidos espinores esféricos [12] dados por:

1 .
Qjim = Z <lml2ms|]m> Ylsz§m8~ (2.21)

mypmsg
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El indice ms corresponde al espin por lo que sélo toma los valores de
i%, mientras que m; = m — mg. En esta ultima expresion el término
(Imizm;|jm) corresponde a los coeficientes de Clebsh-Gordan, Y, son
armonicos esféricos y x biespinores dados por:

Recordando que la paridad de los espinores esféricos estd determinada
por el nimero cudntico ! de acuerdo a FPy{2jim = (—1)l Qjim se puede llegar
al Ansatz:

¢ = g(r)jim., o =if(r)Q2j—1)ym> (2.22)

donde g(r) y f(r) son funciones por determinar que no tienen dependencia
angular. Para poder transformar las ecuaciones (2.18]) y (2.19) en ecuaciones
para f(r) y g(r) es necesario utilizar la identidad:

. (ar)l o &L
G-p=1 —h— +
r or T

La forma en la que los operadores Z* y & - L acttian sobre los espinores
esféricos se encuentra a continuacion.

(2.23)

o-r o r
( , ) Qjim = =Q;2j-t)ym (r ) Qj2j—ym = —Ljim  (2.24)
(6’ . ]:) lem =—h (li =+ 1) lem (6’ . fl) Qj(2jfl)m = ﬁ(l‘i—l)Qj(gj,l)m
(2.25)
con

= <2j + 1) { 21_)1) j.:_H% (2.26)
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Como vemos de la primera ecuacién en (2.25)) es posible definir un ope-
rador K como:

K= (h+&-i), (2.27)
tal que
Klem = _Hthlmy KQj(2jfl)m = Hth(ijl)mv (228)
y
[K,H]=0. (2.29)

Es decir K es una simetria del Hamiltoniano, por lo que serd posible
utilizar los nimeros cuanticos de este nuevo operador para simplificar la
notacion de los estados. Permitiéndonos introducir una nueva notacién para
estos dada por:

Xn' = Qjim, X" = Q25— tym> (2.30)
con
KX™ = —hkX m, X" = hEX—km, (2.31)
tenemos que:
p=grxi’ vy e=if(r)x7 (2.32)

Haciendo uso de (2.23)), (2.24) y (2.25)), las ecuaciones (2.18)) y (2.19) se

reducen a:

hc[jj;—i—lzﬂf]—&-(E—mCQ—V)g:O, (2.33)
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1
hc[dg—F e

T g] —(E4+me®=V) f=0. (2.34)

Las ecuaciones y , junto con las condiciones de frontera, de-
terminaran las funciones f(r) y g(r) por lo que sélo falta utilizar el potencial
de bolsa esférica junto con las condiciones del MIT en estas ecuaciones para
determinar las funciones wu(r).

2.3. Ecuacion de Dirac en cavidad esférica

Procederemos a solucionar las ecuaciones radiales obtenidas en la seccién
anterior para el modelo de bolsa del MIT. Utilizando el potencial de bolsa

esférica dado por (2.3)) las ecuaciones radiales (2.33)) y (2.34) se reducen a:

he [jﬁ—&- 1;Hf] +(E-mc*)g=0, (2.35)
dg 1+k N
he [dr+ - g] —(E4+mc®) f=0. (2.36)

Sustituyendo la ecuacién (2.35)) en (2.36) (y viceversa) y haciendo el
cambio de variable:

z=2r (2.37)

es posible obtener dos ecuaciones desacopladas para f y g, dadas por:

& d

deTcJ; + 2:5% + [2* —a(a+1)] f=0, (2.38)
2 d

w2ﬁ + 2x£ + 2 —a(@+1)]g=0, (2.39)

con
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k—1 k>0 B K k>0

a= , o= (2.40)
—K k<0 —Kk—1 k<0

Las ecuaciones (2.38)) y (2.39) no son més que ecuaciones esféricas de
Bessel por lo que fyg quedan dadas por:

f=aja (%r) y g =bja (ﬁr) . (2.41)

Unicamente se ha utilizado la funcién esférica del primer tipo ya que
buscamos que la solucién sea regular (normalizable) en el origen. Las ecua-
ciones (2.18)) y (2.19) exigen que a y b estén relacionadas mediante:

pc

a = ngn(fi)m, (242)
lo que nos permite llegar a la solucién dada por:
Ja (%T) Xi'
u(r)=A4A , (2.43)

m

isgn (k) gtezjo (F1) X7

donde A es una constante de normalizacién.

Sélo resta aplicar las condiciones de frontera lineales del modelo de bolsa
del MIT. La condicién (2.13)) aplicada a la solucién (2.43)) se ve como:

( 0 &r) Ja (%R) le Ja (%R) X:’vn
N T :Z
_&r . . ) )
ngn(fi)m]a (%R) X—k ZSng( )E—i-mcz-]a (% )
(2.44)
Esta condicién se reduce finalmente a:
o (ZR) . (2r) - 04
Ja (hR +sgn(/~e)E+mczja hR 0. (2.45)

—K
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La ecuacién ([2.45)) nos da una ecuacién sobre el momento p para cada &
dada, ya que sabemos que existe una relaciéon de dispersion relativista entre
la energia y el momento, dada por:

E = £+/p?c® + m2ct. (2.46)

La relacién de dispersién estd dada a través de una raiz cuadrada por lo
que existen dos soluciones. Esto quiere decir que la ecuacién (2.45)) contiene
en realidad dos ecuaciones (una para E < 0 y otra para E > 0).

Las ecuaciones y (2.46) impondran condiciones de cuantizacién so-
bre la energia y el momento. Esto quiere decir que tanto p como F quedaran
determinados por k y por un nimero cuantico principal n que estaré definido
de forma que denote las diferentes soluciones correspondientes a la ecuacién
, en especifico si n > 0 estaremos considerando E > 0 mientras que
cuando n < 0 significa que E < 0. Aprovechando la introduccién del niimero
cuantico n introduciremos el niimero de sabor f, que denotara el sabor del
quark en la bolsa, basicamente indicando qué masa estamos considerando.

En este punto es conveniente introducir nuevas variables adimensionales
de momento, energia y masa dadas por:

Ermf
he

p
Tnwf = n};fR, Wnkf =

R, &= R. (2.47)

donde pp ¢ y Enyk s son los valores permitidos de momento y energia mientras
que my denota la masa de un quark con sabor f. Es posible escribir la
relacién de dispersion para estas nuevas variables, dejando explicito
el signo que se ha tomado de la raiz, como:

Wni = sgn(n)y/@n, ; + & (2.48)

Mientras que la relacién de cuantizacién (2.45) queda escrita como:

Tnkf

Ja (xnﬁf) = _Sgn(’%) Ja (xnnf) .
£ +sgn(n) /@l + &7

(2.49)
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Esta nueva selecciéon de variables es méas conveniente ya que deja explicita
la seleccion en el signo de la relacion de dispersién a través del nidmero
cuantico n. Como ya vimos el conjunto de ntimeros cuanticos que caracteriza
al sistema esta dado por (n, k,m, f), lo que nos lleva a escribir las funciones
u(r) como:

j& (wnnf %) XZI
Unkmf (I’) = Annf s (250)

isgn(k) wf:fnjgf Ja (x””f%) X7

donde A, s es una constante de normalizacién dada por:

1 xnﬁf 1

— — . 2.51
B2 )] 2oy oy £ 1) £ 6, (2:51)

A’rmf =

Las funciones ., forman una base completa ortonormal, es decir:
/ujmmfun/,{/m/f/dr = 5nn’5nn/§mm’6ff/- (252)

A este conjunto de soluciones lo denotaremos como modos de cavidad
esférica y haciendo uso de ellos en el siguiente capitulo realizaremos el desa-
rrollo descrito en el capitulo
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Capitulo 3

Desarrollo en modos de
cavidad esférica

En este capitulo escribiremos el desarrollo para el campo de quarks
haciendo uso de los modos de cavidad esférica, con nimeros cuanticos
n = (n,j,l,m) y cuya energia satisface la relacién de simetria requerida
(ver apéndice . De igual forma discutiremos dos simetrias asociadas a los
elementos de este desarrollo: la simetria que representan los indices de color
y sabor, y la simetria funcional entre modos de quarks y antiquarks.

Comenzaremos escribiendo la expansién mencionada como:

lI’cf = Z [dcfnnmufnnm + l;ifnﬁmuf-n-nm} . (3]-)

K,m,n>0

Como se muestra en el apéndice [A} los operadores a y b estén relaciona-
dos a la creacion y aniqulacién de quarks y antiquarks respectivamente. La
seleccién de indices en el desarrollo es tal que los modos de cavidad esférica
que acompaiian a los operadores de creacién/aniquilacién en efecto repre-
sentan las soluciones asociadas a quarks/antiquarks en una bolsa esférica
con los nimeros cudnticos correspondientes (ver apéndice [A)).

31
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Las relaciones de anticonmutacién distintas de cero que satisfacen estos
operadores se encuentran dadas por:

{aCanm>ai'f’n’n'm'} = {bCfnmm bi’f’n’/{’m’} = 506'5ff’5nn’5m’5mm’- (3-2)

Lo siguiente serd reescribir la expresién (3.1]) en funcién de (4,1) en lugar
de k, de donde obtenemos:

‘Ilcf = Z I:dcfnjlmufnjlm + bifnjlmuf-nj@j*l)m} . (33)

3>l n]

En donde se entiende que la suma sobre j implica considerar los dos posibles
valores de j dada [, es decir j =+ 3. Y en donde |n| indica que la suma es
sobre valores positivos de n.

Ahora reescribremos los operadores @ y b en funcién de unos nuevos
operadores 3 de acuerdo a las siguientes expresiones:

¥

1 (nl)jmef T
Acfnrem —7 B2 ) Aefnrm - ﬁ%(nl)ijf’

(3.4)

_1 1
befnm = 3 T—%(nz)jmcf’ bl pm — B2

Hay que notar un par de cosas de esta tltima expresién:

= Basicamente hemos escrito a los operadores de quarks y antiquarks
bajo un mismo operador A7(")i™ef que contiene un nimero cudntico
adicional, que tiene como finalidad diferenciar entre quarks y anti-
quarks ( 7 = {4(quark), —1 (antiquark)}).

= Hasta ahora hemos tratado indistintamente la posicién de los indices
de color, sabor y de la cavidad sin embargo, a partir de ahora, sere-
mos cuidadosos en su posicion ya que como podemos ver la posicion
de estos indices en los operadores B es critica. Posteriormente intro-
duciremos la llamada representacién esférica de los indices de color
y sabor por lo que introduciremos las reglas para subir y bajar estos
indices.
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Los operadores 3 satisfacen las relaciones de anticonmutacion dadas por:

{8700 BL, oo 1} = S5 8 8h 855, (8:5)

{gr(nDimef gr'(n'1)im'e 'y {@(nl)jmcf’ 51,(n/l,)j,m,c,f,} =0. (3.6

Podemos de igual forma agregar el indice 7 a los modos de cavidad de
acuerdo a:

Ufnjim — UL fnjim Uf—nj(25—)m —> U2 fnjim>
t 1 fnjlm T t=3 fnjlm (37)
Upjim = U ) Upnj(2j—tym U ‘

Esto nos permite escribir la ecuacién de Dirac para quarks y antiquarks
como:

[—io - V + Bm] tr pnijm = ErnjifUs fnijm (3.8)
Con la introduccién del indice 7 la energia queda dada por:

Einijr = Enijs 59)
E_1njp = E-n@j-jr = —Enijs-

De igual forma es posible escribir la relacion de ortonormalidad de los

modos con el indice 7 como:

/ uinljmu‘r"n/l/j’m’dr == 57‘7/5nn’5ll/5jj’5mm’ +5T—T’5n—n/51(2j’—l’)5jj’6m—m’ .
(3.10)

Esto nos permite reescribir (3.3)) como:

wel — Z [ﬁ%(nl)jmcjcu%fnjlm +5_%(nl)jm0fu7%fnjlm:| ) (3.11)

3itm,|n|
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Podemos simplificar esta ultima expresién escribiéndola como una suma
sobre el indice 7, de acuerdo a esto los campos de quarks y su adjunto
quedan escritos como:

‘I’Cf = Z ﬁ‘r(nl)jmcfu‘rfnjlma

7.3,Lm, |n]
(3.12)
T T T7fngl
V= Z Brinjmest
7,9,L,m,|n|

3.1. Simetria SU(2) y SU(3)

Hemos ya escrito de una forma simplificada el desarrollo en modos de
cavidad esférica, lo siguiente que realizaremos sera utilizar la simetria exacta
SU(3) en los indices de color y la simetria rota (SU(2) 6 SU(3)) en los indices
de sabor para trabajar con ellos en lo que se conoce como su representacién
esférica. La utilidad de esta representacion se manifestard al momento de
calcular el término de interaccién de quarks.

La idea detras de esto es poder trabajar con los indices de color y sabor
como numeros cudnticos de SU(2) 6 SU(3) de una forma apropiada. Es
decir, poder asociarlos a algiin multiplete de alguna de las representaciones
irreducibles de estos grupos, buscando una relacién similar a la que tienen
los indices de momento angular con las representaciones de SO(3).

3.1.1. Simetria de color

El grupo de simetria de la cromodinamica cuantica da lugar a la exis-
tencia de tres tipos de colores de quarks (i.e. ¢ = 1,2,3) y estos pueden
asociarse a la representacion fundamental del grupo SU(3) denotada por
(1,0) mientras que los antiquarks se pueden asociar a la representacién con-
jugada (0,1) (ver apéndice |B| para una discusién del dlgebra de SU(3)).
Esto quiere decir que podemos caracterizar a los tres colores de quarks con
el triplete que forma la base de la representacién (1,0) y podemos hacer lo
mismo con los antiquarks y con la representacién (0, 1).

Por otro lado sabemos que los estados pertenecientes a una represen-
tacién irreducible de SU(3) se denotan por tres nimeros cudnticos; siendo
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estos la hipercarga de color Y, el isoespin de color I. y su tercera compo-
nente I,.. En general los estados pertenecientes a un multiplete de SU(3)
son denotados por |(p,q)Y.I.I,.) con (p,q) la representacién a la que per-
tenecen, donde p es el nimero de quarks y ¢ el nimero de antiquarks.

Como los quarks estan caracterizados tinicamente por los niimeros cuanti-
cos de la representacién fundamental de SU(3) resulta conveniente escribir
esto de forma explicita en los indices de color, es decir en lugar de referirnos
a ellos como quark 1, 2 o 3 nos referiremos a ellos por sus nimeros cuanti-
cos. Esto quiere decir que podemos escribir a los indices de color como
¢ = {Y., I, L.} con las combinaciones ({—%,0,0},{3,%,4},{3.5.—3})-
Esta es la llamada representacién esférica de los indices de color. Los indi-
ces para antiquarks los denotaremos por ¢ = {-Y, I, —I..}.

3.1.2. Simetria de sabor

A pesar de que la simetria de color es exacta, sabemos que los diferentes
sabores de quarks (6 conocidos) tienen diferentes masas, por lo que no hay
una simetria de sabor exacta. Sin embargo al trabajar con sistemas a bajas
energias es posible concentrarnos unicamente en los quarks maés ligeros e in-
troducir una simetria aproximada dada por el grupo SU(2) (si consideramos
los quarks up y down) o con el grupo SU(3) (anadiendo el quark strange).
Sabemos que aunque éstas son simetrias rotas en la naturaleza, han tenido
un papel fundamental en la clasificacién del espectro hadrénico [§] .

Lo siguiente, al igual que con los indices de sabor, serd asociar a los dos o
tres diferentes sabores de quarks con la base de la representacién fundamen-
tal de SU(2) o SU(3), esto quiere decir que estos indices se podrén escribir
como f = {%,O’f} = {%, j:%} o f={Yy, Iy, 1.z} respectivamente. Los indi-
ces para antiquarks los denotaremos por f = —f o f = {=Yy, Iy, — L}
para SU(2) o SU(3) respectivamente. Hay que notar que con la introduc-
cién de esta simetria estamos considerando una degeneracién en las masas,
por lo que habra que remover el indice f de los modos de cavidad esférica.

3.1.3. Reglas de transformacién

Utilizaremos las reglas para bajar y subir indices descritas por Draayer,
dadas por [9]:

BTODImES — (1) (1T (DX (DY B iy (3:13)
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con

1 Y
Xi== N — )+ —=—— 1 Si ¢ estd en (\;, ;) de SU(3),
3 2
1 1 (3.14)
Xi =35 —1 Si i estd en <:|:2) de SU(2).
Estas reglas se introducen debido a que resultardn ttiles en el calculo
del término de interaccion.

3.2. Indice de pseudo-espin

En esta iltima seccién buscaremos escribir los modos de cavidad esférica
de quarks y antiquarks bajo una misma forma funcional haciendo uso del
nuevo numero cuantico 7. La finalidad de esto es que el desarrollo en estos
modos quede escrito de la manera més simple posible para poder trabajar
con ellos de una forma adecuada al calcular el término de interaccién de
quarks.

Podemos notar que la forma explicita de los modos de quarks y anti-
quarks dada por (2.30) y (2.50) se puede escribir en funcién del indice 7

Ccomao:

j&.,. (I'Tnlj%) Q'rjlm
Urnljm = ATnlj y (315)

Trnlj

Z'Sgn(’i'r) mjaT (:C'rnlj %) Q77‘jlm

donde k,, @, y a,; quedan definidas como:

o1 (-1)  j=1+1
Kkr =25+ = | sgn(t . 2 3.16
(] 2)9(){(1) j:l—% ( )
Ky — 1 ke >0 _ Kr ke >0
aT_{ —Kr Ky <0 aT_{ —kr—1 Kr <0 (3.17)

Asi mismo consideramos las definiciones:

A%nl] = Anlj7 Afénlj = A—n(2j—l)j7 (318)
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Q1j1m = Qjims Q_1jim = Q2j—0m> (3.19)
T1,: = Tni T_1,,. =X D)4 Trnli = T—rnlj
inlyj nlj, —inlj —n(2j-0)j>» Tnlj Tnljs
2 2 (3.20)
Wingj = Wnljs W_1lpij = Won(2j-1)js Wrnlj = —W—rnlj-
Por tanto, la condicién de frontera quedara escrita como:
. o Lrnk . 9
Ja, (Trnx) = —sgn(kz) Ja (Trne) - (3.21)

g + Wrnk

Lo tnico que hemos hecho es notar que para un modo de quarks con
(n,7,1,m) dados podemos escribir la funcién de antiquarks realizando una
transformacién a los indices (—n, 7, (24 — 1), m) (ver apéndice , por lo que
las definiciones en 7 denotan esta transformacién.

Para escribir (3.15)) de forma compacta podemos introducir una funcién
R, (r) dada por:

. T
RT(T) = ATnljj(iT (xrnlj E) . (322)

Haciendo uso de las definiciones (3.16)), (3.17)), (3.18) y (3.20) asi como
de las relaciones (A.1)) y (A.11)) podemos ver que la funcién R, se transforma
ante un cambio de signo de 7 como:

Lrnlj . r
R_.(r) = Sgn(“T)Arnljig +w” o, (xnljﬁ) : (3.23)
Tnlj

Esto nos permite escribir (3.15]) como:

R(T)TQlem
Urntjm = . (3.24)
Z-R('fd)—TQ—‘rjhn

Lo interesante de la ecuacién (3.24) es que podemos escribir la parte
superior del espinor u en funcién de 7 y la parte inferior del espinor u
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en funcién de —7, por lo que nos referiremos al nimero cudntico 7 como
pseudo-espin. Podemos notar que los (anti)quarks “abajo” tienen pseudo-

espin (—)% mientras que los “arriba” tienen pseudo-espin (—)—3.

Escribiremos la parte angular de los modos de cavidad en funcién de
los armonicos esféricos, ya que sabemos cémo trabajar con ellos. Para esto
reescribiremos €2, haciendo uso de (2.21)), de acuerdo a:

1
Q'rjhn: Z <l'rml7.2ms

mi,.ms

jm> Vi mi, Xim, (3.25)

donde I, queda definido como:

I = (T + ;) - <T - ;) (25 —1). (3.26)

Podemos notar que toda la informacién del pseudo-espin de la parte
angular estd contenida en el momento angular orbital. De acuerdo a
podemos escribir los modos de cavidad para quarks y antiquarks bajo una
sola forma funcional, utilizando el indice de pseudo-espin, de la siguiente
manera;:

jm> }/lwmlf X%mS

R, (r) Z <lelT %ms

my, ms

Urnljm = ) . (327)
iR_,(r) > <zfml_,2ms jm>m_,m,7x;ms

mi__ms

La forma dada por ([3.27) serd la que utilizaremos para calcular el término
de interaccién en el sector de quarks del Hamiltoniano H.



Capitulo 4

Sector de quarks

En este capitulo se escribird el sector de quarks del Hamiltoniano intro-
ducido en el capitulo [I] utilizando el desarrollo en modos de cavidad esférica
descrito en el capitulo |3] La finalidad de esto es tener una expresién del
Hamiltoniano a bajas energias en el formalismo de segunda cuantizacién en
funcién de una base que contiene el confinamiento de forma fenomenoldgi-
ca, esto permitird a futuro poder estudiar la dindmica de estados ligados de
quarks.

Para ello podemos recordar que el sector de quarks H, estd dado por

una parte libre H{ _ y una parte de interaccién H_ % . es decir:
Hy = Hg oo + HE o om (4.1)
donde,
Hi . = /\Il —ia- V + Bm] ¥ dr, (4.2)
HE G = // (TG @l oW TV (e — v |)drdr’,  (4.3)
con el potencial aproximado por:
Vie—1') = +blr — 1] (4.4)

39
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4.1. Sector libre

Para escribir el Hamiltoniano del sector libre de quarks en segunda cuan-
tizacién podemos introducir el desarrollo (3.12)) en el Hamiltoniano dado por

{4.2), obteniendo:

q _ § T Tanzlajomacf
Hfree - 6T1n111j1m1€fﬁ
Tijilnillim; (4.5)
f )
/u7—2n1l1j1m1 [_ZO‘ -V + ﬁm] UT2n212j2m2drv

donde hay contraccién sobre indices de color y sabor repetidos, con i = 1, 2,
por lo que la suma indicada queda definida como:

o=y > (4.6)

Ti|nilgilims Tin1ljilima m2|na|jalame

Podemos ahora utilizar que los modos son eigenfunciones de la ecuacién

de Dirac —ecuacion (3.8))—, para simplificar (4.5)) a:

q _ E T Tanalzjamacf
Hfree - 5T1n111j1m10fﬂ
Tiji|nallim; (4.7)

T
E‘f'zn2j2lz / unnllljlml uT27L2l2j2m2dr'

Utilizando la relacién de ortonormalidad de los modos dada por
asi como las relaciones para el energia y recordando que la suma es
sobre valores positivos de n;, llegamos a la forma final de la parte libre del
Hamiltoniano dada por:

ngee: Z |E7nlj|ﬂinljmcfﬂ7—nljm6f' (48)

TIn|jlm
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4.2. Sector de interaccion

Podemos notar que el término de interaccidon estd compuesto por tres
diferentes elementos: el producto de dos generadores, el producto de cuatro
campos fermidnicos y el potencial de interaccién, tal como se muestra en
la ecuacién . Trataremos cada uno de estos elementos por separado
buscando expresarlos en una forma conveniente.

En el caso de los campos y el potencial, la meta es poder escribirlos de
manera que podamos realizar las integrales sobre la parte angular. Por otro
lado buscamos escribir el producto de los generadores en lo que se conoce
como su representaciéon acoplada, analogo a la representacién esférica para
los indices de color y sabor.

4.2.1. Producto de campos fermionicos

Antes de ver el producto de cuatro campos veremos el producto de
dos de ellos, utilizando la expansién (3.12) podemos ver que el producto
porf W, ¢,, en una misma posicién espacial, se puede escribir como:

T cafa 1 Tonglajamacs fa, 1 )
‘Ilclfl‘I’ - /BTlnllljlmlclflﬂ Ur ity jymy Yranalajoms
Ti|nai|lijima

(4.9)

De acuerdo a (3.27) y definiendo el vector de indices N; = {7, n;, l;, ji, m; }
podemos escribir el producto de modos de cavidad que aparece en (4.9)) co-

mo:
j2m2>

1
lomymu_, 2m5> (4.10)

1 1
l‘rl Tnl,.1 §ms l‘rg”an2 §ms

uk, uN, = > <j1m1

My, M
i

ROV R . Yioy, + 5 <j1m1

mi ms

1 ) %
X <l—szl72 §ms ]2m2> R(r)_TlR(T)_TZ}/l,Tlm1771 Yi_,mi_

T2

en donde la suma sobre my_ indica sumar sobre m;_y my_, y en donde
también hemos utilizado la ortnormalidad de los espinores dada por:
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XT%WL X%ms, = 65‘9,' (411)

s

Podemos escribir (4.10) como una sola suma introduciendo un nuevo
indice 0 = %1 de acuerdo a:

N =3 3 (s

o my. mg
i

L 1
los Mg, 5Ms ) { Loy, 5| j2m2 12)

XR(T)Gl R(r)dz letlmlgl }/20'2 Mig, *

En donde por simplicidad hemos abreviado ¢; = o7;. Hay que notar que
este indice diferencia los términos provenientes de la parte arriba (o = 1),
que nos da el primer factor, de la parte abajo, que nos da el segundo factor
(o = —1), por lo que podemos considerarlo un {ndice quiral.

Utilizando (4.12)) podemos reescribir (4.9)) como:

gl

f2 ¥ I
C1f1\IIC2 f= Z Z Z Z ﬁnmhhmlclﬁﬁ 2nalzjzmaca fa

Tilni| lijimg 0 mi ms

1 1 .
loymu,, 2ms> <l02mza2 5Mms sz2> R(r)glB’/(r)nglUlmla1 Yi,,m,, -
(4.13)

X <j1m1

Ya calculado el producto de dos campos procederemos a calcular el de
cuatro. Para esto notamos que a partir de (4.13)) obtenemos que:

gl

e TP ETL EVEE) =30 D> D Y

’
Tilng| Ligim mi., oo’ Mmsmy

ﬁT2nzl2J2M2C2f2B ﬁ'r4n4l4j4m4164f4
T3nzlzjzmscs f3

L 1
Jimalomig, 5ms ) loymu,, 5ms|j2ms

. 1 1 .
<J3m3 lggmzaé 2m5f> <la;ml”;L §ms' J4m4>
Roy (r)Roy (1) Roy (1)) Boy ()07 iy, (Y1 m, (DY, (V)Y , ()
73
(4.14)

ﬁTlnllljlmlclfl
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en donde 2 denota la dependencia angular.
Lo siguiente sera reescribir los coeficientes de Clebsch-Gordan utilizando
la notacién de los simbolos 3 — J (ver apéndice [B)) dada por:

J1 Jo Ja (71)j1—j2—m3
= ——F=———— (jimajamaljz — ms) . (4.15)
mi mo  mg V2js +1

Obteniendo asi:

+
‘chlfl

(0T e)w] @) Tlw) =Y Y YN Y

Ti|ni| ligimi mi, oo’ msmg

ﬂT2n2l2j27’7«2C2f25T y P ﬁ7'4n4l4j4m404f4
T3nslzjzmsacs fs

4
% H U + 1 (_1)101+l02+(m1+mz)+loé+lgﬁ+(ms+m4)
k=1

X R, (1) Roy (r) Ry (1) Roy, (M) Y], iy, (DYigyma,, (Y1, (X)V2, i, , ()

BTlnllljlmlclfl

3 o1 Mg, Loy mu 1 - A
1 ; 1 ;
Zo-l 5 1 lo’é 5 J3
X
my,, Ms —mMy mlaé Mg —INg
1 1
le 2 J2 lUi 2 Ja
X
my,, Ms —M2 mi,, — Ms —My
(4.16)

4.2.2. Acoplamiento de generadores de SU(3)

De la misma forma en la que relacionamos los indices de color ¢ con la
representacion (1,0) es posible relacionar los indices a de los generadores con
la representacién adjunta (1,1). Esto es ttil ya que podemos hacer uso de
las reglas para bajar indices asi como del teorema generalizado de Wigner-
Eckart para escribir de una forma acoplada (en funcién de los coeficientes
de Clebsch-Gordan de SU(3)) el producto de dos generadores (ver apéndice

7 siendo ésta:

(ONCEEDS 3 (FDX R (10)es, 01| (11)a) (4.17)

((10)es, (01)e4|(11)a)
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en donde x; corresponde a la fase de SU(3) definida en (3.14]). Los indices ¢
y a pertenecen a las representaciones (1,0) y (1,1) respectivamente, mientras
C y @ pertenecen a las representaciones conjugadas.

4.2.3. Potencial de interaccion

El potencial de interaccién confinante esta dado por dos contribuciones
que dependen unicamente de la distancia entre dos puntos, por lo que po-
demos utilizar un desarrollo de Laplace y tipo Laplace para estos términos.

Podemos recordar que este desarrollo consiste en separar la parte radial
de la angular en una serie de polinomios de Legendre, la cual a su vez
podemos expresar como una serie en armoénicos esféricos.

Los desarrollos de Laplace y tipo Laplace mencionados son [10]:
1 ar 1] (re\E o )
r— Z - Y ()Y (2), (4.18)

|r — 7] LM2L-|—1 T E

o 4 é s r< L N ,
|r T|_Z r<~2L+3 2L—1 re YEnu ()Y (),

— 2L +1
(4.19)
donde 7~ y r- estan dadas por:
r~ =max(r,r") y r<=min(r,r"). (4.20)
Por lo que podemos escribir el potencial como:
4 "
V(r—r'))= % mVL(B, r )Y (YL (), (4.21)

con Vi (rs,r<) dado por:

a 7A2 r r L
v e (= _ > = . 4.22
L(rs,r<) [T> + (r> 9L +3 2L1>} (T>) ( )
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4.2.4. Término de interaccion

Este capitulo constituye la parte central del trabajo y en él se utilizara la
base de modos de cavidad esférica desarrollada en el capitulo 3] para calcular
el término de interaccidn, siguiendo de cerca lo realizado por T. Yepez en [3],
donde se calcula el término de interaccién utilizando la base del oscilador
armonico.

Utilizando (4.16)), (4.17) y (4.21)), podemos escribir (4.3) como:

Heghoms =20 > D D20 > Z<2L+1> <f[ m)

ac; ff" 7ing| lijim; mi, oo’ msmy LM

la1+ oo tmitma+l, /+l /+m3+m4+xc2+xC4+xa+M+mld +my o
(// "2V (rs,7<)Rgy (T)RUZ(T)Rgé(r')Rgé(r')drdr)
511n111j1m161fﬂTznZlezme (/ YLfM(Q)Yzc,l7mla1 (Q)Ylagmz@ (Q)dQ)

Bisnslsjsmscsf’an4l4j4m404fl (/ YLM(Q/)Yloé_mlg/ (Q/)Ylagmza, (Q/)dﬂl)

3 4
lUl % jl l”é % j3
((10)eq, (01)E2](11)a)
my,, Mg —My mloé ms  —Mm3
lU2 % j2 l"i % j4
((10)cs, (01)e] (11)a) (4.23)
my,, Ms —Mm2 mlaé Mg —Myg

en donde hemos expresado explicitamente la suma sobre los indices de color
y sabor (por consistencia y claridad) y en donde también utilizamos que:

Vi = (1" Yim. (4.24)

De la ecuacion (4.23)) podemos observar que tenemos tres integrales des-
acopladas: la parte radial y las dos partes angulares. Las integrales angulares
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son realizables y sabemos que estdn dadas por la férmula general [11];

/ }/jlml (Q)}/jzmz (Q)}/j?’m?) (Q)dQ =

(2j1+1)(2j2+1)(2j3+1)]5 Juogzogs\ g2 s
Am 0 0 0/) \my my ms

(4.25)

Por lo que el resultado del producto de las dos integrales angulares seréa:

(20, + 1)(21,, + 1)(2L + 1)} 2 [(mgé +1)(2y, + 1)(2L +1)72

” 4m 4m

v doy L\ [ oo oy L\ [lo by L\ [ oy Loy L

0 0 0 _mlal ml02 —M 0 0 0 _mlaé mlai M
(4.26)

Utilizando el resultado para las integrales angulares (4.26) podemos re-

escribir (4.23) como:
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H?;SElomb:ZZZ Z ZZ Z Z<2L1+1)

aci ff" 7ilng| lijim; mi,, oo’ msmy LM
(Bt s 8727227228 ((10)cs, (01)z| (1)) {1y, 01,01 0)]
[ﬂ13n313j3m303f/57’4n4l4j4m4c4f’ ((10)cs, (01)e4|(11)a) <laéOZoéO|LO>}

( 1)M+mzc,1 +mu, Fmatmatma+matXe, TXey TXa
_ 3

(i / / VL (rs,r<) Ro, (r) R, (T)Rag(r')Ra;(r’)drdrl)

l¢71 % jl lffé % j3
my,,  Ms —my mla% ms  —MNg
ltfz % j2 l"i % j4
my,, Ms —Ma my A Me —My
4 Zal l0'2 L laé lojl L
(H Vi + 1)L, + 1>>
k=1 —my,,  my,, —M M, m,, M
(4.27)

en donde oy, = {01,02,0%,04} v en donde hemos reescrito los simbolos 3-J
provenientes de la ecuacién (4.26)) que contienen ceros como coeficientes de
Clebsch-Gordan de acuerdo a (4.15]).

Relacionaremos el producto de tres simbolos 3J con el llamado simbolo
6J mediante (ver apéndice :

ATV 22 B - T £ Lo j2 13
Z (_1)l1 +la+I3+mi+my+my
m!mhmy mi mby  —mh —-mj mg mh
I la J3 Ji J2 Js J1 J2 Js
m/l —m’2 ms mp mg mMs3 ll lg 13
(4.28)

Para poder utilizar esta relaciéon primero hay que utilizar las relaciones
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de simetria de los simbolos 3J dadas en para reescribir (4.27)) en una
forma més conveniente dada por

EIED 3 3D D S 3 BB SD I €uy

aci ff’ 7i|ni|lijim; mi,, oo’ msmy LM

|:/871n1l1j1M1c1f/67—2n21232m262f <(10)017 (01)62|(11)a> < U1Ol020|LO>:|

{ﬁlsnslmmgcgf,/374"41434’“40“ ((10)cs, (01)e4|(11)a <lg3ozgé0\L0>}

:[)MJrrnz(71 +my o +mi+maot+ma+matXecy+Xey tXa
( / / 2V (s 72 ) R, (T)Rgz(T)Raé(r/)Rgi(T/)drdr')

l 1 J3 Lot !
(—1)EHim Hon 7 a2 78 2
—mi my, Mg -m3 my_, My
la’g jQ % lo’jl j4 %
L+l s +1 s
(~1)" et
—-my,, M2 —Ms —mldéL my —Mg
4 la’g lal L lai lgé L
1T V@i + D@, +1)
k=1 my,, —m, —M m, =i, M

(4.29)

Realizaremos un paso més antes de convertir las expresiones a los simbo-
los 6-J, para esto notaremos las siguientes cosas

(_1)"”01 +mo — (_1)771161 +’fﬂ162 +ms

, (4.30)
, (4.31)

(4.32)
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Para obtener las identidades (4.30)) y (4.31]) hemos utilizado las restric-
ciones que imponen los sfmbolos 3J (ver definicién (4.15]) o (B.5])) sobre sus
elementos inferiores.

Haciendo uso de (4.30), (4.31) v (4.32) podemos escribir (4.29) como:

Hq—q

e =YY Y LYY Y Y (5

- 2L+ 1
acy ff" min;| lijimg my. oo’ msmy LM

(L s tasimnen 72227220 ((10) e, (01)22(11)a) (1, 01, 0]0)|

[573n3l3j3mgcgf/57’4n4l4j4m4c4f’ ((10)cs, (01)e4|(11)a) <la:r3 01030’L0>]

(_1)M+Xc2 +XecgtXa (_1)m1+7R3+1

(; / / VL (rs,r<) R, (r)R@(r)Rgé(r’)Rg;L(r’)drdr’)

1 1 : 1
1 -71 l0'1 5 .]3 lo’é 2
(_l)lal +l"2+§+mlal +mla2 +m
—mi mlal mg —ms mlo’é Mg
y : 1
I 1 L, g, L
Ly Hlgr +3+mu_, +mu_, +my o2 J2 2 04 J 2
(71) 3 4 g ol
—-my,, M2 —Ms *Tnlaé,1 mg  —Myg
4 lO’z 10'1 L laé lo—é L
1T v@ik+ D@, +1)
k=1 mlo-2 my

Podemos finalmente utilizar (4.28)) junto con (4.33), en donde haremos

uso de las sumas en m;_ ,ms y my para llegar a:
:
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4
Coulomb ZZ Z Z ZZ <2L—|—1> (H (251 +1)(2, +1)>
acy ff" 7;|ni|lijim; oo’ LM k=1

(L s tassmnen 7222220 ((10)c1, (01)22(11)a) (1, 01,0]0)|
B sty samaen 8741458448 ((10) ey, (01)e| (1)) (Lo 0L, 0] LO)
(_1)M+Xc2+Xc4+Xa (_1)m1+m3+1
( // 2V (rs,r<)Ry, (r)RT2(r)RTS(r’)RT4(r’)drdr’)

J1 1 Je L Jj3 Ja L J3  Ja

~

—mi mo —-M

|—=

—m3 My M loé laé

N[

loy 1oy }
3

34)

—~
NG

Podemos bajar los indices de los operadores de aniquilacién, salvo 7 y
f, lo que introduce una fase dada por:

— (—1)2 Tt Xep FI ATt Xy (4.35)

De transformar los simbolos 3J restantes a coeficientes de Clebsch-Gordan
se obtiene una fase adicional dada por:

N (_1)j1*j2+j3*j4 ) (4.36)

Nuevamente re obtiene una fase adicional al cambiar los indices m en
los simbolos 3J por —m, dada por:

— (_1)j1+j2+j3+j4 ) (437)

Por ultimo podemos también notar que con la introduccién de los simbo-
los 6J obtuvimos dos simbolos 3J adicionales en los cuales se acopla M con
my, Mo, M3 y My, en especifico M =mgz —myy M = my — my.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones obtenemos la expresion
para el término de interaccion dada por:
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it =3 Y zzz(nmm gk+1>)

aci ff’ 7i|ni| lijims oo’ LM

<2L1+1)2 (—1)M e (_1ylHztis
(3] [ 7o r R ()RR 0t

Jji Jo L Js Jja L

(Jim1, j2 — ma|L — M) (jsms, ja — ma|LM)
[{(10)c1, (01)E2|(11)a) (I, O, 0| LO) ((10)cs, (01)é4|(11)a@) (ly; 0los 0| LO)]

T T2 f Taf’
{’Bﬁn111j1m1014fﬁn2lzj2*m202ﬁﬁnslngmBCaf'ﬁn4l4j4*m454 : (438)

Escribiremos esta tltima expresién de una forma méas compacta, para

eso primero definiremos a la magnitud de interaccién I~ ., dada por:
Tinijilo,

Tiitg, = <2L+1> <H\/2Jk+1 ak+1)>
( // r?Vi(rs,r<) Ry, (7")372(T)RTs(r')Rm(r’)drdr’) (4.39)

J1 Jo L jz  ja L

(Lo, 0L, 0] LO) (1 0L,; 0

LO)

le lUl 2 laﬁl laé 3

Haciendo uso de la definicién de la magnitud de interaccién podemos

escribir la ecuacién (4.38]) como:

Hgoglomb - Z Z Z Z Z Z Tidile, M+Xa (_1)1+j2+j4

aci ff" 7i|ni|lijim; oo’ LM
(Jima, j2 —ma|L — M) (jams, ja — ma|LM) ((10)cy, (01)E2|(11)a)

= = 1 T2 f Taf’
<(10)CB’ (01)C4|(11)CL> |:6Tl7lll1j1mlclfﬂ7l22l2j2_m2c2ﬂTSnSZSJamSCE,f/ﬁ laja—mac ] .

nalaja—macy

(4.40)
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Lo siguiente es notar que Br,p,1,j,m;c,f corresponde a las componentes
esféricas de los indices de color SU(3) y de momento angular y sabor SU(2)
del operador tensorial 8. Esto es de utilidad ya que podemos recordar que
es posible escribir el producto de dos operadores tensoriales, escritos en
indices esféricos, tanto en una base de indices acoplada como en una base
desacoplada, a través de los coeficientes de Clebsch-Gordan de acuerdo a:

[Ar, ® Br,Jr, = »_ (10, T20aTa) Ar, o, Broa,- (4.41)

[e2Re5)

Esta ecuacién expresa un elemento de la base acoplada (lado derecho) como
una suma sobre los elementos en la base desacoplada (lado izquierdo). Donde
A y B son operadores tensoriales escritos en indices esféricos, I' denota
los indices de una representacién irreducible del grupo SU(2) o SU(3) y «
denota los indices que diferencian los vectores base de cada representacion,
por ejemplo para SU(2) T' = j,a« = m. Cuando escribamos el producto en
su forma acoplada escribiremos los fndices de SU(3) arriba y los indices de
SU(2) abajo.

Podemos notar que en (4.40)) se encuentran presentes relaciones de aco-
plamiento de los operadores tensoriales de la forma (4.41) para el momento
angular en SU(2) y para el color en SU(3) dadas por:

T T2 f _ ; ;
[B(Tlnlllclf)jl ® 6(7212]'252)j2}L_M - Z [<Jlm1"]2 - m2|L - M>
mams (4.42)

ﬂT /BTQf
Tinilijimicy fFnalaja—maca | 0

T Taf’ - . .
’B(T:mslscsf/)j:s ® ﬂ(z4j454)j4} LM Z [<]3m3"74 — my|LM)
m3nmg (4.43)

B s Bt
T3nzlzjzmacs f/ " nalaja—macq | 2

(11)a
T 01 _
B im0 @ B ] = D [(@0)en, (1) (11)a)
ci1C2 (4.44)

BT ) ﬁ‘rzf ]
Tinilijimicy fFnalaja—maca | 0
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(10) g grad (0D

nglyja—my

]m)a -y { ((10)c3, (01)E4|(11)a)
(4.45)
Taf’ :| '

/BTanslzjsmacaf’ﬂ’ﬂ4l4j4*m454

BTsnalsjsmsf’

Podemos ahora combinar (4.42)) y (4.44) para obtener:

(11)a
t 72 f(01) . -
|:ﬁ‘r1n1l1]1f ®ﬁn2212J2 }L—M = Z Z {<=71m1’j2 —ma|L — M)
mi1msa C1C2 (4.46)

(10)er, (0Dl 1,y 12l o |
De igual forma podemos combinar (4.43)) y (4.45) para obtener:

(11)a

T( Taf
(B i @ Bt ] T = 303 [(amasa — malLM)
m3M4 C3Cq (4.47)

<(1O)CS7 (01)C4|(11) > T3n3l3j3m303f//321{4j4—m454:| :

De acuerdo a esto podemos reescribir (4.40]) como:

Hgoglomb Z Z Z Z Z Tejilo, M+Xa (_1)1+j2+j4

aff’ ri|n;| lij:s oo’ LM

(11)a (11)a
(10) T2 £(01) (10) T4f'(01)
|:B’T1’n1l1j1f ® /8n22l2j2 :|L—M |:67'3n3l3j3f’ ® B’nil4j4 j|LM : (448)

Hemos acoplado el momento angular y el color de los operadores de crea-
cioén sin embargo, es posible realizar méas acoplamientos similares notando
la siguiente relacién para los coeficientes de Clebsch-Gordan:

(—1)%* = \/dim(T')(Ta, T (0)0) (4.49)

donde x, es la fase asociada a la representacién I' con indices de
subgrupo «a, dim(T") es la dimensién de la representacién, & representa los
indices del vector base conjugado a « y |(0)0) representa la representacién
trivial (para SU(3) un estado sin color y para SU(2) un estado sin espin).
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Recordando que una representacién |jm) de SU(2) tiene una fase dada
por X, = j—m y una dimension dada por 2j + 1 podemos reescribir la fase

en (4.48) como:

(—1)M+xe = (—1)F \/8(2J + 1)(LM, L — M|00){(11)a, (11)&|(00)0).
(4.50)

En donde también hemos utilizado el hecho de que a pertenece a (11) cuya
dimensién es 8. Los coeficientes de Clebsch-Gordan introducidos acoplan los
dos productos tensoriales a un solo producto en una base acoplada a espin
y color cero, es decir:

(11) , (11)7(00)0
(10) T2£(01) (10) T4f(01) _
|:(6T17l111]1f ® anlzjz )L ® <ﬂ73n313]3f' ® Bnil4j4 )L :| -

00
=Y (LM, L~ M|00)((11)a, (11)a|(00)0) (4.51)
Ma
(11)a (11)a
1(10) 2 £(01) $(10) T4 f(01)
|:ﬁ7'1n1l1]1f ®Bn2212jz }L—M |:ﬁ7'3n3l3]3f, ®/8nil4]4 }LM :

Es posible obtener un acoplamiento en los indices de sabor, para es-
to utilizaremos la regla (3.13)) para bajar los indices de los operadores de
aniquilacién obteniendo asi una fase extra dada por:

— (1) ()Tt (4.52)

Si la magnitud de interaccion If jil,, Do dependiera de los indices de pseu-
doespin seria posible acoplar a pseﬁdoespin cero. Pero como este no es el
caso solo es posible realizar un acoplamiento a sabor cero, para esto primero
cambiamos la fase de sabor por:

(—1) X" = dim(F)(F f, F f][00])(F f', F f'|[00]) (4.53)

donde F' denota la representacién a la que asociamos la simetria de color, f
y f’ denotan los indices asociados a los sabores de quarks considerados y [00]
denota la representacion trivial en la simetria de sabor. Si solo consideramos
los quarks up y down F = 1 en SU(2) mientras que si afiadimos el quark

2
strange ' = (10) en SU(3).
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Podemos ahora identificar el producto tensorial en la base acoplada a
sabor, color y espin cero como:

{(ﬂw(m o gEO) )[001(11) o (5TF(10) o gFOD )[oo](n)
L

Tin1lij1 Tanzl2j2 T3n3l3]3 Tanalaja ) o

} [00](00)0

00

= (Ff, FFIO)FS, FF[0])
17

(11) (11) (00)0
#(10) +(10) (o1)
[(ﬁrlnllljl(Ff) @ ﬁTQﬂlejg(Ff)) & (/Brgnglgjg(Ff D) ® ﬁT4TL4l4]4Ff ) :|00

(4.54)

Haciendo uso de estos acoplamientos podemos finalmente escribir el
término de interaccion en una forma compacta como:

H(q?oglomb Z Z Z T1jilo; dzm ) (2‘] + ) ( )L+]2+]4 <_1)T2+T4

Tilni| liji oo’

|:(BTF(10 ®5F(01 >[00](11) © <5TF(10 ®5F(01) | >[oo](11)
L

Tin1lij1 Tanalaj2 T3n3l3js Tanalajs ) o

} [00](00)0

00
(4.55)

Podemos observar que el término de interaccién toma una forma similar
a la obtenida por T. Yepez en [3], con la diferencia de que la magnitud de la
interaccion tiene dependencia en el pseudoespin y estd dada por integrales
de funciones de Bessel en lugar de integrales de polinomios de Laguerre. Esto
ocasiona que no podamos realizar un acoplamiento a pseudoespin cero.

A pesar de que la base de modos de cavidad esférica nos da un término
cinético diagonalizado, no muestra alguna mejora significativa en relacion a
la base del oscilador armoénico. En todo caso parece aumentar la complejidad
del término de interaccién ya que no es posible acoplar a pseudoespin cero
por lo que hay que considerar dos sumas adicionales.
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Capitulo 5

Conclusiones

Hemos escrito ya los términos del sector libre y de interaccion de quarks
en el formalismo de segunda cuantizacién en la base de modos de cavidad
esférica. Sin embargo ain tenemos parametros libres que necesitan ser ajus-
tados: El radio de la bolsa (R) y los pardmetros a y b del potencial que
caracterizan la parte tipo Coulomb y la parte confinante respectivamente.
Para ajustar estos pardmetros seria necesario obtener el espectro de masas
hadrénico a partir del Hamiltoniano efectivo aqui presentado y tratar de
ajustarlo con los resultados experimentales conocidos.

Podemos analizar cada uno de los términos obtenidos en el sector de
quarks y compararlos con los previamente obtenidos en [3] utilizando la
base de oscilador arménico.

El sector libre de quarks es diagonal en la base de modos de cavidad por
lo que no es necesario realizar una diagonalizacién, como en el caso de la
base del oscilador. Esto nos indica que la base escogida en este trabajo es
una selecciéon natural para estudiar fermiones libres confinados.

El sector de interaccion de quarks tiene una forma similar a la obtenida
en la base del oscilador, con la diferencia de que las integrales radiales a
realizar se encuentran en funcién de funciones esféricas de Bessel en lugar
de polinomios de Laguerre. En el término de interaccién obtenido existe
un ndmero cuantico de pseudoespin que relaciona las partes de arriba y
abajo de los espinores utilizados como base; debido a que la magnitud de la
interaccion depende de este ntimero no es posible realizar un acoplamiento
similar al realizado en la base del oscilador arménico.

57
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Mids alld da la forma diagonal de la energia cinética efectiva parece no
existir ningun beneficio extra en utilizar la base de modos de cavidad esféri-
ca, y pareceria innecesario rehacer los andlisis ya realizados con la base
del oscilador ya que el término de interaccion es ligeramente més complejo
(existen sumas adicionales debido a que no se puede acoplar a pseudoespin
cero). Sin embargo serfa instructivo en un futuro obtener los términos de
interaccion gludnica para ver si existe algin beneficio en utilizar esta base,
pero la experiencia obtenida al calcular el término de interaccién parece
indicar lo contrario.

Las perspectivas a futuro incluyen incorporar los términos gluénicos para
buscar obtener los espectros de energia no solo de particulas compuestas por
quarks (en las que las interacciones gluénicas juegan un papel importante)
sino buscar también el espectro de particulas compuestas inicamente por
gluones (glueballs).

Una vez expresado el término efectivo considerando interacciones entre
quarks y gluones habria que utilizar alguna de las diversas técnicas en sis-
temas de muchos cuerpos disponibles para analizar la dindmica de sistemas
hadrénicos.



Apéndice A

Modos de cavidad esférica
de anti-quarks

En este apéndice mostraremos que los modos de cavidad esférica descri-
tos por u—_n—kmy en efecto corresponden a la funcién de onda asociada a un
antiquark confinado en una bolsa con las condiciones de frontera del MIT.
Para ello primero mostraremos ciertas relaciones de simetria para las va-
riables adimensionales de energia y momento, posteriormente obtendremos
la funcién de onda para un antiquark a través de una transformacion CPT
y mostraremos que es igual a la obtenida al realizar el cambio de indices
n— —n,conn=(n,km)y —n=(—n,—k,m).

De igual forma discutiremos cémo se llega a la interpretacién de los

operadores de creacion y aniquilaciéon a partir de un desarrollo en modos
normales de cavidad esférica.

A.1. Relaciones de simetria

Buscamos ver cémo se relaciona (W—_p— ., T—p—x) €ON (Wny, Tnk). Para
ello primero hay que notar lo siguiente:

a— «a, o — Q,

Wen—rf = —sgn(n), /332_”_,# + f? (A1)

donde — indica el resultado obtenido al realizar el cambio n — —n.

59
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Utilizando (A.1)) es posible escribir la condicién de frontera (2.49)) para

los indices —n como:
Tn—rf

Ja (xfnfnf) = sgn(x) Ja (x,n,,@f) .
§r —sgn(n)y/a%, o+ &3

Hay que notar que la fraccién del lado derecho de la ecuacién (A.2]) se
puede reescribir como:

(A.2)

Lon—rf _

& — sgn(n 22,y +6F
) —_— & +sgn(n)\ 72, + &
& — sgn(n) w%n,ﬁf + 5? §r+ sgn(n)m
B (ff + sgn(n)\/m) Tonsf &+ sgn(n)m

gj% - (xQ—n—nf + 5]20) L—n—rf

(A.3)

Utilizando (A.1]) y notando que sgn(x) = sgn(x)~! podemos reescribir
(A.2)) como:

L—n—rf

_Sgn(’%) Ja (‘Tfnfmf) = Ja (x777/711f) .
£ +sgn(n)y /a2, +&F

Hay que notar que (A.4) implica que x_,,_.s es solucién a la ecuacién
de frontera (2.49) para n y &, por lo que podemos concluir que:

(A4)

Tn—rf = Tnrf- (A5)
Las relaciones (A.1) y (A.5)) nos permiten concluir también que:

W_n—rf = —Wnrf- (AG)
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A.2. Transformacion CPT

En el capitulo [2] mostramos la forma funcional de los modos de cavidad
esférica para quarks. A continuacién usaremos una transformacién CPT
para encontrar la forma funcional de los modos asociados a un antiquark.
Para esto utilizaremos la relacién considerando la representacién de
Dirac para las matrices v*, dada por:

k _ 0 O’k 0 __ 1 0
Usando (2.6 y (A.7) tenemos que:

2.1 nK m

io20t o3 sgn(k) wni’fjgf Ja ($n,{f%) XM,
ﬂnnmf(r) = Annf s (AS)

_020103j6¢ (xnmf %) XZI

donde Uy m f (r) denota los modos de antiquarks. Podemos recordar que:
o’olod = —i1, (A.9)

considerando esto llegamos a que el espinor de cavidad esférica para anti-
quarks estd dado por:

Tnkf m

~ sgn(/i) Wn»»;f+§fja (xn/{f%) X—k
Unmnf(r) = Anrcf . (A].O)
ij& (xnmf%) X;n
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Transformacién (n,x,m) — (—n, —k, m)

Realizaremos un cambio de indices n — —n sobre los modos de cavidad

A.3.

esférica de quarks para mostrar que estos corresponden a las soluciones
para antiquarks obtenidas en la seccién anterior en donde se utilizdé una
transformacién CPT.

Comenzaremos primero por transformar la constante de normalizacién,
por lo que utilizando las relaciones de simetria (A.5) y (A.6), la transfor-
macién (A.1]) y la condicién de frontera (2.49) obtenemos que:

Tnkf 1
R% |ja(mnnf)| \/2wn,if (wn,{f + KZ) + gf
(A.11)

Tnkf
= sgn(k)A .

Utilizando nuevamente (A.5)), (A.6]), (A.1) junto con (A.11]) vemos que:
Jo (Tnrs ) X1
Ja (Tnrp ) X3

T

U—p—rkmf (I‘) = Annfsgn(ﬁ) gf +71:)f ; Cons
nkKk 1 nk
isonio) 221
sgn(k) ffin:jmf Ja (x””f%) pay
= Am@f 5
. T .
_zgi_wé{f Ja ((Ermf%) XZL
(A.12)
Utilizando la relacién de dispersién relativista (2.48]) obtenemos:
sgn(n) ng::ija (xnmf %) XTK

(A.13)

U—n—kmf (I‘) = Annf
ija (xnﬁf%) Xk

Comparando (A.10) y (A.13) podemos finalmente concluir que en efecto

U—n—kmf = ﬂnnmf~
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A.4. Desarrollo en modos normales

Hemos ya mostrado que los antiquarks corresponden a las soluciones
para los nimeros cudnticos (—n, —k,m, f) de los modos de cavidad esférica.
Por lo que podemos utilizar esto para justificar la interpretacion dada en el
capitulo |1} al desarrollo en modos normales de los campos fermidnicos.

Recordemos que las funciones y,.m ¢ forman una base ortonormal com-
pleta, por lo que podemos desarrollar el campo fermiénico W,y usando esta
base como:

‘I’Cf (I’) = Z GcfnemUnkmf (I’), (A14)

nKM

donde acfnrm son los coeficientes del desarrollo; debido a que W.; es un
operador estos coeficientes deberan ser también operadores. Dado que el
momento candnico asociado a los campos fermiénicos estd dado por z'\Illf
estos satisfacen un algebra correspondiente a operadores de creacion y ani-
quilacién de quarks en el espacio real, es decir crean/aniquilan quarks en la
posicién r. Esto implica que la ecuacion no es mas que un cambio de
base para los operadores de aniquilacién, lo que implica que acfpnim puede
ser interpretado como un operador de aniquilacién de particulas asociadas
al modo Upwmys (i-e. quarks/antiquarks libres confinados en una bolsa).

Para hacer explicita la separacién entre quarks y antiquarks podemos
separar la parte positiva de n y la parte negativa de n llegando a:

‘I]cf = Z (acfrmmunmmf + acf—rmmu—rmmf) . (A15)

K,m,n>0

Como la distribucién de ntimeros cudnticos k y m es simétrica respecto
al 0 y como las sumas involucran todos sus valores, tenemos que:

Zacffnnmufnnmf = Zacffnfnmufnfkam]“ (A]-G)

rmM Krm

Lo que implica que podemos reescribir (A.15]) como:

‘I’cf = Z (acfn/ﬁmun/imf + a/cf—n—/imu—n—nmf) . (A17)

K,m,n>0
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Debido a la relacién de simetria podemos interpretar el segundo
término como un operador de creacién de una particula asociada al modo
U_p—rmf, i-e. un antiquark con nimeros cuanticos n, x,m, f. Esto debido
a que la energia asociada a este segundo término es —w,,, es decir estamos
cediendo energia para crear un antiquark con energia wp,.. Definiendo al
operador de creacién de antiquarks como bl Frrm podemos reescribir
en su forma final como:

lIle (I‘) = Z (aCanmunﬁmf (I‘) + blfnmmu—n—/{mf (I‘)) R (AIS)

K,m,n>0

correspondiendo a la interpretacién dada en el capitulo [} Hay que notar
que los operadores creacién/aniquilacién de quarks y antiquarks estan rela-
cionados mediante:

Qef—n—rm = bifnnm y bcf—n—mm = a:r:fnmm' (Alg)



Apéndice B

Algebra de SU(2) y SU(3)

En este apéndice daremos un breve resumen de lo que es un grupo de
Lie, mencionando las propiedades utilizadas implicitamente a lo largo del
trabajo. En particular discutiremos las dlgebras de SU(2) y SU(3). De igual
forma resumiremos varias de las identidades utilizadas en el capitulo (4| para
obtener el término de interaccién del sector de quarks.

B.1. Teoria de grupos y representaciones

Un grupo es una estructura algebraica equipada con una operacion y
cuyos elementos satisfacen las propiedades de cerradura, asociatividad, ele-
mento inverso y elemento neutro bajo dicha operacién.

Es posible describir a los elementos de los grupos como transformacio-
nes lineales que actian sobre un espacio vectorial, en particular podemos
describir a los elementos del grupo como matrices. El conjunto de transfor-
maciones lineales asociadas a los elementos de un grupo es conocido como
una representaciéon. Cuando las representaciones matriciales de todos los
elementos del grupo no son diagonalizables simultdneamente (bajo la mis-
ma transformacién) se dice que la representacién es irreducible. Se dice que
dos representaciones son equivalentes si estan relacionadas mediante una
transformacién unitaria.

Dado que las transformaciones fisicas son usualmente descritas como

transformaciones lineales actuando sobre un espacio vectorial (por ejemplo
el espacio de Hilbert) es posible describirlas utilizando teoria de grupos.

65



66 APENDICE B. ALGEBRA DE SU(2) Y SU(3)

B.2. Grupos de Lie y SU(N)

Un grupo de Lie es un grupo cuyos elementos se encuentran parametri-
zados por pardmetros continuos (6;). Cualquier elemento U(f,) del grupo
puede escribirse, en funcién de los llamados generadores J;, como:

U(fn) = e 2000 (B.1)

donde 6; denota al i-ésimo pardmetro y J; denota el i-ésimo generador.

Mientras que U(6y,) denota una transformacién fisica bajo el grupo ca-
racterizada por los parametros 6, los generadores denotan una transforma-
cién infinitesimal. Lo que la relacién nos dice es que las propiedades del
grupo estaran definidas localmente en los generadores. El grupo estara ca-
racterizado uinicamente por la relacién entre los generadores dada por:

(i, J5] = fijrJrs (B.2)

donde el corchete denota al commutador y donde f;;, son conocidas como
las constantes de estructura y en donde hemos asumido la suma sobre el
indice contraido.

Esta relacion resulta familiar de la teoria de momento angular ya que
podemos relacionar a los operadores de momento angular con representacio-
nes del grupo SO(3) o SU(2). Hablamos del grupo SU(N) o SO(N) cuando
el grupo en si mismo estd definido por matrices unitarias u ortogonales de
dimension N x N con determinante igual a la unidad.

La principal meta de la teoria de representaciones es encontrar las repre-
sentaciones irreducibles ya que a partir de ellas podemos construir cualquier
representacién reducible. Cuando la representacion es reducible sabemos que
se debe poder escribir como la suma directa de dos o més representaciones
irreducibles, en donde estas subrepresentaciones darédn lugar a sub-espacios
invariantes. Un sub-espacio invariante es un sub-espacio del espacio vectorial
sobre el cual se aplican las transformaciones cuyos elementos se mantienen
dentro de este espacio bajo cualquier transformacién. Cuando el espacio
vectorial es todo el espacio de Hilbert los espacios invariantes estaran direc-
tamente relacionados a los llamados multipletes (el singlete y el triplete de
la suma de momento angular son ejemplos de ello).
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Como ya hemos visto es posible relacionar a los elementos de un grupo
de Lie con operadores que actiian sobre un espacio de Hilbert por lo que en
ocasiones resultard mas conveniente hablar de los operadores en lugar de su
representaciéon matricial, dado que ambos son equivalentes.

Otras propiedades importantes de un grupo de Lie son: su rango y sus
operadores de Casimir. El rango es el nimero maximo de generadores que
conmutan entre si mientras, el rango de SU(N) es N-1. Un operador de
Casimir es un operador que conmuta con todos los generadores del grupo.
El teorema de Racah nos dice que el nimero de operadores de Casimir
serd igual al rango del grupo (esto es cierto para los grupos de Lie conocidos
como semi-simples, para una discusién a detalle ver [12]).

La utilidad de los operadores de Casimir aparece en la clasificacién de re-
presentaciones irreducibles e identificacién de multipletes. E1 Hamiltoniano
de un sistema conmutara con todos los operadores de Casimir de un grupo
de Lie si el sistema posee la simetria del grupo (su Hamiltoniano conmuta
con todos sus generadores, es decir el sistema es invariante ante cualquier
transformacién), esto nos permite utilizar a los eigenvalores de los operado-
res de Casimir como nimeros cudnticos adecuados para la descripcién del
sistema.

Cada multiplete estara caracterizado por el eigenvalor de sus elementos
respecto a los operadores de Casimir, sin embargo dentro de los multipletes
es posible realizar consideraciones fisicas (existencia de un estado de minima
energia) para definir estados degenerados caracteristicos haciendo uso de los
eigenvalores de alguno de los generadores. En el caso del momento angular
orbital el operador de Casimir est4 dado por L? y sabemos que los multiple-
tes estdn caracterizados por el nimero cudntico ! (relacionado al eigenvalor
del operador de Casimir mediante [(I + 1)), no es posible cambiar de mo-
mento angular orbital mediante rotaciones sin embargo es posible cambiar
de nimero cudntico magnético m (relacionado al generador L,) mediante
los operadores de ascenso y descenso (Ly = L, +4L, y L_ = L, — L,).

Dado que los generadores son operadores hermitianos (cuando traba-
jamos con grupos unitarios) hacer uso de sus eigenvalores y eigenestados
nos permitirdn trabajar con estados ortogonales entre si. Esto quiere decir
que la degeneracion del generador a utilizar en los operadores de Casimir
nos definird una base de un sub-espacio invariante con dimensién igual a la
degeneracién, con una representacién asociada de esta dimension.
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Antes de terminar la seccién hay que mencionar dos representaciones
que llevan sus propios nombres. La representacién fundamental de un grupo
SU(N) es aquella que tiene la dimensién del grupo (N). La representacion
adjunta de un grupo SU(N) es aquella dada por las constantes de estructura
de grupo tomando dos de los indices como indices de matriz y el otro como
numerador del elemento, naturalmente la dimensiéon de esta representacién
es igual al nimero de generadores del grupo (en el caso de SU(N) el ntimero
de generadores esta dado por N2 — 1).

B.3. Producto de sub-espacios invariantes

La representacion de un sistema construido a partir del producto directo
de sub-espacios invariantes (como en el caso de acoplamiento de momento
angular) es en general reducible para el caso de los grupos SU(N). La base
de este sub-espacio puede ser escrita de dos formas: base acoplada y base
desacoplada. La base desacoplada es simplemente el producto directo de
cada vector base mientras que la base acoplada es una suma directa de
vectores base correspondientes a diferentes representaciones de forma que
sumen la dimensién adecuada. Las dos bases estan relacionadas mediante
una transformacién lineal cuyos coeficientes son conocidos como coeficientes
de Clebsch-Gordan y que se puede escribir esqueméaticamente como:

C1.) ®Cy.) = > @Cljk |Ch...)
k
> " dim(|Cy...) = dim(|C...)) x dim(|C;...)). (B.3)
Con:

Ciji = (Ch.. | C1..C.), (B.4)

donde |C;...) denota un estado caracterizado por los eigenvalores del opera-
dor de Casimir C; mientras que Cy;i son los coeficientes de Clebsch-Gordan.
El lado izquierdo corresponde a un elemento de la base desacoplada mien-
tras que el derecho corresponde a la combinacion lineal asociada en la base
acoplada.

El uso de cada base en general estd determinado por la simetria del
problema fisico a considerar (los nimeros cudnticos conservados).
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B.4. Representaciones de SU(2)

El caso de SU(2) corresponde a la conocida teorfa de espin por lo que sus
representaciones irreducibles estaran caracterizadas por el nimero cudntico
s relacionado al operador de Casimir S2, de igual forma es convencional
utilizar al niimero cudntico s, para caracterizar inicamente al estado fisico
asociado. Por lo que los eigenestados fisicos estardn unicamente caracteri-
zados por [s  s.).

La representacién fundamental corresponde al espin % mientras que la
representacién adjunta corresponde al espin 1 (esta representacion corres-
ponde a rotaciones en un espacio tridimensional).

B.5. Coeficientes de Clebsch-Gordan SU(2)

Es usual trabajar con estados acoplados en momento angular orbital y
espin por lo que nos encontramos frecuentemente con los coeficientes de
Clebsch-Gordan de la representacién SU(2) dados por (jimijamal|jzms),
para ello es conveniente introducir el simbolo 3J dado por [I1]

(_1)j1—j2—m3

s _ W<j1m1j2m2\j3m3>
my Mg M3 0 si (mi+me+mz#0 o ji1+j2#]Js)
(B.5)
Este sfmbolo satisface las relaciones de simetria dadas por [11]:
Ji J2 U3 J2J3 J3 v J2
mp m2 M3 mz m3 My m3 mp M2
JuJ3 J2
—_ (_1)j1+j2+j3 (BG)

_ (_1)j1+j2+j3
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Aunque discutimos en general el acoplamiento entre dos representacio-
nes irreducibles en ocasiones es necesario trabajar con el acoplamiento de
tres diferentes momentos angulares. Si buscamos trabajar con la base aco-
plada con momento angular total J el acoplamiento puede ocurrir de dos
formas. En la primera j; se acopla a j, para dar jio para posteriormente
acoplarse a j3 y finalmente dar J. En la segunda jo vy j3 se acoplan en jog
que posteriormente se acoplan con j; para dar J. La transformacién que
relaciona los dos esquemas se escribe en funcién de los llamados simbolos
6J de acuerdo a [11]:

(G172(j12) 73, I | 123 (az) J) = (—1)71T92 43307 /(2510 + 1) (2423 + 1)

1 J2 Ji2
)
Js J Jas
(B.7)
donde el término en corchetes es el simbolo 6J que satisface:
S J1+j2 =j12
J1 o J2 J12 ia 4 jo = j
£0 si J; — (B.8)
js  J jos .{1 + —.!23
s +J =j12

Los simbolos 3J y los simbolos 6J se encuentran relacionados mediante:

PR A FE & T & L J2 13
Z (71)11+l2+l3+m1+m2+m3
m/mjm, my mh  —mh —my mo mj
Iy la J3 Ji J2 Js Ji J2 Js
m'l 7771’2 ms mi1 Mo M3 ll l2 13

(B.9)
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B.6. Representaciones de SU(3)

SU(3) tiene 8 generadores (F;) y un rango igual a 2 por lo que sabemos
que tendra dos operadores de Casimir. Las ocho matrices que conforman la
forma usual de la representacién fundamental son conocidas como matrices
de Gell-Mann. Los dos operadores de Casimir estan dados por [§]:

8
Ci=> F7,
i=1

(B.10)
Cy = ZdiijiFijy
ijk
donde d;;i, queda definido a partir de:
4

{Fi, FJ} = 55” + 2d7;ijk, (B].].)

y en donde hemos asumido la suma sobre el indice contraido.

Los generadores que conmutan son:

[F1, Fs] = [Fy, Fg] = [F5, Fg] = 0. (B.12)

Dada una representaciéon F; es posible reescribirla en lo que se conoce
como su forma esférica de acuerdo a:

. =F +iFy, I;=F;, Vi=F, +iF5,

2
Uy =Fs+iFy, Y =--F;. B.13
+ 6 7 \/38 ( )

Esta forma es andloga a la implementacién de los operadores L en la teoria
de momento angular.

Podemos también notar que SU(3) cuenta con tres sub-dlgebras SU(2)
(I-4lgebra, V-dlgebra y U-élgebra) por lo que es comin utilizar los eigen-
valores de una de estas sub-algebras, en particular se utiliza la sub-algebra
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de Tsoespin I (ndmeros cudnticos I e I3). Debido a las relaciones de con-
mutacion que son iguales a cero podemos ver que es natural utilizar los
eigenvalores de la hipercarga Y.

En el caso de SU(3) cada vector base de los espacios invariantes carac-
terizados por los eigenvalores de los operadores de Casimir se encuentran
degenerados en el espacio Y — I3, de las relaciones de conmutaciéon podemos
ver la forma en la que el resto de los generadores actia sobre este espacio: I
sube/baja I3 en una unidad, Vi sube/baja I3 en media unidad y sube/baja
Y en una unidad, y Uy baja/sube I3 en media unidad y baja/sube Y en
una unidad.

A diferencia de SU(2) existen dos representaciones fundamentales de
SU(3), relacionadas a través de la conjugacién compleja (esto debido a que
el espacio degenerado ahora es bi-dimensional en lugar de uni-dimensional).
Los vectores base de una de estas representaciones la asociamos a los quarks
mientras que la otra la asociamos a los antiquarks. Es usual denotar las
representaciones irreducibles por el nimero de quarks que contienen en lugar
de utilizar los operadores de Casimir, de esta forma un vector base de un
espacio invariante queda escrito como |(gp)II3Y’) donde ¢ es el nimero de
quarks y p el numero de antiquarks. La representacién adjunta estd formada
por un quark y un antiquark.

B.7. Teorema de Wigner-Eckart

Para dar una nocion intuitiva del teorama de Wigner-Eckart lo presen-
taremos primero en su forma usual para SU(2) y posteriormente daremos
una versién generalizada para SU(N).

Para SU(2) el teorema relaciona los elementos de matriz de un operador
tensorial de rango k (T%) en la base de eigenestados de momento angular
con el producto de dos factores: uno independiente de la orientacién del
momento angular (i.e. del nimero cudntico magnético) y un coeficiente de
Clebsch-Gordan, es decir [I1]:

(Gm|Tr|j'm’) = (j'm’kqljm) (5| T*||5") (B.14)

donde ¢ es la g-ésima componente del operador T, (j'm’kq|jm) es un coe-
ficiente de Clebsch-Gordan y (j||T%||j’) es conocido como el elemento de
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matriz reducido independiente de m, m’ y ¢q. En el caso de un operador vec-
torial k =1y T, = (T4,7_,T5) con Ty =Ty £ iT5, donde 17,75, T3 es la
representacion cartesiana del operador vectorial.

El teorema de Wigner-Eckart en SU(3) estd dado por [9]

(| T pave) =Y (i |pave) (2| T 1)+ (B.15)
Y

en donde p; = (¢, p;) denota la representacién en la que nos encontramos
y v; = (I,13,Y) denota el conjunto de nimeros cudnticos de la hipercarga
y el iso-espin, (ua||T#||p1) denota la matriz reducida que solo depende de
las representaciones ps y p11, y la suma en 1, denota la suma sobre todas
las representaciones con la misma dimensién de forma que los coeficientes
de Clebsch-Gordan sean distintos a cero.

Para calcular los elementos de matriz reducida de un operador escrito
en forma esférica basta con usar las relaciones esféricas de SU(2) y SU(3)
al actuar sobre estados bases de las representaciones irreducibles de SU(2)
y SU(3) respectivamente.

El teorema de Wigner-Eckart resulta util ya que nos da una expresién
para los elementos de matriz de un operador, en particular en el presente
trabajo estamos interesados en los generadores de SU(3). En el caso de los
generadores de SU(3) escritos en la base esférica tenemos que:

(T,)%* = ((10)e1|T,|(10)es) = (71)"”1\%«10%1, (01)é|(11)a). (B.16)

1 Y; .
Xi =3 <()\Z — i) + 5~ Igl') Siiestd en (A, p;) de SU(3), (B.17)

donde a denota la represnetacién (1,1), ¢; y ¢o denotan un conjunto de ei-
genvalores de (I, I3,Y), y & denota los eigenvalores de (I, —I3, —Y). Vemos
que en este caso ¢1 y ¢ se encuentran en las representaciones fundamenta-
les.
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