UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

MODELO DE RIESGO MODULADO
DE MARKOV CON TASAS DE
INTERES ESTOCASTICAS

TESTS

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:
ACTUARIA

PRESENT A:
ERIKA TATIANA RUEDA SANTOS

DIRECTOR DEL TRABAJO:
DR. FERNANDO BALTAZAR LARIOS

2016

CIUDAD UNIVERSITARIA, D. F.


Lourdes
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, D. F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Datos del jurado

Datos del alumno:

Erika Tatiana Rueda Santos

59 70 56 15

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

306083143

Datos del director de tesis:
Dr. Fernando Baltazar Larios

Datos del sinodal 1:
Dr. Luis Antonio Rincén Solis

Datos del sinodal 2:
Dra. Ana Meda Guardiola

Datos del sinodal 3:
Dra. Maria Asuncién Begona Fernandez Fernandez

Datos del sinodal 4:
Act. Harim Garcia Lamont

Datos del trabajo escrito:

Modelo de Riesgo Modulado de Markov con tasas de interés estocasticas.
119 pag.

2016.



Dedicatoria
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mis axiomas.

... Vi el Aleph, desde todos los puntos,
vi en el Aleph la tierra,

y en la tierra otra vez el Aleph

y en el Aleph la tierra,

vl mi cara y mis visceras,

vi tu cara, y senti vértigo y lloré,

por que mis 0jos habian visto ese objeto
secreto y conjetural,

cuyo nombre usurpan los hombres,
pero que ningun hombre ha mirado:

el inconcebible universo.
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Capitulo 1

Introduccion

La nocion de riesgo es un concepto importante en la economia, debido a
que es necesario contar con estrategias y métodos para el buen manejo del
capital disponible de las companias aseguradoras, bancos y otras instituciones
publicas y privadas con la finalidad de mitigar el riesgo. Especificamente, la
teoria de riesgo se ha centrado en estudiar las fluctuaciones de las reservas de
una compania aseguradora y de estimar las posibilidades de ruina de dicha
aseguradora, es decir, la probabilidad de que la reserva pueda ser negativa
en algin momento.

En general una compania de seguros opera de la siguiente manera: un grupo
de personas que esta expuesta a un tipo determinado de accidentes tales como
choques de automoviles, incendios, robos, etc. contrata un seguro donde cada
una de ellas paga a la aseguradora una cantidad fija de dinero por unidad de
tiempo llamado prima; la aseguradora a su vez, tiene la obligacién de pagar
al asegurado el monto total del dano en caso de accidente en el momento
en que éste ocurre. Por lo tanto, aunque no se conozca con certeza cuantas
personas requeriran de la proteccién de la compania, ni el tamano total de
los danos que ocurrirdn, el capital obtenido de la primas colectadas mas el
capital inicial de la compania, deben de ser suficientes para solventar los
gastos que se presenten.

Sin duda, una de las preguntas de mayor interés para una compania ase-
guradora es la siguiente: ;Hasta qué punto la compania aseguradora puede
solventarse?, o bien, ;Cudl es la probabilidad de que la compania se arruine
en un tiempo finito o en un intervalo de tiempo dado?. El modelo clésico
de riesgo, también conocido como modelo de Cramer-Lundberg modela el



capital que tendra la compania aseguradora después de cierto tiempo, sin
embargo este modelo no es del todo realista, pues no se sabe con certeza a
cuanto equivalen el dia de hoy cada uno de los montos de reclamos ocurridos
en un tiempo futuro para con ello saber si el capital con el que cuenta la
compania el dia de hoy es suficiente para hacerle frente a sus obligaciones.

Ahora bien, la necesidad de incrementar la flexibilidad en el tamano y arribo
de los reclamos es lo que nos lleva a la construcciéon de un modelo de riesgo
modulado de Markov con tasas de interés estocasticas, debido a que el modelo
clasico de riesgo asume una tasa de interés neta igual a cero, lo cual es muy
restrictivo y no se apega mucho a la realidad, por ello se describira un modelo
mas general que considera una fuerza de interés estocastica la cual se describe
por medio de un proceso de saltos Markov y ésta a su vez es modulada de
acuerdo a un proceso subyacente que dicta las condiciones del entorno del
proceso de riesgo, es decir, la fuerza de interés estocastica dependerd del
estado en que se encuentre el proceso en riesgo; ademas, también se considera
el caso de una entidad que esta dividida en varias lineas de negocio.

Al final sera posible obtener conclusiones acerca de las capacidades de pago
que tiene una compania aseguradora frente a sus obligaciones, es decir, si en
algin momento la compania no puede pagar el monto de las reclamaciones de
los asegurados. Sin embargo, la ruina no necesariamente se refiere exclusiva-
mente a la incapacidad total de pago por parte de la compania aseguradora,
sino que puede ser un parametro técnico para que active su alerta y tome al-
guna decision para superar esta situacién y no significa que inmediatamente
vaya a ir a la quiebra.

El trabajo se divide de la siguiente forma:

El Capitulo 2 nos da una breve introduccién al tema de procesos estocasti-
cos, mencionando algunas de sus caracteristicas principales y haciendo un
enfoque en los procesos de saltos de Markov; ademads se da una introduc-
cién del modelo general de modulado de Markov aplicindolo a un proceso de
Cox modulado de Markov, finalizando con la implementacion de tal proceso
llevado a una situacion de la vida real, las ventas en una cafeteria.

En el Capitulo 3 se describe el modelo de riesgo modulado de Markov con
tasas de interés estocdsticas; se presenta algunos resultados relevantes para
el modelo de tasas de interés y finalmente se desarrollan los primeros dos
momentos del modelo de riesgo modulado de Markov con tasas de interés
estocasticas.



En el Capitulo 4 se introduce la aplicacién numérica, donde se calcula el
capital de la compania aseguradora a tiempo presente a partir del hecho de
descontar todos los montos por reclamos y por primas de los asegurados. Por
ultimo, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y las limitaciones de
los resultados.



Capitulo 2

Conceptos basicos

En este capitulo se presenta una breve introduccion al tema de procesos es-
tocasticos mencionando algunas de sus caracteristicas principales, en particu-
lar, nos enfocamos en el estudio de procesos en donde el tiempo es continuo
y las variables toman valores en un conjunto a lo més numerable. Posterior-
mente, se definen las caracteristicas que debe de cumplir un proceso para
que tenga la propiedad de Markov. Se presenta una breve descripcion de lo
que es un proceso de saltos, mostrando que si los tiempos en que permane-
ce constante después de un salto tienen distribucion exponencial, entonces
dicho proceso cumple con la propiedad Markoviana y es conocido como pro-
ceso de Markov. Ademas de estudiar algunas de las propiedades generales de
un proceso de Markov, como son sus probabilidades de transicion, se obtie-
nen expresiones explicitas del generador infinitesimal, que es una matriz que
determina de manera tnica el comportamiento del proceso.

Una vez que se define un proceso de Markov y sus propiedades, se da una
breve introduccién al modelo general de modulado de Markov, finalizando
con una simulacion que permite ver el comportamiento de un proceso de
saltos de markov, empleando los resultados de sus trayectorias para modular
un proceso de Cox.

2.1. Procesos Estocasticos

Comencemos por definir una variable aleatoria, para ello considere un espa-
cio de probabilidad, que no es mas que la terna (2, F, P), donde € es un
conjunto no vacio, F una o-algebra de subconjuntos de €2 y P una medida de



probabilidad definida en F. Entonces, una variable aleatoria se define como
sigue:

Definicién 2.1.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién X
valuada en los reales definida en €2 se conoce como variable aleatoria si:

XS ={weQ: X(w)e S} eF, para todo S € B, (2.1)

donde B es la o-dlgebra de conjuntos de Borel en R. Entonces, una variable
aleatoria X es una funcion medible de (0, F, P) en (R, B).

Ahora bien, considere un sistema que puede caracterizarse por estar en un
conjunto de estados previamente especificados, ademas, suponga que dicho
sistema evoluciona o bien, cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de
acuerdo a una cierta ley de movimiento. Si X, representa el estado del sistema
al tiempo t y se considera que la forma en que el sistema evoluciona no es
determinista sino provocado por algiin mecanismo aleatorio, resulta natural
considerar a X; como una variable aleatoria para cada valor del indice t.
Hasta aqui se tiene una coleccién de variables aleatorias indexadas por el
tiempo y a esta coleccién se le conoce como proceso estocdstico. En general,
las variables aleatorias que conforman un proceso estan relacionadas unas
con otras de alguna manera particular, es decir, no son independientes entre
s y las distintas formas en que se pueden dar estas dependencias es una de
las caracteristicas que diferencian a unos procesos de otros, asi pues, una
definicién formal de un proceso estocastico se define de la siguiente forma:

Definicién 2.1.2. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables alea-
torias X = {X;,t € T}, definidas en el mismo espacio de probabilidad
(Q, F, P), parametrizadas por un conjunto T llamado espacio parametral,
en donde las variables X; toman valores en un conjunto S llamado espacio
de estados.

Los valores en el espacio parametral se puede interpretar como tiempos, de
esta forma a X; se le interpretara como el estado del proceso al tiempo t.

Ahora bien, de acuerdo a la definicién de variable aleatoria, para poder hablar
del espacio de estados S, es necesario asociar a este conjunto una o-algebra y
considerando que S es un subconjunto de R, puede tomarse la o-algebra de
Borel de R restringida a S, es decir, SNB(R), asi pues, un proceso estocéstico
también podria considerarse como una funcién de dos variables,

X:T x Q= 5,



tal que a cada pareja (t,w) € (T, Q) se le asocia el estado X (t,w) = X;(w) €
Sy asi, para cada w € (2 fijo, la funcién

t— X (w)

es una trayectoria o realizacion del proceso, mientras que para cada valor de
t € T fijo, el mapeo
w— Xy(w)

es una variable aleatoria.

Es importante mencionar que existe una clasificaciéon general en los proce-
sos estocdsticos segun las caracteristicas del espacio parametral, de ahi las
definiciones siguientes:

Definicién 2.1.3. Proceso estocdstico a tiempo discreto. Si T es un
conjunto a lo mas numerable, se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo
discreto, en general, este tipo de procesos se denotardn como X = {X,,n €
N}. Asi, para cadan € T, X,, se puede interpretar como el estado del proceso
al tiempo n.

Definicién 2.1.4. Proceso estocdstico a tiempo continuo. SiT es un
conjunto no numerable, se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo
continuo, en este caso el espacio parametral podria ser T =1[0,7] 6 T = R*.
FEstos procesos se denotardn como X = {X;,t > 0}.

En cuanto al espacio de estados S del proceso, que es el conjunto donde
las variables aleatorias toman valores, de forma andloga también puede ser
discreto o continuo.

Podemos decir entonces, que los distintos tipos de procesos estocasticos se
obtienen al considerar las diferentes posibilidades para el espacio de estados
S, el espacio parametral T, las caracteristicas de las trayectorias y, prin-
cipalmente, las relaciones de dependencia entre las variables aleatorias que
conforman el proceso.

Un ejemplo de proceso estocastico es el proceso de Markov, el cual es un
modelo cuya evolucién futura depende solamente del estado presente del pro-
ceso, mientras que los estados anteriores no tienen influencia. A esta condicién
se le conoce como propiedad de Markov. La siguiente es la definicién de
un proceso de Markov para procesos a tiempo continuo.



Definicién 2.1.5. Procesos de Markov. Se dice que un proceso estocdsti-
co X = {Xy,t >0} es un proceso de Markov si satisface la siguiente propie-
dad: Si para cualesquiera estados iy, ...,i,_1,%,] € S, si suponemos que i es
el estado presente del proceso, j es un estado futuro y el resto de los estados
corresponden a estados pasados, entonces se cumple la siguiente igualdad:

P[XS-H :j | XS = i7X81 = ilv "‘7X5n71 - in—l] = P[Xs—i-t = .] | Xs = Z]7

para cualesquiera tiempos no decrecientes 0 < s1 < ... < 8,1 < s < s+t e T.
A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov.

Observe que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso
en todo el pasado a tiempo continuo, sino Unicamente en una coleccion ar-
bitraria pero finita de tiempos pasados, entonces, este tipo de procesos son
aquellos cuya evolucién futura depende solamente del estado presente del
proceso, mientras que la informacién correspondiente a los eventos pasados
es irrelevante.

Decimos que un proceso de Markov es homogéneo en el tiempo, si para s > 0y
t > 0, la probabilidad P[Xs.; = j | Xs = i] es idéntica a P[X; = j | Xo = 1],
es decir, no hay dependencia del valor de s. Denotaremos estas probabilidades
como p;;(t), para 7,7 € S fijos y t > 0, y las llamamos probabilidades de
transicién del proceso de Markov. Es decir,

pij(t) = P[Xt+s = J"Xs = Z] = P[Xt = j|X0 = Z] (2-2>

En particular, para t = 0 se define p;;(0) como la funcidn delta de Kronecker,
como sigue:

1 sii=j,

0 sii#j. (2:3)

pi; (0) = 1im p;;(t) = 6;; = {

y con ello se impone una condicién de continuidad en las probabilidades de
transicion del proceso de Markov.

Las probabilidades de transicién correspondientes a un mismo intervalo de
tiempo de longitud ¢, suelen ordenarse en forma de matriz, P(t) = {p;;(t) }i jes,
en la cual, el subindice de fila representa el estado de partida y el subindice de
columna el estado de llegada, y se conoce como la matriz de probabilidades
de transicion al tiempo t del proceso de Markov.



Proposicién 2.1.1. Si un proceso X = {X;,t > 0} satisface la propiedad de
Markov, la familia {P(t), t > 0} constituye un semigrupo de transicion de
matrices estocdsticas, lo cual quiere decir que {P(t),t > 0} cumple con las
siguientes propiedades:

1. limy o4 P(t) = P(0) =1, donde I es la matriz identidad.
2. P(t+s) = P(t)P(s), para cualesquiera s,t > 0.
Demostracién. La propiedad 1 se cumple pues P(0) = {p;;(0)}; jes, que no

es mas que la funcion delta de Kronecker, que es la identidad.

Para desmostrar la propiedad 2, veamos que por definicién de p;;(t) y por
probabilidad condicional es valido que:
P[XH-S = j> XO = Z]

P[Xy = i ’

P(t+s) =pi(t +s) = P[Xey, = j|Xo =] =

agregando un estado k al tiempo ¢ y sumando sobre todo posible valor que
puede tomar k € S,

_ Z PXys =37, X, =k, Xo = 1]
kesS PlXo =]
por probabilidad condicional,
:Z Xt+s_j|Xt_k Xo—Z]P[Xt:k,XOZi]
[XO =1 ’
kes

Z Xt+5 —let—k’ XO Z]P t:k|X0:Z]P[X0:Z]
N d

Y

kes PXo =i

al reducir términos y aplicar propiedad de Markov,
= PlXiys = jIX, = k|P[X; = k| X, = 4],
kes
por propiedad de homogeneidad en el tiempo,

=3 PIX, = j|Xo = KIP[X, = k[ Xo =i = 3 pu(O)pis(s)
kes k€S

]

A la propiedad 2, se le conoce como Ecuacién de Chapman-Kolmogorov.
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2.2. Procesos de saltos de Markov

En esta seccién nos vamos a enfocar en procesos estocasticos donde el tiempo
es continuo y las variables toman valores en un espacio de estados S a lo més
numerable. Considere un proceso estocastico X = {X;,¢ > 0}, el cual inicia
en el estado 7; al tiempo cero, este proceso permanece en ese estado un
tiempo aleatorio 77, saltando luego a un estado distinto i5, por lo cual ahora
el proceso permanece en este estado un tiempo aleatorio 15, posteriormente
el proceso salta a un estado 73 distinto al anterior, permaneciendo en éste
un tiempo aleatorio T3 y asi sucesivamente. Vamos a llamar tiempos de
estancia a los tiempos aleatorios T; en los que el proceso X = {X;,t > 0}
permanece constante en alguno de sus estados i € S y llamaremos tiempos
de salto a los momentos en el cual el proceso tiene saltos, los denotamos
como J1, Jo, J3, ..., entonces el proceso puede verse de la siguiente forma:

oS 0<t<J,
i2 si jl§t<j27

X =< . .
t is si Jo<t<Js,

(2.4)

A un proceso que cumple con estas caracteristicas se le conoce como proceso
de saltos. De esta forma, 7, es el tiempo en que ocurre el n-ésimo salto del
proceso, es decir, cuando cambia de un estado a otro e i,, es el n-ésimo estado
visitado por el proceso X = {X;,t > 0}.

Podemos ver a los tiempos de salto como:
Tn=T+..+T,, paran>1.

de esta forma:

(2.5)

Sin embargo, este proceso de saltos, podria no estar definido para todo tiempo
t > 0 y ademas, no nos garantiza que cumpla la propiedad de Markov, por
ello se explican a continuacién algunas condiciones que impondremos a los
procesos de saltos particulares con los que trataremos de aqui en adelante

9



tal que cumplan con estas caracteristicas. Veamos cudles son los distintos
escenarios con los que nos podemos encontrar al trabajar con procesos de
saltos.

Primeramente vamos a suponer los tiempos de estancia 717,75, ... son inde-
pendientes entre si y ademés que para cada ¢ € S, T; podra ser finito con
probabilidad uno o bien, infinito con probabilidad uno. Si 7; < oo, para algin
1 € 5, entonces i es un estado no absorbente y por consiguiente, el tiempo
de estancia T} es finito con probabilidad uno. En este caso, para el proceso
X ={X;,t >0}, si T; < oo para todo i € S, como T = R*, se tiene una
infinidad de saltos, pero si T'= [0, 7] con 7 € R, se tiene un ntimero finito
de saltos. Este tipo de procesos se pueden ver como en la Figura 2.1.

Ahora bien, si T; = oo, para algin ¢ € S, implica que el proceso deja de
saltar y permanece en el estado ¢ el resto del tiempo, por lo cual el estado 7 es
absorbente y por lo tanto, el tiempo de estancia es infinito con probabilidad
uno, se puede ver como en la Figura 2.2. De esta forma, podemos decir que
solo tendremos dos tipos de estados: absorbentes y no absorbentes.

Por ultimo, puede ocurrir que el proceso de saltos no esté definido para todo
t > 0 dentro del espacio parametral, es decir, se puede dar el caso en el que
los tiempos de estancia T; sean cada vez mas pequenos de tal forma que:

lim 7, < oo, (2.6)
n—oo
lo cual nos dice que el proceso esta realizando un numero infinito de saltos
durante un intervalo de tiempo acotado, implicando que el proceso no quede
definido para todo ¢t > 0 a lo cual decimos que el proceso X = {X;,t > 0}
explota en un tiempo finito ( como se muestra en la Figura 2.3. Por ahora,
para evitar que nuestros procesos tengan explosiones, vamos a suponer que

lim 7, = oo, (2.7)
n—oo
es decir, trabajaremos sélo con estados no absorbentes y asi el proceso queda
definido para todo tiempo ¢ € [0, 00).

Por otra parte, un resultado importante que se enuncia a continuacion es que
el proceso de saltos que cumple con las caracteristicas mencionadas hasta
ahora, satisface la propiedad de Markov si, y sélo si, los tiempos de estancia
T; en los estados no absorbentes tienen distribucion exponencial.

10
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Figura 2.2: Estado absorbente.
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Figura 2.3: Numero infinito de saltos en un intervalo de tiempo acotado.

Proposicién 2.2.1. Un proceso de saltos X = {X;,t > 0} satisface la pro-
piedad de Marvok si, y sélo si, para todo v € S, los tiempos de estancia T;
tienen distribucion exponencial con parametro \;, 0 < \; < 00, ast,

P[T; > t] = e, para toda t > 0.

Demostracion. Sea X = {X;,t > 0} un proceso de saltos tal que cumple con
la propiedad de Markov y ademés es homogéneo en el tiempo. Suponga que
al tiempo cero el proceso inicia en el estado ¢, es decir, Xy, = i. Sea T el
tiempo en que el proceso permanece en el estado 7.

Ahora bien, observe que para todo s > 0 el evento {T; > s} es equivalente
al evento {X,, =i, 0 < u < s}. Similarmente, para todo s,t > 0, el evento
{T; > s+ t} es equivalente a {X, =i, 0 <u < s+t}, por lo cual:

PT;>s+t|T;>s]|=PX,=1 0<u<s+t|X,=1 0<u<s]
=PX,=14 s<u<s+t|X,=1i, 0<u<s]

por propiedad de Markov, esta igualdad es equivalente a,
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=PX,=14 s<u<s+t|X,=1

y por homogeneidad del proceso en el tiempo,

=P[X, =i, 0<u<t]|Xy=i
= P[T; > t].

De este modo se cumple la siguiente igualdad:
P[T; > s+t |T; > s| = P[T; > t], para todo t,s > 0,

lo cual muestra que los tiempos de estancia T; satisfacen la propiedad de
pérdida de la memoria que es una de las propiedades que caracterizan de
manera Unica a la distribucion exponencial dentro del conjunto de distribu-
ciones absolutamente continuas, entonces,

P[Ti > t] = e_/\it, paratodot >0y \; > 0,

es decir, los tiempos de estancia tienen distribucion exponencial con pardme-
tro \; > 0y esta distribucion sélo depende del estado que estéa siendo visitado
y no del estado siguiente.

Asi pues, se ha demostrado que los tiempos de estancia de un proceso de
saltos tienen distribucion exponencial a partir del hecho de que el proceso
de saltos cumple con la propiedad de Markov. Por el contrario, si lo que se
sabe acerca del proceso de saltos es que que sus tiempos de estancia 7T; tienen
distribucién exponencial con pardmetro \; > 0, entonces se asegura que el
proceso de saltos también cumple con la propiedad de Markov. Esta parte
de la prueba se omite. O

Por lo tanto, un resultado importante que acabamos de demostrar es que el
proceso de saltos como lo hemos descrito hasta ahora, cumple con la propie-
dad de Markov siempre y cuando, el proceso de saltos permanezca constante
en cada uno de los estados por los que pasa un periodo de tiempo que se
distribuye exponencial.

Definicién 2.2.1. A un proceso de saltos X = {X;,t > 0} que cumple con
la propiedad de Markov se le conoce como proceso de Markov o proceso
de saltos de Markov.

13



El siguiente paso que daremos serd mostrar algunas de las propiedades de
mayor relevancia que posee un proceso de Markov.

Sea X = {X;,t > 0} un proceso de Markov. Considere a {7, }nen como la
secuencia de tiempos de salto del proceso; ademas, observe los tiempos de
estancia también se pueden expresar como: Ty, 11 = J11 — Jn, n € N, con
ello vamos a definir el siguiente proceso a tiempo discreto:

L7O = 07 \771+l = jn + Tn+17 (28)

Y, =Xz, para n € N. (2.9)

entonces Y = {Y,,,n € N} forma una proceso estocdstico a tiempo discreto
y es la secuencia sucesiva de estados visitados por el proceso de Markov

X = {X,,t > 0}, es decir, son los estados que visita el proceso cada vez
que realiza un salto, asi, si Y,, = i, el intervalo [7,,, J,+1) serd el tiempo de
estancia en el estado i, ademas, si X = {X;,t > 0} es continuo por la derecha,
entonces también se cumple que los tiempos de estancia J,,+1 — J, tienen
distribucion exponencial con parametro A; si Y,, = ¢, por lo cual, el proceso
Y = {Y,,n € N} también cumple con la propiedad de Markov y entonces es
un proceso de Markov a tiempo discreto. De esta forma X = {X;,¢ > 0} se
puede definir en términos de las Y,, como:

X, =Y, para t € [T, Tn+1)- (2.10)

Sea ¢;; la probabilidad de que el proceso de Markov Y = {Y,,,n € N} pase del
estado 7 al estado j al efectuar un salto. Impondremos la condicién ¢; = 0, y
con ello se imposibilita que el proceso salte al mismo estado de partida. Las
probabilidades de salto satisfacen entonces las siguientes condiciones:

a) gij > 0;
b) ¢ = 0;
C) Z]ES Qij =1.

Se define a @) = {¢;;}ijes como la matriz de probabilidades de saltos asociada
aY = {Y,,n € N}. Hemos mencionado anteriormente que para un proceso
de Markov X = {X,t > 0} las probabilidades de transicién son los niimeros
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pij(t) = P[X; = j | Xo = i]. Observemos entonces que en un proceso de Mar-
kov a tiempo continuo las probabilidades de saltos ¢;; y las probabilidades de
transicion p;;(t) representan aspectos distintos del proceso, ya que las prime-
ras son probabilidades de cambio al estado j cuando el proceso se encuentra
en el estado 7 y tiene un salto, mientras que las segundas son probabilidades
de encontrar al proceso en el estado j partiendo del estado ¢ al término de
un intervalo de tiempo de longitud ¢. El siguiente resultado relaciona a p;;(t)
con g;; y A; y nos permitira obtener algunas conclusiones generales acerca de
las probablidades de transicion.

Lema 2.2.2. Sean i,j € S, para cualquier t > 0,
t
pij(t) = dyze N + / )\ie_Ai“(Z QikPrj(t — u))du. (2.11)
0 ki

Demostracion. Por un lado, se tiene que si ¢ es un estado absorbente, es
decir, \; = 0, entonces p;;(t) = d;;.

Vamos a suponer entonces que el estado ¢ es no absorbente, y ademas expre-
samos a p;;(t) como sigue:

pij(t) = PIX, =7 | Xo =1

Si T; > t, entonces X; = X, asi,

PIX,=4T,>t| Xo=1i=P[X, =3 | Ti >t,Xo =i|P[T; > t | Xy = i
= e Mt (2.13)

y si ocurre que T; < t, entonces,
t
P[Xt :],ZFZ S t | XU = Z] = / th,T¢|X0(j7u ’ Z) duv con u Z 07
0

agregamos un estado k € S, k # i, que sera el estado que tomara el proceso
transcurrido el intervalo de tiempo u que es el periodo de tiempo que el
proceso permanece en ¢ y sumamos k sobre todo el espacio de estados S que
son los posibles valores que puede tomar, asi,

t
= / ZthXu,Ti‘XO(j? k7u | Z) du7 (214>

O ki
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Ahora bien, obsérvese que,
th,Xu,Ti|Xo(ja kuu | Z) - P[Xt = j?Xu = kaﬂ =Uu | XU = Z]a
por propiedad de probabilidad condicional obtenemos:

PX,=j| Xo=kT =uXo=iP[Xy=k T =u,Xo =i
P[X, = i] ’

aplicamos propiedad de Markov a la primera probabilidad y propiedad de
probabilidad condicional al segundo término,
PX;=j| X, =k|P[X,=k| T, =u,Xo=1]P[T; = u, Xg = 1]
P[Xy = 1]
=PX;=7| Xy =FKPX,=k|T;=u,Xo=1P[T; =u| Xo=1]
= D (t — w)gipie ™" (2.15)

En esta ltima igualdad, como T; se distribuye exponencial, entonces
P[T’l =Uu | Xo = Z] = )\ie_’\i“.

Sustituyendo (2.15) en (2.14) tenemos que,

¢
PX;=35T, <t| Xo=1] = / Zpkj(t — w)gip e du (2.16)
0 ki

y por ultimo, sustituyendo los resultados (2.13) y (2.16) en (2.12) obtenemos
lo que queriamos,

t
pz-j (t) = 5Z'j6_>\it +/ )\ie_’\“‘(z qikpkj(t — U)) du.

0 ki
m
A continuacién se presenta el resultado principal que relaciona a p;;(t) con
Qij ¥ i

Teorema 2.2.3. Para alguna i,j € S, la funcion t — p;;(t) es diferenciable
y la derwada es continua y para cualquier t > 0,

d
ZDi(t) = —Aipig(t) + > Nigirpr; (1). (2.17)
ki
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Demostracion. Hacemos un cambio de variable s =t — u en la expresién del
Lema (2.2.2), de forma tal que,

t
pig(t) = Sje + / Me 0N (S g (5)) ds,
0 ki

¢
= §ze N 4 /\ie_)‘it/ e’\is(z QikDrj(s)) ds. (2.18)
0 ki

De la igualdad (2.18) podemos observar que las probabilidades de transicién
pij(t) del proceso de Markov X = {X;,t > 0} son funciones continuas en ¢,
y en particular en el integrando s — py;(s) es una funcién continua. Esto
implica que la integral es diferenciable y por lo tanto la funcién ¢ — p;;(¢)
también es diferenciable con derivada continua.

Derivando p;;(t) con respecto a t y aplicando teorema fundamental del célculo
obtenemos:

d A ISV
2P (t) = =Nidgze i + Ne it (eM! Z Gikpr;(t))
st
t
- )\?eM/ e Z%’kpkj(s) ds,
0

ki
se reducen términos,
t
= —Ndje M+ ) Z QirPrj(t) — Ai/ At Z GirPrj(s) ds,
ki 0 ki
se hace un segundo cambio de variable —u = s — t,
t
= —Xidije 4 ) Z qirPrj(t) — A / Aie N Z ikpr;(t — u) du. (2.19)
ki 0 ki
Ahora bien, del Lema 2.2.2 sabemos que la siguiente igualdad es valida:
t
—/ /\Z'G_)\iu(z qikpkj(t — u))du = (5Z-j6_>\it — pij(t).
0 ki

Entonces,
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(2.19) = =Xidije M+ N> qirpri(t) + Midije ™ = Aipy;(t)
k#i
= Zpl] + )\ Z qmpkj
ki

que es lo que queriamos demostrar.

[]

La ecuacién (2.17) constituye todo un sistema de ecuaciones diferenciales pa-
ra las probabilidades de transicién p;;(t) del proceso de Markov X = {X;,t >

0}, en donde se puede observar que la derivada 2 Pii (t) puede depender de

todas las probabilidades de transicién de la forma py;(t), para k # i. Hemos

mencionado ademas, que la derivada apij (t) es una funcién continua en el

tiempo, entonces, si tomamos el limite cuando ¢ — 0 se obtiene el siguiente
resultado:

d
dtpzj (0) = zpzj + )\ ; szpk]

= —Xidi; + A Z GikOk;
ki
= —Xidij + Nigij

. _>\z sii = j,
Mg sii A
De ahi el siguiente resultado.

d
Definicién 2.2.2. A las cantidades —p;;(0) se les conoce como pardmetros

infinitesimales del proceso X = {X;,t > 0} y se les denota como g,;, enton-
ces, estos parametros son:

-\ sti=7],
9ij = { - j (2.20)
ANigij St F ]

Variando los indices i, j, estos nuevos pardmetros conforman una matriz G
llamada generador infinitesimal del proceso de Markov, es decir,
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=X AoGo1 Aoqo2
g0 —AM Aiqi2

G = A2G20 A2@a1  — A2

(2.21)

Dicha matriz, determina de manera tnica el comportamiento del proceso de
Markov, donde se puede interpretar a g;;, como la tasa para ir del estado ¢
al estado j, y a ¢;;, como la tasa de salida del estado i; ademas, dichas tasas
cumplen con las siguientes propiedades:

a) gij > 0, 1 #
b) ¢i <0, para toda i;
¢) >jes 9i; = 0, para toda i.

Las afirmaciones a) y b) se deducen de la expresién (2.20), mientras que c)
ocurre siempre y cuando ¢; = 0, ya que,

Z gij = —Xi + Z Aidij
jes j#i
=X+ N1 —aqi),
=N+,
= 0.

Cabe hacer mencién, que g; = 0 ocurre cuando el estado ¢ es absorbente,
es decir, cuando \; = 0. Demostraremos a continuacién que el generador
infinitesimal caracteriza de manera unica al proceso de Markov.

Proposicién 2.2.4. El generador infinitesimal caracteriza de forma unica
al proceso de Markov X = {X;,t > 0}.

Demostracion. La demostracién se sigue de la igualdad (2.20), ya que a partir
del generador G' = {g;;}i jes, se obtienen los parametros iniciales que definen
el proceso de Markov. El procedimiento para obtener una matriz estocasti-
ca @, llamada la matriz de probabilidades de saltos apartir del generador
infinitesimal G, con () = {g;;}ijes es definida por:
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I g (2.22)

]

Ejemplo 2.2.1. El generador infinitesimal para el proceso de Poisson de
pardmetro A es:

“A A 0 0
0 A A 0
) (2.23)

G=|[0o 0o =i

Ast, la matriz de probabilidades de saltos @, definida a partir del generador
infinitesimal G, estd dada por:

0100
0010
Q=100 01 (2.24)
Se ha demostrado ya en el Teorema 2.2.3 que:
d
dtplj( ) - zpzj + Z )‘zqmpkj (225)

k#i

y ademas, se definié al generador infinitesimal G del proceso de Markov como:

-\ sii=],
)\iQij S11 7é I

por lo cual, la ecuacién (2.25) toma la forma simple y memorable:

dtpz] Z gzkpk] (227)
keS

que en forma matricial se puede ver como:
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P'(t) = GP(t), (2.28)

y es conocida como la ecuacion diferencial retrospectiva de Kolmogo-
rov, ademds, se puede obtener también de una forma andloga, la ecuacién
diferencial prospectiva de Kolmogorov, es decir,

P'(t) = P(t)G. (2.29)

Ahora surge la pregunta de si se pueden resolver las ecuaciones prospectivas
y retrospectivas usando esta notacién matricial. Si P(t) y G son escalares,
facilmente se puede obtener que,

P(t) = €', (2.30)

con la condicién inicial P(0) = I, con I, la matriz identidad, por lo cual,
resulta apropiado introducir la serie:

't = i 6" _ i rer (2.31)

n=0 n=0

de ahi el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5. Para cada proceso de Markov X = {X;,t > 0} con espacio
de estados S a lo mds numerable y generador infinitesimal G, P(t) = e'%, es
la inica solucion para las ecuaciones prospectivas y retrospectivas de Kolmo-
gorov, con condicion inicial P(0) = I, (I, la matriz identidad).

Demostracion. Tenemos que la serie definida en (2.31) converge para todo ¢
finito, y es por lo tanto diferenciable término por término en cada compo-
nente, entonces,

d d
—P(t) = —(e'%), sustituyendo el valor de la serie,
dt dt
d [~ (tG)"
= <; %) , derivando,

e ntnflGn
= ——, reduciendo términos,

n!
o TE &K a)
_; (n—1)! _Z(n—l)!G’
= P(t)G.
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a lo cual, es facil ver que P(0) = I. Entonces P(t) satisface la ecuacién
prospectiva.

Ahora bien, supéngase que S(t) es alguna solucién para las ecuaciones pros-
pectivas, ademas, considere lo siguiente:

%(S(t)etc) = S(t)(—G)e ' + ' (t)e 'Y, como S(t) es solucion,

= S(t)(—G)e ' + S(t)Ge™¢ = 0.
Por consiguiente, S(t)e~'“ es una constante, y ademas es la identidad, por ello
S(t) = e'“ = P(t), con lo cual se ha probado la unicidad de la solucién P(t)
para la ecuacién diferencial prospectiva. Ahora, inicamente falta demostrar

que P(t) también es solucién para la ecuacién diferencial retrospectiva, y
para ello, basta probar que GP(t) = P(t)G, lo cual ocurre pues,

Pt)G =G =) %G
n=0 ’

= _(tG)"
_;G( n!)

= Ge'% = GP(t).

]

Por 1ltimo veremos qué es una distribucion estacionaria, pues esta definicién
nos sera de gran utilidad mas adelante.

Definicién 2.2.3. Distribucion estacionaria. Sea P(t) la matriz de probabi-
lidades de transicion al tiempo t de un proceso de Markov a tiempo continuo.
Se dice que una distribucion de probabilidad m = (71, w3, ...) sobre el espacio
de estados es estacionaria si para cualquier t > 0,

TP(t) = 7. (2.32)

Explicitamente, si para cualquier ¢t > 0, > . mp;;(t) = m;. Por tanto, si el
proceso Xy tiene como distribucién inicial una distribucion estacionaria ,
entonces P[X; = j] = >, m;p;;(t) = 7}, es decir, la variable X, tiene la misma
distribucion de probabilidad 7 para cualquier valor de t. A continuacion se
enuncia un resultado, el cual sugiere una forma de encontrar una posible
distribucion estacionaria para un proceso de Markov a tiempo continuo.
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Proposicién 2.2.6. La distribucion m es estacionaria para el proceso de
Markov X = {X;,t > 0} cuyo generador infinitesimal es G si, y solo si:

G = 0. (2.33)
Se puede ver la demostracién detallada en Durret (2012) pagina 149, [2].

Ejemplo 2.2.2. Considere un proceso de Markov X = {X;,t > 0} con dos
estados, cuyo generador infinitesimal estd dado por la siguiente matriz:

“= (_MA ju)

Se pretende encontrar una distribucion estacionaria m = (71, m) para este
proceso, por lo cual se resolverd la ecuacion 7G = 0, con la condicion de que
m 4+ my = 0, entonces, st 71G = 0, tenemos el siguiente sistema:

mom) () o

y entonces, el sistema de ecuaciones a resolver es:

— ATy + pme =0,

7T1+7TQ:0,

lo cual lleva a la siguiente solucion:

_ e A

2.3. Modulado de Markov

En este apartado daremos una breve introduccién al modulado de Markov,
para ello haremos uso del poceso Poisson doblemente estocastico también
conocido como proceso de Cox y la razéon por la cual se ha elegido este
tipo de procesos, es que la ocurrencia de los sucesos depende de un proceso
externo y justo en eso consiste el modulado de Markov, en el hecho de que
un proceso estocastico dependa a su vez de otro proceso subyacente a él
para definir su comportamiento. Sin embargo, no estudiaremos a profundidad
las propiedades del proceso de Cox, debido a que no es el objetivo de este
apartado, sino mas bien lo que se pretende es clarificar en qué consiste el
modulado de Markov que estudiaremos a profundidad en el siguiente capitulo.
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2.3.1. Proceso Poisson

Comenzaremos por dar algunas definiciones referentes al proceso Poisson,
para con ello dar entrada a lo que es un proceso de Cox.

Suponga que un mismo evento ocurre repetidas veces de manera aleatoria a
lo largo del tiempo. Suponga que las variables aleatorias 17, T, ... representan
los tiempos que transcurren entre una ocurrencia del evento y la siguiente
ocurrencia, a estos tiempos se les llama tiempos de estancia o tiempos de in-
terarribo. Suponga que estos eventos son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidos.

Entonces, si tenemos los tiempos de interarribo 717, ..., 7T, independientes e
idénticamente distribuidos, el niimero de eventos ocurridos en el intervalo de
tiempo [0, ¢] estd dado por:

Ny=méx{n e N: Ty + ...+ T, <t}

Definicién 2.3.1. Sea N; el numero de eventos que han ocurrido en el in-
tervalo de tiempo [0,t]. El proceso estocdstico N = {Ny,t > 0} es conocido
como proceso de conteo.

El proceso de conteo tiene las siguientes propiedades, las cuales se deducen
directamente de su definicion.

1. N; es una variable aleatoria cuyos posibles valores son 0,1, 2, ...

2. La funciéon N; es no decreciente, es decir, Ny, — Ny, > 0, sity >t > 0.
Ademas, Ny, — Ny, es el nimero de eventos que han ocurrido en el
intervalo de tiempo (t1, to].

Definicién 2.3.2. Un proceso de conteo N = {Ny, t > 0} es de Poisson con
pardmetro A > 0 (intensidad del proceso) si satisface las siguientes condicio-
nes:

1. NO - O
2. Tiene incrementos independientes.

3. Nips — Ng ~ Poisson(At), para todo s,t > 0.
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A partir de esta definicién, también se puede deducir que el proceso Pois-
son tiene incrementos estacionarios, ya que la distribucion de Ny s — Ng no
depende de s, como se puede observar en la tercera condicién. Ademas, al
tomar s = 0, ocurre que:

N; = Nyro — Ny ~ Poisson(At), para todo s,t > 0.

entonces,

At)™
PIN; =n| = e*)‘t—( ) )
n!
A este proceso se le llama proceso de Poisson homogéneo, y ello se debe a que
el pardmetro A no cambia en el tiempo, es decir, es homogéneo en el tiempo.

Ademés, si en la definicién (2.3.2) se especifica que N = {N;,t > 0} es un
proceso con incrementos independientes y estacionarios, entonces se podria
reemplazar la tercera condicion por las siguientes:

P[Ns = 1] = X0 + 0(9), (2.34)
PIN; = 0] = 1 — A5 + 0(d), (2.35)
donde o(6) es tal que,
c00)
s

Entonces, la probabilidad de que haya exactamente un evento en un intervalo
de tiempo ¢ debe de ser proporcional al tamano del intervalo mas un término
que es despreciable si § es suficientemente pequena. Ademas, tenemos que,

P[Ns > 2] = 1 — {P[N; = 0] + P[Ns = 1]} = 0(6). (2.36)

Estas condiciones hacen uso de las probabilidades infinitesimales del proceso
y ello tiene algunas ventajas desde el punto de vista de la interpretacion de lo
que sucede en un intervalo infinitesimal de tiempo [0, 0]. La expresién (2.34)
nos dice que dado que el proceso empieza en el estado cero, la probabilidad
de que pase al estado uno al final de un intervalo de tiempo pequeno [0, d] es
Ad + 0(9); en la expresion (2.35) la probabilidad de que el proceso no tenga
ningin cambio en dicho intervalo es 1—Ad+o0(d), y finalmente, en la expresién
(2.36) la probabilidad de que el proceso tenga dos o mds incrementos en tal
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intervalo es o(h). Es decir, en un intervalo cualquiera de longitud infinitesimal
0 s6lo pueden ocurrir dos situaciones: que haya un incremento o que no lo
haya.

Observe que como N, tiene distribucién Poisson con parametro At, para todo
t > 0, tenemos que:

E[N,] = At,
E[N3 = V[N{] + (E[N])? = M + 12,

Por otro lado, hemos dicho ya que las variables aleatorias T} representan los
tiempos que el proceso permanece en el estado ¢, para i € {1,2,...} y se les
conoce como tiempos de estancia o tiempos de interarribo. Estos tiempos
cumplen la siguiente propiedad:

Proposicién 2.3.1. Sea N = {N;,t > 0} un proceso Poisson con pardmetro
A > 0, y sea T; el tiempo que el proceso permanece en el estado i, para
1=1,2,.... Las variables aleatorias T, T, ... son independientes y todas ellas
tienen distribucion exponencial de parametro \.

En consecuencia, la variable J,, = T1 + ... + T,, tiene distribucién gama(n, \).
Esta variable representa el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del
n-ésimo evento. Observe la igualdad de eventos (N; > n) = (J, <), lo cual
es equivalente a decir que al tiempo t han ocurrido al menos n eventos si, y
sélo si, el n-ésimo evento ocurrié antes de t.

Por otro lado, también podemos encontrar el proceso Poisson no homogéneo,
el cual omite la suposicion de incrementos estacionarios del proceso
Poisson. Esto da la posibilidad a que la tasa de arribo en los eventos no sea
necesariamente constante, sino que pueda variar en el tiempo.

Definicién 2.3.3. Un proceso Poisson no homogéneo es un proceso N =
{N;,t > 0}, cuyo pardmetro es la funcion de intensidad positiva y localmente
integrable \y > 0, para t > 0, y que cumple con las siquientes propiedades:

1. NO - O
2. Los incrementos son independientes.

3. Para cualesquiera t > 0, y cuando h — 0,

a) P[Nt+§ — Nt Z 1] = Até—{—O(é)
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b) P[Nys — N, > 2] = 0(5).

Como se puede observar, hay gran similitud entre el proceso Poisson ho-
mogéneo y el no homogéneo salvo por dos aspectos, en lugar de la constante
A, tenemos ahora la funcién )\;, ademas la hipotesis de incrementos estacio-
narios ya no aparece, lo cual es consecuencia de que el parametro varia con
el tiempo. Cabe hacer mencién que la variable N; continia teniendo distri-
bucién Poisson.

Proposicién 2.3.2. La variabale Ny en un proceso Poisson no homogéneo
de parametro \; tiene distribucion Poisson de parametro A;, en donde A,

queda definida como sigue:
t
At :/ As dS,
0

lo cual es similar a la siguiente expresion, para n = 0,1, ...

Ay™
P[N, =n| = e*At—[ ] .

n!
Las trayectorias de un proceso Poisson no homogéneo son semejantes a las
trayectorias de un proceso Poisson, es decir, son trayectorias no decrecientes
y con saltos unitarios hacia arriba, salvo que la frecuencia promedio con la

que aparecen los saltos cambia a lo largo del tiempo.

Proposicién 2.3.3. Sea N = {N;,t > 0} un proceso Poisson no homogéneo
con funcion de intensidad N, la variable incremento tiene distribucion
Poisson de pardmetro Ny s — Ay, es decir,

Niys — Ng ~ Poisson(Mis — Ag), para todo s,t > 0.

Ahora bien, si la funcién A; es la constante A\, entonces, A; = \t, de tal forma
que regresariamos al proceso Poisson homogéneo. Cuando ); es continua,
entonces A; es diferenciable y por teorema fundamental del calculo A} = .
A la funcién A; se le conoce como funcién de intensidad, mientras que a \;
se le conoce como funcién de valor medio.

Hemos supuesto ya que el parametro de arribo promedio de los eventos del
proceso Poisson es una funcién determinista )\;, vamos a suponer ahora que la
funcién \; es una variable aleatoria A;, entonces el conjunto A = {A;,t > 0}
es un proceso estocastico, razén por la cual, al proceso N = {N;,t > 0} se le
conoce como proceso Poisson doblemente estocdstico. Consideremos el caso
cuando la variable aleatoria A; no depende de t.
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Definicién 2.3.4. Sea A una variable aleatoria positiva. Si el proceso de
conteo N = {Ny,t > 0}, dado que A = X es un proceso Poisson con pardmetro
A, entonces el proceso estocdastico N = { Ny, t > 0} es llamado proceso Poisson
condicional o mizto.

El proceso Poisson condicional, tiene estacionariedad, pero no tiene incre-
mentos independientes.

Tenemos ya los elementos necesarios para poder definir un proceso de Cox. El
proceso de Cox, es una generalizacién del proceso de Poisson cuya intensidad
en la ocurrencia de cada uno de sus eventos esta influenciada por un proceso
externo de tal forma que la intensidad resulta ser un proceso estocastico.

Definicién 2.3.5. Proceso Poisson doblemente estocdstico o Proceso de Cox.
Sea A = {A;,t > 0} un proceso estocdstico, en donde Ay no es negativa para
toda t > 0. Si dado que Ay = N\ para toda t > 0, el proceso de conteo N =
{Ny,t > 0} es un proceso Poisson no homogéneo con funcion de intensidad
A¢, entonces a N = {N;,t > 0} se le conoce como proceso Poisson doblemente
estocastico o proceso de Cox.

Si la variable aleatoria A; no depende de t, se tendria un proceso Poisson
condicional. Ademas, si A; es una funcién determinista \;, entonces el pro-
ceso N = {N;,t > 0} es un proceso Poisson no homogéneo con funcién de
intensidad \;, por lo cual podemos concluir que tanto el proceso Poisson ho-
mogéneo, el no homogéneo y el compuesto son casos particulares del proceso
Poisson doblemente estocéstico. Al proceso A = {A;, ¢ > 0} se le conoce
como proceso de intensidad.

2.3.2. Proceso de Cox modulado de Markov

Sea N = {N;,t > 0} un proceso de Cox, la necesidad de incrementar la
flexibilidad en la ocurrencia de los eventos es lo que nos lleva a la introduccion
de un proceso de entorno modulado, por ello se describira un nuevo modelo en
el que dado que el proceso de Cox considera los parametros de intensidad A =
{A¢,t > 0} como un proceso estocastico, entonces éste a su vez serd modulado
de acuerdo a un proceso subyacente el cual dicta las condiciones del entorno
del proceso de Cox, es decir, la intensidad del proceso de Cox dependera del
estado del entorno en el que se encuentre.
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2.4. Simulacion

Como ejemplo del proceso de Cox modulado de Markov vamos a estudiar el
caso particular de las ventas de una cafeteria.

Imagine que el dueno de una cafeteria altamente concurrida, con el fin de
abastecerse con materia prima necesaria para sus ventas desea saber cudl es
el nimero de bebidas que venderd después de cierto tiempo. Esta interesado
no sélo en saber el numero total de bebidas sino ademés cuantas de ellas son
bebidas calientes y cuantas son frias. Sin embargo determinar la frecuencia
con la que llega una persona a comprar una bebida, asi como el tipo de bebida
que compra (fria o caliente) dependen de la temperatura que haya en el dia
(caluroso, templado, frio), por tal razén es necesario agregar un proceso de
saltos de Markov que sera un proceso subyacente el cual modelara los cambios
entre los tipos de temperaturas, de tal modo que tanto el tipo de bebida
que compran los clientes asi como la frecuencia de arribo de los mismos
dependeran en gran medida del estado en que se encuentre este proceso
subyacente, sin embargo, hay que hacer hincapié en que esta dependencia no
serd en su totalidad pues si esto ocurriera tendriamos un modelo determinista
ya que por ejemplo, si la temperatura en un cierto tiempo ¢ fuera calurosa
implicaria que todas las personas que lleguen a comprar una bebida se lleven
un café frio, lo cual no suele ser siempre asi pues también existe la posibilidad
de que alguna persona compre una bebida caliente, por tanto lo que hara el
proceso subyacente es marcar una tendencia en el tipo de bebida que mas se
comprara de acuerdo al estado que tome, asi como la frecuencia de arribo de
los clientes.

Sea X = {X;,t > 0} un proceso de saltos de Markov con espacio de estados
S = {caluroso, templado, frio}, donde X; es la temperatura al tiempo ¢. Este
serd el proceso subyacente a través del cual obtendremos las trayectorias que
siguen las temperaturas en el tiempo. Sea G el generador infinitesimal que
caracteriza al proceso X, que para fines de ejemplificacién lo vamos a definir
como sigue:

caluroso templado  frio

caluroso [ —1/50 3/200  1/200
G = templado| 3/100 —1/25  1/100 [,
frio 3/40 1/40  —1/10

a partir del cual se obtiene la siguiente matriz de probabilidades de saltos Q:
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caluroso templado frio

caluroso 0 3/4 1/4
Q = templado 3/4 0 1/4
frio 3/4 1/4 0

Ademas, haciendo uso de la proposicién (2.2.6), donde 7G = 0, la distribu-
cion estacionaria del proceso X es:

T = (my, T, T3) = (0.65502183 0.28384279 0.06113537) .

Suponga que el dueno de la cafeteria quiere saber el nimero de bebidas que
venderd en un lapso de 200 minutos, veamos como se comporta la tempera-
tura en este periodo. El apéndice contiene el c6digo en R para generar trayec-
torias de un proceso de saltos de Markov que cumple con las caracteristicas
mencionadas en la secciéon 2.2. Haciendo uso de los datos proporcionados,
posibles trayectorias de este proceso se muestran en la Figura 2.4.

Una vez que se sabe como es el comportamiento de la temperatura en el
tiempo el siguiente paso es generar las trayectorias de los tiempos de arribo
de los clientes, el cual sera un proceso de Cox.

Sea N = {N;,t > 0} un proceso de Cox con parametro A donde N es el
nimero de bebidas totales vendidas al tiempo ¢. Ademds A = {A;, Ay, A3} ¥
esta asociada a una distribucién la cual se va a construir a partir del proceso
de saltos de Markov, es decir, el parametro de intensidad del proceso de Cox
dependera del estado en que se encuentra el proceso subyacente. Observe
ademas que el proceso de Cox es un proceso Poisson, por lo cual los tiempos
de arribo de los clientes siguen una distribucion exponencial cuyo parametro
depende del estado en que se encuentre el proceso de saltos de Markov.

Supongamos que en promedio un cliente llega a comprar una bebida cada
5 minutos si la temperatura es calurosa; si la temperatura es templada, en
promedio llega un cliente cada 10 minutos, y si la temperatura es fria entonces
el tiempo promedio de arribo de un cliente son 5 minutos por lo cual, A =
{1/5,1/10,1/5}. Por tltimo, suponga que cada vez que llega un cliente a la
cafeteria cada venta esta clasificada como venta tipo I si la bebida que compra
es fria y venta tipo /1 si la bebida que compra es caliente. Supongamos que es
de tipo I con probabilidad p = {p1,p2,p3} vy es de tipo I con probabilidad
1 —p={1-=p1,1 —po, 1 —ps}, las cuales dependen del estado en que se
encuentre el proceso subyacente al momento del arribo.

30



Temperatura al tiempo t

frio

Temperatura
temp
l
I

cal
I
I

T | | T |
0 50 100 150 200

Tiempo (minutos)

Temperatura al tiempo t

frio

Temperatura
temp
|

cal
1
]

| | | | |
0 50 100 150 200

Tiempo (minutos)

Figura 2.4: Procesos de Markov

Asi, si N/ y N denotan el nimero de bebidas del tipo I y del tipo IT
que se han vendido al tiempo ¢ respectivamente, cumplen con la siguiente
propiedad:

Proposicién 2.4.1. NT = {N/t > 0} y N = {N}/1t > 0} son procesos
de Coz independientes de pardmetros pA y (1 — p)A respectivamente.

Ademds, como N/ y N! son independientes, N; = N} + N/I. Por lo tanto,
como los procesos de Cox del nimero de ventas del tipo I y del tipo I1
dependen a su vez del proceso subyacente, también cumplen lo siguiente:

Proposicién 2.4.2. Sea X = {X;,t > 0} un proceso de Markov con espacio
de estados S = {1,....,m} y sean NT = {N}l.t > 0} y NI = {NH t > 0}
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procesos de Cox independientes de parametros pA = {p\itiz1,..m Y
(1 —=p)A ={(1 —pi)Ai}iz1,...m, respectivamente. Su esperanza se define como
sigue:

= Zpi/\ﬂit, (2.37)
i=1

E(N/") = Z(l — pi)Aimit, (2.38)
i=1

donde m = {m;}iz1...m, € la distribucion estacionaria del proceso de Markov.

.....

Suponga que las probabilidades de comprar una bebida fria dado el estado
en que se encuentra la temperatura son las siguientes p = (0.9,0.5,0.1),
mas los datos que ya se nos han proporcionado: 7' = 200 minutos, A =

{1/5,1/10,1/5},
m = (m,m,m3) = (0.65502183 0.28384279 0.06113537) .

Asi, el nimero promedio tedrico de bebidas vendidas frias y calientes al mi-
nuto 200 son las siguientes:

Nio) Z pidi;(200),

= 26.66

3
E(Njgo) = > (1 = pi)Aim;(200)
i=1
= 7.66
E(Nyg) = E(Njy) + E(Naty) = 34.32.
En el apéndice se encuentra el cédigo en R que permite simular una trayec-

toria del proceso de Cox de acuerdo a un proceso de saltos de Markov X, los
siguientes son los datos que se emplearon para simular dichas trayectorias:
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#Simulacion

tiempo <- 200

G <- matrix(c(-1/50,3/200,1/200,3/100,-1/25,1/100,3/40,
1/40,-1/10) ,3,3,byrow=TRUE)

a <- proceso_saltos_markov_subyacente (G, tiempo)

prob_bebida_fria <- ¢(0.9,0.5,0.1)

lambdas <- c(1/5, 1/10, 1/5)

pc <- proceso_Cox(a,prob_bebida_fria,lambdas,tiempo)

pc

La Figura (2.5) muestra una de las trayectorias del proceso de saltos de
Markov subyacente obtenida con los datos proporcionados, y serda nuestra
base para simular las trayectorias del proceso de Cox.
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Figura 2.5: Trayectoria de un proceso de saltos de Markov

Una posible trayectoria del proceso de Cox o del proceso de ventas se puede
observar en la Figura (2.6). Este grafico muestra el tiempo de arribo de cada
cliente, el tiempo que transcurre entre una venta y otra, asi como el tipo de
bebida que se vende en cada arribo (linea azul: bebida fria; linea roja: bebida

caliente).
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Figura 2.6: Trayectoria de un proceso de Cox

Como se puede observar, cuando la temperatura es calurosa hay mayor niime-
ro de ventas de bebidas frias; asi mismo, cuando hay temperatura fria, el
nimero de bebidas calientes vendidas es mayor que las frias y por iltimo,
cuando la tempetarura es templada, se tiene un equilibrio entre el nime-
ro de bebidas frias y calientes que se venden. Los datos arrojados en esta
simulacion son:

H bebidas frias H bebidas calientes H bebidas totales H
L 26 | 8 | 34 |

Que son valores parecidos al nimero de ventas del tipo I y II tedricas que
ya hemos calculado. Otra posible trayectoria del proceso de Cox se muestra
en la Figura (2.7)

En esta trayectoria también es posible observar cudal es el comportamiento
de la venta de bebidas calientes y frias de acuerdo al clima en un periodo
de 200 minutos, las cuales se comportan como uno esperaria, es decir, mas
ventas de bebidas frias en temperatura caliente y mas ventas de bebidas
calientes en temperatura fria. En esta simulacién, las ventas simuladas fueron
las siguientes:

H bebidas frias H bebidas calientes H bebidas totales H
L 28 | 8 | 36 |
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Figura 2.7: Trayectoria de un proceso de Cox

Que en comparacién con los datos tedricos, se aproximan bastante. La si-
guiente tabla muestra los resultados de las ventas promedio al variar el niime-
ro de simulaciones:

H simulaciones H Bebidas vendidas H
H n H frias H calientes H totales H
I 100  [[2683] 74 [ 3423 |
I 500 [[26.83] 7.69 | 3452 |
| 1000 2678 ] 758 [ 34.36 |
| 1500  [[26.73] 7.62 [ 3435 |
| 2000 [2672] 765 [ 3437 |
| 5000 [[2665] 7.65 | 343 |
| tedrico  [[26.66 | 7.66 [ 34.32 |




Y como podemos observar, conforme mas grande es el valor de n, mas nos
acercamos al valor de las ventas tedrico. Ademads, con base a la distribucién
estacionaria del proceso de saltos de Markov subyacente, m = (7, 12, 73) =
(0.65502183, 0.28384279, 0.06113537), se tiene una probabilidad mds alta
de que la temperatura esté en estado caluroso y una probabilidad muy baja
de estar en temperatura fria, y de acuerdo a las probabilidades de com-
prar una bebida fria dado el estado en que se encuentra la temperatura,
p=(0.9,0.5,0.1), se puede observar que hay 0.9 de probabilidad de comprar
bebida fria dado que la temperatura es calurosa y apenas un 0.1 de pro-
babilidad de comprar una bebida caliente dado que se esta en temperatura
calurosa, lo cual, también cuadra con los datos que se han obtenido en las
simulaciones, ademas, también se observa tal comportamiento en las gréaficas,
ya que hay mayor prevalencia en el estado caluroso que en el frio y el niimero
de bebidas frias en comparacién a las bebidas calientes es mayor.

Con este ejemplo, hemos podido apreciar muy bien cémo funciona un proceso
modulado de Markov, en el capitulo siguiente nos vamos a enfocar en el
modelo de riesgo modulado de Markov con tasas de interés estocasticas.
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Capitulo 3

Modelo de Riesgo Modulado de
Markov con tasas de interés
estocasticas

Este capitulo contiene una introduccion breve al modulado de Markov con
tasas de interés estocasticas. Determinamos explicitamente la forma de los
primeros momentos de un Modelo de Riesgo Modulado de Markov con tasas
de interés estocasticas. Los momentos se derivan por medio de la transfor-
mada de Laplace-Stieltjes conjunta, ademas, las ecuaciones y féormulas son
convencionalmente representadas usando una formalizacién de matrices bi-
dimensionales. El trabajo que se presenta en este apartado se desarrollé con
base en el articulo de Guglielmo D’Amico [1], ya que da la posibilidad de tra-
bajar con tasas de interés moduladas estocasticamente ademas de considerar
una compania que tiene distintas lineas de negocio. Un ejemplo numérico se
presenta al final, con la finalidad de mostrar una aplicacion del modelo y ver
graficamente cémo es que se comporta un proceso de este tipo.

Una motivaciéon que nos lleva a construir un Modelo de Riesgo Modulado
de Markov con tasas de interés estocdsticas (MRMMTIE) es que el modelo
clasico de riesgo asume una tasa de interés neta igual a cero, lo cual es muy
restrictivo y no se apega mucho a la realidad, por tal razén vamos a considerar
un modelo general que presentard una tasa de interés neto distinta de cero
en los reclamos.

De aqui en adelante el capitulo se ha dividido como sigue: en la seccién 3.1 se
describe el modelo; en la seccion 3.2 se presenta el modelo de tasas de interés,
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en el cual s6lo se desarrollan los resultados que son estrictamente relevantes
para el analisis de los momentos y la seccién 3.3 se destina para el anélisis
de los dos primeros momentos del Proceso de Riesgo Modulado de Markov
con tasas de interés estocasticas.

3.1. Descripcién del modelo

En el presente capitulo haremos hincapié¢ en el modelo clasico de riesgo,
también conocido como modelo de Cramer-Lundberg.

El modelo clasico de Cramer-Lundberg es el proceso a tiempo continuo
C = {Cy,t > 0} dado por:

Ny
Ct:u—i—ct—ZXn, (3.1)

n=1

donde u > 0 es el capital inicial de la compania aseguradora, ct es la entrada
por primas hasta el tiempo ¢, con ¢ > 0 constante, X = {X,,,n = 1,2,...}
es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas con soporte en R™U{0}, donde cada variable aleatoria X,, representa
el monto de la n-ésima reclamacion y N; es un proceso Poisson homogéneo
de tasa A, que modela el nimero de reclamos que ocurren en el intervalo
0,t], ademds los montos de reclamacién son independientes del nimero de
reclamos, es decir, X,, es independiente de /V;.

Al proceso C; se le llama proceso de riesgo. La Figura 3.1 muestra una trayec-
toria de un proceso que comienza con un capital inicial u. Los intervalos en
donde estas trayectorias son continuas y crecientes, corresponden a periodos
donde no hay reclamos y la compania recibe las primas de sus asegurados.
El aumento en el proceso es de la forma ct. Las discontinuidades son siempre
saltos hacia abajo y aparecen en el momento en que ocurre una reclamacion,
lo cual estda determinado por el proceso poisson homogéneo. El tamano de
un salto estd dado por la variable X,,, n = {1,2, ..., N;}.

Sin embargo este modelo no es del todo realista, pues no se sabe con certeza a
cuanto equivalen cada uno de los montos de reclamos ocurridos en el intervalo
de tiempo t a tiempo presente, por ello agregaremos un factor de descuento
a cada uno de esos montos, con la finalidad de saber a cuanto equivalen el
dia de hoy y asi saber cudl es el capital de la compania en el presente, ya
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Figura 3.1: Trayectoria de un proceso de riesgo de Cramer Lundberg.
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que ello permite a las aseguradoras tomar ciertas decisiones de ser necesario.
De ahora en adelante sélo nos vamos a enfocar en el tercer término de la
igualdad (3.1), que corresponde al monto y ntiimero de reclamos que ocurren
en el intervalo de tiempo ¢, pues el monto acumulado por primas y el capital
inicial serdn constantes en el tiempo.

Vamos a definir un proceso de reclamos agregados descontado como sigue:

El proceso de reclamos agregados descontado se define como la suma des-
contada de todos los reclamos reportados hasta un tiempo ¢ , lo vamos a
representar como sigue:

Nt
L= X (3.2)
n=1
donde J, es el tiempo de ocurrencia del n-ésimo reclamo, n = {1,2,...},

ademas Jy = 0; N, es el nimero de reclamos ocurridos hasta el tiempo ¢, esto
es, Ny = max{n € N, J,, <t}; X, es el tamano del n-ésimo reclamo y ¢ es la
fuerza de interés constante.

Ademas, se asume que los reclamos agregados descontados tienen las siguien-
tes caracteristicas:

1) Los reclamos ocurren de acuerdo a un proceso Poisson ;
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11) El tamano de los reclamos X = {X,,,n = 1,2, ...} se describe como una
sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas;

1) El tiempo de ocurrencia de los reclamos, J,,, y el tamano de los reclamos,
Xn, n={1,2,...}, son independientes.

Ahora bien, la necesidad de incrementar la flexibilidad en el tamano y arribo
de los reclamos es lo que nos lleva a la introduccion de un proceso modulado,
por ello, se describird un modelo més general que considera una fuerza de
interés estocastica la cual se describe por medio de un proceso de Markov y
ésta a su vez es modulada de acuerdo a un proceso subyacente que dicta las
condiciones del entorno del proceso de riesgo, es decir, la fuerza de interés
estocastica dependera del estado en que se encuentre el proceso en riesgo;
ademas, también se considera el caso de una entidad que esta dividida en
varias lineas de negocio.

Vamos a comenzar considerando cualquier entidad la cual tiene k lineas de
negocio. Sea Y = {Y;,t > 0} un proceso de Markov con espacio de estados
S = {1,2,...,m}, que describe las condiciones del entorno del proceso de
riesgo, es decir, el proceso Y; se puede pensar como la condicién econémica
en que se encuentra el proceso de riesgo al tiempo ¢. Vamos a denotar como
G = {¢ij}ijes al generador infinitesimal del proceso de Markov Y.

Sea N} el ntimero de reclamos reportados hasta el tiempo ¢ en la linea de
negocio h, h € {1,2,....,k}, ademés, vamos asumir que N/* es un proceso
Poisson doblemente estocastico con tasa de intensidad r;, = r{lft, que como
podemos observar, dependerda tanto del estado del entorno del proceso al
tiempo ¢, asi como de la linea de negocio en que éste se encuentre.

Por X"(Y,,) se denotard el tamaifio del n-ésimo reclamo, que como se puede
observar, depende tanto de la linea de negocio h, como del estado en que se
encuentra el proceso al momento de la ocurrencia del n-ésimo reclamo. Los
tamanos de los reclamos son independientes dado el estado del proceso en
riesgo.

Por tultimo, hemos mencionado que en varios modelos se suele emplear una
fuerza de interés constante lo cual los hace muy restrictivos, por tal razon
vamos a declarar el proceso de Markov § = {d;,¢ > 0} con espacio de es-
tados I = {1,2,...,r}, el cual describird el proceso de las tasas de interés
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instantaneas, que si bien, aunque tnicamente considera un nimero finito de
posibles estados y por tanto, se dejan fuera muchos de los posibles valores que
podrian tomar las tasas de interés instantaneas, aun asi este modelo nos per-
mite tener un mejor acercamiento a la realidad. La dinamica de este proceso
se describe con el generador infinitesimal 11(7) = {7 (%) }aper, © € S, cuyos
valores dependen del estado en que se encuentra el proceso Y = {Y;,t > 0},
es por ello que para cada estado i € S se tendra un generador infinitesimal
diferente.

Entonces, cada uno de los asegurados en la linea de negocio h genera un
proceso de reclamos agregados, que al ser descontado equivale al siguiente
valor:

N
Ly =Y Xpeomn, (3.3)
n=1

donde J,, es el tiempo de ocurrencia del n-ésimo reclamo.

Por tanto, si n, es el nimero de asegurados dentro de la linea de negocio

h, entonces, los procesos de reclamos agregados descontados para todas las
lineas de negocio h = {1, ..., k} hasta el tiempo ¢, queda definido como:

k
Li=) n"™L}. (3.4)

h=1

Vamos a suponer ademas que al tiempo del n-ésimo reclamo J,,, se obtiene un
capital por primas cJ,, con ¢ > 0 constante, de tal manera que cada monto
generado por primas también serd descontado a tiempo presente haciendo
uso de las mismas tasas de interés con que se descontara el monto del n-
ésimo reclamo, asi pues, habran tantos montos descontados por primas como
nimero de reclamos ocurran en el intervalo [0,¢]. Entonces el modelo de
Cramer Lundberg modulado de Markov con tasas de interés estocasticas
serd el proceso a tiempo continuo C* = {C},¢ > 0} dado por:

N} N}
Cr=u-+ g cJpe 0 In g Xhe=0mIn, (3.5)
n=1 n=1

Con u > 0 el capital inicial de la compania aseguradora.
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Una cuestion de suma importancia es la condicién de ganancia neta en el
modelo de riesgo modulado de Markov, ésto con el fin de saber si los ingresos
por primas resultan ser mayores con respecto a los montos esperados de
los siniestros, pues ello nos indicaria que los montos cobrados por primas
son suficientes para cubrir todas aquellas reclamaciones por parte de los
asegurados sin tener pérdidas. De acuerdo con Yi and Lu [6], la condicién de
ganancia neta para el modelo de riesgo de Cramer Lundberg modulado de
Markov correspondiente a la linea de negocio w,w € {h, k} estd dada por:

m w
ar =Y (55 —u) >0, (3.6)
i=1 i

Donde c}” es el monto cobrado por prima cuando el estado del proceso subya-
cente es 7 en la linea de negocio w; " es la tasa de intensidad en la ocurrencia
de los reclamos en el estado del proceso subyacente ¢ correspondiente a la linea
de negocio w; uf’ es la media finita del monto de los reclamos correspondiente
al estado del proceso subyacente ¢ en la linea de negocio w y 1’ es la tnica
distribucion estacionaria para este modelo de riesgo modulado de Markov
para la linea de negocio w la cual esta dada por:

Uy

w o gi
772' - Z 7’}:7@;’ (37>
hes g

con i € S; donde g; es la entrada (i,7) del generador infinitesimal G co-
rrespondiente al proceso de Markov subyacente Y y m = (my,mo, m3) es la
distribucion estacionaria del proceso Y.

3.2. Modelo de tasas de interés

Hemos dicho ya que trabajaremos con un modelo que considera una fuerza
de interés estocastica, la cual es descrita mediante una cadena de Markov
modulada por el entorno de proceso de riesgo, asi mismo, dicha fuerza de
interés dependerd también de las distintas lineas de negocio de la compania.

Considere a Y = {Y;,t > 0} un proceso de Markov con espacio de estados
S ={1,2,...,m}, el cual como dijimos en la seccién anterior describe las con-
diciones del entorno para el negocio en riesgo, cuyo generador infinitesimal
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estd dado por G = {g;;}i jes . Ademads, también considere el proceso de Mar-
kov 0 = {d;,t > 0} con espacio de estados I = {1, 2, ...,7} es decir, el proceso
de fuerza de interés cuyo generador infinitesimal es I1(7) = (744(%))aper-

Comenzaremos denotando las probabilidades de transicién al tiempo ¢ del
proceso (Y, d) como sigue:

¢(i,a);(j,b)(t) - P[Y;f = j) 6t =0 | Yb - ia 50 - a]v (38>

cuya probabilidad nos dice que al cabo de un periodo de tiempo ¢ la condicién
econdémica sera j y habra una tasa de interés b dado que al tiempo cero la
condicién econémica del mercado era i y se tenia una tasa de interés a.

Serd 1til representar las probabilidades de transicién ¢ 4, (t) en términos
de matrices bidimensionales como se muestra a continuacion.
Sea u = [‘g”, donde |S| = m y |I| = r representan la cardinalidad del

espacio de estados para los proceso Y y 0, respectivamente y sea ®y « o](t)
una matriz bidimensional de tamano u X u, por lo cual ® serd una matriz de
tamano m X m, cuyos elementos seran matrices de tamano r X r que son de
la forma:

(I)[(i {,] (Zf) = ¢(z’,a);(j,b)(t)> i,7€ S,a,bel, (3.9)

y cumplen con la siguiente propiedad:
Lema 3.2.1. Para todo i, j € S, a, b € I, se tiene:

i g (0) = 8y e (")

ab
¢
+/ edi Z Z(en(i)“)ac Jik q)[k j](t —u) du.
0 cb

k#i€S cel

NOTA: Observe que si no se trabajara con el proceso de tasas de interés,
los elementos (@), y (%), se anularian de la expresién y entonces
obtendriamos la férmula general para el calculo de las probabilidades de
transicion al tiempo ¢ del proceso de saltos de Markov clasico que obtuvimos
en (2.2.2).

Demostracion. Sea G el generador infinitesimal correspondiente al proceso
Y ={Y,,t > 0}. Sea Q = {qij}i jes la matriz de probabilidades de saltos la
cual se define a partir de G como:
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)\i = =G,

A s G,
%ij = 9i o
0 si j =1,

donde \; es la tasa de intensidad de los tiempos de estancia o tiempos de
interarribo del proceso de Markov Y. Sea T; el tiempo de estancia en el estado
1 antes de la primera transicion en el entorno del proceso Y.

Por un lado se tiene que si al tiempo cero el entorno del proceso parte del
estado 7 y éste es un estado absorbente, entonces \; = 0, entonces ¢g; = 0 y
con ello:

Opig)(t) = 3y (") ap. (3.10)

Por ello, vamos a suponer que el estado ¢ es no absorbente y se expresara a

<I>[Z' j] (t) como sigue suponiendo que los estados de estancia T; son eventos
ab
disjuntos.

FP[Y, = 4,6, =b,T <t|Yy=1i,d = al. '

Por un lado, en el primer término del lado derecho de la igualdad, usamos
probabilidad condicional y se obtiene:

P[}/;:j76t:baﬂ>tuy():ia50:a]

PlY,=4,0, =0T, >t|Yy=1,00=a| = .
[t j7 t ’ - | 0 % o a] P[%:z,éb:a]
P[K:],ét:b|E>t,Y():Z,60:a]P[E>t7)/0:7/,(50:(l]

P[}/(]:i,é():a] ’
— P[Yi=j,0i=b| Ty >1,Yo=i,0 = a|P[T, > t | Yo = i, 80 = a.

Las dos tltimas igualdades las obtuvimos condicionando las probabilidades.
Ahora bien, el primer evento que nos gustaria que ocurriera entre Y; = j
y 0; = b dadas las condiciones, es que Y; = j, pues la fuerza de interés o,
depende del estado que tome el entorno del proceso al tiempo ¢, de esta
forma:

:P[ét:b’K:]7E>t7%22550:a]P[}/t:]|7_zt>t>}/b:%50:a}
PIT; >t | Yy =10 = al,
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como T; > t, implica que Y; = Y, de tal forma que al aplicar propiedades de
los procesos de Markov, la igualdad se reduce a:

_ (en(i)t)abéije_Ait _ (en(i)t)abéijegit-

En esta tultima igualdad, como los tiempos de estancia T; se distribuyen
exponencial con parametro );, entonces,

PIT; > t|Yy=1i,00 = a] = e ! = 9t
Con lo anterior hemos demostrado que:

PlY;=34,6,=b,T; > t| Yy =1i,8 = a] = (") 0;;¢%". (3.12)

Por otro lado, en el segundo término del lado derecho en la igualdad (3.11)
ocurre que para u > 0:

t
PD/; :ja 6t - baﬂ S t | Yb = Z.a(s() = a’] :/ fYt,(st,Ti\Yo,(So(jabau | iva) du7
0

agregamos un estado k € S, k # 7, y un estado ¢ € I, que son los estados que
tomaran al cabo de un tiempo u tanto el proceso de entorno del negocio en
riesgo asi como la fuerza de interés respectivamente, haciendo correr tanto a
k como a ¢ sobre todo el espacio de estados S e I. En el intervalo de tiempo
anterior a u ambos procesos permanecen en sus estados iniciales, ¢ y a, ast:

t
PlY,=j,6,=bT,<t|Yy=1i06=a] = / D FrbnvesuTivos (4 b k.

0 kieS cel
c,uliya) du. (3.13)
Trabajaremos a continuacion con la funcién de probabilidad condicional. Ob-

servemos la siguiente igualdad para fy, 5,.v,.6..1:(v0.00 (7, 0 K, ¢, u | i, a) al ser
condicionada varias veces:

T80 Y 00T Yor00 (Js 0, ks c,u | 4,a) = PlY, = §, 0 = b,Y, =k, 0, = ¢, T, = u
| Yo = 1,00 = a
=PlY,=4,06=0|Y, =k d,=¢,T;, =u,Yy=1,00 = al
PlY, =k é,=c| T, =u,Yy=1,00 = a]
P[T;=u|Yy=1,00 = a],
=PlY,=4,0,=0|Y, =k, b, =]
PlY, =k, =c| T, =u,Yy=1,60 = a]
PIT, =u|Yy =1, = al,
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En esta ultima expresién hicimos uso de la propiedad de Markov. Ahora bien,
separando la segunda probabilidad de acuerdo al orden de ocurrencia de los
procesos, es decir, dadas las condiciones, primero ocurre el proceso Y, y una
vez que se sabe el estado que toma, entonces se puede asignar un valor a d,,
con lo cual,

=P, =70 =0]Y, =k b0, =(]

Ploy=c| Y, =k T, =u,Yy=1,00 = a]
PY,=k|T,=u,Yy=1,00 = a|
[T

P[T;=u|Yy=1,00 = a],
- <I>[k j] (t —u) (en(i)“)aC Gix Ne N
cb
Du Gik i
= q)[k a]( —u) (") ge (—=2) (—gie”™)
cb 9i
= <I>[k J] (t —u) (en(l)“)ac gir €97,
cb

por lo tanto hemos encontrado que:

JY60 Vb0, T Y050 (3, 0, By ey u | 0, a) = q’[k i1 (t—u) (") g 7. (3.14)
cb

Se sustituye (3.14) en (3.13) y obtenemos que,

PlY,=j,6,=bT, <t|Yy=1i0)=a] =

/egl ZZ (e 0 gip @ E ](t—u) du. (3.15)

k#i€S cel

Por tltimo, se reemplazan las expresiones (3.12) y (3.15) en (3.11) y se obtiene
lo que queriamos demostrar,

(I)[i ] (t) = &5 e (W)

ab
[ S T g
k#i€S cel

[]

Con el resultado anterior, se han calculado las probabilidades de transicion
al tiempo t para el proceso de Markov (Y, d) de las cuales se desprende el
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siguiente resultado, que no es mas que la ecuacion diferencial retrospectiva
de Kolmogorov para el proceso de Markov (Y,4), la cual es andloga a la
ecuacion diferencial retrospectiva de Kolmogorov del proceso de saltos de
Markov clasico que fue definida en (2.28).

Teorema 3.2.2. Sean (Y, 0) procesos de Markov con espacios de estados fini-
tos S e I respectivamente, entonces, la ecuacion retrospectiva de Kolmogorov
para (Y,0) estd dada por:
donde ® indica el producto entre matrices y para toda i,j € S, a,b € I,
Gi + Taa(i) st 1=7,a=0,
7Tab<i> Sl ZZ]} (l#b,
A[ij] = o, (3.17)
9ij si 1#j,a=0b,

0 e.o.c.

es el generador infinitesimal del proceso de Markov (Y,§) con espacio de
estados S x 1.

Demostracion. Por el Lema 3.2.1 sabemos que,

‘I’[z‘ ] (t) = 6;5 7" (")

/egZ ZZ quacgzk [k]]<t—U)d

k#ieS cel

se hace un cambio de variable, v =t — u, asi,

o9t (N0
‘P[z a]( )= 0i5 " (e )ap

ab
(3.18)
Y REED ) SN TR
k#ieS cel
calculando la parcial con respecto de t,
Lyt - "
sh = 5y (g)en (€10 + 0y €8 (TI(D)
_’__/egqtv ZZ tv) acgikq)[ki](v)dv7

k#i€S cel
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en el tercer término, se hace uso de la regla de la derivacién de Leibniz [ver
Apéndice B,

= 0;;(g;)e?" (en(i)t)ab + 0y €9 (TT(4) M),

S S gy 0) (%)

k#icS cel

o[ X T g g e ),

k#ieS cel

derivando el término que esta dentro de la integral,
= 0;;(gi)e" (e H(i)t) + 85 edit (I1(7) DY),

+ Z Z(sac ng )

k£icS cel
+/ (g;)e =) Z Z(en(i)(t_v))ac Jik (I)[k j](v) dv
0 k#i€S cel cb
/ €glt v) Z Z ac gik q)[k]]<’l]) d/UJ
k£icS cel cb

reacomodando términos,
= 5ij egit (H< ) eyt )ab + 52]926 it ( H(i)t)ab

+ Zzéacglk ()

k#i€S cel
+ g / Bg%(t ) Z Z H(z )(t—v) ac ik (I)[ ]( )d
k#i€S cel
egl(t v) @)= U) ac Gik o k j (U) dv?
o e 3 S £

factorizando g; del segundo y cuarto término:
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=g (&j@git(en(i)t) / edit=) Z Z HE)(E=v) acgqu)[k J]( )d )

k#ieS cel
+ Z Zéac gzk ( )‘|‘ 5 Bgz ( ( )en(i)t)ab
k#i€S cel
Q/qegdtQJ DD M) ogis Dri g (v) do,
k#ieS cel [C b]

ahora bien, observe que el término que esta dentro del paréntesis de la igual-

dad anterior corresponde a <I>[i j] (t), por lo cual se sustituira a éste ultimo
ab
y ademas se descompondra al proceso II como sigue:

= Z Z 5@0 gqu) k j + Zﬂ—al |:5 egl ( H(i)t>lb

k£ieS cel lel
/ €glt v) Z Z - lc gszI)[k]](v) dv},
k#ieS cel b

donde de acuerdo a su definicion, la expresién que esta dentro del corchete

del tercer término corresponde a CD[Z- j] (t), por lo cual,
b

:gzq)[;b] Z Zdac gqu) k] +Z7Tal )

k#i€S cel lel

separando la suma del tercer término con los indices de acuerdo a |l # a y
l=a
9

+ Z Z(Sacgqu) k:] +Z7Tal

k#i€S cel l#a€cl
+ 7Taa<i) (I)[i {)] (t),

a

~ s
@k:.

factorizando (ID[Z' j] (t) del primer y cuarto término,
ab

= (gi + Taa(@))® Zgﬂm +meﬂm@

k£iesS l£a€l

y aplicando la formalizacion a matrices de dos dimensiones, efectivamente se
prueba que:
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donde ® es el producto entre matrices, y
i +Taa(i) sl i=j,a=0,
71—(JLb(i) s1 i:j7a7éb>
ALy = o (3.20)
ab 9ij si i #£7,a=0b,
0 €.0.cC.
O

Cabe hacer mencién que los elementos de la matriz A tienen las siguientes
propiedades:

1) A[i j] > 0, parat # j y a # b, es decir, los elementos fuera de la diagonal
ab
son positivos;

2) A[i i < 0, para todo 7 y a, es decir, los elementos de la diagonal son

negativos;

3) Dies Zbe]A[i i = 0, para toda i, es decir, las sumas de las filas de A

son todas cero.

Consecuentemente, se reconoce a A como el generador infinitesimal del pro-
ceso de Markov (Y] 4) con espacio de estados a lo mas numerable S x I.
Para facilitar la notacién, vamos a denotar a m,,(7) como (7).

Ejemplo 3.2.1. Supdngase que | S |= 2 y | I |= 3, entonces la matriz A,

tendrd la siguiente forma:

gitmi(l) mi2(l)  ms(1) 912 0 0

m21(1) gi+ma(l) 2s3(1) 0 g12 0

A m31(1)  ma2(1l) g1+ms(l) 0 0 12
921 0 0 gotm(2) mia(2)  mia(2)
0 go1 0 m21(2) gatm2(2) m23(2)

0 0 Gor m31(2)  m32(2) g2+7s(2)

y con ello, el elemento correspondiente a los indices 1 =1, j =1, a = 2,
b=3 es:

Ay =7l
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3.3. Analisis del proceso de riesgo

El objetivo en el siguiente apartado es establecer expresiones explicitas para
los dos primeros momentos de un proceso de reclamos agregados descontado
y nos vamos a enfocar inicamente en dos lineas de negocio, la cuales denomi-
naremos como h y k. Se desarrollara un sistema de ecuaciones diferenciales
para la transformada de Laplace-Stieltjes conjunta de la distribucion de los
reclamos agregados descontados; para dicho desarrollo, se hara uso del articu-
lo [1], ya que considera nuestro caso mas general para el modelo de riesgo
modulado con Markov con tasas de interés estocasticas con dos lineas de
negocio {h, k}. Sin embargo también se usara como referencia el articulo [4].
Si desea profundizar mas acerca de las propiedades de la transformada de
Laplace-Stieljes conjunta consulte [3] y [8].

Hemos mencionado ya que cada uno de los asegurados en la linea de negocio
h, genera un proceso de reclamos agregados descontado equivalente a:

N
Ly =) Xhemn, (3.21)

n=1

donde N} es el ntimero de reclamos reportados hasta el tiempo ¢ en la linea
de negocio h, X" es el tamaiio del n-ésimo reclamo en la linea de negocio h,
J,, el tiempo de ocurrencia del n-ésimo reclamo y ¢, la tasa de interés en el
momento del n-ésimo reclamo. A partir de ello vamos a definir un proceso
de reclamos agregado descontado z-trasladado como sigue:

Definicién 3.3.1. Se dice que un proceso de reclamos agregados descontado
relativo a una linea de negocio h, es z-trasladado si para cualquier z > 0:

N
Ly =Y Xheomnt?), (3.22)
n=1

Como se puede observar, el proceso anterior se obtiene al multiplicar cada
uno de los reclamos descontados X e=%n"/» por el factor aleatorio e %%
z > 0. Notese que si z = 0, entonces L’é 0) €8 igual a L.

Ahora bien, se ha introducido el proceso de reclamos agregados descontado
z-trasladado con la finalidad de tener una representacién conveniente de los
. h h . . . .

incrementos L(t +2.0) L(t,0)7 ya que al hacer uso de matrices bidimensionales
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es posible escribirlo de forma recursiva, de tal forma que se pueda representar
por un simple producto de matrices.

Considere a Y = {Y;,t > 0}, el proceso de Markov subyacente con espacio
de estados S = {1,2,...,m} como ya lo hemos definido anteriormente, el cual
describe las condiciones del entorno del negocio en riesgo. Vamos a pensar
a Y; como la condiciéon econdémica que se presenta al tiempo ¢, entonces Y
serd la condicién econémica en el momento del n-ésimo reclamo. Considérese
también el proceso de Markov § = {d;,t > 0} con las caracteristicas ya
descritas anteriormente, el cual describe el proceso de las tasas de interés
instantdneas cuyo espacio de estados es [ = {1,2,...,r}. Ahora bien, se va a
denotar como E; 4y a la esperanza condicional dado que el estado del proceso
subyacente Y al tiempo cero es i, y estado del proceso de tasas de interés
al tiempo cero es a, es decir, {Yy = i,0p = a}, con i € S,a € I. Se define a
continuacion la transformada de Laplace- Stieltjes conjunta para los procesos
de reclamos agregados descontados al tiempo t z-trasladados para las lineas
de negocio h y k.

Definicién 3.3.2. La transformada de Laplace-Stieltjes conjunta para los
procesos de reclamos agregados descontados al tiempo t z-trasladados corres-
pondientes a dos lineas de negocio distintas h, k, estd dada por:

Az LP 2oLk
f[i z](xh;IkEt,Z) =Eua) | (@nLiy,z) ’“L(tyz>)1{yt:j75t:b}] , (3.23)

conz>0yt>0.

Vamos a denotar como Fly ) (24, Tx; t, 2) a la matriz bidimensional, de orden
en filas y columnas de u x u, de tal forma que el elemento en la entrada

((i,a), (j,0)) corresponde al elemento f[i ] (h, Tty 2).
ab

Una vez definido lo anterior se demostraran algunas de las propiedades que
cumplen las matrices bidimensionales F, (24, x; ¢, 2), cuyos elementos co-
rresponden a transformadas de Laplace-Stieltjes conjuntas, dichas propieda-
des servirdan de apoyo para cumplir con el objetivo de obtener las férmulas
explicitas para los primeros dos momentos de un proceso de reclamos agre-

gados descontado para cada linea de negocio del proceso de riesgo modulado
de Markov.

De ahora en adelante se entendera que todas las matrices son del orden de
filas y de columnas u X u respectivamente, y para facilitar la notacién no
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se mostraran los indices dimensionales en ellas, salvo en los casos donde sea
necesario.

A continuacién habrd un pequeno paréntesis para demostrar la siguiente
proposicién, la cual nos sera util para la demostracion de la proposicion
subsecuente.

Sea LI (t42,0) L?t,o) el incremento que hay entre los procesos de reclamos
agregados descontados en la linea de negocio h correspondientes a los tiempos
t+z y t, es decir, el incremento que hay en los reclamos después de un tiempo
z > 0 partiendo de ¢t y vamos a suponer que Y; = ¢ y 6; = a. Ahora bien,
sea L?z,t) el proceso al tiempo z de los reclamos agregados descontados t-
trasladado correspondiente a la linea de negocio h y supongamos que en
este caso se tiene que Yy = ¢ y & = a. Si denotamos como D(Y') como
la distribucién de probabilidad de alguna variable aleatoria Y, entonces la
siguiente proposicion es valida:

Proposicién 3.3.1. Sea z>0,t>0,i€ .5, a €1 yh una linea de negocio.
Se cumple que:

D(L?t-‘rz,O) _L?t,o) | Yy =10, = a) :D( (z,1) | Yo = 14,00 = a).

Demostracion. Para probar esta igualdad, es suficiente hacer la siguiente
representacion:

N N}
+z t
h —81,-dn h —b,-Jn
L(t+z0 tO) = E Xye E Xpe
n=1

N h
t+z 42— Ny (57 )(J h)
E Xhem0m I = E X v manp ) \TmENE )

n= Nh+l

En la dltima expresién se hizo el cambio de variable m = n— NJ*. Con base en
la dltima expresion es posible concluir las siguientes igualdades relacionadas
con las distribiciones, las cuales son validas para toda ¢ € S y para toda
a € I. Recuerde que N = 0, entonces las siguientes igualdades son validas
al hacer t = O:

D DOXE, 0 | e =) = DOX] | Yo = i)
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1) D(J,

m

wnp | Ye=1) = D(Jm + 1| Yo =1);

) D(Ny. — NP | Vi = i) = D(N" | Yo = i);

IV) D((S‘]erNh | Y; = Z',(St = CL) = D((SJ"L Yb = Z.,(SO = CL).

por lo tanto,

D(L?t+z,0) - L?t,()) | Yy =1i,00 = a) = D(L?Z,t) | Yo =i, 00 = a)

La siguiente proposicion enuncia una de las propiedades de las matrices
bidimensionales.

Proposicién 3.3.2. Sean h, k, dos lineas de negocio distintas. Para cada
pareja (h, k) y para todo xp, >0, x;, >0, t >0y z > 0, se cumple que:

F(xp, et + 2,0) = F(xp, 23 t,0) @ F(xh, xp; 2, ), (3.24)
donde ® denota el producto entre dos matrices bidimensionales.

Demostracion. Sea f[z /] (xp, xp;t + 2,0) el elemento ((4,a), (j,b)) de
ab
F(xp,zk;t+ 2,0) para i,j € S, a,b € I. Por definicién se tiene que,

(2, LP o LE
f[l g)] (.’L‘h, .’Kk;t + z, O) — E(i,a) |:€ ( hL(t+z,0)+ kL(t“»ZYO))1{m+z:j,§t+z:b}:| ’
aplicando propiedad de esperanza condicional,
= E(i’a) |:E(Z,CL) [ei(th?tJrz’O)+kal(€t+z,0))1{m+z:j,5t+z:b} | }/I‘J 67f:|‘| ?

separamos la exponencial y se agrega en ambos exponentes un cero disfrazado
como sigue:

= ) {]E(i o) [e*(xh(L?Hz,o)*’:?t,o)*L?t,o))) e~ (@ (Lhise 0t L0~ Lli0))

Livi=jbera=b} | Yo, 6t]:| 7
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se separan los términos de las exponenciales correspondientes a L*(t,0) y
Lk(t,0) y como ya son constantes salen de la esperanza,

—zp Lt v —(zn (Ll o—Lh
= ]E(i,a) [@ t,0) . e (t,O)]E(w) e ( ( (t+2,0) (t,0>))

. e_(Ik(Ll(ct-Fz,O)_Ll(gt,O))) 1{Yt+z=j,5t+z=b} | Y;, 5}5H

. E(i,a) [6_(rh(L?z+z,0)—L?t,o))+xk (L?H—Z,O)_L?t,()))) 1{Yt+z:j,6t+2:b} | Y;, 5tH

al hacer uso de la proposicién (3.3.1) la esperanza interior se reduce, de tal
forma que,

f[l j] (:Ch, Tt + 2, 0) = E(i@) {e(th?tO)”’“Lft,O))
ab

E(Ym(st) |:€_(-'EhL€lz,t)+CEkL?z,t)> 1{Yz:j,6zzb}:| :|

= E(ia) [6_(“Lﬁ’°)+mk%’°)) ' f[Yt 7] (wh, 25 Z,t)} :
5t b

Por 1dltimo, vamos a sumar sobre todos los valores posibles que pueden tomar
los procesos Y; y &; para sus respectivos estados c € S'y d € I:

= Z Z ]E(i,a) |:e—($hL?t,())+$kLl(Ct,0)) 1{Yt:c,6t:d} . f[ ] (x’” Ty 2, t):| ,

cl
ceS del db

=22 fggglem a0 gy (am iz )

ceS del

que en términos matriciales da como resultado:

F(ap, xp;t+ 2,0) = F(zp, 23 t,0) @ F(zp, 215 2, ).
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Los autores Kim & Kim trabajaron el caso particular donde sélo se considera
una linea de negocio y el proceso de tasas de interés solo tiene una tasa de
interés que es constante en el tiempo, si desea profundizar mas en este caso
puede consultar el articulo [4].

Ademas, si en nuestro modelo descartaramos el proceso de de tasas de interés,
es decir si regresamos al caso donde 6 = 0, el resultado en (3.24) se reduce
al producto de las transformadas de Laplace correspodientes a los reclamos
del proceso de Cramer Lundberg clasico.

Veamos una propiedad maés sobre la matriz bidimensional F'(z,, xy; 2z, t), que
serd de gran utilidad adelante, para ello es necesario declarar la siguiente
notacion:

Sea
i) = By X0 (3.26)

la transformada de Laplace-Stieltjes de la variable aleatoria generada por el
tamano de reclamo X{’ descontado un tiempo ¢ dado que Yy =4, dp = a enla
linea de negocio w € {h, k}, entonces la siguiente proposicién es verdadera:

Proposicién 3.3.3. Sean h, k, dos lineas de negocio. Para cada pareja (h, k)
y para todo xp, >0, ,, >0, t >0 yw € (h, k),

F(xp,xp;2,t) = I+ Z Rw®<\if“’(xw,t) - I) 24+G 24112 +0(2), (3.27)
we{h,k}

donde, para toda 1,7 € S, a,b € I,

1 st 1=j, a=0,
I=\1Ir; 1|, donde Ij; 7=
( [ai]) e [ai] {0 e.o.c.

st 1=7, a =b,

T
RY — wo dond woo %
(T[;z])’ R 1 I T

U (20, 1) = (@wm]@w,t))’ zﬂ“’m](xw,t) N {Og’u‘l(%t) sii=j, a=b,

e.0.C.



ﬂ: (71' ij ), donde 7 ij] = ﬂ—ab(i) st Z.:j7 a:b’
[ ] [a b] 0 e.o.c.
Demostracion. Recordemos que NJ' y NF son el nimero de reclamos ocurri-
dos en el intervalo de tiempo (0,¢] en la linea de negocio h y k respectiva-
mente. Ahora bien, vamos a denotar con N? y NY al nidmero de transiciones
ocurridas en el proceso de tasas de interés d y en el proceso de entorno Y
durante el intervalo de tiempo (0, z] respectivamente, mientras que con N,
vamos a denotar a un proceso de conteo multivariado, el cual cumple lo
siguiente:
N, = (N:’vavaNzY)a

ademds, || N, || serd la norma euclidiana del vector N, y nos apoyaremos del
uso de las bases canénicas: e; = (1,0,0,0), es = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0) y
€4 = (0, 0, O, 1)

Considere la siguiente representacién para f[i j] (zh, zk; 2, 1) :
ab

f[l j] (‘rha Tk =, t) - E(Z‘@) 6_(mhL?zyt)+kal(€z,t)

i )1{1@:3',&:1)}]
— P(i,a) [NZ — 61] 'E(i,a) ef(th?z,t)Jrszlfz,t))1{Yzzj762:b} ‘ N, = ¢
—|— P(z,a) [NZ — 62] . ]E(i,a) e_(IhL?z,t)+$kLl(€Z,t))1{Y2:j752:b} | NZ = 62

—|— P(i,a) [NZ = 63] . E(i,a) 6_(th?z’t)+$kLl(€z’t))1{Y22j7622b} | NZ = 63

+ P(i,a) [NZ = 64] 'E(i,a) ei(th?zvt)erkLl(Cth))1{yz:j7gz:b} ‘ NZ = €4

S ]
+ Pl N. ||> 1] - By [6 (@nL{, )+ kL(z,m)l{Yz:j,dZ:b} Il N, [|> 1]

+ Py [N. = 0] - B [6—(th?z,t)+ka'fz,t))1{YZ:j75Z:b} | N, = 0} (3.28)

donde F;,) es la probabilidad condicional dado que el estado al tiempo cero
del proceso subyacente Y y del proceso de tasas de interés § son i e a,
respectivamente. Ademas, cada una de las entradas del proceso de conteo
N, tiene distrubicién Poisson y particularmente, las dos primeras entradas
del vector tiene intensidad r(z) = ¥ con w € {h, k} , por lo cual,

Pio)[N. =e1] = 7’? -~z +o0(2). (3.29)
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Pio|[N: = e = rf -z 4 o0(z2). (3.30)

Por otro lado, si nos enfocamos en la expresién
k

]E(i,a) |:e_($hL?z,t)+1EkL(z,t))]_{Yzzjﬁzzb}‘ N, = 61] , (331)

N, toma el valor del vector (1,0,0,0), con lo cual NP =1,
NE=0,N? =0y NY =0, por tanto L?th) = Xl 0n it y L]fz,t) =0, asi,
(3.31) se reduce a,

=65, (J1+t)

—zpXle
E(i,a) |:€ X1 1{Yz:j76z:b}i| s

haciendo tender z a cero,

-6 Ji+t
—zpXfe 71 (1t

, gy Xhe 0 (J1+1)
I B o) [6 1{Yz=j,5z=b}] = Egia) [6 ne ] Lii=jy La=b},

como se puede observar, el estado del proceso de tasas de interés d que
comienza en el estado a, no cambia durante el periodo de tiempo J;, por

lo cual el término e~%1(1+%) puede reducirse a e~%, por consiguiente,

= Eia) [e’xhx?e%t] izt o=y = $ha(wn, )1 = Loty (3.32)

Sustituyendo las expresiones (3.29) y (3.32) en el primer término de la ecua-
cién (3.28), se obtiene que:

k

P(i,a) [Nz = 61] . E(i,a) |:€_(zhL?Z’t)+$kL(z’t))1{Yz:j,§z:b}‘ N, = eli|

= (rf “Z+ 0(2)) <¢32a(wh, t)l{ij}l{ab}>, cuando z — 0.
(3.33)

Vamos a considerar ahora el segundo término de la ecuacién (3.28), que por
simetria con respecto al primer término es facil probar que:

P(Z.’a) [NZ = 62] . E(z’,a) [e*(th?z,t)ﬂckaz,t))1{YZ:j,§Z:b}‘ N, = 62}

= (rf‘ — o(z)) < Afja(xk, t)l{i:j}l{a:b}) cuando z — 0.
(3.34)
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Ahora bien, ;Qué ocurre en el tercer término de (3.28)7, ;A qué expresién
es equivalente?, tenemos lo siguiente:

P(i,a) [NZ fr— 63] . E(i,a) 6_(-’L'hL?z,t)+$kLl(€z,t))1{Yz:j7dz:b}‘ NZ — €3i| (335)

Primero se desea calcular la probabilidad de ocurrencia del evento N, = e,
lo cual es equivalente a N2 = 1, entonces se quiere calcular la probabilidad
de que el numero de transiciones ocurridas en el proceso de tasas de interés
en el intervalo (0, z] sea una. La pregunta es, dado que el proceso inicia en
el estado a € I ja cual de los estados w € I, w # a cambia el proceso
en el momento de la transicion?, para ello es necesario no sélo calcular la
probabilidad de que N, = e3, sino que ademas se cumpla que 6, = w y
como N? es un proceso Poisson cuyo pardmetro estd determinado por la
entrada (a,w) del generador infinitesimal correspondiente al proceso ¢, es
decir, I1(i) = (Taw (%)) awer, @ € S, entonces, para alguna w € I,

Iim P 0)[N. = €3,0; = w] = Taw(?) - 2 + 0(2). (3.36)
z—0

Por otro lado, como N, = e3 = (0,0, 1,0), se tiene que N* =0,
NE=0,N’ =1y NY =0, por lo cual,

NI
Ll(lz,t) = Z Xr}zeiéJn(JnH) =0 y L?z,t) = 07
n=1

que al sustituirse en la esperanza condicional y ademas agregando la condi-
cién de que 9, = w,

Ei.0 [ef(IhL?ZYt)erkL?z,t))1{YZ:j’6Z:b} N, = 3,8, = w
= Eia)l{v.=js.=) | 0- = w],
y haciendo tender z a cero,

llg% Elia)lpy.=js.=ty | 02 = w] = 1y Liw=py = lpi=yy, (3.37)
por lo tanto, al sustituir las expresiones (3.36) y (3.37) en la expresién (3.35),

P(i,a) [Nz = 63] : ]E(i,a) |:6_(th?2’”+ka1(€2’0)1{Yz:j,5z:b} | Nz = e3
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= <7Tab(z') -z 0(2)) Liimjy = Tab (i) - 21g=jy + 0(2)11i=jy, cuando z — 0.
(3.38)

Con un procedimiento analogo al inmediato anterior, veamos qué sucede con
la cuarta expresién de la ecuacion (3.28), es decir:

P(z',a) [NZ — 64] 'E(i,a) |:€7(th?2¢)+ka€2¢>)1{YZ:j,5Z:b} | NZ — 64] . (339)

Esta vez se quiere calcular la probabilidad de que el proceso de conteo N, sea
igual a e, = (0,0,0,1), es decir, N* =0, N =0, N> =0y NY =1, por lo
tanto, se desea obtener la probabilidad de que el nimero de transiciones en
el proceso subyacente Y incremente en una unidad en el lapso de tiempo z.
Si suponemos que el proceso Y parte del estado i € S entonces al momento
de la transicion podra llegar a cualquiera de los estados k € S,k # i y como
el proceso N tiene distribucién Poisson con pardmetro igual a la entrada
gir del generador infinitesimal correspondiente a dicho proceso, es decir G,
entonces haciendo tender z a cero la probabilidad es la siguiente:

lim P o) [N, = €4, Y. = k] = gi - 2 + 0(2). (3.40)
z—0

Ademéds, como N* = 0 y N¥ = 0, entonces, L?ZJ) =0y L’(“ZJ) = 0, por lo
cual,

—(.Z’th -l—:L‘kLk ) _
]E(iya) € =0 =0 ]'{Yz:jvlsz:b} | NZ =€

= E(iva) [1{Yz:j752:b} | YZ - k]? k e S7

y haciendo tender z a cero,
lim Euolyvi=js.=by | Yo =k = Lz lip=a} = Lp=a} (3.41)
por lo tanto, al sustituir (3.40) y (3.41) en (3.39), se obtiene que:

Pio)[N. = e4] - Egia) |:€_(zhL?Z’t)+IkL?Z’t))]-{Yz:j,&z:b}‘ N, = 64}

= (gij-z—l—o(z)) (1{a:b}) = gij#1a=py +0(2)1{a=p}, cuando z — 0.
(3.42)
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Estamos casi por concluir la prueba, inicamente falta desarrollar los ultimos
dos términos de la ecuacién (3.28), asi que nos enfocaremos en el penultimo
de ellos,

P(Zva)[H NZ ”> 1] ' E(Z,CL) ei(th?z,t)+ka?z’t>)]‘{Yz:jﬂsz:b}) H NZ H> 1:| ’ <343>

cuya expresion es facil de calcular, pues como el proceso de conteo N, tiene
distribucion Poisson, la probabilidad de que el proceso tenga dos o mas in-
crementos en un intervalo infinitesimal de tiempo (0, 2] es o(z), es decir, en
un intervalo cualquiera de longitud infinitesimal z, sélo pueden ocurrir dos
situaciones, que haya un incremento o que no lo haya, por lo cual,

Pialll Na 1> 1] By [e" ot o 1 syl N 1> 1]
= 0(2)1i=j11{a=p}, cuando z — 0.
(3.44)
Y finalmente, veamos qué ocurre con el ultimo término de la expresion (3.28),

es decir, con la expresion

P(i,a) [NZ — O] . E(i,&) |:6_(th?2¢)+ka](‘;¢>)1{Yz:j,§z:b} | NZ — O:| .
(3.45)
Por un lado,
P(i,a)[Nz = O] =1- (P(i,a)[Nz = 1] + P(i,a)[” N, ||> 1])
=1- (P(i,a) [Nz = el] + P(i,a) [Nz = 62] + P(z',a) [Nz = 63]
+ P(i,a)[Nz = 64] + P('L,CL)[H Nz H> 1]) 5

y usando los resultados previamente calculados:
Pio[N.=0]=1— (rf cz4o0(2)+rFz+o(2) + me(z’) -z +0(z)
w#a

+ Zgik cz+o0(2) + 0(2)),

ki

que por la forma en que se definieron los generadores infinitesimales I1 y G,
esta expresion se reduce a:
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PigN.:=0]=1- (7“ + P — (i) — gl) 24 o0(z). (3.46)

Y por tltimo, dado que N, = 0, implica que no hubo transicién en alguno
de los procesos de conteo, por lo cual,

E(i,a) [e_(th?z,t)‘HEkL}(cz,t))l{Yz:jﬁz:b} ’ NZ — 0] fd ]-{Z:j}l{a:b} (347)

lo anterior siempre y cuando z — 0. Por lo tanto, al sustituir las expresiones
(3.46) y (3.47) en la ecuacién (3.45), se tiene que:

Pio)[N. =0] - Eg; o) [6_(“%%0”’”(@7“)1{Yz=j,6Z=b} | N, = 0]

= (1 (7’ + 1P — (i) — gu) z+ o(z)) Lti=j}L{a=p}, siempre que z — 0.
(3.48)
Y al sustituir los resultados (3.33), (3.34), (3.38), (3.42), (3.44) y (3.48) en
la expresién original (3.28), se puede concluir que:

f[ii](xh’xk;z’t) = (1! 2+ 0(2)) (WL (@, ) iz} L {ams))

+ (rF - 2+ 0(2)) (¥} e o (Ths 1) Lizjy L{a=b})
+ map (i) - 21gi=) +olz 2)Li=j)
+ ij  #1{a=b} + 0(2)1{a=t}
0(2)1 (=5} Ha=b)
+ (L= (] 477 = Taa(i) = gia) - 2+ 0(2)) Ljimjy Lia=s}-
siempre y cuando z — 0. Desarrollando,

=l 2 (@h )L imj Lamsy + 0(2)U (Th, £) 1 iz L{ams)

2 (ks ) imgy L gamty + 0(2) 08 (2, ) Limjy Lamy
+ Tap(1) - 2li—jy + 0(2)1imjy + Gij - 2Lla=py + 0(2)La=p}
+ 0( )iz Lampy + Lz Loty — 77 2=y L{a=)
1t 2l iz Loy + Taa(i) - 21ii=jy Liazty + Gii - 21ii=j} L{a=)
+ 0(2)1{z:g}1{a=b}’

reacomodando términos y factorizando,

= (1 el (@on, 1) = 1) + (B t) — )] Ly Lo
+ (Tav(8) + Taa(D)) - 2Lgimgy + (935 + 9is) - 2La=sy + 0(2)Liimjy Lia=ys
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y al aplicar la notaciéon de matrices de dos dimesiones nos queda que efecti-
vamente,

F(Xh,Xk; Z,t) =1+ Rh & <‘i’h(l‘h,t) — I) -z 4+ Rk & <\i’k(l’k,t) - I) *Z
+II-2+G-2+0(2)
por lo tanto, se da por concluida la prueba. O

Una vez demostradas las dos proposiciones anteriores, estamos listos para de-
rivar el sistema de ecuaciones diferenciales para la transformada de Laplace-
Stieltjes de la distribucion de los reclamos agregados descontados.

Proposiciéon 3.3.4. Sean h, k, dos lineas de negocio, x;, > 0, x;, > 0. Pa-
ra cada pareja (h,k) se tiene que F(xy,xk;t,0) es la solucion al siguiente
problema de valor inicial:

%F(xh, x;t,0) = F(xp, 2;t,0) ® [@ + 11+ Z R ® (\ifw(:vw, t) — I) ] ,
we{h,k}
(3.49)
con condicion inicial,
I = F(zp, 25;0,0). (3.50)

Demostracion. Considere las expresiones (3.24) y (3.27), sea z = At, si se
sustituye este valor de z en ambas expresiones, entonces tendriamos las si-
guientes ecuaciones:

F(zp, gt + At 0) = F(xp, xx;t,0) @ F(ap, xp; At ), (3.51)
y

Flapog Ot =1+ Y [Rw (xpw T t) — 1) +é+ﬁ] - At +o(Ad),
we{h,k}
(3.52)
al sustituir (3.52) en (3.51)

F(xp, zpit + AL, 0) = F(zp, 25 t,0) @ [H > [R“’ (T (24, 1) — 1)
we{h,k}

+G+ H] AL+ O(At)} , (3.53)
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Ahora bien, se agregara el término —F'(zy,zx;t,0) en ambos lados de la
ecuacién (3.53) y ademads se dividiran por At, asi, al tomar el limite cuando
At — 0 en ambos lados de la ecuacion se obtiene que:

F(xp, 2 t,0) = F(a:h,mk;t,O)@{G—i—f[—i— > Rw®(\i}ww,t)_1)},
we{h,k}

0
ot
Finalmente, para probar la condicién inicial (3.50), basta con sustituir los
valores z = 0y ¢t = 0 en la ecuacién (3.27), por lo tanto, F(xp, xx,0,0) = I,

con lo cual se concluye la demostracién.

[]

Una vez que hemos encontrado el sistema de ecuaciones diferenciales para la
transformada de Laplace Stieltjes conjunta del proceso de reclamos agrega-
dos descontado, tenemos las herramientas necesarias para el calculo los dos
primeros momentos de dicho proceso para las lineas de negocio h y k.

Definiciéon 3.3.3. Sean h,k dos lineas de negocio. EE }( ) denotard a la

matriz bi dimensional de tamarno u X u, cuya entrada (( a),(j,b)) es de la
forma:

la] [0]

E(f;? i) (t) = B [(L{e0))" (Lhi0) Livimisi=nt] (3.54)

l4] 151
laf [o]

r-€simo y s-ésimo momentos conjuntos para los procesos de reclamos agrega-
dos descontados para las lineas de negocio h y k respectivamente, dado que
al tiempo t el proceso subyacente Y y el proceso de tasas de interés § estardn
en los estados j y b respectivamente, para alguna 7 € S, b € 1. Por lo tanto,
el r-ésimo y s-ésimo momento total para los procesos L?t,o) Y Ll&,o) esta dado
por:

donde r,s € {0,1,2} tal que 0 <r + s < 3, es decir, E([T’.s) , }(t) son el

Mgfj)() Eia) [<L( 0) L(to ZZ {|||g|} (3.55)

j€S bel  |lal |b]

y que apartir de la transformada de Laplace conjunta f ij](xh,xk,t,()), al

ab
calcular las siguientes derivadas parciales se obtienen los momentos conjun-
tos:
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o o
(r,s) _ = r
M[i j}(t) = o axzf[l J](a:h,xk,t,o)

lal [t ab

(3.56)

xp =0

Cabe hacer mencién, que por propiedades que posee la transformada de La-
place conjunta, en general, los momentos conjuntos se pueden calcular como:

Mﬁf') 12” (t) = (_1)T+SE([T||,:|) Ii” (t). (3.57)

El siguiente teorema nos dice cudles son las expresiones explicitas para el
calculo del primer momento en el proceso de reclamos en cada una de las
lineas de negocio h, k, asi como el momento del producto cruzado entre ambas
lineas de negocio.

Teorema 3.3.5. Sean (h, k) dos lineas de negocio, A el generador infinitesi-
mal b1 dimensional del proceso de Markov a tiempo continuo con espacio de
estados S x I correspondiente al proceso (Y, ). Para toda t > 0 ocurre que:

t PN
MO () = / e @ R @ We'(y) @ el gy, (3.58)
0
t SN
MOD(t) = / M @ R @ Wek(y) @ ) gy, (3.59)
0

t
MOV (t) = / " @ R" © We' (y) @ Int*(y, 1) dy
0

t
+ / M@ RY @ Wek(y) @ Int"(y,t) dy, (3.60)
0

w

donde Int“(y,t),w € {h,k} es la matriz cuyos elementos ]nt[i /] (y,t) son

. ab
1quales a:

(Ap; i1—Aps i1-b) (Ap; i1—Ars 1-b)
(e ™ T )
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Demostracion. Primeramente vamos a calcular las derivadas parciales de pri-
mer orden de las expresiones (3.49) y (3.50) con respecto a xy y xp, asi:

o 0 0

aZL'h a[L’k EF(xh’xk;t’O)
o 0 A .
= — —|F T II v \ij ”LU?t -1
9 O (xh, z1;t,0) ® [G—i— —|—w;{h k}R ® ( (T, 1) )H
0 0 A .
90 | 92 (xh, vx;t,0) @ {G +IT+ we{gh ’ R"® ( (T, T) ) }

+ F(xp, 2 t,0) ® {R’“ ® i\if’“(:ck, t)}
axk

0 0 SN .
= ——F 0t II v \ij w7t —1I
. (2h, 241, 0) ® {GJF +w§k}R ®< (Zw, 1) )}

+ iF(th,ﬂfk; t,0) ® [Rh ® ai‘i’h(xha t)}

oxy, Th
+ iF( 1,0)® |RF® iﬁ/k( t) (3.62)
axh Lhy L L,y aCUk T, . .
ademas,
g 0
——F : =0. )
axh aflfk (‘Thal.kat?o) 0 (3 63)

Ahora bien, por propiedades de derivadas parciales podemos intercambiar el
orden de derivacién, y al aplicarlo a la igualdad (3.62) se obtiene la siguiente
equivalencia:

0 o0 0 0o 0
Ea_xha_xkF(xh7xk’t’O) = a_xha_xkF<xh7xk7t70)
® {G+ﬂ+ > Rw®<\i/W(xw,t)—I>]

we{h,k}

0 . h 0 T h
+ a—IkF(xh,ka,t;O) ® {R ® a—xh‘l’ (xh,t)]

0 , PR
+ a—th(ZL‘h,ZEk,t,O) ® |:R X a—m\l/ (l’k,t):| (364)

66



Vamos a encontrar una expresion para —\ilw(:z:w, t), para w € {h,k}. De
w
la proposicién (3.3.3) sabemos que:

Je (g, t) sii=j, a=0b,
0

e.0.C.

¥ (a0,0) = (38 (1)) =

ab

donde,
va(Tw; t) = Bia) [67‘”””6_”} Liizjy L {a=t},

con X7, la variable aleatoria que representa el monto del primer reclamo

en la linea de negocio w, w € {h,k}. Al derivar un elemento de la matriz
U¥(z,,t) con respecto a x,, cuya coordenada es ((i,a),(j,b)) , i,7 € S,
a,b € I se obtiene que:

a R E(Z a) [_Xf)e—ate—xwXFefat g7 = j, a=>hb

— U, (T, t) = ’ 3.65

5 Vs (e { (3.65)

ab 0 e.0.C.

que al evaluar x,, en cero,

0 €.0.C.

_ {E(""“) [—X{e™] sii=j, a=0b,

(]
0 e.0.C. ab

—ye —at 17 =1 — b
= { 1.a€ Str=J, 4 "= Pe? ](t) (3.66)

—

Loy =0

Con lo cual, al combinar los resultados (3.56) y (3.66), al evaluar zy, x) en
cero y al sustituir en (3.64):

d P .
SMUD(E) = MOD@) @ |G+ T @ (9(0,0) - 1) |
pr (t) (t)® |G+ +w§k}R ® (¥*(0,¢)

+ MOV ® [Rh ® \Ifeh(t)} + MO (1) @ [R’“ ® \Ifek(t)]. (3.67)
Obsérvece que U*(0,t) = I, por lo tanto (3.67) se reduce a:
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%M(l’l)(t) = MOV ® [G + H} + MOV @ [Rh ® \I:eh(t)}

+ MUO) @ |RF @ wek(r)]. (3.68)

Para llegar a una expresion mas concreta para M) (¢), es necesario encon-
trar representaciones explicitas para M9 (¢) y M(®D(¢). Con este fin vamos
a considerar zx = 0 dentro de la ecuacién (3.49).

d . i
ZEF (o0, 051,0) = F(,031,0) [G T+ R e (xph(xh, ) — 1) } ,

al derivar con respecto a xy,

0 0

. 0 _ AL h ih
a—maF(m‘h,O,t, 0) = F(x,0;t,0) @ [G+H+R ® (\p (2n, 1) _I>]

8xh
+ F(zp,,0:t,0) ® [Rh ® i\if"(xh t)]
) M axh ) )

e intercambiar el orden en las derivadas del lado izquierdo, combinar nueva-
mente las expresiones en (3.56) y (3.66), haciendo z;, — 0 y considerando
que W(0,t) = 1,

d

EM(I’O) (t) = MO (t) @ [G+1I] + F(0,0;1,0) ® R" ® We"(1). (3.69)

adicionalmente, F7; ;1(0,0;¢,0) = E¢ o)[ly,=js,=), €s equivalente a la entrada

((i,a),(4,0)) de la CIlnbautriz de probabilidades de transicién al tiempo ¢ de los
procesos de Markov a tiempo continuo (Y, ), que por propiedades que posee
el generadora infinitesimal A correspondiente a estos procesos conjuntos, la
siguiente expresion es valida::

tAp;

F[; Jb] (0, 0;t, 0) = E(La)[lYt:j,zst:b] =e ,

—
Q

[N
P

que al sustituirlo en (3.69) produce,

d .
d—tM(LO) )= M) @ [G+1] + e @ R" @ We(t),

como puede observar tenemos una ecuacion diferencial, cuya solucion sera pre-
cisamente la expresion explicita para M (19 (¢), asf pues, al multiplicar ambos
lados de la igualdad por el factor e G+,
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d . o .
%M(I,O) (t) ® eft-[GJrH] . M(I,O) (t) ® [G + H:| ® eft-[GJrH} _ et-A ® Rh ® ‘If€h<t)

® eft-[é%fl}

lo cual es equivalente a,

d

at [M(l’o) (1) ® eft'[GAJrﬁ]} = e @ R @ Weh(t) ® et T,

integrando ambos lados en el intervalo [0, ¢] y aplicando teorema fundamental
del célculo,

N t N
MO (1) @ e~ t1E+HT — / eVt @ R @ Ve (y) @ e vy,
0

por lo tanto,
t A
MO () = / e/t @ R @ Vel (y) @ e 19 gy, (3.70)
0

por un argumento simétrico es posible demostrar la expresion (3.59), es decir,
que se cumple que:

t PO
MOD(p) = / Ph @ RE @ Wek(y) @ el -0 G gy, (3.71)
0

Una vez que hemos encontrado expresiones explicitas para los primeros mo-
mentos M0 (t) y M©Y(¢) podemos ver qué pasa con la expresién para
M (t). Para ello regresando a la igualdad en (3.68), la vamos a reescribir
como sigue:

%M@U(t) = M) ® [G + ﬂ} + CO(t), (3.72)
donde
C(t) = MOY(t) @ R" @ Weh(t) + M1O(t) @ RF ® Wek(1). (3.73)

Al multiplicar la expresién (3.72) por el factor de integracién e~tIG+H op

ambos lados de la igualdad resulta que,

%M(l,l)(t) ® €—t~[é+ﬁ] _ M(l’l)(t) ® [é + ﬂ} ® €—t~[é+f[] _ C(t) ® e—t.[é—f—ﬁ]’
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lo cual es equivalente a,

i M(1’1)<t) ® e—t-[é+ﬁ}:| _ C(t) Q e_t.[GA—H:[],

integrando ambos lados en el intervalo [0, t] y aplicando teorema fundamental
del célculo,

M(l,l)(t) @ e tIGHI /tc<z> & e~ G+H] dz,

0

por lo tanto, la solucién a la ecuacién diferencial (3.72) es,
MO (t) = / O(2) @ G g (3.74)
0
Ahora bien, al sustituir (3.73) en (3.74),
MOD (1) = / t MOV () @ B @ Weh(z) + MUO(2) @ RY @ ek ()
® e((jffz)-[G‘JrfI] dz,

ademads, al sustituir también las expresiones (3.70) y (3.71) que representan
a M1 y MO respectivamente

t z o
MDY (1) = / H/ VM @ RF @ Wk (y) ® e(Z’y)'[GJFH]dy} ® R" ® We(2)
0 0

® e(t_oz).[c’;'+ﬁ] dz,
= /t / [ey'A ® R* @ VeF(y) ® e(zfy)'@*m] dy ® R" @ Weh(z)
0 0
& =G+ g o /t /z [eyA ® R" @ Ueh(y) @ e(z—y)~[é+fl]}dy
0 0
® Rk ® \Ifek(z) ® e(t—z)-[é—l—ﬁ] dZ,

haciendo un cambio en el dominio de integracién,
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t t A
M(l,l) (t) _ / |:€y.A ® Rk ® \If€k<y) ®/ e(zfy)[G‘H_[] ® Rh ® \Ifeh(z)
0

Yy

t z
® e(tfz)-[G‘Jrﬁ] d2:| dy _'_/ |:ey-A ® Rh ® \I’eh(y) ®/ e(zfy)-[CAr'JrfI]
0 0
® RF @ Wek(2) ® et~ G+ dz} dy. (3.75)

Estamos casi por concluir la prueba, tnicamente hace falta demostrar la
expresién equivalente para Int*(y,t), w € {h,k} de (3.60), para ello vamos
a considerar al elemento ((i,a)(j,b)) generado en la multiplicacién de las
matrices correspondientes a la segunda integral del primer término de la
expresién (3.75), de tal forma que al descomponer los productos matriciales
se obtiene lo siguiente:

t A
{/ e(zfy)-[GUrfI} ® R"® lI,elz(z> ® e(tfz)-[é+1'[} d>
)

¢ (z—y)~|:é[i kl}—‘rﬁ{i kl]]

. Z/e

k1,ko,k3€S c1,c2,c3€1 7Y

2=Y) | Giky Lia—cs v+ Tacy (1) 1i—p 11— h
— Z Z 6( y) |:g k1 +t{a=c1} aq() {i=k1}Ha Cl}i| 'Tkll{klsz}]‘{Cl:CQ}

k1,k2,ks€S c1,c0,c3€l Y

. (—T/}ZQ,CQ(B_CQZl{kQ:m}1{@:@,}) ) e(t_z)’[gksj1{c3=b}+7r83b(k3)1{k3:j}1{c3=b}] dz

t
_ / e(z—y)' [gz‘jl{a:b}+7rab(i)1{¢:j}1{a:b}] . 7.? . (_ jbebe) . e(t—z) [9jj+7rbb(j)} dz
y b
7,b )

t (z=y)Arg (t=2)Arj ;
= r?(— h )/ e e b]e_bze 3] dz, ésto fue por definicién de A
y

—yArg g Ars t z(Ar; s7=Ar; 1-b
:rh(— h )e ! [air’_t [i{)]/ e ( [a?)] [{){7] )dz, integrando,
y

_rptupe LA Wl sboppogg )
Mal MY
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Por lo tanto, hemos encontrado que,

, r’?(— hb)eiy.A[é i]H'AB ﬂ t‘(A[ij}_A{j j}_b)
Int(y,t)z J J'v' — —— e ab bb
Aoy =Agg—° |
_ ;"(A[; A i]b)] | (3.76)

Con un procedimiento andlogo se desarrolla la expresion para la segunda
integral del segundo término de (3.75), que corresponde a la linea de negocio
k con lo cual,

ity - S A[[j’f] bl g

(3.77)

Por lo tanto al sustituir (3.76) y (3.77) en (3.75) se da por concluida la
prueba.
[l

Hemos encontrado ya el primero momento para los montos de reclamos de
las lineas de negocio h y k, asi como los momentos cruzados. Sin embargo
también estamos interesados en las expresiones para los segundos momentos
de los montos de reclamos para ambas lineas de negocio, por lo cual del
teorema anterior se desprende el siguiente corolario.

Corolario 3.3.6. Para cada pareja de lineas de negocio (h,k)y para todo
t > 0 resulta que:

t
M@O(t) =2 / M@ R @ Ve (y) @ Int"(y,t) dy
0

) .
+ / M@ R'® (Ve (y))? @ 0T gy (3.78)
0

t
MO (t) =2 / M @ RY @ Vet (y) @ Int*(y,t) dy
0

) .
+ / eM @ RF @ (Veh(y))? @ V1 gy (3.79)
0
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Demostracion. Comenzaremos por demostrar la igualdad (3.78). Para ello
vamos a considerar la expresion (3.49) que establece que para w € {h,k} se
cumple lo siguiente:

%F(mh,xk;t, 0) = F(xp, xp;t,0) ® {G%—f{ + Z R" ® (lif“’(a:w,t) — I) }
we{h,k}

Como buscamos el segundo momento en los montos de reclamos para la linea
de negocio h, es decir M9 (t), consideraremos z, = 0 de tal forma que la
expresion anterior se reduce a:

%F(mh, 0:,0) = F(zp,0:1,0) & [G I (xizh(xh, £) — 1) ] .

Para encontrar el segundo momento bastard con calcular la segunda derivada
parcial con respecto a x; y al final hacer x;, = 0. Derivamos,

6—22}7@ 0t 0)—3—2 F(zp,,0:t,0) ® G+ﬂ+Rh®(¢/h(:c t)—I)
al‘i ot hy Yy by - 837% hyYy by h»
0

— iF(a:h,o;t,o) ® [G +1+R'® (\ifh(xh,t) - I) ]

- 8xh 8xh

o .
+ F(zp,0:t,0) ® R" @ — U (x,, 1)
8$h

2

= 0 . YT h ih 9 .
_ a—miF(wh,O,t,O)éb {G+H+R ® (\11 (z1,1) —1)} + ath(xh,O,t,O)

QR'® a%@h(xh,t) + a%F(xh, 0;¢,0)® R" ® a%@h(xh,t)
+ F(x4,0;t,0) @ R" ® a—Q‘i’h(SUh,t)
ox?
= (e 0:.0) @ {G+ﬂ+Rh® (\ifh(x t)—I)} 299 Pl 0:,0)
ox? o b oy, T
® R'"® ifph(xh t) + F(xn,0;t,0) ® R" @ 8—2\ifh(xh t).
oz, ’ T o2 ’
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Por propiedades de derivadas parciales podemos intercambiar el orden de
derivacion, por lo tanto llegamos a la siguiente expresion:

28—2F( 0;¢,0) = a—2F( 0;t,0)® |G+ +R'® (\ifh( t) —I>
815(9.7:% Th, Ui, - 8$% Th, Ui T, Th,
0 0
29— F t h g~ yh
+ axh (l’h,o 0) ®R ® al’h (._'L'h, )
2
+ F(24,0;1,0) @ R" ® %xph(xh, t), (3.80)
Lh

con lo cual, al evaluar xj en cero habremos terminado. Para ello observe que
por (3.66) de la demostracién del teorema anterior, sabemos que para cada
linea de negocio w, w € {h, k},

0 - e sii=3, a=0b
— U (T, t = e ’ = Wel; (1), (3.81
ora 1Y), {o 130 (381
donde, 9}, = E; o) [X{’]. Sin embargo, atin no tenemos una expresién para
o2
—— U¥(z, 1) por lo cual trabajaremos en ello.
6%2 Ty=0

w

De (3.65) sabemos que para la entrada ((i,a), (7,b)) coni,j € Sy a,bel,

0 - Eiia [—X“’e‘ate_sz}”e_at} sit=74, a="b,
Oy [a b] 0 e.0.C.

al calcular la segunda derivada parcial con respecto a x,,, w € {h, k},

82 ]E ia [ Xw —at\2 f:pri“e_‘”] S ‘, — b7
qu (1) = Ga) |[(X{7e™)% sii=174, a
o3, [a b] 0 €.0.C.

que al evaluar x,, en cero,

_ {E(z}a) [(Xpem)?] sii=j, a=0b,

0 €.0.C.

sea (¥1,)? = E[(X}")?], entonces la expresién anterior se reduce a:
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= (wer, (1) . (3.82)
(o]

Por lo tanto, ahora si al evaluar la expresién (3.80) considerando x;, = 0, al
combinarlo con (3.56) y al sustituir los resultados en (3.81) y (3.82), obtene-
mos que,
d SN .
aM@’O) ) =M@ [G+IT+R"® (¥"(0,t) — I)]

+2M10 (1) ® R* @ Wel(t) + F(0,0;1,0) © R" @ (We''(1))?, (3.83)

ademés observe que W"(0,¢) = 1.

Adicionalmente F'(0,0;t,0) = E(;q)[1{v,=js,=6}, lo cual es equivalente a la
entrada ((i,a), (7,b)) de la matriz de probabilidades de transicién al tiempo
t del proceso de Markov a tiempo continuo (Y, d), que por propiedades que
posee el generador infinitesimal A correspondiente a estos procesos conjuntos,
la siguiente igualdad es equivalente:

Ar s s
)

F[z j] (0,0;,0) = E(i,a)[l{}/}:j,ét:b}] =e (3.84)

ab

Asi, aplicando estas dos ultimas observaciones en la igualdad (3.83) se reduce
a:

%M(“) )= M®O(t) @ [G+ 1] +2M9(t) @ R" @ We"(t) + M @ R
® (weh(t))”. (3.85)
Sea D(t) = 2M3O ()@ R* @ We" (1) +eM @ RM @ (Wel(1))?, (3.86)

entonces (3.85) toma la forma de la ecuacién diferencial:

%M @01 = MOt @ [G+11] + D(1),
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que al multiplicar ambos lados de la ecuacién por el factor de integracion
— (G111t
6 )

%M(z,o) ) ® o [GHIIE _ r(2,0) (t) ® [é + m & e [GHI D) ® e—[@—«—ﬁ}t’
donde dicha expresion es equivalente a la siguiente derivada:
%[M(z,o) () ® e—[é+ﬁ]-t] — D) @ e—[é+ﬁ]-t’
al integrar ambos lados en el intervalo [0, ¢],
t g L t o
/0 = [M(z,o)(z) ® e—[GHﬂ-z} ds — /O D(2) @ e~ 6+ g

que al aplicar el Teorema fundamental de cédlculo se simplifica a
M (20 t) ® oG _ /t D(z) ® oG+ dz,
0
por lo tanto,
M@0 (1) = /t D(z) ® elt==) G+ g (3.87)
0
al sustituir (3.86) en (3.87),

M@0 (f) = /t [QM(l,O)(Z) ®R'®@ Ue'(z) + M @ R' @ (\I’eh(z)ﬂ

® p(t=2) [GTT] dz,

sustituyendo la expresién de M 10 (z),

t z A~
MEO(f) / [2 [/ M @ B g Weh(y) @ o0 gy) 0 RY 0 Wl (2)
0 0

+ eA-z ® Rh ® (\Ifeh(z))2] ® e(tfz)-[évurl:[] dz
t z PO

= 2/ / [eA'y ® R" @ Wel(y) @ ¥ G+ dy} ® R" ® We(2)
0 Jo

R t N
® =21+ g 4 / M@ R'® (\Ifeh(z))2 ® et=2r G+ g,
0
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haciendo un cambio en el dominio de integraciéon en la integral del primer
término,

t t .
_ 2/ [eA.y ® Rh ® \I/eh(y) ®/ 6(z—y)-[G’—i—H} ® Rh ® \I/eh(z)
0 Yy

S t -
® elt=2)1G+I dz] dy + / MR ® (\I/eh(z))2 ® et G+ g
0

(3.88)

Ahora bien, en el desarrollo de la demostracién del Teorema anterior encon-
tramos que para linea de negocio w € {h, k} se cumple la siguiente igualdad:

t . N
Int“’(y,t) _ / €(Z7y)-[G+H] QRY® \I,ew(z) ® e(tfz)-[GJrH] dz. (389)
Yy
Por lo tanto al sustituir (3.89) en (3.88) encontramos que:

t
M®EO () =2 / M @ R" @ We(y) @ Int"(y, ) dy
0

t -,
+ / M @ R ® (Ve(2)) @ e dz 0 (3.90)
0

que al hacer z = y en la segunda integral damos por concluida la demostra-
cién para la expresién (3.78).

La demostracion de la expresién (3.79) que pertenece al segundo momen-
to de los montos de reclamacién para la linea de negocio k, es andlogo al
procedimiento que acabamos de hacer para la linea de negocio h.

m
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Capitulo 4

Aplicacién del modelo de
Riesgo Modulado de Markov
con tasas de interés estocasticas

En este capitulo se concluye con la implementacion del modelo de Riesgo
modulado de Markov con tasas de interés estocasticas, dandole una aplicacion
al caso de una compania aseguradora de autos, para ello nos basamos en el
modelo clasico de Cramer Lundberg modulado de Markov. Vamos a suponer
que la aseguradora cuenta de antemano con una cartera de asegurados los
cuales le pagaran a la compania un monto por concepto de primas con el
fin de ser protegidos en caso de que les ocurra un siniestro y en contraparte,
la compania aseguradora tendra la obligacién de cubrir los gastos de dichos
siniestros en el momento en que éstos se presenten. La finalidad de esta
implementacion es saber cudl es el capital de la compania aseguradora en un
tiempo presente, al descontar todos los montos por reclamos por parte de los
asegurados asi como los montos por concepto de primas.

Suponga ademas que la compania aseguradora maneja distintas lineas de
negocio a las cuales veremos como los tipos de cobertura que tendran los
asegurados. En nuestro caso habran dos tipos de coberturas: cobertura por
accidente y cobertura por robo.

En la primera seccién se hace una descripcion de la implementacion, in-
troduciendo los datos que emplearemos al momento de las simulaciones. Se
trabajard con un proceso de saltos de Markov que serd el proceso subyacente
que modela las condiciones econémicas del mercado y de acuerdo a la situa-
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cién econdémica en que éste se encuentre sera el comportamiento del proceso
de Cramer Lundberg y también el proceso de tasas de interés que son con las
que se traeran a tiempo presente los montos por concepto de reclamos y de
primas generados en el proceso de Cramer Lundberg. Y entonces, dependien-
do de la situacién econémica que haya en el mercado en un cierto tiempo, se
tendra una tasa de frecuencia de los reclamos, ademas, el proceso subyacente
también influird en los tipos de reclamos que predomina al momento en que
ocurra un siniestro (accidente o robo) y el tamano de los mismos.

En el ultimo apartado se analizan los resultados obtenidos en las simula-
ciones, observando cuantas veces se arruina la compania aseguradora dado
que inici6é con cierto capital y se hara un desglose de los montos de reclamos
descontados para saber qué proporcion hay de reclamos por accidentes y la
proporcién de reclamos por robos.

4.1. Implementacién del modelo

Imagine que el dueno de una compania aseguradora con el fin de prevenir
una ruina desea saber si dado que inicia con cierto capital, éste mas los
montos recibidos por primas por parte de los asegurados seran suficientes
para hacerle frente a los montos de reclamos que ocurran en un cierto periodo
de tiempo. El dueno estd interesado no solo en saber cuéles serian los montos
de reclamos y los montos por primas percibidas en este intervalo de tiempo,
sino que ademas quisiera saber a cuanto equivalen esos montos el dia de hoy
de tal manera que pueda calcular el capital total con que contaria a tiempo
presente y que con ello pudiera estar seguro de que puede hacerle frente a
sus obligaciones o bien, tomar las medidas necesarias para prevenir la ruina.

El dueno no sélo desea saber cudl es el monto total por concepto de recla-
mos, sino que también desea saber cudnto capital corresponde a reclamos por
accidentes y cuanto capital corresponde a reclamos por robos. Sin embargo,
determinar la frecuencia con la que ocurren los reclamos, asi como el tipo de
reclamo (accidente o robo) dependen de la situacién econémica en que se ha-
lle el mercado (buena, regular, mala), donde se esperaria que si se encuentra
en una situacion buena, entonces no habrian tantos reclamos, mientras que
si la situacion econémica en el mercado fuera mala entonces habrian muchos
reclamos, por tal razén es necesario agregar un proceso de saltos de Markov
que sera un proceso subyacente el cual modelara los cambios entre las con-
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diciones econémicas del mercado, de tal modo que tanto el tipo de reclamo,
como la frecuencia en que se da cada uno de ellos dependera en gran me-
dida del estado en que se encuentre este proceso subyacente, pero haciendo
énfasis en que esta dependencia no ocurre en su totalidad, pues si asi fue-
ra, caeriamos en un modelo determinista, por tanto lo que hace el proceso
subyacente es marcar una tendencia en el tipo de reclamo que ocurrira de
acuerdo al estado que tome, asi como la frecuencia de los mismos.

Recordemos que en el Capitulo 3 se introdujo el modelo de Cramer Lundberg
modulado de Markov con tasas de interés estocasticas, que es el proceso a
tiempo continuo C* = {C},t > 0}, donde C; se defini6 en la ecuacién (3.5)
como:

N N
=u+ E cpe 0 I E Xhem0mIn, (4.1)
n=1 n=1

donde u > 0 es el capital inicial de la compaiia aseguradora, c.J,e % "/n es
la entrada por primas hasta el tiempo del n-ésimo reclamo J, descontada
a valor presente con las mismas tasas de interés con que se descuenta el
n-ésimo monto por reclamo, observe que habran tantos montos por primas
descontadas como nimero de reclamos ocurran en el intervalo [0, ¢], con ¢ > 0

h
constante. Por ultimo ij;l Xle=9mIn es el proceso de reclamos agregados
descontados hasta el tiempo t.

Sea Y = {Y;,t > 0} un proceso de saltos de Markov con espacio de estados
S = {Buena, Regular, Mala}, donde la variable Y; representa la condicién
econémica del mercado al tiempo t. Este serd el proceso subyacente mediante
el cual obtendremos las trayectorias que siguen las condiciones econémicas
en el mercado a través del tiempo. Sea G el generador infinitesimal que ca-
racteriza al proceso Y, que para fines de la implementacién los valores que lo
componen han sido propuestos de acuerdo a ciertas hipétesis. Primeramente
vamos a suponer que nos encontramos en un tipo de mercado econémico esta-
ble el cual la mayor parte del tiempo se encuentra en una situacion econéomica
buena y por tanto no hay tanta frecuencia en los reclamos para este estado.
La unidad de tiempo con la que trabajaremos sera en horas. Vamos a propo-
ner que en una situacién econémica buena se tiene una tasa de 1/50 que nos
dice que en promedio ocurrird un reclamo cada 50 horas; por otro lado, si
la situacién econémica en el mercado pasa a una situacion regular, entonces
la frecuencia de reclamos tendrd que ser un poco mayor, por tal razén se
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propone una tasa de 1/25, que nos dice que en promedio ocurrird un acci-
dente cada 25 horas y por tltimo, si ocurriera que el estado de la economia
en el mercado estuviera en una situacién mala entonces la frecuencia en la
ocurrencia de los reclamos seria atin mas marcada, asi pues, proponemos una
tasa de 1/10 con lo cual en promedio estaria ocurriendo un reclamo cada 10
horas.

Por otro lado, vamos a suponer que una vez que la situacién econémica en
el mercado es buena, habra mayor probabilidad de que el proceso pase a una
situacion econémica mala en comparacion con la probabilidad de pasar a una
situacién econémica regular, asi se proponen las tasas 1/200 y 3/200 para
pasar de una situacién buena a una situacion regular o mala, respectivamente.
Si el proceso de las condiciones econémicas se encuentra en una situacion
econémica regular, supondremos que habra la misma probabilidad de pasar
a una situaciéon econdémica buena o mala, para ello se proponen las tasas
2/200 y 2/200, respectivamente, y por ultimo, si el proceso de las condiciones
econdémicas ya se encontrara en una situacién econémica mala, entonces se
propone que haya una mayor probabilidad de regresar a un estado econémico
bueno que a un estado regular, asi las tasas que se sugieren son 3/40 y
1/40, para pasar de un estado malo a uno bueno o regular, respectivamente.
Entonces el generador infinitesimal G que caracteriza a nuestro proceso Y
queda definido como:

Buena Regular Mala

Buena [ —1/50  1/200  3/200
G = Regular| 2/100 —1/25 2/100 |,
Mala 3/40  1/40  —1/10

A partir del cual se obtiene la siguiente matriz de probabilidades de saltos @,
en la cual como puede observar se ven reflejadas las probabilidades de salto
entre estados que hemos propuesto:

Buena Regular Mala

Buena 0 1/4 3/4
Q = Regular 1/2 0 1/2 |,
Mala 3/4 1/4 0

Ademds, haciendo uso de la Proposicién (2.2.6), donde 7G = 0, la distribu-
cién estacionaria del proceso subyacente Y es:
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= (my, T, T3) = (0.6896552 0.1724138 0.1379310) ,

Que como se puede corraborar, redondeando las cifras nos indica que el pro-
ceso permanecerd aproximadamente un 69 % del tiempo en una situacién
econdémica buena, el 17% en una situacién econémica regular y apenas un
14 % del tiempo en situacién econémica mala.

Supongamos ademéas que el dueno de la compania aseguradora desea saber
si el capital con el que cuenta el dia de hoy es suficiente para hacerle frente
a los montos por reclamos de los asegurados durante en un intervalo de 200
horas. En el apéndice podré encontrar el cédigo en R para generar las trayec-
torias de un proceso de saltos de Markov que cumplan con las caracteristicas
mencionadas en la Seccién 2.2, con lo cual podra observar el comportamiento
las condiciones econémicas en el mercado a través del tiempo.

Una vez que se sabe como es el comportamiento del proceso que modela
las condiciones econdémicas en el mercado, el siguiente paso es generar las
trayectorias del modelo de riesgo modulado de Markov que en nuestro caso es
el proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov, donde las trayectorias
de este proceso mostraran los tiempos en que ocurre un reclamo, ademas se
podra apreciar el tamano del reclamo ocurrido en cada momento asi como
el incremento en el capital debido a los ingresos por primas que tiene la
compania aseguradora por parte de su cartera de asegurados.

Supongamos que la compania aseguradora el dia de hoy cuenta con $20, 000
pesos. Ademds estard recibiendo un monto por primas que serd constante
en el tiempo y éste serd de $800 pesos por unidad de tiempo. Ahora bien,
dado que ya sabemos como son las trayectorias del proceso de saltos de
Markov subyacente que modela las condiciones econémicas del mercado y
éste tiene tres estados (situacién econémica buena, regular y mala), las tasas
de ocurrencia de los reclamos dependeran del estado en que se encuentre el
proceso subyacente, por lo cual tendremos tres tasas de ocurrencia distintas
para los reclamos, ademads, al suponer que la compania de seguros maneja
dos tipos de cobertura (accidente y robo) entonces también deberd de haber
una tasa de ocurrencia para accidentes y otra tasa de ocurrencia para robos
por cada estado del proceso subyacente, vamos a suponer las siguientes tasas
para la ocurrencia de los reclamos:

tasas ocurrencia reclamos accidentes = (1/9,1/7,1/5)

tasas ocurrencia reclamos robos = (1/12,1/9,1/3),
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Por lo tanto asumimos que los reclamos ocurren con mayor frecuencia en la
cobertura que corresponde a los accidente, pero ésto sélo para el caso cuando
la condicion econdémica en el mercado es buena o regular, mientras que para
el caso con una condicion mala los reclamos por robo ocurren con mayor
frecuencia que los reclamos por accidente. Ademas, si fijamos alguna de las
coberturas, la frecuencia es mas alta para el estado 3 del proceso subyacente
que corresponde a una mala condicién en el mercado.

Asumiremos que los tamanos de los reclamos se distribuyen exponencialmente
con parametros 1/2000 y 1/5000 para accidentes y robos, respectivamente,
sin importar el estado en que se halle el proceso subyacente, por lo cual:

tasas monto reclamo accidente = (1,/2000, 1/2000, 1/2000)
tasas monto reclamo robo = (1/5000, 1/5000, 1/5000),

donde se puede apreciar que el valor esperado para los montos de reclamos
por accidente es més pequeno que por robo, ya que en este iltimo caso, si
suponemos que la aseguradora maneja ciertas condiciones de pdliza, puede
ocurrir que tenga que pagarle al asegurado un monto equivalente al valor de
la factura de su auto, que supondremos que es una cantidad mayor que si el
asegurado so6lo presenta un accidente.

Ahora bien, de acuerdo a la férmula (3.7) la distribucion estacionaria para el
modelo de riesgo de Cramer Lundberg modulado de Markov correspondiente
a cada una de las coberturas (accidente y robo), son las siguientes :

accidentes __ ( accidentes accidentes accidentes)
- buena ) nregular » 'lmala )

0.8112179996, 0.1303743214, 0.0540767904),

robos __ robos robos robos
n - (nbuenm nregular? nmala)

0.7537688706, 0.1256281451, 0.1206029843).

Ahora bien, de acuerdo a los datos que se han proporcionado veamos si real-
mente hacen que se cumpla la condiciéon de ganancia neta para este modelo
de riesgo modulado de Markov dada por la féormula (3.6). La condicién de
ganancia neta correspondiente a cada una de las coberturas que ofrece la
compania es la siguiente:

accidentes

(Jaccidentes _ Z nqccidentes <:;CCidentas _ Mgccidentes) = 4795.834736 > 0,

1
€S ¢
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robos
oo = 3 nrobos( - M;Obos> = 3430.150965 > 0,
i€S

que como podemos observar en ambos casos la condicién de ganancia neta
resulta ser positiva, lo cual nos indica que el monto cobrado por primas
resulta ser eficiente para hacerle frente al monto esperado por reclamos y con
ello asegurar que la compania aseguradora no entre en ruina.

Con los datos proporcionados hasta ahora, posibles trayectorias de este pro-
ceso se muestran en las Figuras 4.1 y 4.2

S
% Proceso de Cramer Lundberg Modulado de Markov
T i
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Figura 4.1: Trayectoria proceso Cramer Lundberg modulado de Markov

La Figura 4.1 nos muestra una posible trayectoria del proceso subyacente
que modela las condiciones econémicas en el mercado y una trayectoria de
su respectivo proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov y como
se puede apreciar, cuando el proceso subyacente permanece en el estado 1
que corresponde a una condicién econémica buena, el modelo de riesgo no
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presenta tantos reclamos por parte de los asegurados y entonces el tiempo
que transcurre entre un reclamo y el siguiente es mayor en comparacion
al tiempo que transcurre entre los reclamos cuando la situacién econdmica
en el mercado es mala como se puede observar en la gréafica, pues en el
tramo donde la situaciéon econémica es mala hay mayor frecuencia en los
reclamos. Ademas cabe hacer mencién que cuando el proceso subyacente se
encuentra en una situaciéon buena, hay una mayor tendencia en el nimero de
reclamos provenientes por accidente en comparacién a los reclamos por robo,
mientras que cuando el proceso subyacente se encuentra en una situacion
mala ocurre lo contrario, es decir, hay mayor nimero de reclamos por robo
que por accidente y entonces como hemos supuesto que el valor esperado
de los montos de reclamos por robo es mayor que el de accidente, cuando se
estd en una situacion econémica en el mercado mala la compania aseguradora
tiene mayor probabilidades de entrar en ruina, lo cual se puede apreciar en la
grafica, pues al inicio, cuando habia una situacion econémica buena el capital
de la aseguradora crecié, mientras que cuando se entré en una situacién
econémica mala, el capital de la compania comenzé a decrecer debido a que
hubo mayor nimero de reclamos y en su mayoria provenientes por robo. En
este caso la compania aseguradora logré estabilizarse sin llegar a la ruina.

En la Figura 4.2 se presentan otras posibles trayectorias tanto para el proceso
de Cramer Lundberg modulado de Markov como para el proceso subyacente
de las condiciones econémicas en el mercado, pero en este caso al inicio se
tiene una situacién econdémica regular y de acuerdo a las suposiciones que
hemos hecho en los datos, se esperaria tener un equilibrio entre en ntme-
ro de reclamos provenientes por accidentes y por robos lo cual si se puede
apreciar, ademas, la frecuencia de los reclamos no es tan acelerada como en
una situacion mala ni tampoco muy escasa como en la situacion econdmica
buena sino que hay una frecuencia media en comparacién a estas dos. Sin
embargo, en este caso a pesar de que en un inicio el capital de la compania
se encontraba estabilizado, conforme va transcurriendo el tiempo comienza
a decrecer, de tal forma que cuando se entra en situacién econémica mala la
frecuencia de los reclamos incrementa, dominando los reclamos por robo y
cOmo consecuencia parece ser ocurre una ruina.

Hasta ahora ya hemos visto como se comportan algunas de las trayectorias
del modelo de riesgo modulado de Markov dependiendo de cémo se mueve
el proceso de saltos de Markov subyacente que en nuestro caso modela la
situacion economica en el mercado, sin embargo, ain no logramos nuestro
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Proceso de Cramer Lundberg Modulado de Markov
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Figura 4.2: Trayectoria proceso Cramer Lundberg modulado de Markov

objetivo por completo que es traer a valor presente todos los montos por
primas y por reclamos y con base en éstos decir si dado que la compania
comienza con cierto capital, éste mas las primas recibidas en el transcurso de
tiempo es suficiente para cubrir los montos por reclamos que hayan ocurrido.

Sea § = {d;,t > 0} un proceso de saltos de Markov, donde d; es la tasa de in-
terés instantanea al tiempo ¢ cuyo espacio de estados es I = {0.001,0.03,0.07}.
Vamos a suponer que la tasa més favorable es 0.001, una tasa de interés
regular serd de 0.03, mientras que la tasa 0.07 la veremos como la mas des-
favorable. Tenga en consideracién que un modelo mas apegado a la reali-
dad seria aquel que tuviera un espacio de estados continuo, pero para efec-
tos de nuestro trabajo solo nos limitaremos a tres posibles estados. Es-
tas tasas de interés también las podemos ver como tasas libres de riesgo.
La dinamica del proceso ¢ se describe mediante un generador infinitesimal
I1(i) = {map(i) }aper, i € S = {Buena, Regular, Mala}, es decir, vamos a te-
ner tantos generadores infinitesimales diferentes como estados tenga el proce-
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so subyacente y dado que éste ltimo tiene tres estados, entonces tendremos
tres procesos de saltos de Markov diferentes que describiran el comportamien-
to de las tasas de interés, los vamos a denotar como dpyena; Oreguiars OMalas ¥
entonces cada proceso se comportara dependiendo de la situaciéon econémica
en el mercado. Proponemos los siguientes generadores infinitesimales, cuyos
valores se han elegido siguiendo un razonamiento similar al que se efectué pa-
ra el generador infinitesimal G:

0.001  0.03 0.07
0.001 /—1/15 1/15 0
[I(Buena) = 0.03 1/40 —1/40 0 :
007 \ 1/25 0  —1/25

0.001  0.03 0.07
0.001 /—1/20 1/20 0
II(Regular) = 0.03 1/30 —-1/15 1/30 |,
007 \ 0  1/10 —1/10

0.001 0.03 0.07
0.001 [/ —1/25 0 1/25
II(Mala) = 0.03 0 —-1/30 1/30
0.07 0 1/20  —1/20
A partir de los cuales se obtienen las matrices de probabilidades de saltos
Q;,j = {Buena, Regular, Mala}:

0.001 0.03 0.07

0.001 0 1 0
QBuemz = 0.03 1 0 0 )
0.07 1 0 0

0.001 0.03 0.07
0.001 0 1 0

QReguiar = 0.03 1/2 0 1/2 ],
0.07 0 1 0

0.001 0.03 0.07

0.001 0 0 1
Qnmale = 0.03 0 0 1
0.07 0 1 0
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Con la informacién proporcionada hasta ahora, veamos cémo se comportan
las tasas de interés instantaneas a través del tiempo. En el apéndice podra en-
contrar el cédigo en R para generar estas trayectorias.

La Figura 4.3 muestra una trayectoria para cada proceso 9;,

i € {Buena, Regular, Mala}, donde al observar la trayectoria del proceso
0 Buena, donde el proceso depende de que la condicion econémica en el mercado
sea buena, podemos observar que hay mayor prevalencia en las tasas de
interés que hemos considerado como las més favorables, que son: 0.001 y
0.03; si nos vamos a la trayectoria del proceso dgeguiar, 1as tasas se estaran
moviendo entre los tres posibles valores que puede tomar, esto se adjudica a
que normalmente cuando la situacion econémica en el mercado se encuentra
un poco estable, tiene igual probabilidad de irse a una situacion econémica
mala o bien, de estabilizarse por completo, por esta razon la trayectoria de
este proceso se mueve entre los 3 estados. Por tltimo, si nos posicionamos en
la trayectoria del proceso 0414, Veremos que la tasa permanece casi siempre
en la peor tasa, 0.07 y en la tasa regular 0.03.

Por tltimo, ya que sabemos cémo son las trayectorias tanto del proceso sub-
yacente, del proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov y de los
procesos de tasas de interés d;,7 € {Buena, Regular, Mala}, estamos listos
para descontar cada uno de los montos por reclamos y por primas ocurridos
en un intervalo de tiempo dado.

Hemos dicho que J,,n = 1,2,... son los tiempos en que ocurre el n-ési-
mo reclamo al cual denotamos como X, , donde al mismo tiempo la ase-
guradora recibe un capital por primas igual a c¢J,. Dado que ya sabemos
el tiempo en que ocurre cada reclamo, nos iremos al proceso de saltos de
Markov subyacente y veremos a ese tiempo en cudl de los estados i € 5,
S = {Buena, Regular, Mala} se encuentra el proceso, y dependiendo de ello
nos iremos al proceso de saltos de Markov de tasas de interés J; correspon-
diente a ese estado, es decir si por ejemplo al tiempo J; el proceso subyacente
se encontrara en una situacion econémica mala, nos irfamos al proceso de ta-
sas de interés dpsq, que corresponde a la trayectoria que siguen las tasas de
interés en situacién econémica mala, y una vez que nos hallamos en este pro-
ceso de tasas, nos posicionaremos en el tiempo J; que fue en el que ocurrié el
reclamo y veremos cual fue la trayectoria que siguié el proceso desde el tiem-
po cero hasta ese momento. Vamos a extraer la informacion de los tiempos
totales en que el proceso permanecié en cada uno de sus estados, es decir,
en cada una de las tasas, asi, si denotamos como tg o1, %003 V to.07 & estos
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Figura 4.3: Trayectorias Proceso de tasas de interés instantaneas

tiempos totales, con J; = tg.001 + to.03 + to.07, entonces el primer reclamo se
descontaria como sigue:

monto reclamo descontado = X j, % e~ 0010001 4 o=0.0300.05 y o=0.07xt0.07
y con estas mismas tasas vamos a descontar el monto por primas acumuladas
al tiempo J; que fue cuando ocurrié el primer reclamo, del tal forma que:

monto prima descontada = c.J; * e 00010001y o=0.03+t0.05 . o =0.07xt0.07,

Se procede de la misma manera para cada uno de los reclamos ocurridos
en el intervalo de 200 horas que es en el que esta interesado el dueno de la
compania aseguradora.

En el apéndice se encuentra el cédigo en R para el proceso de descuento de
Cramer Lundberg modulado de Markov, asi mismo encontrara el cédigo cuya
funcién es calcular el capital total con que contaria la compania aseguradora
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a tiempo presente al sumar el capital inicial més todos los montos recibidos
por primas descontadas menos todos los montos por reclamos descontados.
Si este capital resulta positivo significa que el capital con el que se iniciaron
operaciones mas los montos recibidos por primas son suficientes para cubrir
los montos por reclamos, pero si este capital resulta negativo, entonces pasa
todo lo contrario, pues el capital inicial y las primas recibidas no son suficien-
tes para que la aseguradora haga frente a sus obligaciones, lo cual la llevaria
a ruina. Aplicando estos dos cédigos en las trayectorias de los procesos de
Cramer Lundberg modulado de Markov de las Figuras 4.1 y 4.2, encontra-
mos que el capital total a tiempo presente con que contaria la aseguradora,
la cual comienza operaciones con $20, 000 pesos es:

H H Primas H Reclamos descontados H Capital total H
H H descontadas H accidentes H robos H total H H
[ 1] $13,189.982 || $8,224.039 || $4,345.719 || $12,569.758 || $20,620.224 |
[ 2] $18,249.001 [] $7,280.851 [| $24,628.398 [| $31,909.249 | $6,339.752 |

Observe que de acuerdo a las graficas correspondientes a cada proceso, la
trayectoria de la Figura 4.1 muestra que aparentemente después de 200 horas
no hay ruina, sin embargo cuando traemos a valor presente todos los montos
de primas y también los de reclamos, al agregarle a éstos el capital con que
habia iniciado la compania aseguradora, resulta que al dia de hoy contaria
con un capital total de $20,620,224, y por tanto el capital inicial més las
primas que se le cobran a los asegurados le permitiran a la aseguradora tener
una estabilidad econémica después de 200 horas.

Por otro lado, si nos fijamos en la trayectoria de la Figura 4.2, ésta nos indica
que a la hora 45 la empresa entra en ruina pues el capital se hace negativo,
sin embargo atn seria muy pronto para concluir con certeza que la compania
ha entrado en ruina pues faltaria descontar esos montos y una vez que todos
ellos se encuentran en un mismo tiempo, ahora si se procede a calcular el
capital de la compania. Resulta que una vez descontados todos los montos
por primas y por reclamos, al agregar el capital con el que habia iniciado la
aseguradora al dia de hoy contaria con $6,339,752 pesos que si bien es un
capital pequeno la compania no entra en ruina, como se habia especulado
con la grafica del proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov.
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En la siguiente seccién se hace un andlisis del proceso de riesgo modulado
de Markov con tasas de interés estocésticas, variando el monto del capital
inicial asi como el monto que se cobra por primas para un nimero diferente
de simulaciones.

4.2. Analisis de resultados

En esta tultima seccion haremos el analisis con distintas simulaciones del
modelo de Cramer Lundberg modulado de Markov con tasas de interés es-
tocéasticas. Emplearemos los mismos datos que se han usado en la seccion
anterior, sin embargo, iremos variando el monto del capital con que inicia
la compania aseguradora asi como el monto por primas que se cobrard por
unidad de tiempo y con la informacién arrojada en las simulaciones calcula-
remos el monto promedio proveniente de los reclamos por accidentes y por
robos asi como el monto promedio recibido por concepto de primas que se
han traido a valor presente y se hard una comparacion en el niimero de oca-
siones en que la empresa se arruina estando en tiempo presente y el niimero
de ocasiones en que de acuerdo al proceso de Cramer Lundberg modulado
de Markov habia ocurrido la ruina.

La Figura 4.4 nos muestra una de las trayectorias del proceso de saltos de
Markov subyacente que modela la condicién econémica en el mercado a través
del tiempo que emplearemos como base para las simulaciones.

El cuadro 4.1 nos muestra los resultados de las simulaciones, donde se impri-
men los montos promedio por primas descontadas, los montos promedio de
reclamos por accidente y por robo descontados y el capital total promedio
con el que contaria la aseguradora trayendo todo a tiempo presente, las dos
ultimas columnas nos dan el niimero de veces que se presento ruina del total
de simulaciones hechas; la diferencia entre estas dos tltimas columnas radica
en que la penultima columna nos indica las ruinas que se habria pensado
que ocurrieron si sélo nos guiaramos en el proceso de Cramer Lundberg mo-
dulado de Markov, mientras que la ultima columna nos indica el niimero de
ruinas que hubo con el modelo de Cramer Lundberg modulado de Markov
con tasas de interés estocasticas y las dos ultimas columnas nos muestran la
probabilidad de ruina en ambos casos. De estas dos variables la que més nos
interesa es la ultima pues es la que nos estaria indicando en forma maés real
si el capital con que la aseguradora inicia operaciones mas el monto cobrado
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por primas son suficientes para hacerle frente a sus obligaciones durante un
periodo de tiempo determinado, lo que nos gustaria es que esta probabilidad
se acercara mucho a cero.

Condicién econdmica al tiempo t

Mala
I

Condicién econdmica
R

2
=gy ——— :
= | | | 1 |
0 50 100 150 200
Tiempo (horas)
Figura 4.4: Condiciéon econémica en el mercado
H Proceso de Cramer L. modulado de Markov con tasas de interés estocasticas H
H Sim. H Montos descontados H Ruinas H Prob. Ruina H
H H Primas H Accidentes H Robos H Cap. total H Cramer H Presente H Cramer H Presente H
[ 100 [ $23,200.423 || $8,430.248 [ $16,395.492 [[ $18,374682 [ 63 [ 3 [ 063 [ 003 |
[ 500 [ $23,517.790 ] $8,341.899 || $18,039.988 [ $17,135.903 ] 288 [ 7 [ 058 [ 0.01 ]
[ 1000 [ $28,445.82 [ $9,651.95 [ $19,325.87 [] $19,468.00 [ 581 [ 60 [ 058 [ 0.06 ]
[ 1500 [ $21,499.039 [ $7,500.985 [ $17,056.179 [ $16,941.874 [ 889 [ 40 [ 059 [ 0.03 |
[ 2000 [ $25,445.516 [ $8,773.413 [ $16,736.119 [[ $19,935.983 | 1,169 [ 117 [ 058 [ 0.06 |
[ 5000 [ $24,694.33 [ $8.482.17 [ $21,464.59 [| $14,747.56 | 2918 [ 350 [ 058 [ 0.07 ]
[ 10000 [| $26,576.22 [ $9,220.98 [ $18,383.96 [| $18,971.28 | 5867 [ 507 [ 059 [ 0.05 |

Cuadro 4.1: Simulaciones con capital inicial $20, 000
y primas de $800 pesos.

Como se puede observar en el Cuadro 4.1, el monto promedio de los reclamos
descontados provenientes por Accidentes varia entre los $7,500 y los $9, 500
pesos, mientras que el monto promedio de los reclamos descontados prove-
nientes por robos oscila entre los $16,000 y los $21,000 pesos, entonces en
forma general los montos descontados promedio por robos resultan ser ma-
yores que los montos descontados promedio por accidente, lo cual se ajusta
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a lo que habiamos supuesto en un inicio. Otra cuestién que hay que observar
es que el Capital a tiempo presente promedio con que contaria la empresa
toma valores que van de los $14,000 a los $19, 500, lo cual nos indica que la
aseguradora en promedio tendra un capital positivo que no le permitira irse
a ruina, sin embargo lo que ésto nos dice es que en un lapso de 200 horas
la compania realmente no estara teniendo rendimientos ya que si bien no se
arruina, su capital estaria por debajo del monto con el que inicié operaciones.

Ahora bien, vamos analizar las tiltimas columnas del Cuadro 4.1. Como pode-
mos observar, en todas las simulaciones el nimero de veces que la compania
se arruina en el proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov simpre
es mayor en comparacion al nimero de veces en que el proceso se arruina
una vez que se le agregan las tasas de interés estocasticas para traer todos
los montos a valor presente. Entonces algo muy importante que se concluye
es que si la compania aseguradora so6lo se guiara en los resultados arrojados
en el proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov, en promedio éste
nos dirfa que se estaria arruinando con una probabilidad muy préxima al
60 % del total de las simulaciones, lo cual indica que el capital con el que
inicia operaciones mas los montos cobrados por primas son insuficientes para
hacerle frente a todos los reclamos por parte de los asegurados y entonces la
compania comenzaria a tomar malas decisiones para modificar el monto co-
brado por primas. Sin embargo estaria errando pues este resultado no es del
todo veraz ya que realmente no se pueden equiparar los montos en el tiempo,
pues éstos no valen igual a los distintos puntos del tiempo, en cambio cuando
todos los montos son descontados y se calcula el Capital total de la compania,
se observa que el nimero de ruinas se reduce significativamente pues esta vez
solo se tiene una probabilidad de ruina del 4 % aproximadamente que atn
cuando es pequena, a la aseguradora le gustaria que esta probabilidad fuera
casi cero pues de esta forma se tendria la certeza de que no se arruinara.

Veamos qué ocurre cuando se trabaja con una tasa de interés fija para des-
contar todos los montos por primas y por reclamos.

El Cuadro 4.2 muestra mismo niimero de simulaciones que el Cuadro 4.1, pero
en esta ocasion utilizando la misma tasa de interés constante § = 0.0337 sin
importar en cual de los estados se encuentra el proceso de las condiciones
economicas en el mercado. Dicha tasa se obtuvo calculando la media de los
valores de los elementos del espacio de estados I, I = {0.001,0.03,0.07} que
es el correspondiente al proceso de tasas de interés. Un primer cambio es que
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H Proceso de Cramer L. modulado de Markov con tasa de interés constante

H Sim. H Montos descontados H Ruinas H Prob. Ruina H
H H Primas H Accidentes H Robos H Cap. total H Cramer H Presente H Cramer H Presente H
[ 100 [ $17,986.957 [ $6,722.522 || $14,207.763 | $17,056.672 ] 62 [ 2 [ 062 [ 0.02 ]
[ 500 [ $17,443.084 ] $6,086.658 || $14,620.330 [ $16,736.096 | 295 [ 12 [ 059 [ 0.02 ]
[ 1000 [ $17,611.496 ]| $6,297.203 ]| $14,559.880 [| $16,754.413 | 604 [ 18 [ 0.60 [ 0.02 |
[ 1500 [ $17,615.067 [ $6,146.672 [ $14,314.181 [[ $17,154214 [ 855 [ 31 [ 057 [ 0.02 |
[ 2000 [ $17,752.840 || $6,312.903 [ $14,083.643 [ $17,356.294 | 1,147 [ 36 [ 057 [ 002 |
[ 5000 [ $17,639.866 || $6,248.788 ]| $14,394.166 [ $16,996.912 | 2,924 [ 93 [ 058 [ 0.02 |
[ 10000 [| $17,649.460 [ $6,264.999 [ $14,268.844 [[ $17,115.617 [ 5888 [ 187 [ 059 [ 0.02 |

Cuadro 4.2: Simulaciones con capital inicial $20, 000
Primas de $800 pesos, con tasa de interés ¢ constante.

en estas simulaciones los montos descontados promedio por primas, reclamos
y el capital no presentan mucha variacién como en los montos del Cuadro 4.1
que variaban méas debido al cambio de las tasas de interés. Ademas el niimero
promedio de ruinas que ocurren en el proceso de Cramer Lundberg modulado
de Markov realmente no varian en comparacion a Cuadro 4.1 pues éstos no
son afectados por las tasas de descuento, sin embargo, donde si se muestra
diferencia es en las probabilidades de ruina una vez descontados todos los
montos, pues en estas simulaciones la probabilidad de ruina dismunuye al
2% del total de las simulaciones. Cabe hacer mencién que a pesar de que
esta probabilidad es muy baja, no es factible tomar decisiones con base en
ella pues en la vida real las tasas de interés no son fijas sino que varian en
el tiempo, por lo tanto al usar una tnica tasa de interés para descontar los
montos lo inico que provocaria es un sesgo en el niimero de veces en que la
compania aseguradora realmente se arruina.

Hagamos ahora un analisis variando el capital con el que la compania ase-
guradora inicia operaciones de tal forma que nos permita observar qué tanto
cambian las probabilidades de ruina en el intervalo de 200 unidades.

En el Cuadro 4.3 podemos ver que las probabilidades de ruina en ambos
casos siguen siendo mayores en los procesos de Cramer Lundberg modulado
de Markov que en el proceso traido a valor presente, sin embargo como uno
esperaria, las probabilidades de ruina decrecen conforme mayor es el monto
con el que comienza a operar la compania aseguradora, pues en este caso se
puede observar que conforme mayor es el monto, menor la probabilidad de
ruina, ésta va convergiendo a cero. Observe que a pesar de que en ambos
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H Proceso de Cramer L. modulado de Markov con tasas de interés estocasticas H

[ C. inicial $15,000 | $35,000 |
[ Sim. [ C.total [PR.Cramer [ PR.Presente [ C.total [ P.R.Cramer [ P.R. Presente |
[ 100 [$13395.535] 065 0.05 [ $26583.08 [ 037 0.06 |
[ 500 [ $12,650.10 [ 0.65 | 0.06 [ $33,959.09 [ 038 0.00 |
[ 1000 [ $12,3362459]  0.68 | 0.09 [ $33,06725 [ 036 | 0.01 |
[ 1500 [ $13,530.599 [ 066 | 0.11 [ $35365.86 | 038 [ 0006 |
[ 2000 [ $13936.168]  0.66 | 0.09 [ $35,703.95 [ 037 [ 0.008 ]
[ 5000 [ $12317.215] 066 | 0.06 [ $3086864 [ 038 [ 0005 ]
[ 10000 [ $14,028816 ] 066 | 0.06 [$31,332.534 [ 036 [ 0.0007 ]

Cuadro 4.3: Simulaciones variando el Capital inicial
Primas de $800 pesos.

casos la probabilidad de ruina es muy pequena, el capital total promedio con
que contaria la empresa a tiempo presente se acerca mucho al capital inicial
pero realmente no se esta teniendo rendimiento, lo cual quiere decir que el
monto que se estd cobrando por primas no es el 6ptimo, ello implica otro
tipo de calculos, sin embargo por ahora no entraremos en detalles.
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Capitulo 5

Conclusiones

Con base en el articulo de Guglielmo D’Amico [1]. se ha hecho una réplica
de las expresiones explicitas para los primeros dos momentos de un mode-
lo de riesgo modulado de Markov con tasas de interés estocasticas cuando
una compania aseguradora trabaja con distintas lineas de negocio, que para
efectos de implementacién vimos a estas lineas de negocio como los tipos de
cobertura que la compania ofrece a sus asegurados. Ademads, haciendo uso
de la teoria de matrices bidimensionales se ha mostrado que es posible llevar
un marco de trabajo complejo a un camino que resulta ser mas natural y
sencillo de manejar.

Por otro lado se ha realizado una implementacion donde se simulan ciertos
procesos del modelo de riesgo de Cramer Lundberg modulado de Markov
con tasas de interés estocasticas con el fin de mostrar la aplicabilidad del
modelo. De estas simulaciones se puede concluir que el modelo de Riesgo
de Cramer Lundberg modulado de Markov con tasas de interés estocasticas
utilizadas para descontar los montos por primas y por reclamos resulta ser
mas eficiente y veraz en comparacion con el modelo de riesgo de Cramer
Lundberg clasico, ya que el modelo de riesgo modulado de Markov con tasas
de interés estocasticas al permitir descontar a valor presente todos los montos
recibidos por primas asi como los montos por reclamos haciendo uso de tasas
de interés instantaneas, nos muestra con una mejor precision cudl seria el
capital total con que contaria la aseguradora si dejara pasar cierto tiempo y
con ello concluir si el capital inicial y los montos por primas que le cobra a
los asegurados le daran cierto rendimiento después de cierto tiempo o bien,
si lo que tendra como resultado es una ruina.

96



Se logré el objetivo inicial que era definir y estudiar un nuevo modelo pero
no solo desde un punto de vista tedrico sino también desde un punto de vista
mas practico, logrando la aplicacién del modelo al campo de las companias
aseguradoras ya que éstas estan expuestas a los riesgos de tasas de interés.

Cabe recalcar que el modelo tiene una restriccion importante y ésta es la
limitacién a sélo 3 estados en el proceso de tasas de interés, lo ideal es que
el modelo se pudiera extender a un espacio de estados no numerable, pues
es la forma como realmente se mueven las tasas de interés aplicandolo a
la vida real. Ademads, otra limitante es que por ahora no se logré llevar a
cabo el calculo en la parte aplicada de los dos primeros momentos en los
reclamos para las dos coberturas que ofrece la aseguradora y ésto debido a
que se requiere de un desarrollo un tanto riguroso y mayor conocimiento en
el calculo de integrales con matrices bidimensionales que por ahora esta fuera
de nuestro alcance.

Por 1ultimo, es bueno mencionar que el presente trabajo deja abiertos varios
temas que le pueden dar continuidad, por ejemplo:

1. La ejecucién de una aplicacién con datos reales.

2. El desarrollo del modelo que permita encontrar expresiones explicitas
para las probabilidades de ruina de un modelo de riesgo modulado de
Markov con tasas de interés estocasticas.

3. El desarrollo de este mismo modelo pero ahora suponiendo que el es-
pacio de estados para el proceso de tasas de interés es continuo.

4. Por ultimo, me han comentado que existe el algoritmo de Viterbi en
cadenas de Markov ocultas, con el cual se podria encontrar la secuencia
de los estados en que estuvieron los procesos de saltos de Markov que
modelan tanto la condiciéon econémica en el mercado, asi como el proce-
so de tasas de interés instantaneas modelando aquella secuencia 6ptima
que mejor explica las observaciones o bien, el algoritmo de Baum-Welch
en cadenas de Markov ocultas para estimar los parametros del modelo
que maximizan los datos de las trayectorias observadas.
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Apéndice A
Matrices de dos dimensiones

Definicién A.0.1. Sea C un campo, una matriz de dimension cero es un
elemento del campo.

Definicién A.0.2. Una matriz de una dimensién Ay, ], es una matriz
cuyos elementos son de dimension cero. fi y c1, denotan respectivamente el
orden de la fila y la columna de la matriz.

Inductivamente, es posible definir una matriz de dos dimensiones.

Definicién A.0.3. Una matriz de dos dimensiones A[f1 Cl], es una matriz
) ) » f2 2
cuyos elementos son matrices de una dimension.

Un elemento de Ay, ¢ 1, es denotado por, Ary, 1, donde iy € {1,2,..., fo}
) [f2 62] [i2 j2]
y )2 € {1,2, ey Cg}.

Los vectores fo = [g] y ¢ = [e], son llamados el orden de la fila y la
columna de la matriz de dos dimensiones A respectivamente.

Dadas dos matrices de dos dimensiones Arf a7 ¥ Bo, 11, donde ay = bo,
LfQ az] {bz Cz]
su producto

Cities1=Ar 1 a7 @ Broy 1,
FR A

es la matriz de dos dimensiones de orden fs, co, cuyo elemento simple es:

Clan) = 2 2 Apa) Braay

i2 j2 di—1dy—1 L2 da da j2
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Apéndice B

Regla de la derivacion de
Leibniz

Corolario B.0.1. Sean I, J intervalos reales no triviales, con I compacto y
J abierto. Sea f : I x J — R una funcion continua en I x J tal que f(x,-)

es derivable en J para todo x € I. Supongamos ademds, que N es continua
en I x J.

Seatoel yg:J— I una funcion derivable. Entonces,
of .
a) ﬁ(’ A) es integrable para todo X € J,

b) fti()\) f(z,A) dz es derivable en J para todo x € I,

y se cumple la regla de la derivacion de Leibniz,

d g(N)

g(N)
o) @) de =) Ng () + / of

A) d YA e J
) a)\(x, ) dz, €
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Apéndice C

Cddigos en R

C.1. Matriz de probabilidades de saltos

HAHHHHHHAAAHAAAAH A AR AR BB B R AR HHAFAAAAA AR BB BB BB HHHAHFAAH
# Genera la matriz de probabilidades de saltos #
# de un proceso de Markov #
HUHHHHHHHAAAHRRAHAA RS A AR BB B R R R HH A A AR R RS AR R BB BB B R R RS

Descripcion:
matrizProbSaltos calcula la matriz de probabilidades de
saltos a partir del generador infinitesimal.

Uso:
matrizProbSaltos (G)

Argumentos:
G: matriz que contiene los valores del generador
infinitesimal del proceso de Markov

matrizProbSaltos <- function(G){
n <- length(G[1,]) #Dimension de G
Q <- matrix(O,n,n) #Matriz probab. de saltos

#Se obtienen los valores de Q
for(i in 1:n){
if(G[i,1i] !'= 0){
Qli,] <- (-G[i,]1)/G[i,1i]
Qli,il <=0
}
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elsed{
Qli,] <- 0
Qli,i] <- 1

3

Matriz<-matrix(Q,n,n)
return (Matriz)

Ejemplo:

G <- matrix(c(-1/50,3/200,1/200,3/100,-1/25,1/100,3/40,1/
40,-1/10) ,3,3,byrow=TRUE)

mps <- matrizProbSaltos (G)

mps

C.2. Proceso de saltos de Markov

HAAHHHH AR AR HHH R B R AR A H AR BB R AR AR A BB R B A AR B R SRR R AR H AR BB HHH
# Genera una trayectoria de un proceso de saltos #
# de Markov #
HARHHHBBAHA R AR R BB RSB R AR B R AR A S B BB AR RS R R BB RS SRR R B RRSH

Descripcion:

proceso_saltos_markov_subyacente arroja una matriz con los
datos de la trayectoria del proceso de Markov. Las
columnas muestran los siguientes datos:

1. Estado: Muestra los estados por los que pasa el proceso

2. Tiempo de salto: Muestra los tiempos en que el proceso
salta de estado

3. Tiempos de estancia: Muestra el tiempo de estancia de cada
uno de los estados que el prcoeso visito.

Uso:
proceso_saltos_markov_subyacente(G,T)

Argumentos:

G: Matriz que contiene los valores del generador
infinitesimal del proceso de Markov

T: Horizonte de tiempo en que se observara el proceso
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proceso_saltos_markov_subyacente<- function(G,T){
n <- length(GI[1,])
tiempo <- numeric() #tiempos de salto
Sn<-numeric() #Tiempos de estancia en el estado j
Xt<-numeric() # Estado el proceso de MArkov continuo
Y<-numeric () #Estado del proceso de Markov discreto
dis_estacionaria<-distribucion_estacionaria(G)
Q<-matrizProbSaltos (G)
tiempo [1] <- 0
#estado inicial
Y[1] <- sample(seq(l,n), 1, replace=FALSE,dis_estacionaria)
Xt [1] <- Y[1]

j <=1
k <- 0
repeatq{

Snl[j] <- rexp(1,-GLY[j],Y[311)
tiempo[j+1] <- tiempo[jl+Sn[j]
Xt[j1 <- Y[jl
Y[j+1] <- sample(seq(1l,length(QLY[j],]1)), 1,replace=FALSE
,prob=QI[Y[j1,1)
k<-k+1
if (tiempo [j+11>T)
{
tiempo[j+1] <- T
Xt[j]1 <- Y[j]
break
}
j <= j+1

<- matrix(c(Xt[1:k],tiempo[1:k],Sn[1:k]) ,k,3)
<- length(X[,1])

<- rbind(X,c(X[n,1],X[n,2],(T-X[n,2]1)))
_final <- X[-n,]
return (X_final)

<> B oYY

Ejemplo:

T<-200

G<-matrix(c(-1/50,3/200,1/200,3/100,-1/25,1/100,3/40,1/40,-1/
10) ,3,3,byrow=TRUE)

a<-proceso_saltos_markov_subyacente (G,tiempo)
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C.3. Proceso de Cox modulado de Markov

HARBHHARHABAHHAHAABH AR HHAHA AR BHAHHA RS R BB RHABH A B HH A RS
# Proceso de Cox modulado de Markov #
# en el intervalo de tiempo [0,T] #
HAHRBHHAHAABAHHSHA A BB R BB HH A RS R BS B RS HHAHA R BB HH RS R B HH A RS

#Simula las ventas de bebidas frias y calientes en una
cafeteria

proceso_Cox<-function(X,prob_bebida_fria,lambdas,T){
n<-length(X[,1])
tiempo<-numeric() #tiempos de ocurrencia
#estado actual del proceso de saltos de Markov
estado_actual_subyacente<-numeric ()
Sn<-numeric () #Tiempos de interarribo
ventas<-numeric () #Numero de ventas en el tiempo
bebida_fria_o_caliente<-numeric () #v.a Bernoulli
tiempo [1] <- O
ventas [1]<-0
estado_actual_subyacente<-X[1,1]
bebida_fria_o_caliente[1]<-2 #2:aun no hay ventas

k<-1

if (tiempo [k]<0){
ventas [k]<-0
break

3

repeat{
for(i in 1:length(X[,11)){ #Se ejecuta para cada estado
que visito el proceso de saltos de Markov
if (tiempo [k]>=X[i,2] && tiempol[k]<(X[i,2]+X[i,3]1)){
estado_actual_subyacente [k]<-X[i,1]
Sn[k]<-rexp(l,lambdas[estado_actual_subyacente[k]])
}
}

if (tiempo [k]1+Sn[k] > T){
break
}
tiempo [k+1] <- tiempo[k]+Sn[k] #Tiempo en que ocurre la
siguiente venta
for(i in 1:length(X[,1]1)){
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if (tiempo [k+1]>=X[1,2] && tiempo[k+1]1<(X[i,2]+X[i,3])){
estado_actual_subyacente [k+1]<-X[i,h 1]
}
}

ventas [k+1] <-ventas[k]+1 #0currio una venta bebida_fria
_o_calientel[k+1]<-rbinom(1,1,
prob_bebida_frial[estado_actual_subyacente[k+1]])
#1: bebida fria, O:bebida caliente
k<-k+1
}
P<-matrix(c(tiempo[1:k],Sn[1:k],ventas[1:k],bebida_fria_o_
caliente[1:k]) ,k,4)
dim<-length(P[,1])
P<-rbind (P,c(P[dim,1],(T-P[dim,1]) ,P[dim,3],P[dim,4]))
P_final<-P[-dim,]
return (P_final)

}

C.4. Proceso de Cramer Lundberg modulado
de Markov

HARBHHHHBRAR AR R R BB R AR H R R BB R AR S R BB BB A AR B RS R B R AR H AR BB RHH
# Proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov en el #
# intervalo de tiempo [0,T] #
HAABAHHH AR AR H AR BB R AR A HHH B R AR AR AR B BB R A AR AR B R B R AR A BB HRRH

Descripcion:

Genera una trayectoria para el proceso de Cramer Lundberg de
acuerdo a un proceso subyacente de saltos de Markov a
tiempo continuo en un intervalo de tiempo [0,T] con dos
lineas de negocio distintas

Uso:

proceso_Cramer_Lundberg_modulado_Markov(X,capital_inicial,
prima,tasas_ocurrencia_reclamos_accidentes ,tasas_
ocurrencia_reclamos_robos,tasas_monto_reclamo_accidente,
tasas_monto_reclamo_robo,T)

Argumentos:

X: Matriz de (nx3) que guarda la informacion del proceso
subyacente de saltos de Markov de las condiciones
economicas
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prima: Monto constante que se cobrara por unidad de tiempo
tasas_ocurrencia_reclamos_accidentes: vector de (1x3) con las
tasas de reclamos por accidente correspondiente a cada
uno de los estado del proceso subyacente.
tasas_ocurrencia_reclamos_robos: vector de (1x3) con las
tasas de reclamos por robos correspondiente a cada uno de
los estado del proceso subyacente.
tasas_monto_reclamo_accidente: vector de (1x3) que contiene
las tasas de los montos de reclamos por accidente
correspondiente a cada uno de los estados del proceso sub.
tasas_monto_reclamo_robo: vector de (1x3) que contiene las
tasas de los montos de reclamos por accidente
correspondiente a cada uno de los estados del proceso sub.
T: Horizonte de tiempo en que se observara el proceso

proceso_Cramer_Lundberg_modulado_Markov<function(X,capital_
inicial ,prima,tasas_ocurrencia_reclamos_accidentes ,tasas_
ocurrencia_reclamos_robos,tasas_monto_reclamo_accidente,
tasas_monto_reclamo_robo,T){
n<-length(X[,1])
tiempo<-numeric ()
capital<-numeric ()
monto_por_primas<-numeric () #Guarda los montos recibidos
por primas
monto_siniestro<-numeric() #Guarda los montos que se
generan en cada reclamo
capital _mas_primas<-numeric ()
estado_actual_subyacente<-numeric ()
Tn<-numeric () #Tiempo en que ocurrira la
proxima reclamacion
accidente_robo<-numeric() # V.a.Bernoulli (1: accidente;
O:robo)
tiempo [1] <- O
#tasa de ocurrencia de los reclamos
lambdas<-c(tasas_ocurrencia_reclamos_accidentes [1]+tasas_
ocurrencia_reclamos_robos[1],tasas_ocurrencia_reclamos_
accidentes [2]+tasas_ocurrencia_reclamos_robos [2], tasas_
ocurrencia_reclamos_accidentes [3]+tasas_ocurrencia_
reclamos _robos [3])
prob_accidente<-c(tasas_ocurrencia_reclamos_accidentes/
lambdas)
#Esta sera la tasa de la v.a. accidente_robo
#Inicializamos variables:
monto_siniestro[1]<-0
monto_por_primas [1]<-0
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capital _mas_primas [1]<-0

capital [1] <- capital_inicial
estado_actual_subyacente<-X[1,1]

accidente_robo[1]<-2 #aun no ha habido algun siniestro
k<-1

if (capital[k] < 0){
break

}

repeatq{
for(i in 1:length(X[,1])){ #Se ejecuta para cada estado
que visito el proceso de saltos de Markov
if (tiempo [k]>=X[1,2] && tiempo[k]<(X[1i,2]+X[1,3])){
estado_actual_subyacente [k]<-X[1i,1]
Tn[k]<-rexp(1l,lambdas[estado_actual_subyacente[k]])
}
}

if (tiempo[k]+Tn[k] > T){ #Se detiene cuando se sobrepasa
el tiempo de estancia del estado
break
3

tiempo [k+1] <- tiempo[k]+Tn[k] #Tiempo en que ocurre el
siguiente reclamo

for(i in 1:length(X[,1]1)){
if (tiempo [k+1]1>=X[1,2] && tiempo[k+1]1<(X[i,2]+X[i,3]1))1
estado_actual_subyacente [k+1]<-X[i,1] #Se actualiza
el estado en que se encuentra el proceso de saltos
de acuerdo al nuevo valor del tiempo[k+1]
}
}
monto_por_primas [k+1]<- primax*Tn[k]
capital_mas_primas[k+1] <- capitall[k] + monto_por_primasl|[
k+1]
accidente_robo [k+1]<-rbinom(1,1,prob_accidente[estado_
actual_subyacente [k+1]])
#Se genera una v.a Bernoulli que nos indicara
#8i accidente_robo = 1... ocurre un accidente
#Si accidente_robo = 0... Ocurre un robo
if (accidente_robo[k+1]==1){
monto_siniestro[k+1]<-rexp(l,tasas_monto_reclamo_
accidente [estado_actual_subyacente [k+1]])
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#Capital total despues de un reclamo por accidente
capital [k+1] <- capital_mas_primas[k+1] - monto_
siniestro [k+1]
}
if (accidente_robo[k+1]==0){ #ocurrio un robo
monto_siniestro[k+1] <-rexp(l,tasas_monto_reclamo_robo[
estado_actual_subyacente [k+1]])
#Capital total despues de un reclamo por robo
capital [k+1] <- capital_mas_primas[k+1] -monto_
siniestro [k+1]
}
if (capital [k+1] < 0){
break

}

if (tiempo[k+1] >= T){
break

}

k<-k+1

}

P<-matrix(c(tiempo [1:(k+1)] ,monto_por_primas[1:(k+1)],
capital _mas_primas[1:(k+1)] ,monto_siniestro[1:(k+1)],
capital[1:(k+1)],estado_actual_subyacente [1:(k+1)],
accidente_robo[1:(k+1)],Tn[1:(k+1)]) ,k+1,8)

Plis.na(P)] <- O

return (P)
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C.5. Proceso de Cramer Lundberg modula-

do de Markov con tasas de interés es-
tocasticas

HAAAHHH AR AR R AR R BB R AR B HAH B R A AR AR R B R R R A AR R AR R B R AR HH
# Funcion que trae a valor presente los montos #
# generados por reclamos y por primas #
# del proceso de Cramer Lundberg modulado de Markov #
HA#HHHHRRAA A AR AR BB B R AR B R RS H RSB BB RS R R SRR BB RS H A H

Descripcion:

Genera una tabla la cual contiene
generados por accidentes y por
presente de acuerdo al proceso

tambien trae a valor presente
primas.

los montos por reclamos
robos descontados a tiempo
de tasas de interes, ademas
los montos recibidos por

Uso:

proceso_descuento_Cramer_Lundberg(X,P,tasas_instantaneas_
interes_1,tasas_instantaneas_interes_2,tasas_instantaneas_
interes_3,tasas_interes,T)

Argumentos:

X: Guarda la informacion del proceso subyacente de saltos de
Markov de las condiciones economicas

P: Guarda informacion del proceso de Cramer Lundberg
modulado de Markov

tasas_instantaneas_interes_1:
trayectorias de un proceso
tasas de interes generadas
en situacion buena

tasas_instantaneas_interes_2:
trayectorias de un proceso
tasas de interes generadas
en situacion regular

Guarda la informacion de
de saltos de Markov de 1las
si el proceso subyacente esta

Guarda la informacion de
de saltos de Markov de las
si el proceso subyacente esta

tasas_instantaneas_interes_3:Guarda la informacion de

trayectorias de un proceso

tasas de interes generadas

en situacion mala
tasas_interes:

de saltos de Markov de las
si el proceso subyacente esta

Guarda los valores de las tasas de interes

instantaneas que emplearemos para traer a valor presente

T: Horizonte de tiempo en que

se observara el proceso
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proceso_descuento_Cramer_Lundberg<- function(X,P,tasas_
instantaneas_interes_1,tasas_instantaneas_interes_2,tasas_
instantaneas_interes_3,tasas_interes,T){

tiempol<-numeric ()

tiempo2<-numeric ()

tiempo3<-numeric ()

ruina_en_cramer<-numeric ()

estado_actual_subyacente<-numeric ()

monto_reclamo_descontado<-numeric ()

monto_por_prima_descontado<-numeric ()

suma_montos_descontados<-numeric ()

monto_total_descontado<-numeric ()

tam_matriz_proceso_sub<-length(X[,1])

if (P[length(P[,1]1) ,11==0){
tam_matriz_proceso_cramer<-length(P[,1]) -1
ruina_en_cramer<-0

Yelse{
tam_matriz_proceso_cramer<-length(P[,1])
ruina_en_cramer<-1

tam_tasas_interes_1<-length(tasas_instantaneas_interes_

10,11)
tam_tasas_interes_2<-length(tasas_instantaneas_interes_
20,1
tam_tasas_interes_3<-length(tasas_instantaneas_interes_
30,11)

capital_inicial<-P[1,5]

capital _mas_primas_t1<-P[2,3]
#tiempo_primera_reclamacion<-P[2,1]
tiempol [1]<-0

tiempo2[1]<-0

tiempo3[1]<-0

k<-2

for(k in 2:tam_matriz_proceso_cramer){
ruina_en_cramer [k]<-ruina_en_cramer
monto_por_prima_descontado [k]<-0
estado_actual_subyacente<-P[k,6]
if (estado_actual_subyacente==1){ #entramos al estado
subyacente 1
for(c in 1:tam_tasas_interes_1){
if(P[k,1]>=tasas_instantaneas_interes_1[c,2] && P
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[k,1]<(tasas_instantaneas_interes_1[c,2]+tasas
_instantaneas_interes_1[c,3]1)){
estado_actual_tasas_interes_1<tasas_
instantaneas_interes_1[c,1]
iteraciones<-c

}

for(d in 1:iteraciones){
if (tasas_instantaneas_interes_1[d,1]==1){
tiempol<-tiempol +tasas_instantaneas_interes_1[
d,3]
}else if(tasas_instantaneas_interes_1[d,1]1==2){
tiempo2<-tiempo2 +tasas_instantaneas_interes_1[
d,3]
}else{
tiempo3<-tiempo3 +tasas_instantaneas_interes_1[
d,3]
¥
¥
if (estado_actual _tasas_interes_1==1){
tiempol<-tiempol-(tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,3]1-P[k,1])
}else if (estado_actual_tasas_interes_1==2){
tiempo2<-tiempo2-(tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,2]+ tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,3]-P[k,1])
}else{
tiempo3<-tiempo3-(tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_1[
iteraciones ,3]-P[k,1])
}
}else if (estado_actual_subyacente==2){ #entramos al
estado subyacente 2
for(c in 1:tam_tasas_interes_2){
if(P[k,1]>=tasas_instantaneas_interes_2[c,2] && P
[k,1]<(tasas_instantaneas_interes_2[c,2]+tasas
_instantaneas_interes_2[c,3]1)){
estado_actual_tasas_interes_2<tasas_
instantaneas_interes_2[c,1]
iteraciones<-c

110



for(d in 1:iteraciomnes){
if (tasas_instantaneas_interes_2[d,1]==1){
tiempol<-tiempol +tasas_instantaneas_interes_2[
d,3]
}else if(tasas_instantaneas_interes_2[d,1]1==2){
tiempo2<-tiempo2 +tasas_instantaneas_interes_2[
d,3]
}elsed{
tiempo3<-tiempo3 +tasas_instantaneas_interes_2[
d,3]
}
}
if (estado_actual_tasas_interes_2==1){
tiempol<-tiempol-tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,3]-P[k,1])
}else if (estado_actual_tasas_interes_2==2){
tiempo2<-tiempo2-(tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,3]-P[k,1])
}else{
tiempo3<-tiempo3-(tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_2[
iteraciones ,3]1-P[k,1])
¥
}else {
for(c in 1:tam_tasas_interes_3){
if(P[k,1]>=tasas_instantaneas_interes_3[c,2] && P
[k,1]1<(tasas_instantaneas_interes_3[c,2]+tasas
_instantaneas_interes_3[c,3]1)){
estado_actual_tasas_interes_3<-tasas_
instantaneas_interes_3[c,1]
iteraciones<-c

}

for(d in 1l:iteraciomnes){
if (tasas_instantaneas_interes_3[d,1]==1){
tiempol<-tiempol +tasas_instantaneas_interes_3[
d,3]
}else if(tasas_instantaneas_interes_3[d,1]1==2){
tiempo2<-tiempo2 +tasas_instantaneas_interes_3[
d,3]
}elsed{
tiempo3<-tiempo3 +tasas_instantaneas_interes_3[
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d,3]
}
¥
if (estado_actual_tasas_interes_3==1){
tiempol<-tiempol-(tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,3]- P[k,1])
}else if (estado_actual_tasas_interes_3==2){
tiempo2<-tiempo2-(tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,3]-P[k,1])
}else{
tiempo3<-tiempo3-(tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,2]+tasas_instantaneas_interes_3[
iteraciones ,3]1-P[k,1])

}

monto_reclamo_descontado [k]<-P[k,4] *
exp(-tasas_interes[1] *tiempol) *
exp(-tasas_interes [2] *tiempo2) *
exp(-tasas_interes [3] *tiempo3)

monto_por_prima_descontado [k]<-P[k,2]*
exp(-tasas_interes[1] *tiempol) *
exp(-tasas_interes[2] *tiempo2) *
exp(-tasas_interes [3] *tiempo3)

tiempol<-0

tiempo2<-0

tiempo3<-0
b

M<-matrix(c(P[2:k,2],P[2:k,3],
monto_por_prima_descontado [2:k],
monto_reclamo_descontado [2:k],

P[2:k,7] ,ruina_en_cramer[2:k]) ,(k-1),6)
return (M)
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