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INTRODUCCION

Las Ecuaciones Diferenciales representan una herramienta muy 1util tanto en las ciencias
aplicadas como en las fundamentales. Sus origenes se pueden fijar en la segunda mitad
del siglo XVII con Newton y Leibnitz. Posteriormente a sus inicios, el interés en el area
estuvo centrado principalmente en la bisqueda de métodos de integracion explicitos para las
ecuaciones diferenciales por medio de funciones elementales. Sin embargo, es bien conocido
que es imposible integrar explicitamente ciertas ecuaciones diferenciales, lo cual motivé la

necesidad de encontrar nuevos métodos de estudio.

Fueron H. Poincaré y A. Lyapunov en [1] y [2] respectivamente quienes sentaron las
bases de lo que hoy se conoce como la teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales. La
meta en este tiempo consiste en describir propiedades geométricas, topoldgicas, etc., de las
soluciones en el conjunto de definicién de la ecuacion. En las matematicas contemporaneas
la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales es un area de amplio estudio; pese a esto aun
quedan muchas cuestiones basicas por responder, algunas de ellas relativas a ciclos limite.
Es decir, orbitas periddicas aisladas en el conjunto de trayectorias cerradas. Aun en el caso
bidimensional se esta lejos de tener un entendimiento aceptable sobre las orbitas peridédicas

o ciclos limite, a pesar de que se cuentan resultados fuertes en el caso del plano.

Por otro lado, alrededor de la mitad del siglo XIX S. Lie realiz6 un descubrimiento
profundo. Lie descubrié que las técnicas especiales de integracion existentes en ese tiempo,
eran consecuencia de un procedimiento general basado sobre la invariancia de la ecuacién
diferencial bajo un grupo continuo de simetrias; esto unificé y extendié substancialmente las
técnicas de integracion. Ademas, sus resultados producen en forma mas sistematica Factores
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Integrantes (los cuales fuerén descubiertos y utilizados por Euler). En vista de que el interés
principal de este trabajo son ecuaciones diferenciales asociadas a campos vectoriales en el

plano de la siguiente forma:

T = fl(xvy)a
y = fg(l',y),

el puente natural a ecuaciones diferenciales escalares viene dada por la forma Pfaffiana del
campo w = — fodz + fidy = 0. Esto permitird considerar el concepto de Factor Integrante
Inverso, el cual es una funcién V € C'(U) que satisface la ecuacion lineal F'-gradV = div(F)V
siendo U el dominio del sistema diferencial anterior. El nombre factor integrante inverso para
la funcién V surge del hecho de que 1/V es un factor integrante para el campo vectorial F,
es decir, F'/V restringido a U\V~1(0) tiene divergencia cero, donde V~1(0) es el conjunto de

ceros de V.

Una propiedad caracteristica de los factores integrantes inversos es que su conjunto de
ceros esta formado por soluciones del sistema y ademas captura algunas soluciones especiales
para la dindmica del campo. Mas atun, durante mucho tiempo se consideraron en forma
heuristica conexiones entre el conjunto de ceros y trayectorias distinguidas del sistema; ver
por ejemplo [3]. En [4] se establecié en forma definitiva que el conjunto de ceros de un factor

integrante inverso contiene los ciclos limite de un sistema.

Actualmente los factores integrantes inversos son herramientas ttiles en el estudio de
las propiedades cualitativas de los sistemas diferenciales. En particular, la relacion de los
factores integrantes inversos con ciclos limite, integrabilidad, simetrias, problemas de centro,

bifurcaciones y otras propiedades se han estudiado ampliamente (ver [3, 4, 5, 6, 7]).

En este trabajo se estudiard una clase especial de sistemas diferenciales, los sistemas
difrenciales cuasi-homogéneos, los cuales son invariantes bajo transformaciones de semejanza.
Esta caracteristica es importante debido a que permitirad crear de forma explicita factores
integrantes inversos. Como consecuencia, se podra obtener una herramienta en el estudio de
la geometria de estos sistemas. De esta manera, con la definicién y el estudio de los factores
integrantes inversos junto con algunas propiedades de las curvas algebraicas se establecera
que en el caso bidimensional no podréan existir ciclos limite. Ademads, gracias a este desarrollo
se podra mostrar que para algunos sistemas no necesariamente cuasi-homogéneos también se

garantiza la no existencia de ciclos limite.

Posteriormente, se descarta la existencia de ciclos limite para ciertas perturbaciones de los
sistemas cuasi-homogéneos, esto se hara utilizando la teoria de integrabilidad de Darboux,
la cual entre otras cosas importantes, dard una forma de encontrar primeras integrales; a
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Introduccién

partir de ellas y su relaciéon con los factores integrantes inversos nos permitird mostrar la
inexistencia de ciclos limite para este tipo de sistemas, bajo ciertas condiciones propias de

sus perturbaciones, como se estudiara mas adelante.

Por 1ultimo, gracias a la variedad de aplicaciones y ejemplos, se dedicara el capitulo 3 en
especifico para mostrarlos y en éste se probara la existencia de los sistemas diferenciales ho-
mogéneos, y algunos ejemplos aplicados de ellos. Ademas, se vera que al ser un caso especifico
de los sistemas cuasi-homogénos, éstos cumplen de igual forma las mismas propiedades. De
esta manera también se tendra la posibilidad de analizar el comportamiento geométrico de

sus soluciones.

La distribucién de esta tesis se basa en tres capitulos, cada uno de vital importancia
para la comprension de los resultados. Las bases tedricas se fundan en el primer capitulo,
aqui daremos los principales teoremas y definiciones de diferentes campos tedricos, como por
ejemplo la tedria de grupos de Lie, la teoria de Factores Integrantes Inversos, los principios
de curvas invariantes y la teoria de integrabilidad de Darboux. Posteriormente se mostrara
la relacion entre estas ideas y el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales, principal-
mente el estudio de la existencia o inexistencia de ciclos limite. Una vez definidas nuestras
herramientas, en el segundo capitulo entraran en juego los sistemas a estudiar, los sistemas
cuasi-homogéneos. Se describirdan varias propiedades de estos, para luego combinarlos con
las teorias definidas en el capitulo anterior; con esto se mostraran diversos resultados. Es
claro que aqui se concentrara el trabajo principal. Para el final, sin dejar de ser importante,

se estudiaran algunas aplicaciones en el tercer capitulo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales se ocupa de estudiar las propiedades
locales y globales de las soluciones de sistemas diferenciales. El objetivo principal de esta
teoria es la descripcién geométrica de las soluciones de estos sistemas. En el caso plano, la
existencia (o inexistencia) de ciclos limite es una propiedad importante que se utiliza para

caracterizar los sistemas diferenciales.

Dado un conjunto abierto y conexo U C R?, se considerard un sistema dado por
b

y = fQ(xvy)a

donde f; : U C R? — R, son funciones C' para 1 < i < 2. Denotando f := (fi, f2), el

sistema (1.1) se puede reescribir de la siguiente forma:
(1.2) z = f(2), 2= (z,y) € U.

DEFINICION 1.1. Tomando ¢ : R x U — U dada por (t,z) — @(t, 2) tal que para cada

ze U, t— p(t, 2) es solucion del problema de valor inicial

Selt. )= fle(t.2),  pl0.7) ==

@ es el flujo de la ecuacion diferencial y satisface

o(t+s,2) = p(t,p(s,2)) Vt,seR y zelU.
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Ciclos Limite

1. Ciclos Limite

Considerando el sistema en R? definido por 2 = f(z), con z € U C R? f € CY(U,R?) y

el flujo p(t, z) asociado al sistema, se tiene la siguiente definicidn.

DEFINICION 1.2. Sean z,p € U y ¢(t, 2) la solucion que pase por el punto z. Se dice que
p es un punto w-limite de z si existe una sucesion monotona creciente de tiempos t, — 00

tal que
o(tg, z) — p.

El congunto de todos los puntos w-limite de z se escribe como w(z). Bajo las mismas condi-
ciones, pero con tiempos negativos tendiendo a —oo, definimos un punto a-limite y su con-

Junto o(z).

Cuando una solucion periodica v estd contenida en el a-limite o el w-limite de un punto

z que no pertenece a vy, entonces se dird que 7y es un ciclo limite.

En el caso que f sea analitica, por ejemplo polinomial, se dice que v es un ciclo limite si

v es una orbita peridédica aislada en el conjunto de érbitas periddicas.

EJjEMPLO 1.1. La ecuacién de Van der Pol es uno de los ejemplos mas importantes en la
teoria de ecuaciones diferenciales no lineales. Se origina del estudio realizado por Rayleigh
en 1883, donde la ecuaciéon

d*x

d
ﬁ+u($2—1)d—f+w$:0,

representa un modelo de vibraciones para la lenglieta de un clarinete. Esta ecuacion tiene
aplicaciones muy diversas dentro de la fisica y la biologia, como lo demostré Van der Pol con
el estudio de la variacion de voltaje en circuitos eléctricos o los latidos del corazén.

Una variacion de la ecuacién de Van der Pol esta dada por el sistema no lineal

T =y—a+u,
Yy = —x.

(1.3)

El sistema (1.3) exhibe un punto de equilibrio inestable en el origen y una solucién periédica
asintoticamente estable que rodea el origen. Cualquier otra curva solucién no trivial del
sistema tiene por w-limite dicha curva, lo que la convierte en un ciclo limite del sistema,
mientras su a-limite puede ser vacio o igual al origen dependiendo de su condicion inicial.
Un estudio detallado de este sistema puede encontrarse en [8], capitulo 10.
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Capitulo 1. Preliminares

Ahora, se darédn algunas propiedades interesantes sobre las érbitas peridicas (sélo se
nombraran, ya que las demostraciones son conocidas y se pueden ver en [8]) con relacién a

los puntos criticos.

PROPOSICION 1.1. Sea v € R"™ una orbita periddica para z' = f(z), entonces Int(vy)

contiene un punto critico.

Entonces una pregunta que se prodria hacer es: jcomo podemos saber que un sistema
diferencial tiene una orbita periddica?, Una respuesta a esta pregunta es uno de los teoremas
mas utilizados en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, el teorema de Poincaré-

Bendixson.

TEOREMA 1.1 (Poincaré-Bendixson). Un conjunto limite (w(z) o a(z)) compacto no vacio

de un flujo C' sobre el plano R?, el cual no contiene puntos criticos, es una orbita periddica.

De forma mas general, todo conjunto compacto no vacio, que representa un conjunto
limite de un flujo en el plano, puede reducirse a la unién finita de puntos criticos y ciclos
limite. Se omitira la demostracion del teorema anterior, refiriendo al lector a la exposicién

cldsica que se encuentra en el libro de Hirsch y Smale, [8, capitulo 11].

2. Grupos de Lie (Uniparamétricos)

Ahora se expondran unos principios bésicos de la teoria de grupos de Lie que mas adelante

se convertiran en una herramienta esencial para el desarrollo 6ptimo de este trabajo.

En términos generales, un grupo de simetrias de un sistema de ecuaciones diferenciales
es un grupo continuo que transforma soluciones del sistema a otras soluciones. Los ejemplos
tipicos son: los grupos de traslaciones, rotaciones y de multiplicacién por escalares. Estos
ciertamente no agotan la gama de posibilidades que se podrian tener. Una vez que se ha de-
terminado el grupo de simetrias de un sistema de ecuaciones diferenciales, varias aplicaciones

estan disponibles y una de estas la veremos posteriormente.

En este caso se quiere mostrar el grupo de simetrias de Lie, y sus propiedades, para luego
ver las diferentes aplicaciones de estos grupos en sistemas de ecuaciones diferenciales; vease
[9].
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Grupos de Lie (Uniparamétricos)

Para definir un grupo de Lie es necesario tener presente el concepto de una variedad
diferenciable. La cual se define como un espacio topoldgico X dotado de una estructura
diferenciable, donde una estructura diferenciable de X esta dada como una coleccién de
subconjuntos de las funciones continuas (de cada abierto U en X), la cual es una R-algebra,
llamada coleccién de funciones diferenciables.

DEFINICION 1.3. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con estructura de

grupo tal que las operaciones de grupo
(a,0) cGxG —=abeG, acG—a'eg,
son funciones diferenciables.

Habitualmente se denotard con e € G el elemento neutro del grupo y con notacion

multiplicativa la operacién del grupo.

DEFINICION 1.4. Se dird que un grupo de Lie G actia (por la izquierda), sobre una

variedad diferenciable X si existe una aplicacion diferenciable definida por:
O:Gx XX,
la cual satisface las siguientes condiciones:
e Para el neutro e € G y cualquier v € X
d(e, x) = x.
e Para cualesquier a,be G yr € X
®(a, d(b,z)) = P(ab, ).
A lo largo de este trabajo se considerard G = R actuando sobre R? y en este contexto
consideraremos especificamente la accién descrita por
¢ R xR?* = R?
y con ella definiremos los grupos uniparamétricos sobre un grupo de Lie.

DEFINICION 1.5. Un grupo uniparamétrico de R? es precisamente un elemento ¢ tal
que ¢ € Hom(R x R2, R?), es decir un morfismo de grupos de Lie ¢ : R x R* — R?, ¢l cual
es diferenciable y cumple:

e p(e,-)=1.
® (51, 9(52, 7)) = (51 + 52, 7).
14



Capitulo 1. Preliminares

Una de las propiedades mas importantes de un grupo uniparamétrico ¢ viene dada por

ya que se observa que:

90(57 ')_1(90(57 j)) = 90(_3’ 50(87'%)) = 50<_S + 57'%) =T
Asi, se tiene que ¢ definida de R? en R? es un difeomorfismo.

Por lo tanto a ¢(s, (z,y)) = (Z,7) € R? se le puede expresar de la siguiente forma:
T=X(s, (v,y) = X(z,y,s) y=Y(s,(r,y)) =Y(z,y,s).

Ahora, se dard la definicién de una funcién invariante por un grupo uniparamétrico.
Enseguida se mostrard la relacion entre esta definicion y las soluciones de ciertas ecuaciones

diferenciales.

DEFINICION 1.6. Se dird que una funcion U : R? — R es invariante por el grupo
uniparamétrico si

U(z,9) = Ul(z,y),

U(X(x,y,s),Y(x,y,8) =U(zx,y) Y(r,y) €R?) secR.

Si se toma la expansion en series de Taylor de
= _x
(14) ','f (x7y7 8)7
g =Y(z,y,s).

con respecto a s en sg, se tiene que

T =x+ a_X (
TTET s szsoS_SO)er

denotando de la siguiente manera

0X oY
f(xay) - g |s:so Yy 77(%?/) - % ’szso )

y considerando s suficientemente pequeno, a primer orden, se obtiene que
T =xz+¢(z,y)(s — s0),

g =y+n(zy)(s—so).
15



Grupos de Lie (Uniparamétricos)

Esta es la transformacion infinitesimal del grupo uniparamétrico. De aqui en adelante a £ y

a 1 se definirdan como los generadores infinitesimales de esta transformacion.

Si se deriva una funcién U(X(z,y,s),Y (z,y,s)) = U(z,y) (la cual es invariante por la

transformacién anterior) con respecto a s, se tiene que

0 0
(1.5 Gy )+ onla) =0

Debido a que la ecuacién caracteristica de (1.5) estd dada por
de  dy
§xy)  nlwy)

una solucién de (1.5) es una solucién arbitraria de una “integral” de la ecuacién (1.6). Esta

(1.6)

funcién arbitraria es la funcién invariante més general dada por el grupo (1.4).

Por lo tanto se define el operador

que actia sobre una funcién f de la forma
af af
V) =5+ 05

Note que Y(z) = £ y Y(y) = 1, ademas se puede ver que f es invariante si Y(f) = 0 debido
a (1.4).

EJEMPLO 1.2. Si se define {(z,y) = —y y n(x,y) = x, se tiene que:
d d

Por lo tanto f = 22 4+ y? es una funcién invariante.

Es importante decir, que dado un conjunto uniparamétrico, es posible calcular su trans-

formacion infinitesimal, y su reciproca también es cierta.

Para el sistema diferencial de primer orden dado en (1.1) con su campo vectorial asociado
0 0
F=fi—4 fo—
fl o f2 ay )
y escribimos la ecuacién que describe este sistema en su forma Pfaffiana de la siguiente
manera:

W= fl(x7y)dy - fg(I,y)dl’ = 0.
16



Capitulo 1. Preliminares

Tal que las funciones f; y f son de clase C! en una regién abierta y conexa U C R? como se

hizo antes, teniendo en cuenta que si G un grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones
(1.7) Bz, y;e) = v+ ef(x,y) + O(?), G(z,y;¢) =y + enlz,y) + O(e),

actuando en U con un generador infinitesimal
0 0
=£— +n—,
y=¢£ 9z 1 By
con € << 1, &, n € CYU), sobre el sistema diferencial (1.1), entonces se puede definir una
simetria infinitesimal a partir del grupo de transformaciones (1.7) tal que, bajo la accién de
este grupo, una curva solucién del sistema (1.1) es transformada sobre otra curva solucién

del mismo sistema.

3. Factores Integrantes Inversos (FII)

A continuacion se definiran los factores integrantes inversos y su relaciéon con los grupos
de Lie. Posterior a esto se expondran los resultados que se obtienen al combinar estas dos
teorias con las ecuaciones diferenciales. Antes se presentara a los factores integrantes, junto

con algunas de sus propiedades.

Como se sabe los factores integrantes son utilizados para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, el matematico que se encargé de introducir su definicion y empezd
a utilizarlos en la solucion de ecuaciones diferenciales fue el matematico suizo Leonhard Euler,
uno de los mas grandes matematicos de todos los tiempos, quien dedicé parte de su vida al

desarrollo de diversos campos de la matematica.

Retomando la ecuacién que describe al sistema (1.1) en su forma Pfaffiana

(1.8) w = fi(z,y)dy — fo(z,y)dz =0,

suponiendo que existe una solucién de (1.8) que puede expresarse de la forma H(x,y) = h

donde H tiene derivadas parciales continuas en U, y h es una constante arbitraria, entonces

no es dificil ver que H satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial lineal:

(1.9) f1é;—i_]+fzaa—j;[ =0.

Ademas, cada funcién H no constante que sea solucién de (1.9), también lo es de (1.8) al

considerar H (z,y) = h. Por lo tanto, la solucién de (1.8) y la solucién de (1.9) son problemas
17



Factores Integrantes Inversos (FII)

equivalentes. La conexién entre las ecuaciones (1.8) y (1.9) pueden presentarse también de
la siguiente forma: suponiendo que H(x,y) = h es cualquier solucién de (1.8), entonces (1.9)

implica que

OH/dy _ 0H/0x
i fo

Denotando el valor comin de estas dos relaciones como u(x,y), se tiene que 0H/dx = —pfs

(1.10)

y OH /0y = pfi. De esta manera,
dH (z,y) = p(z,y)(f1r(z, y)dy — fo(z,y)dz).

La funcién u(z,y) se le llamard el factor integrante de la ecuacién diferencial (1.8)
dado que esta ecuacion se transforma en una ecuacion diferencial exacta, al multiplicarse por
p(z,y). Inversamente, para cualquier factor integrante p de (1.8), esto es, para cada u tal
que p(x,y)(fi(x,y)dy — fo(x,y)dx) es el diferencial de alguna funcién H, es facil determinar
las soluciones de la forma H(z,y) = h de (1.8).

En conclusién, resolver la ecuacion diferencial (1.8) es equivalente a encontrar un factor
integrante de esta ecuacién. Cuando un factor integrante p de (1.8) esté disponible, la funcién
H puede obtenerse a partir de la integral de linea

(z,y)

H= w(x, y)(fi(z, y)dy — fa(x, y)dz),

(z0,90)
a lo largo de cualquier curva que conecta un punto arbitrario (z¢,yo) y el punto (x,y) en la
region U. Cabe advertir que esta integral de linea podria no estar bien definida si la regién
U no es simplemente conexa; sin embargo si existe un factor integrante p de (1.8), se tiene

que H estd bien definida en cada subcomponente simplemente conexa de la regién U.

DEFINICION 1.7. Dada V una funcion C*t, tal que V : U C R? = R, se dird que V es un
factor integrante inverso (FII) del sistema (1.1) si no es localmente nula y satisface la

siguiente ecuacion en derivadas parciales:

aV aV i
(111) fl%_'_féa_y —le(F) 'V,
donde of  of
i _ P2
div(F) = 9 + TR

Es importante decir que, el calculo de un factor integrante inverso para un sistema con-
creto no es una tarea facil, su dificultad es comparable a la de hallar la solucién del propio
sistema.
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Capitulo 1. Preliminares

Si V es un factor integrante inverso de un campo vectorial F', entonces el conjunto de
ceros de V, definido como V71(0) := {(z,y) | V(x,y) = 0}, se compone de las trayectorias
del campo F'; ya que la ecuacién (1.11) que define a V muestra que F es ortogonal al campo

vectorial gradiente VV a lo largo del conjunto de ceros de V.

Como fue comentado anteriormente el nombre de “factor integrante inverso” surge de la

siguiente afirmacion que se enuncia como lema por su importancia.

LEMA 1.1. La funcion V resuelve la ecuacion (1.11) si y solo si p = 1/V es un factor

integrante para F' siempre y cuando V sea diferente de cero en U.

La importancia de los factores integrantes inversos surge del hecho de que el diferencial
w/V = (fidy — fodz)/V es cerrado (i.e. d(w/V) = 0) en U\V"1(0). Luego, en el caso en
el que U\V~1(0) es simplemente conexo, w/V es exacta (i.e. w/V = dH), y por lo tanto se
puede construir de forma inmediata una primera integral H(x,y) de la ecuacién diferencial

de clase C?.

. . L b 9 ;. .
Como consecuencia, el campo vectorial F' := f; 5~ + fga—y es topologicamente equivalente,
en U, al campo vectorial hamiltoniano

oH oOH
F/V = —0x — —0y.
dy ox
Ahora, recordando que un ciclo limite es una o6rbita periédica que tiene una vecindad
anular libre de otras soluciones periddicas, una relacion 1til entre ciclos Irite y factores
integrantes inversos se establece en el siguiente teorema, que relaciona a los ciclos limite con

el conjunto de ceros de un FII.

TEOREMA 1.2. ([4], Teorema 9) Sea F un campo vectorial C' en un subconjunto abierto
U CR?, dondeV:U — R es un factor integrante inverso del sistema (1.1). Siy C U es un

ciclo limite de (1.1), entonces 7y estd contenido en el conjunto

V7H0) = {(z,y) € U | V(z,y) = 0}.

Prueba. Como V es factor integrante inverso, el cual estd definido en U, entonces el
campo vectorial F' es Hamiltoniano en U\V~!(0) y recordando que el flujo de un campo
vectorial Hamiltoniano preserva dreas, si se supone que existe un ciclo limite v que no esta
totalmente contenido en V~'(0), entonces el sistema intercepta a U\V~'(0). Si esto ocurre,
se tiene que cerca de v el flujo no preservaria areas, por definicion de ciclo limite, lo cual
contradice que sea Hamiltoniano. Por lo tanto v C V71(0). O
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Ademas se puede ver que el campo vectorial F' definido anteriormente esta directamente
asociado a la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden (1.1), la cual se puede expresar
de la siguiente manera dy/dz = fao(x,y)/fi(z,y). Esta forma se conecta directamente con
en el método de simetrias de Lie, el cual proporciona una férmula explicita para la solucién

general por cuadratura.

De hecho, se puede ver que si se conoce una simetria en U con generador infinitesimal
Y = &(z,y)0x + n(x,y)0y (como se definié anteriormente), se puede construir un factor
integrante inverso V = det{F, Y} = fin — f2£ definido en U.

En conclusion, es claro que una de las aplicaciones mas importantes de los FII, gracias a
las simetrias de Lie y a sus propiedades, es la localizacion de ciclos limite. Se propone en este
caso aprovechar esta conexion para estudiar la existencia de ciclos limite de ciertos sistemas
cuyos factores integrantes inversos pueden ser obtenidos explicitamente. En particular, se
hara un estudio enfocado en los sistemas cuyos FII estan dados principalmente por polinomios

cuasi-homogéneos. Esto se realizara en el capitulo dos.

4. Familias de Curvas Invariantes por un grupo uniparamétrico

Una familia uniparamétrica de curvas esta representada por

o(x,y) =c

con ¢ un parametro dado, aunque su representacion no es necesariamente tnica.

DEFINICION 1.8. Una curva C es llamada curva invariante por un grupo umni-
paramétrico ¢ si cualquier punto de C' puede ser transformado a otro punto de la mismas

curva C' por medio de las transformaciones de grupo.

Y se dird que una familia de curvas es invariante por ¢ si la imagen de cada curva

de una familia dada es transformada en otra curva de la misma familia.

Asi, para s € R fijo, los puntos imagen (X (z,y,s),Y (z,y,s)) € ¢(z,y) satisfacen que

O(X(2,y,5),Y(x,y,5)) = k = k(s c).

Luego, diferenciando respecto a s en s, se tiene que

ok
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por lo tanto el lado derecho es una funcién F' que solo depende de ¢

§(x,y) e +n(x,y)0y = Flc) = F(¢).

Como la representacion de esta familia de curvas no es tinica, lo anterior es reducido a

§bs +mPy = 1.

Entonces, se tiene que, dada una familia de curvas invariantes por ¢, siempre es posible

tomar una representaciéon ¢ tal que {¢, +n¢, = 1.

DEFINICION 1.9. La transformacion @ = X (x,y,s), § = Y (x,y,s) y la relacion

§= ?i—?i definen un grupo llamado el grupo extendido descrito como:
z y
(z,y) = (2,9),
Y=y
La relacion g = ;””I?ij viene dada de ver la conexién que hay entre la derivada y = %
x y
yy = d—gyc, esta conexién se ve apartir de que las curvas definidas en el espacio (z,y) son

invariantes por el grupo uniparamétrico con la transformacién descrita anteriormente (i.e.

envia curvas del espacio (X,Y') en otras curvas del espacio (X,Y)).

DEFINICION 1.10. Una ecuacidn diferencial f(x,y,y) = 0 es invariante bajo el grupo
extendido descrito anteriormente si la familia de curvas f(x,y,y) = 0 es invariante por el

grupo uniparamétrico.

Recordando que f(z,y,y) = 0 es invariante por el grupo uniparamétrico si
f(x7 y? y) = f(i.7g7 yL>'

La solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es una familia
uniparamétrica de curvas llamadas curvas integrales. Si la ecuacién diferencial es invariante
bajo un grupo uniparamétrico, entonces la familia de curvas integrales es invariante por la

accion de tal grupo.

Por tanto, tal familia uniparamétrica i(z,y) = ¢ puede ser parametrizada como
Vpdx 4 Pydy = 0.

Suponiendo que Mdx + Ndy = 0 admite un factor integrante, entonces existe 1 € C''(R?) tal

que ¥, = uM y 1, = uN, teniendo en cuenta que un factor integrante ;1 es una funcién que

multiplicada por una ecuacién M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 no exacta, la convierte en exacta.
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Como v (z,y) = ¢ es invariante por el grupo, se puede elegir una representaciéon de 1 tal
que
§z +mipy = 1.
Y sustituyendo
EuM +nuN = 1.

DEFINICION 1.11. La forma de Lie para un factor integrante de una ecuacion
diferencial M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 invariante por un grupo estd dada por
1

TN

Dada esta definicién, se relaciona la forma de Lie para un factor integrante con una
ecuacion diferencial ordinaria; ademas de ver como ésta se vuelve invariante. Formalizando

este resultado se tiene la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.2. Suponiendo que p es un factor integrante de
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0,

y, ademds, suponiendo que existen funciones &(x,y) y n(z,y) tales que
B 1
- EM 4N’

entonces la ecuacion diferencial es invariante por el grupo cuya transformacion infinitesimal

L

tiene generadores & y n.

Prueba. Como p es factor integrante entonces existe un ¢ tal que

Yy = pM y P, = pN,

donde
B 1
H=eM N
De esta forma,
1 1
R — - —— N,
V= arr N YV T ary N
1

Esto significa que 1(x,y) = ¢ es invariante por el grupo cuyos generadores son { y n. O
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5. Curvas Algebraicas Invariantes

En esta seccion se presentaran algunos resultados basicos de la geometria algebraica. Por
ejemplo los conjuntos algebraicos y las curvas algebraicas invariantes (ver [10]). Ademads se
daran propiedades que seran de utilidad para mostrar la localizacion de ciclos limite de cierta

clase de sistemas diferenciales.

DEFINICION 1.12. Sea R[z,y] el anillo de polinomios sobre R en dos variables. Tomando

P € Rz, y], se denota su conjunto de ceros por
V(P) = {(z,y) € R*| P(z,y) = 0}.

Si S ={P, Py, .. P,} conn €N, tal que P; € Rlz,y] para 1 < i < n, entonces V(S) es el

conjunto de ceros comunes

El conjunto V(P) es conocido como una curva algebraica, y el conjunto (;_, V(P;)
como conjunto algebraico. Estos conjuntos seran pieza clave en el siguiente capitulo,
principalmente en el estudio de las propiedades de los conjuntos de ceros de los factores

integrantes inversos de polinomios cuasi-homogéneos.

El siguiente teorema es consecuencia del Teorema de Bézout (ver [11]), el cual es utilizado
no sélo en el campo de la geometria algebraica sino también en otros casos, por ejemplo el que
analizaremos a continuacion. Lo que se hara es juntar esta teoria con los factores integrantes

inversos y asi ver la importancia de este teorema a la hora de utilizar conjuntos algebraicos.

TEOREMA 1.3. Si P y @ son polinomios en Rz, y| no constantes sin factores comunes,

V(P) y V(Q) son los correspondientes conjuntos de ceros de estos polinomios, entonces

V{P,Q}Y) =V(P)NV(Q)

es un conjunto finito, de hecho, de cardinalidad menor o igual a (grad(P) - grad(Q)).

DEFINICION 1.13. Sea H : U C R? — R una funcién C*, decimos que H es una primera
integral si esta funcion no es localmente constante y es contante sobre las soluciones de (1.1).
Como H es C*, esto iltimo es equivalente a que FH =0 donde F = (f1, f2), i.e.

OH OH
fl% + f28_y =0.
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En este caso se dird que este sistema (1.1) es un sistema integrable.

Para un campo diferencial en el plano, la existencia de una primera integral describe
completamente su espacio fase. Ademads, encontrar un factor integrante inverso para el
sistema (1.1) estd estrechamente relacionado con la bisqueda de una primera integral para

este sistema, esto se verda mas adelante.

Un tipo de sistemas para los cuales es més sencillo calcular una primera integral, son los
sistemas hamiltonianos. Cabe aclarar que los campos que admiten una primera integral y no

son hamiltonianos, en general, son muy dificiles de encontrar.

DEFINICION 1.14. Se dird que una funcién polinomial definida por v : U C R? — R es
una curva algebraica invariante por el campo asociado al sistema (1.1) si ademds de no

ser localmente constante satisface

ov

ov
fl% + f28_y = Rv,

para algin R € C"(U,R).

Observando que el lado izquierdo de la iltima ecuacién es precisamente el producto del
campo F' con el gradiente de v, se puede concluir que F' es tangente a la curva V(v), en
otras palabras, V(v) es una curva algebraica invariante por el flujo asociado al campo
vectorial F. De esta manera, se dice que la funciéon R(z,y) se dice que es un cofactor de la

curva algebraica invariante.

Cuando el cofactor R(z,y) es un polinomio, decimos que f(z,y) = 0 (i.e. V(f)) es una
curva algebraica invariante con cofactor polinomial. Sélo admitimos curvas invariantes con
cofactor polinomial de grado menor o igual que d — 1, es decir grad(R(z,y)) < d — 1, donde
d es el grado de sistema (1.1). Recordando una curva algebraica invariante es una curva
algebraica f(z,y) = 0, con f(z,y) € C[z,y|, la cual es invariante por el flujo de sistema
(1.1). Esta condicién es igual a que F'f = Rf, donde el cofactor de una curva algebraica

invariante es siempre un polinomio de grado grad(R(z,y)) < d — 1.

Cuando H es una primera integral del sistema (1.1), se sabe que todas las dérbitas del
sistema estan contenidas en su dominio de definicién y estan dadas por las curvas de nivel
H(x,y) = h. Una estrategia natural consiste en buscar la forma de alguna de las érbitas del
sistema y, a partir de ella, tratar de construir una primera integral para este sistema.
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En particular, si suponemos que el sistema (1.1) es polindémico, esas érbitas son precisa-

mente curvas algebraicas, las cuales son de especial interés en este trabajo.

Con el fin de exponer los resultados conocidos de integrabilidad usando curvas alge-
braicas invariantes, debemos tener en cuenta curvas algebraicas complejas f(z,y) = 0, esto
es f(x,y) € Clz,y]. Como el sistema (1.1) estd definido por polinomios reales, si f(z,y) =0
es una curva algebraica invariante con cofactor R(z,y) entonces su conjugada f(z,y) también
es una curva algebraica con cofactor R(z,v). Por lo tanto, su producto f(z,y)f(z,y) € R[z,y]
da lugar a una curva algebraica invariante real con una cofactor real R(xz,y) + R(x,y). Para
una mayor simplicidad, consideramos curvas algebraicas invariantes definidas por polinomios
en C[z, y|, aunque siempre tendremos en cuenta la observacién anterior. En R?) la curva dada
por f(z,y) =0, donde f(x,y) es una funcién real, sélo puede contener un nimero finito de

puntos singulares aislados o ser un conjunto vacio.

Una curva algebraica f(x,y) = 0 la llamaremos irreducible cuando f(z,y) sea un poli-
nomio irreducible en el anillo C[x,y]. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que
f(z,y) es un polinomio irreducible en C[z,y|, ya que si f(z,y) es reducible, entonces todos

sus factores propios dan lugar a curvas algebraicas invariantes.

Dada una curva algebraica f(z,y) = 0, siempre es posible asumir que el polinomio f(z,y)

no tiene multiples factores, asi, su descomposicién en el anillo C[z, y] es de la forma:

f(x,y) = fl(x,y)f2($7y) o 'fl(x>y)7

donde f;(x,y) son polinomios irreducibles diferentes entre si y ademaés f;(x,y) # cf;(z,y) si
i # j para cualquier ¢ € C. La suposicién de que, dada una curva algebraica f(z,y) = 0, el
polinomio f(z,y) no tiene multiples factores, se utiliza principalmente para asegurar que no

se consideren puntos singulares falsos.
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6. Teoria de Integrabilidad de Darboux

Las curvas algebraicas invariantes son los principales objetos utilizados en la teoria de
integrabilidad de Darboux. En [12], G. Darboux da un método para encontrar una primera
integral explicita para un sistema (1.1) en el caso de que d(d + 1)/2 + 1 diferentes curvas
algebraicas invariantes irreducibles sean conocidas. El pafametro d denota el grado del

sistema. En este caso, se puede construir una primera integral de la forma

AL £ As
H= 2

s )

donde cada f;(z,y) = 0 es una curva algebraica invariante para el sistema (1.1) y A\; € C
no son todos ceros, para ¢ = 1,2,--- .5, s € N. Las funciones de este tipo se denominan

funciones de Darboux.

Recordando que dada una curva algebraica invariante f(x,y) = 0 cuya parte imaginaria
no es cero se tiene que su conjugado también es una curva algebraica invariante. Por lo
tanto al tener que el sistema (1.1) es real, si f(z,y) aparece en la expresién de una primera
integral de la forma dada por Darboux con exponente A, entonces f(x,%) aparece en la misma

expresion con exponente A.

La notaciéon que se utilizard es i = /—1, Ref la parte real de f y Imf la parte imaginaria

de f. Dando la siguiente formula para los niimeros complejos:

1 i\ /2
( fz) ] z€C,
1+1z

arctan(z) = log

se muestra que

f/\?x = (Ref + Imfi)RAMImM(Re f — Tm fi)ReA-TmA

= ((Ref)? + (Imf)?)B* exp {—ZImA arctan (%) } '

Por lo tanto, se deduce que el producto f(z,y)*f(z, y)X es una funcién real, esto implica
que cualquier funcion de Darboux H = fl’\1 2’\2 -+ f2« también lo es. (Teniendo en cuenta
que siempre se trabaja con la rama principal de la funcién arctan(z)). De esta manera se
tiene que una funcién de Darboux H se puede definir en el conjunto abierto R? \ 3, donde
Y= {(z,y) € R*| (f1- fo- ...  fr)(z,y) = 0}, particularmente destacando que H es una
primera integral racional para el sistema (1.1), para i € Z,Vi =1,2,...,7.

26



Capitulo 1. Preliminares

En este sentido J.P. Jouanoulou [13] mostré que si se conocen al menos d(d+1)+2 curvas

algebraicas invariantes irreducibles diferentes, entonces existe una primera integral racional.

El hecho principal que se utiliza para probar el teorema de Darboux (y la mejora de
Jouanoulou) es que el cofactor correspondiente a cada curva algebraica invariante es un
polinomio de grado menor o igual a d — 1. Las curvas invariantes con cofactor polinomial
también se pueden utilizar con el fin de encontrar una primera integral para el sistema. Esta
observacién permite una generalizacién de la teorfa de Darboux que se da en [14], donde, por
ejemplo, se presentan las curvas invariantes no algebraicas con un cofactor algebraico para

un sistema polinomial de grado 4.

En [15] se dan otros ejemplos de este tipo de curvas invariantes con cofactor polinomial
para algunas familias de sistemas y la forma en que se utilizan para construir primeras

integrales explicitas y factores integrantes inversos de los sistemas correspondientes.

Una de las definiciones mas importantes en este sentido es la nocién de factor exponencial
que viene dada por C. Christopher en [16] cuando estudia la multiplicidad de una curva
algebraica invariante. La nocién de factor exponencial se puede ver como un caso particular

de curva invariante para el sistema (1.1).

DEFINICION 1.15. Dados dos polinomios coprimos h, g € Rz, y], la funcién ™9 se llama
un factor exponencial para el sistema (1.1) si para algin polinomio R de grado a lo sumo

d—1, donde d es el grado del sistema, la siguiente relacion se cumple:

Del9 Oell9
fi ( gx ) +f2< gy ) = R(x,y)eM9.

Al igual que antes, se dice que R(x,y) es el cofactor del factor exponencial de eha,

En la siguiente proposicién, demostrada en [16], se da la relacién entre la nocién de curva

algebraica invariante y el factor exponencial.

PROPOSICION 1.3. [16] Si G = €"/9 es un factor exponencial y g no es una constante,

entonces g = 0 es una curva algebraica invariante y h satisface la ecuacion
oh oh
— + fo— = hR, + gRg,
fi o I2 y g T giig
donde R, y Rg son los cofactores de g y G' respectivamente.
La nocién de factor exponencial es muy importante en la teoria de integrabilidad de

Darboux ya que no sélo permite la construccién de primeras integrales siguiendo el mismo
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método descrito por Darboux, sino que también explica el significado de la multiplicidad
de una curva algebraica invariante en relacién con el sistema diferencial (1.1). Un trabajo

completo sobre este tema puede encontrarse en [17].

De la misma forma que con las curvas algebraicas invariantes, dado un factor exponencial
G = exp{h/g}, se puede considerar que h(x,y), g(z,y) € Rlz,y| dado que el sistema (1.1)
es un sistema real. Si G = exp{h/g} es un factor exponencial con parte imaginaria no nula,
entonces su complejo conjugado, G = exp{ﬁ/g} es también un factor exponencial; esto se
puede ver desde la definicién. Ademds, GG = exp{h/g + h/g} es un factor exponencial real

con un cofactor real.

Ahora, dado que la nocién de factor exponencial es la generalizacion més actual en la

teoria de integraciéon de Darboux, cualquier funcién de la forma:

h M1 h K2 h Hl
vt (o () ) (o0 () (o0 ()
(1.12) R C P gm P g P o

se llama una funcién de Darboux (generalizada), donde r,l € N, f;(z,y) =0 con (1 <17 <

r)y gj(z,y) = 0 con (1 < j <) son curvas algebraicas invariantes del sistema (1.1), h;(x,y)
con (1 < j <) son polinomios en Clz,y], \;, (1 <@ <7r)y u;, (1 <j <I)son nimeros

complejos y n; (1 < j <) son nimeros enteros no negativos.

Los principales resultados sobre el método de Darboux y sus mejoras se resumen en el

siguiente teorema, (véase [18, 19]).

TEOREMA 1.4 (Teorema de Darboux). ([20], Teorema 3)

Suponiendo que un sistema diferencial polinomial (1.1) de grado d, admite r curvas al-
gebraicas invariantes irreducibles f; = 0 con cofactores R; para i = 1,2,--- r; | factores
exponenciales exp(hj/g;j) con cofactores Lj para j =1,2,--- ,1; y s puntos singulares inde-
pendientes (x,yy) de tal manera que fi(xp,yr) #0 parat=1,2,...,r ypara k =1,2,--- |s.

Ademds, si los factores irreducibles de los polinomios g; son algunas f;, entonces:

1. Existen \;, i; € C no todos cero de tal manera que

r l
Z /\sz + Z Mij = 0,
i=1 J=1

1y sdlo si la funcion multivaluada (1.12) es una primera integral del sistema (1.1).
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2. Sir+1l+4+s=[d(d+1)/2] +1, entonces existen \;, ji; € C no todos cero tales que

r l
=1 Jj=1

3. Sir+1+s>[dd+1)/2] + 2, entonces el sistema (1.1) tiene una primera integral
racional, y por lo tanto todas las trayectorias del sistema estan contenidas en las

curvas algebraicas invariantes.

4. Ezisten \;, pt; € C no todos cero de tal manera que

r l
> NRi+ Y Ly = divF
i=1 j=1
si y solo si la funcion (1.12) es factor integrante inverso del sistema (1.1).

5. Sir+1+4+s=d(d+1)/2 y s puntos singulares independientes débiles, entonces la
funcion (1.12) para convenientes \;, ji; € C, no todos igual a cero, es una primera

integral o un factor integrante inverso del sistema (1.1).

Y como resultado obtenemos el siguiente teorema que sera de gran ayuda en los siguientes
capitulos.

TEOREMA 1.5 (Teorema de Prelle-Singer). ([20], Teorema 11)

St un sistema polinomial tiene una primera integral elemental, entonces éste tiene un
factor integrante de la forma fi"--- fp* con f; € Clz,y] y cada f; es una curva algebraica

mwvariante. Por lo tanto éste tiene factor integrante inverso racional.
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CAPITULO 2

SISTEMAS CUASI-HOMOGENEOS

Ahora se definird un caso especial de polinomios, con los cuales se construiran sistemas
diferenciales bidimensionales sobre los cuales se trabajard; éstos son los polinomios cuasi-
homogéneos. A partir de ellos y de estos sistemas diferenciales, con la combinacion de los
elementos nombrados en el capitulo anterior se analizaran sus propiedades y se mostrara
una forma explicita de su factor integrante inverso para luego ver como se relaciona la exis-
tencia de este con el estudio de los ciclos limite. Ademas se definiran otros sistemas carac-
teristicos, sobre los cuales también se podra trabajar, estos son los sistemas diferenciales

cuasi-homogéneos perturbados.

1. Sistemas p — ¢ Cuasi-Homogéneos

A continuacién se presentara a los polinomios p — ¢ cuasi-homogéneos, y se demostrara

la utilidad que tiene el remarcar los grados p y ¢ en su definicién.

DEFINICION 2.1. Para p,q,k,l € Z%, se dird que una funcién real f : R> — R es una

funcion p — q cuasi-homogénea de grado ponderado k si

f(aPz, aly) = o f(z,y), Vo € R\ {0}.

Ademas, F = fla% + fga% un campo vectorial se llamard campo vectorial p — q cuasi-
homogéneo de grado ponderado | , si fi y fo son funciones p—q cuasi-homogéneas de grado
ponderado p+1—1 vy q+1— 1 respectivamente.
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El sistema diferencial p — q cuasi-homogéneo de grado ponderado [, asociado a el

2]

5y viene dado por:

campo vectorial p — q cuasi-homogéneo I’ = flﬁ + f

{ T = f1(96,y),

(2'1) Y :fZ(xvy)'

Una propiedad interesante de los sistemas diferenciales p — ¢ cuasi-homogéneos de grado

ponderado [ es que son invariantes bajo la transformacién de semejanza descrita como:

(z,y,t) = (aPz,aly,a”'t), Va € R\ {0}.

a*lJrlt‘

ie. z(t) = aPx(t), g(t) = ady(t), t

Esto se verifica de la siguiente manera:

B(0) = a*i()i = o fi (2 (@), y(D)a™ = a7 fi (2(0), y(D) = fi(aPa (D), a%y(D))

= i(z(t), 9(1),

§(0) = oyt = o fo(w(D), y(B)a~ = " fo(w(D), y(E) = falaP2(F), a"y(D))

= f2(2(1), 9(1)),
donde el punto indica derivada con respecto al tiempo.
Por lo tanto el sistema (2.1) es invariante bajo el grupo uniparamétrico
p(,y.t) = (2,5,1),
Donde los generadores infinitesimales para esta transformacion son:

0% _ 0(aPn) B 0y _ 9(aty) _
E(:L“,y) - (904 |oz:1 - (906 |a:1 = pT Yy U(ﬂfay) - (906 |a=1 - 606 |a:1 =qy,

Y como el sistema (2.1) se puede escribir en su forma Pfaffiana de la siguiente manera:

(22) fl(xa y)dy - fZ(xvy)d‘I = 07

tomando M = —fo(z,y), N = fi(x,y), &(x,y) = pr y n(z,y) = qy en la definicién 1.11 se
tiene que la forma del factor integrante de Lie para esta ecuacién diferencial (2.2) es:
1

p= .
qyfi — pxfo
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En conclusion una propiedad caracteristica e importante de los sistemas diferenciales
p — q cuasi-homogéneos es que existe una férmula para el factor integrante lo cual implica
que existe una férmula explicita para el factor integrante inverso (FII) para éste sistema, lo

cual se demuestra en la siguiente proposicion con la ayuda de un lema anterior:

PROPOSICION 2.1. Dado un campo vectorial p — q cuasi-homogéneo F = fla% + fga% de
grado ponderado 1, entonces V = qyfi — pxfs es un FII del sistema.

Prueba. Sea V := qyf; —pxfs, por lo anterior sabemos una férmula del factor integrante
1
v
sea localmente nulo, asi que usando el Lema 1.1 se tiene que V resuelve la ecuacién (1.11), y

para el sistema asociado al campo vectorial F' viene dada por pu = 3; siempre y cuando V no

por lo tanto cumple la definicién de factor integrante inverso. O

El resultado anterior también se puede verificar utilizando el teorema generalizado de
Euler para funciones cuasi-homogéneas. Este establece que para cualquier funcién p — ¢

. , . d d
cuasi-homogénea f con grado ponderado k se puede obtener la igualdad pxa—i + qya—i =kf,

lo cual enunciado formalmente dice:

TEOREMA 2.1 (Teorema generalizado de Euler). Sea f una funcién p—q cuasi-homogénea

de grado ponderado k, entonces

(2.3) pxa—f + qyg—‘; =

o kf.

Prueba. Como f es p — ¢ cuasi-homogénea se tiene que:

flePz,a%y) = " f(z,y), Va eR\{0}.
Diferenciando la ecuacién con respecto a «

of(aPx,a%y) 0

9 ok
o = 50 (" f(z,y)),
por regla de la cadena
of(aPx,aly) d(aPx) = Of(aPz,aly) d(aly) .
Asi que
D q p q
af(a T,q y) apflp:[; X 8f(06 T, y) Oéqilqy — kak*lf(x’y),

d (abz) 9 (aty)
En concreto, tomando o = 1, la anterior ecuacién se obtiene (2.3).
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Ahora recordando la definicién de conjunto de ceros, se dijo que si P € R[z, y|, su conjunto
de ceros esta dado por
V(P):={(z,y) € R? | P(z,y) = 0},

donde R[z, y| el anillo de polinomios sobre R en dos variables.

El siguiente lema mostrara una conexion entre los conjuntos de ceros y los polinomios
p — ¢ cuasi-homogéneos, esta relacién serd fundamental para la obtencién de los siguientes

resultados.

LEMA 2.1. Si P es un polinomio p — q cuasi-homogéneo no cero de grado ponderado k,

entonces el conjunto de ceros V(P) no contiene subconjuntos homeomorfos a S*.

Prueba. Dado P un polinomio p — ¢ cuasi-homogéneo no cero de grado ponderado k, se

tiene que
P(\Px, \%y) = A*P(x,y).
Si se supone que el conjunto de ceros V(P) contiene un subconjunto v que es homeomorfo a
S!, entonces P(xg,yo) = 0 para todo (zg, o) € . Por lo tanto, para cada punto (xg,yo) €
hay una curva dada por
C()\7 (IOJ yO)) = {(Apx(]a )‘qyO) tAE R}
Al evaluar P en C'(\, (z9,90)) se obtiene que
P(Ap$07 )‘qyO) = Akp(xm yO) - 07

para todo (zg,yo) € 7.

Por lo tanto, para todo A € R y cualquier punto (z,y) € 7 se tiene que
C(A, (z,y)) € V(P).

Por ultimo, considerando una curva algebraica lineal L no totalmente contenida en V'(P)
tal que cruza un numero infinito de curvas C(\, (z,y)) en V(P). Sin embargo, dado que los
grados de Py L son finitos, utilizando el Teorema 1.3 se obtiene que L s6lo puede interceptar
a V(P) en un numero finito de puntos, lo que lleva a una contradiccién. Por lo tanto, V' (P)

no contiene subconjuntos homeomorfos a S!. a

Como consecuencia directa del lema anterior, se tiene el siguiente teorema:
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TEOREMA 2.2. St un polinomio p — q cuasi-homogéneo no cero de grado ponderado k es

un FII del sistema (1.1), entonces éste no tiene ciclos limite.

Prueba. Sea V un polinomio p — ¢ cuasi-homogéneo, el cual es un FII del sistema (1.1).
Suponiendo que (1.1) admite un ciclo limite 7, entonces por el Teorema 1.2, se obtiene que
v € V(V), lo cual contradice el Lema 2.1. Por lo tanto, el sistema (1.1) no contiene ciclos

limite. O

Usando el Teorema 2.2, es posible establecer la no existencia de ciclos limite para campos

vectoriales polinomiales cuasi-homogéneos, asi se da la siguiente proposiciéon:

PROPOSICION 2.2. Dado un campo vectorial polinomial p — q cuasi-homogéneo de grado
ponderado | descrito por F = fla% + fga%, entonces el sistema asociado (2.1) no tiene ciclos

limite.

Prueba. Por la Proposicién 2.1 se tiene que la funcion V = qyf; — pxfy es un FII del
campo vectorial F. Ademds, V es una funcién p — ¢ cuasi-homogénea de grado ponderado

p+q—+1—1, de esta manera el resultado se obtiene directamente de utilizar el Teorema 2.2.0

2. Sistemas Cuasi-Homogéneos Perturbados

En esta seccién se extenderan los resultados obtenidos en el estudio de sistemas cuasi-
homogéneos, extension que se desarrollard precisamente utilizando perturbaciones dadas por
polinomios cuasi-homogéneos. A estos nuevos sistemas se les llamard sistemas infinito cuasi-

degenerados. A continuacion se da su definicion formal.

DEFINICION 2.2. Un sistema infinito cuasi-degenerado es un sistema polinomial

plano de la forma

(2.4)

{f’v = P(z,y) + prA(z,y),
Z) :Q(:c,y)Jrqu(x,y),

donde Y = Pa% + Qa% es un campo vectorial p — q cuasi-homogéneo polinomial de grado

ponderado | y A es un polinomio p — q cuasi-homogéneo de grado ponderado c.

Se puede ver que en el caso particular p = g, el sistema (2.4) se convierte en un sistema
infinito degenerado cuando grad(A) < grad(P) = grad(Q).
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Para analizar este tipo de sistemas es necesario introducir algunos lemas que seran de

utilidad mas adelante.

LEMA 2.2. Si se toma a X como el campo vectorial asociado al sistema (2.4) y si eziste
una H(z,y) primera integral p—q quasi-homogénea de grado ponderado d del campo vectorial

p — q cuasi-homogéneo P(z, y){% + Q(x, y)a%, entonces

X H=dA(z,y) - H(z,y).

Prueba. Calculando la derivada de H(x,y) a lo largo de las 6rbitas del sistema (2.4)

OH OH 8H 8H 6H 8[—]

Dado el Teorema 2.1 para funciones cuasi homogéneas aplicado al ultimo término de la
expresién anterior, tenemos que px2Z o H 4 gydd ay = dH. Como H es una primera integral del
campo vectorial P(z, y) + Q(z, y)a , es decir, satisface PaH + QaH = 0, se concluye que
X-H=dA(z,y) - H(z ,y). O

Para el siguiente lema recordamos que para f(z,y) € R[z,y|, se dice que f = 0 es una
curva algebraica invariante de un campo vectorial polinomial X = a(z,y)-2 5 1 b(x, y) si se

cumple que X f = Rf para algin polinomio R(z,y) llamado el cofactor asociado.

LEMA 2.3. V(z,y) = pzrQ(x,y) — qyP(z,y) = 0 es una curva algebraica invariante p — q

cuasi-homogénea de grado ponderado p+ q+ 1 — 1 del sistema polinomial (2.4).

Prueba. Definiendo nuevamente como & al campo vectorial asociado al sistema (2.4),

la tasa de cambio de V' (z,y) a lo largo de las érbitas del sistema (2.4) es

oV oV oV oV oV oV
XV = (P+pafz4)a$ (Q+ qyA)—— a5 (P6—+Q ) +A(pxa—+qyay>

Entonces, por la Proposicién 2.1 se deduce que V' es un factor integrante inverso del
campo vectorial P(z, y) + Q(z, y)8 : por lo tanto

av Qa_v:(ap aQ) v

%—'— dy
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Y como P(z,y) y Q(x,y) son p — ¢ cuasi-homogéneos entonces V(x,y) también lo es y su
grado ponderado es (p+ g+ 1 —1). Por lo tanto al aplicar el Teorema 2.1 se tiene que
ov ov
T—+qy—=@pP+qg+1-1)V,
Pros Wy, (p+q )

en consecuencia

(0P 0Q
X-V—(%+a—y+(p+q+l l)A)-V,

y asi V = 0 es una curva algebraica invariante del sistema (2.4). O

El siguiente teorema muestra la forma de un Factor Integrante Inverso para el sistema

(2.4), que es el motivo por el cual se construyeron las anteriores curvas algebraicas invariantes.

TEOREMA 2.3. 5@ se supone que H es un polinomio p — q cuasi-homogéneo de grado
ponderado d tal que H es una primera integral del campo vectorial p — q cuasi-homogéneo
Pa% + Qa%, entonces, la funcion

a—1

V= (prQ — qyP)H T (z,y),

es un FII de (2.4).

Prueba. Sea X = (P + p:EA)% +(Q + qu)a% el campo vectorial asociado al sistema
24)y Y =P+ Qa%' La divergencia del campo vectorial X" es:

0 0
divX = %(p + prA) + 8_y(Q + qyA) = div(P + prA, Q + qyA)
0A 8A)

=div(P, Q) + div(pzA, qyA) = divy + (p + q)A + (px% + qya—y

Asi
divX =divy + (e +p+ q)A,

por lo que aplicado el Teorema 2.1 a el polinomio A de grado ponderado «, se tiene que:

x%—l— % =aA

Por otro lado, a partir de los Lemas 2.3 y 2.2, se tiene que

X-H=dA(z,y) - H
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X - (pxQ(z,y) — qyP(2,y)) = (divY + (p+q+1—1)A) - (prQ(z,y) — qyP(z,y)).

Por lo tanto H(x,y) y pzQ(z,y) — qyP(z,y) son soluciones particulares del sistema (2.4)
con cofactores asociados Ri(z,y) = dA vy Ro(z,y) = divy + (p+q+1—1)A,

respectivamente.

Ahora, con el fin de aplicar el inciso 4 del Teorema de Darboux (Teorema 1.4) se necesita

verificar que existen dos constantes Ay y Ay diferentes de cero, las cuales cumplan que
2
> AiRi(z,y) — divk = 0.
i=1

Esto es:
MAA+ Xo(divyY + (p+q+1—1)A) —divy — (a+p+qA=0

Estas constantes si existen y se puede ver que son:

(a—1+1)

N =

Ao = 1.

Entonces
a—I1+1

V= (pxQ —qyP)H @ (2,y)

es una funcién de Darboux y aplicando el el inciso 4 del Teorema 1.4 se obtiene que esta

funcién V es un factor integrante inverso del sistema (2.4). O

Como se ha determinado un FII para estos sistemas perturbados, ya se tiene la posibilidad
de usar el Teorema 2.2 y el Teorema 2.3 para extender la no existencia de ciclos limite para
los sistemas infinito cuasi-degenerados, como lo expresa la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.3. Suponiendo que las hipdtesis del Teorema 2.3 se satisfacen y si H*

es un polinomio p — q cuasi-homogéneo, entonces el sistema (2.4) no admite ciclos limite.

a—Il+1 . . . ,
Prueba. Como H ¢ (x,y) es un polinomio p — ¢ cuasi-homogéneo, se deduce que el
a—I1+1

FII dado por V := (pz@ — qyP)H Tt (x,y) es un polinomio p — ¢ cuasi-homogéneo. De esta

manera, por el Teorema 2.2 se tiene que el sistema (2.4) no admite ciclos limite. O
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CAPITULO 3

EJEMPLOS Y APLICACIONES

En este capitulo se expondran ejemplos y aplicaciones sobre los sistemas diferenciales estu-
diados en el capitulo dos. Estos son los sistemas p— g cuasi-homogéneos y los sistemas infinito
cuasi-degenerados. Por lo tanto, se veran en practica los resultados anteriores, mostrando

que es posible establecer la no existencia de ciclos limite en estos casos.

Como se observo anteriormente, es de gran importancia encontrar formas de generar
factores integrantes inversos. A continuacién, se da un método que ayuda a crearlo, para
algunos sistemas diferenciales particulares. Este método viene dado por la combinacién de
la siguiente proposicién conocida y el siguiente lema. Cabe recordar que no hay una forma

universal para generar factores integrantes inversos.

PROPOSICION 3.1. (18, Proposicién 13] Si F; = fi(x,y)2 + gi(z,y)Z, coni = 1,2, son
dos campos vectoriales C1 definidos en un abierto U C R? tales que tienen el mismo factor
integrante inverso V(x,y), entonces el campo vectorial Fy + AFy también tiene a la funcion

V(x,y) como factor integrante inverso para cualquier \ € R.
LEMA 3.1. Sea V : R? — R una funcién C', entonces los sistemas
(3.1) T o= V(z,y)f(y),
y =V(z,y)g(z),
Y
g =V(zy)glx) £ 5 (2,y),

tienen a V) como factor integrante inverso.
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Prueba. Para el sistema (3.1) se tiene que

(vf(y))g—z + (vg(g;»g_‘; _ Vf?(Vaf ;y)> N Va(vagy(x» _ (a(vg;y» N a(v;;x)>) v

y para el sistema (3.2)

v\ oV v\ oV v _ v ay oV | dV oV
(vf(y) + a_y> o T (Vg(a:) + %> e ViS5 F F vg(x)a_y - 5By

B ov vy oVf(y) _ 2*v  oVg(x)) , 0°V
=V (f(y) Oz o) ﬁy) =V < or T 0z0y i oy = 0yOx
_ (20w F ) RAOE: 2\,
o Ay '
Por lo tanto V es FII de los sistemas (3.1) y (3.2). O

1. Ejemplos

En los siguientes ejemplos se tomaran diferentes sistemas a los cuales le aplicaremos la
teoria descrita en esta tesis, se vera la forma de sus factores integrantes inversos y luego a

partir de los teoremas del capitulo dos se demostrard la inexistencia de ciclos limite.

EJEMPLO 3.1. Sea el sistema diferencial dado por
{ b o= 223 + 2%y? — ayt + 8y° = P(x,v),
y = —x’y+3vy® + Ty’ = Q(x,vy).
Como PNz, \y) = XP(z,y) y Q(N2x, \y) = NQ(z,y), se tiene que (3.3) es un sistema

polinomial 2 — 1 cuasi-homogéneo de grado ponderado 5. Lo cual es claro, ya que de las

(3.3)

ecuaciones p+1—1=6y qg+1l—1=>5con p= 2, qg=1, implica que [ = 5. Asi que se
cumplen las hipdtesis de la Proposicién 2.2; es decir, el sistema (3.3) no puede tener ciclos

limite.

Un FII de (3.3) es V(x,y) = 423y — bxy> — 1529 + 8y".

EJEMPLO 3.2. Para el sistema diferencial

i = —a5 4 323y° + Tay'?,

(34) S 4 2,6 4 .11
y = xy+xy +y-,

se observa que este es un sistema polinomial 5 — 2 cuasi-homogéneo ya que si se denotan

P(x,y) = —2° + 3235 + T2y y Q(z,y) = 2ty + 2%y° + y*, se puede ver que P(\x, \%y) =

ABP(z,y) y Q(Nx, N2y) = M2Q(x,y) v es de grado ponderado 21, yaque p =5y ¢ =2,y
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reemplazandolos en p+1—1 =6y ¢+ —1 = 5 se concluye que [ = 21. Por lo tanto, usando

nuevamente la Proposicién 2.2, se concluye que el sistema (3.4) tampoco admite ciclos limite.

Un FII de (3.4) es V(z,y) = =72’y + 23y° + 9zy'l.

EJEMPLO 3.3. Considerando ahora el sistema diferencial

(3.5) b =2+ 223y — 22%y% — dayt + 4° + 8y'°,
' y =2 — ot 4+ 2 — 20y3 + 2203y3 — 2223 + 4a?y® — day® + 4P,
si se denota
P(z,y) = z* + 22% — 20°y° — dwy* + 4° + 8" = (2 — 227" + 4°)(2y + 1),

Q(z,y) = 2°—a* +23 - 20y  +223® — 2073 +402y® —day® +4y° = (2® —22%y3+49°) (2® —2+1),

con V(z,y) = 2% — 22%y® 4+ 497, se analiza que V(A\z, \y) = \?V(z,y). Usando la primera
parte del Lema 3.1 se obtiene que V es un factor integrante inverso 3 — 1 cuasi-homogéneo del
sistema (3.5). Luego, por el Teorema 2.2, el sistema (3.5) no admite ciclos limite. Cabe decir
que aunque este sistema no es cuasi-homogéneo, atin asi se tiene la posibilidad de verificar

que no tiene ciclos limite.

EJEMPLO 3.4. Sea el siguiente sistema diferencial

& = P(z,y),
30 { y =Q(z,y).

Si
P(z,y) = 9> =y = 5y" + 2%y’ —2° = (2 +y°) (v — 1) — 5y,
Qr,y) ="+ 2%’ +2° + oy’ +2* + " + 22 = (2 +y°)(2* + v + 1) + 2.
Y denotando V(x,y) = x* + 3°, se puede observar que V(\5z, \?y) = A%V(z,y). Usando la

segunda parte del Lema 3.1, es facil ver que V es un factor integrante inverso 5 — 2 cuasi-
homogéneo del sistema (3.6). Por lo tanto a partir del Teorema 2.2, se llega a la conclusién

de que el sistema (3.6) no admite ciclos limite.

Es importante notar que si se toma p = ¢ = 1 en el caso de un campo vectorial polino-
mial p — ¢ cuasi-homogéneo, éste se convierte en un sistema polinomial homogéneo clasico.
Teniendo esto en consideracion, es posible recuperar varios resultados conocidos:
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COROLARIO 3.1. 5% f1 y fo son polinomios homogéneos del mismo grado, entonces el

sistema

57) { & = fi(r,y).

y = fZ(xay)a

no tiene ciclos limite.

EJEmMpPLO 3.5. El sistema diferencial dado por

(3.8) { b = —datyd + 73yt — 2%yS — 1097,

y = 3x7 — 28y + 8xtyP + TS,

es un sistema diferencial homogéneo de grado 7. Asi que por el corolario anterior se obtiene

que el sistema (3.8) no admite ciclos limite.

Un FII de (3.8) es V(x,y) = —32% — 10y® — 82°y® + Ta3yS — 4a'y* — 8a2yS.

COROLARIO 3.2. La siguiente ecuacion diferencial lineal con a,b,c,d € R.

{ T =axr+ by,

(3.9) )
y = cxr+dy,

no contiene ciclos limite. Y la funcién V(x,y) = by? + (a — d)zy — cx?* es FII de (3.9).

En el caso de que ¢ sea impar; con p y [ pares; el campo vectorial p — ¢ cuasi-homogéneo
incluye algunos tipos de sistemas de tiempo reversible. En particular, se obtiene el siguiente

resultado:
COROLARIO 3.3. Si un campo vectorial dado es invariante bajo la simetria
(.T, Y, t) — (33', Y, _t)a

entonces el sistema no tiene ciclos limite.

Terminando esta secciéon de ejemplos, se tiene el siguiente ejemplo de los sistemas infinito

p — q cuasi-degenerados.
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EJEmMPLO 3.6. Considerando el polinomio
H(z,y) = 2%y’ + 229" — y'?,

se puede ver que H(x,y) es 3 — 1 cuasi-homogéneo de grado ponderado d = 12. Asi que

construyendo el sistema Hamiltoniano de la siguiente manera:

OH O0OH
Xy = <a_y—%) = (32%y* + 18ay® — 12", =327y — 2°),

es claro que viene generado por un campo vectorial 3 — 1 cuasi-homogéneo con grado pon-

derado [ = 9. Ademds definiendo a
A(x,y) = 2% + 2%y,

un polinomio 3 — 1 cuasi-homogéneo de grado ponderado v = 20, se tiene el siguiente sistema

perturbado:

(3.10) { b= 0%y 18y — 129 + Ba(a%y? + a%y),

y = =322y — 297 + y(2By* + 2°yP).

a—Il+1
d

Dicho sistema es infinito cuasi-degenerado, ya que = 1, entonces haciendo uso de la

Proposicién 2.3 se obtiene que el sistema (3.10) no admite ciclos limite.

Cabe notar que aunque iniciamos con un sistema Hamiltoniano, es claro que el sistema

(3.10) no lo es y, sin embargo, sigue conservando la propiedad de no contener ciclos limite.

2. Aplicaciones

Ahora, se estudiara la dinamica de sistemas epidemiolégicos y bioldgicos, haciendo un
enfoque en aquellos que se pueden expresar como sistemas p — ¢ cuasi-homogéneos bidimen-
sionales, con la intencion de mostrar que estos sistemas no contienen ciclos limite, ademas

de ver que significado tiene esta situacién en un sentido bioldgico.

Primero se modelara la dinamica de una enfermedad contagiosa en una poblacion del tipo
SIRS, el cual asume que una enfermedad se desarrolla a lo largo del tiempo y que existen

tres clases de individuos sobre los cuales actiia (Susceptibles, Infectados y Recuperados).

A una enfermedad se le dice endémica si permanece en una poblacién por mas de 10 o 20
anos, ver [24]. Dado el largo periodo de tiempo involucrado, un modelo para una enfermedad
endémica debe considerar nacimientos como una fuente de nuevos individuos susceptibles, y
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también muertes naturales en cada una de las tres clases de individuos. Suponemos que los
nacimientos son proporcionales a la poblacion total, y las muertes son proporcionales a cada

clase.

El flujo de un grupo a otro que se ajusta a este modelo, esta dado por el siguiente esquema:

S—I—R—S

Partiremos de un sistema que consta de tres ecuaciones diferenciales ordinarias sobre las
variables S, I y R, las cuales representan a cada uno de los grupos antes mencionados y
N = S+ I + R la poblacién total. Este modelo es:

S = —BSI+ uN — uS,
(3.11) I = BSI—~I—ul,
R = ~I — uR,

Suponiendo que todas las constantes 3, u y «v son positivas, donde [ se considera como
la tasa de incidencia por individuo infectado, p la tasa de nacimiento y muerte natural, y ~

la tasa de recuperacién de individuos infectados.

La primera ecuacion, modela la razén de cambio en el tiempo del grupo Susceptible. El
término a favor del aumento en la cantidad de individuos de este grupo (término positivo)
representara a la cantidad de individuos que nacen en el tiempo de estudio y los individuos
recuperados de la enfermedad; mientras que los términos a favor de una disminucién en la
poblacién (términos negativos) de este grupo representardn a los individuos susceptibles a la

enfermedad, que mueren por ella o por otra causa, y a los susceptibles que se enferman.

La segunda ecuacién, modela la razén de cambio en el tiempo del grupo Infectados. El
término a favor del incremento en la cantidad de individuos de este grupo representara a la
cantidad de individuos susceptibles que se infectan, mientras que los términos que van en
detrimento de esta poblacion son los que representan la cantidad de individuos infectados

que se mueren y los que se recuperan de la enfermedad.

La tercera y ultima ecuacién, modela la razén de cambio en el tiempo del grupo Recupe-
rados de la enfermedad, el tinico término positivo es el que refleja la cantidad de individuos
infectados que se recuperan de la enfermedad y en forma negativa estan los que representan
a los recuperados que se mueren y a los recuperados que pierden inmunidad a la enfermedad.
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Tomando las condiciones iniciales tales que
S(0)=S50>0, 1(0)=1,>0, R(0)=0,

se nota que la poblacién total N es constante, ya que si se suman las ecuaciones en (3.11) se
obtiene N = S+ I + R = 0. Con lo cual N(t)=N = Ny =S+ I.

En este caso con la intencién de aplicar el método desarrollado en esta tesis se daran a
continuacion algunos sistemas epidemiolégicos particulares los cuales no admiten ciclos limite,
esto implicard que posiblemente no exista una tendencia a un comportamiento periddico

orbital asintéticamente-estable en especifico. Esto permite dos posibilidades:
1. Que se pierda el comportamiento oscilatorio.

2. Que no se encuentre una solucion peridédica aislada, mostrando que las oscilaciones del

sistema no aterrizan, no al menos en una érbita periddica.

EJEMPLO 3.7. [24, Modelo Kermack-McKendrick]

El modelo Kermack-McKendrick es un modelo SIR para un niimero de personas infectadas
con una enfermedad contagiosa en una poblacién cerrada un determinado tiempo. Se propuso
para explicar el rapido ascenso y la caida en el nimero de pacientes infectados observados
en epidemias como la peste (Londres 1665/66, Bombay 1906) y el cdlera (Londres 1865).
Se supone que en la poblacion no hay nacimientos, ni muertes por otras enfermedades o por
causas naturales, el periodo de incubacién del agente infeccioso es instantaneo y la duracion de
la infectividad es igual a la duracién de la enfermedad. Ademads la poblacion es completamente

homogénea sin edad, especie, o estructura social.

El modelo simple para la evolucién de una epidemia (Kermack-McKendrick), donde S
es la poblacién de susceptibles, I infectados y R recuperados y desarrollado inmunidad a

la infeccién, consta del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

acopladas:
S =-pBSI,
(3.12) I = BSI—~I,
R = I,

recordando que [ es la tasa de infeccion y v es la tasa de recuperacion.
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Como R no aparece en las dos primeras ecuaciones de (3.12) su dindmica se puede analizar

del siguiente sistema mas simple

(3.13) {S = —h51,
[ = BSI—~I.

El factor integrante inverso del sistema (3.13) viene dado por V(S,I) = SI el cual es
homogéneo, asi aplicando los resultados obtenidos en el capitulo 2, se tiene que el sistema
(3.13) no admite ciclos limite. Y como la dindmica del sistema (3.13) es igual a la de (3.12),
entonces el sistema (3.12) que describe el modelo Kermack-McKendrick tampoco tiene ciclos

limite.

EJEMPLO 3.8 (Modelo ST con muerte inducida). Un modelo epidemiolégico tipo ST (con

muerte inducida) estd dado por

(3.14) S = —PSI— s,
I = BST—~I —asl,

donde aq, s > 0 son los coeficientes con los cuales se analiza la mortalidad inducida
sobre los suceptibles e infectados, respectivamente. En este caso también el factor integrante

inverso es V(S,1) = S1. Asi que el sistema (3.14) tampoco tiene ciclos limite.

EJEMPLO 3.9. (Modelos de vacunacién) El siguiente modelo considera los elementos que
afectan el progreso de la enfermedad introduciendo un término de vacunacion, si se supone
que los susceptibles son vacunados contra la enfermedad con una tasa v proporcional a su

numero, se obtiene el siguiente sistema

. agr
(3.15) S rAST — v,
I = rASI—~l.

En este caso el factor integrante inverso sigue siendo V/(S,1) = SI, por lo tanto éste

sistema no tiene ciclos limite.

Como se queria se concluyd que en estos casos no hay ciclos limite. Pero, jque implica
esto? para contestar esta pregunta es necesario recordar que un ciclo limite se puede ver como
el modelo basico para todos los comportamientos osciladores autosostenidos o auténomos;
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aquellos que vuelven, o retornan, a cierta érbita periddica fundamental cuando son perturba-
dos de la misma. Un ejemplo de las oscilaciones estables, seria el latido del corazén humano
que recupera cierto ritmo normal después de ser elevado al correr. Por lo tanto, al no haber
ciclos limite en estos sistemas, no existe una érbita peridédica fundamental. Esto es, no se
podra encontrar una solucion periodica aislada; de esta manera, se muestra que la solucion

no converge en una orbita periédica.

Una posible forma de aplicar este resultado de la no existencia de ciclos limite, es
aprovechar esa falta de periodicidad en la soluciéon para un posible desarrollo de modelos
de prevencion para diferentes tipos de enfermedades, pero cabe aclarar que este es solo un
resultado inicial, el cual se podria extender o complementar para tener mayor certeza sobre

la dindmica de las enfermedades.

Ademas es interesante ver que existen casos donde se pueden encontrar érbitas periédicas
en un sistema donde se demuestra que no hay ciclos limite, esto no contradice en nada lo
anterior, ya que en estos casos se muestra que esas Orbitas periddicas no son aisladas, un

ejemplo biolégico de esto es el siguiente:

EJjempLO 3.10. El sistema clasico de Lotka-Volterra [23] es usado para modelar la intera-

ccion entre dos especies en una dinamica de depredador-presa.

El sistema es de la siguiente forma:

T = x(a - by)a

(3.16) i = ylex - d)

Donde y es el nimero de algin depredador (por ejemplo, un leén) y x es el nimero de
sus presas (por ejemplo, cebras); y v & representa el crecimiento de las dos poblaciones en el
tiempo; con a representando la razon de crecimiento de las presas, b la razéon de decrecimiento

de los depredadores y los pardmetros ¢ y d son las interacciones entre las dos especies.

Si se supone que las presas tienen un suministro de comida ilimitado y se reproducen ex-
ponencialmente a menos que exista algin depredador, entonces las variaciones de la poblacién

vienen definidas por & = ax — bxy y vy = cxy — dy, tales que:
1. El crecimiento exponencial de presas estd representado por azx.

2. El encuentro de las dos especies y su interaccion viene dado por bxy.
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3. El crecimiento de los depredadores producto de la interaccién con las presas es dado

por cxy.

4. La muerte natural de los depredadores se describe con el término dy la cual es de forma

exponencial.

Por lo tanto, si hay muchos depredadores es necesario que el nimero de presas aumente
para mantener la poblacion. Asi, la variacion de presas & muestra como el cambio del
nimero de presas viene dado por su propio crecimiento menos la tasa de encuentros con
predadores y la variacion de los depredadores ¢ se puede interpretar como el crecimiento de
los depredadores por la caza de presas menos la muerte natural de éstos. Si x o y son cero

no existe interaccion.
Un factor integrante inverso del sistema (3.16) viene dado por
V(z,y) = zy,

el cual es un polinomio p — ¢ cuasi-homogéneo de grado p + ¢. Por lo tanto, por el Teorema

2.2 se obtiene que el sistema no posee ciclos limite.

En este caso se puede llegar a la conclusion de que el modelo aun es algo basico para
poder analizar de una forma éptima una interacciéon de especies predador-presa real, ya que
para los intereses biolégicos es de mayor interés encontrar estados de equilibrio oscilatorio

estable, para lo cual se necesita la existencia de al menos un ciclo limite.

EJEMPLO 3.11. Tomando el modelo diferencial que describe las oscilaciones amortiguadas
i+ 2yi + wir = 0,
con v y wi constantes del sistema fisico particular.

Si se expresa ésta ecuaciéon diferencial en forma de sistema diferencial (haciendo & =y y

Y = &) se tiene que:

(3.17) {% —

Yy = —2yy —wiz.

En este caso, se observa que se obtuvo un sistema diferencial homogéneo, asi que aplicando
el colorario descrito anteriormente, se puede ver que V(z,y) = y* + 2yxy — wiz? es FII de

(3.17) y a la vez garantiza que este sistema no admite ciclos limite.

Esto implica que es posible que se pierda el comportamiento oscilatorio o que no se pueda

encontrar una solucién periddica aislada.
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El objetivo principal en esta tesis fue mostrar la dindmica de los campos vectoriales p — ¢
cuasi-homogéneos. Ademds, en una perturbacion de los mismos los cuales son los campos
vectoriales infinito cuasi-degenerados. Como nuestro titulo bien lo refiere, especificamente
nos enfocamos en mostrar la ausencia de ciclos limite para estos casos. Este objetivo se logré
en el segundo capitulo, el método que dimos a conocer con el cual podemos asegurar cuando

un sistema diferencial plano no tiene ciclos limite.

Este método surgié a partir del estudio de los factores integrantes inversos, los cuales
se demostré son fundamentales para el estudio cualitativo de los sistemas diferenciales bidi-
mensionales, todo gracias a la combinacién de varios campos de la matematica, como la
geometria diferencial usada al aplicar la teorfa de grupos de Lie, la geometria algebraica
usando las propiedades de los conjuntos algebraicos y la teoria de integrabilidad de Darboux
usada para encontrar factores integrantes inversos a partir de curvas algebraicas invariantes,

todo esto enfocado en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales.

Las ventajas de combinar estos campos de la matemédtica también se lograron en el
capitulo dos; en éste mostramos como la relacién de estas diferentes teorias nos permitieron
conocer como y donde se encuentran los ciclos limite de un sistema diferencial. Gracias
a esa informacion se concluyé que no podian haber ciclos limite ni en los sistemas p — ¢
cuasi-homogéneos, ni en los sistemas infinito cuasi-degenerados y en un caso mas particular

tampoco sobre sistemas diferenciales homogéneos.
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Aun més, como un resultado mas general, vimos qué si un sistema diferencial plano tiene
un factor integrante inverso p — ¢ cuasi-homogéneo, esto garantiza que este sistema no tiene
ciclos limite. Aunque bajo esta idea va la tarea de encontrar una forma explicita para su
factor integrante inverso, lo cual puede llegar a ser tan complicado como encontrar la solucién

del sistema.

Otro objetivo y a la vez motivaciéon fue ver que resultados se obtenian al aplicar nuestro
trabajo en los sistemas bioldgicos, sistemas tales que su modelacién nos proveyera una forma
cuasi-homogénea con la cual se puede describir la geometria de sus soluciones. Esto se hizo
en el capitulo tres donde se abordaron casos particulares de los sistemas epidemiolégicos
que tenian la forma de sistemas p — ¢ cuasi-homogéneos. Ademds estudiamos el sistema
Lotka-Volterra clasico, sobre el cual llegamos a demostrar que no tiene ciclos limite, cuando
a la vez tiene érbitas periddicas; esto nos dio un ejemplo en el cual se muestra que existia
la posibilidad de encontrar o6rbitas peridédicas pero que realmente esto no es lo mismo que

encontrar ciclos limite, ya que estas érbitas cerradas no son aisladas.

Es sabido que en la interaccion entre ciertas especies, los fenémenos oscilatorios suceden
con frecuencia, atin cuando no existan “fuerzas periddicas externas”. Por lo tanto, una tarea
importante en modelos de presa-depredador es establecer condiciones para la existencia y
unicidad de un ciclo limite; teniendo en cuenta que si las presas asumen algin comportamiento
anti-depredatorio, o su tasa de crecimiento es afectada por algtin fenémeno ecolégico, pueden

aparecer ciclos limite o desaparecer las oscilaciones en el sistema.

Los tnicos ciclos que se dan y perduran en la naturaleza son llamados ecolégicamente
estables, lo cual significa que deben ser insensibles a perturbaciones del mundo real. En
consecuencia, este tipo de ciclo estable debe ser aislado y en un sentido matematico debe
corresponder a los ciclos limite del sistema de ecuaciones que lo representa. Asi, la existencia
de uno de estos ciclo limite estable da una explicacion satisfactoria a las interacciones obser-
vadas en poblaciones que oscilan de una manera periddica. Por lo tanto los resultados que
dimos en este trabajo se pueden interpretar como el ejemplo de poblaciones que pierden ese

comportamiento oscilatorio o no se estabiliza en ningtin momento.
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Conclusiones

De igual manera, llegamos a la conclusion de que quedan varias cosas interesantes por

hacer, oportunidades de aplicacién o extensiéon de este trabajo, como por ejemplo:

1. Estudiar el resultado de relacionar los sistemas diferenciales p — ¢ cuasi-homogéneos
con otro tipo de sistemas diferenciales resultantes a partir de hacer algin tipo de bifurcacién.
En otras palabras, analizar el cambio geométrico en sus soluciones a partir de una pequena
variaciéon en los valores de los parametros del sistema, abriendo la posibilidad a que bajo esas
consideraciones puedan existir ciclos limite o por ejemplo ver qué particularidades se puedan

reflejar en el comportamiento de sus factores integrantes inversos.

2. Extender el estudio a otro tipo de sistemas diferenciales sobre los cuales se puedan
aplicar el método de los factores integrantes inversos y con el analizar la dindmica de sus

soluciones.

3. Encontrar casos o condiciones tales que el método desarrollado o una variacién del
mismo nos ayude a garantizar de alguna forma la existencia de ciclos limite y luego quizas

la unicidad del mismo.

4. Analizar otros campos de aplicacién de este tipo de sistemas diferenciales p — ¢ cuasi-
homogéneos, como por ejemplo en la fisica, quimica, psicologia, biologia o donde la idea de

comportamiento peridédico o ciclo limite tenga alguna relevancia.

5. Ver fendmenos cuya modelacion esté descrita por una ecuacién diferencial parcial de
segundo grado, la cual bajo alguna tranformacién especifica se pueda relacionar a ella un
tipo de sistema diferencial bidimensional sobre el cual podamos aplicar nuestro método, para
asi sobre este sistema discutir el comportamiento de sus soluciones desde un punto de vista

cualitativo, con el proposito final de dar algin resultado sobre la dinamica de la EDP.
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Como lo vimos, el analisis de la existencia de ciclos limite en un sistema diferencial es uno
de los problemas abiertos que existen en la teoria cualitativa; pero, jsabias que quizas es una
de los mas famosos? Ya que el problema de determinar el niimero de soluciones peridédicas
aisladas esta relacionado con el conocido Problema 16 de Hilbert, que hace referencia a la
cantidad y posicién relativa de ciclos limite en sistemas diferenciales bidimensionales, el cual
fue propuesto por David Hilbert en el Congreso de Matematicos realizado en Paris en 1900,

y que atin permanece sin resolver [26].

A quién le gustaria intentarlo?

Problema X VI de Hilbert[27|. Determinar el limite superior para el nimero de ciclos
limite en los campos vectoriales polinomiales de grado n bidimensionales, y analizar sus

posiciones relativas.
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